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Abstract

In this work we present a classification of some of the existing Penalty Methods (deno-
minated the Exact Penalty Methods) and describe some of its limitations and estimated.

With these methods we can solve problems of optimization with continuous, discrete
and mixing constrains, without requiring continuity, differentiability or convexity.

The boarding consists of transforming the original problem, in a sequence of problems
without constrains, derivate of the initial, making possible its resolution for the methods
known for this type of problems.

Thus, the Penalty Methods can be used as the first step for the resolution of constrained
problems for methods typically used in by unconstrained problems.

The work finishes discussing a new class of Penalty Methods, for nonlinear optimization,
that adjust the penalty parameter dynamically.

Resumo

Neste trabalho pretende apresentar-se uma classificacdo dos Métodos de Penalidade
existentes (salientando os Métodos de Penalidade Exacta) e descrever algumas das suas
limitacdes e pressupostos.

Esses métodos permitem resolver problemas de optimizacdo com restricées continuas,
discretas e mistas, sem requerer continuidade, diferenciabilidade ou convexidade.

A abordagem consiste em transformar o problema original, numa sequéncia de pro-
blemas sem restricoes, derivados do inicial, possibilitando a sua resolucao pelos métodos
conhecidos para este tipo de problemas.

Assim, os Métodos de Penalidade podem ser usados como o primeiro passo para a re-
solucao de problemas de optimizacado permitindo a resolucdo de problemas com restricoes
por métodos tipicamente utilizados em problemas sem restri¢cdes.

O trabalho termina com a discussao de uma nova classe de Métodos de Penalidade,
para optimizacao nao linear, que ajustam o parametro de penalidade dinamicamente.
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1 Introducao

A modelacao matematica tem sido utilizada para o estudo e compreensao de muitos pro-
blemas e fenémenos reais, na engenharia, economia, medicina, entre outras. Os problemas
de optimizacao sdao abundantes, havendo a necessidade de determinar solucdes que corres-
pondam o melhor possivel a realidade. Podem encontrar-se alguns desses problemas, por
exemplo, em Ferris (1997).

As técnicas ou estratégias utilizadas em cada método dependem da quantidade de infor-
macao disponivel, e passivel de ser utilizada, da maior ou menor eficiéncia e robustez do
algoritmo a utilizar, da facilidade de implementacao, e, obviamente, das especificidades do
proprio problema.

Quando o problema tem restricoes (NLPs, do inglés NonLinear Programming Problems)
sao, muitas vezes, usadas as fung¢oes de penalidade, que vém permitir efectuar uma trans-
formacao ao problema original, para que a solucao seja obtida pela resolucao, nao de um,
mas de uma sequéncia de outros problemas, derivados do inicial, todos eles sem restricoes.
Esta abordagem, possibilita, assim, a utilizacdo de outro tipo de métodos ou algoritmos,
nomeadamente a classe dos Métodos dos Gradientes ou a classe dos Métodos de Pesquisa
Directa.

Alias, as estratégias existentes para a resolucao de problemas nao lineares com restri-
coes, consistem, em geral, em os transformar em problemas sem restricées, de resolucao
mais facil, cuja solucao € igual ou se relaciona de alguma forma com a solucéao do problema
original.

Os métodos disponiveis para efectuar este procedimento sao diversos, por exemplo:

—

Métodos de Penalidade;

Métodos Barreira;

Meétodo dos gradientes reduzidos;

Meétodo de projeccao do gradiente;

Meétodos baseados em funcdes Lagrangeanas aumentadas;

Métodos de Lagrangeanas projectadas;

N o g s W N

Método dos filtros.

Neste trabalho comecam por abordar-se, genericamente, os Métodos de Penalidade, para
seguidamente se apresentar uma classificacdo de alguns dos Métodos de Penalidade exis-
tentes, apresentando algumas das suas limitacoes e pressupostos.

Nos ultimos anos surgiu um grande interesse nos Métodos de Penalidade (em 2006,
Byrd (2006), em 2005 Chen (2005), em 2002 (2002), em 2003 Gould (2003), Leyffer (2006)
em 2006 , Klatte (2002) em 2002, em 1995 Mongeau (1995) e em 2005 Zaslavski (2005),
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entre outros), por causa da sua capacidade de resolucao de problemas degenerados e com
restricoes nao lineares.

Os Métodos de Penalidade Exacta foram usados com sucesso para resolver problemas
com restricoes de Complementaridade (MPCCs - do inglés Mathematical programs with com-
plementary constrains), por Benson (2003) e por Leyffer (2006), e, por Byrd (2006) e por
Chen (2005), foram usados em programacdo nao linear com restricdes (CNLP, do inglés
Constrained NonLinear Programming) para assegurar a admissabilidade de subproblemas e
melhorar a robustez da iteracao.

Assim, os Métodos de Penalidade podem ser usados como o primeiro passo para a reso-
lucao de problemas de optimizacao, pois permitem a resolucao de problemas com restricoes
por métodos tipicamente utilizados em problemas sem restricoes.

2 Formulacao Matematica do Problema

De uma forma geral, a formulacao de um problema, P, de optimizacdo nao linear com
restricées, nao lineares de igualdade, desigualdade e limites simples, pode ser posta na
seguinte forma, Matias (2003):

minimizar f(z)
zeR™
sujeitoa e (x) >0, i=1,2,...,s
di(z)=0, j=1,2,..,t 2.1)
ar <z, k=12,...n
< bl7 l= 1a27 n

ceey

onde f : R®" — R é a funcdo objectivo do problema, ¢; : R® — R, com i = 1,2,...,s, sdo
as s restricoes de desigualdade, d; : R" — R, com j = 1,2,...,t, representam as ¢ funcoes
das restricoes de igualdade, e as duas ultimas condi¢cdes representam os limites simples
impostos as variaveis.

3 Métodos de Penalidade

Os Métodos de Penalidade foram criados para resolver um problema, P, resolvendo uma
sequéncia de problemas sem restricoes especialmente escolhidos. Ou seja, é efectuada
uma transformacao ao problema original e ¢é feita a resolucao de uma sequéncia de outros
problemas, sem restricoes, derivados do inicial, pelos métodos conhecidos para este tipo de
problemas.

Assim, € construida uma nova funcao objectivo, ®, que contém informacao relativa a
funcao objectivo inicial, f, e, simultaneamente, as restricées do problema. Sao, desta forma,
construidos problemas sucessivos sem restricoes, que dependem de um parametro positivo,
r, cujas correspondentes solucoes, x*(r), convergirdo para a solucao do problema inicial, x*.

A regiao admissivel de P ¢ o conjunto R definido pelas condicées:

ei(x) >0, i=1,2,...s

d]($):07 j:1,2,...,t

ap <z, k=1,2,...n (3.2)
r <b, 1=12,...,n
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Nos Métodos de Penalidade, a regiao admissivel, R, € expandida a todo o R”, mas €
aplicada uma grande penalizacdo a funcao objectivo nos pontos que estdao fora da regiao
admissivel original, R.

Considere-se o problema P, (2.1). Convertendo as restricoes, ¢;(z) > 0 em —e¢;(z) < 0,
dj(z) =0emdj(z) <0e —dj(z) <0eap <zpex; <b ema—x, <0eaz —b <0, podemos
assumir P na forma:

mintmaizar f(x
zER™ (3.3)
sujeitoa  C;(z) <0,

onde C;(z) representa o conjunto de todas as m = s + t + 2n restrigoes, ¢;(z) < 0, i =
1,2,...,m, do problema.

Assim, o problema original, com restricoes de todo o tipo, € agora um problema com
restricdes apenas de desigualdade da forma menor ou igual.

Entao pode construir-se uma nova funcao objectivo, ®, que contém informacéo relativa
a funcéao objectivo inicial, f, e simultaneamente, as restricées do problema:

CI)(.Z',’I“) = f(x) + @(.Z‘,’I’), (3.4)

onde O : R"*! — R™ é uma funcéo de r, parametro real positivo, denominado parametro
de penalidade e da funcéo de penalidade, sendo ©(z,r) = rp(z).

Definicao 1 - Freund (2004)

Uma funcao p : R™ — R diz-se funcdo de penalidade para P, se verifica:
e p(xr)=0sec(z)<0
e p(z) >0seci(z)>0

Assim, o problema a resolver, que subtitui o problema P, € um problema, F,,, com uma
nova funcao objectivo e sem restricoes:

P, : mini?ﬂgizar f(@) + rop(z), (3.5)
weRn

representando r,,, uma sucessao crescente de constantes tal que r,, — +oc.

Seja r, > 0,k = 1,2,...,00 a sucessao de parametros de penalidade, tal que, ry1 > 7, Vk
e lim r, = +oo.
k—+4o00
Sejam q(z,7) = f(x) + rp(z), ¥ a solucao exacta do problema P(r;) € z* a solu¢do 6ptima
de P.

Nestas condicdes prova-se o Teorema da Convergéncia dos Métodos de Penalidade,
com f a funcgao objectivo, ¢; as funcoes restricao e p a funcao de penalidade:
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Teorema 1 - Freund (2004)

Suponha-se que f, c; e p sao fungées continuas. Seja {z*} ,k = 1,2, ..., 00 uma sucessao de
solugoes de P(ry,). entao qualquer ponto limite z de {z*} é solucdo optima de P.

3.1 Funcoées de Penalidade usadas frequentemente
Uma classe de Funcoes de Penalidade usada frequentemente é:

m

p(z) :Z [mazx {0, c;(x)}]”,p > 1, (3.6)

i=1

e se p =1, p(x) em (3.6) diz-se funcao de penalidade linear.
Nota: Esta funcao pode nao ser diferenciavel nos pontos onde ¢;(z) = 0, para algum i.

e (3.6) com p = 2, é a funcao de penalidade mais usada na pratica e, diz-se funcao de
penalidade quadratica.

3.2 Meétodos de Penalidade Exacta - Definicao

A caracteristica principal dos Métodos de Penalidade Exacta € que, ao contrario dos
Métodos de Penalidade Inexacta, apresentados anteriormente, que transformavam o pro-
blema original numa sequéncia infinita de problemas, a sequéncia de problemas ¢ finita, ou
seja, a solucao do problema NLP é determinada resolvendo um numero finito de problema
sem restricoes.

Definicao 2 - Zaslavski (2005)

Um Método de Penalidade Exacta é um método que escolhe a fungdo de penalidade p(x)
e o parametro r de tal forma a que a solucdao éptima & do problema sem restricées, P,,, seja
também a solucgdo dptima, =*, do correspondente problema com restricées, P.

4 Classificacao de alguns dos Métodos de Penalidade exis-
tentes

Nesta seccao faz-se uma revisao e apresenta-se uma classificacdo para alguns dos Méto-
dos de Penalidade existentes. Sao ainda apresentados alguns dos seus pressupostos e
limitacoes.

Na tabela seguinte apresenta-se resumidamente essa classificacao.
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Tabela 1: Uma Classificagdo de alguns dos Métodos de Penalidade existentes

Penalidade
Penalidade Estatica
Exacta Penalidade
Optimizacao Dinamica
Global Penalidade
Penalidade de Recusa
Inexacta Penalidade
Discreta
Lagrangeana
Optimizacao | Penalidade
Local Exacta Penalidade [;

Uma das dificuldades dos Métodos de Penalidade é encontrar parametros de penalidade
convenientes de forma a que a solucédo Z, que minimiza o problema sem restricdes corres-
ponda, de alguma forma, ao minimo do respectivo problema com restricoes.

Se o minimo do problema sem restricées € admissivel e correspondente ao minimo global
do problema com restricdes (CGM, do inglés Constrained Global Minimum), ou seja, se
€ o ponto da regido admissivel com melhor valor da funcao objectivo, diz-se que o método
utilizado € um Método de Optimizacao Global. Se esse minimo, correspondente a um minimo
local do problema com restricoes (CLM, do inglés Constrained Local Minimum), ou seja, se €
o ponto de uma vizinhanca admissivel pré-definida, com melhor valor da funcao objectivo,
diz-se que o método utilizado € um Método de Optimizacao Local.

Assim, os Métodos de Penalidade podem ser classificados como:

e METODOS DE PENALIDADE DE OPTIMIZACAO GLOBAL, (GOPM, do inglés Global Optimal
Penalty Methods), se permitem obter solucdes globais, CGM, de P

e METODOS DE PENALIDADE DE OPTIMIZACAO LoOcCAL, (LOPM, do inglés Local Optimal
Penalty Methods), se permitem obter solucoes locais, CLM, de P.

Por outro lado, podem ser (Bertsekas (1999)):

e METODOS DE PENALIDADE INEXACTA, nos quais a minimizacao da nova funcao objec-
tivo, ¢, nao encontra os pontos CGM e CLM exactos, apenas caminha para pontos
infinitamente préximos destes, pela minimizacio sucessiva dos problemas obtidos;

e METODOS DE PENALIDADE EXACTA, se permitem encontar os CGM e CLM exactos,
através de uma sequéncia finita de problemas de penalidade.

4.1 Métodos de Penalidade de Optimizacao Global - GOPM

Os GOPM podem ser Inexactos ou Exactos. Nesta classe de métodos estao Métodos de
Penalidade Estatica e Métodos de Penalidade Dinamica.
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4.1.1 Meétodos de Penalidade Estatica

Os METODOS DE PENALIDADE ESTATICA foram propostos inicialmente por Homaifar (1994).
Nestes métodos é considerada uma familia de niveis da violacdo para cada tipo de restri-
cdo. Cada nivel da violacao impde um nivel diferente da penalidade. A desvantagem deste
método € o numero de parametros a ser seleccionado. O numero de parametros aumenta
rapidamente com o numero de restricao e de niveis da violacao.

Nestes métodos € fixado um parametro de penalidade, r para todo o processo. Existem
duas dificuldades associadas a esta abordagem, Deb (2001), Godfrey (2004):

e A solucdo da funcao objectivo depende do parametro de penalidade, r. Diversos au-
tores procuraram encontrar o melhor valor para r, nestes métodos, para conduzir a
procura dentro da regiao admissivel. Isto requereu uma extensa experimentacao para
encontrar uma solucéo razoavel. Este problema é tao indomavel que alguns investi-
gadores usaram diferentes valores de r, dependendo do nivel de violacdo das restricoes,
enquanto outros actualizaram o parametro de penalidade a cada iteracdo a partir de
parametros que fixavam o raio de evolucao (métodos de penalidade dinamica )

e Ainclusao do termo de penalidade distorce a funcao objectivo, Deb (2001). Para valores
pequenos de r, a distor¢ao é pequena, mas o 6ptimo de ®(z,r) pode nao estar perto do
verdadeiro 6ptimo. Por outro lado, se é usado um r grande, o 6ptimo de ®(z,r) é
proximo do minimo, mas a distorcdo pode ser tao grande que ®(z,r) pode ter minimos
ficticios.

Considerando, as retri¢oes a;(x) > 0 como —a;(z) <0,i=1,2,..,s;ar—x <0,k =1,2,...,n
ex;—b <0,0l=1,2,...,n, como restricoes do tipo menor ou igual, g;(z) < 0,i=1,2,...,s + 2n,
(2.1), pode ser escrito como:

minimizar f(z)
rER™
sujeitoa  dj(z) =0, j=1,2,...,t 4.7)
gi(x) <0, i=1,2,...,s+2n

Com os vectores de penalidade « € 5, um exemplo de Problema de Penalidade Estatica,
para (4.7), p > 1, é:

minjg&zar Ly(z,a,5) (4.8)
com
t s+2n
La(w, o f) = flo)+ D agldj (@) + Y fi (max(0, gi(x))" (4.9)
j=1 i=1

Um Método de Penalidade Estatica pode ser Exacto ou Inexacto. Por exemplo, no Pro-
blema (4.8), se p = 1 em (4.9), estamos na presenca de um Método de Penalidade Estatica
Exacto, se p > 1 ¢ um Método de Penalidade Estatica Inexacto, Bertsekas (1999).

Isto €, quando p = 1 existem valores de penalidade « e ( tais que o ponto que minimiza a
funcao de penalidade é exactamente o CGM de P.

Contudo, quando p > 1, o Método de Penalidade Estatica € um Método Inexacto e con-
vergira para CGM como aproximacao infinita dos valores de penalidade.
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O Método de Penalidade Estatica de Homaifar, Homaifar (1994), resolve um problema
semelhante a (4.8), mas requer a escolha de um numero muito grande de parametros e
além disso € um Método de Penalidade Inexacta.

Assim, a limitacdo comum de todos os métodos de penalidade estatica € que geralmente €
muito dificil escolher os valores apropriados de penalidade estaticamente. Além disso, estes
métodos foram desenvolvidos para encontrar CGM e nao permitem encontrar um CLM de P.
Portanto, sdo computacionalmente dispendiosos porque envolvem a procura de um minimo
global de uma funcao de penalidade néao linear.

Como alternativa a procura de parametros de penalidade por tentativa em erro existem
os Métodos de Penalidade Dinamica.

4.1.2 Métodos de Penalidade Dinamica

Os METODOS DE PENALIDADE DINAMICA, Wang (2006), discutidos na seccéo 5, incremen-
tam as penalidades em (4.8) gradualmente encontrando o minimo global z de (4.8), para
cada combinacao de penalidades, terminando quando Z € uma solucao admissivel de P.

Tal como os Métodos de Penalidade Estaticos, os Métodos de Penalidade Dinamica podem
ser métodos exactos ou inexactos, dependendo do valor de p. Além disso, tém uma limitacao
comum com os anteriores, uma vez que também s6 permitem encontrar um minimo global
de funcoes nao lineares.

Existem muitas variantes dos Métodos de Penalidade Dinamica.

Uma variante amplamente conhecida é o Método de nao estacionaridade, que resolve uma
sequéncia de problemas do tipo de (4.8), verificando em cada iteracao de cada subproblema
k, as condicoes que se seguem, com C' > 0 e p > 1 parametros constantes:

a;(k+1) = a;(k) + C.|d; ()| (4.10)

Bi(k+1) = Bi(k) + C. (maz(0, g;(x)) (4.11)

Outro Métodos de Penalidade Dinamica é o Método de Penalidade Adaptativa, que faz uso
do feedback do processo de pesquisa. Este método resolve o seguinte problema na iteracao
k:

minzigﬁz;{zar Li(z,a, 3) (4.12)

com "
Li(z,0,8) = f(x)+ > a;(k)(d;(x))*+ > Bi(k) (maz(0, gi(x))?, (4.13)

j=1 i=1

onde «; (k) €, respectivamente, incrementado, decrementado ou deixado inalterado quando
a restricdo d;(z) = 0 €, respectivamente, ndo admissivel ou admissivel ou nenhuma delas,
nas ultimas [ iteracoes. Isto é:

o aj(k+1)=a;(k)/M

- se d;(z(i)) = 0 € uma iteracao admissivel k —1+1,....k
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o a;(k+1) = Aa.a;(k)
- se d;(z(i)) = 0 € uma iteracdo nao admissivel k — [ +1,.... k
o a;(k+1)=a;(k)

— caso contrario.

onde / € um inteiro positivo, A\;, Ay > 1 € A\; # Ay (para evitar ciclos nas actualiza¢oes). O
parametro ( € actualizado de forma similar.

Existem outras duas variacdes de penalidade global, ambas abordagens exactas, sdo os
Meétodos de Penalidade de Recusa e os Métodos de Penalidade Discreta.

4.1.3 Meétodos de Penalidade de Recusa e Métodos de Penalidade Discreta

Um METODO DE PENALIDADE DE RECUSA (Death penalty Methods), Hu (2002), Zhang
(2005), € um método de penalidade que rejeita simplesmente todos os pontos nao admis-
siveis. Comeca com um ou mais pontos admissiveis e procura novos pontos, se o novo ponto
nao for admissivel é rejeitado.

Nesta categoria, a dificuldade reside em gerar os pontos admissiveis iniciais e computa-
cionalmente é ainda mais complicado, nomeadamente quando a regidao admissivel € muito
pequena.

Assim, este método resolve o Problema (4.7) considerando:

Ly(w, 0, 8) = f(2) + o P(d(2)) + 67 Qg(x)),

onde

P(d(z)) = +oo se d(x) #0

€
P(d(z)) = 0 se d(z) =0
[
Qlg()) = +oc se g(z) > 0
€

Q(d(z)) = 0 se g(x) < 0.

Este método é um Método de Penalidade Exacta. Para quaisquer valores finitos dos
parametros de penalidade « e (3, o ponto minimo da funcdo penalidade sera admissivel e
tera o menor valor da funcao objectivo, sendo dessa forma exactamente o CGM de P.

Outro Método de Penalidade Exacta € o METODO DE PENALIDADE DISCRETA que usa o
numero de restricoes que foram violadas em vez do grau de violacdes na funcao penalidade.
Este tipo de métodos € usada muitas vezes em Métodos de Elementos Finitos, Dai (2007).

Conclui-se assim, que os Métodos de Optimizacao Global de (4.7) tém aplicacao pratica
limitada, porque a procura do minimo global € computacionalmente dispendiosa e as técni-
cas de optimizacao global, como o método de nao estacionaridade, também sao lentas pois
s6 alcancam o6ptimos globais com convergéncia assimptotica, Kirkpatrick (1983).
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4.2 Meétodos de Penalidade de Optimizacao Local - LOPM

Para evitar a dispendiosa optimizacao global tém sido desenvolvidos métodos de opti-
mizacao local. Estes incluem, por exemplo, os Métodos dos Multiplicadores de Lagrange e
os Métodos de Penalidade /;, que sdo ambos Métodos de Penalidade Exacta. Estes métodos
foram criados para resolver problemas de optimizagdo nao linear continuos, isto é pro-
blemas do tipo (4.7), onde f € continua e diferenciavel e g e d podem ser descontinuas,
nao-diferenciaveis.

Nestes métodos o objectivo € encontrar um minimo local #, relativamente a vizinhanca
N(z) ={z*: ||[z* — 7| <eee— 0} de z*.

Definicao 3 - Gould (2003)

Um ponto ¥ diz-se um mimimo local de P, relativamente a vizinhan¢a N(&), se & é admis-
sivel e f(&) < f(x) para todo o x admissivel dessa vizinhancga.

4.2.1 Métodos dos Multiplicadores de Lagrange

A Teoria Lagrangeana tradicional funciona para (4.7) com funcdes restricao g e h con-
tinuas e diferenciaveis.

A Funcéao Lagrangeana de (4.7) com multiplicadores de Lagrange A e p é definida por:

L(z, A p) = f(x) + A d(2) + p"g(x).

Assumindo a continuidade e diferenciabilidade, o CLM satisfaz a condicao necessaria de
Karush-Kunh-Tucker (KKT) e a condicao suficiente de ponto sela, Bertsekas (1999).

Esta abordagem é, portanto, limitada a resolucdo de CNLPs com funcdes continuas e
diferenciaveis e nao pode ser aplicada a problemas discretos ou a problemas onde nao se
conhecam as derivadas das funcoes. Esta limitaciao deve-se ao facto da existéncia dos mul-
tiplicadores de Lagrange depender da existéncia dos gradientes das restricées e da funcao
objectivo e da regularidade das restricoes (independéncia linear dos gradientes das restri-
coes) nos pontos solucao.

Além disso, € dificil encontrar pontos e multiplicadores que satisfacam a condicao sufi-
ciente de ponto sela, porque esta € expressa como sistema de desigualdades nao lineares,
nem sempre facil de resolver. Assim, esta condi¢ao é usada simplesmente para verificar se
as solucoes encontradas pela condicdo KKT sio, efectivamente, solucoes 6ptimas.

4.2.2 Métodos de Penalidade [;

O METODOS DE PENALIDADE [; € outro método de penalidade exacta de minimizacao local
e que permite, portanto, resolver CNLPs. Este método resolve problemas de minimizacao
com a seguinte funcao, Gould (2003):

t s54+2n
hw,p) = f@)+p Y |dj@)|+p Y mazlgi(x),0] (4.14)
j=1

i=1
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A teoria desenvolvida a volta desta expressao mostra que existe uma correspondéncia
bijectiva entre o CLMs e o minimo global da funcao [; (4.14), quando p é suficientemente
grande, Bertsekas (1999).

Como € sabido, para valores apropriados do parametro de penalidade p, os pontos esta-
cionarios de [y (z, 1) sdo também pontos KKT do problema néo linear (4.7) ou pontos esta-
cionarios nao admissiveis, ver por exemplo, Byrd (2003). Esta propriedade € a mais apel-
ativa destes métodos de penalizacao exacta porque uma escolha adequada de p devera ser
adequada para todo o processo de minimizacgao.

Este como os outros Métodos de penalizacao exacta sdao, assim, menos dependentes no
parametro de penalidade do que os métodos de penalizacdo quadratica para os quais €
necessario resolver uma sucessao de subproblemas com séries divergentes de parametros
de penalidade.

A funcao (4.14) serviu de base a muitos métodos de penalidade propostos na literatura.

Apresenta-se de seguida o correspondente Algoritmo, Byrd (2006):

Algoritmo: Método de penalidade /; classico
e Dados:
= o >0
— atolerancia 7 > 0
— um ponto inicial zj
e Parak =0,1,2,..
Encontrar um minimizante aproximado z;, de l1(z, 1), comecando em zy;
Se il \d; ()] + fln maz|—gi(z),0] < 7
Par]ar e considefar a solucao aproximada x;
Senao

— Escolher um novo parametro de penalidade px4+1 >

- Escolher um novo ponto inicial zj,, ;:

A minimizacdo da funcao de penalidade /1, I1(z, ), € dificil porque € nao diferenciavel.
Como resultado destes obstaculos, esta aproximacao sem restricoes, ndao é infelizmente
viavel como técnica para a programacao nao linear.

A limitacao maior deste método, tal como nos Métodos de Multiplcadores de Lagrange, €
que s6 se aplicam a problemas continuos e diferenciaveis e € dificil encontrar um valor de
consistente para todos os subproblemas.

As alternativas a estes métodos tém vindo a aparecer, nomeadamente no que diz respeito
a procura de solucoes para o problema da escolha de parametros de penalidade.

5 Uma nova classe de Métodos de Penalidade Dinamica

Os métodos de penalidade cresceram em trés etapas de desenvolvimento desde que foram
introduzidas em 1950. Primeiro foram vistos como meio de resolucao de problemas de opti-
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mizacao com restricoes através de técnicas de optimizacao sem restricoes. Esta abordagem
nao provou ser efectiva, execepto para classes especiais de aplicacoes.

Na segunda etapa, os problemas de penalidade foram substituidos por uma sucessao
de subproblemas com restricoes lineres. Estas técicas, descritas nas abordagens de pro-
gramacdo quadratica sequencial, sdo muito mais eficientes do que as aproximacoes sem
restricoes, mas deixam em aberto a questao de como escolher o parametro de penalidade.

Infelizmente a escolha dos parametros de penalidade era, frequentemente, muito dificil
porque a maioria das técnicas utilizadas sao estratégias heuristicas.

Como alternativa a estas estratégias apareceu o método dos filtros, introduzidos por
Fletcher and Leyffer, Fletcher (2002). Desde ai, as técnicas de filtros foram aplicadas a
métodos SLP (Sequential Linear Programming) e SQP (Sequential Quadratic Programming),
porque constituiam métodos menos dependentes de parametros do que os métodos de Pe-
nalidade.

Na etapa mais recente do desenvolvimento, os métodos de penalidade ajustam o parametro
de penalidade em cada iteracdo, com o intuito de atingir um nivel estipulado de admissibil-
idade linear. A escolha do parametro de penalidade deixa de ser heuristica e torna-se parte
integral do processo de calculo.

Um exemplo deste tipo de abordagem € a apresentada em Byrd (2006), no contexto do
algoritmo da progressao linear quadratica sequencial (SLQP). Neste artigo € feita uma analise
e generalizacao desta estratégia para a a sua aplicacao em outros métodos.

A estratégia consiste em ajustar o parametro de penalidade dinamicamente; por con-
trolo do grau de linearidade admissivel considerado em cada iteracao, elas promovem um
progresso balanceado de optimabilidade e admissibilidade. Para escolher um parametro de
penalidade que permita cumprir o objectivo deve resolver-se um subproblema adicional em
cada iteracao.

Em contraste com as aproximacoes classicas, a escolha do parametro de penalidade
deixa de ser uma heuristica e é determinado, através de um subproblema com objectivos
claramente definidos. A nova estratégia de actualizacdo da penalidade é apresentada no
contexto de métodos de programacao quadratica sequencial (SQP) e programacao linear
quadratica sequéncial (SLQP), métodos que usam regidoes admissiveis para promover a con-
vergéncia.

A abordagem apresentada em Byrd (2006), consiste em fazer uma reformulacdo do pro-
blema linearizando as restri¢coes, depois, exigindo que em cada passo haja progresso na
admissibilidade flexivel (linear feasibility) que é proporcional ao possivel progresso 6ptimo.
Esta nova estratégia, incrementa automaticamente o parametro de penalidade e supera
o comportamento indesejavel da dificuldade de escolher valores apropriados para p; nos
métodos de penalidade. Esta dificuldade, causou que os métodos de penalidade nao difer-
enciaveis perdessem o interesse durante os anos 90 e originaram o desenvolvimento do
método dos filtros, Gonzaga (2003), Wachter (2004), que nio exigem um parametro de pe-
nalidade.

Outras estratégias de actualizacao de penalidade foram propostas recentemente. Chen
e Goldfarb, Chen (2005), propuseram regras que actualizam o parametro de penalidade
baseadas na admissibilidade e no tamanho dos multiplicadores. Leyffer, Leyffer (2006),
considera métodos de penalidade descrevendo critérios dinamicos para actualizar parame-
tros de penalidade baseado no decrescimento médio das restricoes penalizadas.
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6 Conclusao

Neste trabalho apresenta-se uma Classificacao dos Métodos de Penalidade existentes e
descrevem-se algumas das suas limitacoes e pressupostos.

Esta Caracterizagao baseia-se essencialmente na distincdo dos métodos de acordo com o
tipo de 6ptimo que permitem encontrar (global ou local) e na distincao no que diz respeito a
exactidao das solucoes encontradas (Métodos exactos ou inexactos).

Se o minimo do problema sem restricoes € admissivel e correspondente ao minimo global
do problema com restri¢coes (CGM) diz-se que o método utilizado € um Método de Optimiza-
cao Global (GOPM). Se esse minimo, correspondente a um minimo local do problema com
restricoes (CLM), diz-se que o método utilizado € um Método de Optimizacao Local (LOPM).

Se a minimizacdo da nova funcao objectivo, ®, ndo encontra os pontos CGM e CLM
exactos, apenas caminha para pontos infinitamente proximos destes, pela minimizacao su-
cessiva dos problemas obtidos diz-se que o método utilizado € um Métodos de Penalidade
Inexacta. Se o método permite encontar os CGM e CLM exactos, através de uma sequéncia
finita de problemas de penalidade diz-se que o método utilizado é um Métodos de Penalidade
Exacta.

O trabalho termina com a discussao de uma nova classe de Métodos de Penalidade, para
optimizacao nao linear, que ajustam o parametro de penalidade dinamicamente.
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