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DESENVOLVIMENTO DE MODELOS PARA ANALISE DINAMICA DE
ESTRUTURAS. APLICACAO A BARRAGENS DE BETAO E ESTRUTURAS
AUXILIARES

Resumo

Com este trabalho mostra-se a importancia da utilizacao integrada de modelos numéricos e de
resultados da observacdo do comportamento dindmico com vista ao controlo de segurancga de
grandes estruturas, particularizando para o caso da barragem do Cabril e da respectiva torre
das tomadas de dgua.

Descrevem-se os fundamentos da dindmica de estruturas sob a perspectiva da realizacdo de
estudos no dominio do tempo e no dominio da frequéncia, e referem-se os principios em que
se baseiam as metodologias de identificacdo modal, utilizadas na interpretacdo e andlise de
resultados de ensaios de vibragdo ambiental.

Apresentam-se os fundamentos do método dos elementos finitos na perspectiva da sua
implementagdo computacional para andlise dinamica de estruturas, e apresenta-se
sumariamente o programa MEFDIN3D, desenvolvido em MATLAB no ambito deste
trabalho, o qual permite a andlise estdtica e dinamica de estruturas utilizando elementos
finitos de placa e tridimensionais.

Analisam-se os parametros dinamicos da torre, em termos de frequéncias naturais e
configuragdes modais, utilizando modelos numéricos 2D (MEFDIN3D e SAP 2000) e um
modelo 3D em SAP 2000. Os resultados destes modelos numéricos sdo comparados com
resultados experimentais obtidos a partir de: 1) ensaios de vibracdo ambiental com medi¢do de
aceleracdes no topo da torre e no corpo da barragem e; ii) de um sistema de observacdo em
continuo do comportamento dindmico da barragem do Cabril, recentemente instalado em obra
pelo LNEC.

Apés a calibragdo dos modelos numéricos, apresenta-se um estudo de previsdo do
comportamento dindmico da torre sob ac¢des sismicas, efectuando a anélise no dominio do
tempo e por espectro de resposta. Por fim, apresentam-se resultados de um calculo sismico 3D

da barragem do Cabril com o MEFDIN3D.
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MODELS DEVELOPMENT FOR STRUCTURAL DYNAMIC ANALYSIS.
CONCRETE DAMS AND AUXILIARY STRUCTURES

Abstract

In this work it is shown the importance of the integrated use of numerical models and
observation results of the dynamic behaviour to control the safety of large structures,
specifying for the case of Cabril dam and its intake tower.

The bases of structural dynamics are described under the perspective of time and frequency
domain studies, as well as the methodologies of modal identification, used in the
interpretation and analysis of ambient vibration tests are presented.

The bases of the finite element method in the perspective of its computational implementation
for structural dynamic analysis are presented. It was also presented a MATLAB computer
program (MEFDIN3D), developed in the context of this work, which allows the structural
analysis of 2D and 3D structures, under static and dynamic loads, using the finite element
approach.

The dynamic parameters of the intake tower are analyzed, in terms of natural frequencies and
mode shapes, using two plane models (MEFDIN3D and SAP 2000) and a 3D model in SAP
2000. The results of these numerical models are compared with experimental results from: 1)
ambient vibration tests with acceleration measurements at the top of the intake tower and in
the dam body and; ii) a dynamic continuous monitoring system, recently installed by LNEC
on the Cabril dam.

After the numerical models calibration, it is presented a study to predict the dynamic
behaviour of the intake tower under seismic actions, making the analysis in the time domain
and with the response spectrum method. Finally, a 3D seismic analysis of the Cabril dam is

presented using the MEFDIN3D program.
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Capitulo 1

Introducao

1.1  Consideracoes gerais

Na andlise estrutural e, em particular, na andlise de grandes estruturas como € o caso das
barragens de betdo, é fundamental desenvolver modelos numéricos que permitam simular o
seu comportamento sob diversos tipos de accdes, estdticas ou dinamicas. Estes modelos
permitem apoiar as actividades de controlo de seguranca das obras ao longo da sua vida util,
desde a fase de projecto até ao final do periodo de exploracgao.

A actividade de desenvolvimento de modelos numéricos adequados aos diversos tipos de
estudos que se efectuam no ambito do controlo da segurangca de barragens e respectivas
estruturas auxiliares, exige a utilizacdo de programas de andlise estrutural relativamente
sofisticados, que muitas vezes se baseiam no método dos elementos finitos (M.E.F.) e, em
geral, permitem efectuar andlises estdticas e dinamicas considerando materiais de
comportamento linear e até ndo linear. Para utilizar este tipo de programas de forma
adequada, tirando partido de todas as suas potencialidades, é conveniente, numa fase inicial,
aprofundar os conhecimentos sobre as formulagdes e sobre os métodos numéricos em que
esses programas se apoiam. Se, por exemplo, como € o caso neste trabalho, o objectivo é
desenvolver modelos para simular o comportamento dinamico de uma dada estrutura, sob a
accdo do ruido ambiente ou sob acc¢des sismicas, € fundamental estudar os diferentes tipos de
modelos de elementos finitos que podem ser utilizados e as diferentes metodologias de
calculo que podem ser adoptadas, nomeadamente, recorrendo a andlises no dominio do tempo
(utilizando ou ndo as coordenadas modais) ou por espectro de resposta.

Nesta perspectiva de aprofundar os conhecimentos sobre modelacdo numérica com vista a
andlise do comportamento dindmico de estruturas pelo M.E.F., foi desenvolvido no ambito
deste trabalho, um programa de elementos finitos em MATLAB que permite efectuar a
andlise estdtica e dindmica de estruturas planas e tridimensionais. O aprofundamento dos
conhecimentos nesta drea da modelagdo numérica, resulta em boa parte da possibilidade de

orientar o estudo das formulagdes e dos métodos numéricos, com vista a sua implementacdo



computacional e da subsequente confrontacdo dos resultados obtidos com resultados dos
programas comerciais que se pretende vir a utilizar de forma eficiente, explorando todas as
suas potencialidades.

Neste trabalho € igualmente enfatizada a importancia de confrontar os resultados numéricos
com resultados observados. Nesta perspectiva, foi efectuado um ensaio dindmico com
medicdo de aceleracdes sob excitacdo ambiental, na torre das tomadas de dgua da barragem
do Cabril”, uma importante estrutura auxiliar constituida por duas tomadas de dgua para cada
grupo de producio de energia e por uma descarga de fundo. Os resultados observados, depois
de devidamente analisados por técnicas de identificacdo modal (andlise espectral), sdo
comparados com os resultados de modelos numéricos (modelos 2D e modelo 3D), como se
mostra na Figura 1.1. A utiliza¢do integrada de resultados numéricos e observados, permite
ajustar os parametros fundamentais dos modelos numéricos (no caso em estudo, o médulo de
elasticidade do betdo e as condigdes de apoio), por forma a que os principais parametros
modais (frequéncias naturais e configuracdes modais) calculados numericamente, coincidam
com os identificados a partir das séries temporais de aceleragdes medidas em obra.

Na sequéncia deste processo de comparacdo entre resultados numéricos e observados, com
vista a calibracdo dos modelos para andlise do comportamento dindmico, podem ser
desenvolvidos estudos de simulacdo do comportamento das obras sob ac¢des sismicas (de
acordo com a nova regulamentacdo sao geralmente mais gravosas do que as consideradas na
época em que muitas das actuais barragens foram projectadas), com vista a reavaliacdo da
seguranca, tendo em conta a nova regulamentacdo. Estes estudos de reavaliacdo da seguranca
sob acgdes sismicas podem, em alguns casos, levar a adoptar medidas de
modernizacao/refor¢o do sistema de observacdo instalado, nomeadamente complementando-o
com dispositivos para medi¢ao em continuo da resposta dinamica das obras [Mendes, 2009].
Com este tipo de sistemas para monitorizacdo do comportamento dindmico de barragens em
continuo (utilizados também em pontes e edificios de grande porte), é possivel acompanhar a
evolucdo de eventuais processos de deterioracdo que provoquem alteragOes estruturais
significativas, pois podem influenciar a resposta dindmica observada ao nivel das frequéncias
naturais e configuracdes modais [Oliveira et al., 2003]. Estes sistemas também sdo de grande

interesse para avaliar eventuais danos provocados por ac¢des sismicas: se, a resposta dindmica

(" A torre das tomadas de dgua ¢é referida em [Xerez, 1954] como um 6rgdo importante do aproveitamento do
Cabril: “Desejamos chamar a aten¢do para o facto de a torre, como estrutura de betdo armado de 130 metros
de altura, constituir uma obra que, em si propria, comporta importantes estudos de projecto e obrigou a adoptar
especiais disposicoes construtivas, embora tudo isso possa passar despercebido perante a grandeza das
restantes partes do aproveitamento.”



identificada apds um sismo for diferente da identificada anteriormente, isso indicia que o

sismo podera ter provocado alteragdes estruturais importantes.

Vista da barragem do Cabril e da torre das tomadas de dgua

Modelos Numéricos para controlo de seguranca

Modelo de Elementos Finitos Tridimensionais Modelo de Elementos Finitos de barra e de
do sistema barragem-fundacio casca delgada da torre das tomadas de dgua
Espectro de Amplitudes
4 Modelo numérico

Resultados experimentais

3
>

f

Figura 1.1: Utilizacdo integrada de resultados da observagdo do comportamento dindmico e de

resultados numéricos (adaptado de [Mendes e Oliveira, 2008]).



1.2 Objectivos da Dissertacao

A presente dissertacdo tem como objectivo principal o desenvolvimento de um programa de
elementos finitos (2D e 3D — equilibrios de placa e tridimensionais), utilizando o MATLAB
[MATLAB, 2005], denominado MEFDIN3D, que permita efectuar a andlise estitica e
dindmica de estruturas (Figura 1.2), com a possibilidade de realizacdo de cdlculos no dominio
do tempo (ac¢do definida por histérias de forcas aplicadas nos varios graus de liberdade da

estrutura ou historias de aceleragdes impostas na base) e pelo método do espectro de resposta.
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Figura 1.2: Desenvolvimento do programa MEFDIN3D de elementos finitos (2D e 3D) em MATLAB
para andlise de estruturas sob acgdes estdticas e dinamicas. Barragem do Cabril: discretizacdo, campo

de tensdes principais, deslocamento radial ao longo do tempo e modos de vibracao.



Para além deste objectivo principal pretende-se:

apresentar os fundamentos da dindmica de estruturas com vista ao estudo das
formulacdes no dominio do tempo e no dominio da frequéncia para sistemas de 1 grau
de liberdade e varios graus de liberdade (conceito de coordenadas modais);

apresentar os fundamentos das metodologias de identificacdo modal (método basico
no dominio da frequéncia);

apresentar os fundamentos do M.E.F. com vista a modelagdo numérica do
comportamento estdtico e dinamico de estruturas;

testar a fiabilidade do programa MEFDIN3D em relacdo ao célculo estitico e
dinamico, a partir da comparacdo dos resultados numéricos com os resultados obtidos
com o programa comercial SAP 2000 [Computers & Structures, 1998] e, com
solugdes analiticas conhecidas para estruturas relativamente simples;

realizar um ensaio de vibragcdo ambiental na torre das tomadas de 4gua da barragem do
Cabril, com medicao de aceleracdes no topo da torre na direc¢do montante-jusante e
na direcc@o margem esquerda-direita, para caracterizar o seu comportamento dindmico
(Figura 1.3);

averiguar a hipdtese de interac¢do dindmica entre a torre € a propria barragem;

realizar um ensaio de ultra-sons para a determinacdo experimental do mdédulo de
elasticidade do betdo da torre, um dos parametros fundamentais para calibragao dos
modelos numéricos;

salientar a importincia da utilizacdo integrada de resultados obtidos nos modelos
numéricos de elementos finitos e de resultados observados, para calibrar os modelos
numéricos;

previsdo do comportamento dindmico da torre sob acg¢des sismicas no dominio do
tempo e pelo método do espectro de resposta (Figura 1.4);

mostrar as potencialidades do MEFDIN3D para a andlise sismica de estruturas
macicas (equilibrios tridimensionais), através de um estudo de aplicagcdo envolvendo o
calculo sismico da barragem do Cabril, com representagcdo grafica 3D, com animagao
dos campos de deslocamentos e de tensdes no corpo da barragem durante o periodo de

actuacao do sismo.
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Figura 1.3: Barragem do Cabril e torre das tomadas de dgua. Identificacdo modal das frequéncias

naturais da torre a partir de uma série temporal (acelera¢des) obtida experimentalmente.
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Figura 1.4: Andlise do comportamento dindmico da torre sob ac¢des sismicas. Analise no dominio do

tempo e pelo método do espectro de resposta.



1.3  Estruturacao do trabalho

Em seguida apresenta-se a estruturacdo adoptada para este trabalho com um resumo dos

topicos abordados em cada um dos capitulos.

Capitulo 2 — Observacao e Analise do Comportamento Dinamico de Barragens de Betao
e estruturas auxiliares

Apresentam-se os principais tipos de barragens e descrevem-se os 6rgdos de seguranga e
exploragdo de um aproveitamento hidroeléctrico.

Sdo também abordadas as actividades essenciais para efectuar a observagdo e controlo de
seguranca das barragens de betdo e das respectivas estruturas auxiliares referindo, em
particular, os equipamentos e as metodologias que podem ser utilizadas na observagao do seu

comportamento dinamico.

Capitulo 3 — Conceitos Fundamentais de Dinamica de Estruturas

Neste capitulo abordam-se os principais conceitos de dindmica de estruturas para efectuar
uma andlise no dominio do tempo e no dominio da frequéncia de modelos simples de 1 grau
de liberdade e de modelos estruturais com varios graus de liberdade (com base no conceito de
coordenadas modais).

Descreve-se um dos métodos de identificagdo modal no dominio da frequéncia, que permite
obter as caracteristicas dinamicas de uma estrutura a partir da medi¢ao de vibragdes (histérias
de aceleracgdes).

Apresentam-se também alguns dos conceitos fundamentais envolvidos na andlise sismica de

estruturas com varios graus de liberdade utilizando o método do espectro de resposta.

Capitulo 4 — Modelacao Numérica do Comportamento Dindmico de Estruturas
utilizando o Método dos Elementos Finitos

Apresentam-se os fundamentos do Método dos Elementos Finitos com vista a modelacao
numérica do comportamento estitico e dindmico de estruturas. Para explicar as técnicas
adoptadas na implementacdo computacional deste método, utiliza-se o exemplo de uma

barragem de gravidade em betdo. Inicialmente a apresentagdo restringe-se a andlise sob



accoes estaticas e, em seguida, generaliza-se para a andlise dinamica, estudando em particular
a accao sismica.

Apresenta-se o algoritmo do programa MEFDIN3D, desenvolvido em MATLAB, que permite
utilizar elementos finitos de placa (4 e 8 pontos nodais) e elementos finitos tridimensionais
(20 nds), para a andlise estatica e dinamica de estruturas (calculos no dominio do tempo e por
espectro de resposta). Apresentam-se ainda alguns exemplos de estruturas simples que foram
utilizadas para testar a fiabilidade do programa desenvolvido relativamente ao calculo estatico

e dinamico, através da comparacao dos resultados numéricos com solugdes analiticas.

Capitulo 5 — Aplicacao a barragem do Cabril e a torre das tomadas de agua

Neste capitulo procede-se a uma andlise do comportamento dindmico da torre das tomadas de
dgua da barragem do Cabril, com o objectivo de avaliar a hipétese de interac¢do dinamica
entre 0 movimento oscilatério da torre e da barragem. Para tal, foram desenvolvidos dois
modelos numéricos 2D de elementos finitos (com o MEFDIN3D e com o SAP 2000) e um
outro modelo 3D com o SAP 2000 para simular o comportamento dinamico da torre. Os
resultados numéricos destes modelos foram comparados com resultados experimentais
obtidos a partir de ensaios de vibragdo ambiental realizados no topo da torre (na direccao
montante-jusante e na direc¢do margem esquerda-direita) e no corpo da barragem, e de
resultados obtidos com um sistema de observacdo dindmica em continuo, recentemente
instalado na barragem [Mendes, 2009]. Apresentam-se resultados de um ensaio de ultra-sons
realizado num dos pilares da torre das tomadas de dgua, com o objectivo de determinar
experimentalmente o mddulo de elasticidade do betdo a adoptar nos modelos numéricos.
Mostram-se os resultados obtidos com os modelos numéricos calibrados relativos a andlise do
comportamento da torre sob ac¢des sismicas, no dominio do tempo e pelo método do espectro
de resposta. Por fim, apresentam-se alguns resultados referentes a anélise sismica da barragem

do Cabril (modelo 3D) obtidos com o programa MEFDIN3D.

Capitulo 6 — Conclusoes e Perspectivas futuras
Apresentam-se as principais conclusdes do trabalho e perspectivam-se os desenvolvimentos

futuros.



Capitulo 2

Observacao e Analise do Comportamento
Dinamico de Barragens de Betao e estruturas
auxiliares

2.1  Consideracoes iniciais

A observacdo e a andlise do comportamento dindmico das barragens de betdo e respectivas
estruturas auxiliares, tem assumido uma importancia crescente, tendo em vista especialmente,
o controlo de seguranca relativamente as ac¢des sismicas. Na verdade, até a presente data os
acidentes graves em barragens devido a eventos de origem sismica ocorreram relativamente
em pequeno nimero, embora tenham sido registados varios casos de incidentes que
envolveram o aparecimento de fissuras e deslocamentos permanentes, percolagdo excessiva
através da fundacgdo, etc. Contudo, é importante ter em conta que as barragens sdo estruturas
de elevado risco potencial e que a maioria das que se encontram em exploracdo foram
projectadas e construidas com base em métodos de andlise sismica que actualmente sdo
considerados inadequados.

E igualmente relevante efectuar o controlo de seguranca das estruturas auxiliares sujeitas a
importantes ac¢des dindmicas, como € o caso que se analisa no capitulo 5 desta dissertacao, a
torre das tomadas de dgua da barragem do Cabril — uma estrutura esbelta de 132m de altura,
imersa e sujeita a vibragdes provocadas pelo funcionamento dos grupos de produgdo de

energia.

Neste capitulo referem-se os diversos tipos de barragens, nomeadamente as barragens de
betdo, e salientam-se os aspectos mais importantes envolvidos nas actividades de controlo

da seguranca destas obras, desde a observacdo a modelacdo (matemadtica e fisica), com

especial atencdo aos aspectos relacionados com o seu comportamento dinamico.



2.2 Classificacao de barragens

N

As barragens podem ser classificadas quanto a sua dimensdo, finalidade, capacidade de
armazenamento, materiais utilizados na sua constru¢ao e forma estrutural. Segundo o ICOLD
[Site 1] (International Commission of Large Dams), as barragens podem ser classificadas em
pequenas e grandes barragens, de acordo com a sua altura e volume de dgua armazenado.
Adopta-se a designagdo de grande barragem, aquela que possui uma altura igual ou superior a
15m, medida desde a cota mais baixa da fundacdo até ao coroamento. As barragens com uma
altura entre os 5 e os 15m, também tomam a designagdo de grandes barragens, desde que o
seu reservatorio permita armazenar um volume de 4gua superior a 3 milhdes de metros
cubicos.

As barragens de altura inferior a 15m que ndo estejam incluidas no grupo anterior, designam-
se por pequenas barragens.

Por outro lado, as barragens também podem ser classificadas quanto ao tipo de materiais
utilizados na sua constru¢do, podendo estas ser em betdo, alvenaria ou em materiais soltos,

como por exemplo enrocamento e terras.

2.2.1 Barragens de Betdo

De acordo com o tipo estrutural, as barragens de betdo podem ainda subdividir-se em:
- Barragens de gravidade macigas;
- Barragens de gravidade com vazamento;
- Barragens de contrafortes;
- Barragens de arco-gravidade;
- Barragens em abdbada, com simples ou dupla curvatura;

- Barragens de ab6bada multiplas.

Na Figura 2.1 apresentam-se exemplos de barragens portuguesas em betdo com as formas

distintas descritas atras.
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Figura 2.1: Alguns tipos de barragens portuguesas em betdo: a) barragem de Cova do Viriato
(gravidade); b) barragem do Torrdo (gravidade aligeirada); c) barragem de Pracana (contrafortes);
d) barragem do Alto Rabagio (mista de arco e gravidade); e) barragem do Cabril (abébada de dupla

curvatura); f) barragem da Aguieira (multiplas abébadas).

2.2.1.1 Barragens de Gravidade

As barragens de gravidade sdo estruturas em betdo, com uma sec¢do transversal tipica
aproximadamente triangular (Figura 2.2), e sdo concebidas para resistir, apenas pelo seu peso,
aos impulsos da dgua que retém.

Este tipo de barragens podem apresentar em planta uma forma rectilinea, curva ou uma forma
quebrada. A escolha da forma em planta depende essencialmente das condi¢des do subsolo,
do sistema construtivo previsto, das condi¢des topograficas (forma dos vales), etc.

Geralmente estas barragens sdo constituidas por betdo convencional ou betdo compactado
com cilindro [Monteiro, 2007], embora possam também ser executadas com outro tipo de
materiais, como por exemplo, alvenaria de granito ou xisto, ligados por argamassas
(seccdo 2.2.2).

As barragens de gravidade em betdo convencional sdo estruturas formadas por blocos
monoliticos separados por juntas de contraccdo transversais, com desenvolvimento em toda a

seccao desde a fundacdo até ao coroamento.
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Figura 2.2: Seccio transversal tipo de uma barragem de gravidade.

As barragens de betdo com a forma de arco-gravidade correspondem genericamente a
barragens de betdo de gravidade aligeiradas, com uma curvatura significativa em planta. Este
tipo de barragens transmitem os esforcos a fundacdo e aos encontros simultaneamente por
gravidade e por efeito de arco.

As barragens de gravidade sdo adequadas em regides de topografia suave com vales largos e

com rocha compacta na fundacao.

2.2.1.2 Barragens de Contrafortes

Trata-se de uma estrutura do tipo gravidade aligeirada que, para além da mobilizacdo do seu
peso, aproveita a existéncia de contrafortes (elementos estruturais transversais a sec¢do do
vale) para resistir ao impulso da massa de dgua sobre o paramento de montante para aumentar
a sua estabilidade.

As formas mais comuns neste tipo de barragens sdo as constituidas por lajes com alinhamento
recto ou por vdrios arcos apoiados a montante nos contrafortes e as constituidas apenas por
contrafortes.

S@o obras mais econémicas do ponto de vista da quantidade de betdo necessdrio para a sua
constru¢do, comparativamente com as barragens tipicas de gravidade, no entanto, exigem
grandes dreas de cofragem e maior refor¢o de armadura na zona dos contrafortes.

As barragens de contrafortes geralmente sdo adequadas para regides de topografia suave com

vales amplos e com rocha muito resistente para a fundacdo.

2213 Barragens Abodbada

Uma barragem abdbada € uma estrutura com curvatura em planta, com a convexidade voltada
para montante, concebida por forma a transmitir o impulso da dgua principalmente para os

encontros e nao para o fundo do vale. Este tipo de barragens podem ser simples ou de dupla
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curvatura e geralmente t€ém uma reduzida espessura, podendo classificar-se como esbeltas,
pouco espessas ou espessas.

Estas podem ser construidas com alturas muito elevadas, sendo adequadas para regides de
topografia irregular e necessitam de um macico de funda¢do muito resistente.

As barragens deste tipo que tém associadas mais do que uma abdbada designam-se por
barragens de abdbadas multiplas. A transmissdo dos esforcos neste tipo de barragens é
semelhante as barragens de apenas uma abdbada, porém, como existe mais do que um arco, os
esforcos sdo transmitidos a fundacdo geralmente por contrafortes maci¢os que ligam as

abdbadas.

2.2.2 Barragens de Alvenaria

As barragens de alvenaria podem subdividir-se em:
- Barragens de gravidade (Figura 2.3);
- Barragens de contrafortes;

- Barragens de arco.

Figura 2.3: Barragem da Lagoa Comprida, Portugal (barragem de gravidade em alvenaria).

2.2.3 Barragens de Materiais soltos

As barragens de materiais soltos, sdo usualmente construidas sob a forma de aterro, usando
materiais como blocos de pedra solta, enrocamento, terras ou uma combinacido desses
materiais, ndo se empregando qualquer tipo de ligante. Este tipo de barragens caracterizam-se
pela sua forma trapezoidal, tendo um maior desenvolvimento na base e uma diminui¢do a

medida que se aproximam do topo.
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Estas barragens podem ainda ser mistas, isto €, constituidas por terras e enrocamento (Figura
2.4), em que os materiais sdo usados distintamente no corpo principal e nas estruturas de

fecho dos vales para as margens.

Figura 2.4: Barragem de Rego do Milho constituida por terras e enrocamento, Portugal.

2.3 ()rgﬁos de seguranca e exploracao

E frequente construir estruturas auxiliares as barragens, denominadas por torres, com o
objectivo de instalar alguns 6rgdos de seguranga e exploragdo, assim como os dispositivos de
manobra das respectivas comportas.

O controlo de seguranga destas estruturas auxiliares € fundamental para garantir as correctas
condicdes de funcionalidade e seguranca da barragem.

Em seguida descrevem-se os 6rgaos de seguranca e exploracdo de um aproveitamento.

2.3.1 Descarregadores de cheias

Segundo o Regulamento de Seguranca de Barragens [RSB, 2007], estes 6rgdos devem ser
aptos a escoar em qualquer circunstancia a cheia de projecto sem necessidade do auxilio das
descargas de fundo, tomadas de 4gua ou outros dispositivos.

Os descarregadores de cheia apresentam diferentes tipos e constituicdo, em funcdo das
barragens em que se inserem e das condi¢Oes topogréficas e hidrdulicas existentes. A op¢ao
por um tipo de descarregador e a sua concep¢ao devem ser analisadas em cada caso tomando
em consideragdo os aspectos referidos, juntamente com os aspectos de seguranga € com
critérios econdmicos, de modo a obter uma solu¢ao adequada aos condicionalismos existentes

e economicamente aceitavel [Pinheiro, 2007].
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Estes 6rgaos podem classificar-se quanto a localizacdo e controlo do caudal e quanto ao
guiamento da lamina liquida e modo de dissipagdo de energia.
Os descarregadores de cheias podem classificar-se, relativamente a sua localizacio e controlo
do escoamento nos diferentes tipos:

- Descarregadores de cheias sobre as barragens (para barragens de betdo);

- Orificios através da barragem (para barragens de aterro);

- Canal de encosta (para qualquer tipo de barragem);

- Poco vertical ou inclinado (para barragens mista de terra e enrocamento);

- Diques ou comportas fusiveis (para qualquer tipo de barragem);

- Descarregadores ndo convencionais (tineis ou canais com soleira rugosa ou

descarregadores com soleira em degraus).

2.3.2 Descargas de fundo

De acordo com o Regulamento de Seguranca de Barragens [RSB, 2007], as descargas de
fundo e de meio fundo devem permitir o esvaziamento da albufeira e ser equipadas com duas
comportas que possam ser comandadas quer localmente quer a distincia, € mediante energia
proveniente de duas origens distintas, além de poderem ser accionadas manualmente, uma
funcionando como seguranga e a outra destinada ao servico normal da exploracdo. Estes
orgdos sdo também utilizados para controlar a subida do nivel de albufeira durante o primeiro
enchimento, de modo a possibilitar 0 acompanhamento do comportamento estrutural da
barragem através dos sistemas de observacgao instalados.
As descargas de fundo podem ser agrupadas em trés tipos de acordo com a sua concepgao:

- Descarga de fundo através de tuneis escavados na rocha;

- Descarga de fundo através de barragens de betdo;

- Descarga de fundo em condutas sob aterros.

2.3.3 Tomadas de dgua

O aproveitamento dos recursos hidricos superficiais implica a constru¢do de estruturas
tomadas de 4gua em cursos de 4gua naturais, a montante de aproveitamentos hidraulicos a fio-
de-4gua, em albufeiras ou em reservatérios, podendo a dgua ser destinada para diferentes
finalidades, como por exemplo para abastecimento publico, rega ou produgdo hidroeléctrica.

As estruturas de tomada de dgua podem ainda ser necessdrias para integrar outros 6rgaos tais
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como os descarregadores de cheia ou as descargas de fundo, tal como sucede na torre das
tomadas de dgua da barragem do Cabril, que seréd objecto de estudo desta dissertacao.

Na Figura 2.5 mostram-se alguns exemplos destas estruturas em barragens.

a) b)
Figura 2.5: Tomadas de dgua na: a) barragem do Alto Lindoso (Portugal) [Site 3]; b) barragem de
Hoover (Estados Unidos da América) [Site 2].

O Regulamento de Seguranca de Barragens [RSB, 2007] ndo inclui nenhuma recomendagao
relativamente a estes 6rgdos, no entanto, a concep¢ao das tomadas de dgua deverd atender aos
caudais necessdrios para os usos a jusante ou de dimensionamento dos outros 6rgdos de
seguranca e exploracdo em que se integram, tendo em atencdo as variacdoes de nivel a
montante, a eventual presenca de material s6lido em suspensdo ou a possibilidade de existir
transporte solido por arrastamento.

As tomadas de d4gua podem dividir-se em trés grupos:

- tomadas em albufeiras de regularizacdo, em que a 4dgua ndo contém quantidade
significativa de material s6lido em suspensdo e as tomadas situam-se acima da cota
maxima que previsivelmente serd atingida pelos sedimentos depositados na albufeira;

- tomadas em aproveitamentos a fio-de-dgua ou em cursos de dgua com alturas de
escoamento significativas, em que a dgua poderd conter quantidade significativa de
material sélido em suspensdo e, eventualmente, o material transportado por
arrastamento pode atingir a tomada de dgua;

- tomadas em reservatorios artificiais de pequena profundidade.
No caso das tomadas de dgua em albufeiras de regularizacdo, estas podem ainda subdividir-se

em vdrios tipos, de acordo com o seu tipo estrutural [INAG, 2001]:

- torre através da barragem:;
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- em torre separada do corpo da barragem, com acesso por passadico (caso da torre das
tomadas de dgua da barragem do Cabril);

- em torre adjacente a barragem;

- em estrutura fundada numa das vertentes, frequentemente seguida de ttnel;

- em estrutura flutuante, no caso de tomadas de 4gua tempordrias.

Estas estruturas sdo dotadas de grelhas de protec¢do para evitar a entrada de detritos que
possam danificar os restantes 6rgdos hidromecénicos inseridos nesse circuito hidrédulico,
como € o caso de vélvulas, turbinas, bombas, etc, ou que sejam indesejiveis do ponto de vista
de manuten¢do. Independentemente da utilizagdo das tomadas de dgua, deve ser previsto um
equipamento hidromecanico (comportas ou, para pequenas dimensdes, vdlvula) para proceder
ao seu fechamento.

Na Figura 2.6 a) apresenta-se uma grelha metdlica de uma tomada de dgua em albufeira
constituida por um tunico painel rectangular e na Figura 2.6 b) mostra-se uma grelha de

proteccao das descargas de fundo em betdo armado.

M

a)

Figura 2.6: a) Exemplo de grelha metalica numa tomada de d4gua em albufeira; b) exemplo de grelha

em betdo armado em descargas de fundo [Pinheiro, 2006].

No caso da torre das tomadas de dgua da barragem do Cabril, esta € constituida pelas duas
tomadas de 4gua para cada grupo de producdo, protegidas com uma grade metdlica, e por uma
descarga de fundo com uma grade em betdo armado. No capitulo 5 deste trabalho este 6rgao

serd descrito com maior pormenor.
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24 Observacao e controlo de seguranca de barragens de betio e

respectivas estruturas auxiliares

2.4.1 Seguranca estrutural, ambiental, hidrdulica e operacional

Segundo o Regulamento de Seguranca de Barragens [RSB, 2007], a seguranca global de uma
barragem consiste na capacidade em satisfazer as exigéncias de comportamento relativas a
aspectos estruturais, ambientais, hidraulicos e operacionais de modo a evitar a ocorréncia de
acidentes ou incidentes.

Em termos estruturais, é necessdrio garantir durante todas as fases da vida util da obra, a
seguranca do corpo da barragem e da sua fundacdo perante as diversas accdes a que estdo
sujeitas, como € o caso do peso proprio, pressao hidrostatica, variagdes térmicas, aceleragdes
sismicas, escoamentos hidrdulicos na fundacao, etc.

A seguranga ambiental consiste na capacidade da barragem em satisfazer os requisitos de
comportamento relativos a limita¢do de incidéncias que possam ser prejudiciais ao ambiente,
nomeadamente, na qualidade das dguas, assoreamento da albufeira, evolucdo do leito a
jusante e alteragdo dos niveis fredticos e finalmente, os aspectos ecoldgicos, climéticos,
paisagisticos, historico-culturais e arqueoldgicos.

Em termos hidrdulicos as questdes de seguranca estdo relacionadas com a garantia de uma
adequada capacidade de resposta dos 6rgaos de segurancga e de exploracao e igualmente, com
a adequada capacidade de impermeabiliza¢do e de drenagem dos sistemas responsaveis pela
impermeabilizacdo e drenagem da fundag@o.

A seguranca operacional consiste em garantir as exigéncias de funcionalidade dos

equipamentos dos 6rgdos de seguranca e exploracao.

2.4.2 Controlo de seguranca

De acordo com o Regulamento de Seguranca de Barragens [RSB, 2007] o controlo de
seguranca das barragens e estruturas auxiliares, envolve um conjunto de medidas a tomar
desde a fase de projecto, construcdo, primeiro enchimento da albufeira e fase de exploragao,
contemplando os aspectos estruturais, hidrdulico-operacionais e ambientais, com vista a
assegurar as suas condi¢des de seguranca, permitindo um conhecimento adequado e
continuado do estado da infra-estrutura, a deteccdo oportuna de eventuais anomalias € uma

intervencdo eficaz sempre que se justifique.
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Numa primeira fase, que engloba a execucdo do projecto, a fase construtiva e o primeiro
enchimento da albufeira, devem ser elaborados modelos que servem para projectar a obra e
também para definir as varias componentes do sistema de observacdo a ser instalado,
designadamente:

- as grandezas que melhor descrevem o comportamento do conjunto barragem-
fundacao-albufeira, como por exemplo, a medicao de temperaturas, nivel da albufeira,
deslocamentos, extensdes, tensdes, movimentos de juntas, aceleragdes sismicas, etc;

- os instrumentos para medicdo das referidas grandezas, como € o caso dos
termometros, fios de prumo, extensdémetros, tensometros, piezOmetros, bases de
alongametro, sismografos, etc;

- o numero e a distribui¢ao dos instrumentos de medicao;

- aperiodicidade das observacoes.

Neste sentido, deve ser definido e implementado um Plano de Observagdo que visa o controlo

de seguranca estrutural da barragem e das estruturas auxiliares nesta fase inicial.

Na segunda fase correspondente ao periodo de exploragdo, as actividades de controlo de
seguranca a implementar, dependem obviamente do que foi definido no Plano de Observacao
na fase inicial.
No ambito da observacdo e andlise do comportamento estrutural destas infra-estruturas,
devem ser tomadas as seguintes medidas desde o inicio de exploracdo até a fase de abandono:
- realizacdo de campanhas de inspec¢cdo visual da barragem e respectivas estruturas
auxiliares de forma a detectar possiveis patologias;
- exploracdo dos sistemas de observac¢ao instalados;
- desenvolvimento de modelos de interpretacao e previsao do comportamento estrutural,
que permitam aferir o cardcter satisfatério do comportamento da obras, durante esta

fase.

2421 Inspeccdes Visuais

As inspecgdes visuais tém como finalidade a deteccdo de sinais ou evidéncias de deterioracao
ou sintomas de envelhecimento nas barragens de betdo e nas respectivas estruturas auxiliares

e também a detec¢do de anomalias no sistema de observagdo instalado.
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As principais patologias ou anomalias que sdo usualmente detectadas no decurso destas
inspec¢Oes nas barragens de betdo, relacionam-se essencialmente com a ocorréncia de
movimentos diferenciais entre blocos, com a existéncia de fissuracdo significativa, com
percolacdes ndo controladas através do corpo da obra ou da sua fundagdo (ressurgéncias ou

exsurgéncias) e reaccoes dlcali-agregado (Figura 2.7).

Figura 2.7: a) Trabalhos de reparacio na barragem do Cabril que consistiram no tratamento da
fundacg@o, injeccdo das juntas de contraccdo e tratamento da fissuracdo significativa. b) Reacgdes

alcali-agregado na barragem antiga do Alto Ceira.

Em termos das inspec¢des visuais nos Orgdos de seguranca que constituem a barragem,
designadamente os descarregadores de cheias e as descargas de fundo, estas sdo motivadas
principalmente por causas de indole hidraulica. Este tipo de deterioracdes que podem ocorrer
estdo relacionadas com a existéncia de escoamentos de alta velocidade e turbuléncia,
envelhecimento das estruturas hidrdulicas (cavitagdo, abrasdo, ressaltos hidraulicos, etc),
exposicdo aos agentes atmosféricos, e entre outros factores.

Em geral, as tomadas de dgua nao devem ser incluidas nas campanhas de inspeccdes visuais
pois tratam-se de 6rgdos exclusivamente de exploracdo. No entanto, na torre das tomadas de
dgua da barragem do Cabril devem ser levadas a cabo este tipo de inspec¢des pois, para além
desta incorporar as tomadas de dgua e a descarga de fundo, trata-se de uma estrutura muito
esbelta em betdo armado que se encontra imersa, sendo necessdrio especiais cuidados para a
correcta avaliacdo da sua segurancga.

Nos elementos estruturais que se encontrem imersos, como € o caso da torre das tomadas de
dgua da barragem do Cabril, devem ser efectuadas inspec¢des recorrendo a cimaras

subaquaticas, para detectar eventuais processos de deterioracao.
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Importa referir que a informagdo adquirida com as inspec¢des visuais, tem de ser
complementada com os dados experimentais provenientes dos sistemas de instrumentagdao
instalados, para que seja possivel quantificar as referidas incidéncias.

Para cada obra, € necessario definir a periodicidade das inspecc¢des visuais a efectuar, o tipo
de inspeccdes a realizar e os principais aspectos a inspeccionar na obra e no sistema de
observacao.

O preenchimento da ficha de inspeccdo pelos técnicos responsdveis pela actividade deve
contemplar todos os aspectos relevantes, podendo incluir registos fotograficos e desenhos
esquematicos.

Na perspectiva do comportamento dindmico de barragens de betdo e respectivas estruturas
auxiliares, as inspeccdes visuais servem essencialmente para detectar e aferir qualitativamente
a importancia da evolucao de algumas das patologias ja existentes na obra ou o surgimento de

novas, devidas a ocorréncia de eventos sismicos, ou a outras ac¢des dinamicas relevantes.

24272 Sistemas de Observacido

Como ja foi dito anteriormente, o sistema de observa¢do numa obra consiste no conjunto de
instrumentos instalados para medir as principais grandezas que determinam o comportamento
dessa obra. O processo de recolha e apresentacdo dos dados obtidos a partir da instrumentacao
€ designado por monitorizacao.

A instrumentacdo e a monitorizagdo permitem a obtencdo e o tratamento da informacgao
experimental com vista ao controlo de seguranca das obras, a partir da comparagdo entre os
resultados observados e o comportamento esperado da obra através dos modelos de
interpretacdo e previsdo de comportamento (este tema serd abordado mais adiante) e também
através da emissdo de alertas acerca de eventuais alteragdes que possam colocar em risco a
seguranca estrutural destas obras.

Durante a fase de projecto, constru¢do e primeiro enchimento da albufeira € definido o Plano
de Observacdo, onde sdo avaliadas as grandezas mais adequadas a medir nas barragens de
betdo e nas respectivas estruturas auxiliares, de acordo com o tamanho da obra, risco
potencial associado, tipo de barragem, etc. Contudo, estes Planos s@o frequentemente revistos,
até porque tém de ser adequados as condi¢des de exploragdo da obra, pelo que € possivel

corrigir ou melhorar a instrumentacao instalada.
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Uma vez que este trabalho refere-se a observacdo do comportamento dindmico de barragens
de betdo e estruturas auxiliares, em seguida introduzem-se os aspectos mais relevantes nesta
questao.

Actualmente, a caracteriza¢do do comportamento dindmico de estruturas (frequéncias naturais
e modos de vibragdo) assume grande importancia em estruturas como prédios altos, pontes,
torres, barragens ou em outras estruturas cujas solicitagcdes de origem dindmica sejam
relevantes.

No ambito da observacdo do comportamento dindmico de barragens e das estruturas
auxiliares, existem duas metodologias de ensaio para avaliagdo das suas caracteristicas

dindmicas: 1) ensaios de vibragcdo for¢ada e; ii) ensaios de vibragdo ambiental.

Ensaios de Vibracio Forcada

Desde 1960 que sdo realizados no LNEC ensaios de vibragdo forcada que consistem
fundamentalmente, na aplicacdo de uma excitagdo (aleatdria, transitéria ou harmonica) a
estrutura, que pode ser ou nao conhecida e/ou controlada, e na medi¢do do seu efeito sobre
esta. Os instrumentos utilizados neste tipo de ensaio designam-se por vibradores de massa
excéntrica, como se mostra na Figura 2.8.

Este tipo de ensaio € usualmente designado na literatura inglesa por “input-output”, uma vez
que € introduzida uma ac¢do (conhecida ou ndo) que excita a estrutura. Relativamente ao
nimero de inputs (pontos de excitacdo) e ao numero de outputs (pontos de medi¢do da
resposta dindmica) pode-se adoptar um sistema SISO (single input single output), SIMO
(single input multi output), MISO (multi input single output) e MIMO (multi input multi
output) [Cunha e Caetano, 2006].

Dado o elevado custo associado a este tipo de ensaios, estes apenas sdo realizados em
intervalos de tempo muito longos, ndo permitindo assim a obtencdo de informacgdo relevante

sobre o comportamento dindmico das obras.
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a) b)
Figura 2.8: a) Vibrador de massa excéntrica utilizado no ensaio de vibracdo for¢ada na barragem do

Cabril. b) Excitador hidraulico para barragens.

Ensaios de Vibracio Ambiental

O desenvolvimento tecnolégico ao nivel dos aparelhos utilizados para a medicdo de
vibragdes, conduziu ao aparecimento de uma outra metodologia de ensaio designadamente, os
ensaios de vibracdo ambiental. Nestes ensaios a barragem ou as estruturas auxiliares apenas se
encontram sujeitas as accdes ambientais, como o vento, trifego de veiculos que circulem
sobre as estruturas, os grupos de producdo de energia eléctrica (que originam vibragdes do
tipo harmoénico), sismos de baixa intensidade, o efeito da ondulacdo da albufeira, ou a
operacdo dos 6rgaos de seguranca. A instrumentacao utilizada nestes ensaios € constituida por

acelerémetros, como se observa na Figura 2.9.

Figura 2.9: Disposicdo dos acelerémetros num nicho de uma galeria de uma barragem de betao.

Este tipo de ensaio é usualmente designado na literatura inglesa por “output-only”, uma vez
que ndo exige o conhecimento das ac¢des que solicitam a estrutura.

Atendendo a que as barragens de betdo sdo estruturas muito rigidas, as amplitudes de vibragao
medidas sdo muito baixas, pelo que é recomenddvel a utilizagdo de transdutores de boa

sensibilidade e sistemas de aquisi¢do de dados com boa resolugao.
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Visto que este tipo de ensaios nido necessitam da aplicacdo de qualquer tipo de excitagdo

artificial, a sua realizacdo torna-se mais simples e econémica.

Sistemas de Observacio em Continuo

A informagdo experimental obtida nos ensaios de vibragao for¢ada ou de vibragdo ambiental,
tem contribuido para o desenvolvimento e calibracdo dos modelos utilizados na avaliagdo do
comportamento dindmico das barragens. Contudo, estes ensaios sdo realizados
esporadicamente durante a vida ttil da obra e deste modo, nao € possivel recolher informacao
suficiente de modo a garantir a seguranca destas obras as acc¢des dindmicas a que sdo
solicitadas. Neste sentido, foi recentemente instalado na barragem do Cabril, um sistema que
permite a observacio em continuo do comportamento dinamico da barragem [Mendes, 2009],
com o objectivo de complementar os actuais sistemas de observagdo previstos no Plano de
Observacao, cujos resultados, como se sabe, sao fundamentais para o controlo da seguranca
destas obras (Figura 2.10).

A observacgdo dinamica das barragens de betdo em continuo, permite observar e interpretar a
resposta dinamica destas obras durante a ocorréncia de eventuais sismos, identificar mais
facilmente as alteragdes do comportamento estrutural ao longo do tempo (eventualmente
correlaciondveis com efeitos de deterioracdo), e também possibilita a calibragdo dos modelos

numéricos de interpretacdo e previsdo do comportamento dinamico destas obras.
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<> Acelerémetro uniaxial (16)

Figura 2.10: Sistema de observacéo do comportamento dindmico em continuo, instalado na barragem

do Cabril [Mendes, 2009].
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24.2.3 Modelos de Interpretacio e Previsdo do Comportamento Estrutural

Como ja foi referido atrds, numa primeira fase define-se um modelo preliminar com o
objectivo de projectar a infra-estrutura. Posteriormente, desenvolvem-se modelos de
interpretacdo e previsdo do comportamento estrutural que permitem efectuar o
acompanhamento e uma previsdo futura do comportamento da obra, sendo uma ferramenta
fundamental no controlo de seguranca das barragens e respectivas estruturas auxiliares.
Geralmente, sdo modelos mais complexos que os modelos utilizados para projectar a obra,
uma vez que € necessdrio ter em conta os eventuais processos de deterioracdo existentes,
como as expansdes e a fissuragcdo significativa e também as anomalias estruturais decorrentes
da actuagdo de sismos ou outro tipo de ac¢cdes dinamicas importantes.

Estes modelos, podem ser modelos de interpretacdo quantitativa, modelos fisicos e modelos
numéricos (método dos elementos de fronteira, método dos elementos das diferencas finitas,
método dos elementos discretos e método dos elementos finitos).

Estes modelos permitem interpretar e prever o comportamento das obras ao longo do tempo e
comparé-lo com os resultados observados a fim de aferir a normalidade do comportamento
observado (Figura 2.11). Se o comportamento observado for compativel com o
comportamento previsto nos modelos, entdo pode-se considerar que nao existem anomalias e
que a obra podera continuar em exploracdo sem quaisquer restri¢des.

Caso existam aspectos do comportamento observado que, para as acgdes conhecidas, ndo
podem ser explicados, entdo torna-se necessdrio realizar estudos numéricos mais
aprofundados que permitam averiguar as causas do comportamento imprevisto,
essencialmente associados a problemas de deterioracdo. E com estes modelos de interpretaco
e previsao do comportamento estrutural que € possivel avaliar as condi¢des de funcionalidade

e de segurancga ao colapso destas obras perante as anomalias identificadas.
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ESTUDOS DE INTERPRETACAO ESTUDOS DE AVALIACAO DA SEGURANCA
DO COMPORTAMENTO OBSERVADO PARA CENARIOS DE ROTURA
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Figura 2.11: Modelos utilizados na andlise do comportamento de barragens de betdo [Oliveira, 2000].

Modelos de Interpretacio Quantitativa

As grandezas observadas no ambito do controlo de seguranca de barragens de betdo nas
diversas fases da sua exploracdo (deslocamentos, extensoes, tensdes, movimento de juntas,
frequéncias naturais, etc), devem ser analisadas tendo em conta as accdes que mais
significativamente as influenciam. Porém, a resposta observada resulta do efeito conjunto de
vdarias acg¢Oes, tornando-se complexo interpretar o comportamento da obra com base nos
resultados observados. Deste modo, foram desenvolvidos os modelos de interpretagao
quantitativa que permitem separar os efeitos com base no estabelecimento de relacdes
funcionais semi-empiricas entre as grandezas observadas e as solicitacdes que os originam, e

na respectiva andlise por técnicas estatisticas de ajuste aos valores observados.
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E de salientar que, os modelos de interpretacio quantitativa constituem uma importante
ferramenta que, conjuntamente com a experiéncia adquirida em obras idénticas, permite
avaliar se num dado periodo de observacdo o comportamento da obra € ou ndo andémalo.
Todavia, sendo estes modelos de natureza nio deterministica, ndo € conveniente utilizar
somente os resultados provenientes destes modelos para prever o comportamento de uma
dada obra. Assim, deve proceder-se a uma utiliza¢do integrada de resultados obtidos com os

modelos de interpretacdo quantitativa e resultados fornecidos pelos modelos numéricos.

Modelos Fisicos

A modelagao fisica surgiu nas décadas de 40 e 50 para apoio de projectos de grandes
barragens de betdo portuguesas devido a limitada capacidade dos métodos de calculo
disponiveis na altura. E de referir a larga experiéncia do LNEC nesta drea, principalmente no
desenvolvimento de técnicas para determinar a forma ideal de barragens abdbada.

Os modelos fisicos (ou modelos reduzidos) sdo actualmente utilizados em estudos hidraulicos,
com vista a definicdo de formas de descarregadores (Figura 2.12) e, na andlise estrutural, em
estudos de cendrios de rotura para determinagdo de coeficientes de seguranca globais (Figura
2.13). Estes modelos baseiam-se na Teoria da Semelhanca, segundo a qual é possivel conhecer
o comportamento de protétipos se for conhecido o comportamento de modelos fisicos
semelhantes aos protétipos. Um protétipo e o respectivo modelo fisico dizem-se sistemas
fisicamente semelhantes relativamente a um dado conjunto de grandezas, se existir uma
relac@o constante entre valores homdélogos dessas grandezas nos dois sistemas.

E de salientar que a modelacio fisica para andlise de cendrios de rotura actualmente ainda tem
muito interesse, principalmente porque constitui uma forma de verificar a fiabilidade dos

modelos numéricos.
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c) d)
Figura 2.12: Modelagao fisica no apoio a projectos de 6rgaos hidraulicos (LNEC — DHA). a) Estudo
dos descarregadores de superficie da barragem de Ribeiradio; b) reforco de poténcia na barragem da
Bemposta; c) barragem da Paradela — estudo de descarregadores de superficie, em canal e em poco; d)

nova barragem do Alto Ceira — estudo do descarregador de superficie (lamina livre).

L R R s
SN g

Figura 2.13: Utilizacdo de modelos fisicos em estudos de verificacdo da seguranca para cendrios de
rotura. a) Barragem do Alto Lindoso (decréscimo da resisténcia); b) barragem do Alqueva (movimento

horizontal na falha da fundacdo) (adaptado de [Oliveira, 2000]).
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Modelos Numéricos

Na verificacdo da seguranca das primeiras grandes barragens de betdo e das estruturas
auxiliares durante a fase de projecto, utilizavam-se os modelos numéricos, onde eram
admitidas varias hip6teses simplificativas face a pouca experiéncia na modelacdo matematica
destas estruturas e, utilizavam-se também os modelos fisicos, os quais inicialmente eram mais
versateis e menos dispendiosos que os modelos numéricos.

Na sequéncia de trabalhos pioneiros da década de 50, inseridos no ambito do programa de
exploracdo espacial dos Estados Unidos da América, assistiu-se na década de 60 a um
desenvolvimento dos métodos numéricos para andlise estrutural, em simultineo com o
aparecimento dos primeiros computadores. Desenvolveram-se varios métodos numéricos,
nomeadamente: i) o método dos elementos de fronteira; ii) o método dos elementos das
diferencas finitas; iii) o método dos elementos discretos e; iv) o método dos elementos finitos.
De entre os métodos numéricos referidos, destaca-se o Método dos Elementos Finitos
(M.E.F.) [Zienkiewicz, 1967; Pedro, 1977] que, para além de ter revolucionado a andlise
estrutural é também o método mais utilizado.

Actualmente o M.LE.F. € um método bastante versatil e fidvel, sendo considerado uma
ferramenta indispensavel que, apds validacdo e calibracdo com base nos resultados obtidos
em ensaios de materiais e/ou de modelos fisicos, permite estudar cendrios correntes ou de
rotura e efectuar extrapolagcdes para o prot6tipo com custos adicionais minimos.

A utilizagdo deste método para avaliar o comportamento dindmico de estruturas ¢é
fundamentalmente para estudar o comportamento destas face a um sismo, ac¢ao dinadmica que
desde sempre tem preocupado os engenheiros. De forma a verificar a fiabilidade do M.E.F. na
avaliacdo das caracteristicas dindmicas de uma estrutura (frequéncias naturais e configuracdes
modais), tem sido utilizado em conjunto com os modelos numéricos, os modelos de

identificacdo modal aplicados a séries temporais de dados obtidos experimentalmente.
Um dos métodos de identificagdo modal serd abordado no capitulo 3, e os fundamentos do

método dos elementos finitos no ambito do comportamento dindmico de estruturas,

apresentam-se no capitulo 4 deste trabalho.
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2.5 Consideracoes finais

Neste capitulo descreveram-se as principais actividades de controlo de seguranca de barragens
e estruturas auxiliares, a desenvolver durante a vida ttil destas obras, desde a fase de projecto
até a fase final da exploracao.

Estas actividades envolvem a instalacdo de adequados sistemas de observacdo, a realizacio de
minuciosas inspec¢des visuais de modo a detectar atempadamente possiveis deficiéncias ou
insuficiéncias, e o desenvolvimento de modelos de interpretacdo e previsdo do
comportamento das obras em explora¢do, de forma a prevenir situacdes de acidente ou
incidente.

Actualmente, com as crescentes preocupacdes em termos de seguranga das estruturas sob
accoes sismicas, tem aumentado o interesse em desenvolver sistemas que visam a observacao
e a andlise do comportamento dinamico destas estruturas. Com estes sistemas € possivel obter
mais informagao sobre o estado global das barragens e respectivas estruturas auxiliares, o que
permite complementar as informacOes resultantes das outras actividades de

controlo de seguranca.
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Capitulo 3

Conceitos Fundamentais de Dinamica de
Estruturas

3.1 Consideracoes iniciais

Apesar da maioria das estruturas de engenharia estarem sujeitas a cargas que variam ao longo
do tempo, a maior parte destas sdo calculadas a partir dos métodos convencionais com base
em andlises estdticas, ndo sé pela simplicidade de cédlculo, mas também porque muitas vezes a
variacdo das cargas € tdo lenta que ndo estd completamente incorrecto considera-las como
estdticas. Na verdade, as cargas estaticas constituem um caso particular das cargas dinamicas
e, ao efectuar uma andlise das estruturas, é conveniente distinguir quais as cargas estdticas e
dinamicas a actuar, para avaliar a resposta da estrutura para cada tipo de carga separadamente,
para depois se obter a resposta total considerando todos os efeitos.

De facto, em estruturas como as grandes barragens, pontes muito esbeltas, ou, em geral,
estruturas que estejam sujeitas a sismos, a ac¢do do vento, a vibragdes devidas ao
funcionamento de motores, ou outras, € necessario ter em conta os efeitos dindmicos para uma

correcta avaliacdo da sua seguranca.

Neste capitulo sdo abordados os principais conceitos de dindmica de estruturas na perspectiva

do estudo das formulagdes no dominio do tempo e no dominio da frequéncia.

Em primeiro lugar é analisado o caso mais simples de um modelo estrutural de um grau de
liberdade, também designado por oscilador de um grau de liberdade, que permite introduzir os
principais conceitos da dindmica de estruturas, tanto no dominio do tempo como no dominio
da frequéncia, assim como efectuar uma transi¢cdo para o estudo de modelos estruturais de
varios graus de liberdade [Duarte, 1978].

No estudo da dindmica para o caso de modelos estruturais com vdrios graus de liberdade,

refere-se a importancia do conceito de modo de vibracdo e de coordenadas modais.
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Por fim, referem-se as particularidades da anélise de modelos com varios graus de liberdade

sob acg¢des sismicas, referindo em particular, o método do espectro de resposta.

3.2 Comportamento dinimico de modelos estruturais com um grau de

liberdade. Analise no dominio do tempo

3.2.1 Enquadramento

O estudo do comportamento dindmico de estruturas reais representdaveis por modelos
numéricos com varios milhares de graus de liberdade, como € o caso das barragens, pontes ou
edificios, exige a resolucdo de sistemas de equacOes diferenciais de grandes dimensdes —
tantas equacOes quanto o nimero de graus de liberdade (G.L.) em causa.

Para iniciar o estudo destes casos envolvendo modelos numéricos, é conveniente comecar
pelo estudo do comportamento dindmico de modelos mais simples com apenas alguns graus
de liberdade; pode-se pensar por exemplo, no caso do comportamento dindmico de um
edificio de 3 pisos, com apenas 1 G.L. de translagdo ao nivel de cada piso. No entanto, este
caso redutivel a um sistema de apenas 3 equagdes diferenciais, corresponde a um problema
fisico relativamente complexo devido aos efeitos de interac¢do entre os pisos durante o
movimento. E por esta razio que, para introduzir os conceitos de dindmica de estruturas é
conveniente comecar por analisar um modelo ainda mais simples, como € o caso por exemplo,
de um edificio de 1 piso com apenas 1 G.L.

Veremos em seguida que a andlise do comportamento dindmico de estruturas com N graus de
liberdade, pode-se converter na resolu¢do separada de N equagdes idénticas a equacdo de
modelos de 1 G.L. e dai a importancia de se estudar primeiramente com detalhe o

comportamento dindmico dos modelos mais simples de apenas 1 G.L.

3.2.2 Anadlise do comportamento dindmico de um oscilador de 1 G.L.

No estudo do comportamento dindmico de estruturas simples (por exemplo, um edificio de 1
piso), estas podem ser idealizadas como um oscilador de 1 grau de liberdade, do tipo sistema
massa-mola: mola de rigidez k, massa m e amortecimento c.

O comportamento dindmico do modelo fisico que se apresenta na figura seguinte,

corresponde a um edificio de apenas 1 piso (com 4 pilares materializados por intermédio de
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laminas de aluminio e piso em chapa de aco com lcm de espessura) pode ser bem simulado
através de um modelo em que se considera apenas 1 G.L. correspondente ao deslocamento de

translagcao do piso na direccdo de menor rigidez (x;).

)Ll (t) u
m massa
do piso

k rigidez
da estrutura

a) b)
Figura 3.1: a) Modelo fisico de um edificio de um piso. b) Perspectiva e representacdo esquemadtica

do modelode 1 G.L.

Esta estrutura sendo solicitada por um forca externa varidvel no tempo f(t), movimenta-se
segundo o grau de liberdade considerado a partir da sua posi¢do de equilibrio estatico. O
equilibrio dindmico traduz-se em cada instante t, pelo equilibrio entre todas as forcas

envolvidas no movimento, ou seja, em cada instante deve verificar-se a seguinte igualdade:

£ O+, () +E, (O =£(0) (3.1)

em que f(t) € a referida forca exterior no instante t e,
- f1(t) = m-i(t) representa a forca de inércia (2* Lei de Newton);
- fa (t) =c-u(t)representa a forca de amortecimento (considerando a hipdtese de

amortecimento viscoso) €;

- fg (t) = k-u(t) representa a forca de restituicdo elastica.

Deste modo, a equacdo do movimento ou equagdo do equilibrio dinamico, escrita na forma

diferencial (e apds a substituicao das expressdes anteriores) € a seguinte:

m-i+c-u+k-u=f£(t), u=u(t) (3.2)
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3.2.3 Vibragdo livre sem amortecimento

Primeiramente serd estudado o movimento oscilatério mais simples que pode ocorrer, ou seja,
o movimento de vibracdo livre sem amortecimento, correspondente a uma situagdo em que
ndo existem forcas exteriores aplicadas, f(t)=0 e em que se considera que ndo existe
amortecimento, c¢=0 (neste caso s6 poderd existir movimento se for imposto um

deslocamento inicial e/ou uma velocidade inicial).

A equacdo diferencial do movimento € entdo dada por:

m-u+k-u=0 (3.3)

Considerando por simplificacdo que a massa e a rigidez sdo escalares unitdrios

(m =lek= 1) , as solucoes desta equacdo u=u(t) devem corresponder a funcoes cuja 2°

derivada ii(t) somada com a prépria fun¢do u(t) é sempre zero. Facilmente se percebe que
as fungdes trigonométricas cos(t) e sen(t) satisfazem esta condicdo; assim, pela teoria das
equacgdes diferenciais lineares de coeficientes constantes, a solucdo geral serd dada pela
combinacao linear das fun¢des cos(t) e sen(t).
Caso m e k ndo sejam constantes unitdrias, verifica-se que a solu¢ao geral da equacgdo anterior
¢ do tipo:

u(t)=a-cos(myt)+b-sen(wt), aebe R 3.4)

k

onde, Wy =,/—.
m

Fisicamente este resultado significa que um oscilador de 1 G.L. de massa m e rigidez k tende
a oscilar naturalmente com uma frequéncia natural ®,.
A amplitude das oscilacdes mantém-se constante ao longo do tempo visto que o
amortecimento € nulo, tal como se mostra na Figura 3.2.
Para se obter a solugdo particular, basta conhecer duas condi¢des iniciais para determinar o
valor das constantes a e b. Em geral, conhece-se a partida o deslocamento inicial u(0) =up e a

velocidade inicial u(0) = vy, do que resulta:

%
u(t) =u, -cos(@yt) +0)_0 -sen(myt), O, =, /% (3.5)

N
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Figura 3.2: Representacéo grifica dos deslocamentos da estrutura ao longo do tempo em regime de

vibragdo livre sem amortecimento.

Neste ponto € interessante salientar que a solucdo anterior pode ser obtida de forma mais geral

pelo método do polindmio caracteristico, em que se procuram solu¢des do tipo

u(t)=e™. Com este método conclui-se que existem duas fungdes complexas linearmente

+iogt —iwy

independentes do tipo u(t)=e e u(t)=e ™', que sdo solucio da equacgdo diferencial.

Entdo, sendo u(t) =Ae™ e ii(t) = A*e™, e substituindo na equagdo (3.3) tem-se que:

(m-A*+k) " =0 (3.6)
u(t)

método do polinémio caracteristico

m-A+k=0 & kzi,/—E & k:iio\/gzkzﬂ'ml\] ou A=-i-m (3.7)
m m

donde se conclui que, u(t)=e" " e u(t)=e "™

sdo de facto, duas solucdes da equacgdo
m-u+k-u=0.
Este resultado significa que a solucdo geral da equacgdo (3.4), pode ser dada, num dominio
mais geral, por:

u(t)=a-e"™ ' +b-e7™' aebe C (3.8)

Esta solucdo geral corresponde a uma familia de fun¢des complexas que constituem um

+i-oy —i-ay

espaco de fungdes gerado pelas fungdes €™ ™' e e "™ (base do espago). Este espaco contém
todas as solu¢des da equacdo do movimento, e em particular contém o subspaco das funcdes

reais que sdo as que tém significado fisico, tal como se ilustra na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Representacio esquemadtica do espaco das solugdes complexas da equacdo mii+ku=0 e

do correspondente subespaco das solugdes reais.

O subespaco das solugdes reais obtém-se recorrendo a famosa férmula de Euler dos
complexos (ei“’”‘ = cos(myt) +i'sen(0)Nt)). De facto, tomando a=1/2 ¢ b=1/2 e recorrendo
a férmula de Euler, obtém-se uma conhecida solug¢do real e, do mesmo modo, fazendo
a=+1/2i e b=-1/2i resulta uma outra solu¢do real bem conhecida, como se mostra a

seguir:

iyt —iogt iyt —iogt

e™ +e e
———  =cos(Wyt) e, ———— =sen(Wyt) (3.9
2 2i
A combinagdo linear destas duas solugdes reais corresponde, como se sabe, a anterior solugdo

geral real (3.4).

3.2.4 Vibragdo livre com amortecimento

Este tipo de movimento € de facto, o caso mais geral da vibragdo livre, ou seja, ndo existem
forcas de excitagdo a actuar e considera-se que o amortecimento é nao nulo. As forgas de
amortecimento sao responsdveis pelo conhecido efeito de dissipac¢do de energia, o que conduz
a uma reduc¢do da amplitude do movimento oscilatério ao longo do tempo (Figura 3.4).

A equacgdo diferencial que rege este movimento é dada por:

m-i+c-ut+k-u=0 (3.10)
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u (t) A

Figura 3.4: Representacdo grifica dos deslocamentos da estrutura ao longo do tempo em regime de

vibrag¢do livre com amortecimento.

Neste caso, a solu¢do geral do movimento também pode ser obtida considerando que fungdes
do tipo e™ sdo solucdo da equagio.

Assim sendo, u(t)=e™, u(t)=Ae™ =Au e ii(t)=A%" =A*u, e tendo como base o ji
referido método do polinémio caracteristico, tem-se, (m-A> +c-A+k)-u =0, 0 que conduz a

seguinte equacdo algébrica do 2° grau, cujas raizes A; e A, correspondem aos pretendidos

valores de A:

—ct+AJcl—
mA? +ch+k=0 = A, =—— ;’ 4mk (3.11)
m

Matematicamente resultam trés casos distintos consoante o discriminante (cz—4mk) seja
positivo, nulo ou negativo. Nos problemas de engenharia civil, o amortecimento ¢ ¢é
geralmente baixo, muito inferior ao amortecimento critico dado por c_, =+v4mk =2vmk,

pelo que interessa analisar apenas o caso em que o discriminante € negativo.
. ~ . . . . . 2 . ~ . P
Nesta situacdo de discriminante negativo, ou seja, ¢~ <4mk, as raizes A sdo constituidas por

uma parte real o e outra imaginaria [3:

—C
A,=—t———i=0xPi 3.12
b B (312

Isto significa que nestas condi¢des de amortecimento, a equacdo do movimento (3.10) tem

duas solugdes complexas do tipo:

u(t)=e ™t =e.e® e u(t)=e* P =g .M (3.13)
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Através da combinagdo linear destas duas fungdes complexas, utilizando os coeficientes
a=1/2,b=1/2, a=+1/2i e b=-1/2i e recorrendo a férmula de Euler, obtém-se as duas
solucdes reais seguintes:

at eiﬁt +em . e—iBt

u(t) = © 5 =e* -cos(Bt) e, (3.14)

at eiﬁt _ Lot Pt

u(t) = =e* -sen(Bt) (3.15)

21

Estas duas solugdes reais formam a base do subespaco que contém todas as solugdes reais da

equacdo (3.10) para ¢ < c.i; 0 que significa que a solucdo geral real é da seguinte forma:

u(t)=a-e* -cos(Bt)+b-e* -sen(ft), aebe R (3.16)

Em dindmica de estruturas € usual escrever a solu¢do anterior utilizando os parametros

o, (frequéncia  natural), § (coeficiente de  amortecimento  relativo) e ®, (frequéncia

amortecida), pelo que a solucdo (3.16) assume a forma seguinte:

u(t)=(a-cos(w, )t+b-sen(®,)t)-e >, aebe R (3.17)
onde,

|k - . .
®, =./— —frequéncia natural ou prépria do sistema;
m

g=S - ¢
Ccrit 2mG

®, =0, /1-§*> — frequéncia amortecida do sistema.

— coeficiente de amortecimento relativo do sistema (& < 1);

Assim, os anteriores pardmetros o e 3 podem ser escritos em termos de ®,, & e de o, :

oc:—i:—E_,.(oN e, B=w, =my-1-& (3.18)

2m

Para as condig¢des iniciais u(0) =up e u(0) = vy, obtém-se uma solugdo particular da equagao

em que as constantes a ¢ b tomam os valores:

(3.19)
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3.2.5 Vibragdo forcada

Nos casos abordados anteriormente, as estruturas ndo estavam sujeitas a forcas de excitagdo
aplicadas durante o movimento. De facto, os casos de maior interesse para as estruturas em
engenharia civil correspondem a situagdes em que estas estdo sujeitas a for¢as dinamicas que
variam durante o movimento. Estas forcas podem ser devidas a ac¢do do vento, ao
funcionamento de madquinas rotativas (forcas do tipo harmoénicas), a impactos (forcas
impulsivas), a aceleragdes sismicas na base (forcas de inércia), a efeitos associados ao ruido

ambiente, entre outras, como se pode observar na seguinte figura.

Forga impulsiva Forga harmoénica Forga sismica
f(t) f(t) f(t)

+—

Forga do vento Forga do tipo ruido ambiente
() f(v)

I
MM\IW\WMM o g v -

Figura 3.5: Representagdo grafica da variacdo ao longo do tempo de alguns tipos de forcas dindmicas

R

que podem actuar em estruturas de engenharia civil [Oliveira, 2007].

Existindo forgas exteriores aplicadas durante o movimento, f =f(t), a equacdo de equilibrio

dindmico € entdo dada pela seguinte expressao:

m-li+c-u+k-u=f(t) (3.20)

A solugdo geral desta equacdo resulta da soma da solug@o geral correspondente a equacao
homogénea (termo independente nulo), analisada anteriormente, com uma solu¢do particular
qualquer da equacdo completa (3.20), isto é, u(t) =u,(t)+u,(t). E, tendo em conta que o

caso mais geral € a situacdo onde existe amortecimento, a solu¢do geral é entao dada por:

u(t) =(a-cos(w,t)+b-sen(w,t)) e > +u,(t) (3.21)

Basta entdo encontrar uma solugdo particular para qualquer tipo de forca f(t).
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3.2.5.1 Resposta a Forcas Harmonicas

A determinacdo da solugdo particular u, =u,(t) para qualquer tipo de forca f(t) pode ser

conseguida com toda a generalidade recorrendo ao conceito de resposta a for¢as impulsivas e
ao principio da sobreposicdo de efeitos. Porém, é conveniente analisar primeiro a resposta a
forcas com variagdo harménica ao longo do tempo visto tratar-se de um caso em que existe
uma soluc¢do analitica relativamente simples.

Uma for¢a com variacdo harménica ao longo do tempo € descrita matematicamente por uma

expressao do tipo:

f(t)=F, -cos(m,;t)+F; -sen(mw;t), ou f(t)=F,  cos(®t—09) (3.22)
onde,

®; — frequéncia da forga (rad/s);

F, =F,” +F,” — amplitude da forca harménica;

E
¢ — angulo de fase ou fase: ¢ = arctan(F—Bj .
A

Introduzindo na equacado da dinamica a expressao da for¢ca harmoénica tem-se que:
m-u+c-ut+k-u=F, -cos(w;t)+F,; -sen(m,t) (3.23)

Estando a estrutura sujeita a uma forca deste tipo, é previsivel que a sua resposta tenda
também a ser harmoénica e com uma frequéncia igual a da forca.

Deste modo, é admissivel adoptar uma solug@o particular harménica do género:
up(t) =U, -cos(®t) + U, -sen(w;t) (3.24)

Para se obterem os pardmetros Ux e Ug, substitui-se u  (t) e respectivas derivadas na equagao

da dindmica, resultando assim que:

_F, (k-mo,’)-F, -c-o
- 2

U, e, (3.25)

2.2 2
k-mw,”)" +c”-o;

_F-(k-mo,")+F, c-o;
- 2

U, (3.26)

252 2
(k-mo,”)" +c” -,
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Deste modo, a solucdo geral para uma excitacdo harménica é dada por:

u(t) =(a-cos(w,t)+b-sen(w,t))-e = + U, -cos(e,t) + Uy -sen (o, t) (3.27)

parcela transitéria parcela estaciondria

Considerando as seguintes condi¢des iniciais u(0) =up e u(0) = vy, é possivel obter a solucao

particular da equag@o, em que, as constantes a € b tomam os seguintes valores:

a=u,-U, e b="0ia8N y % (3.28)
O‘)A A O‘)A
E de salientar que, a primeira parcela de u(t), que corresponde a solucdo geral da equagio
homogénea uy (t) é designada por parcela transitéria que € caracterizada por apresentar uma
frequéncia igual a frequéncia amortecida da estrutura e, para valores de & positivos, esta
parcela anula-se a medida que t aumenta; a outra parcela designa-se por parcela estaciondria
ou forcada, cuja frequéncia € igual a da frequéncia da forca aplicada. A resposta total da
estrutura ao longo do tempo tenderd para a parcela estaciondria, visto que a transitéria anula-

se, tal como se pode visualizar no grafico seguinte.

Resposta total e parcela estacionaria
0.015

0.010

=\ ANAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAD
VYWYV VR

-0.010

u (m)

=]
(=]

-0.015

t(s)

Figura 3.6: Representacdo grafica da tendéncia da resposta total para a parcela estaciondria.

Ainda neste ponto € importante referir a utilidade de recorrer a graficos no dominio da
frequéncia para interpretar o fendmeno da ressonancia. Este fendmeno € caracterizado por
existir um aumento das amplitudes das oscilacdes quando a frequéncia da excitagcdo iguala a
frequéncia propria da estrutura (0)f =Wy ).

Como tal, é frequente efectuar um grafico com a representacdo da amplitude da resposta

estaciondria (que, tende a ser igual a resposta total) em funcdo da frequéncia da forca de
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excitacdo e um outro grafico com a representacdo do angulo de fase também este em funcdo

da frequéncia da forca.

RESPOSTA DE UM OSCILADOR SIMPLES DE FREQUENCIA NATURAL oy = 60 RAD/S A FORCAS
HARMONICAS DE FREQUENCIA o

Forg¢a Harménica it

f(t

u(t)

Rigidez
Amortecimento

Amplitude da parcela estaciondria em funcdo da Angulo de fase da parcela estaciondria em fungio da
frequéncia wy frequéncia wp
0.08 o

Resposta em oposi¢do
0.06 de fase relativamente
. 5.0 a excitagdo

0.04 oy = 60 rad/s

Fase (rad)

3.0 7 rad/s
Fase da resposta

igual a da excitagdo

Amplitude (m

0.02

0.00 0.0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
wr (rad/s) W, (rad/s)
a) b)

Figura 3.7: Representacdo grafica da amplitude a) e do angulo de fase b) da resposta estaciondria em

funcdo da frequéncia de excitagdo.

No gréfico da Figura 3.7 a), constata-se que a amplitude méaxima da estrutura associado ao

fendmeno da ressonancia, ocorre quando ®; = ®,, o que corresponde no grafico ao pico

localizado sensivelmente a 60 rad/s, isto é, a estrutura em causa tinha uma frequéncia natural

proxima dos 60 rad/s. Quando ®; =0, a resposta da estrutura € igual a resposta estdtica

F . . . . A
u= < Outro aspecto interessante é que, ligeiramente antes e depois de ocorrer a ressonancia

(% 0, <0 < %mNj surge um outro efeito designado por batimentos (Figura 3.8).

Este fendmeno € tanto mais acentuado quanto menor for o amortecimento da estrutura.
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Figura 3.8: Representacdo grafica da resposta em batimento [% 0, <0, < %OJNJ .

No grafico da Figura 3.7 b) verifica-se que, quando ®; << ®,, a forca excitadora e a

estrutura estdo em fase, ou seja, a forga centrifuga devida ao motor tem o mesmo sentido que

a resposta da estrutura; para ©; >> ®,, a forca excitadora f(t) e o deslocamento u(t)

correspondem a funcdes harmoénicas que estdo em oposi¢do de fase (diferenca de fase de =

radianos), isto é, em cada instante t t€m sentidos contrarios.

3.2.5.2 Resposta a Forcas com Variacio Arbitraria ao longo do tempo

Este € o caso mais geral no estudo do comportamento dinamico de modelos de 1 G.L., pois as
estruturas sao frequentemente solicitadas por for¢as dindmicas com uma variagdo arbitraria ao
longo do tempo, como € o caso da ocorréncia de um sismo, a ac¢ao do vento, ruido ambiente,

z

etc. A solugdo particular que serd seguidamente deduzida e apresentada, é vélida para
qualquer tipo de forcas dinamicas, até mesmo para as harmoénicas. Para tal, serd necessario

recorrer ao conceito de resposta a um impulso e ao principio da sobreposi¢ao de efeitos.

Uma forca constante fy aplicada durante um curto intervalo de tempo At, origina um impulso

de intensidade I; =f;-At. A actuagdo desta forga constante fo durante o intervalo At e sobre

~ Av .
uma dada massa m, provoca uma aceleragdo a = " (2* Lei de Newton) tal que,
t

fozm'a@fozm'i—: & I =f,-At=m-Av (3.29)

No entanto, considera-se que a forca actua num instante e ndo num intervalo de tempo finito
At , portanto, admite-se que At >0 eque f — oo
Assim, um impulso unitdrio corresponde ao integral no tempo de uma for¢a dada por um delta

de Dirac f(t) = d(t) (entidade matemadtica cujo integral é exactamente igual a 1).

Um impulso de intensidade f; é entdo dado pelo integral da forga f(t) =f,-d(t), tal que:
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I, = [ f,-8(di=f, (3.30)
0

Para o instante t=0, a velocidade inicial que se obtém é proporcional a intensidade do
impulso e inversamente proporcional a massa, tal como se mostra seguidamente:
L f
y=_o -0 (3.31)
m m
Desta forma, pode-se concluir que a solucao particular devido a aplicacdo de um impulso de

intensidade fy num instante inicial t=0, corresponde a resposta em regime de vibracdo livre

) ) . ) f
com amortecimento, considerando um deslocamento inicial nulo e uma velocidade v =-2:
m
f,/m| _
u,(t) = (Lj e .sen(w, t) (3.32)
('OA

Considerando que a intensidade do impulso fj € unitdrio, entdo obtém-se a designada func¢do

de resposta a um impulso unitdrio h(t) dada por:

h(t) = b e -sen(w, t) (3.33)
m-m,

A partir da equacgdo (3.33) pode-se deduzir a equacdo que traduz a actuacdo de uma forca

impulsiva unitdria num instante genérico t =1 (Figura 3.9).

h(t—1) = SN -sen(®, (t—1)) (3.34)
m-,

Para uma forca impulsiva fj de intensidade qualquer, a resposta da estrutura € entdo dada por:

f,-h(t—1)= LI N -sen(®, (t—1)) (3.35)
m-,

Se uma estrutura estiver sujeita a uma sequéncia de forcas impulsivas, com diferentes
intensidades e aplicadas em diferentes instantes, a resposta total up(t) corresponde ao
somatorio das respostas de cada um desses impulsos (principio da sobreposicao de efeitos), ou

seja,

up(t) = ifa ‘h(t-1,) (3.36)
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HONY Impulso de intensidade 1 aplicado no instante T
P 1=1

\4

u(t) 4 Resposta a um impulso unitdrio: fungdo h(t-1)
P

o
]
<]
<

q

q

Figura 3.9: Representacdo grafica da aplicagdo de um impulso unitdrio e da sua resposta para um

instante genérico t =T [Oliveira, 2007].

Resposta a forcas com variacdo arbitrdria ao longo do tempo. Integral de convolucdo

A resposta dindmica para uma forca impulsiva continua f(t), com variagc@o arbitraria ao longo
do tempo pode ser obtida através da sobreposicdo das respostas a uma sequéncia infinita de
impulsos infinitesimalmente proximos (Figura 3.10). Esta sobreposicdo € traduzida por um
integral designado por integral de convolucdo ou de Duhamel, que corresponde a solucdo

particular em questdo, para condi¢des iniciais nulas (uyp=0¢e u, =0):

u, (t) =1(t)*h(t) = J.f(’c) -h(t-71)dt (3.37)

>

fi(t) ] Ty

J I

0 t

Figura 3.10: Representacdo esquemdtica da aproximacdo de uma forca com variagdo continua ao

longo do tempo através de uma sequéncia de infinitos impulsos infinitesimalmente préximos.

Deste modo, a solucdo correspondente a actuagdo de uma forga f(t) com variacdo arbitréria ao

longo do tempo € entdo dada por:
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vy +u,-&o _ 0

u(t) = [uo -cos(mAt)+[w]'sen(OJAt)}e oty j f(1)-h(t—71)dt (3.38)
O‘)A 0

O integral de convolugdo pode ser calculado numericamente a partir do método de integracao

que consiste na aproximagao da drea sob uma curva através da soma de areas de trapézios,

isto é:
up() = [£(0) - h(t=1T= D" A e (3.39)
0

Contudo, neste método das areas dos trapézios, o cdlculo torna-se computacionalmente pouco
eficiente, uma vez que exige, para cada instante t uma integracdo completa. Deste modo,
recorre-se a um outro método mais eficiente, denominado por método da férmula recursiva,
que fornece resultados exactos para forcas definidas no tempo por trocos lineares (Figura

3.11).

T,

1

.-l

Figura 3.11: Representagdo de uma histdria de carga definida por trocos lineares.

Na verdade, este método até pode ser utilizado para forcas que nao sdo exactamente definidas
por trocos lineares, na medida em que, qualquer histéria de cargas pode ser razoavelmente
aproximada por trocos lineares, pois essa aproximacdo apenas depende da discretizacio
temporal adoptada.

No método da férmula recursiva, a equagdo do movimento € resolvida independentemente
para cada um dos intervalos da discretizac¢ao, desde que as condi¢des iniciais de deslocamento
e velocidade de um dado intervalo sejam as condic¢des finais do intervalo anterior.

Em seguida mostra-se a obtencdo da referida féormula.

Adopta-se a notagdo u(szt)zui+l e as seguintes condig¢des iniciais u(E:O)=ui e
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Como se observa na Figura 3.11, no intervalo de tempo t,a forca é definida por um trogco

linear, e a sua expressdo € escrita como a equagdo de uma recta com um declive (f,,, —f,) / At,

ou seja:

f(E):fi+M-t (3.40)
At
A solugdo geral pode ser escrita da seguinte forma [Chopra, 1995; Oliveira, 2007]:

u(t) = uy () +1, (1) = (a-cos(@, ) +b-sen(@, 1))-¢ =" + [f(1)-h(t-T)dt, aeb eR (3.41)
0

Substituindo as condi¢des iniciais tem-se que,

U, +u, -y
At

A

u(t) = (ui -cos(coAE)+( j-sen(mAE)J-e—i'wN‘ +| (fi +M-r)hd—ndr (3.42)

Desenvolvendo a equacdo anterior,

u(E)=ui(cos(0)AE) +M}‘§°’N‘+ ﬁi(we‘%‘ j+ I (fi +%Tjhd _7)dt (3.43)
(DA 0

W,

A1) B(t)

t

t t
u(t)=A(t)-ui+B(t)-tli+Ifi-h(t—’t)d’t+I%-1-h(t—1)d’t— %r.h(t—x)dx (3.44)
0 0

0

- - - - 1 - 1 -
u(t)=A(t)-u, +B(t)- 0, +1, ( l h(t-o)de-— ! 1-h(t—1)dr}+fi+l {E { r-h(t—r)dtj (3.45)

e D(t)

Do que resulta,

u(t) = A(t)-u, +B(t)-u, +C(t)-f, + D(1)-f,,, (3.46)
Derivando uma vez a expressao anterior, obtém-se a velocidade:

u(t) = A(t)-u, +B(t)-u, +C(t)-f, + D(1) - f,,, (3.47)

Assim, a partir das expressOes deduzidas anteriormente, é possivel obter o valor do
deslocamento u;;; € da velocidade u,,, no fim de cada intervalo, assumindo t = At, onde Até

constante para o periodo considerado:
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{um =u(t=At) = A(AD)-u; + B(At) -4, + C(At)-f, + D(AY)-f, (3.48)

U, =u(t=At) = A(At)-u, + B(AD) - i, + C(AD)-f. + D(At) £,

Os coeficientes A =A(At),B=B(At),C=C(At) e D=D(At) e as respectivas derivadas

A =A(At),B =B(At),C =C(At) e D'=D(At) sio entdo dados por [Chopra, 1995]:

A=e ™" (L sen(m, At) + cos((DAAt)]

Ji-g2

1
B=¢ ™" (— sen((oAAt)j
®

A

At 1 At
C:jh(At—r) dr——j Th(At—1)dt =
0 At0

21{2_§+e_§%m[(£_ 5 Jsen(mAAt)—(l—i— 2% jcos((oAAt)]}
k | o At ®, At 1-€ oAt

D:ij Th(At—r)dt:l{1—2—§+e'§“’”A' {Esen(m/\m)+ 2 cos(wAAt)}}
Ats k O At O, At O, At
A':[dA(_t)j =—e (—(DN sen(u)AAt)J
dt T=At 1-&2
B'=[dB(_t)j — oo COS((OAAt)— g sen(mAAt)
d t=At 1_§2
C'=[dc(_t)J _1 _L.|.e*5“’~AI O 4 5 sin(mAAt)+icos(coAAt)
dt Jiy k| At J1-8 Anfi-¢ At (3.49)
dD(t 1 ~Zoudt ~
D'=( dE )jtmzmll—e Zondy [ﬁ51n(mAAt)+cos(mAAt)]]

O que permite escrever a formula recursiva na forma matricial seguinte:

e wllkle vl
o= I . (3.50)
u,,, A' B'||u, C' D'||f,

No ponto seguinte mostra-se a utilidade desta férmula para o célculo de espectros de resposta
correspondentes a um dado acelerograma sismico.

Convém também salientar que esta féormula recursiva € igualmente muito utilizada no célculo
dindmico de grandes estruturas pelo Método dos Elementos Finitos (M.E.F.) em coordenadas
modais. De facto, como se mostrard mais adiante, a representacdo em coordenadas modais
dos sistemas de equacdes diferenciais que descrevem o comportamento no dominio do tempo

de estruturas discretizadas em elementos finitos (discretizagdo espacial), corresponde a um
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conjunto de equagdes independentes — equagdes modais — cada uma das quais € idéntica a

equacdo de um oscilador de 1 G.L.

3.2.6 Resposta a acelerogramas sismicos aplicados na base

A férmula recursiva anterior tem grande aplicacdo no estudo da resposta dindmica de sistemas

estruturais de 1 G.L. submetidos a actuacio de acelerogramas sismicos na base (Figura 3.12).

u=u,(t)

m u
Massa

7772722272222

Amortecimento

k u(t) = dg(t) +u()

Rigidez

Figura 3.12: Sistema estrutural de 1 G.L. sujeito & actuag¢@o de um acelerograma sismico na base.

Neste caso a equacdo de equilibrio dinAmico deve ser escrita tendo em conta que a base agora
também tem movimento, o qual € caracterizado usualmente pelo acelerograma sismico

ag =agy(t). A este acelerograma, ou historia de aceleracdes sismicas na base, deve também
corresponder uma histéria de velocidades sismicas tal que vy =v (t) e de deslocamentos
sismicos, dq =dq(t). Assim, em cada instante, a aceleracio total do piso u, corresponde a

soma da aceleragdo sismica da base ay(t) com a aceleragdo relativa U(t):

i, () = ii(t) +ag(t) (3.51)

E 0 mesmo acontece com a velocidade total u, e o deslocamento total u:

i, (1) = 0 () + vg (1) (3.52)
u, (1) = u(t) +dg (1) (3.53)
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Nestas equagdes as parcelas ag =ag(t), vy =v (t) e dg =dg(t), descrevem as componentes

do movimento de corpo rigido.
Assim, a equagdo da dinamica para o caso de movimento sismico da base escreve-se da

seguinte forma:

m-ii, +c-t,+k-u, =0 (3.54)

ou,
m-(i+ag)+c-(u+vg)+k-(u+dg)=0 (3.55)

Tendo em conta que as forcas eldsticas associadas ao deslocamento de corpo rigido
dg =dg(t) sdo nulas e, que as forgas de amortecimento associadas a velocidade de corpo
rigido v¢ = v,(t) sdo desprezdveis, entdo, a equacdo anterior assume a seguinte forma mais

simples:

m-(li+ag)+c-u+k-u=0 (3.56)
ou,
m-i+c-u+k-u=-m-aq (3.57)

Nesta equacdo, o termo independente —m-ag corresponde as denominadas forcas sismicas

que sdo as forcas de inércia associadas a aceleragdo de corpo rigido ag =ag(t).

3.2.6.1 Definicido de accdes sismicas por intermédio de espectros de resposta

A caracterizacdo das vibracodes sismicas através dos seus efeitos em osciladores lineares de 1

grau de liberdade, caracterizados por uma frequéncia natural fy (ou periodo natural
T, =1/fy) e por um coeficiente de amortecimento relativo &, conduz a determinagdo dos

espectros de resposta dos movimentos sismicos [Newmark & Rosenblueth, 1971;
Housner, 1990]. Estes sdo geralmente definidos em termos de deslocamentos maximos
relativos a base (Sq), velocidades méximas relativas (Sy) e em termos de aceleragdes maximas
absolutas (S,) [Bozorgnia & Bertero, 2004].

Num espectro de resposta representam-se os valores de pico da resposta para todos os
possiveis osciladores de 1 G.L., quando solicitados, na sua base, por um determinado
acelerograma sismico.

Os espectros de resposta fornecem informagdo de grande utilidade sob o ponto de vista do

projecto de estruturas sismo resistentes. A Regulamentacdo de engenharia sismica &
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geralmente estruturada tendo por base a defini¢do de regras para a utilizagdo de espectros de
1 @ devid i d do pais d d

resposta envolventes ™ devidamente prescritos para cada zona do pais de acordo com as suas

caracteristicas de sismicidade.

A construcdo de um espectro de resposta para um dado acelerograma especifico, consiste na

determinac¢do da resposta maxima de vérios osciladores de 1 G.L. com diferentes frequéncias

naturais e com um coeficiente de amortecimento relativo & comum (Figura 3.13). Também ¢é

frequente representar num mesmo grafico varios espectros de resposta para um mesmo Sismo,

mas com diferentes valores de &, para abranger todos os potenciais valores de amortecimento

das estruturas.

Acelerograma sismico

a (m/s?)
1.50
om iy t(s)
Sd 1.50
(m)
E=5%
0 1 2 3 frequéncia
u natural f, (Hz)
u
r"“ A
fn: l 7 fI\= 2 “7
u (m) u (m) u (m)
0.20 [ . 0.20 0.20
0.1 \]T 0. lﬂI 1 0. lﬂ[
I o) TG (o) B L 074 (s)

—\1.](). V(J.lﬂi —ﬂ.]ﬂ' :
-0.20 -0.20 -0.20
Figura 3.13: Cilculo de um espectro de resposta (em deslocamentos) correspondente a um

acelerograma sismico. As ordenadas do espectro correspondem aos valores médximos (absolutos) da

resposta de varios osciladores de 1 G.L. em termos de deslocamentos maximos relativamente a base.

o Espectro de resposta em deslocamentos. Deslocamentos maximos relativos a base

Os espectros de resposta em deslocamentos S; =S, ((ON)fornecem a resposta maxima para

um dado acelerograma, em termos de deslocamentos relativos. Os deslocamentos maximos

2 ~ . ~ L.

@ 0s espectros de resposta envolventes sdo estimados para representar ndo apenas um acelerograma sismico,
mas antes um conjunto de acelerogramas sismicos que possam ocorrer com uma dada probabilidade de ndo
serem excedidos num dado intervalo de tempo, como por exemplo, a vida util da obra.
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para cada oscilador de 1 G.L. sob a acc¢do do referido acelerograma, sdo calculados a partir da
férmula recursiva (3.50), apresentada na sec¢do anterior.
Na figura seguinte apresentam-se os espectros de resposta em deslocamentos relativos para

diferentes valores de & estimados para uma zona situada na regido centro de Portugal (sdo

adoptados mais a frente no estudo apresentado no capitulo 5 referente a torre das tomadas de
dgua da barragem do Cabril).

No gréfico seguinte pode-se verificar que como seria de prever, para osciladores com maior
frequéncia natural, os deslocamentos relativos maximos durante a actuacdo do sismo
diminuem, tendendo para zero. Os deslocamentos maximos s3o naturalmente menores em

estruturas com maior amortecimento.

Espectros de resposta em deslocamentos relativos S, =S, ((DN)
0.040

0.030 -
£ =10%
0.020 - —E=5%

—t=29%

0.010 A

Deslocamento relativo maximo
(m)

0.000
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Frequéncia Natural (Hz)

Figura 3.14: Espectro de resposta em deslocamentos relativos.

o Espectro de reposta em velocidades. Velocidades maximas relativas a base

Os espectros de resposta em velocidades S, =S, (coN ) fornecem a resposta maxima em termos
de velocidades relativas. As velocidades méximas para cada oscilador de 1 G.L. sob a ac¢do
de um acelerograma sismico na base podem ser calculadas directamente a partir da férmula
recursiva (3.50), obtendo-se deste modo o espectro de resposta em velocidades relativas. Este
espectro pode também ser calculado multiplicando os valores do espectro de
deslocamentos relativos por ®,, o qual, assim calculado se designa por espectro de resposta
em pseudo-velocidades, isto é:

S, =w-S, (3.58)

Os espectros de resposta em velocidades para o caso do acelerograma em anélise (Figura 3.13)

e considerando diferentes valores de &, apresentam-se na Figura 3.15. Como se pode observar,
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obtém-se resultados idénticos utilizando a férmula recursiva (Figura 3.15 a) ou a equagdo

anterior (Figura 3.15 b).

Espectros de resposta em velocidades relativas S, =S ((DN)

0.300
z
H
-
£ 0200
g £=10%
2 — & =5%
e — =29
o 0.100 4
=
<
=]
9
2
v
>

0.000 T T T T T T T . :

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Frequéncia Natural (Hz)
a)
Espectros de resposta em pseudo-velocidades

0.300
@
H
5 S, =0, S,
£ 0.200
g £=10%
.;:: —E=5%
3 —=2%
o 0.100
=
<
=
9
=2
@
>

0.000 . . . . . . . . .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Frequéncia Natural (Hz)

b)

Figura 3.15: Espectros de resposta em: a) velocidades relativas; b) pseudo-velocidades.

e Espectro de reposta em aceleracdes. Aceleracoes maximas absolutas

Para um dado acelerograma sismico, os espectros de resposta em aceleragdes S, =S, (@)

fornecem a resposta maxima de osciladores de 1 G.L. em termos de aceleragdes absolutas. As

aceleracdoes maximas absolutas podem ser obtidas a partir do espectro dos deslocamentos

. . . . 2 , .
mdximos relativos multiplicado por ®, . Obtém-se assim os espectros de resposta em

pseudo-aceleragdes, ou seja:

S, =®,*-S, (3.59)
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Outra forma de determinar as aceleracOes mdaximas absolutas, consiste em somar as
aceleracOes aplicadas na base ag =aq(t), com as aceleragOes relativas U =1(t), calculadas
com base na férmula recursiva (obtidas por derivacdo das histérias de velocidades u =1u(t)).

Na figura seguinte apresentam-se os espectros de resposta em aceleracdes absolutas ou

pseudo-aceleracgdes.

Espectros de resposta em aceleracdes absolutas S, =S, ((DN)

6.000
4.000 -
g
= .~ =
E Nﬁ £=10%
s = —&=5%
.g 2.000 - —t-2%
£
g
<
0.000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Frequéncia Natural (Hz)

Figura 3.16: Espectro de resposta em aceleragdes absolutas.

Neste espectro pode-se verificar que as aceleracdes absolutas sdo praticamente nulas para
sistemas (osciladores de 1 G.L.) com frequéncia natural muito baixa (rigidez quase nula), pois
neste caso, as vibracdes na base ndo se transmitem para o piso. Para sistemas com frequéncias

naturais de valor elevado (rigidez elevada) a aceleracdo absoluta € idéntica a aceleracdo

aplicada na base (osciladores perfeitamente rigidos).

Por fim, € interessante notar que na caracterizacdo de acgdes sismicas, a razdo pela qual se
utilizam espectros de resposta em aceleracdoes absolutas e em velocidades relativas e

deslocamentos relativos, estd relacionada com o facto da equagdo da dindmica de osciladores

de 1 G.L. sujeitos a um acelerograma sismico na base, tal que ag =ag(t) ser escrita na forma:

m-(i+ag)+c- u +k- u =0 (3.60)
—— ——
v vel. desl.
acel. relativas relativos

absolutas

ou seja, em termos de aceleragdes absolutas e em termos de velocidades relativas e

deslocamentos relativos.
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3.3 Comportamento dindmico de modelos estruturais com um grau de

liberdade. Analise no dominio da frequéncia

3.3.1 Decomposigdo de funcdoes em ondas sinusoidais. Séries de Fourier

As estruturas sdo frequentemente solicitadas por for¢as com variacdo arbitrdria ao longo do
tempo (como € o caso da ac¢do do vento ou dos sismos) as quais ndo podem ser descritas
matematicamente a partir de uma expressao geral, como acontece no caso de forcas devidas a
maquinas rotativas.

O estudo da resposta estrutural para for¢as dinamicas com variagdo arbitrdria, apoia-se em
grande parte na denominada andlise de Fourier — decomposi¢do de funcdes em ondas
sinusoidais.

O ilustre matematico Fourier (1768-1830), no seguimento dos seus estudos sobre a
propagacdo de ondas de calor em solidos, descobriu que, qualquer fungdo representdvel
graficamente pode ser decomposta numa soma de infinitas ondas sinusoidais, tal como ¢é

ilustrado na figura seguinte.

USVAVQOAVW Onda 7
X Onda 6

U’ %W Onda 5

\ &7% Svﬁ UQ Onda 4

1 >

X ' XA Olldl 2

L

s
s

— " Onda0=c"

" Valor médio de f(t) no intervalo T

t

f(=c° + +Onda2 + +Ondad + .. ‘

Figura 3.17: Decomposi¢do de uma fun¢do em ondas sinusoidais [Oliveira, 2007].

Fourier percebeu que qualquer funcao f(t) definida num intervalo de tempo finito [0,T], pode
ser aproximada por uma série, designada por Série de Fourier, que se traduz pelo somatério
de uma constante e de um conjunto de infinitas ondas sinusoidais com periodos iguais a T e

aos seus submudltiplos T, T/2, T/3, T/4, ... (ondas de frequéncia crescente).
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A aproximacdo em série de Fourier de uma fungdo f(t) definida num intervalo de

comprimento finito T € entdo dada pela seguinte expressao:

=cC onda onda onda onda onda .
f.(t)=c* +onda, +onda, +onda, +onda, + +onda, + 3.61
—_ = Y —
o, , (03 Wy o,

2n A ~
Tomando Aw = T as frequéncias destas ondas sdo dadas por:

0, =A0, O, =2A0, 0, =3A0, 0, =4A0, .. ®, =nA® (3.62)

A expressdo de uma onda sinusoidal n, pode ser escrita como a combinagao linear entre as

fun¢des trigonométricas co-seno e seno, cuja frequéncia é ®,, ou seja:
ondan=a, cos(®,t)+b,sen(w,t) (3.63)

Deste modo, a expressio que traduz fr (t) pode ser escrita na seguinte forma (forma

trigonométrica):

f(t)=c"+ ionda n=c" +i(an cos(®,t)+b,sen(m,t)), com ©,=nAw  (3.64)

n=1 n=l

Para calcular cada uma destas ondas basta entdao determinar cada um dos seus coeficientes a, €
b,.
Devido ao facto das ondas apresentarem periodos submiltiplos de T, Fourier constatou que o

valor médio de cada onda no intervalo T seria sempre nulo. Assim sendo, e recorrendo a

notacao <f (t)> . para designar o valor médio de f(t) no intervalo T tem-se que:

<f(t)>T = <ct°>T +<0nda1>T +<0nd212>T +<onda3>T +<0nda4>T + .. +<ondarl >T +...  (3.65)

0 0 0 0 0

Deste modo, pode-se concluir que a constante que aparece na expressao da série de Fourier é
dada pelo valor médio da func¢do f(t) definida no intervalo T. Este valor médio corresponde a
altura de um rectangulo de area igual a area sob a funcdo, a qual € dada pelo seu integral

definido no intervalo T:

¢ =(f(1), = ArTea - % [t (3.66)

56



Para o caso da onda 1 de frequéncia ®,, Fourier descobriu que o valor médio em [0,T] de

cada onda n multiplicada por cos(®,t) era sempre nulo, com excepgdo da prépria onda 1, ou

seja:

<fT (t) cos(wlt)>T = <c‘ecos((z)lt)>T +<ondalcos(wlt)>T +<0nda2 cos((z)lt)>T +.. (3.67)

—
0 0

do que resulta,

<f(t).cos (o, .t)>T = <0nda1.cos (o, .t)>T (3.68)

e desenvolvendo fica:

<f(t).cos(0)l.t)>T = <a1.cos2 (wl.t)>T +<b1.sen(Ool.t).cos((ol.t)>T :a—zl

a2 0

(3.69)

Pelo que € possivel constatar que o coeficiente a; corresponde ao dobro do valor médio em T

da funcdo f(t) multiplicada por cos(®,t) , ou seja:

a, =2.(f(t).cos(w.t)) == j £(t) cos(e,t)dt (3.70)
Este resultado pode ser generalizado para qualquer onda n, vindo entao:
a <f(t) cos(®,.t) t :—If(t) cos(®, t)dt (3.71)

n

Do mesmo modo, conclui-se que o coeficiente b, de uma onda n, é dado como o dobro do

valor médio em T da fungdo f(t) mas agora multiplicado por sen(®,t), ou seja:
b, <f(t) sen((o t =—If(t) sen(m, t)dt (3.72)

E interessante notar que este conceito da decomposi¢cdo de uma func¢do f(t), definida num
intervalo finito T, em ondas sinusoidais aplicando a técnica das séries de Fourier para
obtencdo dos coeficientes das ondas, resume-se basicamente a determinagdo de valores

médios.
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Uma dada funcao f(t) definida num intervalo de tempo T, é representada no dominio do

tempo apenas por um tUnico grifico f =f(t). No entanto, a sua representacdo no dominio da

frequéncia efectua-se com base em dois grificos: a, =a(®, ) e b,=b(®,).
Também é usual utilizar os grdficos da amplitude A =./a_+b. =A(®,) - espectro de

amplitudes e da fase ¢ = arctg(b, /a,)=0(®,)- espectro de fases das vérias ondas.

Como exemplo, mostra-se em seguida a representacao grafica de uma fungao f(t) no dominio
do tempo a) e no dominio da frequéncia recorrendo aos espectros dos coeficientes a, e b, das

vdrias ondas b) e recorrendo aos espectros de amplitudes e de fases das referidas ondas c).

Grafico de f(t) no dominio do tempo

zu

a)
Dominio da frequéncia
Espectros dos coeficientes a, € b, Espectros de amplitudes e de fases
15 15 13 5
3 1
1 5
1 1 \
\ ! 7 i) "‘\ ,r’\ f,\ f’
\‘ L I LY ;N P ’ 4
5] 05 A [ PR 7o t
P 2 ‘( oo v oy [ 3 &
" \ \\ » . Y " s \yl 3G \\ ! Y
i T » —— -0 / / Y @
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Figura 3.18: Representagdo da fungéo f(t) no dominio do tempo a) e no dominio da frequéncia através
dos espectros dos coeficientes a, € b, b) e através dos espectros de amplitudes e de fases

¢) [Oliveira, 2007].

3.3.2 Decomposicdo de acelerogramas em ondas sinusoidais

Neste ponto serd abordada uma aplicacdo das séries de Fourier na interpretacdo de resultados
experimentais referentes a medi¢cdo de vibragdes em estruturas.

O conceito da decomposicdo de acelerogramas medidos em ondas sinusoidais, pode ser
utilizado para descobrir propriedades importantes de uma estrutura, como € o caso das suas

frequéncias naturais ®, e modos de vibracao.
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A andlise directa de um registo de aceleracdes obtido numa dada estrutura, ndo permite obter
informacdo relevante sobre as propriedades da estrutura. Por outro lado, sabe-se que essas
aceleracdes medidas devem ser de alguma forma influenciadas pelas caracteristicas estruturais
e isso conduz a ideia de que talvez haja alguma informagao “oculta” nestes acelerogramas
sobre as caracteristicas dindmicas da estrutura. O que permite aceder a essa informacdo
“escondida” é exactamente a técnica das séries de Fourier, que corresponde a decompor os
acelerogramas medidos em ondas sinusoidais.

Para exemplificar este tipo de aplicac@o das séries de Fourier a anélise dindmica de estruturas,
foi efectuado um ensaio de vibracdes no modelo fisico do pdrtico de um piso atrds
apresentado. Foi colocado um acelerémetro ao nivel do piso da estrutura, segundo a direc¢do
de menor rigidez e, através de um sistema de aquisi¢do adequado, obteve-se um registo das
aceleracdes horizontais. As aceleragdes foram medidas durante 60 s e com uma frequéncia de
amostragem de 51,2 Hz, o que significa que foram registados 51,2 valores por segundo, o que
corresponde a um total de 3072 valores registados. O pdrtico apenas esteve sujeito a vibracdes
ambientais ou também designado por ruido ambiente (vozes na sala, correntes de ar, etc).

E conveniente referir que, para um registo no tempo de 3072 valores, como é o caso, ndo é
possivel efectuar a transposi¢do para o dominio da frequéncia calculando mais do que 3072
coeficientes a, € b,, 0 que corresponde no maximo a 1536 ondas. A frequéncia maxima
referente a ultima onda que faz sentido identificar (onda 1536) é designada por frequéncia de
Nyquist.

O registo das aceleracdes medidas e o correspondente espectro de amplitudes (representacdo
das amplitudes das ondas que compdem o acelerograma medido em funcdo da respectiva
frequéncia, neste caso em Hz) apresentam-se na Figura 3.19.

Da anélise do espectro de amplitudes conclui-se que, de todas as ondas que constituem o
acelerograma medido, hd uma que se destaca pela sua maior amplitude, que corresponde a
onda com frequéncia de 6,27 Hz. E precisamente este tipo de informagdo que pode ser obtida
a partir dos acelerogramas utilizando a andlise de Fourier, ou seja, é possivel a identificacdao
experimental da frequéncia natural de vibragdo do pértico de um piso a partir da

decomposicdo em ondas de um acelerograma registado sob uma excitacdo do tipo ruido

ambiente.
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Figura 3.19: Acelerograma medido e correspondente espectro de amplitudes do edificio de 1 piso

quando sujeito a ruido ambiente.

3.3.3 Representacdo das Séries de Fourier na forma complexa. Transformada

Discreta de Fourier

A expressdo (3.64) deduzida anteriormente para a representacdo de uma funcdo em série de
Fourier, toma a designacdo de forma trigonométrica da série de Fourier, pois apresenta os
coeficientes das ondas a, e b, multiplicados, respectivamente, pelas funcdes trigonométricas
cos(m,t) e sen(m,t).

No entanto, esta expressao também pode ser escrita de uma forma mais compacta, a partir da

representacdo complexa das fungdes co-seno e seno, recorrendo a ja referida féormula de Euler
dos nimeros complexos €™ =cosX +1i-sen X , que permite escrever:
eimnt + e—iwnt _ieim“t + ie—im“t

cos(@)="———— & sen(o,)=—"—— (3.73)

Ora, substituindo estas funcdes na forma trigonométrica das séries de Fourier (3.64) e

desenvolvendo a expressdo, tem-se que:

eimnt+ e—imnt _ieia)nt+ ie—im"t

f.(t) = vmed+i a +b, , (3.74)
n=l

2
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fT(t) . +Z[an —21bn elont 4 a, +21 bn e—im"tj , (3_75)

i = : —1 —1 .
o= Bt gt g, 3 5 376

n=1 k=—o0

Portanto, o valor médio obtém-se para n = 0 e a primeira parcela do somatdrio inclui todos os
valores positivos de n e a segunda parcela engloba todos os valores negativos de n.

Entdo, a forma complexa da série de Fourier é dada por:

o= 3 %ei“’“t . —eo< O.=NA® < +oo (3.77)

n=—oco

n

Pode-se ainda escrever a expressao em forma de integral, isto é:

a —i-b. 17 17
4 b ——|f(t)-cos(w t)dt—1i-— | f(t)-sen(® t)dt, 3.78
: T!() (®,1) T!() (®,1) (3.78)
2,710, —l].f(t) (cos(®, t) —isen(w, t))dt (3.79)
5 /O Dl ) , .
ou seja,
a—ib_ 17 :
L0 — | f(t) e ™'dt 3.80
: Tl (t) (3.80)

Designa-se por Transformada Discreta de Fourier da funcdo f(t) no intervalo finito [0,T,], a

funcdo complexa F;(®, ) dada por:

T .
FT(mn)=IfT(t)eim“[dt=%.T, -0 < ®,=NA® <+oo (3.81)
0

Assim, a expressao que traduz a aproximacdo de uma funcdo fp(t) em série de Fourier na

forma complexa e para um intervalo finito [0,T] é:

f.(t)= Z F (0, )e" (3.82)

n——oo
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Como foi deduzido anteriormente, a expressdo da funcdo E,(®, ), definida no dominio da

a(,) b(®,)
2 2

frequéncia € constituida por uma parte real, T e por uma parte imaginaria —

A representacdo grafica da Transformada Discreta de Fourier (TDF) pode ser efectuada
recorrendo a dois grificos espectrais, um correspondente a parte real e outro a parte
imagindria [Newland, 1975]. De forma equivalente, pode-se também representar a TDF em
termos de um grafico de amplitudes e de um grafico de dngulos de fase, sendo esta ultima a

op¢ao mais utilizada (espectro de amplitudes e de fases).

E importante salientar que, a Transformada Discreta de Fourier tem a designacio de discreta,
devido ao facto de se considerar um intervalo de comprimento finito T, ao qual correspondem
valores finitos para o espacamento A® entre as ondas que constituem a transformada.
Quando T — e, entdo A®w — 0, o que significa que as infinitas ondas t€m frequéncias
infinitesimalmente préximas e nesta situacdo, a transformada de Fourier é designada por
continua. Neste caso, o simbolo de série (somatério) deve ser substituido por um simbolo de

integral designado por integral de Fourier.

3.3.4 Utilizacdo de modulos computacionais para o cdlculo de TDF

O processo abordado até este ponto para decompor em ondas sinusoidais uma dada func¢do
f(t), definida num intervalo de comprimento finito T, na pratica ndo € o mais utilizado, pois é
um método computacionalmente pouco eficiente. Na prética, recorre-se a programas que
incluem moédulos computacionais, baseados num algoritmo de grande eficiéncia
computacional, designado por Fast Fourier Transform (FFT).

Visto que, neste trabalho serd utilizado o programa MATLAB, onde se recorre ao cdlculo dos
coeficientes a, e b, através do algoritmo FFT, este tema serd aqui abordado em pormenor.

A ideia é que, conhecendo uma dada funcao f(t) (que até pode ser, por exemplo, a resposta de
uma estrutura ao longo do tempo sujeita a uma determinada ac¢ao), aplicando-lhe o algoritmo

FFT, obtém-se os valores da Transformada Discreta de Fourier F,(®,) na forma complexa

(parte real e parte imagindria). Facilmente se determinam os coeficientes a, e b, das vdrias

ondas, usando as seguintes expressoes:
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X = 2Re(1;T(wn)) c b :_2Im(1;T(con)) 3.83

Ainda relativamente aos mdédulos computacionais, é importante salientar que muitos destes
programas admitem a partida uma discretiza¢do temporal, em que At =1. O utilizador apenas
terd de especificar os NP valores da funcao, sendo que, muitos destes programas exigem que
os NP sejam exactamente uma poténcia de base 2. Deste modo, o utilizador apenas terd de
corrigir os NP valores referentes aos coeficientes a, e b, das ondas multiplicando-os pelo
valor real de At, ou seja:

_ 2Re(F(0,))- At e b _ZIm(FT(wn))-At

= (3.84)

an n
T T

Destes NP valores fornecidos para F,(®, ), a primeira metade € constituida pelos valores de
F,(®w,) correspondentes a ®, positivos € a segunda metade engloba os valores
correspondentes as frequéncias com os valores simétricos de ®, . Assim, como ja foi referido,

sdo identificadas apenas NP/2 ondas (valores complexos), sendo os restantes valores

informacao repetida.

34 Comportamento dindmico de modelos estruturais com varios graus

de liberdade. Analise no dominio do tempo

3.4.1 Modos de Vibragao e Frequéncias Naturais

Para introduzir os conceitos da dindmica de estruturas com varios graus de liberdade, sera
utilizado um exemplo de um edificio de trés pisos, com apenas 3 graus de liberdade
(NGL = 3) , ou seja, com 1 G.L. de translacao por piso, segundo a direccdo de menor rigidez,
como se mostra na Figura 3.20.

Neste caso, a diferenca relativamente a equagdo do movimento do modelo de 1 G.L., € que a

massa, a rigidez e o amortecimento da estrutura ja ndo podem ser descritos matematicamente

por escalares, mas sim por matrizes e vectores.
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Figura 3.20: Modelo fisico de um edificio de 3 pisos.

A equacgdo do movimento para modelos estruturais com N graus de liberdade € entdo dada
por:

meii+c itk u=£(1) (3.85)

onde,

m — matriz de massas da estrutura (de dimensiao NxN);

¢ — matriz de amortecimento da estrutura (de dimensao NxN);

k — matriz de rigidez da estrutura (de dimensao NxN);

u = u(t)—vector de deslocamentos da estrutura nos N graus de liberdade, ao longo do tempo

(de dimensao Nx1);

u =u(t)— vector de velocidades da estrutura nos N graus de liberdade, ao longo do tempo (de

dimensdo Nx1);

U =1(t)— vector de aceleracOes da estrutura nos N graus de liberdade, ao longo do tempo (de

dimensdo Nx1);

f(t) — vector das forgas dindmicas actuantes nos N graus de liberdade, ao longo do tempo (de

dimensdo Nx1).

No caso do edificio de 3 pisos, facilmente se obtém a matriz de rigidez k (3x3) com base nas

usuais hipéteses simplificativas da teoria das pegas lineares, como se observa na Figura 3.21.
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L F=4k F=- 4k

%—» F=0
- \ ) F=s8k
F=-dk

F=- 4k

F=- 4k 4 F=8k

4k -4k 0
k=
-4k 8k -4k
0 - 4k 8k

Figura 3.21: Matriz de rigidez do edificio de 3 pisos, considerando 1 G.L. de translagdo por piso.

Por simplificacdo, pode-se considerar que as matrizes de massas e de amortecimento sdao
diagonais.
No caso do edificio em andlise, a equacdo da dinamica pode ser escrita na seguinte forma

matricial:

i,] [c 0 0][a] [4k, -4k, 0 [[u] [f()

p p

m 0 O 1.86
0 m O[i,[+/0 c Of|u, |+|-4k, 8k, -4k, ||u,|=|f,0 (3.86)
0 0 m||i,| [0 0 c|]|u, 0 -4k, 8k, |[uy] [fi(D

m u c 4 k u f

Nesta equacao diferencial as incognitas sao os deslocamentos estruturais ao longo do tempo

segundo os 3 G.L., como se indica na Figura 3.22.

2

—>ul
m massa
de cada piso L — u, (t)
(5kg) /-—>u2 _ _
k, Rigidez
P
de um pilar ¥ u ug(t)
A
L
4 X,
y 4

3

Figura 3.22: Representacdo dos deslocamentos estruturais da estrutura a determinar para cada grau de

liberdade.
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E de salientar que esta equacdo diferencial matricial corresponde ao seguinte sistema de trés

equagdes diferenciais acopladas(3):

m-u, +c-u,+4k -u, -4k, -u, =f
m-i, +c-u, -4k -u, +8k -u,—4k -u, =f, (3.87)

m-li,+c-u,—4k -u, +8k -u, =f,

Para determinar as frequéncias naturais e os modos de vibracdo de uma estrutura a partir da
equacao (3.86), é conveniente admitir a hip6tese de vibracao livre (sem forcas aplicadas) sem
amortecimento e condi¢des iniciais ndo nulas [Mendes e Oliveira, 2008].

Por observacido, pode-se verificar que para determinado tipo de condi¢des iniciais, o edificio
de 3 pisos tende a vibrar liviemente com todos os pisos a oscilarem em sintonia do seguinte
modo como se visualiza na Figura 3.23.

A observacao deste tipo de movimento sugere que uma possivel solucido da equagdo anterior
poderd ser caracterizada por trés ondas sinusoidais (uma por piso), com a mesma

frequéncia @, e com amplitudes decrescentes do piso superior para o inferior dadas por
@, ¢, € @, ,ouseja

u,(t) @, -cos(@t)
u(t) =| u,(t) |=| @, -cos(a,t) (3.88)

u;(t) @, - cos(a,t)

u,0*

Figura 3.23: Idealizacio do movimento oscilatério correspondente a um modo de vibracdo (neste

caso, com todos os pisos a oscilarem em sintonia — em fase).

3 . . ~ . . . . - .
) Este sistema de trés equacdes diferenciais acopladas pode ser facilmente desacoplado (utilizando o conceito
das coordenadas modais que serd abordado mais adiante), a partir da transformag@o das matrizes de massas, de
amortecimento e de rigidez envolvidas nesta equa¢do em matrizes diagonais.
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Agora, héd que verificar matematicamente se este resultado corresponde ou ndo a uma solucio
da equacgdo que descreve o movimento do edificio em andlise em regime de vibracdo livre

sem amortecimento, correspondente a equagdo homogénea seguinte:

m-i()+k-u(®)=0 (3.89)

Escrevendo u(t) e a sua segunda derivada u(t) na forma seguinte,

¢1n

u(t) =| gy, |-cos(@,t) =@, -cos(a, ) » (3.90)
¢3n

W) =-0, ¢, sen(@,0) ¢ i()=-a, ¢, cos(a,) (3.91)

e substituindo na equacao do movimento (3.89), obtém-se:

~@,”-m- @, -cos(@,t) + k-4, -cos(@,t) =0 (3.92)
dividindo ambos os membros por cos(®,t), fica:

~@} m-¢,+k -9, =0 (3.93)

do que se obtém,

[k-m-o ]9, =0 (3.94)

n
e, resolvendo em ordem a ¢, , tem-se que:

g, =[k-m-»’] 0 (3.95)

e tendo em conta que a inversa de uma matriz € a correspondente matriz adjunta a dividir pelo

determinante, fica:

_ Adj|k-m-@,’ | o (3.96)
. 0

4,
T

Assim, conclui-se que as hipotéticas solucdes do tipo™:

—-m-@

= n

4) & e . ~ 1 £ . ~ . .
@ E ficil verificar que a equacdo em andlise também admite solu¢des do tipo seno, ou seja,
u(t) = ¢, -sen(aw,t) que, combinadas linearmente com as solucdes do tipo co-seno permitem obter a solugdo geral

que descreve o movimento do edificio.
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D
u(t)=| @, |-cos(a,t)= QH -cos(a,t) (3.97)

¢3H

poderao de facto, ser solu¢des ndo nulas, desde que o determinante ‘1_( -m- oon2 seja nulo (isto

significa que as solucdes ndo nulas deste tipo correspondem a solucdes indeterminadas).
Entdo, é necessdrio calcular os valores de ®, (valores proprios) para os quais se verifica a
condicao:

=0 (3.98)

Estes, sdo os valores das frequéncias naturais da estrutura, que no caso do edificio de 3 pisos

em andlise, correspondem a trés frequéncias distintas (neste caso ‘k—m-wnz =0 corresponde

a uma equacio do 3° grau em que A=’ ).
Para cada um dos trés valores de ®, resolve-se o sistema [1_(— m- a)nz}-qﬁn =0 em ordem a
2%

o —>[k-m-@’]-¢=0

@, %[lﬁ_ﬁl'wf] , =0

I~

%
_m'wzz]' ,=0 = ¢
%

Cada um destes sistemas € indeterminado de grau 1 (ou seja, um sistema de N equagdes a N
incognitas em que s6 N-1 equacdes sdo linearmente independentes), pelo que a resolugdo de
cada um destes sistemas exige a introducdo de uma condi¢do suplementar. A maneira mais
simples de resolver o problema, consiste em atribuir o valor unitdrio a uma das componentes

dos vectores ¢,, @, € @,:

¢ o 1 9 o 1 9 &5 1
S| =0 =P > 9, =0 |=|Pn| © |0 =|0s|=|Ps (3.99)
? M ? ? ? ) [ [ ? 3) D3 P3

Estes trés vectores correspondem a cada uma das trés frequéncias naturais, correspondentes

aos designados modos de vibracdo, os quais podem ser agrupados numa matriz:
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A P P
P=\0y O Oy :[?1 9, ?3] (3.100)
Py Oy

designada por matriz modal. Esta matriz contém em cada coluna j (que no caso deste edificio

de 3 pisos j = 1,2 ou 3) 0 modo de vibragdo ¢, (ou vectores proprios).

Por vezes € util modificar os valores obtidos anteriormente para os modos de vibragdo através
da multiplicacdo por um factor & por forma a obter uma matriz modal normalizada

relativamente a matriz de massas, ou seja, de modo a que:

Q)Tm(l)zl (3.101)
¢1j
Assim, os anteriores valores considerados para cada um dos modos de vibragdo ¢, =| @,
¢3j

devem ser corrigidos através da multiplica¢do por um factor ¢, de modo a respeitar a seguinte

relac@o para cada modo de vibracao j:

m 0 O ¢1j
‘B‘TIEEI)JZI At aj'[¢1j ¢2j ¢3j:|' 0 m O O ¢2j =1 (3102)
0 0 m ¢3j

Desta forma, para o modo de vibragdo j, o factor correctivo & deve assumir o seguinte valor:

0{j = !
Jm @2+ 03 +63)

(3.103)

Retomando o caso de estudo do edificio de 3 pisos, mostra-se em seguida como podem ser

calculadas as frequéncias naturais e os modos de vibragdo.

Calculo das Frequéncias naturais

Eauminio =75 GPa; h=0,003m; b=0,015m; L=0,18m; m=5,0kg

Obtém-se entio f, = 2 =4,57Hz; f, =2 =12,81Hz; f, =2 =18,51 Hz, ou seja,
27 21 27

69



o, — f,=4,57THz  1°Modo de vibracio
‘1_(— (Dzm‘ =0 = {m,— f,=12,81Hz 2°Modo de vibracio
o, = f,=18,51Hz 3°Modo de vibracdo

Modos de vibracio

Como se referiu atras, a equacdo

[k-m-@]]-¢,=0

tem solucdo indeterminada, ndo nula, para cada uma das trés frequéncias naturais anteriores.

Assim, resolvendo a equacdo anterior em ordem a @, para @ = @; , ® = € O = O3,

podem-se obter as configuracdes dos trés modos de vibragdo (dependentes de um escalar ).

1
a)l:4,57><27z:>[1_(—@'(4,57x27£)2}-?n:Q = $= o= 0.802 X2
0,445
T
wz:12,81><2n:[g—m-(lz,mxzn)z}.?ﬂ:Q = $= Prronn =| 0,555 |xa,
—1,247
L
w3:18,51><27::[g—m-(l&ﬁxzz)z}?ﬂ=Q = P= Prons =| 2,247 |X 0,
1,802

Na Figura 3.24 apresentam-se as configura¢des modais para o edificio em estudo.

Como se pode observar na figura, o primeiro modo de vibragao € caracterizado por apresentar
uma frequéncia natural de 4,57 Hz, existindo um movimento conjunto dos trés pisos para um
mesmo lado.

No 2° modo de vibracdo, correspondente a frequéncia natural de 12,81 Hz, quando o piso
superior se movimenta para a direita, os dois pisos inferiores movimentam-se para a esquerda
e vice-versa.

No 3° modo de vibragdo, caracterizado por ter uma frequéncia natural de 18,51 Hz, verifica-se
que os pisos superior € inferior se movimentam em sintonia e o piso intermédio desloca-se
contrariamente aos outros.

Neste caso, e segundo a direc¢do considerada, a estrutura tem trés modos de vibragdo

(NMOD).
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Figura 3.24: Configuracdes modais para o edificio dos 3 pisos.

Em sintese, verificou-se que no caso do edificio de 3 pisos em andlise, a equagcdo do
movimento m-u(t)+k-u(t)=0 (equagdo diferencial matricial que corresponde a um sistema

de trés equacdes com trés incdgnitas) apresenta trés solugdes do tipo co-seno,
u (=@ -cos(@gt), u,(t)=¢,-cos(at) € u,(t)=4¢; cos(at),

e trés solucdes do tipo seno (envolvendo os mesmos valores de frequéncias naturais ®;, @, €
W3),

u,(t)= ?1 sen(@t), u,(t)= ?2 sen(@,t) € u,(t)= ?3 -sen(a,t) .

Assim, a solucdo geral ¢é entdo dada pela combinacdo linear destas seis
solugdes:

u(t)=( A,9,cos(@,1)+A,0,c08(00,t)+A,0;c08(a,) }+( B,,sen(e,t)+B,0,sen(0,1)+B;¢,sen(ayt) ) (3.104)
ou,

A, cos(m,t) + B sen(w,t)
s =[9, 9. 9] A,cos(@,0)+B,sen(a,0) (3.105)
matriz modal A3 COS(O)3t) + B3sen(0)3t)

3.4.2 Coordenadas modais. Massa modal, amortecimento modal e rigidez modal

Como se mostrou atrds, os modos de vibracdo e as frequéncias naturais de uma estrutura com
varios graus de liberdade tém um significado matemdtico bem preciso que surge de forma
natural durante a resolu¢do da equacdo do movimento estabelecida para a hipétese de vibracao

livre (sem forcgas aplicadas) e amortecimento nulo. O facto de uma qualquer estrutura ter os seus
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modos de vibragdo (com as correspondentes frequéncias naturais), significa fisicamente que,
essa estrutura “gosta de vibrar preferencialmente nesses modos”.

Mesmo no caso geral de vibragdo for¢ada e amortecimento ndo nulo (m-u+c-u+k-u=1£(t)),

z

o movimento de qualquer estrutura ¢ sempre determinado pelos seus modos de vibracdo e
respectivas frequéncias naturais. De facto, os deslocamentos estruturais em cada instante,
podem ser determinados a partir de uma combinacdo linear dos modos de vibracdo, cujos

coeficientes (funcdes do tempo), sdo denominados por coordenadas modais:

u, (t) 0, o), (U
u, (t) [=| 0y [Xuy (D) +] 0y [Xuy () +] 0,y [Xus(t) (3.106)
u, (1) 0y 03, 033

onde,

0 ¢ a ja conhecida matriz modal que contém os trés modos de vibracdo do edificio de 3 pisos

em andlise e,
* ~ . ~ . -
u, (t) sdo as coordenadas modais (fungdes no tempo) correspondentes aos modos de vibragdo

que se considerarem.

De uma forma mais compacta, a equacao anterior pode ser escrita do seguinte modo:
u, (t) O 0, Oy u®
() [=[ 0y 0y Oy |- uy(D) (3.107)
uy (1) Oy Oy 0| | uz(D)

ou,
)= o u' (3.108)

—— —_—
(NGLXNMOD) ~ (NMODx1)

Esta é a formula fundamental da andlise dindmica de estruturas com N graus de liberdade,
denominada por equagdo da sobreposicao modal.

Fisicamente esta férmula da sobreposicdo modal significa que a configuragdo deformada de
uma estrutura num qualquer instante t do seu movimento, sob qualquer histéria de forgas
exteriores aplicadas (observavel, por exemplo, numa fotografia obtida no instante t), pode ser

reproduzida exactamente com base numa combinagdo linear dos seus modos de vibragao,
faltando apenas descobrir os valores correctos dos coeficientes u,(t),u,(t)e u,(t) da

combinacdo para o instante t no caso do edificio em andlise.

Este conceito pode ser exemplificado para o edificio de 3 pisos na Figura 3.25.
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Instante qualquer t

* * *
- u, (1) + u,(t) + u,(t)
Estrutura deformada  1° Modo de Vibragdo 2° Modo de Vibracdo 3° Modo de Vibracao
no instante t multiplicado pela multiplicado pela multiplicado pela
respectiva coordenada respectiva coordenada respectiva coordenada
modal no instante t modal no instante t modal no instante t

Figura 3.25: Ilustracdo do conceito da férmula fundamental da andlise dindmica no edificio de 3

pisos.

Em seguida mostra-se de que forma a sobreposi¢cdo modal pode ser usada para simplificar a
resolucdo da equagdo do movimento de estruturas com vdrios graus de liberdade,
considerando a situagdo de amortecimento nao nulo.

Substituindo u(t)=¢ -u'(t) na equacdo do movimento em regime de vibracdo livre e
considerando agora que existe amortecimento (as estruturas reais t€m sempre amortecimento),

tem-se que:

[=]

di+c-i+k-u=0 (3.109)
assume a forma seguinte:

m-9-ii’ +

[e)
<
=
+
=
<
=
1]
o

(3.110)

Esta equacdo pode ser facilmente resolvida multiplicando ambos os membros por ¢, uma

vez que esta multiplicacdo torna possivel desacoplar as trés equacdes diferenciais

correspondentes a equagao matricial (3.109),
¢ m ¢ E+9 e i +9 k9u' =0 (3.111)

. . T T ~ . . . .
pois as matrizes ¢ -m-¢ e ¢ -k-¢ sdo diagonais, assim como a matriz ¢' -c-¢, desde que

se admita que a matriz de amortecimento ¢ é uma combinac¢do linear das matrizes m e k (esta

¢ uma hipétese usual no cdlculo de estruturas).
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Estas matrizes sdo designadas por:

* T . .
* m =¢ -m-¢ —> matrizde massas modais

m 0 0
m*=¢"-m-¢=/ 0 m, O (3.112)
0 0 m;

w

Se todos os modos de vibrag@o estiverem normalizados relativamente a matriz de massas, de

forma a que se verifique q)jT -m-¢; =1, entdo a matriz de massas modais corresponde a matriz

identidade:
1 00
m=¢"m¢=0 1 0 (3.113)
0 0 1
e k =¢' k-0 — matriz de rigidez modal
ki 0 0
k*=9"-k-¢=| 0 k, O (3.114)
0 0 Kk

N

. * . . . ~ .
Tendo em conta que a matriz m corresponde a matriz identidade, entdo na diagonal da

. .. * ~ . .
matriz de rigidez modal k , surgem os valores das frequéncias naturais ao quadrado:

S}

o, 0 0
kK'=¢"k-¢=/ 0 o 0 (3.115)
0 0 o

*

e ¢ =0"-c-¢ — matriz de amortecimento modal

Nestas condicdes compreende-se que, por simplificacdo da resolugdo do sistema de equagdes
. .. . . . . * ” . .
diferenciais, € conveniente que a matriz de amortecimento modal ¢ também seja uma matriz

diagonal. De facto, esta hipétese pode ser geralmente adoptada, pois nio compromete a boa

adequacdo do modelo matemdtico a estrutura real.
. * . . . . . .
Uma das formas de obter a matriz ¢ , consiste em atribuir directamente os valores diagonais

desta matriz, impondo deste modo, que esta seja obrigatoriamente uma matriz diagonal. Estes
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valores sdao dados com base na experiéncia referente a medi¢des ou célculos das
caracteristicas do amortecimento, obtida na andlise de estruturas do tipo daquelas.
Outra hipétese, é admitir que a matriz de amortecimento em coordenadas estruturais c, resulta

de uma combinagdo linear das matrizes m e k (hipétese de amortecimento de Rayleigh),

garantindo-se desta forma que a matriz ¢ ¢ diagonal:
c=oa-m+p-k ,aef eR (3.116)

onde, o e B sdo constantes de ponderagio.

Se a matriz de amortecimento ¢ for da forma anterior, entdo a matriz de amortecimento modal

¢ garantidamente diagonal:

¢, 0 0
c=0"c9=[0 ¢, 0 (3.117)
0 0 «c

Portanto, para o caso do edificio de 3 pisos, a equacdo do movimento assume a seguinte

forma:
m 0 O0ld|[c o olu| [k o o]lu]| [0
0 m, O|i,|+|/0 ¢ Ofu,|+|0 ki 0]u;|=]0 (3.118)
0 0 myfli | [0 O cflai|l [0 0 kifu| |O
ou,
m i’ +c u'+k u'=0 (3.119)

O que corresponde ao seguinte sistema de trés equagdes diferenciais desacopladas:

m, -u, +c, -u, +k, -u; =0
m, -i,+c, -u,+k, -u, =0 (3.120)

m, -U,+c, -uy;+k; uy; =0

cuja solucdo é obtida facilmente resolvendo cada uma das equacdes de forma independente
em ordem as coordenadas modais, utilizando as metodologias apresentadas neste capitulo. A
solucdo em coordenadas estruturais obtém-se finalmente, através da aplicacdo do principio da

sobreposi¢do modal, como se mostrou anteriormente.
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3.4.3 Vibragdo com amortecimento e forcas exteriores aplicadas

O caso mais geral e que tem maior interesse em engenharia para avaliar o comportamento
dindmico de estruturas com vdrios graus de liberdade é o do movimento em regime de
vibragao forcada (forgas exteriores aplicadas) com amortecimento.

Como ja se referiu anteriormente, a equagao geral do movimento para sistemas com Vvarios

graus de liberdade é dada por:

m-ii+c-+k-u=f(1) (3.121)

No caso geral, o vector f(t), com as historias de for¢as nos varios graus de liberdade, é

constituido por um conjunto de fun¢des independentes que, no caso do edificio de trés pisos, €
expresso como se indica na Figura 3.26.

Portanto, para efectuar o célculo estrutural, € necessario conhecer previamente as histérias de
forcas em todos os graus de liberdade da estrutura. Em estruturas com vdarios milhares de
graus de liberdade (como € frequente analisar em problemas em engenharia), nao faz sentido
definir de forma independente as histérias de forcas em todos os graus de liberdade. Na
prética, € usual considerar-se apenas uma Unica histéria de forgcas que, multiplicada por
factores constantes (a definir previamente para cada grau de liberdade), representa as historias

de forgas a aplicar nos varios graus de liberdade da estrutura.

m
77— >f(t)
1

m
) — | (t) fl (t) — histérias de forcas aplicadas no piso superior

2
f (t) = f2 (t) — histérias de forcas aplicadas no piso intermédio

f'; (t) — histérias de forgas aplicadas no piso inferior

m
3

Figura 3.26: Modelo do edificio de 3 pisos sujeito a forcas exteriores. Vector das histérias de forcas

aplicadas nos vérios graus de liberdade.

Nesta fase, tem interesse analisar o desenvolvimento desta equacdo para diferentes forcas

exteriores aplicadas tendo como exemplo o edificio de trés pisos.

76



3.4.3.1 Accio do Vento

No caso da ac¢do do vento no edificio de trés pisos, uma boa aproximagdo para construir o
referido vector das histérias de forgas f(t), consiste em admitir que se conhece a histéria de
forcas devidas ao vento no topo do edificio e que, nos pisos inferiores, a histéria de forgas é
idéntica a do topo, mas com uma amplitude inferior, que diminui com o decréscimo da cota
dos pisos. Na Figura 3.27 mostra-se um exemplo da ac¢cdo do vento para o edificio em estudo.
Como se observa na figura, o vector s traduz a distribui¢do espacial das historias de forgas
pelos varios graus de liberdade.

Em seguida apresenta-se a transformacdo da equagdo do movimento para coordenadas

modais, no caso da accdo do vento assim definida:

m-i+c-u+k-u=£(t) (3.122)

m-¢-i'+c o +k-¢-u =s-f (1) (3.123)
£ =f (1)
s
f2 0=23f (1) 1
, MWWMMM f(t)y=]2/3]|-f,(t)
f.(O=1/3f () 1/3
Y S

T AN s AR

Figura 3.27: Ilustracdo da ac¢do do vento no edificio de trés pisos.

multiplicando ambos os membros por q_>T ,

q,T.m.¢.i~j*+¢T.9.¢.g*+¢T.1_(.(1).9 :q_)T.§.fV(t) (3.124)
do que resulta,

(1) (3.125)
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Entdo, o vector das histérias de forgas modais f (t) € dado pela seguinte multiplicagio:
1

£ =9 2/3-f,()=Ef,(0) (3.126)
1/3

onde,

FPl
E, =|FE,, | é o vector com os factores de participacdo modais para a ac¢do do vento (neste
FP3

caso, com distribuicao triangular em altura).

3.4.3.2 Vibracdes devidas a movimentos da base de fundacido - Accio sismica

Do ponto de vista da engenharia civil, as ac¢des sismicas sdo, de entre as ac¢des dinamicas, as
que t€m maior interesse. Caracterizam-se pela existéncia de vibragdes devidas a movimentos
da base de fundacdo das estruturas, causadas geralmente por impulsos de aceleracdo, cujas
componentes sdo predominantemente horizontais.

No caso da estrutura em andlise, o deslocamento total ur de um piso devido a um movimento
na base de fundacdo resultante da ocorréncia de um sismo, corresponde a soma do

deslocamento de corpo rigido d, =d_(t), com o deslocamento do piso relativamente a base

u =u(t), tal como se mostra na Figura 3.28.

Para deslocamentos, velocidades e aceleragdes totais, t€ém-se:

5 $ $
1 1 1

u.=u+(l|-d, u.=u+{l|v, U,=u0+|][a (3.127)
1 1 1
\_Tir_z | — [ —

Verifica-se igualmente que, o vector com a histdria das forgas de inércia ao nivel dos vérios
pisos (massa do piso multiplicada pela aceleragdo da base), também depende apenas de uma

Unica histéria de aceleracdes na base, ou seja:

1
f()=-m-|1]-a,(t) (3.128)
1

S
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u,
m

| vl - —— £ (t) = -m.a_(t)
1 s
uZ
m|
v gm—_— . > f ) (t) = -m.a(t) f(t)=-m.[1 a(t)
U ‘
I s
m
3 S
c
Amortecimento
k
Rigidez

T

Figura 3.28: Edificio de trés pisos sujeito a um movimento da base de fundagdo (sismo).

Neste caso considera-se que as forcas exteriores sao nulas (f(t) = 0), pois a estrutura apenas
estd sujeita a movimentos na base de fundagdo. A equacdo de equilibrio dindmico para a

accdo sismica € entdo dada por:

m-Up+c-; +k-u; =0 (3.129)

Entdo, substituindo u; , u; e U, naequacdo anterior, tem-se,

m-(i+ag)+c-(M+yg)+k-(u+d)=0 & m-i+c-u+k-u=-m-ag—c-vy—k-dg (3.130)
- v

donde resulta,

m-G+c-u+k-u=-m-ag(t) (3.131)

Tal como foi referido para o caso do estudo da resposta sismica de sistemas estruturais de 1

G.L., é de salientar que a parcela k-dg € nula pois corresponde a um movimento de corpo

rigido (movimento de translagdo durante o qual a estrutura ndo se deforma), logo ndo se

desenvolvem forgas eldsticas. O mesmo se passa com a parcela c- vy, que € desprezavel pois

considera-se que ndo se instalam forcas de amortecimento associadas a velocidade do
movimento de translagdo.
Aplicando o conceito de coordenadas modais, a equagdo (3.131) pode ser escrita da seguinte

forma:

m-Q-i +c-¢0-u +k-¢-u" =-m-ag(t) (3.132)
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multiplicando ambos os membros por q_>T fica,

¢T.m.9.g*+qf.9.¢.g*+9T.1_<.¢.1~1* =—4_)T’m’§'as(t) (3.133)

ou seja,

m i e u +k u =) (3.134)

em que, o vector das histérias de for¢as modais f (t) é dado por:

1
f'(==0"-m:|1|-a,()=-F a0 (3.135)
1

FP
E, =| E,, | é o vector com os factores de participa¢do modais para a ac¢do sismica.
FP

Para estruturas cuja discretizacdo corresponde a um modelo com centenas ou milhares de
graus de liberdade, como € usual analisar em problemas de engenharia civil, geralmente ndao
se consideram todos os modos de vibracdo (tantos quantos os graus de liberdade do modelo
discretizado), ou seja, resolvem-se apenas algumas das equagdes modais correspondentes a
equacgao matricial (3.134). Isto significa que se considera geralmente, como aproximagao, um

numero de modos NMOD significativamente inferior ao nimero total de modos, ou seja,

NGL (NMOD < NGL).

Assim, hd que resolver apenas as primeiras NMOD equag¢des modais:

m, -u, +¢, -u, +k; -u; =0

m, -u,+c, -u,+k, -u, =0

(3.136)
m;lMOD 'ﬁ;MOD + C;IMOD 'ﬁ;MOD + k;IMOD 'u;MOD =0
que, se podem escrever na seguinte forma compacta:
m_ -l +c -u +k cu=f (1), n=1,NMOD (3.137)
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sendo, f;(t):—(bz- m - s -a(t)=-F, -a.(t) (3.138)

(IXNGL) (NGLXNGL)  (NGLx1)

Em seguida mostra-se um exemplo em Excel onde se calculam os deslocamentos estruturais
ao longo do tempo a partir das coordenadas modais quando o edificio de trés pisos € sujeito a

uma accao sismica na base, tal como foi aqui abordado (Figura 3.29).

i8] File Edit View Inset Format Tools Data Window Help _ & x|
A | B € | D | E | F e | [ J [ K | L | M ] B S > B Y =

ER ANALISE DINAMICA DE UM EDIFICIO DE 3 PISOS e e

2 SUJEITO A UM ACELEROGRAMA NA BASE m ii(t) + ¢+ ult) + k- uft) = —m-a, (1) |

3 ; ¥ 0

4]

|5

| 6 | Caracteristicas estruturais Aceleragbes 0 ‘

|7 mp= | 5 4000

EX ko= | 100000 L T g _ = 5000

3 Amortecimento £ ...‘ - |

10 05 ¢ =[ 0.32958 | 0.26430 | (0.14668 $E |} ‘ ; ] 3 " 3

K 0 026432 | 014669 | 032958 L 7 13

12 014666 | -032959 | 026431 s) 25975

13

E no tempo

I

| 16 | Modo n=1 Modo n=2 Modo n=3

17 01981 1.555E+00 3.247E+00

18] ANIMAGAD w; =[125.8888 | 20 03583 we=[ 35270384 | 66 13455987 ws=| 560966656 | 8111595

19 51=| 032958 k2= 2B43E-01 k3= 1467E-01

|20 Bun 1 0.32058 1 0.26430 1 0.14663

21 Oz 0.802 -0.565 2247E+00 | 032958

22

23| uy (1) uz {t) us ()

21— saa0

25 S oo [T

% g —Q\"i'“ """"""""""""""" e PR e e e e B

EZ R o SRR N S L B B BT oo Gl R Sl N W L

28 00010 000

29| () t(s) t(s) p2 Uma)

30 04 | 1.06E

3| tfs) |as(misY) i f f i v uy” " v uz’ " vy uz” Uy uz u

32| 0 | 5.40E05|3.20E04|3.20E04] 3.20E04] 237E-04 0 0 -6.78E-05 0 0 2.60E-05 0 0 0.00E+00 | 0.00E+00 | 0.00E

33| 0.005 |1.16E-05|5.80E-05 | 5.80E 05| 6.80E05| 4.30E05 |4.11E07|1.68E09| 1.23E05 | 278E08 | -341E10 4.72E-06 A.61E-08 | B8.33E-11| 4.76E10 | 4.67E10 | 3.81E

34| 001 |470E05|235E04] 2.35E 04| 2.35E 04| 1.74E-04 |5.09E07T|3.59E09| 4.98E-05 | 331E08 | 1.28E10 1.91E-05 170E-08  |-3.64E-11] 1.14E09 | 9.80E10 | 5.69E

35| 0.015 |-227E05]-1.14E04|-1.14E04|-1.14E04| B41E05 |7.02E07|6.92E09| 241E05 | 470E08 | -263E10 9.24E-06 1.98E09 [ 1.39E10| 2.23E-09 [ 1.82E09 | 1.14E

36| 002 |-3.61E05|-1.81E04|-1.81E04]-1.81E04] 1.34E-04 |5.31E07T|1.00E08| -383E05 | 6.56E09 | -3.63E-10 147E-05 2.05E-08 | 2.01E-11] 3.20E-09 | 2.70E-09 | 1.68E

37| 0.025 |4.08E05|2.04E-04] 204E04] 2.04E04] 1.51E04 |3.30E07|1.22E08| 432605 | 396E09 | -3.02E-10 1.66E-05 37IE08 | 9.60E-11[ 3.95E09 | 3.23E09 | 1.91E

38 003 [-184E-04]920E04] 9205041 9 20E-04] 681E-04 | 1326061 153E-08] -195E-04 | -291E07 | -B63E-0 7 49E-05 403E08 | 243E-10 | 4 86E-09 | 410E-09 | 2 60E

Figura 3.29: Organizacdo de uma folha cdlculo para simulagdo do comportamento dindmico de um
edificio de trés pisos sob a accdo de um acelerograma sismico horizontal na base. Célculo no dominio

do tempo em coordenadas modais.

34.3.3 Factores de participacdo em modelos bidimensionais

Aplicacio de acelerogramas sismicos na base

O comportamento do edificio anterior pode ser simulado através de modelos mais complexos,
nomeadamente, modelos planos de elementos finitos de placa com dois graus de liberdade de
translacdo por nd, que permitam ter em conta movimentos na direc¢do horizontal e na
direccdo vertical, tal como serd abordado com mais pormenor no capitulo seguinte (Figura

3.30).
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62 61 58L57 52 51

N° de Elementos: 42
N° de Pontos nodais: 82
N° de Graus de liberdade: 164

142 141 1381 137 132 34
[ | [

Vecced Vecced

Figura 3.30: Modelo plano de elementos finitos de placa do edificio de trés pisos com 2 G.L. de

translacdo por nd.

Com este modelo de elementos finitos 2D, € possivel estudar o comportamento do edificio
sob a ac¢do de acelerogramas aplicados na base, nas duas direccdes, horizontal e vertical, tal
como se mostra na Figura 3.31. Na andlise sismica de estruturas, o mais usual € que seja
definido apenas um acelerograma para a direccdo horizontal (uma vez que, durante uma
ocorréncia sismica, é a componente horizontal que mais predomina), sendo o acelerograma na
direcgdo vertical obtido através da multiplicagdo do acelerograma horizontal por um factor de
aproximadamente de 2/3. Deste modo, as histérias de forcas a considerar nos varios graus de
liberdade (forcas de inércia dadas pelo produto entre a massa do piso e as aceleragdes na base)

obtém-se a partir da histéria de acelera¢des horizontais, ag, =ag, (t).

A transformagdo da equacdo do movimento deste modelo de elementos finitos do edificio

para coordenadas modais, conduz ao seguinte vector de forcas modais:

' (==0"(f,(+£,(1)) (3.139)
f'()=-¢"-m-s a,()-¢ -m-s,-2/3-a,(0) (3.140)
Fox Fey

onde,
E,. € o vector com os factores de participacdo modais para o acelerograma sismico segundo

X3
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E,, € o vector com os factores de participagdo modais para o acelerograma sismico segundo

y.
m
Vector das forgas: f(t) =f,(0) + £ (t)
f ()=-m[ 1]a_(t) f (t)=-m[ 0]2/3a_(t)
m ~ X Sx ~y Sx
| — 0 1
1 0
Modelo de elementos (1) é
finitos 2D “ﬁ 0 |
NGL = 164 I —
C

Amortecimento k 1 0

Rigidez [ O] L 17

asy L Sx 1 L Sy I

o Hrin ag, - -
4—%—: H dS

Figura 3.31: Modelo de elementos finitos de placa do edificio de trés pisos sujeito a aceleracdes na

base nas direc¢des horizontal e vertical.

3.4.4 Calculo sismico de estruturas com vdrios G.L. utilizando os espectros de
resposta

O estudo do movimento de uma estrutura sob a accao de um sismo, com base num modelo de
N.G.L. graus de liberdade, pode ser descrito matematicamente em coordenadas modais
através do seguinte sistema de N.G.L. equagdes diferenciais desacopladas (o nimero total de

modos de vibracao € igual ao nimero de G.L. do modelo adoptado):

m, -u, +c, -u, +k, -u, =-F, -a(t)

m, -ii, +¢, -u, +k, -u, =—F,, -a (t) (3.141)

*

oo * ok k* ® _ F
My - Uyer +Cxar “Unae T Knor Unee = ~Fonar -2, (1)

Esta possibilidade de transformar a equagdo diferencial do movimento de um modelo
estrutural com N.G.L. graus de liberdade num sistema de N.G.L. equacdes diferenciais
independentes, semelhantes a equagao que descreve o movimento de um oscilador de 1 G.L.,
permitiu desenvolver um método de grande eficicia para o cdlculo dos valores maximos das
coordenadas modais (e dos correspondentes deslocamentos estruturais) denominado método

do espectro de resposta. Este método exige que se conheca a partida o deslocamento maximo
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que um dado acelerograma a, (t) provoca em modelos simples de 1 G.L., com frequéncias

. . ~ . . A . . s
naturais de vibragdo coincidentes com as frequéncias modais, ®

., correspondentes a cada
uma das equacdes anteriores (equagdes modais).
Facilmente se determina a solugdo ao longo do tempo,u. (t) de cada uma das N.G.L.

equacgdes anteriores, recorrendo a foérmula recursiva, atrds apresentada para o caso de um
oscilador de 1 G.L. Depois, basta conhecer o efeito do acelerograma a (t) (em termos de

valores maximos) sobre diferentes osciladores de 1 G.L., com frequéncias iguais as

frequéncias modais ®, e amortecimentos correspondentes aos amortecimentos modais & . Os

L . . * e
valores méaximos dos deslocamentos modais u, (t) podem ser representados num gréfico, em
que o eixo das abcissas corresponde as frequéncias modais, tal como se mostra na Figura 3.32.

Para uma dada equagiio modal n, a que corresponde uma frequéncia modal de vibragdo @, , o
valor méximo da solugdo u’ (t) é exactamente igual a ordenada do espectro de deslocamentos
Sq (®,) se, o factor de participagdo F, for unitdrio. No caso geral, em que o factor de
participagdo ndo € unitério, o valor mdximo de u_(t) corresponde ao produto da referida

ordenada do espectro Sq (®, ) pelo factor de participagdo modal (Figura 3.32).

Na elabora¢do de um projecto € extremamente importante conhecer a sismologia da zona
onde se localiza a futura obra, através da caracterizagdo/levantamento “in-situ” das falhas
activas ou através da andlise da sismicidade histérica e dos registos sismicos mais recentes
sentidos no local. Como resultado destes estudos, e tendo em conta as caracteristicas
elastodinamicas das formagdes geoldgicas entre as zonas de constru¢do e as zonas onde
podem situar-se os principais focos dos potenciais sismos, é possivel elaborar modelos de
previsdo da accio sismica para um dado local [Carvalho, 2007]. E com base nestes modelos
que se definem os espectros de resposta envolventes para uma dada zona e para sismos com
diferentes periodos de retorno (maior ou menor probabilidade de ocorréncia). Portanto, as
estruturas devem ser dimensionadas de forma a suportar, sem quaisquer danos, 0s sismos com
baixo periodo de retorno (sismos de menor intensidade que podem ocorrer com maior
probabilidade) previstos para um dado local e ndo devem colapsar sob a ac¢do dos sismos
com maior periodo de retorno (sismos de maior intensidade e com menor probabilidade de

ocorréncia).
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Figura 3.32: Representagdo esquematica da obtencéo dos valores maximos das coordenadas modais
para os N modos de vibragcdo a partir da multiplicagdo dos factores de participacdo modal com a

ordenada do espectro de deslocamentos correspondente a0 modo N.

3.5 Comportamento dinamico de modelos estruturais com varios graus
de liberdade. Analise no dominio da frequéncia

Neste ponto serd efectuado um estudo sobre o comportamento dinamico do ja referido
edificio de 3 pisos, no sentido de se obterem as frequéncias naturais da estrutura a partir da
técnica de Fourier, na decomposi¢cdo em ondas de acelerogramas registados, tal como foi

efectuado para o edificio de um piso.

3.5.1 Modos de Vibragao e Frequéncias Naturais

Realizou-se um ensaio no qual se aplicaram uma sequéncia de pancadas ao nivel dos varios
pisos do edificio em estudo. Foram colocados trés acelerdmetros ao nivel de cada piso e
registaram-se as aceleracdes durante 60 s, a partir de um sistema de aquisicao de dados. A
frequéncia de amostragem foi de 51,2 Hz, o que significa que foram registados 51,2 valores
por segundo, o que corresponde a um total de 3072 valores.

Na Figura 3.33 observam-se as aceleracdes medidas nos 3 pisos.
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Figura 3.33: Acelerogramas medidos nos trés pisos devido a aplicagdo de varias pancadas ao nivel

dos pisos.

Aplicando a técnica das séries de Fourier para decompor em ondas sinusoidais os
acelerogramas registados, conclui-se que, de entre todas as ondas escondidas nos

acelerogramas, destacam-se trés delas, por apresentarem as maiores amplitudes:

- Ondan =257 de frequéncia 4,28 Hz;
- Ondan =772 de frequéncia 12,87 Hz;
- Ondan = 1099 de frequéncia 18,32 Hz.

Na Figura 3.34 apresentam-se os respectivos espectros de amplitudes obtidos nos trés pisos do

edificio em analise.
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Figura 3.34: Espectros de Amplitudes do edificio em andlise: a) do piso superior; b) do piso

intermédio e; ¢) do piso inferior.
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A cada um dos picos identificados nestes espectros de amplitudes corresponde uma dada onda
sinusoidal, isto é, a uma das frequéncias naturais do edificio em estudo. Na Figura 3.35
mostra-se um esquema, em perspectiva, da decomposicao das vdrias ondas dos acelerogramas
registados para cada piso, onde se salientam os trés picos, correspondentes as ondas principais

cujas frequéncias correspondem as frequéncias naturais do edificio de trés pisos em andlise.

Figura 3.35: Decomposicdo em ondas dos acelerogramas registados em cada piso, identificando-se as
trés ondas principais cujas frequéncias correspondem as frequéncias naturais do edificio.
Representacdo das configuracdes modais correspondentes as frequéncias naturais do edificio

(adaptado de [Oliveira, 2007]).

A identificacdo das configuracdes modais baseia-se na andlise da amplitude e do adngulo de
fase de cada uma das trés ondas identificadas nos acelerogramas registados [Mendes e
Oliveira, 2008]. Na Figura 3.36 apresenta-se a representacdo das ondas sinusoidais para cada
uma das frequéncias naturais identificadas neste edificio.

Relativamente a primeira frequéncia obtida (f =4,28 Hz), constata-se que as trés ondas estio
em fase, sendo a onda correspondente ao piso superior a de maior amplitude e a onda do piso
inferior a de menor amplitude.

Na segunda frequéncia natural (f =12,87 Hz), verifica-se que, as ondas relativas aos pisos

intermédio e inferior estdio em fase e, a onda correspondente ao piso superior estd em
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oposicdo de fase relativamente as outras. Em termos de amplitudes, observa-se que a onda

relativa ao piso inferior apresenta uma amplitude ligeiramente superior que as restantes ondas.

Ondas de frequéncia 4,28 Hz
0.20
‘% 0.10
= Piso Superior
D . .
= Piso Intermédio
.‘_g 0.00 1 ‘ \ Piso Inferior
E 0[0 0.1 0.2 0.3 0.4 ols
< -0.10 1
-0.20
t(s)
a)
Ondas de frequéncia 12,87 Hz
0.20

Piso Superior

AN
YUVICAVIVVIVIVAVAVIVAVAY

Amplitude (m/3)
o
S

0 5
-0.10
-0.20
t(s)
b)
Ondas de frequéncia 18,32 Hz
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e 0.10 4

E /\ /\ /\ {\ /\ /\ /\ /\ Piso Superior
% 0.00 /\ /‘\ /\ /\ /\ : /\ /\ : /.\ Piso Intermédio
£o O?\/\/\/ MMM A
< -0.10

-0.20
t(s)
9)

Figura 3.36: Representagdo das principais ondas identificadas nos varios pisos para a: a) frequéncia
de 4,28 Hz (1° modo de vibracdo); b) frequéncia de 12,87 Hz (2° modo de vibracdo) e; c) frequéncia
de 18,32 Hz (3° modo de vibragao).
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Da andlise do gréafico referente as ondas obtidas com a terceira frequéncia natural

(f =18,32 Hz), verifica-se que as ondas identificadas nos pisos superior e inferior estdo em

fase e que a onda do piso intermédio estd em oposicdo de fase relativamente as ondas
referidas anteriormente. Quanto as amplitudes, é a onda do piso inferior que apresenta maior
amplitude, correspondendo a menor amplitude a onda relativa ao piso superior.

Com estes resultados, torna-se possivel efectuar a representacao grafica das configuracdes dos
trés modos de vibracdo do edificio, com base nas amplitudes obtidas para cada uma das ondas

sinusoidais (Figura 3.37).

1° Modo

Figura 3.37: Representacdo das configuracdes modais do edificio de trés pisos com base na

decomposicao em ondas sinusoidais dos acelerogramas registados.

3.6 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentaram-se os principais conceitos da andlise dinamica de estruturas no
dominio do tempo e no dominio da frequéncia.

Para introduzir estes conceitos abordou-se em primeiro lugar o caso mais simples de um
oscilador de 1 G.L., considerando como exemplo um modelo de um edificio de 1 piso. Foi
igualmente estudado em pormenor a resposta dindmica de modelos de 1 G.L. quando sujeitos
a acelerogramas sismicos aplicados na base.

O edificio de 1 piso serviu também de modelo para a realizagdo de um ensaio de vibracdo
ambiental para mostrar a aplicacdo de uma técnica de identificagdo modal, designadamente, o
método basico no dominio da frequéncia, baseado no conceito das séries de Fourier
(decomposi¢do de acelerogramas em ondas sinusoidais) que consistiu na determinagdo da

frequéncia natural do portico.
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Posteriormente, apresentaram-se as formulagdes no dominio do tempo para a andlise do
comportamento dindmico de modelos estruturais com vérios graus de liberdade com base no
conceito de coordenadas modais, que consiste no desacoplamento do sistema de equacdes
diferenciais em vdrias equagdes equivalentes a de um oscilador de 1 G.L. Adoptou-se como
exemplo um modelo de um edificio de 3 pisos (com 1 G.L. de translacdo por piso) para
exemplificar a determinacdo dos parametros dindmicos (frequéncias naturais ¢ modos de
vibragao) e, estudou-se em pormenor a accao do vento e a ac¢do sismica.

Apresentou-se também em pormenor a andlise do comportamento de estruturas com varios
G.L. sob a accdo sismica utilizando o método do espectro de resposta.

Por fim, submeteu-se o pértico de 3 pisos a um ensaio de vibragao para se mostrar a obteng¢ao

experimental das suas caracteristicas dindmicas.
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Capitulo 4

Modela¢ao Numérica do Comportamento
Dinamico de Estruturas utilizando o Método dos
Elementos Finitos

4.1 Consideracoes iniciais

Na anélise de estruturas um dos problemas de maior importancia, € o da determinagdo dos
campos de deslocamentos, deformagdes e tensdes que se instalam devido a actuacdo de forgas
exteriores.

Na hipdtese de comportamento eldstico dos materiais, a resolugdo deste problema ¢é
relativamente simples pois envolve o estabelecimento das equacdes fundamentais da
Mecanica que, nessa hipétese, correspondem a um sistema de equacdes diferenciais lineares,
cuja solu¢do numérica €, em geral, obtida facilmente utilizando o Método das Diferengas
Finitas (M.D.F.) ou o Método dos Elementos Finitos (M.E.F.).

Na Figura 4.1 apresentam-se esquematicamente as equagdes fundamentais da Mecanica para
o caso geral de um problema de equilibrio tridimensional.

Conhecidas em cada ponto as forcas mdssicas actuantes f, a geometria, as propriedades dos
materiais e as condi¢des de apoio, o objectivo consiste em determinar os deslocamentos u em

todos os pontos da estrutura (o campo de deslocamentos é um campo vectorial, logo hd que
determinar trés componentes de deslocamento em cada ponto).

Conhecidos os deslocamentos em cada ponto, € possivel calcular as deformac¢des com base na
equacgao de compatibilidade e as tensdes a partir da equacao constitutiva.

Como se pode observar na figura, as equacdes a respeitar em cada ponto P (considerando a
hipétese mais geral de equilibrio tridimensional), constituem um sistema de 15 equagdes
diferenciais (trés equagdes de equilibrio, seis equacdes de compatibilidade e seis equacdes
constitutivas) a 15 incdgnitas (trés componentes de deslocamento por ponto, seis

componentes de deformacao e seis componentes de tensdo).
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Figura 4.1: Incégnitas e equacdes fundamentais da Mecanica dos Sélidos (adaptado de [Oliveira e

Mendes, 2009]).

As equagdes de equilibrio estabelecem a relagdo entre as tensdes e as for¢as mdssicas, as

equagcdes de compatibilidade (considerando a hipétese de pequenos deslocamentos),

relacionam as deformacdes com os deslocamentos u através do operador diferencial L que se

descreve na Figura 4.1 e, as equagdes constitutivas estabelecem a ligag¢do entre as tensdes e as
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deformacdes a partir da matriz de elasticidade D, que, considerando a hipdtese de
comportamento eldstico linear e material isotrépico é dada pela matriz que se apresenta na
Figura 4.1.

Este conjunto de 15 equagdes diferenciais a 15 incdgnitas pode ser expresso apenas em

termos dos deslocamentos, reduzindo-se entdo a um sistema de 3 equagdes com 3
incégnitas (u, =u,(X,,X,,X;), U, =U,(X;,X,,X;), Uy =U;(X,,X,,X;))—equagdes de Navier

(Figura 4.1).

Com excepg¢ao de alguns casos elementares, ndo € possivel obter uma solug@o analitica exacta
para estas equagdes diferenciais, respeitando as condi¢des de fronteira. Deste modo, recorre-
se a métodos numéricos, nomeadamente ao Método dos Elementos Finitos (M.E.F.) que ¢
actualmente, o método mais utilizado para obter solucdes aproximadas das equacdes da

Mecéanica, em problemas de qualquer tipo de complexidade.

Neste capitulo apresentam-se os fundamentos do M.E.F., efectuando a andlise estdtica e
dindmica de estruturas bidimensionais, considerando uma discretizacdo com elementos finitos
de 4 pontos nodais, recorrendo a um exemplo simples para apresentar os conceitos.

Em seguida, apresentam-se elementos finitos de placa com 8 pontos nodais e elementos
finitos tridimensionais com 20 nds e mostram-se resultados de célculos de estruturas
bidimensionais e tridimensionais simples para testar um programa de elementos finitos
desenvolvido no ambito deste trabalho.

E de salientar que, a aplicacio do M.E.F. 2 andlise do comportamento dinimico de estruturas

corresponde a uma generalizacao dos conceitos apresentados na andlise estética.

Antes de avangar para a introducao dos conceitos basicos do M.E.F., € importante notar que a
formulacdo baseada num equilibrio de forcas onde € estabelecida uma equacgdo diferencial
com trés incognitas u;, u; € u3z (equagdes de Navier), € denominada por formulagdo forte.
Porém, esta formulacdo ndo é a mais adequada quando se pretende obter uma solugdo
numérica pelo M.E.F. (de facto, a forma forte € adequada para obter solu¢des numéricas pelo
M.D.F.).

Para se utilizar o M.E.F. deve-se entdo partir de uma formulagdo integral (ou formulacio
fraca), equivalente a anterior, a qual pode ser obtida matematicamente aplicando a referida

equagao diferencial o Lema Fundamental do Caélculo Variacional ou, pode ser obtida
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fisicamente a partir do Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.), como se mostra no esquema

da figura seguinte.

ESTRUTURA

Equilibrio de forgas Equilibrio energético
num ponto P.T.V.

‘Forma diferencial (forte)— ];uligxﬂ Forma integral (fraca) ‘

ma
do Célculo Variacional

‘ Método das Diferengas Finitas ‘ ‘ Método dos Elementos Finitos ‘

Figura 4.2: Equacdes de equilibrio na andlise de estruturas e sua resolucdo por métodos numéricos. A

solu¢c@o numérica pelo M.E.F. obtém-se a partir da forma integral.

4.2 Formulacio do Método dos Elementos Finitos

4.2.1 Consideracoes gerais

O Meétodo dos Elementos Finitos ¢ um poderoso método numérico para a resolugdo
computacional das equagdes diferenciais da Mecénica dos Solidos. O desenvolvimento deste
método surgiu no final da década de 40, na sequéncia de trabalhos enquadrados no programa
de exploragdo espacial dos Estados Unidos da América [Zienkiewicz, 1967; Pedro, 1977].
Neste método, a estrutura a analisar € dividida num numero discreto de elementos finitos,
ligados entre si por pontos nodais, formando-se deste modo uma malha de elementos finitos.
Neste trabalho adopta-se a formulacdo do M.E.F. em deslocamentos pela sua eficiéncia
computacional no cdlculo de grandes estruturas, sendo as principais incégnitas a determinar
os deslocamentos dos pontos nodais (graus de liberdade).

Na andlise estatica e dinamica de estruturas de engenharia civil surgem em geral problemas de
equilibrios tridimensionais, no entanto, ha varios tipos de estruturas que podem ser analisadas
com base em modelos planos. E o caso por exemplo das barragens de gravidade, como a
apresentada na figura seguinte. Neste caso, € aceitavel utilizar um modelo plano e a hipétese

de um equilibrio de placa (estado plano de deformacdo).

96



c)

Figura 4.3: a) Barragem de gravidade. b) Modelo plano. c) Modelo tridimensional.

4.2.2 Fundamentos do M.E.F. Deformagdo de um cabo eldstico

O problema da deformagdo de um cabo eléstico (Figura 4.4) submetido a uma forca de
traccdo S e a ac¢do de uma carga uniformemente distribuida f (como por exemplo, o peso
préprio) é adequadamente descrito por uma das mais simples equagdes diferenciais da Teoria
da Elasticidade (na hipétese de pequena flecha). Fisicamente verifica-se que a func¢do u = u(x)
que descreve o deslocamento vertical de cada ponto x do cabo, tem uma curvatura constante
que é proporcional ao valor da carga f e inversamente proporcional a for¢a de trac¢dao S (o

sinal da carga é sempre contrdrio ao da curvatura), ou seja:

d’u  f
o s @D
f
EEREEENRENERENEREED
x=0 x=L ~
» Forga de trac¢io
L X no cabo: S

~_u=u(x)

Figura 4.4: Deformacio de um cabo elastico apoiado nas extremidades.

Este problema da deformagdo de um cabo eldstico apoiado nas duas extremidades

corresponde matematicamente ao seguinte problema de valores de fronteira:

d’u
S—+f=0 , 0<x<L
dx? 4.2)

u(0)=u(L)=0
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Trata-se de um problema unidimensional muito simples (a sua solu¢do pode ser determinada
analiticamente por primitivacio directa) de grande interesse para ilustrar a aplicagdo Método
dos Elementos Finitos a resolucdo de equagdes diferenciais, como se mostra em seguida.

A resolucdo numérica de uma equacdo diferencial como a anterior, definida num dado
dominio (neste caso trata-se de um dominio unidimensional: [0,L] ), exige que se comece por
considerar uma dada discretizacdo do dominio em varios sub-dominios ou elementos finitos,
ligados entre si pelos denominados pontos nodais (Figura 4.5).

O objectivo principal €, portanto, determinar o valor dos deslocamentos u = u(x) nos pontos
nodais. Desta forma o problema da resolucio numérica de uma equacdo diferencial é
reduzido, como veremos, a determinacao da solucio de um sistema de equacdes algébricas em
que as incognitas correspondem aos valores dos deslocamentos nos pontos nodais. A
dimensao deste sistema dependerd, portanto, do nimero de pontos nodais considerados na
discretiza¢do do dominio.

A ideia fundamental do M.E.F. consiste em admitir que a solu¢do u(x) pode ser aproximada
através da combinacgdo linear de func¢des simples N; = Nj(x), definidas, neste caso, por trogos
lineares (fungdes de interpolacdo): por cada ponto nodal i define-se uma fungdo Ni(x) que
assume valor unitdrio nesse ponto nodal e valores nulos nos restantes pontos nodais (ver
Figura 4.5).

Para o caso da discretizagdo em quatro elementos finitos apresentada na Figura 4.5, a
resolucdo numérica pelo M.E.F. consistird em determinar apenas os valores dos
deslocamentos nodais uj, u;, u3, us € us (neste caso, tendo em conta as condi¢des de fronteira
dadas, sabe-se que deverd ser u; = 0 e us = 0). Para tal hd que obter um sistema com cinco

equagoes algébricas que envolvam, como incégnitas, os pretendidos deslocamentos nodais.
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Figura 4.5: Discretizacdo do cabo em quatro elementos finitos e representagdo de uma solugdo
aproximada dada pela combinacdo linear de funcdes simples definidas por trocos lineares (funcdes de

interpolagdo, Ni(x)).

Assim ¢é fundamental transformar a equacdo diferencial em andlise (forma forte) na
correspondente forma integral (forma fraca) o que se consegue matematicamente aplicando o
Lema Fundamental do Célculo Variacional® (LECV) a equacdo diferencial que se pretende
resolver (esta pretendida forma integral também pode ser obtida fisicamente recorrendo ao

P.T.V.):

d’ : . :
Tomando F(x) =Sd—l;+f =0 e tendo em conta as condicdes de fronteira, a aplicacdo do
X

LFCV permite escrever a seguinte equivaléncia:

2 iod -
s r=0, 0<x<L j(sd_;”jm)dx:o,we@:CC(]o,L[)

dx =19

u(0)=u@)=0 u(0)=u(0)=0

4.3)

ou,

® Lema Fundamental do Calculo Variacional (LFCV)
Se F(x) € uma fung¢éo continua definida em ]O,L[ entdo,

¢
L
Fx)=0, 0<x<L & JF(x)¢)(x)dx =0 para toda a fungdo de teste pe & = C?(]O, L[) OL?)
0

L
Nota: as fungdes de teste aqui ¢ referidas neste Lema correspondem ao conceito de campos de deslocamentos

X

virtuais u, = u,(x) utilizado no enunciado do conhecido Principio dos Trabalhos Virtuais.
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d’u ¢ d’u t -
4 f= <x< —S dx=—|f dx, VYVeoe2=C7(|0,L
STE =0, 0SxsL !dxz P(x) dx {qo(x) X, Vo *(Jo,L[) )
u(0)=u@)=0 u(0)=u(L)=0
ou ainda, integrando por partes,
du "o Ldu do i
—Spix) | —| —S—dx=—|feox)dx, Vpe2=C(|0,L
[ _So( )1} { S { P dx , Vo (1oL s

u(0)=u(l)=0

e, por fim, uma vez que @(0)=¢(L)=0 (por definicdo de funcdo de teste [Oden &
Reddy, 1976])

L

dzu du d¢ - o
du o &SP ax = [fox)dx , Vpea=C(J0.L
ST3H=0. 0Sx<L !dx . dx l p(x)dx , Vo e 2=C(Jo.L])

| u(0)=u(@)=0 . u(0)=u(L)=0

Forma Forte Forma Fraca

(4.6)

Assim, a resolucdo numérica pelo M.E.F. da equacgdo diferencial que descreve a deformacgdo
do cabo elastico, consiste em determinar os valores u;, u; ...us por forma a que seja
verificada, aproximadamente, a anterior forma fraca o que corresponde a admitir que se
devem verificar as seguintes cinco equacoes:

L L
j di(u1N1+u2N2+u3N3+u4N4+u5N5) S% dx = jf N.(x)dx, VN, ,i=12,..,5 4.7)
X X 0

0
em que as funcdes de teste sdo substituidas (por aproximacdo) pelas cinco funcgdes de
interpolacao Nj, N,, N3, N4, Ns. A verificagdo para estas cinco fungdes (entendidas como a

base de um espaco linear de fungdes) corresponde a efectuar a verificagdo para todas as

infinitas fun¢des que resultam da sua combinacdo linear.
As cinco equacdes anteriores formam o pretendido sistema de equacdes algébricas em que as

incégnitas correspondem aos deslocamentos nodais, uj, u; , us, us € us Matricialmente o

referido sistema assume a forma seguinte (adoptando a notagdo N'= dN/dx ):
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Nl'_ ul Nl
L N, u, | N,
[N ISING NG NG NG NG dx [ ug [= [ F| N | dx (4.8)
° N4' u, ‘ N4
| NS L Us | | N5 |

o que, utilizando a conhecida notagdo de Zienkiewicz (B=[N,'N,' N,'N,' N,])

[Zienkiewicz, 1967] pode assumir a conhecida forma seguinte, mais compacta:

L L

T T
[B'SBdx . u = [fN"dx (4.9)
0 0

Vector dos
Matriz de rigidez deslocar;lgntos Vector das forcas
da estrutura n;) lals nodais
(5%5) (5x1) (5x1)

Por fim é de referir que, como se mostra nos pontos seguintes, a resolucdo numérica pelo
M.E.F. de uma equacao diferencial que descreva o comportamento de uma qualquer estrutura
de comportamento eldstico linear corresponde sempre a montar e resolver um sistema de
equagdes algébricas do tipo do anterior. Por questdes de simplicidade e eficiéncia
computacional, € usual adoptar uma metodologia em que a anterior andlise € efectuada
separadamente para cada um dos vérios elementos finitos da discretizacdo adoptada e, em

seguida, € que a anterior equagao € montada para toda a estrutura.

4.2.3 Aproximagdo Fundamental do M.E.F.

A aproximag¢do fundamental do M.E.F. consiste em admitir que o deslocamento de um ponto

P do interior de um elemento finito pode ser obtido de forma aproximada a partir dos

deslocamentos dos pontos nodais u®, recorrendo a um método de interpolag@o.

Este conceito pode ser facilmente ilustrado para o caso de um elemento finito linear como se

mostra na Figura 4.6.
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N N u!
1 Cusl

1 el
1 > "ou,=0,75u+ 0,25 u = [0,75 O, 25]{%2}
u

1025 1
! 5 !
1 u?I U, 2

u‘:’z
>

Figura 4.6: Conceito de funcdes de interpolacdo utilizando um elemento finito de barra com dois

pontos nodais e um grau de liberdade de translacdo por né.

Na figura seguinte ilustra-se este conceito para o caso de um elemento finito plano de 4

pontos nodais, com dois graus de liberdade por n6.

[ul} {Nl 0 N, 0 N, 0N, 0} uy?
L L0N 0O N, 0N 0 N

Figura 4.7: Conceito de funcdes de interpolacdo utilizando um elemento finito de placa com quatro

pontos nodais e dois graus de liberdade de translag¢do por né.

Assim, no caso geral as componentes de deslocamento u, num ponto P do interior de um

elemento finito obtém-se, por interpolacdo, com base na seguinte relacdo (aproximagao

fundamental do M.E.F.):

u, =N, -u’ (4.10)

onde, N, € a matriz que contém os valores das funcOes de interpolacdo (ou funcdes de

forma) no ponto P e u® é o vector que contém os deslocamentos nos nds. As fungdes de
interpolacdo, associadas a cada grau de liberdade (G.L.) de cada ponto nodal i de um
elemento finito, assumem o valor unitdrio nesse ponto nodal i (e segundo o grau de liberdade
considerado), e assumem o valor nulo nos restantes pontos nodais e valores intermédios nos

pontos do interior do elemento finito.
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4.2.4 Anadlise estdtica de uma estrutura plana pelo M.E.F.

Para ilustrar os fundamentos do M.E.F. serd utilizado um exemplo de uma estrutura do tipo

barragem de gravidade em betdo, cujas caracteristicas se apresentam seguidamente:

E =20 GPa
20m v =020

Figura 4.8: Barragem de gravidade em estudo.

Admitindo que a barragem apenas estd sujeita ao seu peso proprio (Y., =25 kN/m’),

pretende-se efectuar uma andlise estdtica da estrutura recorrendo ao M.E.F., determinando o
campo de deslocamentos e de tensdes.
Em seguida mostra-se uma sequéncia de etapas (E1 a E10) a considerar na andlise de uma

estrutura deste tipo pelo M.E.F.

El. Escolha da aproximacao a adoptar quanto ao tipo de equilibrio
De acordo com a geometria da estrutura € aceitdvel analisar apenas uma seccdo plana
admitindo a hipétese de equilibrio de placa, ou seja, considera-se um modelo estrutural plano

como se observa na figura seguinte.

X, A

Figura 4.9: Modelo plano (equilibrio de placa).
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Em cada ponto ha que determinar duas componentes de deslocamento, trés componentes de

deformacao e trés componentes de tensao:

u
9:{ 1} s E=|€y | 3 O=|0y 4.11)
u,

E2. Comportamento do material. Matriz de Elasticidade D

Tratando-se de uma estrutura de betdo € aceitdvel admitir a hipétese de material eldstico e
isotrépico.

Sendo a estrutura uma barragem de gravidade, as deformacdes segundo a direccao
perpendicular a seccdo plana sdo praticamente nulas pois a estrutura é muito rigida nesta
direccdo. Deste modo, trata-se de um estado plano de deformacdo (E.P.D.) em que

€,=0 e v,,=7,=0. A tensdo normal ©,,, segundo o eixo X3 ndo serd nula, e a matriz de

elasticidade assume a seguinte forma [Chen & Saleeb, 1994]:

E(d-v) Ev 0
(% 1+v)1-2v) d+v)A-2v) €
o Ev E(l-V) £, Ev 4.12)
= 0 033=— (811+£22)
1+V)A=2v) (1+V)(1-2v) (14+v)(1-2v)
612 O E ’YIZ
L 2(1+v) |

E3. Escolha do tipo de elementos finitos

Para o caso de estruturas planas em equilibrio de placa, ha que adoptar uma discretizagdo em
elementos finitos com dois graus de liberdade por né. Podem ser utilizados elementos finitos
quadrangulares ou triangulares como os que se mostram na figura seguinte.

AU us aus! Aus AU AUt AU AU us® aus?
us T st us s u;! uy' u! uy Lu
> > . — [ L > !

1 4

Figura 4.10: Possiveis tipos de elementos finitos com 2 G.L. de translagdo por né para a andlise de

estruturas planas [Oliveira, 2003].
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Neste caso serdo utilizados elementos finitos quadrangulares de 4 nés com dois graus de
liberdade por n6. Para estes elementos o deslocamento em cada ponto P do seu interior é
obtido como uma média ponderada dos deslocamentos dos seus quatro nés, sendo os factores

de ponderacdo correspondentes aos valores das fungdes de interpolagdo nesse ponto. Assim,

as duas componentes de deslocamento sdo dadas por u, =Nu{' +N,u* + N,u{* +N,u* e

7

u, = Nud +Nus? +Nou +N,us* @, o que escrito na forma matricial corresponde a ji
referida equacdo que traduz a aproximagdo fundamental do M.E.F. para este tipo de

elementos finitos:

(4.13)
w| |0 N 0O N 0O N, 0 N,

—
@x1) p N (3x8) us’

{ul} {Nl 0 N, 0 N, 0 N, o]ugz
P

E4. Discretizacao em elementos finitos

Dado tratar-se de um exemplo ilustrativo, opta-se por discretizar a estrutura em apenas quatro
elementos finitos, como se mostra na Figura 4.11. E de notar que, na prética devem adoptar-se
malhas com maior refinamento, por forma a obter solu¢cdes numéricas mais proximas da
solucdo exacta. Neste exemplo, apenas se adoptaram quatro elementos por motivos de
simplificacdo de calculos.

Sm
——t
®

30m | N

44 9

L5

20 m !
]

Figura 4.11: Malha de elementos finitos (discretizag¢ao da estrutura).

© Os valores Ny, N, N; e Ny sdo as fungdes de interpolacdo no ponto P do interior do elemento finito, sendo
que N,+N,+N,;+N, =1.
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Nas tabelas que se mostram a seguir apresentam-se as coordenadas dos nés e a defini¢ao dos

elementos (incidéncias).

Coordenadas dos nés Defini¢do dos elementos

No X; X, Elemento No 1 No 2 No 3 No 4
1 0 30 1 1 2 6
2 0 24 2 2 3 8 7
3 0 16 3 3 4 8
4 0 8 4 4 5 10 9
5 0 0 b)

6 5 30

7 5 24

8 10 16

9 15 8

10 20 0

a)

Tabela 4-1: a) Coordenadas dos nds da estrutura em estudo; b) defini¢do dos elementos (tabela de

incidéncias).

ES. Estabelecimento da equacio de equilibrio de um elemento finito recorrendo ao
Principio dos Trabalhos Virtuais

O Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.) é um principio energético segundo o qual é

condicdo necessdria e suficiente para que um corpo eldstico esteja em equilibrio, que o

trabalho de todas as forcas exteriores seja igual ao trabalho correspondente as forcas

interiores, para todo o campo de deslocamentos virtuais u, =u (X,,X,), ou seja,

(4.14)

Sabendo que em cada ponto do interior do elemento finito as equagdes de compatibilidade
(e=L-u) e as equagdes constitutivas (g=D-€) t&m que ser verificadas, e tendo em conta
que estas podem ser escritas usando a aproximagao fundamental do M.E.F. entdo, estas
equacgdes podem ser introduzidas na expressdo geral do P.T.V. (4.14) de modo a obter-se a
equacdo de equilibrio de um elemento finito formulado em deslocamentos na forma
K®-u=F°, tal como se pode ver no seguinte esquema da Figura 4.12.

Neste caso concreto, para um elemento finito plano de 4 nés (com 2 G.L. de translacdo em

cada nd), a equagdo de equilibrio assume a forma matricial seguinte onde se indica a
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dimensao da matriz de rigidez elementar, do vector elementar das forcas nodais equivalentes e

do vector de deslocamentos nodais,

K u =F (4.15)

—_— S S

(8x8)  (8x1) (8x1)
Considerando toda a estrutura, a equacgdo de equilibrio global € do mesmo tipo e obtém-se por
sobreposi¢cdo ou assemblagem das matrizes elementares anteriores. A dimensao da matriz de
rigidez global, do vector global das for¢as nodais equivalentes e do vector de deslocamentos

nodais depende do ndmero total de graus de liberdade da discretizacdo adoptada

(NGL =2NP), vindo assim,

K . u = F (4.16)

(2NPx2NP) (2NPx1)  (2NPxl)

sendo NP o ndmero total de pontos da estrutura.

E6. Coordenadas gerais e coordenadas locais. Transformacio de coordenadas

¢ Funcoes de interpolacao em coordenadas locais

E conveniente proceder 2 transformagdo de coordenadas gerais (x,,x,)para um sistema de

coordenadas locais(y,,y,)em que todos os elementos finitos sdo quadrados perfeitos com

coordenadas y; e y, entre -1 e 1, para facilitar a andlise de elementos do mesmo tipo mas com
geometrias diferentes. Assim, as fungdes de interpolacdo sdo facilmente definidas em termos
destas coordenadas locais.

Deste modo, considera-se um elemento finito tipo designado por elemento mestre, de
dimensdes de 2X2, cujos eixos locais y; (por convencdo este eixo intersecta o lado entre o
primeiro e segundo nd) e y, tém origem no centro do elemento (Figura 4.13). As fungdes de
interpolacdo para este caso sdo fung¢des com variagdo linear segundo cada eixo como se

mostra na Figura 4.13.
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Barragem 3D

Modelo Plano. Equilibrio de Placa (E.P.D.)

Equagdes a verificar em cada
ponto P do interior de uma
estrutura (e portanto também
do interior de um E.F.)
Estabelecidas para elementos
de volume infinitesimal

Forma Forte

g

Forgas

madssicas Deslocamentos

E.F.
(volume V)

A equag@o de equilibrio de um
elemento de volume finito (E.F.)

pode ser obtida pelo P.T.V. T T
\ Wntz ext <=> Vg’,VQ dV = V,-](l_,v,.f_,dv’ vfl\l,v

Forma Fraca

Aproximaiio fundamental Resolucao numérica pelo M.E.F.
do M.EF.
u =N ut A verificagdo da forma fraca para as infinitas fungdes de teste u (ou deslocamentos virtuais) pode ser conseguida
admitindo que estas podem ser aproximadas pela combinacdo linear das fungdes de interpolacdo. Basta verificar

€=LNu*=B u° para as fungdes de interpolagdo (que formam a base de um espago linear) para garantir que a forma fraca é
€=Lu, verificada para as infinitas func¢des de teste (aproximadas pela combinacdo linear das fungdes de interpolagdo).
G=DBu° .
T
BDB dv u® = N fav
u - N, 0 0 _—— i V — ~
~Tlo|IN| TN, JV ] \ J
K¢ E€
K u® - F¢

Figura 4.12: Equacio de equilibrio: forma forte e forma fraca. Introducdo da aproximacgio
fundamental do M.E.F. na forma fraca para obtencdo da equacdo de equilibrio de um elemento finito

[Oliveira, 2003; Oliveira € Mendes, 2009].
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2,0 %

¥
20

Figura 4.13: Fungdes de interpolacdo lineares para o elemento finito quadrangular com 2 G.L./né

representado.

De acordo com o sistema de eixos locais adoptado nesta figura, as funcdes de interpolagcao

para cada né assumem a seguinte forma em coordenadas locais,

N, :%(1+ y)A+y,), N, =lnoné1 (y, =y, =1) e 0 nos restantes nés
N, :i(1+yl)(l—y2), N,=1noné2 (y,=ley, =-1) e 0 nos restantes ns 4.17)
N, =i(1— y)d-y,), N,=1noné3 (y, =y, =-1) e0nos restantes nés

N, = %(l—yl)(1+y2), N,=1noné4 (y,=-ley, =1) e 0 nos restantes nds
O que corresponde a seguinte expressao geral,

1 i i
N, =Z(l+yﬁ yo+y,"y,) (4.18)

em que, y\” e y) representam as coordenadas locais do né i.

109



e Matriz Jacobiana da transformacao de coordenadas e respectivo determinante
A relagdo entre as coordenadas gerais e locais pode ser estabelecida através da matriz
jacobiana J. Atendendo a que se trata de um caso bidimensional, em cada ponto P do interior

de um elemento finito, é necessdrio verificar a seguinte relagio:

Dir.eixo  Dir.eixo
localy; localy,
—— —

|:Xm:|:|:J11 I J12} {dyq (4.19)
dx, Ju 1 Jn] | dy,
\—W——/

Matriz Jacobiana

O determinante da matriz jacobiana | J | designa-se por jacobiano.

Na Figura 4.14 observa-se um elemento finito (com uma geometria qualquer) representado no

referencial local (y,,y,) e geral (x,,x,). Num ponto genérico P representam-se graficamente

as componentes da matriz jacobiana (Figura 4.14 b). Pode-se verificar que a grelha
quadrangular correspondente a representacdo em coordenadas locais (Figura 4.14 a) é
distorcida para se adaptar a forma real do elemento finito em coordenadas gerais.

No caso geral de elementos finitos com geometrias irregulares, a matriz jacobiana varia de
ponto para ponto no interior do elemento finito, tal como se pode constatar comparando a
figura anterior com a Figura 4.15.

Para obter a matriz jacobiana em cada ponto de um elemento finito, é necessario conhecer as
coordenadas gerais x; € X, dos pontos nodais e as derivadas parciais das fungdes de

interpolacdo em ordem as coordenadas locais. A matriz jacobiana € dada pelo seguinte

produto matricial:

[ON, 0N, |

dy, 9y,

ON, ON,
g B X ok kP x| oy 9, 4.20
[yl - J - Xel XeZ Xe3 Xe4 aN aN ( . )
(2x2) 21 22 2 2 2 2 3 3

dy, 9y,

N, oN,

_BY1 aYZ_
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Coordenadas locais Coordenadas gerais
3 6
24 59
: 0 : 37
2 1§ 0 2
24
t
-2 4 1A
0 T T T T T
3
0 1 2 3 4 5 6
a) b)

Figura 4.14: Representagio das componentes da matriz jacobiana num determinado ponto P do
interior do elemento finito: a) no referencial local (vectores unitdrios ortogonais) e; b) no referencial

geral (vectores ndo unitarios e nao ortogonais).

Coordenadas locais Coordenadas gerais

Figura 4.15: Representacdo das componentes da matriz jacobiana noutro ponto P. Variacdo da matriz

jacobiana de ponto para ponto no interior do elemento finito.

Pode-se concluir que a matriz jacobiana traduz, em cada ponto, “o grau de distor¢dao” do

elemento finito no referencial geral relativamente ao elemento mestre (referencial local).

E7. Calculo da matriz de rigidez elementar

Tal como se mostrou anteriormente, a matriz de rigidez de um elemento finito € calculada
como o integral de uma matriz, dada pelo produto B'D B, estendido ao volume do elemento

finito,
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K = B' D B dx,dx,dx, 4.21)

v

sendo, B a matriz com as derivadas parciais das fungdes de interpolagdo em ordem as

coordenadas gerais.

A expressio (4.21) pode ainda ser reescrita em termos de coordenadas
locais (dxldx2 = |J| dy,dy, ) , vindo,

1

11
K*=[ [ [B'D B |J] dy,dy,dy, (4.22)

1-1-1

Uma vez que se trata de uma estrutura plana, a expressao anterior pode ainda ser escrita da

seguinte forma:

11
K*=c[ [B'D B |1] dy,dy, (4.23)

-1-1

sendo e a espessura do elemento finito (no exemplo em andlise correspondente ao modelo
plano de uma barragem de gravidade pode-se usar ¢ = 1,0m para os quatro elementos finitos

da discretizacao adoptada).

¢ Integracio numérica da matriz de rigidez elementar pelo método de Gauss

Em geral, nao € possivel calcular analiticamente o integral da equagdo anterior, recorrendo-se
deste modo ao método numérico de Integracdo de Gauss para efectuar o seu cdlculo. Este
método consiste em transformar o integral numa soma do volume de prismas em que se
subdivide o volume sob o gréfico (Figura 4.16). Utilizando quatro pontos de Gauss, o integral
corresponde a soma do volume de quatro prismas, cuja drea da base € o denominado peso de

Gauss e a altura € o valor da fungdo a integrar nas coordenadas de cada ponto de Gauss.
Deste modo, o cdlculo numérico da matriz de rigidez K° da equacdo (4.23) é dado pelo

seguinte somatorio estendido a um determinado nimero de pontos de Gauss por direc¢ao

(NPG = 2 no caso representado na Figura 4.16):

PG
HHB'DB |J] (4.24)

,MZ

1l
LN

NPG
K*=2.
i=1

J

112



f(yny2)

A\

| 1 2
I | 4° né

! 1 T

-
\ XPG3 I/ Xpgd =10
-<— /
b/ * ,
1 PG1 %o Hi=1.0

2° Hi=1.0 Ho=1,0 30
%

" 1,00 1,00
” f(y1.y2)dydy, = HiHy. f(y.y2) , + HoHp f(y1y2),,
—1 —_— —_—

y1=+0.57735 y1=—0.57735
y2=+0,57735 ¥ =+0,57735
1,00 1,00
— ——

+HHy. f(y1,y2),,, + HaHpo f(y1.y2),,
e e

¥, =+0,57735 y1=—057735

y2=—057735 ¥2=—057735

Figura 4.16: Representacdo dos prismas em que se subdivide o volume sob o grifico da fungdo

(integral). Pontos de Gauss e respectivos pesos [Oliveira, 2003].

Geralmente, para o caso de elementos finitos bidimensionais de placa com 4 n6és, como os do

presente exemplo, utilizam-se dois pontos de Gauss por direc¢do (NPG = 2), o que significa

que no total recorre-se a 4 pontos de Gauss para efectuar a integra¢cdo numérica da matriz de

rigidez elementar. Assim, a equagdo anterior pode ser desenvolvida no seguinte somatério de

4 parcelas, cada uma correspondente a um ponto de Gauss:

Areada

Areada

base base base base
—— —— —— ——
e T T T T
K*=HH B DB|| + HH,B'DB|)| + H,H,B' DB|J| +H,H,B'DBJ]| (425
PGl PG3 PG4
y,=+0,57735 y,=-0,57735 y,=+0,57735 y,=-0,57735
y,=+0,57735 Y,=+0,57735 y,=-0,57735 ¥,=-0,57735

As coordenadas locais de cada ponto de Gauss (y,,y,)e os respectivos pesos (H,,H, )usados

para o calculo da drea da base de cada prisma apresentam-se na tabela seguinte:

PG1 y H
yl +0,57735 1,00
y2 +0,57735 1,00

PG3 y H
yl +0,57735 1,00
y2 -0,57735 1,00

PG2 y H
yl -0,57735 1,00
y2 +0,57735 1,00

PG4 y H
yl -0,57735 1,00
y2 -0,57735 1,00

Tabela 4-2: Coordenadas e respectivos pesos dos 4 pontos de Gauss adoptados.

¢ Determinacao da matriz B

Para concluir o cdlculo da matriz de rigidez elementar falta apenas conhecer a matriz B.

Esta matriz, definida em cada ponto, contém as derivadas parciais das fun¢des de interpolacao

em relagdo as coordenadas gerais (X,,X,).Como se mostrou anteriormente, a matriz B ¢é
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obtida (tendo como base a equagdo de compatibilidade) através da aplicacdo do operador

diferencial L a matriz das fun¢des de interpolagdo, isto é, B=L-N. As derivadas parciais das

funcdes de interpolacdo em ordem as coordenadas gerais obtém-se através do produto da

matriz das derivadas em ordem as coordenadas locais e da inversa da matriz jacobiana:

sendo,

[ON,
X,
N,
X,
N,
X,
N,

| 0%,

ON, |
X,
oN,
X,
oON,
X,
oN,
0X, |

PG

N,

Ay,
IN; _
aYZ

[ON, 0N, |
dy, 9y,
IN, N,
_ dy, dy,
IN, 9N,
dy, dy,
dN, 0N,
_aY1 aY2_pG
— ey
iy‘;’ A+yy,)

(4.26)

(4.27)

Entdo, para cada ponto de Gauss e tratando-se do presente caso bidimensional de um

elemento finito de placa com 4 nés, a matriz B € dada por:

=]

PG

——
(3x8)

0N, o N, o 0N, N, o
ox, ox, ox, ox,
0 oN, 0 oN, 0 oN, 0 oN,
ox, 0x, ox, ox,
ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON,
ox, 9Jx, 0x, 9dx; 0x, O0x; Ox, OX |

(4.28)

Assim, a matriz de rigidez K® é uma matriz quadrada com um ndimero de linhas e colunas

igual ao nimero total de graus de liberdade do elemento, como se mostra na Figura 4.17.
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Ky K K * * * * Kis
e Ka
&x8) |
K, . . . . . . K

Figura 4.17: Representacdo da matriz de rigidez elementar para o elemento finito plano de 4 nés com

2 G.L. de translagdo por no.

¢ Assemblagem da matriz de rigidez global e introducio das condicoes de apoio

Uma vez calculadas as matrizes de rigidez elementares, a matriz de rigidez global K obtém-se
através da sobreposicdo das varias matrizes de rigidez elementares. Este processo de
sobreposicdo (ou assemblagem) exige o estabelecimento da correlacdo entre os graus de
liberdade locais de cada elemento (G.L.E.) e os graus de liberdade gerais (G.L.G.) de toda a
estrutura.

Na Figura 4.18 apresenta-se esquematicamente o processo de assemblagem para a estrutura
em estudo.

A matriz de rigidez global € também uma matriz quadrada (simétrica) com um numero de
linhas e colunas igual ao nimero total de graus de liberdade em toda a estrutura (Figura 4.19).
Por fim, ainda é necessario introduzir as condi¢cdes de apoio na matriz K.

A existéncia de um apoio de rigidez K, segundo um dado grau de liberdade, pode ser
considerado numericamente adicionando o valor da rigidez desse apoio K,, a diagonal da
matriz K na posi¢do (linha e coluna) correspondente ao grau de liberdade apoiado.

No caso de se tratar de um apoio rigido, este pode ser encarado como um apoio eldstico mas

com uma rigidez muito elevada, como por exemplo 10" ou 10*° kN/m.
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Numeragao geral Numeracao local

X
HA .
1 F
HONP
1 3 5
Ll p) 3
T 6
@ |
C 1
2 7
@
. 16
s s
3 B
@ 1
] :
T 9
0 @ 2
"
X
1
NOS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
G.L. Globais V234 56|78 91011 12|13]14|15]16 1718 ]19]20
GLEI 23] 78| s |6
G.L.E2 1 2 4 7 8 5 6
GLE3 12|34 708 s 6
GLE4 1234 78|56
L]
oo
3 [ 3 [ 1
24 4 [
5 1
306 T2
7 3 I
48 1 2
9 3
510 1
1|7
S ls
B3] 5 [ 7
T1a 6 [ &
15 s 7
8 e R
17 5 7
18 6 | s
19 5
105 6

Figura 4.18: Ilustragcdo do processo de assemblagem ou espalhamento das varias matrizes de rigidez

elementares na matriz de rigidez global.

Ky Kn Kis * M M . Kixe

K=
(2NPx2NP) | Ko :

Kye, * * * * . . Kiexe

NP — nimero de pontos total da estrutura

Figura 4.19: Representacido da matriz de rigidez global para o elemento finito plano de 4 nés com 2

G.L. de translacdo por no.
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E8. Calculo do vector elementar das forcas nodais equivalentes ao peso préprio
Na Figura 4.12 deduziu-se a equagdo que traduz o equilibrio de um elemento finito
(formulagdo em deslocamentos) em que o vector elementar das forcas nodais equivalentes ao

peso proprio era dado por:
F =[N £ dx,dx,dx, (4.29)
v

onde f € o vector das forcas mdssicas actuantes (que neste caso equivale ao peso especifico

do material que constitui a estrutura).

Importa salientar que, pelo facto de o peso préprio ser uma ac¢io permanente que se encontra
distribuida ao longo de toda a estrutura, geralmente quando se refere a este vector € sempre
em relacdo a accdo do peso proprio.

Caso actuasse uma carga aplicada num dado ponto nodal da estrutura, a metodologia de

calculo seria diferente, como sera abordado adiante.

De forma idéntica ao que foi apresentado para a matriz de rigidez elementar, o integral
apresentado na equagdo (4.29) pode ser transformado no seguinte somatério a partir do

método de integracdo de Gauss:

F=>>HHNT [ (4.30)

e, desenvolvendo a anterior expressdo, tendo em conta que se trata do caso bidimensional e

que geralmente adoptam-se dois pontos de Gauss por direc¢ao tem-se:

Areada Areada Areada Areada
base base base base
—— —— —— ——
T T T T
B =HH N'E )] + HH,NE 1| + B N'E 1] +H,HN'E ] (431)
PG1 PG2 PG3 PG4
y;=+0,57735 y;=-0,57735 y,=+0,57735 y;=-0,57735
y,=+0,57735 y,=+0,57735 y,=-0,57735 y,=-0,57735

Assim, o vector elementar das forgcas nodais equivalentes ao peso préprio da estrutura
apresenta um numero de linhas igual ao nimero total de graus de liberdade do elemento

(Figura 4.20).
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] e

o [re] N2
(8x1)_ E 7N(’)3
Ej: 7N64

Figura 4.20: Representacdo do vector elementar das for¢as nodais equivalentes ao peso préprio para o

elemento finito quadrangular com 2 G.L. de translacao por n6.

e Assemblagem do vector global das forcas nodais equivalentes ao peso proprio
Para ter em consideracdo esta accdo, aplicam-se forcas equivalentes ao peso proprio em todos

os pontos nodais da estrutura, como se pode observar na figura que se apresenta.

X
2
B i
T 6 1 4
® @
K K
2 7 2 3

@

B 3
Figura 4.21: Forcas nodais equivalentes ao peso proprio distribuidas pela estrutura. Processo de

espalhamento das forcas elementares no vector das forcas globais equivalentes ao peso proprio.

Entdo, tal como se mostra na Figura 4.22, o vector das forcas globais equivalentes ao peso

proprio apresenta um numero de linhas igual ao ntimero total de graus de liberdade em toda a

estrutura.
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F =
(2NPx1)

FNP.H
FNP.V

NP — nimero de pontos total da estrutura

Figura 4.22: Representacido do vector global das for¢as nodais equivalentes ao peso préprio para o

elemento finito quadrangular com 2 G.L. de translacio por n6.

Como j4 se referiu atrds, o vector das forcas méssicas actuantes equivale ao peso proprio da
estrutura pois € uma acc¢ao sempre actuante. Caso esta estivesse sujeita, para além do peso
préprio, a outro tipo de forcas (cargas concentradas ou distribuidas) aplicadas em
determinados graus de liberdade da estrutura, era necessdrio introduzir os valores
correspondentes a essas forcas no vector global das forcas, nos graus de liberdade onde estas

sao aplicadas.

E9. Calculo dos deslocamentos nos pontos nodais da estrutura
Os deslocamentos nos pontos nodais da estrutura obtém-se a partir da equacdo que traduz o

equilibrio global de toda a estrutura:

K-

];1:

=

=F
‘F

(4.32)

—_

N

tendo o vector de deslocamentos um nimero de linhas igual ao nimero total de graus de

liberdade de toda a estrutura, como se mostra na Figura 4.23.

E10. Calculo das tensdoes num ponto genérico P
Para determinar as tensdes num ponto qualquer P utiliza-se a expressao obtida na Figura 4.12,

em que:
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o,=De=DBu° (4.33)

A matriz B apenas tem de ser calculada no ponto P e o vector com os deslocamentos nodais

u‘ é o correspondente ao elemento no qual se considera o ponto.

ul,H
ul,V
U h
U,y
u = R
(2NPx1)

uNP,H

l'lNF',V

NP — nimero de pontos total da estrutura

Figura 4.23: Representacdo do vector dos deslocamentos nos pontos nodais para o elemento finito

quadrangular com 2 G.L. de translagio por nd.

4.2.5 Anadlise dindmica de uma estrutura plana pelo M.E.F.

Como se referiu anteriormente, a equacao de Navier que traduz o equilibrio entre forcas
elésticas internas e forcas massicas num ponto da estrutura e num dado instante de tempo é

dada por:
L' (D-L-u)+f=0 (4.34)

No caso da actuagdo de um sismo, esta equacdo deve traduzir um equilibrio dinamico, pelo

que, para além das j4 referidas forcas eldsticas, surgem também for¢cas massicas de inércia,

N

proporcionais a aceleracdo e a massa (f; =m-ii,;), e forcas mdssicas de amortecimento,

proporcionais a velocidade e ao coeficiente de amortecimento (f, =c-u,). Desta forma,

admitindo agora que ndo se considera o peso da estrutura, a equagdao de Navier (4.34), pode

ser escrita do seguinte modo:

L' (D L-u)~(m-iiy +c-i;) =0 (435)

forgas eldsticas forgas méssicas
internas

Suponha-se agora que a estrutura € sujeita a um acelerograma sismico a, =a_(t) aplicado na

base, apenas numa dada direccdo ou com componentes nas trés direccoes. Tendo em conta o
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que foi referido no capitulo 3 quando se analisou em pormenor a ac¢do sismica, em que se
mostrou que a parcela de movimento de corpo rigido apenas envolve forcas de inércia,

associadas a aceleracdo sismica a, = a_(t) , a anterior equagao fica:

—L'(D-L-u)+m-(i+a5)+c-a=0 (4.36)
ou,

-L'(D-L-u)+m-li+c-u=-m-a (4.37)
sendo,

m - massa especifica do betdo (m =2,5 ton/m’);
¢ - amortecimento viscoso especifico [(N/ ms_l)/ m’ };

a, - vector com as trés componentes de aceleragdo (parcela de aceleragao de corpo rigido) em

cada ponto da estrutura.

E de notar que, na parcela das forgas eldsticas internas, o vector de deslocamentos u depende
das coordenadas espaciais X, X» € X3 € do tempo, tal como a aceleracdo U e a velocidade u

dependem do tempo. Assim, a fung¢do incognita desta equagdo diferencial depende das
coordenadas espaciais Xj, X € X3, mas também de uma coordenada temporal t, ou seja,
u=u(x,,X,,X;,t).

Visto que se obteve uma equacao diferencial com derivadas em ordem ao tempo e em ordem
as coordenadas espaciais, a sua resolucdo numérica pode ser efectuada em duas etapas:
primeiramente € realizada uma integracdo no espaco utilizando, por exemplo, o M.E.F. e
depois procede-se a integracao no tempo recorrendo a um dos métodos abordados no capitulo
3.

Como j4 foi referido, a obtencao de uma solu¢cdo numérica pelo M.E.F. deve partir da forma
integral (fraca), a qual pode ser obtida de duas maneiras: i) aplicando o LFCV a equacao de
equilibrio de forgas escrita na forma diferencial ou; ii) utilizando o conhecido Principio dos
Trabalhos Virtuais (P.T.V.).

Aplicando o LFCV a equacgao diferencial (4.37) obtém-se para cada instante t, a seguinte

equacdo integral (para um elemento finito de volume V.) que deve ser verificada para todas as

funcdes de teste u, (equivalentes aos campos de deslocamentos virtuais referidos no P.T.V.):

[(-L"-(D-Low)+meii+ci) -u, dV=[(-ma)u, dV, Vu.e g (4.38)

~ ~ ~ v

v, v,
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Aplicando o teorema de Green-Gauss (generalizacdo da regra da integracdo por partes para

fung¢des definidas no espaco), conclui-se que esta equacgdo € equivalente a:

J(Lw) D-Low, ave[mi"u dV+[e i u, dV=-[ma u, dV, Yu,cq (439)
V. V. V.

Vv,

e

Tendo em conta a hipétese fundamental do M.E.F., a funcdo incégnita u pode ser
aproximada espacialmente através da combinacao linear das funcdes de interpolacdo, ou seja
u=N-u°. Da mesma forma, também se pode admitir que as func¢des de teste u, (ou
deslocamentos virtuais) podem ser aproximadas através da combinagdo linear das fun¢des de
interpolacdo'”. Assim, ndo é necessdrio verificar a equacdo anterior para as infinitas funcdes
de teste u, bastando proceder a sua verificacdo apenas para as func¢des de interpolacdo que,
na aproximacdo do M.E.F., formam a base dum espaco linear que contém as fun¢des de teste

aproximadas.

O vector das aceleracdes de corpo rigido em cada ponto, também pode ser escrito através da
combinacdo linear das fung¢des de interpolagdo, isto é, a, =N-s“-ay, onde s° representa o
vector com a distribui¢do espacial das aceleracdes nodais (distribui¢ao pelos varios G.L. da
estrutura).

Deste modo, na aproximag¢do do M.E.F., a verificacdo da equacdo (4.39) corresponde a

verificar o seguinte conjunto de 8 equagdes para o elemento finito de placa de 4 pontos

nodais:
N, ] N, ] N, ] N, ]
[Lw) DL| ava[m ™| lava[eat| | dV=-[mal| |V
\A 0_ v, _0_ v, _O_ v, _0_
0 [0 [0 ] [0 |
[(Lvw) DL v+ [mi™| Ve | dv=-[mal| | dv
v, N, v, | N v, N v, N (4.40)
[0 0 0 0
j(L-g)T.J_D.L- }dv+jm'if'{ }dV+J-c-1;1T'{ }de—jm@lsT{ }dV
Ve _N4 v, N4 v, N4 v, N4

que, forma um sistema que se escreve na forma matricial seguinte (tendo em conta que

o N
,u=N-1 e ag=N-s-ag):

Mg importante notar que na aproximacdo do M.E.F., pode-se admitir que as infinitas fungdes de teste u,

pertencem a um espago linear de funcdes gerado por uma base formada pelas fun¢des de interpolacdo (uma por
cada grau de liberdade). Desde que seja verificada a expressdo para as funcdes da base, entdo esta também fica
garantida para as infinitas fun¢des de teste (aproximadas de acordo com a discretizacdo em E.F. adoptada).
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j "N"-D-L-N- edv+jm.NT-N.gedwjc.NT-N.gedvz—jm.NT-N.ge.asdv (4.41)
V.

e BT B Ve Ve Ve

que se pode ainda escrever na forma,

jm-NT.N dv if+jc.1f.1j dv gwj B"-D-BdV ge:—jm~NT'NdV s-ag (4.42)

e Ve Ve Ve

ou,

=]
+
(@]
c
+

k.,-u"=-m,-s"-a (4.43)

N dV € a matriz de massas do elemento finito;

= I -NT-N dV é a matriz de amortecimento do elemento finito;
j D-B dV ¢ a matriz de rigidez do elemento finito;
V.

“.a, dV € o vector das for¢as nodais elementares equivalentes as forcas

madssicas devidas a aceleracdo na base.

A equacio de equilibrio global da estrutura é uma equacao matricial que se obtém a partir da

assemblagem das matrizes elementares:

m-i+c-u+k-u=-m-s-ag (4.44)

Esta equacdo global corresponde a um sistema de equacdes diferenciais envolvendo a varidvel
tempo, cuja resolucao pode ser efectuada através da integracdo no dominio do tempo, para o
qual é conveniente utilizar as coordenadas modais, tal como se mostrou no capitulo 3.

A matriz de amortecimento global que se obtém a partir da sobreposi¢do das matrizes de
amortecimento elementares calculadas pela expressao deduzida atrds, em geral ndo € uma
matriz diagonal e deste modo ndo permite o desacoplamento das vérias equacdes diferenciais.
E por esta razdo que é conveniente optar por uma das metodologias apresentadas no capitulo

3 para garantir que a matriz ¢ calculada seja diagonal.
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4.3 Elementos finitos planos com oito pontos nodais e elementos
tridimensionais tipo cubo de vinte nos

Até este ponto foi analisada a aplicacdo do M.E.F. para o célculo estitico e dinamico de
estruturas considerando elementos finitos planos de 4 nés com dois graus de liberdade de
translacdo por né. Contudo, em determinadas situacdes, a utilizacdo destes elementos exige a
adopcao de discretizagdes muito apertadas, nomeadamente quando se pretende simular efeitos
de flexdo. Assim, em muitos casos é preferivel utilizar elementos finitos com mais pontos
nodais, nomeadamente elementos finitos planos isoparamétricos de 8 nds ou, na andlise de
estruturas macigas, elementos tridimensionais isoparamétricos [Oliveira, 1991], tipo cubo, de
20 n6s (Figura 4.24 a) e b).

Em termos de implementacdo computacional é imediata a generalizacdo de um programa de
elementos finitos de 4 nds para um programa de elementos de 8 e de 20 nds. A diferenca

principal resume-se as fungdes de interpolacio, que dependem da topologia de cada elemento.

18 llS 7
Val
16 14
L. L. L. s 13 6
1 8 4 20/1_/ | 19
l— ]— 179— ﬁ
5 7
A A
(S I e | °
2 6 3 1 2
N 0N O N0 N, 0 0N, 0 0 .. N, 0 0
N=[ ! 2 s } N=[0 N, 0 0 N, 0 0 N, 0
0 N 0 N, .. 0 N 0 0 N 0 0 N, 0 0 N,
a) b)

Figura 4.24: a) Elemento finito plano isoparamétrico de 8 pontos nodais com 2 G.L. de translacéo por
nd e respectiva matriz com as funcgdes de interpolagdo. b) Elemento finito tridimensional
isoparamétrico tipo cubo de 20 pontos nodais com 3 G.L. de translagdo por né e respectiva matriz com

as fungdes de interpolagao.

Nas figuras seguintes apresentam-se os elementos finitos planos de 8 nds e os elementos
tridimensionais de 20 nds, com as respectivas funcdes de interpolacdo, bem como a

convengdo referente a2 numeracao dos pontos nodais.
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N, = E(l_ yOA+y,"y,) (v, =0);

1 i i
No=2 Oy y)i-y) (3,7 =0)

Figura 4.25: Elemento finito plano isoparamétrico de 8 pontos nodais. Representacdo dos eixos

locais. Convencdes adoptadas para a numeracao dos pontos nodais. Func¢des de interpolagao.
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1 . . . ) . )
8 15 7 _ @) @) @) o) @ o) f .
N; —§(1+yl YDA+ Yy ) Ay y )Y Y, Y, Yy Y —2) (1=12,..8);
16, 14
< 1 N =Ly a4y, Py, )1+y.0 i =10,12,14,16);
0e y 19 i _Z( —Y1 )( +Y2 yZ)( +Y3 YQ) (1_ ) ) s )7
8 N =Laoy )14y Oy )4y ® i=9,11,13,15);
Y, 18 i _Z( _Y2 )( +Y3 Y3)( +y1 yl) (1_ >4 1,19, )7
.4 l.l 3 1
12 2 i i .
10 N, =Z(1—y3 )1+ yl(l)yl)(1+y2(l)y2) (1=17,18,19,20).
1 9 2
Coordenadas locais dos nos Faces
Na ¥1 ¥ ¥a No ¥1 2 ¥ Face Vi Pontos nodais
1 1 -1 -1 11 -1 0 -1 1 }'1=1 1 2 6 5 2 18 13 17
2 1 1 -1 12 0 -1 -1 2 =1 2 3 7 6 10 19 14 18
K] -1 1 -1 13 1 0 1 3 =1 6 7 ] 3 14 13 16 13
4 -1 -1 -1 14 ] 1 1 4 y1=-1 3 4 8 T 11 20 15 19
5 1 -1 1 15 -1 0 1 5 y2=-1 4 1 bl 8 12 17 16 20
] 1 1 1 16 ] -1 1 [ ¥i=-1 4 3 2 1 11 0 9 1”7
7 -1 1 1 17 1 -1 0
2 1 1 1 18 1 1 0
9 1 0 -1 19 -1 1 0
10 0 1 -1 20 -1 -1 0
Figura 4.26: Elemento finito tridimensional isoparamétrico tipo cubo com 20 pontos nodais.

Representagdo dos eixos locais e das coordenadas locais dos nés. Convencdes adoptadas para a

numerag¢do de pontos nodais e faces. Func¢des de interpolagao.

¥ " . 0
LR L
R "'f

0][o0
I Ny |, O
0[N,
0][o0
N, Lo
0[N,
0][ o0
s/ Ny |5] O
0 | [N,

Figura 4.27: Representacido das fungdes de interpolagdo segundo cada grau de liberdade para os

pontos nodais 1, 2 e 20 do elemento finito tridimensional tipo cubo de 20 nés.
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44  Desenvolvimento do programa MEFDIN3D de elementos finitos (2D e
3D) para analise estitica e dinamica de estruturas

No ambito desta dissertacdo foi desenvolvido o programa MEFDIN3D em MATLAB (versao
7.1) de elementos finitos de placa de 4 e de 8 nds e elementos finitos tridimensionais, tipo
cubo, de 20 nds para efectuar a andlise estitica e dindmica de estruturas. O programa foi
inicialmente desenvolvido para elementos finitos planos de 4 nds, com base nos pressupostos
e na sequéncia de cdlculos aqui abordados e, seguidamente foi generalizado para elementos
planos de 8 nds e elementos tridimensionais de 20 nds, introduzindo as novas funcdes de
interpolacdo e algumas modifica¢Oes ao nivel da introducdo dos dados.

O programa permite efectuar a andlise estdtica de estruturas 2D e 3D sob a ac¢do de forcas
concentradas e de forcas madssicas e, a andlise dindmica (sob ac¢des sismicas ou acgodes
dindmicas de qualquer outro tipo), no dominio do tempo (ac¢des definidas por histérias de
forcas aplicadas nos vdrios graus de liberdade da estrutura ou histdrias de aceleracOes
impostas na base) e pelo método do espectro de resposta (acgdes definidas por intermédio do

respectivo espectro de resposta em aceleracoes).

4.4.1 Algoritmo do programa MEFDIN3D

O algoritmo do programa MEFDIN3D de elementos finitos de placa de 4 e de 8 nds e
elementos finitos tridimensionais de 20 nds para a andlise estitica e dindmica de estruturas
apresenta-se em seguida.

Na Figura 4.28 mostra-se o ambiente do programa MEFDIN3D em MATLAB e algumas das
figuras que o programa estd preparado para mostrar.

Apresentam-se igualmente alguns exemplos de estruturas bidimensionais e tridimensionais
simples, para mostrar as potencialidades do programa e também para testar o calculo estdtico

e dinamico (este teste apenas serd efectuado para estruturas planas).
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PROGRAMA MEFDIN3D. ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE ESTRUTURAS 2D E 3D PELO M.E'F.

(1) - ANALISE ESTATICA

(1.1)

1.2)
1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)
1.7)
(1.8)
(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)
(1.14)
(1.15)

- Leitura de dados:

e Caracteristicas geométricas e topoldgicas da discretizagdo estrutural em E.F.;

¢ Propriedades mecanicas dos vdrios materiais;

¢ Escalas para desenhos e animacdes;

® Valores maximos e minimos para configuracio das janelas de desenho;

e | eitura das coordenadas dos nés (matriz coord), apoios (matriz apoio) e forgas concentradas nos nds
(matriz FC);

e Leitura das incidéncias dos elementos (matriz elem) e do grupo do material (vector Igrupo).

- Célculo da matriz de elasticidade D para os casos 2D ou 3D

- Coordenadas dos pontos de Gauss e respectivos pesos

Para NNOE =4 = NPG = 4; para NNOE = 8§ = NPG = 9; para NNOE =20 = NPG =27

- Matriz com os valores das fun¢des de interpolagdo nos NPG pontos de Gauss

Esta matriz serd utilizada para o cdlculo das coordenadas gerais dos pontos de Gauss (desenho das
tensdes principais nos pontos de Gauss)

- Desenho da malha de elementos finitos para os casos 2D ou 3D, numeragdo de cada né e de cada
elemento finito

- Célculo das derivadas das func¢des de interpolacéio em ordem as coordenadas locais

- Célculo do Jacobiano

- Célculo da matriz B, com as derivadas das fungdes de interpolagdo em ordem as coordenadas gerais

- Cdlculo das matrizes elementares K¢, M® e do vector elementar das for¢as nodais equivalentes ao peso
préprio F°

NOTA: A matriz M® serd utilizada apenas no cdlculo dinAmico

- Assemblagem das matrizes de rigidez K e de massas M e do vector das forcas nodais equivalentes ao
peso préprio E

~peso

(processo de espalhamento das matrizes K°, M® e dos vectores F®)

- Introduc@o das condi¢des de apoio (apoios rigidos ou eldsticos)

- Célculo do vector das forcas globais: somatdrio do vector com as forgas nodais equivalentes ao peso
préprio E,_, com o vector com as for¢as concentradas nos nés FCN (vector organizado numa tdnica
coluna obtido através da matriz FC)

- Célculo dos deslocamentos nodais

- Célculo das tensdes principais nos pontos de Gauss

- Desenho da malha deformada e do campo de tensdes principais nos pontos de Gauss para os casos 2D

ou 3D

(2) - ANALISE DINAMICA

2.1

(2.1.1)

(2.1.2)

- Leitura das ac¢des dindmicas a actuar:

Opcdo I — Acelerogramas na base ; Opgdo 2 — Histérias de forgas aplicadas directamente nos G.L.
da estrutura

- Opgdo 1

- Defini¢do dos factores multiplicativos para os acelerogramas nas direc¢des x, caso de trate de um
equilibrio de placa ou tridimensional

- Montagem da matriz s correspondente a distribui¢do espacial pelos G.L. das histérias de forcas de
inércia devido aos acelerogramas na base

- Opgdo 2

- Montagem da matriz s correspondente a distribui¢do espacial pelos G.L. das histérias de forgas
aplicadas
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(2.2)
2.3)
(2.4)

(2.5)
(2.6)
(2.7)
2.8)
2.9)

(2.9.1)

(2.9.2) -

(2.10)

(2.11)

(2.12)
(2.13)

(2.14)
(2.15)

(2.16)

(2.17)

- Célculo dos valores préprios (matriz diagonal com as frequéncias angulares ao quadrado) e vectores
préprios (modos de vibracio)

- Célculo das frequéncias naturais

- Montagem da matriz modal reduzida ao nimero de modos de vibra¢do que se pretendem utilizar e que
sdo considerados suficientes para obter uma boa aproximacio da resposta da estrutura por sobreposi¢do
modal

- Célculo da matriz de massa modal

- Normalizagdo dos modos relativamente a matriz de massas

- Célculo da matriz de rigidez modal

- Célculo dos factores de participagdo modal para Opgdo I ou Opgdo 2

- Tipo de amortecimento:
Opcdo 0 — Amortecimento de Rayleigh ; Opcdo 1 — Amortecimento modal
- Opgdo 0
- Introdug@o das constantes o e 3 na janela de comandos
- Célculo da matriz de amortecimento (a partir da combinac¢do linear das matrizes de rigidez K e de
massas M)
- Célculo da matriz de amortecimento modal
- Célculo dos coeficientes de amortecimento modais relativos
Opgdo 1
- Introdugdo do valor do coeficiente de amortecimento modal relativo (igual para todos os modos) na
janela de comandos
- Desenho das configuracdes modais para os casos 2D ou 3D
- Célculo dos deslocamentos e velocidades modais ao longo do tempo a partir da férmula recursiva para
célculo do integral de convolugdo (ou de Duhamel)
- Célculo dos deslocamentos estruturais ao longo do tempo a partir da férmula da sobreposicdo modal
- Desenho para a representacdo da resposta ao longo do tempo em termos de nuvens de pontos em dois
planos correspondentes aos dois primeiros pares de coordenadas modais (u?,u;,u: e u;)
- Desenho das histérias de deslocamentos nos graus de liberdade escolhidos pelo utilizador
- Visualizac¢@o de um filme com a deformacdo da estrutura e a variagdo do campo de tensdes principais
nos pontos de Gauss ao longo do tempo para a ac¢do dindmica escolhida em (2.1)
- Aplicagdo do médulo da Transformada de Fourier (FFT) para decompor em ondas as histdrias de
deslocamentos calculadas nos G.L. pretendidos; desenho dos respectivos espectros de amplitudes
- Célculo sismico pelo método do espectro de resposta:
¢ | eitura do espectro de resposta da accdo sismica em aceleragdes absolutas;
e Cdlculo do espectro de resposta em pseudo-velocidades relativas e do espectro de resposta em pseudo-
deslocamentos relativos;
¢ Desenho dos trés espectros de resposta referidos;
¢ Célculo dos factores de participagdo modal para a ac¢do sismica;
¢ Defini¢do dos factores multiplicativos para os espectros em aceleracdes nas direccdes X, caso de trate
de um equilibrio de placa ou tridimensional;
¢ Célculo das ordenadas do espectro de deslocamentos (por interpolacéo);
e Calculo dos valores maximos das coordenadas modais;
¢ Desenho das elipses calculadas pelo método do espectro de resposta na figura definida em (2.13).
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Figura 4.28: Ambiente do programa MEFDIN3D em MATLAB. Barragem de gravidade: deformada

e campo de tensdes principais num dado instante, tensdes principais devidas ao peso préprio, modos

de vibragdo e espectro de amplitudes do deslocamento horizontal ao nivel do coroamento.

4.4.2 Anadlise estdtica. Exemplo de teste

O teste do cdlculo estatico que serd aqui exemplificado refere-se a uma viga em consola, com

. - 2 ..
um comprimento de 10,0m e uma sec¢do de 1,0m”, estando apenas sujeita ao seu peso

préprio, como se pode observar na figura seguinte.

wQr

25 kN/m

7
P
p 10,0 m p

Figura 4.29: Viga em consola sujeita apenas ao seu peso proprio.

Na préxima figura apresenta-se a discretizagao adoptada em elementos finitos planos de 4 nds

com 2 G.L. de translacdo por no.
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h=lm

160 elementos
205 nés

L=10m

Figura 4.30: Malha de elementos finitos planos de 4 nés com 2 G.L. de translac¢@o por né.

A consola, constituida por betdo armado, apresenta um mdédulo de Elasticidade de 20 GPa e
um coeficiente de Poisson de 0,20.
Ap6s correr o programa MEFDIN3D obteve-se a seguinte deformada da estrutura e campo de

tensdes principais (nos 4 pontos de Gauss por elemento) (Figura 4.31).

Modelo Plano da Consola

Compressdo

+ Traccdo

-

I
IS E
[ ] :«%*
i
i’

Figura 4.31: Deformada da estrutura e campo de tensdes principais obtidos com o MEFDIN3D.

Pretende-se entdo determinar analiticamente as tensdes principais nos pontos de Gauss mais
proximos do encastramento e também o deslocamento vertical no ponto P da consola e

comparar com os resultados obtidos com o MEFDIN3D.

Ora, o momento flector no ponto de Gauss mais préximo do encastramento é dado por:

9,9472° )
M,; = —25><T =-1236,8 kN.m, sendo o brago calculado da seguinte forma,

b=10—[(2_0’57735><2)

x0,125} =9,9472m .

As tensdes nos pontos de Gauss nas fibras superior e inferior (elementos 1 e 4) sdo entdo
calculadas do seguinte modo:

_12368 0 4472 =6637,2 kPa

6PG3 eleml
1x1
T

131



OpGiclemd — % -0,4472 =-6637,2 kPa
, <1
U T

sendo, y =(0,57735-0,125)+0,125+0,25=0,4472m ..

Os valores das tensdes obtidos com o programa MEFDIN3D foram:

G aiomt = 6397,3 kPa
c = —6597,3 kPa

PGl,elem4 ~—

Comparando agora em termos do deslocamento vertical no ponto P da consola, obtém-se com
o programa MEFDIN3D que o deslocamento vertical no n6 205 (o que corresponde ao grau

de liberdade 401) é u(410) =-0,0184m.

Recorrendo a um programa em Excel para calcular deslocamentos em varios pontos de uma
viga com determinadas condi¢des de fronteira, verifica-se que o deslocamento vertical na

extremidade da consola, é de u, =—0,01875m.

Como se pode concluir, os resultados referentes ao célculo estatico da consola em estudo,

obtidos analiticamente e com o programa MEFDIN3D revelam uma boa concordancia.

4.4.3 Anadlise dindmica. Exemplos de teste

Para testar a coeréncia dos célculos dindmicos obtidos com o programa de elementos finitos
MEFDIN3D, utiliza-se a mesma viga em consola, mas com uma altura reduzida de 0,25m
como se observa na Figura 4.33. Nestas condicdes, a estrutura enquadra-se nos conceitos da
teoria das pecas lineares. Assim, procede-se a comparagdo dos resultados analiticos, com base
nas conhecidas expressdes referentes a determinagdo das frequéncias naturais em pecas
lineares [Clough & Penzien, 1993], com os resultados numéricos obtidos com o MEFDIN3D
considerando elementos finitos planos de 4 e de 8 nds.

Uma viga em consola, sujeita apenas ao seu peso proprio, teoricamente apresenta as seguintes

frequéncias naturais e modos de vibracado de flexdo, tal como se observa na Figura 4.32.

132



72N
-

=

N =
N 1
9, x)
9,(x)
\
N 2
9,09
§\_/ \ o=
\ =

N

3,516 /ﬂ
L m

22,03 |EI
o, ==
L m

61,70 /ﬂ
r m
120,9 /ﬂ
r m

Figura 4.32: Frequéncias naturais e modos de vibracdo de flexdo. Valores tedricos para uma viga em

consola.

Sendo,

E =20 GPa;
v =0,20;

m=10,625 ton/m;

A =0,25m?*;
L=10 m;
I=0,00130 m*.

—
ST
N

1,0m

25 kN/m

4

10,0 m .

i

7

Figura 4.33: Viga em consola para efectuar o teste para o

calculo dinamico.

entdo, as frequéncias naturais calculadas analiticamente e as que se obtiveram numericamente

pelo programa MEFDIN3D resumem-se na Tabela 4-3.

. MEFDIN3D - E.F. MEFDIN3D - E.F.
Modo ’l;::l):;:‘iai ?:I“:;S isoparamétricos de 4 nés | isoparamétricos de 8 nos
f (Hz) f (Hz)
1 1,14 1,35 1,13
2 7,15 8,43 7,07
3 20,03 23,55 19,71
4 39,25 46,00 38,39

Tabela 4-3: Comparacéo dos valores das frequéncias naturais obtidos analiticamente e numericamente

com o MEFDIN3D considerando elementos finitos planos de 4 e de 8 nés.
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Analisando os resultados da tabela anterior, verifica-se que os valores das frequéncias naturais
considerando elementos finitos de 8 nds, sdo da ordem de grandeza dos resultados obtidos
analiticamente, a partir da teoria das pecas lineares. Caso se utilizassem elementos finitos
isoparamétricos tridimensionais tipo cubo com 20 nds, os resultados das frequéncias seriam
ainda mais proximos dos valores tedricos, o que significa que a utiliza¢io de elementos finitos
com mais pontos nodais conduz a resultados mais préximos da solu¢do analitica. De facto, os
valores registados nos elementos de 4 nds sdo relativamente semelhantes aos tedricos até ao
3° modo de vibracdo. No 4° modo ja se verifica uma discrepancia de valores, precisamente
por se tratar de um modo de flexdo mais notavel.

Seguidamente mostram-se os modos de vibragdo obtidos com o programa MEFDIN3D

considerando elementos finitos de 8 nods.

1° Modo de vibragao 2° Modo de vibragao

Figura 4.34: Quatro primeiras configuracdes modais da viga em consola em andlise obtidas com o

programa MEFDIN3D utilizando elementos finitos planos isoparamétricos de 8 nds.

Em seguida mostram-se resultados da andlise dindmica de uma consola tridimensional, com
uma altura de 6,0m e uma seccao de 0,5 x O,6m2 obtidos com o programa MEFDIN3D. Esta
estrutura estd sujeita ao seu peso proprio e a uma forca concentrada, aplicada no topo de 250
kN. E constituida por betdo, cujo médulo de Elasticidade é de 20 GPa e apresenta um
coeficiente de Poisson de 0,20. Discretizou-se a consola em 6 elementos tridimensionais
isoparamétricos tipo cubo de 20 nds, como se observa na Figura 4.35 a).

Na Figura 4.35 b) mostra-se a deformada da consola, sujeita as acg¢des descritas
anteriormente, assim como, o campo de tensdes principais (nos 27 pontos de Gauss por
elemento) obtidos com o MEFDIN3D.

A Figura 4.35 c) apresenta as quatro primeiras configuracdes modais da consola e também os

valores que se obtiveram para as frequéncias naturais utilizando o MEFDIN3D.
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Compressia

+— Tracglo

1° Modo de vibracdo 2° Modo de vibragdo 3° Modo de vibracdo 4° Modo de vibracdo

7 7 7 7
6 6 6 6
5 5 5 5
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1 1 1 1
0 0 0 0
0 o g 0 0 g 0 o g 0 0 g
2 2 2 2 2 2 2 2
f; =12,52 Hz f,=14,91 Hz f;=72,69 Hz f, = 84,00 Hz
c)

Figura 4.35: Calculo dinamico com o MEFDIN3D: a) malha de elementos finitos tridimensionais tipo
cubo de 20 nds da consola em andlise; b) deformada da consola e campo de tensdes principais (nos 27
pontos de Gauss por elemento) e; c) frequéncias naturais ¢ modos de vibracdo da consola (1° ao 4°

modo).

4.5 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentou-se a formulagdo do Método dos Elementos Finitos, com vista a
modelagdo numérica do comportamento estitico e dinamico de estruturas, utilizando um
exemplo simples de um modelo estrutural de uma barragem de gravidade discretizada em

elementos finitos de placa de 4 nds, que ajudou a exemplificar a sequéncia de etapas a adoptar
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neste método. Primeiramente apresentaram-se os conceitos referentes a andlise estitica de
estruturas e, em seguida, generalizou-se para a andlise dinamica, abordando em particular a
accdo sismica. Salientou-se a facilidade em generalizar, em termos de implementacao
computacional, o método de elementos finitos de placa com 4 nds para elementos finitos de
placa com 8 nds e elementos finitos tridimensionais de 20 ndés. Como se mostrou neste
capitulo, as modificagGes a introduzir relacionam-se apenas com as funcdes de interpolacdo e
com o nimero de pontos de Gauss a adoptar.

Na sequéncia do estudo efectuado neste capitulo, foi desenvolvido o programa MEFDIN3D
em MATLAB, de elementos finitos de placa com 4 e 8 nds e elementos finitos
tridimensionais tipo cubo de 20 nds, que permite efectuar a andlise estdtica e dindmica de
estruturas (no dominio do tempo e pelo método do espectro de resposta).

Apresentaram-se alguns exemplos de estruturas simples, para as quais sdo conhecidas as
solucdes analiticas, para testar a fiabilidade do programa MEFDIN3D relativamente ao

calculo estatico e dindmico e também para mostrar as suas potencialidades.
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Capitulo 5

Aplicacdo a barragem do Cabril e a torre das
tomadas de agua

51 Consideracoes iniciais

A barragem do Cabril é, em termos de altura, a maior barragem de Portugal. Trata-se de uma
barragem em abdbada de dupla curvatura (Figura 5.1 b), localizada no distrito de Castelo
Branco no rio Zézere e encontra-se em funcionamento desde 1954. Esta fundada num macico
granitico e tem a particularidade de apresentar uma zona de maior espessura ao nivel do
coroamento. E uma barragem em betdo, com uma altura maxima acima da fundacéo de cerca
de 132m; a cota do coroamento € de 297m e o desenvolvimento entre encontros € de 290m

(Figura 5.2 a).

a) b)
Figura 5.1: a) Vista da barragem do Cabril e da albufeira. b) Planta geral da barragem [Site 3].

O aproveitamento do Cabril € constituido por quatro 6rgdos de grande importancia,
nomeadamente, a barragem, a central, a torre das tomadas de dgua e o sistema de evacuacao
de cheias.

A torre das tomadas de 4gua é uma estrutura em betdo armado com uma altura de 132m que

se encontra ligada ao coroamento através de um passadi¢co em betdo (Figura 5.2 b). A ligacdo
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entre o passadico e a barragem € materializada por intermédio de um apoio vertical com uma
junta que permite os deslocamentos relativos entre a barragem e o passadico na direccao
montante-jusante.

A torre permite o controlo das comportas das duas tomadas de dgua para os grupos e da
descarga de fundo (posicionada entre os grupos). A parte inferior da torre engloba as tomadas
propriamente ditas com grades metélicas finas na entrada de dgua para os grupos e a descarga
de fundo com uma grade de betdo armado na entrada (Figura 5.3 b). A parte superior da torre
¢ uma estrutura reticulada, que suporta no seu topo, acima do nivel da dgua, os 6rgdos de

manobra das comportas e das grades finas (Figura 5.3 a).

:
B

a) b)
Figura 5.2: a) Vista de montante da barragem. b) Perfil da barragem com a torre das tomada de dgua

[Site 3].

a) b)

Figura 5.3: a) Vista lateral da barragem e da torre das tomadas de 4gua com os 6rgdos de manobra das

comportas. b) Vista do paramento de montante da barragem e da torre das tomadas de 4gua

[Xerez, 1954].
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E de notar que, o funcionamento dos grupos de produgdo, para determinadas situagdes de
vibragdo, excitam de forma significativa a torre das tomadas de dgua. Este facto justifica em
parte, o interesse do estudo do comportamento dinamico da torre.

A anélise de resultados experimentais obtidos com base em ensaios de vibracdo ambiental
efectuados no corpo da barragem do Cabril em 2002, conduziu a identifica¢do de frequéncias
relevantes em torno de 1,0 Hz, que ndo tinham correspondéncia com as primeiras frequéncias
naturais da barragem, mas que poderiam eventualmente estar relacionadas com o movimento
oscilatério da torre das tomadas de dgua.

A anidlise espectral de um registo de aceleracdes obtido em Dezembro de 2008 no sistema de
monitorizagdo recentemente instalado [Mendes, 2009], que permite a observagdo em continuo
do comportamento dinamico da barragem do Cabril, confirmou novamente a existéncia de
picos, supostamente correspondentes as frequéncias naturais da torre.

Assim, com o0 objectivo de averiguar a existéncia de fendmenos de interac¢do dinamica entre
o movimento oscilatério da torre e da prépria barragem, considerou-se de todo o interesse
nesta dissertacdo, analisar o comportamento dindmico da torre das tomadas de dgua. Para tal,
foram realizados ensaios de vibragdo ambiental na torre e desenvolveram-se também trés
modelos numéricos de elementos finitos (dois modelos com o SAP 2000 e um com o
programa MEFDIN3D), para simular o comportamento dindmico da torre. Foi igualmente
necessario realizar um ensaio de ultra-sons para determinar o médulo de elasticidade do betao
da torre.

A utilizacdo conjunta de resultados experimentais e numéricos é fundamental para possibilitar
uma adequada caracterizacdo do comportamento dindmico da torre, até porque, na elaboracdo
dos modelos numéricos sdo adoptadas hipéteses simplificativas face ao desconhecimento ou a
complexidade da estrutura real e, os ensaios em obra permitem validar as hipdteses
consideradas nos modelos numéricos e proceder a sua calibragao.

Com os modelos numéricos devidamente calibrados, procedeu-se ao estudo da previsdao do
comportamento dindmico da torre sob ac¢des sismicas impostas na base.

Para mostrar as potencialidades do MEFDIN3D, no final deste capitulo apresentam-se
resultados de um célculo sismico da barragem do Cabril, com animac¢des em 3D da evolucao

do campo de deslocamentos e de tensdes durante a actuacdo do sismo considerado.
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5.2 Observacao e analise do comportamento dinAmico da barragem do

Cabril

Nas grandes barragens de betdo com uma idade média de cerca de 50 anos, como é o caso da
barragem do Cabril que se encontra em funcionamento desde 1954, é fundamental obter
informagdo que permita caracterizar o seu comportamento dinamico ao longo do tempo,
nomeadamente variacdes de frequéncias naturais e configuracdes modais, de forma a
controlar a seguranga destas estruturas. Muitas destas obras representam um elevado risco
potencial devido a sua idade avangada, aos processos de deterioragdo que ocorrem ao longo
do tempo devido a fendémenos como o da eventual expansdo do betdo ou devido a acgdes

excepcionais, como por exemplo, ac¢des sismicas de intensidade elevada.

Na fase inicial de exploragcdo da barragem do Cabril foi detectada uma significativa fissuracao
horizontal no paramento de jusante, numa faixa situada entre os 10 e os 20m abaixo do
coroamento. Em 1981, depois de analisado o comportamento estrutural, de investigacoes
complementares na fundacdo, de ensaios de materiais e de simulagdo por modelos fisicos e
numéricos para determinar as causas da fissuracdo, foi decidido levar a efeito trabalhos de
reparagdo. Os referidos trabalhos consistiram no tratamento da fundagdo, na injeccdo das
juntas de contracc¢do e no tratamento das fendas com injec¢des de resina apds a caracterizacao
das respectivas aberturas e profundidades. Com o reenchimento da albufeira verificou-se que
a obra tornou a fissurar na mesma zona.

Desde entdo tém sido realizados no LNEC vdérios estudos sobre o comportamento da
barragem do Cabril, no sentido de contribuir para um melhor conhecimento da fissuracao
observada nesta obra.

Durante a vida util desta barragem efectuaram-se dois ensaios de vibracao forcada (em 1981 e

1996) e mais recentemente trés ensaios de vibragdo ambiental (entre 2002 e 2003).

O ensaio de vibragao ambiental realizado na barragem em 20 de Fevereiro de 2002 [Oliveira
et al., 2003; Mendes, 2005] com o apoio da EDP (entidade gestora do aproveitamento
hidroeléctrico do Cabril), com a albufeira a cota 267m, teve como objectivos: i) avaliar os
niveis de vibrac@o na zona superior da obra com os grupos em funcionamento (para diferentes
poténcias de producdo) e com os grupos desligados e; ii) identificar as frequéncias naturais e

as configuragdes modais dos primeiros modos de vibragdo da obra.
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Para o caso do ensaio de vibracdo ambiental realizado com os grupos desligados, a andlise
espectral das séries temporais medidas conduziu a identificagdo de dois picos em torno da
frequéncia de 1,0 Hz que ndo estavam relacionados com as frequéncias naturais da barragem
(Figura 5.4). De entre as vdrias hipdteses que foram avancadas no sentido de descobrir a
origem desses picos espectrais, considerou-se que uma das mais plausiveis era a que sugeria
que os referidos picos poderiam estar relacionados com o eventual movimento oscilatério da
torre das tomadas de dgua que se poderia reflectir nos paramentos da barragem. Assim,
considerou-se que seria de todo o interesse determinar as frequéncias naturais da torre para

averiguar se poderiam ser da ordem dos 1,0 Hz.
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Figura 5.4: Espectro com os valores singulares da matriz das densidades espectrais de poténcia obtido

nos ensaios de vibragdo ambiental em Fevereiro de 2002 (adaptado de [Mendes, 2005]).

Na Figura 5.5 mostra-se a disposi¢do dos 12 acelerémetros utilizados no ensaio (9 na galeria
por baixo do coroamento e 3 na galeria imediatamente abaixo — situada sob a zona fissurada).
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Figura 5.5: Ensaio de vibracdo ambiental de Fevereiro de 2002. Disposi¢ao dos 12 acelerémetros na

barragem (adaptado de [Mendes, 2005]).
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Na sequéncia destes estudos na barragem do Cabril foram realizados mais dois ensaios de
vibragdo ambiental em 2003 com o objectivo de avaliar a influéncia da fissuragdo no
comportamento da barragem, e para caracterizar o efeito das variacdes da cota de dgua na
albufeira sobre as frequéncias naturais [Mendes, 2005].

Na Figura 5.6 apresentam-se as frequéncias naturais observadas nos dois ensaios de vibracao
forcada e nos trés ensaios de vibracdo ambiental referidos. Com o objectivo de facilitar a
interpretacdo dos resultados observados, também se apresentam nesta figura as linhas de
influéncia calculadas numericamente com o modelo de elementos finitos tridimensionais,
considerando a hipétese de fundagao eléstica e a inexisténcia de juntas.

Como se observa na Figura 5.6, ocorre um decréscimo das frequéncias naturais da barragem
para cotas de dgua na albufeira superiores a 260m, pois a massa do sistema aumenta devido
ao acréscimo da massa de dgua (para cotas de dgua inferiores a 260m, pode verificar-se um
decréscimo das frequéncias naturais devido ao facto das juntas abrirem, o que corresponde a

um decréscimo da rigidez global).
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Figura 5.6: Efeito do nivel da 4gua na albufeira sobre as trés primeiras frequéncias naturais

identificadas em ensaios de vibrag¢do forgada e ambiental [Mendes, 2005].

No entanto, estes ensaios que t€m sido efectuados esporadicamente, ndo permitem obter a
quantidade de informacdo necessdria para caracterizar adequadamente o comportamento
dindmico da barragem do Cabril, pois os parametros dindmicos deste tipo de sistemas
(barragem-fundagao-albufeira) variam ao longo do tempo. Estas alteracdes devem-se
essencialmente a variacdoes da cota de dgua, a variacOes térmicas e devido a eventuais

alteracoes estruturais, como por exemplo, a evolugdo de processos de fissuracao.
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Nesta perspectiva, desde 2008 que estd a ser desenvolvido no LNEC, com apoio financeiro da
Fundagdo para a Ciéncia e Tecnologia (FCT) e da EDP, e no ambito do Plano Nacional de
Re-Equipamento Cientifico [PRNC, 2002], um sistema pioneiro que permite a monitorizacao
em continuo do comportamento dindmico da barragem do Cabril [Mendes, 2009].

Com este sistema, que actualmente ja se encontra em pleno funcionamento, obtém-se registos
de aceleragdes na barragem em continuo, os quais sdo armazenados em ficheiros hordrios com
uma frequéncia de amostragem de 50 pontos por segundo. Na andlise de um desses registos
obtido em Dezembro de 2008 com os grupos desligados e a 4gua a cota 280m, identificaram-
se, tal como no ensaio de Fevereiro de 2002, os picos que supostamente correspondem as
primeiras frequéncias naturais da torre das tomadas de dgua. Na Figura 5.7 mostra-se o
espectro até 6,0 Hz onde sdo visiveis os picos (eventualmente associados as frequéncias da

torre) para além dos picos que correspondem as frequéncias naturais da barragem.
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Figura 5.7: Espectro com os valores singulares da matriz das densidades espectrais de poténcia
obtidos num dos registos em Dezembro de 2008 no sistema de observagdo em continuo do

comportamento dindmico da barragem do Cabril [Mendes, 2009].

Recorrendo ao programa MEFDIN3D para andlise estdtica e dinamica de estruturas pelo
M.E.F. 2D e 3D) desenvolvido em MATLAB no ambito deste trabalho (capitulo 4),
apresentam-se em seguida as frequéncias naturais e modos de vibragao da barragem do
Cabril, obtidos com um modelo de elementos finitos tridimensionais tipo cubo de 20 pontos

nodais. Neste modelo admitiu-se um mdédulo de Elasticidade para o betdo de 32,5 GPa, um
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coeficiente de Poisson de 0,20 e um peso especifico para o betdo de 24 kN/m’. O célculo foi
efectuado considerando a albufeira vazia e fundagdo rigida (apoios rigidos na superficie de
insercdo barragem-fundacao).

A barragem foi discretizada em 32 elementos finitos (isoparamétricos do 2° grau) e em 277

pontos nodais (Figura 5.8), o que se considerou suficiente para a andlise dindmica pretendida.

Epeso = 32,5 GPa
v=0,20

Figura 5.8: Andlise dindmica da brragem do Cabril com o programa MEFDIN3D. Malha de

elementos finitos tridimensionais tipo cubo, de 20 nds.

As frequéncias naturais da barragem e os trés primeiros modos de vibragdo que se obtiveram
com o programa MEFDIN3D apresentam-se na Figura 5.9 (situacdo de albufeira vazia e
hipétese de fundacao rigida).

Observando a Figura 5.9, conclui-se que o 1° modo de vibracdo (frequéncia natural de
3,059 Hz) apresenta uma configuragdo anti-simétrica, com um nodo situado aproximadamente
a meio do coroamento (numa vista em planta).

O 2° modo de vibracdo (frequéncia de 3,285 Hz) e o 3° modo (frequéncia de 4,440 Hz)

apresentam configuracdes simétricas, tendo cada um dois nodos.

Na Figura 5.6 pode-se verificar que para a situacdo de albufeira vazia, as frequéncias naturais
obtidas com um modelo numérico envolvendo a fundacdo da barragem (modelo com
fundacao elastica [Oliveira et al., 2003]), foram aproximadamente de 2,70 Hz, 2,88 Hz e
3,90 Hz. Comparando estes resultados com os obtidos com o programa MEFDIN3D
considerando a fundacao rigida, verifica-se, como seria de esperar, que as frequéncias naturais
na hipétese de fundacao rigida sdo ligeiramente superiores as que se obtém com a hipétese de

fundacao elastica.
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Apesar das hipdteses simplificativas adoptadas, os resultados obtidos com o presente modelo
permitem afirmar que os picos identificados experimentalmente com base na analise espectral
dos registos de aceleracdes medidas em obra (Fevereiro de 2002 e Dezembro de 2008) para
frequéncias inferiores a 1,0 Hz, ndo correspondem a modos de vibracdo da barragem. A
hipétese de que estes picos possam estar associados aos modos de vibracdo da torre das
tomadas de dgua (o que significaria que existe um efeito de interaccdo dindmica entre o

movimento oscilatério da torre e o corpo da barragem), € analisada no ponto seguinte.

1° Modo de Vibragdo 2° Modo de Vibragdo

f,=3,059 Hz f,=3,285Hz

3° Modo de Vibragdo

fy= 4,440 Hz

Figura 5.9: Trés primeiras configuragdes modais e respectivas frequéncias naturais da barragem do
Cabril obtidas com o programa MEFDIN3D considerando a albufeira vazia e a hipétese de fundagdo

rigida.
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53 Observacio e analise do comportamento dinamico da torre das
tomadas de agua

Neste ponto efectua-se o estudo do comportamento dindmico da torre das tomadas de dgua da
barragem do Cabril, com vista a analisar a hipdtese atrds referida da possibilidade de
ocorréncia de fendmenos de interac¢do dinamica entre a torre € a propria barragem, revelada
nos espectros de acelera¢cdes medidas no corpo da barragem, em termos dos picos detectados
para frequéncias inferiores a 1,0 Hz.

Para tal, efectuou-se um ensaio de vibragdo ambiental com medi¢ao de aceleracdes no topo da
torre na direc¢do montante-jusante € na direc¢io margem esquerda-direita. Com vista a
preparacdao do ensaio e posterior andlise, foram desenvolvidos dois modelos numéricos de
elementos finitos 2D e um modelo de elementos finitos 3D, para simular o comportamento

dinamico da torre.

5.3.1 Modelagcdo numérica (2D e 3D)

Neste ponto apresentam-se os modelos numéricos (2D e 3D) que foram desenvolvidos para
simular o comportamento dinamico da torre das tomadas de dgua, com base em resultados
experimentais que vao ser apresentados em seguida.

Foi necessdrio realizar um estudo paramétrico nestes modelos para avaliar a influéncia da
rigidez adoptada para a ligacdo passadico-barragem de forma a obterem-se frequéncias
naturais proximas das obtidas nos ensaios.

Como ja se referiu no capitulo 4, foi desenvolvido o programa MEFDIN3D de elementos
finitos de placa com 4 e 8 pontos nodais € elementos finitos tridimensionais (do tipo cubo)
com 20 nés usando o programa MATLAB v.7.1. A andlise dindmica da torre das tomadas de
agua apenas foi efectuada considerando elementos finitos planos de 8 pontos nodais, que,
como se mostrou no capitulo anterior, ttm um melhor comportamento, comparativamente
com os elementos de 4 nds, para simular os efeitos de flexdao nas estruturas.

Foram também desenvolvidos dois modelos da estrutura em estudo utilizando o programa de
calculo automético SAP 2000 Nonlinear v.7.42.

O primeiro modelo construido em SAP 2000 permite efectuar uma anélise bidimensional da
estrutura (sec¢do na direc¢cdo montante-jusante) e € constituido por elementos finitos do tipo

placa com 4 nds. A constru¢do deste modelo bidimensional em SAP serve essencialmente
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para confirmar os resultados obtidos no programa de elementos finitos MEFDIN3D em
MATLAB.

O modelo tridimensional em SAP 2000 permite a representacdo integral da estrutura, sendo
constituido por elementos finitos de barra com 2 n6és e elementos finitos de casca delgada de 4
pontos nodais.

E importante referir que foram consideradas algumas simplificagdes em todos os modelos,
nomeadamente ao nivel da estrutura, nas sec¢des dos elementos, na ligacao da torre ao solo de

fundacdo e na ligacdo passadi¢o-barragem.

5.3.1.1 Determinacdo do médulo de elasticidade. Ensaios de ultra-sons

Em termos dos modelos numéricos um dos parametros fundamentais é o moddulo de
elasticidade do betdo e por isso, procedeu-se a sua determinagio experimental realizando um
ensaio de ultra-sons “in-situ” num dos pilares da torre das tomadas de dgua.

O ensaio de ultra-sons para determinar o médulo de elasticidade do betdo, consiste na
determinacdo da velocidade de propagacao dum impulso ultra-sénico entre dois pontos de
medida, a qual pode ser correlacionada com o valor do médulo de elasticidade (E) pela
seguinte expressao:

) (I1+v)-1-2v)
ome—r Y eV
(I-v)

E=v (5.1)

sendo,

v —velocidade de propagacao do impulso;

m—massa especifica do betao (m =2 5ton/m’ ) ;

v — coeficiente de Poisson (v =0,20).

No ensaio realizado na torre foi colocado um transdutor emissor numa face de um dos pilares
e, o sinal ultra-sénico depois de atravessar o betdo, foi captado por um transdutor receptor,
colocado na face oposta. O tempo decorrido entre a emissao e a recepcao (distancia de 1,50m
entre faces), € medido electronicamente numa unidade de medida central, sendo assim
possivel calcular a velocidade de propagacdo. O equipamento € composto por uma unidade
central (onde se encontra o gerador de impulsos eléctricos e o circuito de leitura) e por dois

transdutores (emissor e receptor), tal como se pode observar na Figura 5.10.
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a) b)

Figura 5.10: a) Equipamento dos ultra-sons constituido por uma unidade central e dois transdutores.

b) Ensaio de ultra-sons num dos pilares da torre das tomadas de dgua da barragem do Cabril.

Ap6s a realizacdo de trés medi¢des, determinou-se que o tempo médio dispendido pelas ondas
de ultra-sons para atravessar a espessura do pilar foi de 385 milissegundos, o que corresponde
a uma velocidade média de 3896 m/s.

Substituindo este valor na expressdo (5.1), obtém-se o resultado E =34,2 GPa para o médulo

de Elasticidade do betado da torre.

5.3.1.2 Analise 2D com o programa MEFDIN3D (MATLAB)

Descricdo do modelo e hipdteses adoptadas

Com vista a estudar o comportamento dindmico da torre na direccio montante-jusante,
primeiramente foi desenvolvido um modelo plano de elementos finitos de placa de 8 pontos
nodais (2 G.L. por no).

Neste modelo considerou-se a hipétese de material isotropico de comportamento eldstico-
linear com E = 34,2 GPa, v = 0,20 e um peso especifico para o betdo armado de 25 KN/m?.
Introduziu-se um apoio eldstico na extremidade do passadi¢o (na zona de ligacdo a barragem)
segundo a direccdo montante-jusante (K = 7500 kN/m) para simular a ligacdo passadico-
barragem, bem como um apoio fixo na direc¢do vertical.

Foram considerados encastramentos na ligacdo da torre a fundacdo (hipétese de fundagdo

rigida).
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A andlise dinamica da torre foi efectuada considerando apenas a massa do betdo, tendo sido
desprezada a influéncia da pressdo hidrodindmica da dgua sobre a torre.

A estrutura foi discretizada em 157 elementos finitos, o que corresponde a um total de 616
pontos nodais.

E de referir que o valor do pardmetro K, correspondente 2 rigidez do apoio eldstico no
passadi¢o na direccdo montante-jusante, pode influenciar significativamente o comportamento
dinamico da torre. Assim, este valor foi ajustado por forma a que os valores das frequéncias

naturais coincidissem com os resultados identificados nos ensaios de vibracdo ambiental.

Frequéncias naturais € modos de vibracio

As trés primeiras configuracdes modais e as respectivas frequéncias naturais que se obtiveram

para a torre com este modelo apresentam-se na Figura 5.11.

1° Modo de vibragao 2° Modo de vibragao 3° Modo de vibragdo

Fm

=

m i}
.

o o
11

Ebeo = 34,2 GPa
v=20,20

f, = 0,88 Hz f, = 2,68 Hz fy = 4,46 Hz

Figura 5.11: Trés primeiros modos de vibragcdo da torre (direc¢do montante-jusante) e respectivas

frequéncias naturais obtidas com o programa MEFDIN3D considerando elementos finitos de placa de

8 nos.
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5.3.1.3 Analise 2D com o SAP 2000

Descricio do modelo e hipéteses adoptadas

Com o objectivo de confirmar os resultados obtidos com o programa MEFDIN3D em
MATLAB desenvolvido no ambito deste trabalho, utilizou-se o programa SAP 2000 com o
qual foi elaborado um modelo plano da torre, semelhante ao anterior, em que se utilizaram
elementos finitos do tipo placa (formulacio do SAP), tendo sido efectuada a sua andlise
dinimica.

Consideraram-se as mesmas caracteristicas mecanicas que foram adoptadas no modelo
desenvolvido com o MEFDIN3D, idénticas condicdes de apoio e considerou-se um valor
idéntico para a rigidez na ligagdo passadi¢co-barragem.

Adoptou-se uma discretiza¢do envolvendo 130 elementos finitos e 242 pontos nodais.

Frequéncias naturais e modos de vibraciao

Ap6s efectuar a andlise dindmica da torre das tomadas de dgua, obtiveram-se as seguintes
configuragdes modais e respectivas frequéncias naturais para os trés primeiros modos de

vibracdo (Figura 5.12).

1° Modo de vibragao 2° Modo de vibragao 3° Modo de vibragao

Ebewo = 34,2 GPa
v=0,20

ITT - T

fi;=0,88 Hz f,=2,83 Hz f;=4,85 Hz

Figura 5.12: Configuragdes modais dos trés primeiros modos de vibracéo e respectivas frequéncias

naturais obtidas com o programa SAP 2000 numa anélise bidimensional.
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53.14 Analise 3D com o SAP 2000

Descricio do modelo e hipéteses adoptadas

Na sequéncia dos estudos dinamicos efectuados com os anteriores modelos simplificados
(modelos para simular o comportamento dindmico da torre na direccao montante-jusante), foi
desenvolvido em SAP 2000 um modelo tridimensional constituido por 276 elementos finitos
de barra 3D (“frame elements”) e 342 elementos de casca delgada (“shell elements”)
correspondente a uma discretizacdo com 1075 pontos nodais. Trata-se de um modelo eléstico
linear com E = 34,2 GPa e v =0,20.

Com este modelo tridimensional, pretende-se conhecer as frequéncias naturais e os modos de
vibragdo que, naturalmente se caracterizam por apresentarem componentes em ambas as
direcgdes.

A ligacdo entre o passadico e a barragem foi simulada por intermédio de apoios eldsticos
pontuais colocados na direccdo margem esquerda - direita e na direc¢do montante - jusante
(Kme-mp = 35000 kN/m e Ky = 32000 kN/m); na direccdo vertical consideraram-se apoios
fixos. Relativamente a ligacdo da torre ao solo considerou-se a hipdtese de encastramento
perfeito (fundagao rigida).

Por simplificacdo, consideraram-se seccOes rectangulares para os pilares, e a parede
localizada na parte inferior da torre definida em planta por contornos curvos, também foi
simplificada, considerando-a definida por contornos rectos (Figura 5.13).

Os pilares e as vigas foram modelados com elementos de barra 3D e as lajes e paredes com
elementos do tipo casca delgada.

A andlise dindmica da estrutura foi efectuada considerando apenas a massa do betdo armado
(peso especifico de 25 kN/m®) e desprezou-se a influéncia da pressdo hidrodindmica da dgua

sobre a torre.

Figura 5.13: Torre das tomadas de dgua: vista em planta. Simplificacdes adoptadas na defini¢do das

seccoes dos pilares no modelo 3D em SAP 2000.
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Frequéncias naturais € modos de vibracio

Na Figura 5.14 apresentam-se as configuracdes modais e as frequéncias naturais que se

obtiveram com o modelo tridimensional em SAP 2000.

1° Modo de vibragao 2° Modo de vibracdo 3° Modo de vibragao

f,=0,51 Hz f,=0,88 Hz f,=1,07 Hz

Figura 5.14: Configura¢des modais dos trés primeiros modos de vibracdo e respectivas frequéncias

naturais obtidas com o modelo tridimensional em SAP 2000.

5.3.1.5 Analise dos resultados obtidos com os modelos numéricos

Na Tabela 5-1 apresenta-se um resumo dos modos de vibracdo e das frequéncias naturais
obtidas com os modelos numéricos 2D e 3D desenvolvidos para analisar o comportamento

dindmico da torre das tomadas de 4gua.
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(1) - Esta translagdo refere-se ao movimento em planta da laje de topo da torre.

Tabela 5-1: Tabela resumo da comparagdo entre os resultados obtidos nos modelos numéricos 2D e

3D com o programa MEFDIN3D e o SAP 2000.

Com base nos resultados apresentados nesta tabela, verifica-se uma aceitavel coeréncia entre
os valores obtidos para as frequéncias naturais com os modelos 2D utilizando os programas
MEFDIN3D e SAP 2000.

Como se pode observar na tabela, o 1° modo de vibragdo obtido na anélise bidimensional,
utilizando os programas MEFDIN3D e SAP 2000 corresponde ao 2° modo de vibracao obtido
com o modelo 3D em SAP 2000.

5.3.2 Ensaios de vibracdo ambiental

Com vista a caracterizar experimentalmente o comportamento dinamico da torre das tomadas
de 4gua da barragem do Cabril e a estudar a possivel interaccdo entre a torre e a propria
barragem, foram realizados ensaios de vibragdo ambiental com medi¢ao de acelera¢des no
topo da torre. Nos ensaios realizados foi utilizado um sistema de medicdo de vibragdes
constituido por:

- Uma unidade de aquisi¢do de dados com 4 canais de medida, a qual se mostra na

Figura 5.15 a) (Modelo Basalt, Kinemetrics [Site 4]);
- 1 transdutor de aceleracdo uniaxial do tipo force balance (Modelo Episensor ES-U2,

Kinemetrics), tal como se mostra na Figura 5.15 b);
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- Cabo para alimentacdo do acelerémetro e transmissdo do sinal ao sistema de

aquisicao;

- 1 computador portatil para a configuracio e controlo do sistema.

Figura 5.15: a) Sistema de aquisicdo de dados (Modelo Basalt, Kinemetrics). b) Acelerémetro

uniaxial (Modelo Episensor ES-U2, Kinemetrics).

Com os recursos disponiveis, foram realizados dois ensaios de vibragdo ambiental na torre
com medicao de aceleracdes segundo a direccdo:
- Montante — Jusante €;

- Margem esquerda — Margem direita.
Os registos das aceleragdes foram efectuados com os seguintes pardmetros de aquisicao:

- Frequéncia de amostragem de 50 Hz;

- Tempo de aquisi¢do de 10 minutos (600 segundos).

5.3.2.1 Ensaio com medicdo de aceleracdes na direccdo montante — jusante

Neste primeiro ensaio foi colocado o acelerémetro uniaxial na extremidade esquerda da laje
de topo da torre das tomadas de dgua, de forma a obter medi¢des no sentido montante —

jusante da barragem, como se mostra na Figura 5.16.
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1° Ensaio

Figura 5.16: Esquema da colocagdo do acelerémetro uniaxial na direc¢io montante-jusante.

Em seguida apresenta-se o registo de aceleragdes obtido neste ensaio (duracao de 600 s).

Aceleracoes medidas: u(t)

0.00020

0.00010 A

0.00000

-0.00010 H

Aceleracoes (m/s 2)

-0.00020

t(s)

Figura 5.17: Registo de aceleracdes medidas na direc¢do montante-jusante.

A partir de uma subrotina em VisualBasic no Excel, foi possivel decompor em ondas o
acelerograma medido recorrendo a técnica das Séries de Fourier (tal como foi abordado no
capitulo 3 desta dissertacdo), para calcular o espectro de amplitudes, como se mostra na
Figura 5.18.

A andlise deste espectro mostra que, de entre as varias ondas em que se decompde o
acelerograma medido, destacam-se claramente, pela sua maior amplitude, as ondas
correspondentes as frequéncias naturais de 0,50 Hz, 0,89 Hz e 1,12 Hz.

O modo de vibragdo da estrutura segundo esta direc¢do, corresponde ao pico mais elevado

deste espectro, que neste caso € a frequéncia de 0,89 Hz.
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Figura 5.18: Espectro de amplitudes correspondente ao acelerograma medido na direc¢do montante-

jusante.

Pela andlise deste espectro, pode-se ainda retirar algumas conclusdes sobre os outros modos
de vibracdo da estrutura. De facto, o pico de maior amplitude corresponde, como seria de
esperar, a frequéncia de 0,89 Hz (modo de translacdo na direccao das aceleracdes medidas, ou
seja, na direccao montante-jusante). Contudo, sao também notdrios neste espectro, um pico na
frequéncia de 0,50 Hz e na frequéncia de 1,12 Hz, o que significa que outros modos deverao
ter componentes na direc¢do montante-jusante, o que de facto acontece com o 1° e 3° modos
calculados numericamente. O 1° modo, sendo de translacdo segundo a direc¢do margem
esquerda-direita, apresenta também uma significativa parcela de tor¢do (o apoio na ligacao
passadi¢o-barragem quebra a simetria estrutural); ja o 3° modo € claramente um modo de

tor¢ao.

5.3.2.2 Ensaio com medicio de aceleracoes na direccido margem esquerda — direita

Neste ensaio o acelerometro foi colocado no mesmo ponto (laje de topo da torre) na direccao

margem esquerda — margem direita tal como se mostra na Figura 5.19.
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2° Ensaio

MD 1 ME

Figura 5.19: Esquema da colocagdo do acelerémetro uniaxial na direc¢do margem esquerda-direita.

Neste ensaio obteve-se o registo de aceleragcdes que se apresenta na Figura 5.20.

Aceleracoes medidas: u(t)

0.0002
< 0.0001 -
172]
g
wn
2 0.0000
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-0.0002

0 100 200 300 400 500 600
t(s)

Figura 5.20: Registo de aceleracdes medidas na direc¢cdo margem esquerda-direita.

Utilizando a metodologia atrds descrita, obteve-se também o respectivo espectro de
amplitudes, que se apresenta na Figura 5.21.

Neste espectro destaca-se claramente um pico para a frequéncia de 0,51 Hz. Este pico de
maior amplitude corresponde a frequéncia do modo de vibragdo de translacdo segundo a
direccdo margem esquerda-direita (1° modo identificado com o modelo 3D em SAP 2000), o
qual, como j4 se referiu, apresenta uma significativa componente de torcao que se reflectiu no
espectro das aceleragdes medidas na direccao montante-jusante.

E também de referir que nesta direc¢do a estrutura é mais flexivel (dada a geometria dos
pilares), pelo que seria de esperar, como se verifica, que a frequéncia deste modo de vibracdo

fosse inferior a obtida para 0 modo na direc¢do montante-jusante.
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Porém, evidencia-se também um pico de baixa amplitude na frequéncia de 0,89 Hz, o que
significa que o 2° modo também ndo € um modo puramente de translacdo segundo a direc¢ao

montante-jusante, o que € confirmado numericamente.

Espectro de Amplitudes
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g
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2
]
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0.0 0.5 1.0 L5
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Figura 5.21: Espectro de amplitudes correspondente ao acelerograma medido na direccdo margem

esquerda-direita.

5.3.3 Comparagdo entre os resultados experimentais e numéricos

Na tabela seguinte apresentam-se os valores obtidos para as frequéncias naturais com o

modelo 3D em SAP 2000 e nos ensaios de vibragao ambiental.

f; (Hz) f, (Hz) f; (Hz)
Modelo 3D 0,51 0,88 1,07
(SAP 2000)
Medicao 0,50 0,89 1,12
montante-jusante
Medi(;ﬁo 0’5 1 0,89 _
margem esq.-dir.

Tabela 5-2: Tabela resumo da comparag@o entre os resultados obtidos no modelo 3D em SAP 2000 e

nos ensaios de vibragdo ambiental.

De acordo com os resultados dos ensaios de vibracdo ambiental na torre constata-se que, 0s
trés primeiros modos de vibracdo t€m frequéncias naturais que correspondem
aproximadamente aos valores obtidos com o modelo 3D desenvolvido em SAP 2000.

Neste ponto € de salientar que os valores médios das frequéncias naturais identificados com

base nas medicdes efectuadas directamente na torre (f; = 0,51 Hz, f, = 0,89 Hz e f5 =1,12 Hz),
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sdo idénticos aos valores das frequéncias dos primeiros picos registados nos espectros
correspondentes as medicdes efectuadas no corpo da barragem. Portanto, isto significa que as
vibragdes da torre se reflectem nas vibragdes da prépria barragem, confirmando-se deste
modo a anterior hipétese de interaccao dindmica entre a torre e a barragem.

Por fim, € de referir que a boa concordancia entre os resultados experimentais € numéricos
permite concluir que o modelo numérico 3D da torre desenvolvido em SAP 2000, esta
devidamente calibrado e, por isso, serd um modelo adequado para efectuar estudos de
previsdao do comportamento dindmico da torre sob ac¢des dindmicas, nomeadamente ac¢des

sismicas tal como se mostra no ponto seguinte.

5.4  Analise do comportamento sob accoes sismicas

Com vista a ilustrar as potencialidades do programa MEFDIN3D para o célculo sismico de
estruturas 2D e 3D (no dominio do tempo e por espectro de resposta), apresentam-se neste
ponto alguns resultados referentes a andlise sismica da torre das tomadas de dgua e da propria

barragem do Cabril.

5.4.1 Comportamento sismico da torre das tomadas de dgua. Andlise no dominio do

tempo e por espectro de resposta

O acelerograma sismico considerado neste estudo, que se apresenta na Figura 5.22, foi
estimado com base num modelo de rotura de falha [Carvalho, 2007] para um local situado na
zona centro de Portugal. Como se pode observar, trata-se de um acelerograma nao
estaciondrio de 10s, definido com uma frequéncia de amostragem de 100 Hz, com uma
aceleracdo de pico de 1,36 m/s* (aproximadamente 0,14g), e em termos espectrais a zona de
maiores amplitudes de resposta situa-se entre os 4 e 8 Hz.

O método do espectro de resposta permite estimar a resposta sismica maxima de uma
estrutura com comportamento em regime eldstico linear. Este método de andlise ¢
frequentemente utilizado em alternativa a uma integracao das equag¢des no dominio do tempo
quando se pretende projectar ou avaliar o comportamento estrutural para as acgdes sismicas.
A partir do método do espectro de resposta efectua-se o célculo sismico da torre das tomadas
de dgua para os trés modelos numéricos calibrados, estimando a resposta maxima da estrutura

quando solicitada por uma ac¢do sismica aplicada na base. Procede-se também a uma andlise
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comparativa dos deslocamentos maximos obtidos através deste método para cada um dos
modelos com o resultado que se obtém a partir das formulagdes no dominio do tempo. Os
resultados s@o analisados em termos do deslocamento maximo de um ponto localizado no

topo da torre das tomadas de dgua na direccdo montante-jusante.

Acelerograma sismico
2.0
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g
E
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=
[
3: 1.0
2.0
t(s)
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3.0
Im 2.5
g
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=
&
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Figura 5.22: Acelerograma sismico considerado e correspondente espectro de resposta em aceleragdes

absolutas (§ = 5%).

54.1.1 Calculo sismico com o0 modelo 2D em MEFDIN3D (MATLAB)

O programa MEFDIN3D foi utilizado para efectuar a anélise sismica da torre com base no
modelo bidimensional de elementos finitos planos de 8 nds atrds apresentado. Os
deslocamentos modais sao calculados para cada instante através da férmula recursiva,
apresentada no capitulo 3. Em seguida, os deslocamentos estruturais em cada instante siao
determinados com base no principio de sobreposicdo modal, utilizando apenas os primeiros

quatro modos de vibragao.
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Neste programa também foi desenvolvido um mdédulo que permite visualizar uma animacao
com a evolucdo no tempo da deformada da estrutura e do campo de tensdes principais nos

pontos de Gauss, devido a ac¢do sismica imposta (Figura 5.23).
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Figura 5.23: Deformada da estrutura e campo de tensdes principais nos pontos de Gauss em trés

instantes de tempo durante a actuag¢do do sismo considerado.

Na Figura 5.24 apresentam-se os espectros de resposta em aceleracdes absolutas, velocidades
e deslocamentos relativos para o acelerograma sismico em estudo, os quais foram calculados
com base na metodologia apresentada no capitulo 3, admitindo um coeficiente de
amortecimento relativo de 5% (§ = 5%). E de notar que no programa MEFDIN3D
introduzem-se os dados relativos ao espectro de resposta em aceleragdes absolutas e, os
espectros de resposta em velocidades e deslocamentos relativos sdo gerados a partir deste
(dividindo por ® e por ®’, respectivamente), designando-se assim por pseudo-espectros, como
¢ referido na Figura 5.24.

Para efectuar uma anélise sismica por espectro de resposta, primeiro é necessario determinar
as coordenadas modais maximas relativas aos modos de vibracdo que contribuem
significativamente para a resposta da estrutura.

Na Figura 5.25 apresenta-se uma comparacdo entre os valores das coordenadas modais
(calculadas com base numa andlise no dominio do tempo) referentes aos quatro primeiros
modos de vibracdo, e os valores maximos dessas mesmas coordenadas modais calculadas pelo

método do espectro de resposta. Como se pode verificar na Figura 5.25, as coordenadas
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modais sdo representadas nos planos u, —u, € u;—u, através de pontos nesses planos. Os

valores calculados no tempo correspondentes aos pontos (a verde) e os valores maximos
calculados por espectro de resposta sdo utilizados para tragcar as elipses (representadas a
vermelho), as quais correspondem a uma envolvente que equivale a utilizacdo da regra de
combinacdo RQSQ (raiz quadrada da soma dos quadrados), como € referido em
[Camara, 1989], de acordo com uma contribui¢do original do Eng.° Ricardo Teixeira Duarte.

Recorde-se que os valores maximos das coordenadas modais sdo calculados segundo o
método do espectro de resposta, a partir da multiplicacdo dos deslocamentos maximos obtidos
no espectro de deslocamentos, para cada modo de vibragdo, pelos respectivos factores de

participacdo modal, como se mostra atrds na Figura 3.32.

Acgdo sismica. Espectro de Resposta em acel. absolutas £ =5%
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Figura 5.24: a) Espectro de resposta em aceleragdes absolutas; b) pseudo-espectro de resposta em
velocidades relativas; ¢) pseudo-espectro de resposta em deslocamentos relativos para a ac¢do sismica

apresentada na Figura 5.22, considerando & = 5%.

Na Figura 5.25 pode-se verificar que as referidas elipses, cujos semi-eixos correspondem aos
valores maximos das coordenadas modais calculadas pelo método do espectro de resposta,
envolvem quase perfeitamente os pontos representados das coordenadas modais, calculadas
com base na andlise no dominio do tempo (para o acelerograma sismico da Figura 5.22). E
ainda de referir que, cada ponto (a verde) na Figura 5.25 corresponde a um instante de tempo,
ao qual estd associada uma dada deformada estrutural, como se mostra na figura para trés

instantes distintos.

162



Nesta figura, pode-se ainda constatar, pela andlise das duas elipses, que o 3° € 0 4° modos nédo
tém uma contribuicdo muito significativa para a resposta total da estrutura (a segunda elipse —
3° e 4° modos — é claramente menor que a primeira), contrariamente ao 1° e 2° modos que
revelam ser significativamente mais importantes, em particular o 1° modo (o semi-eixo
longitudinal da primeira elipse € significativamente maior que o seu semi-eixo vertical).

Por fim € de notar que, apesar das elipses envolverem a maioria dos pontos representativos
das coordenadas modais para cada instante de tempo, alguns pontos estdo ligeiramente fora
das elipses (mas sempre no interior do rectangulo que contém a elipse), o que significa que a

regra RQSQ neste caso, ndo envolve completamente todas as situagoes.

0.2f

0.2F *

-0.2f ! ! ! I ! ! ! !
-08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5.25: Representacdo das coordenadas modais para os quatro primeiros modos de vibragao (nos
planos u; —u, e u;—u,). Representagdo das elipses envolventes determinadas pelo método do

espectro de resposta e representagdo das coordenadas modais ao longo do tempo.

Métodos para combinacido dos modos

A anélise sismica com base no método do espectro de resposta permite calcular os valores
méximos da resposta da estrutura correspondentes aos modos mais significativos.

Os modos mais significativos para a torre das tomadas de dgua sdo sobretudo o 1° e o 2°
modos e eventualmente o 3° e o 4° modos, apesar destes influenciarem de forma bem menos

significativa a resposta dindmica global da estrutura.
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Desta forma, € suficiente considerar apenas os quatro primeiros modos de vibragdo para
determinar a resposta méxima da estrutura sob a accao sismica em andlise.

Neste tipo de andlise por espectro de resposta, € importante ter em conta que as diversas
respostas modais maximas niao ocorrem simultaneamente (a resposta maxima global ndo pode
portanto, ser obtida através da soma directa dos mdximos modais), sendo assim necessdrio a
utilizacdo de regras para efectuar a combinacdo dos modos considerados, sendo as mais
utilizadas a ja referida regra da Raiz Quadrada da Soma dos Quadrados (RQSQ) e a regra da
Combina¢ao Quadrética Completa (CQC).

e Regra da Raiz Quadrada da Soma dos Quadrados (RQSQ)

Esta regra estabelece que o valor maximo da resposta, em termos de uma determinada
grandeza, pode ser estimado fornecendo valores conservativos, através da raiz quadrada da
soma dos quadrados dos valores maximos dessa grandeza calculados em cada modo

[Chopra, 1995], ou seja:

5.2)

sendo, NMOD o nimero de modos de vibracdo considerados e u, os deslocamentos

estruturais maximos correspondentes ao modo de vibragdo n.
Assim, para calcular o deslocamento médximo no topo da torre segundo a direc¢io montante-
jusante (grau de liberdade 1) e considerando apenas os quatro primeiros modos de vibragao,

pode-se escrever:

max

ul = \/(¢11 ) ulmzix ) + (¢12 ’ uzmzix ) + (q)l?’ ) u3mz’|x ) + (¢14 ’ u4méx ) (5'3)
Esta regra de combinacdo modal permite obter resultados aceitdveis desde que o coeficiente

de amortecimento relativo seja inferior a 5% e desde que as frequéncias naturais dos modos

de vibracdo segundo a mesma direc¢do sejam relativamente afastadas.

e Regra da Combinacio Quadratica Completa (CQC)

z

Esta regra é a mais adequada quando as frequéncias naturais dos modos numa mesma
direc¢do estdo relativamente proximas. Esta combinacdo € traduzida pela seguinte equacao

[Chopra, 1995]:
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méix méx

NMOD NMOD
uméx:\/ Z z Pin Wi, Un (54)

i=1 n=1

onde, p,, representa o coeficiente de correlacdo entre os modos i e n e € dado pela expressao
que se apresenta em seguida, considerando um coeficiente de amortecimento relativo

constante em todos os modos (& =&, =¢&):

8 2 1 ) '3/2 A
= & ( +B1n)Bln B :& e OSp

mn

(1-B2) +48°, (1+B,)" o,

<1 (5.5)

sendo, p,, =p, € P,, =1 parai=n.

A regra CQC garante melhores resultados quando os modos segundo a mesma direc¢io tém
frequéncias naturais muito proximas, pois considera a combina¢do do efeito da correlagdao
entre as respostas dos varios modos, enquanto que a regra RQSQ assume que estas respostas
sdo independentes. Contudo, ndo € por esta razdo que os valores das respostas resultantes
sejam superiores aos que se obteriam com outras regras, nomeadamente com a RQSQ.

Na Figura 5.26 mostra-se a comparagao dos resultados obtidos para o deslocamento maximo
no topo da torre das tomadas de dgua (grau de liberdade 1) calculado no dominio do tempo e
pelo método do espectro de resposta a partir das duas regras referidas.

E de referir que, alguns autores propdem que a resposta maxima pode ser obtida por uma
média de valores fornecidos pelas duas regras aqui estudadas.

No presente caso da torre das tomadas de dgua, é de notar que as frequéncias calculadas para
os quatro primeiros modos de vibracdo ndo sdo muito préximas, o que conduz a que o

coeficiente de correla¢do p, da regra CQC tende para zero quando i#n, o que significa que

neste caso, a regra CQC € equivalente a regra da RQSQ, tal como se constata pela analise dos
valores obtidos para os deslocamentos méaximos calculados por estas duas regras de
combinacdo de maximos modais (Figura 5.26).

Importa também salientar que os resultados apresentados na Figura 5.26 foram obtidos a
partir do espectro de resposta que corresponde exactamente ao acelerograma sismico em
questdo. Todavia, os espectros regulamentares usualmente adoptados em projecto, sao
representativos de um vasto conjunto de acelerogramas, constituindo portanto, uma
envolvente espectral que tem em conta o periodo de retorno da ac¢do sismica, as incertezas na
defini¢do das acg¢des, coeficientes de seguranca, efeitos ndo lineares no comportamento das

estruturas, etc. Deste modo, o valor maximo absoluto obtido no dominio do tempo utilizando
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um unico acelerograma sismico, neste caso +0,03710m, pode ndo traduzir adequadamente a

resposta maxima da estrutura.

u
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Calculo no Dominio do tempo

Acelerograma sismico. Barragem do Cabril
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Figura 5.26: Andlise comparativa do deslocamento maximo no topo da torre (grau de liberdade 1)

obtido através de um célculo no dominio do tempo e pelo método do espectro de resposta (RQSQ e

CQC) para o acelerograma apresentado.

Como se mostra na figura, o valor de pico do deslocamento u; (topo da torre, segundo a

direccdo montante-jusante) obtido no dominio do tempo, u
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proximo dos valores maximos obtidos pelo método do espectro de resposta

(u 4 =10,03484m com aregraRQSQe u, . =+0,03480m com a regra CQC).

54.1.2 Calculo sismico com o modelo 2D em SAP 2000

Para determinar o deslocamento maximo no topo da torre segundo o grau de liberdade
horizontal (u;), efectuando um célculo no dominio do tempo com o SAP 2000, é necessario
comegar por fornecer ao programa um ficheiro que contém o acelerograma em andlise com os
valores das aceleragdes (em m/s?) ao longo do tempo.

Ap0s a defini¢do da histoéria de aceleragdes (considerando a hipdtese de comportamento linear
em todos os elementos durante a andlise), € necessério definir os factores multiplicativos a
adoptar para as direc¢des horizontal e vertical (modelo plano), tendo-se optado neste caso, por
factores multiplicativos unitdrios (amplitudes das aceleragdes iguais nas direccdes horizontal
e vertical).

Na Tabela 5-3 apresenta-se o resultado obtido com o SAP 2000 correspondente ao valor

maximo absoluto da histéria no tempo do deslocamento u; = uy (t).

Relativamente ao cdlculo efectuado com o SAP 2000 utilizando o método do espectro de
resposta, € necessdrio fornecer ao programa um ficheiro com o espectro de resposta em
aceleracdes absolutas (em m/s”) em funcdo do periodo T (em seg.), para um dado coeficiente
de amortecimento relativo (§ = 5%, neste caso).

Seguidamente hd que escolher a regra de combinacdo de méximos RQSQ, CQC ou ambas. E
de referir que no SAP 2000 é necessdrio preencher o campo relativo a combinacao direccional
dos espectros de resposta, sendo aconselhavel optar por uma combinacao do tipo RQSQ.
Consideraram-se factores multiplicativos unitdrios para os espectros de resposta em ambas as
direc¢des (tal como na andlise efectuada no dominio do tempo).

Na Tabela 5-3 mostram-se os resultados obtidos para o deslocamento u; s utilizando o
modelo 2D em SAP 2000 e também os resultados obtidos com o modelo 2D utilizando o
programa MEFDIN3D (resultados das andlises no dominio do tempo e por espectro de
resposta, com as regras RQSQ e CQC).

Como se observa nesta tabela, os valores de u; 3 obtidos com base nas andlises no dominio
do tempo e pelo método do espectro de resposta (para as duas regras de combinacdes de

maximos) nos modelos bidimensionais em MEFDIN3D e em SAP 2000, revelam uma boa
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coeréncia, o que permite confirmar a fiabilidade do programa MEFDIN3D para a realizagdao

de andlise sismica de estruturas no dominio do tempo e pelo método do espectro de resposta.

Modelo .. Método do espectro de resposta
Dominio do tempo
bidimensional RQSQ CQC
MEFDIN3D 0,03710m 0,03484m 0,03480m
SAP 2000 0,03760m 0,03640m 0,03640m

Tabela 5-3: Comparagdo entre os resultados obtidos no dominio do tempo e segundo o método do
espectro de resposta (RQSQ e CQC) nos modelos bidimensionais em MEFDIN3D (MATLAB) e em
SAP 2000.

54.1.3 Calculo sismico com o0 modelo 3D em SAP 2000

O processo para definir a histdria de aceleracdes no modelo tridimensional em SAP 2000 é
em tudo idéntico ao modelo bidimensional analisado anteriormente, sendo apenas necessario
considerar o mesmo acelerograma com o factor multiplicativo unitario, segundo a direc¢ao z.
Da mesma forma referida atrds no modelo bidimensional, introduziu-se o espectro de
aceleracdes absolutas (com um coeficiente de amortecimento relativo de 5%) e efectuou-se a
andlise sismica para as regras RQSQ e CQC. Considerou-se tal como anteriormente, uma
combinacdo direccional do tipo RQSQ e admitiram-se factores multiplicativos unitarios para
0s espectros nas trés direcgdes.

Na Figura 5.27 encontram-se os resultados obtidos em trés pontos no topo da torre no modelo
tridimensional em SAP 2000 para a andlise no dominio do tempo e segundo o método do
espectro de resposta para as duas combinagdes modais referidas, considerando 20 modos de
vibragao.

Como se observa nesta figura, verifica-se que em todos os pontos e segundo as direccdes
analisadas, os deslocamentos maximos (em valor absoluto) obtidos para o dominio do tempo
sd0 coerentes com os que se obtiveram pelo método do espectro de resposta, tanto com a
regra CQC como pela RQSQ.

Constata-se ainda que, os deslocamentos maximos segundo a direc¢do y em ambas as
andlises, decrescem do ponto 1 para o ponto 3, precisamente devido ao apoio excéntrico

(passadico) que provoca efeitos de torcao.
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Na direc¢do x os deslocamentos resultantes nos trés pontos assinalados s@o praticamente
idénticos, como seria de esperar, sendo por isso que se apresentam os deslocamentos nesta
direc¢do apenas no ponto 1.

E importante salientar que estes resultados foram obtidos efectuando a andlise dindmica para
20 modos de vibracdo. Caso se escolhesse um maior nimero de modos a analisar, verifica-se

que os valores dos deslocamentos maximos nao sofrem alterag¢des significativas.

DIRECCAO X

Tempo  +0,0320m

Esp.Resp. 6,%;)3712111(1ch) D D D D D D Vista em Planta
L] L] L] [/

0,0347m (RQSQ) [ 0]
1 F 3
DIRECCAO Y ‘ [ DIRECCAO Y DIRECCAO Y
Tempo  +0,0389m Tempo +0,0307m Tempo  +0,0255m
- 0,0436m -0,0337m -0,0237m
Esp.Resp. 0,0474m (CQC) Esp.Resp. 0,0320m (CQC) Esp.Resp. 0,0284m (CQC)
0,0487m (RQSQ) 0,0321m (RQSQ) 0,0274m (RQSQ)

Figura 5.27: Deslocamentos sismicos maximos em trés pontos no topo da torre, utilizando o modelo
3D em SAP 2000. Andlise no dominio do tempo e pelo método do espectro de resposta (regras CQC e
RQSQ, considerando apenas 20 modos de vibrag@o), utilizando o espectro que corresponde

exactamente ao acelerograma adoptado.
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Utilizacdo de um espectro de resposta envolvente

Como ja foi dito anteriormente, um espectro regulamentar € um espectro envolvente para uma
dada zona onde se localiza a obra, que engloba um conjunto de acelerogramas sismicos
possiveis de ocorrer nessa mesma zona. Na prética, quando se pretende efectuar o cdlculo
sismico de uma estrutura pelo método do espectro de resposta, considera-se um espectro
envolvente (suavizado) a zona onde se encontra a obra. Nesta sec¢do apresenta-se uma andalise
comparativa do comportamento sismico da torre das tomadas de dgua para o modelo
tridimensional em SAP 2000 (considerando 20 modos de vibragdo), entre um espectro de
resposta envolvente (suavizado) e o espectro de resposta que corresponde exactamente ao

acelerograma em estudo (Figura 5.28).

Espectro de Resposta em aceleracoes absolutas &=5%
3.5
<, 3.0
E
a 257
£
= 2.0
E
s 1.5 ———
i
= 1.0
s - 1.36 m/s?
£ 054
00 T T T T
0 10 20 30 40 50
Frequéncia Natural (Hz)

Figura 5.28: Comparacdo entre um espectro de resposta envolvente (suavizado) e o espectro de

resposta (ndo suavizado) que corresponde exactamente ao acelerograma sismico adoptado.

Utilizando o espectro de resposta envolvente da Figura 5.28, obtém-se os resultados que se
apresentam na Figura 5.29.

Tal como se constatou anteriormente, devido ao apoio excéntrico na ligacdo passadico-
barragem, os deslocamentos maximos no ponto 3 sdo inferiores aos deslocamentos na
extremidade oposta da torre, tanto no dominio do tempo como pelo método do espectro de
resposta.

A componente de deslocamento segundo a direccdo x apresenta-se apenas para o ponto 1
dado que apresenta um valor semelhante nos outros pontos analisados.

Comparativamente com os deslocamentos maximos obtidos com o espectro de resposta ndao

suavizado (que corresponde exactamente ao acelerograma sismico em estudo), os
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deslocamentos mdximos agora obtidos com o espectro de resposta envolvente (suavizado) sdo
bastante superiores, € consequentemente superiores aos valores da andlise no tempo.

Visto tratar-se de um espectro envolvente (suavizado), € natural que os resultados obtidos
sejam mais conservativos, o que mostra a importancia da utilizacao de espectros envolventes
(como os espectros regulamentares) nos estudos de verificacdo da seguranca de estruturas sob

accoes sismicas.

DIRECCAO X ‘
Tempo  +0,0320m
-0,0315m D D D D D D ,
Esp.Resp. 0,0844m (CQC) Vista em Planta
Envolvente 0,0844m (RQSQ) D D D D D D
1 F 3
DIRECCAO Y DIRECCAO Y ‘ DIRECCAO Y
Tempo  +0,0389m Tempo  +0,0307m Tempo  +0,0255m
-0,0436m -0,0337m -0,0237m
Esp.Resp. 0,0728m (CQC) Esp.Resp. 0,0422m (CQC) Esp.Resp. 0,0491m (CQC)
Envolvente 0,0744m (RQSQ) ‘ Envolvente 0,0423m (RQSQ) Envolvente 0,0482m (RQSQ)

Figura 5.29: Deslocamentos sismicos mdximos em trés pontos no topo da torre, utilizando o modelo
3D em SAP 2000. Comparacdo da andlise no dominio do tempo e por espectro de resposta (regras
CQC e RQSQ, considerando apenas 20 modos de vibrag¢do), utilizando um espectro de resposta

envolvente.
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5.4.2 Comportamento sismico da barragem

Por fim, com o objectivo de mostrar as potencialidades do programa MEFDIN3D
desenvolvido no ambito desta dissertacdo, apresentam-se neste ponto alguns resultados
referentes a andlise dinamica da barragem do Cabril, utilizando um modelo de elementos
finitos tridimensionais com 20 pontos nodais (elementos isoparamétricos do 2° grau
[Oliveira, 1991]), considerando uma discretizacdo em 32 elementos finitos, a que corresponde
um total de 277 pontos nodais (831 G.L.).

Como ja foi referido no capitulo 4, o programa de elementos finitos MEFDIN3D em
MATLAB permite também visualizar animagdes 3D que mostram, em cada instante, a
deformada da estrutura e o campo de tensdes principais (nos pontos de Gauss) durante o
intervalo de tempo correspondente a duracao do acelerograma sismico adoptado.

Em seguida mostra-se a deformada da barragem em alguns instantes de tempo e o campo de

tensdes principais (nos 27 pontos de Gauss por elemento), quando esta € sujeita ao

acelerograma sismico em estudo.

Ebewo = 32,5 GPa
v=20,20

3= 8,5 S

Figura 5.30: Barragem do Cabril. Deformada e campo de tensdes principais em trés instantes de

tempo quando sujeita ao acelerograma sismico em estudo.
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Os anteriores resultados do cdlculo sismico da barragem do Cabril, foram obtidos
considerando a hipétese de estrutura continua, com material eldstico e isotrépico com

E=32,5GPaev = 0,20 e fundacdo rigida (encastramento perfeito na superficie de

insercdo betdo-rocha).

5.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foi analisado o comportamento dinadmico da torre das tomadas de 4gua da
barragem do Cabril. O interesse deste estudo justifica-se pelo facto de que, para além da ac¢ao
sismica, esta estrutura € solicitada por vibra¢des importantes devidas ao funcionamento dos
grupos de producdo. Por outro lado, a torre € uma estrutura bastante esbelta, em betdo armado
(que se encontra imersa), cuja resposta dindmica pode reflectir-se na propria barragem.

Nesta perspectiva, analisou-se o comportamento dindmico da torre (em termos de frequéncias
naturais e configuracbes modais), com base em resultados numéricos de modelos de
elementos finitos e com base em resultados experimentais obtidos a partir de ensaios de
vibragao ambiental efectuados no topo da torre (nas direc¢des montante-jusante € margem
esquerda-direita) e no corpo da barragem, e a partir de resultados obtidos no sistema de
observacdo em continuo recentemente instalado na barragem. Pode-se concluir que a
utilizacdo conjunta de resultados observados e de resultados numéricos, permite calibrar as
hipéteses admitidas nos modelos numéricos.

Foram desenvolvidos dois modelos 2D (sec¢do de montante-jusante), utilizando o programa
MEFDIN3D de elementos finitos de placa de 8 nos, e utilizou-se o programa SAP 2000 para
confirmar os resultados obtidos com o MEFDIN3D. Apurou-se, mais uma vez, a fiabilidade
do programa MEFDIN3D relativamente ao cdlculo dindmico, uma vez que os resultados
obtidos com estes modelos revelaram uma boa concordancia.

Foi necessario desenvolver também um modelo tridimensional de elementos finitos de barra e
de casca delgada com o programa SAP 2000, para se obter os modos de vibragdo em ambas as
direcgoes.

E de salientar que, com a realizacio dos ensaios de ultra-sons foi possivel a obtencdo do
moédulo de elasticidade do betdo da torre, que, como se sabe, ¢ um dos parametros
fundamentais para calibrar os modelos numéricos.

Confirmou-se a hipdtese da existéncia de interaccao dindmica entre a torre e a barragem, pois

0s picos que surgem nos espectros obtidos com a medi¢ao de aceleracdes na barragem e que
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ndo sdo identificados como frequéncias da barragem, correspondem efectivamente as
primeiras frequéncias naturais da torre.

Apés a calibracdo dos modelos numéricos, estes foram utilizados para calcular o
deslocamento maximo no topo da torre sob a ac¢do sismica, utilizando a técnica de anélise
por acelerograma aplicado na base (dominio do tempo) e por espectro de resposta.

Os resultados obtidos pelo método do espectro de resposta aproximam-se dos resultados
obtidos no dominio do tempo, quando se utiliza o espectro de resposta (ndo suavizado) que
corresponde exactamente ao acelerograma considerado. O valor do deslocamento maximo

obtido com base no espectro envolvente (suavizado), foi superior como se esperava.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas Futuras

6.1 Sintese do trabalho

O controlo de seguranca de barragens de betdo (seguranca estrutural, ambiental, hidrdulica e
operacional) e das estruturas auxiliares, assume actualmente uma enorme importancia face as
crescentes exigéncias de seguranga e economia. Neste sentido, € fundamental instalar sistemas
de observacdo adequados por forma a que se possa avaliar periodicamente as condicoes de
seguranca perante eventuais processos de deterioracao e desenvolver modelos que permitam a
interpretacdo e a previsdo do comportamento das infra-estruturas em servico. A observagado e
andlise do comportamento dindmico de barragens e estruturas auxiliares, com base na
utilizacdo integrada de resultados experimentais e de resultados numéricos, € uma
metodologia de grande interesse no ambito do controlo de seguranca.

Com o objectivo de analisar o comportamento dinamico de estruturas, apresentaram-se neste
trabalho, os fundamentos da dindmica na perspectiva das andlises no dominio do tempo e no
dominio da frequéncia. Salientou-se também a importancia da utilizacdo de metodologias de
identificacdio modal no dominio da frequéncia para obtencdo dos principais parametros
modais (frequéncias naturais e configuracdes modais) que caracterizam uma estrutura.
Descreveram-se as formulacOes para efectuar a andlise do comportamento de uma estrutura
sob ac¢Oes sismicas através de acelerogramas aplicados na base (dominio do tempo) e pelo
método do espectro de resposta.

Apresentaram-se os conceitos fundamentais do método numérico mais utilizado hoje em dia
para efectuar a andlise estdtica e dindmica de estruturas - o Método dos Elementos Finitos
(M.E.F.), e posteriormente foi desenvolvido o programa MEFDIN3D, em MATLAB, de
elementos finitos planos de 4 e de 8 nds (equilibrio de placa) e elementos finitos
isoparamétricos de 20 nés (equilibrio tridimensional).

O MEFDIN3D permite efectuar a andlise estdtica de estruturas, sob a acc¢do de forcas
concentradas e de forcas mdssicas, e a andlise dinamica sob a ac¢do de acelerogramas

sismicos impostos na base, definidos no dominio do tempo ou através de espectros de
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resposta, e também sob a accdo de histérias de forcas aplicadas no corpo da estrutura em
qualquer grau de liberdade.

O programa permite visualizar animag¢des em que se mostra a evolu¢do no tempo da
deformada e do campo de tensdes (nos pontos de Gauss), durante a actuagdo da acgdo
considerada.

Relativamente a observagdo e andlise do comportamento dindmico da torre das tomadas de
dgua da barragem do Cabril, salientou-se a importancia da utilizacdo conjunta dos resultados
da observagao (obtidos através do tratamento das séries temporais de aceleracdes medidas,
com recurso ao método bdsico no dominio da frequéncia) e dos resultados de modelos
numéricos de elementos finitos. Os resultados obtidos nos ensaios de vibracdo ambiental
permitiram calibrar os modelos numéricos, com vista a garantir a sua fiabilidade para a
realizacdo de estudos de verificagdo da seguranga sob accodes sismicas.

A andlise espectral das vibracdes observadas na barragem (resultados de ensaios de vibracdo
ambiental efectuados no corpo da barragem e resultados provenientes do sistema de
observacao em continuo [Mendes, 2009] recentemente instalado na barragem do Cabril),
revelou a existéncia de uma interac¢do entre o comportamento dindmico da torre e da
barragem. De facto, nos espectros obtidos com base nas aceleracdes medidas no corpo da
barragem, surgem picos cujas abcissas correspondem exactamente as frequéncias naturais da
torre que foram identificadas nos ensaios de vibracdo ambiental realizados directamente na
torre.

Apo6s a fase de calibragdo dos modelos numéricos, foi efectuado o estudo sismico da torre,
utilizando a técnica de andlise no dominio do tempo através da aplicacdo de um acelerograma
sismico na base e por espectro de resposta, tendo-se mostrado a boa concordancia entre os

resultados obtidos.

6.2 Desenvolvimentos Futuros

Ao nivel do programa MEFDIN3D de elementos finitos 2D e 3D verifica-se que € possivel

melhorar nos seguintes aspectos:

1) facilitar o processo de introdu¢do de massas de dgua associadas para simular
simplificadamente o efeito da pressdo hidrodinamica devido a interaccdo agua-

estrutura;
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i1) adaptar o programa e testd-lo para os casos 2D e 3D de modo a ser possivel
considerar elementos finitos de dgua, a partir da introdu¢do do moédulo de
compressibilidade e do médulo de distor¢do (este deverd assumir valor nulo nos

elementos finitos de dgua).

Uma vez verificada a interaccdo entre a barragem e a torre das tomadas de &dgua, seria
interessante desenvolver um modelo de elementos finitos do conjunto barragem-torre-
fundacao-albufeira.

Nos ensaios de vibracdo ambiental realizados no &mbito desta dissertacdo, apenas foi possivel
utilizar um acelerométro uniaxial colocado inicialmente na direc¢do montante-jusante e,
posteriormente na direccdo margem esquerda-direita. Assim, seria interessante realizar outros
ensaios efectuando medigdes sincronizadas em varios pontos e nas duas direcgdes, utilizando
pelo menos trés acelerométros.

Seria também importante avaliar a evolucao ao longo do tempo do estado de conservacdo da
torre das tomadas de dgua, sobretudo ao nivel da base dos pilares. Seria de todo o interesse,
como actividade de controlo de seguranga, efectuar inspeccdes visuais com camaras
subaquaticas, e acompanhar a evolucdo do comportamento dindmico da torre, realizando
periodicamente ensaios de vibracdo ambiental. Os resultados destes ensaios seriam também
comparados com os resultados do sistema de observagcao em continuo recentemente instalado

na barragem que, como se referiu, também permite identificar as frequéncias naturais da torre.
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