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p
j[ORQY�&~
°��{�IKNj[Z[VWj[�

f
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Z[Xc£5j[X�Z�M��Gç
dYt = f(t)dt +
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n

g(t)dBt, t ∈ [0, 1] è rté
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f��'ORj[�±j[ORj,�IKNQSKN�'X�TSQYVW}�aSVnTgpIKUTSVWONjIa�hRTSw[Xk�bKNp[aSaSVWKNj¯��w[V_TSX�j[ORVWaSX��'O/Z[X�^[wIKNa�MGX�X9j¯aYTgp[Z[VWX�Z,V_jaSXclmX9QSKN^/�5KU�GX�QSa
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f
hGTSwIX¢w[OR�'OR�RX�jIX�ORp[a®��w[V_TSX¯j[ORV_aSX¯�'O/Z[X�^$V:~ X
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i
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V:~ V�~ Z ∼ N (0, g2).

f�j©KNjIKN^_OR�RORp[a�QYX9aSp[^_Tb��ORQ�KNaY�3�'�{TSONTSVW}'X	�/p[V_lNKN^_X9j[}9X,ON�qZ[X9j[aSV_T��¤X9a�TgV_��KUTSVWORj�KNj[Z�w[OR�'ON�RX9j[X9ONpIa��w[V_TSX�j[ORVWaSXb��KNa�ORM{TgKNVWj[X�Z�M���
kp[aSaSMIKNp[� è r ÚRÚRÛ é ~ÍxIORQ�TSwIX�aYTSp[Z{��ON�$�'V_j[VW��K����[QSON�GX�QYTSV_X9a9h[�qXQYX���X�Q�TSwIXbQYX1KNZ[X9Q�TSO,TSw[X�MPO/OR��ON�
�
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h[TSw[X
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µ
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~
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f
V_j¦K

L
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g
h{�'ORQYX®�RX�j[X9QSKN^PTgwIKUTq}9ORj[Z[V_TSVWORj[aqON�LMGONpIj[Z[X9Z[j[X9aYaq��QYOR� KNMPOtlmX±KNj[Z¬MPX9^_Ot��~

�@O'�'X9KNaSp[QYXbTSw[X��PX�QY��ORQS�'KNj[}9XbON��K¯aYT«K�TgV_aYTSVW}1KU^��[QYO/}9X�ZIp[QYXRh{�qX±��VW^W^�KNZ[OR�{T�TSwIXb��K��{V_aSX�TkKU�{y�[QYOmKN}#w���w[VW}«w¬wIKNaqMPX9X�j¬V_j�TgQYO/Z[p[}9X�Z¬M���oqORw[X9j�h��®X��]ORQYXRh��±X9QY����KN}«w5KUQSVWKNj�KUjIZ¬\EVW}9KNQSZ è Ù zRzRzmé ~¡ÓTÍ}9ORj[aSV_aYTSaÍVWj�VWj�lmX�aYTSVW�mKUTSVWj[�vTSw[X���Kt�{VW��KN^5aS�IKN}9X è ORQ���Kt�{VWaSX�T é ��w[X9QYX®Kv�[QYO/}9X�ZIp[QYX�wIKNaqK��RV_lmX�jQSKUTSX�ON�b}�ORj�lmX9QY�RX�jI}�XR~¨��w[VWa��PORVWj�T�ON�±l3V_X�� VWa�^_X9aSa��PX9aYaSVW�'V_aYT�TSwIKNj TSwIX��'VWj[V_��K�� ORj[X�aSV_jI}�XV_T,�[QYOtl3VWZ[X�a'K���p[j[}�TSVWONj5KN^qaSX�T¯��w[VW}«w¦VWa'KNp{TSw[X9j�TSVW}1KU^W^_�©}9ORj[j[X9}cTgX�Z TgO�Tgw[X��[QYO/}9X�Z[pIQYX�KNj[Z¦TSw[X�'O/Z[X9^:~]\EQYX9}�VWaSX�^_�mh/Tgw[V_a�KNp{TSwIONQSaq�IQYOtlmX�Z�TSwIKUTqTgw[X®��K��{VWaYX�T�KNaSaSO/}�V�KUTSX9Z���VnTgw¬wIKNQYZ�TSw[QSX�aSw[OR^WZ[V_jI��[QYO/}9X9Z[p[QYX9a�V_a�TSw[X�V_j/TSX�QSaYX9}�TSV_ORj&ON�
T��qO,�qX9^_^��3j[Ot��j&aS�IKN}�X9a è aSX�X���w[X9ORQYX�� | ~ r MGX�^WOt� é ~x[O/}9p[aSX9Z¦ORj¦TSwIX��'O/Z[X�^ è rté h]TSw[VWa,�5KN�PX�Q,VWa,ORQY�mKNj[V
�9X�Z¥VWj T �qOB�IKNQ�TSa,��w[VW}«w¥Z[X9aS}�QSV_MPX�TSw[X��K��{V_aSX�TSa�ORM{T«KNV_j[X9Z���ONQbT��qO�Z[V_ GX9QYX�j/T�w5KUQSZBTgw[QYX9aYwIOR^_Z[VWj[��X�aYTSVW��KUTSORQYa�VWj
L

p j[ORQY�&~�¡�j©K�£IQYaYT�IKNQ�T1hL�qX�X#�{�IKNjIZ�TSw[X�p[j[�/jIO1�kj���pIj[}cTgV_ORj�ON��VWj�TSX9QYX�aYT
f
ORj©K&}�OR�'�IKN}�TS^n��aYpI�[�PORQ�TgX�Z���K9lmX9^_X�TMIKNaSVWa

ξ = {ψλ(.); λ ∈ Λ} ~��
O�}9ONjIa�TgQYp[}�T�KvwIKNQYZ�Tgw[QYX9aYwION^WZ[VWj[�¢X�aYTSVW��KUTSORQ��qX�^W^GKNZIKN�{TSX9Z�TSO è r1éKNj[Z�TSO¬VWZ[X9j�TSV_� ��TSwIX¯KNaSaSO/}�V�KUTSX9Z¤��Kt�[V_aSX�T9hG��X¢X#�[�[^_ORV_T®T��qO¬V_�'�GONQYTgKNj�T±�RX9ON�'X�TSQYVW}9KN^$�[QYOR�PX9Q�TgV_X9aON�kTSw[X�MIKNaSVWa
ξ
KNj[Z �qX�p[aSX�aSOR�'X¬QSX�aSp[^_TSa,ON�®\]V_}1KNQYZ¥KNj[Z��±X9QY����KN}«w5KNQYVWKNj è Ù zRzNzmé KNMPORp{T,TSw[Xw[X�TSX9QYORaS}�X9ZIKNaYTSV_}b��w[V_TSX�j[ORV_aSX��,O/ZIX�^�ç

yλ = βλ +
1√
n

σλελ, ελ

V:~ V�~ Z ∼ N (0, 1), λ ∈ Λ,
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��w[X9QYX
(βλ)λ∈Λ

VWa�K,aSX��/p[X�jI}�XbTSO'MPX�X�aYTSVW��KUTSX�Z è aSX�X���w[X9ONQSX�� Ø[~ r MGX�^WOt� é ~¡�j¢K�aSX�}9ORj[Z��5KUQYT9hU�qXÍV_j/lmX�aYTSVW�mKUTSXqKNj¢KNj[ONTgw[X�Q
aYTSQSKUTSX9�N�m~L²©XÍX#�{�5KNj[Z
f
ORj¢K�}�OR�'�IKN}�TS^n�vaSp[�3y�PORQ�TgX�Z¤��KNQY�GX�Z¤��K1lmX9^_X�TbMIKNaSV_a {ψλ(T (.)); λ ∈ Λ} ��w[X9QYX¯TSw[X¢��KNQS�[V_jI���:KN}cTgONQ T

VWabK¬�/j[Ot��j��p[j[}�TSVWONj ORj[^_� Z[X9�PX9j[Z[VWj[� ORj
g
~ ��w[V_a�KU^W^WOt��a�TSO �PX9Q���ORQY� K©lRX9Q�� aYT«KUMI^_X¤KNj[Z }�OR�'�[p{T«KUMI^_XTSw[QSX�aSw[OR^WZ[VWj[��KN^_�RORQYV_TSw[�&~��@OvaYTSp[Z[�¯TSw[Xk�PX�QY��ORQS�'KNj[}9XkOU�>Tgw[XkKNaSaSO/}�V�KUTSX9Z�wIKNQYZ�TSw[QYX9aSw[OR^_ZIV_j[�vX9a�yTSVW��KUTSORQ�hR�qX�VWj�TSQYO/ZIp[}�X�Tgw[X�ÄcÇ_À�»g»tµg»±¸��qÒ�ÊIÄ«Îmµc¾3ÈI¸UÊt¿PÂ
·�µ�Ã_ÉtÈ3Â�» Ap

��wIV_}#w,wIK1lmX�MPX9X9j,VWj�TSQYO/ZIp[}�X9ZM��,d�p[}#�RX�j[w[ORpI�{TEV_j è r Ú s Ù é ~$��w[X���}#wIKNQSKN}�TSX9QYV �9XqTSw[X�MPORp[j[ZIX�Z[jIX�aSaEOU�GaSOR�,X�V_j/TSX��RQSKN^{OR�GX�QSKUTgONQSaORj��qX9V_�Rw�TSX9Z
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λ∈Λ
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λ∈F

‖eλ‖p
p è Û é

�]X�QYV_£IX9Z©M���K�MIKNaSV_a9h
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• c(n) =
√

ln(n)
n

,

• Λn = {(j, k); j ≤ j1(n), |k| ≤ C2j} ·@ÈIµ�¹Sµ
j1(n)

ÃW»�Â�ÈIµ�Ã�¾[Â�µÓÉ�µc¹�ÌUµc¹#Ã �#¶UÃ�¾/É
2j1(n) ≤

c(n)−r < 2j1(n)+1 Å r
Ã_»¯Àb¿I¸1»cÃ�Â�Ã�ÌUµv¹SµSÀRÇ�¾IÊ3Á'Ô#µc¹�»�ÊIÄgÈ�Â�È[ÀNÂÓ¼

sup
n≥1

[ω(Λn)c(n)p] ≤ C è sRé
ÀN¾Pº

ω
ÃW»vÂ�ÈIµv·�µcÃ_É�È3Âqº�µ/.E¾Gµgº¬Ô�¶

ω(S) =
∑

λ∈S ‖eλ‖p
p ∀S ∈ Λ

Õ
u



�@¸U¹kÀN¾[¶
λ ∈ Λn

Å
Ã ��·Íµq»cÊt¿m¿I¸1»1µ®ÀNÇ »1¸�Â�È[ÀNÂ
β̂λ

»9ÀNÂ�ÃW»9.qµg»kÂ�ÈIµ�Â�·�¸3��¸NÇ ÇW¸N·�Ã�¾/É±»�Â ÀRÂ:ÃW»�Â:Ã�ÄgÀNÇU¿P¹S¸«¿Iµc¹#Â�Ã:µ«»9¼
• � ¸U¾GÄgµ�¾IÂ:¹YÀNÂ�Ã�¸U¾�¿P¹S¸«¿[µ�¹#Â:¶R¼

P

(

|β̂λ − βλ| ≥
kc(n)

2

)

≤ Cc(n)2p ∧ c(n)4, è � é

• Ò�¸UÁ�µ�¾IÂ�¿P¹S¸«¿Iµc¹#Â�¶R¼
E

(

|β̂λ − βλ|2p
)

≤ Cc(n)2p, è Ú é
Â�ÈIµc¾¨·�µBÄgÀN¾ Ã:º�µc¾IÂ�Ã �#¶©Â ÈIµ�Á'À9ÆmÃW»1µcÂ¢Ç Ã�¾3Î1»�Â�¸�Â�ÈIµ�È[ÀN¹Sº©Â�È3¹Sµ«»gÈI¸UÇ_ºRÃ ¾/É¥µg»�Â�Ã Á'ÀNÂ�¸U¹ : DE=�� �9¸U¹�ÀN¾I¶
1 < p < ∞ Å

0 < α < 1
ÀN¾Pº

κ
À�Ç_ÀN¹ É�µ¯µc¾G¸UÊRÉtÈ¤Ä«¸U¾3»cÂÓÀN¾IÂ�·Íµ±È[ÀNÌUµvÂ�ÈIµ3�9¸UÇ�ÇW¸U·�Ã�¾/É�µ &�Ê3Ã�Ì�ÀNÇWµ�¾PÄ«µ9¼

E(‖f̂ − f‖p
p) ≤ Cc(n)αp ⇐⇒ f ∈ B

α
r
p,∞(E) ∩ l((1−α)p,p,∞)(E)

� µ±È[ÀNÌUµ¢º�µc¾ĢUÂ�µgº
Bγ

p,∞(E)
ÀN¾5º

l(r,p,∞)(E)
Â�ÈIµ3�#Ê3¾GÄcÂ�Ã�̧U¾&» ¿{À�Ä«µg»¢º�µ9.]¾Gµgº¬Ô�¶R¼

• �ĻU¹
0 < γ < ∞ Å,·�µ�»9ÀN¶�Â�È[ÀNÂ̄ À �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�̧U¾

f
�̧�

L
p(Ω)

Ô«µ�ÇW¸U¾/Ét»�Â�¸�Â�ÈIµ¬Ë®µ«»1¸UÌ�» ¿{À�Ä«µ
Bγ

p,∞(E)
Ã ��ÀN¾Pº¬̧N¾[Ç ¶�Ã ��¼

sup
n≥1

c(n)−γp‖f −
∑

λ∈Λn

βλeλ‖p
p < ∞ è r1zmé

• �L¸U¹
0 < r < p

Å�·Íµ�»1ÀN¶¬Â È[ÀNÂkÀ �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾
f
¸��

L
p(Ω)

Ô#µcÇW¸U¾/Ét»¯Â�¸�Â�ÈIµ¯·ÍµSÀtÎ�Ë®µg»t¸UÌ¢» ¿{À�Ä«µ
l(r,p,∞)(E)

Ã ��ÀN¾Pº�̧U¾IÇ ¶'Ã ��¼
sup
u>0

urω({λ ∈ Λ; |βλ| > u}) < ∞. è rRrté

³ÍX9aSOtl�aS�5KU}9X9a è r1zmé KNj[Z���X9KN��³qX�aSOtl�aS�IKN}�X9a è rRrté aSwIKN^Ŵ$MPX¯p[aSXc��p[^
TSwIQYORp[�Rw[ORp{T®Tgw[V_a±�5KU�GX�Q��V_TSwBT��qO&�/VWj[Z[a�ON����K9lmX9̂_X�T�MIKNaSVWa�~'��w[X,£IQYaYT�ORj[X'aYw5KN^_^EMPX,TSw[X�Ä«̧UÁ�¿{À�ÄcÂ�Ç ¶�»�Êt¿m¿[¸U¹#Â�µgº�·]ÀNÌNµcÇWµcÂÔ«Àt»cÃW»bKNj[Z�TSw[X�aSX�}9ORj[Z�ORj[X�aSwIKN̂W^PMPXkTSw[X,Ä«̧UÁ�¿{À�Ä�Â:Ç ¶v»cÊt¿m¿I¸U¹#ÂÓµgº¯·�ÀN¹Ó¿[µSº,·]ÀNÌNµcÇWµcÂ]Ô«Àt»cÃW»�~���w[X9ORQYX��| ~ r VWaqV_j�Tgw[X�}9X�j�TgX�QÍON��TSw[VWaqaYTSp[Z[VWX�Z�KUjIZ�VnTÍ�kV_^ŴPMGX®KN�[�[^WVWX�Z�TgO�ORM{T«KNV_j�Tgw[X���KNVWj�QYX�aSp[^_TSaqON��TSw[VWa�IKN�PX9Q�çE��w[X�ORQYX9� Ø[~ r KNj[Z&��wIX�ORQYX9� Û{~ r ~
��w[QSONpI�Rw[ORp{T�TSw[X�j[Xc�3T�ON�@Tgw[V_a�aYTSpIZ[V_X9Z�h[�qXb}9ONjIaSV_Z[X9Q�TSwIXbaSXcT

Ω = [0, 1]
~

��"9� � 2�� 0�&�� .�
 4 * � 0 0�2�� . ,�� 8 &�63,�
+,/.�� &3* , *
²©K1lmX9^_X�T�KNjIKN^_�3aSV_a�QYX��/p[V_QSX�a�K¢Z[X9aS}�QYVW�{TSVWORj�OU�@T��qO¯MIKNaSVW}®��pIj[}cTgV_ORj[a9h{TSw[X±aS}1KU^WVWj[�¢��p[j[}�TSVWORj

ϕ
KNj[ZTSw[X¢��K1lmX�^WXcT

ψ
~bfæ��K1lmX�^WXcT±aY�3aYTSX9� V_a®TSwIX�£Ij[V_TSX¯}�OR^W^_X9}cTgV_ORj¤ON�]TSQSKNj[aS^�KUTSX9ZBKNj[Z¤aS}9KN^WX�Z�lmX9QYaSVWORjON�

ϕ
KNj[Z

ψ
ZIXc£IjIX�Z&M��Gç

ϕλ(.) = ϕj,k(.) = 2
j

2 ϕ(2j.− k), j ∈ N, k ∈ Z

ψλ(.) = ψj,k(.) = 2
j

2 ψ(2j.− k), j ∈ N, k ∈ Z

Û



�kX9QYXRhm�qX�aSp[�[�GORaSX
ψ
KNj[Z

φ
KNQYX�}9OR�,�5KU}�TS^_�,aYpI�[�PORQ�TSX9Z�ORj

[0, L]
��V_TSw

L > 0
hmTSwIKUT�� aE�kw��¢Tgw[X�QSXXc�{V_aYTSa±K��PORaSVnTgVnlmX�}9ORj[aYTgKNj�T

C
aSp[}«w�TgwIKUT |k| ≤ C2j ∀j ∈ N

~®xIORQkTSw[XvTgw[X�ORQY�&ON�Íd�p[^_TSVWQYX9aYOR^Wp3yTSVWORj�f�jIKN^_�3aSV_a9hPaSX�X¯d�Xc�mX9Q è r ÚRÚ zmé h �±KNp[MPX9}«w[VWX9a è r ÚRÚmÙ é h>oqORw[X9j�h �±KNp[MPX9}«wIV_X9a�KNj[Z �±VWKN^ è r ÚRÚ |méORQ �®ORj[ORw[O è r ÚRÚ uRé ~
(*) �9�[��+ )-, . ²©X�Z[X9j[ONTSX

ξ = {ψλ(.); λ ∈ Λ} Tgw[XÍ}�OR�'�IKN}cTg^n��aSpI�[�PORQ�TSX9Zv��K9lmX9^_X�T
MIKNaSVWa$KNZIKN�{TSX9ZORj
[0, 1]

~ 
kONTSXbTSwIKUT
ξ
VWa�ORQ�Tgw[ORj[ORQY��KN^�M��¬}9ORj[aYTSQYp[}�TSVWORj�~

���	� �I��� � � �!��� Â¯ÃW»BÀ ÄcÇ_Àt»g»�Ã�ÄSÀNÇk¹Sµ«»cÊ3Ç Â¢Â�È[ÀNÂ
ξ
ÃW»BÀN¾ÐÊ3¾GÄg¸U¾PºNÃ�Â�Ã�¸U¾PÀNÇ�Ô«Àt»�Ã_»�¸��

L
p([0, 1])

: ;,=
:�»tµ«µbÒ�µc¶mµ�¹ :��������@=$=¬ÀN¾Pº'»1ÀNÂ�Ã_»/.qµg»¢Â�ÈIµ�¿�� " µcÁ¯Ç ¶RÀtÎ�¸UÌ $ »k¿P¹S¸«¿[µ�¹«Â�¶ : ?@=�:�»tµgµ�´¯µ�¹YÎN¶RÀ�ÄgÈ[ÀN¹#Ã:ÀN¾©ÀN¾Pº
�qÃ�ÄgÀN¹Yº :
	�����	/Ô =RÕ

ikaSV_jI�,aSp[}#w�K,MIKNaSV_a9h5KN^_^���pIj[}cTgV_ORj
f
ON�

L
p([0, 1])

wIK1lmX±TSwIX±��OR^_^WOt��V_jI�,Xc�{�IKNj[aSVWORj�ç
f(x) =

∑

λ∈Λ

βλψλ(x), ∀x ∈ [0, 1]

��w[X9QYX
βλ =

∫ 1

0

f(t)ψλ(t)dt è r Ù é
KNj[Z

ψ−1,k(.) = ϕ0,k(.)
��ORQ¢KN̂Ŵ

λ ∈ Λ = {λ = (j, k),−1 ≤ j ≤ ∞, |k| ≤ C2j} ~���w[X�̂_V_T�yX9QSKUTSp[QYXv�kw[O�TgKN̂W�/a®KNMPORp[Tk��K1lmX9̂_X�T��IQYO/}�X9Z[p[QSX�a�VWa�lmX�Q���V_�'�[QSX�aSaSVnlmXR~ �3X9Xv��ORQ�VWj[aYTgKNj[}9X ��ORjIONwIOKNj[Z�
RONjIw[aYTSORj[X è r ÚNÚRÛ é h �®ORj[ORw[O[h�
NORw[jIa�TgORj[XNh �bX�QY����KN}#wIKNQYV�KUj�KNj[Z�\EVW}9KNQYZ è r ÚNÚNØ é h�
RONjIw[aYTSORj[Xè Ù zRzRzmé h �bX�QY����KN}#wIKNQYV�KNj�KNj[Z�\]V_}1KNQYZ è Ù zRzRzRé h ��KNQYZÎ_XRh �±X9QY����KN}«w5KUQSVWKNj�hL\]V_}1KNQYZ�KNj[ZB�
aY�3MIKN�ROtlè r ÚRÚ � é ORQ�
NORw[jIa�TgORj[X è r ÚRÚ � é ~
³Í� Z[X�£Ij[V_TSVWORjªON�

ξ
h�V_T�VWa�X1KNaY�¥TgO aSX�X�TgwIKUT è sRé V_a¬aSKUTgV_aY£IX9Zª��ORQ r = 2

~ ��w[X9QYX���ORQSXNh�V_�bTSwIXaYTgKUTSVWaYTSVW}9KN̂q�IQYOR�PX9Q�TSVWX�a è � é KNj[Z è Ú é KNQSX¬agKUTSVWaY£IX�Z�hE�qX¬}1KNj¥KN�[�[̂_� ��w[X9ORQYX9� | ~ r ��V_TSw E = ξ
~

�3X�lmX�QSKN̂G�5KN�PX�QSaqVWj�lmX�aYTgV_�mKUTSX�TSwIX®�PX9Q���ORQY��KUjI}�X9aqON�Lw5KNQYZ�TSw[QYX9aSw[OR̂_ZIV_j[�̄ �[QYO/}9X�ZIp[QYX9a è Ø é M���p[aSV_jI�TSw[VWa�QYX�aSp[̂_T���QYOR�êaYOR�'Xba�T«KUTSV_aYTSVW}1KN̂>�'O/Z[X�̂Wa�̂_VW�RX±Z[X9j[aSV_T���X�aYTSVW��K�TgV_ORj�h[w[X�TSX9QYORaS}�X9ZIKNaYTSV_}v�bKNp[aSaSV�KUj��w[V_TSX�j[ORVWaSXN~W~_~W~*�3X9X���ORQEVWj[aYTgKNj[}9X �bX�QS����KN}«wIKNQYV�KNj�KNj[Z�\EVW}9KNQSZ è Ù zRzRz h3Ù zRz ÙUK{h3Ù zRz ÙUM é h���V_lmORV_QSKNQYZè Ù zRz Ù é ORQ�f�p{TgV_j è Ù zRzR|mé ~
¡�j�TSw[X̄ aYX9}�TSV_ORj¤Ø[hG�qX̄ X#�{�IKNjIZ�Tgw[X¢p[jI�/j[Ot��j���p[jI}cTSVWORj

f
ONj¤aSp[}#wBK�M5KUaSVWa±KNjIZ��qX̄ V_j�lmX9aYTSVW�RKUTgXTSw[X��PX9Q���ORQY��KNj[}�X�ON�@Tgw[X�KNaSaSO/}9VWKUTSX9Z&wIKNQYZ�Tgw[QYX9aSw[OR̂_Z[VWj[�'X9a�TgV_��KUTSORQ�~

� �¦åcà ��ßêå9â�	������ 	�ß�	�à$á��Lä�	�â�����ß@å9ä 
�à ��� 	 �æávà��
��w[X�}�̂�KNaSaYVW}1KÛ{V_ZIX9K®}�ORj[aSVWaYTSa�ON�5Xc�{w[V_MIVnTgV_j[�®TSw[Xq��K1lRX9̂WXcT�}9O/X ��}9V_X9j�TSa

βλ

Z[X�£Ij[X9Z̄ V_j è r Ù é ��QYOR��ORp[QaYTgKUTSVWaYTSVW}9KN̂��'O/Z[X9̂ è rté ~]ikaSVWj[�,TSw[X�}�OR�'�IKN}�TŜn�¬aSp[�I�PORQ�TSX9Z���K1lmX�̂WX�T�MIKNaSV_a ξ
KNj[Z�TSw[X�X�aYTgV_��KUTSORQ�ç

β̂λ =

∫ 1

0

ψλ(t)dYt è r1|mé
�qXbORM[TgKNV_j�ç

β̂λ =

∫ 1

0

f(t)ψλ(t)dt +
1√
n

∫ 1

0

g(t)ψλ(t)dBt.

s



�3VWj[}9XNç
1√
n

∫ 1

0

g(t)ψλ(t)dBt ∼ N (0,
ρ2

λ

n
)

��w[X9QYX
ρλ =

√

∫ 1

0
g2(t)ψ2

λ(t)dt
hIV_T�}9KNj�KN^WaSO,MGX±��QSVnTYTgX�j�KNa���OR^_^WOt��a9ç

β̂λ = βλ +
1√
n

ρλελ

��w[X9QYX
ελ

V�~ V:~ Z ∼ N (0, 1)
~®��wIX�QYX���ORQYXNhG�qX¯KNQYX¢VWjBK�w[X�TSX�QSONaS}9X�Z5KNa�TgV_}���QSKN�'Xc��ONQS��KNj[Z¤VnT±VWa®ORM3yl3VWORp[a�TSwIKUT±ORM[aSX�QYlmXvTgw[X¢}�OR^W^_X9}cTgV_ORj¤ON�ETSw[X

β̂λ

VWa®X	�/pIVnlNKN^WX�j�T®TSO�ORM[aSX9Q�lmX�TSw[X���w[OR^WX�TSQSK���X9}cTgORQ��R~ikaSVWj[��TSw[VWaqQYX���KNQY�Ph3�qX�}9ORj[aYTSQYp[}�TqVWj�aSp[M[aSX9}cTgV_ORj�Ø[~ r K,È[ÀN¹Sº,ÇW¸1ÄSÀRÇPÂ�È3¹gµg»gÈI¸UÇWºNÃ ¾/É�µg»cÂ�Ã�Á'ÀNÂ�¸U¹��qX�^W^KNZIKN�{TSX9Z�TSO'ORp[Q�aYTgKUTSVWaYTSVW}9KN^��'O/Z[X�^ è rté ~
(*) �9�[��+ )-, . xIQYOR� K®aSX	�3p[X�j[}9X

v = (vj)j∈N
KNj[Z¯TSw[X�MIKNaSVWa

ξ
hN��X�Z[X�jIOUTgX

ξv = {vjψλ(.); λ ∈ Λ}TSw[X�}�OR�'�IKN}�TS^_�¬aYpI�[�PORQ�TSX9Z��qX9V_�Rw�TgX�Z���K1lmX�^WX�T�MIKNaSV_akKNZIKN�{TSX9Z&ORj
[0, 1]

~
� "�$ � &���� 
+2��/&�
�.���� , *	� 2�
�� )+4�
 ,
* . )�� & . 2 �

¡�j ORQYZIX�Q�TgO Z[O TSw[X¤^WV_j[� MGXcT �qX�X9jªTSw[X¤MIKNaSVWa
ξm

KNj[Z TSw[X¤�3yÓ�
X��'^_��KU�ROtl � a¬�[QYOR�PX9Q�T��mh�^WX�T¬p[a}9ONjIaYVWZ[X9Q�TSw[X�QYX�lmX�QYaSX ���R^_ZIX�Q�VWj[X��/pIKN^WVnT��Gç
	 ��
 , + ��+ ) ,�� � ��� � � ' � �U� ���
	 � � � � + , ����
 ��� +��@% � � � µb»9ÀN¶�Â�È[ÀNÂ�À,»tµ'&9ÊIµc¾GÄgµ

(tj)j∈N
ÌNµc¹#Ã .qµg»Â�ÈIµv¹SµcÌUµ�¹S»1µ 7�� Ç_º�µc¹�Ã ¾Gµ &�Ê[ÀNÇ Ã�Â�¶�Ã �vÀN¾Pº�¸U¾IÇ ¶�Ã � �9¸U¹�ÀNÇ�Ç

A ⊆ N
·�µ±È[ÀNÌUµ1¼

(
∑

j∈A

(2
j

2 tj)
p∧2)

1
p∧2 ≤ C(

∑

j∈A

(2
j

2 tj)
p∨2)

1
p∨2 è r Ø é

J�XcT�pIa�KN^WaSO'Z[Xc£5j[X±TSwIXb}9O/X ��}9V_X9j�TSa
dj

KNj[Z
cj

M��

dj = 2
j

2 sup
0≤k≤2j−L

√

√

√

√

∫ k+L

2j

k

2j

g2(t)dt, cj = 2ν0j

��w[X9QYX
ν0
VWaÍTSw[X®aS��KN^_^WX�QqQYX1KU^Gj/pI��MPX9Q

ν
MGX�^WORj[�RaÍTSO

]− 1
2
, 1

2
]
aSp[}#w�TSwIKUTqTSw[X9QYX®X#�{VWaYTSa�K��PORaSV_TSV_lmX}9ONjIa�T«KNj�T

C
lRX9QYV_���3V_j[�[ç

dj ≤ C2νj

xIQYOR�
dj

KNj[Z
cj

h[�qXbaSX�T9ç

mj =

{

dj

V_�
�qXb}1KNj&�[QYOtlmX±TSw5KUT
dj

lmX�QYV_£IX9a è r Ø é ,
cj

V_�
�qXb}1KNj&j[ONT��[QYOtlmX±TgwIKUT
dj

lmX�QSVn£IX9a è r Ø é . è rtuRé
oq^WX9KNQY^_�mhIKN^W^>��p[j[}�TSVWORj

f
ON�

L
p([0, 1])

wIK1lmX±Tgw[X±��OR^_^WOt��VWj[��K�TgOR�,VW}bZIX�}9OR�,�GORaYV_TSVWORj�ç

f(x) =
∑

λ∈Λ

βλψλ(x) =
∑

λ∈Λ

(
βλ

mj

)(mjψλ(x)), ∀x ∈ [0, 1] è r Û é

�



��w[X9QYX���ORQSXNhmTSw[X�wIKNQSZ,TSw[QSX�aSw[OR^WZ[VWj[��X�aYTgV_��KUTSORQ]KNaSaSO/}9VWKUTSX9Z,��V_TSw'TSw[X�p[j[�/jIO1��j'��p[j[}cTgV_ORj
f
ON� è rté}1KUj�MPX±��QSVnTSTSX�j�KUa9ç

f̂m(x) =
∑

λ∈Λn

T (
β̂λ

mj

)mjψλ(x) =
∑

λ∈Λn

β̂λw
m
λ ψλ(x), ∀x ∈ [0, 1] è rtsRé

��w[X9QYX
• c(n)

KNj[Z
Λn

KNQYX¬Z[X�£Ij[X9Z¦^WV_�RX¬VWj¦��w[X9ORQYX9� | ~ r ��VnTgw
r = 1

1
2
+ν0

è �qX��kV_^W^qXc�{�[^�KUVWj TSwIXQYX9KNaSORj&ON�
TSw[VWa�}#w[ORVW}�XbVWj&aSp[MIaYX9}�TSV_ORj&Ø[~ Ù3~ÑÙ é h
• β̂λ

V_a�Z[X�£Ij[X9Z&V_j è r1|Ré h
• wm

λ

V_a�}«w5KNQSKN}cTSX9QYV
��X9Z&M���TSw[X�X	�/pIVnlNKN^WX�j[}9XNç
wm

λ = 1 ⇐⇒ λ ∈ Λn and |β̂λ| ≥ κ|mj|c(n)
~

²�XvKNQYXbjIO1�§VWj&�PORaSV_TSVWORj�TSO'aYTgKUTSX±Tgw[Xb��KNVWj�TSw[X9ORQYX�� ON�
TSw[VWa�aYX9}�TSV_ORj�ç
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κ
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E(‖f̂m − f‖p
p) ≤ C

(

ln(n)

n

)
αp

2

⇐⇒ f ∈ B
( 1
2
+ν0)α

p,∞ (ξm) ∩ l((1−α)p,p,∞)(ξm) è r � é
·
ÈIµc¹Sµ

0 < α < 1
Å
Bγ

p,∞(ξm)
ÀN¾Pº

l(r,p,∞)(ξm)
ÀR¹Sµ̄ ¹Sµg» ¿[µ«ÄcÂ�Ã ÌNµcÇ ¶ : � �@=�ÀN¾Pº : ���,=�·EÃ�Â È¤Â�ÈIµ�ÔgÀt»�ÃW»

ξm

·
ÈIµc¹Sµ
m = (mj)j∈N

Ã_»�º�µ9.]¾GµSº Ã�¾ :�� ;,=RÕ � ¾§̧UÂ�ÈIµ�¹�·Í̧U¹Yºt»«Å
Bγ

p,∞(ξm) = Bγ
p,∞(ξ)

ÀN¾Pº
l(r,p,∞)(ξm)

ÃW»vÂ ÈIµ±»tµcÂ�̧�� �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�̧U¾3»
f
Ô#µcÇW̧U¾/ÉRÃ ¾/É�Â�̧

L
p([0, 1])

»cÊIÄgÈ�Â�È[ÀNÂÓ¼
sup
u>0

urω({λ ∈ Λ; |βλ| > u|mj|}) < ∞ è r Ú é
·
ÈIµc¹Sµ

ω(S) =
∑

λ∈S |mj|p‖ψλ‖p
p

Õ
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ξmxIQYOR� ��X���KNQY� | ~ r KNj[Z ��X�£Ij[V_TSVWORj | ~ r hGV_T®VWa®X1KUaY��TSO�aSX�X�TSw5KUT�TSw[X¢MIKNaSVWa
ξm

VWa®p[j[}9ORj[Z[V_TSVWORjIKN̂ORj
L

p([0, 1])
~ 
�Ot�6^WX�T�p[a�}�ORj[aSVWZ[X9Q�TSw[Xb��ON^W^WO1�kV_j[�'QYX9aSp[^_TSa9ç
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t = (tj)j∈N

ÃW»BÀ�¿[¸1»�Ã Â�Ã�ÌUµ&»tµ'&9ÊIµc¾GÄgµ�·
ÈI¸ ÌUµc¹#Ã .qµg»�Â�ÈIµ�¹gµcÌUµc¹S»tµ
7�� Ç_º�µc¹bÃ�¾Gµ &�Ê[ÀNÇ Ã�Â�¶ :�� DE='Â�ÈIµc¾¤Â�ÈIµ�¿�� " µ�Á¯Ç ¶RÀtÎm¸UÌ%$ »�¿G¹S¸«¿[µc¹#Â�¶ : ?@=¯ÈI¸UÇ_ºt»3�9¸U¹�Â ÈIµ¢Ô«Àt»cÃW»

ξt

Õ
x[ORQ�K,}9OR�,�I^_X�TSX��[QYO/ON�$aSX�X 
NORw[j[aYTSORj[XRh �bX�QS����KN}«wIKNQYV�KNj�hI\]V_}1KNQYZ�KNj[Z ��KNVW�'ONjIZ[O è Ù zRz Ø é ~
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&�ÊIµ�¾PÄ«µ

(2vj)j∈N
·�Ã�Â�È

v > −1
2

ÌUµ�¹#Ã .qµ«» : � DE= Â�ÈIµc¹gµ �9¸U¹SµgÅ�Ã �
σj

ÃW»�¿P¹S¸«¿[¸U¹#Â�Ã�¸U¾PÀNÇ®ÂÓ¸
2vj ·EÃ Â�È

v > −1
2
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f�j V_�'�'X9Z[VWKUTSX¬}�ORj[aSX��/p[X9j[}�X¬V_a¢TSwIKUT
ξm

lmX9QYV_£IX9a¢�3yÓ�
X9�,^_��KN�RO1l � a¢�IQYOR�PX9Q�T�� è Û é M��©Z[V_QSX�}�T}9ONjIa�TgQYp[}�TSVWONj�OU�
TSwIX
mj

� a9~

kOt��KNZIK1�3a�h5�qX�ORj[^_��wIK1lmX�K'QYX9aSp[^nT®KNMPORp{T��NX9j[X9QSKN^��qX�VW�Rw�TSX9Z&��K1lmX�^WXcT�MIKNaSV_a {σλψλ(.); λ ∈

Λ} KNjIZ��3yÓ�
X��'^_��KN�RO1l � aÍ�[QYOR�GX�Q�T �'V_�LKUjIZ�ORj[^_�'V_��TSw[X σλ

� aÍZ[X9�PX9j[Z�ORj[^_�'ORj�TSw[X�QYX9aSOR^_p[TSV_ORj�^_X�lmX�^
j
h{TSwIKUT � a���w����qX�wIK1lmXbVWj�TSQYO/Z[pI}�X9Z�TSw[X

mj

� a�V_j&��wIX�ORQYX9� Ø{~ r ~
� � ��� � � � +�� 6G��� ) , � + ��+ ) , ��� �x
VWQYaYT�ON��KU^W^�h[M��¬Z[X�£Ij[V_TSVWORj&ON�@Tgw[X

cj

� a��qXbwIK1lmX±Tgw[XbVWj[X��/pIKN^_V_T��Gç
0 ≤ mj ≤ C2ν0j

KNj[Z�TSwIXbORQ�TSwIONjIORQY��KU^WV_T��¬ON�
ξ
�qXb�RX�T9ç

‖ψλ‖p
p =

∫ 1

0

|ψλ(x)|pdx ≤ 2
j

2
(p−2)‖ψ‖p−2

∞

∫ 1

0

|ψλ(x)|2dx = 2
j

2
(p−2)‖ψ‖p−2

∞ .

�3O'p[aSVWj[�,TSw[XbZIXc£IjIVnTSVWORj&ON�
j1(n)

�kVnTSw
r = 1

1
2
+ν0

h[V_T�VWa�ONM/l3V_ORp[a�TSw5K�T���ORQ�KN^W^
n ≥ 1

ç

c(n)pω(Λn) = c(n)p
∑

λ∈Λn

|mj|p‖ψλ‖p
p ≤ ‖ψ‖p−2

∞ c(n)p
∑

j≤j1(n)

2jp( 1
2
+ν0) ≤ C

KNj[Z�TSwIX±�qX9V_�Rw�T�}9ORj[Z[V_TSVWONj è sRé w[OR^WZ[a9~
� � ��� � � �1�{��+�����+��R��� �@� ) � � �1��+ � � ��� � � ,�� ��� �ikaSVWj[�bTSwIX�Z[X�}9OR�'�PORaSVnTgV_ORj è r Û é hm�qX�aSX9X�TSwIKUT�V_j'TSw[X�}9ORj�TSXc�3T]ON�G��X�VW�Rw�TSX�Z�MIKNaSV_a ξm

�qX���O/}9p[a]ORj
TSw[X¢aYTgKUTgV_aYTSVW}9KN^
�IQYOR�PX9Q�TSVWX�a±ON� β̂λ

mj

~bikaSVWj[��TSwIX�wIXcTSX9QYORaS}9X�ZIKNaYTSVW}���QSKN�'Xc�qORQY��KNj[Z�TSw[X¢VWj[X	�/p5KN^_V_T��
ρλ ≤ ‖ψ‖∞dj

h{�qX�ORM{TgKNVWj�ç

| β̂λ

mj

− βλ

mj

| = ρλ

mj

1√
n
|ελ| ≤ ‖ψ‖∞

1√
n
|ελ|. è Ù zmé

�
O,}9ORj[}9^_p[ZIXNh[�qX±��VW^W^�p[aSXbTSw[Xb��OR^W^_Ot��VWj[�'^_X9�'��K{ç
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Vn ∼ N (0, 1
n
)
Â�ÈIµc¾ �9¸U¹

κ ≥ 2
√

2p
Å
n ≥ 3

ÀN¾Pº
c(n) =

√

ln(n)
n

Â ÈIµ�¹Sµ'µYÆmÃ_»�Â�»
À�¿[¸1»�Ã Â�Ã�ÌUµ¯Ä«¸U¾3»cÂÓÀN¾IÂ

C
º�µ�¿Iµc¾PºNÃ�¾/É¬¸N¾[Çn¶�¸U¾

p
»�ÊIÄgÈ�Â È[ÀRÂ�·�µ±È[ÀRÌUµ9¼

• P(|Vn| ≥ κc(n)
2

) ≤ Cc(n)2p Å
• E(|Vn|2p) ≤ Cc(n)2p.

�q¹S¸t¸���Õ�¡ÓT±V_a��qX9^_^
�/j[Ot��j�TgwIKUT®Vn�
N ∼ N (0, σ2)

TSw[X9j��qX�w5K1lRX�TSw[X¢}9ONjI}�X9j�TSQSKUTSVWORj�VWj[X��/pIKN^_V_T��
P(|N | ≥ x) ≤ 2 exp(− x2

2σ2 )
aYO[h[��ORQ

κ ≥ 2
√

2p
KNj[Z

n ≥ 3
h{�qX�wIK1lmXNç

P

(

|Vn| ≥
κc(n)

2

)

≤ 2 exp(−κ2nc(n)2

8
) = 2n−

κ2

8 ≤ 2n−p ≤ Cc(n)2p.
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d�ORQYX9OtlmX�Q�h�VnT¬V_a���X�^W^k�/jIO1�kj­TSwIKUT�V_�
N ∼ N (0, σ2)

Tgw[X�j
E(|N |2p) = Kσ2p

��w[X�QSX
K =

2p√
π

∫ +∞
0

xp− 1
2 e−xdx

~E��w/pIa��qX��RXcT9ç
E(|Vn|2p) = Kn−p ≤ Cc(n)2p

��w[VWa�X�j[ZIa�Tgw[Xb�IQYO/ON�
ON�
TSw[X�^WX��'��K{~
f�Z[VWQYX9}cT±KN�[�[^WV_}1KUTSVWONj�ON�]J�X��'��K�Ø[~ÑÙ,�kVnTSw

Vn = 1√
n
ελ

VWj�TSw[X�VWj[X��/pIKN^_V_T�� è Ù zmé �NV_lmX�p[akTSw[X�[QYOR�GX�Q�TgV_X9a è � é KNj[Z è Ú é ~��w[X9QYXc��ORQYXRh3KN^W^P}�ORj[Z[V_TSVWORj[aqKNQYX�agKUTSVWaY£IX�Z�TSO¢KN�[�[^_�'��wIX�ORQYX9� | ~ r ��VnTgw E = ξm
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sup
u>0

ur−qωm({λ ∈ Λ; |βλ| ≤ u|vj|}) < ∞

·
ÈIµc¹Sµ
ωm(S) =

∑

λ∈S |βλ|p‖ψλ‖p
p

Å ∀S ∈ Λ
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v = (vj)j∈N

KNj[Z
z = (zj)j∈NaSp[}«w¤TgwIKUT

0 < vj ≤ zj

�qX¯wIK1lmX¢Tgw[X¯X9��MGX�Z[ZIV_j[�
l(r,p,∞)(ξz) ⊆ l(r,p,∞)(ξv)
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g :]0, 1] → [1, +∞[
Z[Xc£5j[X�ZªM��

g(x) = 1

x
σ
2

��V_TSw
1 > σ > 0

~�o�^_X1KNQY^n�mh
g
MPX9^WONjI�Ra�TgO

L
2([0, 1])

KUjIZ��qXbwIK1lmXRç

dj = 2
j

2

√

∫ L

2j

0

1

xσ
dx =

L
1−σ

2√
1− σ

2j σ
2 .

�3VWj[}9X
2

σj

2
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2j σ
2
TSwIX�j
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1 < p < ∞ ÀN¾Pº

Θ
À�Ô#¸UÊ3¾Pº�µgº,Ã�¾IÂÓµ�¹#Ì�ÀNÇ�¸��

R
ÅkÀ�¾G¸U¾I¾GµÓÉmÀNÂ�Ã�ÌUµ¯Á�µSÀ�»cÊ3¹YÀmÔ�Ç�µ��«Ê3¾GÄ�Â:Ã�¸U¾

w
Ô«µcÇ�¸U¾/Ét»¯Â�¸¬Â È5µvÒ¤ÊIÄgÎmµc¾3ÈI¸UÊt¿GÂ Ap(Θ)

Ä�Ç_Àt»g»,Ã �,ÀN¾Pº¸U¾IÇ ¶�Ã � |{w(x) = 0} ∩ {w(x) = +∞}| = 0
�9¸U¹'ÀNÇ�Ç

x ∈ Θ
: ·
ÈIµc¹Sµ |.| º�µ�¾P¸NÂÓµ«»,Â�ÈIµ ALµ9Ô#µg»gÉNÊIµÁ�µgÀt»cÊ3¹Sµ<=�ÀN¾Pº�Â�ÈIµc¹gµ¢µSÆRÃW»cÂ�»¢À�¿[¸1»�Ã�Â:Ã�ÌNµ¢Ä«¸U¾3»�Â ÀN¾IÂ

Cw
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I
¸��

Θ
¼

(

1

|I|

∫

I

w(x)dx

)

(

1

|I|

∫

I

1

(w(x))
1

(p−1)

dx

)p−1

≤ Cw < ∞ è Ù rté
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Cw

VWa¢}1KN̂_̂WX9Z©Tgw[X Ap

yÓ}9ORj[aYTgKNj�T¯ON�
w
~BxIORQ¢Xc�[KU�'�[^WXRh

w(x) = |x|σ ORQ
w(x) = |x|σ| ln |x|| MPX9^WORj[�Ra'TSO Ap([−1, 1])

��ORQ −1 < σ ≤ p − 1
~ ��X9�'KNQY� TSwIKUT'Tgw[X&VWj3y}9^_p[aSVWORj Ap(Θ) ⊂ Aq(Θ)

w[OR^WZ[a���ONQ
p < q
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aS�5KU}9X9aÍ^WVW�RXkTSwIX ��KNQYZ[��y�J�VnTSTS^_X��qO/O/Z���K��{VW�'KN^OR�PX9QSKUTSORQ�ORQ�TSwIX �kVW^WMPX9Q�T�TSQSKNj[aY��ORQY�&~]xIORQ�}9ON�'�[^WX�TSX±Tgw[X�ORQ��mhIaYX9X±Tgw[XbMGO/OR��OU�*�/TgX�VWj è r ÚRÚ |mé ~
(*) �9�[��+ )-, . xIQYOR� K,�/j[Ot��j���p[j[}�TSV_ORj

T : [0, 1] 7→ [0, 1]
KNj[Z�K¯}9OR�'�IKN}cTg^n�¬aSp[�[�GONQYTSX9Z¬��K9lmX9^_X�TMIKNaSVWa

ξ
hR�qX�Z[X9j[ONTSX

ξT = {ψλ(T (.)); λ ∈ Λ} TSw[X�}9OR�,�5KU}�TS^_�¢aSp[�[�GORQ�TSX9Z¯��KNQY�GX�Z,��K1lRX9^WXcT]MIKNaYVWaKNZIKN�{TSX9Z�TSO
[0, 1]

~
	#" ! � &�� 0�,�� ��& * , *
�kX9QYX±�qX±VWj�lmX9a�TgV_�mKUTSX±TSw[Xb�RX�OR�'X�TSQYVW}9KN^��[QYOR�GX�Q�TgV_X9a�ON�@TSw[XbMIKNaSV_a

ξT ��w[VW}«w¬TSQSp[^n�¬Z[X��GX�j[Z&ORj¬TSw[X��KNQY�[VWj[�,�:KN}cTSORQ
T
~

	 ��
 , + ��+ ) , ��� � � Hp

) �-�@� ) � � �t�@% � � A@µcÂ
1 < p < ∞ ÀN¾Pº B,D Â�·Í¸�Ã�¾IÂÓµ�¹#Ì�ÀNÇ »'¸��

R
Õ � µ�»9ÀN¶Â�È[ÀNÂ�À¢Á�µgÀt»�Ê3¹YÀmÔ�ÇWµ��#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾

T : B 7→ D ÌUµ�¹#Ã .Íµ«»�Â�ÈIµ]¿P¹S¸«¿Iµc¹#Â�¶ Hp

Ã �®ÀN¾Pº'¸U¾IÇ ¶�Ã �kÂ ÈIµ�¹SµbµYÆmÃ_»�Â�»±ÀÁ�µgÀt»cÊ3¹YÀmÔ9ÇWµ �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾
S : D 7→ B ÀN¾Pº�À�Á�µSÀt»�Ê3¹YÀmÔ�ÇWµ�¿[¸1»�Ã�Â:Ã�ÌUµ �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾

w ∈ Ap(D)
»cÊIÄgÈ&Â ÈIÀNÂ ¼

• S(T (x)) = x
ÀmÕ�µ¢ÀN¾Pº

T (S(x)) = x
ÀmÕ�µ9Õ

• �L¸U¹�ÀNÇ�Ç�Á�µgÀt»cÊ3¹YÀ�Ô�ÇWµ�¿[¸1»�Ã�Â:Ã�ÌUµ3�#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾
z
Å ∫

B z(T (x))dx =
∫

D z(x)w(x)dx

��w[X±��OR_̂ŴOt��V_jI�¯TSw[X9ORQYX9�êaSw[Ot��a�TSwIXb^_VWj[��MPX�T��qX�X9j�d�p[}#�NX9j[w[ORp[�[T��qX9V_�Rw�Tga�TSw[X9ORQ���KUjIZ��RX9OUy�'XcTgQYV_}1KN�̂�IQYOR�PX9Q�TSVWX�a�ON�$}�OR�'�IKN}cTĝn�¬aSp[�I�PORQ�TSX9Z���KNQY�PX9Z���K1lmX�^WX�T�MIKNaYVWa9~
#+6 � ) � �	� ��� � � ��� '-� � � �	�¢�[� � � � �@�5� +:��� ,�� � � ) � � �1� +:�R���8�
� ) � � �1��+ � � � ��� � T

ÌNµc¹#Ã .qµg»Â�ÈIµ Hp

$ »E¿P¹g«̧¿[µc¹#Â�¶vÂ�ÈIµc¾¬Â�ÈIµ���ÀNÁ Ã̄�Ç ¶
ξT ÃW»±ÀN¾¬Ê3¾GÄg¸U¾PºNÃ�Â�Ã�¸U¾PÀNÇPÔ«Àt»cÃW» :<;,= :�»tµgµ¢Ï�ÀN¹SÄcÃ:ÀE� � ÊIµc¹#ÌUÀ¯ÀN¾PºÒ�ÀN¹#Â�µcÇ�Ç0:��������,=@=�ÀN¾Pº�»1ÀNÂ:ÃW»/.qµg»�Â�ÈIµb¿�� " µcÁ¯Ç ¶RÀtÎm¸NÌ $ »b¿P¹S¸«¿[µ�¹#Â:¶ : ?@= ::»1µ«µ �qÃ�ÄSÀN¹Yº�´,µc¹SÎU¶RÀ�Ä«È[ÀN¹#Ã:ÀN¾

: 	 ����	/À,=$=RÕ
��w[VWa�QSX�aSp[^_T���VW^_̂�MPXvKN�[�[^_��TSO'ORM{TgKNV_j&TSw[X�Z[XcTgX�QY�'VWjIKNj�T���w[X9ORQYX9� Û{~ r ~

r Ù



� � ��� ��å9ä��bß@å�á�Þ�� ßLá ß���	�� �vã ����å���Þ � �¬åcß�	 Þ�ávå��
	 � á�â�	#�

��"�$ ��. & . )+* . ) �/&�
 �/234�. ,/(�. &34�� 4 2 . & . )+2 4 *
¡Ó�
�qXbaSp[�[�GORaSX±TSwIKUT 1

g

MPX9^_ORj[�Ra�TSO
L

2([0, 1])
TSwIX�j&�'O/Z[X9^ è r1é }9KNj&MGXbQYX���QYV_TYTSX9j�KNa9ç

dYt = f(t)dt +
1√
C1n

g1(t)dWt

��w[X9QYX���X�Z[X9j[ONTSX
g1(t) =

√
C1g(t)

��V_TSw
C1 =

∫ 1

0
1

g(x)
dx
~�xIORQ�}9OR�'�IKUTSVWM[V_^WV_T��¢QSX9KNaSORj[a]MPX�T��qX�X9jTSw[XbZIXc£IjIVnTSVWORj&Z[OR��KUVWj[a9h{�qX±�kV_̂W^>�qORQY��V_j�TSw[XbaSX��/p[X9^>��V_TSw�TSw[VWa�j[X��6Xc�{�[QYX9aSaSV_ORj&p[j�TSVŴ>TSwIXbX�j[ZON�
TSw[VWa�aYTSpIZ[V_X9Z�~J�X�T

G1 : [0, 1] → [0, 1]
MGX±TSwIX±��p[j[}�TSVWORj&Z[X�£Ij[X9Z&M��Gç

G1(x) =

∫ x

0

1

g2
1(t)

dt. è ÙRÙ é
¡�j¦TSw[X���OR^W^_Ot��VWj[��aSp[M[aSX�}�TSVWORj�h]�qX&a�Tgp[Z{� TSw[X�K�TgOR�,VW}�Z[X9}9ON�'�GONaSV_TSVWORj¥OU�

f
V_j¦Tgw[X�j[X�� MIKNaSV_a

ξG1 è ��w[VW}«w¦VWa¯j[OB^WORj[�RX�Q¯ORQ�Tgw[ORj[ORQY��KN^ é KNj[Z ��X¬Z[Xc£5j[X�Z Tgw[X�KNaSaSO/}�V�KUTSX9Z¦wIKNQYZ TSw[QSX�aSw[OR^WZ[V_jI�X9a�TgV_��KUTSORQ�~
��" ! � &�� 0�,�� ��& * )�*1& 4 � � &���� .���� , *	� 2�
�� )+4�
 ,
* . )�� & . 2 �

�3VWj[}9X
f
MPX�^WORj[�Ra$TSO

L
p([0, 1])

hN�qX�wIK1lmX
f(G−1

1 (.))
��wIV_}#w¯MPX9^_ORj[�Ra$TSO

L
p
w1

([0, 1])
�kw[X�QSX

w1(.) =
g2
1(G

−1
1 (.))

��V_TSw
G−1(y) = inf{x ∈ [0, 1], G(x) > y} ∀y ∈ [0, 1]

aSO{ç
∫ 1

0

|f(G−1
1 (x))−

∑

λ∈Λ

βλψλ(x)|pw(x)dx =

∫ 1

0

|f(x)−
∑

λ∈Λ

βλψλ(G1(x))|pdx

��w[X9QYX���ORQSXNh5KN̂_̂���pIj[}cTgV_ORj
f
ON�

L
p([0, 1])

wIK1lmX±TSw[Xb��ON^W^WO1�kV_j[��KUTSOR�'VW}bZ[X9}�OR�'�PORaSV_TSVWONj�ç
f(x) =

∑

λ∈Λ

βλψλ(G1(x)), ∀x ∈ [0, 1]

��w[X9QYX
βλ

Z[X�jIONTSX�a�TSwIXb}9O/X ��}9V_X9j�TSa9ç

βλ =

∫ 1

0

f(G−1
1 (x))ψλ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ψλ(G1(x))g(x)dx è Ù |mé
�qX�Z[X�ZIp[}�XkTSw5KUT�TSw[XkTSwIQYX�aSw[OR^WZ[VWj[��X�aYTgV_��KUTSORQ è Ø é KNaSaSO/}�V�KUTSX9Z���V_TSw�Tgw[X�p[j[�/j[Ot��j���p[jI}cTSVWORj f

ON�j[ORVWaY��ORMIaYX9Q�lNKUTSVWORj[a è rté V_a�p[jIZ[X�Q�TSw[X±��ORQY�&ç
f̂ ∗(x) =

∑

λ∈Λn

β̂∗λw
∗
λψλ(G1(x)), ∀x ∈ [0, 1] è ÙUØ é

��w[X9QYXRç
• c(n)

KNj[Z
Λn

KNQYX±Z[Xc£5j[X�Z¬^WV_�mX®V_j¬��w[X9ORQYX9� Ø¢��V_TSw
r = 2 è �qX���VW^_^>X#�{�[^�KNV_j�Tgw[X®QYX1KNaSONj¬ON�TSw[VWa�}#w[ORV_}9XbVWj&aSp[M[aSX9}cTgV_ORj�Û{~ | ~ÑÙ é h

r1|



• β̂∗λ
V_a�TSw[Xb��ON^W^WO1�kV_j[�'X9aYTSV_��KUTSORQ�ç

β̂∗λ =

∫ 1

0

ψλ(G1(t))
1

g2
1(t)

dYt, è Ù uRé

• w∗
λ

V_a�}#wIKNQSKN}cTgX�QYV
�9X�Z&M���TSw[X�X	�3p[VnlNKN^WX�j[}9XRç
w∗

λ = 1 ⇐⇒ λ ∈ Λn and |β̂∗λ| ≥ κ

√

ln(n)
n

.

²�XvKNQYXbjIO1�§VWj&�PORaSV_TSVWORj�TSO'aYTgKUTSX±Tgw[Xb��KNVWj�TSw[X9ORQYX�� ON�
TSw[VWa��IKNQ�T9ç
#+6 � ) � �	� ��� �!��� �

g
ÀN¾Pº 1

g

Ô#µcÇW¸U¾/É�Â�¸
L

2([0, 1])
ÀN¾Pº

g(G−1
1 (.))

Ô#µcÇW¸U¾/Ét»'Â�¸ Ap([0, 1])
·
ÈIµc¹Sµ

G1
ÃW»,º�µ/.]¾Pµgº¬Ã�¾ : 	 	 =�Â�ÈIµc¾�Â�ÈIµ¯Á'À9ÆRÃW»1µ�ÂqÇ Ã�¾3Î1»¯Â�¸�Â�ÈIµ�È[ÀN¹Sº¬Â È{¹Sµg»gÈ5¸UÇ_ºNÃ�¾/É�µg»�Â:Ã�Á'ÀNÂ�¸U¹ :
	 DE=�·EÃ�Â�È

κ ≥ 2
√

2p

C1

Ã_»,ÄgÈ[ÀN¹YÀ�Ä�ÂÓµ�¹#Ã���µSº¬Ô�¶�Â�ÈIµ¯µ'&9Ê3Ã�Ì�ÀNÇWµc¾GÄ«µ9¼

E(‖f̂ ∗ − f‖p
p) ≤ C

(

ln(n)

n

)
αp

2

⇐⇒ f ∈ B
α
2
p,∞(ξG1) ∩ l((1−α)p,p,∞(ξG1) è ÙNÛ é

·
ÈIµc¹Sµ
0 < α < 1

Õ
" ÈIµ,»�¿[À�Ägµg»

Bγ
p,∞(ξG1)

ÀN¾Pº
l((1−α)p,p,∞)(ξ

G1)
ÀN¹Sµ�¹Sµg» ¿[µgÄ�Â:Ã�ÌUµ�Ç ¶ :�� �,=�ÀN¾Pº : ���,=&·EÃ�Â È�Â�ÈIµ¬ÔgÀt»�ÃW»

ξG1
Õ : 7 µc¹SµvÇWµcÂÍÊm»v¹Sµ«ÄSÀNÇ�Ç�Â È[ÀNÂÍ·�µv·Í̧U¹SÎ�·�Ã�Â�È�Â�ÈIµ̄ Äģ1µ��ªÄcÃ�µc¾IÂ�»

βλ

º�µ/.]¾Pµgº�Ã�¾�:
	�� =$=RÕ
�q¹Şţ���Õ�¡�j�TSw[X�j[Xc�3TÍaSp[M[aSX9}cTgV_ORj�h/�qXk��O3}�p[aÍORj�TSw[X��[QSO/OU��ON��Tgw[V_a�Tgw[X�ORQSX��&~���w[X®KNVW� V_a�TgO¢KN�[�[̂_���w[X9ORQYX9� | ~ r aSO'�qX�j[X9X9Z&TSO�aSw[Ot�§TSwIX��RX9OR�,X�TSQYVW}1KÛL�[QYOR�GX�QYTSV_X9a è uRé h è Û é ON�
Tgw[X�M5KNaYVWa ξG1

hITSwIX�qX9V_�Rw�T�}9ORj[Z[V_TSV_ORj è sRé KNj[Z�TSw[X�aYTgKUTSVWaYTSV_}1KN̂��IQYOR�PX9Q�TSVWX�a è � é h è Ú é ~
��"9� � � 2 235 2 5 .�� ,
2�� ,"� �#"+$
��� � � � � � )-��� �9� +��R��� �@� ) � � �1��+ � � ��� � � ,�� ��� � )�� � 6 � �
�I� +��

ξG1

xIORQ�KN̂_̂��'X9KNaSp[QSKNM[̂WXb�GORaSVnTSV_lmX±��p[jI}cTSVWORj
m : [0, 1] 7→ Θ

��V_TSw
Θ ∈ R

�qXbw5K9lmXRç
∫ 1

0

m(G1(x))dx =

∫ 1

0

m(x)g2
1(G

−1
1 (x))dx

��w[X9QYX���ORQSXNh{V_���qX±}«wIO�ORaSX
T = G1

h
S = G−1

1

KNj[Z��qX±aYpI�[�PORaSX�TgwIKUT
w(.) = g2

1(G
−1
1 (.))

MPX9^_ORjI�NaTSO�TSw[X�d�p[}#�RX�jIw[ORp[�{T¢}9^WKNaSa Ap([0, 1])
TSw[X9j

G1
agKUTSVWa�£5X�a�TSw[X Hp

� a¢�[QYOR�GX�Q�T � è aSX�X �®Xc£Ij[V_TSVWORju ~ÑÙ é KNj[Z���wIX�ORQYX9�
5.1

agK9�3a�TgwIKUT�TSwIX��RX9OR�,X�TSQSV_}1KN^��IQYOR�PX9Q�TSVWX�a è uNé KNj[Z è Û é w[OR^WZ&��ORQ�TSwIX�MIKNaSVWa
ξG1

~
��� � � � � � +�� 6G��� ) , � + ��+ ) , ��� �ikj[ZIX�Q�TSw[X¯j[ONTgKUTSVWONjIa±KNj[Z�TSw[X¯}�ORj[Z[V_TSVWORj[a®ON����w[X9ORQYX��"Û{~ r hG�qX¢}1KNjBKU�I�[^n��K�QYX�aSp[^_T±ORM{TgKNVWj[X�ZM�� �±X9QY����KN}«w5KUQSVWKNj�KNj[Z�\]V_}1KNQYZ è Ù zRzR|mé KNMPORp{Tq��K1lmX9^_X�T�}�OR�'�IKN}�TS^n��aSp[�I�PORQ�TSX9Z���KNQY�PX9Z���K1lmX�^WXcTMIKNaSVWa�TgO,Z[X9Z[p[}9X±Tgw[X±��OR^W^_Ot��VWj[�'V_jIX	�/pIKN^WVnT �Gç

ω(S) =
∑

λ∈S
‖ψλ(G1)‖p

p ≤ C
∑

λ∈S
2j p

2

∫ k+1

2j

k

2j

g2
1(G

−1
1 (x))dx ∀S ∈ Λ.

r Ø



�3VWj[}9X ∑2j−1
k=0

∫

k+1

2j

k

2j

g2
1(G

−1
1 (x))dx =

∫ 1

0
g2
1(G

−1
1 (x))dx = 1

KNj[Z
2

j1(n)
2 c(n)

VWa�MPORpIj[Z[X9Z¨M��
Z[X�£Ij[V_TSVWONj�OU�

j1(n)
��ONQ

r = 2
h{Tgw[X�QSXbXc�{V_aYTSakK,�PORaSV_TSV_lmXb}9ONjIa�T«KNj�T

C
aSp[}«w�TgwIKUT

sup
n≥1

[ω(Λn)c(n)p] ≤ C.

�3O,TSw[Xb�qX9V_�Rw�T�}9ORj[Z[V_TSV_ORj è sNé w[OR^_ZIa�~
��� � � � � �1�{��+�����+��R��� �@� ) � � �1��+ � � ��� � � ,�� ��� �x
VWQYaYT�ON��KU^W^�h{�qX�QYX9�'KNQY��TgwIKUT9ç

β̂∗λ =

∫ 1

0

ψλ(G1(t))
1

g2
1(t)

dYt

=

∫ 1

0

f(t)ψλ(G1(t))
1

g2
1(t)

dt +
1√
C1n

∫ 1

0

ψλ(G1(t))
1

g1(t)
dBt

��QYOR� è Ù |mé h[V_T�}9ON�'X9a9ç
β̂∗λ − βλ =

1√
C1n

∫ 1

0

ψλ(G1(t))
1

g1(t)
dBt

KNj[Z&}9^_X1KNQY^_�Gç
1√
C1n

∫ 1

0

ψλ(G1(t))
1

g1(t)
dBt ∼ N (0, σ2

n)

��w[X9QYXRh[M���TSwIXb}#wIKNj[�RXbON�
lNKUQSVWKNM[^WX�a
t = G−1(x)

ç

σ2
n = E

(

1√
C1n

∫ 1

0

ψλ(G1(t))
1

g1(t)
dBt

)2

=
1

C1n

∫ 1

0

ψ2
λ(G1(t))

1

g2
1(t)

dt

=
1

C1n

∫ 1

0

ψ2
λ(x)dx =

1

C1n
.

ikaSVWj[��J�X��'��K,Ø[~ÑÙ3h[�qXbVW�'�,X9Z[V�KUTSX�^_�¬Z[X9Z[p[}9X±TSw5K�T
β̂∗λ
lmX9QYVn£5X�a�TSw[X��[QYOR�PX9Q�TSVWX9a è � é KNj[Z è Ú é ~

f�^W^]}9ORj[Z[V_TSVWONjIa�KNQSX�agKUTSV_aY£5X�Z�TSO�KN�[�[^_����w[X9ORQYX9� | ~ r �kVnTSw�Tgw[X�w5KUQSZ�TSw[QYX9aSw[OR^_ZIV_j[��X9aYTSVW�'KUTSORQ
è ÙUØ é aSO,TSw[X��[QYO/ON�$ON�
��wIX�ORQYX9� Û{~ r VWa�}9OR�'�[^_X�TSX9Z�~

� � ß���ßLå���ßLå9ä � � �������9å9ä��bßLå9á�Þ�� �vÞ�â 	�� ��� ��� 	

f�^WORj[��Tgw[VWa±aSX9}cTSVWORj�h��qX¯aYTSp[Z{��TSwIX¯QSKUTSX¯ON�Í}�ORj/lRX9QY�RX9j[}�X,OU��TSw[X,wIKNQYZ¤TSw[QSX�aSw[OR^WZ[V_jI�¬X9aYTSVW�'KUTSORQ
è ÙUØ é O1lmX9Q��qX�VW�Rw�TSX�ZB³qX�aSOtl�aS�IKN}9X�a®��w[VW}«w�TSQYp[^_��^WVWj[��TgO�TSw[X¯�,O/ZIX�^ è rté KNj[Z��qX¢V_^W^Wp[aYTSQSKUTSX¢ORp[QQYX9aSp[^nTkM���KUj�X#�[KN�'�[^WXN~

rtu
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²�X�aYTgKNQ�T�TSO�ZIXc£IjIX�Tgw[Xv�qX�VW�Rw�TSX9Z�³qX�aSOtl&aS�IKN}9X�ak��wIV_}#w�KNQYX�aSV_�'�[^_��Tgw[X�jIKUTSp[QSKN^@Xc�{�IKNj[aSVWONj�ON��qX9^_^$�/j[Ot��j�³qX�aSOtl�aS�IKN}9X�abV_j�K���KNQS�PX�ZBMIKNaSV_a

ξG
~���w[X¯��KUVWjB�IKNQ�TSVW}�pI^WKNQYV_T���OU��TSw[VWa±aS�IKN}9X�abV_aTSw[X9QYXvKNQYXbZ[VWQYX9}cTg^n�¬^WV_jI�RX�Z�TSO,TSwIX±��KNQY�IV_j[�,�:KN}cTSORQ
G
~

	 ��
 , + ��+ ) , �%� � � � � + ��6G� � ��� � � )(' � �
�I� � � � � � µ�º/µ9.]¾Gµ3��¸U¹�ÀN¾I¶�Á�µSÀ�»cÊ3¹YÀmÔ9ÇWµ �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾
f
¼

∆G,h(f)(x) = f(G−1(G(x) + h))− f(x).
��µ«ÄcÊ3¹S»cÃ�ÌUµ�Ç ¶

∆2
G,h(f)(x) = ∆G,h(∆G,h(f))(x)

ÀN¾Pº¥Ã:º�µ�¾IÂ:Ã�ÄgÀNÇ�Ç ¶1Å �9¸U¹
N ∈ N

∗ Å ∆N
G,h(f)(x)À1ÉmÀNÃ�¾�ÀN¾Pº¬À1ÉmÀNÃ�¾3ÅqÀN¾Pº�·Íµ¢Ä«¸U¾3»�Ã�º�µ�¹�¼

ρN(t, f, G, p) = sup
|h|≤t

(
∫

|∆N
G,h(f)(u)|pdu

)
1
p

.

½v¸NÂ:Ã�Ä«µ�Â È[ÀRÂ
ρN ÃW»�º�µ/.E¾Gµgºv·�Ã�Â�È'Â ÈIµq»�ÂÓÀN¾PºmÀN¹YºvÊ3¾IÃ ��¸N¹#Áæ·ÍµcÃ_ÉtÈ3Â�Å
Â�ÈIµq»�¿[À�ÄcÃ:ÀNÇ[Ã�¾3ÈI¸UÁ�¸SÉ�µ�¾GµcÃ�Â:¶�¾G¸U·Ç Ã�µg»vÃ�¾¤Â�ÈIµ¢º�µ9.]¾IÃ�Â�Ã:¸N¾�¸��

∆G,h

Õ0ALµ�Â�Êm»̄ Ä«¸U¾3»cÃ:º�µ�¹bÂ�ÈIµ3�9̧UÇ�ÇW̧U·EÃ ¾/É,» ¿{À�Ä«µg»¯ÄgÀNÇ�Ç Ã�¾/É�·�µcÃ_É�È3ÂÓµgº,Ë®µg»1̧NÌ»�¿[À�Ägµ«»9¼

V(G, s, ϑ, r) = {f ∈ L
p([0, 1])|

(
∫ 1

0

(

ρN(t, f, G, ϑ)

ts

)q
1

t
dt

)

1
q

< ∞}

� " ! � 0 0�,%� ��2�� 4�� � ,
* ��
 .
¡�j�ORQYZ[X9Q�TSO�V_j/lRX9aYTSVW�mKUTSX¢KNj�p[�I�PX�Q�MPORpIj[Z�QYX�aSp[^_T®OtlRX9Q�aYOR�'Xv�qX9V_�Rw�TSX9Z¤³ÍX9aSO1l�aS�IKN}�X9a9h5��XvjIOt�aYTgKUTSXvK¯QSX�aSp[^_T��[QYOtlmX9Z&M���\EVW}9KNQYZ�KNj[Z �±X9QY����KN}«w5KUQSVWKNj è Ù zRzR|mé ç
� � ) � ) � + ��+ )-, �%� � � �L¸N¹

p > 1
Å®Ã �

ϑ ≥ p
Å
s ≥ 1

2

Å
r ≥ p

1+2s

Å
α = 2s

1+2s

ÀN¾Pº
G
»1ÀNÂ:ÃW»/.qµg»�Â�ÈIµ

Hp

$ »�¿P¹g¸«¿[µc¹#Â�¶�Â�ÈIµc¾¤·�µ±È[ÀNÌUµvÂ�ÈIµ3�9¸UÇ�ÇW¸U·EÃ ¾/É�µ�Á,Ô#µgºmºNÃ�¾�É�¼
V(G, s, ϑ, r) ⊂ B

α
2
p,∞(ξG) ∩ l((1−α)p,p,∞)(ξ

G)

¡Ó�/�qXE}«w[O/ORaSX
G = G1

Z[X�£Ij[X9ZbVWj è ÙRÙ é TSw[X9j±TSwIX$��p[jI}cTSVWORjIKN̂RaS�IKN}�X B
α
2
p,∞(ξG)∩l((1−α)p,p,∞)(ξ

G)VWa�Xc�[KN}cTŜ_�¤TSw[X���Kt�{VWaSXcT���ORp[j[Z©V_j è ÙNÛ é aSO�KNj�V_�'�'X�Z[V�KUTSX�}�ORj[aSX��/p[X�jI}�X�OU��\EQSOR�PORaSVnTgV_ORj s ~ r VWaTSw[Xb��OR̂_̂WOt��V_jI�,ORj[XRç
� � ) � ) � + ��+ )-, �%� ��� �@¾Pº�µc¹�Â�ÈIµ�»9ÀNÁ�µ�È3¶«¿I̧UÂ�ÈIµg»�Ã_»�Â�È[ÀN¾ " ÈIµ«̧U¹SµcÁ ?RÕ �tÅ �9̧U¹

p > 1
Å
ϑ ≥ p

Å
s ≥ 1

2

Å
r ≥ p

1+2s

Å
α = 2s

1+2s

·Íµ±È[ÀNÌUµvÂ�ÈIµ3�9¸UÇ�ÇW¸U·�Ã�¾/É�Êt¿m¿[µ�¹vÔ#¸UÊ3¾Pºm¼

f ∈ V(G1, s, ϑ, r) ⇒ E(‖f̂ ∗ − f‖p
p) ≤ C

(

ln(n)

n

)
sp

1+2s

.

���	� �I��� �%� �!� �@¸U¹
g(t) ≡ g

ÀN¾Pº �9¸U¹qÂ�ÈIµ�»1ÀNÁ�µÍÈ3¶«¿[¸UÂ�ÈIµ«»cÃW»�¸U¾
s
Å
p
ÀN¾Pº

q
Â�È[ÀN¾�Â�ÈIµ �q¹S¸«¿[¸1»�Ã�Â:Ã�¸U¾

�tÕ 	UÅ�·Íµ±È[ÀNÌUµvÂ�ÈIµvÁ¯Ã�¾IÃ�Á'À9Æ�¹YÀNÂ�µ9¼
inf
f̂

sup
V(g.1,s,ϑ,r)

E(‖f̂ ∗ − f‖p
p) ∼ n−

sp

1+2s .

×>¸�Ã ��·Íµ¯Ä«ÈI¸1¸1»tµvÂ�ÈIµbÈ[ÀN¹Yº�Â�È3¹Sµ«»gÈI¸UÇ_ºRÃ ¾/É&µg»�Â:Ã�Á'ÀNÂ�¸U¹-: ��� =�·�Ã�Â�È
G1(x) = g.x

Åq·�µ�¹SµSºNÃW»tÄg¸UÌNµc¹�Â�ÈIµÁ¯Ã�¾IÃ�Á,À1Æ�Êt¿�¿[µc¹�Ô«¸UÊ3¾Pº�Êt¿�ÂÓ¸�À�ÇW¸SÉ�ÀN¹#Ã�Â È3Á¯Ã�Ä3��À�ÄcÂ�¸U¹�Õ
�3X�Xb��ORQ�V_j[aYT«KUjI}�XbTSw[X�MPO/OR��ON� �	�NQYZ[^WXNh �±X9QY����KN}«wIKNQSVWKNj�h5\EVW}9KNQYZ�KUjIZ&�@aY�3M5KU�ROtl è r ÚRÚ � é ~

r Û



� "9� ��(�& � 0 
+, � * )�4�
 8 &�� 0�,�� � &3* )�*
�
O�VW^_^Wp[aYTSQSKUTgX�ORp[Q¢QYX9aSp[^nT1h$�qX¬}�ORj[aSVWZ[X9Q�ORp[Q,��KNp[aSaYV�KNj j[ORVWaYX¬�,O/ZIX�^ è rté ��VnTgw g(x) = 1

x
σ
2

��ORQ
x ∈]0, 1]

KNj[Z
1 > σ > 0

~]¡ÓT�V_a�ORM�l3VWORp[a�TSwIKUT
g
KNj[Z 1

g

MGX�^WORj[�Ra�TgO
L

2([0, 1])
~�d�ORQYX9O1lmX9Q�ç

G(y) =

∫ y

0

1

g2(x)
dx =

1

σ + 1
yσ+1

aSO
G1(y) = yσ+1 KNj[Z

G−1
1 (y) = y

1
σ+1 .��w[VWa�V_�'�[^WVWX�a�TSwIKUT ∀y ∈]0, 1]

�qX�wIK1lmXNç
w1(y) = g2

1(G
−1
1 (y)) = C1y

−σ
σ+1 = C1y

β

��w[X9QYX
β = −σ

σ+1

~

kOt��h[�qXbQYX9��KNQY��TSwIKUT

β ∈]− 1, 0[
��ORQ

1 > σ > 0
aYO

w1 ∈ Ap([0, 1])
~

f��[�[^_�3VWj[����w[X9ORQYX9� Û{~ r �kVnTSw
f̂ ∗

TSw[X,wIKNQSZ¤TSwIQYX�aSw[OR^WZ[VWj[��X9aYTSV_��KUTSORQbZ[X�£Ij[X9ZBVWj è ÙUØ é ��VnTgw
G1(x) = xσ+1 h 1 > σ > 0

h
x ∈ [0, 1]

h

β̂∗λ = (σ + 1)

∫ 1

0

ψλ(t
σ+1)tσdYt,

KNj[Z
κ ≥ 2

√

(σ + 1)2p
�qX�ONM[TgKNV_j&TSw[XbX��/p[V_lNKN^_X9j[}9XNç

E‖f̂ ∗ − f‖p
p ≤ C

(

ln(n)

n

)
αp

2

⇐⇒ f ∈ B
α
2
p,∞(ξG1) ∩ l((1−α)p,p,∞)(ξ

G1)

d�ORQYX9OtlmX�Q�h>pIj[Z[X9QkTgw[X¢agKN�'X¢w��3�PONTgw[X�aSVWa�TgwIKUTb\EQYOR�PORaSV_TSVWORj s ~ r hG�qX¢wIK1lmX�Tgw[X���OR̂_̂WOt��V_jI��p[�[�GX�QMPORp[jIZ�ç
f ∈ V(G1, s, ϑ, r) ⇒ E(‖f̂ ∗ − f‖p

p) ≤ C

(

ln(n)

n

)
sp

1+2s

.
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f�p{TgV_j�h{xÍ~ è Ù zRzR|mé ~IÒ�À9ÆRÃW»tµcÂ ��¸U¹bº�µ�¾3»cÃ�Â�¶�µg»cÂ�Ã�Á'ÀNÂ�Ã�¸U¾PÕ[\EQYX9�[QYVWj�TqZ[p¬J@KUMGORQSKUTSORV_QSX�Z[X®�[QYORMIKNM[VW^WVnTg`�aXcT��'O/Z[e9^WX�akKN^W`9KUTSORVWQYX9a�~5\$KNQYVWa �®¡ÍXcT�\$KNQYVWa �±¡Y¡«~
³qQYOt��j�hPJE~ �¢~PKNj[Z�J�Ot��hGd©~Ñ�¯~ è r ÚRÚNÛ é ~ Ö »c¶UÁ�¿PÂ�¸UÂ�Ã�Ä,µ &�Ê3Ã�Ì�ÀNÇWµc¾GÄ«µ,¸��v¾G¸U¾N¿{ÀR¹YÀNÁ�µcÂ�¹#Ã�Ä�¹SµÓÉN¹Sµg»«»cÃ�¸U¾ÀN¾Pº�·@È3Ã�Â�µv¾G¸UÃW»1µ9Õ5f®j[j�~��3TgKUTSVWa�T1~5ÙUØ[h5Ù | �NØUy Ù | Ú��{~
oqORw[X9j�h{f�~Wh �®X �EORQSXNh ��~_h �bX�QS����KN}«wIKNQYV�KNj�hI�¯~Wh[KNj[Z�\]V_}1KNQYZ�h �¢~ è Ù zRzRzmé ~5Ò�À9ÆRÃ�Á'ÀNÇ�& �W¿[À�Ägµ«»b·�Ã�Â�ÈÉNÃ�ÌUµc¾,¹SÀNÂ�µ�¸���Ä«¸U¾IÌUµc¹�É/µc¾GÄgµ ��¸U¹ÍÂ È3¹gµg»gÈI¸NÇ_ºNÃ�¾�É�ÀNÇ É�¸U¹#Ã�Â�È3Áv»9Õ Ö ¿m¿PÇ_Õ � ¸UÁ�¿PÊ3ÂÓÕ 7 ÀN¹#Á�¸U¾PÕ Ö ¾PÀNÇ_ÕnÅ � � hr Û s y r Ú r ~
oqORw[X9j�hGf�~Wh �±KNp[MGX�}#w[VWX�a9hG¡«~GKNj[Z �®V�KN^:h>\
~ è r ÚRÚ |mé ~ � ÀNÌUµcÇWµ�Â »�¸U¾�Â�ÈIµ¢Ã�¾IÂ�µc¹#Ì�ÀNÇ$ÀN¾Pº ��Àt»�Â�·]ÀNÌNµcÇWµcÂÂ�¹YÀN¾3» �9¸U¹#Áv» � Ö ¿m¿GÇ Ã:µgº¬ÀN¾Pº � ¸UÁ�¿>Õ 7 ÀN¹#Á�¸U¾IÃ�Ä Ö ¾PÀNÇ ¶1»�ÃW»9Õ � è rté h u ØUy � r ~

rts



�±KNp[MPX9}«w[VWX9a9h[¡«~ è r ÚRÚRÙ é ~ " µc¾ ALµ«ÄcÂ�Ê3¹Sµg»¯¸U¾ � ÀNÌUµcÇWµ�Â »1Õ �3¡�f±d©hI\]w[V_^�KNZ[X9^_�[wIVWK{~
�®ORj[ORw[O[h �¢~ÑJE~ è r ÚRÚRÛ é ~ �L¾GÄ«¸U¾PºNÃ�Â:Ã�¸U¾PÀNÇPÔ«Àt»1µg»®ÀR¾5º¯Ô�Ã�Â ��ÇWµcÌUµ�ÇP¸��®Ä«¸UÁ�¿P¹Sµg»«»cÃ�¸U¾PÕ Ö ¿m¿PÇ Ã�µSº¯ÀN¾Pº � ¸UÁ��¿PÊ3ÂÓÀNÂ:Ã�¸U¾PÀNÇ 7 ÀN¹#Á�¸U¾IÃ:Ä Ö ¾PÀNÇ ¶1»�ÃW»���h | � ��y | ÚmÙ3~
�®ORj[ORw[O[h �¢~ J]~_h 
RORw[j[aYTSORj[XRhÍ¡«~Ñd©~ è r ÚRÚ uRé ~ Ö ºmÀ#¿PÂÓÀNÂ�Ã�¾�É©ÂÓ¸�Ê3¾3ÎU¾G¸U·�¾¥»�Á�¸1¸UÂ�È3¾Gµg»«»&ÌtÃ�À©·]ÀNÌNµcÇWµcÂ»gÈ3¹#Ã�¾3ÎRÀ1É/µc~ 
�~[f®� �3TgKUT9~[f®aSaSO/}Nh ��� è Ø | Ù é h r Ù zRz y r ÙNÙUØ[~
�®ORj[ORw[O[h ��~ÑJE~Wh 
RORw[j[aYTSORj[XRh�¡«~Ñd�~ è r ÚRÚRÛ é ~@½vµ«¸1ÄcÇ_Àt»«»cÃ�ÄgÀNÇ$Á¯Ã�¾IÃ�Á,À1Æ,¿P¹S¸RÔ9ÇWµcÁv»«Å�Â�È3¹gµg»gÈI¸NÇ_ºNÃ�¾�É�ÀN¾PºÀmºmÀ#¿PÂÓÀNÂ�Ã�ÌUµ3�#Ê3¾GÄcÂ�Ã:¸N¾�µg»�Â�Ã�Á,ÀRÂ:Ã�¸U¾B³qX�QYjIONpI^_^WV è Ù é h | Ú�y�ÛmÙ3~
�®ORj[ORw[O[h �¢~ JE~Wh 
RONwIj[aYTSORj[XRhR¡«~Ñd©~_h �bX�QY����KN}#wIKNQYV�KNj�h��¯~NKNj[Z'\EVW}9KNQYZ�h �¢~ è r ÚRÚNØ é ~ � ÀNÌUµcÇWµ�Â�×3È{¹«Ã�¾3Î �À1É�µ'Ô�¶�¸«¿PÂ�Ã Á'ÀNÇ
¹Sµ«Äg¸UÌUµ�¹#¶RÕ�J�p[}�VWX9j¤J�X1o�KN� xIX�aYTSaS}#w[QYV_��T �¢~>\
OR^W^WKNQYZ¤KNj[Z��¯~ �ÍKNj[� è X9Z[a é h r � | yÙ rtu h��3�[QSV_j[�RX9Q �]X�QS^WKN�[~
�bKNQY}9V�Kty oqpIX�Q�lNK{h 
{~EKNj[Z­d�KNQ�TSX9^W^:hÍ³�~ è r ÚRÚRÚ é ~ � ÀNÌUµcÇWµ�Â�Ä«È[ÀN¹YÀ�ÄcÂ�µc¹#ÃW»1ÀNÂ�Ã:¸U¾¨¸��¬·ÍµcÃ_ÉtÈ3Â�µgº�» ¿{À�Ägµ«»9Õ

NORp[QSjIKN^�ON�E�±X�OR�'X�TSQYVW}bf®jIKN^n�3aSVWa9~

�±ORM[pI^_X�lGhR�¯~ �¯~ è r ÚRÚ rté ~EA@¸1ÄgÀNÇ{Àt»�¶UÁ�¿PÂ�¸UÂ�Ã:Ä�¾G¸U¹#Á'ÀNÇ Ã�Â�¶®Ã�¾±¿P¹g¸RÔ�ÇWµcÁ ¸��Í¾G¸U¾N¿{ÀN¹YÀNÁ�µ�Â:¹#Ã�Äkµg»cÂ�Ã�Á'ÀNÂ�Ã�¸U¾¸�� �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾3»�ÀN¾Pº�ÇW¸U·�µc¹�Ô«¸UÊ3¾Pº3�9¸U¹�&�Ê[ÀmºN¹YÀNÂ�Ã�Ä�¹#ÃW»«ÎRÕm��w[X9ORQ��¯\EQSONM5KNM�~Nf®�[�[^WV �P~�� � h r h rtu Ùty rtuRs ~
�±QSKN��K{h[¡«~5KNj[Z 
kp[aSaSMIKNp[�&hPd�~ è r ÚNÚRÛ é ~ Ö »c¶UÁ�¿PÂ�¸UÂ�Ã�Äg»¯µ &�Ê3Ã�Ì�ÀNÇWµc¾GÄ«µ �9¸U¹�¾G¸U¾�¿[ÀN¹YÀNÁ�µcÂ�¹#Ã�Ä®É�µc¾Gµc¹,�ÀNÇ Ã �tµgº�Á�¸1º�µcÇ »1Õ5\]QYX9�[QYVWj�T 
kO[~ Ù��NÚ{h[²�X9VWX�QYaYTSQgKNaYa�¡�j[aYTSV_TSp{TgXN~
� �NQYZI^_XRhP² ~_h �±X9QY����KN}«wIKNQYV�KNj�h��¯~Wh>\]V_}1KNQYZ�h �¢~Wh>KNj[Z��
aY�3MIKN�RO1lGhGf¢~ è r ÚRÚ � é ~ � ÀNÌUµ�ÇWµcÂ�Å Ö ¿m¿P¹S¸�ÆmÃ �Á'ÀNÂ�Ã:¸N¾©ÀN¾Pº¬×5ÂÓÀNÂ:ÃW»�Â:Ã�ÄgÀNÇ Ö ¿m¿PÇ Ã�ÄgÀNÂ�Ã:¸N¾/»1Õ�J�X9}�TSp[QYX9a 
kONTSX9a®V_j �/TgKUTSVWaYTSVW}�a r ÙNÚ{~ �3�[QSV_j[�RX9Q �]X9QY^�KU�[~

kX�����ONQS�P~

¡�M[QSKN�RVW�'O1lGhN¡«~ f�~UKNj[Z��±wIKN�'VWj[aS�/V_V�h �b~ �$~ è r Ú sRsRé ~��q¾�Â È5µkµg»cÂ�Ã�Á'ÀNÂ�Ã�¸U¾¬¸���ÀN¾�Ã�¾ .]¾IÃ�ÂÓµ�ºRÃ Á�µ�¾/»�Ã�¸U¾PÀNÇ¿{ÀN¹YÀNÁ�µ�ÂÓµ�¹bÃ�¾¦Ï�ÀNÊm»g»�Ã�ÀR¾�·
È3Ã Â�µv¾G¸UÃW»1µ1Õ �3Otl3VWXcT�d�KUTgw�~ �®OR�/^�~5Ù | Û{h 
�O{~ u h r9zmuN| y r1zmuRu ~
¡�M[QSKN�RVW�'O1lGhI¡«~ f�~5KNj[Z �bwIKN�,VWj[aS�/VWV:h ��~ �$~ è r Ú � rté ~�×5ÂÓÀNÂ:ÃW»�Â�Ã:ÄgÀNÇ
µg»�Â:Ã�Á'ÀNÂ�Ã�¸U¾P¼ Ö »c¶UÁ�¿PÂ�¸UÂ�Ã�Ä " ÈIµ«¸U¹#¶RÕ

�3�[QYVWj[�RX9Q�h 
�Xc����ORQY�P~

NORwIj[aYTSORj[XNh
¡«~ d�~ è r ÚRÚ � é ~ ��Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾ µg»�Â:Ã�Á'ÀNÂ�Ã�¸U¾¥¼ � È3Ã�ÂÓµ�¾G¸UÃW»1µ«Åk»�¿[ÀN¹S»cÃ�Â�¶�ÀN¾Pº�·]ÀNÌNµcÇWµcÂ�»1Õ
J�X9}#yTSp[QYX9a�j[ONTSX9a r1|Rz ��~

NORwIj[aYTSORj[XNh�¡«~ d�~ è Ù zRzRzmé ~ � ÀRÌUµcÇWµcÂ�ÀN¾Pº¤Â�ÈIµ�Â�ÈIµ«¸U¹#¶�¸���¾G¸U¾¤¿{ÀN¹YÀNÁ�µ�Â:¹#Ã�Ä �#Ê3¾GÄcÂ�Ã�¸U¾ªµg»�Â:Ã�Á'ÀNÂ�Ã�¸U¾PÕ\Ew[VW^�~ �
QSKNj[a9~ �b~��3O/}R~IJ�ORj[Z�~ � ~

NORwIj[aYTSORj[XNh5¡«~ d�~Wh �bX�QY�/��KU}#wIKNQYV�KNj�hP�,~_hP\EVW}9KNQSZ�h �¢~Wh ��KNVW�'ONjIZ[O[hPd©~ è Ù zRz Ø é ~ � ÀNÌUµ�ÇWµcÂ�º�µ«Äg¸U¾IÌN¸ �Ç Ê3Â�Ã:¸N¾�Ã�¾�Àb¿Iµc¹#Ã�¸9ºNÃ�Ä±»1µcÂ�Â�Ã�¾/É�TgO'KN�[�GX9KNQ�~
�±X9QY����KN}«w5KNQYVWKNj�h��¯~WhE\]V_}1KNQYZ�h �¢~ è Ù zRzRzmé ~ " È3¹Sµ«»gÈI¸UÇ_ºNÃ�¾/É�ÀNÇ É�¸U¹#Ã�Â�È3Áv»gÅvÁ'À9ÆRÃW»tµcÂ�»&ÀN¾PºB·�µcÇ�Ç�Äg¸U¾��Ägµ�¾IÂ:¹Sµgº¬ÔgÀt»tµg»ch[��V_TSw&Z[VWaS}�p[aSaSVWORj�h[�
X9aYT9h{lmOR^�Ú{h 
kO�Ù3hÑ\ªÙ�� | y | Ø u ~
�±X9QY����KN}«w5KNQYVWKNj�h'�¯~_h,\EVW}9KNQYZ�h��¢~ è Ù zRz ÙNK é ~v½v¸U¾æÇ Ã�¾GµSÀR¹ Ö ¿�¿P¹S¸�ÆRÃ�Á'ÀNÂ�Ã�¸U¾ ÀR¾5º­Ò¤ÊIÄgÎ�µc¾3ÈI¸UÊt¿PÂ·�µ�ÃnÉ�È3Â�»9Õ5�
X�}#w[j[VW}9KN^�QSX��GONQYT9~
�±X9QY����KN}«w5KNQYVWKNj�h3�¯~Wh�\]V_}1KNQYZ�h �¢~ è Ù zRz ÙUM é ~3Ò¤Ã�¾IÃ�Á'À9Æ'¸U¹qÒ�À9ÆRÃW»1µ�Â�»���³qX�QSj[ORp[V_^W^WV:h � 
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±Ù3h5Ù r Ú�y Ù uN| ~
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