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INTRODUCTION

.1 LA CONCURRENCE EN GENERAL

Dans cette thése, le sens que ’on donne au mot concurrence est “qui agissent simultané-
ment” . Le probléme que ’étude de la concurrence se propose d’étudier est le suivant:
en supposant qu’un ensemble a priori fini d*agents” aient chacun une tache connue a
accomplir, comment peut-on prévoir le comportement de I’ensemble. Le cas “simple” est
celui ou la tache de chaque agent ne peut interférer dans le déroulement de I’exécution
de celles des autres. Dans ce cas on a un parallélisme fort et I’étude du comportement de
I’ensemble se raméne & celui de ’étude du comportement de chacun des agents. Intéres-
sons nous a un exemple simple que I'on retrouvera tout au long de cette thése, celui du
diner de philosophes. Trois philosophes sont donc assis autour d’une table ronde devant
un plat, chacun étant “programmé” pour agir ainsi:

1. Prendre la baguette de droite si elle est disponible, sinon attendre.
2. Prendre la baguette de gauche si elle est disponible, sinon attendre.

3. Ayant deux baguettes, finir son plat puis rendre les deux baguettes (afin que les
deux convives de part et d’autre puissent éventuellement les utiliser) en reposant
d’abord celle de droite puis celle de gauche.

Dans un premier temps on met deux baguettes entre chaque philosophe, chacun a donc
une paire de baguettes et peut finir son repas. Dans un second, on ne met qu’une baguette
entre deux philosophes de sorte que, pour chaque baguette, si le convive de droite s’en
empare, celui de gauche n’a plus de baguette a sa droite et doit donc attendre. Alors
que dans le premier cas il n’y a aucune interférence possible entre les taches (chacun
dégustant son repas a l'allure qui lui convient), dans le second, il se peut qu’aucun des

'En anglais (programs that) run simultaneously



philosophes ne puisse entamer son repas. C’est ce qui se produit si chacun se saisit de la
baguette se trouvant & sa droite “en méme temps”, la baguette de gauche fait alors défaut
a tous. On s’apercoit trés facilement que le repas se termine & la seule condition que I'un
des philosophes soit assez rapide pour prendre sa baguette de droite puis sa baguette de
gauche avant son voisin de gauche.

D’un point de vue plus formel, disons qu’un “état du repas” (on dira par la suite et plus
généralement un “état du systéme”), est & un instant ¢ donné, une liste qui comporte le
nom de chacun des trois philosophes avec les baguettes qu’il a en sa possession. Pour

PO

chacun des philosophes, les situations possibles sont donc “avoir la baguette droite”, “avoir
celle de gauche”, “avoir les deux” ou “n’en avoir aucune”. On a 4 situations possibles. Dans
le cas du repas ou chaque convive a ses propres baguettes, il y a donc 4 x 4 x 4 états
possibles du repas. Dans le second cas, les seuls états possibles sont parmi ceux ou la
somme des baguettes en possession des philosophes ne dépasse pas 3.

Nous retiendrons de cet exemple deux faits importants. Le premier est que, lorsque
les agents agissent en totale indépendance les uns des autres (on parle alors de vrai
parallélisme) la compréhension du fonctionnement de I’ensemble des agents se résume a
la compréhension du fonctionnement de chacun d’eux séparé des autres. Du point du
vue formel et en termes catégoriques, le vrai parallélisme est modélisé par la notion de
produit cartésien. L’importance du formalisme des catégories dans I’étude des différents
modéles de la concurrence est soulignée dans [93]. Cette situation est analogue a celle
connue des familiers de la théorie des probabilités, en effet, dans ce cadre, on dit, et c’est

alors une définition, qu’une famille de variable aléatoire Xi,..., X, est indépendante
lorsque pour toute famille Aq, ..., A, de parties mesurables de 'univers des possibles (2,
on a

(X € A NN {X, € Ad) = p({X1 € Ar}) x - x pu({X, € AL}

On a également une analogie en algébre linéaire, ot une famille de vecteurs vy, ..., v, d'un
espace vectoriel sur un corps K est dite indépendante lorsque 'espace vectoriel qu’elle
engendre est isomorphe a

Kx-.--xK

R e
autrement dit le produit cartésien (dans la catégorie des espace vectoriels sur K notée
Vectx) de n copies de K vu comme un K-espace vectoriel de dimension 1. Dans le
cadre des espaces affines, une famille de points x4, ..., x,.1 est dite indépendante lorsque
son enveloppe convexe est de dimension n (dans I’espace vectoriel sous-jacent). Enfin, en
logique, une famille d’assertions Ay, ..., A, est dite indépendante lorsque pour toute sous-
famille F de A4, ..., A, il existe un modéle (au sens de la théorie des modéles, voir [15]) qui
satisfait toutes les assertions de Ay, ..., A, qui appartiennent a F et seulement celles-Ia.
Citons un dernier exemple qui peut étre vu comme une généralisation du précédent. Etant
donné un ensemble ordonné (X,C), on peut donner plusieurs notions d’indépendance,
I'une affirme que (z1,...,x,) est indépendante lorsque (z1, ..., z,) posséde un majorant
dans (X, C), une autre que (z1,...,x,) est indépendante lorsque pour toute sous-partie
Ade {1,...,n}, il existe un élément a de X tel que

VEe{l,....n} o, <a < ke A
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Le second fait important est que la réciproque du premier fait est également vraie, c’est-
a-dire qu’en cas d’interdépendance, la connaissance de toutes les situations possibles de
chacun des agents ne renseigne que trés partiellement sur ’ensemble des états possibles
du systéeme. La encore, 'analogie avec la théorie des probabilités est flagrante, on peut
en effet trouver une famille de variables aléatoires X, X5, X35 dont toutes les sous-familles
strictes sont indépendantes sans que la famille des trois ne le soit. Cette situation est
aussi présente en algébre linéaire ou la famille de vecteurs (0,1),(1,0),(1,1) n’est pas
indépendante bien que chacune de ses sous-familles le soit. Il se peut également qu’une
famille d’axiome ne soit pas indépendante alors que toutes ses sous-familles strictes le
soient, par exemple, si f est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] les assertions

1. f est continue.
2. f est strictement monotone.

3. f est bijective.

ne forment pas une famille indépendante car deux de ces assertions impliquent la 3®™e
alors que chacune de ses sous-familles est indépendante. On peut en effet trouver des
fonctions f définies sur [0,1] a valeurs dans [0, 1] qui satisfont une seule de ces trois
propositions mais pas les deux autres.

La premiére idée qui ressort de ceci et qui peut étre exprimée en une sorte de “méta-
théoréme” est que le vrai parallélisme est modélisé par la notion de produit cartésien
(dans une catégorie a choisir). On peut, & ma connaissance, vérifier cette affirmation
pour tous les principaux cadres d’étude de la concurrence dont les modéles sont les objets
d’une catégorie. Plus précisément, si les agents X1, ..., X,, ont pour modéles respectifs
My, ..., M, alors la mise en paralléle X;|...|X, des ces agents est modélisée par le pro-
duit cartésien M; x --- x M,,.

La seconde est que, de fagon abstraite, on peut définir la relation d’indépendance sur un
ensemble X comme une famille 7,, de relation n-aires possédant les deux propiétés suiv-

antes: tout d’abord, pour toute suite (z1, ..., z,) d’éléments de X telle que i, (xy, ..., x,),
on a également iy(x],...,z}.) quelquesoit la sous-suite (x},...,z}) de (z1,...,2,). En-
suite, pour toute permutation o de {1,...,n}, on a

in(l‘l, C ,:L‘n) <~ in(l‘o(l), R ,l‘o(n))

On obtient en particulier un ensemble simplicial (voir [59], [25], [82], [49] ou la définition
A.6.1) et on peut constater que si (z1,...,x,) est indépendante alors tous les groupes
d’homologie (voir [44], [74] ou la sous-section A.6.4) de son ensemble simplicial associé
sont triviaux. Dans I'exemple de la fonction f : [0,1] — [0, 1] et des trois assertions la
concernant, la représentation de I’ensemble simplicial associé est le bord d’un triangle non
applati, son deuxiéme groupe d’homologie est donc Z. Dans cet exemple la réciproque
est donc vraie mais ce n’est pas toujours le cas.

.2 LES MODELES SANS TOPOLOGIE

Les modéles classiques de la concurrence, dont on trouve une étude comparative dans
[93], sont tous combinatoires, c’est-a-dire qu’ils ne font aucune référence a la topologie.
Par ailleurs, la plupart possédent des définitions qui peuvent varier selon 'auteur. Par
souci d’homogénéité, on se référera exclusivement a [93].
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.2.1 LES SYSTEMES DE TRANSITIONS

C’est peut-étre le modéle le plus élémentaire. Par définition, un systéme de transitions
T est un quadruplet 1" := (S, 1, L,Tmn) ou S est 'ensemble des états, ¢ un élément de
S appelé I'état initial, L 'ensemble des étiquettes et Tran une sous-partie de S x L x §
appelée relation de transition. Un morphisme de systémes de transitions est une paire

(O'ZSO—>51,)\ZLQ—>L1U{*})

ol * est un symbole distingué dont la signification intuitive est “non défini”. Les membres
de ce couple doivent vérifier

1. Uo(io) = il.
2. (s,a,8') € Trang = (0(s),A(a),0(s")) € Tran; ..

Les étiquettes sont des actions et on dit que deux ac-

tions a et b sont indépendantes, c’est-a-dire qu’elles agis-

sent en paralléle, lorsque ’on a pour n’importe quel état

s trois états si, sy et s’ comme sur le diagramme de o
droite. On identifie donc la notion de parallélisme a a b
la possibilité d’intervertir I'ordre des actions. Cette no- / \
tion de parallélisme se généralise & une famille aq, ..., a, S1 52
en affirmant qu’elle est indépendante lorsque pour tout \\b\ /
état s il existe un état s’ tel que pour toute permu- s
tation f de {1,...,n}, il existe une suite de transi-

tions (s,azqa),51), (51, @82),52), - -5 (Sn—2; Af(n—1); Sn—1),

(Sn—1, G f(ny, ')

Cependant, cette notion ne représente pas exactement le vrai parallélisme mais plutot le
non-déterminisme de ’ordre d’exécution. C’est a dire que lorsqu’un agent A commence
une action, ceux qui parmi les autres souhaitent effectuer une action simultanément
doivent commencer au méme moment que A et finir au méme moment que A. Plus grave
encore, une famille d’actions a4, ..., a,, telle que deux d’entre elles ne puissent jamais étre
déclenchées simultanément sera percue comme indépendante pourvu que quel que soit
I’ordre dans lequel on exécute les actions de cette famille, on puisse obtenir le méme état
final, c’est pourquoi on évoque le non-déterminisme. Donnons un exemple géométrique.
L’ensemble des états est {0,1}3 et celui des étiquettes {x,a;,as,a3}. Les transitions
sont les triplets ((z1, %, 23), ak, (2], 25, 24)) ot @; = o} si i # ket xp = 0,2}, = 1
sinon, auxquels on ajoute les transitions “identités” (s, *, s). On souhaite ainsi représenter
les différents chemins allant du sommet (0,0,0) au sommet (1,1,1) en ne se déplacant
que sur les arétes. Il est clair que, dans ce systéme de transitions, la famille aq, as, as
est indépendante, mais il est aussi clair que deux actions ne peuvent pas étre effectuée
simultanément. La géométrie sous-jacente de cet exemple est un cube vide & faces vides,
c’est-a-dire dont il ne subsiste que les arétes. Formellement

({0,1} x {0,1} x [0,1]) U ({0,1} x [0,1] x {0,1}) U ([0, 1] x {0,1} x {0,1})

Comparons maintenant avec le systéme de transitions suivant :
(0—">1)x(0—=1)x(0—"=1)

12



dont I'ensemble des états est {0, 1} et les étiquettes

{(x, %, %), (a, *, %), (x,a, %), (%, %,a), (a,a,*), (a,*,a), (x a,a),(a,a,a)}

La famille d’étiquettes a1, as, as est encore une fois percue comme indépendante et pour
les mémes (passablement mauvaises) raisons. Cette fois cependant, le parallélisme (syn-
chrone) des trois actions (a,*,x*), (*,a,*), (*,*,a), qui correspondent & ai,as,as dans
I’exemple précédent, est plus légitime. En effet, on aimerait pouvoir exprimer le fait que
la famille
(@, %, %), (*x,a, ), (*,*,a)

est “équivalente” & (a, a,a). Le formalisme des systémes de transitions ne le permet pas,
c’est pourquoi on I’enrichit d’une relation binaire sur les étiquettes pour pouvoir exprimer
I'indépendance des actions comme une donnée primaire. Cette approche est également
celle des traces de Mazurkiewicz. En écho aux remarques qui ont déja été faites concernant
la notion d’indépendance, il est clair qu'une simple relation binaire ne suffit pas. De plus,
il n’est pas possible, par exemple, de représenter le fait qu'un agent A’ commence une
action alors qu’un autre agent A est en cours d’exécution d’une autre, d’ou le qualificatif
synchrone. On pourrait argumenter que cela est possible quitte a coder les instants dans
les états du systéme, en considérant par exemple ’ensemble d’états

{(s, s, t)/t € R pour s,s’ € S tels qu’il existe une transition de s vers s’}.

Cela conduit a des systémes de trés grand taille, voire infinis. Ces derniéres considérations
laissent se profiler 'intervention de la toplogie.

.2.2 LES ARBRES DE SYNCHRONISATION

Un arbre de synchronisation est un systéme de transitions dont tous les états sont at-

teignables, dont le graphe sous-jacent est sans boucles (comparer avec la définition I11.1.2)
s =5

et tel que si on a deux transitions to alors s’ = s” et a = b (comparer avec VIL.1.1).

S//

Tout systéme de transitions donne lieu, via un “dépliage”, & un arbre de synchronisation.
On montre ainsi que la catégorie des arbres de synchronisation est coréfléchissante dans
celle des systémes de transitions (voir [93]). Sans entrer dans les détails, ce formalisme
patit des mémes insuffisances que celui des systémes de transitions.

.2.3 LES LANGAGES DE PROCESSUS

On se donne une grammaire dont un des constructeurs de termes est x et qui comme on
s’y attend, permet la mise en paralléle de deux processus. Cette grammaire est bien stir
équipée d’un systéme de régles dont certaines pour 'opérateur x qui sont

to—a>t6 tl —b>tll to—a>tlo

toxtla—><b>t6><tll toxtlﬂﬂf'oxtl tlxto*—m>t1><tl0

Cette fois encore, il apparait clairement qu’il n’est pas possible de représenter les “états
intermédiaires” du systéme. L’application d’une régle est en effet ’analogue d’une tran-
sition et 1'idée qu'une régle puisse commencée & étre appliquée alors qu’'une autre est

13



en train de I’étre n’a pas de sens. Les applications en paralléle se font donc de fagon
entrelacée. Le m-calcul ou CCS sont des exemples de tels langages, voir [69], [70] et [71]
de Robin Milner.

2.4 LES RESEAUX DE Petri

Un réseau de Petri est un quintuplet (B, My, , E, pre, post) ou B est un ensemble dont
les éléments sont appelés conditions avec My C B et M, # (), E est un ensemble dont les
éléments sont appelés événements et ol pre et post sont des fonctions de E a valeurs dans
I’ensemble des sous-parties de B telle que Ve € FE pre(e) et post(e) ne sont pas vides,
sauf pour * I’événement identité qui vérifie pre(x) = () et post(x) = (). Pour M et M’,
deux sous-ensembles de B, on peut alors “passer” de M & M’ en exécutant e (on note
M —5= M") lorsque Ve € FE pre(e) C M, post(e) € M’ et M\pre(e) = M'\post(e).
L’idée est que I'on “consomme” pre(e) pour “produire” post(e). De ce point de vue, la
notion de concurrence qui émane des réseaux de Petri est exactement celle que ’on connait
habituellement, c’est-a-dire que des actions entre en concurrence lorsque les ressources
dont elles ont besoin sont communes. Suivant cette remarque, on dit alors que e, ¢’ € E
sont indépendants lorsque

(pre(e) U post(e)) N (pre(¢') U post(e')) = 0.

Il est naturel de dire que deux événements indépendants e et ¢ peuvent &tre exécutés
simultanément. La dynamique sous-jacente des réseau de Petri est clairement discréte.
Tout comme dans les autres modéles discrets, on ne peut pas vraiment représenter des
états transitoires d’un systéme, c’est-a-dire ceux ou plusieurs événements ont lieu si-
multanément mais n’ont pas commencé et peuvent ne pas finir au méme instant. On a
cependant gagné, par rapport au systéme de transitions, une notion d’indépendance issue
de I'idée tres naturelle de partage des ressources.

.2.5 LES LANGAGES DE TRACES

Dans tous les cadres que nous avons vus jusqu’a présent, le parallélisme était identifié
4 un entrelacement sans déterminisme d’action atomique. C’est cette atomicité méme
qui interdisait “I’exécution paralléle asynchrone”. On se propose de remédier & cela. Un
langage de traces de Mazurkiewicz est un triplet (M, L, I) ou L est un ensemble et une
sous-partie I de L x L appelée relation d’indépendance. On suppose que [ est symétrique
et irréflexive. Enfin, M un sous-ensemble de L*, c’est-a-dire I’ensemble des suites finies
d’éléments de L équipé de la loi de concaténation (ou encore monoide libre engendré par
L) tel que les propriétés suivantes soient satisfaites:

l.Vse L*Vae L (sae M = se M)
2. Vs,t € L* Va,b € L (sabt € M et alb = sbat € M)
3. Vse L*Va,be L (sa€ M et sbe M et alb = sabe M)

Intuitivement, alb signifie que les actions a et b sont indépendantes, on axiomatise
cette idée par les propriétés 2 et 3 qui signifient que deux actions sont indépendantes
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lorsqu’elles peuvent étre effectuer dans n’importe quel ordre et que chaque fois que 1'une
est disponible, 'autre 1’est aussi. Un morphisme de traces de Mazurkiewicz de (M, L,I)
vers (M', L', I') est une fonction, notée A, partiellement définie sur L & valeurs dans L’
telle que

1. Ya,b € L si A(a) et \(b) sont définis et que I'on a alb alors A(a)I’\(b).
2. Vs e M, \*(s) € M".

On peut enrichir L & volonté, en regardant M comme I’ensemble des événements possibles.
La notion d’indépendance n’est plus issue d’une propriété des étiquettes (i.e. les éléments
de L) mais une notion primaire. Le probléme ici est que la notion d’indépendance est
binaire et se traduit grosso modo, par la possibilité de faire commuter les étiquettes
déclarées indépendantes par la relation /. En particulier, il n’y a pas de fagon naturelle
d’évoquer, dans ce contexte, I'indépendance d’une famille a4, ..., a,. Il reste évidemment
possible de définir non plus une seule relaion binaire I mais une famille (I,,),cn comme cela
est suggéré a la fin de la section .1. I’ordonnancement du temps est implicitement contenu
dans le fait que M, qui représente intuitivement I’ensemble des événements possibles, est
un sous-ensemble d’un monoide libre, a savoir L*. L’atomicité des actions et donc du
temps en découle directement.

.2.6 LES STRUCTURES D’EVENEMENTS

En écho a la derniére remarque de la sous-section précédente, on présente maintenant
un modéle dans lequel I'ordonnancement n’est plus implicitement donné par un ensemble
ordonné isomorphe & N, <. Une structure d’événements est un triplet (£, <. ) ou F
est un ensemble dont les éléments sont les événements, < est un ordre partiel sur E et
# est une relation symétrique et irréflexive sur F, appelée relation de conflit satisfaisant
pour n’importe quels éléments e, ¢’,e¢” de F

1. {€'|e/ < e} est fini.
2. efe! <€ = efe

On dit alors que e et ¢’ sont concurrents lorsque 'on a e £ ¢/, ¢/ L e et e fe'.
Posons

E={(z,y)€[0.11x[0,1] [z €, %] ou y € [0, %]}
et < induit sur E par I'ordre produit sur R?, (z,y)4(2’,y/) lorsque = €]3,1] et ' €]1,1]
ou 2/ €]1,1] et y €]1,1]. On vérifie immédiatement que le seul axiome mis en défaut
est la finitude de {e’|e’ < e}. Il est clair que {€'|¢’ < e} est infini, néanmoins, on a sur
E la structure topologique induite par celle de R2. On pourrait alors enrichir la notion
de structure d’événements en demandant a ce que E soit un espace topologique (au lieu
d’un simple ensemble), que le graphe de < soit fermé dans E x E (voir la définition
I.1.1), que £ soit ouverte dans E X E et enfin que {¢'|¢’ < e} soit compact (au lieu fini).
Les hypothéses de fermeture et d’ouverture sont mises par souci de compatibilité avec la
structure topologique de E. La structure proposée précédemment répond alors a notre
nouvelle définition et, dans le cas ou E soit un espace topologique discret, on retrouve la
définition initiale de structure d’éveénements. L’introduction de la topologie est donc une
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extension de la définition initiale tout comme celle d’espace topologique (partiellement)
ordonné est une extension de celle d’ensemble (partiellement) ordonné (voir la définition
I.1.1). A cause de la finitude de {¢’|¢ < e}, la version originale (sans topologie) souffre,
comme toutes les structures discrétes proposées dans les sections précédentes, d’imposer
une échelle de temps discréte. Cette limitation tombe lorsque ’on passe & la version
topologique.

Techniquement, le probléme commun & toutes les structures discrétes que l’'on a passées
en revue est 'impossibilité de subdiviser de fagon naturelle I'intervalle de temps que dure
I’exécution d’une action. Ainsi on ne peut pas, par exemple, représenter le fait qu’un
agent X a effectué une action entre les instants 10 et 11 alors qu’un autre agent effectuait
simultanément une autre action entre les instants 9.5 et 10.7. Autrement dit, on ne peut
pas vraiment modéliser le parallélisme asynchrone. Une premiére solution au probléme
consiste a représenter le temps par un ensemble ordonné isomorphe a ({0,..., N}, <)
pour N € N “grand” ou méme (Q, <), puis de considérer que I’ensemble des actions pos-
sibles n’est plus A mais A x {1,..., N} ou A x Q selon le choix que l’on fait et d’adapter
en conséquence les régles de réécriture qui donnent & chaque type de modéle sa “dy-
namique”. L’inconvénient évident est que, lorsque 1’on calculera des produits cartésiens
de modéles, ceux-ci seront de trés grande taille et contiendront une trés grande quantité
d’information redondante. On a alors un trés grand nombre (voire une infinité) de traces
d’exécutions possibles entre deux états donnés. En vue d’une analyse efficace, on aimerait
pouvoir “identifier” deux traces synchrones, c’est-a-dire ayant les mémes instants et états
de départs et d’arrivée, dans la mesure oti, de “proche en proche”, on peut transformer
la premiére en la seconde. Cette notion de transformation de proche en proche pourrait
faire a son tour ’objet d'une axiomatisation dans le cadre discret, rendant les modéles
encore plus lourd a gérer.

Pour en venir a la topologie algébrique, il n’y a alors qu’un pas que l'on se propose
de franchir. En effet, I'idée de déformation de proche en proche d’une trace est exact-
ment celle de I’homotopie et il est trés probable que toute forme d’axiomatisation satis-
faisante de ce concept dans un cadre discret se raméne a lister les propriétés naturelles
de ’homotopie et de les prendre comme axiomes. Les traces deviennent des chemins con-
tinus et on comprend une homotopie d’un chemin vers un autre comme une déformation
continue du premier vers le second (voir [44], [65] ou la définition B.2.3). L’idée directrice
que ’on se propose de suivre est la suivante: aprés avoir construit un modéle topologique
continu, on utilise des méthodes homotopiques pour se ramener & un modéle fini “fidéle
a 'original” et de taille minimum.

D’une maniére plus générale, il semble nécessaire, lorsque 1'on souhaite représenter le
“vrai” parallélisme, c’est-a-dire permettant toutes les formes possibles d’exécution asyn-
chrone, de pouvoir subdiviser n’importe quel intervalle de temps. Cette nécessité implique
que les modéles soient de taille infinie. De tels modéles ne peuvent étre proprement ma-
nipulés sans intervention de la topologie. Il devient alors naturel d’avoir recours, modulo
d’importantes adapations, aux outils et idées de la topologie algébrique classique.
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.3 OBJECTIFS

.3.1 COMPRENDRE L’ASPECT GEOMETRIQUE DU PARALLELISME

A la fin des années soixante, quelques mathématiciens dont Daniel Quillen ont entrepris
d’axiomatiser la topologie algébrique de facon a pouvoir exprimer trés généralement les
idées et résultats “classiques” de cette branche des mathématiques. La théorie des caté-
gories s’est imposée comme le cadre idéal dans lequel formaliser ces axiomes. L’idée
générale, trés spécifique a la notion de catégorie, est d’étudier les objets d'une collection
non pas individuellement mais dans leur ensemble d’aprés la facon dont il se comporte
les uns vis-a-vis des autres. Ainsi est-on arrivé & une structure appelée catégorie de
modeéles, décrite a partir d’une catégorie sous-jacente (celle dont les objets sont ceux que
I'on souhaite étudier) pourvue de trois familles de morphismes soumises &4 un ensemble
d’axiomes. Si étonnant que cela puisse paraitre, cette structure ne fait aucune référence
a la topologie et malgré cela, décrit parfaitement la topologie algébrique “classique” dont
les objets d’étude sont les espaces topologiques “pas trop pathologiques”. Cela se traduit
par le résultat qui affirme que la catégorie de modéles des espaces topologiques est équiv-
alente au sens de Quillen & celle des ensembles simpliciaux. Alors que, par construction
méme, la premiére repose entiérement sur la notion de topologie, la seconde est pure-
ment combinatoire. L’ouvrage de P.Goerss et J.F.Jardine |82] décrit ce phénoméne en
extrayant les axiomes des catégories de modeles a partir du cas de la topologie algébrique
classique, a l'inverse de celui de M.Hovey [49], plus concis, qui décrit 'axiomatique des
catégories de modéles et expose ensuite différents exemples non triviaux dont celui de la
topologie algébrique classique.

CHOIX D’UNE COLLECTION DE MODELES

Autrement dit, on doit fixer une catégorie dont les objets, ou tout du moins certains
d’entre eux, vont représenter les programmes d’un certain langage. Cette catégorie doit
permettre une représentation assez “canonique” tout en restant suffisamment simple d’un
point de vue mathématique, c’est-a-dire que la description des objets ne doit pas étre trop
compliquée. Par ailleurs, elle doit étre suffisemment riche pour effectuer les constructions
habituelles en topologie algébrique, en d’autres termes, elle doit étre compléte, cocompléte
et si possible, cartésienne fermée. C’est par exemple le cas de la catégorie des espaces
topologiques compactement générés (voir appendice B).

DETERMINATION DE LA STRUCTURE DE CATEGORIE DE MODELES

Une fois que la catégorie sous-jacente a été choisie, il reste a la munir de trois familles de
morphismes satisfaisant aux exigences des catégories de modeéles. C’est techniquement
trés délicat et cela doit, si tout se passe bien, étre guidé par I'intuition qui nous a fait
choisir la catégorie sous-jacente. En effet, il est toujours possible de munir une catégorie
de la structure de catégorie de modéles triviale. Le résultat n’a aucun intérét puisqu’alors
tous les objets de la catégorie sont vus comme équivalents.
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TROUVER UNE CATEGORIE DE MODELES COMBINATOIRES EQUIVALENTE AU SENS DE
Quillen A CELLE QUE LON A CHOISI POUR REPRESENTER LA CONCURRENCE

C’est I'étape finale de la compréhension, si 'on y parvient, les modéles combinatoires
joueront le méme role que les ensemble simpliciaux en topologie algébrique classique. Il
faut également que ces modéles rendent fidélement compte des propriétés intéressantes
dans I’étude de la concurrence.

Bien stir, ce programme linéaire idéal ne refléte pas la facon dont ont évolué mes idées sur
le sujet, aussi ai-je, dans mon travail de thése, touché plus ou moins directement & cha-
cune de ces étapes de maturation. En fin de compte, il est possible que ’approche de la
topologie algébrique dirigée par la méthode de Quillen ne soit pas appropriée, le chapitre
XIV traite partiellement cette question. Les catégories que 1’on va étudier dans cette
thése sont “construites” sur celles des espaces topologiques, elles offrent de fait un cadre
naturel pour définir un analogue du groupoide fondamental qui deviendra, dans les cas
dirigé, une catégorie fondamentale, soulignant ainsi le fait que les morphismes de la pe-
tite catégorie obtenue ne sont pas nécesairement inversibles. Cette absence d’inversibilité
apparaitra comme une conséquence naturelle du fait que les objets de notre étude mod-
élisent la notion d’avancement (localement ou globalement) irréversible du temps. Les
seuls chemins pris en compte seront en effet ceux qui progressent continiment d’états en
états et dans le sens du temps.

.3.2 REDUIRE LA TAILLE DES MODELES DISCRETS DU PARALLELISME

En pratique, les programmes que I'industrie aimerait analyser ont une taille de ’ordre de
quelques centaines de milliers de lignes. Il est donc impératif d’étre en mesure de fournir
des modéles intéressants de taille minimale. L’un des buts poursuivis en introduisant la
topologie pour modéliser la concurrence est d’optimiser la taille des modeles. Le procédé
est, en mathématique, assez général et a déja plusieurs fois fait ses preuves:

Lorsqu’un probléme est difficile & résoudre au sein du cadre dans lequel il est exprimé, on
le “plonge” dans un univers plus vaste et on vérifie a posteriori que la solution obtenue
dans le cadre plus général peut-étre projeté dans le cadre initial et donner une solution
au probléme original. Dans notre cas, 1’élargissement consiste a introduire la topologie
et la projection est fournie par la notion de catégorie de composantes.

4 POURQUOI UNE NOTION DE DIRECTION 7

La notion de graphe de progression a été introduite par E.W. Dijkstra en 1968. On
souhaite étudier les programmes écrits dans le langage que ’on décrit ci-aprés. Les
processus sont des séquences d’instruction P et V', oul P, signifie que le processus “prend”
une occurrence du sémaphore a qui, en fonction de son arité n € N, peut étre “utilisée”
simultanément au plus par n processus. L’occurrence du sémaphore a reste occupée
jusqu’a ce que l’on rencontre l'instruction V, qui la rend a nouveau disponible. Un
programme est une mise en paralléle de processus. Par exemple, le programme P,V,|P,V,
est constitué de deux processus qui prennent une occurrence du sémaphore a, que ’on
supposera pour ’occasion d’arité 1, puis la libére. Sur ’axe réel du temps, on peut donc
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marquer a quels instants interviennent les différentes instructions des deux processus. La
configuration ci-dessous est impossible puisque durant I’intervalle de temps surligné, les
deux processus occupent le sémaphore a alors que ce dernier n’est pas utilisable par deux
processus simultanément.

processus1  PQ Va

processus 2 Pa Va

Les seules configurations possibles sont

processus1l Pa Va

processus 2 Pa Va

processus 1 Pa Va

processus2 Pa  Va

En suivant 1'idée que le parallélisme est mod-

élisé par la notion de produit cartésien, on va V3
attribuer a chaque processus un axe de temps
“indépendant” ce qui conduit a la représentation Pa

continue des états du programme donnée par la
figure de droite.
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De méme, la représentation du programme
P,PV,V,|P,P,V,V, est donnée par la figure
de droite. On voudrait maintenant distinguer
ces programmes qui doivent étre différenciés s _
car le premier, & la différence du second,
n’a pas de point mort (un état dans lequel Va I I
plus aucun des processus ne peut accomplir Pa
d’action bien qu’il n’ait pas terminé). Or py
les deux espaces topologiques représentant re-
spectivement P,V,|P,V, et P,P,V,V,|P,P,V,V,

sont isomorphes dans la catégorie des espaces Pa PbVb Va
topologiques.

Informellement, le probléme vient du fait que dans un espace topologique, tous les chemins
peuvent étre parcourus en avant ou a reculons ce qui rend impossible la représentation de
la notion de point mort. L’idée des graphes de progression, voir le document précurseur
[17] ainsi que [14] et [81], est d’ajouter a la structure topologique une notion d’ordre (voir
la définition I.1.1). Dans les deux cas précédemment exposés, la topologie et 'ordre sont
ceux induits par R xR lui méme muni de la topologie et de 'ordre produit. Naturellement,
les chemins autorisés sont les applications continues et croissantes définies sur [0, 1] a
valeur dans le modéle géométrique du programme. Le chemin représenté sur la figure
ci-dessus aboutit & un point mort qui traduit ’état du programme ou la 1*" processus a
pris le sémaphore a tandis que le 2°™¢ a pris le b.

.5 UN RAPIDE SURVOL DU CONTENU

La premiére partie de cette thése est dévolue a I’étude du cas sans boucle, dans notre
contexte, on évitera le terme acyclique pour éviter toute confusion avec celui qu’il a
dans [2]. Le chapitre I décrit la catégorie des espaces topologiques (partiellement) ordon-
nés, notée PoSpc (voir définition 1.1.1), et fournit une étude détaillée de ses propriétés
catégoriques ainsi que de celles de certaines de ses sous-catégories. En particulier, on
montre la co-complétude de PoSpc (voir la proposition 1.2.9, le théoréme 1.2.10 et le
corollaire 1.2.11), légitimant ainsi dans PoSpc un grand nombre de constructions usuelles
de topologie algébrique classique, et tout particuliérement la réalisation géométrique. On
note cependant que l’espace topologique sous-jacent d’'une réalisation géométrique dans
PoSpc n’est pas nécessairement la réalisation géométrique dans Spc des espaces sous-
jacents. On retiendra tout de méme que PoSpc et Spc ont de trés nombreuses propriétés
catégoriques en commun.

Le chapitre IT décrit la notion d’homotopie dirigée ou dihomotopie la construction du
foncteur catégorie fondamentale, noté 71, qui apparait déja dans [58], [33] et [84]. On
note les grandes différences entre le groupoide fondamental (défini sur Spc) et la caté-
gorie fondamentale (définie sur PoSpc) et notamment que la groupoidification de la caté-
gorie fondamentale d’un espace topologique ordonné contient en général strictement plus
d’informations que le groupoide fondamental de son espace topologique sous-jacent. On
donne également une classification des chemins dirigés d’un espace topologique ordonné
(théoréme I1.1.25) dont une des conséquences frappantes est que deux dichemins sur
un espace topologique ordonné ayant la méme image sont dihomotopes (voir corollaire
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I1.1.27). Ceci est bien siir faux pour I’homotopie classique.

En topologie algébrique classique, on montre que le groupoide fondamental d’un espace
topologique est, comme son nom l'indique, un groupoide (voir [47]) tandis qu’en topolo-
gie algébrique dirigée, on montre que la catégorie fondamentale d’un espace topologique
ordonné est une (petite) catégorie sans boucles. L’étude de ces derniéres est le propos
du chapitre III. En particulier, la collection de ces derniéres induit une sous-catégorie
réflechissante de Cat que ’on note LfCat (théoréme I11.3.1). On note alors les analogies
de comportement entre la réflexion de Cat dans LfCat et celle de RSpc dans PoSpc.

Le chapitre IV introduit et étudie la notion de systémes de morphismes inversibles au
sens de Yoneda d’une catégorie sans boucles. La collection de ces systémes sur une caté-
gorie sans boucles donnée forme en particulier un treillis local (voir théoréme IV.3.23).
On utilisera le fait qu’un treillis local admet un plus grand élément pour définir, dans le
chapitre IV.3.2, la catégorie de composantes d’une catégorie sans boucles et donc d’un
espace topologique ordonné. On souligne le lien qui existe avec la topologie algébrique
classique. Cette construction est cruciale, c’est en effet elle qui permet de ramener un
modéle topologique continu (et donc infini) & un modéle discret fini. On prouve de surcroit
dans le (trés technique) chapitre V, que le passage a la catégorie de composantes préserve
toutes les propriétés “intéressantes” de la catégorie initiale. Cette assertion est formalisé
dans le théoréme V.0.27 qui constitue I'un des résultats clé de cette thése puisqu’il donne
sa légitimité a la notion de catégorie de composantes.

Le chapitre VI présente un théoréme (V1.3.1) a la Van Kampen pour les catégorie de com-
posantes. A cause des perspectives applicatives et calculatoires qu’il donne, ce théoréme
est un autre des résultat charniére de cette thése.

Le chapitre VII est consacré a la détermination de la catégorie de composantes de plusieurs
familles de catégories sans boucles particuliéres.

La seconde partie décrit le langage PV et comment on associe a chacun des programmes
écrit dans ce micro-langage, un objet de PoSpc qui donnera sa sémantique. On présente
également 'embryon d’un outil d’analyse de ce langage écrit en Caml. C’est I'occasion
d’appliquer les résultats de la théorie développée dans la premiére partie.

La troisiéme et derniére partie rassemble des résultats obtenus durant ma thése mais qui,
je pense, sont incomplets, mal compris ou que, d’'une maniére générale, je n’ai pas encore
réussi a intégrer dans un cadre suffisamment “cohérent” a mon gofit.

Le chapitre XI s’intéresse a la petite catégorie qui doit jouer, dans ’étude des modeéles
possédant des boucles, le role que joue ([0, 1], <) dans I’étude de ceux qui n’en possédent
pas.

Le chapitre XIII étudie quelques extensions de PoSpc dans lesquelles on trouve de “vraies”
boucles, en effet, alors que PoSpc s’impose naturellement comme objet d’étude lorsque
I’on souhaite avoir des modéles sans boucles, on constate que, lorsque I'on veut intégrer
ces derniéres, il existe plusieurs alternatives possibles. L’une d’elles a été proposée par
Marco Grandis, une autre par Sanjeevi Krishnan et une troisiéme par L. Fajstrup, Martin
Raussen et Eric Goubault. On en propose une quatriéme dont on montre qu’elle est trés
fortement liée a celle de M. Grandis (voir théoréme XIII.1.2). Enfin, une derniére approche
due & Philippe Gaucher mélange en quelque sorte modéle discret et topologique, elle se
distingue des autres par le fait que ’espace des états est discret et que la structure
topologique est mise de facto sur ’ensemble qui représente les traces d’exécution. La
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relation qui existe entre cette derniére approche et les autres n’est pas encore claire.

CONVENTION DE NUMEROTATION DES ARTICLES

La numérotation des articles du manuscript, c’est-a-dire les théorémes, propriétés, lemmes,
définitions, axiomes, propositions et remarques, indique d’abord en chiffre romain le
chapitre puis en chiffre arabe la section ou se trouve ’article référencé, le dernier nombre
indique le rang de 'article en comptant depuis le début de la section. Ainsi, le théoréme
V.4.8 est le 8™ article de la 4°™¢ section du chapitre V.

On utilise le symbole B pour indiquer la fin d’une preuve.
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Partie 1

TOPOLOGIE ALGEBRIQUE DIRIGEE
DANS LE CADRE DES
ESPACES PARTIELLEMENT ORDONNES
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CHAPITRE

I

ESPACES ORDONNES

On trouve dans I'ouvrage de Garrett Birkhoff [8] et dans I'article de Samuel Filenberg [18]
les toutes premiéres traces de la notion d’espace partiellement ordonné. A la fin des années
quarante, Leopoldo Nachbin a publié sur le méme sujet les articles [75, 76, 77| et plus tard
un livre [78]. Dans les années cinquante on trouve l’article [92] de L.E. Ward et dans les
années soixante des articles de H.A.Priestley ainsi que la thése de Maarten Maurice [66]
publiée dans [67]. Les espaces ordonnés se sont révélés utiles concernant des questions
d’algébre topologique, d’analyse fonctionnelle (le dernier chapitre de [78] sur les espaces
vectoriels topologiques ordonnés localement convexe en témoigne); on trouve également
dans [78] des généralisations de célébres résultats de la topologie classique, comme par
exemple le lemme de prolongement de Urysohn, tandis que [66] focalise sont étude sur
les espaces totalement ordonnés compacts, menant a des considérations de théorie des
ensembles assez fines. Notons a ce propos que quand Maarten Maurice soutint sa thése en
1964, le probléme de I'indépendance de I’hypothése du continu était encore une conjecture,
d’ou l'intérét de ses travaux. L’une des motivations de 1’étude systématique des espaces
ordonnés semble aussi avoir été le probléme de I'indépendance de I'hypothése de continu;
en effet, parmi les premiéres références d’articles consacrés aux espaces partiellement
ordonnés, beaucoup sont focalisées sur le cas particulier ol ’espace topologique sous-
jacent est compact et 'ordre total avec des préoccupations similaires & celles de la théorie
descriptive des ensembles. Des références aux espaces ordonnés apparaissent également
dans des ouvrages plus récents concernant la théorie des domaines comme [53] (chapitre
VII) et 73] (chapitre VI). On va voir que, du point de vue de sa structure catégorique, la
catégorie des espaces odronnés PoSpc est en tout point similaire & la catégorie des espaces
topologiques Spc.
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I[.1.1

[.1.2

[.1.3

[.14

[.L1 LA CATEGORIE PoSpc

[.1.1 OBJETS ET MORPHISMES DE PoSpc

DEFINITION (ESPACE PARTIELLEMENT ORDONNE, [78|)
Un espace ordonné ou encore espace partiellement ordonné ! (ou méme po-espace)
est un couple (X,C), ou X est un espace topologique et T une relation d’ordre sur
I’ensemble sous-jacent de X, que 1’on note | X|, telle que

{(l‘l,ZL'Q) € |X| X |X|}l‘1 E I‘Q}
soit une sous-partie fermée de X x X.

On notera souvent X pour désigner un espace partiellement ordonné tandis que X, Cx et
| X'| feront respectivement référence a son espace topologique, a sa relation d’ordre partiel
et a son ensemble sous-jacent. Par ailleurs, dans la définition précédente, X x X est le
produit cartésien dans Spc, la catégorie des espaces topologiques.

PROPRIETE (SOUS-ESPACE PARTIELLEMENT ORDONNE)

Etant donné un espace partiellement ordonné X, tout sous-espace topologique Y de X

muni de la relation d’ordre induite sur |Y| par <y est encore un espace partiellement
H

H
ordonné. On dit alors que Y est un sous-espace ordonné ou sous-po-espace de X.

Le résultat suivant est une des propriétés classiques des espaces partiellement ordonnés.

PROPRIETE (|78])
L’espace sous-jacent d’un espace partiellement ordonné est un espace de Hausdorff.

H
PREUVE. Soit un espace partiellement ordonné X, d’aprés 'antisymétrie de C, la diag-
onale de | X|, autrement dit {(z,z)|z € | X|}, est égale &

{(@.y) € 1X x X| |2 Ty} {(z,9) € |X] x [X] | y C z}

Cette méme diagonale est donc fermée dans X x X comme intersection de deux fermés
de X x X. Ceci est équivalent & dire que X est un espace de Hausdorff. B
Il est possible d’affiner la propriété 1.1.3

PROPRIETE (SEPARATION ORDONNEE)

Soit X un espace topologique (quelconque) et <y un préordre sur |X|. Le graphe de <x
est fermé (dans X x X) si et seulement si quels que soient les éléments a et b de | X]|,
le fait que a A b implique Iexistence d’un voisinage croissant V' de a et d’un voisinage
décroissant W de b qui soient disjoints. En particulier, si le graphe de <x est fermé alors
pour tout élément z de | X| les ensembles {a € |X||a <x z} et {a € |X]||z <x a} sont
fermés (dans X).

PREUVE. Voir [78] page 26. B

!La terminologie anglo-saxonne précise par ’adverbe partially que 1’ordre n’est pas nécessairement
total.
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[.1.5

[.1.6

[.1.7

COROLLAIRE _

Soit, un espace ordonné compact K (c’est-a-dire dont 1’espace topologique sous-jacent est
compact), alors toute sous-partie dirigée D de (|K |, C ) (c’est-a-dire telle que toute paire
d’éléments de D admet un majorant dans D) posséde un plus grand élément.

PREUVE. Notons que D admet un plus grand élément si et seulement si

(12

zeD

n’est pas vide, ou Tz est par définition l’ensemble {y € K|x C y}. Puis par compacité
de K et comme, d’aprés la propriété 1.1.4, les ensembles T x sont fermés, pour que cette
intersection ne soit pas vide, il faut et il suffit que pour toute sous-partie finie F' de D
ayant au moins un élément, l'intersection

(1=

zeF

ne soit pas vide, ce qui est le cas puisque D est dirigée. B

DEFINITION (MORPHISME D’ESPACE PARTIELLEMENT ORDONNE)

Un morphisme d’espace partiellement ordonné de X vers Y est une application de | X|
vers |Y| croissante et continue. On parle aussi d’application dirigée ou de dimap. La
collection des espaces ordonnés forme, avec les applications dirigées, une catégorie que
I’on note PoSpc. On pose alors

- — — —
PoSpc[X, Y] := {f | application dirigée de X vers Y }

— —
Plus formellement, un morphisme de X vers Y est une fonction ensembliste f : | X| — |Y|
qui induit une fonction continue de X vers Y et une fonction croissante de (| X|, Cy) vers
(Y], Ey).

La propriété 1.1.4 a pour conséquence

COROLLAIRE N

Soit, une application dirigée f appartenant & PoSpc[X, Y], pour toute sous-partie A de
| X |, si sup(A) (respectivement inf(A)) existe et que tout voisinage de sup(A) (respective-
ment inf(A)) rencontre A alors sup(f(A)) (respectivement inf(f(A))) existe également
et

sup(f(A)) = f(sup(A)) (respectivement inf(f(A)) = f(inf(A)))

PREUVE. On sait déja que pour tout élément a de A on a f(a) Cx f(sup(A)), donc
f(sup(A)) est un majorant de f(A). Supposons que m soit un majorant de f(A) et que
f(sup(A)) Zx m. La propriété 1.1.4 (p.26) donne un voisinage croissant V' de f(sup(A))
et un voisinage décroissant W de m disjoints. L’application f étant continue et croissante,
f7Y(V) est un voisinage croissant de sup(A) et f~!(W) est une sous-partie décroissante
de (X,Cx) telle que A C f~1(W). En particulier, f~(V) est un voisinage de sup(A) qui
ne rencontre pas A, ce qui contredit I’hypothése faite a propos de sup(A4). B
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[.1.8

[.1.9

[.1.10

I.1.11

[.1.12

L’hypothése “tout voisinage de sup(A) rencontre A” n’est pas artificielle, les deux ex-
emples qui suivent montrent que, en son absence, la conclusion peut étre mise en dé-

faut. Considérons tout d’abord A := {1 - =5/n € N} U {2} muni de la topologie

H
et de l'ordre induits par R (voir la section 1.1.2 (p.30)) et f linclusion de A dans
— —
R. La borne supérieure de {1 — #1/” € N} dans A est 2 tandis que celle de son
image par f est 1. On peut méme facilement adapter cet exemple de sorte que la

borne supérieure de I'image n’existe pas, prenons A = {(1 - +5,0)/n e N} U{(2,0)},

B = {(1=+5,0)/n e N}U{(1,1)}U{(2,0)}, et f I'inclusion de A dans B. 1l est clair
que (1,1) et (2,0) sont deux majorants de I'image de f qui ne sont pas comparables entre
eux. Voici deux autres résultats qui illustrent le fait que ’hypothése de fermeture de la

relation d’ordre crée un lien entre cette méme relation et I’espace topologique sous-jacent.

PROPRIETE _ -

Soit D une sous-partie d’un espace ordonné X et xy un point de X, si tout voisinage de
xo contient un majorant de D, alors x( est un majorant de D. Si de plus, tout voisinage
de x( rencontre D, alors x( est la borne supérieure de D.

PREUVE. Montrons la contraposée : soit un point d de D tel que d £ xg, la relation C
étant fermée dans X x X, il existe un voisinage V' de xy ainsi qu’un voisinage W de d
tels que pour tout élément a de V et tout élément b de W, on a a IZ b, V est donc un
voisinage de x( qui ne contient pas de majorant de D.

Montrons maintenant, une fois encore par contraposée, la seconde partie de I’assertion :
soit x1 un élément de X tel que x, C xg, c’est-a-dire que x; est strictement inférieur a x,
on a en particulier zy IZ =1, donc, comme L est fermée dans X x X, il existe un voisinage
V de x( et un voisinage W de x; tels que pour tout élément a de V' et tout élément b de
W, on aaZb. Cependant, on a supposé que tout voisinage de x(, et donc en particulier
V', rencontre D : mais alors un élément d de D NV est tel que d [Z x; et donc x; n’est
pas un majorant de D. On peut reformuler ce résultat de la facon suivante :

PROPRIETE .

Pour toute sous-partie D d’un espace ordonné X, en notant M (D) I’ensemble, éventuelle-
ment vide, des majorants de D, ’adhérence de D et celle de M (D) ont au plus un point
commun et lorsque c’est la cas, ce point est la borne supérieure de D.

REMARQUE

Dans le cas ou D = (), la borne supérieure de D peut exister bien que 'intersection des
adhérences de D et de M (D) soient vides.

PROPOSITION
Les espaces partiellement ordonnés et leurs morphismes forment, pour la composition des
applications, une catégorie notée PoSpc.

PREUVE. Une composée de fonctions continues (respectivement croissantes) est continue
(respectivement croissante). W

PROPRIETE
() est 'objet initial de la catégorie PoSpc et {*} est son objet final.

PREUVE. Trivial. B
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[.1.13

[.1.14

[.1.15

[.1.16

DEFINITION (IMAGE D'UNE APPLICATION DIRIGEE) =~ _

Etant donnée une application dirigée f de PoSpc[X, Y] et A un sous-espace ordonné de
)_(2, on appelle image de A par f et on note f (Z) le sous-espace ordonné de Y dont
I’ensemble sous-jacent est {f(a)|a € |A]}. L’image de f désigne f()_(z) que I’on note aussi
Im(f). En particulier, f induit deux applications dirigées g et h appartenant respective-
ment 4 PoSpc[Z, )_(2] et & PoSpc[Z, Im(f)} en posant, quelquesoit a appartenant a |A|,

9(a) == f(a) et h(a) = f(a).

On note Haus la catégorie des espaces de Hausdorff (voir la définition B.1.13 (p.320)),
PoSet la catégorie des ensembles ordonnés (voir la section A.1.3 (p.284)) et Set celle des
ensembles. On donne un premier résultat reliant la catégorie PoSpc aux catégories Haus,
PoSet et Set.

PROPOSITION
PoSpc
topologie discréte 7 ~ordre trivial
/ \
PoSet Haus
ordre terla\ ‘ﬁ)gle discréte

Dans le diagramme commutatif ci-dessus, chaque fléche pleine est un foncteur d’oubli et
la fleche pointillée correspondante son adjoint & gauche.

LEMME
La catégorie PoSpc est compléte.

PREUVE. C’est une démonstration de routine: on vérifie d’abord que si )_(; est une famille
d’espaces ordonnés, le produit de cette famille a pour ensemble sous-jacent le produit des
ensembles sous-jacents, pour topologie la topologie produit (dans Spc) des topologies
sous-jacentes et pour relation d’ordre la relation d’ordre produit (dans PoSet). Enfin
si f et g sont deux applications dirigé_e)s de X vers 7, leur égalisateur est donné par
I’inclusion du sous-espace ordonné de X

{z € X|f(x) = g(x)}

dans X. La proposition A.2.12 (p.290) permet de conclure que la catégorie PoSpc est
compléte. W

LEMME
La catégorie PoSpc a tous les coproduits et les foncteurs d’oublis de PoSpc vers Haus et
PoSet préservent les coproduits.

PREUVE. L’ensemble sous-jacent est donné par la réunion disjointe des ensembles sous-
jacents que I'on muni de la plus fine topologie rendant toutes les inclusions ensemblistes
continues et la plus petite relation d’ordre fermée rendant ces mémes inclusions crois-
santes, il est trés facile de vérifier que les deux existent. W
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I.1.17

[.1.18

PROPRIETE (MONOMORPHISMES ET EPIMORPHISMES DE PoS&c)

Les monomorphismes de PoSpc sont les applications dirigées f dont I’application en-

sembliste sous-jacente | f| est injective. Les épimorphismes de PoSpc sont les applications
— = —

dirigées f : X — Y dont 'application continue sous-jacente f : X — Y a une image
dense dans son espace topologique d’arrivée i.e. {f(x)|z € X} est dense dans Y.

PREUVE. Chacun des foncteurs d’oubli de la proposition 1.1.14 (p.29) est fidéle, il résulte
de la proposition A.1.14 (p.276) que si I'application sous-jacente est injective (respec-
tivement surjective) alors 'application dirigée est un monomorphisme (respectivement
un épimorphisme). Par ailleurs, si ’appliction sous-jacente |h| : |X| — |Y| n’est pas
injective, il existe deux éléments distincts z1, xo de | X| tels que |h|(z1) = |h|(x2). Soit
alors les applications dirigées [ : {x} — Y et g:{x} — Y telles que f(x) = x7 et
g(x) =z, 0ona f#get hof=hog, donc h n’est pas un monomorphisme.

Les épimorphismes de Haus (voir appendice B (p.317)) sont les applications continues dont
I’image est dense dans ’espace topologique d’arrivée. Puisque les foncteurs d’oubli de la
proposition 1.1.14 (p.29) sont fidéles, d’aprés la proposition A.1.14 (p.276), si I'image de
I’application continue sous-jacente est dense dans I’espace d’arrivée, ’application dirigée
correspondante est un épimorphisme de PoSpc. Reste & voir la réciproque, supposons
que O soit un ouvert de Y disjoint de I'image de f. Considérons alors le sous-espace

=2 - — —_ —

ordonné Y\O de Y, on pose Z := Y\OJ[{0, 1} c’est-a-dire le coproduit de Y\O et
de {0,1} (espace topologique discret muni de la relation d’ordre triviale) dans PoSpc.
Soient gy et g1, les applications dirigées appartenant a PoSpc[?, 7] définies pour tout
élément y de |Y| par go(y) := ¢1(y) := y dans le cas ou y est un élément de Y\ O et par
go(y) :== 0 et g1(y) := 1 dans le cas ou y appartient & O. On a clairement gy # ¢; bien
que goo f=giof. W

[.1.2 QUELQUES EXEMPLES
ESPACES PARTIELLEMENT ORDONNES TRIVIAUX

Etant donné un espace topologique de Hausdorff X, on obtient un espace partiellement
ordonné (dit trivial) en munissant X de la relation Ay := {(z, x)|x € | X|} qui est fermé
car X est un espace de Hausdorff. Ce sont exactement les images de I’adjoint a gauche
du foncteur d’oubli U : PoSpc — Haus.

DUAL D’UN ESPACE ORDONNE

LEMME
Si X = (X, Cx) est un espace ordonné, alors (X, Jx) est également un espace ordonné
appelé (po-espace) dual de (X, Cx) et noté (X, Cy)%.

LA DROITE REELLE DIRIGEE

La droite réelle R munie de la topologie et de ’ordre classique est un espace partiellement
ordonné. Supposons que ’on ait x,y € R tels que x £ y, on a donc x > y. Posons ¢ =
|y1_0$|, |x—e,x—¢[ et Jy—e,y—e[ sont des ouverts disjoints de R contenant respectivement
x et y. Enfin pour tout élément 2’ de |x — e, 2 — [ et tout élément ' de Jy — e,y — ¢]

H
on a x’ > 1y donc 2’ # 3. On note R cet espace partiellement ordonné et on I'appelle la
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droite réelle dirigée.
L’application dirigée

est un isomorphisme de PoSpc.

LE SEGMENT UNITE DIRIGE

C’est le sous-espace partiellement ordonné de R dont I’espace topologique sous-jacent
—
est [0,1]. On le note [0, 1] et on I'appelle le segment unité dirigé.

L’ESPACE REEL DIRIGE DE DIMENSION 1 € N

C’est ’espace topologique R™ muni de 'ordre produit, c’est a dire que (z1,...,2,) C

(Y1, ---, Yn) si et seulement si pour tout entier k appartenant a {1,...,n} on a 2y < yx. On
parle d’espace dirigé de d1mens10n n. C’est en particulier la prodult dans PoSpc de

n copies de ]R on leLote donc R”. Le carré unité dirigé et le cube unité dirigé
sont respectivement [0, 1]? et [O, 1]? et plus généralement, ’hypercube unité dirigé de
dimension n est [(),—1]>"

Les applications dirigées suivantes sont un isomorphisme de PoSpc.

- = - = - = = - = =
RxR—RXxR RxRxR—T™ > RxRXxR
<x7y>'—><yax) ('rayaz)'—><zax7y>

Plus généralement, quelquesoient les éléments n et m de N et toute application linéaire
f de R™ dans R™, f induit un morphisme de PoSpc si et seulement si sa matrice dans les
bases canoniques est a coefficients (réels) positifs. En particulier, toute permutation des

ﬁ
coordonnées de R"™ engendre un isomorphisme de PoSpc : on peut changer I'orientation
de I'espace sans altérer la direction du temps.

PRODUIT TENSORIEL D’ESPACES ORDONNES

Etant donné deux espaces ordonnés X et 7, notons X et Y leurs espaces topologiques
sous-jacents respectifs puis Cx et Ty leurs relations d’ordre sous-jacentes respectives.
On note X ® Y lespace topologique obtenu en munissant I’ensemble |X| x |Y| de la
topologie des astérisques (voir la définition B.1.29 (p.323)). Avec lordre produit sur
| X| x [Y|, 'espace topoligique X ® Y devient un espace ordonné, en effet, la topologie des
astérisques est plus fine que la topologie produit. On note X ® Y I’espace ordonné ainsi
obtenu. On verra dans le théoréme 1.2.1 (p.36) que cette construction fournit le produit
de la structure monoidale symétrique fermée de PoSpc.

Les applications

- = — - = —
Py X0Y X o Py XQY —
(l"y)lﬁl' (x,y)l—>y
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sont des morphismes de PoSpc. En particulier, la propriéte universelle du produit (caté-
gorique) donne un unique morphisme p tel que le diagramme suivant commute

ou 7y et 7y sont les projections du produit catégorique. De plus, quels que soient les

éléments x( et yo de X, les applications suivantes

! Y =X QY o Jw X—XQY
Y—— (70,y) T (2, y0)

sont également des morphismes de PoSpc. La topologie des astérisques est en fait la plus
fine sur | X| x |Y| qui rende continues toutes les applications de la famille

(t2)zeix| U (Jy)yely)

EXPONENTIELLE D’UN ESPACE ORDONNE

Etant donné deux espaces ordonnés X et 7, on munit PoSpc[?, 7] de la topologie et
de Tordre point a point (voir la définition B.1.30 (p.323)). 1l est facile de voir que l'on

—

—X
obtient ainsi un espace ordonné que_l)’on note Y . En outre cette construction fournit
Padjoint a droite au foncteur — ® X (voir théoréme 1.2.1 (p.36)). En particulier, les
applications d’évaluation et de plongement, c’est-a-dire respectivement :

<]

ev :
et

~ ~|

— — X

—Y Yy —v¢*

z) — f(z) Yy—=7
. . . . ﬁ ﬁ .

ou y est 'application dirigée constinte de X vers Y qui prend la valeur y, sont des

morphismes de PoSpc. Par ailleurs, X étant un espace ordonné, si X (’espace topologique
— —

sous-jacent de X ) est exponentiable dans Haus, alors X est exponentiable (au sens de la

- —
définition A.5.8 (p.311)) dans PoSpc, I’espace topologique sous-jacent étant PoSpc[ X, Y|
muni de la topologie compacts-ouverts et de I'ordre point a point, une vérification tres

simple permet de s’en assurer. A priori, cet espace ordonné n’est cependant pas isomorphe
—

— X .
aY quel’on a définit précédemment.

FLOT DES SOLUTIONS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Si ® est un champs de vecteurs C'° tangent & une surface différentiable S, alors en tout
point p de S et pour tout ¢, appartenant & R il passe un unique ®-chemin (ouvert)
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[.1.19

maximal, c’est-a-dire ne pouvant étre prolongé. Il est noté v et défini sur un intervalle
ouvert |a,b[ (o0l a peut étre —oo et b peut étre +oo) passant par xo & linstant .
Autrement dit, quel que soit ¢ appartenant & Ja,b[ on a & = ®(y(t)) et Y(ty) = 0.
On suppose que tous les chemins maximaux sont injectifs. Pour tous points p et ¢ de S,

on pose alors p C ¢ si et seulement s’il existe une solution v passant par p puis par q i.e.
pCq & 3t t' €la,b] tels que t <, y(t) =pet y(t') =¢q

On obtient ainsi I'espace ordonné (S,C).

COMPACTS D’UN ESPACE METRIQUE

Rappelons qu’'un espace métrique est un ensemble X muni d’une application d de X x X
dans R, telle que pour tous éléments x, y et z de X, on a d(x,y) = 0 si et seulement si
=y, d(x,y)=d(y,x) et d(z,z) <d(z,y)+d(y,z). L’ensemble X peut alors étre muni
d’une topologie dont les ouverts sont les sous-parties U de X telles que pour tout élément
u de U, il existe un réel strictement positif ¢ tel que {z € X | d(u,x) < €} est inclus
dans U. L’exemple standard est celui de R”, ou n € N, muni de la distance euclidienne.
Notons X D’ensemble des sous-parties compactes de X. Etant donnés deux éléments
K, et Ky de KX, la distance de Hausdorff entre K; et K5 est, par définition, la borne
inférieure de I’ensemble ci-dessous :

{7’ € R+ | v.l’l € KlEIyg € K2 d(.ﬁL’l,yg) S T et VLUQ € KQHyl € K1 d(IQ,yl) S 7’}
c’est-a-dire

sup {d(xl,KQ),d(:cg,Kl) | x1 € Ky 29 € Ko } ou d(z, K) := inf{d(z,y) | y € K} ,

ce réel r est encore noté dy(K;, K3). L’ensemble KX muni de 'application dy est un
espace métrique dont on a la complétude dés que 1'on a celle de (X, d).

PROPOSITION
L’ensemble ICX muni de la topologie induite par la métrique de Hausdorff et de la relation
d’inclusion est un espace ordonné.

PREUVE. Il suffit de vérifier que le graphe de la relation d’inclusion est fermé pour la
topologie induite par dy. Soient K et K, deux éléments de KX telles que K; ne soit pas
incluse dans K5; il existe donc un élément z; de K; qui n’appartient pas a K5, posons
r:=d(zy, K3). Fixons € > 0 dont on précisera ultérieurement la valeur en fonction de 7.
Soient K7 et K tels que dy (K71, K1) < € et dg(K}, K») < ¢, il existe un point 2/ de K]
tel que d(zq,z}) < &; puis étant donné un point 2/, de K}, il existe un point z5 de K, tel
que d(z2,75) < €; on obtient alors

day,ay) = (@) - d(ah, @) = d(ez, ab)|
d(z1, w2) — d(, 21) — d(w2, 75)
r—2e.

AVARLY,

Il suffit alors de poser ¢ := £ pour avoir d(z}, 25) > % > 0 quels que soient z, appartenant
a K, donc x| n’appartient pas a K} et donc K| n’est pas inclus dans K.
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C*-ALGEBRE UNITAIRE ET CONE POSITIF [89]

Etant donnée A une C*-algébre unitaire, I’ensemble P des éléments auto-adjoints de A
dont le spectre est inclus dans [0, +o0o[ est un cone fermé et convexe de A, en notant
Ay, Pespace de Banach réel des éléments auto-adjoints de A, on définit C une relation
d’ordre sur A, dont le graphe est fermé dans A, x Aj, en posant = C y lorsque y —x € P.
On a ainsi muni 'espace de Banach réel A, d’une structure d’espace ordonné. Dans le
cas ol A est la C*-algébre C'(K), c’est-a-dire celle des applications continues a valeurs
dans C définies sur un compact de Hausdorff K, le cone positif P n’est rien de plus
que 'ensemble des éléments f de C'(K) qui sont (en tant qu’application) & valeurs dans
[0, +00]. L’exemple décrit précédemment est un cas particulier de la structure d’espace
vectoriel ordonné localement convexe [78].

PEIGNES DIRIGES

Soient X et Y deux espaces ordonnés, on suppose de plus que ’ensemble ordonné sous-
jacent de Y admet un plus petit élément noté 0. On équipe alors ’espace topologique
X x Y de la relation C suivante : étant donnés deux points (z,y) et (2/,y'), on pose
(x,y) C (2/,y) lorsque (y =0 et x C 2’) ou (x = 2’ et y C ). On remarque au passage
que l'on a ici utilisé le symbole C pour désigner simultanément les relations d’ordre sous-
jacentes de ?, Y ainsi que la relation que 1’on vient de décrire; on va vérifier que cette
relation est une relation d’ordre sur | X| x |Y| dont le graphe est fermé dans X x Y, c’est-
a-dire que X x Y équipé de C est un espace ordonné. Dans le reste de cette preuve x, x’
et 2" désignent des élément de X tandis que y, v’ et y” désignent des éléments de Y. La
réflexivité de C est immédiate. Remarquons avant de poursuivre que si (z,y) C (2/,1/),
alors * C /. Montrons I'antisymétrie de T : en supposant que (z,y) = (z/,y') et
(«',y') C (z,y) on a déja x = 2’ d’aprés la remarque précédente. Dans le cas ot y = 0,

pour avoir (2/,y") C (x,y), il faut nécessairement que 1’on ait aussi y’ = 0 car 0 est le
ﬁ

plus petit élément de Y . Le cas ou ¢ = 0 est analogue, on peut donc supposer que y et
y’ sont tous deux distincts de 0; mais alors on a y C 3’ et ¢y C y donc y = ¢/. Traitons
la transitivité de C : en supposant que (z,y) C (2/,¢') et (2/,y') C (2”,y”) on a déja
x C 2" et dans le cas on y = 0, on a donc bien (z,y) C (2”,y”); si maintenant on a
y distinct de 0, alors puisque 0 est le plus petit élément de 3_/, il est clair que ni 3’ ni
y” n’est 'élément 0. On a donc forcément x = 2/, 2’ = 2", y C v et 3y C 3", donc
x =12" et y C y”. Vérifions enfin que le graphe de C est fermé dans X x Y, c¢’est-a-dire
que son complémentaire est ouvert : notons tout d’abord que (x,y) £ (2/,vy') équivaut a
I’assertion suivante :

(y£Oetx#2")ou(y#0etyZy)ou (x#2" et xZa')ou(xiLa' etylLy).

ﬁ
Comme 0 est I’élément minimum de Y Dassertion (y # 0 et y £ 3') équivaut & y £ ¢/,
de plus lassertion (z # 2’ et x £ ') est clairment équivalente a x [£ 2; en conséquence,

(x,y) £ (2',y') équivaut a :
(y#0etz#2a’)ou(yZy)ou(zZa).

Supposons donc que (z,y) £ (2/,y') : on cherche un voisinage W de (z,y) et un voisinage
W’ de (2',y') dans X x Y tels que W x W’ ne rencontre pas le graphe de C. Dans le cas

34



ou z [Z 2/, puisque X est un espace ordonné, on trouve deux ouverts V, et Vs contenant
respectivement x et 2’ tels que pour tous éléments t et t’ respectivement pris dans V. et
V., on ait t [Z t') les voisinages W :=V, x Y et W := V,, X Y conviennent alors. Le cas
ou y [Z ¢ se traite de méme. Reste a voir celuiou (y #0et z # 2’ et z C a2’ et y C o) :
cette situation implique déja que 3’ soit différent de 0 qui est le plus petit élément de Y.
Comme X est, en tant qu’espace topologique sous-jacent d’un espace ordonné, un espace
de Hausdorff, on trouve deux ouverts disjoints V, et V., contenant respectivement x et
x’; on peut alors prendre les voisinages W :=V, x (Y\{0}) et W’ := V., x (Y\{0}).
L’espace ordonné ci-dessus, que 1’on note T’), est appelé le peigne (dirigé) de manche
X a dents (de forme) Y. Du point de vue informatique, cette construction se rapproche
de celle qui représente la création d’un processus modélisé par Y lors de I'éxecution d’un
autre processus modélisé par X. La terminologie choisie prend tout son sens lorsque ’on
— — e
prend X =Y =0, 1].
On note X’ I’espace ordonné ayant le méme espace topologique sous-jacent que X mais
équipé de l'ordre trivial, c’est-a-dire que x E<, 2’ lorsque # = 2’. On note également

(X x Y') 'espace ordonné ayant pour espace topologique sous-jacent X x Y et pour ordre
(x,y) _m/ («',y') lorsque x = 2’ et y C 3/; alors le carré ci-dessous, ou pour tous
éléments x de |X| et y de |Y], on pose i(x) := z, i'(z,y) = (x,y), 0(x) := (x,0) et
0'(x) := (x,0), est une somme amalgamée dans PoSpc.

— 0’ —
X P
1
X' g (X xY)

— =
Soient deux morphismes f et b appartenant respectivement aux ensembles PoSpc[ X, Z ] et

_— —
PoSpc[(X x Y, Z] tels que boi = fof. On a un unique morphisme h dans PoSpc| P, Z]
tel que b = hof' et f = hot' : I'application sous-jacente de h est définie pour tous élément
xde |X|etyde|Y|parh(z,y) = f(x,y). La continuité de h est immédiate. Pour vérifier
sa croissance, supposons que (r,y) Ex (2',y’) : dans le cas ot z = 2" et y C 3, on a
h(z,y) E5 h(2',y') car h(z,y) = f(x,y) et h(z',y') = f(2',y'); dans le cas ot y = 0 et
r £ 2/, on a en particulier (z,0) C5 (2/,0) 2',0) C5 (2/,y) car O est le plus petit
i(z') et donc boi(x) T4 boi(z') ou
E

et (
¢lément de Y. Comme z C 2/, on a donc i(x) E]—3>
) n outre, on a (2/,0) C C s (@', y)

encore fof(z) 5 fof(a’)ie. f(x,0) 5 f(a',0
donc f(2',0) C5 f( y'), d’olt ﬁnalement f(z,0) E= f(2', ).

MODELE D’UN PROGRAMME PV

On montrera, au chapitre VIII (p.169), que 'on peut associer a chaque programme écrit
dans le langage PV, introduit par Dijkstra, un objet de PoSpc qui sera, par définition,
son modéle géométrique. C’est bien stir 'une des motivations premiéres de I'étude de la
catégorie PoSpc menée dans ce chapitre.
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[.2.1

[.2 PROPRIETES CATEGORIQUES DE PoSpc

Comme on va le voir, la catégorie des espaces partiellement ordonnés est, du point de
vue de la théorie des catégories, en tout point similaire a Spc. De méme que dans le
cas classique le tableau ci-dessous récapitule les noms et objets de catégories d’espaces
topologiques trés utilisées en topologie algébrique dirigée :

Nom Objets Morphismes
PoSpc espaces ordonnés applications dirigées
CPoSpc | espaces ordonnés compacts applications dirigées
CGPoSpc espaces dirigés applications dirigées
compactement générés
CCPoSpc espaces ordonnés applications compactement continues
croissantes

Le résultat qui suit récapitule les principales propriétés catégoriques de PoSpc et notam-
ment sa structure symétrique monoidale fermée dont le produit et ’exponentielle ont été
décrits a la section 1.1.2. En comparant avec la proposition B.1.32 (p.324) et le théoréme
1.2.1 (p-36), on constate la grande similitude entre Spc et PoSpc:

THEOREME (PROPRIETES CATEGORIQUES DE PoSpc)
La catégorie PoSpc est compléte, cocompléte et posséde une structure de catégorie monoi-

— - — —
dale symétrique fermée : étant donné deux espaces ordonnés X et Y, X ® Y a pour
ensemble sous-jacent |X| x |Y| (produit de |X| et |Y| dans Set), pour topologie sous-
jacente la topologie des astérisques sur |X| x |Y| et pour relation d’ordre ’ordre produit

ﬁ
(ie. (z,y) Cxpoy (@,y) ssiz Ty 2’ et y Ty ). L'adjoint a droite de —® X est donné

. . . — — — X X
par I’ensemble des di-applications de X vers Y (noté Y lorsque 1'on calcule la partie
H
objet de I’adjoint a droite en Y ) muni de la topologie point & point et de 'ordre point a
point (i.e. f C_x g si et seulement si Vo € [X| f(z) Cy g(2)).
Y

XYV = (|X| x |Y], topologie des astérisques , ordre produit)

X - o o

Y = (PoSpc|X, Y], topologie point & point , ordre point & point)
. —X19Xs —Xo\ X1

et on a canoniquement Y = (Y ) dans PoSpc.

De plus:
CCPoSpc

ol i est le foncteur d’inclusion (noter qu’il n’est pas plein) et admets un adjoint a gauche
" qui est plein et fidéle. Les catégories CGPoSpc et CCPoSpc sont équivalentes, chacune
d’elles est compléte, cocompléte et cartésienne fermée. Le produit dans CCPoSpc est le
produit dans PoSpc et le homset interne est ’ensemble des applications compactement
continues croissantes de X vers Y muni de la topologie compact-ouvert et de 1'ordre
point & point. La catégorie CGPoSpc est une sous-catégorie coépiréfléchissante de PoSpc.
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[.2.2

[.2.3

—
La catégorie CPoSpc est une sous-catégorie épiréfléchissante de PoSpc dont [0, 1] est un
cogénérateur.

PREUVE. En admettant la proposition B.1.32 (p.324), les seules difficultés dans la dé-
monstration du théoréme 1.2.1 (p.36) consistent a établir la cocomplétude de PoSpc et le

—
fait que [0, 1] est un cogénérateur de CPoSpc. Vérifions par exemple que les structures

— — — X . . B — —
X ®Y et Y sont bien des espaces partiellement ordonnés. C’est évident pour X ® Y
puisque l'ordre produit est fermé pour la topologie produit et que la topologie point a
— X
point est plus fine que la topologie produit. Quant a Y | si f £ % g, il existe un
Y

élément x de | X| tel que f(x) £y g(x), en particulier, il existe deux ouverts de Y, notés
30, et Oy, tels que f(x) appartient & Oy, g(z) appartient & O, et quel que soientt les
éléments y; de Oy et y» de Oy, on a y; E 2. Donc

Vo= {(hl,hQ) € PoSpc[)_(z,?] x PoSpc[X ,?] hi(z) € Oy et hy(x) € 02}

est un voisinage ouvert de (f, g) tel que quelquesoit 1’élément (hy,hy) de V,ona hy Z_x
Y

ho. Pour tout ce qui concerne la partie “relation d’ordre” de la preuve, tout est trivial
quoiqu’un peu long & écrire. En particulier, il faut vérifier que les fonctions d’évaluation
et de transposition (ou curryfication) sont croissantes et aussi que les unités des réflexions
et coréflexions décrites dans la proposition B.1.32 (p.324) deviennent croissantes une fois
que 'on a “décoré” leurs espaces topologiques de départ et d’arrivée de la relation d’ordre
donnée par le théoreme 1.2.1 (p.36). Il est facile de vérifier que les counités sont des
épimorphismes puisque I’application sous-jacente de chaque composante est une identité.
La complétude de la catégorie PoSpc est donnée par le lemme 1.1.15.

|

[.2.1 COGENERATEUR DE CPoSpc

La proposition qui suit généralise le lemme de prolongement de Urysohn

PROPOSITION (LEMME DE PROLONGEMENT DE URYSOHN DIRIGE)
Soit K un espace ordonné compact et F un sous- espace ordonné fermé de K quelle

que soit 'application dirigée f appartenant a CPoSpc[ , [O, 1]} il existe une application
- —
dirigée g appartenant 8 CPoSpc|K, [0, 1]] telle que

Vo € |K]| g(x) = f(x)

PREUVE. Tous les détails se trouvent dans [78|, qui donne méme un résultat plus général.
On trouve aussi ce résultat dans [53]. W

COROLLAIRE
L’espace ordonné [0, 1] est un cogénérateur de CPoSpc.
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[.2.4

[.2.5

[.2.6

SN
PREUVE. Soient deux morphismes distincts ¢ vy’ de CPoSpc, il existe un élément

~—7
g

x de | X| tel que f(x) # g(z), on peut supposer, par exemple, que g(z) £+ f(z), la fonc-
tion h définie sur {f(z),g(x)} par h(f(x)) = 0 et h(g(z)) = 1 est continue et croissante
ﬁ

sur un fermé de Y qui est compact. D’aprés la proposition 1.2.2 (p.37), on peut prolonger
H
h en h' définit sur Y et on a bien sir K’ o f A h og. R

[.2.2 COCOMPLETUDE DE PoSpc

C’est le premier point important et techniquement assez délicat de cette thése, c’est
aussi la premiére étape vers une structure de catégorie de modéles (voir [49]) sur PoSpc.
Pour cela, on va montrer que PoSpc est une sous-catégorie réfléchissante d’une catégorie
cocompléte, il suffira alors d’appliquer la proposition A.3.34 (p.302).

DEFINITION (ESPACES AVEC RELATION)

Un espace avec relation ou r-espace, est un espace topologique de Hausdorff X muni
d’une relation réflexive > dont le graphe est fermé dans X x X. Un morphisme de r-espaces
f:(X,>x) — (Y,>y) est une application continue entre les espaces topologiques sous-
jacents qui préserve les relations, c’est-a-dire telle que:

Vg, 29 € | X|, 10x 22 = f(z1) >y f(22)

Les espaces avec relation forment, avec leurs morphismes, une catégorie que I’on note
RSpc.

Remarquons que l'on est obligé d'imposer que X soit un espace de Hausdorff, en effet,
> n’étant pas supposée antisymétrique, on ne peut pas appliquer le raisonnement de
la propriété 1.1.3 (p.26). Une relation binaire réflexive est aussi appelée relation de
précédence.

PROPOSITION (TREILLIS COMPLET DES 7-ESPACES SUR X))

Etant donné un espace de Hausdorff X, I’ensemble des relations sur |X| qui font de X un
r-espace forme un treillis complet pour la relation C dont le plus petit élément est Ay et
le plus grand |X| x |X|. De plus la borne inférieure d’une famille de telles relations sur
X est l'intersection de ses membres.

inf >, = ﬂ D>;
€T
1€

PREUVE. Il suffit de noter que (X,>x) est un espace avec relation si et seulement si le
graphe de >x est une sous-partie fermée de X x X qui contient Ay. H

PROPOSITION
Le foncteur d’oubli U de RSpc vers Haus a un adjoint & gauche et un adjoint & droite.

PREUVE. Notons L et R les adjoints a gauche et a droite de U. Nous ne décrivons que la
partie objet de L et de R : étant donné un espace de Hausdorff X, on a R(X) = (X, X?),
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[.2.7

c’est-a-dire que quels que soient les éléments x, et x5 appartenant a X, on a x1 > x4 et
L(X) := (X,Ax) i.e. quels que soient les éléments z; et 5 de X on a x; = 5. Noter
que Ay est fermé car X est un espace de Hausdorff. B

THEOREME (QUOTIENT DANS RSpc)

Soit (X, >x) un objet de RSpc. Etant donné ~ une relation d’équivalence sur | X|, il existe
un unique, a isomorphisme prés, objet (X,>x). de RSpc ainsi qu'un unique morphisme
¢~ appartenant a RSpc[(X,>x), (X,>x)~] vérifiant la propriété universelle suivante :
quel que soit f appartenant a RSpc[(X,>y), (Y,>y)] et satisfaisant

(21 ~ 29 = f(21) = f(22))

il existe un unique morphisme g appartenant a RSpc[(X,>x)~, (Y,>y)] tel que f = gogq.,
c’est-a-dire tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif dans RSpc.

(X, Dx)N

(X, Dx) (Y, l>y)

De plus :

1. lespace topologique sous-jacent de (X,>x). est X, c’est-a-dire le quotient de X
par ~ dans Haus (voir la proposition B.1.16 (p.320)),

2. si ~v=(f x [)"HAy) ie. {(z1,22)/f(21) = f(x2)} alors |g] est injective,

3. en particulier, si ~;Crvg, il existe un unique g : (X,>x)., — (X,>x)~, qui rende
le diagramme suivant commutatif

<X7 I>X>N1

d~1 \

(X7 I>X)~2

(X,DX)

qro

4. sif: (X,px) — (Y,Cy), c’est-a-dire si le r-espace d’arrivée est un espace ordonné,
alors on peut factoriser f comme suit

(X~,B)

<X7 DX) I (Y, EY)

ou ~= (f x f)7'(Ay) et C:= (g x g) ' (Ey) est une relation d’ordre fermée.

PREUVE. Il suffit de munir X . de I'intersection de toutes les relations réflexives et fermées
> sur X telles que I'application ¢. donnée par la proposition B.1.16 (p.320) induise un
morphisme de RSpc de (X,>x) vers (X.,>). Une telle intersection est bien définie car
| X | x| X .| convient et donc la famille dont on calcule I'intersection n’est pas vide. Cette
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[.2.8

relation est notée >.. Ainsi ¢. appartient a RSpc[(X,>), (X.,>-)]. Maintenant, étant
donné un morphisme f appartenant & RSpc[(X,>x), (Y,>y)] et satisfaisant

11~ Ty = f(r1) = f(22)

la proposition B.1.16 (p.320) fournit une unique application g entre les espaces topologiques
sous-jacents telle que f = g o g.. Il reste & vérifier que ¢g induit un morphisme de RSpc
comme f est un morphisme de RSpc, on a bx C (f x f)~!(>y) et puisque, dans
Haus, on a f = gogq., on a (f x f)7'(>y) = (g~ x ¢)7*((g X g)"'(>y)) et donc
>x C (g0 X go) (9 x 9) 7 (>y)); or (g x g) " (>y) est une relation fermée et réflexive de
X et donc par définition de >, on a > C (g X g) "' (>y), ce qui signifie exactement que
g est un morphisme de RSpc. On a au passage prouvé 1) et donc d’aprés la proposition
B.1.16 (p.320) on a également 2).
Si Cy est une relation d’ordre fermée alors il en va de méme de (gxg) ' (Cy). Le seul point
n’étant pas trivial est 'antisymétrie. En effet, si on a g(z1) Sy g(z2) et g(z2) Ty g(x1)
alors g(z1) = g(z2) car Cy est, en tant que relation d’ordre, antisymétrique. On invoque
alors, d’aprés le premier point, le fait que g soit injective pour conclure que 1 = zo,. B
Pour chaque relation d’équivalence ~ sur |X|, on choisit un représentant du quotient
(X,>x)~ que 'on note X (~) pour plus de simplicité. Par définition, on pose X (~5) C
X (~7) si et seulement si ~;C~y. D’aprés le troisiéme point du théoréme 1.2.7 (p.39),
si ~1Cr~y alors on a un unique g : X(~;) — X(~3) faisant commuter le diagramme
ci-dessous.

<X7 I>X>N1

d~1 \

(XaDX) (X>I>X)~2

qro

Le treillis des relations d’équivalence sur | X| étant complet, avec pour borne inférieure
d’une famille de relations d’équivalence 'intersection de ces relations, la borne supérieure
d’une famille de quotients X (~;) devient

X ~)

i

L’ensemble des quotients de (X,>x) ordonné par C, forme donc un treillis complet dont
le plus petit élément est {x} et le plus grand X; d’aprés ce que 1’on vient de voir, on peut
donc représenter ce treillis dans RSpc.

On note Clat la catégorie des treillis complets dont les morphismes sont les applications
préservant les bornes supérieures et inférieures (voir la section A.1.3).

COROLLAIRE (TREILLIS COMPLET DES QUOTIENTS D’UN 7-ESPACE)

La sous-catégorie de RSpc dont les objets sont les représentants X (~) des quotients de
(X,>x) et les morphismes les applications dirigées g données par le troisiéme point du
théoréme 1.2.7 (p.39) est isomorphe dans Cat et dans Clat au treillis des quotients de
(X,>x) ordonné par C. Par ailleurs, on a une correspondance de Galois entre le treillis
des quotients de (X, >x) ordonné par C et le dual du treillis des relations d’équivalence sur
| X | : I'application qui a ~ associe X (~) est le membre de gauche de cette correspondance.
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[.2.9

[.2.10

PREUVE. On note que (), ~; est la borne supérieure de la famille ~; dans le dual du
treillis des relations d’équivalence sur | X|. Le seul point restant a vérifier est 1'existence
d’une correspondance de Galois, ce qui découle immédiatement de la proposition A.3.22

(p.300) car on a
\/X<Ni) = X(ﬂ ~i)

Le foncteur X (—) admet donc un adjoint & droite. W

PROPOSITION
La catégorie RSpc est compléte et cocompléte.

PREUVE. Désignons par U le foncteur d’oubli de RSpc vers Haus. D’aprés la proposition
1.2.6 (p.38) nous savons que U est & la fois un adjoint & gauche et un adjoint a droite,
donc, d’aprés la propriété A.3.14 (p.298), il préserve les limites et les colimites. Ainsi,
pour trouver la limite (respectivement la colimite) d’un foncteur F' a valeurs dans RSpc, il
suffit de calculer la limite (respectivement la colimite) de U o F' qui est & valeurs dans Haus
et d’équiper 'espace topologique ainsi obtenu de la relation réflexive fermée adéquate.
Pour les produits, coproduits et égalisateurs, c’est évident. Construisons le coégalisateur
f

de (X,>x) (Y,>y) : posons ~ la relation d’équivalence sur |Y| engendrée par la
T

relation {(f(z),g(z))|z € |X|}; il est clair que quels que soient les éléments y et ¢’ de

|Y'| et le morphisme h appartenant & RSpc[(Y,>y), (A,>4)] tel que ho f =hog,siy ~ ¥/

alors h(y) = h(y'). D’aprés le théoréme 1.2.7 (p.39) on a un unique morphisme h’ de

RSpc[(Y, >y )~, (A,>4)] tel que h = h'og... Le morphisme ¢., fournit donc le coégalisateur

voulu. On conclue en appliquant les propositions A.2.12 (p.290) et A.2.13 (p.290). W

THEOREME
La catégorie PoSpc est une sous-catégorie épiréfléchissante de RSpc.

PREUVE. Nous allons montrer que le foncteur d’inclusion 7 de PoSpc vers RSpc satis-
fait les hypothéses du théoréme du foncteur adjoint (proposition A.3.17 (p.298)). Tout
d’abord, nous avons besoin de la complétude de PoSpc, qui est donnée par le lemme
[.1.15 (p.29). Nous avons également besoin de montrer que 7 préserve les limites ce qui
est équivalent a prouver qu’il préserve les produits et les égalisateurs, (voir la proposition
A.3.15 (p.298)). Il suffit pour cela de se référer a la preuve du lemme 1.1.15 (p.29), les
produits et égalisateurs sont calculés dans RSpc de la méme fagon que dans PoSpc. Dans
les deux cas, 1’espace sous-jacent du produit est le produit des espaces sous-jacents et la
relation sous-jacente est le produit (ensembliste) des relations sous-jacentes. On a juste a
remarquer qu’un produit (ensembliste) de relations d’ordre est une relation d’ordre sur le
produit des ensembles sous-jacents. L’égalisateur de f, g : (X,>x) — (Y,>y) est donné
par la structure induite sur {z € U(X )] f(z) = g(z)}, il suffit alors de constater que si
>x =L x est une relation d’ordre, alors il en va de méme de la structure induite. La pro-
priété d’ensemble des solutions s’exprime ici en disant que pour tout espace avec relation
(X,>x), il existe un ensemble S d’espaces ordonnés tel que tout morphisme de RSpc dont
la source est (X,>x) et le but un espace ordonné peut étre factorisé au travers de I'un
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des espaces ordonnés appartenant & I’ensemble S : ceci nous est directement donné par
le quatriéme point du théoréme 1.2.7 (p.39). Ainsi ¢ a un adjoint a gauche que ’on note
r.

Le preuve de l'existence du foncteur adjoint que nous avons donné est loin d’étre ex-
plicite, aussi ne fournit-elle aucune intuition du comportement ni de la “construction” du
foncteur . En fait, I'unité de I'adjonction 7x;,) est la limite dans RSpc du foncteur
F suivant: sa catégorie de départ est I’ensemble ordonné par l'inclusion C (vu comme
une petite catégorie) des relations d’équivalences ~ sur | X| telles que (|X|,>x)~ soit un
espace ordonné. Alors F'(~) := (X,>x)~ et F'(~1C~ys) := g donné par le troisiéme point
du théoréme I.2.7 (p.39). C’est la maniére catégorique de dire que 7x ) est le plus grand
quotient de (X,>x) (i.e. le plus petit ~ sur | X|) tel que (X, >x ). soit un espace ordonné
(voir le corollaire 1.2.8 (p.40)). Ceci a un sens car la relation qui identifie tout aboutit a
un singleton qui, si simple soit-il, est un espace ordonné. Il faut cependant vérifier que,
si I'image d’un foncteur est dans PoSpc alors sa limite dans RSpc est encore dans PoSpc.
Cela semble trés naturel et c’est évident si ’on considére seulement des produits et des
égalisateurs. Formellement, il suffit de (re)lire la preuve de la proposition A.2.12 (p.290),
disponible dans [9] ou [59]. Alors le quatriéme point du théoréme 1.2.7 (p.39) permet de
conclure. Wl

On a finalement le résultat attendu :

[.2.11 COROLLAIRE
La catégorie PoSpc est cocompléte.

PREUVE. C’est une conséquence immédiate du théoréme 1.2.10 (p.41) et de la proposition
A.3.34 (p.302). A
Le théoréme 1.2.7 (p.39) peut étre adapté a PoSpc:

[.2.12 THEOREME (QUOTIENT DANS PoSpc)
Soit X un objet de PoSpc. Etant donné ~ une relation d’équivalence sur | X|, il existe un
unique, a isomorphisme pgés,ﬁobjet ?N de PoSpc ainsi qu’une unique application dirigée
¢~ appartenant a PoSpc[X, X .] et vérifiant la propriété universelle suivante :
quelle que soit ’application dirigée f appartenant & PoSPC[)_(Z, 7] et satisfaisant (:cl

zy = f(x1) = f(x2)), il existe une unique application dirigée g appartenant a PoSpc[)_(ZN, ?]

telle que le diagramme ci-dessous soit commutatif dans PoSpc.

>N

— —
X 7 Y

De plus :
1. Si~=(f x f)7HAy), ie. {(21,22)|f(21) = f(x2)}, alors g est injective
. . . . . . . ﬁ ﬁ .
2. En particulier, si ~; C~y, il existe un unique morphisme g : X ., — X ., qui fasse
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[.2.13

[.2.14

commuter le diagramme suivant
ﬁ
X,
N
— —
X . Xy

PREUVE. Le quotient est 7((X,Cx)/~) ot (X,Cx)/~ est le quotient dans RSpc donné
par le théoréme 1.2.7 (p.39) et r 'adjoint a gauche du foncteur d’inclusion ¢ décrit dans
la théoréme 1.2.10 (p.41). W

On reprend les notations de la construction des treillis de quotients dans RSpc et du corol-
laire 1.2.8 (p.40). Etant donné un espace ordonné (X, Cx) et ~ une relation d’équivalence
sur | X[, i(X,CEx) est un r-espace dont le quotient par ~ sera encore noté, par abus
d’écriture, X (~). Alors r(X(~)) sera, par définition, le quotient de (X, Cx) par ~ dans
PoSpc. On pose alors r(X(~3)) C (X (~1)) si et seulement si ~;Cr~y. D’aprés le deux-
iéme point du théoréme 1.2.12 (p.42), si 7(X(~2)) E r(X(~1)), alors on a un unique
morphisme g dans PoSpc qui fasse commuter le diagramme

ﬁ
X~1
qN/ X
— —
X i Xy

on peut alors représenter le treillis des quotients de (X,Cx) dans PoSpc comme une
sous-catégorie de PoSpc

COROLLAIRE (TREILLIS COMPLET DES QUOTIENTS D’UN ESPACE ORDONNE)

La sous-catégorie de PoSpc dont les objets sont de la forme (X (~)) et les morphismes
les applications dirigées g données par le troisiéme point du théoréme 1.2.12 (p.42) est
isomorphe dans Cat et dans ClLat au treillis des quotients de X ordonné par C. Par
ailleurs, on a une correspondance de Galois entre le treillis des quotients de (X,Cy)
ordonné par C dans RSpc et le treillis des quotients de (X,Cy) ordonné par T dans
PoSpc. Cette correspondance est induite par ’adjonction r - i décrite au théoréme 1.2.10

(p.41). Par ailleurs on a une correspondance de Galois entre le treillis des quotients de
ﬁ

X ordonné par C dans PoSpc et le dual du treillis des relations d’équivalence sur |X| :
lapplication qui a ~ associe X (~) est le membre de gauche de cette correspondance.

PREUVE. r(X(—)) est un adjoint a gauche comme composition d’adjoints a gauche. H

REMARQUE
Soit (X,>) un r-espace, on a

\V/IL'l,.I‘Q € |X|, T1> Xy et o> x| = n(X,D)(l‘l) = n(XP)(xg)

Plus généralement, si on a une suite finie xo>x1>...02,> 20 alors N x ) (T0) = Nxp)(T1) =
o = N(xp)(T5), OU N(xpy est la composante (X, ) de la counité 1 de I'adjonction ¢ 4 7.
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PREUVE. Ceci découle du fait que 7x.,) préserve les relations et que son r-espace
d’arrivée est en fait un espace ordonné. M

Le théoréme 1.2.10 (p.41) décrit une situation analogue & celle que nous rencontrerons
dans le cadre de I’étude et de la comparaison des catégorie LfCat (voir la définition I11.1.2)
et Cat. En particulier, cette situation est pa,rfaitem_en)t illustrée par I’exmple suivant. Con-
sidérons les trois espaces ordonnés )?1 = )7; :=1[0,1] et {0, 1}, c’est-a-dire la paire {0, 1}
muni de la topologie discréte et de 'ordre trivial, donc 0 et 1 ne sont pas comparables.
Alors les deux applications

fl:{oal}—>)?1> ot f2{071}—>)?2

TH——>X 11—z

H
induisent des morphismes de PoSpc. Notons X3 la somme amalgammeée de

{0,1}

d’aprés la remarque 1.2.14 (p.43), il est immédiat que | X3| est un singleton. La “boucle
que l'on a essayé de créé dans PoSpc est “écrasée” et réduite a un singleton. Notons que,
si on calcule cette somme amalgammée dans RSpc, ’espace topologique sous-jacent est
S1. on a une “vraie” boucle.

La figure du dessus a droite schématise le <©> 7{ }

phénoméne décrit précédemment, le symbole
d’égalité est a comprendre comme “le re- <<: dans PoSpc :>>

v

flet dans PoSpc de la somme amalgammée
décrite précédemment calculée dans RSpc est
un singleton.”
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I.1.1

I1.1.2

CHAPITRE

11

CATEGORIE FONDAMENTALE D’UN
ESPACE ORDONNE

Ce chapitre est consacré a la construction et aux propriétés les plus marquantes du
foncteur qui associe a chaque espace ordonné X sa catégorie fondamentale, notée 771)()_(2)
Cette derniére est ’analogue du groupoide fondamental d’un espace topologique X, noté
7 (X). Si la construction de 7?1()_()) est formellement la méme que celle de 7 (X) décrite

dans la définition B.2.6, les résultats relatifs a 7?{(?) se démarquent radicalement de ceux
auxquels la topologie algébrique classique nous a habitué. Alors que le chapitre I indiquait
les similitudes entre les catégories Spc et PoSpc, celui-ci met en évidence et insiste sur les
différences majeures qui existent entre la topologie algébrique classique et son pendant
dirigé dans le cas de PoSpc. Tout d’abord nous verrons qu’une pathologie comme la
courbe de Peano est exclue dans PoSpc et que deux chemins dirigés ayant la méme image
sont nécessairement dihomotopes. Ceci découle du théoréeme de classification des images
d’un chemin dirigé qui est en rapport d’une part avec le probléme de Suslin (voir [52])
et d’autre part avec I’étude des arcs généralisés (voir [79]). On exposera également un
exemple dans lequel la catégorie fondamentale détecte des trous de dimension supérieure.
Enfin, on montrera que la groupoidification de la catégorie fondamentale est “plus fine”
que le groupoide fondamental de I'espace topologique sous-jacent et méme, sur certains
exemples, strictement plus fine.

I[I.1 CHEMINS ET HOMOTOPIES DIRIGES

DEFINITION (CHEMIN DIRIGE)

H
Soit un espace ordonné X . On appelle chemin dirigé ou dichemin sur X tout élément
—

N
de PoSpc([0, 1], X].

REMARQUE (CHEMINS ET DICHEMINS)
Remarquons que [0, 1] muni de la topologie classique et de I’ordre trivial est un espace
ordonné que I'on note encore [0, 1] (c’est donc 'image de 'espace de Hausdorff [0, 1] par
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I1.1.3

I1.1.4

I’adjoint a gauche du foncteur d’oubli de PoSpc vers Haus, voir la proposition 1.1.14).

— —
Alors, si X est un espace ordonné, un chemin sur X est un dichemin de [0, 1] sur X et
vice versa.

DEFINITION (HOMOTOPIE DIRIGEE)
Etant donnés deux dichemins 7y, v; sur X tels que

70(0) = 1(0) =z et (1) =n(1) =y

une homotopie dirigée ou dihomotopie de 7, vers v, est par définition un morphisme
H appartenant & PoSpc[[0, 1] x [0, 1], X] tel que

H(0,t) = 0(t) et H(1,1) = 7 (t)

Vs, t e [071]{ H(s,0)=zet H(s,1) =y

PROPRIETE (REFLEXIVITE ET TRANSITIVITE DE L’EXISTENCE D’UNE DIHOMOTOPIE)
Pour tout dichemin + il existe une dihomotopie de ~ vers . S’il existe une dihomotopie
de 7 vers v, et une dihomotopie de 7y, vers v, alors il existe une dihomotopie de ~, vers

V2-
PREUVE. L’application
H: m X m  —— )_5
(s,8) ———(2)
donne la réflexivité et si Hy et H; sont des dihomotopies respectivement de v, vers v, et
de ~y; vers 7, alors

_ —

Hy: [0,1] x [0, 1] X

Hoy(2s,1) si s €0,
(5:%) { Hi(2s—1,t) sise[s,

est une dihomotopie de ~ vers 7,. B

Comme le laisse penser la propriété 11.1.4 (p.46), la notion d’homotopie dirigée de la
H

H
défintion I1.1.3 (p.46) n’engendre pas une relation symétrique. Par exemple, dans R x R,
il n’existe pas de dihomotopie de 7, vers v; ni méme de 7, vers vy, ol

— — — 1 — -

Yo [0,1] R x R Yt [0, 1] R x R
(2t,0)  site0,3] (0,2t)  site|0,3]
t E{(l,Qt—l) site[d ] t 2t—1,1) site[L]]

Supposomue H soit une telle dihomotopie,_pg)ur chaque paramétre de déformation
s dans [0,1] on peut poser t; := min{t € [0,1]|m(H(s,ts)) = 1} et t, := min{t €
m\m(H(s,ts)) = 1}, de tels minima existent car H, m et m (les projections) sont
continues, en conséquence (7 o H (s, —))"1({1}) et (my 0 H(s,—))"*({1}) sont compacts
comme fermés de [0,1] et donc admettent un minimum. Supposons maintenant, par
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exemple, que t; < t’, on en déduit que H (s,t,) < H(s,t.). Sachant que mi(H (s,ts)) = 1 et
mo(H(s,t,)) = 1,ona H(s,ts) = H(s,t,) = (1,1). Mais alors H(0, —) # 7o, H(0, =) # 71,
H(0,—) # v et H(1,—) # 7. On parvient & la méme conclusion en supposant que
t <t

Cependant, il existe une dihomotopie de vy vers

i
Y20 00,1 7R x R

t———(t, 1)

un exemple d’une telle dihomotopie étant donné par

—_— — —_— —

H:[0,1] x [0,1]] ——=[0,1] x [0, 1]

(5, 22) sitel0, 432
1+s’ 1]

S { (1,2t—1) site[4

De méme, il existe une dihomotopie de ~; vers v,. En revanche, il n’existe pas de di-
homotopie de 7, vers 1, en effet, si une telle dihomotopie existait, on aurait, d’aprés la
propriété I1.1.4 (p.46) une dihomotopie de 7, vers ;. Déja, le cas dirigé se distingue du
cas classique par cette absence de symétrie.

Une des autres différences majeures de la topologie algébrique dirigée par rapport a la
topologie algébrique classique est son aspect “local”. Plus explicitement, on a la propiété

I1.1.5 PROPRIETE .
Soit un espace ordonné X et deux chemins dirigés 7o, tels que 70(0) = v1(0) =: z et
7(1) = 71(1) =: y alors toute homotopie dirigée de 7, vers v, est a valeurs dans

{zeX[rtz2Cxy}

PREUVE. Soit H une telle homotopie dirigée, H étant en particulier une ap;p}ica@
croissante telle que H(0,0) = z et H(1,1) = y, pour tout (x,y) appartenant a [0, 1] x [0, 1]
on a

H(0,0) T H(x,y) ¢ H(1,1)

ﬁ
Observons I’exemple du sous-espace ordonné du cube unité dirigé X dont I’espace topologique

sous-jacent est
12 .12 12

X = ([07 1] X [071]\]§7§[X]§7§D X [g’g]

C’est donc une sorte de “tore carré de section carrée”. Soient les chemins dirigés

Yo : [0, 1] X

, (0,2t,3)  site|o,
(2t —1,1,3) site[i1]
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I1.1.6

I1.1.7

et

71 [07 1] })

. { (2¢,0,3)  sitel0,3]

(1,2t —1,3) site[i,1]
On note aussi || et |71] leurs chemins sous-jacents. Il n’existe pas d’homotopie classique
entre |yo| et |y1| donc il n’en existe pas non plus de dirigée de 7, vers ;. Ajoutons
maintenant a X un “plancher” et un “plafond”, c’est-a-dire que 'on considére le cube
unité troué dirigé dont X est clairement un sous-espace ordonné. En vertu de la propriété
I1.1.5 (p.47), il n’y a toujours pas d’homotopie dirigée de ~y, vers 71, en revanche, |yo| et
|71| sont homotopes au sens classique.

II.1.1 IMAGES DES DICHEMINS

L’étude et la classification des images des dichemins est un des points importants de
la topologie algébrique dirigée dans PoSpc. Les conséquences du théoréme I1.1.25 (p.59)
sont trés fortes et interdisent des situations pathologiques connues en topologie algébrique
classique.

ENSEMBLE TOTALEMENT ORDONNES COMPLETS ET SEPARABLES

DEFINITION (ENSEMBLE TOTALEMENT ORDONNE)

Soit X un ensemble et <x une relation d’ordre sur X, si quels que soient x; et xs
appartenant & X on a x; < 5 ou s < x1, on dit que (X, <) est un ensemble totale-
ment ordonné. La sous-catégorie pleine de PoSet dont les objets sont les ensembles
totalement ordonnés est notée TLat. Une sous-partie A de X est appelée segment final
(respectivement segment initial) lorsque:

Va€ AV € X a<z = €A (respectivement Va € AVx € X v <a= z€A)

Dans certains ouvrages, et pour le cas plus général des ensembles partiellement ordon-
nés, on parle de sous-partie croissante (respectivement décroissante). En partic-
ulier, la famille réunissant les segments initiaux sans maximum et les segments finaux
sans minimum génére une topologie appelée topologie de 'ordre et notée 7(<x). Un
sous-partie C' de X est dite convexe (pour <x) quand

Va,be CVre Xa<xr<xb = xel

Un ensemble totalement ordonné est dit non borné s’il n’a ni maximum ni minimum.

REMARQUE

Tout convexe non borné appartient a 7(<x), mais 1’ensemble des convexes non bornés
n’engendre pas forcément 7(<x), voir par exemple {n+r1|n € N} U {0} muni de l'ordre
classique de R. En revanche si on y ajoute les segments initiaux sans maximum et
les segments finaux sans minimum, on a une base de 7(<x). Dans le contre-exemple
précédent, {%ﬂ‘” € N} ne peut pas s’écrire comme une union d’intersections finies de
convexes non bornés. Comparer avec la remarque B.1.38 (p.327).
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I1.1.8

I1.1.9

I1.1.10

On note Lat la catégorie des ensembles ordonnés dont toute paire d’éléments admet une
borne supérieure et une borne inférieure, les morphismes de Lat sont les applications qui
préservent les bornes supérieures et inférieures binaires, la catégorie Lat est également
définie dans la section A.1.3 (p.285).

PROPOSITION
TLat est une sous-catégorie pleine de Lat

PREUVE. Il suffit de remarquer que pour toute paire {z,y} d’un ensemble ordonné, on a
<y & zANy=zetxVy=y

donc si f préserve A et V, elle préserve aussi 'ordre entre deux ensembles totalement
ordonnés. W

REMARQUE (ISOMORPHISMES DE CHAINES ET D’ENSEMBLES ORDONNES)

Les isomorphismes de TLat sont les morphismes de TLat dont ’application ensembliste
sous-jacente est une bijection, en effet, si f appartenant & PoSet[(X, <x), (Y, <y)] induit
une application ensembliste bijective, notons ¢ 'inverse, dans Set, de f. Si y; <y o
dans (Y, <y), alors on a g(y1) <y ¢(y2) ou g(y2) <y g(v1), le second cas est impossible,
sinon on aurait f(g(y2)) <y f(g(y1)), c’est-a-dire yo <y y;. Ceci est faux en général dans
PoSet, pour s’en convaincre, observer f : {a,b} — {0,1} tel que f(a) =0et f(b) =1
et ou 0 < 1 alors que a et b ne sont pas comparables. Un isomorphisme de PoSet est
un morphisme f de PoSet dont I’application ensembliste sous-jacente est une bijection et
telle que pour toute paire d’éléments {x1, 2} du poset de départ de f on a:

v < w0 & f(x1) < f(x2)

Etant donné (X, <x) un ensemble totalement ordonné, pour a,b € X on introduit les
notations suivantes

e la,— [={zr € X|z>a}
o | — bi={r e X|z <b}
o Ja,b[:=la,— [N] ., b[={x € X|a <z < b}

et de fagon analogue [a, — [, | <, b] et [a, b].

Remarquons que |a,b| peut étre vide, avoir des bornes ou étre réduit a un singleton
méme si a < b, cela se produit par exemple dans N. On va relier les ensembles totalement
ordonnés aux espaces ordonnés.

PROPOSITION
Si (X, <x) est un ensemble totalement ordonné et si on note u(<x) la topologie sur X

engendrée par la famille
(]x, - [>m€X U <] <_’x[>$EX

alors,

1. (X, u(<x),<x) est un espace ordonné,
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2. pour toute topologie 7x sur X telle que (X, 7x, <x) soit un espace ordonné, on a

(1(<x) C 7x)

On peut donc définir u(<y) comme la plus grossiére des topologies faisant de
(X, <x) un espace ordonné,

3. la topologie u(<x) admet pour base la famille des |x,— [, | <, z[ et |z, [ ou
T1,T9 € X,

4. par ailleurs, pour toute sous-partie A de X, si sup(A) (respectivement inf(A)) existe,
tout voisinage (au sens de p(<x)) de sup(A) (respectivement inf(A)) rencontre A.

PREUVE. Soient x et y appartenant & X tels que x # y. Comme ’ordre < est total, on
peut supposer que x < y. On a deux cas a examiner:

Si |z, y[= () alors on pose I := {t € X|t >z} et J:={t € X|t < y}.

Si ]z, y[# 0, soit un élément z de |z, y[, on pose [ :={t € X|t > z} et J :={t € X|t < z}.
Dans les deux cas on prouve que y est un élément de I, que x est un élément de J, que
I et J sont des ouverts de (X, u(<x)) et que

VuelYveJudLv

Donc I x J est un ouvert de (X, u(<x)) x (X, u(<x)) disjoint du graphe de <x. Donc
(X, u(<x), <x) est un espace ordonné.

Supposons que (X, 7x, <x) soit un espace ordonné et que z soit un élément de X. Soit
x’ appartenant a |z, — [, on a x <x 2’/ donc 2’ £x x et donc, d’aprés la propriété 1.1.4
(p.26), il existe un voisinage (au sens de 7x) croissant V' de z’ et un voisinage (au sens
de 7x) décroissant W de z tels que

VW =0,

en particulier x n’appartient pas & V. Soit alors un élément v de V', on a v Lx x sinon,
par croissance de V, on aurait z € V. On en déduit, comme 'ordre <y est total, que
x <x v et donc 2’ est un élément de V' qui est inclus dans |z, —], d’ou il vient que |z, — |
est un ouvert de (X, 7x). On montre de méme que | <, z[ est un ouvert de (X, 7x) et
donc u(<yx)) C 7x.

Prouvons maintenant le dernier point, si sup(A) appartient a A, tout voisinage de sup(A)
rencontre trivialement A. Dans le cas contraire, soit V' un voisinage de sup(A), on peut
supposer que V est de la forme |z, —] ou & <x sup(A). Si V ne rencontre pas A, alors,
puisque l'ordre <y est total, x est un majorant de A, ce qui est contradictoire.

Notons bien qu’alors, le corollaire 1.1.7 (p.27) est applicable. Il faut également faire
attention au fait que la proposition I1.1.10 (p.49) n’induit pas de foncteur, en effet, en
considérant (R, <) et I'application

H2 : (R7 S) (R7 S)
: t sit< /2
t+1 siv2<t
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I1.1.11

I1.1.12

On a bien un morphisme de TLat mais qui n’est pas continu au sens de la topologie
décrite dans la proposition I1.1.10 (p.49), c’est-a-dire la topologie classique de R.
Jusqu’a la fin de la preuve du théoréme I1.1.25 (p.59) les notions de densité et de sépara-
bilité vont avoir un sens différent de celui donné dans la définition B.1.7 (p.319).

DEFINITION (DENSITE)
Une sous-partie D d’un ensemble totalement ordonné (X, <) est dite dense dans (X, <)
lorsque

Ve, 29 € X (IL‘1<ZL‘2:> EIdGD:E1<d<x2)

En particulier, on dira que (X, <) est dense lorsque X est dense dans (X, <).

Avec les notations de la définition I1.1.6 (p.48) et de la proposition I1.1.10 (p.49) on a la
proposition:

PROPOSITION

Soit (X, <x) un ensemble totalement ordonné. La topologie u(<y) est plus fine que la
topologie 7(<x) (i.e. 7(<x) C u(<x))). De plus, les quatre assertions suivantes sont
équivalentes

1. pu(<x) et 7(<x) sont aussi fines 'une que 'autre (voir definition B.1.2 (p.318)),
2. (X, <x) est dense,

3. (X,7(<x),<x) est un espace ordonné,

4. La famille (Jz, — [,] <—,x[)xex engendre 7(<x).

PREUVE. La premiére assertion implique la troisiéme d’apreés la proposition 11.1.10 (p.49)
et aussi la seconde. En effet, soient © < y, comme | <, y[ est un ouvert de (X, 7(<x)),
on peut écrire | <, y[ comme une réunion de segments initiaux sans maximum et donc
| <, y[ n’a pas de maximum. Ainsi on trouve un élément z de | <, y[ tel que = < z, donc
x < z < y. La deuxiéme assertion implique la premiére puisqu’alors les intervalles | <, y|
n’ont pas de maximum et les intervalles |z, — [ n’ont pas de minimum. La troisiéme
implique la seconde car l'espace topologique sous-jacent de tout espace ordonné est de
Hausdorff, donc si x < y, on a en particulier z # y. On trouve donc deux éléments
O, et O, de la base de 7(<x) décrite dans la remarque I1.1.7 (p.48), disjoints et tels
que x soit un élément de O, et y un élément de O,. L’ouvert O, ne peut pas étre un
segment final, sans quoi on aurait y € O,, donc O, est nécesairement un convexe sans
maximum. De méme O, est un convexe sans minimum. Comme O, n’a pas de maximum,
il existe un élément z de O, tel que x < z, on ne peut pas avoir y < z, sinon on aurait
en particulier x < y < z et donc, par convexité de O,, y serait un élément de O, ce qui
est contradictoire. L’ordre étant total, on a z < y d’'oil x < z < y. La seconde assertion
implique la quatriéme, en effet, les intervalles |z, — [ et | «—, z[ sont alors respectivement
des segments finaux sans minimum et des segments initiaux sans maximum. Puis tout
segment initial sans maximum [ peut s’écrire

Ul .2l

zel
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de méme que tout segment final sans minimum s’écrit

Uiz, = |

zel

La quatriéme assertion entraine trivialement la seconde car I'intervalle | «—, x[ s’écrit alors,
en tant qu’élément de 7(<y), comme une réunion de segment initiaux sans maximum
et 'intervalle |z, — [ comme une réunion de segments finaux sans minimum. Ces deux
intervalles sont donc respectivement sans maximum et sans minimum. Donc, si x < y, il
existe un élément z de |x,— [tel que z <y, dotz <z <y. B

Dans toute cette thése dénombrable signifie en bijection avec N.

PROPOSITION (CLASSIFICATION DES CHAINES DENSES ET DENOMBRABLES)
Tout ensemble totalement ordonné, dense et dénombrable est isomorphe, dans PoSet, a
I'un des posets suivants, en fonction de la présence de maximum et/ou de minimum:

e QNJ0,1]
e QNI0,1[
e QNJ0,1]
e QNI0,1]
PREUVE. Tout repose sur le

LEMME (CLASSIFICATION DES CHAINES DENSES, NON BORNEES ET DENOMBRABLES)
Tout ensemble totalement ordonné, dense, non borné et dénombrable est isomorphe &

(@ 2).

PREUVE. Soient (x,)nen et (¢n)nen des énumérations respectives de (X, <x) (totalement
ordonné, dense, non borné et dénombrable) et de (Q, <). Pour tout n dans N, on pose
I, == {xo,...,x,}. On va maintenant construire par récurrence un isomorphisme (dans
PoSet) de (X, <x) vers (Q, <).
Au rang 0, On pose ¢g : Iy — Jo ou Jp := {yo}-
Aurang n appartenant & N, on suppose construit une suite finie d’isomorphismes ¢y; I, —
Ji. de PoSet telle que

¢ C .. C o1 C .. C s

donc en particulier
JoC..CJ,C...CJ,

On veut construire ¢, 1, on pose déja pour chaque élément x de I,,, ¢,11(x) := ¢, ().
On a alors 'une des trois éventualités suivantes:

1. 41 > max(I,), dans ce cas on pose ¢ 1(Tni1) := qr ou k est le plus petit entier
tel que g > ¢,(max(1,)), c’est possible car Q n’a pas de borne supérieure,

2. xp41 < min(l,), dans ce cas on pose ¢, 1(x,11) ;= qx out k est le plus petit entier
tel que gr < ¢,(min(7,)), c’est possible car Q n’a pas de borne inférieure,
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3. il existe deux éléments a et b de I, tels que I, 1N]a,b|= {z,41}, dans ce cas on
pose ¢n11(Tni1) := g o0t k est le plus petit entier tel que ¢, (a) < gx < ¢, (b), c’est
possible car QQ est dense.

Dans tous les cas, J,.1 = J, U{q}. L’application ¢, est alors un isomorphisme (dans
PoSpc) de I, vers J,, ;1 avec les ordres respectivement induits par ceux de (X, <x) et

de (Q, <). On pose enfin
¢:=|J on

neN

Alors, ¢ est alors un morphisme de PoSet dont ’application ensembliste sous-jacente est
une bijection, donc un isomorphisme de PoSet d’aprés la remarque 11.1.9 (p.49). Le seul
point non trivial est la surjectivité. Elle se prouve également par récurrence. Au rang 0,
qo est clairement atteint car par construction, ¢o(zg) = qo. Supposons, au rang k € N,
que qo, .., g, soit dans 'image de ¢. Soit ny le plus petit entier tel que {qo, ..., g} C Jy,-
On veut s’assurer que g4 est aussi dans I'image de ¢. Si qx41 € J,,, alors g; est dans
I'image de ¢. Dans le cas contraire, on a trois situations a étudier:

1. si gp41 majore J,,, soit n, le plus petit entier naturel tel que n > n; et que x,4;
majore I, un tel n doit exister car (X, <x) n’a pas de maximum (cf non borné).
C’est alors le cas 1 de la construction qui s’applique et on a ¢,11(Tn11) = Grr1s

2. le cas ol g4 minore J,, est similaire, on applique le fait que (X, <x) n’a pas de
minimum (cf non borné).

3. Soit enfin le cas ou l'on a deux éléments c et d de J,, tels que

]07 d[mJnk = {q]ﬁLl}?

il suffit de considérer le plus petit entier naturel n tel que n > ny et que

I,N]a,b[= {xni1}

ol a et b sont les deux éléments de I, tels que ¢,(a) = c et ¢,(b) = d. Un tel
n existe car (X, <x) est dense. C’est alors le dernier cas de la construction qui

s’applique et on a ¢ 1(Tnt1) = G-

11 est alors facile de conclure. Si (X, <) est totalement ordonné, dense et dénombrable,
on “enléve” ses éventuelles extrémités, il en résulte un ensemble totalement ordonné non
borné et dénombrable (Y, <y) qui d’aprés le lemme I1.1.14 (p.52) est isomorphe dans
PoSet & Q, c’est-a-dire aussi & QN]0, 1[. Si on ajoute un minimum ou un maximum ou
les deux a (Y, <y), on aura un ensemble totalement ordonné respectivement isomorphe
aQnio,1[, @QN]0,1] ou QN [0, 1] dans PoSet. W

On pourrait un peu hativement penser que le lemme I1.1.14 (p.52) se généralise en rem-
placant ’hypothése de dénombrabilité par “ayant le méme cardinal”. Assez naturellement
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I1.1.15

I1.1.16

I1.1.17

interviennent alors des problémes de complétude et de passage a la limite. Quoiqu’il en
soit, R et ’ensemble des irrationnels de R fournissent un contre exemple a cette général-
isation. Remarquons également que si on remplace ’hypothése “dénombrable” par “au
plus dénombrable”; il faut ajouter aux quatre possibilités de la proposition I1.1.13 (p.52)
une cinquiéme qui est {*}.

Commencons par donner une définition équivalente a celle de treillis complet donnée dans
le tableau A.1.3 (p.285)

REMARQUE

Un ensemble totalement ordonné (X, <x) est un treillis complet si et seulement si le
complémentaire dans X de tout segment initial sans maximum est un segment final avec
minimum, ou encore si et seulement si le complémentaire dans X de tout segment final
sans minimum est un segment initial avec maximum.

PROPRIETE
Si (X, <x) est un ensemble totalement ordonné et complet alors tous les fermés de u(7x)
contiennent leur borne inférieure et leur borne supérieure.

PREUVE. C’est un corollaire direct de la proposition I1.1.10 (p.49), en effet, si A est
une sous-partie de X, tout voisinage de sup(A) rencontre A et tout voisinage de inf(A)
rencontre A. Il s’ensuit que si A est fermé, sup(A) et inf(A) appartiennent & A. B

Le tableau suivant récapitule les définitions de catégories dont nous aurons besoin, cer-
taines ont déja été introduites précédemment ou apparaissent dans I’appendice A (p.269).

Nom Objets Morphismes
CDTLat | chaines denses et complétes | applications préservant toutes les bornes
supérieures et inférieures

CTLat chaines complétes applications préservant toutes les bornes
supérieures et inférieures
DTLat chaines denses applications croissantes
TlLat chaines applications croissantes
Lat treillis applications préservant V et A

PROPOSITION (COUPURES DE Dedekind)
Etant donné un ensemble totalement ordonné (X, <yx), Une coupure de Dedekind de
(X, <x) est un couple (A, B) tel que:

e AUB=X,
e Vac AVbe B a<xb,

e A n’a pas de maximum (i.e. plus grand élément).

On pose alors, pour deux coupures (A, B) et (A, B’) de (X,<x), (A, B) <¢ (A, B’) si
et seulement si A C A’ ou encore B’ C B, ce qui est équivalent. Alors,

e l'ensemble des coupures de (X, <x), noté C et ordonné par <¢, est un ensemble
totalement ordonné complet dont le plus petit élément est ((), X) et le plus grand
(X, 0) dans le cas ou (X, <y) n’a pas d’élément maximum, (X\{max X}, {max X })
sinon,
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e |'application

(X, <x )¢ (C.<c)
r—— ({te X/t <z}, {t € X/t <x})

est un isomorphisme de PoSet sur son image,
e si (X, <) est complet, alors (X, <y) et (C, <) sont isomorphes dans CTLat,

e soit (C,<¢) et (C’, <) deux ensembles totalement ordonnés complets et D une
sous-partie dense de (C, <¢), alors tout morphisme f appartenant a

PoSet[(D, <c ND x D), (C', <¢)]
admet au plus un prolongement g appartenant a CTLat[(C, <¢), (C', <¢)],

e tout isomorphisme (dans PoSet) d’une sous-partie dense D d’un ensemble totale-
ment ordonné complet (C, <c) vers une sous-partie dense D’ d’un ensemble totale-
ment ordonné complet (C’, <) se prolonge de fagon unique en un isomorphe (dans
CTlat) de (C, <¢) vers (C', <¢v),

e tout ensemble totalement ordonné complet contenant une sous-partie dense isomor-
phe (dans PoSet) a (X, <x) est isomorphe (dans CTLat) a (C, <¢).

PREUVE. La borne supérieure d’une famille (A;, B;); de coupures est donnée par
\/ A, B); U A;, ﬂ B))

Le second point est évident, de méme que le troisiéme puisque l'image de l’inclusion
donnée au deuxiéme point est alors (C, <¢).

Prouvons le quatriéme point, si g; et g» sont deux prolongements de f et que x est un
élément de C, comme ¢; et g, sont des morphismes de CTLat, ils préservent les bornes
supérieures, on a

gi(x) =sup({f(d)|d € D ; d < x}) = ga(x)

car, par densité de D, sup{d < z|d € D} = z. En supposant le cinquiéme point, le
sixiéme est immédiat. Reste donc & prouver le cinquiéme point. Soit D une sous-partie
de C et D’ une sous-partie de C” denses respectivement dans (C, <¢) et (C’', <¢). Soit
f un isomorphisme dans PoSet de D vers D’, respectivement muni des relations d’ordre
induites par celle de (C, <¢) et (C’, <¢/). Pour tout élément = de C, on pose

A(z) :={f(d)|de D; d< x} et B(x) :={f(d)|de D ; d> zx}

11 est clair que quel que soit a appartenant a A(zx) et quel que soit b appartenant a B(x),
on a a < b, donc sup(A(x)) <¢ inf(B(z)). Montrons que 'on a en fait égalité. Soit
x’ >cr sup(A(x)), par densité de D', il existe un élément d’ de D’ tel que sup(A(x)) <c¢
d <cr 2. On pose d := f~(d’') € D. On a nécessairement x < d sinon, comme ’ordre
est total, d < x et par densité de D, il existe un élément dy de D tel que d <o dy <¢ x et
donc, comme f est un isomorphisme, on a f(d) <¢r f(dz) d’ou d' = f(d) <cr sup( A(z))
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I1.1.18

I1.1.19

I1.1.20

ce qui est contradictoire. Donc = <¢ d et ainsi inf(B(x)) <¢ f(d) = d <¢ 2/. On a
prouvé que pour tout x’ appartenant a C’, on a

sup(A(x)) <¢r ' = inf(B(z)) <¢r 2/,

mais puique 'on a déja sup(A(x)) < inf(B(x)), si cette égalité était stricte, on aurait
inf(B(z)) <¢ inf(B(x)), ce qui est absurde, d’ou I'égalité voulue

sup(A(x)) = inf(B(x))

On pose alors pour tout élément = de C, g(z) := sup(A(x)). On vérifie que g préserve
bien les bornes supérieures, par définition de g, et inférieures car sup(A(z)) = inf(B(x)).
On procéde de méme pour obtenir un prolongement de f~! que 1’'on note h. Alors hog est
un prolongement de idp, de méme que id¢, par unicité du prolongement, on a hog = id¢.
De méme go h = idc. R

Notons bien la différence avec la notion topologique pour laquelle ’ensemble sous-jacent
de tout espace topologique est dense dans cet espace. De plus tout ensemble totalement
ordonné dense induit un espace ordonné

DEFINITION (SEPARABILITE)
Un ensemble totalement ordonné (X, <) est dit séparable s’il posséde une sous-partie
dénombrable dense.

Notons qu’avec les définitions I1.1.11 (p.51) et I1.1.18 (p.56), la séparabilité implique la
densité. La notion de complétude reste la méme, autrement dit, un ensemble totalement
ordonné est complet si toutes ses sous-partie ont une borne supérieure et inférieure, en
particulier, il posséde un borne supérieure et inférieure.

11 est alors clair que [0, 1], muni de I’ordre induit par celui de R, est totalement ordonné,
séparable et complet. En fait, on peut prouver que

PROPOSITION
Tout ensemble totalement ordonné, complet et séparable est isomorphe a [0, 1] dans CT-
Lat.

PREUVE. Soient D une sous partie dense non bornée et dénombrable d’un ensemble
totalement ordonné, complet et séparable (C, <s). D’aprés le lemme I11.1.14 (p.52), D
est isomorphe, dans PoSet, & QN]0, 1] dense dans Q N [0, 1]. D’apreés le sixiéme point de
la proposition I1.1.17 (p.54), (C, <¢) = ([0,1], <) dans CTLat. B

La proposition I1.1.10 (p.49) peut étre adaptée au cas de CDTLat

PROPOSITION
Soient (X, <x), (Y, <y) deux ensembles totalement ordonnés et complets. Soit aussi f
appartenant a PoSet[(X, <x), (Y, <y)]. Alors

P =) =]k (0= D |
Ve e X “

() al) =] —sup (171 =) |
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si et seulement si

VA C X f(sup(A)) =sup (f(A)) et f(inf(A)) = inf (f(A))

PREUVE. Etant donné la complétude de (Y, <y), on peut définir
g, de POSGt[(X, Sx), (Y, Sy)]

par

gly) = inf (£ ({y}))
aly) = sw (£ ({v}))

Il est facile de déduire la croissance de g et de d de celle de f. On a donc bien des
morphismes de PoSet. En outre, f étant croissante, continue et {y} convexe et fermé,
fY({y}) est convexe et fermé. On peut alors prouver que les convexes fermés (pour
u(<x)) sont de la forme [z, xs] pour x1,2o € X. Soit C' un convexe, il peut s’écrire
comme la réunion des [z/, 2] pour tous les 2, z}, € C. Soit alors z; la borne inférieure
des 7/ et xy la borne supérieure des z5. Il ne reste qu’a vérifier que x;,z5 € C ce qui
découle de la fermeture de C' et de la propriété 11.1.16 (p.54). En particulier, pour tout
élément y de Y, on a f(g(y)) = f(d(y)) = y. 1l vient alors, par croissance de f,g et d

VyeY

9(y) <x v &y <y f(z)
Vie X VyeY r<xdy) & f(r)<yy

flz) =y gly) <x v <x d(y)

Le deux premiéres assertions affirment que ’on a deux correspondances de Galois (g, f)
et (f,d) (voir définition A.3.19 (p.299)). En appliquant la proposition A.3.22 (p.300), on
a que f préserve les bornes supérieures et les bornes inférieures. Réciproquement, si f
préserve les bornes supérieures et les bornes inférieures, alors, en appliquant la proposition
A.3.22 (p.300) (la contraposée de I'implication utilisée dans le sens direct), on a que f
posséde un adjoint a droite et un adjoint & gauche i.e. que ’on a deux correspondances
de Galois (¢, f) et (f,d’) donc

9(y) <xz &y <y fz)
Vie XVyeyY v<xd(y) & flr) <vvy

flx) =y g(y) <x v <x d(y)

donc ¢’ = g et d' = d puis, étant donné que f est croissante

S0 =) =X\, — [) = X\g(w), = [=] — 9)]
ey { Sy =) = X\ = y]) = X\] —.d(y)] =ld(y), — |

COROLLAIRE
La proposition I1.1.20 (p.56) reste vraie en ajoutant ’hypothése de densité de (X, <x)
et de (Y, <y) et en travaillant avec les topologies 7(<x) et 7(<y).
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I1.1.23

En termes concis, on a prouvé que les morphismes de treillis complets de (X, <x) vers
(Y, <y) sont les applications continues de (X, u(<x)) vers (Y, u(<y)), ou encore les
applications dirigées (morphismes de PoSpc) de (X, u(<x), <x) vers (Y, u(<y), <x).
La proposition I1.1.20 (p.56) et son corollaire I1.1.21 (p.57) peuvent en fait encore étre
affinés. Supposons que (Y, Cy ) ne soit qu'un ensemble ordonné. L’application f induit
bien slr une surjection sur son image que 1’on note f’. D’aprés la proposition I1.1.10 (p.49)
on peut appliquer le corollaire I.1.7 (p.27) donc I'image de f munie de I'ordre induit, est
totalement ordonnée, compléte (et dense si (X, <x) l’est, c’est facile & prouver). On peut
alors appliquer la proposition 11.1.20 (p.56).

Au vu de la proposition I1.1.10 (p.49), la proposition I1.1.19 (p.56) peut étre affinée:

PROPOSITION
L’espace ordonné induit par un ensemble totalement ordonné, complet et séparable est

—
isomorphe a [0, 1] dans PoSpc.

PREUVE. Soit (X, <) un tel ensemble ordonné. D’aprés le proposition 11.1.19 (p.56),
il est isomorphe, dans PoSet & [0, 1]. D’aprés la remarque I1.1.9 (p.49) cet isomorphisme
a pour application sous-jacente une bijection et donc, trivialement, préserve les bornes
supérieures et les bornes inférieures. D’aprés la corollaire I1.1.21 (p.57) cet isomorphisme
devient un isomorphisme de Spc[(X, u(7x)), [0,1]] (il est immédiat que (<)) est la
s

topologie classique sur [0, 1]) et donc un isomorphisme de PoSpc|(X, u(<x), <x), [0, 1]].
|

LE PROBLEME DE Suslin

J’ouvre maintenant une petite parenthése sur un probléme de théorie des ensembles di-
rectement lié & la proposition 11.1.19 (p.56), uniquement pour le plaisir des curieux. Le
probléme de Suslin consiste a se demander si, en affaiblissant les hypothéses de la propo-
sition I1.1.19 (p.56), on garde la conclusion. Posons la

DEFINITION (CONDITION DE CHAINE DENOMBRABLE)

Un ensemble totalement ordonné (X, <) vérifie la condition de chaine dénombrable,
ou ccd, lorsque toute famille d’intervalles ouverts de (X, <) non vides et deux a deux
disjoints est au plus dénombrable.

On a déja dit que la séparabilité implique la densité, mais il est clair qu’elle implique
aussi la condition de chaine dénombrable. Vient alors la question:

si (X, <) est un ensemble totalement ordonné dense et qui satisfait la condition de
chaine dénombrable, est-il séparable ?

En fait, répondre a la question ci-dessus équivaut a répondre & la question suivante:

si (X, <) est un ensemble totalement ordonné dense et complet qui satisfait la condition
de chaine dénombrable, est-il isomorphe a [0, 1] dans PoSet ?

C’est presque exactement en ces termes que Suslin posait son probléme. La seule dif-
férence (elle est infime et on voit clairement qu’elle aboutit & un probléme équivalent),
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est que traditionnellement dans les documents traitant ce genre de questions, la notion
de complétude est légérement affaiblie, elle devient:

toute sous partie non vide majorée admet une borne supérieure.

On a alors 'expression du probléme original de Suslin: si (X, <) est un ensemble totale-
ment ordonné dense, complet (au sens affaibli), non borné et qui satisfait la condition de
chaine dénombrable, est-il isomorphe & R dans PoSet ?

On peut alors montrer, par la méthode de forcing (itéré), que la réponse au probléme
de Suslin est indépendante de la théorie ZFC, autrement dit qu’il n’est ni possible de
prouver, ni possible de trouver un contre-exemple au probléme de Suslin & partir des
seuls axiomes de la théorie ZFC. On trouve tous les détails aux chapitres 3, 9 et 16 de
[52]. On pose en particulier la

DEFINITION (DROITE DE Suslin)
Une droite de Suslin est un ensemble totalement ordonné, dense qui satisfait la condi-
tion de chaine dénombrable mais n’est pas séparable.

Le probléme de Suslin devient donc “existe-t-il une droite de Suslin”. 1l est intéressant de
comparer la question de l'existence d’un droite de Suslin avec les travaux entrepris par
Maarten Maurice dans sa thése [67].

CLASSIFICATION DES IMAGES DE DICHEMINS

Le résultat suivant illustre la rigidité de la notion de dichemin

THEOREME (CLASSIFICATION DES IMAGES DE DICHEMINS)
L’image d’un dichemin est soit isomorphe & {x} soit isomorphe a [0, 1] dans PoSpc; plus
formellement
— — —
VX € Ob(PoSpc) Vv € PoSpc|[0,1], X

on a

—

v([0,1]) = {*} dans PoSpc

ou

_ —

~([0,1]) = [0, 1] dans PoSpc
s —
ou ([0, 1]) est muni de la structure induite par celle de X .

PREUVE. On suppose que ([0, 1]) n’est pas réduit & un singleton. La premiére étape
consiste & prouver que l'image d’un chemin dirigé muni de l'ordre induit satisfait les
hypothéses de la proposition I1.1.22 (p.58). L’ensemble ([0, 1]) muni de Pordre induit
est totalement ordonné car si t1,t, € [0, 1], ¥(¢1) et y(t2) sont comparables. L’ensemble
7([0,1] N Q) est dense dans ([0, 1]). Si A est une sous-partie de X, f~'(A) est une sous-
partie de [0, 1] qui admet donc une borne supérieure et une borne inférieure, le corollaire
L1.7 (p.27) garantit que sup(A) = f(sup(f*(A))) existe. Donc si <,qo,1 est 'ordre

—

induit par <x sur ([0, 1]), [0,1] et (v([0,1]), (< (0.1)))> <+(j0,1)) sont isomorphes dans
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PoSpc. 1l suffit maintenant de vérifier que 11(<,(o17)) est bien la topologie induite par

celle de X sur 7([0,1]). Elle est au moins aussi fine que (<, (0,17)) puisqu’elle donne lieu
a un espace ordonné (voir proposition I1.1.10 (p.49)). En outre, le segment unité [0, 1] est
compact et 'image d’un compact par une fonction continue (ici ) est compacte. Donc

ﬁ
([0, 1]) muni de la topologie induite par celle de X est compact, en outre, étant plus
fine que p(<y(0,1))) (qui est Hausdorff), elle est elle-méme Hausdorff. Or toute topologie
strictement plus fine qu'une topologie de Hausdorff compacte n’est pas compacte (voir

proposition B.1.23 (p.322)). Donc la topologie induite sur ([0, 1]) par celle de X est
#(<y(oap)- B

J’ai appris lors d’une discussion avec Sanjeevi Krishnan que le théoréme de classification
des images d’un dichemin (II.1.25 (p.59)) est un résultat connu d’une certaine partie de
la communauté des topologues. On trouve dans l'introduction de [79] un bon résumé du
sujet dont on donne ci-dessous un apercu. On définit un continuum comme un espace
topologique de Hausdorff compact et un arc généralisé comme un continuum C' ayant
exactement deux points qui ne le sépare pas, c’est-a-dire que

{z € C|C\{z} n’est pas connexe} = {a,b} ot a # b

Etant donné un arc généralisé A, A est homéomorphe a [0, 1] si et seulement si il est méris-
able si et seulement si il est séparable (au sens topologique, c’est-a-dire qu’il posséde une
sous-partie dénombrable dense). Par ailleurs, tout arc généralisé peut-étre muni d’un
ordre total qui en fait un espace ordonné et inversement, 1’espace topologique sous-jacent
a tout espace ordonné X dont la topologie et I'ordre sous-jacent sont respectivement
compact et total est un arc généralisé. Citons également, pour information, le théoréme
de Hahn-Mazurkiewicz qui affirme qu’un espace topologique est I'image de [0, 1] par une
application continue si et seulement si ¢’est un continuum localement connexe et métris-
able.

Ajoutons la remarque suivante qui aura son importance dans le chapitre XII (p.209), si
A est un arc généralisé dont les deux points non séparants sont a et b et que ¢ est un
homéomorphisme de A dans A alors ¢({a,b}) = {a, b}. Autrement dit, avec la terminolo-
gie introduite au chapitre XII (p.209), tout arc généralisé peut étre pris comme segment
générique dans Spc.

Voici deux surprenants corollaires du précédent théoréme

COROLLAIRE (PAS DE COURBE DE Peano DIRIGEE)
Il n’existe pas de chemins dirigés qui recouvrent le carré unité. Plus formellement, quel

que soit I’espace ordonné X (c’est-a-dire objet de PoSpc) et quel que soit le chemin dirigé
ﬁ
v sur X, si X = [0, 1]* ('espace topologique sous-jacent) alors ([0, 1]) # X.

Il faut bien insister sur le fait que, dans le corollaire I1.1.26 (p.60), la structure de I’espace
ordonné sur [0, 1]> n’est pas forcément la structure “classique”.

11.1.27 COROLLAIRE

ﬁ
Soient 71,72 deux dichemins sur un espace ordonné X. Si 7y; et 72 ont la méme image
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notée 1 (i.e. 11([0,1]) = 12([0,1])) alors en posant

——

73 : [0, 1] ?

t > max(71(t), 72(t))

il existe deux dihomotopies H; et H, respectivement de 7y; vers v3 et de v, vers ;.

—
PREUVE. En notant ¢ un isomorphisme de PoSpc de [0, 1] vers 7, H, et H, sont donnés

par
Hi(s,t) :=¢(s- ng*l(vg(t)) +(1—s)-¢71 (yl(t))
Hy(s,t) :=¢(s- ng*l(vg(t)) +(1—s)-¢71 (yg(t))
[ |

[1.2 LA CATEGORIE FONDAMENTALE

On va construire la catégorie fondamentale de la méme fagon que le groupoide fonda-
mental (voir appendice B.2.1 (p.330)).

ﬁ
Soit X un espace ordonné, donc un objet de PoSpc. Le graphe des dichemins de X a
pour ensemble de sommets | X| et quels que soient les éléments x et y de | X|, I'ensemble

des fleches de z vers y est ’ensemble des chemins dirigés de x vers y sur )_5, c’est a dire
SN
{ € Pospc[[0, 1], X]|7(0) = w et 4(1) = y}

Pour toute fléche v de ce graphe, on pose, bien entendu, src(y) := v(0) et tgt(y) := v(1).

Considérons alors F (?) la catégorie libre engendrée par le graphe des chemins de X.

H
Rappelons que, par construction, tout morphisme de F(X') est un triplet (y, (ay, ..., a1), )

ou (ay, ..., 1) est suite composable de fleches du graphe des dichemins sur )_(2, 7(0) ==z
et v,(1) = y. Etant donnés deux morphismes (y, (v, ..., 1), x) et (¢, (o, ....a}),2") de
ﬁ
F(X), on pose alors m := max{n,n'}, puis
—
a:[0,1] X
. ak(mt.—(k:—l)) simt € [k — 1,k
an(l)ysimt >n+1
et
—
8:[0,1] X
, Br.(mt - (k — 1)), simt € [k—1,k|
B (1) simt >n' +1
On peut finalement poser (y, (o, ..., @1), &) Sain (¢, (&, ..., a}),2") lorsqu’il existe une

homotopie dirigée de o vers 5. A la différence du cas classique, <4, n’est pas une relation
d’équivalence, elle est cependant réflexive, transitive et compatible avec la concaténation.
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I1.2.1

11.2.2

I1.2.3

I1.2.4

En fait on vérifie méme que =<y, est antisymétrique. La réflexivité et la transitivité
sont données par la propriété I1.1.4 (p.46). La compatiblilité n’est qu’'une question de
reparamétrisation affine de la variable de temps (noter que la transitivité provient d'une
reparamétrisation affine de la variable de déformation). La relation de dihomotopie, notée
~ain, est la plus petite congruence (voir définition A.4.2 (p.305) et corollaire A.4.6 (p.306))

ﬁ
sur F(X) contenant ~g;,. Puis on pose

DEFINITION - -
La catégorie fondamentale d’un espace ordonné X est par définition F(X) / ain”

On la note 7r_>1()_(>)

PROPRIETE
Pour toute suite composable (y, (v, ...,a1),x), il existe un chemin dirigé « de = vers y

tel que (y7 (an7 EERE) Oél)7 .T) ~dih (y; (Oé), 37)
PREUVE. Cela découle directement de la définition de <y, qui engendre ~ y,.
[ |

La propriété qui suit est facile & prouver mais elle sera a la base de la notion de catégorie
sans boucles qui sera développée au chapitre I1I (p.71).

PROPRIETE . .
Soit un espace ordonné X, quels que soient les objets = et y de m (X ),

1. Vensemble 7 (X )[x, 2] est réduit au singleton {id,} et
2. si x # y, alors 'un des ensembles ﬁ(?)[x, y| et 7r_>1()_(>)[y,x] est vide.

PREUVE. Si 7 est un dichemin de x vers x sur ?, alors l’antisymétlit)a de <x fait que vy
est constant. Il s’ensuit que les seuls morphismes de = vers x de F(X) sont de la forme
(x, (idg, ..., idy), &) ~an (x,(id,), x). En outre si (y, (ap,...,a1),x) est un morphisme de
F (Y) et que x # y, on a nécessairement x < y car pour chaque chemin dirigé ~, la
croissance de 7 impose que y(0) <x ~(1). Mais alors, on ne peut pas avoir de suite
composable de y vers x, autrement dit F(X)[y,z] =0. B

On peut alors relire le corollaire I1.1.27 (p.60) ainsi

THEOREME
Deux dichemins ayant la méme image sont dihomotopes.

PREUVE. Immédiat. B

L’équivalent en topologie algébrique classique est bien siir faux, par exemple, les deux
chemins suivants

- [07 1] St
t —— (cos(2mt), sin(27t))

et

71 [07 1] Sl

t —— (cos(4rt), sin(4nt))
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I1.2.5

I1.2.6

ont la méme image mais ne sont pas homotopes, 'un fait une fois le tour du cercle
tandis que l'autre en fait deux. On peut maintenant construire le foncteur catégorie
fondamentale.

PROPOSITION
La définition I1.2.1 (p.62) induit “canoniquement” un foncteur de PoSpc vers Cat.

PREUVE. Il e reste plus qu’a définir la partie morphisme du foncteur. Si f appartlent
a PoSpc[X Y] f induit un morphisme de graphes du graphe des chemins dirigés de X
vers | le graphe ies chemins dirig}és de ?; ce morphisme induit lui-méme un foncteur de
F(X) vers F(Y), puis de 71 (X) vers 7 (Y ). Le procédé est exactement le méme que
dans la preuve de la propriété_B).Q.? (p-332). Plus précisément, si v est un dichemin sur

i, f o~ est un dichemin sur Y. B
En outre la proposition B.2.12 (p.334) (théoréme de Van Kampen) passe naturellement
a la catégorie fondamentale

PROPOSITION, (THEOREME DE VAN KAMPEN POUR LES ESPACES QRDONNE‘S)

Soientt X1, X deux sous-espaces ordonnés d’un espace ordonné X tels que l’espace
topologique sous-jacent X soit la réunion des intérieurs de X; et de X, les espaces

. . — —
topologiques sous-jacents de X | et Xs.

X,CX XCX X=X UX,

Posons Xo Z:X1ﬂX2. ’llZXO‘HXl,ZQIXo‘—)XQ,jlIXl%Xetjngg%X
les inclusions canoniques. Les diagrammes suivants

X ™
V ‘\Y F’V W)

somme amalgamée X 9

=l

1 somme amalgamée 7Tl X2)

\/ \/

1 0

sont des sommes amalgameées respectivement dans PoSpc et Cat.

PREUVE. On peut adapter la preuve donnée dans [47] dans le cas classique. La no-
tion d’homotopie étant remplacée par celle de dihomotopie et les reparamétrisations par
les reparamétrisations dirigées. On note a ce propos que les homéomorphismes de [0, 1]
dans [0, 1] sont les applications strictement monotones (i.e. croissantes ou décroissantes)
continues. On les appelle reparamétrisations. Une reparamétrisation dirigée n’est rien
d’autre qu’une reparamétrisation croissante. La preuve du cas classique passe par la
notion de catégorie des chemins a reparamétrisation prés. Dans le cas dirigé, on peut
directement, en appliquant le théoréme 11.2.4 (p.62), travailler avec la catégorie des di-
chemins & image prés, c’est-a-dire que deux dichemins ayant la méme image sont identifiés.
Cela rend la preuve beaucoup plus “lisible”.
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I11.2.7 DEFINITION (CATEGORIE DES IMAGES DE DICHEMINS) _ -
Etant donné un espace ordonné X, la catégorie des dichemins de X, notée D(X),
a pour collection d’objets | X| et pour collection de morphismes le images des dichemins

ﬁ
sur X. En particulier, si z,y € | X| on a

]D()_f)[x,y] = {7([0,1])| est un dichemin de X de o vers y}.

ﬁ
En particulier, si I est un morphisme de ID(X ), sa source est son élément minimum et

son but est son élément maximum. Si /; et I5 sont deux images de dichemins de Y, tels
que src(ly) = tgt(ly) la composition 5 o I; est simplement la réunion de I; et de I, qui
est trivialement encore 'image d’un dichemin. Les identités sont bien stir données par
les singletons.

Soit alors la relation < définie sur ]D()_(z) par Iy = I; si et seulement si (par définition) il
existe 7o et 71, deux dichemins sur X tel que Yo([0, 1]) = Ip, 11([0,1]) = I; et il existe une
dihomotopie de vy vers ;. Soit alors ~ la plus petite congruence sur ]D)(?) contenant <.
Alors, 7?1(?) = ]D)_(>/N dans Cat.

La définition précédente sous-entend des résultats pas tout a fait triviaux que l'on dé-
montre ci-apres.

PREUVE. Soient Iy et [; appartenant a D()_f)[x,y] Le premier point & vérifier est
que si Iy < I, alors pour tout couple de dichemins (7o,71) tels que vo([0,1]) = I et
y([0,1]) = LI, (v, (%), x) ~ain (Y, (71),x), o0 ~gp est la congruence définie durant la
construction de la catégorie fondamentale. C’est exactement ce qu’affirme le théoréme
I1.2.4 (p.62). Réciproquement, si (z, (70),y) ~ain (2, (71),y) alors les images respectives
de vy et de 7, sont équivalentes au sens de ~. Pour le voir, il suffit de noter que si
(x, (70),Y) ~ain (x,(71),y), alors on a une suite de dichemins dy, ..., d,, telle que pour tout
entier i dans {0,...,n — 1} on a un dihomotopie de §; vers ¢;,; ou bien de 9;;; vers J;.
Cette suite (finie) de dihomotopies donne alors des relations < entre les images des d;.
L’isomorphisme peut alors étre explicitement décrit, c’est I'identité entre les collections
d’objets et si (y, (71), ) est un représentant d’une ~g;,-classe d’équivalence (les représen-
tants de cette forme suffisent a définir tout le foncteur grace a la propriété 11.2.2 (p.62)),
cette classe est envoyée par I’isomorphisme sur la ~-classe d’équivalence de I'image de ~.
|

Cet aménagement est bien siir impossible dans le cas classique car deux chemins ayant
la méme image ne sont pas forcément homotopes. B

[1.2.1 QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS
ORDRE TRIVIAL

ﬁ
Soit un espace ordonné X dont la relation d’ordre sous-jacente est A x| i.e. z Ex y si et
H
seulement si z = y. Alors les seuls dichemins dirigés de X sont les chemins constants et
ﬁ
71 (X) est alors la catégorie discréte dont I'ensemble des objets est | X]|.
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LE SEGMENT UNITE DIRIGE

On a 77{([071) = ([0, 1], <), autrement dit, la catégorie fondamentale du segment unité
dirigé est ’ensemble totalement ordonné [0, 1] muni de la relation d’ordre classique sur
les réels, cet ensemble ordonné étant vu comme une petit catégorie. C’est une application
directe du théoréme I1.2.4 (p.62).

L’HYPERCUBE DIRIGE

—
Plus généralement, 7;([0,1]") = ([0,1], <)", autrement dit le produit dans PoSet vu
comme une petite catégorie ou directement le produit dans Cat.

LE CARRE TROUE EN SON CENTRE

H
Notons X I’espace ordonné décrit dans ’alinéa VIIL.5 (p.181). On va décrire localement,
H
c’est-a-dire entre deux objets (éléments de | X|) donnés, 71 (X ). Pour chaque paire (z,y),
. —_ 7 . .
nous allons voir que 71 (X ) contient au plus deux morphismes. On va egalement donner

— —
la table qui décrit la loi de composition de 7;(X). On réalise une partition de X en
quatre "composantes" disjointes

(4= 0.3
¢ = 21
By = (15.1] < [0.3[)\J3 3]
By = ([030x 13 )53

\

ﬁ
On obtient alors une partition de 'ensemble des morphismes non triviaux de 7;(X) en
fonction de l'appartenance de leurs extrémités & A, By, B, ou C. Tout d’abord, étant

donnés = et y appartenant a |X|, si Ly y alors 7r_>1()_(>)[;1:,y] = (), on suppose donc
ﬁ
que  Cx y. Noter bien que dans le cas ot # = y, on a 7 (X)[z,z] = {id,} d’aprés la
ﬁ
propriété 11.2.3 (p.62). Le tableau suivant décrit 7 (X )[x, 3],

velye| X,y

A A {024} . c
B, | B {024} 2

BQ BQ {Ux,y} ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
C C {Ux,y}

A B1 {Tm,y}

B | C et 1

By, | C {T;:,y} 3

B, | By 0 A By
B, | B 0 |

A | C | {tay, doy}

H
On décrit alors la loi de composition de 7 (X ), le morphisme de droite se lit verticalement,
celui de gauche horizontalement, les cases restées vides indiquent que la paire considérée
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n’est pas composable.

—
. — o 22 !/ / 1
Le tableau de droite montre que 7 (X ) est générée par les hy ,, 7y, By s Ty On aurait

pu décrire 7y ()_(2) de maniére plus efficace, mais beaucoup moins lisible, en disant que pour
tous couples de points (x,y) de X, si x Lx y, alors ﬂ()?)[:c,y] = () et sinon ﬂ(?)[x,y]
est un singleton sauf dans le cas ot v € A et y € C o ﬂ(?)[x,y] est alors une paire.
Il suggére en outre que, d'une certaine fagon, les morphismes de type o, ,, qui ne "fran-
chissent pas de frontiéres", n’influencent pas le "type" du morphisme avec lequel on les
compose. Les o, , se comportent comme des "éléments neutres". Ainsi, si on identifiait
tous les points appartenant & la méme "composante" et tous les morphismes o, , & des
—
identités, on aurait une nouvelle catégorie, finie (comparer avec 71 (X ) qui a la puissance
du continu), et qui ne semble avoir perdu aucune information "importante" puisqu’on
décrit sa loi de composition & partir du tableau de droite en enlevant simplement les
indices et les 0, , qui sont alors des identités.

o | oys | Py [Ty | Ry | Tys | Uy | dys
Ozy | Ox,z hx,z Tz,z h;,z T; 2 | Uz,z dx,z
h:v,y hm,z Uy,

T:B,y TZ’,Z d{[’,Z

Wow | Mo

oy | T

ul’,y ul’,Z

dx,y dx,z

On obtient donc une catégorie finie avec 4 objets correspondant aux "composantes"
A, By, By et C et 6 morphismes non triviaux r, h,r’, b/, u =r"ohet d=h'or.

@ r’@ .oz:dhrh"r:ud
u

idlid|h|lr|h |7 |ul|d
r|r d
" " AN
,,,,,,,,,,,,,,,,, RO
u | u
®§r (=) d|d

Ce qui n’est encore qu’une intuition deviendra, au chapitre IV.3.26 (p.118), une définition
formelle dont nous étudierons les propriétés.
Avant d’étudier un autre exemple, notons que dans ce dernier, la groupoidification (voir

proposition A.4.11 (p.308)) de 7?1()_()) est isomorphe dans Cat a 7;(X), c’est-a-dire le

ﬁ
groupoide fondamental de I'espace topologique sous-jacent de X. Comme nous le ver-
rons, ce n’est pas toujours le cas.

LE CUBE TROUE EN SON CENTRE

L’ensemble sous-jacent est [0, 1]*\]3, 2[* que 'on munit de la topologie et de I'ordre clas-

. . . . _>3 —_— v Pl »,
sique i.e. induits par ceux R°. On note 7;(X) 'espace ordonné obtenu. Cet espace
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ordonné est le modéle géométrique du programme Pa.Va | Pa.Va | Pa.Va ol a est un
sémaphore ternaire. Une représentation graphique est donnée par le schéma de gauche
ci-dessous.

Pour décrire la catégorie fondamentale de cet espace ordonné, on établit une partition
de son ensemble sous-jacent en 26 "composantes", comme le suggére la figure de droite
ci-dessus. Chacune de ces "composantes" est un cube qui contient certaines de ses faces
mais pas forcément toutes. Les "composantes" seront notées A ;x) ot 4,7,k € {0,1,2} et
i, 7, k ne sont pas tous les trois égaux a 1 (sans quoi on désignerait le "trou" au centre de

)_()), le triplet indiquant que A ;) = 1; X I; x I ot Iy := [0, %], I ::]%, %[ et I, := [%, 1].
Tout comme dans le cas précédent, étant donné z,y € X, on décrit ﬁ()_(z)[:c,y] en sup-
posant que z <x y. Le description compléte est trés fastidieuse et donne une idée des
problémes d’explosion combinatoire que ’on peut rencontrer pour représenter dans_l)a
mémoire d’une machine ce qui sera définit comme le "catégorie de composantes" de X.
Le tableau ci-dessous, indique le nombre de morphismes de ﬂ()?)[x,y] en fonction de

I'appartenance de x et y aux différentes composantes A ;).

T € y € cardinal de ﬂ(?)[zp, Y] restrictions
Aoy | Aoy 0 -
Anon | Aazy 0 -
Ano | Aaap) 0 -
A0 | Aaze) 2 -
A0 | Aei) 2 -
Aoy | Apaey 2 -
Air) | Awgw) 1 dans tous les autres cas

Le tableau précédent et le découpage de X en 26 composantes décrit en fait complétement

ﬁ
71(X). Ceci permet & nouveau de deviner ce que sera la catégorie de composante. Pour
voir d’oul viennent les paires de morphismes paralléles non identiques, il suffit de "faire
une coupe" selon les hyperplans {z = 1}, {y = 3} et {z = 3}. Chacune de ses coupes

ﬁ
donne un sous-espace ordonné de X isomorphe (dans PoSpc) au carré troué.
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I1.2.8 REMARQUE
La groupoidification de la catégorie fondamentale du cube unité dirigé troué est isomor-
phe dans Grd, la catégorie des (petits) groupoides (voir section A.1.3), au groupoide
fondamental du cube unité troué. Plus formellement, en notant X le cube unité dirigé
troué, c’est un objet de PoSpc, et X le cube unité troué, c’est-a-dire ’espace topologique
sous-jacent de )_(2, donc un objet de Haus, on a

r(ﬂ)(?)) =~ m(X) dans Grd

ol r est la réflexion de Cat dans Grd. Pour se convaincre de cela, il faut déja voir que
m1(X) est simplement le préordre chaotique sur | X|, ¢’est-a~-dire que pour tout couple
(x,y) d’éléments de | X |, m1(X)[x, y] est un singleton. Puis, & homotopie dirigée pres, il
n’y a qu’un seul chemin dirigé de (0,0,0) vers (1,1,1). Or, si x et y sont deux points de
X et que « et [ sont deux dichemins de x vers y, en notant § un dichemin de (0,0, 0)
vers x et 7 un dichemin de y vers (1,1,1), on a yo 00 ~gp 7o aod, cest-a-dire
[Y]ain © [B)ain © [0]ain = [Y]ain © [@]ain © [0]ain- Or en appliquant le terme d’indice 7?1)()_(2) de
l'unité de la groupoidification (c’est un foncteur de 7r_>1()_(>) vers m1(X) que 'on note ici
n), on a

U([’V]dih) © ﬁ([ﬁ]dih) o ?7([5]dzh) = U([’V]dih) © U([Oé]dm) ° 77([5]dzh)

et comme 7 est a valeurs dans un groupoide, on a n([ﬁ]dih) = n([a]dih). Enfin, n étant
surjective (c’est le cas pour toutes les termes de I'unité 7 de 'adjonction de Grd dans

Cat), on en déduit que r(ﬂ_{(?)) [z, ] est un singleton, ce qui prouve que
=
r(m (X)) = m(X) dans Grd.

H
Il faut noter que, par exemple pour = € A1) et y € A1), ensemble 77 (X)[z,y] a
deux éléments. Cet exemple met ainsi en évidence deux phénomeénes, le premier étant
H " . . 7 .

que m; peut détecter des trous de dimension supérieure et le second que les termes de
I’'unité n ne sont pas tous fideéles.

L’exemple précédent ne se généralise pas, en effet, le diagramme suivant n’est pas com-
mutatif

PoSpc m LfCat

v l

Spc G Grd

ou LfCat est la catégorie des petites catégories sans boucles (voir définition I11.1.2 (p.72))
et U le foncteur d’oubli de I'ordre. Il suffit en effet de considérer un espace de Hausdorff
X n’étant pas simplement connexe et de le munir de la relation d’égalité. Notons X I’
espace ordonné ainsi obtenu, 7?1)()_(2) est la petite catégorie dont la collection des objets
est | X| et les seuls morphismes sont les identités. D’autre part, puisque X n’est pas
simplement, connexe, 7;(X) posséde un morphisme qui n’est pas une identité et on a
7’(7?1()_(2)) % m(X) dans Grd.

Enfin, considérons le foncteur F' de 7?{(?) vers 71 (X) dont la partie objet est 'identité
de | X| et qui envoie chaque ~y;,-classe d’équivalence sur la classe d’homotopie de U(7y),
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ol 7 est un représentant de la ~4,-classe d’équivalence dont on veut calculer I'image par
F et U(v) son application continue sous-jacente. Pour autoriser une telle construction, il
faut remarquer au passage que si deux dichemins sont dihomotopes alors leurs chemins
sous-jacents sont homotopes. En notant n I'unité de ’adjonction r ¢ ou ¢ est le foncteur
d’inclusion de Grd dans Cat, on a alors un unique foncteur G de r(ﬂ()_())) vers 7 (X) tel
que F=Go e (%) En un certain sens, on peut dire que r o 7?1()_()) est toujours plus fin
que m (X).
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CHAPITRE

[11

CATEGORIES SANS BOUCLE

Dans ce chapitre, on revient a I’algébre pour étudier en détail une sous-catégorie épiréflé-
chissante de Cat qui jouera dans I’étude de la topologie algébrique dirigée des espaces
partiellement ordonnés le méme role que celui des groupoides dans le cas de la topologie
algébrique classique. En effet, si la construction du groupoide fondamental peut laisser un
instant penser que c’est une petite catégorie quelconque, on s’apercoit trés vite, et c’est
trés simple & prouver (voir la propriété B.2.5), que comme son nom l’indique, c’est un
groupoide. La question est alors de savoir s’il est possible de trouver une sous-catégorie
épiréfléchissante de Cat qui contiendrait I'image du foncteur 7';. On va donc chercher
des propriétés communes a toutes les catégories fondamentales. Cette recherche aboutit
a la notion de (petite) catégorie sans boucle qui, comme on le verra, généralise la notion
d’ensemble partiellement ordonné. Au cours des derniers mois de ma thése, j’ai appris de
Timothy Porter que la notion de catégories sans boucle avait déja été introduite dans un
contexte totalement différent par André Haefliger dans [41, 42] et repris dans [12] (elles
y sont appelées small category without loops ou scwol). Notons en outre qu’il n’est fait
d’étude systématique de la catégorie des catégories sans boucle dans aucun des textes
[41, 42| et [12]. On donne de nombreux exemples qui montrent que la catégorie des
catégories sans boucle est trés stable vis-a-vis des constructions classiques en théorie des
catégories. En particulier, on pourra préciser la définition du foncteur 7', et affiner le
théoréme de Van Kampen dirigé en composant 7, avec le foncteur d’inclusion de la
catégorie des catégories sans boucle dans Cat.

[IT.1 LA CATEGORIE DES CATEGORIES SANS BOUCLE

Comme annoncé dans le préambule, nous allons définir une collection de petite catégorie
contenant toutes les catégories fondamentales de po-espaces possibles. On est pour cela
guidé par la propriété I11.2.3. On rappelle que (voir la définition A.1.17) une catégorie est
dite discréte lorsque ses seuls morphismes sont ses identitiés.
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III.1.1

I11.1.2

I11.1.3

I11.1.4

DEFINITION

Un morphisme 7 d’une catégorie C est dit sans retour lorsque ’ensemble C|tgt(7), sre(y)]
est vide. Dans le cas contraire, on dit que 7 est avec retour ou que v est admet un
retour.

DEFINITION

Une catégorie est dite sans boucle lorsque tous ses morphismes, a I’exception de ses
identités, sont sans retour. La sous-catégorie pleine de Cat dont les objets sont les petites
catégories sans boucle est notée LfCat.

Sauf contre-indication explicite, toutes les catégories sans boucle auxquelles nous aurons
I’occasion de nous intéresser sont petites. En conséquence, on appellera catégorie sans
boucle une petite catégorie qui est sans boucle. La propriété I1.2.3 peut alors s’exprimer
en disant que la catégorie fondamentale de tout espace ordonné est sans boucle. On peut
donc “redéfinir” le foncteur catégorie fondamentale; désormais, lorsque ’on fera référence
au foncteur 7, ce sera un foncteur défini sur PoSpc & valeurs dans LfCat.

I[11.1.1 CARACTERISATIONS DES CATEGORIES SANS BOUCLE

On donne ici plusieurs approches équivalentes de la notion de catégorie sans boucle. Nous
aurons besoin des définitions suivantes

DEFINITION (BOUCLE)
On rappelle qu’une suite (7, ...,7) de morphismes d’une catégorie C est dite compos-
able lorsque:

Vi e {0,...,n — 1}, tgt(y;) = sre(Yie)-

Par soucis de concision, on écrira seulement “suite composable” lorsque le contexte est
sans ambiguité. En outre, on dit qu’'une suite composable est stricte lorsqu’elle est non
vide et que ’'un au moins de ses éléments n’est pas une identité. Une boucle dans une
catégorie C est une suite composable stricte telle que tgt(vy,) = src(7o).

Une suite () est une boucle si et seulement si vy est un endomorphisme qui n’est
pas une identité. En supprimant les identités, toute suite composable donne une suite
composable stricte ou vide. En conséquence, toute boucle donne lieu a une boucle stricte.
Si (Yn, .-, Y0) est une boucle (stricte) alors quel que soit Uentier i de {0,...,n}, la suite
(Viz1y s Y05 Yny -+, Vi) €St encore une boucle (stricte), ainsi, étant donné un morphisme ~y
d’une boucle (stricte), il est toujours possible de supposer que v; = 7, pour n’importe
quel indice i de {0, ...,n}.

DEFINITION (PURETE)
Soit Y une sous-catégorie de C, on dit que X est pure dans C lorsque pour toute suite
composable (v,,...,7), on a

YnO..0v €Y = Vie{0,..,n}, 1 €.

La pureté se révele trés importante dans I’étude des propriétés d’'un quotient de catégorie
et donc, comme on le verra, dans ’étude théorique des catégories de composantes. On
peut voir cette notion comme une forme de convexité adaptée aux catégories. Notons
également que si F est un corps et £ le poset (c’est en fait en ensemble filtré complet ou
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III.1.5

III.1.6

filtered complete partial order en termes anglo-saxons) de toutes les extensions de F, le
premier axiome de la définition d’une classe d’extensions distinguée! de F, notée C, telle
qu’elle est décrite dans [85] (voir aussi [61]), peut étre reformulé en disant que C est pure
dans L.

PROPRIETE (TRANSITIVITE DE LA PURETE)
Si Cy est pure dans C,, elle-méme pure dans Cs, alors C; est pure dans Cs.

PREUVE. Prenons v un morphisme de C; et supposons que v = (o a avec «, 3 des
morphismes de C3. En particulier v est un morphisme de Cy qui est pure dans Cs, donc
«, (3 sont des morphismes de Cy. Maintenant, v = 3 o a avec v morphisme de Cq, et a, 3
morphismes de Cy, comme C; est pure dans Co, «,  sont des morphismes de C;, qui est
ainsi pure dans C;.

Dans le théoréme II1.1.6 on pose pour tous objets = et y de C,
& Cop(c) ¥ si et seulement si Clz, y] # 0,

c’est la relation définie dans I'appendice A.1.3. On pose également pour tous morphismes
aet 8 de C, a Cyye) B siet seulement s'il existe 71 et 72, deux morphismes de C

«

tels que B = 75 0 a 0 ;. Schématiquement, on a 71< = >V2 . Bien que les relations

.

B
précédemment définies soient notées avec des C, ce ne sont en général que des préordres.

On écrira aussi, chaque fois que le contexte est clair, x T, y au lieu de x Coyc) y et
a B, B au lieu de a Ty 5

THEOREME (CARACTERISATION DES CATEGORIES SANS BOUCLE)
Etant donné une categorie C, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. aucune des suites composables de C n’est une boucle.
2. Va,y € Ob(C), ((x #y) = (Clz,y] =0 ouCly,z] =0)) et Clz,z] = {id,}.

3. V1,72 € Mo(C), (src(’yl) = tgt(ys) et sre(vys) = tgt(%)) = (dz € 0b(C),m =

4. La catégorie Endo(C) est pure (dans C) et discréte (voir définition A.1.17).
5. Les catégories Endo(C) et Iso(C) sont discrétes.

6. Pour tout groupoide G, pour tout foncteur F' : G — C, im(F’) est discréte (de plus,
si G est connexe alors im(F') = {x}) et pour tout monoide M, pour tout foncteur
F:M—C,im(F) = {x}.

7. Pour tout foncteur F': Gy — C, on a im(F) = {x}, ou Gy est I'une des deux petites
catégories suivantes:

LC’est la classe d’extensions qui est distinguée, d’ot1 le féminin singulier de I’adjectif.
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, N étant vu en tant que monoide, c’est-a-dire comme une petite catégorie n’ayant
qu’un seul objet.

8. Les relations C, et C,, sont des ordres partiels et ’application

(Mo(C), 5 ) — ((OB(C) x OB(C)). Ty x C, )

v (src(v), tgt(v))
est strictement croissante.

9. La relation C, est un ordre partiel et
vy € Mo(C) ((v # id) = (src(v)Totgt(y)))-

10. Pour tout foncteur F': ' — C, pour tout v faisant partie d’une boucle de C', F'(7)
est une identité de C. On dit qu’'un morphisme ~ fait partie d’une boucle ou
apparait dans une boucle si et seulement s’il existe une boucle (7, ...,7) et un
indice i € {0,...,n} tels que 7; = .

11. C est une catégorie sans boucle (au sens de la définition III1.1.2).
12. La catégorie C est isomorphe a son reflet dans LfCat (voir le théoréme II1.3.1).

La derniére assertion ne sera prouvée équivalente aux autres qu’ultérieurement, en méme
temps que I'on montrera que LfCat est une sous-catégorie épi-réfléchissante de Cat.
PREUVE. (11) = (3)
Soit un morphisme 7 de C, si y appartient & C|x, 2] pour un certain objet x de C, d’aprés
(11), les seuls endomorphismes de C sont les identités, donc +y en est une, et si v appartient
a Clx,y] pour deux objets distincts = et y de C, alors on déduit de (11) que v est sans
retour, et donc que C[y, | est vide.
(3) = (11)
Soit, un morphisme « de C, si v appartient a C[x, y] pour deux objets distincts = et y de
C, alors C[y, | est vide, autrement dit, -y est sans retour, et si vy appartient a C[z, x| pour
un certain objet x de C, alors 7 est une identité. (1) = (2)
Si nous avions = # y deux objets de C et deux morphismes v, de C tels que

71

A

z Ys

~—
Y2

alors (71,72) serait une boucle, et si nous avions un objet x de C et un morphisme ~
appartenant a C[z, x] tel que v # id,, alors () serait une boucle.

(2) = (3)

Supposons que ’on ait des morphismes 71,7, de C avec z := src(y1) = tgt(ye), y =
src(ry,) = tgt(y1), étant donné que C[x,y] = 0 ou C[y,x] = (), on a que x = y et il vient de
Clz, x] = {id,} que v = 72 = id,.
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(3) = (4
Soit un endomorphisme v de C et deux morphismes 7, v, de C tels que 7 = 5 01, alors
nous avons src(y;) = tgt(ye) et sre(ys) = tgt(y1), donce il existe un objet = de C tel que
Y1 = v2 = id,), si bien que Endo(C) est pure. De plus, en posant 7 = 72 = <, nous
déduisons qu’il existe un objet x de C tel que v = 71 = 72 = id, et donc Endo(C) est
discréte.

(4) = (5)
Supposons que £ ——=Y € Is0(C), alors a~! o a € Endo(C) qui est pure, donc o}, a €
Endo(C) qui est également discréte et donc a™! = a = id,.

(5) = (6)

[’image d’un isomorphisme (respectivement d’un endomorphisme) par un foncteur est
un isomorphisme (respectivement un endomorphisme), on peut conclure car chaque mor-
phisme d’un groupoide est un isomorphisme et que chaque morphisme d’un monoide est
un endomorphisme.

(6) = (7)
Evident.

(7) = (1)

Supposons que (Yy, ..., 71, 70) soit une boucle de C. Si 7, 0 ... 07 0 Y9 = idgye(y,) alors
n > 1 (car les élément d’un boucle ne sont pas des identités) et nous avons le foncteurs
F et I'inclusion GG définit comme suit

[e% Yo
vy —=sre(y) __ tgt(n)—=C,
a1 Yn0...07v1

ainsi G o F' est un foncteur de G, vers C dont 'image n’est pas {x}. Si y,0..07 0
Yo 7# tdsre(ry), alors nous avons le foncteur H de N vers C entiérement déterminé par
H(1) =, 0..07 07 dont 'image n’est pas {*}.

(2) = (8)

OnaxC,yetyC,x équivalent a Clx,y] # 0 et Cly, z] # 0, d’ou il vient 2 = y et donc
I’antisymétrie de C,. Supposons que nous ayons o =, 3 et 0 C,, a c’est-a-dire qu’il
existe quatre morphismes 71, ¥s, 3, 74 rendant les diagrammes

“/1< >w4 et w( ng
? ?
commutatifs. Il vient de (2) que les morphismes 7;, pour ¢ appartenant a {1,...,4},

sont des identités, alors a = et C,, est antisymétrique. Si o C,,, 3, nous avons deux
morphismes 7; et v; tels que le diagramme suivant commute:
[e%

w0 ) |

—

B
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II.1.7

nous en déduisons que sre(ff) = src(y1) C, tgt(y1) = sre(a) et tgt(a) = sre(ya) C,
tgt(ye) = src(fB), par ailleurs, si o <, § (donc y; n’est pas une identité ou bien -, n’est
pas une identité) alors, étant donné que Endo(C) est discréte (d’aprés (5) qui est équiva-
lent & (2)), sre(vy1) <o tgt(y1) ou sre(vs) <, tgt(yz), donce (sre(a), tgt(w)) est strictement
inférieur a (src(f),tgt()) par rapport a la relation J, x C,.

(8) = (2)
La relation C, est antisymétrique, ce qui est équivalent a

((z #y) = (Clr,y] =0 ouCly,z] = 0)).

De plus C[z,z] = {id,}, sinon en considérant v € Clz, z| distinct de id,, nous avons le
diagramme

idy
donc id, <, v alors que sre(id,) = src(y) = tgt(id,) = tgt(y), ce qui contredit le fait que

(sre, tgt) soit strictement croissante.

(8) = (9)

Prenons y # idg,c(y), il vient alors idg,¢(y) <n 7, donc (car (src,tgt) est strictement crois-
sante) nous avons src(idsc(y)) <o sTc(7y) ou tgt(idscy)) <o tgt(7y), en d’autres termes
sre(y) <o sre(y) ou sre(y) <, tgt(y), et ainsi sre(y) <, tgt(7y).

9) = (2)
La relation C, est antisymétrique, ce qui est équivalent a

((z #y) = (Clz,y] = 0 ou Cly,z] = 0))

et si src(y) = tgt(y), alors v = idgyc()-

(1) = (10)

Si (Y, ---,70) est une boucle de C’, alors (F(7,), ..., F'(7)) est une suite composable de C
telle que src(F (o)) = tgt(F(v,)), mais C n’a, par hypothése, pas de boucles, donc pour
tout indice 7 dans {0, ...,n}, F(v;) est une identité de C.

(10) = (1)
Si C avait une boucle alors le foncteur identité de C vers C contredirait (10). W

ITI.1.2 PROPRIETES DES CATEGORIES SANS BOUCLE
Citons quelques résultats quasiment immeédiats a propos des catégories sans boucle.

PROPRIETE
Soient C et £ deux catégories isomorphes, si I'une des deux est sans boucle, 'autre I’est
aussi.
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III.1.8

I11.1.9

I11.1.10

II1.1.11

II1.1.12

II1.1.13

I11.1.14

PROPRIETE
Une sous-catégorie d’une catégorie sans boucle est sans boucle.

PROPRIETE
Une catégorie est sans boucle si et seulement si sa catégorie duale est sans boucle.

LEMME
Une (petite) catégorie C est discréte si et seulement si C est un groupoide sans boucle,
i.e. un groupoide et une catégorie sans boucle.

PREUVE. Supposons que la catégorie C soit discréte, les catégories Endo(C) et 1so(C)
le sont également, donc C est sans boucle. De plus, les seuls morphismes de C sont les
identités donc des isomorphismes, ainsi C est un groupoide. Réciproquement, si C est un
groupoide sans boucle, alors pour chaque v : 2z — yona~y ! :y — 2. Mais comme C n’a
pas de boucle, x =y et v = Id,. Ainsi C est discréte. l

REMARQUE
L’objet initial de LfCat est () et son objet final est {*}. Notons que ce sont aussi ceux de
Cat.

LEMME
Toute catégorie sans boucle est squelettique (voir définition A.1.17).

PREUVE. Etant donnée une catégorie sans boucle C, nous avons /so(C) = Endo(C) =
{id;]x € Ob(C)}. W

COROLLAIRE
Etant données deux catégories sans boucle C; et Cy, C; et Cy sont isomorphes si et seule-
ment si C; et Cy sont équivalentes.

PREUVE. Le squelette d’une catégorie C est une sous-catégorie squelettique C’' de C telle
que chaque objet de C est isomorphe & un objet de C’. Or toute catégorie a un squelette
et deux squelettes d’'un méme catégorie sont isomorphes. De plus, deux catégories sont
équivalentes si et seulement si leurs squelettes sont isomorphes. Les preuves détaillées
de ces faits sont disponibles dans [59] ou [47]. Le résultat est alors une conséquence du
lemme I11.1.12. W

REMARQUE

Une (petite) catégorie sans boucle peut étre équivalente a une catégorie qui n’est pas
une catégorie sans boucle; comme exemple, considérons {*} et le monoide (N, +,0) (vu
comme une petite catégorie), la premiére est sans boucle alors que la seconde ne 'est
pas, cependant, elle sont équivalentes car le squelette de N est {x}. Notons aussi que
le théoréme V.0.27 fournit une infinité de tels exemples: en effet, ce dernier affirme en
particulier qu'une catégorie sans boucle C est équivalente, sous certaines conditions sur
¥, 4 C[X7!] qui, dés que X contient un morphisme qui n’est pas une identité, posséde des
boucles.
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II1.1.15

II1.1.16

II1.1.17

Il reste que, étant données une catégorie sans boucle C; et une catégorie Cs, si C; et Co
sont équivalentes, alors le squelette de Cy est sans boucle.

LEMME
Si C est une catégorie sans boucle et ~ une congruence sur C, alors C,.. est encore sans
boucle.

PREUVE. Nous avons (C/.)[z,y] = (C[z,y])/~,, donc Clz,y] = 0 si et seulement si
(C/o)[z,y] = 0. De plus, (C/o)[x, 2] = (C[z,])~,,, est un singleton car C[z,z] 'est. W

I11.1.3 ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES

Hormis ’exemple des catégories fondamentales d’espaces ordonnés, dont la notion est
issue, les ensembels ordonnés sont des exemples de catégories sans boucle. En effet, si
(P, <p) est un ensemble ordonné vu comme une petite catégorie, il est clair que, en tant
que préordre, quel que soit x appartenant & P, on a P[z,x] = {id,} et, par antisymétrie,
si x # y alors Plx,y] = 0 ou Ply,x] = 0.

Parmi tous les ensembles ordonnés, pour n € N, A, := {0, ...,n} (muni de 'ordre usuel)
et 00, := {0,1}" (muni de l'ordre produit) sont d’un intérét tout particulier. Ce sont en
effet respectivement les simplexes et cubes de dimension n dans LfCat, ils aménent aux
homologies (singuliéres) simpliciales et cubiques dans LfCat.

Par ailleurs on a:

PROPOSITION (REFLEXION DE LfCat DANS PoSet)
PoSet est une sous-catégorie épi-réfléchissante de LfCat.

PREUVE. La réflexion est donnée par la congruence qui identifie les morphismes ayant
les mémes extrémités. Si C est une catégorie sans boucle, alors d’aprés le lemme I11.1.15,
C/~ en est une aussi, ol ~ est la congruence o ~ [ si et seulement si (src(a) = sre(f)
et tgt(a) = tgt(ﬁ)). De plus, il est clair que d’un objet vers un autre objet de C/.,
il y a au plus un morphisme, autrement dit la catégorie C/. peut-étre vue comme un
préordre, c’est donc un ensemble ordonné. La propriété universelle des adjonctions est
donnée par la proposition A.4.3, autrement dit, la counité est le foncteur défini sur C
(une catégorie sans boucle) a valeurs dans C/. qui envoie chaque morphisme de C sur sa
~-classe d’équivalence. H

REMARQUE

Au passage, on peut définir un ensembles partiellement ordonné comme un préordre sans
boucle i.e. une petite catégorie qui est simultanément un préordre et une catégorie sans
boucle.

II1.1.4 CATEGORIE DES CHEMINS D’UN ESPACE TOPOLOGIQUE

On va donner une définition alternative du groupoide fondamental basée sur le quotient
d’une catégorie sans boucle par une certaine congruence généralisée. Soit X un espace
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topologique et P(X) la petite catégorie dont ’ensemble des objets est R x | X| et ou

P(X)[(a, 2), (b,y)] := { {”y € Spclla, b], X | ‘fy(a) =z et y(b) = y} s? a<b

0 sinon
L’identité de (a, x) vers (a, x) dans cette catégorie est I’application définie sur le singleton
{a} et dont I'image est {x}. Il est clair qu’'une telle application est unique. De plus, si
P(X)[(a,x), (b,y)] # 0 et a = b, alors nécessairement x = y, et si a < b, alors b £ a
et donc P(X)[(b,y), (a,x)] = 0. Ainsi P(X) est une petite catégorie sans boucle. La
composition est donnée par le “collage directe” de fonctions, c’est-a-dire que si 7; est
défini sur [a, b] et o sur [b, c] et que v1(b) = 12(b), alors on pose

Y20 ¢ [a, X

] { 1 () s% t € [a,b

Y2(t)  sit € [b,(]
L’associativité est immeédiate. Notons alors 6, I'unique application affine qui envoie [0, 1]
sur [a,b], et posons, pour 7y et 7' respectivement définis sur [a,b] et [d/, 0], v ~ 7 dés
qu’il existe une homotopie de vy o, vers 7' o 0, . On vérifie aisément que ~ est une
relation d’équivalence sur I’ensemble des morphismes de P(X) et que ~ est compatible
avec la composition de P(X). En effet, H(s,t) := y(t) est une homotopie entre yo0 6, et
v 06, ce qui donne la réflexivité. Si H est une homotopie de y o6, vers 7' o 6, y, alors
H(1—s,t) est une homotopie de v 0 6,y vers yo0,;, d’oil la symétrie. Si H et H' sont
respectivement des homotopies de yo6,;, vers 7' 00, v et de v 08, vers 4" o8, 4, alors

1 e H(257t) si s € [O’
H"(s,t) = { H(2s—1,t) sise [%7 ]

est une homotopie de v o 6, vers v o 0,4, d’ol la transitivité. Enfin, si H; est une
homotopie de v, 0 6, vers 7] o 0, et Hy est une homotopie de 75 0 0. 4 vers 75 0 0o 4,
et que y(c) = 7i(a), alors on a v5(c') = 7 (a’) et

. _ H(s,2t) sit e [0,
H(s,1) = { H(s,2t—1) site[i,1]

est une homotopie de

_ [ m(2t) sit € [0, 3] AT e sit € [0, 3]
7s(t) '—{ w2t —1) site b i) YOSl =, 1]

que l'on peut facilement transformer en une homotopie de (y2- 1) 08, vers (v5-v1)00u o/,
ol Y2 - 71 et ¥ - 1 sont les composées dans P(X). On pose alors, pour deux points x,y
de X, x ~ y si et seulement si il existe deux morphismes 7 et 7' de P(X) tels que v ~ +/
et (src(y) = x et sre(y) = y) ou (tgt(y) = x et tgt(y) = y). On vérifie que 'on a ainsi
défini une congruence généralisée, que I'on note encore ~, et le groupoide fondamental
de X est donné par P(X)/..
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I11.2.1

I11.2.2

I11.2.3

[11.2 STABILITE

On se propose de vérifier que la plupart des constructions usuelles de la théorie des
catégories, lorsqu’elles sont mises en oeuvre a partir de catégorie sans boucle, donnent des
catégories sans boucle, c’est en ce sens que j'entends I’expression “la notion de catégorie
sans boucle est stable”. Bien sir, “stable” n’a pas ici un sens mathématique formel. Par
ailleurs, on manipulera dans cette section des catégories qui satisfont aux conditions de
la définition III.1.2 mais ne sont pas nécessairement petites. Ainsi, lorsque 'on parlera
de catégories sans boucle, on pourra éventuellement désigner une grande catégorie. A de
nombreuses reprises, j’ai mis ’adjectif “petite” entre parenthéses pour insister sur le fait
que la taille de la catégorie n’a pas d’'importance formelle, pourvu que ’on ait bien choisi
le cadre ensembliste dans lequel on travaille.

CATEGORIES DIRECTES ET INVERSES

Cet exemple est importé de la théorie des catégories de modéles (voir [49] chapitre 5).

DEFINITION (CATEGORIE DIRECTE)
Une extension linéaire d’une (petite) catégorie C est un foncteur f : C — ) tel que

Vy € Mo(C), f(y) =id = v =id

et oll \ est un ordinal i.e. un ensemble ordonné dont chaque sous partie non vide a un
élément minimum (des détails concernant les ordinaux sont disponibles dans [49] chapitre
2, |56] chapitre 3, [57] chapitre 1 ou encore [52] chapitre 2).

Une catégorie directe est une (petite) catégorie admettant une extension linéaire. Une
catégorie inverse est une (petite) catégorie dont la catégorie duale est directe.

LEMME
Toute catégorie directe ou inverse est sans boucle.

PREUVE. Supposons que C est directe et prenons f : C — )\ une extension linéaire de C,
A est vu comme une petite catégorie. Soit v € Endo(C), alors f(y) € Endo(\), mais A
est sans boucle (car c’est un ensemble ordonné, voir la section II1.1.3), alors f(v) = id
(d’aprés le point (5) du théoréme II1.1.6) d’ot, par hypothése sur f, v = id. On a prouvé
que Endo(C) est discréte. La méme preuve reste valable en remplagant Endo par Iso,
d’ou le fait que Iso(C) soit discréte. Ainsi d’aprés le point (5) du théoréme II1.1.6, C est
sans boucle. Si C est sans boucle, il en va de méme de C? (voir le corollaire I111.1.9), donc
toute catégorie inverse est sans boucle. ll

La réciproque du lemme II1.2.2 est fausse, par exemple, R ou Z sont sans boucle (vu
comme des petites catégories en tant qu’ensemble ordonnés) mais ne sont pas directes
d’aprés le théoréme suivant:

THEOREME
La catégorie C est directe si et seulement si elle n’a pas de suite infinie d’objets strictement
C,-décroissante, formellement, il n’existe pas de suite (x,),en d’objets de C telle que:

VneN, x,1 5, x, et 2, # Tpyq-
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I11.2.4

Insistons sur le fait que, si C admet une boucle, alors C admet une suite infinie d’objets
«

strictement, C -décroissante; par exemple dans la catégorie x :j Y, la suite définie par
B
Zop = X et Top1q =y est une telle suite.

PREUVE. Si C avait une telle suite, elle serait envoyée, via n’importe quelle extension
linéaire f de C, sur une suite infinie strictement décroissante de ), ce qui est impossible
car )\ est un ordinal.

Réciproquement, en supposant que C ne posséde pas de telle suite, nous devons construire
une extension linéaire f de C. Etant donné un objet = de C, si {y € Ob(C)|y C, x} = 0,
alors on pose f(z) := 0 sinon f(x) := Sup({f(y) + 1|y € Ob(C);y C, x}); implicitement,
f(z) est défini si et seulement si f(y) est défini pour tout y C, =. En effet, cette construc-
tion génére des foncteurs partiellement définis, si nous appliquions cette construction au
cercle dirigé dans le sens trigonométrique S (vu comme une petite catégorie), le foncteur
partiellement défini f en résultant serait défini sur (0.

I1 nous reste donc a prouver que, dans notre cas, dom(f) = Ob(C):

supposons que zg ¢ dom(f), alors nous avons z; C, x¢ tel que x; € dom(f), sinon, par
définition de f, nous aurions f(x¢) := Sup({f(y)+1ly € Ob(C);y T, x}) et zy € dom(f).
Une construction par récurrence évidente nous donne ainsi un suite infinie d’objets stricte-
ment C,-décroissante ce qui contredit ’hypothése faite sur C. Donc dom(f) = Ob(C).

f est un foncteur: supposons que 'on ait © —=Y S ,donconax C,yLC, zetil
nous reste simplement a voir que f(z) < f(y) < f(2), ce qui est évident par définition
méme de f.

f est un extension linéaire: considérons ¥ —— 1z avec « # id, alors y C, x d’ou f(y) <
Sup({f(z) + 1|z € Ob(C); 2 T, z}) = f(x). W

Si f est une extension linéaire d’une catégorie directe C, f + 1, f+ f, f X f (c’est de
Parithmétique ordinale, encore une fois, tous les détails sont disponibles dans [56], [57]
ou [52]) sont aussi des extension linéaires de C et sont (par rapport a ’ordre point par
point sur la collection des extensions linéaires de C) strictement supérieure & f. En fait,
Pextension linéaire décrite dans la preuve du théoréme II1.2.3 est la plus petite ( tou-
jours par rapport a 'ordre point par point) et, en un certain sens, donne une notion de
“hauteur” sur Ob(C) qui dépend intrinséquement et uniquement de C.

CATEGORIES DES ELEMENTS

Etant donné un foncteur F' : A —Set, on définit la catégorie des éléments de F', notée
Elts(F), comme il suit: les objets sont les couples (A,a) ou A est un object de A et
a € F'(A). Les morphismes de (A, a) vers (B,b) sont les morphismes f : A — B tels que
(F(f))(a) =0b. On a alors:

PROPOSITION

Si A est sans boucle, alors il en va de méme de Elts(F'). Autrement dit, la catégorie des
éléments de tout foncteur (a valeurs dans Set) défini sur une catégorie sans boucle est
sans boucle.
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TRANCHE D'UNE CATEGORIE (IDEAL) AU-DESSUS DE x

Etant donné un objet = d’une (petite) catégorie C, on pose Ob(C/x) := {f € Mo(C)|tgt(f) =
x} et Mo(C/x)[f,g] :={h € Mo(C)[src(f),src(g)]|f = goh}. On dit alors que C/x est
une tranche de C au dessus de z, schématiquement,

sre(f) ——— sre(g) -
\;/

Il est clair que si C est sans boucle alors C/z I’est aussi.

Remarquons que si C est un ensemble ordonné vu comme une catégorie, C/x n’est rien
d’autre que T x := {y € C|ly > z}, c’est pourquoi, une tranche de catégorie au dessus de
x peut aussi étre vu comme un idéal au dessus de z.

CATEGORIE VIRGULE

Etant donnés deux foncteurs F : A — C,G : B — C, la catégorie virgule? (F, G) est défini
de la facon suivante: les objets sont les triplets (A, f, B) ou A, B sont respectivement des
objets de A et de B et ou f : F(A) — G(B) est un morphisme de C. Dans la catégorie
virgule, les morphismes de (A, f, B) vers (A, f’, B’) sont les couples (a : A — A')b :
B — B’') ou a, b sont respectivement de morphismes de A et de B tels que le diagramme
suivant commute:

Si A et B sont sans boucle, alors la catégorie virgule (F, G) l'est également.

La catégorie (virgule) torsadée a la méme collection d’objets que la catégorie virgule,
mais ses morphismes sont les couples (a,b) avec a € A[A", A] et b € B[B, B'] tels que le
diagramme commute:

F(A)—L~G(B)
(

F(Q)T = Fb) .
F(A) —~G(B)

Une fois encore, si A et B sont sans boucle, alors la catégorie virgule torsadée (F, G) l'est
aussi. Un cas particulier intéressant est obtenu lorsque A = B =C et F = G = Idg,
la catégorie virgule (respectivement virgule torsadée) est alors appelée la catégorie des
carrés (respectivement carré torsadés, voir ’exemple suivant) de C. On peut vérifier que
la catégorie des carrés de C est sans boucle si et seulement si la catégorie C est elle-méme
sans boucle.

2ou comma category dans la terminologie anglo-saxonne voir [59] ou [9]
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I11.2.5

I11.2.6

I11.2.7

I11.2.8

I11.2.9

CATEGORIES DES FACTORISATIONS (CATEGORIES DES CARRES TORSADES)

DEFINITION
Etant donnée une petite catégorie C, on définit la catégorie des factorisations de C
(notée F'C) en posant, Ob(FC) = Mo(C) et FC|a, (] la collection des couples (y2,71) €

Cltgt(a),tgt(B)] x C[src(fB), sre(a)] tels que 3= y9 0 o .

LEMME
Si C est petite, alors F'C l'est aussi. De plus, si C est sans boucle, alors F'C 'est aussi.

PREUVE. La premiére assertion est évidente. Supposons que (7, ;) soit un morphisme
de a vers ai.e. a = yp0a07y, alors 1,72 € Endo(C) donc ce sont des identités (d’apreés le
point (5) du théoréme I11.1.6). Supposons que (72,71) soit un isomorphisme de « vers [,
il vient src(a) C, sre(f) E, src(a) ainsi, T, étant un ordre partiel (d’aprés le point cf (9)
du théoréme I11.1.6), sre(a) = sre(f), de la méme fagon on prouve que tgt(a) = tgt(f)
donc 71, 7» sont des identités de méme que le morphisme (7,7;) de F'C. La catégorie F'C
est sans boucle (cf (5) du théoréme I11.1.6). B

REMARQUE

Etant donnés deux morphismes v, et 7, de C, on note que l'on a 71 Epoc) 72 si et
seulement si 71 Copre) Y2, 00 Epoe) et Coprey sont les mémes relations que celles
apparaissant dans le théoréme II1.1.6. On peut résumer de facon trés compacte en écrivant

C moc)=Eou(Fc) -

REMARQUE
Supposons que 7,6 € Clx,y] et v # 6, alors v Lpso(c) 9.

PREUVE. Puisque C est une catégorie sans boucle, s’il y avait une factorisation (o9, 07)
de v vers ¢, i.e. § = 0307007y, nous aurions oy € Clz,z| = {id,}, 02 € Cly,y] = {id,} et
donc~vy=9. 1

En fait, on peut prouver que la catégorie F'C est sans boucle si et seulement si auncun
des morphisme g de C ne posséde de décomposition propre dont I'un des termes est g.
Les catégories des factorisations apparaissent dans [6], [3] et [4] dans le contexte de la
cohomologie des petites catégories.

CATEGORIE DES FONCTEURS D’UNE (PETITE) CATEGORIE VERS UNE (PETITE) CATE-
GORIE SANS BOUCLE

Etant donné deux catégories Cy,Co, on note Fun(Cy,Csy) la catégorie des foncteurs de C;
vers Cy avec les transformations naturelles entre eux comme morphismes. Nous donnons
cette définition sans égards pour les problémes de taille des collections issus de la théorie
des ensembles. Le contexte ensembliste mis en place dans ’appendice A.1.1 régle le
probléme. Quoiqu’il en soit, le lemme suivant montre que, pourvu que C; et Cy soient
petites, Fun(Cy,Cy) lest aussi.

LEMME
Etant données deux petites catégories Ci,Ca, Fun(Cy,Cy) est petite. De plus, si Cy est
sans boucle, alors Fun(Cy,Cs) l'est également.
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I11.2.10

I11.2.11

PREUVE. Puisque Ob(C;), Ob(Cs), Mo(Cy) et Mo(Cs) sont des ensembles, nous avons
Fun(Cy,Cy) CSet[Ob(Cy), Ob(Ca)]xSet[Mo(Cy), Mo(Cs)] qui est donc un ensemble.
Supposons que f : C; — C; soit un foncteur et 1 une transformation naturelle de f vers
f i.e. un endomorphisme de Fun(Cy,Cs). Alors, quel que soit I’objet x de C; on a que 7,
appartient a Cy[f(x), f(x)] qui se trouve étre réduit au singleton {id.,} car C, est sans
boucle (voir (5) du théoréme II1.1.6). Ainsi n = id;.

Supposons que f,g : C; — C, soient des foncteurs, n une transformation naturelle de
f vers g et v une transformation naturelle de g vers f telle que v = n~!. Pour tout
objet x de Ci, nous avons 7, dans Co[f(z), g(x)] et v, dans Cy[g(x), f(x)], en d’autres
termes, f(z) Coc, g(z) et g(z) C,c, f(z), d’aprés le point (9) du théoréme III.1.6, il
vient f(z) = g(x), donc, puisque C, est sans boucle, 1, = v, = id,) = idyy) d’aprés le
point (5) théoréme II1.1.6. De plus, 1 est une transformation naturelle, ainsi pour tout
morphisme « € Cy[z,y] on a

fla) L2 f1y>
g(x) Wg(y)

d’ou f(a) = g(«). Finalement f = g et n = v = idy = id,. Ainsi, par la réciproque du
point (5) du théoréme I11.1.6, Fun(C,Cs) est sans boucle. B

COROLLAIRE
Pour toutes petites catégories C, nous avons un foncteur Fun(C,—) :LfCat—LfCat que

I’on note aussi ( — )C.

PREUVE. L’endofoncteur usuel Fun(C,—) de Cat, dont la description se trouve dans
[9] ou [59] et qui est étroitement lié au lemme de Yoneda (voir le lemme A.1.28), induit
d’aprés le lemme I11.2.9 un endofoncteur de LfCat. W

LEMME (OBJET INTERNE DES MORPHISMES DE C; VERS %2 DANS LfCat)
Pour toutes petites categories Cy,Co et Cs, C35 %2 et (CgCQ) ' sont isomorphes dans Cat.

De plus, si Cs est sans boucle, alors C;¢ ¢ et (CgCQ)Cl sont isomorphes dans LfCat.

PREUVE. Notons ® le foncteur de C3°1%¢? vers (C?,C?)C1 définit ainsi: pour tous les F', z1
et x5 respectivement pris dans C5“%¢2, C; et Cy, on pose ((PF)(x1))(x2) := F((x1, z3)) et
pour tous les morphismes (donc transformations naturelles) 1, (($9)z,)zs = M(21,22). P
admet un foncteur inverse, noté W, et défini comme il suit: pour tous les objets G, x1 et x5
respectivement pris dans (Cg,CQ)Cl, Cy et Cy, nous posons (VG)(x1,x5) == (G(x1))(x2) et
pour tous les morphismes (donc transformations naturelles) 1, nous posons (Vi) (s, z,) =
(fz,)z,- Le cas Cat est prouvé. Si Cs est sans boucle alors, d’aprés le lemme II1.2.9,
C3E1%C2 et (6362)61 le sont aussi et I'isomorphisme est dans LfCat. B
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[II.3 PROPRIETES CATEGORIQUES DE LfCat

On propose ici une étude systématique de LfCat. Nous allons voir que cette catégorie
partage une grande partie de sa structure avec Cat.

I11.3.1 THEOREME (REFLET DE Cat DANS LfCat)
1. La catégorie LfCat est une sous-catégorie épiréfléchissante de Cat, en particulier,
LfCat est compléte et cocompléte.

2. En outre, si r est la réflexion de Cat dans LfCat, alors pour toute petite catégorie
C, (C est sans boucle si et seulement si 7(C) = C)

3. La catégorie LfCat est cartésienne fermée et sa structure est héritée de celle de Cat.

4. La catégorie LfCat admet pour cogénérateur la petite catégorie:

et pour générateur la petite catégorie:

«

L—T.

5. La catégorie LfCat a une bonne notion de sous-objet.

PREUVE. Commencgons par décrire la réflexion de Cat dans LfCat. Soit C une petite
catégorie, pour tout morphisme o de C qui fait partie d’une boucle (voir definition le
point (10) du théoréme II1.1.6), on identifie v & l'identité de sa source et a l'identité de
son but. Formellement, on considére ~, la congruence généralisée (voir définition A.4.1)
engendrée par

{~ € Mo(C)|v apparait dans une boucle de C}

Cette congruence généralisée peut étre décrite ainsi: pour tous objets x,y de C, on pose
T ~, y si et seulement si il existe un morphisme de C de x vers y faisant partie d’une
boucle de C. Deux suites finies ~,-composables sont ~,,-équivalentes si et seulement si
on peut passer de I'une & ’autre par une suite finie de transformations élémentaires, ces
transformations élémentaires étant

(Yrs ooy Vir > Y0) ~m (Vs o5 Wsre(y)s -+ Y0) si ~y; fait partie d’une boucle de C
(Vs ooes Vir =2 Y0) ~m (Vs -vs Wligi(s)s - Y0) si 7, fait partie d’'une boucle de C

(7117 ceoy Yik1s Vi "'770) ~m (,-}/T“ ooy Yit1 © Vi "'770) si <7i+177i> est Composable dans C

On a alors la composante C de la counité donnée par le foncteur quotient Q. : C — C.
(voir la proposition A.4.3). Le foncteur (.. vérifie la propriété universelle des adjoints a
droite d’apreés le point (10) du théoréme II1.1.6 et la proposition A.4.3. La proposition
A.3.12 donne I’adjoint & gauche que ’on note r. Le second point est immédiat puisque, si C
est une catégorie sans boucle, alors aucun des morphismes de C n’apparait dans une boucle
et donc la congruence généralisée décrite au dessus est triviale, i.e. elle n’identifie que ce
qui est égal. Réciproquement, on va vérifier que, si ~ est la congruence généralisée décrite
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au dessus, alors C. est sans boucle. Remarquons déja que chaque ~-classe d’équivalence
a un représentant qui est une suite composable de C (et pas seulement) ~,-composable et
donc qu’on a un représentant de la forme (y, (7), z), ou bien sir sre(y) = x et tgt(y) = y.
Sion ax ~, y, alors vy fait partie d’'une boucle de C et donc (y, (7), z) ~m (2, (id,), T) ~n
(v, (idy),y). Donc Endo(r(C)) est une catégorie discréte. De plus, si on a (y, (y),x) et
(@', (7),y') avec x ~, y' et y ~, a’, alors v et 4" font partie d’'une (méme) boucle de C
et sont donc des représentant d’une classe identité. Donc Endo(r(C)) est une catégorie
discréte et pure dans r(C), d’aprés le théoréme III1.1.6, r(C) est donc sans boucle. On
ainsi prouvé les deux premiers points. Le troisiéme nous est donné essentiellement par le
lemme II1.2.9. Le fait que la petite catégorie

1 —=T

soit un générateur est trivial, en effet, c’est déja un générateur de Cat et il est immédiat
que c’est une catégorie sans boucle. Voyons maintenant que la petite catégorie

est un cogénérateur de LfCat.
Notons £ la catégorie suivante

Etant donnés f,g : C; — Cy deux foncteurs distincts entre deux catégories sans boucle,
il nous faut montrer qu’il existe un foncteur h : Co — £ tel que ho f # hog. Ainsi, il
est suffisant de prouver que pour chaque (petite) catégorie sans boucle C et tout couple
d’objets distincts (x,y) de C et tout couple de morphismes distincts ~y,d de C[x,y], on a
deux foncteurs h,h' : C — & tels que h(z) # h(y) et h' () # W' (9).

On définit h de la fagon suivante: pour tout objet z de C,

e sizC,x, alors h(z) =L
e sinon h(z) =T
et Vv € Mo(C)
e si sre(y),tgt(y) C, x, alors h(y) = idy
e si sre(y),tgt(y) &, x, alors h(y) = idt

e sinon, on a nécessairement src(y) C, x et tgt(y) £, « (car C est sans boucle donc
C, est une relation d’ordre partiel et src(vy) C, tgt(y)) et on pose h(y) = a. Dans
ce cas on a évidemment h(z) = L et h(y) =T.

On constate alors que A est un foncteur puisque si v et ¢ sont des morphismes de C avec
scr(d) = tgt(7y), alors on ne peut pas avoir h(y) = « et h(d) = «, une fois encore, c’est
une conséquence du fait que C soit sans boucle.
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Dans le cas ot I'on a deux morphismes v, § de C, supposons que 7y, d n’aient, pas les mémes
extrémités, alors en appliquant ce qui précéde, on a h' tel que h/(7y) et h'(d) aient des
sources ou des buts différents, donc h'(y) # h'(9).

Ainsi, on peut supposer que 7,0 € Clz,y]. Nous définissons alors i’ ainsi: pour un objet
zde C

e sizC,x alors h(z) =L
e sinon A/(z):=T
Pour un morphisme (,

e si sre((),tgt(¢) C, x, on pose h'(¢) :=id,.
o si sre((),tgt(C) L, x, on pose h'(C) := idr.

e sisre(C) C, z, tgt(C) IZ, x et s'il existe ¢’ tel que (' =, ¢, (' T, v et ' £, 6, alors
on pose h'(¢) = a.

e dans tous les autres cas, on pose h'({) := 3.

Vérifions que ' est effectivement un foncteur: étant donné (i, (s avec src((z) = tgt((y),
nous avons src((r) C, tgt(C1) = sre(Ca) C, tgt((e). Ainsi, si tgt(¢z) C, x, alors h'((;) =
R (¢) = idy, si sre((r) 2, x, alors B'(¢1) = A ((2) = idr, si sre((y) C, x et tgt(G) Z, x,
alors nous avons deux sous-cas & étudier: si tgt((;) C, z, alors h'((;) = id, et h'((2) €
{a, B}, sinon tgt((y) Z, x, alors h'((y) = idt et h'((1) € {a,B}. Dans tous les cas,
R ((y0(1) = R (() o h'(¢r) est satisfait donc A’ est un foncteur. Alors, h/(7y) = « puisque
v Zm 6 (voir exemple des catégories des factorisations). De plus, il vient immédiatement
d’aprés la définition de h' que h'(d) = p.

Pour se convaincre de I’avant-dernier point, il suffit de remarquer que les monomorphismes
de LfCat sont, tout comme ceux de Cat, les foncteurs dont la partie objet et la partie
morphisme sont injectives. Le dernier point est, a quelques aménagements prés, une
conséquence de [50]. W

En pratique, le dernier point du théoréme II1.3.1 ne sera pas utilisé dans le reste de cette
these.

IT1.3.1 QUELQUES EXEMPLES DE REFLETS DANS LfCat
MONOIDES

Pour tout monoide M (vu comme une petite catégorie), r(M) = {x}, autrement dit, le
reflet de tout monoide dans LfCat est 1’objet terminal de LfCat.

GROUPOIDES

Pour tout groupoide G (vu comme une petite catégorie), r(G) = {*}, autrement dit, le
reflet de tout groupoide dans LfCat est ’objet terminal de LfCat.

UNE CARACTERISATION DES CATEGORIES SANS BOUCLE

Pour toute petite catégorie C, r(C) = C si et seulement si C est sans boucle (c’est le 11¢m¢
point du théoréme I11.1.6). C’est le second point du théoréme I11.3.1.
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I11.4.1

POLYGONES DIRIGES

On a

On a

si il n’y a aucune relation impliquant a ou 3, c’est-a-dire qu’aucun des diagrammes dans
lesquels apparaissent « et 3 n’est commutatif.

I[II.4 FONCTEURS HELICES

Etant donnée une (petite) catégorie C, la catégorie Helizy(C) est définie comme suit: la
collection des objets de Helizn(C) est Ob(C) x N et celle des morphismes de (x1,n;) vers
(1‘2, TLQ) est

o Osing £no

o ()sing =ny etz # 29

o {(ny,id,,,n1)} sing =ny et x; = o
o {(n1, f,n2)/f € Clxy,xs]} sing < ny.

Comme on peut s’y attendre, on pose

sre(ny, fyng) := (sre(f),n1) = (x1,n1)

tgt(nlv f7 n2) = (tgt(f)v n2) = (x27n2)

id(x,n) = (n, idm,n)

(n2, g,n3) o (n1, f,na) := (n3, g o f,n1), ou src(g)=tgt(f) dans C.

De plus, pour tout foncteur F' : C; — C,, nous avons un foncteur
Helizn(F) : Helixn(Cy) — Helixy(Cy)
en posant
Helizn(F)(z,n) := (F(z),n) et Helizn(F)(nq, f,n2) := (n1, F(f), na).

En particulier, Helizy(C) est une sous-catégorie de la catégorie produit C x N, ot N est
ensemble ordonné vu comme une petite catégorie.

LEMME

On a un foncteur Helizy de Cat vers LfCat et projyc : Helizn(C) — C, qui est défini par
proju(z,n) := x et projn(ni, f,n2) := f est une transformation naturelle de I o Helizy
vers Idcat, ou I est le foncteur d’inclusion de LfCat vers Cat.
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I11.4.2

I11.4.3

PREUVE. Il reste a voir que Helizy(C) est sans boucle. Si Helixn(C)[(x1,n1), (9, n2)] #
0 et (x1,n1) # (x2,n9), alors n; < ngy, conséquemment, Helizy(C)[(xa, n2), (x1,n1)] = 0
et, par définition, Helizy(C)[(z,n), (z,n)] = {(n,id,,n)}, donc, d’aprés le point (2) du
théoréme 111.1.6, Helizn(C) est sans boucle. La naturalité est évidente. H

Ainsi, Helizy est “presque” 'adjoint & droite de I, mais, comme I ne préserve pas les
colimites, nous savons que [ n’a pas d’adjoint a droite. Remarquons que, dans tout ce qui
précéde, on peut remplacer N par n’importe quel ensemble partiellement ordonné (P, <)
et ainsi définir Helizp.

PROPOSITION

On a un foncteur Helix : Cat x PoSet — LfCat dont la partie objet est définie pour
toute petite catégorie C et tout ensemble ordonné P par Heliz(C, P) := Helizp(C),
et dont la partie morphisme est définie pour tout foncteur F' appartenant a Cat[Cy, Cs),
pour toute application G appartenant a PoSet[P;, P,], pour tout objet z de C; et tout
élément n de I’ensemble ordonné Py, par Heliz(F,G)(xz,n) := (F(z),G(n)), et pour tout
~ appartenant a Mo(C) et tout ny,ny appartenant a Py, par Heliz(F,G)(ny,v,ns) :=
(G(m), F(7), G(n))

PREUVE. C’est une vérification routiniére. Ml
En fait, le résultat précédent peut encore étre généralisé

THEOREME

Le foncteur Helix de la proposition II1.4.2 peut étre prolongé en un foncteur Helix' :
Cat x LfCat — LfCat. En notant I le foncteur d’inclusion de PoSet vers LfCat et Heliz’
le prolongement de Heliz, il vient Helix = Heliz' o (Idca, F), soit encore le diagramme
commutatif suivant:

Cat x PoSet fdcax1 Cat x LfCat
t;ﬁ>\\ K/ﬁﬂ;:
LfCat

PREUVE.

Etant données une (petite) catégorie C et une catégorie sans boucle £, Ob(Heliz(C, L)) :=
Ob(C) x Ob(L) et Helix(C, L)[(x1,n1), (x2,n2)] := 0 si (n1 £, ny ou (n; = ny et x; #
x3)), Mo[(xz,n), (x,n)] := {id@n} et Mo[(z1,n1), (z2,n2)] := Molxq, 2] x Mo[ny,no| si
n1 C, no. Ainsi nous avons défini une sous-catégorie de C x L, les sources, cibles et
compostions étant héritées de ce produit. Etant donné F' : C; — Cy un morphisme de Cat
et G : L — L5 un morphisme de LfCat, on pose

Heliz(F, G)(x,y) = (F(z),G(y))
Heliz(F,G)( 11—~z , m1 —Pony ) o= (F(a1) 2L F(wy) , Glny) 2% Gny)).

|

En fait, la définition de Helix peut faire penser & un analogue catégorique de ce qui est
connu des topologues algébristes comme le “revétement universel”. L’exemple standard
est celui du cercle ¢ — (cos(t),sin(t)), dont le revétement universel est ’hélice t +—
(cos(t),sin(t),t). Fixons x, comme le point base du cercle et y, celui de I’hélice. Il y a
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une projection évidente de ’hélice sur le cercle et il est un fait bien connu de la topologie
algébrique élémentaire que tout chemin ~ sur le cercle et partant de zy a un unique
“relévement” sur I’hélice partant de yo. C’est & dire qu’il y a un unique chemin lift(7y)
sur I’hélice et partant de 1y, dont la projection est . Nous avons donc une application
de “relévement” qui envoie tout chemin du cercle partant de x sur un chemin de I'hélice
partant de yo. En choisissant un “objet base” de C et un “objet base” de Helixn(C) on
peut adapter le résultat de la topologie algébrique a notre cadre d’étude. Néanmoins, en
général, I'application de “relévement” n’est pas fonctorielle parce que la source de chaque
“relévement” est yo. Dans [22|, Lisbeth Fagjstrup développe une notion de revétement
universel dirigé.

[I1.5 LE THEOREME DE VAN KAMPEN DANS LfCat

On a déja dit au début de ce chapitre, que désormais, le foncteur catégorie fondamentale
est & valeurs dans LfCat. Plus précisément, si r est la réflexion de Cat dans LfCat, en

notant 7r_{ le foncteur catégorie fondamentale tel qu’il a été décrit dans le chapitre II,
le nouveau foncteur catégorie fondamentale est m; := r o 7?{ et on a, pour tout espace
ordonné )_5, 7?1(?) = 7?{()_()) d’aprés la propriété 11.2.3 et le point (2) du théoréme I11.3.1.
D’ou le diagramme commutatif

LfCat

e
™ \

1

PoSpc Cat

La proposition 11.2.6 (Van Kampen dirigé) devient alors, avec les notations introduites
ci-dessus

I11.5.1 PROPOﬂTIONiRAFFINEMENT DU THEOREME DE VAN KAMPEN) .
Soient X; et X, deux sous-espaces ordonnés d’un espace ordonné X tels que ’espace

—
topologique sous-jacent de X, noté X, soit la réunion des intérieurs de X; et de X5, les
— —
espaces topologiques sous-jacents de X et Xo,

X,CX XCX X=X,UX,.

Posons XoZ:leXQ,’LlZX()'—>X1,’LQZXO'—>X2,]1ZXl‘—>Xet]21X2‘—>X
les inclusions canoniques. Les diagrammes suivants

RN N —
X s 1 X
V Y WV W
1 =¥ 1
somme amalgameée X 9 7-(-1 ‘)(1 somme amalgameée 7-(-1 XQ)

\/ A

sont des sommes amalgamées respectivement dans PoSpc et LfCat.

90



ﬁ
PREUVE. La proposition I1.2.6 donne le résultat pour 7}, puis r est un adjoint a droite,
il préserve donc les colimites et il se trouve qu'une somme amalgamée est une colimite,
d’ou le résultat. A

I[I1.6 REGULARITE DU PRODUIT ET DE LEXPONENTIATION

Dans le cadre de LfCat, on va s’intéresser au probléme catégorique suivant: étant données
trois catégories sans boucle A, B et C, sous quelles conditions a-t-on

AxB2Ax(C = B=C.

En suivant ’idée selon laquelle le produit cartésien est la représentation catégorique de la
mise en paralléle de deux processus, la propriété précédente affirme alors que ’opérateur
de mise en paralléle est régulier. De tels problémes de régularité semblent avoir été posé
trés tot (autour de 1940) par Garrett Birkhoff. L’article de Ralph McKenzie (|68]) fournit
un historique précis de ces questions et donne les preuves de résultats les concernant. On
y trouve notamment une version du théoréme de Hashimoto qui affirme que si C' est un
ensemble ordonné connexe et que ¢ et 1) sont respectivement des isomorphismes de C'
vers Ag x Ay et By x By (dans PoSet), alors il existe quatre ensembles ordonnés XY, Z
et W ainsi que quatre isomorphismes

G : X XY = A
Or:ZxW =2 A
Y: X X Z = By
Miyx W = By

tels que pour tout quadruplet (z,y,z,w) € X XY x Z x W on a

IP © Qsil (ﬁo(xv y)a 51<Z> w)) = ("}/0<SL’, Z), 71(y7 w))

Par ailleurs la catégorie des ensembles ordonnés finis admet les produits et les coproduits
de deux ensembles ordonnés finis A et B, respectivement notés A x B et A+ B, ainsi
qu’un objet initial et final, respectivement notés 0 (ensemble ordonné vide) et 1 (ensemble
ordonné n’ayant qu’un seul élément) et on a

1. @ est associatif, commutatif,

2. x est distributif par rapport a +,

3. x est associatif, commutatif,

4. 1 est neutre pour X,

5. 0 est neutre pour + et absorbant pour Xx.

La classe d’équivalence a isomorphisme prés a laquelle appartient un ensemble ordonné
est appelé son type. Le type d’un ensemble ordonné fini est dit fini. Une structure
(S, +, x,1,0) qui vérifie les point précédents est appelé semi-anneau commutatif uni-
taire. Les assertions précédentes affirment donc que la collection des types de ensembles
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ordonnés muni de &, x, 0 et 1 forme un semi-anneau commutatif unitaire dont on obtient
une sous-structure en ne considérant que les ensembles ordonnés finis. On dit alors qu’un
ensemble ordonné P est indécomposable lorsque

PE2AXxB = AZ1ouB=Z1l,et P¥A+B = A=Z0ou B=N0.

REMARQUE
Tout ensemble ordonné fini totalement ordonné est indécomposable. En effet, un tel
ensemble ordonné est isomorphe (dans PoSet) & {0 < --- < n}. II est immédiat que si

{0<---<n}2A+B alors A= ou B, car {0 < --- < n} posséde un minimum et
un maximum alors que si A % () et B 2 (), A+ B ne posséde ni minimum ni maximum.
Par ailleurs, si {0 < --- <n} = A x B, en supposant que A et B contiennent chacun au
moins deux éléments a1, ay € A et by, by € B, comme {0 < --- < n} est un ordre total, il
est nécessaire que A et B le soient aussi. On peut supposer que a; < as et by < by, mais
dans ce cas, (aj,bs) et (az, b;) ne sont pas comparables.

Le ensemble ordonné suivant, noté X,

est également indécomposable. La hauteur d’un ensemble ordonné fini est la longueur
de la plus longue suite strictement croissante d’éléments de I’ensemble ordonné. Si A
et B sont deux ensembles ordonnés finis, la hauteur de leur produit est la somme de
leurs hauteurs, X ayant un minimum et étant de hauteur 1, il est indécomposable. Plus
généralement, tout ensemble ordonné connexe de hauteur 1 est indécomposable.

Il y a une famille dénombrable (P,),cn de ensembles ordonnés finis indécomposables.
L’une des conséquences du théoréme de Hashimoto est que le semi-anneau commutatif
unitaire des ensembles ordonnés finis est isomorphe au semi-anneau unitaire N[X], c’est-a-
dire celui dont les éléments sont des polynémes ayant un nombre fini mais arbitrairement
grand de variables et a coefficients dans N, plus formellement, c’est la colimite dans la

catégorie des semi-anneaux de la suite

N%N[Xl] ‘—>N[X1,X2] ‘—>‘—>N[X17,Xn] ‘HN[Xh...,Xn’XnJrl] o

L’isomorphisme étant induit par I’application

{0,1} U{x,|n € N} {ensembles ordonnés finis}
0 le type de I’ensemble ordonné vide
1 1< le type de I’ensemble ordonné n’ayant qu'un élément
Tn le type de I’ensemble ordonné P,

La conséquence immédiate de ceci est que, pour tous ensembles ordonnés finis A, B et C,
on a
AXB2AXx(C = B=Z(Cet AdDB2Ap(C = B=C(.
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A la lecture des preuves données dans [68], il est possible que le résultat d’isomorphisme
précédent puisse s’étendre aux catégories sans boucle finies. En effet, on a une famille
dénombrable (C,),en de catégories sans boucle finies indécomposables (la définition peut
étre directement adaptée), on obtient ’isomorphisme voulu de la méme maniére que
précédemment. Essentiellement, le seul fait dont on a besoin pour adapter la preuve
du résultat précédent est que, si A est une catégorie sans boucle et B est une catégorie
quelconque, alors pour tout objet a de A et tous objets b; et by de B, on a

A X B[(CL, bl), (CL, bQ)] = B[bl, bQ] dans Set.

Hormi son intérét théorique, ce résultat permet de définir des algébres de processus munies
d’un opérateur de mise en paralléle |, d’un opérateur de branchement @ et d’un opérateur
de mise en séquence -, que 'on interpréte dans la catégorie des petites catégories sans
boucle respectivement par les opérateurs x, + et —. Pour définir ce dernier, on remarque
déja que toute catégorie sans boucle finie C posséde des entrées, c’est-a-dire des objets x
tels que pour tout morphisme ~y appartenant a C[z, 2|, on a z = x et v = id,, ainsi que des
sorties, c’est-a-dire des objets y tels que pour tout morphisme ~ appartenant a Cly, z],
onaz=yety=1id, SiC;etCy sont deux catégories sans boucle, on condidere la
catégorie, notée C; — Co, dont la collection des objets est la réunion disjointe de Ob(C;)
et Ob(Cy), et la collection des morphismes la réunion disjointe de Mo(C;y) et Mo(Cy) a
laquelle on I’ensemble

{(yh T3)

Y1 est une sortie de C; et x5 une entrée de CQ},

dont chaque élément (y1,x2) est appelé fléche de transition (de y; vers z3). On a
donc un plongement de C; dans C; — C,, un plongement de Cy dans C; — Cs et tout
morphisme de C; — Cy est dans I'une des trois familles suivantes: la famille des mor-
phismes de C; (au plongement prés), la famille des morphismes de Cy (au plongement
prés) ou un triplet (ﬁ, (yl,xg),oz) dont la source et le but sont respectivement src(a)
et tgt(5). 1l est clair que deux morphismes de la troisiéme famille ne sont jamais com-
posables, on prolonge les compositions de C; et de Cy (toujours au plongement prés),
en une composition sur C; — Cy de la seule facon possible. En termes profanes, cela
signifie que ’on peut commencer un processus depuis n’importe laquelle de ses entrées
et que lorsque 'on a fini le premier, on saute a I’'une des entrées du suivant. Dans cette
représentation, on a, outre les propriétés de semi-anneau commutatif unitaire, la régular-
ité des interprétations de | et de @. Formellement, la seule contre indication théorique a
cela est que I'on pourrait avoir un processus A qui soit la mise en paralléle d’un infinité
de tache B alors que C' = B|B. Formellement, on aurait alors A|B = A|C bien que
B # C'. Dans un cadre finitaire, ceci ne peut pas se produire, la régularité de | est donc
raisonnable. On définit ainsi un langage de processus dont il faudrait étudier les liens
avec d’autres plus classiques comme CCS ou le m-calcul. La premiére différence est que,
a priori, le langage que 1’on propose ici ne permet pas I’envoi ou la réception de messages.
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CHAPITRE

IV

CATEGORIE DES COMPOSANTES D’UNE PETITE CATEGORIE

La notion de systémes de morphismes telle qu’elle est définie dans ce chapitre est le
fruit d’une collaboration avec Lisbeth Fajstrup, Martin Raussen et Eric Goubault. Les
raisons qui poussent & ’adopter sont trés techniques et en partie liées a la notion de caté-
gorie de fractions [9], outil omniprésent dans la théorie des catégories modéles [48, 49|
dont la finalité est d’inverser "formellement" les membres d’une classe de morphismes
d’une catégorie donnée. Bien que cette procédure soit applicable sans aucune restriction
sur la catégorie et la collection de morphismes & inverser choisies, ce n’est que lorsque
cette derniére posséde certaines propriétés que 1’on peut appréhender celles de la caté-
gorie résultant de cette construction. En homologie algébrique, les quasi-isomorphismes
forment une telle collection [87]. Avant de préciser la définition formelle des systémes
de morphismes auxquels on va s’intéresser, essayons de donner une idée intuitive de ce
qu’ils doivent représenter. Signalons aussi dés maintenant que cette notion présente cer-
taines similitudes avec celle de classe d’extensions distinguée d’un corps [F telle qu’elle est
présentée dans le 2°™¢ chapitre de [85] et dans [61].

IV.1 SYSTEME DE MORPHISMES : MOTIVATIONS

IV.1.1 REDUIRE LA TAILLE DE LA CATEGORIE FONDAMENTALE

Le principal probléme de la catégorie fondamentale est sa taille : en effet, méme pour
un exemple aussi simple que le carré troué Y, la catégorie fondamentale a un ensemble
d’objets ayant autant d’éléments que R alors que, comme on I’a vu au chapitre II, étant
donnés deux points z,y du carré troué, le cardinal de ﬁ()?)[x, y] n’excéde pas 2 et ne
dépend, quand = <5 y, que de appartenance de x et de y aux différentes composantes
A, B1, By et C. On voudrait donc identifier tous les points appartenant 4 une méme
composante. En particulier, si un dichemin ~ est tel que quel que soit ¢ appartenant a
[0, 1], v(t) appartient & la méme composante, alors sa classe de dihomotopie devrait étre
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IvV.1.2

identifiée & une identité. En cela on se démarque déja des catégories de fractions qui ne
visent qu’a inverser des morphismes sans pour autant identifier leurs extrémités. Il semble
donc que tout dépende du choix des composantes que 1’on a fait. La probléme que I'on se
pose est alors de définir de fagcon canonique les composantes de la catégorie fondamentale
d’un espace partiellement ordonné X. Ce choix canonique doit étre tel que la catégorie
résultant de l'identification soit fortement liée & la catégorie fondamentale. Ce lien sera
établi en toute généralité dans le chapitre V. En attendant, on peut remarquer que, en
posant 3 la famille des morphismes de ﬁ(?) (on X est toujours le cube dirigé troué)
dont les représentants sont les dichemins qui “restent” dans la méme composante, alors la
catégorie de fractions de 7?1()_()) sur X est équivalente a la catégorie libre engendrée par
lggraphe ci-dessous, qui, on le verra ultérieurement, est la catégorie de composantes de
X.

By——C

]

A——= B

IV.1.2 IDENTIFIER LES MORPHISMES DE X

Pour réduire la taille de la catégorie fondamentale, I’idée est donc d’identifier les objets
de 7?{(?) que l'on estime étre "équivalents". Pour donner un sens a cette opération, on
va définir, comme un sous-produit des congruences généralisées, une notion de quotient
d’une catégorie par une collection de morphismes de cette catégorie.

DEFINITION (X-ZIGZAG)

On dit que deux objets x et y de C sont reliés par un >-zigzag lorsque = = y ou qu’il
existe une suite finie (zo, ..., z,4+1) (ot n € N) d’objets de C telle que {2, 2,11} = {z,y}
et pour tout indice k dans {0,...,n} on ait I'un des ensembles X[z, zx11] et X[zxy1, 21
qui ne soit pas vide; on définit ainsi une relation d’équivalence sur les objets de C dont
les classes sont appelées les »-composantes de C. Un -zigzag entre x et y est une
suite (oy,,...,00) d’éléments de ¥ telle que pour tout indice k& dans {0,...,n}, on ait
{src(og),tgt(or)} = {2k, 2k41}- Notons que si la collection ¥ contient toutes les identités
de C, alors la condition x = y peut étre omise. Par ailleurs, si ¥ est stable par composition,
alors tout >-zigzag peut donner lieu a un Y-zigzag dont deux éléments consécutifs ne sont
jamais composables.

LEMME
En posant x ~, y si et seulement s’il existe un Y-zigzag de = vers y, on définit une relation
d’équivalence sur les objets de C.

PREUVE. La réflexivité tient au fait que (id,,id,) soit toujours un >-zigzag de x vers
x. En outre, si (o, ...,00) est un X-zigzag de = vers y, alors (0, ...,0() est un X-zigzag
de y vers x en posant o := 0,_j. Enfin, si (g,,...,00) est un X-zigzag de x vers y et
(0], ...,04) est un X-zigzag de y vers z, alors (o), ..., 01,041, ..., 0p) est un X-zigzag de x

vers z. H
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IV.1.3 PROPOSITION (CONGRUENCE GENERALISEE ENGENDREE PAR X))
Soient une catégorie C et une collection > de morphismes de C. On équipe la collection
des objets de C de la relation ~, donnée par la définition IV.1.1 (p.96). Sur ’ensemble
des suites ~,-composables (on écrit aussi Y-composables) on définit la relation réflexive
et symétrique N}n engendrée par :

1. pour tout morphisme o appartenant a X[a, bl

{ (y7 (7717 ooy V41505 Yk—1, "'770)7',1:) N71n (y7 (7117 ooy Vh41, Z:dawf)/k*lu "'770)73:)
(y7 (7717 coos V41, O3 V=15 -+ 70)7 .T) N%n (y7 (7117 ooy Vh41, Zdbu Vk—15 - 70)7 .T)

2. pour tout indice k appartenant a {0,...,n — 1} tel que s(Vx+1) = t(V%),
(y7 (’yna ooy Vh41y Vs ooes 70)7 "L‘) N71n (y7 (7717 ooy V41 © Vky +o ey ’YO)) l’)

Pour toutes suites ~,-composables (Vy; ..., 7o) €t (Jp, ..., ), on pose alors (Vn, ..., %) ~m
(8, ..., 8) lorsqu’il existe une suite finie de suites ~,-composables @,...,@ y (ot N € N)
telle que :

L.ona ao= (Y -7) et @ n = (0p, .., 50),
2. pour tout indice K appartenant & {0,...,N — 1}, on a @' g ~} @ g1

Une telle suite @,...,@ v est appelée suite de ~! -transformations. Le couple (~,, ~,)
est alors une congruence généralisée sur C. La relation ~,, est la congruence engendrée
par ~! . Dans ce cas, la catégorie quotient et le foncteur quotient sont respectivement
notés C/x et /5, de plus, ce dernier est caractérisé par la propriété universelle suivante
: pour tout foncteur F' de C vers D qui envoie tout morphisme de X sur une identité de

D, il existe un unique foncteur G de C/x, vers D tel que F' = G o Qx.

PREUVE. Par récurrence sur la longueur du >-zigzag, on vérifie que si = ~, y, alors
(idy) ~m (idy). S’il est de longueur 0, c’est-a-dire réduit & (id,, id, ), alors nécessairement
x = y. En supposant que de tout X-zigzag de longueur au plus égale & n € N on puisse
déduire que (id,) ~, (idy), si (idy, Opi1, ..., 01, id;) est un 3-zigzag de longueur n+1, alors
en supposant que o, 1 soit un morphisme de C (se trouvant de surcroit dans >J) de z vers
y, par hypothése de récurrence, on trouve une suite finie de suites ~,-composables comme
celles décrites dans I’énoncé de la proposition IV.1.3 (p.96) et telle que o y = (id.), puis
(id,) ~3%, (0p41) ~1, (id,) d’ou la satisfaction du premier point de la définition A.4.1
(p.304).

Pour prouver le second point, on effectue une récurrence en analysant les transformations
permises par ~. . Sion a

(?/7 (7717 ey V41505 V=15 -1y ’YO)) l’) Nyln (?/7 (7717 ey V41, 'L.daa V=15 -y ’YO)) l’)

pour un certain o € Cla,b]N> et 0 < k < n, on arien a faire. Si k =0, alors 1o =0 € &
et (idgrc(o), (0), idigy(o)) est un Y-zigzag. Si k = n, on traite le cas de la méme fagon que
pour £ = 0. Si on a

(?/7 (7717 ooy Vh41y Vs ooes ’)/0),1’) Nin (ya (7717 coos V41 © Yk ---7’}/0)7 "L‘)
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IV.1.5

pour tout k € {0,...,n—1} tel que sre(vry1) = tgt(r), c’est trivial puisque les extrémités
sont inchangées. On a donc le deuxiéme point de la définition A.4.1 (p.304).

Le troisiéme point de la définition A.4.1 (p.304) est immédiat.

Supposons que I'on ait (Vn; s 70) ~m (Vs -5 %0)s (Ops -5 00) ~m (0,1, -, ) €t sre(do) ~o
tgt(v,). D’apres le deuxiéme point, on a src(dy) ~, sre(dy) et tgt(vn) ~o tgt(7.,), par

transitivité de ~,, on a donc src(dy) ~, tgt(7,,), ainsi la suite (3, ..., 0, Vs, s V0) €st

. . —> — — — . . .
~o-composable. Puis, si @y,..., @y et (o,..., 3 p sont des suites (finies) de suites ~,-
comosables, que pour tout indice k appartenant a {0,...., N — 1}, ona a ~. a1, et

— —
que pour tout indice k appartenant & {0,..., P — 1}, on a 3, ~. (1.1, et finalement
— Y — - = —

que ag = (Vny .-, Y0) €t Bo = (dn, .-, 00), alors (S o- &g, ..., Bo- A ny..., B p- & n) est telle
que Bo- o= (0p, -, 00, Vn, - Y0) €t Bp-an = (G5 s 005 Vs ++» Y0); €€ qui montre que
(Gps 3 005 Vs -5 70) ~m (Gprs ey 00, Vs oo 7o) W

Les idées de la preuve ci-dessus sont briévement esquissées dans [24]. On a alors des
résultats similaires aux propositions A.4.3 (p.305) et A.4.5 (p.306).

PROPOSITION

Etant donné une collection ¥ de morphismes de C, il existe une catégorie, unique a
isomorphisme prés et notée C/y, ainsi qu'un unique foncteur Qs de C vers C/yx tels que,
pour tout foncteur F' de C vers A qui envoie tout morphisme de ¥ sur une identité de A,
il existe un unique foncteur G de C/yx, vers A tel que F' = G o Q.

PREUVE. Les hypothéses données dans la proposition IV.1.4 (p.98) permettent, via la
proposition IV.1.3 (p.96), de prouver celles de la proposition A.4.3 (p.305) qui donne
alors directement le résultat. W

On a aussi

PROPOSITION

Etant donnée une catégorie C, la classe des collections de morphismes ¥ C Mo(C) forme
un treillis complet pour l'inclusion C. De méme, la collection des C/s, ordonnée par
C/s, < C/x, si et seulement si 3y C ¥; forme un treillis complet représenté par une sous
catégorie de Cat dont les objets sont les C/x, et avec pour unique fléche de C/5, vers C/s,
(quand X5 C %) le foncteur G faisant commuter le diagramme suivant

6/22

>
¢ Qs

C/El

En outre, les applications ¥ — C/s; et C/s, — Qs ' (Idt(C/x)) induisent des mor-
phismes de treillis complets et forment une correspondance de Galois oul la premiére est
I’adjoint & droite et la seconde 1’adjoint & gauche. A noter, dans I’écriture de la sec-
onde application, Qs doit étre compris comme 'unique morphisme de C vers C/sx dans
la représentation du treillis des quotients. A noter également, la composée de la seconde
application suivie de la premiére est I’identité.

PREUVE. L’unique morphisme entre deux quotients dans la représentation est donné par
la propostion IV.1.4 (p.98). B
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IV.1.6 PROPOSITION (QUOTIENTS ET FRACTIONS)
Soient une catégorie C et une sous-partie > de Mo(C), il existe un unique foncteur Py :
C[X7!] — C/x faisant commuter le diagramme suivant

C=]
N
¢ Qs C/e

ou C[X71] est la catégorie de fractions de C sur X, C/x la catégorie quotient de C sur X.

PREUVE. On applique la proposition A.4.12 (p.309) avec F := Qx. B
Dans le chapitre V (p.119), on verra que, sous certaines conditions sur 3 qui vont faire
I’objet du reste de ce chapitre, Ps est en fait une équivalence de catégorie.

L’EXEMPLE DU CARRE TROUE

Notons X le carré unité dirigé troué. Comme indiqué au début de ce chapitre, on pose
(0).tgt(o)
= src(o),tgt(o) € By ou
= aeMo(F{(X))/ E ; 9% % !
(0), tgt(o)

Alors la petite catégorie

est le squelette de 7?{(?)[2’1], donc 7?{(?)/2 et 771)()_(2)[2’1] sont des catégories équiva-
lentes.

IV.2 MORPHISMES INVERSIBLES AU SENS DE Yoneda

La section précédente nous fournit tout ’équipement théorique nécessaire pour formaliser
la notion d’identification des morphismes d’une famille >. Les exemples de catégories
fondamentales que nous avons traités au chapitre II (p.45) de méme que celui du carré
troué que nous avons approfondi ci-dessus donne l'intuition que, pour trouver la “bonne”
famille X2, il faut établir une partition de I’ensemble des objets de la catégorie fondamen-
tale puis poser X comme la collection des morphismes de la catégorie fondamentale dont
les extrémités sont dans la méme composante. Cependant, une telle approche suppose
implicitement que les “composantes” de la partition satisfassent une certaine propriété de
“connexité”. En effet, il se pourrait qu'un morphisme ait ses deux extrémités dans une
méme composante de la partition mais que 'on puisse écrire ce morphisme comme la
composée de deux autres tels que I'un des deux ait ses extrémités dans deux composantes
différentes de la partition. Graphiquement, en notant A et B deux composantes distinctes
de la partition, on pourrait avoir, pour a; et a, appartenant & A et b appartenant a B,
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le digramme commutatif suivant

b
N
aq —’y> a9
L’idée sous-jacente est que le morphisme v “passe” par b. On voudrait donc en fait que
tout morphisme o appartenant a X ait ses deux extrémités dans la méme composante de
la partition et que tout objet par lequel passe o soit encore dans cette méme composante.
En conséquence, dés que o peut étre écrit comme la composée de « suivi de 3, « et § ont
eux aussi leurs extrémités la composante a laquelle les extrémités de o appartiennent.
En outre, tout objet par lequel passe o ou 3 est un objet par lequel passe v et donc doit
encore appartenir a la méme composante. Ainsi, selon la définition de X que 'on a pris,
a et 3 sont eux aussi des éléments de . On retrouve la notion de pureté de la définition
I11.1.4 (p.72). Réciproquement, si I’on a une collection de morphismes ¥, on peut établir
une partition de ’espace selon la relation ~,, voir la définition IV.1.1 (p.96). Si de plus

3] satisfait la propriété de pureté, i.e.

foaed = a,f €,

alors on peut dire que les composantes de la partition ont une certaine forme de connexité.
Dans ce qui suit, on va privilégier I’approche consistant & chercher ¥ pour en déduire
les composantes, j’ai également décrit une construction qui détermine directement les
composantes (dont on peut alors déduire X). Sur tous les exemples que j’ai traités, les
deux approches ont donné le méme résultat mais je n’ai pas pu prouver que c’était le cas
en toute généralité. En outre, cette construction fait appel & des récurrences transfinies,
c’est-a-dire sur les ordinaux. Cette construction est expliquée a la fin de la thése a titre
informatif.

Remarquons que, si I’on a une catégorie sans boucle C, la collection des isomorphismes
de C constitue une sous-approximation de ¥ puisque, dans ce cas, Iso(C) est pure dans
C. Bien siir, 'intérét est minime puisque les seuls isomorphismes de C sont les identités.
Or le quotient d’une catégorie C par sa collection d’identité est isomorphe a C.

On va maintenant décrire une sur-approximation trés fine de la famille > adéquate. Avant
cela, rappelons que pour deux objets z, y d’un catégorie C, on pose x = v si et seulement
si, par définition, I’ensemble C[z, y] n’est pas vide. On a ainsi défini un préordre sur la
collection des objets de C. On dit également qu'un morphisme ~ appartenant a C[z,y|
passe par un objet z de C lorsque 1’on a une factorisation

z
7N
T Y
On pose aussi

DEFINITION (CONE CATEGORIQUE FUTUR ET PASSE)
Etant donnés une catégorie C et un objet x de C, C] <,z est définie comme la sous-
catégorie de C engendrée par les morphismes de C dont le but est x. De facon analogue,
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on définit C|z, — [ comme la sous-catégorie de C engendrée par les morphismes de C dont
la source est x.

Par ailleurs, étant donnés deux objets x et y de C, on définit C] <, z, y| comme la sous-
catégorie de C engendrée par les morphismes de C passant par = et dont le but est y. Et
de fagon analogue, C[x,y, — [ est la sous-catégorie de C engendrée par les morphismes de
C passant par y et de source x.

On pose également la définition suivante:

DEFINITION (FONCTEUR FUTUR ET PASSE ENGENDRE PAR UN MORPHISME)
Soient une catégorie C et un morphisme o appartenant a C[z, y|, le foncteur futur de o est
par définition un foncteur de C[y, — [ vers C[z,y, — [, dont la partie objet est I'inclusion

0b(Cly, — ) 0b(Clz,y,— [),

et la partie morphisme est définie par la famille d’applications indexée par y & valeurs
dans Ob(Cly, — [) suivante:

Cly,y'] —=Clz,y] .
Y——>700

De fagon analogue, le foncteur passé de o est un foncteur de C| <, z] dans C| <, z, |
dont la partie objet est donnée par

et la partie morphisme par
Cle',x] —=C[z',y] .
009

Les foncteurs décrits dans la définition IV.2.2 (p.101) sont des particularisations du fonc-
teur de Yoneda. On a alors le résultat suivant:

PROPOSITION
Soient une catégorie C et un morphisme o € C[z,y|. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

e pour tous objets 3’ et 2’ de C tels que Cly,y'] et C[z’, x] ne soient pas vides, les
applications ci-dessous sont des bijections,

(Ye(¥)) (o) + Cly,y)—=Clz,y/]  (Ye(0))(2) : Cl/,z] —=Clz', ]

Y———70%0 d———=0go0d

e Les foncteurs futur et passé de o sont des isomorphismes.

PREUVE. Tout d’abord notons que le “futur” et le “passé” peuvent se traiter indépen-
damment. Supposons donc que la partie “futur” de la troisiéme assertion soit satisfaite
par o et que Cly,y'] # 0, et v € Cly,y']. Puisque le foncteur futur est un isomorphisme, il
existe un unique morphisme de C[y, — [ dont 'image par — o o soit 7 o o, ce morphisme
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est bien siir 7. Réciproquement, on suppose que l'on a la partie “futur” de la seconde
assertion, soit un morphisme « de C[z,y, — [, étant donné que « passe par y, Cly,y'] # 0
ou ¢ est le but de a.. Dans ce cas, il existe un unique v € C[y, y'] tel que & = yoo. On
raisonne de méme sur le “passé¢”. B

DEFINITION (MORPHISMES INVERSIBLES AU SENS DE Yoneda)

Dans une catégorie C, un morphisme o est dit inversible au sens de Yoneda lorsqu’il
satisfait I'une des trois assertions équivalentes de la proposition IV.2.3 (p.101). On dit
encore que o est un morphisme de Yoneda et on note Yoneda(C) la collection des mor-
phismes de Yoneda de C. On dit aussi que o est Yoneda inversible ou que o est un
morphisme de Yoneda.

PROPRIETE

Soient une catégorie C, = et y deux de ses objets C et oy, 09, deux morphismes Yoneda
inversibles appartenant & C[z, y|, on a un unique morphisme f; (respectivement fy, g1 et
g2) appartenant a C[y, y] (respectivement & Cly, y|, C[z, 2] et C[z, z]) tel que o9 = f1 0 0y
(respectivement o, = fy 0 09, 09 = 01 0 g1 €t 01 = 02 0 ga)

PREUVE. L’ensemble C[y,y] n’est pas vide d’ot, en appliquant la définition des mor-
phismes Yoneda inversibles a o, 1'existence d’un unique f; appartenant a C[y, y] tel que
09 = f1007. En échangeant les roles de o; et de o, on prouve ’existence d’un unique f,
appartenant a Cly, y| tel que o1 = fy009. En particulier, o5 = fi0(fa009) = (fi0 f2) 00
et o1 = foo(fio01) = (fe0 f1) o0y, or, par définition des morphismes Yoneda inversibles,
id, est le seul morphisme h € Cly, y| tel que o5 = h o g5. C’est aussi le seul morphisme
h € Cly,y] tel que o3 = hooy. Il s'ensuit que f, o fo = fo 0 fi = id, c’est-a-dire
f1, f2 € Iso(Mo(C)). On raisonne de la méme fagon pour obtenir les isomorphismes g;
et go. A

COROLLAIRE
Soit une catégorie C telle que [so(C) est discret, étant donné deux objets x,y de C,
Clz,y] NYoneda(C) contient au plus un élément.

REMARQUE
Si C est une catégorie sans boucles et ¢ un morphisme Yoneda inversible de C, alors

Clsre(o),tgt(o)] = {o}.

Il suffit de noter que v € L[src(o), sre(o)] — oo~y € L[src(o),tgt(o)] est une bijection.
En pratique, la propriété suivante montre que la notion d’inversibilité au sens de Yoneda
n’a d’intérét que lorsqu’on n’est pas dans une boucle.

PROPRIETE

Soit une catégorie C et un morphisme inversible au sens de Yoneda o appartenant a
C[z,y]; le morphisme o est un isomorphisme de C si et seulement si 'ensemble C[y, z]
n’est pas vide.

PREUVE. En supposant que o est inversible au sens de Yoneda, il existe un unique
morphisme g appartenant a € Cly, z| tel que g o 0 = id, et un unique morphisme h ap-
partenant a C[y, x| tel que o oh = id,, puis g = goid, = go(coh) = (goo)oh =1id,oh,
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donc g = h et o est inversible. La réciproque est immédiate.
La terminologie vient de la premiére assertion de la proposition IV.2.3 (p.101) et fait
référence au plongement de Yoneda |9, 59, 60, 31|. La troisiéme assertion de la proposi-
tion IV.2.3 (p.101) est celle qui donne l'intuition de I’idée que ’on souhaite formaliser au
travers de la notion de morphismes inversibles au sens de Yoneda. Précisément, on veut
que les morphismes o candidats & I'identification soient ceux qui ne changent ni les choix
qui peuvent étre fait, ni les choix qui ont été fait, a la source et au but de . On peut
se demander ce qu’apportent les restrictions “y <¢ 3’ implique ” et “2’ < x implique ”
dans la définition IV.2.4 (p.102) des morphismes inversibles au sens de Yoneda. 11 y a 1a
une difficulté technique, si on les omet, on a en particulier pour 3’ = z, I'existence d’un
unique morphisme 7 tel que v o o = id, et pour 2’ = y, celle d’'un unique morphisme
d tel que 0 060 = id,. Il sensuit que v = yo (0 0d) = (yoo)od = 0 et donc que o
est un isomorphisme (voir proposition A.1.30 (p.287)). Si l'on se replace dans le cadre
des catégories fondamentales d’espaces ordonnés, il ne nous resterait que les identités.
Via la troisiéme assertion de la proposition IV.2.3 (p.101), ces restrictions se manifestent
dans la définition IV.2.2 (p.101) par le fait que les catégories cibles des foncteurs futur
et passé sont respectivement Cz,y, — | et C| <, x,y] et non pas Clz,— [ et C| «—,y].
Par rapport a ce que I’on souhaitait initialement formaliser, on peut donc avoir une perte
d’information et on constate d’ailleurs qu’il y en a effctivement une. Pour illustrer ce fait
plus concrétement, revenons a ’exemple du drapeau Suisse puis & celui du cube dirigé
troué. -
Sur le “drapeau suisse” ci-dessous, noté pour la circonstance X, on a tracé deux fléches
représentent respectivement (& dihomotopie prés) I'unique morphisme o de ﬂ(?)[x,y]
et 'unique morphisme a de 77 (X )[x,%/]. 1l est clair que 71 (X)[y, ] est vide et que «
ne passe pas par y, c’est-a-dire que o n’appartient pas & m; (X )|z, y, — [ mais que o est
Yoneda inversible. En revanche, depuis le point z, on peut aller en y ou en 3’ alors que
depuis y, il n’est pas possible d’atteindre 3. Ainsi, bien qu’étant inversible au sens de
Yoneda, o ne devrait pas étre retenu comme un morphisme & identifier.
L’autre difficulté technique est liée au fait que la composée de deux morphismes qui ne
sont pas inversibles au sens de Yoneda peut étre inversible au sens de Yoneda, avec la
terminologie introduite précédemment (définition I11.1.4 (p.72)), cela signifie que la collec-
tion des morphismes de Yoneda n’est pas nécessairement pure. L’espace ordonné du cube
dirigé troué que l’'on note X (voir ci-dessous) permet de s’en convaincre : en considérant
0 I'unique morphisme de 7?{(?)[(0, 0,0),(1,1,1)], on peut écrire § = yofsoa = yo[f1oa
oil av est I'unique morphisme de 77 (X)[(0,0,0), (0,1,0)], 81 et 3, sont les deux seuls mor-
phismes de ﬁ(?)[(o, 1,0),(2,1,2)] et v I'unique morphisme de 7?{(?)[(2, 1,2),(1,1,1)].
Les morphismes (3; et (5 ne sont évidemment pas inversibles au sens de Yoneda.

v
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Au vu des deux cas ci-dessus, la collection des morphismes inversibles au sens de Yoneda
ne peut former qu'une sur-approximation de la collection des morphismes que ’on veut
identifier. Avant de raffiner cette collection, donnons quelques propriétés des morphismes
inversibles au sens de Yoneda.

PROPRIETE
Tout isomorphisme est inversible au sens de Yoneda.

PREUVE. Immeédiat au vu de la proposition IV.2.3 (p.101) et de la définition IV.2.4
(p.102). W

PROPRIETE
Tout morphisme inversible au sens de Yoneda est un bimorphisme (voir définition A.1.11

(p.274)).

PREUVE. Cela revient a affirmer que les applications décrites au deuxiéme point de la
proposition IV.2.3 (p.101) sont injectives, ce qui est le cas puisque si le morphisme que
I’on considére est inversible au sens de Yoneda, elles sont méme bijectives. Wl

PROPRIETE (COMPOSITION DE MORPHISMES Yoneda INVERSIBLES)
La composée de deux morphismes inversibles au sens de Yoneda est inversible au sens de
Yoneda.

PREUVE. Supposons que 1’on ait deux morphismes composables o, et o5, inversibles au
sens de Yoneda

r——Y——=z
o1 g2

et soit 2z’ un objet de C tel que z <¢ 2’ et v € Clx, 2’]. En particulier, on a y =<¢ 2’ donc
il existe un unique y; € Cly, 2’| tel que 7 = 1 0 01, puis y =<¢ z (& cause de o,) donc il
existe un unique v, € Cly, 2] tel que v; = 73 0 09, donc 7 = 3 0 (03 0 01). Un tel 75 est
unique puisque, d’aprés la propriété IV.2.10 (p.104), o1 et o9 sont des bimorphismes. La
composition —o(c9007) est donc bien une bijection de C[z, 2] sur C[z, 2’]. En diagramme,
on a

r——1Y JE—
g1 g2
On traite de la méme maniére le cas 2’ <c z. B

Ces propriétés mettent en évidence la subtilité de la notion d’inversibilité au sens de
Yoneda, elle est en effet “prise en étau” entre celle d’isomorphisme qui est plus forte et
celle de bimorphisme qui est plus faible.

isomorphisme = inversible au sens de Yoneda = bimorphisme

IV.3 SYSTEMES DE MORPHISMES DE Yoneda

Comme on I’a vu dans les exemples du drapeau Suisse et du cube troué dirigés, la collec-
tion de morphismes inversibles au sens de Yoneda contient des morphismes que 1'on ne
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souhaite pas identifier, ceci est, pour ’essentiel, une conséquence du fait que cette collec-
tion n’est pas pure. Une difficulté inhérente a la technique des congruences généralisées et
des catégories quotients est d’avoir a travailler avec des suites ~,-composables de longueur
a priori quelconque. On aimerait donc, si cela est possible, avoir des critéres sur > per-
mettant d’assurer que ’on peut se restreindre & travailler avec des ~,-représentants de
longueur 1. Tous ces problémes seront résolus d’un coup par une axiomatique adéquate.
Le probléme soulevé dans ’exemple du drapeau Suisse est lié & la question des “points
morts”, en effet, dans cet exemple, on trouve deux points y, 3" du drapeau Suisse tels que
y C ¢/ en tant que points de R? alors qu’il n’y a pas de dichemin allant de y & 3’ dans le
drapeau Suisse (dirigé). Le probléme est que I'ordre C de ’espace ordonné est en partie
“perdu” quand on passe a la catégorie fondamentale et que c’est exactement cette “perte”
qui fait que certains morphismes Yoneda inversibles ne devraient pas étre identifiés. Une
solution serait de changer les restrictions =’ =<¢ x et y =¢ vy’ de la proposition 1V.2.3
(p.101) par 2’ C5 x et y T y'. Cette solution présente I’énorme inconvénient technique
de rendre la notion de Yoneda inversibilité directement dépendante de celle d’espace or-
donné alors que dans sa forme actuelle, elle ne dépend que de celle de catégorie. En outre
un tel choix technique rendrait la notion de morphisme de Yoneda difficile & manipuler. La
question de la pureté est abordée dans [24]| en imposant a la collection X (des morphismes
que 'on souhaite transformer en identités) d’étre pure et celle d’avoir des représentants
faciles & manipuler en imposant & > d’étre un calcul de fractions a gauche et a droite
(voir [9] ou [25]). La notion obtenue est extrémement insatisfaisante du point de vue
de 'universalité de la construction, en effet, on ne peut pas garantir ’existence d’un plus
grand calcul de fractions a gauche et a droite qui soit pure et ne contienne que des mor-
phismes inversibles au sens de Yoneda. On rappelle ci-dessous ce qu’est un calcul de
fractions a gauche et/ou a droite, ceci est & rapprocher de la proposition A.4.12 (p.309).

DEFINITION (CALCULS DE FRACTIONS)
Soient C une catégorie et X une collection de morphismes de C, on dit que ¥ admet un
calcul de fractions a droite dans C lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. toutes les identités de C sont dans la collection 3,

2. la collection X est stable par composition,

3. pour tous morphismes f et o appartenant respectivement a C[x,y] et & X[y, y], il
existe deux morphismes f’ et ¢’ appartenant respectivement a C[2’, /] et & X[z/, x]
tels que le diagramme 1 commute,

4. pour tous morphismes f et g de C[x,y] et tout morphisme o de X[y, '] tels que

oo f =o0o0g,il existe dans X[2’, x] un morphisme o’ tel que foo’ = goo’ : voir le
diagramme 2.

Y f
f oED
N VAR
X

/ [ [ /
N y xl e > y > y
O'IGE - /.- f/ \/
g9
T
Diagramme 1 Diagramme 2
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La propriété 3 est appelée propriété d’extension a droite de > dans C. En changeant
le sens de toutes les fleches dans la définition ci-dessus, on obtient la notion de calcul
de fractions & gauche. Lorsque Y satisfait simultanément les axiomes du calculs de
fractions a droite et du calculs de fractions a gauche, on dit que X admet un calcul de
fractions a droite et a gauche dans C.

REMARQUE

La 3%¢ propriété de la définition IV.3.1 (p.105) est vérifiée dés que tous les membres de &
sont des monomorphismes. En effet, dans ce cas, il suffit de prendre 2’ := z et ¢’ := id,.
La propriété duale dans le cas d’un calcul de fractions a gauche est, quant a elle, vérifiée
dés que tous les membres de o sont des épimorphismes.

On donne un dernier résultat, dont il sera fait usage dans cette these, concernant les
catégories de fractions.

PROPOSITION
Soient une catégorie C et une collection > de morphismes admettant un calcul de fractions
a droite, alors la catégorie de fractions C[X7!] peut étre décrite ainsi :

e la collection des objets de C[X~!] est la méme que celle de C,

e l'ensemble (C[X7'])[z, y] est donné par {(f, o)| o€, tlo)=u, t(f) =y, s(o) =
s(f)}/ , ou la paire ((f, o), (f’,cr’)) est dans la relation d’équivalence ~, ,

lorsqu’il existe deux morphismes 7 et 7" appartenant a ¥ tels que le diagramme
3 commute. Puis la composée de la ~, -classe d’équivalence de (f,o) suivie de
la ~, ,-classe d’équivalence de (g,7) est la ~, ,-classe de (g o f',o o 7') ou les
morphismes f’ et 7/ proviennent de la propriété d’extension a droite de ¥ dans
C : d’ou la commutativité du diagramme 4.

e N S
u \ U oo T > u/ w y
o / , /
€T s T'e¥ u="s
oeY
Diagramme 3 Diagramme 4

Les détails de la preuve de la proposition IV.3.3 (p.106) sont disponibles dans [25], [9]
ou |87]. Remarquons enfin que la 4°¢ propriété de la définition IV.3.1 (p.105) ne sert
qu’a valider la relation ~, ,. En son absence, on peut quand méme montrer que dans la
description de C[X!] tout morphisme posséde un représentant de la forme (f,o~1) o o~*
est 'inverse formel de ¢ € 3. On peut également déterminer un représentant de la forme
(f,o) d’une composée de deux morphismes dont on a des représentants respectifs (f1, oy ")
et (f2,0,") en utilisant la loi de composition décrite dans la proposition I1V.3.3 (p.106).
Cependant, il n’est plus aussi aisé de savoir quand (f,o~') et (f’,0’"') désignent le méme
morphisme. Dans le chapitre V (p.119), la description de C[>~!] fournie par la proposition
IV.3.3 (p.106) sera trés utile. On note que dans [9] et [59], la notion de catégorie filtrée ne
“correspond” pas a celle de filtre dans le cadre des ensembles partiellement ordonnés. En
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Iv.3.4

IV.3.5

effet, si (X, C) est un filtre i.e. un ensemble ordonné tel que pour tous z et y appartenant
a X, il existe z dans X tel que z C x et 2z C y, c’est le dual de sa petite catégorie associée
qui est filtrée.

PROPOSITION

La collection des morphismes inversibles au sens de Yoneda d’une catégorie C satisfait
les 17, 2°m¢ et 4°m€¢ points de la définition de calcul de fractions & droite et de calcul de
fractions & gauche (voir définition IV.3.1 (p.105)).

PREUVE. Le premier point est satisfait grace a la propriété IV.2.10 (p.104), car toute
identité est un isomorphisme. Le second est donné par la propriété IV.2.11 (p.104) et le
troisiéme par la propriété IV.2.10 (p.104), en effet, sion a oo f = cogou foo = goo = g,
alors f = g car o est un bimorphisme, il suffit alors de prendre une identité pour o’. W
En fait, c’est le troisiéme point de la définition IV.3.1 (p.105) qui est intéressant puisque
c’est lui qui permet de décrire facilement la catégorie de fractions C[X!] (voir [9]), en
outre il a une certaine signification informatique. En supposant que les éléments de X
soient d’un certain point de vue “sans importance”, cet axiome affirme que ’on peut ef-
fectuer une action “sans importance” & n’'importe quel moment. Dans les cas extrémes,
toutes les effectuer en premier ou en dernier. D’un point de vue géométrique, on veut
pouvoir faire “glisser” tout morphisme de C le long de tout morphisme de ¥ pourvu que
les deux aient la méme source (calcul de fractions a droite) ou le méme but (calcul de
fractions a gauche). La seule hypothése a ajouter est celle de pouvoir faire ce “glissement”
de fagon canonique. Formellement, le troisiéme point de la définition IV.3.1 (p.105) donne
I’existence de f’ et de o’ tels que f oo’ = oo f’ or on voudrait pouvoir prendre o’ et f’
de telle sorte que tout autre couple (o”, f”) tel que foo” = o o f” se factorise a travers
(o', f). Autrement dit, on ne veut plus seulement que le digramme de la définition IV.3.1
(p.105) soit un carré commutatif mais un produit fibré. Dans le cas du calcul de fractions &
gauche, on exigera des sommes amalgamées. L’idée de substituer des produits fibrés et des
sommes amalgamées m’a été suggérée par Eric Goubault, elle fait suite aux nombreuses

observations de cas concrets dans lesquels ces constructions sont clairement possibles.
En reprenant ’exemple du carré dirigé troué, sur la

figure de droite, o,0’, f et f’ forment un diagramme | 2 i
o
Ll

de produit fibré (et aussi, c’est a noter, de somme ‘
amalgamée). Sur tous les exemples de ce “type”, R
c’est-a-dire le carré dirigé dont on a retiré des par-
ties rectangulaires dont les cotés sont paralléles aux
axes, on peut faire un constat de méme nature. On
note également ’analogie qu’il y a avec les notions
de fibrations (triviales ou pas) dans le cadre des
catégories de modéles qui sont “stables par produits
fibrés”, les cofibrations (triviales ou pas) étant, quant
a elles, “stables par sommes amalgamées”. On pose
alors:

DEFINITION (SYSTEMES DE MORPHISMES INVERSIBLES AU SENS DE Yoneda)

Soient C une catégorie et > une collection de morphismes de C. Les variables x, y, ' et
y’ sont & valeurs dans ’ensemble des objets de C. La collection X est appelée systéme
de morphismes inversibles au sens de Yoneda de C lorsque :
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IV.3.6

IvV.3.7

IV.3.8

1. on a les inclusions Iso(C) C X C Yoneda(C),

2. (a) pour tout morphisme f de Cz,y], tout morphisme o de X[y, y], il existe un
morphisme f’ de C[2’,y'] ainsi qu'un morphisme o’ de X[z, z] tels que le dia-
gramme 5 soit un produit fibré dans C,

(b) pour tout morphisme f de C[z,y], tout morphisme o de X[z, z'], il existe
un morphisme [’ de C[z/,y] ainsi qu'un morphisme ¢’ de X[y, y’] tels que le
diagramme 6 soit une somme amalgamée dans C

/

Yy .Y T
f/4 \\\UEZ " 27 v o'ex f g
produit ’ " somme
e fibré Yy x/ amalgamée y

\\.. dans C dans C

o’ei ,.--' ju oezxx/f f g

€T _— >

Diagramme 5 Diagramme 6 Diagramme 7

3. et enfin la collection X est stable par composition.
On écrira aussi, par soucis de concision, que ¥ est un systéme de Yoneda de C.

REMARQUE
Tout systéme de Yoneda X sur une catégorie C est un calcul de fractions a droite et a
gauche sur C.

PREUVE. Montrons que X est un calcul de fractions & droite. Le seul point de la définition
IV.3.1 qui ne soit pas trivialement satisfait par X est le quatriéme : supposons que ’on
ait 0 o f = 0 o g avec les notations de la définition IV.3.1, o est donc un morphisme de
Yoneda et d’aprés la propriété 1V.2.10, on sait alors que f = g, il suffit donc de poser
o' :=id,. On procéde de méme pour le calcul de fractions a gauche.[] Pour une collection
de morphismes ¥ de C, on dit que X a la propriété de changement de base lorsque X
vérifie la propriété 2a. On dit aussi que > a la propriété de co-changement de base
lorsque > vérifie la propriété 20.

REMARQUE

La collection Y étant un systéme de morphismes Yoneda inversibles, dans la définition
IV.3.5 (p.107) le point (2a) affirme a priori seulement qu’il existe un réprésentant (o', f')
du produit fibré de (f, o) tel que ¢’ € ¥. En réalité, tous les représentants du produit
fibré de (f,o) ont cette propriété, en effet, on sait que deux représentants d’une méme
limite ne différe que d’un isomorphisme, or par définition, tout isomorphisme est dans
> et X est stable par composition. La méme remarque est évidemment valable pour
le point (2b) en faisant référence aux sommes amalgamées et aux colimites. En outre,
si C est une catégorie dont les seuls isomorphismes sont les identités, toutes les limites
et colimites sont définies de fagon strictement unique, c’est-a-dire pas seulement unique
& isomorphisme prés. Formellement, si deux objets sont la limite, ou la colimite d’un
foncteur, alors ils sont égaux.

REMARQUE
Supposons que Y soit un systéme de Yoneda d’une catégorie sans boucle C et que I'on ait
le diagramme 8 | d’aprés le point (2a) de la définition IV.3.5 on obtient, grace au fait que
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IV.3.9

o appartienne 4 Y, un représentant d’un produit fibré donné par le diagramme 9 ot ¢’ est
dans Y. Or, en invoquant cette fois 'hypothése selon laquelle f est un élément de X, on
obtient un autre représentant de ce méme produit fibré, & savoir le diagramme 10, dans
lequel le morphisme f” est dans X. Or deux représentants d’une méme limite ne différe
qu’a un isomorphisme preés, plus précisément, on a un isomorphisme h dans C[z”, 2'] tel
que ¢’ = o’ o h et comme X est stable par composition et contient tous les isomorphismes
de C, le morphisme f’ est également dans Y. Poussons encore un peu le raisonnement en
supposant que I’on ait deux systémes de Yoneda, notés X et >'. Considérons le diagramme
11 , pour tout produit fibré dont la forme est celle du diagramme 12 , on a o, € X et
o, € ¥'. Il en va de méme des sommes amalgamées.

T T L o U
1 \fz ya/ \\\fz UGE/\U'EZ UEE/\JEE 1,1/4 &

x Y Y
oex fex * 7 ™ %
/ \ f/ , ol ex fl/ez ” o O':\\ A—; 03\ /0'4
Y z x x d
Diagramme 8 Diagramme 9 Diagramme 10 Diagramme 11 Diagramme 12 Diagramme 13

Cette derniére remarque a un corollaire trés intéressant quant a la description des objets
de C reliés par un Y-zigzag

LEMME

Soit ¥ un systéme de Yoneda sur une catégorie sans boucle C. Etant donnés deux objets
x et y de C, x et y sont reliés par un Y-zigzag si et seulement si il existe deux objets u et d
appartenant & C ainsi que quatre morphismes o1, 09, 03 et 04 appartenant respectivement
a X[z, ul, Xy, u], X[d, x] et X[d, y] tels que le diagramme 13 soit commutatif.

PREUVE. Avec les notations du lemme IV.1.2, on montre par récurrence sur n que si
(On,-..,00) est un Y-zigzag, alors on a la conclusion du lemme 1V.3.9 avec {z,y} =
{20, Zn+1}- Le cas ou n = 0 est trivial. Supposons le résultat pour un entier naturel
n fixé. En supposant maintenant que ’on ait un terme de plus, c’est-a-dire une suite
d’objets (2o, ..., 2n42) avec un Y-zigzag (oni1,-..,00). En appliquant ’hypothése de
récurrence et, selon que X[z, 2, 2,11] ou X[z,41, 2,42] ne soit pas vide, les points 2a ou
2b de la définition IV.3.5, on obtient les diagrammes 14 ou 15; dans un cas comme dans
I’autre, le carré de sommets d, zg, u et 2,1 est commutatif par hypothése de récurrence.
Les triangles de sommets u, 2,.1, 2,.2 d’une part et d, 2,1, 2,12 d’autre part sont
commutatifs par contruction car ¥ est stable par composition; les losanges de sommets
d, d, zni1, zZnr2 d’'une part et u, u', z,,1, 2,42 d’autre part sont respectivement une
somme amalgamée et un produit fibré, donc commutatifs et d’aprés la remarque I1V.3.8
les fléches issues de d’' et allant vers u’ sont dans Y. Dans un cas comme dans I'autre,
on a la commutativité du diagramme 16, dans lequel le couple (d”,u”) est (d’,u) ou bien
(d,u’) et toutes les fleches sont dans la collection .

u u — u/ "
20 Antl < Znt2 20 A+l = 2Znt2 20 Rn+2
N 7 AN // N
d=—d d d"
Diagramme 14 Diagramme 15 Diagramme 16
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IV.3.1 LE TREILLIS COMPLET DES SYSTEMES DE MORPHISMES

On va maintenant montrer que pour n’importe quelle petite catégorie C, la collection
des systémes de Yoneda sur C n’est pas vide et que munie de I’'inclusion, c’est un treillis
complet. On verra ultérieurement que dans le cas o C est sans boucle, c¢’est méme un
treillis local. Avant d’en venir au théoréme suivant, on rappelle qu’un treillis complet
est un ensemble ordonné (7, C) dont toutes les sous-parties ont une borne supérieure et
une borne inférieure. On introduit également la notation suivante : si (%), , est une
famille de collections de morphismes d’une catégorie quelconque C, on note (#,., %; la
plus petite collection de morphismes de C stable par composition et incluant la collection

Uiel ;.

IV.3.10 THEOREME (TREILLIS COMPLET DES SYSTEMES DE Yoneda SUR C)
Soit une catégorie C, la collection 7- des systémes de Yoneda sur C n’est pas vide et on
a les propriétés suivantes :

1. la collection 7 munie de la relation d’inclusion C est un treillis complet,

2. la borne inférieure dans 7¢ est donnée par l'intersection [,
3. la borne supérieure dans 7¢ est donnée par [+ et enfin
4. le plus petit élément de 7¢ est le systéme de Yoneda constitué des identités de C.

On décrit le plus grand élément de 7¢, noté X, comme l'intersection des éléments de la
famille S,,, indexée par la collection des ordinaux, dont chaque membre est un ensemble
de morphismes de C et définie comme suit & 1’aide d’une induction transfinie [56, 57, 16]

e 5) est I’ensemble des morphismes de Yoneda sur C puis étant donné un ordinal A
tel que pour tout ordinal @ < A I’ensemble S, soit déja fixé, on définit ’ensemble
S, de la fagon suivante :

e si A\ est un ordinal successeur, c’est-a-dire que A = o+ 1 pour un certain ordinal «,
alors S, est 'ensemble des morphismes f de C appartenant & S, tels que :

— pour tout morphisme g vérifiant ¢(g) = t(f), il existe un morphisme f
appartenant a S, et un morphisme ¢’ de C tels que t(f’) = s(g), t(¢') = s(f),
s(f") = s(¢') et le carré formé par f, g, f’ et ¢’ soit un produit fibré dans C;
dualement

— pour tout morphisme ¢ vérifiant s(g) = s(f), il existe un morphisme f”
appartenant a S, et un morphisme g” de C tels que s(f”) = t(g), s(¢") = t(f),
t(f") = t(g") et le carré formé par f, g, f” et ¢g” soit une somme amalgamée
dans C.

e si \ est un ordinal limite, ¢’est-a-dire qu’il n’est le successeur d’aucun ordinal, alors
I’ensemble S est 'intersection de la famille constituée des ensembles .S, pour a@ < \.
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PREUVE. On vérifie immédiatement que la collection des identités d’une catégorie est
un systéeme de Yoneda sur cette méme catégorie, en outre, c’est évidemment le plus petit
pour 'inclusion. Soit un ensemble [ possédant au moins un élément et une famille (3;);¢;
de systémes de Yoneda sur C indexée par I. La collection [),; 3; est évidemment stable
par composition et satisfait non moins clairement le premier point de la définition IV.3.5.
Soient deux morphismes o et f de C partageant la méme source, le premier appartenant
a [;e; 243 soient encore deux indices i; et iy de I, puisque o est & la fois un élément de
J;, et de X;, nous avons les sommes amalgamées suivantes :

f{ ?'Il ~ \016211 fg

—

> L2 < \‘7/2621'2

—

somme amalgamee somme amalgamee

\/ \/

Par unicité a isomorphisme prés de la somme amalgamée, nous avons un isomorphisme
7 appartenant & Clxo, z1] tel que o} = 7 0 o), comme Y;, est stable par composition et
contient tous les isomorphismes, le morphisme o] appartient également & Y,,. Il s’ensuit
que oy appartient & la collection (),.; X;. On raisonne de la méme maniére pour les pro-
duits fibrés.

Par définition, la collection de morphismes de C décrite ci-dessous est stable par composi-
tion et vérifie le premier point de la définition IV.3.5 puisqu’une composée de morphismes
de Yoneda (respectivement d’isomorphismes) est un morphisme de Yoneda (respective-
ment un isomorphisme) (propriété IV.2.11).

L—ﬂEi = {ano ...00]

iel

neN {i,..,in} CletVke{l,..,n} o € Eik}

Prenons un élément o, 0...00; de [#,.; X;, ol n est un entier naturel distinct de 0,
{i1,...,i,} €I et ou pour tout indice k de {1,...,n}, le morphisme o, appartient & 3;, ;
soit également f un morphisme de C ayant la méme source que o;. Nous avons donc le
diagramme 17.

fT fT somme amalgameée A fn X 4

e . T
o1€Y;; on€X;, ono...oo1€l;c; T
Diagramme 17 Diagramme 18 Diagramme 19

A Taide d’une récurence finie (on applique consécutivement le point (2b) de la définition
IV.3.5 pour 3, ..., %; ), on obtient le diagramme suivant.

0'/1622'1 U%ezin
......................................... > RTPTTURT S PUP APPSR
A A A
f somme amalgamée ‘f1 fn—1: somme amalgamée “fn
01€3;, on€Xiy,

En outre, il est un fait général qu'une “composée” de sommes amalgamées est une somme
amalgamée [9] d’ou le diagramme 18 . Un raisonnement analogue s’applique au cas des
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IV.3.11

produits fibrés a I’aide du point (2a) au lieu de (2b). Ainsi les points (2a) et (2b) de
la définition IV.3.5 sont satisfaits. Notons que les opérateurs () et |4 sont associatifs
sur la collection des systémes de Yoneda sur C, cela étant vrai en toute généralité et
indépendemment du fait que les familles de morphismes considérées soient des systémes
de Yoneda ou pas. Vérifions enfin que la description de ¥ que I'on a donnée est valide.
Il est clair que si A\; et Ao sont deux ordinaux tels que \; < Ay, alors S, € Sy, : on
définit alors ¥ comme l'intersection indexée par la classe ordinale des ensembles S, et
on sait d’ores et déja que X ne contient que des morphismes de Yoneda. Il faut tout
d’abord vérifier que I’ensemble Iso(C) est inclus dans . Pour cela, on prouve & I’aide
d’une induction transfinie que Iso(C) est inclus dans chacun des ensembles S,. C’est vrai
pour Sy d’aprés la propriété IV.2.8. Si c’est vrai pour S,, alors ¢a ’est encore pour S, :
il suffit d’appliquer le fait que dans les diagrammes 5 et 6, si ¢ est un isomorphisme, alors
o’ en est également un (c’est un résultat général de la théorie des catégories [9]), alors o
appartient a S, par hypothése d’induction et donc par définition de S, 1, I’isomorphisme
o est dans S,y1. Le cas ou A est un ordinal limite est trivial. Encore par induction trans-
finie, on montre que chacun des ensembles S, est stable par composition : le cas de Sy est
donné par la propriété 1V.2.11. Puis, si S, est stable par composition et que f et g sont
deux éléments de S, tels que la composée go f existe, alors dans le diagramme 7, si les
deux carrés sont des sommes amalgameées, il en va de méme du contour extérieur 9], par
construction de S, 1, on peut supposer que f’ et ¢’ appartiennent a S, qui, par hypothése
d’induction, est stable par composition et donc contient ¢’ o f/. On raisonne de méme
pour les produits fibrés et on obtient la stabilité par composition de S,,;. Le cas ou A
est un ordinal limite est trivial. Etant donné que C est une petite catégorie, la collection
S, indexée par la classe ordinale, qui est décroissante pour l'inclusion, stationne & partir
d’un certain ordinal \ : dans le cas contraire, les ensembles S,1\S, contiendraient tous
au moins un élément et seraient deux & deux disjoints, on aurait autant de morphisme
dans C que d’ordinaux dans 'univers, c’est une contradiction. On a donc Sy, = S\
pour un certain ordinal A\. Par construction, il est immédiat que I’ensemble S est stable
par changement et co-changement de base et qu’il ne contient que des morphismes de
Yoneda, puis, avec ce que 1'on a vu, il contient tous les isomorphismes de C et est stable
par composition. Pour conclure que S, est le plus grand systéme de Yoneda, il reste
a montrer, toujours par induction transfinie, que dans chaque ensemble S, est inclus
n’importe quel systéme de Yoneda sur C. C’est immédiat pour Sy. En supposant qu’un
systéme de Yoneda Y soit inclus dans S, si o appartient a > et g est un morphisme de
C ayant le méme but que o, alors d’apreés la définition IV.3.5 (diagramme 5) et avec les
notations utilisées pour décrire la construction de S,.1, on peut prendre ¢’ dans X et
donc, par hypothése d’induction, dans S,. On raisonne de méme si g a la méme source
que f, cette fois-ci avec le diagramme 6, pour montrer que 1’on peut prendre ¢” dans S,
et donc, par construction de S, 1, que o appartient a ce dernier. Ainsi ¥ est inclus dans
Sa+1. ]

On appelle endofoncteur d’une petite catégorie C un foncteur de C dans C. Un endo-
foncteur qui de plus admet un inverse dans Cat est appelé un autofoncteur de C.

COROLLAIRE (ACTION DU GROUPE DES AUTOFONCTEURS SUR X))
Le plus grand systéme de Yoneda > d’une petite catégorie C et son complémentaire dans
la I’ensemble des morphismes de C sont stables par tout autofoncteur de C, autrement dit
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IV.3.12

Y et son complémentaire dans I’ensemble des morphismes de C sont stables sous ’action
(& droite) de Aut(C) sur I’ensemble des morphismes de C.

PREUVE. Soit un autofoncteur ® de C, il est clair que si o est un morphisme de Yoneda
de C, il en va de méme de ®(o). Ainsi, I'image directe de Sy par ®, notée ®(Sy), est
incluse dans Sy. Etant donné un ordinal «, en supposant que ®(S,) C S,, on vérifie
immédiatement, d’aprés la construction de S,i1, que ®(S,i1) C Say1 @ Clest en effet
une conséquence du fait qu’un autofoncteur préserve les produits fibrés et les sommes
amalgamés. Enfin, si A est un ordinal limite tel que pour tout ordinal o < A, on a
®(S,) C S,, alors

@(59:@((]5&) C () 2(S2) € [) Sa =51

a<A a<< a<<

Tout autofoncteur de C induit en particulier une permutation sur ’ensemble des mor-
phismes de C, d’oil la stabilité du complémentaire de ¥.. L’action de Aut(C) sur I’ensemble
des morphismes de C est définie par f - ® := ®(f). O

Notons que le corollaire IV.3.11 n’est pas vérifié pour n’importe quel systéme de Yoneda.
Soit I’ensemble ordonné (R, <) vu comme une petite catégorie, les morphismes de cette
catégorie sont les paires de réels (x,y) telle que z < y, on a un systéme de Yoneda de
(R,<) en posant ¥ := {(z,y) € R x R | zy > 0}. Il est clair que X n’est stable par
aucune "translation" stricte de (R, <), c’est-a-dire un autofoncteur de (R, <) de la forme
& — =+t ol t est un réel distinct de 0. La construction de ¥ via une induction trans-
finie est similaire a celles que ’on rencontre fréquemment en théorie des catgéories de
modéles, c’est par exemple ainsi que I'on montre I'existence des catégories de modéles
a engendrement cofibrant/fibrant. Dans notre cas, le fait de ne traiter que des petites
catégories rend la preuve de terminaison de la construction moins technique alors que
"I’argument du petit objet" est un passage obligé dans le cadre des catégorie de modéles
|49, 48].

I1V.3.2 CATEGORIE DES COMPOSANTES

On va maintenant récolter les fruits des efforts théoriques que I'on a déployé précédem-
ment. Tout a été mis en place pour poser les définitions dans le cadre adéquat. On
vérifiera sur un exemple concret que l'on a effectivement réduit la taille de la catégorie
fondamentale et que la catégorie de composantes obtenue est bien ce & quoi on s’attendait.
Marco Grandis a également donné dans [39] une construction permettant de réduire la
taille d’'une catégorie, cependant, les résultats obtenus ne coincident pas avec ceux que
I’on obtient. Actuellement, les liens entre ces deux constructions ne sont pas clairement
compris.

DEFINITION (CATEGORIE DES COMPOSANTES D’UNE PETITE CATEGORIE)

Etant donnée une catégorie C, une conséquence du théoréme I1V.3.10 est qu’il existe, au
regard de l'inclusion, un plus grand systéme de Yoneda sur C : on le note ¥.. On définit
alors la catégorie de composantes de C comme le quotient de C par %, c’est-a-dire
Cls.

Plus généralement, dés que X est un élément du treillis complet des systémes de Yoneda
de C, on peut définir le quotient C/sx, et pour tout objet = de C, la ¥-composante de x
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IV.3.13

IvVv.3.14

IV.3.15

IV.3.16

(dans C) est la sous-catégorie pleine de C dont la collection des objets est la collection de
tous les y € Ob(C) tels qu’il existe un Y-zigzag (voir la definition IV.1.1) de x vers y.

Etant donné un autofoncteur ¢ de C, une conséquence du corollaire IV.3.11 est que
le foncteur Q5 o @ envoie tout élément de X sur une identité de C/x et donc, d’aprés la
proposition IV.1.3, il existe un unique endofoncteur ® /5 de C/5 tel que Q0P = ¢ /500Q5.

PROPOSITION
L’application qui a tout autofoncteur ® de C associe I’endofoncteur ¢ /5 de C/x est un
morphisme du groupe Aut(C) vers le groupe Aut(C/5).

PREUVE. Soit ®; et ¢, deux autofoncteurs de C, on a Q50 Py0P; = Oy /50P1 /570 Q. 1l
s’ensuit, par unicité de (®,0®,) /5, que ®y/50® /5 = (P20®,)/55. En prenant &y = &,
on vérifie en particulier que ®; est un autofoncteur de C/s. O

REMARQUE

Si quels que soient les objets = et y de C, I'ensemble C|x,y] n’est vide que lorsque
'ensemble Cly, x] I'est aussi, alors la propriété IV.2.8 montre que X est I’ensemble des iso-
morphismes de C et donc que Sy = ¥. De méme, dans les cas concrets [35], la construction
inductive donnée par le théoréme IV.3.10 s’achéve aprés un nombre fini d’itérations.

On va maintenant donner des conditions sur la petite catégorie C qui garantissent que
chacun de ses systémes de Yoneda, en particulier le plus grand, soit pure dans C : le
lemme IV.3.16 (p.114) est d & Eric Goubault, ¢’est a lorigine a cause de ce lemme que
l’on a posé la définition IV.3.5 (p.107). Comme cela a déja été souligné, il était nécessaire
dans [24] d’imposer axiomatiquement la pureté de X, malheureusement, la définition qui
en résultait n’était pas “stable” dans le sens ou la sous-catégorie engendrée par deux
sous-catégories pures ne I’étaient en général pas.

DEFINITION
Une catégorie C est dite géométrique lorsque /s0(C) est pure dans C. La sous-catégorie
pleine de Cat dont les objets sont les catégories géométriques est notée GeoCat.

Le choix de la terminologie de la définition IV.3.15 sera expliqué ultérieurement.

LEMME
Si C est une catégorie géométrique, alors chacun de ses systémes de Yoneda est pure dans

C.

PREUVE. Prenons o € ¥ et fi, fo € Mo(C) tels que o = fy o fi;. D’aprés le point (2b) de
la définition IV.3.5 (p.107), nous avons ¢’ € ¥ et f] qui forment un diagramme de somme
amalgamée ainsi qu'un unique g € Mo(C) rendant le diagramme suivant commutatif:

id

’
-~
fl —~
~
~
~
somme amalgamée
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IvV.3.17

IV.3.18

IV.3.19

Par hypothése de pureté de Iso(C) dans C, f| et g sont des isomorphismes, qui, d’aprés
le 1*" point de la définition 1V.3.5 (p.107), appartiennent & 3. Puis la stabilité par
composition de 3 (3°™¢ point de la définition IV.3.5 (p.107)) implique que fs, qui est égal
a g o o', appartient & 3. De la méme maniére, en utilisant le point (2a) au lieu du point
(2b), c’est-a-dire la stabilité par produit fibré, on prouve que f; appartient a 3. Ainsi X
est pure dans C.

En fait, comme on le verra dans le chapitre XIII (p.227), le lemme IV.3.16 (p.114) reste
valable sans 1'’hypothése de pureté de Iso(C) dans C et avec une famille de morphismes
>’ vérifiant des axiomes plus faibles que ceux d’un systéme de morphismes inversibles au
sens de Yoneda.

PROPOSITION
1. Toute catégorie sans boucles est géométrique.

2. Toute catégorie libre est géométrique.

3. Tout groupoide G est géométrique et on a Lg = {Mo(g)}, c’est-a-dire que le
seul systéme de morphismes Yoneda inversibles est Mo(G) la collection de tous les
morphismes de G.

PREUVE. Pour prouver le premier point, supposons que « soit un isomorphisme et que
’on puisse écrire o = yo 3. Alors (a™', v, 3) est une suite composable dont les extrémité,
c’est-a-dire dans notre cas src(3) et tgt(a~!), sont égales. Comme C est sans boucles,
a~ !, 3 et v sont des identités. On a donc prouvé que la collection des isomorphismes d’un
catégorie sans boucles C est pure dans C et réduite aux identités de C.

Le second point est tout aussi facile & prouver, en effet, dans une catégorie libre, la com-
posée de deux morphismes ne peut étre un identité que si les deux morphismes sont
eux-mémes des identités, on peut s’en convaincre en raisonnant sur la longueur des
suites ~,-composables qui en sont les morphismes dans la construction proposée dans
Pappendice A (p.269), la longueur d’une composition est la somme des longueurs des
membres de la composition et les identités sont les seules a étre de longueur 0.

Mo(G) est trivialement un systéme Yoneda inversibles de G et le fait que ce soit le seul
découle immédiatement du 1°" point de la définition IV.3.5 (p.107). W

COROLLAIRE
Soit une catégorie sans boucles C, tout systéme de morphismes Yoneda inversibles de C
est pure dans C.

PREUVE. Il suffit d’appliquer la proposition 1V.3.17 (p.115) et le lemme I1V.3.16 (p.114).
|

LEMME
Soit une catégorie C. Si A est une sous-catégorie pure de C, alors pour toute famille

(C;)jes de sous-catégorie de C, AN (LﬂjeJ Cj) =4, (ANC))

PREUVE. L’inclusion AN (&JjeJCj) 2 ;e (ANC)) est toujours satisfaite. En ef-
fet, si f est un élément du membre de droite, alors on a n € N*, {j;,...,j,} C J,
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IV.3.20

IV.3.21

IV.3.22

Vk e {1,...,n}o, € ANEj, et f = 0,0...007. De plus, A étant une sous-catégorie de C, on
a en particulier Vk € {1,....n}o, € A, d’ou f € Mo(A). Réciproquement, supposons que
nous ayons n € N*, {ji1,...,jn} C J,Vk € {1,...,n}o, € ¥, et f =0, 0...001 € Mo(A),
par pureté de A, o,,...,00 € Mo(A). Alors Vk € {1,...,n}o, € ANYLEj, et f est un
élément du membre de gauche. W

REMARQUE
Si C satisfait la propriété suivante: Vvy;,vo € Mo(C),y2 071 = Yo = 71 = id et Y307y =
71 = 72 = id, alors la réciproque du lemme IV.3.19 (p.115) est vraie.

PREUVE. Prenons 75 0 € Mo(A) ou 72,71 € Mo(C). On pose C; := {1}, C; =
{72}, ce sont des abus de notation pour dire que C; et C; sont des sous-catégories de
C respectivement engendrées par 7; et v, et on applique la distributivité & la famille
{C1,C2}. Siy & Mo(A) et 72 & Mo(A), alors (ANCy) W (ANCy) = 0 tandis que
AN(C1WCs) = {ya0m}. Siy & Mo(A) et v2 € Mo(A), alors (ANCy)W(ANCe) = {72}
tandis que AN(C1WCy) = {72, 72071 } et 12 # 207 d’apreés la propriété de C, precisément,
si on avait 72 = 72 071, on aurait également v; = idgc(y,) donc idgc(y,) € Mo(A) car A
est une sous-catégories de C. W

Notons que la propriété requise est vérifiée si C est un groupoide ou une catégorie sans

boucles. En fait, avoir AN (HJJ.GJ Cj) = ;e (ANC;) est équivalent a l'existence de

I’adjoint & droite du foncteur AN_: ({sous-catégories de C}, C) — ({sous-catégories de
C}, ©), ou le treillis complet ({sous-catégories de C}, C) est vu comme une petite catégorie
compléte et cocompléte. L’équivalence vient directement du théoréme du foncteur adjoint
particularisé. Cette équivalent est a rapprocher du lien entre les locales et les algébres
de Heyting complétes, voir [11] pour plus de détails.

COROLLAIRE
Soit (X;),es une famille de systémes de Yoneda d’une catégorie géométrique C et X un
autre systémes de morphismes Yoneda inversibles de C. Alors X N (LﬂjeJ Zj> = LﬂjeJ(Eﬂ

).

PREUVE. D’apreés le lemme 1V.3.16 (p.114), X est pure dans C, le résultat suit d’aprés
le lemme IV.3.19 (p.115). Notons que I’hypothése selon laquelle pour tout j appartenant
a J, X;’s est un systéme de morphismes Yoneda inversibles, n’est pas utilisée dans la
preuve. W

REMARQUE
() et |4 sont associatives sur la collection de toutes les sous-catégories d’une catégorie C.

On va pouvoir préciser le théoréme 1V.3.10, rappelons pour cela qu’un treillis local® est
un treillis complet (£, C) dans lequel pour toute famille (z;);c; d’éléments de £ indexée
par un ensemble [ et tout élément y de £, on a la propriété de distributivité ci-dessous :

yn (Vai) =\ (whrz)

el el

Ylocale dans la terminologie anglo-saxonne, le terme francais m’a été suggéré par Francois Lamarche.
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IV.3.24

PROPOSITION
Soit, une catégorie géométrique C (i.e. telle que Iso(C) soit pure dans C), la collection L
des systémes de Yoneda sur C, ordonnée par I’inclusion, est un treillis local.

PREUVE. Toutes les propriétés d’un treillis complet sont données par le théoréme IV.3.10,
la distributivité découle du corollaire 1V.3.21. [J

Un treillis local est une abstraction de la notion de famille des ouverts d’un espace
topologique, de plus amples détails sont disponibles dans [11], [53], [72] ou [73].
conclusion, lorsque C est une catégorie géométrique, la collection de ses systémes de
Yoneda s’apparente a une topologie, d’ou la terminologie de la définition IV.3.15, sachant
que I'expression "catégorie topologique", qui pouvait sembler plus appropriée, a déja un
sens formel en théorie des catégories : voir [10]. On va maintenant se focaliser sur le cas
des petites catégories sans boucle.

THEOREME (STRUCTURE D’UNE ¥-COMPOSANTE)
Soit une catégorie sans boucles C et > un systéme de Yoneda sur C. Soit X une X-
composante de C, on note X la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les élément
de X. Les propriétés suivantes sont alors satisfaites :

1. la catégorie X est isomorphe & 1’ensemble ordonné (X, C), vu comme une petite
catégorie, ou pour tous éléments x et y de X, = C y signifie que C[x,y] n’est pas
vide.

2. L’ensemble ordonné (X, C) est un treillis au sens ou toute paire {x, y} d’éléments de
X posséde une borne inférieure et une borne supérieure dans (X, C) respectivement
notées x Ay et x Vy.

De plus, si deux objets x et y de C sont dans la méme Y-composante, alors le diagramme
20 est a la fois la somme amalgamée et le produit fibré (dans C) des diagrammes 21
et 22, en outre toutes les fléches qui apparaissent dans les trois diagrammes ci-dessous
appartiennent a ..

zVy TVy
/// \\\ x/// \\\y
\\\ //7 \\\ //7

VAT VAT

Diagramme 20 Diagramme 21 Diagramme 22

PREUVE. La réflexivité et la transitivité de la relation C sont immeédiates, son anti-
symétrie découle du fait que C soit sans boucle, en effet, si = et y sont distincts, 'un des
deux ensembles C[z, y] et Cly, x| est vide. Notons X’ la catégorie induite par (X, C), c’est-
a-dire celle dont la collection des objets est X et telle que pour deux éléments x et y de X,
Iensemble X[z, y| est un singleton si x C y et vide dans le cas contraire. Par définition de
la relation C, on a alors un foncteur de X dans X’ dont la partie objet est I’application
identité de X dans X et dont la partie morphisme envoie tout élément de X[z,y| sur
I'unique élément de X’[x,y]. Pour conclure que ce foncteur est un isomorphisme, il suf-
fit de vérifier que X[z,y|, c’est-a-dire C[z,y|, soit un singleton. Soit v un élément de
C[x,y], comme z et y sont dans la méme Y-composante, on a, d’aprés le lemme 1V.3.9,
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IV.3.25

IV.3.26

le diagramme 23 dans lequel les morphismes oy, 03, 03 et 04 appartiennent & >. D’aprés
la remarque 1V.2.7, le diagramme 23 est commutatif, on déduit alors du lemme 1V.3.16
que v est un élément de X et donc, encore une fois comme conséquence de la remarque
IV.2.7, que C[z,y| est un singleton. On a montré au passage que tout morphisme de C
joignant deux objets d’'une méme Y-composante est dans ¥. Montrons maintenant que
(X, C) est un treillis. Soient z et y deux éléments d’'une méme Y-composante. D’aprés le
lemme IV.3.9 on a en particulier le diagramme 24 qui d’aprés la remarque IV.3.8, admet
un produit fibré dans C donné par le diagramme 25 avec o] et o), appartenant a ¥. En
fait d = x Ay, en effet, il est déja clair que d appartient a la méme Y-composante que x
et y et que d est un minorant de {x,y}. Supposons maintenant que d’ soit un élément
de la Y-composante X qui minore {x,y}, d’aprés ce que 'on a déja prouvé et I’ordre que
I’on a mis sur X, on a deux morphismes « et § de X respectivement de d’ vers = et de d’'
vers y. Comme (X, C) est un ensemble ordonné, le diagramme 26 est commutatif.

Uu u
// \\\02 o 1/4 \\\02 o 1/4 \*\02
u X produit ﬁbre xXr y

DN N/ N

Diagramme 23 Diagramme 24 Diagramme 25 Diagramme 26

Par la propriété universelle des produits fibrés, on a un unique morphisme de C (qui
encore une fois d’aprés ce que l'on a déja prouvé est un élément de ) de d’ vers d,
autrement dit ' T d et d est bien le plus grand minorant de {z,y}. On montre de
facon analogue 'existence de x V y. Par construction méme, les objets © Ay et x V y de
C sont respectivement le produit fibré et la somme amalgamée que I’on avait annoncés. [

COROLLAIRE

Soit une catégorie sans boucles C et ¥ un systéme de Yoneda de C. La relation d’ordre
C définie dans le théoréme 1V.3.24 se prologe a toutes la catégorie C en posant z T’ y ssi
I’ensemble C|z, y] n’est pas vide. Si x et y appartiennent & la méme Y-composante, alors
la borne supérieure de = et y donnée par le théoréme 1V.3.24 pour I'ordre C est aussi la
borne supérieure de = et y pour le prolongement C'.

PREUVE. Tout d’abord, le théoréme 1V.3.24 nous donne la
somme amalgamée [1]. Soit alors f € C[x, z], comme Cly, 2] #

0 et que g A b= est un morphisme inversible au sens de <
Yoneda, il existe un unique morphisme g € C|x, z] qui fasse /
commuter le contour du diagramme ci-contre. On applique
alors la propriété universelle de la somme amalgamée pour

obtenir un unique h € Clx V y, z] qui fasse commuter tout ZT TZ !
le diagramme. En particulier, C[x V y, 2] # 0, c’est ce que 'on = Ay —~—Y

voulait démontrer. W

x;zhﬂc\/y

DEFINITION (CATEGORIE DE COMPOSANTES D’UN | ESPACE ORDONNE)
La catégorie de composantes d’un espace ordonné X est par définition la catégorie de

H
composantes de sa catégorie fondamentale 77 (X).
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V.0.27

V.0.28

CHAPITRE

v

CATEGORIE DE FRACTIONS ET QUOTIENT DE C € LfCat
SUR UN SYSTEME DE MORPHISMES Yoneda INVERSIBLES

Ce chapitre est consacré au résultat qui donne sa “légitimité” aux notions de systémes de
Yoneda et de catégorie de composantes. L’objectif est la preuve du théoréme suivant :

THEOREME

Soit une catégorie sans boucle C et un systéme de Yoneda 3 de C, les catégories C[X!]
et C/y, sont équivalentes. Plus précisément, I’équivalence de catégorie est donnée par le
foncteur Py : C[X7!'] — C/x défini dans la proposition IV.1.6 comme le seul faisant
commuter le diagramme suivant

Clx]
¢ Qs C/s

On peut alors trouver un représentant Jy, de 'adjoint de P tel que Py o Jy = Ide/,,.
Enfin, Py est une fibration (au sens de [10]) faisant de C[>~!] une catégorie fibrée de base
C/x et pour tout objet x de C/s, la fibre de Ps au-dessus de z n’est autre que la sous-
catégorie pleine C[¥7!] dont les objets sont ceux de C[¥7!] (i.e. ceux de C) isomorphe
dans C[X71] & .

Rappelons que C[X7!] est la catégorie de fractions de C sur X (voir la proposition A.4.12,
[9] ou [25]) et C/y, la catégorie quotient de C sur ¥ (voir proposition IV.1.4). La notion
d’équivalence de catégorie est rappelée par la définition A.3.3, on la trouve aussi dans [9]
ou [59].

REMARQUE
Notez bien que les fibres des Px, sont des sous-catégories pleines de C[X 1], ce qui est en
général faux pour des catégories fibrées quelconques. Ce fait est clairement exprimé dans
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V.0.29

V.0.30

[9] en ces termes :

Obuviously, the fibers of F' are by no means full subcategories of F

ol F' est une fibration de F vers B. En général, toute projection est une fibration et
si ’on considére le cube dirigé plein, les fibres de la projection de la groupoidification
de la catégorie forﬂamentale du cube dirigé sur une de ses faces sont des sous-catégories
pleines. Notons X; le cube troué dirigé et X, le cube dirigé plein et r le foncteur de
groupoidification, le fait que I'on ait dans le second cas des fibrations pleines et pas dans
le premier est di au fait que r(w_)l()z))) [(0,0, %), (1,1, %)] n’est pas un singleton alors que
pour tout couple de points a,b de )7;, I’ensemble 7’(7?1)()?1))[&, b] en est un. On peut
ainsi détecter des trous en trouvant des fibres de la projection qui ne sont pas des sous-
catégories pleines. De plus, I'image de Jx. donne une représentation de C/x, dans C[X 7]
faisant de Py une fibration scindée, voir [10]. Grosso modo, on a une fibration scindée
lorsque I'on a une représentation effective de la base de la fibration B dans la catégorie
fibrée F.

REMARQUE (EN TOPOLOGIE ALGEBRIQUE CLASSIQUE)

Soit un groupoide G et ¥ := Mo(G) son plus grand (et unique) systéme de morphismes
Yoneda inversibles (voir la proposition 1V.3.17), rappelons que G = G[¥~!] puisque G
est un groupoide (voir la remarque A.4.13). Notons déja que pour tout objet ¢ de G/
et pour tout objet z appartenant & la Y-composante ¢, la fibre de Ps au-dessus de c
est le groupe fondamental de G au point x (voir la définition A.1.26). Considérons alors
une fonction de choix Jy; qui associe & chaque »-composante I'un de ses éléments. Js
induit une foncteur (encore noté Jx;) de la catégorie de composantes de G dans G puisque
la premiére catégorie est discréte. On vérifie immédiatement que Ps est plein et Jy
fidéle. On vérifie tout aussi facilement que 'image de Py est G/x et tout objet de G est
isomorphe (dans G) a un objet de I'image de Jyx. Enfin, par construction de P et Jyx on
a Py o Jy = Idg,. 1l vient alors la proposition suivante:

PROPOSITION
Soit un groupoide G et ¥ son plus grand (et unique) systéme de morphismes Yoneda
inversibles Y. Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. Le groupoide G est un préordre.

2. Les foncteurs Ps et Jyx, sont des équivalences de catégories adjointes 'une & 'autre.
3. Le foncteur Jy; est une équivalence de catégories.

4. Le foncteur Ps est une équivalence de catégories.

5. Le foncteur Jy, est plein.

6. Le foncteur Ps est fidéle.

7. 1l existe une transformation naturelle de Idg vers Jy o Px.

8. Il existe une transformation naturelle de Jy o Ps vers Idg.

9. Les catégories G et G/x sont équivalentes.
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PREUVE. Le 2% point implique trivialement les 3¢ et 4°™¢, D’aprés la proposition
A.3.4, les 35 et 4°™M€ points impliquent respectivement les 5™ et 6°™¢. Réciproquement,
si 'on sait que Jx est plein (c’est-a-dire si on suppose le 5°™¢ point), il est facile, a Paide
de la proposition A.3.4, de vérifier que Jx est une équivalence de catégories. De méme,
a partir de la fidélité de Ps (6°™° point) et de la proposition A.3.4, on vérifie que Ps
est une équivalence de catégories. Supposons que Jy soit plein et montrons que G est
un préordre. Soient z,y € Ob(G) et «, 3 € Glx,y, on a en particulier Py(x) = Pg(y)
que 'on note ¢ et puisque G/ est discréte, G/x[c, c| = {id.}. Puis comme Jy; est plein,
Gl Js(c), Jx(c)] = {id sy}, en particulier 57! o o = id s () et donc a = 3. Le 5% point
implique donc le 1°.

Supposons que Py soit fidéle et montrons que G est un préordre. Soient x,y € Ob(G)
et o, 8 € Glx,y], on a en particulier Px(x) = Px(y) que I'on note ¢ et puisque G/5 est
discréte, G/xlc,c] = {id.}. Donc Pg(a) = Ps(f) = id. et comme Py est fidéle, on a
a = 3. Le 6°¢ point implique donc le 1°.

Supposons que G soit un préordre. Pour tout objet x de G, par construction de Pk
et Jx, Glr, Jx o Pe(x)] # () et comme G est un préordre, posons 7, 'unique élément de
Glx, JsoPs(z)] # (. Puisque G est un préordre, tous les carrés de G sont commutatifs donc
7 est une transformation naturelle et comme G est un groupoide, c’est un isomorphisme
de Idg vers Jy o Ps. En outre, puisque Py o Jy = Idg/,, on a aussi un isomorphisme de
Py, o Js, vers Idg,,. D’ou le 2™ point.

Les 7¢m¢ et 8°m¢ points sont équivalents car G est un groupoide, donc toute transformation
naturelle d’'un foncteur F' : A — G vers un foncteur G : A — G tous deux a valeurs
dans le groupoide G est nécessairement un isomorphisme (de G4).

Le 7°™¢ point implique le 2°™¢ puisqu’une telle transformation naturelle est, comme on
I'a déja remarqué, nécessairement un isomorphisme et qu’en outre, on a Py o Jy = Idg/,
(on se référe a la définition A.3.3). Réciproquement et selon la définition A.3.3, le 2°™¢
point implique les 7°™¢ et 8°™me.

Le 2°™¢ point implique trivialement le 9™¢, réciproquement, soit F : G — G/x une
équivalence de catégorie. En particulier, il faut que tout objet de G/x soit isomorphe
a un objet de I'image de F' mais comme G/x est discréte, cela signifie que Ob(F') doit
étre surjective. En outre, comme F' est un foncteur et que G/5 est discréte, pour toute
paire d’objets {z,y} si G[x,y] # 0, alors F(x) = F(y). Et si F(x) = F(y), alors puisque
F' est une équivalence de catégorie, Glx,y] et G/x[F(x), F(y)] doivent en particulier étre
en bijection et donc G[z,y| # 0. 1l s’ensuit qu'il existe une permutation ¢ de la famille
des composantes connexes de G qui induit un isomorphisme de G/5 sur G/x et tel que
Py = ¢ o F. Dou le fait que Ps soit une équivalence de catégories. W

On a prouvé

Enfin
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V.0.32

PROPOSITION
Soit un groupoide G et son plus grand (et unique) systéme de morphismes Yoneda in-
versibles Y, Ps est une fibration.

PREUVE. Prouvons tout d’abord que tout morphisme de G est cartésien au-dessus de
son image par Py. Soit f € Gly, x|, on pose o := Py(f) et ¢ := Px(x). Supposons
que g € Glz,x] et f € G/x tel que Ps(g9) = [ o «a, par construction de Ps on a
Ps(g9) = Ps(a) = id. et donc nécessairement Px(3) = id.. En posant h := f~'og,
on a Pg(h) = [ = id, et c’est le seul puisque foh; = fohy = hy = hy (f est un
isomorpisme car G est un groupoide). Pour que P soit une fibration, il (faut et il)
suffit donc que tout morphisme de G/x soit dans I'image de Pk, ce qui est découle de
Pz o) JE == [dg/z. [ |

Supposons maintenant que G soit le groupoide fondamental d’un espace topologique X.

La proposition V.0.30 peut étre relue ainsi:

PROPOSITION

Soit un espace topologique X, m(X) son groupoide fondamental et > le plus grand
systéme Yoneda de m1(X). En posant G := 7;(X) et en définissant Ps et Jy, comme dans
la proposition V.0.30, les assertions suivantes sont équivalentes:

1. L’espace topologique X est simplement connexe.

2. Les foncteurs Ps, et Jy sont des équivalences de catégories adjointes I’'une a ’autre.
3. Le foncteur Jy;, est une équivalence de catégories.

4. Le foncteur Py est une équivalence de catégories.

5. Le foncteur Jy, est plein.

6. Le foncteur Ps est fidéle.

7. Le groupoide 7(X) est équivalent a I’ensemble des composantes connexes par arcs
de X vu comme une petite catégorie discréte.

PREUVE. On se référe au lemme B.2.11 pour faire le lien entre la simple connexité de X
et le fait que m1(X) soit un préordre. B

Revenons au théoréme V.0.27. Le reste de ce chapitre est purement technique et exploite
a fond les hypothéses faites sur C et >. L’intérét du théoréme V.0.27 est théorique, il
affirme en particulier qu’il n’y a pas de perte d’information lorsque ’on remplace une
catégorie sans boucle par sa catégorie de composantes. Notons cependant bien que son
application ne nécessite pas que X soit le plus grand systéme de morphismes Yoneda
inversibles mais seulement un élément de L¢ (voir théoréme 1V.3.23). Sur des exemples

concrets, c’est-a-dire les représentations X de programmes PV dans CPoSpc, on peut
d’une part vérifier que le passage a la catégorie de composantes réduit la taille de la
catégorie fondamentale de X et d’autre part que le théoréme V.0.27 confirme que cette
réduction a préservé les propriétés intéressantes de la catégorie fondamentale de X.
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A premiére vue, puisque la construction de la catégorie de fractions consiste & inverser
formellement les éléments de > alors que la construction de la catégorie de quotient
transforme les éléments de X en identités, on pourrait imaginer que I’équivalence annoncée
par le théoréme V.0.27 est toujours vraie, c’est-a-dire que C[X~!] et C/x sont toujours
équivalentes. Puisque la premiére construction engendre des Y-composantes et que la
seconde consiste & ne garder qu’un objet de chaque Y-composante, il semblerait que la
seconde catégorie soit une sorte de “X-squelette” de la premiére. Les exemples suivants
montrent que c¢’est faux, prenons tout d’abord la catégorie C suivante

C := catégorie libre engendrée par ( a C " — 3 8 )
avec Y := {a, 8}

Immédiatement on voit que C/s, = —— alors que C[X7!] a deux objets =,y et que
C[X Y[z, z] et C[X7!][y,y] sont tous deux isomorphes au groupe libre engendré par un
singleton. C[X!] et C/x. sont clairement squelettiques et pas isomorphes donc pas équiv-
alentes non plus (voir proposition A.4.8). Cependant, on constate que C posséde des
boucles, qu’aucun des éléments de > n’est inversible au sens de Yoneda et que X ne sat-
isfait pas le 2°™¢ point de la définition IV.3.5. L’exemple suivant est plus subtil, en effet,
on peut voir que C est sans boucle et que X satisfait les 2°™¢ et 3°™¢ points de la définition
IV.3.5.

/a—f>b\
of / \7

— 7 \ gooy =00 f
C:= x//\ \ avec les relations { hor =m0 f
\i’f;
h
et X := {01,090, 71,72}
11 est alors facile de voir que C/yx := —— en effet, on a

(g) ~! <g7ids7"c(g))

(9, idsreq)) ~' (9, 01)
(9,01) ~! (goo)
(goo1) = (020 f)
(020 f) ~' (09, f)

(02, f) ~ (idige(p), f)

(idger), ) ~" (idigrp) © f)
(idige(py © f) = (f)

Ainsi on a (f) ~, (g) et de méme en remplacant o par 7 dans ce qui précéde, on obtient
(f) ~m (h). Donc C/x est squelettique et pour que C[X~!] et C/x soient équivalentes, la
condition nécessaire et suffisante est que le squelette de C[X~!] soit (a isomorphisme prés)
C/s. (voir proposition A.4.8). Or le squelette de C[¥7!] a exactement deux objets que
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’on notons les encore z et y, enfin C[X7!][x, x| et C[X!][y, y] sont isomorphes au groupe
libre engendré par un ensemble a deux éléments, dans le cas présent, ces ensembles sont
respectivement {71 o 07,0107 '} et {oa 07yt ooy} C/x est squelettique mais pas
isomorphe au squelette de C[X71].

Le dernier cas d’étude est celui du drapeau suisse, c’est le plus intéressant puisqu’il
implique la catégorie fondamentale d’un espace ordonné qui représente un programme
PV, montrant ainsi que le théoréme V.0.27 peut étre mis en défaut sur des exemples
“concrets”. Posons donc X pour désigner ’espace ordonné du drapeau suisse dirigé,
C= 7?1()_()) et X la collection de tous les morphismes inversibles au sens de Yoneda de C.
Notons d’ores et déja que ¥ ne satisfait que les 1°% et 3¢™€ points de la définition IV.3.5.
Sur la figure de droite on a représenté le |pg ‘
drapeau suisse dirigé partitionné en trois

Y-composantes respectivement notées A := Oy
0,1 x [0,1], C:=[2,1] xE,l] et C tout le

5 5 5

reste de l’espace ordonné X. On peut déja
remarquer que la Y-composante B “encercle”
le trou de X. Les élégents de X sont alors
les morphismes de 7 (X ) dont les extrémités
sont dans la méme Y-composante. On note
en particulier que ces morphiimes représen-

tent des chemins dirigés sur X dont 'image
est incluse dans une seule - compg§ante, il
en résulte que X est pure dans 7 (X).

B
Effectuons quelques calculs. Tout d’abord on montre que dans C/x on a (f', 03, f) ~

1

(¢',04,9). La relation ~! est décrite dans la proposition IV.1.3 et on note (~,, ~,,) la

congruence généralisée engendrée par ¥. On a déja (f) ~,, (g9) en effet

(f) ~ (i), f)

a309) ~' (02,9)
02,9) ~! (idtgt(g)ag)

(
(o1, f)
(010 f)=(0209) voir la figure ci-dessus
(
(
(idtgt(g)ag) ~1 (g)

De la méme fagon on montre que (f’) ~,, (¢’). Puis

(03) ~ (ZdSTC(Us))
(idsre(og)) ~' (01) car sre(os) = sre(oy)
(1) ~! (Zdt t(O'l))
(idtgt(a ) ~! (09) car tgt(o1) = tgt(os)
(02) ~ (st 0(02))
(idsre(os)) ~ Y (o4) car src(oq) = sre(oy)

donc (03) ~,, (05) et puisque (~,, ~,,) est une congruence généralisée on a (f', 03, f) ~*
(¢',04,9). Donc C/x[A, C] est un singleton. De maniére analogue on vérifie que C/x[A, B|
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et C/x[B, C] sont également des singletons. D’ot la conclusion
C/s est la catégorie libre engendrée par 4 —= B ——(

Par ailleurs, il est facile de voir que le squelette de C[X~!] posséde des boucles et ne peut
donc pas étre isomorphe & C/x. Pour étre précis, le squelette de C[~7!] est la catégorie
B

engendrée par A —— B — > ¢ avec BofBt=p"1oB=1idg.

671

La preuve du théoréme V.0.27 pourra paraitre assez compliquée pour un résultat qui
semble trés naturel. Les trois contre-exemples exposés précédemment ont pour but de
faire ressortir les difficultés que ce théoréme dissmule et de convaincre le lecteur que les
étapes parfois laborieuses de la preuve ci-dessous sont probablement inévitables. Notons
tout d’abord que d’aprés la proposition V.0.30, on ne peut pas espérer généraliser le
théoréme V.0.27 & n’importe quelle catégorie géométrique C. En effet, il suffit pour mettre
cette généralisation en défaut de considérer un groupoide qui ne soit pas un préordre. En
particulier n’importe quel groupe non trivial fournit un contre-exemple.

En vertu de la remarque IV.2.7, si C[z,y] N ¥ # (), alors C[x,y] est un singleton. On

notera alors = —== Y pour désigner le seul morphisme de C de x vers y sachant que c’est
un élément du systéme de morphismes Yoneda inversibles Y.

V.1 PREMIERE REDUCTION DU PROBLEME

Veérifions tout d’abord qu’avec la notion d’équivalence fibrée introduite dans la proposition
A.3.5, les conclusions du théoréme V.0.27 se reformulent en une phrase :

Ps, est une équivalence fibrée

Si les conclusions du théoréme V.0.27 sont satisfaites, alors Ps est en particulier une
équivalence de catégories et puisque Py o Jy = Idc/,, c’est une équivalence fibrée. Ré-
ciproquement, si Py est une équivalence fibrée, alors la proposition A.3.5 nous donne Jy;
et la proposition A.3.9 affirme que Pk est une équivalence de catégorie. On a donc réduit
le probléme & prouver que Ps est une équivalence fibrée, c’est-a-dire que 'image de Ps
est C/y, ce qui découle immédiatement de la construction de P, et que | Py est fidéle|.
C’est ce dernier point qui va nous occuper pour le reste de cette partie.

V.2 UNE AUTRE DESCRIPTION DE C/y, ET DE ~

A partir de maintenant, C désigne une petite catégorie sans boucle tandis que ¥ est un
systéme de Yoneda sur C; par ailleurs, le couple (~,, ~,,) est la congruence généralisée
décrite dans la proposition IV.1.3.

La premiére étape de la preuve consiste a donner une construction alternative de C/x et
de ~, la congruence généralisée engendrée par 3. Cette “reformulation” est un premier
pas vers une caractérisation “manipulable” des suites Y-composables (proposition IV.1.3)
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qui sont ~,,-équivalentes. Pour prouver que la présentation que I’on va proposer décrit
la catégorie C /5, on aura besoin du fait que C est sans boucle et que X est un systéme de
morphismes Yoneda inversibles.

On introduit quelques nouvelles notations

V.2.1 DEFINITION
Etant donnée une suite 3-composable (v, ...,70) ayant au moins un terme et dont aucun
élément n’est dans 32, c’est-a-dire une suite >-composable normalisée, on écrit

1
(7717 ooy Vet 1s Vhy Vh—1, "'VO)NIm(Vna oy Vh+1s /YI{;:? V-1, 70)

lorsqu’il existe un indice k£ dans {0, ...,n} et un morphisme v, de C tels que le diagramme
27 commute,

Tk Py A by
x y yVy x Y y V'
T A x Y yAa x Yy
Y T b k41
Diagramme 27 Diagramme 28

ot bien (Y, o, Vis2: Ve 15 Vs Vio1s -+ Y0)~m (Vi > Vit 2: Ve 19Vt Vo1, ---» Vo) Jorsqu’il ex-
iste un indice £ dans {0, ...,n — 1} tel que t(vx) = s(7x+1). Les notations x Az’ et y V ¢/
font référence au théoréme IV.3.24. Notons déja que la pureté de > dans C et sa stabilité
par composition font que dans le premier cas comme dans le second, si I'une des deux
suites se trouvant de part et d’autre de ~/ in est Y-composable normalisée, alors ’autre
I’est également.

On note alors ~/,, la congruence engendrée par ~/ }n sur I’ensemble des suites Y-composables
normalisées, c’est-a-dire qu’étant données deux telles suites, par exemple 7, et Yy, on
note 75~ yn Si et seulement s’il existe une suite de suites Y-composables normalisées
N0otée (Fg, - T» - 7n) telle que pour tout indice K de {0,..., N —1}, on a7, ~'} 7.
Une telle suite (7, ..., 7., .-, V) st appelée suite de ~' ;—transformations. Etant donnée

ﬁ
une suite Y-composable % dont au moins un élément n’est pas dans X, on note 7' la
sous-suite de 7 obtenue en ne gardant que les éléments de 3 qui ne sont pas dans ..

V.2.2 LEMME -
Soient @@ et 3 deux suites Y-composables qui possédent au moins un élément qui n’est
pas dans Y, alors les assertions suivantes sont satisfaites :

ﬁ
1. la suite o' est Y-composable normalisée;

— ~
2. 0ona o ~y a;

. =

— — — - =
1
3.si 9 ~L & alors ¥/~ & ouy =&

et enfin
— —
4. si 4/~ 6 alors 7 o~ 6.

— — —
. . —_— . .
En particulier on a & ~,, (3 si et seulement si o/~/,, 3.
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V.2.3 REMARQUE

Si @ et 3 sont deux suites X-composables ~,,-équivalentes dont ’'une posséde un élément
qui n’est pas dans Y, alors 'autre posséde également un élément qui n’est pas dans X
car une suite Y-composable 7 est ~,,-équivalente & une suite ayant pour seul élément
une identité si et seulement si tous ses élément sont dans Y. Une récurrence trés simple
permet en effet de vérifier que si tous les éléments de 3 sont dans ¥ et que 7 ~,, g),
alors tous les éléments de o sont également dans Y : il faut traiter tous les cas possibles
qu’offre la relation ~! . Supposons que ’on ait une transformation (..., Vx11 © Yk, -..) ~p,
(ceos Va1, Vis o), alors :

1. si on suppose que la composée 7,41 © Y, appartient a X, c’est-a-dire que 7 est
le membre de gauche, alors par pureté de ¥ dans C, les morphismes vi1 et v

ﬁ
appartiennent & Y et donc tous les éléments de o , le membre de droite, sont encore
dans ¥,

2. si on suppose que vy41 et 7y, appartiennent a ¥, c’est-a-dire que 7 est le membre
de droite, alors puisque X est stable par composition, le morphisme ;.1 o 7y est

H
dans Y et donc tous les éléments de ¢ , le membre de gauche, sont encore dans X..

Enfin, le cas ot 'on effectue la transformation qui suit sous I’hypothése que ~, appartienne
a X est trivial.

(...,’yk, ) N11n (...,Z'ds(,yk), ) ou (...,"}/k, ) N%n (...,Z'dt(,yk), )

Donnons maintenant une démonstration du lemme V.2.2 :

PREUVE. Le premier point et le second sont faciles & vérifier, _t)out d’abord, puisque @
posséde au moins un élément qui n’est pas dans Y, la suite o n’est pas vide. Il faut
encore vérifier que o est Y-composable. Pour ce faire, notons que le fait de supprimer
un élément de @ qui appartient & ¥ revient & effectuer plusieurs transformations ~?,
Plus précisément supposons que «ay appartient a >, comme le suggére la commutativité
du diagramme 28 ou le carré commutatif central provient du théoréme 1V.3.24, on a
Qg ~m 1g(ey,, ;). D’out il vient

(cooy Qpg1, gy o)~ (oo Qg1 Wy, )y o) ~L (g o ids(as)s o) ~L o ag, )

H
En conclusion o' est Y-composable puisque chaque transformation ~! préserve la -

—
10, , . , , — LN
composabilité. On a aussi prouvé dans la foulée que o ~,, o'. Passons au troisiéme

1

ﬁ
m 0. On a alors une disjonction de cas en

point. Supposons tout d’abord que 7 ~
H

fonction de la nature de la transformation ~! qui permet de passer de ~ & 6. Supposons
que l'on ait

— —

B (Vhr1, W) - o N71n B (Yhr1 o) - o

ﬁ

oll I'un des deux membres est 7 et Pautre § . Sila composée ;.10 est dans 3, alors
la purete de by dans C implique que les deux morphismes ;1 et 7; sont encore dans 3 et

on a 7 = 5’ ﬁ’ a Si la composée ;41 07, n’est pas dans X, alors d’aprés la stabilité
par composition de X, au moins un des deux morphlsmes al3s! et by 0 ‘est pas dans . Si

aucun des deux n’y est, alors I'une des deux suites 7 et 5’ est ﬁ (Va1 Ye) - o tandis
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V.3.1

— — = o el .
que l'autre est 3" - (k11 07%) - @ et on a bien v'~/ ¢ d’apreés la définition V.2.1. Sl un
seul des deux morphlsmes disons 7y, n est pas dans X, alors I'une des deux su1tes fy et

3 est ﬁ’ (k) - o tandis que l'autre est ﬁ (Vw1 0 Vk) - o et on a bien Y N’l Fas apres
le diagramme 29 et la définition V.2.1. Supposons maintenant que I'on ait

— —
(o)~ 3-(id,) o
ﬁ
ol I'un des deux membres est 7 tandis que I'autre est 0, ou le morphisme o appartient
ﬁ
a Y et ol 2z est la source ou le but de X, alors 7/ = 5 = ﬁ' o Verlﬁons le quatriéme
— —
point : on suppose que 7' ~',, &' et on veut en déduire que 7 ~,, 5. 1l suffit pour cela de

constater que si le diagramme 30 est commutatif, alors (vx) ~,, (Jx) puis d’appliquer le
fait que ~ soit une congruence généralisée. []

Yk id
y—"s 2 =2V xLy—EyVy’

'Yk:eZT TZdz ET TE

=T NYy—>r——>2 N Y
yidz Vk4+1°Vk l‘/\l‘z x Ok Yy

Diagramme 29 Diagramme 30

V.3 QUELQUES RESULTATS A PROPOS DE C[¥7}]

Dans cette section, on profite du fait que X, d’aprés la remarque 1V.3.6, admette un calcul
de fractions a droite pour adopter la description de C[X7!] donnée par la proposition
IV.3.3. On rappelle en particulier que la collection des objets de C[X7!] est celle de C.

LEMME

Soit un morphisme f appartenant & C[z,y] et un objet z de C tels que y ~, z et C[z, 2]
ne soit pas vide. Il existe alors un unique morphisme f’ appartenant a C[z,y A z| tel que
le diagramme 31 commute.

€ex 01€EX
x—f>y :p—f>yi>y\/z {L‘—f>’y—l>’y\/2’
% o2€Y o2€X
fl
yAz z g z
Diagramme 31 Diagramme 32 Diagramme 33

PREUVE. On a le diagramme 32 et puisque par hypothése ’ensemble C[x, z] n’est pas
vide et qu’en tant qu’élément de X, o5 est un morphisme de Yoneda, il existe un unique
morphisme g appartenant a C[z, z] et faisant commuter le diagramme 33. Or d’aprés
le théoréeme 1V.3.24, le diagramme 34 est un produit fibré. Donc il existe un unique
morphisme f’ appartenant a C[z, y A z] tel que le diagramme 35 commute, d’ou le résultat.
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yV
"74
yVz Yy
Y
f

2/4 ¥\2
P
Y z A b P
!/
N AN
YNz T zVT
Diagramme 34 Diagramme 35 Diagramme 36

Au renversement du sens des fléches prés, on montre de la méme maniére le lemme
suivant :

V.3.2 LEMME
Soit, un morphisme f appartenant C[x,y] et un objet z de C tel que = ~, z et C[z,y| ne
soit pas vide. Il existe alors un unique morphisme f" appartenant a C[z V z,y] qui fasse
commuter le diagramme 36.

A partir de maintenant et pour le reste de cet article, ~, , désigne la relation d’équivalence
définie dans la proposition 1V.3.3.

V.3.3 LEMME
Soit z et y deux objets de C[X7!] tels que C[X ][z, y] ne soit pas vide, alors :

1. il existe un morphisme o de ¥ tel que C[s(o),y| ne soit pas vide et (o) = z,

2. pour tout morphisme o appartenant a X tel que C[s(o), y] ne soit pas vide et (o) =
x, 'application 3 est une bijection,

3. il existe un morphisme o appartenant a ¥ tel que C[x,t(c)] ne soit pas vide et
s(o) = v,

4. pour tout o appartenant & ¥ tel que Clx,t(o)] ne soit pas vide et s(o) = y,
I’application 4 est une bijection.

Cls(0), y] —=C[E7"[z, y] Clz, t(0)] —=C[E] [z, 4]
fr—"—1(/0) f———(0.f)
Application 3 Application 4

PREUVE. Le premier point n’est que la formulation déployée de I’hypothése qui affirme
que Pensemble C[X7![x,y] n’est pas vide. Voyons maintenant le deuxiéme point. On
pose u := s(o), supposons que le diagramme 37 commute, comme o est un morphisme
de Yoneda, c’est en particulier un monomorphisme de C (d’aprés la propriété 1V.2.10)
donc 71 = 75 et, par le méme argument, 7; est aussi un monomorphisme et donc f = g.
L’application est donc injective, vérifions qu’elle est aussi surjective : supposons que
(g,7) appartienne a C[X!][x,y] et posons v := s(7). En particulier, o et 7 forment un
Y-zigzag entre u et v, autrement dit on a = ~, y avec les notations de la proposition
IV.1.3. Puisque par hypothése, I’ensemble Clu,y| n’est pas vide, on applique le lemme
V.3.2 dont on tire I'existence d’un unique morphisme f” de Clu V v,y] tel que le triangle
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du diagramme 38 commute. Quant & la commutativité des triangles et du
méme diagramme, elle nous est donnée par la proposition IV.2.11 et la remarque IV.2.7.

Ainsi le diagramme 38 est-il commutatif et donc, en posant f := f’ o U=y Vv , on
a (g,7) ~ay (f,0) d’ou la surjectivité de I'application décrite dans I’enoncé du lemme
V.3.3. Le troisiéme et le quatriéme point se démontrent de fagon duale. []

Y Y ! uVou
/ \ / / X
TIED T2EL /
U <Covrvmimmmmneeiens t .......................... > U Vs 2 ............ u /\ Y e 2 ................... > U
\ / \ /
X X
Diagramme 37 Diagramme 38

V.4 PREUVE DE THEOREME 13

Cette section est entiérement dévolue aux preuves de résultats techniques qui ménent a
celle du théoréme V.0.27 c’est-a-dire, compte tenu de la section V.2, a la preuve de la
fidélité de Ps. Tout au long de cette section, on fera une utilisation abondante du fait
que ¥ est un systéme de morphismes Yoneda inversibles en invoquant le 2°™¢ point de la
définition IV.3.5. En fait, chaque fois que I'on évoquera un produit fibré ou une somme
amalgamée sans préciser pour quelle raison celui ou celle-ci existe, c’est a ’argument
précédent qu’il faudra se référer. De méme, ’emploi des symboles A et V fait toujours
référence au théoréme I1V.3.24.

V.4.1 LEMME
Etant donnés quatre morphismes f, f’, g et ¢’ appartenant respectivement a C[z,y],
Cle',y], Cly,z] et Cly',2']. Six ~, 2/, y ~, Y, 2 ~, 2 et si les diagrammes 39 et 40
commutent, alors il en va de méme de diagramme 41.

/ ) / 9 ) , gof ) ,
r—=Y—=yVy Yy——=2—>2Vz r——=2z—=2z2Vz
ET (B =/ D ET D
/ ! / !/ / / / / /
TNT G y/\y2—>y—>g, z TNT =Y w2
Diagramme 39 Diagramme 40 Diagramme 41

PREUVE. D’aprés le diagramme 39 et puisqu’en vertu du théoréme IV.3.24 le diagramme
43 est un produit fibré, il existe un unique morphisme f” appartenant a Clz A 2’y A /|
faisant commuter le diagramme 42. Par ailleurs d’aprés le diagramme 40 et puisqu’en
vertu du théoréme IV.3.24 le diagramme 44 est aussi une somme amalgamée, il existe
un unique morphisme ¢g” dans C[y V ¢/, z V 2/] faisant commuter le diagramme 44, d’ou le
résultat attendu. [J

. Y- y Ly ;
Vf” E/ \2 E/ \2 E/ \2 guﬁ
s Ay ——=y Ay yvy  yny yVvVy  ynNy yVvVy —— v 2

N A N A N A A

7’ #) 2

Diagramme 42 Diagramme 43 Diagramme 44

g
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V.4.2

V.4.3

LEMME

Soient deux morphismes f et f’ appartenant respectivement a C|x,y] et a Cl2’,y'] ou z,
2, y et y sont des objets de C tels que x ~, ' et y ~, ¢/, alors le diagramme 45 est
commutatif si et seulement s’il existe deux objets z” et y” de C tels que les ensembles
Y[a" x], B[z", '], L[y, y"] et X[y, y”] ne soient pas vide et que le diagramme 46 commute.

/ ) / by
L —— Y >.y\/y/ T ——1Y >y//
A A A A
DF D> 2 5>
o d Mo N
TNANT 5> I T T
Diagramme 45 Diagramme 46

PREUVE. Supposons 'existence de z” et de y” qui fassent commuter le diagramme 46,
d’aprés le théoréme 1V.3.24 et la remarque IV.2.7 on a le diagramme 47 dans lequel
les triangles en pointillés ainsi que, par hypothése, le contour extérieur, commutent.

De plus, gz - %opAa et yVy . y” sont, en tant que morphismes de Yoneda et
d’aprés propriété 1V.2.10, des bimorphismes et donc le rectangle intérieur du diagramme
47 commute également. [J

Doy
4%_ _f> Y § YV ylz %» —f> Y oo b A y/ ...... >E yV y/ v, y’/
25 /\ .T,Z; x T> y/ T //\\ 7! e - %,\/ —f— y’ ........... > y’ \/ y/’
Rl ! £ =
" A1 A 2! E> N A S > ! T y//
Diagramme 47 Diagramme 48
LEMME

Etant donnés trois morphismes f, f’ et f” appartenant respectivement a C[z,y|, C[z’, v/
et Clz”,y"] ou x, o, ", y, v’ et y” sont des objets de C tels que x ~, =/, 2’ ~, 2", y ~, i
et vy ~, y"; si les diagrammes 49 et 50 commutent, alors il en va de méme du diagramme
ol.

/ by / , ! r X " / b)) "
T——=Y—=yVy Py —=y'Vy rT——=Y—=yVy
o] R R E

! / / ! " " " " " "

a:/\a:z—>:c —>f/ VAN SRR —>f// AN 5T —>f,,

Diagramme 49 Diagramme 50 Diagramme 51

PREUVE. Dans le diagramme 48, les rectangles et commutent par hypothése.
L’existence des contours des rectangles commutatifs et de ce méme diagramme
nous est donnée par le théoréme IV.3.24. Notons que la commutativité de ces deux
rectangles est aussi un conséquence immédiate de la remarque IV.2.7. On conclue en
appliquant le lemme V.4.2 au contour extérieur du diagramme 48. []

On en vient maintenant a I'un des points les plus techniques de cette section, bien que les
idées contenues dans le résultat suivant demeurent simples et, sur un exemple “concret”,
assez faciles a visualiser.
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V.4.4 LEMME (D’INTERPOLATION)
Soient x,y, xq, ..., Tn, Yo, ---, Yn des objets de C. Si toutes les assertions ci-dessous & gauche
sont satisfaites, alors il existe des objets 21, ..., 2, de C tels que les assertions ci-dessous a
droite le soient également.
1. .Tgy,xNO.ﬁUo, Yn ~o Y,
l.zCx C...C2, Cyet
2. Vk e {1,...,n}, yp_1 ~o T,
2. Vk e {1,...,n}, zp ~o xp
3. Vk € {0,....,n}, zx C yp,
Graphiquement, si

A~
A~

alors il existe des objets z1, ..., z, de C tels que

C C C
[L‘O %yo [L‘Q %yQ 1‘4 ...... xnfl —_>yn71
¢ ! ! ! ! ¢ !
r—L—>21—LC>2—LC>23——L—>24 Zn—1 —E—2p —C—Y
! ! ! ! ! !
!
X ? 1 €3 —E> Ys e Yn—2 T —E> Yn

ol ~~ est mis pour ~, et z C y signifie que I’ensemble C[z, y| n’est pas vide.

PREUVE. Tout d’abord on choisit pour chaque indice k£ dans {0,...,n} un morphisme
f1 appartenant a C|xy,yx]. On pose alors ag := x A g et ax := yr_1 A x;, pour chaque
indice k appartenant a {1,...,n}. Puis on note oy 'unique élément de X[ag, x¢] et oy
I'unique élément de Y[ay, x| pour tout indice k de {1,...,n}. On note enfin g, := f; o oy,
pour tout indice k appartenant a {0,...,n}. On construit alors récursivement les sommes

amalgamées @, , , ...,|n] comme indiqué ci-dessous.

i i i i / /
vt Seah ool ey g S, el
of 1] f= |
aOTyO

ie 3
alTyl by

1\2 ¥ In-1] >

(g ——> 12 >
ie
Q3Ty3

Ap— _
"lm)yT
b

Ay ———=UYn
gn

Puis, comme on a z;,, ~, y, on peut construire récursivement les produits fibrés

@/, /, I, /, [n] comme indiqué ci-dessous & gauche auxquels on ajoute le produit
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fibré ci-dessous a droite, qui nous est donné par le théoréme IV.3.24.

" " " " 1"
1

0 2 -1 Y
20 21 29 23 e 1t = ANy T ANY——Y
., -/ -/ ./ @/
/ / / / / / / /
LTy —= XLy —>= Tz oo L1 77> Ty == Tyt Tpp1 5" Tp1 VY
fo 1 f3 1 In

On “compose” alors ces produits fibrés pour finalement obtenir le produit fibré indiqué

par le diagramme 52. Par ailleurs, puisque ¥ s @, .1 Vy est un morphisme de Yoneda

et que par hypothése I’ensemble C[z,y| n’est pas vide, il existe un unique morphisme g
dans Clz, y] tel que le diagramme 53 soit commutatif.

filo..oflf , )
% Ay ———=Y v
Y
Y ‘/2 lE
/ / / /
x—>f/o o Tpp1 —5 > Tpia VY x—>f/o o7 Ty —5> Tpia VY
Diagramme 52 Diagramme 53

On peut alors appliquer la propriété universelle du produit fibré pour obtenir un unique
morphisme h appartenant a C[x, 2] tel que le diagramme qui suit commute.

g

h\ filo..oflf

/ Y
20 — Thpiq A Yy ——-Y
idg
P P
T x! x NV
flo...of! n+1 ) n+1

On a en particulier x C zy C = ce qui implique, puisque C est sans boucle, que h = id,.
Il vient finalement

X £o ? fi ? 15 23) e n—1 I l‘;H_l/\y b)) y
T ) Ty o e Ty T, Tt
Yo U Ya o e Yn—2 Yn—1 Yn,
al a2 a3 ...... a’n—l an a’n-l—l

et 21, ..., 2z, nous donne la suite recherchée. []
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V.4.5

V.4.6

LEMME (DE TRANSLATION)

Soient un morphisme f appartenant a C|x, y] et deux objets 2’ et 3/ de C tels que ' ~, x,
y' ~, y et 'ensemble C[z’,y'] ne soit pas vide. Il existe alors un unique morphisme f’
dans C[z’, '] tel que le diagramme 54 commute.

r—L sy Syvy yVy
ET TZ / TE /E\
/ / / / / / / /
T N\x S x 7 Yy x/\x—>f1 Yy x/\x—>2 x—>f,
Diagramme 54 Diagramme 55 Diagramme 56
PREUVE.
Posons fy la composée des trois morphismes z A 2/ X o ! jp— y Vy' . Puisque

y—2>y\/y’ est un morphisme de Yoneda, il existe un unique morphisme f; dans

Clz A ,y/] tel que le diagramme 55 commute. Puis, comme z A 2/ — 2/ est égale-
ment un morphisme de Yoneda, il existe un unique morphisme f” dans C[z’, ¢'] tel que le
diagramme 56 commute. []

LEMME (DE RECOLLEMENT)

Etant donnée une suite Y-composable (fy,..., fo) dont chaque terme f;, appartient &
Clxr, yx] et deux objets = et y de C tels que, x ~, =g, ¥y ~, yn et I'ensemble C[z,y]
ne soit pas vide; alors il existe une suite composable (g,, ..., go) telle que s(gy) = =,
t(gn) = y et pour chaque indice k de {0,...,n}, le morphisme g, appartient a C|zy, z11]
ol z; et 2,1 sont des objets de C tels que . ~, 2k, Yp ~o 2ry1 et le diagramme 57
commute.

Tk ) fo p) Ik )y
T ———— Yk —> Y V Zk41 To———Yo—=—=>Y VY T ——— Yk —= Yy V Y},
E] ]E ET TZ ZT TE
T N\ 2 — Rk ———> Zk+1 ToNT —>2T —Y :Ek/\xz‘—>;p;€—/>y;€
s 9k s 90 D 1l
Diagramme 57 Diagramme 58 Diagramme 59

De plus, si (g,,, ..., g5) est une autre telle suite composable, alors g/, ©...0 gy = ¢, © ... © go.
Toute suite (gy, ..., go) qui satisfait les conclusions de ce lemme est appelé un recollement

de (fn, .- fo)-

PREUVE. On applique le lemme d’interpolation (V.4.4). On obtient une suite 21, ..., z,
d’objets de C telle que pour tout indice k appartenant & {1,...,n}, zx ~, zx et x C
z1 E ... C 2z, E y. On prolonge cette suite en posant zy := z et z,,1 := y. On
applique alors pour chaque indice k£ de {0,...,n+ 1} le lemme de translation (V.4.5) a f;
entre zp ~, Tr €t 211 ~o Tri1 ~o Yr POUr obtenir un morphisme g de C[zy, zx.1]- La
suite composable (g,,...,go) a les propriétés annoncées dans la conclusion. Par ailleurs,
supposons que (g, ..., g,) soit une autre suite composable satisfaisant les conclusions du
lemme, on prouve que g, ©...0 g} = g, © ... © gp en appliquant récursivement le lemme

vV4l. O
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V.4.7

V.4.8

COROLLAIRE

Etant donnée une suite X-composable (f,, ..., fo) dont chacun des termes f; appartient &
Clzk, yx] et deux objets x et y de C tels que y ~, ¥y, T ~, o et I’ensemble Clz, y] ne soit
pas vide, on peut alors, d’aprés le lemme V.4.6, définir Val, ,(fn, ..., fo) := gn 0 ... 0 go ol
la suite (gy, ..., go) est un recollement de (f,, ..., fo). De plus,

1. sty = t(fn), z = s(fo) et (fn,..., fo) est composable, alors Val, ,(fn,.... fo) :=
fno...ofo,

2. si n = 0, c’est-a-dire que la suite (f,, ..., fo) est réduite & (fy), alors Val, ,(fo) est
I'unique morphisme g telle que le diagramme 58 commute,

3. si x ~, y, alors Val, ,(fn, ..., fo) appartient & X[z, y| et enfin

4. sila suite (f,, ..., fo) est normalisée et que ? est une suite de morphismes de C telle
- —
que (fu, ..., fo)~'% & , alors Valyy(fn, - fo) = Valy ,(9).

PREUVE. La définition de Val, ,(fn, ..., fo) est directement due au fait que la composée
Gn © ... 0 go ne dépend pas du recollement de f,,..., fo. Le premier point est immédiat
puisque si on suppose les hypothéses qu’il propose, on peut prendre g, := f,, ..., 90 := fo
comme recollement de (f,,..., fo). Le deuxiéme point découle directement du lemme
de translation (V.4.5). Le troisiéme point est di au théoréme IV.3.24 (qui montre que
I'un des morphismes de C[z,y| appartient a X) et & la remarque IV.2.7. Vérifions le
quatriéme point, puisque (f,, ..., fo)w’,lng), d’aprés la définition de N’,ln (V.2.1), on peut
avoir 0 —= (fuy s Jkw1 © fry -y fo), mais dans ce cas, d’aprés le lemme V.4.1, la suite
(Gny -, Gk+1 © Gk, -, go) est un recollement de la suite (fy,..., frr1 © fx, .., fo) et donc
Valy,(fn, -, fk+1_o> frr s fo) =gno..o(gryr10gr) 0...0go = Valy y(fn, .., fo). On peut
également avoir 0 = (fn, ..., fex1, fos fr—1, -, fo) o fi est un morphisme de C[z},y,]
tel que le diagramme 59 commute. Mais alors par définition du recollement (g, ..., go)
de (fn,-.-, fo), le diagramme 60 est aussi commutatif. Puis d’aprés le lemme V.4.3, le
diagramme 61 commute également.

fr 5 i > f )
T —— Y —=Yg V Zkt1 x’—)g’—>y'\/zk+1 l‘—>y—>y\/y’
ET Tz ZT Tz ET 1o
/ / / !
{L‘k/\Z]gz—>szzk+1 xAZkZT)ZkTZk-H T N\x E_>l‘7>
Diagramme 60 Diagramme 61 Diagramme 62

La suite (gy, ..., go) est donc aussi un recollement de la suite (f,, ..., fxt1, frs fi—1s s f0)
et donc

Valx,y(fTh ceey fk+17 flé? fk*l; ceey fO) = gn ©...0 gO = Valmv?/(f”’ Tt fO) |:|
On peut enfin conclure par le théoréme suivant:

THEOREME (FIDELITE DE F;)
Etant donnés une catégorie sans boucle C, un systéme de Yoneda de C noté 3, f € C[z, ]
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V.4.9

et ffeC'l2',y],ona

( T ~, xl
et
Y ~o y,
(f) ~m (f) si et seulement si ety By
et = O TE
T A :LJ by "L‘I f! yl
\

PREUVE. On étudie d’abord le cas ou = = 2’ et y = 3/. Deux cas se présentent alors:
1% cas, f € X ou f' € ¥ : d’aprés la remarque IV.2.7 on a f = f'.

2°me cas, f € YN et f/ €Y : donc (f) et (f') sont deux suites Y-composables normalisées
telles que (f) ~,, ('), d’aprés le lemme V.2.2; il existe une suite de suites X-composables
normalisées notée (7, ..., 7., ---, 7~ ) telle que pour tout indice K appartenant a {0, ..., N —
1} on a7y, ~b Ve 70 = (f) et 7y = (f). Mais alors d’aprés le corollaire V.4.7 on a
pour tout indice K appartenant & {0, ..., N — 1} Val, ,(7.) = Val, ,(V,c.,), Valy(7;) =
Val,,(f) = f et Val,,(7y) = Val,,(f") = f/, dou f = f.

Passons maintenant au cas général, puisque (f) ~,, (f’) on a en particulier x ~, 2’ et
Yy ~o 3y (puisque (~,,~,,) est une congruence généralisée) et f' € Clz’,y'] # 0 donc
d’aprés le lemme V.4.5 de translation, il existe un unique morphisme g appartenant a
Clz', '] tel que le diagramme

et oy % vy
> Tz

/
A e A

commute, ce dont on peut déduire d’aprés le lemme V.2.2 que (f) ~,, (g) et donc par
transitivité de ~,,, que (f’) ~,, (¢). En appliquant le 1°" cas, on a f'=¢. B

COROLLAIRE
Avec les notations des théorémes V.0.27 et V.4.8, le foncteur Ps est fidéle.

PREUVE. Soient z,y deux objets de C[X7!] tels que C[X7 Y[z, y] # 0, d’aprés le lemme
V.3.3, 3o € X tel que tout élément de C[X!] (qui est une ~, ,-classe d’équivalence d’aprés
la proposition IV.3.3) posséde un unique représentant de la forme (f, o) ou f € Clu, y] et
u = src(o).

Soient donc f, f' € C[u,y} tels que Ps(f,0) = Ps(f’,0) c’est-a-dire (f) ~,, (f'). D’aprés
les théorémes V.4.8 et 1V.3.24, on a le diagramme commutatif ci-dessous:

Yy——=yV

y=y
Tidy
y

idy Iz



V.4.10

c'est-a-dire f = f’ et donc (f,0) = (f’,0), d’ou la fidélité de Ps,. W
Avec la preuve du corollaire V.4.9 s’achéve celle du théoréme V.0.27 énoncé au début
de ce chapitre.

COROLLAIRE (NATURE DU QUOTIENT C/y)

Si C est une catégorie sans boucle et X un systéme de Yoneda sur C, alors la catégorie
quotient C/y est sans boucle. Par ailleurs, si la catégorie C est un ensemble ordonné, c’est-
a~dire que C est sans boucle et que quels que soient les objets x et y de C, ’ensemble C[z, y|
contient au plus un élément, alors C/y; est aussi un ensemble ordonné. En particulier, la
catégorie de composantes d'une catégorie sans boucle est elle-méme sans boucle et celle
d’un ensemble ordonné est un ensemble ordonné.

PREUVE. Soit o un morphisme de C/5x, admettant un retour, il existe donc un morphisme
B de C /5 tel que foa soit un endomorphisme de C/5. Compte tenu de la construction de la
catégorie C /5, explicitée dans les définitions A.4.1, A.4.4 et la proposition IV.1.3, il existe
deux suites Y-composables (f,,..., fo) et (gp,...,g0) dont les ~,,-classes d’équivalence
sont respectivement « et (, en outre, la suite (gp, ..., 9o, fn,---,fo) est également X-
composable et la source de f; est dans la méme ¥-composante que la cible de g,. En
application du théoréme IV.3.24, on pose = := s(fo) A t(gy), v := s(fo) V t(gp,) et on sait,
d’aprés la remarque IV.2.7 et le fait que tous les éléments de X soient des morphismes de
Yoneda de C, que I’ensemble C|x,y] est réduit a un singleton dont I'unique élément est
noté o. D’apres le corollaire V.4.7, on a alors

Vala:,y(gpa s 7907fn7 .- '7f0) =0,

ce qui signifie que §o « est une identité de C/x. Puis, d’aprés la remarque V.2.3, tous les
membres de la suite (g, . .., 9o, fn - - -, fo) appartiennent a ¥, ce qui signifie en particulier
que « et (3 sont des identités de C/x qui est donc sans boucle.

Supposons maintenant que C soit un ensemble ordonné dont x et y sont deux objets.
Supposons qu’il existe deux objets u et u' de C tels que les ensembles Clu,y], Clu',y],
Y[z, u] et X[z, u'] ne soient pas vides : considérons alors quatre morphismes f, f’, o et
o’ appartenant respectivement & chacun des quatre ensembles précédemment cités. Le
théoréme 1V.3.24 et le fait que tous les ensembles de morphismes de C d’un objet vers un
autre contiennent au plus un élément nous donne deux morphismes 7 et 7" appartenant
respectivement a L[u A v/, u] et & Xu A v/, u'] tels que le diagramme 19 commute. On
a ainsi montré, au vu de la description de C[X~!] donnée par la proposition I1V.3.3, que
I’ensemble C[¥7!] contient au plus un élément. Puis, si a et b sont deux objets de C/x,
on sait, d’aprés le théoréme V.4.9, qu'il existe deux objets = et y de C[X7!] tels que
Ps(xz) = a et Ps(y) = b; et puisque d’aprés le lemme V.4.8, le foncteur Py est fidéle,
Pensemble C/x[x, y] contient au plus un élément. [

En particulier, si C est une catégorie sans boucle, C et C/x, sont toutes les deux squelet-
tiques et donc ne peuvent étre équivalentes que si elles sont isomorphes. La catégorie
fondamentale du carré dirigé a 2% objets tandis que sa catégorie des composantes n’en
posséde que 4 : elles ne sont donc pas équivalentes. L’exemple précédent met en lumiére
le fait que I’on ne peut pas espérer avoir un résultat d’équivalence entre C et C/s.
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V.5.1

V.5.2

V.5 COMPLEMENTS DU THEOREME 13

Les résultats qui suivent sont ciblés sur les propriétés de préservation et de réflexion du
foncteur Iy,. Notons spécialement que la conjecture V.5.3 permet d’inférer presque tous
les résultats proposés a partir du théoréme V.0.27. Hormis le lemme V.5.10, tous peuvent
cependant étre prouvés sans y avoir recours mais au prix de quelques détours techniques
assez fastidieux. Enfin, 'outil d’analyse statique développé par Eric Goubault réalise
la représentation dont le lemme V.5.3 affirme ’existence dans tous les cas pratiques, ce
qui laisse supposer que, méme si la conjecture V.5.3 est mise en défaut, ce doit étre en
considérant des situations “pathologiques”.

LEMME
Le foncteur Is, est fidéle.

PREUVE. D’aprés I'exercice 5.9.2 (1) p.248 de [9], il suffit pour cela que tous les éléments
de > soient des monomorphismes et que ¥ admette un calcul de fractions & gauche.
Puisque tous les éléments de X sont par la définition IV.3.5 des morphismes inversibles
au sens de Yoneda, on conclut donc grace a la propriété 1V.2.10 et la remarque 1V.3.6. B

LEMME
1. Le foncteur (Jx; induit une surjection de la collection des objets de C sur celle des

objets de C/X.
2. (a) Pour tout objet y de C et tout objet z’ de C/yx tels que C/s[z’,y'] # 0 (on
y' = Qx(y)), il existe un objet = de C tel que =’ := Qx(x) et Clx,y] # 0.
(b) Pour tout objet = de C et tout objet 3" de C/x tels que C/s[z',y’] # 0 (ou
2 = Qx(x)), il existe un objet y de C tel que y' := Qx(y) et Clx,y] # 0.

3. Quels que soient les objets x et y de C tels que C[z,y] n’est pas vide, I'application

Cle,y] —=C/s[Qs(x), Qs(v)]

fr——0x(/)

PREUVE. Le premier point est dil au fait que Qx, est un foncteur quotient (cf proposition
IV.1.4).

Montrons le premier alinéa du 2°™¢ point, supposons que Qx(y) = ' et que C/s[z’,y'] # 0
soit a tel que Qx(a) = 2/, comme Pk est plein et fidéle (cf théoréme V.0.27) I'application
f el Ya,y] — Ps(f) € C/s[r’,y'] est une bijection, en particulier C[~!][a,y] # 0.
On conclue alors en appliquant le 1°" point du lemme V.3.3 et en posant z := src(o).
Voyons maintenant le 3*™¢ point. Si C/x[z,y| # 0, alors le 2°™¢ point du lemme V.3.3
(avec o = id,) montre que I'application

C[ZL‘, y] —>C[271][l‘7 y]
fr———=1Ix(f)
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V.5.3

V.54

est une bijection et comme )y, = Ps, o Iy, et que I'application

CIE[a,y] —=C/s[@s(2), Qs (y)]

gi Px(9)

est une bijection, on a le résultat voulu. W

En fait, le lemme V.5.2 découle directement de la conjecture suivante

CONJECTURE
Il existe un représentant de Jx, dont I'image est incluse dans celle de Ix,. Autrement dit,
on peut supposer que

Va'y' € Cls C/sla! Y] # 0 = ClJs(2'), Jo(y)] # 0.

Formellement, Jy; est & valeurs dans C[X™!] mais Ob(C[X7']) = Ob(C).

Une preuve de ce résultat, si elle est possible, est trés certainement basée sur une appli-
cation fine de 'axiome du choix sous la forme du lemme de Zorn (qui lui est équivalent).
C’est en effet de cette maniére que ’on exhibe un représentant de nombreux objets dont
intuitivement I’existence ne fait aucun doute. L’obtention des bases des espaces vectoriels,
des clotures algébriques des anneaux commutatifs, des prolongements des formes linéaires
continues en analyse fonctionnelle (lemme de Hahn-Banach), des topologies compactes
sur les ensembles et bien siir des ordinaux cardinaux isomorphes aux ensembles sont au-
tant d’exemples d’application de cette méthode. Pour revenir au cas qui nous intéresse,
dans toutes les situations pratiques, la conjecture V.5.3 est trivialement vérifiée, de plus,
Martin Raussen a étudié en détail le cas de la dimension 2 dans [84]. Cette conjecture
peut-étre vue comme une généralisation du lemme d’interpolation V.4.4. Esquissons un
début de preuve. On pose Z la collection de toutes les sous-catégories de C/s, que 'on
peut représenter dans C. On prouve ensuite que si on a une famille croissante de représen-
tations, on obtient une représentation de la réunion et enfin, c’est 1a le point délicat, que
si un membre S différent de C/5, de Z admet une représentation, alors on peut trouver
un membre de Z strictement supérieur a S qui admet également une représentation. Le
lemme de Zorn permet alors d’affirmer que C/x, est un élément de Z.

LEMME

Le foncteur )y, préserve les morphismes inversibles au sens de Yoneda, c’est-a-dire que
si o est un morphisme inversible au sens de Yoneda de C, alors Qs (o) est un morphisme
inversible au sens de Yoneda de C/5..

PREUVE. Soit ¢ € C[z,y| un morphisme inversible au sens de Yoneda. Posons ¢’ :=
Qx(o) € C/s[2',y]. Soit 2’ tel que C/sly,2'] # 0 et f' € C/x[2’,2']. D’aprés le lemme
V.5.2, il existe z tel que Qx(z) = 2’ et Cly, z] # (). Puis, étant donné que o est inversible
au sens de Yoneda, il existe un unique morphisme g appartenant a Cly, z| tel que f = goo.
Donc f' = ¢ oo’ o ¢’ = Qx(g9) € C/s[y,Z]. En outre, un tel ¢’ est unique. En effet,
supposons que l'on ait g1, g5 € C/s[y, 2] deux morphismes tels que gj oo’ = gj oo’ = f'.
On a donc Qx(g1 00) = Qx(g1 00) = Qx(f) et donc, d’apres le 3¥™® point du lemme
V.5.2,0na g, 00 =g, 00 = f. Puisque o est inversible au sens de Yoneda, on a g; = ¢
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V.5.5

V.5.6

et donc ¢ = g5. On raisonne de méme dans le cas ou 2’ est tel que C/x[2/,2'] # (0. B

LEMME
Le foncteur s, préserve les co-égalisateurs, c’est-a-dire que si le diagramme

f
VR 7
a b——=c
N7
g

est un co-égalisateur dans C, alors I'image de ce diagramme par ()5, est un co-égalisateur
dans C/s.

f/
. X y' . . .
PREUVE. Le diagramme ¢’ Y —— ¢ est 'image par ()5, du co-égalisateur décrit
~_ 7

/

9
dans I’énoncé du lemme V.5.5. Soit ' € C/x[, 2] tel que h' o f" = h' o ¢’. D’aprés le
lemme V.5.2 il existe z tel que Qx(z) = 2’ et C[b, z] # (. Puis d’aprés le 3*™¢ point du
méme lemme, il existe un unique morphisme h appartenant a C[b, z] tel que Qx(h) = I'.
Mais comme on a un diagramme co-égalisateur, il existe un unique morphisme k ap-
partenant a C[c,z| tel que h = ko~. Donc on a b/ = k' o+ (oa k' := Qx(k)). Un
tel k' est unique, en effet, supposons que 'on ait &} oy = k} oy’ = R/, c’est-a-dire
Qx(ky o) = Qx(ky o) = Qx(h), alors d’aprés le 3*™ point du lemme V.5.2, on a
kio~y = kgo~y = h et donc, d’apres le diagramme co-égalisateur, k; = ko donc k] = k. W

LEMME
Le foncteur (Jx, préserve les co-produits finis, c’est-a-dire que si le diagramme

SN

est un co-produit dans C, alors 'image de ce diagramme par (Jx; est un co-produit dans

C/s.

PREUVE. Le diagramme qui suit

C/
7’ ‘\ﬁ/
a v

est 'image par s, du co-produit décrit dans ’énoncé du lemme V.5.6. Soit alors [’ €
C/sld, 7] et ¢ € C/x[V, 7], d’aprés le lemme V.5.2 on a z et 2 tels que Qx(z1) = 21,
Qx(22) = 24, Cla, z1] # 0 et C[b, 25] # (). D’apreés le 3°™¢ point du lemme V.5.2, il existe
un unique morphisme f, appartenant a Cla, z1] tel que Qx(f.) = f’ et il existe un unique
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V.5.7

V.5.8

morphisme g, appartenant a C[b, 23] tel que Qx(g.) = ¢’. Comme Qx(z1) = Qx(z2) = 2/,
on peut appliquer le théoréme 1V.3.24 et on a le diagramme |1 | suivant (sans la fleche h):
21

n -7 Y

L .
f T / x Tg )
a b

On pose alors f := Yo f, et g := Yog,. Onadonc Qx(f) = [ et Qx(g) = ¢’. On applique
alors la propriété universelle du co-produit dans C, on a un unique h € Clc, 21 V 25] qui
fait commuter . En posant i’ := Qx(h) on a alors un morphisme qui fait commuter le

diagramme | 2 | suivant
2 .
|
C/
AN
a’ v

Vérifions I'unicité d’un tel A'. Supposons que A/, hi fassent commuter le diagramme | 2] et
hy, respectivement ho, 'unique élément de Clc, z1 V 25] tel que Qx(hy) := hf, respective-
ment Qx(he) := hi. On a alors f' = hloa’ et ¢’ = h,o ' pour i € {1,2} donc, d’aprés le
3¢™e point du lemme V.5.2, on a f = h;oa et g = h; o 3 pour i € {1,2} et donc, d’aprés
la propriété universelle du co-produit, on a h; = hy, donc b} = h,. B

22
X

o—— >

REMARQUE

La preuve ne s’adapte pas au cas infini & cause du fait que le théoréme IV.3.24 ne donne
dans chaque composante que les bornes supérieures de familles finies. Cependant, la
conjecture V.5.3 permet de prouver que (s, préserve tous les co-produits (et donc aussi
les produits). Il en résulte que Qs préserve toutes les limites et colimites. De surcroit,
en pratique, la propriété d’ensemble des solutions (voir definition A.3.16) est vérifiée
puisque les catégories (fondamentales) que I’on manipule sont petites. On pourrait donc
étre tenté, en appliquant le théoréme A.3.17, d’affirmer que @)y a un adjoint & gauche et
a droite. Il faut alors se souvenir que la catégorie C/s n’est pas nécessairement compléte
ni co-compléte. En pratique, ce n’est effectivement pas le cas puisque les catégories qui
nous intéressent sont censées étre les catégories fondamentales d’ espaces ordonnés et que
justement, les “trous” d’un espace ordonné apparaissent dans sa catégorie fondamentale
comme des carrés non commutatifs. Le théoréme A.3.17 ne s’applique donc pas et on
peut méme vérifier sur 'exemple du carré unité troué dirigé que )y n’a d’adjoint ni a
gauche ni a droite.

COROLLAIRE
Le foncteur @)y, préserve les produits finis et les égalisateurs.

PREUVE. Par passage au dual. B
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V.5.9

V.5.10

LEMME

Le foncteur s, refléte les morphismes inversibles au sens de Yoneda, c’est-a-dire que si
o’ est un morphisme inversible au sens de Yoneda de C/,, alors tout morphisme o de C
tel que @x(0) = o’ est un morphisme inversible au sens de Yoneda de C.

PREUVE. Soit ¢’ € C/s[,y'] un morphisme inversible au sens de Yoneda et o € Clx, 3]
tel que Qx(0) = o’. Soit alors z tel que Cly,z] # 0 et f € C[z,z]. Puisque ¢’ est in-
versible au sens de Yoneda, il existe un unité morphisme ¢’ appartenant a C/x[y/, 2/] tel
que f' =g oo’ ou f':= Qx(f). Soit alors 'unique g € C[y, z] tel que Qx(g) = ¢’ (d’aprés
le 3°™¢ point du lemme V.5.2), on a Qx(g o o) = Q=(f) donc (toujours d’aprés le 3%me
point du lemme V.5.2) goo = f. De plus, si ¢1, g2 € Cly, z| vérifient gy 00 = gy 00 = f,
alors on a gj o0’ = gh oo’ = f" donc ¢} = g} (parce que o’ est Yoneda inversible) puis
d’aprés le 3°™¢ point du lemme V.5.2, g; = g». On raisonne de la méme maniére dans le
cas ou z est tel que Clz, x| # (. m

LEMME (DEPEND DE LA CONJECTURE V.5.3)
Si X' est un systéme de Yoneda de C/s, alors Q' (Y') est un systéme de Yoneda de C.

PREUVE. D’aprés le lemme V.5.9, on a déja Qz'(X) € Yoneda(C) c'est-a-dire la
collection des morphismes inversibles au sens de Yoneda de C. De plus Q5'(Y') est
clairement stable par composition puisque (Jx; est une foncteur et que X’ est stable par
composition. Soit le diagramme

e

f

ou Qx(0) € 3. Ce diagramme est envoyé via ()5, sur le diagramme

JIT
fl
Comme > est un systéme de Yoneda, on a la somme amalgamée suivante:

fll

D’aprés la conjecture V.5.3 et le 3% point du lemme V.5.2, on pose f. et o, respec-
tivement 1'unique morphisme de C[Js(src(f”)), Js(tgt(f”))] tel que Is(f.) = Jx(f") et
I'unique morphisme de C[Jx(src(a”)), Ju(tgt(c”))] tel que In(o.) = Ju(o”), d’aprés le
3%me point du lemme V.5.2, le diagramme qui suit est commutatif:



Soit alors «, ( de telle sorte que le diagramme

@
f/_\

UTHTW 5

—_—
f

soit commutatif, ce diagramme est envoyé via Qx sur le diagramme (commutatif)

et, d’aprés la propriété universelle de la somme amalgamée, on a un unique A’ tel que
al
/o
f//
(,T TU,, g
e
f

commute. D’aprés le 3¢ point du lemme V.5.2, on a alors un unique morphisme de
h € ClJs(tgt(a”)), Js(tgt(5'))] tel que Is(h) = Jx(h'), et encore par le 3*™¢ point du

lemme V.5.2, le diagramme
w4
LN
Y
f

commute. En outre le morphisme h faisant commuter le diagramme précédent est (cf
3%™¢ point du lemme V.5.2) unique. On a montré que tout diagramme de la forme

|

—_—

f

ou Qx(0) € ¥, s’étend en une somme amalgamée et on montre de méme, en passant au
dual, que tout diagramme de la forme



s’étend en un produit fibré. La collection de morsphismes le (Z' ) est donc bien un
systéme de Yoneda de C. B

V.5.11 LEMME
Si X, est un systéme de Yoneda de C tel que ¥ C ¥, alors Qx(Z,) est un systéme de
Yoneda de C/x.

PREUVE. On a déja Qx(X.) C Yoneda(C/s). Soit o, 0% € Qx(Z.) tels que tgt(o}) =
src(oh). On a alors 01,09 € %, tels que Qx(01) = 01 et Qx(02) = 09, cependant, on a
pas forcément tgt(oy) = sre(og).

Pour remédier a cela, le théoréme 1V.3.24 nous donne
le carré commutatif |1| (& la fois somme amalgameée et

produit fibré) et on utilise le fait que ¥ soit un systéme  oex. a » bogez*
de Yoneda pour construire la somme amalgamée , la a

remarque IV.3.8 nous permet de conclure que o3 € 3,. ZT TE b2
Onaalors (a—>¢gVvb) e, (car L C %) et Qs (030 aNb— =

a—=qVb)=0h
Enfin, pour tout diagramme

O'/EQE(Z*)T
fl
de C/yx, on peut trouver un diagramme
UOGE*T
a
OEE*T

|

—_—

! AN b——

dont I'image par @)y est le diagramme précédent. Plus
précisément, on a gy € X, et fy tels que Qx(og) = o’

et Qx(fo) = f'. On a en particulier Qx(src(og)) =
Qx(sre(fo)), d’apres le théoréme 1V.3.24 on a donc le
diagramme ci-contre

et comme on a X C 3, 0go (aA bz—>a) € X, et son image par )y est 0’ de méme
que celle de fo (aA b~ b) est f’. Comme X, est un systéme de Yoneda, on a dans

C la somme amalgamée suivante:



V.5.12

Puis d’aprés le lemme V.5.6, I'image par (Jx, du diagramme précédent nous donne la
somme amalgamée

f//
—
UIT To_//
f/
ou Qs (0x) = 0" et Qs(f) = [".
|
COROLLAIRE (DEPEND DE LA CONJECTURE V.5.3)

Si ¥ est le plus grand systéme de Yoneda de C, alors le plus grand (et unique) systéme
de Yoneda de C/y, est la collection des identités de C/x.

PREUVE. Soit ¥’ un systéme de morphismes inversibles au sens de Yoneda de C/y,
d’aprés le lemme V.5.10, le (Z’ ) est un systéme de morphismes inversibles au sens de
Yoneda de C et comme X est le plus grand d’entre eux, on a le(Z’ ) C X c’est-a-dire
Y C QZ(Z) = {id,/zr € Ob(C/x)}. N

En fait, le corollaire V.5.12 dépend d’une propriété plus faible que celle apportée par la
conjecture V.5.3, il suffit en effet que ¥’ soit 'image par @)y, d’un systéme de Yoneda ¥,.

V.6 PRESERVATION ET REFLET DES ISOMORPHISMES

La notion de catégorie de composantes permet par exemple de définir une relation d’équiva-
lence entre les catégories sans boucle, et plus généralement les catégories géométriques,
en posant que deux catégories sans boucle C; et Cy sont équivalentes lorsque leurs caté-
gories de composantes respectives sont isomorphes. En fait, en s’inspirant de la topologie
algébrique classique, on dit plutot que C; et Cy sont équivalentes lorsqu’il existe deux
foncteurs

f

T
C Cs
\_/
g

qui induisent une équivalence de catégories

T A
Cl/Zl C2/22
\T/
g

ou X et Yo sont respectivement les plus grands systémes de morphismes inversibles au
sens de Yoneda de C; et C,. On dira que C; et Cy sont équivalentes aux composantes
prées. Il est évident que deux catégories sans boucle isomorphes sont équivalentes aux
composantes preés. On dit que I’équivalence aux composantes prés préserve la relation
d’isomorphisme. Cette propriété est un “minimum exigible” en ce sens qu’une relation
d’équivalence qui n’aurait pas cette propriété n’aurait, dans ’optique des thémes dévelop-
pés dans cette thése, aucun intérét. Qu’en est-il de la réciproque? Par exemple, si )71) et
)72) sont deux espaces ordonnés dont les catégories de composantes sont isomorphes, )71)
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et )?2) ne sont pas nécessairement isomorphes. Et plus généralement, deux catégories sans
boucle peuvent avoir des catégories de composantes isomorphes sans qu’elles le soient
elles méme. Il suffit pour se convaincre de cela, de considérer I, {x} et leurs caté-
gories fondamentales. Ainsi, I’équivalence aux composantes prés ne refléte pas la relation
d’isomorphisme. Cela signifie que 1’équivalence aux composantes preés est strictement plus
grossiére que la relation d’isomorphisme qui est, quant a elle, beaucoup trop fine.
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CHAPITRE

V1

THEOREME DE VAN KAMPEN POUR
LES CATEGORIES DE COMPOSANTES

Le but de ce chapitre est d’établir un théoréme qui affirme que certaines sommes amalagamées
dans PoSpc sont préservées par passage a la catégorie des composantes. Une partie de la
preuve sera donnée directement par le théoréme de Van Kampen pour le foncteur m; de
PoSpc vers LfCat (proposition III.5.1). L’idée naive est de composer & gauche de 7; un
foncteur 7, qui associe & chaque catégorie sans boucle sa catégorie des composantes et
qui, de plus, posséde un adjoint & droite : le foncteur 7, préserve alors toutes colimites
donc en particulier les sommes amalgamées... La mise en oeuvre de cette idée nécessitera
quelques aménagements qui se manifesteront, dans I’énoncé final, par ’ajout d’hypothéses
trés naturelles & celle de la proposition II1.5.1.

VI.1 LE PROBLEME DE LA FONCTORIALITE

Le probléme qui se pose est de savoir si la définition IV.3.12 induit un foncteur défini sur
Cat (ou I'une de ses sous-catégories X) compatible avec les foncteurs Qs (voir proposition
IV.1.4) et s’il est possible de préciser sa catégorie d’arrivée, c’est-a-dire de trouver une
sous-catégorie Y de Cat qui contienne la catégorie de composantes de tout objet de X.
Plus formellement, on voudrait un foncteur "catégorie de composantes" 7, qui & chaque
objet de X associe sa catégorie de composantes. On voudrait de surcroit que la collection
des (@x.)c ou X est le plus grand systéme de morphismes Yoneda inversibles de C, soit
une transformation naturelle de Idy vers I o 7, ou bien de I o 7w, vers Idy ou I serait
I’inclusion de Y dans Cat. On cherche bien stir & ce que ce foncteur soit en fait un adjoint
a gauche ou a droite.
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La réponse a la premiére question semble
étre non comme le montre I'exemple suiv-
ant : on note A la catégorie de gauche et By B, ﬁ)c

B celle de droite. Toutes les deux sont des ¢__inclusion

catégories libres donc géométriques (voir la OQT QQT Tﬁl
proposition 1V.3.17). Tous les morphismes A A— B
de A sont inversibles au sens de Yoneda et

Mo(A) est le plus grand systéme de Yoneda J/Id:QgB
de A. A Tlinverse, hormis les identités, au- @y

cun morphisme de B n’est inversible au sens B B2 c
de Yoneda et la collection des identités de B 2

est le plus grand systéme de Yoneda de B. 1l {x} ————- . as 5
s’ensuit que la catégorie de composantes de ?

A est {x}, alors que celle de B est (& isomor- A—— B

«

phisme prés) B. 1

Si la construction "catégorie des composantes" était "fonctorielle" et "compatible avec
les @x", 'inclusion décrite par le schéma ci-dessus devrait étre transformée en un fonc-
teur de {x} vers B qui fasse commuter le carré, ce qui est impossible puisque 'une des
deux composées envoie o sur o, tandis que la seconde, si la fléche étiquetée d’un point
d’interrogation existait, devrait envoyer as sur une identité. Le probléme est que le fonc-
teur d’inclusion envoie deux objets appartenant une méme composante sur deux objets
n’appartenant pas & une méme composante. Méme s’il existe a un foncteur dont la par-
tie objet consiste & envoyer une petite catégorie sur sa catégorie de composantes, il ne
peut pas étre compatible avec les petits foncteurs ()s; ou encore, en termes catégoriques,
la famille constituée par les des petits foncteurs (s, ne peut pas étre une transforma-
tion naturelle de l'identité vers ce foncteur. Ceci est une conséquence du fait que la
notion d’inversibilité au sens de Yoneda dépend directement de la catégorie qui contient
le morphisme considéré. On "contourne" le probléme de la facon suivante : on définit la
catégorie CatSys comme celle dont les objets sont les couples (C, ) ou X est un systéme
de Yoneda sur la petite catégorie C et les morphismes de (Ci, %) vers (Cq, X2) sont les
éléments de Cat[Cl,CQ} tels que pour tout o appartenant & ¥, f(o) appartient a Y.
Dans ce cas, pour chaque couple (C,3), on choisit un représentant du quotient de C par
Y que 'on note 7r_>0(C, E); si f est un morphisme de CatSys de (C;, %) vers (Cq, 35), alors
par définition, 7T_>0(f) est I'unique petit foncteur g de 7?0((71, 21) vers 7T_>0(C2, 22) tel que
Ry, o [ = goQyx, : les petits foncteurs Qy,, ¢x, et g sont donnés par la proposition
IV.1.4 et la fonctorialité de 7, est alors une conséquence de I'unicité de g. Notons que
la catégorie CatSys est similaire & la catégorie Pair(C) décrite dans [3] et [5], en dépit du
fait que l'utilisation que 1’on en fait ici est sensiblement différente de celle qui en est faite
dans les ouvrages précédemment cités. On peut donc voir les objets de CatSys comme
des inclusions

Z¢> C
et les morphismes de CatSys de (C, X)) vers (C',Y’) comme des paires de foncteurs

(c—Ltc, xy—%y)
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VI.2.1

faisant commuter le diagramme

Z(Z.—E>C

VI.2 CAS DES PETITES CATEGORIES SANS BOUCLE

Cette section est consacrée un résultat dont traite l'article [46] : il S’avére a posteriori
que seul un cas particulier de ce résultat est ici utile. On définit la catégorie LfCatSys
comme la sous-catégorie pleine de CatSys dont les objets sont les couples (C, X) ou C est
sans boucle. Dans le théoréme qui suit, on note /dt(C) ’ensemble des identités de la
petite catégorie C.

THEOREME (LE FONCTEUR CATEGORIE DE COMPOSANTES)

On note U le foncteur d’oubli de LfCatSys vers LfCat.

Etant donné un objet C de LfCat, on pose F(C) := (C, Idt(C)) et my(C,X) := C/x;, définis-
sant ainsi les parties objets des foncteurs F' et 7.

Etant donné un morphisme f de LfCat [Cl, C2:| , F'(f) est 'unique morphisme appartenant a

LfCatSys | (Cy, Idt(Cy)), (Ca, [dt(C2>):| induits par f, c’est-a-dire que U(F'(f)) = f, et enfin,

pour tout morphisme f appartenant a LfCatSys[(C;, 1), (Cz, X2)], on pose 7r_>0(f) = fy,m
1

-
On a alors mp 4 ' 4 U LfCatSys < ~ LfCat

PREUVE. D’aprés le théoréme I1V.3.10, le plus petit systéme de Yoneda d’une petite caté-
gorie C est I’ensemble de ses isomorphismes, or ici, la catégorie C est sans boucle donc
Idt(C) est son plus petit systéme de Yoneda : il s’ensuit trivialement que F' est ’adjoint
a gauche de U et que 'unité de cette adjonction est une identité. Montrons maintenant
que 7, est 'adjoint & gauche de F et que 'unité de cette adjonction est donnée par la
collection des foncteurs quotients Qs de C vers C/x (proposition IV.1.4) qui induisent
des morphismes de LfCatSys de (C,X) vers (C/x, Idt(C/x)), il faut ici s’assurer du fait
que C/x soit bien une catégorie sans boucle ce qui est garanti par le corollaire V.4.10.
Si f est un morphisme de LfCatSys de (C,X) vers (C’, Idt(C’)), alors toujours d’aprés la
proposition 1V.1.4, il existe un unique foncteur g de C/x, vers C’ tel que f = go Qx et il
est clair que ¢ induit un unique morpshisme de LfCatSys[(C, Idt(C)), (C', Idt(C"))], d’on
I’adjonction annoncée. W

Lyoir le lemme IV.1.4 pour les notations f/x et f/s, 5,
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VI.3.1

VI.3 APPLICATIONS

D’aprés le théoréme VI.2.1, le foncteur 7, est un adjoint & gauche, il préserve donc toutes
les colimites et en particulier les sommes amalgamées. On peut maintenant établir un
théoréme a la Van Kampen pour les catégories de composantes d’espaces partiellement
ordonnés.

THEOREME (DE Van Kampen POUR T )

. — — — . .
Soient X1, X, deux sous-espaces d’un espace ordonné X3 (i.e. un objet de Ob(PoSpc))

tels que I'espace topologique sous Jacent de Xg soit la reunlon des mterleurs des espaces

topologlques sous- Jacents de X1 et de Xg Posons en outre XO = X1 N Xz puis 21 :
— - = =

XO — Xl, 19 XO — X, 71 : X1 — X3 et j2 Xz — X3 les inclusions canoniques.

H
Supposons de plus que ¥ et X, soient respectivement des systémes de Yoneda de 71 (X1)
et de 7?1)()?2) et que ﬁ(;)(Zl) ¥ 7?1)(;)(22) (que I'on notera aussi ¥3) soit un systéme
H
de Yoneda de 7 (X3). Supposons enfin que

= —
1 (41 )(Z0) C Ty et 71 (42 )(Zo) C Ty

ie. 7?1(1_1)) ™ (z_;) sont des morphismes de LfCatSys avec les notations du théoréme VI.2.1.
Alors o

21, 22 , j1 et j, induisent (en prenant leurs images par le foncteur 7;) les morphismes
i\, 15, 71 et j5 de LfCatSys et on a

—
— (¥, 71 (X3)
(7Tl (XS) Z]3) _ = 33 —
/ somme 1 (2) y somme ™2 )
amalgamée _ et
(7?{()?1)), 21) 4 (H(Xg), 22) A amalgamée 7?) ?
ans
LfCatSys . dans
(i) YR (@) L
_ — at 71
(”1( 0)7 20) 1)(71211 TEF%) P2
T (Xo
o

PREUVE. La proposition I11.5.1 fournit des sommes amalgamées dans PoSpc et LfCat :

— —
X3 B 1 (X3) B
V ‘\Y Jr=m1(j1) 1 (j2)=174
— —
)_51 S-a. )_52 71 (X1) s.a. 71(X3)
XH % =71 (i1) . 7 (i2) =1}
X 1(Xo)

Il nous faut encore prouver que 7, ()70)), 7?1()?1), it ()72)) et 7r_>1()73>), munis respectivement

de Yo, X, ¥y et Y3, induisent des sommes amalgamées dans LfCatSys. Etant donnés
— —

fi:(m(X1),%) — (C,%) et f1: (T1(X2), %) — (C, %) deux morphismes de LfCatSys
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tels que fioi) = fy0i), en vertu de la somme amalgamée , il existe un unique morphisme
(de LfCat) h : 7?{()73)) — C, tel que f; = hoj} et fo = hojb. Il reste a voir que h induit un
morphisme de LfCatSys, c’est-a-dire que h(X3) C Y. Par hypotheése, 33 = j1(21) I j5(22)
ainsi, chaque élément de Y3 peut étre écrit comme j5(co,41) - 1 (o) « ... - gh(aq) - 71 ()
ou quel que soit I'indice k appartenant a {0,...,n}, on a agy, € X1 et agp1 € 3o, alors
h(jy(aonsa) - Ji(azn) .- jy(an) - jiao)) = (hojs)(aansr) - (hoji)(azn) - ... (hoj3)(an) - (ho
Ji (o) = falagnt1) - fi(agn) ... falan) - fi(ap) € X3 puisque fi et fo sont des morphismes
de LfCatSys. Donc h induit bien un morphisme de LfCatSys de (71 (X3), ¥3) vers (C,X).
On a ainsi une somme amalgamée dans LfCatSys. Maintenant, en se référant au théoréme
VI.2.1, on sait que 7, est un adjoint & gauche et donc qu’il préserve toutes les colimites
et en particulier les sommes amalgamées. Bl

Notons que le théoréme VI.3.1 ne donne pas nécessairement le plus grand sytéme de
Yoneda de 7?1()?3), il faut donc le deviner de fagon & pouvoir choisir des sous-systémes
Y1 et Xy appropriés. Le choix de ¥y est sans importance, en effet, une fois que X; et X,
sont fixés, il est possible de prendre pour X le plus grand systéme de Yoneda de 7 (Xo)
satisfaisant 7T1(21 )(Xo) C Xy et ﬁ(z)(Zo) C Y5. On donne ci-dessous une illustration
trés simple du théoréme VI.3.1.

y.—».

/N A

o — O
somme amalgamée somme Y

amalgamée
l: dans j g 1

dans «
PoSpc . ox LfCat b

N

Revenons a I'exemple du rectangle avec deux trous : ci-dessous, d’aprés le théoréme
VI.3.1, la somme amalgamee de gauche devient la somme amalgamée de droite.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o Y
i% O Nl jy ! ! ! Nl
‘ somme
somme amalgamée -~ .
amalgamée o t 4 dans ! f
dans ¢ LfCat s
L PoSpc ot : i*, !

:
N
/

o

Sur la figure ci-dessus, on a grisé les rectangles qui ne sont pas commutatifs. Les trous
de la forme géométrique sont représentés par des carrés de la catégorie de composantes
qui ne commutent pas.
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En appliquant le théoréme VI.3.1 on peut également prouver
que la catégorie de composantes du cube dirigé troué en son
centre posséde 26 objets®. On peut la représenter dans R3

en mettant un objet au “centre” de chaque sommet, aréte et
AN

face (8 sommets + 12 arcs + 6 faces = 26 objets) de [0, 1]°.
Les morphismes sont engendrés par les fléches d’un point vers
ses “plus proches voisins dans le futur”. Par exemple, ceux de
(0,0,0) sont (0,0,3),(0,3,0) et (3,0,0) alors que (1,1,1) n’en
a aucun. Pour pouvoir appliquer le théoréme VI.3.1, on sépare
le cube en deux parties de sorte que, en suivant les notations
de la proposition I1.2.6, X, :=]5 —¢,  +¢[x[0,1] x [0,1]. Cest
en fait I’analogue, en dimension 3, de I’exemple précédent.

%Intuitivement, cette catégorie de composantes a un objet pour chaque
élément visible d’'un Rubik’s cube.
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VII.0.2

CHAPITRE

VII

CALCULS DE CATEGORIES DE COMPOSANTES
ET DE CATEGORIES FONDAMENTALES

Pour clore la premiére partie, on va donner des exemples de calculs de catégories de
composantes et ainsi vérifier que ’on obtient des résultats en accord avec l'intuition qui
a motivé la théorie décrite dans les chapitres précédents.

Dans tout ce qui suit, les préordres (voir A.1.3) et donc a plus forte raison les ensem-
bles partiellement ordonnés(voir A.1.3), seront vus comme des petites catégories selon le
principe décrit dans A.1.3, on peut aussi consulter [9] ou [59].

LEMME
Etant donné un ensemble partiellement ordonné (P,C), tout morphisme de (P,C) est
inversible au sens de Yoneda.

PREUVE. Quels que soient les objets = et y de P, 'ensemble P[x,y] est soit vide soit
réduit a un singleton. W

VII.1 CORAUX

Dans cette section, nous determinons la categorie de composantes d’un corail. La défini-
tion de corail est une variation de la notion d’arbre que ’on trouve habituellement dans
les manuels de cours d’informatique. En perspective de ’étude de la notion de branche-
ment que ’on souhaite faire, c’est de mon point de vue la structure la plus naturelle. On
rappelle que deux éléments a et b d’un ensemble ordonné (P, C) sont dits comparables
lorsque I'on a a C b ou b C a; dans le reste de ce chapitre, al||b signifie que a Z b et b Z a,
c’est-a-dire que a et b ne sont pas comparables. Pour tout sous-ensemble A d’un ensemble
partiellement ordonné (P, C), on note MA := {:c €EPNVaeAal x} et de facon duale
mA := {z € P[Va € A a > z}. Un élément z de P est dit minimal dans P lorsque

VyeP, yCo=x=y.
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De fagon duale, un élément x de P est dit maximal dans P lorsque
VyeP, y>z=x=y.

Avant de formaliser ce que I’on entend par “corail”, remarquons un fait simple : étant
donnés deux éléments a, b d’'un ensemble partiellement ordonné (P, C), si M{a, b} = () ou
m{a, b} = (), alors a||b. En général la réciproque est fausse, par exemple, dans un treillis
L, M{a, b} # 0 et m{a,b} # () bien que LL ne soit pas nécessairement linéaire.

VII.1.1 DEFINITION
Un corail est un ensemble partiellement ordonné (T, C) tel que

1. quels que soient les éléments a et b de T, si a||b, alors au moins un des ensembles
m{a, b} et M{a, b} est vide,

2. quels que soient les éléments a et b de T, tout élément x de M{a, b} est minoré par
un élément minimal de M{a, b},

3. quels que soient les éléments a et b de T, tout élément = de m{a, b} est majoré par
un élément maximal de m{a, b}.

Notons que si (T,C) est un corail, alors (T, ) l’est aussi. Cette derniére propriété
est bien stir fausse lorsque 1’on se référe a la définiton d’arbre des informaticiens. L’idée
sous-jacente de la notion de catégorie de composantes est une classification des structures
dirigées au “branchement” prés. Comme nous le verrons, ce fait est tout spécialement
intuitif dans le contexte des coraux. Les 2°™¢ et 3°™¢ axiomes de la définition VII.1.1 des
coraux nous permettent de distinguer les points ol “un choix doit étre fait”, c’est-a-dire
14 o1 I’'on rencontre un branchement. Remarquons aussi que le 1°" axiome de la définition
VII.1.1 est équivalent & I’assertion ci-dessous :

s’1l existe deux éléments c et d de T telsque c Ca C d et ¢ C b C d, alors a et b sont
comparables.

VII.1.2 DEFINITION
Soit un corail (T, C). Par définition, un point de branchement dans le futur de T
(ou en abrégé pbf) est un élément maximal de m{a, b} pour quelque a,b € T tels que al|b.
De fagon duale, un point de branchement dans le passé de T (ou en abrégé pbp)
est un élément minimal de M{a, b} pour quelque a,b € T tels que al|b.

Graphiquement, le 1°* axiome de la définition VII.1.1 s’exprime

/\ /\ /\
N \/ N

qui peut étre écrit linéairement

C——=0—-——>ph—>(d ou cC——=pHh——>=a——>(
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En un certain sens, il n’y a pas de “2-cellules”. Le 2°™¢ axiome peut étre vu comme

: |
SN

et le 3°me
a b
: N
\ / - pbf
' T

T

Le théoréme suivant formalise I'idée que les membres du plus grand systéme de mor-
phismes inversibles au sens de Yoneda d’un corail sont les morphismes qui ne traverse
aucun point de branchement, autrement dit, ceux le long desquels on a pas de choix a
faire.

VII.1.3 DEFINITION
Soit un corail (T,C). On dit qu'un morphisme a —>=} traverse un pbp (respective-
ment un pbf) lorsque I’on a I'un au moins des deux diagrammes commutatifs suivants.

pbp pbf
M 77 K V Yiézd
a———b

On dit que o traverse un point de branchement (pb) si il traverse un pbp ou un pbf.

On trouve également dans [39] une notion de point de branchement basée sur les outils
développés dans ’article. Les liens entre ces deux notions ne sont pas encore trés clairs.

VII.1.4 THEOREME
Etant donné un corail (T, C), il existe un plus grand systéme de morphismes inversibles
au sens de Yoneda de (T,C), de plus, ses éléments sont les morphismes de (T,C) qui
ne traversent aucun point de branchement. Nous dirons qu’un morphisme de (T,C) est
anodin (dans (T, C)) s’il appartient au plus grand systéme de morphismes inversibles au
sens de Yoneda de (T,C).

PREUVE. 1%¢ étape : Si o traverse un point de branchement, il ne peut pas étre anodin.

Supposons que a ——=}p traverse un point de branchement dans la futur x. Alors par
définition VII.1.2 d’un pbf , x est un élément maximal de m{c, d} pour quelque ¢,d € T
tels que c||d. Il nous faut prendre trois cas en compte :

si ¢ C b, alors nécessairement d [Z b, sinon, puisque nous avons déja a C c et a C d,
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nous devrions aussi avoir ¢ f|d car (T,C) est un corail, voir le 1*" axiome de la définition
VIIL.1.1. On considére alors le diagramme qui suit:

il n’existe pas de z € T tel que d C z et z C b, sinon, par le 1° axiome de la définition
VII.1.1, on aurait (d C b ou b C d), i.e. b C d puisque le second cas est impossible. Mais
alors, on aurait ¢ E b et b C d, et donc ¢ C d ce qui est impossible car, par hypothése,
¢ fld. 11 s’ensuit que o ne peut pas étre un morphisme anodin.

Si b C ¢, alors nécessairement b [Z d, sinon on aurait x C b et b € m{c, d}, donc, puisque
x est un élément maximal de {c,d}, nous aurions © = b, ce qui contredit le fait que o
traverse x comme cela était supposé au début de la preuve. Considérons alors

Q——8 ——Q,

?b

il n’existe pas de z € T tel que d C z et z C b, sinon, par le 1°" axiome de la définition
VII.1.1, on aurait (d C b ou b C d), i.e. d C b puisque le second cas est impossible. Mais
alors on aurait b C c et d C b, donc d C ¢ ce qui est impossible car, par hypothése, ¢ Jd.
Il s’ensuit que o ne peut pas étre un morphisme anodin.

Si b||¢, alors on considére

L——=8——0

—o'>b

il n’existe pas de z € T tel que ¢ C z and z C b, sinon, par le 1°* axiome de la définition
VII.1.1, on aurait b f|c. Il S’ensuit que o ne peut pas étre un morphisme anodin.

Bien siir, en “dualisant” ce qui précéde, on aurait pu supposer que a ——} traverse un
point de branchement dans le passé x et appliquer la méme preuve que précédemment.
2¢me gtape : On vérifie que la famille 3 dont les membres sont les morphismes de (T, C)
qui ne traversent aucun point de branchement est un systéme de morphismes inversibles
au sens de Yoneda. La collection de morphismes ¥ incluse dans Yoneda(T, C) est donnée
par le lemme VII.0.2. Prouvons maintenant que X est stable par composition: supposons
que oy et oy soient composables (i.e tgt(o;) = src(oy) = b) et posons z un point de
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VIIL.1.5

branchement tel que I'on ait le diagramme suivant

7N,
.

alors, puisque (T, C) est un corail, nous déduisons que b C z ou z = b. En étudiant les
différents cas possibles, il vient que les seuls cas cohérents possibles sont © = a et c’est
un pbp ou x = b et c’est un pbf, ainsi o5 o o7 ne traverse aucun point de branchement.
Il reste & voir que la 3¢ propriété de la définition IV.3.5 des systémes de morphismes
Yoneda inversibles est vérifiée. Concentrons nous sur le cas de la somme amalgammeée,
supposons que 1’on a le diagramme
b
d
a

ol o ne traverse aucun point de branchement. Si b||c était vérifié, alors on saurait d’aprés
le 3°™¢ axiome de la définition VIL.1.1, que m est maximal dans m{b, c} tel que m > a,
par définition, m est un point de branchement dans le futur. De plus, m € m{b, c} et
b||c donc m < b. Ainsi o traverse un point de branchement, ce qui est une contradiction.
Donc b f|c ce qui nous fournit la somme amalgammeée attendue, c’est-a-dire

b x .

a c
Il reste & voir que ¢ — x ne traverse aucun point de branchement. Or T est un corail
donc nous avons b = ¢ ou ¢ C b'. Dans le premier cas, nous avons ¢ — = = id; qui ne
traverse auncun point de branchement. Dans le second, ¢ — & = ¢ — b et ne traverse pas

non plus de point de branchement, sinon, o en traverserait un également.?. Dualement
nous avons la propriété pour les produits fibrés et le théoréme est prouvé. Wl

ﬁc

—_—

—

DEFINITION

Soient un corail (T,C) et deux éléments a et b de T vérifiant a < b. On suppose de plus
que a et b sont respectivement des points de branchement dans le passé et dans le futur
tels que Ma Nmb\{a, b} ne contienne aucun point de branchement. La brindille de T
allant de a vers b, notée T, ;, est définie de la maniére suivante

Top a est un pbf | a n’est pas un pbf
b est un pbp Ma Nmb\{a, b} Ma Nmb\{b}
b n’est pas un pbp | Ma Nmb\{a} Ma Nmb

Lcomme nous le verrons, c’est 'argument qui rend impossible la généralisation du théoréme VII.1.4
2implicitement, on a prouvé que la famille des morphismes qui ne treversent aucun point de branche-
ment est pure dans T
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VII.1.6

VII.1.7

VII.1.8

LEMME
Toute brindille 7" d’un corail (T, C) est pure dans T.

PREUVE. C’est une conséquence directe de la définition VII.1.5 de brindille. Il

LEMME
Etant données deux brindilles 7, 7" d’un corail T,ona T =T ou TNT' =)

PREUVE. Prenons deux brindilles 7, et 7,/ et supposons, par exemple, que al|a’.
Montrons que T,, N Ty = (. Dans le cas contraire, nous aurions ¢t € M{a,d'}, or il
existe un pbp x tel que z C ¢ (car T est un corail) et z € M{a, a’}, schématiquement

t
X
a b

il s’ensuit que le morphisme a — t est dans 7, ; sans étre anodin, ce qui est un contra-
diction.
De plus, a < a’ = b C d': supposons que a < a':
nécessairement, on a a’ £ b, sinon, 7, ne serait pas une brindille car ' est un point de
branchement. On peut donc avoir o'||b ou b C /. Mais si on avait a'[|b, il s’ensuivrait

que m{da’, b} # (), donc, comme T est un corail, nous aurions un pbf ¢ € m{d’, b} tel que
¢ > a, schématiquement

?ﬁ
\ 7
|

mais alors 7}, ne serait pas une brindille. Il vient b C o/, dans le cas ol b est égal a o/,
onab=dad &€ T,peta =b¢ Ty, et dans ce cas, {a’ = b} est une brindille & lui seul
puisque @’ = b est simultanément un pbp et un pbf. Dans tous les cas, on a T NT" = (.
Un argument dual montre que si b # ¥, alors TNT' = (. A

LEMME
Toute brindille est totalement ordonnée.

PREUVE. Soientt une brindille 7" d’un corail (T,C) et ¢;,t, € T, nous avons un pbp a
et un pbf b tels que t1,t5 € Ma Nmb. Par définition VII.1.1 d’un corail, il s’ensuit que
tl Etg Outggtl. [ |
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VII.1.9

VII.1.10

PROPOSITION
Etant données deux brindilles distinctes 7" et 7" d’un corail, on a une et une seule des
assertions suivantes:

eViteT Vel t<t,
eVteTl V' eT t>1,
o VteT, V' el t|t.

PREUVE. Supposons que 'existence d’un élément ¢ de T et d’un élément ¢’ de T” tels que
t||¢’. Etant donné ¢” appartenant a 7', montrons que t”||¢’. Supposons que t” > t', on a
tCt" out’” Ctdaprés le lemme VII.1.8. On ne peut pas avoir ¢’ C ¢ car on aurait alors
' Ct" Ctetdonct Ct cequiest une contradiction. On ne peut pas non plus avoir
t C ¢” car alors, nous aurions un pbp z tel que

t/l

|
AN

et donc t — t” € T sans étre anodin ce qui est encore une contradiction. Il s’ensuit que
t'||t". Bien siir, on prouve de méme qu’étant donné ¢ € T, ¢"||t". Donc en prenant
t"eTett" €T onat|t

Supposons maintenant ’existence d’un élément ¢ de T" et d’un élément ¢’ de 1" tels que
t C t'. Etant donné t” appartenant a 7', nous voulons prouver que t” C t’. On sait déja
que t” J|t’, sinon, en appliquant la premiére partie de la preuve, nous aurions ¢||¢’. Enfin,
I’assertion t” > ¢ ne peut étre satisfaite, sinon, nous aurions ¢’ > t' > ¢, donc t' € T
d’aprés le lemme VII.1.6. Mais ceci constitue une contradiction puisque deux brindilles
distinctes sont disjointes d’aprés le lemme VII.1.7. B

COROLLAIRE
L’ensemble des brindilles est ordonné par la relation 7' = 7" si et seulement si il existe
un élément ¢ de T" ainsi qu’un élément ¢’ de 7" tels que t C t'.

PREUVE. En vertu de la proposition VIIL.1.9, on a
JdteT, I eT, tCt — VteT, Vel tCt.

Soit un corail (T,C). Notons Comp(T,C) la catégorie de composantes de (T,C). Le
théoréme suivant donne une description extrémement simple de Comp(T,C). Clest la
raison pour laquelle il est intéressant de se pencher sur le calcul de la catégorie de com-
posantes d’'un corail. Bien siir, tout ensemble partiellement ordonné a un catégorie de
composantes en tant que catégorie sans boucle. Cependant, dans la plupart des cas, il
est beaucoup plus délicat d’en donner une description.
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VII.1.11

VIIL.3.1

THEOREME
La catégorie de composantes d'un corail est isomorphe, dans Cat, & I’ensemble partielle-
ment ordonné de ses brindilles (vu comme une petite catégorie).

PREUVE. Notons X le plus grand systémes de morphismes Yoneda inversibles d’un corail
T. Selon la définition VII.1.5, toute brindille est une X-composante, i.e. un élément max-
imal dans la famille des sous parties de T Y-connexes. Nous avons déterminé les objets de
la catégorie de composantes. Remarquons que, dans le cas des coraux, les >-zigzags sont
simplement des éléments de X, en d’autres termes, tous les >-zigzags d’un corail sont de
longueur au plus 1. La raison de ce phénoméne est que les brindilles sont totalements
ordonnées, i.e. les Y-composantes sont des ordres totaux. Ainsi, étant données deux
brindilles T', T", d’aprés la proposition VII.1.9, on sait que ’ensemble des morphismes de
T vers T" est soit @ soit {T'— T"}. W

VII.2 GROUPOIDES

Le cas des groupoides a déja été traité dans les propositions V.0.30 et V.0.32, la catégorie
de composantes d'un groupoide est isomorphe a I’ensemble de ses composantes connexes.
Plus précisément, une famille connexe d’'un groupoide G est une famille d’objets C de
ce groupoide telle que pour tous x et y appartenant & C, G[x,y] n’est pas vide. Si de
plus, pour toute famille connexe €’/ de G, on a C C C' = C' = (', alors C est une
composante connexe. Autrement dit, ce sont les éléments maximaux de la collection des
familles connexes de G ordonnée par I'inclusion.

VII.3 TREILLIS

La notion de treillis est définie dans la section A.1.3 et correspond a celle que ’on trouve
dans [73].

PROPOSITION

La catégorie de composantes d’un treillis est triviale, c’est & dire réduite a ’objet final
de Cat.

PREUVE. Soit un treillis L. Il suffit pour conclure de prouver que le plus grand systéme
de morphismes inversibles au sens de Yoneda de L est la famille de tous les morphismes
de L. Nous savons déja que dans un ensemble partiellement ordonné tout morphisme
est inversible au sens de Yoneda (cf VII.0.2). De plus, dans un treillis, tous les produits
fibrés et les sommes amalgammeées existent, en effet, ils sont respectivement donnés par
les bornes inférieures (A)et supérieures (V). Donc la famille de tous les morphismes de L
est un systéme de morphismes inversibles au sens de Yoneda. B

Avant de quitter coraux et treillis, notons que tout ensemble totalement ordonné e.g. R,
Q, N, Z ou tout ordinal (voir [57], [56], [52], [16] ou n’importe quel manuel de théorie
des ensembles), est a la fois un corail et un treillis, sa catégorie de composantes est donc
triviale.
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VII.4.1

VII.4.2

VII.4.3

VII.4 PREORDRES

Rappelons qu’un préordre est un poset P muni d’un relation réflexive et transitive <.
Cette relation n’est en général pas antisymétrique.

LEMME
Soient un préordre (P, ) et deux éléments a et b de P, a — b est un isomorphisme de P
si et seulement si a < bet b < aie. Pbal #0.

PREUVE. 1l suffit de noter que si Pla,b] # () et P[b,a] # (), alors nécessairement
b—aoca —b=tid, et a — bob — a = id, car Pla,a] = {id,} et P[b,b] = {idy}.
|

LEMME

Soit un préordre (P, <), Iso(P) est pure dans P. Autrement dit (P, <), vu comme une
catégorie, est géométrique.

PREUVE. Nous appliquons le lemme VIL.4.1. Supposons que P[a,b] # 0 et P[b,a] # 0,
prenons ¢ € P tel que a < ¢ < b. Par transitivité de <, il vient que P[a, ¢], Pc, a], P|c, b],
P[b, ¢] ne sont pas vides. La pureté suit d’aprés le lemme VII.4.1. B

Le lemma VII.4.2 nous permet de définir la catégorie de composantes de n’importe quel
préordre puisqu’il suffit qu'une catégorie soit géométrique pour qu’elle admette un plus
grand systéme de morphismes inversibles au sens de Yoneda (voir 1V.3.23).

PROPOSITION
La catégorie de composantes d’un préordre est un préordre.

PREUVE. Soit un préordre (P, ). Notons ¥ sont plus grand systéme de morphismes
Yoneda inversibles. D’apreés la remarque IV.3.6 et la proposition IV.3.3 tout morphisme
de la catégorie de fractions peut étre représenté par (v,0~!) oit o € ¥ (voir [25], [9] ou
[24]). Considérons deux morphismes «, 5 : C1 — Cy de la catégorie de composantes de
P, a et 3 peuvent étre représentés dans la catégorie de fractions P[] par

Yy z
.
i

ol y,z € Cy et x € Cq. Donc il y a un X-zigzag entre y et z, de plus, comme Y admet
un calcul de fractions & droite et & gauche, on peut réduire ce ¥-zigzag , c’est-a-dire que
I’on peut compléter le diagramme précédent en un carré comme suit:

/\
PN
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avec t € (5. Une fois envoyé sur la catégorie de composantes, le dernier carré donne
To (3 = 0o« dans P puisqu’il y a au plus un morphisme d’'un objet de P vers un
autre. Alors (7,') et (0,a’) représente de méme morphisme dans la catégorie de frac-
tions P[>, donc (idy, 3') et (ids,a’) représente le méme morphisme dans la catégorie
de composantes de P donc (') ~ (o/) dans la catégorie de composantes de P, d’ou § = «
dans la catégorie de composantes de P. B

VII.5 ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES

On rappelle que d’aprés le corollaire V.4.10, la catégorie des composantes d’un ensemble
partiellement ordonné est encore un ensemble partiellement ordonné. La caractérisation
du plus grand systéme de Yoneda donné par le théoréme VII.1.4 peut étre adaptée a une
classe plus générale d’ensembles partiellement ordonnés, cependant, la description de la
catégorie de composantes qui en résulte n’est pas aussi aisée qu’elle ne 1’était dans le cas
d’un corail.

VII.5.1 DEFINITION b d b
Etant donnés deux éléments @ = b d’un en- \ / T
semble partiellement ordonné (P, C), on dit
que le morphisme a — b bifurque dans le fu- ¢ ¢
tur quand il existe cet d telsque a C c C b T / \
et M{b,d} = (. Dualement, a — b bifurque a a d
dans le passé lorsqu’il existe ¢ et d tels que

aCcCbet m{a,d} =0.

VII.5.2 PROPOSITION
Etant donné un ensemble partiellement ordonné P, la famille des morphismes qui satisfont

1. a — b ne bifurque pas
2. Ve C b, a A c existe dans P
3. Vd > a, bV d existe dans P

est stable par composition.

PREUVE. Supposons que a — b et b — ¢ ne bifurquent pas dans le futur. Considérons
b, d tels que

8> —>a,

S —0

162



comme a — b ne bifurque pas dans le futur, on a

—_—

|

et b — ¢ ne bifurque pas dans le futur, donc nous avons

—_—

S —>a,

|

i
|

b T
b

Il s’ensuit que a — ¢ ne bifurque pas dans le futur. La méme preuve permet de traiter
le cas des morphismes qui ne bifurquent pas dans le passé. Supposons que a — b et
b — c satisfont la 2°™¢ propriété, et prenons x > a, alors x V b est défini aussi bien que
(xVb)Ve=xV(bVc) =xVc, donc a — c vérifie la 2°™¢ propriété. La 3°™¢ est également
satisfaite pour la méme raison. W

La proposition VII.5.2 est une tentative de généralisation du théoréeme VII.1.4, cepen-
dant, la famille décrite dans la proposition VII.5.2 n’est pas nécessairement le plus grand
systéme de morphismes Yoneda inversibles bien qu’elle soit incluse dedans. En effet, si
un morphisme ne satisfait pas I’une des propriétés de la proposition VIL.5.2, il n’est pas
anodin puisqu’il ne satisfait pas soit la propriété de la somme amalgammeée soit celle du
produit fibré. Notons encore que les 2°™¢ et 3°™¢ propriétés de la proposition VII.5.2
donne I'existence des sommes amalgammeées et des produits fibrés le long de n’importe
quelle membre de la famille décrite dans la proposition VII.5.2. Néanmoins, si o est
comme dans la proposition VII.5.2, on ne peut pas prouver que, dans une somme amal-
gammée ou un produit fibré le long de o, le morphisme “paralléle” & ¢ ne bifurque pas.

C’est méme en général faux :
la figure de droite doit étre comprise comme un en-

semble partiellement ordonné oul une fléche de A vers G
B signifie A C B, tandis que ’absence de fléche in- /—\>
duique que A Z B. On vérifie a vue que le morphisme

A — B, satisfait toutes les propriétés de la proposi- B
tion VIL.5.2, cependant, la somme amalgammée de
A — Blelong de A — C est C' — D qui bifurque &
cause de ¥ — F. En dépit du fait que le plus grand
systéme de morphismes Yoneda inversibles existe dans
n’importe quel ensemble partiellement ordonné, il est A

généralement tres difficile de le décrire.
Notons enfin que la difficulté décrite par la figure ci-dessus est couramment rencontrée

en informatique dans les problémes de réduction de la taille de I’espace des états.

~

a

l

L
!
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VIIL.6.1

VIIL.7.1

VIIL.7.2

VII.6 LES CUBES UNITES DIRIGES

On rappelle que I est le produit dans PpSpc de n copies de 7, i.e. [0,1]" équipé de la
topologie et de I'ordre produit.

PROPOSITION |
La catégorie (™) est isomorphe au treillis complet [0, 1]” muni de I’ordre produit. Sa
catégorie de composantes est donc triviale.

PREUVE. Si_a);’ C vy, il y a un chemin dirigé de x vers y. Si 7; et 7, sont des chemins
dirigés dans /™ de x vers y, alors il en va de méme de  — Maz(y,(x),v2(x)). Par ailleurs
Hi(s,z) == s-v3(x) + (1 — s) - y1(x) et Ho(s,x) := s-v3(x) + (1 — ) - 72(z) sont des
homotopies dirigées respectivement de v, et de vy, vers 73, donc v, et ¥5 sont dihomotopes
(voir définition I1.1.3).

|

Nous verrons ultérieurement que la proposition VII.6.1 peut étre adaptée au cas de la
dimension infinie.

VII.7 LES SIMPLEXES ANTIDIAGONAUX DIRIGES

DEFINITION
Pour n € N* on pose V" := {(xl, e Tp) 1 >0 s 2, >0 o+ 2, C 1} équipé
de la topologie et de 1’ordre induits par ceux de [0, 1]™.

PROPOSITION

La catégorie fondamentale et la catégorie de composantes de V™ sont isomorphes (dans
Cat et dans PoSet) a I’ensemble partiellement ordonné {(xl, e Tp) 1 >0 o Ty >
0; z14+...42, C 1} avec ’ordre induit par I'ordre produit.

PREUVE. La méme preuve que celle de la proposition VII.6.1 permet de déterminer
la catégorie fondamentale. De plus, il est aisé de voir que tout chemin dirigé qui n’est
pas constant ne peut pas satisfaire la propriété d’extension par somme amalgammée des
systémes de morphismes inversibles au sens de Yoneda (3°™® point de la définition IV.3.5).
Il s’ensuit que le plus grand systéme de morphismes inversibles au sens de Yoneda ne
contient que les identités et que la catégorie de composantes est isomorphe & la catégorie
fondamentale. W

Les espaces partiellement ordonnés V" sont des exemples ol le passage a la catégorie de
composantes ne réduit pas la taille de la catégorie fondamentale. Dans un espace ordonné
V™, tout “mouvement” est une prise de décision qui réduit ’ensemble des états sur lesquels
il est possible d’arriver depuis un état donné. On retrouve cet exemple pathologique pour
n = 2 dans [24].

VII.8 ESPACE ORDONNE DE CHEMINS DIRIGES

Par deﬁnmon T est le segment unité equlpe de la topologie et de l'ordre classique.
Posons T T Pensemble de chemlns dirigés sur T ie. les applications dirigés de T vers
7. L ensemble ordonne T est équipé de la topologie compact-ouverte (voir la définition
B.1.31). En outre, T7 est équipé de l'ordre point a point, i.e. 7; C 7, si et seulement si
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VIL.8.1

VIIL.8.2

VIIL.8.3

VII.8.4

quel que smt t appartenant a [0, 1], on a v1(t) C ~,(¢). Il nous faut vérifier que le graphe
de Csur 17 est fermé, ce qui est une conséquence du fait que la topologie produit sur

-

H
I'!T est plus grossiére que la topologle compact-ouverte. Sans aller beacoup plus loin
dans les détails, la raison en est qu un smgleton n’a qu’une topologie possible et elle est

compact. A partlr de maintenant, TT désigne l’espace ordonné des chemins dirigés a

valeurs dans T avec la topologie compact ouverte et I’ordre point & point. Notons encore

que la topologle compact-ouverte sur T7 est metrlque en effet, la distance entre v, et
ﬁ

Y2 € I 1 est donnée par 0(v1,72) := max { | 72(t) =71 (¢) | /t € [0,1]}, qui est bien défini
puisque | v2 — 71 | est continue et [0, 1] compact.

PROPOSITION
77T

H
D’une part, ’ensemble des applications dirigées de [ vers [ * équipé de la topolo-

—

H
gie compacte-ouverte et de 1’ordre point a point est un espace ordonné noté ([ I ) .
- — —
D’autre part, ’ensemble des applications dirigées de I x I vers [ équipé de la topolo-

. . . . . , L, NI x T
gie compact-ouverte et de ’ordre point a point est aussi un espace ordonné noté ( 1 ) .

. . PTINT =\ TxT . , ..
Ainsi, les espaces ordonnés (I ) et (I ) sont dihoméomorphes i.e. isomorphes
dans PoSpc.

PREUVE. C’est une conséquence directe d’un résultat classique de topologie qui affirme
que [0, 1] muni de la topologie classique [0, 1] est exponentiable (voir la proposition A.5.9).
|

Dans le reste de cette section, v désigne un element de T7 tandis que I' désigne un

chemin dirigé dans T7 et H une dihomotopie dans TT . Intuitivement, v est un objet
de dimension 1, I' est de dimension 2 et H de dimension 3.

REMARQUE
Les chemins dirigés constants = +— 0 et x +— 1 sont respectivement les éléments maximum

. H_)
et minimum de [ !

LEMME .
Si 41 E s, alors on a un chemin dirigé dans I ! de 7, vers 7.

PREUVE. Il suffit de considérer I'(s, x) := s-y2(x)+(1—5)71(z) = y1(2)+s-(y2(x) =71 (2)).
L’application I' est clairement continue, croissante en s puisque 7, (z) C 7o(z) et crois-
sante en x puisque 7, et v, le sont. W

LEMME

—_—— —
Etant donnés v, E v, € I 1 et I'1,T'y des dichemins dirigés dans T7 de  vers v, T
et I'y sont dihomotopes.

PREUVE. o
Posons I'y := Maxz(I'1,[y), i.e. V(s,x) € I x I, I's(s,z) := Mazx(Ty(s,x),[a(s,2)), I's

est clairement un chemin dirigé dans T7 de 71 vers vo. Ainsi Hy(t,s,2) :==T'1(s,z) +1-
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(Ds(s,z) —T1(s,x)) et Ho(t,s,z) :=Tao(s,x)+t-(I3(s,z) —Ta(s, z)) sont des homotopies
——
dirigées dans I !, respectivement de I'; et I'y vers I's. W

I's
LN
Iy I'y

VII.8.5 THEOREME -
L’ensemble de morphismes m( I ) [71,72] est un singleton si 1 C 75, dans le cas con-

——
traire, c’est 1’ensemble vide. En d’autres termes, la catégorie fondamentale de I © est

——
isomorphe au treillis / 7 muni de l'ordre point & point. En particulier, sa catégorie de
composantes est triviale.

PREUVE. Si~; C 7, alors les lemmes VII.8.3 et VII.8.4 impliquent qu’il existe un unique,
a dihomotopie prés, morphisme de v, vers v,. Si 1 [£ 79, alors il ne peut pas y avoir de
chemin dirigé de v, vers ;. Les éléments maximum et minimum du treillis sont donnés
par la remarque VII.8.2. W
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Partie 11

PROGRAMMATION

D’UN OUTIL D’ANALYSE STATIQUE
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CHAPITRE

VIII

LE LANGAGE PV ET SES MODELES GEOMETRIQUES

On va maintenant appliquer la théorie développée précédemment & la définition d’une
sémantique pour le langage PV “de” Dijkstra.

VIII.1 DESCRIPTION DU LANGAGE PV

Ce langage fournit une surcouche a un langage séquentiel. L’idée est que chaque processus
d’un programme PV peut s’attribuer une ressource a grace a 'instruction Pa. Séman-
tiquement, si & l'instant ol le processus fait sa requéte, la ressource a est disponible,
elle lui est attribuée. Une occurence de cette ressource restera indisponible tant que le
processus ne l'aura pas relachée au moyen de I'instruction Va. La ressource a sera égale-
ment appelée un sémaphore. L’arité d’un sémaphore a représente le nombre de processus
pouvant simultanément détenir ce sémaphore. Par ailleurs, on interdit & un méme proces-
sus de prendre plus d'une occurence d’un sémaphore donné, c’est-a-dire qu’une séquence
...PaPa... n’est pas autorisée. En conséquence, on interdira aussi toute séquence de la
forme ...VaVa... qui est bien siir inutile. On rappelle qui si F est un ensemble, £* est
I’ensemble des suites finies & valeurs dans E.

On se fixe d’abord, pour chaque n € N\{0}, un ensemble S,, dont les éléments sont
appelés les sémaphores d’arité n, c’est-a-dire qui peuvent étre simultanément utilisés
par au plus n processus. L’ensemble des sémaphores, noté S, se définit naturellement

comme
S = U S,
neN\{0}

et celui des instructions comme 7 := {0,1} x S, ot (0,a) et (1,a) seront respectivement
notés P, et V,. Sémantiquement, P, est la prise d’'une occurence du sémaphore a et
V, sa libération. On note au passage que la requéte d’'un sémaphore peut engendrer
une attente dans le cas ou celui-ci n’est pas disponible. La libération d’un sémaphore est
toujours immédiat et sans condition puisqu’une telle instruction suppose qu’une occurence
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VIIL.1.1

VIII.1.2

VIII.1.3

du sémaphore est en possession du processus qui le libére. On dit qu'un sémaphore a
apparait dans un élément X de Z* lorsqu’il existe en entier n € N tel que X (n) € {P,,V,}.
On définit alors I’ensemble des processus, noté Prc, comme le plus petit sous-ensemble
de Z* tel que

1. () € Prc (Prc contient la suite vide),
2. si Xy, Xy € Pre, alors X - Xy € Pre (Prc est stable par concaténation),

3. si X € Prcet que a € S n’apparait pas dans X, alors pour tout X, Xs, X3 € Z*
telsqueX:Xl-X2~X3 onaX1~Pa~X2~Va-X3€S.

Si Xy,...,X, sont des suites finies a valeur dans un ensemble E ayant respectivement
Ny, ..., N, éléments, on pose N := N; + --- + N, et un entrelacement des suites
Xi,...,X, est la donnée d’une famille d’injections

ér:{l,..., N} —{1,...,N},....¢,: {1,...,N,} —{1,...,N}

dont les images sont deux a deux disjointes et recouvrent {1,..., N}. La suite entrelacée
étant alors donnée par X (n) = Xi(p), ou k est 'unique élément de {1,...,p} tel que n
est dans I'image de ¢y, et p 'unique élément de {1,..., N} tel que ¢x(p) = n. D un point
de vue catégorique, ({1, o N} o1, <;5p) est un représentant dans Set du coproduit de
la famille {1,..., Ny}, ..., {p,..., N,} et X est I'unique application de {1,..., N} dans
E telle que quel que soit I'indice k appartenant a {1,...,p}, on a X = X o ¢.

LEMME
Tout processus PV (i.e. X € Prc) a un nombre pair d’éléments.

PREUVE. C’est une induction immédiate sur la longueur des éléments de Prc.
|

LEMME
Un processus PV (i.e. X € Prc) dans lequel apparait au plus un sémaphore est de la
forme

P,V,...P,V, pour un certain entier n € N.

——

n copies de P, V,

PREUVE. C’est une induction immédiate sur la longueur des éléments de Prc.
|
On peut caractériser les processus du langage PV,

PROPOSITION
Soit X € 7*, les assertions suivantes sont équivalentes

1. X est un processus PV,

2. Va € § la suite extraite de X en ne gardant que les termes P, et V, est un élément
de Pre,

3. Va € S la suite extraite de X en ne gardant que les termes P, et V, est de la forme
PoVa ... PaVa,
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VIII.1.4

4. X est un entrelacement d’une famille finie d’éléments de Prcde la forme PV, ... P,V,.

PREUVE. L’équivalence entre 2 et 3 est une conséquence immédiate du lemme VIII.1.2.
L’équivalence entre 3 et 4 découle de la description d’'un entrelacement. Pour montrer
que 1 implique 3, il suffit de vérifier que la collection des éléments X de Z* satisfaisant
I’assertion 3 est un ensemble qui satisfait les axiomes 1,2 et 3 de la définition de Prc. La
réciproque se prouve par induction sur la longueur de X.

|

On vérifie par exemple immédiatement a I’aide de la proposition VIII.1.3 que P,BP,V,V,
est un processus PV. L’ensemble des programmes PV est alors simplement Prc*, c’est-a-
dire qu’un programme PV est une suite finie, éventuellement vide, de processus PV. On
notera une telle suite X;|...|X,. On dit qu'un sémaphore a apparait dans un programme
PV lorsqu’il apparait dans I'un de ses processus. On peut maintenant définir ce qu’est le
modéle géométrique d’un programme PV.

Soient X1|...|X, un programme PV et un sémaphore a € S,, c’est-a-dire d’arité «. Pour
chaque k € {1,...,n}, d’aprés le lemme VIII.1.2 et la proposition VIII.1.3, la famille des
indices i € N tels que (X} est défini en i et) X;(i) = P, et celle des indices j € N tels
que (X est défini en j et) X(j) = V, ont le méme nombre d’éléments, que 1’on note
respectivement i < --- <1y, et jf < --- < jj, et qui vérifient if < jf <--- <, <R,
On pose

Ny,
X = D Ligapl = Ligaeio-uig, i,
=1
ou pour tout R C R, la fonction 1 est définie sur R par 1z(x) =1sixz € Ret 1g(z) =0
siz ¢ R. L’égalité précédente est due au fait que les intervalles sont disjoints. On a donc

un vecteur x @ := (x,...,x%) de fonctions définies sur R & valeurs dans R de sorte que
pour 7 := (x1,...,7,) € R on peut définir un produit scalaire par

n
X =0 XY (o, ) = sz(xk)
k=1
La région interdite par le sémaphore a d’arité « est alors définie par

F, ::{(azl,...,xn)ER” 7“-?>0¢}

la région interdite est alors naturellement définie par

F::UFa

a€eS

et le modéle géométrique du programme Xi|...|X, est alors I'espace partiellement or-
H

donné dont l'espace sous-jacent est R\F muni de l'ordre produit sur R", on la note

[X1] ... X5.]-

REMARQUE

Soit un programme X |...|X, tel que quel que soit a appartenant 4 Sona ¥ 7 < a,

H
ou « est arité de a. On a F' = () et donc [Xy|...|X,] = R™ En particulier, pour tout
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indice k appartenant & {1,...,n} et quel que soit = appartenant & R, on a x%(z) < a et
H
donc (en considérant X; comme un programme PV) [X;] = R. Donc

[Xq|...|X,]) = R" = [X1] x -+ x [X,] dans PoSpc

Par définition, la famille de processus X, ..., X,, est indépendante lorsque [X;|...|X,] =
[X1] x -+ x [X,.]-

Par exemple, si a est un sémaphore d’arité 2, alors, en posant X; := X5 := X3 = P,V,, on
constate que la famille X, X5, X3 n’est pas indépendante bien que toutes ses sous-familles
strictes le soient.

VIII.1.5 LEMME
Pour tout sémaphore a appartenant & S, F, est ouvert et borné, de plus, pour tout
(x1,...,x,) appartenant & F, et pour tout indice k£ dans {1,...,n}, on a z; > 0.

PREUVE. C’est une conséquence directe du fait que Jif, j¢[U- - - Ui} , j&, [ est ouvert dans
R.

[

Gréce au lemme VIIL.1.5, on peut trouver r € R, assez grand pour que F C [0,7]" et
que OF N 0[0,r]" = (), c’est-a-dire que les frontiéres topologiques de F' et de [0, 7] ne se
rencontrent pas. L’intérét de cette remarque est que [0, 7]"\F' est alors un fermé borné
de R™, donc un espace topologique de Hausdorff compact.

Du point de vue sémantique, la simultanéité d’une prise de
sémaphore pose probléme. En effet, F' est ouvert par défi-
nition pour ramener le modéle géométrique a une situation
compacte. Cependant, cela a pour effet de laisser dans le
modele géométrique des points dont 1’état associé n’est pas
clair. En effet, le point signalé en bas a gauche de la ré-
gion grisée signifie que les deux processus du programme
P,V,|P,V, tente simultanément de prendre le sémaphore a
d’arité 1. La légitimité physique des points se trouvant sur
la frontiére de la région interdite n’est pas claire.

Pa |_____.

Pa

On rencontre un probléme similaire lors de ’étude des propriétés topologiques des com-
posantes du modéle géométrique d’un programme PV, voir [24|, cependant, ceci reste
raisonnable lorsque ’on travaille & dihomotopie prés. La description que nous venons de
faire de la région interdite ne permet pas de modéliser un passage continu d’'un état ou
le sémaphore a est libre & un état du systéme dans lequel il est réservé. Pour cela, on
fixe ¢ > 0 arbitrairement petit, on peut alors remplacer les fonctions xj' par des fonctions
continues (voire infiniment dérivable si besoin est) telles que quel que soit = dans R, si
la distance de =’ & F est supérieure ou égale 4 ¢, alors pour tout sémaphore a appartenant
aS,ona Y% T < a+ 1. Nous n’étudierons pas plus loin les perspectives offertes par
cette derniére remarque.

On va maintenant munir la collection des programmes PV d’un structure de catégorie que
I’on notera PV de sorte que I'application qui a chaque programme PV associe son modéle
géométrique induise un foncteur de PV dans PoSpc. Etant donnés deux programmes
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VIII.1.6

VIII.1.7

Xq|.. | X, et X{|...|X],, on définit pour tout indice k de {1,...,n} la longueur de Xy
comme 'entier NVj, et de méme la longueur de X;. Un morphisme de la catégorie PV du
premier programme vers le second est un (n + 1)-uplet (¢, ¢1,. .., ¢,) tel que

1. 1 est une injection de {1,...,n} dans {1,...,n'},

2. Vk € {1,...,n}, ¢ est une application strictement croissante de {1,..., Ny} dans
{1 . Ny b

3. Vke{l,....n}, Vi€ {1,..., Np}, Xi(i) = X} (01(2))-
L’idée est que pour tout indice k£ dans {1,...,n}, X} est une sous-suite de X{p(k).

CONJECTURE

L’application qui & tout programme PV Xi|...|X, associe son modéle géométrique
[Xi]...|X,] induit un foncteur de PV dans PoSpc dont tous les morphismes de I'image
sont des monomorphismes de PoSpc.

D’une part, la conjecture VIII.1.6 donne une idée de la sémantique dénotationnelle du
langage PV, d’autre part, elle ouvre une voie permettant de donner une sémantique
dans PoSpc & des programmes PV comportant des boucles. Grossiérement, 1’idée est de
considérer la famille de tous les programmes PV obtenus en déroulant un certain nombre
d’itérations des différentes boucles. Du point de vue de la structure de catégorie donnée
a ’ensemble des programmes PV, cette famille constitue une sorte d’arbre dénombrable.
On peut alors envisager un foncteur dont le domaine est cet arbre et le codomaine est
PoSpc, de sorte que I'image de chaque noeud de ’arbre soit le modéle géométrique du
noeud en question qui, on le rappelle, est un programme PV. Enfin, chaque A — B de
Parbre est envoyé par ce foncteur sur une inclusion [A] < [B].

CONJECTURE
Pour tout programme PV Xj|...|X,, tous les homsets de la catégorie fondamentale (voir
la définition I1.2.1) de 'espace ordonné [Xi|...|X,] (autrement dit les ensembles

71 ([X] - 1X]) [, ]

ou x et y sont des points de [X;]...|X,]) sont finis et la catégorie de composantes (voir
définition IV.3.12) de [X]|...|X,] est finie.

Les deux assertions précédentes peuvent sans doute étre prouvées par induction, cepen-
dant la rédaction de ces démonstrations est certainement assez lourde. Les conjectures
VIII.1.6 et VIII.1.7 n’en restent pas moins trés intuitives, en effet, compte tenu de la déf-
inition de [—], il est naturel de penser que tout morphisme f de la catégorie PV induit,
a permutation des coordonnées et homothéties prés, un morphisme entre les modéles
géométriques du domaine et du codomaine de f. Pour prouver la seconde assertion, il
suffit de trouver un découpage fini de [X;]...|X,] qui soit plus fin que celui donné par
les composantes de [X;]...|X,].

Notons que les modéles géométriques des programmes PV dans lesquels n’apparaissent
que des sémaphores binaires ont été étudiés en détail dans [30]. Leurs propriétés trés
spécifiques y sont mises en évidence.
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VIIIL.2.1

VIIIL.2.2

VIIL.2.3

VIII.2 POINTS MORTS ET INATTEIGNABLES

Les concepts de points morts et inatteignables peuvent étre définis pour n’importe quel
objet de PoSpc, on ne les introduit que maintenant car c’est dans le cadre informatique
qu’ils auront le plus d’intérét.

DEFINITION

. . H H . H . . . H
Soit un objet X de PoSpc, x € X est un point mort de X si le seul dichemin v sur X
tel que v(0) = z est le dichemin constant de valeur x.
Par ailleurs, pour d € X, on dit que = est atteignable depuis d s’il existe un dichemin

7y sur X tel que ¥(0) = d et y(1) = z. Dans le cas contraire = est dit inatteignable
depuis d.

LEMME
Un point x de X est mort si et seulement si quel que soit y dans X\{z}, 7?{()_())[90, yl =0,

H
de plus, z est atteignable depuis d si et seulement si 7 (X)[d,z] # (). Un point z est
donc mort si et seulement si le seul point atteignable depuis x est .

PREUVE. Immédiat.
[ |

LEMME
— —
Un maximum local de X est un point z de X dont il existe un voisinage V' tel que x soit

ﬁ
le plus grand élément de V' pour 'ordre induit par celui de X . Tout maximum local est
un point mort mais la réciproque admet des contre-exemples.

PREUVE. Compte tenu de la définition de dichemin sur un 'espace ordonné (voir déf-

inition I1.1.1) il est clair qu'un maximum local est un point mort. Le contre-exemple a
ﬁ

la réciproque est donné par Q, c’est-a-dire I’ensemble des nombres rationnels muni de la

H
topologie et de I'ordre induits par ceux de R. En effet, tous les points de @ sont morts
mais aucun n’est un maximum local d’aprés la densité de Q dans R. W

VIII.3 LANGAGE PV ET SYSTEMES DE TRANSITIONS

On va associer a chaque programme PV un systéme de transitions puis comparer, sur
plusieurs exemples, la taille du systéme de transitions obtenu avec celle de la catégorie de
composantes du modéle géométrique. Etant donné un programme PV Xi|...|X,, pour
chaque k € {1,...,n} on pose Ny, la longueur (i.e. le nombre d’instructions) du processus
X. Un n-uplet @ := (21,...,7,) tel que

1 om + 1 IN, + 1
kEe{l,... — ... e, ————
v 6{7 7n}7 Tk 6{27 ) 2 ) ) 9 }
est appelé état admissible du programme X;|...|X,, lorsque

VaeS X 7 <a,

174



ou « est l'arité de a. L’ensemble S des états du systéme de transitions est ’ensemble des
états admissibles du programme X;|...|X,. Pour chaque k € {1,...,n} on note ¢ le
n-uplet

(0,...,0,1,0,...,0)}

-~

1 en k®Me  position, 0 partout ailleurs

Les transitions du systéme sont alors les triplets (?, k, 2 + e_k)), onke{l,...,n}et T
et 7 + e sont admissibles. L’ensemble L des étiquettes est donc {1,...,n}, c’est-a-dire

que 'on a un identificateur pour chaque processus, c’est-a-dire pour chaque dimension.
L’intuition géométrique est évidente, les instructions P et V' d’un processus marquent
une séquence de prises et de libérations de sémaphores, le modéle géométrique est concu
de sorte qu’ils interviennent a des instants ¢ € N et pas a des instants quelconques ¢ € R.
Comme on I'a déja remarqué, la sémantique en terme d’états d’occupation des sémaphores
a un instant auquel se déclenche une prise ou une libération n’est pas claire, c¢’est pourquoi
on ne consideére que des états intermédiaires, ¢’est-a-dire dans N+ {3}. L’étiquette k sig-
nifie que le k°™® processus exécute 'instruction suivante. D’une certaine maniére, les
états admissibles sont tous les états possibles du pointeur d’instruction. Géométrique-
ment, cela signifie que ’on se déplace “d’une unité” dans le modéle géométrique selon la
k®me coordonnée. Informellement, le systéme obtenu est “cubique” de dimension n.

VIII.4 AUTOMATES DE DIMENSION SUPERIEURE

On se propose ici de comparer les programmes PV avec les automates de dimensions
supérieures. Ces derniers, aussi appelés HDA pour higher dimensional automata, ont
déja fait 'objet de nombreuses études notamment par Vaughan Pratt qui les a introduits,
R.J. van Glabbeek (voir la comparaison aux autres modéles discrets de la concurrence
dans [91]), Philippe Gaucher, Eric Goubault et Ulrich Fahrenberg dans sa thése ([19]).
Signalons encore les recherches menées par Krzysztof Worytkiewicz concernant les struc-
tures de catégorie de modéles sur la catégorie HDA (définition VIIL.4.5) "adaptées" a la
concurrence. On va légérement modifier la définition originale de maniére & faire appa-
raitre dans cette structure la notion d’indépendance via un ensemble simplicial comme
cela a été suggéré dans la section .1 de l'introduction. Pour obtenir une analogie des
systémes de transitions en dimension supérieure, il est naturel de se baser sur les en-
sembles (pré-)cubiques. L’idée sous-jacente étant qu’un élément de dimension n > 2
représente ’exécution simultanée de n actions. Quant aux éléments de dimension 1,
ils représentent bien siir les supports des transitions. L’idée suivante est de mettre des
étiquettes sur les éléments de toutes les dimensions. Dans [34], on s’acquitte de cette
tache au moyen d’un morphisme de ’ensemble cubique C' vers un ensemble pré-cubique
d’étiquettes noté L. Cet ensemble n’est pas quelconque, en fait, on suppose que I'on a
un ensemble totalement ordonné ¥ d’actions élémentaires, L, est alors, par définition,
I’ensemble des suites croissantes d’éléments de Y. Notons alors que pour tout entier
n € N, I’ensemble des suites strictement croissantes d’éléments de > est isomorphe a
I’ensemble des sous-parties & n éléments de X. De plus, dans la construction des opéra-
teurs faces de I’ensemble pré-cubique d’étiquettes, [34] pose ;o = d;1, ce qui équivaut
clairement & oublier la direction. En fait, le choix d’un ordre total sur ¥ est arbitraire
et I’on peut s’en passer si, au lieu de considérer un ensemble pré-cubique d’étiquettes, on
considére plutét un ensemble pré-simplicial, c’est ce que nous allons faire. L’objection
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que l'on pourrait émettre est que I’on ne peut plus avoir des étiquettes comportant une
répétition d’un élément de . Cependant, si I’on imagine qu'un élément de dimension
n de L représente une famille d’actions indépendantes, comme le suggére la section .1,
alors cette suite ne devrait pas avoir de répétition car aucune action non triviale n’est
indépendante d’elle méme.

Ainsi, la donnée d’un ensemble (pré-)cubique C' équivaut a celle d’une géométrie dirigée
car tout élément = de dimension n a pour chaque coordonnée ¢ € {0,...,n — 1} un
début donné par 97;(z) et une fin donnée par J;, (), voir [62] et [23]. De son coté, la
donnée d’un ensemble pré-simplicial S fournit une notion d’indépendance. Bien stir, un
élément x € C), va représenter un cube dirigé plein, et donc I’exécution paralléle de n
processus portant chacun une étiquette a;. Si L est I'étiquetage, il est alors naturel que
L(z) = {a,...,a,} soit une famille d’actions indépendantes. On peut retenir que grosso
modo les ensembles pré-cubiques donnent la géométrie dirigée alors que les ensembles
pré-simpliciaux fournissent la notion d’indépendance.

Pour formaliser les idées précédentes nous avons besoin d’un résultat technique

VIII.4.1 LEMME (OUBLI DE LA DIRECTION)
Avec les définitions de A et de [J données dans les propositions A.6.1 et A.6.2 et en posant

par convention A(—1) := () et J, LA Punique application de () dans {0}, on a le foncteur
d’oubli de la direction, noté U, de J dans A (ici on entend donc A étendu a —1)
défini par:

1. Vvn e N, U(O(n)) :== A(n—1)
2. Vn €N, Vie{0,...,n}, Ve € {0,1}, U(67) := o772

3.VneN, Vie{0,...,n}, U(o]"7) := ol

)

On a également pour ¢ € {0, 1} un foncteur F. de A vers [J défini par
1. Vn e NU{-1}, F.(A(n)) :==0(n+1)
2. Vn € NU{-1}, Vi€ {0,....n+ 1}, F.(602) := o710
3. Vne NU{-1}, Vi € {0,...,n}, F.(o7?) :=a/".

VIII.4.2 DEFINITION (AUTOMATE DE DIMENSION SUPERIEURE)
Un automate de dimension supérieure, ou HDA | est un triplet (C, S, \) ou C' est
un ensemble pré-cubique, S est un ensemble pré-simplicial étendu (c’est-a-dire défini sur
Iextension de A donnée dans le lemme VIIL.4.1) et A une transformation naturelle de C'
vers S o U? appelée étiquetage.
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VIIIL.4.3

VIII.4.4

REMARQUE
Si C' est un ensemble pré-cubique et S un ensemble pré-
simplicial étendu, on note

00 := C(317) et o™ = 5(57). g

Un étiquetage est alors une famille ()\")nEN telle que
Vn € N, A\, € Set[C,,,S,_1] et Vi € {0,...,n}, Ve € L Al
{0,1},

n,] n—1,A
Ano 0" =0 © Ant1

REMARQUE o0

Etant donné un ensemble précubique ( Cpiq ?C"; neN;ie{0,...,n}) parmi
o)

les étiquetages possibles, I'un consiste a considérer ’ensemble pré-simplicial dont tous les

éléments sont un singleton, en effet, 'unique étiquetage possible donne un HDA.

Pour comprendre le formalisme précédent, examinons en détail I’exemple suivant: on
considére le programme PV P,V,|P,V,|P,V, ou a est un sémaphore ternaire, c’est-a-dire
d’arité 2, on notera ce programme II. Nous allons définir, & partir de ce programme, un
HDA continu et un HDA discret. L’un comme 'autre seront de dimension 3, ce qui n’est
guére surprenant. Commencons par le représentant continu. On considére X le modéle

géométrique du programme II. Ce modéle est isomorphe, dans PoSpc, a
12

0,1°\[=, =

RIRNE

ﬁ
muni de la topologie et de l'ordre induit par ceux de R®. On donne ci-dessous une
représentation de ce modele géométrique.

Va 4

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

X Va
On définit alors I'automate de dimension supérieure continu associé de la fagon suiv-
H
ante: Cp = [0,1\[},2], ¢} = {{x} x [a,0] x {y} C X} U {[a, b x {z} x {y} C

Y}u{{x} x {y} x [a,b] C ?} Cy = {{x} % [a,b] % [¢,d] C Y}u{[a, b x {z} x [¢,d] C
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?} U {[a,b] x [e,d] x {z} C ?} et enfin Cy := {[a,b] x Je,d] x [e, f] C ?} Etant

donné un élément [a,b] X [¢,d] X [e, f] € C3, son image par les C(ézf) pour i € {0,1,2}
a7

1,

et € € {0,1}, que I’on notera
omis les symboles x)

est donnée par le tableau suivant (dans lequel on a

2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0
Ao a0,1 1o o1y 0 D51

2

(e, e 77| 0} e 71 | Tas Bie) e 7T | T Bt} feo 1 | Wle. e | s Blle. A1)

L’image d’un élément {x} x [a, b] X [¢, d] de C par les C(éil?’am) pouri € {0,1} et e € {0, 1},
que ’on notera (’3i ;D, est donnée par le tableau suivant (dans lequel on a omis les symboles
x)

7,0 7.0 7.0 7,0
ao,o o1 1o 0

oo dl | (@0 e.dl | {e¥la.bie} | {e}la. H{d)

7.0 7.0 7.0 7.0
%o o1 0 o1

[ {e} e, d | (e}, d] | o e} {e) | [a, e H{d)

Ol or ol oy
{a}[e, di{z} | {0} e, dI{=} | o, bl{c} (e} | [a, b{d} {z]
Les images d’éléments de la forme [a, b] x {x} x {y}, {x} x[a,b] x {y} et {x} x {y} x [a, ]

de Cj par les C’(égf) pour ¢ € {0,1}, que ’on notera 88:5 , sont respectivement données
par les tableaux suivants (dans lequel on a omis les symboles x)

1O IO 1O IO IO 1O
70 91 9o 91 o A1
fa{aH{y} [ {oH{aHy) ] [H{zHa{y} | {z}{oH{y} ] [H{eHyHa} [ {=}H{y}{b}
Pour obtenir un étiquetage, il nous faut déja un ensemble pré-simplicial, S5 est I’ensemble
des enveloppes convexes de triplets (ce sont donc des triangles) (b, c,e), (a,d,€), (a,c, f)
ou [a,b] x [¢,d] X |e, f] € C3, on pose bien siir

As([a,b] x [c,d] x [e, f]) := le triplet ((b,c,€), (a,d,e), (a,c, f)).

Puis S; est I’ensemble des couples ((b,c¢),(a,d)) tels qu'il existe = € R de sorte que
{z} x [a,b] X [e,d] € Cy ou [a,b] x {x} x [¢,d] € Cy ou [a,b] X [¢,d] x {z} € Cy, on pose

)\2({1‘} X [a,b] x [c, d})

)\QE[CL, b x {z} x [e, d}; } :=le couple ((b,¢), (a,d))
Ao ([a, b] X [c,d] x {x}

et
A ([a, 0] x {z} x {y})
Alg{x} x [a,b] x {y}) := le point (b)
M ({2} x [¢,d] x [a,b])
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avec Sy := [0,1]. Enfin, sachant que S_; est un singleton, A\ et J L2 sont les uniques
applications définies respectivment sur Cj et Sy a valeur dans le singleton S_;. Noter
bien que 'on a évoqué des triplets et des couples, I'ordre a donc une importance, noter

que cet ordre est issu de celui que I’on met sur les coordonnées de R3.
On peut alors poser

(b, 0), .., o ) 1= () e ) Gy =5,
3£A(G%076%(a7d,6%(awc7f))rz ((bse), (a, f)) ﬂ T

a; <<b> ¢, 6)7 (CL, d7 6)7 (CL, ¢, f)) = ((b> C)7 (CL, d)) Cl L) SO

et de maniére similaire mT T T
a2 (b ¢), (a,d)) :==d Cy —*~ 3y

a2 ((b,¢), (a,d)) == b W

puis vérifier la commutativité du diagramme de droite.
Les éléments de S3 sont des triplets de triplets de réels, on les comprend donc comme des

triangles de R3, ceux de S5 sont des couples de couples de réels, ce sont donc des segments
de R?, ceux de S; sont des réels, ce sont des points de R et enfin S~! est un singleton
autrement dit R°. On aimerait également que I’étiquetage soit tel que I'image d’un élé-
ment non aplati de C soit un élément de S, dont les images par 93>, d;> et 93> soient
distinctes. Or I’étiquetage que 1'on vient de donner n’a pas cette propriété, en effet, tous
les cubes de la forme [z, y] x [z, y] X [z,y] ont pour étiquette ((y, z,x), (x,y,x), (z,z,y))
et que I'image de cet élément de Sy par 95>, 912 et 3™ est ((y,z), (x,y)).

On propose un autre étiquetage, I’ensemble pré-simplicial des étiquettes est donné par
S; = { sous-parties a 7 + 1 éléments de {0, 1,2}} pour i € {—1,0,...,2} et les opéra-
teurs faces sont décrits par le diagramme ci-dessous

{0,1,2}

1,A 1,A
/ alll’A \

1.2} [0.2) 0.1}

{2} {1} {2} | U

{0}
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VIIL.4.5

Cet étiquetage n’est pas satisfaisant non plus dans la mesure ot il suffit que C3 soit non
vide pour que I’ensemble des étiquettes soit “plein” dans le sens ol tous les “triangles” de
S, c’est-a-dire les triplets (x,y, z) tels que 01 (x) = do(y), 01(y) = Do(2) et 01(2) = Op(x)
sont tels qu’il existe t € Sy tel que Jy(t) = x, O1(t) =y et 0»(t) = z. Du point de vue de
I’homologie, cela signifie bien stir que tous les groupes d’homologie de S sont triviaux, ce
qui est facheux car, en fin de compte, on espére pouvoir détecter les trous dirigés de C' a
I’aide de ceux de S. En effet, un “trou” dans C' est un obstruction au parallélisme, ce qui
signifie qu’il doit y avoir une famille d’action qui n’est pas indépendante. En pensant a
S comme a la représentation géométrique de I'indépendance des actions du programme,
la famille d’action évoquée précédemment devrait apparaitre comme un triangle “vide”.

DEFINITION (CATEGORIE DES AUTOMATES DE DIMENSION SUPERIEURE)

La collection des automates de dimension supérieure forme VAR
une catégorie notée HDA telle que HDA [(C’, S, A), (C) S, X)] Cn == S
est I’ensemble des paires de transformations naturelles (g, e) g”T Te"l
respectivement de C vers C’ et de S vers S’ telles que Cr =5 Sn1

VneN, e,.10\, =)\ 0g,.

La catégorie HDA a tous les produits, ces derniers étant calculés “composante par comp-
sante” dans Set. Plus précisément, si (C?, S, \');c7 est une famille d’objets de HDA, pour
n €N,

C;;mduit — HiEICyiL ’ Sprj(ilUit — HieISj@fl et )\Iy)LrOdUit — HiEI)\iL

n
De plus, avec les mémes formules, si C' est un ensemble pré-cubique et que I'on a une
famille d’étiquetages sur C, alors on peut définir un étiquetage produit sur C. C’est a
dire que pour x € C,, on pose
Spr_otiuit — HigIS,iil et )\I:Lroduit — Hzel—)\;(x)

On équipe alors ’ensemble pré-cubique associé au programme P,V,|P,V,|P,V, (ou a est

un sémaphore ternaire, ¢’est-a-dire d’arité 2) de I’étiquetage produit des deux étiquetages
que 'on a précédemment décrit.

Le cube sur la figure de droite représente un élément de
Cj5 tandis que le triangle grisé représente son étiquette,
c’est-a-dire son image par As.

VIIL.b EXEMPLES

Dans les exemples suivants, les sémaphores d’arité 1 et 2 sont respectivement dits binaires
et ternaires. De plus, en vertu du lemme VIIL.1.5, on peut toujours a I'aide d’une ho-
mothétie se ramener & F' C [0, 1]™, c’est le choix que I'on a fait ici.
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LE CARRE UNITE TROUE

Formellement, le carré unité (dirigé) troué est [0,1] x [0,1]\[3, 2]
— Y=
(3, 2] muni de la structure d’espace ordonné induite par celle de R x R.

C’est le modéle géométrique du programme

Pa.Va | Pa.Va

ou a est un sémaphore binaire.

Ci dessous-on trouve a gauche la catégorie de composantes associée au modéle géométrique
et & droite le systéme de transitions associé a Pa.Va|Pa.Va selon le procédé décrit dans
la section VIII.3.

O—s 354334 33
\%F \%F SRRt EEEE : Lo o - -
++ +
Paf----1----- . Paf - - - - o= - ——— - v
A—=0 e AR
F:’a Va Fl’a \:/a

La catégorie de composantes contient 4 objets et est générée par 4 fléches, le systéme de
transitions contient 8 états et 8 transitions.

LE DRAPEAU SUISSE

Le drapeau Suisse (dirigé) est

23 14 14 23

[0,1] x [0, 1]\([5’ g] X [gag] U [g =1 x [z 2]

- =
muni de la structure d’espace ordonné induite par celle de R x R. C’est
le modéle géométrique du programme

Pa.Pb.Vb.Va | Pb.Pa.Va.Vb

ou a et b sont des sémaphores binaires.

Ci dessous-on trouve a gauche la catégorie de composantes associée au modéle géométrique
et a droite le systéme de transitions associé a Pb.Pa.Va.Vb|Pa.Pb.Vb.Va selon le procédé
décrit dans la section VIIL.3.
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VIIL.5.1

Pb Pa Va Vb Pb Pa Va Vb
La catégorie de composantes contient 10 objets et est générée par 10 fléches, le systéme
de transitions contient 20 états et 24 transitions.

LES DEUX PHILOSOPHES
L’espace ordonné des deux philosophes est donné par

2 4 13 13 2 4
55 %55 Vg <)

[0, 1] > [0, T]\({

- =
muni de la structure d’espace ordonné induite par celle de R x R. C’est
le modéle géométrique du programme

Pa.Pb.Va.Vb | Pb.Pa.Vb.Va

ol a et b sont des sémaphores binaires.

La catégorie de composantes contient 10 objets et est générée par 10 fleches, tout comme
dans 'exemple du drapeau Suisse. En revanche, le systéme de transitions contient 14
états et 16 transitions.

REMARQUE

Le drapeau Suisse dirigé et ’espace ordonné des deux philosophes sont isomorphes dans
PoSpc.

DEUX TROUS SUR LA DIAGONALE PRINCIPALE
L’espace topologique suivant

0,11 x 0,1\, 31 x [£. 21U 21 %[5, )

i
muni de la structure d’espace ordonné induite par celle de R x R est le
modeéle géométrique du programme o

Pa.Va.Pb.Vb | Pa.Va.Pb.Vb

ou a et b sont des sémaphores binaires.

La catégorie de composantes associée au modéle géométrique contient 9 objets et est
générée par 12 fleches. Le systéme de transitions associé contient 23 états et 32 transitions.
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La symétrie que comporte cet exemple le rend facile & généraliser. En effet, la catégorie
de composantes du modéle géométrique associé au programme PV

PV . .P Vo |PiVay .- Po,Va,

ou les sémaphore a; sont binaires (c’est-a-dire d’arité 1), contient (n + 1)? objets et
2n(n + 1) fleches génératrices tandis que le systéme de transitions associé a 4n® + 3n + 1
états et 8n? transitions.

DEUX TROUS SUR LA DIAGONALE ACHRONALE
L’espace topologique suivant

3 4 3 4

0.1 % 0,1\, 21 x 12,1V 1 x [z, 5)

- —
muni de la structure d’espace ordonné induite par celle de R x R est le
modéle géométrique du programme o

Pa.Va.Pb.Vb | Pb.Vb.Pa.Va

ol a et b sont des sémaphores binaires.

QUATRE TROUS

L’espace topologique suivant

0,11 [0, \([z, 31U 2 21 x (15, 2] VLS, 2D)

i
muni de la structure d’espace ordonné induite par celle de R x R est le
modeéle géométrique du programme O O

Pa.Va.Pa.Va | Pa.Va.Pa.Va

ou a est un sémaphore binaire.

La catégorie de composantes associée au modéle géométrique a 13 objets et 16 fleches
génératrices, le systéme de transitions a 21 états et 24 transitions. La encore, la symétrie
permet de généraliser cette exemple, en effet, c’est le modéle géométrique du programme
PV PV, ... P,V,|P,V, ... P,V, ou a est un sémaphore binaire. La systéme de transitions
associé a 3n%+4n+ 1 états et 2n(n+ 1) transitions. La catégorie de composantes associée
au modeéle géométrique a 3n? + 1 objets et 4n? fléches génératrices.

TROIS PHILOSOPHES

On suppose que I'on a trois sémaphores binaires a, b et ¢, ¢’est-a-dire pouvant étre occupés
par au plus un processus, on considére alors le programme

VAN AN B AR

De gauche a droite et de haut en bas, les figures qui suivent représentent repsectivement,
le modéle géométrique du programme (la forme cubique étant la zone interdite), le modéle
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géométrique avec le “bassin d’attraction” du seul point mort du programme, la catégorie
de composantes du modéle (avec une erreur d’affichage, en effet, les deux pointes en con-
tact au centre de la figure ne devrait pas I’étre) et enfin un chemin d’exécution maximal,
c’est-a-dire un dichemin joingnant le point de départ du modéle géométrique & son point
d’arrivée.

VIII.6 QUELQUES REMARQUES

VIII.6.1 BOUCLE ET COMPACITE

On a déja noté que les modéles géométriques des programmes PV peuvent étre sup-
posés compacts. En fait, on peut envisager d’ajouter un opérateur dans la construction
des processus du langage PV permettant d’avoir des boucles. Le probléme est qu’alors,
intuitivement, on s’attend a ce qu'une trace d’exécution, c’est-a-dire un chemin dirigé,
puisse revenir a un état dans lequel il a déja été. Ceci est bien siir impossible si le mod-
éle géométrique est un espace ordonné . On peut cependant envisager de “déplier” un
programme PV contenant des boucles pour obtenir une famille de programme PV qui
représente les différents dépliages de chacune des boucles. Informellement, chacun de ces
dépliages a un modéle géométrique dans PoSpc, or la catégorie PoSpc est co-compléte, en
se laissant guider par la structure d’arbre (au sens classique) de la famille des dépliages
du IT on peut alors “recoller” (c’est-a-dire considérer la co-limite d’un certain foncteur
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VIIL.6.1

défini sur I’arbre des dépliages de II & valeurs dans PoSpc) les modéles des dépliages de 1
pour obtenir le modéle géométrique de Il dans PoSpc. L’arbre des dépliages étant infini
dés que (et seulement si) I contient effectivement une boucle, le modéle obtenu ne sera
pas compact.

L’autre méthode consiste a généraliser la notion d’espace ordonné de fagcon a avoir des
modéles géométriques permettant a certains chemins dirigés vy de satisfaire v(0) = (1)
sans que 7 soit constante. On a alors un nouvelle catégorie qui en un certain sens contient
PoSpc et qui permet de donner directement un modéle géométrique de II sans passer par
I’arbre des dépliages. Du point de vue topologique, I'intérét est que 1’espace topologique
sous-jacent est compact, en contrepartie, on doit traiter des modéles géométriques possé-
dant de “vraie boucles”. Cette approche est I’'un des problémes étudiés dans la troisiéme
partie de cette thése.

VIII.6.2 FINITUDE DE LA CATEGORIE DE COMPOSANTES

On a développé dans la premiére partie une technique de réduction de la taille de la caté-
gorie fondamentale d’un espace ordonné. Tous les modéles géométriques des programmes
PV étant en particulier des espaces ordonnés, on va leur appliquer cette méthode. On
sait également grace a I’étude théorique faite dans la premiére partie que la réduction de
taille qu’offre la catégorie de composante est, en un certain sens, optimal. Dans I'optique
d’appliquer cette théorie a la réalisation d’un programme d’ananlyse statique du langage
PV, il serait intéressant de prouver la conjecture suivante:

CONJECTURE
La catégorie de composantes de la catégorie fondamentale du modéle géométrique de tout
programme PV est fini.

Dans tous les cas pratiques, cette conjecture est trivialement vérifiée, par ailleurs, elle
est extrémement intuitive. En effet, on peut ébaucher une preuve par le raisonnement
informel suivant. Puisque la catégorie de composantes d’un espace ordonné est sans
boucle, il suffit de vérifier que I’ensemble de ses objets, c’est dire celui des composantes
de 'espace ordonné, est fini. Pour cela, il suffit de trouver un raffinement de la partition
donnée par les composantes qui soit lui-méme fini. On peut admettre que cela est possible
en considérant toutes les coupes possibles selon tous les hyperplans qui portent une face
de la région interdite. La difficulté est alors de déterminer & quelle composante une
“frontiére” donnée doit appartenir, ce probléme est lié a la topologie induite sur chaque
composante par I’espace ordonné dont la catégorie de composantes que I'on étudie est le
modeéle. Ce probléme a été abordé par Martin Raussen & plusieurs reprise. Il faut enfin
prouver que quels que soient les points a et b du modéle géométrique )_(2, I’ensemble, &
dihomotopie prés, des dichemins sur X allant de a vers b est fini.
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CHAPITRE

IX

ANALYSEUR EMBRYONNAIRE

Ce chapitre est consacré a la description du code d’un embryon d’analyseur que j’ai
développé durant ma thése. Celui-ci a été écrit en langage Caml. A partir d’un code
écrit en langage PV contenu dans un fichier, cet analyseur détecte les erreurs de syntaxe,
par exemple si I'un des processus contient une séquence ... P, ... P, ... sans qu’il y ait
d’instruction V, entre les deux instructions P,. Il génére le modéle géométrique sous la
forme d’une liste de cubes qui représente la région interdite. Enfin, dans le cas oiu le
programme contient trois processus, c’est a dire ol le modéle géométrique associé est
tridimensionnel, il génére un fichier .geom qui permet a ’aide du logiciel geomview,
de visualiser ce modéle avec des mouvements de caméra. Enfin, une partie du code qui
n’est pas encore incorporée permet la gestion d’arbres de segments ce qui devrait, dans
d’éventuelles versions ultérieures, remplacer la représentation d’un segment sous forme de
couple donnant les bornes du segments. En pratique, cela nécessite un plus grand espace
mémoire mais devrait permettre d’accélérer certaines opérations.

Voici avant tout les types utilisés par ’analyseur:

type instruction =
P of (string * int)
| V of (string * int) ;;

type proc = instruction list ;;

type prog = proc list ;;

Fidelement a la description de la grammaire du langage PV, les instructions sont don-
nées par P ou V selon que 1’on veuille prendre ot libérer une occurrence d’un sémaphore
suivi d’un couple dont le premier terme est le nom du sémaphore et le second son arité.

Un processus est une liste d’instructions et un programme une liste de processus mis en
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paralléle.

type interval =
| Interval of (int * int)
| Empty _interval ;;

type cube =
| Cube of interval list
| Empty _cube ;;

type area = cube list ;;

On représente un intervalle comme un couple d’entier, un cube comme un produit d’intervalles
et une région comme une réunion (comprendre une liste) de cubes.

type epsinteger = (int * bool) ;;

L’idée naive du type epsinteger est deconsidérer les entiers comme “flou” au sens oiu
(5, false) signifie que l'on est infinitésimalement proche de mais avant 5 alors que true
signifie que l'on est aprés.

type statree —
| Feuille of (interval list)
| Noeud of (statree * (interval list) * statree) ;;

type sttr =
| F11 of (interval * (int list))
| Nd of (sttr * interval * (int list) * sttr) ;;

type sttr2 =

| F112 of (interval * (int list list list))

| Nd2 of (sttr2 * interval * (int list list list) * sttr2) ;;

On trouve ci-dessus trois représentations des arbres d’intervalles.

exception Cannot extend of (int list) ;;

exception Dead end ;;

Certains des algorithmes utilisés ont besoin, lorsqu’ils tombent sur une impasse, de ren-
voyer des données & la procédure qui les a appelés, on fait pour cela appel aux deux
exceptions ci-dessus.

let cube2geomAux cub re gr bl tr= cub

[| — failwith "on n’affiche que de la 3D"

|(a,b)::[]] — failwith "on n’affiche que de la 3D"

|(a,b)::(c,d)::[]— failwith "on n’affiche que de la 3D"

|(a,b)::(c,d)::(e,f) ]| —

| — failwith "on n’affiche que de la 3D";;
let rec area2geomAux a re gr bl tr= a
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|c::s— (cube2geomAux ¢ re gr bl tr)""\n""(area2geomAux s re gr bl tr);;
let area2geom a re gr bl tr

let reper3D geomstr

Les fonctions ci-dessus convertissent le contenu d’une variable de type area en un fichier
.geon lisible par 'outil de visualisation geomview.

J’ai par ailleurs utilisé ocamlyacc et ocamllex pour générer un analyseur syntaxique
du langage PV. Etant donné un programme PV, on obtient alors une donnée de type prg
que 'on passe en argument & une fonction qui teste si le programme répond bien aux
critéres syntaxiques selon lesquels un processus ne doit pas contenir deux instructions P,
entre lesquelles il n’y ait pas d’instruction V,, de méme qu’il n’est pas permis d’avoir une
instruction V,, qui ne soit précédée d’aucune occurence d’une instruction P,. Une autre
fonction vérifie que tous les sémaphores utilisés dans le programme ont bien été déclarés
tandisqu’une seconde signale lorsqu’un sémaphore déclaré n’est pas utilisé.

Une fois cette analyse effectuée, le programme est passé sous la forme d’une donnée de
type prg a une fonction qui en détermine le modeéle géométrique sous la forme d’une
donnée de type area. La fonction qui recherche les point morts & partir de ce modéle
géométrique est en cours de développement.
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Partie 111

SUPPLEMENTS THEORIQUES
ET
QUESTIONS OUVERTES
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CHAPITRE

X

INTRODUCTION A LA TROISIEME PARTIE

La derniére partie concerne des développements concernant différents points, d’ordre
informatique et/ou mathématique, éludés dans les deux parties précédentes. L’un de ses
objectifs est de justifier le choix des outils mathématiques qui a été fait, autant aupres
des informaticiens que des mathématiciens.

X.1 LA GESTION DES BOUCLES

Puisque la catégorie PoSpc permet une “bonne” (du point de vue mathématique) général-
isation dirigée de I’homotopie et puisque PoSpc posséde une diversité d’objets suffisante
pour représenter tout programe du langage PV, tout mathématicien raisonnable pourrait
faire la remarque suivante : pourquoi vouloir étendre a des catégorie telles que dTop (voir
[37]) ou RSpc (voir définition 1.2.4) les notions d’homotopie dirigée, de catégorie fonda-
mentale et de catégorie de composantes?

La réponse est de nature informatique : le langage PV tel qu’il est présenté dans la deux-
iéme partie n’a pas tous les traits communs a tout langage de programmation raisonnable,
notamment, il ne permet pas I'utilisation de boucles (c¢’est-a-dire qu’il n’a pas d’intruction
while, do ou repeat). On peut bien siir ajouter a la syntaxe du langage PV une instruc-
tion qui remédie a cela, mais il faut alors pouvoir représenter les programmes PV qui font
appel a cette instruction. Au regard de la représentation proposée dans la deuxiéme par-
tie, il est naturel de penser que la trace d’un tour de boucle qui revient a 1’état dans lequel
se trouvait le systéme avant son exécution soit un chemin dirigé v tel que y(0) = ~(1).
Si le modéle géométrique du programme en question est un objet de PoSpc, alors un tel
v est constant. On peut alors tenter, comme 'a fait Lisbeth Fajstrup dans [21], [23] et
surtout dans [22], d’avoir recours & une forme de recouvrement dirigé, on perd alors la
compacité de I'espace topologique sous-jacent du modéle. Une autre alternative est de
voir la catégorie dTop, qui propose aussi une notion de catégorie fondamentale (voir [37]),
comme une extension cohérente de la catégorie PoSpc, c’est un des propos du chapitre
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XIII, qui explore les diverses extensions possible de PoSpc dans lesquelles on a des boucles
qui ne sont pas triviales. En particulier, il est nécessaire d’avoir au préalable une idée de
ce que doit-étre la catégorie fondamentale du cercle dirigé (voir la sous-section XIII.1.1) et
aussi de disposer d’une définition, en terme de petites catégories, de ce qu’est une boucle.
Comme on a pu le voir dans la premiére partie, un résultat tel que le théoréme V.0.27
n’est possible que si I'on restreint a LfCat le codomaine du foncteur catégorie fondamen-
tale qui, de prime abord, est Cat. Pour étendre & des extensions de PoSpc, en gardant
des résultats intéressants similaires au théoréme V.0.27, les constructions de la premiére
partie, il faut restreindre le codomaine du foncteur catégorie fondamentale défini sur ces
extensions & une sous-catégorie pleine stricte de Cat qui, nécessairement, sera strictement
plus vaste que LfCat. Le chapitre XI est consacré a ce probléme.

A noter que, comme me l'a suggéré Prakash Panangaden lors d’une discussion, le fait
que tout systéme informatique soit doté d’une horloge globale permet, en I'intégrant a la
description des états du systéme, de considérer qu’aucune exécution d’un quelconque tour
de boucle ne raméne le systéme dans 1’état dans lequel il se trouvait avant I’exécution du
tour en question, ’horloge globale ayant nécessairement avancé. C’est un point de vue
informatique classique, que I'on retrouve par exemple dans le concept d’arbre de synchro-
nisation et dans ’approche du probléme des boucles adoptée par Lisbeth Fajstrup.

X.2 LES AUTRES MODELES GEOMETRIQUES

Pour disposer de vraies boucles dans nos modéles géométriques, il nous faut étendre
PoSpc, or les diverses extensions E de PoSpc, & savoir les catégories LPoSpc (voir la
définition XII1.4.7), dTop ou RSpc, proposent chacune la définition d’un foncteur catégorie
fondamentale (de E dans Cat) ainsi que, d’une certaine maniére, un foncteur d’inclusion
de PoSpc dans E. La question qui vient naturellement est : la catégorie fondamentale
d’un espace ordonné est-elle isomorphisme a le catégorie fondamentale de son image dans
E? Plus généralement, peut-on voir la construction du foncteur catégorie fondamentale
proposée sur chaque E comme l'instance d’une construction plus générale? La réponse,
positive, est apportée par le chapitre XII et a fait 'objet d’un article ([45]).

194



CHAPITRE

X1

BOUCLES DIRIGEES ALGEBRIQUES

On veut trouver, dans le but de représenter les programmes PV possédant des boucles (voir
la section X.1), une notion de catégorie de composantes définie sur une sous-catégorie
de Cat plus vaste que LfCat et qui présente de "bonnes propriétés". La premiére étape
consiste & trouver un analogue de I’ensemble oﬁnné ([0,1], <) (la catégorie fondamentale

dans PoSpc du segment dirigé "canonique" [0, 1]) qui soit la catégorie fondamentale du
"cercle dirigé". L’une des difficultés du probléme est que ’on a pas a priori de modéle
"canonique" du cercle dirigé. En fait, la catégorie dTop (voir [37] ou la définition XIII.1.1)

contient d’une certaine maniére un tel modéle. Elle posséde en effet un objet noté §1>
dont espace topologique sous-jacent est le cercle euclidien S* et sur lequel les chemins
dirigés sont ceux qui "tournent dans le sens trigonométrique". Par ailleurs, dTop contient
aussi "le" segment unité dirigé c’est a dire I’objet dont ’espace topologique sous-jacent
est [0, 1] et les chemins dirigés sont les applications continue croissantes de [0, 1] dans

—
[0,1]. Cet objet est par ailleurs I'image de ’espace ordonné [0, 1] par le plongement
PoSpc — dTop et sa catégorie fondamentale dans dTop est, comme on 1’espére, ’ensemble
ordonné ([0, 1], <).

XI.1 CERCLE DIRIGE ALGEBRIQUE

En echo a l'introduction de ce chapitre, on va définir un petite catégorie, notée O et ap-
pelée cercle dirigé, qui est en fait, selon les définitions de [37], la catégorie fondamentale

=
de S' dans dTop. Comme nous le verrons, la catégorie O et 1’ensemble ordonné [0, 1], vu
comme une petite catégorie, ont de trés nombreux points communs.
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XI.1.1

XI.1.2

L’ensemble des objets de O est {(z,y) € R*z? + y* = X
1} que l'on note S'. Etant donnés deux points z et y

de S', on note zy larc de cercle fermé joignant = a y

dans le sens trigonométrique. L’ensemble des morphismes y

de O est STxNx St avec s(z,n,y) =z et t(z,n,y) =y, la

composition étant alors donnée par la régle ci-dessous.

(y,p, 2)o(x,n,y) := { (2, +p, 7) S% y Nyz = {y} ou & z
(z,n+p+1,z) sinon
En particulier, les identités de la catégorie O sont les morphismes de la forme (z,0, z).
Intuitivement, cette description est facile & comprendre : le triplet (z,n,y) désigne un
chemin qui part de x puis qui fait n fois le tour du cercle dans le sens trigonométrique
et qui s’arréte en y. Lorsque l'on effectue la composition de deux morphismes allant
respectivement de x & y et de y & 2, on a deux situations possibles : dans la premiére, le
"voyage" de x & z en passant par y nous fait faire "plus d’un tour de cercle" mais stricte-
ment moins de deux, c’est alors la seconde ligne qui s’applique. Dans la seconde, on fait
"strictement moins d’un tour de cercle" ou exactement deux. L.’idée de joindre un point
a un autre vig un troisiéme est a comparer avec la notion d’ordre cyclique décrite dans

[40] par une relation ternaire. Notons enfin que lorsque zy N yz n’est ni {y} ni S*, son
nombre de composantes connexes est 2. En notant ¢ le nombre de composantes connexes
de y N yz la régle de composition devient (y,p,2) o (,p,y) = (z,n +p+c—1,2). On
va donner, & isomorphisme prés, une autre description de 1’espace topologique S* et du
cercle dirigé O, les deux étant liés.

LEMME (DESCRIPTION ALTERNATIVE DES CERCLES)

On munit ensemble [0, 1] de la topologie engendrée par les sous-parties de [0, 1] de la
forme |z, y[ ou [0, z[Uy, 1], avec 0 < x < y < 1. L’espace topologique obtenu est isomor-
phe, dans Spc, au cercle S'. Les ouverts de cette topologie sont les ouverts classiques V
de [0, 1] tels que si 0 appartient & V', alors il existe un réel € dans [0, 1] tel que |[1—¢,1[C V.
Cette topologie est donc strictement plus grossiére que la topologie classique de [0, 1[.
La catégorie O est isomorphe, dans Cat, & la catégorie dont les objets sont les réels ap-
partenant a [0, 1[ et les morphismes les triplets (z,n,y), ou z,y € [0,1[ et n € N. La
source et le but de (x,n,y) sont alors respectivement x et y. La composition est alors
(x,n+p,2) si y appartient a [z, z]

donnée par (y,p, z) o (z,n,y) := { (z.n+p+1,2) sinon

PREUVE. Dans un cas comme dans I'autre, I'isomorphisme est donné par I’exponentielle
complexe t — 27t W

REMARQUE

La construction donnée par le lemme XI.1.1 peut étre faite & partir de n’importe quel en-
semble totalement ordonné (X, <). C’est a dire que I’on prend comme collection d’objets
I’ensemble X et comme morphismes de © € X vers y € X lensemble {(z,n,y)|n € N}
avec la méme regle de composition que celle donnée dans le lemme XI.1.1.

Désormais, lorsque ’on fera référence & S' ou a O se sera, sauf mention contraire, a la
représentation donnée dans le lemme XI.1.1.
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XI.1.3

XI.1.4

LEMME (ROTATIONS)
Pour tout € € R, le morphisme de graphe suivant

O O
T r+e[l]

(z,n,y)—= (v +e[l],n,y+e[1]),

est un automorphisme de O, ou x [1] signifie “ modulo 1”. L’inverse est obtenu en
remplacant ¢ par —e.

PREUVE. Il (faut et il) suffit de prouver que = +— x + ¢ [1] préserve les signatures
que 'on a décrites dans le lemme XI.1.1, ce qui est évident. Remarquons au passage
que ces automorphismes de () n’ont aucun point fixe. Si ¢ désigne I'isomorphisme de la
description alternative de O vers sa description initiale (voir lemme XI.1.1), on peut aussi
montrer ce résultat en notant que le foncteur décrit dans le lemme XI1.1.3 est la composée
¢~ opo¢ ol pest la rotation d’angle 27e ¢’est-a-dire ’automorphisme

O O

> pl2)

)

(z,n,y) — (p(x),n, p(y))

d’ou 'appellation. W

LEMME

Soit ¢ une application ensembliste de [0, 1] vers [0, 1] telle que ¢(0) = 0. L’application ¢
induit un homéomorphisme de S' sur S! si et seulement si ¢ induit un homéomorphisme
de ]0, 1] sur ]0, 1].

PREUVE. Supposons que ¢ induise un homéomorphisme de S! sur S!, comme ¢(0) = 0
et que, en tant qu’homéomorphisme, ¢ est en particulier une bijection de [0, 1[ sur [0, 1[, ¢
induit une bijection ¢’ de |0, 1] sur |0, 1[. Les intervalles |z, y[ pour 0 < z < y < 1 forment
une base de la topologie de ]0, 1] et sont tous des ouverts de S*, donc ¢~*(]x, y[) est un ou-
vert de S'. D’aprés le lemme XI.1.1, V := ¢~!(]z, y[) est donc un ouvert de [0, 1] tel que si
0 € V, alors il existe un réel £ > 0 tel que |1 —¢,1[C V. Or en tant qu’homéomorphisme,
¢ est en particulier une bijection de [0, 1 sur [0, 1], et comme ¢(0) = 0, 0 n’appartient
pas & V, donc V est un ouvert de |0, 1[ et ¢’ est continue. Bien siir, en considérant ¢~
on montre de méme que ¢'~! est continue et donc que ¢’ est bien un homéomorphisme.
Réciproquement, si ¢ induit un homéomorphisme ¢’ de |0, 1] sur |0, 1], alors d’apreés la
proposition XI.1.7 (dont la preuve est complétement indépendante du résultat que 1'on
est en train de prouver), ¢’ est une bijection monotone. De plus, comme ¢(0) = 0, ¢ est
une bijection. On notera cependant que ¢ n’est pas forcément monotone. Supposons par
exemple que ¢’ est décroissante. Pour 0 < x <y < 1on a ¢ *(Jx,y[) =]¢" ' (y), ¢ (x)]
et o71([0, z[U]y, 1]) = {0}U]¢' 1 (1), ¢ (y)[U]¢' " (x), 1 (0)[. D’ou la continuité de ¢
de S* dans S'. On prouve de méme la continuité de ¢~ de S dans S*.
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XI.1.5

XI.1.6

LEMME

Soit, ¢ une application ensembliste de ]0, 1[ vers |0, 1[. L’application ¢ induit un isomor-
phisme de PoSet de (]0, 1], <) dans (]0, 1], <) si et seulement si en prolongeant ¢ par
»(0) =0 et ¢(1) = 1, on obtient un isomorphisme de PoSet de ([0, 1], <) dans ([0, 1], <).
De méme ¢ induit un isomorphisme de PoSet de (]0, 1], <) dans (]0, 1], <°) si et seule-
ment si en prolongeant ¢ par ¢(0) = 1 et ¢(1) = 0, on obtient un isomorphisme de PoSet
de ([0, 1], <) dans ([0, 1], <).

PREUVE. C’est immédiat. B

LEMME
Soit, ¢ une application ensembliste de |0, 1[ vers |0, 1[. ¢ induit un isomorphisme de PoSet
de (]0, 1], <) sur (]0,1[, <) si et seulement si en prolongeant ¢ en ¢ par ¢'(0) := 0, ¢
induit un isomorphisme de Cat de O sur . Plus formellement, le morphisme de graphe
(]07 1[7 S) - (]07 1[7 S)
& ¢(x)

(@, y) ——(¢(x), 6(y))

est un isomorphisme de Cat si et seulement si en posant ¢'(0) := 0 et pour tout x
appartenant a ]0,1[, ¢'(z) := ¢(x), le morphisme de graphe

O O

¢ (z)

(z,n,y) —(¢'(x),n, ¢'(y))

est un isomorphisme de Cat.

PREUVE. Si ¢ induit un isomorphisme de PoSet, alors ¢ est en particulier une bijection
ensembliste et quels que soient = et y appartenant a [0, 1[, on a

r<y = o) <oy) .

Les parties objets et morphismes du candidat foncteur sont donc des bijections ensem-
blistes. Il ne reste plus qu’a vérifier la fonctorialité, qui est tout aussi évidente puisque
la signature d’un triplet (x,y, 2) est aussi celle de (¢(x), d(y), ¢(z)) car ¢ est strictement
croissante. Réciproquement, si le foncteur proposé est un isomorphisme, la partie objet,
c’est-a-dire ¢, est une bijection ensembliste. Il ne reste qu’a vérifier que ¢ est croissante.
Soient z et y appartenant a |0, 1] tels que 0 < x < y, 'application ¢ étant une bijection,
les images de O, x et y par ¢ sont deux & deux distincts et, comme on a un foncteur de
O sur O, les signatures de (0,z,y) et de (¢(0),d(x), ¢(y)) doivent étre égales. Comme
¢(0) = 0 on a nécessairement 0 < ¢(x) < ¢(y)) d’ott la monotonie de ¢. B

|

Avant de procéder a une étude plus détaillée de (9, on va donner pour le cercle dirigé un
résultat comparable a la
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XI.1.7

XI.1.8

XI.1.9

PROPOSITION (HOMEOMORPHISMES DU SEGMENT)
Soit, ¢ une application ensembliste de ]0, 1[ dans ]0, 1], elle induit un homéomorphisme de
10, 1] dans 0, 1[ (muni de la topologie classique) si et seulement si

(]0,1[,§)—>(]0,1[,§) ou (]071[7§)_>(]071[7 Sgp) ) )
r— $(2) T () est un isomorphisme de Cat

(@, y) —— (o(x), 6(y)) (@, y) —— (¢(x), o(y))

PREUVE. Rappelons qu'un homéomorphisme est un isomorphisme de Spc (voir définition
B.1.11) et qu’une application ensembliste entre les ensembles sous-jacents de deux ensem-
bles partiellement ordonnés est dite monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.
Ici, (]0,1[, <) est vu comme une petite catégorie. Ce résultat est en fait classique si l'on
remplace la seconde condition par

¢ est une bijection monotone

qui lui est équivalente. On a ici privilégié la formulation catégorique pour bien mettre en
évidence I’analogie entre la proposition XI.1.7 et le théoréme XI1.1.9. B

REMARQUE

La proposition XI.1.7 reste valide si ’on remplace |0, 1[ par [0,1]. En particulier on a
pour tout homéomorphisme ¢ du segment unité, ¢z, y[=|o~(z), 07 (v)[, o7z, y[=
67 (y), ¢~ (@)], dla, y[=]o(x), ()| et dla,y[=]d(y), o(x)[ en fonction de la croissance
ou de la décroissance de ¢. Notons enfin que les homéomorphismes de [0, 1] dans [0, 1]
sont les bijections croissantes de [0, 1[ dans [0, 1] et que les homéomorphismes de [0, 1]
dans ]0, 1] sont les bijections décroissantes.

Le résultat concernant () annoncé précédemment est

THEOREME (HOMEOMORPHISMES DU CERCLE)
Soit ¢ une application ensembliste de S! dans S*, elle induit un homéomorphisme de S*
dans S! (muni de la topologie classique) si et seulement si

O @) o%

O
- () ou . () est un isomorphisme de Cat

(. y)—=(¢(z),n, 0(y))  (z,n,y) — (o(x),n, d(y))

PREUVE. D’aprés le lemme XI.1.1 on peut en fait supposer que ¢ est une application en-
sembliste de [0, 1[ dans [0, 1]. | On suppose tout d’abord que ¢(0) = 0] D’apreés le lemme

X1.1.4, ¢ induit un homéomorphisme de S! sur S* si et seulement si ¢ induit un homéo-
morphisme de ]0, 1[ sur |0, 1[. D’apreés la proposition XI.1.7, ¢ induit un homéomorphisme
de |0, 1] sur 0, 1] si et seulement si 'un des foncteurs ci-dessous est un isomorphisme de
Cat.

(10,1[, <) (10,1[, <) (10,1, £) —=(]0,1[, <)
(@, y) ——(o(x), o(y)) (@, y) ——(¢(x), ¢(y))
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XI.1.10

XI.1.11

ce qui équivaut encore, d’aprés le lemme XI1.1.6, & ce que I'un des deux foncteurs suivants
soit un isomorphisme de Cat

O O O O%

T ¢/() T ¢(z)
(@, n,y) = (¢ (2),n, ¢ (y)) (@, n,y) —(¢'(2),n, ¢ (y))

en posant ¢'(0) := 0. Or ¢/ = ¢ puisque ’on a supposé que ¢(0) = 0.

Dans le cas o ’on ne suppose plus que ¢(0) = 0, notons p I'unique rotation, vue comme
un homéomorphisme de S! (voir lemme XI.1.3) qui envoie ¢(0) sur 0. On peut appliquer
ce qui préceéde a p o ¢. Notons v 'isomorphisme de O sur O induit par p o ¢. En notant
alors p~! la rotation inverse de p, vue cette fois comme un isomorphisme de 9 sur O,
p~! o1 est encore un isomorphisme de 9 sur O et c’est I'un des deux foncteurs décrit
dans I’énoncé du théoréme XI1.1.9. W

REMARQUE

Dans la proposition XI.1.7 comme dans le théoréme XI.1.9, si 'une des deux définitions
proposées induit un foncteur, I'autre induit un foncteur contravariant. Cependant, dans
un cas comme dans ’autre, les parties objets et morphismes sont des bijections. La petite
subtilité vient donc du fait que seule une des deux définitions induit un foncteur au sens
donné dans la définition A.1.4. J’ai opté pour cette formulation pour insister sur ’analogie
croissante /décroissante avec sens trigonométrique/sens des aiguilles d’'une montre. Par
ailleurs, le théoréme XI.1.9 et sa preuve mettent en évidence la nature “dirigée” de la
topologie de S'. En outre, on obtient une caractérisation formelle des notions de sens
trigonométrique direct ou indirect qui ne dépend pas de la représentation du cercle dans
un espace euclidien. On peut par exemple comparer OO avec le cercle dirigé tel qu’il est
défini dans la catégorie des espaces dirigés dTop (voir [37] ou la section XIII.1.1) ol un
méme morphisme allant de = & y dans le sens trigonométrique et sans faire le tour du
cercle est I'image de tous les chemins dirigés ¢ — ¢ ™® o1  est une application croissante

deaversboia<bb—a<l, e i2mb

2ra — g et 2™ = y.

COROLLAIRE
1. Pour tout n € N et toute suite finie x4, ..., x,, d’objets deux a deux distincts de O,
il existe un automorphisme de (9 dont ’ensemble des points fixes de la partie objet
soit {x1, ..., 2, }.

2. Pour tout n € N — {0,1} et toute suite finie z; < ... < z,, d’objets deux & deux
distincts de O (< est Pordre strict sur [0, 1[ en utilisant la représentation fournie
par le lemme XI.1.1), il existe un automorphisme p de () qui n’a aucun point fixe et
qui vérifie p(x,,) = z1 et Vk € {1,...,n—1} p(xx) = zx51. On peut méme construire
p de telle sorte que p" = Ids.

PREUVE. On utilise la représentation fournie par le lemme XI.1.1. Pour prouver le pre-
mier point on peut supposer que x; < ... < x, et découper [0,1] en [0 = xq, z5[U... U
[£n_1,2, = 1[. On considére alors pour chaque k € {1,...,n — 1} une bijection stricte-
ment croissante de [zy,Tgi1] sur [xy, 2x41] dont les seuls points fixes sont xj et xjq.
Pour prouver le second, I’hypothése z; < ... < x,, nous est donnée, alors avec le méme
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découpage, on considére pour k € {1,...,n — 2} une bijection croissante de [xy, zj1] sur
()11, Tri2] et une bijection croissante de [z,,_1, x,] sur [x1, z5]. Dans les deux cas, d’aprés
la proposition XI.1.7, ces bijections sont des homéomorphismes et il est clair qu’en les
“recollant”, on obtient deux homéomorphismes de S! sur S!, le premier ayant pour seuls
points fixes {1, ..., z,,} et le second induisant une action de la permutation (12 ...n—1n)
sur {x1,...,2,}. On conclue en appliquant le théoréme XI.1.9 qui fait de ces homéomor-
phismes des isomorphismes de ). W

XI.1.12 PROPRIETE (DE )

1.

2.

3.

10.

11.

12.

Quels que soient les objets z et y de S!, 'ensemble O [z, y] n’est pas vide.
La catégorie OO est isomorphe a sa catégorie duale.
Les seuls isomorphismes de O sont les identités.

Les seuls morphismes de Yoneda de O sont les identités.

. Tous les morphismes de O sont des bimorphismes.

(a) Pour tout objet z de (9, le monoide O [z, x] est isomorphe & (N, +,0) dans
Mon.

(b) Quels que soient les objets = et y de O et I'entier naturel n, on a (z,0,y) o
(#,n,2) = (y,n,y) o (2,0,y).

(c) Pour tout morphisme 6 appartenant & O [z, y|, il existe un unique entier naturel
n tel que 6 = (z,0,y) o (x,n,z) = (y,n,y) o (x,0,y).

La catégorie O est engendrée par les morphismes de la forme (z,0,y) ot x et y sont
deux éléments de [0, 1.

La catégorie ) n’a pas d’objet terminal, n’a aucun produit binaire et n’a aucun
égalisateur hormis ceux qui sont triviaux.

La catégorie O a touts les produits fibrés.

La catégorie O est le co-égalisateur dans Cat du diagramme ci-dessous.

+ == ([0.1].<)

La catégorie O est la somme amalgamée dans Cat du diagramme ci-dessous oil 7 est
I'inclusion {0,1}~——[0,1].

([07 1]7§) ([07 1]’§) ?
1 {0’1} 1

La groupoidification de () est obtenue en remplagant N par Z dans la construction

de O.
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13. La groupoidification de O est le groupoide fondamental (au sens de la définition
B.2.6) de S.

PREUVE. Dans cette preuve, on se référe a la description alternative de ¢ donnée dans le
lemme XI.1.1. Pour tout couple (x,y) de réels de [0, 1], le morphisme (x, 0, y) appartient
a Olx,y], d’on (1) On obtient (2) par le foncteur qui suit.

@) O

>

(z,n,y) — (y,n, )

Soient un isomorphisme (z,n,y) et son inverse (y,p,z’'). Par définition de la source et
du but dans 9, on a x = 2’ et y = y/. En appliquant la régle de composition de (9, si on
avait x # y, on aurait forcément (y,p,x) o (z,n,y) = (r,n+ p+ 1,y) avec n,p € N, ce
qui est bien siir absurde, il vient donc que z =y et n = p = 0 et on a (3). Supposons que
o soit un morphisme de Yoneda appartenant a O [z, y], d’aprés (1), Pensemble O [y, z]
n’est pas vide et donc, d’aprés la propriété IV.2.8, o est un isomorphisme. Il s’ensuit
que, d’aprés (3), c’est une identité et on a (4). L’assertion (5) découle immédiatement
de la loi de composition de O et du fait que (N, +) soit un monoide régulier. D’aprés
la description des morphismes de O et de leur composition, ’application suivante est un
isomorphisme de Mon.
(Nv +) - (O [$7 ZL‘], O)

n—— (z,n,x)

Le reste de 1’assertion (6) est une conséquence de (5) et du fait que quels que soient n € N
et x,y appartenant a [0, 1], on a

(z,n,y) = (2,0,y) o (x,n,z) = (y,n,y) o (x,0,y).

Remarquons que pour n’importe quels objets = et y de la catégorie O, on a (y,0,z) o
(x,0,y) = (x,1,z) ce qui, avec (6), donne (7). Avant de prouver (8), rappelons que les
objets terminaux, les produits binaires et les égalisateurs sont préservés par les automor-
phismes et comme les seuls isomorphismes de la catégorie O sont les identités, les objets
précédemment cités sont définis de fagon strictement unique, et pas seulement a isomor-
phisme prés. Etant donnés x et y, deux points distincts de S, si 6 est ’angle 2Oy, alors
la rotation d’angle 6 induit (voir théoréme XI.1.9) un automorphisme p de la catégorie
(& qui envoie x sur y. Si x était Pobjet terminal de O, on devrait avoir p(z) = z, ce qui
n’est pas le cas puisque p(z) = y et que = # y. De méme, supposons que z soit le produit
binaire de deux objets distincts x et y de la catégorie O, d’aprés le corollaire XI.1.11
il existe un automorphisme p de la catégorie OO qui n’a aucun point fixe et échange les
objets = et y. Comme p préserve les produits binaires, on devrait avoir p(z) = z ce qui
n’est pas le cas puisque p n’a aucun point fixe. Dans le cas ot x = y, si le produit de
xr avec lui-méme existe, c’est nécessairement x, sinon, l’existence d’un automorphisme
de la catégorie O dont le seul point fixe est = conduit a une contradiction. Mais alors,
en appliquant la propriété universelle du produit binaire, on doit avoir deux morphismes
(x,p,x) et (x,q,x), qui sont les projections du produit sur ses composantes et satisfont
I’assertion qui suit :

Vn,meN, JheN, n=p+hetm=q-+h,
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ce qui est bien sir impossible. Vérifions enfin que la catégorie O n’a pas d’égalisateur
non trivial. Dans le diagramme égalisateur suivant, on a nécessairement p +q = n + ¢
donc n = p.

n
q 2N
Z—X Y

N T

p

L’égalisateur est donc trivial et on a z = x et ¢ = 0, cest-a-dire que 2z ——=xz =

x—2>1 =id,. Ce qui achéve la preuve de (8). Soient n et p sont deux entiers naturels
et z, y, et z trois points de S!, le diagramme commutatif ci-dessous prouve (9).

:L’y Xy
N A

Pour montrer (10), il suffit de considérer le foncteur qui suit en utilisant la représentation
de O donnée par le lemme XI.1.1 (ou z [1] signifie z modulo 1). Plus pécisément, on
applique les assertions (6) et (7) pour conclure.

([0,1], <) O
T x [1]
(z [1,0,y [1]) si{x,y} # {0,1}
(z,9) { (0,1,0) ’ :inony

La propriété (11) se démontre de fagon analogue en envoyant chacun des deux segments

sur chacun des deux arcs ab et ba ou a := ¢ et b := ™. La preuve de (12) est une
vérification routiniére. Pour démontrer (13), on commence par écrire S' comme la somme
amalgamée ci-dessous ot 7 est I'inclusion de {0, 1} dans [0, 1], puis on applique le théoréme
de Van Kampen pour les groupoides fondamentaux (voir proposition B.2.12 ou [47]). On
obtient ainsi une somme amalgamée dans Grd (la catégorie des groupoides) et il se trouve
que cette somme amalgamée est aussi I'image par le foncteur de groupoidifcation qui,
en tant qu’adjoint a gauche, préserve les colimites, de la somme amalgamée décrite dans
Passertion (11), d’ou le résultat.

[0, 1] [0, 1]
) {0’ 1} 1—2

La démonstration de (13) que I'on vient de donner est trés théorique, (13) peut aussi
étre vu comme est une conséquence du fait que le groupe fondamental de S* est isomor-
phisme dans Gr (la catégorie des groupes) a (Z,+). Ce résultat élémentaire classique est
disponible dans n’importe quel manuel de topologie algébrique dont [44]. B
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XI.2.1

[’assertion (4) de la propriété XI.1.12 montre que la notion de morphisme inversible
au sens de Yoneda ne peut pas étre utilisée pour définir une notion de catégorie de com-
posantes intéressante dans la cas d’une catégorie ayant des boucles. En particulier, méme
si formellement, la définition de catégorie de composantes donnée dans la premiére partie
reste valide dans le cas de O, elle est inutile puisqu’alors la catégorie de composantes de O
est O. Notons cependant que pour tout objet pg de O fixé, on obtient une fibration F' de
O sur (N, +,0) de la fagon suivante : on pose F'(x,n,y) = n+1 si py appartient a [z, y| et
Fy(z,n,y) = n dans le cas contraire. En se basant sur la représentation de (9 donnée par
XI.1.1, on vérifie que Fj satisfait les conditions précédentes et donc que Fjy se prolonge,
d’une unique maniére, en un foncteur de O vers (N, +,0). Intuitivement, le foncteur F
"compte" combien de fois on "passe" par le point py. On vérifie facilement que c’est une
fibration, essentiellement griace aux propriétés XI1.1.12. Au regard du théoréme V.0.27,
on voudrait que la catégorie de composantes de O soit isomorphe & (N, +,0). Notons
que pour deux objets py et p; de O, les fibrations F} et Fy obtenues par la construction
précédente vérifie F| = F{) o 6 ou est la rotation, au sens du lemme XI.1.3, qui envoie p;
sur po. Ceci constitue la premiére consigne qu’une éventuelle généralisation de la notion
de catégorie de composantes devrait respecter.

XI1.2 BOUCLES ET COMPOSANTES

On souhaite obtenir une généralisation utile de la notion de morphisme inversible au sens
de Yoneda. En effet, bien que ’on puisse formellement appliquer la construction de la
catégorie de composantes (voir définition IV.3.12) a la petite catégorie © puisque cette
derniére est géométrique (au sens de la définition IV.3.15), le résultat n’a que peu d’intérét
du point de vue de la réduction du nombre d’objets. Pour s’en convaincre, il suffit de
noter que les seuls morphismes inversibles au sens de Yoneda de O sont les identités
et qu’en conséquence, la catégorie de composantes de O telle qu’elle est donnée par la
définition IV.3.12 n’et rien d’autre que O elle-méme. Or, comme on I’a déja signalé, on
aimerait que la catégories de composantes "généralisée" de OO soit, & isomorphisme prés,
le monoide (N, +,0). On va donner quelques pistes possibles, prolongeant les travaux de
[46].

PROPOSITION (VOIR [46])
Soient une catégorie C et o € C[x,y| un morphisme de C:

1. si pour tout morphisme § appartenant & Clx, z|, il existe un unique morphisme ~
appartenant a C[y, y] tel que o o § = 7 o o, alors la fonction

o, : Clx, ] —=Cly, y]

o——>7
est morphisme de monoides,

2. si pour tout morphisme ~ appartenant a Cly,y|, il existe un unique morphisme §
appartenant a C[x, x] tel que v oo = o 04, alors la fonction

Y, : Cly,y| —=Clz, x]

T
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XI1.2.2

XI1.2.3

XI1.2.4

est morphisme de monoides,

3. si pour tout morphisme ¢ appartenant a C[z,z], il existe un unique morphisme =y
appartenant a Cly, y| tel que co0d = yoo et si pour tout morphisme  appartenant
a Cly, y], il existe un unique morphisme § appartenant a C[z, x] tel que yoo = 004,
alors les applications ®, et ¥, sont des isomorphismes de monoides inverse 1'un
de l'autre, c’est-a-dire que:

U, 0®, = Ide[, ) et @, 0 Wy = Idg

vyl

PREUVE. On a ooid, = id,oo, ainsi ®,(id,) = id,. De plus, 00(dy00;) = <<I>(,(52051)> oo

et 70 (8,08,) = (708,)08; = (@0(52)oo> 08y = By (8y)0(00d,) = (@0(52))0(@(51)) 00,
Par unicité, ®,(d2 0 01) = P, (d2) 0 P, (d1), donc P, est un morphisme de monoides. Les
mémes arguments, au dual prés, montrent que ¥, est aussi un morphisme de monoides.
Supposons que I’on a les hypothéses du 3*™¢ point, alors 00§ = ®,(§) oo = oV, (P, (4)),
donc, par unicité, ¥, (®,(5)) = 0. De la méme fagon, ¢, (V,(v)) =~. B

PROPOSITION
Soit une petite catégorie C. Supposons que o : x* — y soit un morphisme de C tel que
les applications

fo : Clz, 2] —Clx, ] 9o : Cly,y]| —=Clz, ]
S————>006 et Y s7yo0
soient bijectives. Alors les hypothéses du 3°™¢ point de la proposition XI.2.1 sont satis-
faites.

PREUVE. Etant donné § € C|x, x|, par définition des bijections f, et g,, 7 := g, (0 0 d)
est le seul élément de Cly,y| tel que 0 0§ = o 0. Bien sir, étant donné v € Cly, y],
par définition des bijections f et g, § := [, }(y o o) est le seul élément de C[z, z] tel que
yo0 =0od. En particulier, ®, = g;'o f, et U, = f-log,. B

COROLLAIRE

Tout morphisme inversible au sens de Yoneda satisfait les hypothéses de la proposition
XI.2.2.

En s’inspirant des résultats ci-dessus, on s’intéresse plus en détail aux trois familles de
morphismes décrits ci-dessous.

DEFINITION (VOIR [46])
Etant donnés une catégorie C et un morphisme o € Clz,y|, o est un

1. morphisme semi inversible au sens de Yoneda lorsque o est un bimorphisme et
que les applications

fa C[l‘,IL‘]—>C[ZL‘,y] 9o :C[y,y]—>C[x,y]

5%0‘05 et 7!—)-700-

soient bijectives
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XI1.2.5

XI1.2.6

2. morphisme faiblement inversible au sens de Yoneda lorsque o est un bimor-
phisme, que pour tout morphisme ¢ appartenant a C|x, x], il existe un unique mor-
phisme v appartenant a C[y, y| tel que cod = oo, et enfin que pour tout morphisme
~ appartenant a Cly,y], il existe un unique morphisme § appartenant a C|x, x] tel
que yoo =o00d.!

La propriété 1V.2.5, le corollaire IV.2.6 ainsi que la remarque IV.2.7 restent valable en
remplacant "inversible au sens de Yoneda" par "semi inversible au sens de Yoneda", en
outre, les preuves sont exactement les mémes. On peut donc énoncer

PROPRIETE

Soit une catégorie C. Soient x et y deux objets de C. Soient enfin deux morphismes Yoneda
semi inversibles oy et oy appartenant a C[z, y|, alors il existe un unique isomorphisme f;
appartenant a C[y, y| tel que o9 = fi007 ainsi qu’un unique isomorphisme f, appartenant a
Cly,y] tel que o1 = fo005. Sous les mémes hypothéses, il existe un unique isomorphisme g;
appartenant & C[z, x] tel que oo = 01 0¢; ainsi qu’un unique isomorphisme g, appartenant
a C[z, x] tel que o7 = 09 0 go. Si de plus Iso(C) est discret, alors étant donné deux objets
x et y de C, Clx, y|NsemiY oneda(C) contient au plus un élément, ou semiY oneda(C) est
la collection des morphismes semi inversibles au sens de Yoneda de C.

En particulier, si C est sans boucle, un morphisme o est Yoneda semi inversible si et
seulement si C[src(o),tgt(o)] = {o}.

On vérifie facilement que
semi inversible au sens de Yoneda = faiblement inversible au sens de Yoneda
De plus

PROPOSITION
La famille des morphismes faiblement inversibles au sens de Yoneda est stable par com-
position.

PREUVE. On rappelle qu'un bimorphisme est, par définition, a la fois un monomor-
phisme et un épimorphisme, ainsi, une composée de bimorphismes est un bimorphisme.
Supposons que o1, 0o soient faiblement inversibles au sens de Yoneda et tels que oy 0 0
soit défini. Soit 0 un morphisme de src(oy) vers src(oy). Puisque oy est faiblement in-
versible au sens de Yoneda, on a v, tel que g3 0 01 0 = 05 0y 0 07 et puisque oy est
faiblement inversible au sens de Yoneda, on a v, tel que o5 0y, 001 = v 009 0 07. De
plus, 05 0 01 est un épimorphisme donc le morphisme v, tel que oy 00100 =y 009003
est unique. Etant donné un morphisme ~y de tgt(o2) vers tgt(oz), le méme raisonnement
fournit un unique 9 tel que v o 0y 0 0y = 05 0 07 0§, en appliquant la fait que 1’on ait un
monomorphisme au lieu d’un épimorphisme pour obtenir 'unicité. Bl

Notons que I'on est obligé d’exiger explicitement que ¢ soit un bimorphisme sans quoi on
perd la stabilité par composition. Par exemple:

Lyoir le 3°™€ point de la proposition XI.2.1.
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la catégorie engendrée par le graphe décrit a gauche
, est présentée par les relations suivantes :
) boy = o1a, coy = 03b, boy = 01d, oy = oul et

a Cc
T y 5" |ogeo1a = cogeoy = o0901d = doy0y. Ainsi oq est

faiblement inversible au sens de Yoneda dans la sous-
a o ¢ | catégorie pleine contenant {x,y} et oy dans celle con-
tenant {y, z}. Cependant, leur composée ne I’est pas
puisque I'on a pas I'unicité requise.

Par ailleurs, la famille des morphismes semi inversible au sens de Yoneda n’est pas forcé-
ment stable par composition, on peut facilement s’en convaincre en observant I’exemple
—_—

de la catégorie libre T T On peut aussi noter que dans OO, d’apreés la propiété XI.1.12,

e
seuls les morphismes de O de la forme (x,0,y) sont semi inversibles au sens de Yoneda.
Or, toujours d’aprés la propiété XI.1.12, les morphismes de la forme (x,0,y) engendrent
0. Notons aussi que tous les morphismes de O sont faiblement inversibles au sens de
Yoneda, c’est encore un corollaire discret de la propriété XI1.1.12.
Si C est une catégorie sans boucle, alors chacun de ses morphismes est faiblement inversible
au sens de Yoneda puisque tous les monoides C|x, x| sont triviaux. Au passage, on re-
marque que les notions de morphisme inversible, semi inversible ou faiblement inversible
ne sont pas équivalentes. Bien sir, si ¢ est un isomorphisme, alors ¢ est faiblement in-
versible au sens de Yoneda et avec les notations de la définition XI1.2.4 v =codoo ! et
§d = o0 to~yoo. Dans le cas ou 'on travaille avec un groupe, v et § sont conjugués au
sens usuel de la théorie des groupes.
On étudie maintenant un exemple qui met en relief la différence entre morphismes faible-
ment et semi inversibles au sens de Yoneda:

La catégorie C engendrée par le graphe décrit a droite est présen-
tée par les relations foa; = foas et a; 0o 8 = as o 3. Nous
posons e, 1= o 0 3 et e, := B oay. Il vient que, quel que soit
n €N, on a a

n __ n n__.n
et quels que soient n et p appartenant a N, on a \_/
n __ ¥4 n P
poe, =0 oe; e 0a;=e 00

S agoel =agoel
<:>eZoa2:e§oa2
S no=p.
On déduit facilement de ces relations que a; et «s sont faiblement inversibles au sens de
Yoneda bien qu’ils ne soient pas semi inversibles au sens de Yoneda car 6 € Clx,z] —
a; 00 € C[z,y| n’est ni une bijection pour ¢ = 1 ni pour ¢ = 2. Selon le cas, on constate
en effet que a; ou sy n’est pas dans leur image. On remarque également que (3 n’est

ni un monomorphisme ni un épimorphisme mais que fz et gz (avec les notations du 1
de la définition XI.2.4) sont des bijections. Enfin, si I'on considére C’ la sous-catégorie
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de C engendrée par a; et (3, on constate que «; et 3 sont tous les deux Yoneda semi
inversibles sans étre inverses I'un de I’autre au sens habituel (comparer avec la propriété
IV.2.8). Pour finir, si I’on prend C la catégorie libre engendrée par le graphe de droite,
alors Clz,z] = Cly,y] = N& N od N& N est la somme dans Mon de deux copies de
(N, +,0) et (5 est semi Yoneda inversible alors que a; et as ne le sont pas.

Pour résumer, la catégorie O nous sert de boucle dirigée de référence, on sait que la no-
tion d’inversibilité au sens de Yoneda tel qu’on I’a défini dans la premiére partie de cette
thése est sans intérét pour réduire la taille de © puisque les seuls morphismes Yoneda
inversibles de O sont ses identités. Par ailleurs, bien que plus partique (par rapport
a la notion de Yoneda semi inversibilité) puisque stable par composition, la propriété
d’inversibilité faible au sens de Yoneda se révéle insatisfaisante car tous les morphismes
de O la satisfont. Intuitivement, les morphismes de © que ’on voudrait reconnaitre
comme "sans influence sur le futur ni le passé" sont ceux de la forme (z,0,y). Ce sont
exactement les morphismes Yoneda semi inversibles de . Il semblerait donc que, bien
qu’elle ne soit pas stable par composition, ce soit la notion qu’il faille retenir. En fait, en
y réfléchissant bien, cette “mauvaise” propriété (du point de vue de ’ergonomie théorique)
est rassurante. En effet, pour définir des modéles admettant des boucles dirigées, on a
équipé un espace topologique soit d’une relation définie globalement mais pas transitive,
soit d’une famille de relations transitives mais définies localement. On peut alors rap-
procher les deux faits suivants :

1. La “bonne” généralisation de la notion de morphisme Yoneda inversible engendre
une famille de morphismes qui n’est pas stable par composition.

2. On ne peut pas définir de modéles géométriques dirigés ayant des boucles par une
relation transitive globale.

Un autre constat milite en faveur de ce choix. Notons X la famille des morphismes de O
qui, informellement, sont sans influence sur le futur ni le passé. Autrement dit X doit,
dans le cas de O, jouer le role que joue le plus grand systéme de morphismes inversible
au sens de Yoneda dans le cas d’'une catégorie sans boucle. En admettant que, méme si
I’on renonce 4 la stabilité par composition de 3, on garde le fait que X soit pure dans O,
au moins un morphisme de la forme (x, 0, y) doit appartenir a ¥ puisque ces morphismes
engendrent O. Puis, en admettant également que pour tout automorphisme ¢ de O on ait
®(X) = X, tous les morphismes de la forme (z,0, y) doivent appartenir a . En effet, on
peut toujours trouver un automorphisme de O qui envoie (z, 0, y) sur (z’,0,y). Il s’ensuit
que toute famille ¥ “raisonnable” doit contenir tous les morphismes de la forme (z,0,y)
et donc, si 'on veut qu’elle ne contienne pas tous les morphismes de (9, ne peut pas étre
stable par composition. Enfin, alors que dans le cadre des catégories sans boucle, on
obtenait la catégorie de composantes en identifiant les éléments de ¥, on devra ici opter
pour une autre construction car O /v = {*} (cette égalité est une conséquence directe
du fait que ¥ engendre O).
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CHAPITRE

XI1

CATEGORIE FONDAMENTALE GENERALISEE

L’idée générale de ce chapitre est d’axiomatiser dans le cadre des catégories la notion de
chemin de Moore, c’est-a-dire que si ¢ et v sont des applications continues respectivement
définies sur les intervalles [a, b] et [b, ¢|] & valeurs dans un espace topologique X et telles
que y(b) = 4(b), alors on peut définir leur concaténation de Moore par

o(t) sitela,b
v-o:it€lad— { fy((t)) site %b,c]]
Supposons que C soit une catégorie possédant un objet terminal * et dont on souhaite
utiliser les objets pour représenter géométriquement les programmes d’un langage per-
mettant le parallélisme des taches. L’idée est alors de fixer I un objet de C, de préférence
exponentiable (voir définition A.5.8), qui représente dans C lintervalle de temps de
référence. On fixe également deux points de I (cf définition A.2.14) notés s,t € [x,]]
respectivement le début et la fin de I. Si X est 'objet de C qui représente le programme
que 'on veut étudier, un fragment d’exécution du programme est représenté par un élé-
ment de C[I, X]. Un tel élément est, par définition, un chemin (dirigé) dans X. Le
fait d’avoir choisi I parmi les objets exponentiables de C nous donne la représentation
de tous les fragments d’exécution possibles comme 1’'objet X' de C. On retrouve cela
dans la notion de flots développée par Philippe Gaucher qui se focalise sur la topologie
des chemins plutét que celle des points. En se référant au vocabulaire de 'homotopie
algébrique (voir [49] ou [3]), le choix de I s’apparente & celui d’'un objet-chemin'. Les
notions d’homotopie (dirigée) et de catégorie fondamentale en découle selon un procédé
standard (voir par exemple [3]). C’est d’ailleurs pourquoi Marco Grandis en a fait usage
dans [37]. En particulier, pour tout chemin (dirigé) v dans X, v o s et v ot donnent
respectivement la source et le but de v dans la catégorie fondamentale de X.

Ytraduction littérale du terme anglo-saxon “path-object”
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XII.1 CATEGORIE A CHEMINS

En écho a I'introduction de ce chapitre et en s’inspirant de certaines remarques de Marco
Grandis ainsi que de I’homotopie algébrique & base d’objet-chemin telle qu’elle est décrite
dans [3], on va définir de facon générale un foncteur catégorie fondamentale sur une
catégorie C, que 1’on notera encore 7. Soit une catégorie C possédant un objet terminal
x que 'on fixe. On fixe également un objet I de C, que I'on appellera objet-segment,
ainsi que deux morphismes s,t € C[x, 1] tels que pour tout automorphisme ¢ de I,

<(¢os:set qbot:t) ou (qﬁos:tet qbot:s)) c’est-a-dire {¢ o s, pot} = {s,t}

et tels que pour tout entier naturel n, le diagramme

I I I I I 1
AN N A N N 0N
* bt St g8 tox St TSty

J/

TV
n copies de I

ait une colimite dans C. Cette colimite, unique & isomorphisme de C prés, est notée n - I,
avec le co-cone

n-1I
TTANSY

N N A X N N
% St xSt g8 L

J/

TV
n copies de I

Notons que cette construction est similaire & celle que 'on trouve au chapitre IV de [25]
ou pour définir 'homotopie (dite “composée” dans 'ouvrage) entre deux morphismes
d’ensembles simpliciaux, on a recours & la colimite (dans la catégorie des ensembles
simpliciaux) du diagramme suivant (avec les notations de [25])

A[l] A[l] A[l] A[l] A[l]
A% A[0] {(go) A% A[0] {(gl) A% AJ0] {(ge)

n copies de A[l]

ou la valeur finale de e € {0,1} dépend de la parité de n. Il y a cependant une grande
différence avec le cas qui nous intéresse ici, en effet, dans [25], les “motifs” qui composent
le diagramme sont alternativement

A[1] All] et A[l] Al1]

A(;} AJ0] {(20) A(al\) AJ0] {(21)

alors dans la construction proposée ici, on répéte toujours le diagramme
I I
AN . /tA/
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ce qui signifie intuitivement que dans [25] les collages sont de la forme

alors que dans cette thése, ils sont de la forme

Ceci ne pose pas de probléme dans l'ouvrage [25] parce qu’il ne prend pas en compte
de notion d’ordre, il en va tout autrement dans notre cas puisque 1’on s’intéresse a la
topologie dirigée.

On note également que, dans la définition précédente, on a omis les fléches issues des
x et dont le but est n - 1. Elles sont en fait implicites puisque contraintes de rendre le
diagramme commutatif; a titre d’exemple, celle issue du * le plus & gauche est ¢§"> 0s
tandis que celle issue du * le plus & droite est i ot

La stabilité de {s,¢} par automorphisme de I est la formulation en termes catégoriques
de I'idée que s et t sont le début et la fin du chemin I. Par ailleurs, un automorphisme qui
échange s et t est, en quelque sorte, une inversion du temps. Remarquons que si ¢ est un
isomorphisme de A vers I, alors en considérant ¢~ os et ¢! ot et un automorphisme 1)
de A, comme ¢o1)o¢~! est un automorphisme de I, on a {¢potpod tos,porhogp ot} =
{s,t}, c’est-a-dire {tpop los,hogptot} ={plos ¢ tot}. Enfin, si ¢, et ¢ sont
deux isomorphismes de A vers I, alors ¢;' o ¢y est un automorphisme de A et donc
{(¢1" 0 62) 05" 05,(¢" 0 ¢) 0y ot} = {py" 05,6, ot}, done {¢;" 05,6 o
t} = {¢y' 05,05 ot}. Donc a une “inversion du temps prés”, c’est-a-dire I'échange de
leurs roles, s et t sont entiérement déterminés par le choix de I. En fait, on ne peut pas
prendre pour objet-segment n’importe quel objet de C. Par exemple, dans la catégorie Spc
le cercle euclidien S! ne peut pas étre pris pour objet-segment, en effet, quels que soient
les points z et y de S!, il est possible de trouver un automorphisme de S*, par exemple
une rotation, qui envoie x et y respectivement sur z’ et vy avec {z,y} N {z,y'} = 0.
A Pinverse, un automorphisme de [0, 1] envoie bijectivement {0, 1} sur {0, 1}, c’est une
conséquence de la proposition XI.1.7. On dira que la catégorie C admet une notion de
direction I s’il n’y a pas d’inversion du temps dans C, dans le cas contraire, on dira
que C admet une notion de connexion I. On s’intéressera ultérieurement & l'influence
d’une notion de direction ou de connexion sur les catégories de chemins et les catégories
fondamentales.

La seconde hypothése est 14 pour pouvoir définir une forme de concaténation généralisée
de facon stricte et pas seulement & isomorphisme prés. Pour cela, on fixe pour chaque

entier n € N un co-cone (n -1, i&”), . 251")) représentant la colimite du diagramme

I I I I I I
J N N X /.NXN /. X
x St xSt g8 oy St g8ty

J/

TV
n copies de I

contenant n copies de I et dont 1’existence est assuré par hypothése. Dans la suite, on
notera le diagramme précédent V,,. De plus, pour n := 0 on peut supposer que 0 - I := x
et pour n:= 1 que 1-1:=Tet il := id;. Par récurrence sur n € N on peut méme, et c’est
ce que 'on fait, fixer les co-cones (n . ]I,ig"), ...,isln)) de sorte que si n -1 = p-1I dans C,
alorsn-I=p-IL
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XII.1.1

XII.1.2

LEMME (MONOIDE DES CHEMINS)

En posant pour n,p € N (n-I) + (p-I) := (n+p) - I, on fait de {n-I|n € N} un monoide
commutatif dont ’élément neutre est 0- I, ¢’est-a-dire *. En outre on a un morphisme de
monoide surjectif de (N, +,0) dans ({n-1/n € N}, +,*). De plus, sl existe n,p € N tels
que n- I # p-1, alors {n-I/n € N} est fini. Dans le cas contraire il est isomorphe a N.
Noter bien que dans cette définition, n - I est seulement le sommet du co-cone distingué.

PREUVE. Le fait que 'on ait un monoide commutatif est immédiat. Si on a n,p € N
tels que n - I # p - I, supposons que n < p et posons ¢ := p —n. Si ¢ € N est supérieur
ou égal a p, alors on effectue la division euclidienne de ¢ par p, d’ot ¢ = ap + b, a et b
étant respectivement le quotient et le reste. Donc ¢-1 = (ap+b) -1 = (an +b) - I avec
an+b <ap+b=gq. Sian+ b > p, on peut réitérer le procédé et continuer ainsi jusqu’a
ce que 'on trouve ¢’ < p tel que ¢’ -1 = ¢ -1, d’ou la finitude. Sinon, 'application

N—{n-In € N}

n———n-1I

est un isomorphisme. W

Si l'on a choisit I = %, ce monoide est dégénéré, on verra que dans la plupart des cadres
d’applications classiques il est isomorphe & ({0,1},V), c’est-a-dire le monoide a deux
éléments dont 1'un est neutre et 'autre idempotent. Signalons aussi que, dans 'un des
cadres qui va nous intéresser, il est isomorphe & (N, +,0). Pour chaque n € N, on pose

alors s = ign) oset t™ =i ot Puis, en exploitant la propriété universelle des
colimites, pour toute paire d’entiers (n, p) on définit de fagon unique lg”“’ ) ¢ Cln- I, (n+
p)-I et rf™ e Clp- I, (n+ p) - 1] de sorte que

(ntp) _ :(p) _ ( D)

l(n+p) o i}(ﬂ") _ Z’("“’) pour tout k € {1,...,n}
rp P o =4, pour tout k € {1,..., p}

En particulier, lé =iMos = sm, 7’(()") =i ot =0 et 1TV =+ = id,,;. Tl vient alors

PROPOSITION
Pour tous entiers naturels n et p, le diagramme qui suit est une somme amalgammeée dans
C:
n+p)-I
(n+p) ( (n+p)
ly/ TP
n-l p-I
% %

*

En outre, si « € Cln - ]I] X et 8 € Clp -1, X] vérifient o o t™ = 30 5P alors 'unique
morphisme h € C[(n + p) -] tel que

n —|— p
l(n+p) (n+p)
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est aussi 'unique morphisme h tel que

aoi™ = nhoi™P pour tout k € {1,...,n}
Boil™ =hoil™? pour tout k € {1,...,p}

PREUVE. La démonstration est entiérement contenue dans le diagramme commutatif

suivant
(n+p)-1
l(n+p) 7 Y pntp)
n e N\ P
N
N
p-1I
AWF.
ng)
I 1 1
/ N AN
s k *
Plus précisément, (« o i&”), naoi™ Bo igp), ..,Bo z'l(,p)) est un co-comne de base

I I I I I I
J N /N X XN /. X
% St xSt g8 oy St g8ty

on a donc un unique h € C[(n + p) - I, X] tel que

a Oi/(cn) =h OZ»](C"er) — hol™tP) Oi,(cn) pour tout k € {1,...,n}
Go Z';gn) =ho iﬁ?gp) =ho T;()n+p) o i,(f) pour tout k € {1,...,p}

En exploitant 'unicité dans la propriété universelle des colimites (n . H,ig"), ...,i%")) et
(p~]I,i§p), ...,i;p)) on obtient que a = hol!™ et 3 = hon(;"er). Sih' € Cl(n+p)- L, X] tel
que a = hol"™P et B=ho 7’1(;"” ). alors nécessairement, en utilisant cette fois I'unicité

dans la propriété universelle de la colimite ((n + p) - I, z‘ﬁ"“’), . igf:;p)), onah=~"r.1

XII.1.3 DEFINITION (CATEGORIE A CHEMINS)
Une Catégorie & chemins est la donnée de:

1. une catégorie C ayant un objet terminal dont un repésentant est fixé et noté x,

2. un diagramme * _Siﬂ tel que pour tout automorphisme ¢ € C[I,T] on ait {¢ o
t
s,pot} = {s,t},

3. pour tout entier naturel n, un diagramme V,, dont on suppose qu’il admet une
colimite dans C,
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XII.1.4

XII.1.5

4. pour chaque diagramme V,,, un co-cone fixé (n-I, ¢§”), . z,({’)) , colimite du diagrammeV/,,,

desorteque 0-I =%, 1-T=1, igl) = 1dy et que quels que soient les entiers naturels

netp sin-I1=p-ITdans C,alorsn-I=p-1L

On fera référence a une catégorie a chemin, lorsque le contexte est clair, simplement avec
C sans préciser quels sont les co-cones distingués et ’objet-segment.

PROPOSITION (FORMULATION PRE-SIMPLICIALE D’UNE CATEGORIE A CHEMINS)
Soit une catégorie a chemins C, on a un foncteur D défini sur At & valeurs dans C en
posant, pour tout entier naturel n, D(n) := n -1 et pour j € {0,...,n}(= [n + 1]),
D(5;7’A) = Ypil Y1 OU

i sk <

V=14 C sij==Fk

i\ sij <k
oil ¢ est le morphisme constant défini sur I de valeur tgt(:7_,) (qui est aussi égal & src(i7)).
De plus, D induit un morphisme entre catégories monoidales strictes en équipant 'image
de D de la concaténation telle qu’elle a été définie précédemment dans cette section.

L’idée abstraitement formulée par la proposition XII.1.4 est que ’on allonge le temps de
parcours d’un chemin en “faisant une pause”.

Etant donné un objet X de C, on peut alors définir un

chemin sur X comme un élément (v, n) de U Cln-I, X]x{n}
neN
puis, le début et la fin de (y,n) € C[n-I, X]x {n} respec-
tivement comme 7 o s et v o0t(™. Notons bien que, en
tant que morphisme de C, la premiére composante d’un
chemin v sur X a pour source n -1 et pour but X. Dans
ce qui va devenir la catégorie des chemins de X (& ne pas X
confondre avec la catégorie a chemin C), le début et la T
fin de v seront une source et un but. On remarque donc g
que la définition de début et fin de v dépend de n € N. ‘
Si(v,p) € Clp-I, X]x{p}et (§,n) € C[n-I, X]x{n} sont (p +mn)-I
deux chemins sur X et que src(y) = tgt(d), alors on peut 017 e amalgam;ee\ -
définir la concaténation de (0, n) suivi de (7, p), notée
(v-6,n + p), en utilisant la propriété universelle d’une Ts(k /
somme amalgammée comme indiqué par le diagramme
de droite. La proposition XII.1.2 a pour corollaire im-
médiat que la concaténation que I’on vient de définir est
associative au sens strict, c’est-a-dire pas seulement &
isomorphisme prés. Remarquer que le premier élément
de la composition est le plus & droite dans I’écriture ~-4.

REMARQUE (DECOUPAGE DES CHEMINS)
Soit (y,n) € Cln-I, X]x{n},onay = (yoz’,ﬁn))-...~(yoz’§”)). La seconde composante {n} est
nécessaire, en effet, par définition d’une catégorie a chemins, si [+ 1 = I, alors pour tout
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XII.1.6

XII.1.7

entier naturel nonan-I=1-1=1, or, & la maniére des chemins de Moore, on souhaite
avoir, avec chaque chemin, une information sur le nombre de chemins “élémentaires” dont
il est la concaténation. Dans certaine catégorie, comme RSpc, sin #p,onan-12 p-1,
donc le domaine de définition de ~ contient cette information. Dans beaucoup d’autre
cas, comme celui de Spc, on a I+1 = I, il faut donc que cette information soit préservée “a
coté”. L’intérét est de donner une définition stricte de la concaténation et pas seulement
a isomorphisme prés. Cela induit malheureusement une notation lourde dont on va se
défaire en considérant que 'écriture v € C[n-I, X| signifie en fait (y,n) € C[n-I, X| x {n}.
On parlera aussi, lorsque 1’on voudra insister, de n-chemin.

REMARQUE (INVERSION DU TEMPS)
S

Si la catégorie & chemins (C, * —=1 ) admet une inversion du temps, c’est-a-dire un
t

automorphisme ¢ de I tel que ¢ os =t et ¢ ot = s, alors pour tous points x1, zo d’un
objet X de C, 'application

D(X) [z, w2] —T(X)[mg, 71]

V900

est une bijection. I1 suffit de noter que yo pos™ =0t et yopot™ =05 et que
la réciproque est
P(X)[I‘Q, l‘l] —_— P(X)[l‘l, I‘Q]

’}/I—>fyo¢_1

On peut maintenant décrire la catégorie des chemins de X, que 1’on note I'(X). Les
objets de I'(X) sont les points de X dans C au sens de la définition A.2.14, c’est-a-dire
que Ob(F(X)) = C[*, X]. Puis, étant donnés = et y deux points de X, on a

D(X)[z,y] = {’y € - H,X]/ST’C(’V) =z et tgt(y) = y} :

neN

La concaténation est alors définie comme précédemment et on vérifie que 'on a bien
une catégorie dont les identités sont les points = : x — X, x pouvant étre vu comme un
dichemin sur X car * = 0-I. Précisons ici que pour se prévenir d’un quelconque probléme
ensembliste, on a fait ’hypothése que C a une bonne notion de sous-objet (voir définition
A.2.14), en effet, dans le cas contraire, on pourrait rencontrer une situation pathologique
dans laquelle la collection des points d’un objet X ne soit pas un ensemble. Par ailleurs,

PROPOSITION
On a un foncteur des catégories des chemins I' : C — Cat, ou pour tout objet X de C,

['(X) est la catégorie des chemins sur X. De plus si f € C[X, Y], alors on a un foncteur
I'(f): I(X) — I'(Y) défini par:

1. pour tout point x de X, (F(f))(x) = foux,

2. pour tout chemin v € C[n - I, X] tel que 7 est un chemin sur X de z; vers xs, i.e.
v e (000, aal, (T(H) () = o,
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PREUVE. C’est une vérification routiniére, notamment, on a en vertu de la proposition
XII.1.2

fo(y-0)=(fon)-(fod)

ce qui justifie que ['(f) est bien un foncteur de I'(X) dans I'(Y'). W

Pour résumer intuitivement, I est I'intervalle de temps unité dans C, un chemin sur
X € Ob(C) est un élément de C[n - I, X], autrement dit un chemin parcouru en n unités
de temps. Les points de X sont les chemins neutres au sens ol en un temps “nul” ils
effectuent un trajet “nul”. Ainsi, un chemin constant v € C[n - I, X| pour n # 0 n’est
pas neutre puisque pendant un intervalle de temps non “nul” (comprendre n -I) il n’a pas
bougé (car il est constant). D’une certaine maniére, une notion rudimentaire de vitesse
est ici présente.

XII.2 HOMOTOPIE DIRIGEE ABSTRAITE

On en vient alors & la partie délicate de la construction, celle qui donne tout son sens a la
notion de catégorie fondamentale, c’est & dire le choix d’une notion d’homotopie. Au lieu
d’imiter la définition II1.1.3, on aborde la notion d’homotopie de la fagon suivante: pour
chaque objet X de C, on associe & I'(X) une congruence, que ’on note ~x, on a donc

une fonction (X € Ob(C) —~x une congruence sur ['(X )) On impose enfin que la
Propriété de Congruence Homotopique ou PCH soit satisfaite, c’est-a-dire que

VX,Y € Ob(C), Vf € C[X,Y], Va1,35 € Ob(I'(X)), V7,8 € D(X)[z1, 22],
Y~x 0 = foyn~y fod.

et

VX € 0b(C), Vz € Ob(I'(X)), Vv,0 € I'(X)[z, ],

si v et ¢ sont constants de valeur x, alors v ~x ¢

Le sens du second axiome doit étre éclairci: d’aprés la définition A.1.16 affirmer que
est constant de valeur p implique que p € C[*, X| et donc que p peut étre vu comme un
dichemin car 0-1 = x. On veut donc toujours identifier un point avec un chemin constant
dont la valeur est ce point. Notons en particulier que, dans ce cas, on a x1 = x5 = .
Pour un objet X de C, on pose alors 7?1)()_5) = I'(X)/~, définissant ainsi la catégorie
fondamentale de X. En vertu de la PCH, la construction

Ob(C) —= Ob(Cat)
X—7(X)

induit un foncteur de C dans Cat. En effet la PCH donne un sens & la définition suivante,
tout objet X de C est envoyé sur le quotient 71 (X) := ['(X)/~,. Tout morphisme

f € C[X,Y] est envoyé sur un foncteur 7 (f) € Cat [F(X)/NX,F(X)/NX} qui envoie un
point (* — X) sur un point fo(* — X) et une ~x-classe d’équivalence [n - | —— X |,

sur la ~y-classe d’équivalence [f o (n-I—-=X) ]
~Yy
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Alors que la définition d’un foncteur I' de C vers Cat ne nécéssite que trés peu d’hypothése,
la PCH est extrémement forte puisqu’elle suppose d’avoir fait de facon cohérente le choix
d’une congruence sur tous les objets de C. Dans les cas concrets, ce choix de congruences
émane d’une notion d’homotopie (dirigée) définie de fagon “canonique”. Une fonction

Ob(C) — {congruences sur un objet de 'image de I'}

Xt ~X

qui satisfait la PCH est appelée une notion d’homotopie sur C. .
Nous allons maintenant de donner un appercu d’une représentation de 7 (X).

REMARQUE
En supposant que I est distinct de *. Soit un dichemin constant « de valeur x, v un
dichemin dont le début est x et § un dichemin dont la fin est x, alors on a

r ~x &
T ~x Y

O~x 0

Autrement dit, les dichemins a € C[0-I, X| peuvent étre ignorés, c’est-a-dire que ’on peut
redéfinir la catégorie fondamentale de X de la facon suivante: les objets sont toujours
les points de X et 71(X)[r,y] est 'ensemble des ~x-classes d’équivalence [y]., ou
v € Cln - I, X] avec n différent de 0. Ceci nous sera d’une grande utilité au moment
d’aborder les dihomotopies concrétes.

PROPOSITION (DICHEMINS CONSTANTS)

Etant donnés un objet X de C, un point = de X, c’est-a-dire x € C[*, X]| et n € N, on
pose ¢ I'unique morphisme de Cln - I, X] constant de valeur z. Si f € C[X,Y], alors
focy=c},,,sin,peNetzun point de X, alors ¢} - & = ¢i*? et ¢) = id, dans I'(X).
La relation sur les dichemins de X définie par a ~x (3 si et seulement si il existe une suite
finie de points x,,,...,zo de X, o n € N et 1 < n, une suite finie de dichemins ~,, ..., 71
telle que pour k € {1,...,n} le début et la fin de 74 sont respectivement x;_; et zy et

{ &= In " Tn PTGt et t;. sont constants de valeur xj pour k € {0,...,n}

B=t -t -t
satisfait la PCH.

PREUVE. La relation proposée est clairement une relation d’équivalence. Supposons que
a soit équivalent & o et que [ soit équivalent & (', alors, en suivant les notations de
I’énoncé si

=1y Yp+.-tr-71 1o

o =t et -t

p= tptn = Vptn = - Lign  Vign - Lign

B =t Vptn o g Vin - Uiy

la fin de « est le début de

alors la fin de o est le début de 3’ et

{ﬁ'a:tp+n'7p+n'~-~'t1+n'71+n'(t1+n'tn)"7/n'-~-'t1"Yl'tO
ﬁ'a:t;+n'7p+n'---'t11+n'71+n'(t11+n't;z)'7n'---'t/1'71'%
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Comme (14, - t,) et (ti,, -t,) sont des chemins contants, on conclue que la relation
proposée est bien une congruence. Comme fo(v-d) = (fo~y)-(fod) d’aprés la preuve de
la proposée XII.1.7, la premiére partie de la PCH est satifaite. La seconde I’est également
puisque si v est un chemin constant de valeur z, alors v =~ - id, - id,. B

La notion d’homotopie de la proposition XII.2.2 revient & “supprimer les pauses durant
le trajet”.

PROPOSITION (REPARAMETRISATION)

Etant donné un objet X de C, la relation sur les dichemins de X définie par a ~x 3 si
et seulement si il existe une suite finie de points x,,,...,zo de X, ouin € N et 1 < n, une
suite finie de dichemins ,, ...,7; telle que pour k € {1,...,n} le début et la fin de v, sont
respectivement x;,_, et x5 et

{ =1ty Vn-...l1-71 1o
B=ty - t-m -ty
ou pour pour tout entier k € {0, ...,n}

1. ty et t; sont constants de valeur xy,

2. ¥, = Yk © ¢r O ¢y est un automorphisme,

satisfait la PCH.

PREUVE. La démonstration est rigoureusement analogue a celle de la proposition XII.2.2.
|

PROPOSITION (TREILLIS DES NOTIONS D’'HOMOTOPIES)
La collection des notions d’homotopie sur une catégorie & chemins C ayant pour objet

segment * _>—S> I est un treillis complet ordonné par 'inclusion. Son plus petit élément
t

est la notion d’homotopie décrite dans la proposition XII.2.2 et la plus grande celle qui
identifie deux chemins dés qu’ils ont la méme source et le méme but.

PREUVE. C’est une vérification routiniére, il suffit de prouve qu’une intersection quel-
conque de notions d’homotopies est encore une notion d’homotopie. On notera cependant
a cette occasion qu’implicitement on a ici fait usage de ’axiome de Grothendieck sur le
modéle de théorie des ensembles dans lequel on travaille (voir section A.1.1) pour que la
collection des notions d’homotopies sur C soit un ensemble. H

Le lemme fournit une méthode systématique pour définir de nouvelles notions d’homotopie
sur C.

LEMME
Soit une catégorie a chemins C, soit une famille (~% );ez xcop(c) telle que

1. 3i € 7 tel que pour tout X, ~% soit 1'égalité sur X,

2. Ji € T tel que pour tous chemins «, 3 de X, a ~% (3 lorsqu’il existe existe un point
r de X tel que a et 3 sont constants de valeur =,
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3. Pour tout i et tout X la relation ~% est symétrique sur 'ensemble des chemins de
X c’est-a~dire Mo(I'(X)),

4. Pour tout 7, tout X et tout v, 3 chemins de X, si a ~% (3, alors a et 3 ont le méme
début et la méme fin,

5. Pour tout 4, tous chemins a, 8 de X et tout f € C[X,Y]a ~% 3 = foa ~% fof.

On dit alors qu’il y a une équivalence élémentaire entre deux chemins « et § de X lorsque
I’on peut écrire, pour un certain n € N

A=y .. 0y . . ;
ouVk € {0,...,n}di € T oy, ~*
On pose de plus o ~x ( lorsqu’il existe une suite finie de chemins sur X, dont les
termes sont notés 7o, ..., v,, et telle que vy = a, 7, = B et quel que soit 'indice dans
{0,...,mn =1}, il y a une équivalence élémentaire entre 7j, et y;41. Alors (~x)xecop(c) €st
une notion d’homotopie sur C.

PREUVE. La réfléxivité de ~x découle de 1, tandis que la symétrie de ~x est une
conséquence de 3. De plus, ~x est transitive par construction. Supposons que a ~x (3,
o ~x ' et que la fin de « soit le début de 3, en vertu de 4, on sait que 3’ et o ont le
méme début et la méme fin. De plus, si 7o, ..., 7, est une suite finie de chemins de X telle
que v = a, 7, = o et quel que soit I'indice k& dans {0,...,n — 1} il y a une équivalence
élémentaire entre 7 et 41, alors 8-, ..., 8-, est une suite finie de chemins de X telle
que -y =0 a, f-v,=0-a et quel que soit I'indice k dans {0,...,n — 1} il y a une
équivalence élémentaire entre 3 -y et 3 y,41. Puis, si ¥p11, ..., Vptn €st une suite finie de
chemins de X telle que v,11 = 5, Yp+n = (' et quel que soit 'indice k£ dans {0,...,n — 1}
il y a une équivalence élémentaire entre 7,115 €t Ypirotk, alors Ypi1 - &, ., Ypin - @ est
une suite finie de chemins de X telle que y,41- &' = 8-/, Ypin -/ =3 -/ et quel que
soit Iindice k dans {0,...,n — 1} il y a une équivalence élémentaire entre v,14x - @' et
Ypi2+k - . 11 suffit alors de considérer la suite

ﬁ'a:5'707“'7ﬁ'fyp:B'&I:7p+1'Oé/7"'7fyp+n'05/:ﬁ/'0/

pour conclure que ~x est une congruence sur ['(X). Enfin, étant donné que fo (vy-0) =
(fory):(fod) (voir la preuve de la proposition XII.1.7) et grace a I’hypothése 5, on a la
premiére partie de la PCH, la seconde étant directement donnée par 2.

Les deux notions d’homotopie extrémes données dans la proposition XII.2.4 ont bien
sir un intérét limité et refleéte assez mal 1'idée originale de I’homotopie, on va donc,
moyennant quelques hypotheéses supplémentaires sur C, donner un exemple qui, dans le cas
de la catégorie des espaces topologiques muni de 'objet segment [0, 1], donne I’homotopie
classique. On va doter C de quelques propriétés supplémentaires afin d’établir une notion
d’homotopie proche de celle que I’on met classiquement sur Spc. Tout d’abord, il faut
que C posséde des triangles

DEFINITION (TRIANGLES)
On suppose que C est une catégorie & chemins dans laquelle T x I existe. Un triangle
est, par définition, la somme amalgammeée dans C, lorsqu’elle existe, de f avec I'unique
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morphisme de C de I vers %, oit f peut étre 'un des quatre morphismes suivant: idy X s,
idy X t, s X idy ou t x idy. En fonction du f choisi, on obtient des triangles auquels on
donne des noms différents

choix de f triangle
t X idy vers la droite
s X idy depuis la gauche
idp X t vers le haut
idy X s depuis le bas

Attention, la définition précédente ne présuppose pas
de l’existence des limites et colimites nécessaires a
I’évocation des triangles. Cependant, dans les cas qui
vont nous intéresser, cela ne posera pas de probléme ) ‘,
puisque C sera toujours au moins finiement compléte et | *
cocompléte, excepté dans la cas de LPoSpc mais on peut “ ’
alors appliquer la proposition XII.2.8. Par ailleurs, il
faut noter que cette définition est inspirée par la somme
amalgammeée suivante dans Spc qui, dans notre cadre
général, est un triangle vers la droite.

On va tout particuliérement s’intéresser aux triangles vers la droite et depuis la gauche,
ce sont eux qui, avec I x I vont nous donner les objets de C sur lesquels on va définir les
homotopies dirigées. Notons donc respectivement Ty et T} les triangles vers la droite et
depuis la gauche, autrement dit on suppose 'existence dans C des sommes amalgammées

suivantes:
Tg
IxI * IxI
t% / 5:% /
* X 1 * X I

On définit alors le début et la fin de T} respectivement comme j;o (idy X s) et jgo (idy X t).
De méme le début et la fin de 7, sont respectivement définis comme j, o (id; x s) et
Ja o (idy x t). On définit aussi le début et la fin de I x I comme idy X s et idy X t.

DEFINITION (HOMOTOPIE DIRIGEE GENERALISEE)
Une homotopie dirigée (généralisée) de o € Cn - I, X] vers # € C[p - I, X]| est un
morphisme H de C définit sur la colimite, dont I'existence doit étre vérifiée, du diagramme

X1 X5 X1 X,

% % 1 début fin 1 début fin 1 début fin 1

dans lequel quel que soit 'indice k dans {1,...,n}, X, € {7}, Ty, 1 x I}.
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Soit C une catégorie ayant un objet terminal *, un objet-segment * —T. On suppose
t

de plus que le produit cartésien I x I existe dans C et que I +1 = I dans C, autrement
dit, le monoide ({n - I|jn € N}, +,*) est isomorphe a ({0,1},V,0). Soient un objet X de
C et deux chemins dirigés sur X, a et 3, tels que a et 5 ont le méme début et la méme
fin que ’on note respectivement z et y. Une homotopie dirigée sur X de « vers (3 est
un morphisme H € C[I x I, X] tel que

1. Ho(sxidy)oi=caet Hol(txidy)oi= [ ouiest 'isomorphisme canonique de I
vers * X I

2. pour tout point p € C[x,I x %], Ho (idy x s)op=x et Ho (t xidy)op=1y.

On pose alors ~x la congruence sur I'(X) engendrée par les couples (o, [3) tels qu’il existe
une homotopie dirigée H de o vers 5 ou « et 3 sont constants de méme valeur. Alors

Ob(C) — {congruences sur un objet de 'image de I'}

Xt ~X

est une notion d’homotopie.

txidy sxidy

Si de plus, la somme amalgammée T x I * x I I x I existe dans C
et est isomorphe & I x I, alors on peut définir la concaténation d’'une homotopie dirigée
H, de « vers (3 suivie d’une homotopie dirigée H, de [ vers v pour obtenir une homotopie
dirigée de a vers 7, que 'on note H, - H;. On aura cette situation dés que le foncteur

— x I préserve les sommes amalgammeées, donc en particulier dés que I est exponentiable
dans C.

PREUVE. Supposons que 7 soit un chemin constant de valeur z, comme [ + 1 =2 I, v est
défini sur I ou sur *, si on est dans le deuxiéme cas, alors v = x en tant que morphisme
de I'(X), sinon I’application constante de valeur = définie sur 7} est une dihomotopie de
v vers . On peut noter que I’application constante de valeur x définie sur 7}, est une
dihomotopie de x vers 7. Puis, pour f € C[X,Y] et H une homotopie dirigée sur X de «
vers (3, f o H est une homotopie dirigée sur Y de f o« vers f o[ et si le triangle suivant

est commutatif
|
(07

I — %
alors le diagramme qui suit ’est également

xL-y.
Sl
[—=*—F>X
Le fait que I+ I =2 T est implicitement utilisé dans la définition d’homotopie dirigée, en

effet, dans le cas contraire, il ne pourrait pas y avoir d’homotopie entre deux chemins
dirigés définis respectivement sur n - I et m - I pour n,m € N et n,m # 1.
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Si on a ’hypothése concernant la somme amalgammeée de T x I
avec lui-méme, alors le diagramme de droite donne la concaté-
nation H, - H; des deux homotopies dirigées de I’énoncé de

X
la proposition XII.2.8, qui donne clairement une homotopie T
dirigée de o vers . Puis, si I'on a un zigzag d’homotopies Ha Hy
dirigées H,, ..., H, entre o et o/ et un autre K, ..., K; entre 2
[ et (3, on vérifie au moyen d’un récurence immeédiate, que
siaot = Fos,alorsa’ ot = 3 os. On obtient alors un [T
zigzag d’homotopies dirigées entre 5 - a et 3’ - o/ en consid- / X

érant K, - id,, ..., Ky - id,,tdg - Hy,...,idg - H;. Par analogie Ix 1 Ix1
avec ce que l’on rencontre en réécriture, cela revient a passer

d’un mot fa a un mot F'a’ en ne faisant que des réécritures ;ik A;I
sur « sans toucher & [ jusqu’a obtenir Ga’ puis sur 3 sans x X1

toucher & o' jusqu’a obtenir 5'c/.

t I s’
Si — x I préserve les sommes amalgammeées, alors la somme amalgammeée | I don-
t * s
t' xidy ]I X H s’ xidy
. / \ .
née par I’hypothése [ 4+ I = I devient la somme amalgammée I x I Ix1 viale

& exid
thH*X]IstH

foncteur — x I. W

Cette approche est assez naturelle lorsque I’on souhaite garder un grand niveau de général-
ité tout en imitant la notion classique d’homotopie, mais reste pour I'instant trop difficile
a4 manipuler. C’est pourquoi nous ne la développerons pas plus dans le cadre de cette
thése. Cependant, dans les différents cas d’application auquels nous allons nous con-
fronter, nous disposerons de catégories construites a partir de sous-catégorie pleine de
Spc. Nous allons profiter de ce fait pour approcher la notion de dihomotopie dans cha-
cune d’entre elles de facon beaucoup plus simple. Mais avant cela, nous allons tenter de
trouver un “bon” cadre algébrique pour traiter les modéles possédant éventuellement des
boucles.

Gréace a 'approche abstraite que ’on vient de décrire, on peut maintenant formaliser la
notion de cercle dirigé dans une catégorie dont on souhaite utiliser certains objets comme
modeéles géométriques de programmes.

DEFINITION (REPRESENTATION DU CERCLE DIRIGE) .
Soient C une catégorie ayant un objet terminal %, un objet-segment * —ZT et une
t

notion d’homotopie. On appelle représentation du cercle dirigé (trigonométrique-

ment) tout objet X de C dont la catégorie fondamentale 77_{(?) est isomorphe a la petite
catégorie . Par ailleurs, on appelle représentation partielle du cercle dirigé tout
objet X de C dont la catégorie fondamentale 7?1()_(2) est isomorphe & une sous-catégorie
pleine non vide de la petite catégorie (). On dit enfin que X est une représentation finie

ﬁ
du cercle dirigé si la catégorie fondamentale 7 (X ) est isomorphe & une sous-catégorie
pleine de O dont I’ensemble des objets est fini mais pas vide.
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XII.3 CATEGORIES TOPOLOGIQUEMENT CONCRETES

On s’inspire de la définition de catégorie concréte que l'on adapte au cas topologique.
Par définition, une catégorie concréte est une catégorie C munie d’un foncteur fidéle U a
valeurs dans Set. Ce foncteur est alors généralement appelé foncteur d’oubli. Selon les
auteurs on exige ou non que U ait un adjoint & gauche. On peut consulter [59] ou [80] pour
de plus amples détails. On trouve également dans [43] une notion de catégorie concréte
dont le foncteur d’oubli U est représentable, c’est-a-dire qu’il existe un objet Cy de la
catégorie C tel que U = C[Cy, —], Cy est en particulier un générateur de la catégorie C.
Dans la plupart des cas que nous allons traiter, cet objet a pour ensemble sous-jacent un
singleton. Par ailleurs, [43] développe un cadre général dans lequel il est possible d’obtenir
des résultats de dualité. Ce cadre s’applique en particulier & la catégories des espaces
topologiques et & celle des frame? et il serait intéressant de savoir si, en remplacant la
catégorie des frame par une autre, on peut encore appliquer approche de [43] & une
catégorie telle que PoSpc.

DEFINITION (CATEGORIE TOPOLOGIQUEMENT CONCRETE)

On appelle catégorie topologiquement concréte une catégorie C munie d’un foncteur
fidéle U, a valeurs dans une sous-catégorie réfléchissante de Spc, admettant un adjoint
a gauche F. Si T est la sous-catégorie réfléchissante de Spc dans laquelle U prend ses
valeurs, on dit que C est topologiquement concréte sur T.

On rappelle en particulier que HauSpc est une sous-catégorie réfléchissante de Spc et
ainsi, PoSpc, RSpc, LPoSpc sont des exemples de catégories topologiquement concrétes
sur HauSpc. La catégorie des espaces dirigés dTop de Marco Grandis peut étre vu comme
topologiquement concréte sur Spc ou HauSpc selon les restrictions que ’'on demande sur
I’espace topologique sous-jacent d’un espace dirigé.

DEFINITION (COMPATIBILITE)

Soit C une catégorie topologiquement concréte avec U - F, que l'on suppose de sur-
croit munie d’une structure de catégorie a chemins I', &, ¢’ avec les co-cones distingués
(n I i/l("), o ZITE")) pour n € N. On dit que les structures de catégorie topologiquement
concréte et de catégorie & chemins sont compatibles si le foncteur U préserve les struc-
tures de catégorie a chemins. C’est-a-dire que T est munie d’une structure de catégorie

a chemins I, s, ¢ avec les co-cones distingués (n -1, z'g"), . z%")) pour n € N et que

1. Yn e NU(n-T') =n-I et donc en particulier U(T') =T et U(x') = *,
2. U(s)=set Ut) =t,
3. Wn €N, Vk e {1,...n}, U(i™) =i,

On résume ces données en disant que C est une catégorie a chemins topologiquement
concréte.

LEMME
Pour tout entier naturel n, pour tout indice k dans {1,...,n}, on a U(s'™) = 5™ et
U™y =t

2je ne connais pas d’équivalent francais 3 ce terme anglo-saxon
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PREUVE. 1l suffit de se rappeler que, par définition, s'™ = i\™ o ¢’ et /™ = i o t/, le
résultat s’ensuit car U(s') = s, Ut') =t, U®E™) =i et UE™) =i, W

Remarquons que, du simple fait que U admette un adjoint & gauche, U préserve (a
isomorphisme prés) I'objet terminal qui est en effet la limite du foncteur vide a valeurs
dans C. L’hypothése U(x') = x est plus forte puisqu’elle impose une égalité stricte.

DEFINITION (DOMAINE DE DIHOMOTOPIE)

Soit, C une catégorie a chemins topologiquement concréte (sur T), un objet D de C est
appelé domaine de dihomotopie (dans C) lorsque U(D) = [0, 1] x [0, 1], c’est-a-dire le
produit cartésien de [0, 1] avec lui méme dans T, et que quels que soient les couples (z, y)
et (2/,y') appartenant a [0, 1] x [0, 1] tels que x < 2’ et y < 7/, il existe un entie r naturel
n et un chemin dirigé ~ appartenant & C[n - I, D] tels que

(V) ©) = @) et (V) (1) = @ 9).

On se fixe alors une collection D de domaines de dihomotopies dont les éléments sont par
définition les domaines de dihomotopie admissibles.

DEFINITION (DIHOMOTOPIE CONCRETE)

Soit, une catégorie a chemins topologiquement concréte (sur T). Soit X un objet de C.
Soient v € C[n-T', X] et 6 € C[p-T', X] pour n,p € N, c’est-a-dire deux dichemins dans
C sur un objet X de C. On appelle dihomotopie (concréte) dans C de 7 vers ¢ un
morphisme H € C[D, X], ou D est un domaine de dihomotopie admissible dans C, tel
que U(H) soit une homotopie au sens classique de U(y) vers U(9).

La condition de la définition XII.3.4, si étrange qu’elle puisse paraitre, donne tout son sens
au préfixe “di” de dimohotopie: en effet, elle assure que la notion d’ordre sur [0, 1] x [0, 1]
est en quelque sorte reflétée dans D. Elle assure en particulier que le carré unité muni
de I'ordre trivial ne puisse pas étre pris comme domaine de dihomotopie dans PoSpc. En
effet, si un tel choix était possible, on serait ramené a la topologie algébrique classique
sur Spc.

La définition XII.3.5 semble ramener la notion de dihomotopie a celle d’homotopie bi-
pointée, ce n’est pas le cas ainsi qu’ Eric Goubault I'avait déja remarqué. En fait, la défi-
nition XII.3.5 revient a ne permettre que les homotopies classiques qui sont dans I'image
de U. Ceci est en fait extrémement restrictif. Notons également que les dichemins définis
sur O - I ne peuvent, dans la plupart des cas, pas étre concrétement homotopes a des
dichemins définis sur n - I pour n # N. C’est une pathologie ennuyeuse dont la remarque
XII.2.1 permet de s’affranchir.

LEMME
Soit C une catégorie a chemins topologiquement concréte sur T. Si on a une dihomotopie
concréte de v vers 0, alors v et 0 ont méme début et méme fin.

PREUVE. Soient o € C[n-I', X] et € Clp-I', X], on a donc U(a) € Tin-LU(X)] et
U(B) € Tp-I,U(X)]. Par hypothése, on a donc une homotopie au sens classique de U («)
vers U(f), donc (U())(0) = (U(B))(0), c’est-a-dire que (U(w)) o t™ = (U(B)) o s,
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XII.3.7

XII.3.8

ou encore U(a o t’(")) = U(a o s'(p)) d’aprés le lemme XII.3.3. Mais alors, comme U est
fidéle, on a a o '™ = a0 §'P) ’est-a-dire que « et 3 ont le méme début. W

LEMME
Soit C une catégorie & chemins topologiquement concréte, U préserve les morphismes
constants, ol U est le foncteur associé & C, avec les notations de la définition XII.3.1.

PREUVE. Soit f € C[X,Y] constant (voir définition A.1.16). On peut donc écrire f sous
la forme f = f' o (x, ot (x est I'unique foncteur de X vers *. Comme U(%) = %/, on a

U(f)=U(f")oU((x), donc U(f) est constant. B

PROPOSITION
Soit C une catégorie a chemins topologiquement concréte. On écrit dihomotopie pour
dihomotopie concréte dans C. On suppose alors que pour tout objet X de C:

1. (Identités a gauche) pour tout v € Cln -I', X] ou n # 0 et a € Clp - I', X] tels
que «a soit constant de valeur y o t™ (voir définition A.1.16), on a un zigzag de
dihomotopies entre o - v et 7,

2. (Identités a droite) pour tout v € C[n-I', X]oun #0et o« € Clp-T', X] tels que «
soit constant de valeur v o s, on a un zigzag de dihomotopies entre v - v et 7,

3. (Reflexivité) siy € C[n-I', X] et 6 € C[p - I, X] pour n,p # 0 et que U(vy) = U(9),
alors il existe un entier naturel ¢ et un chemin dirigé £ appartenant a Clg-I', X] tel
qu’il existe un zigzag de dihomotopies entre v et 9,

4. (Compatibilité) si on a une dihomotopie de « vers o/, une dihomotopie de (3 vers
(' et que le début de [ est la fin de «, alors on a un zigzag de dihomotopies entre

G-aet §-d.
Alors la cloture transitive de
{(% 9)
c’est-a-dire la relation

{6:9)

définit une notion d’homotopie sur C, c’est-a-dire que la famille ( ~x ) X€O(O) satisfait
la PCH.

il existe une dihomotopie de v vers é ou de de J vers }

il existe un zigzag de dihomotopies entre ~ et & }

PREUVE. La relation ~x est réflexive d’aprés le 3¢ point. Elle est symétrique et
transitive par construction. Le fait que ce soit une congruence découle du 4°™° point,
modulo une astuce similaire & celle utilisée dans la preuve de la proposition XII.2.2. Si
H est une dihomotopie concréte, il en va de méme de f o H pour n'importe quel foncteur
f € C[X,Y], d’ou la premiére partie de la PCH. La seconde partie étant donnée par les
1" et 2°™€ points. M

Dans le chapitre suivant, on va voir que les catégories que ’on a proposée pour modéliser
la concurrence sont des catégories a chemins topologiquement concréte dans lesquelles on
retrouve les conditions d’application de la proposition XII.3.8.
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CHAPITRE

XIII

MODELES AVEC BOUCLES

Ce chapitre est consacré a 1’étude des catégories dont les objets posseédent de “vraies”
boucles. Ses objectifs sont multiples. Tout d’abord on va, a l'aide de la construction
des catégories fondamentales généralisées, retrouver dans chacune des catégories PoSpc,
LPoSpc, dTop et Flot, la notion de catégorie fondamentale qui lui est propre. En outre,
étant donné que PoSpc se plonge naturellement dans la plupart de ces catgéories, on
va vérifier que cette construction “commute” dans chaque cas avec le plongement. Par
exemple, on voudrait que la catégorie fondamentale d’un espace ordonné X et la catégorie
fondamentale de 'image de cet espace ordonné par le plongement PoSpc — d@) soient

comparables. Dans le cas ou C = PoSpc, I'objet-chemin naturel est bien str [0, 1], dans

le cas ou C = dSpc (voir [37] ou la définition XIII.1.1 pour un rapide descriptif), et si
Pon privilégie 'aspect dirigé, c’est [0, 1] muni de la collection de toutes les applications
continues et croissantes de [0, 1] vers [0, 1]. Notons que ’on peut aussi ignorer la direction
en considérant toutes les applications continues et ainsi retrouver la topologie algébrique
classique. De fagon générale, une boucle est alors un chemin dirigé dont la source et le but
sont égaux. Il est clair que dans PoSpc et avec I'objet-chemin que I’on a choisi, les boucles
(dirigées) sont constantes. Remarquons au passage que si on prend pour objet-chemin
le segment unité [0, 1] avec la relation d’égalité, alors on retrouve la topologie algébrique
classique. Selon cette approche, la distinction entre topologie algébrique classique et
dirigée se fait par le choix de l'objet-chemin. On va donc se mettre en quéte d’une
catégorie C munie d’un objet terminal et d’un objet-chemin qui modélise convenablement
la notion de direction tout en permettant 1’existence de boucles qui ne soient pas triviales.
Trois solutions, issues de la notion d’espace ordonné, sont ici étudiées. Dans chaque cas,
on vérifie que I'on a bien une catégorie & chemins topologiquement concréte.

On évoquera aussi la notion de flot en notant bien que, a priori, la catégorie des flots
n’est pas topologiquement concréte.
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XIII.1 AUTRES MODELES TOPOLOGIQUES DE LA CONCURRENCE

Cette section a pour but de donner un apercu de quelques uns des autres modéles de
topologie dirigée existants.

XIII.1.1 ESPACES DIRIGES

Cette structure est due & Marco Grandis et permet de développer trés facilement le
concept de catégorie fondamentale. Tous les détails concernant les espaces dirigés sont
disponibles dans [37] et [36].

XIII.1.1 DEFINITION (ESPACES DIRIGES)
Un espace dirigé est un espace topologique de Hausdorff* X muni d’une famille de
chemins de X, notée dX. Par ailleurs, dX doit satisfaire les propriétés suivantes:

1. tout chemin constant sur X est un élément de d.X,

2. la famille dX est stable par reparamétrisation croissante des sous-chemins, c’est-a-
dire que si 0 appartient & dX et que 6 : [0,1] — [0, 1] est continue et croissante,
alors § o 6 est encore un élément de d.X,

3. dX est stable par concaténation, c’est-a-dire que si 0, et d5 appartiennent a dX et
que 01(1) = 95(0), alors 'application

3]
1

d3 = t€0,1] — {51(2t> SitE[(l], |
27

52(2t—1) sit e [
est encore un élément de d.X.

Un morphisme d’un espace dirigé (X7, dX;) vers un espace dirigé (X, dX5) est une ap-
plication continue f de X; vers X, telle que pour tout chemin § appartenant a dXi, le
chemin f o ¢ appartient a dXs, on écrit abusivement

f(dXy) C dX,.

Les espaces dirigés et leurs morphismes forment la catégorie des espaces dirigés notée
dTop (d’aprés la notation de [37]).

Dans I’énoncé du 2™ axiome, il est trés important de noter que # n’est pas nécéssairement
surjective, ainsi tout sous-chemin d’un élément de d.X est encore un élément de d.X, cette
propriété de stabilité est a rapprocher de celle de pureté introduite dans la définition
IT1.1.4. Par ailleurs, a la différence de PoSpc, dTop posséde de “vraie” boucle dirigée. On
peut par exemple représenter le cercle dirigé dans dTop comme S!, c’est-a-dire le cercle
unité euclidien, muni des tous les chemins de la forme

0,1] ———¢*

t——— (cos(0(t)),sin(0(t)))

!Dans [37], il n’y a pas d’hypothése de séparation sur X, cependant, du point de vue de cette thése,
seul de tels espaces ont un intérét. En outre, il est toujours possible de se référer au reflet dans HauSpc
d’un espace topologique.

228



ou @ est une application continue croissante de [0, 1] vers R.

Le foncteur d’oubli U de dTop vers Spc admet un adjoint & gauche et un adjoint a
droite. Le premier consiste a équiper X de l’ensemble des chemins constants de X et
le second & équiper X de tous les chemins de X. En outre, on a un foncteur fidele [
défini sur RSpc (voir la la définition XIII.1.1) & valeurs dans dTop construit comme suit:
étant donné un objet (X, —x) de RSpc, on pose dX = {(6,-...-d1) 06| 6 :[0,1] —
[0, 1] est continue, croissante et v, vérifie t <t = () —x 1 (t') et 41(0) = vx(1) }.
On voit immédiatement que (X, dX) est un espace dirigé car la réflexivité de — x permet
d’avoir les chemins constants. De plus, si f € RSpc[(X, —x), (Y, —v)] et que (y,0...0
v)ob € dX, alors fo(v, ...-y1)o80 =((foyn) ... (foy1))oh € dY ou dX et dY sont
respectivement définis a partir de (X, —x) et de (Y, —y ) selon le procédé précédent, d’our
la fonctorialité de I. La fidélité de I est immédiate au regard de ’application continue
sous-jacente. On peut aussi définir une application R définie sur I’ensemble des objets
de dTop a valeurs dans I’ensemble des objets de RSpc. Etant donné un espace dirigé
(X,dX), on pose —x la plus petite sous-partie fermée de X x X contenant {(z,y)|3d €
dX,0(0) = z,6(1) = y}. Comme tous les chemins constants sont dans dX, on vérifie
immédiatement que (X, —x) est un r-espace. On a alors deux résultats qui établissent
un lien théorique entre les espaces dirigés et les espaces partiellement ordonnés.

XIII.1.2 THEOREME
L’application R se prolonge en un foncteur, encore noté R, tel que R 4 I, i.e. R est
I’adjoint & gauche de I. De plus I'image de [ est repléte dans dTop.

PREUVE. On prouve d’abord que application identité de X (en tant qu’espace topologique
de Hausdorff), induit un morphisme de dTop de (X, dX) vers I(R(X,dX)). Soit 0 € dX
et 0 < t; <ty < 1. En prenant 6 I’application affine croissante qui envoie [0, 1] sur
[t1,12], on montre que 6 o § € dX et donc que §(t1) —x I(t2) ot —x est défini & partir
de (X, dX) selon le procédé précédent. Il s’ensuit que I’application

N(x,dx) - (Xv dX) —>I(R(X7 dX))

Tt i

est un bimorphisme de dTop. Puis, si f apprtient a dTop[(X, dX),1(Y, —>y)], alors
(f x f)7'( —v ) est une relation réflexive et fermée qui contient {(z,y)|30 € dX,5(0) =
x,6(1) = y} par hypothése sur f. Donc —xC (f x f)7'( —y ), clest-a-dire que
(fxf)( —x ) C—y. Donc f induit un morphisme g € RSpc[R(X,dX), (Y, —y)] tel que
= 1(g)onx.ax)- Si g1 et g» sont deux tels morphismes de Rspc, alors, comme 7y 4x) est
un bimorphisme, on a I(g;) = I(g2), puis la fidélité de I implique que g; = go. On peut
alors appliquer la proposition A.3.12 pour obtenir ’adjoint attendu. Enfin, si un espace
dirigé (X, dX) est I'image par I d’un r-espace (X, —x) et que f : (X,dX) — (X', dX’)
est un isomorphisme de dTop, alors (X', dX’) est I'image par I de (f(X),(f x f)(—x))
qui est r-espace isomorphe a (X, —x). L’image par I de RSpc est donc repléte dans dTop.
|

En composant la réflexion de RSpc dans PoSpc (voir le théoréme 1.2.10) avec la paire de
foncteurs ajoints R - I décrite dans le théoréme XIII.1.2 on a le
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XIII.1.3 COROLLAIRE
Il existe un foncteur fidéle I’ de PoSpc dans dTop admettant un adjoint a gauche. En

outre, la co-unité de cette adjonction est un bimorphisme et I'image de I’ est repléte dans
dTop.

Notons que, pour que RSpc soit une sous catégorie réflechissante de dTop, il manque
seulement au foncteur I la propriété d’étre plein. En fait, a priori, ni R ni I n’est
plein. On signale enfin que dTop est compléte et co-compléte, que son objet terminal est
({*},{x}) et son objet initial (), @) et que, puisque le foncteur d’oubli U admet un adjoint
a droite et un adjoint a gauche, on a U(limF') = lim Uo F et U(colimF') = colim U o F' ol
F est une foncteur d’une petite catégorie dans dTop. Autrement dit, ’espace sous-jacent
d’une limite (respectivement d’un co-limite) dans dTop est la limite (respectivement d’une
co-limite) des espaces sous-jacents dans Spc.

En particulier, on peut comparer la somme amalgam-
mée décrite ci-contre avec celle décrite a la fin du
chapitre I. On a bien, dans dTop, le comportement de
la somme amalgammeée vis a vis des boucles que 1'on N
espére dans une catégorie qui permet de représenter ces — g
derniéres. Notons enfin que I'un des grands avantages de <©>

la catégorie dTop est de proposer un repésentant “canon-

ique” du cercle cirigé. C’est-a-dire que toute structure < C densTop :>>
d’espace dirigé dont 1’espace topologique sous-jacent est

St et dont les chemins dirigés sont les applications de la
forme

[0,1] st
t —— (cos(0(1)),sin(6(t))) g

ou f est une application continue croissante de [0, 1] vers
H

R, est isomorphe & S*.

XIII.1.2 FLOTS

Cette structure est due a Philippe Gaucher, grosso modo, un flot s’apparente & une
petite catégorie amputée de ses identités et dont on a equipé 1’ensemble des morphismes
d’une topologie a engendrement compact, de sorte que les applications source, but et
composition soient continues pourvu que l'on regarde ’ensemble des objets comme un
espace topologique discret. On peut aussi voir un flot comme un objet en catégorie dans
la catgéorie des espace topologiques & engendrement compact, sans les identités et avec
la contrainte que l’espace topologique des objets soit discret (voir le chapitre 8 de [9]
pour la notion de théorie des catégories internes). Formellement un flot est la donnée
d’un espace topologique a engendrement compact PX, d'un ensemble X° (vu comme un
espace discret), de deux applications continues s,t : PX — X° et d’une d’application
continue * : {4,7]t(6) = s(7)} — PX telle que pour tout triplet (v3,72,71) d’éléments
de PX tels que t(v;1) = s(72) et t(y2) = s(y3) on a

3 % (Y2 % 71) = (73 * 2) * 71 , autrement dit * est associative
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et

t(y2 *71) = t(y2) et s(y2 x71) = s(m)

La définition d’un flot est donc similaire a celle d’une petite catégorie, excepté que l'on
impose des hypothéses topologiques. En outre, on n’a pas nécéssairement d’identité,
cette lacune est intentionnelle, en effet, dans la théorie que développe Philippe Gaucher,
la présence des identités provoque un comportement pathologique vis a vis de la classi-
fication des flots, en particulier, cette suppression est nécessaire pour rendre fonctoriel
la construction de I’espace des branchements (voir [28]). Signalons également que le flot
suivant est un objet-segment dirigé de la catégorie des flots (notée Flot): on prend pour
espace des chemins P(X) = {z}, pour espace des objets la paire {0, 1} et on pose s(z) := 0
et ¢(z) := 1. Dans la terminologie de Philippe Gaucher, ce flot est noté Glob({z}). Tout
comme les espaces dirigés et les espaces partiellement ordonnés, les flots permettent ainsi
une définition trés naturelle de la catégorie fondamentale.

En outre, la catégorie des flots posséde plusieurs structures de catégorie de modéles, on a
ainsi différente classification a équivalence faible prés. Pour plus de détails, consulter|27]
et [28], elle est de plus, jusqu’a présent, la seule qui offre une notion d’équivalence de
dihomotopie (voir [29]).

Dans la structure de flot, I’accent topologique est directement mis sur les ensembles de
chemins alors que dans tous les autres modéles topologiques recensés dans cette thése, il
est mis sur l’ensemble des points (ou états dans le langage informaticien). Cette partic-
ularité rend difficile la comparaison des flots avec les autres modeles topologiques.

XIII.1.3 COURANTS

Sanjeevi Krishnan a établi dans une note, pas encore publiée & ma connaissance, ainsi
que dans [55], la définition d’une structure dirigée fortement inspirée par celle d’espace
localement ordonné et dont la collection semble former une catégorie ne souffrant pas des
pathologies que I’on rencontre dans LPoSpc. Tout comme la notion de espace localement
ordonné, un courant (stream dans le texte original de Sanjeevi Krishnan) est définie de
fagon élégante via le formalisme des faisceaux (voir [9], [60] ou le chapitre VII de [90]
pour des exposés trés complet sur les faisceaux). Ainsi, un courant est la donnée d’un
espace topologique (de Hausdorff) X ainsi que d’un faisceau dans la catégorie des espaces
préordonnés. Formellement, on se donne un recouvrement d’ouverts (V;);cr de X, stable
par intersection finie, de sorte que chaque ouvert V; soit équipé d’une relation de préordre
<y, dont le graphe est fermé dans V; x V; et que

<viny;=<v; N <y -

On impose enfin que si z <y, y <y, x pour x,y € V;, alors il existe un indice j dans
7 tel que z,y € V; NV, et * Lyny, y, c’est cette derniére condition qui confére a la
notion de courant tout son intérét. Sanjeevi Krishnan semble pour I’heure avoir obtenu
d’intéressants résultats concernant une catégorie dont les objets sont les courants.
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XIII.2 EXEMPLES DE CATEGORIES A CHEMINS

XIII1.2.1 LA CATEGORIE DES ENSEMBLES

L’unique, a isomorphisme prés, objet chemin non trivial de Set est {0, 1}, en effet, si
P est un ensemble contenant au moins trois éléments, pour tout {s,t} C P on a une
bijection ¢ de P vers P telle que ¢({s,t}) # {s,t}. Il s’ensuit que tout objet chemin dans
Set a au plus deux points, i.e. deux éléments. Supposons que I := {0,1}. Clairement,
n-1=1{0,...,n}. Soient X un ensemble et a,b € X, les chemins de a vers b sont les
suites € X101} telles que o = a et x,, = b. La concaténation de z € X1} suivi de
y € X{0pest 2 € X{0mtr=op 2 =g, si0<k<netz,=yppnisin<n+p—2,
par exemple (3,4,5)-(1,2,3) = (1,2,3,4,5), 3 n’est pas répété. Le résultat montre a quel
point la proprité de congruence homotopique est forte :

les seules notions d’homotopie sur Set muni de l'objet chemin {0, 1} sont les notions
extrémes. Cela signifie que si ~x est une notion d’homotopie, alors on a, soit

1. pour tout ensemble X, tout élément = de X1} et tout élément y de X {0--P}

x ~x y si et seulement si n = p et pour tout indice ¢ dans {0,...,n} et tout indice
jde{0,...,p} onax; =y,
soit

2. pour tout ensemble X, tout élément 2 de X{%"} et tout élément y de X{%P} on
axr~xYy.

XIII.2.2 LA CATEGORIE DES PETITES CATEGORIES

On s’intéresse ici au cas ou C := Cat. On pose I := (0 — 1), c’est-a-dire la catégorie
ayant deux objets 0 et 1 et une seule fléche non triviale de 0 vers 1, on peut aussi le
voir comme le poset {0 < 1}. Un point d’'un objet X de C n’est rien d’autre qu'un
objet de la petite catégorie X. Un chemin sur X est simplement un morphisme de X.
Notons également que le seul automorphisme de I dans I est I'identité et donc que I'on n’a
pas d’inversion du temps. De plus, I'(X) est la catégorie libre engendrée par le graphe
sous-jacent de X ou en d’autres termes, si U est le foncteur d’oubli de Cat vers Grph
et I’ son adjoint & gauche (voir appendice A), alors I'(X) := F o U(X). Si on équipe
(Cat, I) de la plus petite notion d’homotopie, alors le foncteur 7 est simplement /dc,;. La
catégorie Cat admet donc dans ce cas une représentation du cercle dirigé. Si maintenant
on équipe (Cat, ) de la plus grande notion d’homotopie, c’est-a-dire celle qui identifie
de morphismes de I'(X) ayant les méme extrémités, alors pour toute petite catégorie X,
™ ()_(2) est le préordre associé a X décrit dans la proposition A.1.24. Dans ce cas, Cat
n’admet pas de représentation du cercle dirigé. Ceci souligne le fait que la présence d’une
représentation du cercle dirigé dépend du choix de I et de la notion d’homotopie. Par
ailleurs, le monoide ({n - Ijn € N}, +) est ici isomorphe & (N, +) et on remarque que,
dans Cat, n - [ est, & isomorphe prés, le poset {0 < ... < n}.

XII1.2.3 LA CATEGORIE DES MONOIDES

Remarquons tout d’abord que tout monoide M posséde un unique point car tout mor-
phisme de monoides doit envoyer I’élément neutre du monoide sur lequel il est défini sur
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I’élément neutre du monoide dans lequel il prend ses valeurs. Quel que soit le monoide
M, choisi pour étre 'objet segment, on aura s et ¢ tous deux égaux a 'unique point de
M, qui est d’ailleurs préservé par tout automorphisme de M. On peut alors, par exemple,
poser I := Z/nZ, N, Rt ou ({0,1},V). Le monoide des chemins est ici isomorphe a
(N, +,0) puisque n - I n’est rien d’autre que la somme directe dans Mon de n copies du
monoide I.

XIII.2.4 LA CATEGORIE DES GROUPES

Encore une fois, on aura nécéssairement s = t. Les objets chemins qu’il semble naturel
de considérer sont Z/nZ, 7 ou R. Les chemins d’un groupe G sont alors les éléments de
son ensemble sous-jacent, ou bien ses morphismes s’il est vu comme une petite catégorie.
Outre les deux notions d’homotopie canoniques, on peut aussi poser a ~ (3 si et seulement
si (1) et 5(1) sont conjugués, c’est-a-dire s'il existe v € G tel que 5(1) = v 'a(1)y. En
effet, dans tous les exemples d’objet segment que ’on a donné, on a un générateur que
I’on peut noter 1. Un chemin de G est par définition un morphisme « de I dans G, on
peut alors s’intéresser a o(1) € G.

XIII.2.5 LA CATEGORIE DES PETITES 2-CATEGORIES

Sans entrer précisément dans les détails formels de ce qu’est une 2-catégorie, disons
seulement que c’est une catégorie a laquelle on a ajouté des 2-morphismes, c’est-a-dire des
morphismes entre morphismes. On ajoute aussi une loi de composition des 2-morphismes.
La seule restriction que I’on pose est que, s’il existe un 2-morphisme dont la source est un
morphisme « et le but un morphisme (3, alors « et 3 ont la méme source et le méme but.
Etant donnée une 2-catégorie X, on pose I'y(X) := I'(UX) ou I est le foncteur défini
dans I'exemple des petites catégories et UX la petite catégorie sous-jacente de X. On a
donc un foncteur d’oubli U de la catégorie des petites 2-catégories dans celle des petites
catégories. On pose alors pour toute petite 2-catégorie X, ~x la congruence sur ['(X)
engendrée par la relation qui identifie deux morphismes «, 3 de I'(X) si et seulement si
il existe un 2-morphisme de « vers 3. On a bien siir une représentation du cercle dirigé.

XIII.2.6 LA CATEGORIE DES FLOTS

Cet exemple est en fait basé sur celui de 2-catégories: en effet, on peut associer a tout
flot X une 2-catégorie dont toutes les 2-fléches sont des 2-isomorphismes. En fait, pour
chaque couple de points (z,y) du flot X, on a un espace topologique X (z,y) des chemins
de z vers y. Un chemin H sur X (z,y) a homotopie prés est donc, en un certain sens,
un homotopie de H(0) vers H(1). En effet, pour o, 5 € X(x,y), si H; et Hy sont deux
chemins de « vers § homotopes sur X (z,y), alors I'homotopie  de H; vers Hy peut étre
vue comme un 3-morphisme! Bien sir, en considérant H(1 — t), on a une homotopie de
H(1) vers H(0) et donc tous les 2-morphismes sont inversibles.

XIII.2.7 LA CATEGORIE DES ESPACES TOPOLOGIQUES

On pose C := Spc, la catégorie des espaces topologiques et I := [0, 1] muni de la topolo-
gie classique. Les applications s et ¢ envoient respectivement x := {0} sur 0 et sur 1.
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XIIL.2.1

L’application
[07 1] - [07 1]
t————=1—1
est une inversion du temps.
Pour avoir une catégorie a chemins, il nous faut encore décrire les co-cones distingués. En
suivant les conventions de la section XII.1.3, on pose 0-1 = {0}, 1-1 = [0, 1] et pour tout

entier naturel n tel que n > 2, on pose n-1:= [0, 1]. On pose également pour n € N\{0}
et pour tout indice k£ dans {1,...,n}:

Z'I(C”) —1=[0,1]x+—— L_i)”
Le monoide ({n - I|n € N}, +) est ici isomorphe & ({0, 1}, V) et il vient,
LEMME
(n) (n)

Pour tout entier naturel n, (n I=17, .. i ) est un représentant de la colimite du
diagramme

I I I I I I
N N 7 N N N
% St xSt g8 L

J/

TV
n copies de I

De plus, étant donnés v :n-I1=1[0,1] — X, v :m -1 =[0,1] — X et y3:p-I=
[0,1] — X tels que les fins respectives de 7, et de v, soient les débuts respectifs de 7o
et de 73, i.e. 71(1) = 72(0) et de 72(1) = 73(0). On a alors v3 - (v2-71) = (3 - 72) - 71 o1
- est la concaténation telle qu’elle est définie dans la section XII.1. Noter bien que cette
égalité est stricte et pas seulement a isomorphisme prés dans Spc et que la loi - dépend
de n,m et p.

PREUVE. Quelques calculs montrent que

Va € |:0’ n+ZL+pi| V3 - (72 ' 71)(1‘) - ('73 : ')/2) . ’yl({p) — ’71(%90)

v € [nJrZLer’ nz:rn?p} Y3 (2 o) (@) = (3 - 72) - () = 72(%‘% _ %>
Y € [nijn?p7 1] Y3 (’}/2 . "}/1)<,§C> = (’}/3 . 72) . 71(3;) — ,ys(n'f';?:-i—px o n;m>

Le lemme XIII.2.1 nous donne donc une structure de catégorie & chemins sur Spc. Im-
plicitement, la loi - est définie pour des couples (n,7) ou n € N et v une application
continue définie sur [0, 1] ou sur {0} a valeurs dans X, autrement dit, du point de vue
de la loi -, (n,7) et (p,7) ne sont pas identiques lorsque n # p. Par exemple, si n # n’
oup # p/, et que I'on a «, 3, a’ et 3’ respectivement définis sur n-I, p-1I, n' -1, p' - I
avec « = o et § = (' dans Spc, c’est-a-dire en “oubliant” n,p,n’ et p’, on pourra avoir
G-a # ['-a’ dans Spc bien que 1'on conserve -a = 3'- o’ dans Spc, c’est-a-dire 1’égalité
a reparamétrisation prés. Cette remarque met en avant 'importance de la structure de
catégorie a chemins.

Soit X un objet de Spc. Remarquons déja que I'(X) n’est alors rien d’autre que la caté-
gorie des chemin de Moore de X. En particulier, on aurait obtenu la méme structure a
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chemins en posant n -1 := [0, n] et

(n

zk) . 0,1] ——= [0, n]

r————x+k—1

mais que, dans ce cas, le monoide des chemins est isomorphe a (N, 4, 0). La relation qui
équipe I'(X) n’est alors rien de plus que la relation d’homotopie classique, voir définition
B.2.3. On vérifie que 7 (X) est alors le groupoide fondamental de X tel qu’il est décrit
dans la section B.2.1 ou dans [47]. La catégorie Spc n’a bien entendu aucune représen-
tation du cercle dirigé puisque toute catégorie fondamentale d’un objet de Spc est un
groupoide. Remarquons également que si on équipe (Spc,I) de la plus grande notion
d’homotopie, alors pour tout espace topologique X, 71 (X) est la relation d’équivalence
qui relie deux éléments de 1’ensemble sous-jacent de X si et seulement si ceux-ci sont
dans la méme composante connexe par arcs. La méme structure fournit & HauSpc une
structure de catégorie a chemins.

En outre, Spc (de méme que HauSpc) est une catégorie a chemin topologique concréte sur
elle-méme en prenant pour U le foncteur identité et pour seul domaine de dihomotopie
admissible (voir définition XII.3.4) [0,1] x [0, 1].

XII1.2.8 CATEGORIE FONDAMENTALE D’UN ESPACE ORDONNE

—_—
On pose C := PoSpc, la catégorie des espaces ordonnés (voir définition I.1.1) et I := [0, 1]

le segment unité dirigé standard. Les applications s et ¢ envoient respectivement * sur
0 et sur 1. Tout automorphisme ¢ de I vérifie ¢(0) = 0 et ¢(1) = 1, il n’y a donc pas
d’inversion du temps. Cette derniére affirmation découle de la proposition XI.1.7 et du
fait qu’en tant que morphisme de PoSpc, @) croissante. En suivant les corﬂtions de la
section XI1.1.3, on pose 0-1 = {0}, 1-T= [0, 1] et pour n € Nn > 2 n-I:= [0, 1]. On pose
égal t EN\{O}tke{l...n}i(n):xeﬂzm—H}»ﬁMEn-H:[O—lj.
galement pour n e eees % , — ,
Le monoide ({n - I|n € N}, +) est ici isomorphe a ({0,1},V). Par ailleurs on a alors
un résultat analogue au lemme XIII.2.1 qui donne & PoSpc sa structure de catégorie a
chemgl.

Soit X un objet de PoSpc. La relation ~x qui équipe I'(X) est la plus petite congruence
engendrée par la relation d’homotopie dirigée, voir définition I1.1.3. Il vient immédi-
atement que 77_{(?) est la catégorie fondamentale de X telle qu’elle est décrite dans le
chapitre II. Si l’gn equige PoSpc de la plus grande notion d’homotopie, alors pour tout
espace ordonné X, 7 (X)) est le préordre associé a la catégorie fondamentale de X telle
qu’elle est décrite dans le chapitre II, c’est en particulier une relation d’ordre puisque la
catégorie fondamentale de X au sens du chapitre II est sans boucle. Notoni enfin que
cette relation d’ordre est incluse dans la relation d’ordre de ’espace ordonné X mais pas
nécéssairement égale. Ces deux relations peuvent effectivement étre distinctes comme
c’est la cas dans ’exemple du drapeau suisse dirigé.

Par ailleurs, supposons maintenant que I’on choisisse I := [0, 1], c’est-a-dire le segment
unité muni de 'égalité. Alors ﬁ(?) obtenu en équipant F(?) de la plus petite con-
gruence engendrée par la relation d’homotopie dirigée est le groupoide fondamental de
I’espace topologique sous-jacent de X. Cette derniére remarque mérite une explication.
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Rappelons qu’une homotopie dirigée par rapport a I est, en particulier, un morphisme H

de PoSpc[l x I, )_(>], mais dans le cas ou I = ([0, 1], =), toute homotopie au sens classique
entre les chemins sous-jacents des dichemins induit trivialement une homotopie dirigée
entre les dichemins. En effet, la condition v = y = H(z) <3 H(y) est toujours
trivialement vérifiée.

Dans tous les cas, le monoide ({n - I|n € N}, +) est isomorphe & ({0,1},V) et on n’a pas
de représentation du cercle dirigé. o
En outre, PoSpc est une catégorie & chemin topologique concréte sur HauSpc en prenant

pour U le foncteur d’oubli et pour seul domaine de dihomotopie admissible (voir définition
—

—
XII.3.4) [0,1] x [0,1]. On vérifie immédiatement que la notion de dihomotopie concréte
donnée par la proposition XII.3.8 est celle de la définition I1.1.3.

XIII.2.9 ESPACES DIRIGES

La définition XIII.1.1 décrit la catégorie dSpc des espaces dirigés. On pose, comme le
suggére Marco Grandis dans [37],

I := ([0, 1], {applications continues croissantes de [0, 1] dans [0, 1]})

et s,t qui envoient respectivement x sur 0 et 1. Cette fois encore, on note qu’il n’y a pas
d’inversion du temps. Une homotopie dirigée de o € d.X vers § € dX est un morphisme de
dTop[I x I, (X, dX)] dont 'application continue sous-jacente est une homotopie classique
de a vers (5. La relation ~x qui équipe I'(X) est la plus petite congruence engendrée
par la relation d’homotopie dirigée que 1’on vient de décrire et le foncteur m; est celui
que définit Marco Grandis dans [37]. Comme on I’a déja signalé, on a dans ce cas un
représentation du cercle dirigé. Le monoide des chemins est isomorphe a ({0,1},V).
Si 'on se référe a la définition originale de [37], cette catégorie est concréte sur Spc et
I’homotopie concréte donnée par la définition XII.3.5 est celle que donne Marco Grandis
dans [37]. En outre, la proposition XII.3.8 s’applique a ce cadre.

XIII.3 AFFAIBLISSEMENT DE LA NOTION D’ESPACE ORDONNE

Aprés avoir lu 'introduction de ce chapitre, on peut relativiser le contenu “intuitif” de
la propriété 11.2.3. En effet, I’absence de boucles dans la catégori_e:fondamentale d’'un
espace ordonné pourrait n’étre que la conséquence du choix de [0, 1], c’est-a-dire [0, 1]
muni de Pordre classique <, comme objet-segment. En fait, le résultat suivant montre
que la catégorie PoSpc ne laisse aucune lattitude quant au choix de ’objet segment dirigé.

XIII.3.1 THEOREME
Soit > une relation sur [0, 1], c’est-a-dire que > C [0,1] x [0, 1], telle que {f : [0,1] —
[0,1]|f est continue et f x f(>) C >} = {v:[0,1] — [0, 1]|y est continue et croissante}.
Alors > =< ou > =<, en désignant par < la relation d’ordre classique sur [0, 1].

PREUVE. Dans le reste de cette preuve, < désigne l'ordre strict classique sur [0, 1].
Supposons que 'on ait une paire (a,b) € [0, 1] telle que a < b et a> b, alors pour toute
paire (c,d) € [0, 1]? telle que ¢ < d, il existe une application continue croissante ~y de [0, 1]
dans [0, 1] telle que y(a) = c et y(b) = d, on a alors par hypothése ¢>d. Ainsi <C p.
Dans le cas ot 'on a une paire (a, b) € [0, 1]? telle que a < b et b>a on prouve de la méme
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maniére que > C<°. Et toujours de facon analogue, on montre que s’il existe a € [0, 1]
tel que a > a, alors pour tout z € [0,1] on a x> x.

Notons P; la propriété d’existence d’'une paire a < b telle que a > b, P, la propriété
d’existence d’une paire a < b telle que b a et P5 la propriété d’existence de a tel que
a>a. Notons que P, = P; et P, = Pj, il suffit en effet de considérer une application
croissante qui envoie a et b sur un méme élément = de [0, 1]. Remarquons également que
la relation > ne peut pas étre (), {(z,z)|z € [0,1]} ou [0,1] x [0, 1]. En effet, dans chacun
de ces cas, {f : [0,1] — [0,1]|f est continue et f(>) C >} est ’ensemble de toutes les
fonctions continues de [0, 1] vers [0, 1], ce qui contredit bien stir 'hypothése de 1’énoncé.
Il en résulte qu’une et une seule des deux propriétés P, et P, est satisfaite. Si ¢’est P, on
a <C > et siclest P, on a <°?C . Supposons par exemple que ce soit P; et considérons
a,b € [0,1] tel que a < b. On ne peut pas avoir b>a sinon P, serait aussi satisfaite. Donc
> =<. De la méme maniére, si on a P,, on prouve que > =<,

|

Le théoréme XIII.3.1 affirme en particulier que si ’on considére qu’un “bon” objet segment
dirigé doit étre tel que I’ensemble des morphismes de PoSpc de cet objet dans lui méme
est ’ensemble des applications continues croissantes de [0, 1] dans [0, 1], alors il n’y a, a
isomorphisme prés, qu’un choix possible dans PoSpc. Une maniére naive d’obtenir des
boules consiste a relacher 'hypothése de fermeture de la relation d’ordre dans la définition
I.1.1 d’un espace ordonné. On considére alors la famille F := {3 — #Q, T+ n%rﬂn € N}.
Muni de 'ordre induit, cette famille est isomorphe, dans PoSet, & Z. On prend alors
comme objet segment [0, 1] muni de de la relation d’ordre a <’ b si et seulement si on
az<a<b<z ouz estle successeur de z dans la famille 7. On peut alors munir
S' de la relation d’ordre <gi:= {(e,e?)|0 < § < ¢ < 2r}. Alors il y a parmi les
applications continues v de [0, 1] vers S* telles que v(<’) C<g des boucles non triviales.
Plus précisément, parmi ces application, pour tout n € N, il y en a au moins une qui
effectue exactement n tours dans le sens trigonométrique. Les relations considérées ne sont
bien stir pas fermées et, comme le prévoit le théoréme XIII.3.1, il existe des application
continues croissantes de [0, 1] vers [0, 1] qui ne préserve pas la relation <'.

Le fait de ne plus avoir ’hypothése de fermeture dissocie complétement la relation d’ordre
de la topologie que ’on met sur [0, 1]. Par exemple, on pourrait trés bien imaginer que
[0, 1] soit muni d’un bon ordre quelconque (I’existence d’un tel ordre sur n’importe quel
ensemble est un équivalent de ’axiome du choix), et de la topologie classique. Hormis
I'identité de [0, 1] et les applications constantes, il est alors trés difficile de voir ce que peut
étre une application continue de [0, 1] dans [0, 1] qui préserve ce bon ordre. Pour préserver
ce lien, on va relacher les hypothéses de transitivité et d’antisymétrie dans la définition
d’un espace ordonné. Ceci conduit & la notion d’espace avec relation déja apparue dans
le chapitre I (voir définition 1.2.4) comme un outil technique permettant de prouver la

co-complétude de PoSpc. On voudrait untiliser T comme objet-segment mais cela pose
quelques difficultés techniques, en effet, en supposant que ’on munisse S* de la relation
>={(e?,¢e?)|0 <0 < @ <21} on a bien une relation réflexive et fermée, elle n’est bien
slir pas transitive mais permet d’avoir des boucles. En effet,

0,1] ——5?

t— ei27r:r
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XIII.3.2

XIII.3.3

est bien un morphisme de RSpc. Cependant, il n’est pas possible de faire plusieurs fois
le tour du cercle, par exemple,
0,1]] —=35*
t— 6i47r:r

n’est pas un morphisme de RSpc.

XIII.3.1 CATEGORIE FONDAMENTALE SUR RSpc

On va maintenant étendre la définition de catégorie fondamentale & RSpc. c’est-a-dire
I’intersection d’un fermé et d’une union finie de fermés. On notera cet objet ([O, 1], a0 <
a1 < ... <a,). On a alors

PROPOSITION

Soit 8 : (Lag=0< a3 < ...<ap, <1l=ay1) — Lbp=0<b <..<b,<1=
by+1), 0 est un isomorphisme de RSpc si et seulement si les trois assertions suivantes sont
satisfaites:

1. n=p,
2. 0 est strictement croissante,

PREUVE. La preuve du proposition XIII.3.2 est une conséquence directe du résultat
classique suivant qui est en réalité une autre facon d’exprimer la proposition XI.1.7:

PROPOSITION
Etant donnée une application f : [0,1] — [0,1], deux des trois assertions suivantes
impliquent la troisiéme

1. f est bijective,
2. f est continue,

3. f est strictement monotone, i.e.
Ve <ye[0,1] f(z) < f(y) ouVe <ye[0,1] f(z)> f(y).

Supposons que 6 soit un isomorphisme de RSpc, en particulier, U(6) est un homéomor-
phisme de [0,1] sur [0,1]. Ainsi, d’aprés la proposition XIII.3.3 et la notion de mor-
phisme dans RSpc, 6 est strictement croissante. Etant donnés i,7 € {0,...,n} tels que
0(a;) € [bj,bj+1], si on avait §(a;) # b;, alors nous aurions également b; < 6(a;) < b1
et donc 071(b;) < a; < 07'(b;41). En conséquence on aurait 6~1(b;) 6 (b;11) bien que
b;j >bj41. Ainsi 0 induit une application de {0, ...,n} sur {0, ..., p}, envoyant chaque ¢ sur
I'unique j tel que §(a;) = b;. En outre, puisque 6 est injective et croissante, ’application
induite ’est aussi. En particulier, n < p. Les mémes arguments s’appliquent bien évidem-
ment & 0! et montrent que p < n. L’application induite par 6 - et donc aussi celle induite
par 07! - est une identité, c’est-a-dire que pour tout indice i dans {0, ...,n}, on a 6(a;) = b;.
|
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XIII.3.4

XIII.3.5

XIII.3.6

COROLLAIRE
Pour tout n € N — {0}, tout objet (I,0 =ag < ... < a, = 1) de RSpc est isomorphe dans
RSpca (LO<i< . <k <l )

PREUVE. il suffit de considérer I’application suivante. W

[@@

n’ n

} - [ak ) ak+1]
r——— (ag1 —ag) - (n-z —k) + ay

On voudrait maintenant définir la catégorie fondamentale d’un objet (X,>) de RSpc.
Pour cela, on va appliquer la méthode décrite dans la section XII.1. Il nous faut tout

d’abord choisir un objet-segment, ce sera l’espace ordonné [(),—1]> vu comme un objet
de RSpc, quant & s et t, ils envoient respectivement * := {0} sur 0 et 1. D’aprés la
définition XII.1.3, pour avoir une catégorie a chemin, il nous faut encore décrire les co-
cones distingués. En suivant les conventions de la section XII.1.3, on pose 0 -1 = {0},

5 1 _ 2 k 1
1T=[0 1 et pourn€Nn=2,n-Ti= ([0,1,0<f<2<..<hc.<cmlal)
On pose également pour n € N\{0} et k£ € {1,...,n}, 'application

T ——1

by
T (k—1)+z
n
puis,
LEMME
Pour tout entier naturel n, (n -1, z’ﬁ"), ey 251")) est un représentant de la colimite du dia-
gramme

I I I I I I

AN AN A e N AN AN
x Stox St Eog 50 g 5t
De plus, étant donnés v, : I, — (X,>), 72 : I, — (X,>) et v3: [, — (X,>) tels que
les fins respectives de v; et de 7, soient les débuts respectifs de v, et de 73, on a alors
Y3+ (Y2-71) = (73 72) - 71, o - est la concaténation telle qu’elle est définie dans la section
XII.1. Noter bien que cette égalité est stricte et pas seulement & isomorphisme prés dans
RSpc.

PREUVE. Quelques calculs montrent que

Va € |:0’ n+::L+pi| EN (72 ' ’}/1)<SL’) = (’73 : ’}/2) . "}/1<,§L’) — 71(%1’)

v € [n+gw+p’ niiﬁ—p} Y3 (2 ) (@) = (73 72) - () = 72(Wx _ %>
Vo € [nijnnlp7 1] Y3 (72 . fyl)<gj) = (73 . 72) . 71(:,;) — ’}/3(n+7;:+p.§lf . n—;m)

Le lemme XIII.3.5 nous donne donc une structure de catégorie a chemins sur RSpc.

REMARQUE _
Etant donné un espace ordonné X dont la relation d’ordre sous-jacente est <, si Sy, ..., S,

H
est un recouvrement fermé de X (l'espace topologique sous-jacent de X), alors (X, <
N(SZ U ... U S?)) est un object de RSpc.
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XIII.3.7

XIII.3.8

XIII.3.9

PREUVE. La relation < est fermé ainsi que S3U...US? car c’est une union finie de fermés.
La diagonale est incluse dans < N(SZU...US?) car la famille (Si)ic{0,dots,n} Tecouvre X. W

Dans RSpc, on admet tous les domaines de dihomotopie (voir la définition XI1.3.4), c’est-
a~dire que tout objet X de RSpc dont I’espace sous-jacent est [0, 1] x [0, 1] et tel que pour
tous couples (z,y) et (', ') appartenant & [0, 1] x [0, 1] vérifiant x < 2’ et y < ¢ on a un
chemin dirigé de (x,y) vers (z',y") dans RSpc, est un domaine de dihomotopie admissible.
On peut maintenant définir une notion d’homotopie sur RSpc en utilisant la dihomotopie
concréte dans RSpc (voir la définition XI1.3.5) et la proposition XII.3.8. Pour tout objet
X de RSpc, on note désormais ~ x la relation

{(% 9) dichemins de RSpc]| il existe un zigzag de dihomotopies entre 7 et 5}

REMARQUE
Etant donnés deux dichemins a et § sur X, a ~x = «(0) = £(0) et a(l) = F(1).
On obtient cela par une récurrence immédiate sur la longueur du zigzag de dihomotopies
entre o et [3.

REMARQUE

Soient f € RSpc[X,Y], a, 3 deux dichemins sur X et H une dihomotopie de a vers (3,
alors f o H est une dihomotopie de foa vers foa, et donc, a ~x 3 = foa ~y fof
et on a donc la premiére partie de la PCH.

LEMME

Soient deux entiers n,p € N non nuls, un objet X de RSpc et deux dichemins v €
Cln-T,np-T] et § € C[p-I,np -] tels que pour tout ¢ appartenant a [0, 1], v(¢) = d(¢),
c’est-a-dire ayant la méme application continue sous-jacente. On a § ~x 7.

PREUVE. La famille des

1 E—1 k 1 kE—1 k
[O, 2} X [ - ’n} ou k € {1,....,n} et des [2,1] X [ ” ’np} ou k € {1,....np}
constitue un recouvrement fermé de [0, 1] x [0, 1] et donc d’aprés la remarque XIII.3.6,
induit un objet A de RSpc qui est, on le vérifie facilement, un domaine de dihomotopie
admissible. Notons h I'application continue sous-jacente commune & v et 6. Notons aussi
¢ € RSpc[np - I, X] tel que pour tout ¢ appartenant a [0, 1], on a £(t) = h(¢). Il est facile
de vérifier que £ est bien un morphisme de RSpc car la relation dont np - I est munie
est incluse dans celle dont est munie n - I (tout comme dans celle dont est munie p - I).
L’application H : (s,t) € [0,1] x[0,1] — h(t) € X induit alors un élément de RSpc[A, X]
(on le vérifie de la méme fagon que I’on vérifie que £ est bien un morphisme de RSpc) qui
s’avére étre une dihomotopie de v vers £&. On trouve bien sir de la méme maniére une
dihomotopie de d vers £ et donc 6 ~x . Graphiquement, dans le cas ou n =3 et p = 4,

cela revient & découper le carré unité de la maniére suivante
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XIII.3.10

XIII.3.11

XIII.3.12

XIII.3.13

Le lemme XIII.3.9 affirme en substance que I'on peut changer le domaine de définition
n - I d’'un dichemin par n’importe quel np - I pour p € N non nul. Le probléme des
dichemins définis sur 0 - I est une pathologie dont on pourra se défaire de plusieurs facon,
la premiére étant tout simplement de ne pas considérer de tels dichemins, la seconde étant
de les identifier de facto a tous les dichemins constants de méme valeur, la troisiéme étant
de généraliser la définition d’homotopie dirigée en permettant a ces derniéres d’étre définie
sur un triangle. La troisiéme solution est la moins confortable, néanmoins, dans le cadre
général de la section XII.1, c’est la seule dont nous disposons. Dans le cas présent, on va
opter pour la premiére solution.

COROLLAIRE
On a le 3™ point de la proposition XII.3.8.

Le corollaire XII1.3.10 peut en fait étre démontré directement, il suffit en effet de con-
sidérer I'application H définie sur [0, 1] x [0, 1] par H(s,t) := ~y(t) (avec les notations du
lemme XII1.3.9), en munissant [0, 1] x [0, 1] de la relation (s,¢)> (s',t) si et seulement si
t<t.

LEMME
Etant donnés v :n -1 — (X,>) et

F:(n+m)-I (X,>)

y(*ERr) siox € [0, 1]
v(1) si x € [-2-, 1]

n+m’

—

Il y a une dihomotopie (concréte) de RSpc de 7 vers 7.

PREUVE.
H(s,x) :=v(X2z) siz € [0, 222] .= (1) si z € 2222 1]. La carré

n4sm ’ n+m n+m
[0,1]? est muni de la relation <*> N(S3U---US2), ot quel que soit (5 [s/s/5/5
I'indice k£ dans {0,...,n — 1}, Sk est le quadrilatére délimité par les
segments [(=,0) , (5, D]UI(E, 1), (52, 1)]U[(E,1), (£5L0)]U

n+m’ n ’ n n+m’

[(ZEL0) , (=£-,0)] et S, le triangle délimité par les segments

n+m’ n+m’
[(5:,0) 5 (L, DU[(L, 1), (1,0)]JU[(1,0) , (;35,0)]. La figure de droite %
montre ce & quoi les éléments de la famile (Si)keqo,.. ,n—1} ressemblent.
]
COROLLAIRE

On a les 1°" et 2°™¢ points de la proposition XII1.3.8.

LEMME
Si on a une dihomotopie de « vers o/, une autre de (3 vers 3’ et que 3(0) = a(1), alors
on a une dihomotopie de - a vers 3’ - o'.

PREUVE. Notons respectivement H; et H, les dihomotopies de a vers o et de [ vers
B puis [0,1] x [0,1],>1 et [0,1] x [0, 1],>2 les domaines de dihomotopie sur lesquels sont
définis H; et Hy. On définit la relation >3 de la fagon suivante, pour tous (s, t), (s',t') €
[0,1] x [0,1], on pose (s,t) >3 (s',t') si et seulement si

1 1
(s, €10, 5] et (2s,t) > (25,1)) ou (s,s" € [5, 1] et (25 — 1,8) > (25" — 1,'))
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XIII.3.14

XIIL.3.15

XIII.3.16

puis la dihomotopie

| Hi(2s,t)sis €0, %]
H(s,t) := { Hy(2s —1,t) sis € [35,1]

On vérifie en effet trés facilement que H est un morphisme de RSpc qui induit une ho-
motopie, au sens classique, entre 5-a et 5/ -o/. B

COROLLAIRE
On a le 4°™¢ point de la proposition XII.3.8.

Les corollaires XIII.3.12, XIII.3.10 et XIII.3.14 permettent d’appliquer la proposition
XII.3.8 et ainsi fournissent une notion d’homotopie sur RSpc. En particulier, on peut
vérifier que RSpc est une catégorie a chemins topologiquement concréte sur Haus.

LEMME
Soient v,d :n -1 — n -1 tels que § =~y 06, ot § € RSpc[n - I, n - 1] est un isomorphisme
de RSpc, alors v ~,,.1 0.

PREUVE. Ce n’est qu'une adaptation du cas de PoSpc. Posons v (t) := max(t, 6(t)), ¢ est
encore un isomorphisme de RSpc de n-Isur n-I. En effet, on a ¢(a;) = max(a;,0(a;)) = a;
d’apreés le proposition XII1.3.2, de plus si a; <t < t' < a;41, alors a; < 0(t) < 0(t') < a;1q
- encore d’aprés le proposition XII1.3.2 - donc a; < ¥(t) < ¥(t') < a;11. Ainsi, toujours
d’apreés le proposition XIII.3.2, ¢ est un isomorphisme de RSpc. Evidemment, ¢ < () et
¥(t) < 0(t). Alors on définit Hy(s,t) := y((1 — s)t + s1(t)) et Hi(s,t) :=~v((1 —s)0(t) +
s1(t)). Le domaine de définition commun a Hy et H; est T x (Lag < ... < a,) faisant
de Hy et H; des dihomotopies, principalement parce que pour tout s appartenant a [0, 1],
on a
a; <t <aj1 = a; < (1—s)t+sY(t) <am

et
a; < (1—=35)0(t) + sy(t) < ajyq-

Yo
Ainsi on a V Y et donc vy ~, 6. W
Y

yol=4¢

On a maintenant le matériel suffisant pour définir la catégorie fondamentale d’un objet
de RSpc.

Notre but est maintenant de comparer, étjnt donné un objet X de PoSpc, les notions
de catégorie fondamentale de X et de i(X ), ou 7 est le foncteur d’inclusion de PoSpc
dans RSpc. On parlera de dihomotopie, dichemin et catégorie fondamentale dans PoSpc

ou dans RSpc. Le résultat de la comparaison sera finalement donné par le théoréme
XIII.3.19.

LEMME
Soit H une dihomotopie dans RSpc sur ?, alors H induit une dihomotopie H' dans PoSpc
sur (X, <x).
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PREUVE. Par définition, quel que soit le couple (s,t) appartenant a (I’ensemble sous-
ﬁ
jacent de) I?, on a H(s,t) = H'(s,t). Ainsi, la seule chose qu’il nous faut vérifier est
H

que H' préserve ordre. Prenons (s,t) < (s/,t') € I?, ou < est 'ordre produit sur [0, 1]°.
D’aprés les définitions XII.3.4 et XII.3.5, il y a un dichemin de RSpc, noté -, sur le do-
maine de définition de H allant de (s,t) a (s',¢'). D’aprés la définition de dichemin dans
RSpc, «v est définit sur n - I pour un certain entier n € N. Ainsi on a y(ag) <x v(a1) <x
e <x Y(an-1) <x v(a,), donc v(0) <x v(1), i.e. H'(s,t) <x H'(s',t').

|

XIII.3.17 COROLLAIRE _
Etant donnés v, § deux dichemins dans PoSpc sur (un espace ordonné) X, on a v ~g; 0
si et seulement si y ~ 0

PREUVE. D’aprés le lemme XIII.3.16, la définition de ~x et celle de ~g;, (voir la déf-
inition I1.2.1), le zigzag de dihomotopies dans RSpc entre v et ¢ induit un zigzag de
dihomotopies dans PoSpc entre v et §. Il s’ensuit que si v ~x J, alors v ~g, 0; la
réciproque est évidente. W

XIII.3.18 LEMME .
Si ~ est un dichemin dans RSpc sur un espace ordonné X, alors 7 induit un dichemin ~/

ﬁ
sur X dans PoSpc .

PREUVE. On emploie les mémes arguments que dans la preuve du lemme XII1.3.16. B
Les lemmes XIII.3.16 et XIII.3.18 fournissent les arguments permettant de prouver que la
catégorie fondamentale d’un espace ordonné reste la méme qu’elle soit calculée dans RSpc
ou dans PoSpc. Avant d’aller plus loin, nous donnons quelques notations et rappelons
quelques résultats. La catégorie LfCat est une sous-catégorie réfléchissante de Cat, i
désigne le foncteur d’inclusion de LfCat dans Cat et r - i sa réflection, n étant 'unité
de I'adjonction. Nous rappelons aussi que PoSpc est une sous-catégorie réfléchissante de
RSpc, que i’ désigne le foncteur d’inclusion de PoSpc dans RSpc et que ' — i’ est sa
réflection, n’ étant 'unité de ’adjonction.

XIII.3.19 THEOREME
On a le diagramme commutatif suivant

PoSpc% RSpc

LfCat————Cat

ainsi qu'une transformation naturelle (r o 7)) * 2 de r o 7} vers m; o r’. Autrement dit

Zvoir [9] ou la proposition A.1.20 pour la définition de I'opérateur x
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on a le diagramme commutatif suivant

PoSpc RSpc
LfCat Cat

Etant donné un objet X de RSpc, pour = € X, <('r o) * 77’> (z) = nxx)(z) et pour
«, chemin dirigé dans RSpc sur X, <(ro7r{)>x<77’> ([a)ex) = 1y ([773( OO(]NX> = [r'"(@)]din-

PREUVE. Soit un espace ordonné )_5, m et ) désignent respectivement les foncteurs
catégorie fundamentale de PoSpc dans LfCat et de RSpc dans Cat. Par définition, 7T1<?)
et Wi()—g) ont le méme ensemble d’objets, a savoir U(X) I’ensemble sous-jacent de X. On
a un foncteur F' de 7T1()—5) dans 7} (X) dont la partie objet est 'identité et qui envoie un
morphisme [y, de m(X) sur [y].,, ol v est un dichemin dans PoSpc sur ?, [V]ain a
classe de dihomotopie dans PoSpc de v et [y]., la classe de dihomotopie dans RSpc de
~. Etant donné un dichemin dans RSpc, noté ~/, d’aprés le lemme XII1.3.18, 4/ induit un
dichemin dans PoSpc ~ sur X en posant y(z) := +/(z). Clairement, F([v]an) = [V]~x-
De plus, si v; et 7o sont des dichemins dans PoSpc qui sont dihomotopes dans RSpc,
alors d’apreés le corollaire XIII.3.17, ils sont encore dihomotopes dans PoSpc. Donc la
partie morphisme de F' est bijective et F' est un isomorphisme (de Cat). Nous avons
prouvé la commutativit_é} (Lu premier diagramme pour la partie objet. Supposons main-
tenant que f € PoSpc|[X, Y], afin de clarifier la suite, notons i le foncteur d’inclusion de
PoSpc dans RSpc et j le foncteur d’inclusi(gl de LfCat dans Cat. On_) veut prouver que
moi(f) = jom(f). Ogsait déja que 7] 0i(X) est isomorphe a jom (X ) et que mjoi(X)
est isomorphe & jom (X ). Par soucis de simplicité, supposons qu’ils sont égaux et notons
les C et C'. Etant donné un objet x de C, on a clairement 7} oi(f) = jom (f) = f(x). Un
morphisme « de C peut étre représenté par [y'],5, ou [y]gn ot 7 est un dichemin dans
RSpc et v le dichemin dans PoSpc correspondant, voir le lemme XIII.3.18 et le corol-
laire XII1.3.17. Maintenant, par définition, (7} 0 i(f))([V]one) = [i(f) © 7]one alors que
(7 om () ([V]ain) = [f © V]ain, en vertu du corollaire XIIL.3.17, [f o Y]ain = [i(f) © V']sho-
La commutativité du premier diagramme est prouvée.

On a une transformation naturelle 3 n’ : [ dRspc%i’ o', de laquelle on déduit une trans-
formation naturelle (r o 7)) *n' : r o mj——=(r om}) o (i or’). Puis, en vertu du premier
diagramme commutatif, (rom})o(i'or’) = ro(mjoi’)or’ = ro(iom)or’ = (roi)o(mor’) =
Id 0 (mor’) = mor'. Les derniéres égalités étant obtenues en “dépliant” les définitions

des objets et opérateurs apparaissant dans les formules.
|

3Un - au-dessus d’une fleche indique une transformation naturelle.

244



XIII.3.20

XIII.3.21

Il serait intéresant de connaitre quelques conditions & propos de (X,>x) sous lesquelles
ﬁ

((r omh)xn ) est un isomorphisme. Par exemple, en considérant le cercle dirigé S*,
7I>X)

— —

d’aprés la remarque 1.2.14, on a 7”<Sl> = {x}, donc (m o1’) <Sl> = {x}. Par ailleurs,
ﬁ

on prouve que 7} (5’1) =0, voir sous-section XII.2.9. Ainsi, selon la description de la

H
réflection  de Cat dans LfCat?, on a r<w1(51)> = {x}. L’exemple du cercle dirigé peut

étre généralisé:

PROPOSITION
Soit X un objet de RSpc tel que quels que soient x et y appartenant & X, il existe un
dichemin 7 dans RSpc sur (X,>x) de z a y. Alors ro 7 (X,px) =m o7’ (X,>x) = {*}

PREUVE. On a d’abord, d’aprés la remarque 1.2.14, m; o r/(X,>yx) = {*}. D’autre part,

quels que soient x et y appartenant & X, on a 7} (X,>x)[r,y] # 0, donc le méme ar-
ﬁ

gument que celui utilisé pour prouver que r<7r{(51)> = {x} est encore valide et on a

T(?Ti(X, DX)) ={x}. &

DEFINITION
Le monoide fondamental de (X,>x) au point © € X, noté M(X,>x)[x], est par
définition 7 (X, >x)[z, z].

Cette définition n’a aucun intérét dans le cas ou l'on
étudie un espace ordonné, en effet, la catégorie fonda-
mentale d’'un espace ordonné étant sans boucle, ces seuls
endomorphismes sont les identités. Comme son nom
le suggére, M (X,>x)[z] est un monoide. Il est impor-
tant de noter que, a la différence du groupe fondamen-
tal d’'un espace topologique, M(X,>x)[z] dépend du
point base z. Il suffit d’observer 'exemple (A,>4) X
décrit sur la figure de droite pour se convaincre de
ce fait. En effet, M(A,>4)[z] = (N,+) dans Mon,
alors que M(A,>4)[y] = {*}. La dépendance par rap-
port au point base rend impossible la généralisation di-
recte de la notion de groupe fondamental. En outre, la
catégorie des groupes, notée Gr, est une sous-catégorie
épi-réfléchissante de Mon. Si ", appelé foncteur de
“groupification”; est la réflexion de Mon dans Gr, alors
r”(N, +> = (Z,+) donc , en général, la “groupifica-
tion” du monoide fondamental de (X,>y) au point z
n’est pas le groupe fondamental de I’espace topologique
sous-jacent de (X,>x).

Cependant, dans certains cas particuliers, un lien entre monoide et groupe fondamental
de I'espace sous-jacent subsiste:

4Tout morphisme qui peut étre étendu en un endomorphisme est envoyé par r sur une identité.
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XIII.3.22 PROPOSITION
Etant donné un espace de Hausdorff X, quel que soit x appartenant a X, on a

m(X) 2 M(X, X x X)|a],

i.e. le groupe fondamental de X est le monoide fondamental de (X, X x X') basé au point
x pour n’importe quel z € X. D’un point de vue catégorique, quel que soit z appartenant
a X, on a le diagramme commutatif:

HausSpc M

Gr(—> Mon

ou M est le foncteur de HausSpc dans Mon qui envoie un espace de Hausdorff X sur
M(X, X x X).5

PREUVE. Considérons ¢ : M (X, X x X) [:L’} — T'x défini par O([v]oro) == [U(Y)]ho,
pour chaque dichemin + dans RSpc, out U est le foncteur d’oubli de RSpc dans HausSpc.
Premiérement, on note que ® est bien définit car chaque dihomotopie dans RSpc in-
duit un homotopie au sens classique. Considérons deux dichemin v et 7’ dans RSpc
et supposons que H : I? — X est une homotopie (au sens classique) de U(y) vers

ﬁ
U(y). Alors H : I? — (X, X x X) est une dihomotopie dans RSpc de ~ vers +'
ou H'(s,t) := H(s,t). Donc ® est injective. Etant donné un chemin (au sens classique)
H

a: ] — X,v: I — (X, X xX) est un dichemin dans RSpc et ®([Y]sno) = [a]no- Donc
® est surjective. De plus, ® est un morphisme de monoides car [y - ¥]sho = [V ]sno * [V]ohos
[ o = [ ]ho - [ o €8 P([const]sne) = [const]n,. Donc ® est un isomorphisme de Mon.
Une vérification de routine montre que M est bien un foncteur.

XIII.4 ESPACES LOCALEMENT ORDONNES

L’idée qui motive la définition d’espace localement ordonné est similaire a celle des variétés
différentiables, c¢’est-a-dire que 'on veut étudier des objets qui, localement, ressemblent
a des structures que I'on connait bien : dans le cas de la géométrie différentielle, ce sont
les espaces R™, dans le notre, ce sont les espaces ordonnés. La grande différence entre les
notions de variété différentiable et d’espace localement ordonné est que dans la seconde,
on n’impose pas 'homogénéité : autrement dit il est possible qu’en deux points distincts
x et y d’'un espace localement ordonné fixé, les structures ordonnées aux voisinages de
x et de y ne soient pas isomorphes dans PoSpc; au contraire d’une variété différentiable
dont, par définition, tous les points admettent un voisinages isomorphe a R™ pour un
entier naturel n fixé. Plusieurs définitions d’espaces localement ordonnés ont déja été
proposeées, voir [20], [58], [21] et [37]. Celle de Marco Grandis se distingue légérement
en ceci qu’a la différence des autres, elle admet (X, 7x, X?) en tant qu’espace localement
ordonné.

SPuisque M (X, X x X) [z] ne dépend pas de x, on Iomet.
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XIIT.4.1

XII1.4.2

XIIT.4.3

XIIT.4.4

DEFINITION
Etant donné X un espace topologique de Hausdorff, un atlas dirigé de X est une famille
d’espaces ordonnés (V;, C;);c7, telle que :

1. le famille (V;);ez est un recouvrement ouvert de X. On affirme donc implicitement
que V; est un sous-espace topologique de X et

2. quels que soient les indices 71 et i de Z et les points x et y de V;; NV, onax C; y
si et seulement si x C;, v.

Les espaces ordonnés (V;, C) sont appelés les cartes de atlas.

PROPRIETE (ATLAS DIRIGE D’UN SOUS-ESPACE)

Soit un atlas dirigé (V;,C;);er sur X et Y un sous-espace de X, la famille (V; NY,C;
N(Y X Y));ezr est un atlas dirigé sur Y. En particulier, pour tout indice i de Z tel que
Y C V;, la relation C; induit une relation d’ordre sur Y qui en fait un espace ordonné.
Par ailleurs, en vertu du second point de la définition XIII.4.1, cette relation induite ne
dépend pas de l'indice ¢ pourvu Y soit inclus dans V; : on parle alors de ’espace ordonné
induit par I'atlas dirigé (V;, C;);ez sur Y.

PREUVE. Il suffit de vérifier que la famille proposée satisfait les axiomes de la définition
XII1.4.1 en appliquant la propriété 1.1.2, ce qui se limite & une vérification routiniére. W

LEMME

Soient un atlas dirigé (V;,C;);ez sur X et une sous-famille (W;,C,);cs de (Vi,5;)iez
totalement ordonné pour l'inclusion, c’est-a-dire que J est un sous-ensemble de 7 et
quels que soient les indices j; et j, appartenant a J, on a W;, C W;, ou W;, C W;,.

Alors,
(U Wj, U Ej> est un espace ordonné.
jET jeT

PREUVE. On vérifie tout d’abord que la relation obtenue comme la réunion des relations
d’ordre C; est bien une relation d’ordre, ce qui est immédiat d’apreés le deuxiéme point
de la définition XIII.4.1. Il faut également vérifier que cette relation, que 1’on notera
C, est fermée dans le produit de la réunion des W, que I'on notera W, avec elle-méme.
Soient (z,y) appartenant & W x W tels que = £ y et jo un indice de J tel que z et y
appartiennent a W ; un tel jo existe car la famille (17;);c s est totalement ordonnée pour
I'inclusion. Ainsi on a, par définition de C, que x £, y. Donc il existe deux ouverts A
et B de IW,,, ce sont donc aussi des ouverts de I puisque les TW; sont en particulier des
ouverts de X, tels que pour tout couple (2',y') de A x B, on a 2’ IZ;, ¥'. Toujours par
définition de C, pour tout couple (z',3) de A x B, on a 2’ [Z yy'. Donc C est fermée dans
WxWw. i

REMARQUE

Etant donné un atlas dirigé (V;,C;);c7 sur un espace de Hausdorff X, la collection des
paires (V;N A, AXxANC;) ot i € Z et A est un ouvert de X est encore un atlas dirigé de
X qui contient en particulier toutes les cartes de I'atlas dirigé (V;, C;);c7; cet atlas dirigé
est appelé le saturé de (V;,C;);cr.
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XIIT.4.5

XIII.4.6

XIIT1.4.7

XIIT.4.8

REMARQUE

Si I'on omet I’hypothése de séparation de Hausdorff, on peut toujours prouver qu’un
espace topologique muni d’un atlas dirigé est T1. En effet, soient x et y dans X ou
(X, (V;,C;)iez) est un atlas dirigé sur X, d’aprés la définition XII1.4.1, il existe un voisi-
nage ouvert U de z tel que (U,Cy) est un espace ordonné. Ici, Ty est I'ordre sur U
engendré par n’importe quel (V;, C;) pour un indice i de Z tel que U C V.

Premier cas: y € U. Alors par la propriété 1.1.3, on a deux voisinages ouverts V, et V,
de (respectivement) z et y dans U tels que V, NV, = (. De plus, U est un sous-espace
ouvert de X, donc V,, et V,, sont ouverts dans X. En particulier, y ¢ V,.

Deuxiéme cas: y ¢ U.

Dans un cas comme dans I’autre, on a un voisinage (ouvert) de x qui ne contient pas y.
Bien siir, on peut échanger les roles de z et de .

Alors que I'on prouve que tout espace ordonné est T2  (d’aprés la propriété 1.1.3) on
peut seulement prouver que I’espace sous-jacent d’un espace localement ordonné est T1,
cependant, je ne connais pas d’exemple d’espace localement ordonné qui ne soit pas T2.

La description locale d’une structure mathématique présente souvent ’inconvénient de
ne pas fournir de représentant canonique d’un objet donné, le lemme suivant ainsi que la
définition de la catégorie des espaces localement ordonnés remédie en partie a celd.

LEMME

Soient X un espace topologique de Hausdorff et x un point de X, on dit que deux atlas
dirigés (V;,C,)iez et (W;,C;) es induisent le méme ordre au voisinage de z lorsque x
posséde un voisinage ouvert sur lequel les deux atlas dirigé induisent le méme espace
ordonné; par extension, ces deux atlas sont dits équivalents lorsqu’ils induisent le méme
ordre au voisinage de chacun des points de X : la relation ainsi décrite est une relation
d’équivalence sur I’ensemble des atlas dirigés de ’espace topologique X.

PREUVE. Formellement, deux atlas sont équivalents lorsque pour chaque point x de X,
il existe une carte (V,Cy/) du premier atlas, une carte (W, Cy,) du second et un voisinage
ouvert A de x telsque A CVNWet (Ax AN Cy= (A x A)N Cy. La réflexivité et
la symétrie sont évidentes, la transitivité découle du fait que ’'intersection d’une famille
finie de voisinage ouvert de x est encore un voisinage ouvert de .

DEFINITION
Un espace localement ordonné est un espace topologique de Hausdorff X muni d’une

classe d’équivalence d’atlas dirigés sur X. On écrit X pour désigner un espace localement,
sur X.

DEFINITION

Soient deux espaces topologiques de Hausdorff X et X', respectivement munis des atlas
dirigés (V;,C,)iez et (V),C))er. Une application continue f de X vers Y est dite
admissible pour les atlas dirigés (V;, C,;);ez et (V)/, Tl )ier lorsque pour tout point = de
X, il existe un voisinage ouvert A de x et un voisinage ouvert B de f(x) tels que :

1. il existe un indice i de Z tel que A C V;,

2. il existe un indice 7' de 7’ tel que B C V] et

6Dire qu’un espace topologique est T2 équivaut, par définition, & dire que c’est un espace de Hausdorff.

248



XIII1.4.9

XII1.4.10

XIII.4.11

3. l'application
b33 A—B
z—— f(z)
— — — — . .
est un élément de PoSpc[A, B], o A et B sont les espaces ordonnés induits sur
A et B par (V;, ;) et (V, ).
LEMME
Si(Vi,5;) et (V)5, ) sont des atlas dirigés respectifs des espaces de Hausdorff X et Y et
si f est une application continue de X vers Y admissible pour (V;, C;) et (V}/, C.,), alors
f est encore admissible pour un atlas dirigé de X et un atlas dirigé de Y respectivement
équivalents a (V;, C;)iez et & (V) T )iz

PREUVE. Vérification routiniére. W

DEFINITION (CATEGORIE DES ESPACES LOCALEMENT ORDONNES)

Etant donné deux espaces localement ordonnés X et X', un morphisme d’espaces locale-
ment ordonnés de X vers X’ est une application continue f de X vers X’ admissible pour
un représentant des atlas dirigés de X et un représentant des atlas dirigés de X'. Bien
stir, d’aprés le lemme XII1.4.9, cette notion ne dépend pas des représentants choisis. Les
espaces localement ordronnés et leurs morphismes forment une catégorie notée LPoSpc.

PREUVE. La composition est évidemment induite par la composition ensembliste, il suffit
alors de vérifier que la composée de deux morphismes d’espaces localement ordonnés est
un morphisme d’espaces localement ordonnés. Soient f de X, (V;,C;);cz vers X', (V/, C!
Jierr et g de X' (V! Ch)ser vers X7 (V' E)iezn. Soit x € X, il existe A un voisinage de
x inclus dans V; et B; un voisinage de f(z) inclus dans Vi tels que z — f (x) induise

— —
un morphisme de A vers Bj. Puis il existe By un voisinage de f(z) inclus dans VZiQ et C

un voisinage de ¢g(f(z)) inclus dans V}; tels que y — ¢(y) induise un morphisme de E;
vers C. D’aprés la définition XIII.4.1, E;,l et Q;,Q coincident sur Vlil N VZCQ . Quitte changer
Aen AN f~Y(B;N By), qui sera encore un voisinage de = puisque f est continue, on peut
supposer que V;il = Vzg et By = Bs, ce qui donne le résultat. W

Définissons également la catégorie AtPoSpc des atlas dirigés : un objet de AtPoSpc est
un espace de Hausdorff muni d’un atlas dirigé (V;, C;);c7 tandis que les morphismes sont
les applications admissibles au sens de la définition XIII.4.8. Alors on a un foncteur F de
AtPoSpc vers LPoSpc qui associe a chaque objet de AtPoSpc sa classe d’équivalence, donc
un objet de LPoSpc; bien siir, d’aprés de lemme XIII.4.9, tout morphisme de AtPoSpc
induit canoniquement un morphisme de LPoSpc qui, par définition, est I’image de f par
F. Le foncteur F' est clairement plein et fidéle, en outre, tout objet de LPoSpc est 'image
par F' d’un certain objet de AtPoSpc : le foncteur /' est donc une équivalence fibrée au
sens de la proposition A.3.5.

LEMME

Le foncteur d’oubli de LPoSpc vers HauSpc admet un adjoint & gauche dont la partie objet
consiste & équiper un espace de Hausdorff X de la famille {(U, =)|U est un ouvert de X}.
En particulier, nx :=idy.

249



XII11.4.12

XII1.4.13

XII1I1.4.14

PREUVE. Vérification de routine. W

LEMME (INCLQSION DE PoSpc DANS LPoSpc)

A tout objet X de PoSpc, on associe I’espace localement ordonné X, (U,C |y), ou X
est ’espace topologique sous-jacent de ?, U Bz;trcourt I’ensemble des ouverts de X et
Cy est la relation d’ordre induite par celle de X sur U. La fonction ainsi définie induit
canoniquement un foncteur de PoSpc dans LPoSpc qui, en un certain sens, peut étre vu
comme un inclusion.

PREUVE. Vérification de routine. H

REMARQUE

L’inclusion I décrite dans le lemme XIII.4.12 n’est pas pleine. Ce fait a été relevé la
premiére fois par Stefan Sokolowski. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer ’espace
ordonné X dont Pespace topologique sous-jacent est [0, 1] U [2, 3] muni de I'ordre induit
par celui de R. La fonction continue

0,1 U[2,3] ———1[0,1] U [2, 3]

- x siz e [0,1]
x—2 siz €23
— — — =
induit un morphisme de LPoSpc[I(X ), I(X)] mais pas de PoSpc[X, X]. En effet, on a

1 < 2 bien que f(1)=1> f(2) =0.

L’inconvénient commun & toutes les approches “locales” d’un probléme est qu’il est possi-
ble de donner une infinité de représentations différentes d’un méme objet & isomorphisme
prés, le résultat suivant illustre ce phénoméne.

LEMME (ISOMORPHISMES DE LPoSpc)

Les isorphismes de LPoSpc[X, Y] sont les morphismes de LPoSpc[X, Y] qui induisent un
isomorphisme de Spc[X,Y] (i.e. un homéomorphisme de X sur Y) et tels que dans la
définition XIII.4.8, pour chaque z € X, on peut choisir A et B de telle sorte que les

-

morphismes d’espaces ordonnés soient des isomorphismes de PoSpc.
r—— f(z)

PREUVE. Si l’on a un isomorphisme f de LPoSpc, il induit nécéssairement un isomor-

— —

Ai—B
phisme de Spc grace au foncteur d’oubli de LPoSpc dans HauSpc. Soit alors ! !

z—s f(z)

— —
By,—A
et ? > donnés par la définition XIII.4.10. On peut alors poser A := A;NA,
y—=f"1y)
et B := f(A), qui sera un voisinage ouvert de f(z) car f est un homéomorphisme, pour
obtenir I'isomorphisme voulu.
A—
Le réciproque est triviale, les inverses des permettant alors de prouver
x—— f(z)

que I'inverse de f dans Spc induit bien un morphismes de LPoSpc. W
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XIIT1.4.15

XIII1.4.16

XII1.4.17

XIIT1.4.18

REMARQUE

En particulier, dans le lemme XIII.4.14, si X = Y, alors 'application identité de X
induit un isomorphisme si et seulement si quel que soit x appartenant & X, il existe un
voisinage A de x tel que idy induit un isomorphisme de PoSpc de A vers Z, c’est-a-dire
que I'on ai € T et i € I’ tels que A C V;N V) et que C; et C/, induisent sur A la
méme relation d’ordre : ceci équivaut encore & X = Y. Ainsi, en appliquant le lemme
XII1.4.3, la remarque XIII.4.4 et ce que 'on vient de noter, on peut toujours supposer
dans la définition XII1.4.1 d’une part que la famille (V;, C;);c7 est un idéal vers le bas,
c’est-a-dire que si A est un ouvert inclus dans un certain V;, alors (A, C4), ou T4 est
Pordre induit par (V;,C;) sur A, fait lui-méme partie de la famille (V;, C;);c7 et, d’autre
part, qu’elle est stable par réunion croissante, c’est-a-dire que si (W,,C,);ecs est une
sous-famille de (V;, C;);c7 totalement ordonnée pour C, alors

(o)

JET JjeJ
est lui-méme un élément de la famille (V;, C;);c7.

PROPOSITION

Etant donné un atlas dirigé A := (V;, C;);ez sur un espace de Hausdorff X, la collection,
notée P, des atlas A’ sur X équivalents a A (au sens du lemme XIII1.4.6) est partiellement
ordonnée par l'inclusion ensembliste C. L’ensemble ordonné (P, C) admet toutes les
bornes supérieures de sous-familles dirigées de P qui ne sont pas vide. De plus, si ’espace

localement ordonné X dont (X, A) est un représentant appartient a 'image de I’inclusion
de PoSpc dans LPoSpc, alors (P, C) est un treillis complet dont ’élément maximum est
la collection de tous les ouverts de X, chacun étant équipé de l’ordre induit par celui
de 'espace ordonné tandis que 1’élément minimum est le singleton {(X ,C X)} ou Cy est
I’ordre partiel de I’espace ordonné.

PREUVE. Vérification de routine. H

PROPRIETE )
En particulier, étant donné un espace localement ordonné X, si A est maximal dans
(P, C), alors toute sous-famille dirigée de .4 admet une borne supérieure dans A et pour

tout (B,Cp) C (A,C4) € A, (B,Cp) € Aou Cp est la restriction de C 4 sur B.
PREUVE. C’est une conséquence directe de la remarque XII1.4.4, du lemme XII1.4.3 et de
la proposition XII1.4.16. B En définitive, lorsque I’on travaille avec un espace localement
ordonné X, on peut toujours, a isomorphisme prés, supposer que son atlas est maximal.
Ceci permet de retrouver une forme de canonicité dans la notion d’espace localement
ordonné. Il faut cependant prendre garde qu’il n’existe pas forcément d’atlas maximum,
¢’est-a-dire qui contient tous les autres.

LEMME (SEGMENT UNITE DIRIGE DANS LPoSpc)

On équipe [0, 1], le segment unité fermé, de la structure d’espace localement ordonné
suivante: on recouvre [0, 1] par tous les sous-intervalles ouverts de [0, 1] sur lesquels on
met la relation induite par 'ordre classique. En particulier, [0,1] étant un intervalle
ouvert dans [0, 1], [0, 1] fait partie du recouvrement.

251



XII1.4.19

On notera I I'espace localement ordonné décrit dans le lemme XII1.4.18. On va bien siir
utiliser I comme objet-segment dans la catégorie LpoSpc dont ’objet terminal x est, a
isomorphisme prés, I'unique structure d’espace localement ordonné dont on puisse équiper
un singleton. On définit naturellement les points de départ et d’arrivée de I par s(x) := 0
et s(x) := 1. Les chemins dirigés, ou dichemins, sur un objet X de LPoSpc seront donc
les éléments de LPoSpcL, )~(] On va appliquer la proposition XII.3.8.

PROPOSITION
Avec les notations des catégories a chemins, I + 1 = I dans LPoSpc.

PREUVE.

Etant donnés «,5 € LPoSpcL, (X, (Vi,C;)icr)] tels que
a(1) = [(0) on pose v € Spc[[0, 1], X] défini par

v ={ 500y Srelil (X, (Vi, Ci)icr)

Il ne reste plus qu’a vérifier que v est induit par un mor-
phisme de LPoSpcl[L, (X, (V;, C;);er)]. Pour cela, on doit pour
chaque z € [0, 1] trouver un voisinage ouvert A de x, que I’on
peut supposer de la forme [0, 1]N]z — €, x + [ pour un certain
e > 0 ainsi qu’un voisinage (ouvert) B C V; de v(z) tel que la
restriction de v & A soit a valeur dans B et induise un mor-
phisme de PoSpc. Pour z < % on utilise le fait que « soit un
morphisme de LPoSpc tandis que pour x > % on utilise le fait
que [ soit un morphisme de LPoSpc.

Le cas = = % est un peu moins trivial. Comme « et 3 sont des morphismes de LPoSpc,
on trouve £ > 0 et £’ > 0 et deux voisinages B et B’ de () respectivement inclus dans
Vi et Vi tels que t €]155, 1 a(2t) et t € [§, = [— 3(2t — 1) soient des morphismes
de PoSpc respectivement a valeurs dans B et dans B’. Quitte a considérer 'intersection
BnNnB CV,NnVy, sachant que, d’aprés la définition XIII.4.1, C; et T, coincident sur
V; N Vi, on peut supposer que B = B’ et V; = Vi;. Reste a verlﬁer que la restriction de

~ & l'intervalle ]155, 1te’ [, que I’on notera en cette circonstance T apres I’avoir équipé

de 'ordre induit par celu1 de R, induit bien un morphisme de PoSpc| T , B]. Soit donc

ﬁ
t,t' € I telsquet Ct. Sit' T 1 ouj C ¢ onaimmédiatement v(t) T3 v(¢'). Dans
le cas contraire, on a ¢t C 3 C ¢’ donc 7(t) E5 v(3) et 7(5) E5 (') donc, comme C
est une relation d’ordre, v(tf) E5 7(#'). On note en particulier que le foncteur d’oubli U
préserve cette somme amalgammée. B De maniére parfaitement analogue, on prouve

que
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XIII.4.20 PROPOSITION
Le diagramme ci-dessous est une somme amalgammeée dans LPoSpc

IxI

(m,y)H%7 ‘%(z;%y)

IxI IxI

t% AH

* x 1

PrREUVE. Il suffit d’adapter la preuve de la proposition XIII.4.19 en remplagant * et I
par x x [ et I x I, puis en changeant la définition de v de la facon suivante:

[ a(2t,2) itelo,
v(t ) -—{ B2t —1,2) it [ 1]

XII1.4.21 REMARQUE

Si I est exponentiable dans LPoSpc, alors — x I préserve en particulier les sommes amal-
gammeées et la proposition XII[.4.20 devient un corollaire immeédiat de la proposition
XII1.4.19, malheureusement, bien que je n’en ai pas la preuve formelle, je pense que I
ne l'est pas. En effet, si cela était le cas, alors I’espace topologique sous-jacent de X!
serait probablement LPoSpc|L, X | muni de la topologie compacts-ouverts (voir définition
B.1.31). Pour obtenir un atlas dirigé, il faudrait alors étre capable de mettre une relation
d’ordre sur les ouverts de la forme

{7 € LPoSpc/~(K) C Vi }

ou K est un compact de [0,1] et (V;,C;) un élément de Patlas dirigé de X. L’idée qui
vient naturellement, comme dans le cas de PoSpc, est ’ordre point a point. Mais ici, la
difficulté est que seule une partie de 'image de v est dans V;, il se peut alors que pour
deux dichemins 7, et o tels que 71 (K) C V; et v2(K) C V; on puisse trouver x ¢ K tel
que 1 () et v2(z) n’appartiennent pas & un méme élément de latlas dirigé de X.

XII1.4.22 THEOREME (CARACTERISATION DES CHEMINS DIRIGES CONSTANTS)
Un chemin dirigé sur un espace localement ordonné X := (X, (V;, C;)icz) est constant si
et seulement si ses extrémités sont égales et son image incluse dans V; pour un certain
indice ¢ appartenant a Z.

PREUVE. Supposons que l'application v ne soit pas constante. Posons y := max {;1: €
[0,1] | 7([0,2]) = {7(0)}}, qui est bien défini par continuité de v; on a y < 1 car
Papplication y n’est pas constante. Posons U un intervalle ouvert (dans [0,1]) con-
tenant y tgl> que la restriction de v & Uy soit un chemin dirigé, c’est-a-dire un élément
de PoSpc[Uy, (Vi, C;)]. Un tel U, existe d’aprés la définition XIII1.4.10. Etant donné un
ordinal (3, supposons que 'on ait défini une famille (U,),<3 d’intervalles ouverts con-
nexes de [0, 1] telle que U, contient sup,_, sup(U¢) et que la restriction de v & U, soit
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XII1.4.23

un élément de PoSpc[ a, (Vi,Ci)]. On choisit alors Ug un intervalle ouvert (dans [0, 1])
contenant sup,,.;sup(Us,) et tel que la restriction de v & Uy soit un chemin dirigé, c’est-

a-dire un élément de PoSpc[(Tg, (Vi,Z;)] : on invoque pour cela les mémes arguments
que ceux ayant prouvé I'existence de Up. Si sup,.gzsup(U,) = 1, alors 1 est un élément
de Ujs et la 'induction s’arréte. Un argument de cardinalité montre que cette induc-
tion (en théorie des ensembles, on parle d’induction transfinie voir [16], [52], [56] ou
[57]) se termine au plus tard a l'ordinal 2. Maintenant, puisque [0, 1] est compact,
on peut extraire de la famille (U,), un sous-recouvrement fini de [0, 1], dont les élé-
ments sont notés Uy, U,,, ..., U,,, avec les ordinaux 0 < a; < ... < a,. Puis, méme s’il
faut pour cela réduire a gauche certains éléments de la famille Uy, U,,, ...,U,,, c’est-a-
dire considérer une famille Wy, W,,, ..., W, telle que pour tout indice k, W,, C U,,
et sup(W,,) = sup(U,,), on peut supposer que pour tout indice j de {1,...,n}, on
a inf(U,,) T inf(Uy,,,) < sup(Uy,;) E sup(Us,,,). Alors, pour chaque indice j de
{1,..,n — 1}, on prend z; tel que inf(U,,,,) < x; < sup(U,,;). De plus, la restriction
de v & Uy est un chemin dirigé donc par construction de y, on a v(0) = v(y) Cv;, v(z1)
et comme la restriction de v & U,; est un dichemin et que x; et x;,; sont deux élé-
ments de U,,, pour tout indice j dans {1,...,n — 1}, nous avons 7(z;) Cv; Y(z;41) et
Y(zn—1) Cv (1). Finalement, les points v(0), y(x1), ..., ¥(x,—1),7(1) appartiennent tous
av([0,1]) C V; et (V;, ;) est un espace ordonné (c’est I’argument clé), donc en particulier
Cy; est un ordre partiel sur V; et ainsi v(0) Cy; y(1), ce qui implique que y(0) # ~v(1).
B Le théoréme XII1.4.22 est a rapprocher du fait que sur un espace ordonné, un chemin
dirigé est constant si et seulement si ses extrémités sont égales.

PROPRIETE
LPoSpc est finiment compléte et admet tous les coproduits.

PREUVE. Si les espaces de Hausdorff X et Y sont respectivement muni des atlas dirigés
(Vi, Ei)iez et (Wj,Cf)jes, on a donc deux espaces localement ordonnés notés X et

Y, alors Despace produit (dans Spc) X X Y est un espace de Hausdorff et la famille
(Vix W;, 5, x )(”)ezxj est un atlas dirigé sur X x Y. On vérifie que c’est, & isomor-

phisme prés, le produit de X et de Y dans LPoSpc. De plus, si f, g € LPoSpc[X, Y], alors
{z € X|f(z) = g(x)} induit, d’aprés la propriété XIII.4.2, un sous-espace localement
ordonné de X qui s’avére, aprés une vérification immeédiate, étre I’égalisateur de f et de
g dans LPoSpc.

Soit X,c4 une famille d’espace localement ordonnée. Le coproduit de cette famille dans
LPoSpc a pour espace topologique sous-jacent X, le coproduit (dans Spc) des espaces
sous-jacents X,. On muni X de la réunion disjointe (i.e. du coproduit dans Set) des
atlas dirigés de chacun des espaces localement ordonnés X, pour obtenir le coproduit
souhaité. W

En vertu de la propriété XII1.4.23 et des propositions XI11.4.19 et XIII1.4.20, on peut appli-
quer la proposition XII.2.8 qui fournit une notion d’homotopie sur la catégorie LPoSpc.
Pour résumer, une homotopie dirigée d’un dichemin « vers un dichemin 3 (tels que
a(0) = £(0) et a(1) = B(1)) sur un espace localement ordonnés X est un morphisme
H € LPoSpc[l x I, X] tel que H(0,—) = o, H(1,—) = 3, H(—,0) = a(0) = B(0) et
H(—,1) = a(1) = §(1). On vérifie que cela correspond a la définition donnée dans la
proposition XII.2.8. On retrouve une notion d’homotopie semblable & celle que propose
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XII1.4.24

Marco Grandis dans ses travaux sur les espaces dirigés (voir [37]). On a un foncteur
catégorie fondamentale qui en découle, noté 7, et défini sur la catégorie LPoSpc. Ce
foncteur est a priori & valeurs dans Cat, les résultats qui suivent montrent que 1’on peut
se restreindre & une sous-catégorie épi-réfléchissante de Cat.

THEOREME .
Soit un espace localement ordonné X := (X, (V;,C;);c7), soit H une application continue
de [0,1] x [0, 1] vers X telle que pour tout parameétre s de [0, 1], on a :

1. H(s,0) = H(s,1) et

2. l'application H (s, —) est un chemin dirigé sur X, c’est-a-dire un élément de I’ensemble
LPoSpcl[L, X].

Dans ce cas, s'’il existe un paramétre s de [0, 1] pour lequel H (s, —) est constant, alors
pour tout paramétre s de [0, 1], H(s, —) est constant; autrement dit, H ne dépend que
de s.

PREUVE. Supposons I'existence d’un paramétre s’ dans [0, 1] tel que H (s, —) soit con-
stant. Dans un premier temps et afin d’alléger les notations, supposons que s’ = 1. On
pose A := {0 € [0,1] | Vs € [0,1], H(s,—) est constant }; on sait donc déja, par hy-
pothése, que 1 est un élément de A. Puis, si §; et 0, sont deux éléments de [0, 1] tels que
01 soit dans A et que d; C s, alors, par définition de A, il est clair que J, est également
dans A. Il s’ensuit qu’il existe un réel ¢’ de [0,1] tel que A = [¢’,1] ou A =]d’, 1]; par
continuité de A, on a A = [§',1]. Il reste & prouver que &' = 0. Notons z le point de
X sur lequel stationne le chemin constant H(¢',—). Supposons que ¢’ soit strictement
positif et considérons (V},C;) un élément de I'atlas de X tel que = soit dans Vj, alors
H~Y(V}) est ouvert puisque H est continue et le segment {4’} x [0, 1] est inclus dans
H~'(V;). Etant donné un instant ¢ dans [0, 1], il existe un réel r, strictement positif tel
que B((8',t),7) € H Y(V;) et puisque {¢'} x [0,1] est compact, on peut extraire une
sous-famille finie 74, , ..., 7, telle que {d'} x[0,1] € U,_, _, B((¢',%:), 7). On trouve ainsi
€ > 0 satisfaisant

6 —e, 0] x[0,11C | B((& t).r,) CH (V) et 0< & —e.

Si maintenant s est un paramétre de |0’ — €, '], par hypothése, H(s, —) est un élément
de LPoSpc[I, X] et d’aprés ce que l'on a vu, H(s,—) est a valeurs dans 'espace ordonné
(V;,C,) et satisfaisait s(H(s,—)) = t(H(s,—)) = x; donc d’aprés le théoréme XIII.4.22,
H(s,—) est constant. Il s’ensuit que H(]d' —¢,0'] x [0,1]) = {z} et donc que |§' — &,
est inclus dans A ce qui est une contradiction. Ainsi 6’ = 0 et pour tout couple (s,t)
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XIII.4.25

XIII.4.26

XIII.4.27

de [0,1] x [0, 1], la valeur de H(s,t) ne dépend pas de t. Dans le cas ou s est distinct
de 1, la méthode précédente permet de prouver que quel que soit s appartenant a [0, s'],
lapplication H (s, —) est constante. On peut sans difficulté I’adapter pour montrer que
Pon a également quel que soit s dans [s', 1], H(s,—) est constant. W

COROLLAIRE

Dans le théoréeme XIII.4.24, si on remplace 'hypothése 1 par ’hypothése, plus forte, que
la valeur commune de H(s,0) et H(s,1) ne dépend pas du paramétre s, alors on peut
conclure que s’il existe un paramétre s dans [0, 1] pour lequel H(s,—) est constant, alors
H est constant.

PREUVE. Immédiat. B

COROLLAIRE
Le théoréme XII1.4.24 reste valide lorsque I'on remplace [0, 1] x [0, 1] par [0, 1[x[0, 1].

PREUVE. Il suffit de noter que [0, 1[x]0, 1] est dihoméomorphe & [0, +00[x ][0, 1] puis que
[0, +00[%[0, 1] est obtenu comme la réunion des carrés de la forme [n,n + 1] x [0, 1], ot
n € N, sur chacun desquels on peut appliquer le théoréme XIII.4.24; une récurrence
triviale donne le résultat.

COROLLAIRE (UNE SURPRENANTE COLIMITE DANS LPoSpc)
Considérons l’espace partiellement ordonné dont 1’espace topologique sous-jacent est
R*\{(z,y) € R*|z? + y* < 1}. Les éléments du recouvrement sont de la forme

Virbner.er i= {e€%|e1 < £ < £9;01 < 0 < 0 }\{(z,y) € R¥2® +94* < 1}
ol 0 <ep <éeg,0<b; <byet Oy —0; C 2m, que I'on ordonne par
ce? C e si et seulement sic C &’ et 0 < 0; C 6,

ici on applique de facon implicite le fait que I'application ci-dessous soit un homéomor-
phisme.

]817 62[X]617 92[ - ‘/91,92761,82

(€,0) ———cc™

L’espace localement ordonné ainii) défini est noté X. Par ailleurs, on a, d’apreés le lemme
XII1.4.31, le cercle dirigé noté S' que l'on inclus trivialement dans X. Alors le carré
suivant est une somme amalgammée dans LPoSpc ol pour tout point s-e de X, f(s-e®) :=
s et ol u envoie I'unique élément de ’ensemble sous-jacent de * sur 1. Enfin, on note
[1,4+o00] I'image par l'inclusion PoSpc < LPoSpc de ’espace ordonné [1,+4o0o[ muni de
I’ordre et de la topologie classique.




XII1.4.28

PREUVE. Soient un morphisme g dans LPoSpc de X vers Y et un point y de Y tels que
le diagramme suivant, ol p envoie 'unique élément de I’ensemble sous-jacent de * sur y,
commute.

Par construction de X, Papplication ci-dessous induit un morphisme de LPoSpc.

X

(s,t) ——— (s - cos(t), s - sin(t))

¢ [1,400[%][0,27]

Posons H := g o ¢, il est clair que H(1,—) est constant égale & y et que pour tout
paramétre s de [1,+oo[, on a H(s,0) = H(s,2m). On peut donc appliquer le corollaire
XIII.4.26 dont la conclusion est que I'application H ne dépend pas de sa seconde variable,
c’est-a-dire qu’il existe une application h de [0, +oo[ vers X telle que pour tout couple
(s,t) de [1,+00[x[0,27], on a g(s - €*) = H(s,t) = h(s). On vérifie alors trés facilement
que l'application A induit un morphisme de LPoSpc qui fait commuter le diagramme
suivant et que c’est le seul. W

!
Si ’on équipe les voisinages Vp, 9, ¢,.c, de la relation
l 0’ . .
ce C e si et seulement sie=¢" et 0 < 6, C 6,

et que l'on note X’ 'objet de LPoSpc ainsi obtenu, on prouve de facon similaire que le
diagramme précédent, dans lequel X’ remplace X, admet également une colimite et que
cette derniére est donnée par [1, 400 muni de la relation d’égalité (au lieu de la relation
d’ordre classique dans le cas précédent).

COROLLAIRE

Soit un espace localement ordonné X, pour chaque objet z de ?1()2 ) la ~ ¢-classe
d’équivalence du chemin dirigé constant c,, c’est-a-dire celui dont I’application sous-
jacente est constante égale a x, a pour seul élément c,.

PREUVE. D’aprés le corollaire XII1.4.25, si I’on a une homotopie dirigée H depuis ou vers
¢z, 'application H est constante; ainsi, si o un représentant de la ~ ;-classe d’équivalence
de c,, puisque, par définition de ~ ¢, il existe un zigzag d’homotopie dirigée entre « et
¢z, une récurrence immeédiate montre que o =c,. M
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XI11.4.29 LEMME (HOMOTOPIE TRANSVERSALE) .
Si H est un morphisme de LPoSpc de [0, 1] x [0, 1] vers un espace localement ordonné X,
alors en posant ¢ comme ci-dessous, on a :

1. T’application H o ¢ est continue,
2. pour tout paramétre s dans [0, 1], H o ¢(s, —) est un chemin dirigé sur X et

3. les applications H o ¢(—,0) et H o ¢(—, 1) sont constantes.

¢ [0,1] x [0,1] X

(2ts, 2t(1—s) )site0,1
t

]
<3’t)%>{ (20t —3)(1—s)+s, 2(t—1)s+(1—s))site[0,}]

PREUVE. C’est une vérification routiniére, il suffit en fait de constater que I’application
¢ est une homotopie classique dont les chemins intermédiaires sont croissants. M

XII1.4.30 COROLLAIRE . .
Etant donné un espace localement ordonné X, Iso(71(X)) est discréte et pure dans

71(X).

PREUVE. En vertu du théoréme XII1.4.24, dans LPoSpc, s’il existe une homotopie dirigée
d’un chemin dirigé « vers un chemin dirigé constant ou l’inverse, « est lui-méme con-
stant. De plus, les identités de ?1()2' ) sont exactement les ~ ¢-classes d’équivalence des
dichemins constants. En supposant que la ~ ;-classe d’équivalence de « soit une iden-
tité de 71(X), on a src(a) = tgt(a) que Pon note z, il est alors clair que la ~ z-classe
d’équivalence du dichemin constant en z est identité en = de 71(X). Etant donnée la
notion de dihomotopie que 'on a sur LPoSpc et le théoréme XII1.2.8, on sait que I'on a
a ~x [ si et seulement si il existe un zigzag d’homotopies dirigées entre a et 3. Donc,
si on a un zigzag d’homotopies dirigées entre un chemin dirigé v; et un chemin dirigé
constant 7., alors ; est lui méme constant et 'on a 7, = 7,. En particulier, si « est
un isomorphisme de ?1()2 ), alors il existe un chemine dirigé (§ tel que - o ~3 id,
c’est-a-dire un chemin constant donc 5 - « est lui-méme un chamin constant ce qui n’est
possible que si « et (§ sont eux-mémes constants. W

XII1.4.31 LEMME (LE CERCLE DIRIGE DANS LPoSpc)
On équipe S*, le cercle euclidien, de la structure d’espace localement ordonné suivante:
on recouvre S' par ses arc ouverts propres, puis sur chaque arc ouvert zy, on met la
relation €t T e ou 0 < 6; T 0, < 0 avec €' =z, ¢ =y et & —0 C 2n. Cette

—
structure est notée S'.

PREUVE. Vérification de routine. ll

Krzysztof Worytkiewicz a remarqué que la notion de faisceau offre un formalisme qui
permet de manipuler confortablement celle d’espace localement partiellement ordonné.
L’intérét de ce formalisme, outre sa maniabilité du point de vue théorique, est de per-
mettre différentes “complétions” de la catégorie LPoSpc. Cependant, les techniques mises
en jeu sont extrémement abstraites et fournissent des résultats difficilement utilisables
en pratique. Compte tenu de la finalité applicative des travaux de cette thése, nous
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XII1.4.32

XII1.4.33

XI11.4.34

ne développerons pas plus cette approche en dépit du fait qu’elle soit extrémement in-
téressante. Enfin, on vérifie aisément que la proposition XII.3.8 est applicable dans le
cadre de LPoSpc, elle fournit ainsi une notion de dihomotopie pour LPoSpc et donc un
foncteur catégorie fondamentale 7, définie sur LPoSpc a valeurs dans OwCat d’aprés le
corollaire XIII1.4.30, OwCat étant la sous-catégorie pleine de Cat dont les objets sont les
petites catégories C telles que [so(C) est pure et discret dans C. En particulier, la no-
tion d’homotopie induite par la proposition XII.3.8 correspond a celle de [37]. On note i
I'inclusion de LPoSpc dans PoSpc (voir lemme XII1.4.12) et i’ celle de LfCat dans OwCat.
En désignant par 7,  la fois le foncteur catégorie fondamentale défini sur PoSpc et celui
défini sur LPoSpc, on a

THEOREME
Le diagramme suivant est commutatif

PoSpcc——-— = L PoSpc

L]‘Catcf> OwCat

PREUVE. La preuve repose sur les deux lemmes suivants qui sont les analogues du lemme
XII1.3.18 et du corollaire XIII1.3.17.

LEMME
— —
Soit X un objet de PoSpc. Pour tout dichemin g sur ¢(X) il existe un dichemin « sur

N
X tel que i(a) = f.

LEMM)E _
Soit X un objet de PoSpc. Pour tous dichemins a;, as sur X on a

a1 ~3 g si et seulement si i(aq) ~i®) i(az)

|
Enfin, on vérifie que LPoSpc est une catégorie & chemin topologiquement concréte.
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CHAPITRE

X1V

CONCLUSION

XIV.1 HOMOTOPIE ET HOMOLOGIE

La topologie algébrique classique offre principalement deux outils de classification des
espaces topologiques: 'homotopie et I’homologie. La premiére partie de cette thése
généralise la notion classique d’homotopie pour étudier les modéle géométriques des pro-
grammes PV. Dans l'introduction générale, on a déja montré pourquoi on ne peut se
contenter d’étudier 'homotopie classique de 1’espace topologique sous-jacent au modéle
géométrique d’un programme donné, c’est ce qui a conduit & la définition d’homotopie
dirigée d’un espace ordonné. Il reste & expliquer pour quelle raison on s’est intéressé
a I'homotopie plutét qu’a I’homologie. En topologie algébrique classique, la notion
d’homotopie fournit un outil théorique de classification des espaces topologiques extréme-
ment puissant. En contrepartie, le calcul pratique du type d’homotopie d’un espace
topologique (c’est-a-dire la détermination de tous ses groupes d’homotopie) est extréme-
ment difficile.

Pour illustrer ce fait, soulignons que le calcul du p®™¢ groupe d’homotopie de la sphére
S™ (ou p,n € N) est un probléme difficile bien qu’il ne mette en jeu que des objets math-
ématiques dont la défintion est trés simple. Plus précisément, on sait que le p®™¢ groupe
d’homotopie pour p > 2 de n’importe quel espace topologique est abélien. Si de plus, il est
de type fini!, alors on sait que ce groupe est le produit dans Ab d’une famille de groupes
abéliens Z/mZ, ..., Z/ngZ ot ny,....,n; € N et k > 1. Notons que l'on a Z/0Z = 7 et
Z/17Z = {0} dans Ab, c’est pourquoi on peut supposer que si k > 2, alors quel que soit
I'indice ¢ dans {1, ...,k}, on a n; # 1. On est donc ramené a calculer une fonction définie
sur N x N a valeurs dans I’ensemble des suites finies d’entiers naturels. En pratique, on ne
connait les valeurs de cette fonction que pour quelques familles particuliéres de couples
(n,p) d’entiers naturels dont on trouve un récapitulatif au 4°™¢ chapitre de [44].

éme

1Un groupe G est de type fini lorsqu’il existe une sous-partie finie F' de G telle que tout élément de
G puisse étre écrit comme une composée d’éléments de F'.
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XIV.1.1

Dés que I'on souhaite effectuer des calculs, on préfére donc a la notion d’homotopie celle
d’homologie d’un espace topologique qui pour chaque p € N donne un foncteur H, de
Spc dans Ab associant tout espace topologique X son p®™¢ groupe d’homologie. L’intérét
pratique des calculs d’homologie dans diverses branches des sciences informatiques est
d’ailleurs I’objet de [54]. On retrouve cet argumentaire en faveur de ’homologie & la page
70 de |94]. La question qui vient alors naturellement & 'informaticien est: pourquoi avoir
préféré une approche via un outil théorique qui, semble-t-il, méne & des problémes indé-
cidables méme dans les cas les plus simples, ceci alors que d’une part, on veut en fin de
compte avoir un outil pratique permettant I’étude de programme concret, et que d’autre
part, un autre outil offre une alternative qui ne présente pas ce défaut? La réponse est
de nature mathématique, en effet, jusqu’a présent, on a pas trouvé de “bonne” générali-
sation “dirigée” de I’homologie classique. En fait, plusieurs auteurs ont proposé diverses
approches: citons [38], [26], [32], Ulrich Fahrenberg dans des communications privées et
enfin la thése de Philippe Malbos ([64]), dont les travaux sur ’homologie et la réécriture
semblent avoir un lien assez étroit avec les questions qui nous préoccupent ici. Chacune
des approches évoquées précédemment possédent certains attraits bien qu’aucune ne sem-
ble étre totalement satisfaisante. Donnons quelques repéres techniques, pour définir une
homologie sur une catégorie C, c’est-a-dire définir des groupes d’homologie en toute di-
mension n € N et pour tout objet de C, il suffit d’avoir un foncteur de C dans une catégorie
abélienne A (voir [59] ou [10]). Cette vision, trés générale, est celle de ’homologie al-
gébrique, voir [80] pour une introduction, [86] ou [87] pour plus d’informations et [63]
pour aller vraiment plus loin. L’homologie algébrique trouve ses racines dans la topologie
algébrique sous la forme de ’homologie singuliére et de I’homologie simpliciale, les deux
étant définies de fagons trés différentes mais finalement équivalentes, voir [74], [65] ou
[44].

Toute la difficulté est alors de trouver, s’il existe, un foncteur de PoSpc dans une catégorie
abélienne donnant lieu & une “bonne” homologie. Notons a ce propos que la généralisation
la plus naturelle de 'homologie singuliére & PoSpc, que ’on appelle homologie singuliére
dirigée, ne convient pas. En fait,

CONJECTURE o
Pour tout espace partiellement ordonné X C R"™ modéle d'un programme PV et pour
tout n € N,

- =
H,(X)= H,(X) dans Ab,

ou le membre de gauche est I’homologie singuliére dirigée tancgs que celle de droite est
I’homologie singuliére classique (de X, 'espace sous-jacent de X).

Cette affirmation se vérifie sur des exemples simples qui suffisent a conclure que I’homologie
singuliére dirigée n’est pas celle que ’on souhaite.

Pour finir, il est possible que ce soit le fait d’avoir recours & des foncteurs dont le
codomaine est une catégorie abélienne qui pose probléme. Pour formaliser cette affir-
mation, il faudrait donner une liste des propriétés que 1’on souhaite voir satisfaites par
une homologie sur PoSpc et montrer que, si 'on s’en tient a des foncteurs a valeurs
dans une catégorie abélienne, une telle homologie n’existe pas. On pourrait alors, avec
I'inconvénient majeur de perdre a prior: tous les résultats élémentaires connus pour
I’homologie algébrique, envisager de relacher I’hypotheése selon laquelle le codomaine du
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foncteur qui donne ’homologie doit étre une catégorie abélienne.

Face aux difficultés de I'approche homologique, il semble dans un premier temps plus
raisonnable d’explorer la voie homotopique puisque, comme on 1’a vu dans la premiére
partie, cette derniére s’adapte trés naturellement et avec de bonnes propriétés au cas
dirigé.

XIV.2 L[L’APPROCHE AXIOMATIQUE DE L’HOMOTOPIE

Comme on ’a annoncé dans 'introduction de la thése, trouver (ou prouver qu’il ne peut
y avoir) une structure de modéles a la Quillen sur PoSpc dont ’homotopie sous-jacente
induise 'homotopie dirigée entre les chemins dirigés est un objectif théorique a long
terme. Etant plus préoccupé, dans I'idée du développement d’un outil informatique, par
des méthodes de calcul concrétes, je n’ai investi qu’une partie limitée de mon temps
de recherche a cette question. Cependant, au regard de I'importance de la notion de
structure de modéles, je n’ai pas complétement éluder la question de savoir si une telle
structure existe sur PoSpc. Voici les quelques idées que j’ai a ce sujet, elles sont, pour
I’essentiel, le fruit d’une collaboration avec Kathryn Hess, Krzysztof Worytkiewicz, Peter
Bubenik de I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne et Eric Goubault.

La notion de catégorie de modéles, due a Daniel Quillen, est le résultat d’une axiomatisa-
tion de la topologie algébrique. Bien qu’il ne faille pas plus de deux pages pour en donner
une définition formelle, il est impossible d’en saisir la signification a la seule lecture des
axiomes qui la définissent. On trouve dans [82] une présentation trés détaillée qui met
en évidence le chemin par lequel on extrait des résultats de la topologie algébrique ceux
que l’on prend pour axiome de la théorie des catégorie de modéles tandis que [49] définit
d’emblée la notion et l'illustre de plusieurs exemples. Quelque soit ’approche choisie,
il ressort toujours que les structures de catégories de modéles sont trés contraignantes,
aussi est-il, pour les cas non triviaux, difficile de prouver que ’on a une telle structure.
Parmi les ouvrages consacrés au sujet, on trouve [82], [49] et [48], lesquels adoptent une
définition de catégorie de modéles légérement plus forte que celle originalement proposée
par Daniel Quillen. Notamment, dans ’approche originale, on exige que la catégorie
sous-jacente soit finiement compléte et co-compléte alors que dans la nouvelle, on de-
mande & ce qu’elle soit compléte et co-compléte. En effet, il est trés fréquent en théorie
des catégories de modéles d’avoir recours & des inductions transfinies, ¢’est pourquoi on a
besoin d’avoir toutes les limites et colimites. De toute maniére, c’est souvent l'existence
des co-égalisateurs qui pose probléme. Voici briévement le principe de cette théorie:
Dans certaines catégories, dont Top, on peut définir de fagon naturelle ce qu’est une ho-
motopie (voir la définition B.2.3 dans le cas de Top). On peut alors, dans certain cas, en
déduire trois classes de morphismes WFE,Cof et Fib dont les éléments sont respectivement
appelés équivalences faibles, cofibrations et fibrations et dont on prouve qu’elles satisfont
un ensemble d’axiomes, exprimés en termes catégoriques, ne faisant plus intervenir di-
rectement ’homotopie mais seulement WE,Cof et Fib. On a en particulier cette situation
dans Top. Réciproquement, si WE,Cof et Fib sont trois classes de morphismes qui satis-
font les axiomes d’une structure de modéles, alors on a une sorte de “notion d’homotopie”
correspondante.
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En pratique, comme le souligne Mark Hovey et Philip Hirschhorn dans l'introduction
de leurs ouvrages respectifs [49] et [48], les catégories de modéles permettent d’inverser
formellement (voir [25]) et de fagon “cohérente” (grace aux axiomes vérifiés par une caté-
gorie de modéles) certains morphismes d’une catégorie (les éléments de WE) qui, dans
un certain contexte, peuvent étre considérés comme inversibles. En conséquence, on rend
isomorphes des objets qui n’étaient qu’équivalents dans la catégorie initiale. Par exem-
ple, dans Top, c’est ’homotopie qui dicte quels morphismes doivent étre inversés. Donc
quelque soit la méthode utilisée, il faut se focaliser sur ce que ’on souhaite rendre équiv-
alent.

Comme on ’a vu au chapitre 11, la catégorie PoSpc permet trés naturellement de définir
une notion d’homotopie (appelée homotopie dirigée dans la définition I1.1.3). En outre,
pour I’étude du parallélisme, c’est I’homotopie dirigée qui est importante. Au vu de
I’introduction de ce chapitre, le probléme est alors de savoir si elle induit une struc-
ture de catégorie de modéles sur PoSpc. Du point de vue du dogme de cette théorie,
I’homotopie dirigée n’aura d’intérét que si c’est le cas. Du point de vue pratique, c’est
celui qu’adopte Marco Grandis, et puisque la définition d’homotopie dirigée est trés na-
turelle et que c’est celle qui nous intéresse, on doit en tenir compte méme s’il n’est pas
possible d’avoir recours aux structure de catégorie de modéles pour 1’étudier.

Nous allons maintenant voir que, méme si ’homotopie dirigée induit une structure de
catégorie de modéles sur PoSpc, celle-ci a de mauvaises propriétés. Ces difficultés ont été
mises en évidence lors d’une collaboration avec Kathryn Hess, Krzysztof Worytkiewicz et
Peter Bubenik a I'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne. Pour cela, commencons

—
par insister sur le fait qu’en aucun cas, les espaces ordonnés et |=[0,1]

ne doivent étre considérer comme faiblement équivalents. En particulier, I’inclusion du
second espace ordonné dans le premier ne doit pas étre une équivalence faible, c¢’est-a-dire
un élément de WE. Doit-on alors considérer l'inclusion de ’objet terminal % de PoSpc

—
a la source de la fleche |, c’est-a-dire *x —— 0 € [0, 1] comme une équivalence de caté-

gorie ou une cofibration? Dans Top, il est évident que les inclusions induites entre les
espaces topologiques sous-jacents sont des cofibrations triviales, c’est-a-dire des éléments
de WENCof. A priori, il est déraisonnable d’envisager une structure de catégorie de
modéles sur PoSpc dans laquelle inclusion de * dans [0, 1] ne soit pas une cofibration.
Supposons par ailleurs que c’est une équivalence faible. Alors la structure des modéles

sur PoSpc ne peut pas étre propre & gauche, c’est-a-dire étre telle que si ’T avec
1 €Cof et f €e WE, alors la somme amalgammée !
ALy
zT Tj
X 5 B

existe dans la catégorie sous-jacente et f' € WE. En effet, en prenant X := %, A := B :=
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é . é .
[0,1] et i := f := % — 0 € [0,1], on obtient la somme amalgammée Y représentée

ci-dessous
\/,

et f’ est I'inclusion de m dans la “branche de gauche” de Y, qui d’aprés la propriété de
propreté a gauche devrait étre une équivalence faible puisque 1’on a supposé que f en est
une. Ainsi, & cause de la contrainte que I’on impose & une “bonne” structure de modéles
(WE,Cof,Fib) sur PoSpc de vérifier, il est impossible que les trois assertions suivantes
soient simultanément vérifiées:

1. (PoSpc, WE,Cof,Fib) est propre a gauche,
—
2. (x+—0¢€[0,1]) eWE,

3. (*l—>0€ m) € Cof.

En particulier, supposons que 1’on reléve la? structure de modéles sur Spc? via le foncteur
d’oubli U, c’est-a-dire que f € WE(PoSpc) respectivement Cof(PoSpc) ou Fib(PoSpc) si
et seulement si f € WE(Spc) respectivement Cof(Spc) ou Fib(Spc), et que I'on obtienne
ainsi, mais cela reste a prouver, une structure de modéles sur PoSpc. D’aprés les critéres
que I'on a imposé précédemment, cette structure sera sans intérét puisqu’elle vérifiera les
trois assertions précédentes.

Comme on I’'a déja signalé, on ne peut pas espérer de structure intéressante si 'on n’a
pas la 3¢ assertion. Pour ce qui est des deux autres, le choix est plus difficile. Si ’on
renonce & la premiére, alors on a une structure moins maniable. Si ’on renonce a la
seconde en gardant la premiére, alors les axiomes des catégories de modéles sont tels que
I’on perd de nombreuses autres équivalences faibles. Cette difficulté est un sérieux frein
a 'emploi des structures de modéles dans ’étude de PoSpc. Néanmoins, I'aspect positif
est que, dans toutes les autres catégories qui ont été proposées pour étudier la topologie
algébrique dirigée, on se heurte & un probléme similaire. Philippe Gaucher, dans 1’étude
de Flot (voir I'appendice XIII.1), de méme que Krzysztof Worytkiewicz dans celle des lo-
calisations des petites sous-catégories de la catégorie des espaces partiellement ordonnés
locaux, ont fait le choix de conserver la propreté & gauche tandis que dans ses travaux
sur dTop (voir appendice XIII.1) Marco Grandis n’utilise pas les catégories de modéles
a la Quillen mais plutdt a la Kan.

Informellement, je pense que le probléme de la propreté a gauche dans I’étude de la topolo-
gie algébrique dirigée a la méme origine que celui que l’on rencontre lorsque l'on veut
établir un théoréme de Van Kampen pour les catégories de composantes (voir chapitre
VI). En effet, pour obtenir la somme amalgammée dans la catégorie souhaitée, on est
obligé d’ajouter des hypothéses qui portent sur la somme amalgammée dans une catégorie
sous-jacente (voir théoréme VI.3.1). Or, en un certain sens, ces hypothéses reviennent
exactement & supposer, avec les notations précédentes, que f’ est une équivalence faible.
Je serai donc plutot enclin a relacher la 1% assertion pour conserver la 2°™¢. En effet, une

2Tl y en a en fait principalement deux, selon que I’on considére les fibrations de Serre ou de Hurewicz.
3ou plutot I'une de ses sous-catégories.
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structure de modéles sur PoSpc représentant de fagon adéquate 'homotopie dirigée est
plus vraisemblablement propre a droite, c’est-a-dire qu’elle satisfait la propriété duale de
la propreté a gauche. En revanche, si % représente un programme “qui ne fait rien”, alors
s

[0, 1] représente un programme qui, du point de vue du parallélisme, n’offre aucune pos-

sibilité de branchement et donc est “équivalent” & un programme qui ne fait rien. D’une

certaine maniére, tout programme purement séquentiel est trivial vis a vis de I’étude du
—

parallélisme. En admettant ’équivalence entre x et [0,1] on peut “localement” et sous
—

certaines conditions qui restent a découvrir, identifier [0, 1] et x. L’idée est d’avoir une
sorte de “propreté a gauche restreinte” tout comme le théoréme de Van Kampen pour
les catégories de composantes (cf théoréme VI.3.1) est restreint par rapport & son ana-
logue pour les espaces ordonnés parce qu’il suppose des hypotheéses plus fortes pour une
conclusion similaire. Dans [13]|, Peter Bubenik propose une catégorie pour modéliser la
concurrence issue de la topologie et d’une forme de “contrainte” sur les applications con-
tinues appelées contert dans son article. Son approche généralise la notion de bipointage.
Plus précisément, un contezrt est un objet fixé A de PoSpc, la catégorie utilisée pour
modéliser la concurrence est alors

A | PoSpc

Un autre aspect intéressant des catégories de modéles est qu’elles permettent de “com-
pléter et co-compléter” certaines petites catégories en conservant une notion d’homotopie.
Le procédé est trés technique et fait en outre appel aux préfaisceaux, faisceaux (voir [60])
et & la méthode, propre aux catégories de modéles, de localisation (voir [48|). La catégorie
des espaces localement ordonnés, notée LPoSpc, n’est pas compléte et, trés vraissemblable-
ment bien que je n’en n’ai pas la preuve formelle, pas co-compléte non plus; Krzysztof
Worytkiewicz a cependant remarqué que les faisceaux fournissent un cadre pratique et
élégant pour définir et manipuler les espaces localement ordonnés. Une idée assez na-
turelle consiste alors a extraire de LPoSpc une petite sous-catégorie qui contienne tous les
objets “intéressants” de LPoSpc. Cependant, les techniques de complétion précédemment
citées nécessitent une “machinerie” mathématique fine et sont difficilement controlables.
Autrement dit, aprés complétion, il est trés difficile de déterminer quelles sont, par ex-
emples, les équivalences faibles, cofibrations et fibrations de la complétion. Cette voie
de recherche a conduit & plusieurs rencontres avec Kathryn Hess, Krzysztof Worytkiewicz
et Peter Bubenik a I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne et au centre CEA de
Saclay. Toujours dans I'optique d’utiliser la notion de faisceaux comme support d’étude
de la concurrence, Sanjeevi Krishnan a défini la notion de stream*. Son idée est de munir
chaque ouvert d’un espace topologique (de Hausdorff) X d’un préordre (fermé) de sorte
que si deux points = et y de X appartenant a un méme ouvert U C X sont tels que z <y
et y < x, alors il existe un autre ouvert V tel que z,y € V C U C X mais que x A y ou
y Z . Bien entendu, si on a x £ y dans V' et que ’on considére V’, on voudrait encore
que x A y dans V'. Cette idée est traduite formellement par le fait que ’on a un faisceau.
Pour plus de détails voir [55].

4ou “courant” en francais
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Notons enfin, pour information, que Hans Joachim Baues définit dans [3] et [5] une
notion de catégorie de cofibrations, et dualement de catégorie de fibrations. Elle est liée
a celle de catégorie de modéles mais avec des hypothéses a prior:i plus faibles au sens
ol toute catégorie de modéles induit une catégorie de cofibration dont la catégorie sous-
jacente peut cependant différer légérement. Le probléme est que, dans cette définition,
la propreté a gauche est un axiome de la théorie. Dualement, la propreté a droite est
incluse dans la définition d’une catégorie de fibrations.

En conclusion si une approche par I’homotopie algébrique est possible, c’est, semble-t-
il, au moyen d’une catégorie de modéles propre & droite ou d’une catégorie de fibra-
tions. Tout ceci est cependant trés informel et purement spéculatif. Dans cette thése,
on s’est plutot orienté vers ’approche de Marco Grandis, c’est-a-dire que I'on privilégie
I’homotopie dirigée comme objet d’étude sans se préoccuper, au moins dans un premier
temps, de la structure de modéles qu’elle pourrait induire.

267



268



A.l.1l

APPENDIX

A

THEORIE DES CATEGORIES

Cet appendice récapitule tous les résultats classiques de la théorie des catégories qui sont
utilisés dans cette thése. Seules les congruences généralisées n’ont été, & ma connaissance,
abordées dans aucun manuel, elles sont définies dans [7] afin d’étudier les épimorphismes
de Cat. En fait, elles apparaissent déja de fagon implicite dans [50|. Pour tous les autres
points qui traités, [9], [10], [11] et [59] ont été mes sources principales et couvrent trés
largement le spectre de ce que j’ai pu utiliser. La section consacrée a la théorie des
ensembles requise pour gérer les grandes catégories n’est 1a que pour assurer un confort
théorique. Etant donné l'omniprésence des catégories dans mon travail de thése, j’ai
inclus les notes qui suivent pour faciliter la lecture de ’ensemble en fixant les notations
et la terminologie.

A.1 CATEGORIES ET FONCTEURS

DEFINITION (CATEGORIE)

Une petite catégorie C est définie par deux ensembles Ob(C) et Mo(C), trois fonc-
tions src, tgt et id dont ’ensemble et le co-ensemble de définition sont précisées par le
diagramme suivant :

src

N

Mo(C) <—id 0b(C)

~_ 7

tgt

ainsi que, pour chaque (a,b,c) € Ob(C) x Ob(C) x Ob(C), une loi de composition

%a,b,c

C[b, c] x Cla, b] Cla, |
De plus, on demande que les données précédentes vérifient :
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1' v<fy7 57 O[) E C[C7 d] X C[b7 C] X C[a’7 b]’ 7 Oa,c,d (6 Oa,b,c O[) = (7 Ob,c,d ﬁ) Oa,b,d O{,
2. ¥(a,b) € Ob(C) x Ob(C), Ya € Cla,b], id(b)o,,

b =« oa,a,b Zd(a'> = O[,

3. Ya € Ob(C), src(id(a)) = tgt(id(a)) = a.

Dans la définition précédente, on a implicitement posé Cla, b] := {& € Mo(C)|src(a) = a
et tgt(a) = b}. Les éléments de Ob(C) sont par définition les objets de C tandis que ceux
de Mo(C) en sont les morphismes. On notera aussi id, au lieu de id(a) et, bien sir o au
lieu de o_, = ou méme, quelquefois, o sera simplement omis. La loi de composition o peut
aussi étre vu globalement comme une fonction partiellement définie sur Mo(C) x Mo(C)
a valeurs dans Mo(C). Le premier axiome exprime l’associativité de o, les second et
troisiéme que, localement en chaque objet, o posséde un élément neutre. D’une certaine
facon, on peut voir une catégorie comme un graphe muni d’une loi de composition locale
sur I’ensemble de ses fléches, qui sont alors les morphismes de la catégorie. Lorsque I'on
fera référence a un graphe, ce sera toujours au sens suivant :

A.1.2 DEFINITION (GRAPHE)
Un graphe est un quadruplet (S, F, s,t) ou S et F' sont des ensembles et ou s et ¢ des

fonctions de F' dans S.
TN
\/

F S

tgt

Les éléments de S sont les sommets et ceux de F' les fléeches du graphe. Etant donné
f, une fléche d’un graphe ou un morphisme d’une catégorie, src(f) et tgt(f) sont respec-
tivement appelés la source et le but de f. Remarquons que, étant donnée une petite
catégorie C, en “oubliant” o et id, on obtient un graphe dit sous-jacent.

A.1.3 DEFINITION (SUITE COMPOSABLE)
Dans un graphe (5, F| s, t), une suite composable est une suite finie de fléches (f,, ..., f1),
ou n € N telle que quel que soit 'indice k£ de {1,...,n — 1}, on a t(fx) = s(frs1)

Par extension, une suite composable d’'une catégorie est une suite composable de son
graphe sous-jacent. Noter que la suite vide est composable. Graphes et catégories sont
étroitement liés, en particulier, on peut associer de fagon “canonique” une catégorie & un
graphe I' := (S, F, s,t) :

L’ensemble des objets est .S, celui des morphismes est ’ensemble des triplets (b, (fy, ..., f1), @)
tels que :

e la suite (f,, ..., f1) est composable,
e si la suite (f,, ..., f1) n’est pas vide, alors t(f,) = bet s(f1) = a,
e si la suite (f,,..., f1) est vide, alors a = b.

Naturellement, on pose

e id, := (a,a),
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A.l4

o src(b, (fu, -y f1),0) == a,
o tgt(b,(fn,..., f1),a) =10,
o (¢, (Gmy-y91),0) 0 (b, (far, ey J1), @) := (€, (Gms s 915 frry ooy J1), @)-

On vérifie immédiatement que 1’on a bien défini une catégorie appelée la catégorie libre
engendrée par I'. Enfin, une suite composable (f,, ..., f1), ol n est un entier naturel
distinct de 0, dont aucun terme n’est une identité et dont la composée est g est appelée
une décomposition de g. Par ailleurs, si n est supérieur ou égal a 2, cette décomposition
est dite propre.

DEFINITION (FONCTEUR)

Un foncteur F', défini sur une catégorie C; a valeurs dans une catégorie Cy, est une paire
de fonctions (Ob(F'), Mo(F')) respectivement définies sur Ob(Cy), Mo(C;) et respective-
ment & valeurs dans Ob(Cs), Mo(Cs)

Ob(F) Mo(F)

0b(Cy) Ob(Cs) Mo(Cy) Mo(Cy)

telles que :

1. Pour toute suite composable (3, a) de C;, Mo(F)(fo1a) = Mo(F)(3)os Mo(F)(«),

2. Pour tout morphisme « de C;,
Ob(F)(srci(a)) = sreg(Mo(F)(a)) et Ob(F)(tgti(a)) = tgta(Mo(F)(a)),

3. Pour tout objet a de C;, Mo(F')(idi(a)) = id2(Ob(F)(a)).

Si F' est un foncteur de C; vers Cy et G est un foncteur de Cy vers Cs, alors on définit la
composée G o F' par (Ob(G) o Ob(F), Mo(G) o Mo(F)).

Autrement dit, la composition de foncteurs se fait sur les objets et sur les morphismes
en utilisant la composition des applications. Son associativité en découle trivialement.

A.1.1 CADRE ENSEMBLISTE
LE PROBLEME DES GRANDES CATEGORIES

Au vu de la définition A.1.1, il est naturel de penser que, formellement, la collection
de tous les ensembles, la collection des toutes les applications entre ensembles, la com-
position d’applications, les ensembles de définition, les co-ensembles de définition et les
applications identités en guise d’objets, de morphismes, de composition, de source, de
but et d’identités forment la “catégorie des ensembles”. Malheureusement, le paradoxe de
Cantor affirme que les collections mises en jeu ne sont pas des ensembles (voir [56], [57] ou
n’importe quel manuel de théorie des ensembles). On ne peut donc pas appliquer directe-
ment la définition A.1.1. Pour que les catégories soient utiles & la topologie algébrique
(qu’elle soit dirigée ou pas) et plus généralement aux mathématiques, il faut pouvoir
gérer des catégories telles que celle des ensembles. Les collections des groupes, espaces
topologiques, anneaux, ensembles (partiellement) ordonnés etc forment également, avec
les morphismes convenables, des “catégories” présentant le méme probléme que celle des
ensembles. D’une certaine maniére, ces collections sont trop “grandes” par opposition a
celles qui entrent dans le cadre de la définition A.1.7 qui sont qualifiées de “petites”.
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A.15

LA THEORIE DES ENSEMBLES ZFC AVEC AXIOME DES UNIVERS

On va maintenant introduire une théorie des ensembles qui permet naturellement de
donner un sens formel aux termes “petite catégorie” ou “grande catégorie”. Quelques
notions de logique, et en particulier celles de modéle d’une théorie du premier ordre et de
formule relativisée, sont nécessaires ici. Les ouvrages [15], [16] et [56] sont d’excellentes
références en la matiére. Soit donc (2, €) un modéle de la théorie des ensembles ZFC
(Zermelo Fraenkel avec axiome du Choix, voir [56] ou [57]). Les membres de la collection
() sont traditionnellement appelés “ensemble”, on parle aussi de points de 2. Dans ce qui
suit, on va différencier les deux terminologie. On note € la relation d’appartenance du
modéle. Un point U de ) est appelé univers (de Q) si, par définition, pour tous points
x, y de € et toute famille de points (z;);cs := {xl}z € [} de € indexée par un point I de
), les propriétés suivantes sont satisfaites :

l.zxelletyer=yecl,

2. IleletViclx, cU = e, m €U,
3.reld =P el,

4. xelUet f:o—-U={f(z)|zex} €l,
5. U est infini.

Cette définition différe de celle que 'on trouve dans [9] et ne lui est pas équivalente a
cause du quatriéme point. Le cinquiéme point peut aussi étre remplacé par 1’assertion

Nel,

encore qu’il faille alors étre trés précis sur le sens que I'on donne & N. En théorie des
ensembles, on préférerait écrire w € U oul w est le premier ordinal non fini. Dans les cinq
points évoqués, les notations y C = et | J,.; z; sont & comprendre relativement a (2, €).
Le premier point se résume en disant que I/ est transitif dans €2, cette idée est primordiale
dans ’étude des modéles de la théorie des ensembles (cf [56] ou [57]). Elle permet de
prouver que, pour une certaine famille de formules de la théorie des ensembles, étre vérifiée
relativement & (€2, €) implique d’étre vérifiée relativement a (U, {(z,y)|lz € U; y € U; x €
y}). En particulier, on peut prouver que (U, {(x,y)|x € U; y € U; x € y}) est un modéle
(c’est-a-dire satisfait tous les axiomes relativisés a (U, {(x,y)|lz € U; y € U; x € y})) de
ZFC. On a

PROPOSITION
Tout univers & d’un modéle (€2, €) de ZFC est un modéle de ZFC. De plus U est un
sous-modele de 2.

Sans détailler complétement la notion de sous-modéle, observons ’exemple suivant : con-
sidérons x, y € U, {x,y} est le seul point de ) tel que pour tout point z de Q, z € {z,y}
si et seulement si z = x ou z = y. C’est la paire relativisée a €). Puisque U/ est un modéle
de ZFC, il existe p € U tel que pour tout élément z de U (noter que ’on ne prend plus
z dans ), z € p si et seulement si z = z ou z = y. La question est, a-t-on p = {z,y},
ou encore, se pourrait-il qu’il existe un point z de €2 tel que z € p sans pour autant que
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A.1.6

A.1.7

A.18

z = x ou z = y? Bien entendu, si un tel z existe, il ne peut pas étre un élément de U.
Supposons qu’il existe et notons le z, on a z € p et p € U, donc d’aprés le premier point
z € U, ce qui est une contradiction. Finalement on a bien p = {z,y}. On peut aussi, de
facon analogue, prouver que si z € U, alors le point p de €2 qui joue le role d’ensemble
des parties de z dans (U, {(z,y)|z € U; y € U; = € y}) est P(z), autrement dit, le point
de ) qui joue le role d’ensemble des parties de z dans 2. On peut encore constater ce
phénomeéne pour I'union d’une famille d’éléments de U etc.

Ainsi, du point de vue de ‘T'utilisateur”, c’est-a-dire du mathématicien qui n’a pas be-
soin de plus de ressources que celles offertes par un modéle de ZFC, travailler dans €2 ou
dans U ne fait aucune différence. L’axiome des univers, apparemment dii & Grothendieck,
s’énonce alors ainsi :

AXIOME
Tout ensemble appartient & un univers.

Autrement dit, pout chaque point de (2, il existe un univers U de €) tel que x € U. Dans
le modéle €2, on peut alors décider de fixer un univers Uy, qui d’aprés 'axiome A.1.6 est
lui-méme élément d’un univers (plus “grand”) U, etc. A l'aide de I’axiome du choix on
peut alors “fixer” une “hiérarchie” d’univers

Uel e..cl, € ..
ce qui implique en particulier, d’aprés la transitivité, que

U U C...CU, C ..

Ju.

neN

En particulier

est un point de €. Pour chaque élément = € |J _U,, on peut définir son rang comme le

plus petit n € N tel que x € U,,. On pose alors

neN

DEFINITION (U,-PETITE/GRANDE CATEGORIE)

Une U,,-petite catégorie est une catégorie C (au sens de la définition A.1.1 dans laquelle le
mot “ensemble” est compris comme “point de 2”) telle que Mo(C) (et donc nécessairement
Ob(C)) est un point de U,,.

Une U,-grande catégorie est une catégorie C telle que Ob(C) est un point de U, et
quels que soient les objets x et y de Ob(C), C[x,y] est un point de U,,.

On a en particulier une hiérarchie basée sur la taille des catégories, plus précisément

PROPOSITION (RANG D’UNE CATEGORIE)

Pour tout entier naturel n € N, toute U,-petite catégorie est U,-grande et toute U,-
grande catégorie est U, 1-petite. Le rang d’une catégorie C est le plus petit entier n € N
pour lequel C est U,-grande.

Notons que, dans la plupart des cas pratiques rencontrés dans cette thése, on sera en
présence de Uy-petites ou Uy-grandes catégories. On écrira donc petite catégorie et
grande catégorie, en omettant volontairement le préfixe “U,”. A partir de maintenant,
le terme catégorie désignera toujours une catégorie U,-grande pour un certain n € N.
On pose
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A.19

A.1.10

A.l.11

DEFINITION
Un ensemble est un point de Uf. Une classe est un point de U, pour un certain n € N.

En conséquence, lorsque I’on évoquera un groupe, un monoide, un espace topologique etc,
son ensemble sous-jacent sera toujours un point de Uy. Le mot ensemble doit désormais
étre compris au sens de la définition A.1.9. Si, a I’occasion, on souhaitait faire référence
a un membre générique de (2, ce serait sous ’appellation “point de €2”. Ainsi, comme on
le verra, toutes les opérations que l'on effectuera sur les catégories ne pourront, dans le
“pire” des cas, que construire une U,-grande catégorie a partir d’'une U,,-petite. L’intérét
de cette digression théorique est d’avoir un cadre dans lequel on controle la “taille” des
catégories résultantes des constructions usuelles.

On peut donner un premier exemple de grande catégorie

DEFINITION
La catégorie des ensembles, notée Set, a pour classe d’objet U et pour morphismes la
classe de toutes les applications dont la source et le but sont dans Uj.

LE PROBLEME DU CHOIX GLOBAL

La notion d’unicité & isomorphisme prés est une des particularités de la théorie des
catégories, cependant, il est parfois plus “confortable” d’avoir un représentant de la classe
des objets qui satisfont une propriété universelle donnée. Dans certain cas, on a un
représentant “canonique”, mais pas toujours. Par exemple, on pourrait vouloir contruire
un foncteur F' : B — A tel que pour chaque objet B de B, F'B satisfasse une proriété
universelle paramétrée par B notée Ilg, dans ce cas, le choix du représentant doit étre
fait “simultanément” pour tous les objets de B. Plus précisément, il faut une famille
(Ap), indexée par Ob(B), telle que pour tout objet B de B, on a Ag € [B] ou [B] est
la classe des objets de A qui satisfont IIz. Dans la théorie ZFC, on a des fonctions de
choix uniquement sur les points du modéle, mais pas sur les collections de points. La
hiérarchie des univers et le fait que ’on se soit interdit d’en sortir résout le probléme, en

effet, puisque
Ut

neN
est un point de €2, il suffit d’appliquer ’axiome du choix & ce point. On peut méme étre
plus précis en prenant une fonction de choix pour chaque U,, et, a ’aide d’une construction
par induction, obtenir une fonction de choix sur | J U, qui minimise le rang du point
qu’elle retourne.
Le fait de disposer d’une fonction de choix “globale” est utilisé pour prouver la proposition
A.3.12. Noter que cette question est rapidement abordée dans [9].

neN

A.1.2 VOCABULAIRE DES CATEGORIES
On fixe ici la terminologie courante qui sera constamment utilisée dans cette thése.

DEFINITION
Soit, C un catégorie et x,y deux objets de C. Un morphisme a € C[x,y] est

e un monomorphisme si quel que soient les morphismes 3 et v de C, on a

aof=aoy = f=7,
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e un épimorphisme si quel que soient les morphismes 3 et v de C, on a
Boa=roa = f=7,

e un bimorphisme s’il est a la fois un monomorphisme et un épimorphisme,

e une rétraction s’il posséde un inverse a droite, i.e. 33 € Cly,z] oo f =id,. On
dit que « est une rétraction de (3,

e une section s’il posséde un inverse a gauche, c’est-a-dire s’il existe un morphisme
(3 appartenant a C[z,y| tel que § o a =id,. On dit que « est une section de 3,

e un isomorphisme s’il existe un morphisme [ appartenant a C[y, x| tel que foa =

id, et a o 3 = id,. Dans ce cas 3 est appelé inverse de a et noté o',

e un endomorphisme si src(a) = tgt(a), i.e. x =y,

e un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme et un endomorphisme.

De plus, deux morphismes ayant la méme source et la méme but sont dits paralléles.

Le diagramme suivant récapitule les liens logiques entre les notions précédemment intro-
duites :

isomorphisme

T~

section rétraction

monomorphisme épimorphisme

On note respectivement Mono(C), Epi(C), Bi(C), Iso(C) et Endo(C) ces collections. On
note également /dt(C) la collection des identités de C qui est bien sir en bijection avec

ob(C).

A.1.12 LEMME
Soient f € Clz,y] et g € Cly, z]. Si fog est un monomorphisme, alors ¢ est un monomor-
phisme. Si f o g est un épimorphisme, alors f est un épimorphisme. De plus, si z = z,
alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f et g sont inverses 'un de I'autre dans C.

2. fog=1d,, f est un monomorphisme et g est un de épimorphisme.
3. go f =1d,, f est un épimorphisme et g est un monomorphisme.

4. fog=1idy, f et gsont des bimorphismes.

5. go f =1id,, f et g sont des bimorphismes.
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A.1.13

A.1.14

A.1.15

A.l1.16

DEFINITION (FONCTEUR PLEIN ET FONCTEUR FIDELE)
Soit un foncteur F'\A — B, pour chaque paire d’objets (A, Ay) de A, F' induit une
application

Dy, 4, A[A1, A B[Ob(F)(A1), Ob(F)(As)]

o Mo(F)(«)
Le foncteur F est dit
e fidéle quand quels que soient les objets A; et Ay de Ob(A), $ 4, 4, est injective,
e plein quand quels que soient les objets A; et Ay de Ob(A), ®4, 4, est surjective.

Une composition de foncteurs fidéles est trivialement un foncteur fidéle de méme qu’une
composition de foncteurs pleins est un foncteur plein.

PROPOSITION
Soit un foncteur F': A — B, pour tout morphisme o de Mo(A) :

e si v est un isomorphisme, alors Mo(F)(«) en est un aussi,

e si F est fidéle et Mo(F')(a) est un monomorphisme de B, alors o est un monomor-
phisme de A,

e si F est fidéle et Mo(F)(«) est un épimorphisme de B, alors « est un épimorphisme

de A,

e si F' est plein, fidéle et si Mo(F)(«) est un isomorphisme de B, alors o est un
isomorphisme de A.

On dit que tout foncteur préserve les isomorphismes, que tout foncteur fidéle refléte les
monomorphismes et les épimorphismes et enfin que tout foncteur plein et fidéle refléte
les isomorphismes.

DEFINITION
Soient C une catégorie et =,y deux objets de C, on dit que

e 1 est initial si pour tout objet y de C, C[z,y] est un singleton,
e 1 est terminal si pour tout objet y de C, C[y, x] est un singleton,

e 1 et y sont isomorphes s’il existe, dans C, un isomorphisme de x vers y. On note
“r =y dans C”.

DEFINITION

Dans une catégorie C possédant un objet terminal noté %, on dit qu’un morphisme
f € Clx,y] est constant si on peut le factoriser a travers %, c’est-a-dire s’il existe un
morphisme £ € C[x,y] tel que f = p o ou £ est 'unique élément de Clx, x|, 'unicité
provenant du fait que % est 'objet terminal de C. On dit aussi que le morphisme f est
constant de valeur p.
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A.l1.17

A.1.18

A.1.19

A.1.20

Par exemple, dans la catégorie Set, un morphisme de X vers Y est constant au sens de la
définition A.1.16 si et seulement si il existe un élément y € Y tel que pour tout élément x
de X, on a f(z) = y, on retrouve exactement la notion habituelle d’application constante.
Dans la catégorie des espaces topologiques Spc, un morphisme est constant si et seulement
si son application ensembliste sous-jacente est constante. Dans la catégorie des monoides
Mon il existe pour tous monoides M; et M, un unique morphisme constant de M; vers
M, son application ensembliste sous-jacente envoie tous les éléments de I’ensemble sous-
jacent de M[; sur I’élément neutre de Mly. Signalons enfin que, dans le cadre de ’homologie
algébrique, par exemple dans la catégorie Ab des groupes abéliens, I'objet terminal est
aussi initial et que tout morphisme de A vers B pouvant &tre factoriser a travers x, que
I’on note dans le cadre des catégories abéliennes 0, est appelé le zéro morphisme de A
vers B.

DEFINITION
Soit C une catégorie :

e C est dite discréte si elle n’a pas d’autres morphismes que ses identités.

e C est dite squelettique lorsque deux de ses objets sont isomorphes si et seulement
si ils sont égaux, c¢’st-a-dire quand Iso(C) C Endo(C).

DEFINITION (ISOMORPHISMES DE CATEGORIE)

Un foncteur F' : A — B est un isomorphisme si et seulement si, par définition, il
existe n € N tel que A et B sont U,-petites et Ob(F') et Mo(F') sont des bijections de U,,.
Dans ce cas, A et B sont dites isomorphes et on note A = .

DEFINITION

Etant donné deux foncteurs F et G : A — B, une transformation naturelle de F' vers
G est une famille de morphismes de B indexée par Ob(A), notée n, : Fx — Gz, telle que
pour tout morphisme 7z —2~y de A on a le diagramme commutatif suivant :

F:E&Fy 7

7790 ny

v v
Go == Gy

autrement dit, Ga o n, = 1, o Fa. Schématiquement,

G

PROPOSITION

Etant donnés deux foncteurs F' et G de A vers B, une transformation naturelle n de F'
vers GG, un foncteur H de A’ vers A et un foncteur K de B vers B, (n,,,,) arcopar) est
une transformation naturelle de F'o H vers G o H et (Kn4),_,, ., est une transformation
naturelle de K o F' vers F o G.
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A.l1.21

Ces deux nouvelles transformations naturelles sont respectivement notées n* H et K *n,
on a les diagrammes suivants

F
G
d’ou
FoH KoF
GoH KoQG
PROPOSITION

Etant données 7, et 7, des transformations naturelles repsectivement de F' vers G et de
G vers H, ou F,G et H sont des foncteurs de A vers B, on définit la composée 7, o 1;

par ((12) 4 © (1) 1) Acob(a)

Schématiquement,

Autrement dit, la composition se fait composante par composante et donc, de ’associativité
de la composition dans B découle celle de la composition des transformations naturelles.
En outre, on a des régles d’associativité et de distributivité pour les formules faisant
intervenir la composition de foncteurs notée o, celle des transformations naturelles que
nous noterons également o et 'opération * définie dans la proposition A.1.20.

Hy % (Hy 1) = (Hy 0 Hy) 1
(n* K3) % Ky =nx*(K;0K,)  associativité mixte
(H*n)« K =Hx(nxK)

H x (ngom) = (H *ng) o (H *m)
(m2om)* K = (n2 % K)o (%K)

Par ailleurs, on a les comportements suivants vis-a-vis des identités :

}distributivité a gauche et a droite de * sur o

F

L’opérateur o de composition des transformations naturelles idp
vérifie
—
\

noidp =n=1tdgon

A
comme le suggere le diagramme de droite. \ 7
idg
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L’opérateur x satisfait pour sa part

F
idg * 1 =1 =1%*ida p— AQDB ids___ o
et ¢
tdp * H =idpoy et K xidp = idgop »
comme le suggérent les diagrammes de A’ A ir B N B

droite. F
Enfin, si T est un endofoncteur d’une catégorie C, n € N et d, u des transformations
naturelles respectivement de 7™ vers T et de T"*! vers T, c’est-a-dire

T?’L

Tn+1

alors

po(T*p)=po(uxT)et (Txd)od=(0+T)od
en effet, p et 0 étant des transformations naturelles, pour tout objet C' de C, les dia-
grammes ci-dessous sont commutatifs

(o) e iy (o) =22 i)

;U'T(C)l luc écl l‘ST(C) .

T 0O) — ™(C) T () T(—JST"“(C)
Noter bien que H * (ng 0 1ny) et (H *19) oy, de méme que (ny 0ny) * K et ny 0 (n; * K),
ne sont la plupart du temps méme pas simultanément définis. Nous allons encore définir
une opération binaire entre transformations naturelles, elle sera notée -. Supposons que
F et F] soient des foncteurs de A vers B, que Fy et F; soient des foncteurs de B vers
C et enfin que 7, et 7, soient des transformations naturelles respectivement de F} et F]
vers Fy et F, ou encore schématiquement :

F1 F2

Fy £y
On a donc
Foxm
F20F1 FQOF{ F2OF1 F2OF1,
et n2*Fy n2*F|
F/OFEF/OF/ ,O F/OF,
2 1 Fé*nl 2 1 F2 Fl 2 1
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Faxny

FQOFl F20F1/

et on peut prouver que le diagramme de droite est
un carré commutatif, autrement dit que 1'on a :

(?72 * Fll) @) (F2 *?71) = (FZ/ X Th) e} (?72 * Fl)

n2*xF1 = n2xF]
F/ O F _— F/ e} F/
R 2 01

A.1.22 DEFINITION (APPLICATION DE TRANSFORMATIONS NATURELLES)
On définit 7,-17; comme la transformation naturelle de Fyo F vers Fjo F| définie ci-dessus.
L’opérateur - est appelé application et on dit que l'on a appliqué 7, a ;.

Au regard des diagrammes suivants :

Fy F> F3

A o B w C—=C(C,

I
S

H F K
H G K

on a quelques nouvelles régles :

(73 -m2) - m =mn3 - (n2-m) } associativité de -

(' m)xG=n"-(n*Gq)
Hx(n'-n)=(H=x*n)-n

(B od)-(Boa)=(08"B)o(c/ ) } loi d’échange entre - et o

} associativité mixte de - et *

0 idy = H } comportement vis-a-vis des identités
Cidy =
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A.1.23

Les régles relatives a o, % et - sont appellées régles de Godement.
D’une certaine maniére, au regard de son comportement vis-a-vis des identités, ’application
(voir définition A.1.22) peut-étre vue comme une extension de .

A.1.3 EXEMPLES
CATEGORIE DUALE

Si C est une catégorie, alors on définit sa catégorie duale en échangeant les roles de src
et de tgt. Cette catégorie est notée CP.

PETITES CATEGORIES

La classe des petites catégories (c’est un point de U;) et celle des foncteurs entre petites
catégories (c’est aussi un point de U;) forment une grande catégorie (i.e. Up-grande). 11
suffit pour s’en convaincre de vérifier qu’étant données deux petites catégories C; et Co,
la collection (i.e. le point de §2) des foncteurs de C; vers Cy est un ensemble (i.e. un point
de Up). On note cette catégorie Cat.

CATEGORIES TRIVIALES

La catégorie dont la collection des objets ainsi que la collection des morphismes sont
vides est notée par abus d’écriture (). La catégorie n’ayant qu’un seul objet et un seul
morphisme (qui est nécessairement son identité) est notée, toujours par abus d’écriture,
{x}. Ce sont bien siir des petites catégories, elles sont respectivement ’objet initial et
final de Cat.

CATEGORIE DE FONCTEURS

Etant données deux catégories C; et Cy respectivement U, et U, grandes, la collection
des foncteurs de C; vers Cy fournit les objets d’une catégorie dont les morphismes sont
les transformations naturelles entre foncteurs de C; vers C,. La composition est don-
née par la proposition A.1.21. Cette catégorie est notée CQC1 et elle est U,,-petite pour
m = max{n,p} + 1. On peut noter que les monomorphismes, épimorphismes et iso-
morphismes sont les transformations naturelles dont toutes les composantes sont des
monomorphismes, épimorphismes et isomorphismes.

MONOIDES

Par définition, un monoide est un ensemble (donc un élément de Up) muni d’une loi de
composition associative et d’un élément neutre. Tout monoide peut étre vu comme une
petite catégorie n’ayant qu’un seul objet. Soit M une telle catégorie, notons * son unique
objet, Mo(M), o, et id, donnent respectivement les éléments, la loi de composition
et ’élément neutre du monoide associé. Réciproquement, si (M, -, e) est un monoide,
alors en posant Ob(M) := {x}, Mo(M) := M, o, ,, := - et id(*) := %, on obtient une
catégorie n’ayant qu’un seul élément. Ainsi,

Fatiel

PROPOSITION
La catégories des monoides est isomorphe a la catégorie des petites catégories n’ayant
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qu’un seul objet (notée Mon). En particulier, dans un monoide M, toutes les suites sont
composables. Alors, si M satifait la propriété de commutativité

Va, 5 € Mo(M), aoff=foaq,

on dit que M est (un monoide) abélien. Si un monoide M satisfait les propriétés
d’effacement a droite et a gauche, i.e.
Vo, 8,7 € Mo(M),

aoy=[foy = «a=[ (effacement a droite) et

yoa=v03 = a = (effacement a gauche),

on dit que le monoide M est régulier. Enfin, si M satisfait la propriété d’idempotence,
c’est-a-dire
Va € Mo(M) aoa = a,

on dit que M est idempotent.

CATEGORIES FINIES ET FINIMENT GENEREES

Une catégorie C est dite finie lorsque Mo(C) est un ensemble fini. Cela implique en
particulier que Ob(C) est également fini et que, pour tout endomorphisme « de C, il
existe n,p € N tels que n < p et o = of. Par ailleurs, C est dite finiment générée
sl existe une famille finie {f},..., fy} de morphismes de C (ou N € N) telle que tout
morphisme de C soit une composée d’éléments de {fi, ..., fy}. Le collection des objets
d’une catégorie finiment générée est un ensemble fini. Toute catégorie finie est bien stir
finiment générée, la réciproque est fausse comme en témoigne le monoide (N, +,0).

PREORDRES

Une ensemble préordonné est un ensemble X muni d’un relation binaire < réflexive
et transitive, c’est-a-dire que l'on a

1. VieX, v Sxet
2. Vr,y,ye X, (zx3yety<y) = ==z

La relation < est appelée préordre. Un morphisme d’un ensemble préordonné (X, <)
vers un ensemble préordonné (X', <) est par définition une application f € Set[X, X'
telle que

Va,be X, a =2b = fa=<'fb.

Soit (X, <) un ensemble préordonné, on définit sa petite catégorie associée C en posant
Ob(C) := X et quels que soient les objets = et y de C,

Cla,y) == { é(az,y)} : ’ 23;

La réflexivité assure que l'on a bien les identités tandis que la transitivité fournit la loi
de composition. Réciproquement, si C est une petite catégorie, on obtient un ensemble
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préordonné en posant X := Ob(C) et x < y si et seulement si C[z, y] # ), ¢’est ’ensemble
préordonné associé a C. Il est clair que si F' est un foncteur d’'une petite catégorie C;
vers une petite catégorie Co, alors Ob(F') induit un morphisme d’ensemble préordonné de
I’ensemble préordonné associé & C; vers celui associé a Co. Donc

A.1.24 PROPOSITION
La notion d’ensemble préordonné associé a une petite catégorie induit un foncteur de
Cat vers la catégorie des ensembles préordonnés. De plus, ce méme foncteur induit, par
restriction, un isomorphisme de la catégorie des petites catégories telle que pour tous
objets = et y de C, C[x,y] contient au plus un élément (notée PreSet) vers la catégorie
des ensembles préordonnés.

GROUPOIDES

Un groupoide est une petite catégorie dont tous les morphismes sont des isomorphismes.
La classe des groupoides avec la classe des foncteurs entre groupoides forme une catégorie
notée Grd. La notion qui suit aura son importance en topologie algébrique.

A.1.25 DEFINITION (GROUPOIDE CONNEXE)
Un groupoide G est dit connexe lorsque pour tous objets = et y de G, G|z, y] n’est pas
vide. La sous-catégorie pleine de Grd dont les objets sont les groupoides connexes est
notée CGrd.

RELATIONS D’EQUIVALENCE

Une relation d’équivalence ~ sur un ensemble X est une sous-partie de X x X telle que,
en notant x ~ y pour (z,y) €~, on a

1. Vo € X, x ~ z (réflexivité),
2. Vr,y e X, x ~y < y~ x (symétrie) et
3. Vr,y,z€ X, (r~yetyn~z) = x~ z (transitivité).

Un morphisme entre relations d’équivalence de (X, ~x) vers (Y, ~y) est la donnée d’une
application (ensembliste) f de X vers Y qui préserve les équivalences c’est-a-dire telle
que

Ve,ye X, v~y = f(x)~, f(y)

Les relations d’équivalence et leurs morphismes forment une catégorie isomorphe a ’intersection
(dans U;) de Grd et de PreSet, on écrit abusivement Eq := Grd N PreSet.

GROUPES

Un groupe est une petite catégorie qui est a la fois un monoide et un groupoide. La
catégorie des groupes est notée Gr et c’est l'intersection (dans U;) des catégories Mon et
Grd. On vérifie immédiatement que cette définition correspond a celle que 'on trouve
dans n’importe que manuel d’algébre. De plus, si un groupe (en tant que monoide)
satisfait la propriété de commutativité on dit que ce groupe est abélien.
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A.1.26 PROPOSITION (GROUPE FONDAMENTAL D’UN GROUPOIDE CONNEXE)
Etant donné un groupoide G et un objet  de G, la loi de composition de G induit sur
Glx, z] une structure de groupe, de plus, si G est connexe, alors quels que soient les objets
x et y de G, les groupes G|z, x| et G|y, y] sont isomorphes dans Gr. Par définition, G|z, z]
est alors appelé groupe fondamental de G, il n’est bien siir défini qu’a isomorphisme
de groupes prés.

PREUVE. La premiére assertion est triviale au regard de la définition de groupe. Comme
G est connexe, Glz, y] n’est pas vide et pour tout 6 appartenant & G[z, y|, les applications

Glr, ] —= Gy, y] Gly,y] — Gz, 2]

ar——>faf! ' B 150
sont des isomorphismes de Gr. l

Si le groupoide G n’est pas connexe, on peut toujours pour tout objet z de G définir
la composante connexe de = dans G comme la plus grande sous-catégorie (pleine)
connexe de G qui contienne z. Cette notion est bien définie puisque G[z,z] est une
telle catégorie et que toute union de telles catégories est encore connexe et contient x.
La connexité vient du fait que si x,y sont dans la composante connexe de z, on peut
toujours aller de y a z en “passant” par x. Puis on définit le groupe fondamental de
G au point x comme le groupe fondamental de la composante connexe de x.

CATEGORIES SQUELETTIQUES

La classe des petites catégories squelettiques forme, avec les foncteurs entre catégories
squelettiques, une catégorie notée Skl.

ORDRES (PARTIELS)

Un ensemble (partiellement) ordonné (on écrira aussi poset) est un ensemble préor-
donné dont la relation est antisymétrique, c’est-a-dire

Ve,ye Xz Syetyz —=x=y.

Dans ce cas on notera C plutot que <. L’adjectif “partiel” vient du fait que, dans la
littérature anglo-saxonne, on insiste sur la possibilité d’avoir deux éléments = et y dans
X tels que x [Z y et y £ x. Dans le cas ou quels que soient x et y appartenant & X, on a
x C youy C z, on parle d’ordre total et on note plutét <. Un ensemble muni d’un ordre
total est aussi appelé une chaine. Les ordres partiels avec les applications croissantes
forment une catégorie isomorphe a PreSetNSkl, c’est-a-dire qu’un ensemble (partiellement)

ordonné peut étre vu comme un préordre squelettique. En effet, en supposant que I'on
(0%

ait :c\/ Y, les composées avo 3 et (3o« sont nécessairement des identités, donc « et (3

B
sont des isomorphismes, et comme la catégorie est squelettique par hypothése, o et 3 sont

nécessairement des endomorphismes. Or les seuls endomorphismes d’un préordre sont les
identités, il s’ensuit que = = y. On note PoSet la catégorie des préordres squelettiques.
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A.1.27

A.1.28

TREILLIS

Un ensemble partiellement ordonné (X, C) dont toute paire d’élément {x,y} admet une
borne supérieure, notée x V y, est appelé treillis supérieur ou V-treillis. De méme
on définit les treillis inférieur ou A-treillis. On dit que (X,C) est un treillis si c’est
a la fois un treillis supérieur et inférieur. Si (X, ) est tel que toute sous-partie admet
un borne supérieure, alors on peut prouver que toute sous-partie admet également une
borne inférieure et on dit dans ce cas que (X,C) est un treillis complet. Pour ce qui
concerne les treillis, on peut consulter [8], [53] ou [73]. On a alors les catégories suivantes

Nom Objets Morphismes
V-Lat V-treillis applications préservant V
A-Lat N-treillis applications préservant A
Lat treillis applications préservant V et A
\/-CLat | treillis complet applications préservant les bornes
supérieures
ClLat | treillis complet | applications préservant toutes les bornes
supérieures et inférieures

ESPACES TOPOLOGIQUES

Les espaces topologiques avec les applications continues forment une catégorie notée Spc.

A.1.4 LE PLONGEMENT DE Yoneda

Le résultat qui suit permet d’associer a toute catégorie C qui est U,, grande une catégorie
U, 1-grande, compléte et cocompléte et qui, en un certain sens, contient C

DEFINITION (CATEGORIE DE PREFAISCEAU DE ()
Soit C une catégorie Uy-grande. Un préfaisceau de C est un foncteur de C? vers Set.

La catégorie des préfaisceaux de C est notée é, ses objets sont les préfaisceaux de C
et C[F, G| est constitué des transformations naturelles de F' vers G.

L’exemple et les deux lemmes qui suivent mettent immédiatement en évidence 'intérét des
préfaisceaux, beaucoup d’autres arguments militent en leur faveur, nous ne les détaillons
pas ici. Etant donné une catégoire C, et un objet B de C, on note C[B, —| le foncteur de C
vers Set défini de la fagon suivante, pour tout objet A de C, Ob(C[B, —])(A)) := C[B, A]
(d’ou la notation), et si v € C[A, A'], alors Mo(C[B, —]) () est 'application qui & tout
B € C[B, A] associe ao 3 € C[B, A']. On a alors le

LEMME (DE Yoneda)
Soit F' un foncteur de C vers Set, les applications

® : Nat(C[B,—|,F) ——=F(B) et ¥ : F(B)— Nat(C[B,—],F)

1 ng(idp) ur———— (F(g))(u)
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sont réciproques l'une de l'autre, i.e. ¥ = &' ou (F(g))(u) est une “abbréviation” de
<(M o(F))(g)) (u) et Nat(C[B, -], F) est la collection des transformations naturelles de
C[B, —] vers F.

A.1.29 LEMME (DE PLONGEMENT DE Yoneda)
Soit, C une catégorie Uy-grande. Le plongement de Yoneda de C (noté Y¢) est le foncteur

de C vers C défini de la facon suivante :
Un objet x de C est envoyé sur le foncteur

cop Set

y objet de C : Cly, z] objet de Set

g°? : y — vy’ morphisme de C? ——Cly, ] —C[y’,x] morphisme de Set

7T ——=7°4g

qui est un objet de C

et tout morphisme f : x — 2’ de C, est envoyé sur la transformation naturelle

Ye(x) : Ye(2')

y objet de C®» —Cly, x| —C|y, 2| morphisme de Set

j———=fo0d

qui est un morphisme de C de Y(z) vers Y(z').

Le foncteur Y. est plein et fidéle.

PREUVE. Une preuve détaillée est disponible dans [9] et, en plusieurs parties, dans [59]. B

On remarque que C est U;-petite. Plus généralement, si C est une catégorie U,-grande,
on redéfinit la notion de préfaisceau en disant que c’est un foncteur dont la catégorie
d’arrivée est celle des points de U,,, que I'on peut noter Set,, par exemple, alors C est
Un+1-petite.

Etant donné un objet = de C, on note également C[x, —] le foncteur de C dans Set tel

que pour tout objet y de C, <C[az, —])(y) := C|x,y] et pour tout v € Cly,3'] on ait
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A.1.30

A2.1

A.2.2

(C[x, —])(7) =0 € Clx,y] — vo0d € Clx,y]. Ye(x) et Clx,—] sont liés mais pas
égaux, le premier étant défini sur C et le second sur C. On peut vérifier que C[z, —| =

Yeor(z). L’'idée de morphisme “inversible au sens de Yoneda’ développée au chapitre IV
est directement liée aux foncteurs Clz, —|.

PROPOSITION (CARACTERISATION DES ISOMORPHISMES)
Soit une catégorie C, un morphisme o de C est un isomorphisme (de C) si et seulement si
pour tout objet z de C, (Yc(z)) (o) et (Ye(o))(x) sont des isomorphismes.

PREUVE. Y¢(z) est un foncteur donc si g est un isomorphisme, (Yc¢(x))(g) l'est aussi. De
méme Y est un foncteur, donc si g est un isomorphisme, (Y¢(g)) est aussi, or (Y¢(g))
est une transformation naturelle, pour qu’elle soit un isomorphisme, il faut et suffit que
toutes ses composantes le soit, ¢’est-a-dire que pour tout objet x de C, (Yc(g))(:c) soit un
isomorphisme. Réciproquement, si quelquesoit I’objet x de C, (Yc(x))(g) et (Yc(g))(x)
sont des isomorphismes, alors en particulier, en supposant que g € C[y’,y], on sait que
les applications

Cly,y] —=Cly, v et Cly,y'] —=Cly, ¥

Y——7°g f———>goo

(il suffit de prendre z := 3y’ et x := y) sont des bijections. Donc il existe 7,0 € Cly, V']
tels que yo g =id, et god = id,. B

Le résultat précédent est & rapprocher de la définition 1V.2.4.

A.2 LIMITES ET COMPLETUDE

A.2.1 LIMITE ET COLIMITE D’UN FONCTEUR F : A — B

DEFINITION (CONE)

Soit un foncteur F' : A — B, un coéne de base F'(A) est la donnée d’un objet B
de B (appelé sommet) et d’une famille (y4 : B — F'A)acopa) de morphismes de B
indexée par Ob(.A) telle que pour tous objets A; et A, de A et pour tout morphisme «
appartenant a A[Ay, Ay, on a 4, = F(a) 0 ya,.

B

M/ y
) FA,

FA,

F(a
Le diagramme ci-dessus explique la terminologie.

DEFINITION (CATEGORIE DE CONES DE BASE FIXEE)

Soit un foncteur F' : A — B, la catégorie Cones(F') a pour objets les cones de base
F(A). Etant donné deux cones (v4 : B — FA)acona) et (7 : B — FA)acopa de
base commune F'(A) et de sommets respectifs B et B’, un morphisme du premier vers le
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A.2.3

A.24

A.2.5

A.2.6

A.2.7

second est un morphisme 3 € B[B, B'] tel que pour tout objet A de A, on a y4 =~/ o 3.
Graphiquement, le diagramme ci-dessous commute

B
lﬁ
YAq B’ YAq
FA; o) FA,
DEFINITION

La limite d’un foncteur F': A — B est, s'il existe, I'objet terminal de Cénes(F).

En particulier, une limite n’est définie qu’a isomorphisme prés.

La notion de colimite est obtenue en considérant le dual de la notion de coéne, que 1'on
appelle alors cocone. La colimite de F est alors, §'il existe, I'objet initial de Cocéne(F).
On peut résumer par le diagramme commitatif suivant

B
d
Va, B Vi,
7 X
FA, e F A,
DEFINITION

Dans une catégorie C, un produit (respectivement un coproduit) est la limite (respec-
tivement la colimite) d’un foncteur définit sur une catégorie discréte.

DEFINITION
Dans une catégorie C, un égalisateur (respectivement un coégalisateur) est la limite

(respectivement la colimite) d’un foncteur définit sur - -

DEFINITION (PRODUIT FIBRE) :
On appelle produit fibré la limite d’un foncteur défini sur / \

DEFINITION (SOMME AMALGAMMEE) : '
On appelle somme amalgamée la colimite d’un foncteur défini sur \ /
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A.2.8

A.2.2 EXEMPLES DE LIMITES ET DE COLIMITES
DANS Set

Le produit au sens de la définition A.2.4 est le produit usuel et le coproduit la réunion
disjointe. De plus I’égalisateur de deux applications f et g définie sur I’ensemble X et a
valeurs dans ’ensemble Y est

{z e X|f(z) = g(z)}

tandis que le coégalisateur est ’ensemble des classes d’équivalences selon ~, la plus petite
relation d’équivalence contenant

{(f(2), g(2))]x € X}

Cet exemple est trés important car c¢’est sur lui que repose de nombreuses constructions
en algébre.

DANS Mon

Le produit au sens de la définition A.2.4 est le produit usuel et I’égalisateur de deux
morphismes f et g de Mon définit sur (M, -y, epr) et a valeurs dans (M, -y, ep) est le
sous-monoide de (M, -y, epr) induit par

{z € M[f(z) = g(x)}

Le coproduit ainsi que le coégalisateur sont, sans ’aide des congruences généralisées, plus
délicats a décrire.

PLUS GENERALEMENT

On pourrait ainsi énumérer un grand nombre de catégories issues de ’algébre, en partic-
ulier celle des monoides, groupes, ensembles ordonnés etc et montrer qu’elles admettent
des produits, coproduits, égalisateurs et coégalisateurs, leurs descriptions seraient assez
fastidieuses. Nous verrons que la notion de congruence généralisée unifie les méthodes
utilisées pour chacunes de ces constructions.

A.2.3 COMPLETUDE ET COCOMPLETUDE D’UNE CATEGORIE

Il pourrait sembler natuel de dire qu’une catégorie C est compléte lorsque tout foncteur
a valeurs dans C admet une limite au sens de la définition A.2.3. Cette définition s’avére
étre beaucoup trop restrictive, en effet, on peut prouver que (voir [9])

PROPOSITION
Toute catégorie C telle que tout foncteur a valeurs dans C admet une limite est néces-
sairement un préordre.

Il faut, pour obtenir une notion intéressante, restreindre la taille des catégories sur
lesquelles on définit les foncteurs pour lesquels on exige ’existence de la limite.
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A.2.9

A.2.10

A2.11

A2.12

A.2.13

DEFINITION (COMPLETUDE)

Une catégorie C de rang n € N est dite compléte quand tout foncteur défini sur une
catégorie U,-petite et a valeurs dans C admet une limite dans C. C est dite finiment
compléte lorsque tout foncteur défini sur une catégorie finie et a valeurs dans C admet
une limite dans C.

La proposition A.2.8 peut étre affinée

PROPOSITION
Soit C une catégorie de rang n € N. Si C est U,,-petite et compléte, alors c’est un préordre.

PREUVE. Cette preuve est directement adaptée celle que ’on trouve dans [9]. Puisque C
est U,,-petite, Mo(C) est un point de U,,, soit x son cardinal dans U,,. Supposons que I’'on
puisse trouver deux morphismes distincts f, g € C[A, B]. Puisque C est compléte au sens
de la définition A.2.9, le produit de x copies de B, noté B" existe dans C. Or par définition
d’une limite, pour chaque suite ((x)rer de “longueur” k & valeurs dans {f, g} (i.e. pour
tout k appartenant & x, on a (, € {f,¢}) on a un unique morphisme h appartenant a
C[A, B"] tel que pour tout k appartenant a k, on a (; = 7, 0 h ot (7, : B — B)e, est
la limite du foncteur

k——_C

k—DB

ol k est considéré comme une catégorie discréte. En conséquence, C[A, B*| contient au
moins 2" éléments ce qui contredit le théoréme de cantor. Bien entendu, si C n’est pas
U, -petite, cette preuve ne tient plus puisque Mo(C) n’est plus un point de U, et que la
définition A.2.9 n’exige plus l'existence de la limite du foncteur k € Kk — B e C. B

De fagon duale

DEFINITION (COCOMPLETUDE)

Une catégorie C de rang n € N est dite cocompléte quand tout foncteur défini sur
une catégorie U,,-petite et a valeurs dans C admet une colimite. C est dite finiment
cocompléte lorsque tout foncteur défini sur une catégorie finie et & valeurs dans C admet
une colimite dans C.

Cat et Spc sont des exemples de catégories complétes et cocomplétes.

PROPOSITION

Une catégorie C de rang n € N est compléte si et seulement si le produit de toute
famille d’objets de C indexée par un point de U, ainsi que 1’égalisateur de toute paire de
morphismes paralléles de C existent dans C. Elle est finiment compléte si et seulement si le
produit de toute paire d’objets de C ainsi que ’égalisateur de toute paire de morphismes
paralléles de C existent dans C et que C a un objet terminal.

7 UA

La proposition A.2.12 est encore vrai en remplagnat “complétude”, “égalisateurs” et “ter-

minal” par “cocomplétude”, “coégalisateurs” et “initial”.

PROPOSITION

Une catégorie C de rang n € N est cocompléte si et seulement si le coproduit de toute
famille d’objets de C indexée par un point de i, ainsi que le coégalisateur de toute paire
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de morphismes paralléles de C existent dans C. Elle est finiment cocompléte si et seule-
ment si le coproduit de toute paire d’objets de C ainsi que 1’égalisateur de toute paire de
morphismes paralléles de C existent dans C et que C a un objet initial.

Voici un autre critére de complétude

A.2.14 DEFINITION (SOUS-OBJETS D’UNE CATEGORIE)

Soit C une catégorie et A € Ob(C). On dit que deux monomorphismes oy : By — A et
s : By — A de C sont équivalents s’il existe un isomorphisme 6 : By — B tel que a; =
ag 0 f. On définit ainsi une relation d’équivalence ~ sur la classe des monomorphismes
de C dont la but est A. Un sous-objet de A est une ~-classe d’équivalence. On dit
alors qu'une catégorie C de rang n € N a une bonne notion de sous-objet, on écrira
aussi BNSQO, si pour chacun de ses objets A, la collection des sous-objets de A dans
C est un point de U,. On confondra souvent, par abus de langage, un monomorphisme
et le sous-objet qu’il représente. En particulier, notons que si * est 'objet terminal de
C, tout morphisme dont la source est * est un monomorphisme de C et quel que soit a
appartenant a C[x, A], a est appelé un point de A.

A.2.15 DEFINITION (FAMILLE GENERATRICE)
Une famille génératrice d’une catégorie C de rang n € N est une famille (C;);c7 d’objets
de C indexée par un point de U, telle que pour toute paire de morphismes paralléles
distincts o, 3 : A — B il existe i € Z et un morphisme v : C; — A tel que awoy # [o~.
Graphiquement

A
Y a
A\;é/B — JieZIyel[C;, Al C # B
’ N
A
et da fagon duale

A.2.16 DEFINITION (FAMILLE CO-GENERATRICE)
Une famille cogénératrice d’une catégorie C de rang n € N est une famille (C;);cr
d’objets de C indexée par un point de U, telle que pour toute paire de morphismes
paralléles distincts a, 3 : A — B il existe ¢ € Z et un morphisme ~ : C; — A tel que
v o« # v o 3. Graphiquement

A

T, N

A\;_é/fB — JieZIyel[C;, Al C; # B
B
N oA
A
Lorsqu’une famille génératrice (respectivement cogénératrice) est réduite a un objet, on

parle de générateur (respectivement cogénérateur). Par exemple, dans Set, toute
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A.2.17

A3.1

paire est un cogénérateur et tout singleton un générateur. En fait une paire est égale-
ment un générateur. Dans les catégories que 1’on rencontre en pratique, il est souvent
plus difficile de trouver une famille cogénératrice et de prouver la cocomplétude. En
topologie, le segment unité [0, 1] est un cogénérateur de la catégorie des espaces de Haus-
dorff compacts. Ce résultat est généralement connu sous le nom de lemme de Urysohn
ou lemme de prolongement et il n’est pas trivial. On peut maintenant donner un critére
de cocomplétude

PROPOSITION
Soit C une catégorie, si

e C est compléte
e C a une bonne notion de sous-objets
e C a une famille cogénaratrice

alors C est également cocompléte.

La proposition A.2.17 peut étre appliquée pour prouver la cocomplétude de la catégorie
des espaces de Hausdorff compacts. On utilise pour cela le lemme de Urysohn ainsi que
le théoréme de Tychonoff. Encore une fois, ces deux résultats ne sont pas triviaux.

A.3 ADJONCTIONS

On donne ici plusieurs définitions équivalentes de la notion d’adjonction ainsi qu’un ré-
sultat permettant de prouver I’existence de ’adjoint d’'un foncteur. A noter que, dans un
cadre ensembliste trop inadéquat, ce résultat est faux. Par ailleurs, la notion d’adjonction
est trés fortement liée & celle de monade, on trouve de plus amples détails dans [59], [10]
et dans [90].

PROPOSITION U
Etant donné deux foncteurs A B, les assertions suivantes sont équivalentes.
\/

F

o Il existe une transformation naturelle 17 de Idg vers U o F' telle que pour tout objet
A de A, et pour tout objet B de B, I'application qui suit est une bijection.

A[FB, A]——= B[B,UA]

a——— (Ua) onp

s, UFB) e FB
BT U(A) A

e [l existe une transformation naturelle € de F'oU vers Id 4 telle que pour tout objet
A de A et pour tout objet B de B, I'application qui suit est une bijection.

B|B,UA] —— A[B,UA]

fr———>c40 (Fp)
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A.3.2

A.3.3

A34

A.3.5

er F(UA) pep) UA_ 5
S T

e [l existe une transformation naturelle n de Idg vers U o F' et une transformation
naturelle € de F' o U vers Id 4 telles que

(Uxe)omxU)=1dy et (exF)o(Fxn)=Idp

DEFINITION
On dit que F' est adjoint & gauche de U ou que U est adjoint a droite de F si et
seulement si 'une des assertions de la proposition A.3.1 est satisfaite. On note F' 4 U.

Les transformations naturelles 7 et ¢ sont respectivement appelées unité et co-unité
de l'adjonction. En outre, il est important de noter que pour tout objet A de A, €4
est défini comme 1'unique morphisme de A[F o U(A), A] tel que U(ea) o qua = idya
et pour tout objet B de B, ng comme I'unique morphisme de B[B,U o F(B)] tel que
€F(B) o F(nB) = ZdF(B) De plus

DEFINITION (EQUIVALENCE DE CATEGORIES)
Si I'unité et la co-unité sont des isomorphismes (respectivement dans A# et B%) on dit
que U est une équivalence de catégorie et que A et B sont équivalente.

Notons bien que si U est une équivalence de catégorie, alors on a aussi U - F' et F est
également une équivalence de catégorie, dans ce cas, on dit que F' et U sont adjoints
I’'un de 'autre sans préciser si c’est a droite ou & gauche. On parle aussi quelquefois de
quasi-inverse lorsque 1’on est dans un cadre qui empéche toute confusion avec la notion
de quasi-inverse de ’algébre homologique, voir [87].

PROPOSITION

Soit F' un foncteur de A vers B, F est une équivalence de catégorie si et seulement si
F' est plein, fidéle et que tout objet de B est isomorphe dans B a un objet de 'image
de F', c’est-a-dire que pour tout objet B de B, il existe un objet A de A tel que 'on a
B = F(A) dans B.

PREUVE. Voir [9] ou [59]. B

PROPOSITION (EQUIVALENCE FIBREE)

Soit F' un foncteur de A vers B tel que F est plein, fidéle et que pour tout objet B de B, il
existe un objet A de A tel que B = F'(A) (autrement dit, F est fidéle et son image est B).
Alors on peut trouver un représentant GG de I’adjoint de F' (on rappelle qu’un adjoint n’est
unique qu’a isorphisme de foncteur prés) tel F'o G = Idg. En notant ¢ la transformation
naturelle identité de F oG vers Idg, le deuxiéme point de la proposition A.3.1 est satisfait.
On dit alors, par définition, que F' est une équivalence (de catégorie) fibrée.

PREUVE. Tout d’abord, pour chaque objet B de B, on choisit un objet noté G(B) de A
tel que F(G(B)) = B. On pose alors e := idg pour tout objet B de B. Etant donné
que le foncteur F est plein et fidéle, I’application ci-dessous est une bijection.

A[G(Bl)a G(Bz)] - B[Bh Bz]
o F(a)
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A.3.6

A3.7

A.3.8

Etant donné un morphisme (3 appartenant & B[Bj, Bs], on peut donc poser G(f) = «
ou « est 'unique élément de A[G(B;), G(Bs)] tel que F(a) = 5. On a ainsi un foncteur
G : B — A tel que F oG = Idg. La collection de morphismes 5 est alors une
transformation naturelle de F'oG vers Idgz qui fait de 'application suivante une bijection.

AlG(B1), G(By)] B[B1, By

ar———>cpo F(a) = F(a)

D’aprés la définition A.3.2, GG est 1'adjoint & droite de F. Or F' est une équivalence de
catégories donc son adjoint est simultanément son adjoint & droite et son adjoint a gauche
(voir le commentaire faisant suite & la définition A.3.3). Par unicité (& isomorphisme preés)
de I’adjoint & droite (voir propriété A.3.10), I’adjoint de F' est donc G. W

Avant de donner quelques outils permettant de manipuler les adjoncions, on introduit
la notion de fibration qui apparait dans I’énnoncé du théoréme V.0.27. La définition
donnée ici est issue de [10], on la trouve aussi dans [51] mais je ne suis pas siir qu’elle soit
équivalente a celle proposée ci-dessous.

DEFINITION (FIBRE AU-DESSUS D’UN OBJET)

Etant donné un foncteur F' : 7 — B, pour tout objet I de B, on appelle fibre de F' au
point/au dessus-de/a ’objet I la sous-catégorie F'~! ({I}) ¢’est-a-dire dont les objets
sont ceux de F dont 'image par F' est I et dont les morphismes sont ceux de F dont
I’image par F' est id;. La fibre de F' au-dessus de [ est notée Fj.

DEFINITION (MORPHISME CARTESIEN)
Etant donnés un foncteur F': F — B et a € B[J, ], un morphisme f € F[Y, X] est dit
cartésien au-dessus de « lorsque

L F(f) = a,

2. pour tout morphisme g appartenant a F|[Z, X] et tel que F(g) se factorise en
F(Y)
y \
P(Z) = F(X)
il existe un unique morphisme h dans F[Z,Y] tel que F'(h) = (3 et

2N

g

)

A X

DEFINITION (FIBRATION)

Un foncteur F' : F — B est une fibration de base B lorsque quels que soient les
objets I et J de B, le morphisme « appartenant a B[J, I] et 'objet X de F7, il existe un
morphisme f appartenant a F[Y, X] cartésien au-dessus de .
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Le résultat suivant fait un lien entre équivalences de catégories et fibrations. De plus il
justifie la terminologie adoptée dans la proposition A.3.5.

A.3.9 PROPOSITION
Toute équivalence fibrée F' : F — B est une fibration.

PREUVE. D’aprés la proposition A.3.5, le foncteur F admet un adjoint & droite tel que la
co-unité ¢ de Padjonction F' 4 G est I'identité (dans B®) de FoG vers Idp. L’unité de cette
adjonction, notée 7, est un isomorphisme (dans F7) de Id vers G o F. En particulier,
on sait que 7nx est 'unique morphisme de F[X, GFX] tel que epx o F(nx) = idpy,
et comme cpx = idpx on a F(nx) = idpx (voir definition A.3.2 et les commentaires
qui suivent). On peut maintenant prouver que F' est une fibration : soient I de B,
un objet X de F appartenant & F; (c’est-a-dire que F'(X) = I) et un morphisme «
de B[J,I]. Posons f := ny' o G(a), on sait déja que f appartient & F[Y, X] oii I'on a
posé¢ Y := G(J) et F(f) = F(ny') o F(G(a)) = a d’aprés ce que 'on a démontré en
préambule. On va maintenant montrer que f est cartésien au-dessus de a. Soient g et
(3 deux morphismes appartenant respectivement a F[Z, X] et a B[F(Z), F(Y)] et faisant
commuter le diagramme ci-dessous.

FY)=J
/ ) %
F(Z) o F(X)=1

On pose h := G(f) onz. On a donc F(h) = F(G(f)) o F(nz) = car F(G(B)) = [ et
F(nz) = idpz (se référer au préambule). En outre on a le diagramme commutatif suivant

h=G(B)enz
GJ=Y
o
GFZ GFg Gl =GFX
Jns |

X

g

puisque 7 est une transformation naturelle de /dz vers G o F' et donc aussi le digramme

commutatif
=n2toG(a
h=G(8)onz S eGte)
GJ=Y
=
GFZ GFg Gl =GFX
TUZ
A X

g

D’ott ¢ = ho f. 1l ne reste plus qu’a vérifier qu’un tel A est unique. Supposons que h; et
hy soient deux morphismes de F[Z,Y], avec Y = G(J), qui satisfont F'(hy) = F(hy) = (.
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A.3.10

A.3.11

A.3.12

Comme on a I’adjonction F' 4 GG, on a en particulier la bijection suivante,
BIF(Z), ]| —= F[Z,G(])|'—=G(8') o nz

donc il existe un unique morphisme (3, dans B[F(Z), J] tel que G(1) o nz = hy ainsi
qu’un unique morphisme [ dans B[F(Z), J] tel que G(fs) o nz = hy. 1l s’ensuit que
F(hy) = (1 et F(hy) = 2, donc que 3; = 3, et finalement que hy = hy. On aurait aussi
pu conclure en utilisant le fait que, puisque F' et GG sont des équivalences de catégories,
G est fidéle et 17 est un isomorphisme. H

Les propositions A.3.5 et A.3.9 sont résumées dans le diagramme suivant

équivalence fibrée

T~

équivalence de catégorie fibration

—

adjoint a gauche adjoint & droite

A.3.1 PROPRIETES DES ADJONCTIONS

PROPRIETE
Si Fi:B— Aet Iy, : B— A sont adjoints a gauche d’un méme foncteur U : A — B,
alors F) et F}, sont isomorphes dans AZ.

On dit que ’adjoint est unique a isomorphisme prés.

PROPRIETE (COMPOSEE D’ADJOINTS)
Sion a

alors

Noter 'analogie avec la notion d’inverse.

PROPOSITION (EXISTENCE D’UN ADJOINT)

Etant donné un foncteur U : A — B. Supposons que pour tout objet B de B, il existe
un objet Ap de A ainsi qu'un morphisme g appartenant a B[B, U Apg] tels que quel que
soit 'objet A de A, I'application ci-dessous est une bijection,

A[Ap, A|—= B[B, UA]

ar—— (Ua) ong
alors U a un adjoint a gauche.
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A.3.13

PREUVE. Notons F' 'adjoint a gauche que ’on doit construire. Pour chaque B € Ob(B)
on choisit un object Ap de A ainsi qu’un morphisme np € B[B,UAp] qui vérifie la
propriété de bijectivité de la proposition A.3.12 et on pose Ob(F')(B) := Ap. Etant donné
un morphisme 3 : By — B, de B, on a en particulier ’application bijective suivante :

A[FBy, FBy] —=B[B,,UF By
a—— (Ua) onp,

il suffit alors de prendre Mo(F')(/3) égal a 'unique o € A[F By, F By| tel que ng, o § =
(Ua) o np,. Pour conclure, il faut encore vérifier que F' est bien un foncteur, autrement

dit, que pour chaque
By
YN
B ——— Bs

B20081
on a bien
F(B20 1) = F(Ba) o F(B1).

Or F((31) est 'unique élément «; de A[F' By, F By tel que np, 031 = (Uay)ong, et F(fs)
est l'unique élément ay de A[F By, F'Bs] tel que np, o B2 = (Uay) o np,, donc on a en
particulier le diagramme commutatif

B, b1 B, B2 By
1B, WIQ B3
UF B, T UF By Toa UF By

U(azoar)

de sorte que a3 := azoa; est 'unique morphisme de A tel que ng,o(G200;) = (Uasz)ong,.
De plus, 1 est une transformation naturelle de Idp vers U o F' par construction méme de
F. R

DEFINITION

Un foncteur U : A — B ou A est de rang n € N préserve les limites si pour tout
foncteur G défini sur une catégorie U,,-petite C, si (v¢)ccone) est la limite de G dans A,
alors (U(vc))ceon(c) est la limite de U o G dans B.

De facon duale on définit les foncteurs préservant les colimites. On note au passage
que si A est de rang n € N et que I'on a un foncteur de A vers B, alors le rang de B est
au moins égal a n.
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A.3.14

A.3.15

A.3.16

A.3.17

PROPRIETE
Si U : A— B est un foncteur ayant un adjoint & gauche F' 4 U, alors toute limite dans
A est préservée par U et toute colimite dans B est préservée par F'

PROPRIETE
Un foncteur préserve les limites, respectivement les colimites, si et seulement si il préserve
les produits et les égalisateurs, respectivement les coproduits et les coégalisateurs.

On donne un dernier et célébre critére d’existence d’un adjoint & gauche

DEFINITION (PROPRIETE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS)
Soit un foncteur U : A — B, on dit que U a la propriété de 1’ensemble des solutions
par rapport a un objet B de B lorsqu’il existe un ensemble Sg d’objets de A tel que

VA € Ob(A), Vb€ B[B,UA], 3A' € Sp, Ja € A[A, A), W € BB, UA'], U(a)ob/ =b.

graphiquement
UA A € S

El Ufa) R

B = UA A

PROPOSITION (THEOREME DU FONCTEUR ADJOINT)
Soit une catégorie compléte A et un foncteur U : A — B. Les assertions suivantes sont
équivalentes

1. U a un adjoint & gauche.

2. (a) U préserve les limites.

(b) U satisfait la propriété de ’ensemble des solutions pour tout objet B de B.
PREUVE. Voir [9] ou [59]. B

A.3.2 EXEMPLES D’ADJONCTIONS
PREORDRES ET ENSEMBLES

Le foncteur d’oubli U qui a tout préordre associe son ensemble sous-jacent a un adjoint
a gauche L ainsi qu'un adjoint & droite R. Plus précisément, étant donné un ensemble
X, R(X) = (X, X x X), c’est-a-dire que quels que soient les éléments z et y de X, on
a  =p(x) ¥, c’est le préordre chaotique et L(X) := (X, {(z,z)|z € X}), i.e. pour tous
éléments x et y de X, on a x Xg(x) y ssi x = y, c’est le préordre discret.

MONOIDES ET ENSEMBLES

Le foncteur d’oubli U qui a tout monoide (M, -, e) associe son ensemble sous-jacent M a
un adjoint & gauche F', 'unité étant donnée pour tout ensemble X par 'application

nx : X —=Uo F(X)
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ou F(X) est le monoide des suites finies a valeurs dans X avec la concaténation comme
loi de composition et le mot vide comme élément neutre. F'(X) est aussi appelé monoide
des mots de ’alphabet X ou encore monoide libre sur X.

PETITES CATEGORIES ET GRAPHES

Le foncteur d’oubli U qui a toute petite catégorie C associe son graphe sous-jacent I" a
un adjoint & gauche F'. Pour tout graphe I, F'(T") est la catégorie libre engendrée par I

ADJONCTIONS ENTRE ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES

A.3.18 LEMME
Etant donnés deux ensembles ordonnés (A, C4) et (B, Cp) ainsi que deux morphismes f
et g appartenant respectivement a PoSet[(A4, C4), (B,Cg)] et a PoSet[(B,Cpg), (4, C4)],
on a

<Vb €B,bCp u(f(b))) si et seulement si <Va e A, Vbe B(f(b)Eaa = bCpu(a) ))
et

(va e A, flu(a))bCa a) si et seulement si (va eA,Vbe B, (bCgula) = f(b)Caa ))

PREUVE. Supposons le membre de gauche de la premiére assertion, soit alors a € A
et b € B tels que f(b) T4 a, en particulier, puisque u est un morphisme de PoSet
on a u(f(b)) Cp u(a), donc, d’aprés I’hypotthése fournie par le membre de gauche,
bCpu(f(b) Cpu(a) et donc b Cp u(a).

Réciproquement, supposons le membre de droite de la premiére assertion, soit b € B,
posons a := f(b), le membre de droite nous donne

(f(0) Ca f(b) = bEpu(f(b)))

dont il découle que b Cg u(f(b)).
La seconde assertion se démontre de la méme maniére. H

A.3.19 DEFINITION (CORRESPONDANCE DE (lalois)
On dit que la paire de morphismes d’ensembles ordonnés ( f, u) est une correspondance
de Galois lorsqu’elle vérifie

Vac A, Vbe B, ( f(b)Caa < bCgula))

Le lemme A.3.18 permet d’écrire d’autres formulations de la définition de correspondance
de Galois. Cette appellation est issue de la théorie de Galois, si E est une extension du
corps IF, la collection des corps intermédiaires entre IF et [E forme un treillis complet. Pour
F < K < E, le groupe de Galois de I'extension K < E, noté Gk(E) est le groupe des
automorphismes de E qui dont ’ensemble des points fixes contient K. Alors la collection
des sous-groupes de Gr(E) forme également un treillis complet et les applications K ——
Gk(E) et H— {z € E|Vo € H o(z) = x} ou H est un sous-groupe de Gr(E), forment
une correspondance de Galois. Pour plus de détails, on pourra consulter le chapitre 5 de
[85].
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A.3.20

A3.21

A.3.22

A.3.23

PROPOSITION
La paire (f,u) est une correspondance de Galois si et seulement si on a f - u en consid-
érant (A,C,4) et (B,Cp) comme des petites catégories.

En particulier, on retrouve, a partir des résultats sur les adjonctions, des propriétés trés
connues sur les ensembles partiellement ordonnés.

PROPOSITION (TREILLIS COMPLET)

Etant donné un ensembles partiellement ordonnés (X, Cx), toute sous-partie de (X, Cy)
admet une borne supérieure si et seulement si toute sous-partie de (X, Cx) admet une
borne inférieure. On dit alors que (X, Cy) est un treillis complet.

PrREUVE. 1l suffit d’appliquer la proposition A.2.17 et sa proposition duale en se remar-
quant qu’avec les conventions que 1’on a faite, un produit (respectivement un coproduit)
dans un poset est une borne inférieure (respectivement une borne supérieure). W

Remarquons que la petite catégorie associée a un treillis complet est compléte et cocom-
pléete, 'existence d’égalisateur étant toujours vérifiée dans un préordre, on peut appliquer
la proposition A.2.12. On obtient aussi un critére d’existence d’une correspondance de
Galois

PROPOSITION

Soit un treillis complet (A, C4). Etant donné un morphisme u appartenant a PoSet[(A, C 4
), (B,Cp)], il existe un morphisme f appartenant a PoSet[(B, Cp), (A, C4)] tel que (f,u)
soit une correspondance de Galois si et seulement si u préserve les bornes inférieures, i.e.

u(/\ a;) = /\ u(a;)

et dualement, pour tout morphisme f appartenant a PoSet[(B,Cg), (A, C4)], il existe u
appartenant & PoSet[(A,C,), (B, Cp)] tel que (f,u) soit une correspondance de Galois si
et seulement si f préserve les bornes supérieures, i.e.

u(\/ a;) = \/ u(a;)

i

PREUVE. C’est un cas particulier du théoréme du foncteur adjoint (proposition A.3.17).
|

A.3.3 SOUS-CATEGORIES REFLECHISSANTES

DEFINITION
Soit une catégorie BB, une sous-catégorie de B est une catégorie A telle que

1. Ob(A) C Ob(B),
2. quels que soient les objets A; et Ay de A, on a A[A;, As] C B[A;, As],

3. pour tout objet A de A, I'identité de A dans A est 'identité de A dans B,

300



A.3.24

A.3.25

A.3.26

A.3.27

A.3.28

A.3.29

A.3.30

A.3.31

4. pour tout morphisme « de A, la source et le but de o dans A sont la source et la
but de « dans B,

5. pour toute suite composable (a3, ;) de A, la composée de oy suivi de a, dans A
est la composée de a; suivi de ay dans B.

On note A C B pour résumer les cinqg points précédents.

Noter que, d’aprés le quatriéme point, la suite (a9, ;) est composable dans B si et
seulement si elle I’est dans A. Toute inclusion de catégories B C A induit trivialement un
foncteur inclusion noté i, défini sur A a valeurs dans B par Ob(i)(A) := Aet Mo(i)(a) :=
a.

PROPRIETE (TREILLIS COMPLET DES SOUS-CATEGORIES)

Etant donné une catégorie C, la collection des sous-catégories de C ordonnée par C forme
un treillis complet dont le plus petit élément est () et le plus grand C. En particulier, étant
donné ¥ C Mo(C), il existe une plus petite sous-catégorie A de C telle que X C Mo(A),
on ’appelle la sous-catégorie engendrée par .

DEFINITION (IMAGE D’UN FONCTEUR)
Si F' est un foncteur de A vers B et X C Mo(A), I'image de ¥ par F est par définition
la sous-catégorie de B engendrée par

{Mo(f)(a)|a € £}
On note F(X) I'image de ¥ par F' et Im(F') dans le cas ou ¥ = Mo(A).

DEFINITION (SOUS-CATEGORIE PLEINE)

Une sous-catégorie A de B est dite pleine (dans B) lorsque quels que soient les objets
Aj et Ay de A, on a
-A[Ah Az] = B[Ah A2]

PROPRIETE
Si C; est pleine dans Cs elle-méme pleine dans Cs, alors C; est pleine dans Cs.

LEMME

Soient C; une sous-catégorie pleine de C, et F' un foncteur de B dans C;, si le cone
(v8 : X — FB)pcoymp) est la limite de F' dans Ce et que X est un objet de C;, alors ce
méme cone est également la limite de F' dans C;.

On a bien stir un résultat analogue au lemme A.3.28 pour les colimites.

DEFINITION (SOUS-CATEGORIE REPLETE)
Une sous-catégorie A de B est dite repléte (dans B) lorsque quels que soient les objets
B de Bet Ade A, si Aet B sont isomorphes dans A, alors B est un objet de A.

DEFINITION (SOUS-CATEGORIE VASTE)
Une sous-catégorie A de B est dite vaste dans B quand Ob(A) = Ob(B).

PROPRIETE
Si C; est vaste dans Cs elle-méme vaste dans Cs, alors C; est vaste dans Cs.
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A.3.32

A.3.33

A.3.34

DEFINITION (SOUS-CATEGORIE REFLECHISSANTE)
Une sous-catégorie A de B est dite réfléchissante quand elle est pleine et repléte dans B

et que l’inclusion A—‘~B aun adjoint & gauche noté r et appelé réflexion de B dans
A. Par extension, I'image par  d’un objet B de B est appelé reflet de B dans A. De
plus, si I'unité est un épimorphisme on dit que la sous-catégorie est épi-réfléchissante.

Dans le cas ou le foncteur d’inclusion admet un adjoint a droite au lieu d’'un adjoint &
gauche, on parle de sous-catégorie co-réfléchissante.

PROPRIETE
Si A est une sous-catégorie réfléchissante de B et que B est une sous-catégorie réfléchissante
de C, alors A est une sous-catégorie réfléchissante de C.

PREUVE. C’est une conséquence immeédiate de la propriété A.3.11. B

Bien enetendu, la propriété A.3.33 reste valide pour les sous-catégories coréfléchissantes.
La notion de reflexion est trés importante dans cette thése et, plus généralement, en
mathématiques. En effet, elle offre une méthode systématique de recherche d’invariants :
Supposons que 1’on souhaite étudier les objets d’une catégorie B et en particulier, étre
en mesure de déterminer lorsque deux de ses objets, par exemple By et By, ne sont pas
isomorphes. Il suffit pour cela de trouver une sous-catégorie réfléchissante A de B dans
laquelle By et By ont des reflets qui ne sont pas isomorphes. Cat a de trés nombreuses
sous-catégories réfléchissantes dont il est fait usage dans cette thése.

Outre leur intérét lors de la recherche d’invariants, les sous-catégories réfléchissantes
permettent également de prouver la complétude et la cocomplétude :

PROPOSITION
Si A est une sous-catégorie réfléchissante de B, alors

B compléte = A compléte

B cocompléte = A cocompléte

B finiment compléte = A finiment compléte

e J3 finiment cocompléte = A finiment cocompléte

PREUVE. Voir les propositions 3.5.3 p.118 et 3.5.4 p.119 dans [9]. B

Par le biais de la proposition A.3.34 on prouvera que la catégorie des espaces partielle-
ment ordonnés ainsi que toutes les sous-catégories réfléchissantes de Cat sont complétes
et cocomplétes.

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de sous-catégories réfléchissantes.

EXTREMITES DES INTERVALLES DE R

L’inclusion suivante induit une correspondance de Galois



A.3.35

ou (Z(R),C ) et (P(R),C ) sont respectivement les treillis complets des intervalles et
des parties de R, tous deux vus comme des petites catégories. Le reflet d’'une partie X
de R est le plus petit intervalle de R contenant X. Dans ce cas, la réflexion distingue les
parties de R selon le critére de leurs extrémités. En particulier toutes les parties de R
n’ayant ni borne supérieure ni borne inférieure ont le méme reflet.

LONGUEUR DES OUVERTS DE R

Posons maintenant O(R) la famille des ouverts de R préordonnée de la fagon suivante,
01 = O, si et seulement si il existe une application croissante f de R dans R telle que
Ve,y € Oy, ly—x| < |f(y)—f(x)| et f(x), f(y) € Oz. Lalongueur d’un intervalle |a, b] ou
a,b € Ret a <best par définition b —a. Or, un résultat classique affirme que tout ouvert
de R est une réunion disjointe d’intervalles ouverts de R, on peut alors, par extension, en
définir la longueur comme la somme des longueur des intervalles dont il est la réunion,
c’est une somme de réels positifs donc a valeurs dans R, U{+occ}. On peut alors prouver
que

PROPOSITION
L’application ci-dessous

A (OR), =) — (R U{+o0}, <)

Ot longueur de O

est 'adjoint & gauche de inclusion de (Ry U {+oo},< ) dans (O(R), =< ) ou chaque
élément = € (Ry U {+00}, <) est identifié & 'intervalle |0, z[.

On remarque que ’on a pas exactement une réflexion, en effet, I'image de 1'inclusion n’est
pas repléte. Pourvu que ’on prenne quelque précautions, la proposition A.3.35 s’étend
aux sous-ensembles boréliens de R avec pour réflexion la mesure de Lebesgues. Donnons
enfin un exemple moins “proche” d’une correspondance de Galois :

PETITES CATEGORIES DISCRETES

Set peut étre identifié & la catégorie des petites catégories discrétes a laquelle elle est
isomorphe. Ainsi, Set est une sous-catégorie réfléchissante de Cat, la réflexion étant don-
née par le foncteur Ob qui a chaque petite catégorie associe son ensemble d’objets et a
chaque foncteur entre petites catégories sa partie objet. Cette réflexion est aussi appelée
discrétisation.

A.4 CONGRUENCES GENERALISEES

Cette notion, introduite dans [7] pour étudier les épimorphismes de Cat, permet égale-
ment de construire de nombreuses sous-catégories réfléchissantes de Cat. Dans le papier
original, seules les petites catégories sont prises en compte et on peut effectivement, si ’'on
ne prend pas la précaution de limiter la taille des catégories avec lesquelles on travaille,
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rencontrer des problémes liés a la théorie des ensembles. La hiérarchie de catégories don-

née par A.1.8 résout ces problémes pourvu que le terme “catégorie” soit pris au sens de
la définition A.1.7.

A.4.1 DEFINITION (CONGRUENCE GENERALISEE)
Soit C une catégorie Uy-petite, une congruence généralisée sur C est une paire de

relations d’équivalence (~,, ~,,) respectivement définie sur Ob(C) et la classe des suites
~,-composables non vides de C, c’est-a-dire

{(ozn, ...,ao)’ neN; Vke{0,..,n} ap € Mo(C) ; Vk € {0,...,n—1} tgt(ax) ~, src(ak+1)}

et qui satisfait :

idg
0 TN
x x j x
) . . {
1. x ~,y = (idy) ~y, (idy,). Graphiquement, Jo = gm
Y v Y
idy

2. (Qny ooy @0) ~m (Bpy ooy Bo) = tgt(am) ~o tgt(By) et sre(ag) ~, sre(Bo)

(anyeeey00) (anyeeey0)
/e_\ /\
x 0 Yy x )
¢ 2 2
8m — 02 20
! ¢ !
T ¢ Y x Y
\_2// ~_ 7
(ﬁpv"'aﬁo) (ﬁpv"'aﬁo)
3. sre(B) =tgt(a) = (B, a) ~p (Boa)
Yy , (8,)
% :\ — /%
rT——>z r—0r =%
Boa (Boa)

4. (i, ey 0) ~m (Bpy -5 Bo) €t (g, ooy ) ~m (B, -5 Bo) et tgt(an) ~o sTe(Bo)
— (ﬁ]ﬂ (RS 507 05117 (RS Oéo) ~m (ﬁ;’a "'75(,)7 O[;LH (RS 046)

(anv"'vao) (6?7"'760) (ﬁp,...,,@o,an,...,ao)
/e_\ o /e_\ //2—\
x 5 Y ~—~1u 5 v T § )
/ § / ! § ! :L‘I § Ul

[Ty (B)5---4) (B 5++580:0) 1 5-00)
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A.4.2

A.4.3

A4d4

Notons que la paire (~,,~,,) est alors un point de Uy et aussi que, dans 'axiome 4,
(Byrs s Boy Qs -5 ) €st nécessairement une suite ~,-composable d’aprés I'axiome 2 et
le fait qu’en tant que raltion d’équivalence, ~, soit transitive. On retrouve la notion
habituelle de congruence sur une catégorie en consdérant les congruences généralisées qui
n’identifient deux objets que s’ils sont égaux. Autrement dit

DEFINITION (CONGRUENCE)
Etant donnée une catégorie C, une congruence sur C est une relation d’équivalence ~ sur
Mo(C) telle que

1. Vo, € Mo(C), a ~ 3 = src(a) = sre(f) et tgt(a) = tgt(F),
2. Va,B,a/, 5" € Mo(C), a ~ ' et §~ [ et tgt(a) = sre(f) = (Boa)~ ([ od)

PROPOSITION (PROPRIETE UNIVERSELLE DES CONGRUENCES GENERALISEES)

Etant donné une congruence généralisée (~,,~,,) sur une catégorie C. Il existe une
catégorie, unique a isomorphisme prés et notée C/.. ainsi qu’un unique foncteur de C vers
C/. noté Q. tels que, pour tout foncteur F' de C vers A satisfaisant les deux propriétés
suivantes

o Vr,yc Ob(C) x~yy = Fox=1Fy
e pour toutes suites ~,-composables (a, ..., ap) et (B, ..., Bo)

(s ooy @0) ~im (Bpy oy Bo) = Fa) 0 ...o F(ag) = F(By) 0...0 F(fo)

il existe un unique foncteur G de C/. vers A tel que F' = G o Q.. On a le digramme
commutatif

C/~
> N

F

C A

PREUVE. Les objets de la catégorie quotient C. sont les ~,-classes d’équivalence et
ses morphismes les ~,,-classes d’équivalence. La composée de deux ~,, classes (] et
Cy, i.e. Cyo0 (4 est la ~,, classe de la concaténation d’un représentant de C5 et d’un

représentant de Cy. Donc [(B,, ..., 80)]~n © [(Qny ooy @0)] ey, = [(Bry -vs Bos Qs ovs 0) ] s

srcl(n, .y ap)]~,, = [sre(ag)~, et tgtl(an,...,a0)]~,, = [tgt(ay)]~,. Le choix d’un
représentant est bien siir insensible grace aux axiomes de la définition A.4.1.
Par ailleurs, pour tout objet x de C on pose Q-(x) := [z]., et pour toute suite ~,-

composable (ay, ...,ag) on pose Q(ay,...,a0) = [(@n,...,0)]~, . Par suite on pose
G([z]~,) == F(z) et G([(an, ..., a0)]~,,) = F(ay) o ... o F(ap). L’unicité est a isomor-
phisme prés dans Uy pour N € N assez grand et découle immédiatement de I'unicité de
G, elle-méme étant triviale. Il

DEFINITION
C/~ et Q. sont la catégorie et le foncteur quotient.
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A.4.5

A.4.6

A.4.7

L’idée des catégories quotients est que plus ~ identifie d’objets et de morphismes, plus
le quotient est petit, cette idée est formalisée par la

PROPOSITION
Etant donné une catégorie C, la classe des congruences géneralisées sur C forme un treillis

complet pour l'inclusion C, i.e. (~, ~y) C (~), ~/ ) si et seulement si, par définition,

o) m
~oCrl et ~,, C~ . Le plus petit élément est la congruence généralisée qui n’identifie
que les objets et morphismes égaux, le plus grand est celui qui identifie tous les objets et
tous les morphismes. En outre, si ~C~/, alors ) se factorise & travers Q., ¢’est-a-dire
qu’il existe un unique foncteur G de C. vers C. tel que Q. = G o Q.. 1l suit que la
classe des catégories quotients de C forme un treillis complet isomorphe au dual de celui
des congruences généralisées sur C, le plus grand élément étant la catégorie C (le quotient
de C par la plus petite des congruences généralisées sur C) et le plus petit {*} (le quotient
de C par la plus grande congruence généralisée sur C). En particulier, si (p,, pm) €st une
paire de relation sur Ob(C) et la classe des suites non vides d’élément de Mo(C), alors
il existe une plus petite congruence généralisée (~,, ~,,) telle que (po, pm) € (~o, ~m);
c’est la congruence généralisée engendrée par (p,, pim )-

PREUVE. Il suffit de remarquer qu’une intersection quelconque de congruences général-
isées est encore une congruence généralisée. L’isomorphisme est donné par ~— C..
On a également

COROLLAIRE

Etant donné une catégorie C, la classe des congruences sur C forme un treillis complet
pour l'inclusion C. Le plus petit élément est la congruence qui n’identifie que les objets
et morphismes égaux, le plus grand est celui qui identifie toutes les chaines composables
ayant la méme source et le mémme but. En outre, si ~C~/, alors (). se factorise & travers
Q~, c’est-a-dire qu’il existe un unique foncteur G de C. vers C.. tel que Q. = G o Q.
Il suit que la classe des catégories quotients de C par une congruence forme un treillis
complet isomorphe au dual de celui des congruences sur C, le plus grand élément étant la
catégorie C (le quotient de C par la plus petite des congruences généralisées sur C) et le
plus petit le préordre associé & C (voir proposition A.1.24). . En particulier, si p est une
relation la classe des suites composables non vides de C, alors il existe une plus petite
congruence ~ telle que p C~; c’est la congruence engendrée par p.

Il est clair que si C est Uy-petite, alors il en est de méme pour n’importe lequel de ses
quotients. Lorsque I'on cherchera des sous-catégories réfléchissantes de Cat, I'unité de la
réflexion sera donnée par (). ) ol ~ (C) sera une famille de congruences généralisées
indexée par la classe des petites catégories et définie de fagon “canonique”. Le résultat
qui suit illustre ce propos

PROPOSITION (MONOIDIFICATION)
Mon est une sous-catégorie épiréfléchissante de Cat. La réflexion est appelée monoidifi-
cation.

PREUVE. Soit C une petite catégorie, soit ~ (C) la plus petite congruence généralisée
qui identifie tous les objets de C (on invoque implicitement la proposition A.4.5). On
insiste bien sur le fait qu’elle dépende de C méme si on notera seulement ~ dans la suite
de la preuve. Alors C/.. est un monoide et pour tout monoide M et tout foncteur F' de
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A.4.8

A.4.9

A.4.10

C vers M, il existe un unique foncteur G de C/. vers M tel que F' = G o Q.. 1l suffit
alors d’appliquer la proposition A.3.12. On aurait aussi pu directement, dans le treillis
des quotients de C, prendre le plus grand élément qui soit un monoide. W

Avant d’en finir avec les congruences généralisées, voici un dernier résultat, classique,
mais qui vient immédiatement en appliquant cette notion.

PROPOSITION

Toute catégorie C est équivalente & une catégorie squelettique unique & isomorphisme prés
appelée le squelette de C. De plus, deux catégories sont équivalentes si et seulement si
leurs squelettes sont isomorphes.

PREUVE. Voir [59]. 1l suffit de choisir un représentant dans chaque classe d’objets a iso-
morphisme prés et de considérer la sous catégorie pleine dont la collection des objets est
donnée par les représentants que I’on a choisi. Pour la seconde assertion, il faut noter que
deux catégories squelettiques sont équivalentes si et seulement si elles sont isomorphes.

On peut par exemple décrire le squelette d’un groupoide a I'aide de ses groupes fonda-
mentaux

PROPOSITION (SQUELETTE D'UN GROUPOIDE)

Le squelette d’un groupoide G est le coproduit dans Grd de la famille des groupes fonda-
mentaux de ses composantes connexes. Plus formellement, le foncteur qui a chaque objet
de la catégorie de composantes de G associe son groupe fondamental est défini sur une
catégorie discréte. Sa colimite est donc un coproduit et il s’avére que c’est le squelette de

g.

PREUVE. Notons G’ le coproduit défini dans I’énoncé de la proposition A.4.9. Tout
d’abord les morphismes de G’ sont des endomorphismes donc G’ est une catégorie squelet-
tique (voir définition A.1.17). Soit C' une composante connexe de G, d’aprés la proposition
A.1.26 pour tout z,y € C, Glz,z] = G[y,y] in Gr. On choisit z¢ € C d’ott un foncteur
d’inclusion F¢ : Gz, xc] < G. Alors le coproduit des G[zc, x¢]’s est (& isomorphisme
de groupoide prés) G’ et le foncteur F' coproduit (dans Grd) des F’s est une équivalence
de catégories. En effet, il vient immédiatement que F' est plein, fidéle et que tout objet
de G est isomorphe a un objet de I'image de F' puisque tout objet y de G appartient a
une composante C' et que y = x¢ dans G.

F .= H FC
C' composante

connexe de G

COROLLAIRE

Le squelette d’un groupoide connexe est son groupe fondamental (voir la proposition
A.1.26).

Attention, si plusieurs composantes connexes de G ont un méme groupe fondamental, il
apparaitra plusieurs copies “disjointes” de ce groupe dans la colimite. Attention aussi au
fait que ce résultat devient faux si 'on effectue de coproduit dans Gr au lieu de Grd. Ces
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A4.11

remarques étant faites, on aurait pu aussi définir le groupe fondamental d’un groupoide
comme le coproduit décrit dans la proposition A.4.9 effectué dans Gr plutét que dans
Grd de sorte que le groupe fondamental soit toujours un groupe. Une telle définition
est compatible avec celle donnée dans la proposition A.1.26 dans le cas des groupoides
connexes.

Donnons enfin un exemple d’utilisation de la notion de congruence

PROPOSITION (GROUPOIDIFICATION)
Grd est un sous-catégorie réfléchissante de Cat. La réflexion est appelée groupoidifica-
tion.

PREUVE. Soit une catégorie C. Notons I' son graphe sous-jacent et F(C) la catégorie
libre engendrée par le graphe I dont les sommets sont ceux de I'. Les fléches de IV sont
toutes celles de I' auxquelles on ajoute formellement, pour chaque fleche f de I' allant
de z vers y, une fleche f de y vers . On suppose que {f| f fleche de I'} et {f| f fléche
de I'} sont disjoints. Autrement dit, on a formellement ajouté a [ une nouvelle fléche de
sens contraire pour chaque fleche de I'. On peut aussi définir I” comme la somme amal-
gamée de [' et de ['? au-dessus de la discrétisation de I' dans la catégorie des graphes
ou méme, puisque ’adjoint & gauche du foncteur d’oubli préserve les colimites, comme
la somme amalgamée dans Cat de la catégorie libre engendrée par I' et de la catégorie
libre engendrée par I'? au-dessus de la discrétisaton de C. On “quotiente” alors F(C)
par la congruence engendrée par (f, f) ~ (id,), (f, f) ~ (id,) pour chaque f € Mo(C)
et (g, f) ~ (g o f) pour chaque paire composable de C. Le résultat est évidemment un
groupoide noté r(C) et on montre que cette construction induit la réflexion de I'inclusion
Grd — Cat. En particulier, I'unité en C est le foncteur de C vers r(C) dont la partie
objet est I'identité et la partie morphisme consiste & associer a chaque morphisme f de C
la ~-classe d’équivalence correspondante, en d’autres termes, cette unité est donnée par
@~ (voir la proposition A.4.3). On peut constater que ce foncteur peut prendre la méme
valeur pour des morphismes ditincts de C. En fait, si la partie morphisme de 1'unité est
injective pour une catégorie C, tous lesmorphismes de C sont des bimorphismes. Dans
le cas contraire, si on a ho f = go f pour g # h dans C, alors, dans r(C), on obtient
hofof=gofofdonch=g. R

La preuve de la proposition A.4.11 est un cas particulier de la construction d’une caté-
gorie de fractions de C sur une sous-famille de morphismes Y. L’idée est d’inverser
formellement dans une catégorie C les morphismes qui, bien que n’étant pas des isomor-
phes de plein droit, sont tout de méme du point de vue de celui qui étudie les objets de C
tels que ’on voudrait pouvoir les “inverser”. On reprend alors exactement la construction
précédente & un seul détail prés, au lieu d’ajouter une fleche f pour chaque morphisme
de C, on I'en ajoute que pour chaque morphisme de . Conséquemment, on aura des
relations (f, f) ~ (id) et (f, f) ~ (id) uniquement pour les f € .

Cette méthode est extrémement utile et apparait en homologie algébrique pour con-
struire les catégories dérivées (voir [87] chapitre I11.2) ou lon inverse tous les “quasi-
isomorphismes”, c¢’est-a-dire ceux qui induisent des isomorphismes entres les groupes de
(co-)homologie en toutes les dimensions. Il faut faire attention au fait que, dans cet ou-
vrage, on parle de localisation d’une catégorie & la place de catégorie de fractions, or il
existe, dans le cadre de la théorie des catégories de modéles, une notion de localisation
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plus fine (voir [48] et [82]). A ce propos, on prouve justement dans [87] (chapitre I11.4)
qu'une catégorie dérivée est la localisation d’'une catégorie homotopique. Un résultat
analogue, mais exprimé sans faire un usage explicite des localisations, figure dans [49]
au chapitre 2.3. Les catégories de fractions sont aussi utilisées en théorie des catégories
de modéles pour définir la notion de catégorie homotopique, cela consiste “simplement”
a inverser les morphismes de la famille des équivalences faibles (voir [49] chapitre 1). La
référence historique en matiére de catégories de fractions et de leur lien avec la théorie de
I’homotopie est [25]. Les catégories de fractions sont également décrites dans [9] et dans
le 1T chapitre de [2]. Pour finir sur les catégories de fractions, celles-ci sont caractérisées
par la propriété universelle

A.4.12 PROPOSITION (PROPRIETE UNIVERSELLE DES CATEGORIES DE FRACTIONS)
Soit, C une catégorie et 3 C Mo(C). 1l existe une unique (a isomorphisme prés) catégorie
C[>7'] et un unique foncteur Iy : C — C[X7!] tel que pour tout foncteur F: C — A
tel que F'(X) C IsoA, i.e. F envoie tout élément de ¥ sur un isomorphisme de A4 il existe
un unique foncteur G faisant commuter le digramme suivant

CE]
7N
C _ A

A.4.13 REMARQUE
Soit une catégorie C et ¥ C Iso(C), alors C[¥7!] et C sont isomorphes. En particulier, si
G est un groupoide, alors quelquesoit la collection de morphismes X de G, G[X7!] et G
sont isomorphes.

A5 CATEGORIES MONOIDALES

A.5.1 DEFINITION
Une catégorie monoidale est une catégorie C munie d’un foncteur ® défini sur C x C
et & valeurs dans C (on écrira A ® B plutot que ®(A, B)), d’un objet I de C et de
trois transformations naturelles 4 : (/ ® A) — A, l4 : (A®I) — A et aapc :
(A®B)®(C) — (A® (B®(C)) dont chaque composante est un isomorphisme de C. De
plus, on demande que ces trois transformations naturelles soient telles que les diagrammes
suivant commutent :

(A® B)® C) ® D —aasmen= (A® B) ® (C ® D)

|
aABC¢®ZdD (A X ]) QX B —aarB— A ® ([ (29 B)
(A (B (C))®D @AB(C®D) : idasls
| rA®idp V
aA(stC)D [ A® B

A® ((B ® C) & D) —idg®apcp>= A ® (B ® (C &® D))

Siaape, la et ra sont des identités, la catégorie monoidale est dite stricte.
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A.5.2

A5.3

A.54

A.5.5

A.5.6

DEFINITION

Une catégorie monoidale C est dite symétrique si de plus on a une transformation
naturelle sy : (A® B) — (B ® A) dont chaque composante est un isomorphisme de C
et que les diagrammes suivants commutent, :

Al —2 s T® A

(A® B)® C —42%4% _ (Bg A)® C ., %
aAch GB\LAC \A

A®(B®C) B®(1|4®C) A® B sAB BoA
SA(B®C) idpRsac \idA@)B S%A

(B®C)® Ay—" . B (Co A) T e B

Si aape, la, 74 et sap sont des identités, la catégorie monoidale symétrique est dite
stricte.

DEFINITION
Une catégorie monoidale symétrique C est dite fermée lorsque pour chaque objet B de
C, — ® B a un adjoint & droite, on le note (—)5.

REMARQUE
Remarquons que dans une catégorie monoidale symétrique C, pour tout objet B de C,
— ® B a un adjoint a droite si et seulement si B ® — a un adjoint & droite.

On a une notion analogue pour les catégories monoidales

DEFINITION
Une catégorie monoidale C est dite bifermée lorsque pour tout objet B de C, — ® B et
B ® — ont un adjoint a droite.

Dans ce cas bien siir, ’existence d’un adjoint a droite de —® B n’implique pas celle d’un
adjoint & droite de B ® — et wvice versa. Dans cette thése on ne rencontrera que des
catégories monoidales symétriques dont la plupart seront fermées.

A.5.1 EXEMPLES
MONOIDES

Tout monoide (M, u, e), vu comme une catégorie discréte, c’est-a-dire que la collection des
objets est M et dont les seuls morphismes sont les identités , est un catégorie monoidale
stricte en posant ® := p et I :=e.

CATEGORIES CARTESIENNES

DEFINITION (CATEGORIE CARTESIENNE)
Une catégorie C est dite cartésienne lorsque que le produit de toute paire d’objets de C
existe dans C et que C a un objet terminal.

En comparant la définition A.5.6 avec la proposition A.2.12 on constate qu’il ne manque
que les égalisateurs a une catégorie cartésienne pour qu’elle soit finiment compléte.
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A58

A.5.9

A.5.10

PROPOSITION

Toute catégorie cartésienne C peut étre munie d’une structure de catégorie monoidale
symétrique telle que pour tout couple d’objets (A, B) de C, A ® B soit un représentant
du produit de la paire {A, B} dans C

PREUVE. Dans la cas général, on a besoin d’une version globale de ’axiome du choix, dont
nous disposons justement grace a la théorie des ensembles dans laquelle nous travaillons.
En particulier, on a une relation de bon ordre < sur Ob(C) et donc, quels que soient
les objets A et B de C, les <-bornes inférieure et supérieure de {A, B} existent et sont
respectivement notées AN B et AV B. On note I un représentant de I’objet terminal de
C en demandant que [ soit le plus petit élément de <. Pour chaque paire (A, B) d’objets
de C on choisit un représentant de la limite du foncteur

O——=AAB
11— AV B

ou {0,1} est la catégorie disréte ayant deux objets 0 et 1. De plus, on exige que pour
tout objet A de C on ait I ® A = A, c’est-a-dire que 'on choisit A comme représentant
du produit de I et de A. On a donc déja pour tous objets A et B de C, les relations
AR B=B®Aet I A= A®I = A et donc, les transformations naturelles [, r et s
sont des identités. Il ne reste plus qu’a construire la transformation naturelle a, ce qui
se fait en utilisant la proptiété universelle du produit de deux objets, les vérifications qui
s’ensuivent sont fastidieuses mais ne présentent pas de difficultés. W

Dans beaucoup de cas “pratiques”, comme par exemple ceux de Set, Mon, PoSet et plus
généralement Cat, la construction de ® est canonique.

DEFINITION

Dans une catégorie (quelconque) C, on dit qu'un objet A de C est exponentiable (dans
C) lorsque le foncteur — x A admet un adjoint & droite que I'on note (—)%.
PROPOSITION

Tout espace topologique localement compact est exponentiable dans Spc. En particulier,
[0, 1] muni de la topologie classique est exponentiable dans Spc.

PREUVE. C’est un résultat classique en topologie, on le trouve par exemple dans [10].
Par ailleurs, la catégorie Spc est décrite dans la définition B.1.11. W

DEFINITION (CATEGORIE CARTESIENNE FERMEE)
Une catégorie cartésienne est dite fermée lorsque chacun de ses objets est exponentiable.

Set, Mon, PoSet et Cat sont en fait des exemples de catégorie cartésienne fermée. Dans
une catégorie cartésienne fermeée C, un objet X est dit réflexif lorsque X est une rétrac-
tion de X, c’est-a-dire qu'’il existe f € C[X, X*] et g € C[X¥, X] tels que fo g = idxx.
Il est clair que si X est terminal, alors X* l'est aussi en conséquence de quoi tout objet
terminal est réflexif. Les objets réflexifs non trviaux donnent des modéles du A-calcul,
les détails sont disponibles dans le chapitre 5.5 de la partie | de [1]. Dans Set, B est
I’ensemble des applications de A dans B, en conséquence, si X n’est pas un singleton (i.e.
pas terminal), le théoréme de cantor affirme que X ne peut pas étre réflexif dans Set.
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Autrement dit, Set n’a pas d’objet réflexif non trivial.

Remarquons dés maintenant que Spc n’est pas cartésienne fermée. Les détails & propos
de ce fait figurent dans [10].

A.6 SINGULARISATION/REALISATION

La catégorie des espaces topologiques regorge d’objets qui, du point de vue de la topologie
algébrique, sont pathologiques. En fait, on prouve que tout espace toplogique est (homo-
topiquement) équivalent & un espace "raisonable". Pour donner un sens a I'idée d’espace
"raisonable", on choisit un jeu de motifs ! particuliers M et on décide de n’étudier que les
espaces topologiques qui peuvent étre décrits comme un "collage" de copies d’éléments
du jeu de motifs que I'on s’est fixé (réalisation). Inversement, on arrive a "découper" un
espace topologique en morceaux dont la "forme" est un des motifs disponible dans M (sin-
gularisation). Historiquement, les simplexes constituérent le premier jeu de motifs auquel
on s’est intéressé. On parlait alors de topologie algébrique combinatoire. Le formalisme
de la théorie des catégories permet de transposer cette idée & n’importe quelle catégorie C
autre que celle des espaces topologiques, pourvu que les collages soient possibles dans la
catégorie C, c’est-a-dire qu’elle soit co-compléte. En pratique, le choix d’un jeu de motifs
est celui d’une petite catégorie M et d’un foncteur de M dans C. Cette section présente
les deux jeux de motifs les plus couramment rencontrés (les simplexes et les cubes) ainsi
que la singularisation et la réalisation. Cet aspect général de la méthode est résumé de
fagon trés abstraite dans la proposition 3.1.5 de [49]. On trouve le cas des simplexes et
des espaces topologiques dans [25] et [82].

A.6.1 LA CATEGORIE SIMPLICIALE

Puisque les simplexes furent utilisés les premiers, c’est eux que nous présentons d’abord.
Plus pratiquement, les résultats concernant les simplexes seront utilisés pour établir ceux
qui relévent des cubes.

PROPOSITION (CATEGORIE SIMPLICIALE)

On note A la (petite) catégorie dont les objets sont les segment initiaux propres de N
et ayant pour morphismes les applications croissantes entre segments initiaux de N. En
d’autres termes, la catégorie A posséde exactement un objet pour chaque entier naturel
n, cet objet est noté [n] et par définition, il est égal & {0,...,n — 1}; les éléments de
Iensemble A[[n], [p]] sont alors les applications croissantes (au sens large) de [n] vers [p].
Distinguons en particulier pour chaque entier naturel n les morphismes de A suivants :
pour i € [n + 1]

52 [n) [n + 1]
i k sik <1
kE+1 sik>1

le terme "motif" est ici & prendre au sens commun, c’est-a-dire en dehors du contexte mathématique.
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et pour i € [n]

o [+ 1]

[n]

k sik <1

g E{k—1$k>i

Ce sont respectivement les opérateurs faces et dégénérescences simpliciales. On pose alors

A* la sous-catégorie de A engendrée par les morphismes 07°* et A~ la sous-catégorie de
A engendrée par les morphismes o' ’A; autrement dit, les catégories A" et A~ sont re-
spectivement obtenues en ne gardant des morphismes de A que les applications injectives
et surjectives. De plus, tout morphisme f de A s’écrit de fagcon unique sous la forme
f=/fTof ou fT et f~ sont respectivement des morphismes de A" et de A~. Enfin,
les morphismes 0" et ¢/* satisfont les relations suivantes :

1L,A A . o
st 0 07 si0<i<ji<n
1,A n,A
grtbha o gna
(A
’ oA o g i0<j<i<n-—1
i 0d; si0<j<i<n
LA A . o
2":“1 oa;b’ si0<j<i<n
O_nJrl,A o o_n,A o
J ( -

n+1,A n,A : . . .
lop 00, si0<i<j7<n—-1

o B oot  si0<i<j<n
oot =< id sii€{j,j+1}

J
oot sil<j+l<i<n-—1

On trouve d’autres définitions de la catégorie simpliciale qui ne différent de celle-ci que
par un décalage des indices, par exemple, dans [25, 49, 82, 87| et [2], le n®™® objet est
{0,...,n} ce qui correspond plus & la notion géométrique de simplexe au sens o un
simplexe affine de dimension n posséde n + 1 sommets. Nous préférerons cependant
la définition de [59] en raison de ses propriétés algébriques. Tout d’abord, [0] est 1’objet
initial de la catégorie A et [1] son objet final. De plus la catégorie A est monoidale stricte
avec le produit + (foncteur de A x A sur A) défini pour f : [n] — [p] et f': [n/] — [p']
par

fHf I+ 0] [p+ 7]

" {f(k;)siogkgn—l
fllk—=nysin' <k<n+n -1

I'élément neutre étant bien sir donné par idj : [0] — [0]. En notant respectivement
1 et 1 les uniques éléments des ensembles A[[2], [1]] et A[[0], [1]], le triplet (1,4, n) est
un monoide dans A, universel au sens ol pour tout monoide (M ,1',m') d’une catégorie
monoidale stricte (C, *, €), il existe un unique morphisme F : (A, +,idjg) — (C,*,¢) tel
que F([1]) = M, F(u) = u' et F(n) =1/, voir [59]. Par ailleurs, il existe un foncteur D de
A dans I’ensemble ordonné N tel que pour tout morphisme f* de A" et tout morphisme
f~de A7, on a D(srce(ft)) < D(tgt(f)) et D(tgt(f~)) < D(sre(f7)). On dit que A
est une catégorie de Reedy [49].

On définit un ensemble simplicial comme un foncteur de A°? dans Set. La catégorie A™
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A.6.2

est aussi appelée catégorie pré-simpliciale. Informellement, on enléve les opérateurs
dégénérescences simpliciales. La collection des ensembles simpliciaux forme, avec les
transformations naturelles entre ensembles simpliciaux, une catégorie notée SSet. La
méme assertion est valable en remplacant "ensembles simpliciaux" par "ensembles pré-
simpliciaux", la catégorie obtenue est notée PSSet. Chacune de ces catégories est en fait
un topos et en tant que telle, est donc compléte (le produit étant calculé composantes
par?mposantes), co-compléte et cartésienne fermée, voir |60, 31].

A partir de n’importe quel ensemble X, on peut définir I’ensemble simplicial S suivant :
pour chaque entier n € N, S(n) := X "l ¢’est-a-dire ’ensemble des suites de longueur n
a valeurs dans X. En particulier, S(0) ne contient que la suite vide. Pour z € S(n + 1)
on pose S (/") (x) := w0 d"?, c’est-a-dire que le ™ élément de la suite z est supprimé,
en effet 2o 672 (k) vaut (k) si k < i et x(k+1) si i < k. Par ailleurs, pour € S(n)
S (al."’A) (z) := z 00>, cest-a-dire que le i®™ élément de la suite z est dupliqué, en effet

z ool (k) vaut z(k) sik <ietz(k—1)sii<k.

A.6.2 LA CATEGORIE CUBIQUE

PROPOSITION (CATEGORIE CUBIQUE)

On note [J la (petite) catégorie dont les objets sont les ensembles de suites finies de
longueur n € N a valeurs dans [2] = {0, 1}, ¢’est-a-dire que le n°™® (pour n € N) objet de [J
est [2]". On pose pour n € N, i € {0,...,n—1} et e € {0, 1}, 7. Iapplication de 2] vers
[2]" définie par T (L0, oy Ti1, Tiy Tig 1y ooy Tn1) 2= (T0y oo i1, €, Tig 15 05 Tn) C'€St-
a-dire qui “remplace” la *™°¢ coordonnée de (xo,...,z, 1) par €. On définit alors les
opérateurs faces et dégénérescences cubiques par

5Z;D(c) = (co oA )pourn €N €€ {0,1} et i € [n+1]

i,€ min{i,n—1}

n,]

o J(c) :=co 8™ pour n € Net i € [n]

Un ensemble cubique est par définition un foncteur de [1°7 dans Set.

L’avantage d’avoir décrit [] & 'aide de A est de déduire les relations cubiques directement
des relations simpliciales. La catégorie pré-cubique est par définition la sous-catégorie
de [J engendrée par les faces cubiques. Un autre intérét de cette construction est qu’elle
est paramétrée par [2]. En effet, rien ne nous empéche de remplacer [2]™ par X", la
définition de l'opérateur 7', reste la méme au détail prés que € € X. On peut noter Ux
la petite catégorie ainsi obtenue, on a alors un foncteur de Set dans Cat qui a chaque
ensemble X associe la petite catégorie L.

A.6.3 SINGULARISATION

Soit une catégorie C, une petite catégorie M et un foncteur D de M dans C. On appelle
M-ensemble une foncteur de M dans Set. Les M-ensembles muni des transformations
naturelles entre eux forment donc une catégorie de préfaisceaux dont la catégorie des
ensembles simpliciaux (notée SSet) et celle des ensembles cubiques (notée CSet) sont des
cas particuliers. Ainsi, il n’est pas surprenant que le foncteur singularisation S soit
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définit de fagon analogue au plongement de Yoneda (voir le lemme A.1.29) Un objet x de
C est envoyé sur le foncteur

MeP Set

m objet de M : C[D(m), x| objet de Set

g°? : m — m/ morphisme de M? —— C[D(m), x] — C[D(m’), 2] morphisme de Set

Y ———=7v0oD(g)

qui est un objet de Set™” noté S(z)

et tout morphisme f : x — 2’ de C, est envoyé sur la transformation naturelle

S(z) : S(a')
m objet de M®? —— C[D(m), ] — C[D(m), 2'] morphisme de Set
————fod

qui est un morphisme de Set™” de S(z) vers S(2) noté S(f) . Tout est résumé dans le
diagramme commutatif suivant

A.6.4 HOMOLOGIE SINGULIERE
SIMPLICIALE

Dans cette section, on pose M := A et D un foncteur de A dans C, S est le foncteur
singularisation décrit dans la section précédente. On veut définir H, : C — Ab le
n®™¢ (n € N) foncteur d’homologie singuliére (simpliciale) de C (selon D). Etant donné
un objet x de C, on appelle n-simplexe singulier de = tout élément de (S(:L’))(n) =
C[D([n]), x]. On note alors C,(z) le groupe abélien libre engendré par ’ensemble des n-
simplexes singuliers de z. De plus, pour chaque "> on pose d? := (S(z))(87), c’est-a-dire
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I’application

C[D([n +1]), 2] — C[D([n]), z]
s> s0D(oF)

Les relations simpliciales et la fonctorialité de ID donnent alors
df odi* =d}_, o d!™! pour i< j

Chaque d}' induit donc un morphisme de groupe abélien encore noté d et défini sur
Cpy1(z) & valeurs dans C),(x). Les morphismes induits satisfont donc aussi les relations
précédentes. On peut alors poser

n

0, = Z(—l)id;1 morphisme de Ab[C,41(z), Cp ()]

=0

et vérifier, grace aux relations d o d7*' = d? | o di*! pour i < j, que

8n08n+1 =0

Autrement dit, im(9,,1) C ker(d,) ce qui permet de définir le n®™® groupe d’homologie
de x comme ker(9,)|im(8,.1). On vérifie que cette construction est fonctorielle. Notons
enfin qu’il suffit d’avoir un foncteur D de A™ dans Spc, en effet, les dégénérescences

n’apparaissent pas dans la construction.

CUBIQUE

Dans ce qui précéde, la catégorie A n’intervient que dans la forme de J, et formellement,
seul le fait que l'on ait d, o d,,1 = 0 a une importance. Bien str prendre 0, = 0
convient & la construction mais n’a aucun intérét. Il suffit donc, pour avoir une homologie
singuliére dans le cas cubique, de trouver un opérateur non trivial 0, construit & partir
des morphismes “face” cubiques (i.e. d7 = (S(z))(61)) qui vérifie d, 0 J,41 = 0. Bien
entendu, il ne faut pas perdre de vue que le choix du foncteur ID est crucial. On prend

généralement
n

O 1= Z(_l)i(d% - d;fo)

i=1

A.6.5 REALISATION

Soit une catégorie C co-compléte, une petite catégorie M et un foncteur D de M dans
C. On peut alors prouver que le foncteur de singularisation admet un adjoint a gauche
appelé foncteur réalisation. Enfin, la catégorie CM des foncteurs de M vers C est
équivalente & la catégorie des adjonctions entre SetM” et C. La preuve de ce résulat
apparait dans [49] (proposition 3.1.5) pour le cas M := A. Généralement, lorsque 1'on
mentionne le foncteur réalisation sans plus de précisions, on fait référence au cas ou
M := A, C = Spc (la catégorie des espaces topologiques et des fonctions continues) et
D(n) = {(z1, ..., Tpy1) € Ry > 0; 71 + ... + Tpyr = 1} (cf [49], [82] ou [25]).
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B.1.1

APPENDIX

B

TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

Cet appendice résume les résultats de topologie et de topologie algébrique auxquels il
est fait référence dans cette thése. On trouve dans [74], [44], [88], [65], [25], [49], [82]
quasiment tout ce dont on aura besoin mais, selon I'ouvrage, sous des formes trés diverses
et plus ou moins élémentaires. Le premier est focalisé sur I’homologie, le second est un
exposé élémentaire trés clair des notions d’homotopie et d’homologie, les deux suivants
sont trés généraux et d’approche classique, le cinquiéme donne les outils de la topologie
algébrique combinatoire, le sixiéme est consacré aux catégories de modeéles (aboutissement
axiomatique des aspets combinatoires de la topologie algébrique) et le dernier établit un
pont entre les approches classiques et combinatoires. J’ai picoré de ci de 14 dans chacun
d’eux. Quant & ce qui concerne la topologie, n’'importe quel manuel traitant du sujet va
sans doute plus loin que ce qu'il est ici nécéssaire de connaitre. Citons enfin [47] dans
lequel on trouve la définition du groupoide fondamental d’un espace topologique ainsi la
preuve du théoréeme de Van Kampen correspondant. Les idées exposées dans ce livre et
la fagon dont il méle théorie des catégories, groupoides et topologie algébrique, sont a
I’origine de la notion de catégorie fondamentale d’'un espace ordonné développée dans le
chapitre II.

B.1 TOPOLOGIE

DEFINITION (ESPACE TOPOLOGIQUE)

Un espace topologique X est une paire (|X|,7), ou |X| est un ensemble et 7y une
famille de parties de X contenant () et |X|, stable par intersection finie et union quel-
conque.

Formellement :

e lecTet X e,
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B.1.2

B.1.3

B.1.4

B.1.5

e sineNetl,,..U,¢€r, alors

ﬂUk c T,

ke{0,...,n}

e si (U;)icz est une famille d’éléments de 7, alors
U UZ c T

Un élément de 7 est appelé ouvert de X. On dit aussi que 7 est la topologie de X,
que | X| est muni de la topologie Tx, ou encore que Tx est une topologie sur | X|. Par
définition, une sous-partie de X est dite fermée lorsque son complémentaire dans X est
ouvert.

Chaque fois que le contexte est suffisamment explicite, on confondra X et son ensemble
sous-jacent | X]|.

DEFINITION (COMPARAISON DE TOPOLOGIE)
Etant données deux topologies 7 et 7/ sur un méme ensemble, on dit que 7 est plus
grossiére que 7’ (ou que 7’ est plus fine que 7) quand 7 C 7.

PROPOSITION (TREILLIS COMPLET DES TOPOLOGIES SUR | X])

Etant donné un ensemble | X |, ’ensemble de toutes les topologies sur | X | forme un treillis
complet pour la relation C (qui se lit “est plus grossiére que”) dont le plus petit élément
(i.e. la topologies la plus grossiére) est {0, |X|} et le plus grand (i.e. la topologie la plus
fine) P(|X|) c’est-a-dire la topologie dans laquelle toute sous-partie de |X| est ouverte.
De plus la borne inférieure d’une famille de topologies sur X est 'intersection de ses
membres.

PREUVE. On vérifie immédiatement qu’une intersection de topologie est une topologie. B

PROPOSITION (TREILLIS COMPLET DES OUVERTS)

Etant donné un espace topologique X, I’ensemble des ouverts de X, c’est-a-dire 7x, est un
treillis complet pour C (i.e. I'inclusion des sous-parties de | X|) dont le plus petit élément
est () et le plus grand est | X|. De plus, la borne supérieure d’une famille d’ouverts est la
réunion de ses éléments.

PREUVE. D’aprés le troisiéme point de la définition B.1.1, une réunion d’ouverts est un
ouvert. H

DEFINITION

Une famille B C 7 est une base de 7 quand tout élément de 7 peut s’écrire comme une
réunion d’élément de B, autrement dit si tout élément du treillis complet des ouverts
s’écrit comme la borne supérieure d’une sous-famille de B. La famille S de sous-parties
de 7 est une sous-base de 7 lorsque 'ensemble des intersections finies d’éléments de S
constitue une base de 7, on dit alors que § engendre 7.
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B.1.6

B.1.7

B.1.8

B.1.9

B.1.10

B.1.11

DEFINITION (INTERIEUR)
Si A C |X|, d’aprés la proposition B.1.4, on peut définir le plus grand ouvert inclus dans

A, cet ouvert est appelé intérieur de A et noté Int(A) ou A.

En particulier, dans le treillis des ouverts, la borne inférieure d’une famille d’ouverts est
I'intérieur de 'intersection des ses membres. En passant au complémentaire, on obtient
le treillis complet des fermés, dans lequel la borne inférieure d’une famille de fermés est
I'intersection de ses membres. On peut alors définir ’adhérence ou cléture d’une sous
partie A d’un espace topologique X comme le plus petit fermé dans lequel cette partie
est incluse, on Adh(A) ou A.

DEFINITION (DENSITE ET SEPARABILITE)

Un sous-espace D d’un espace topologique X est dit dense dans X lorsque toute sous-
partie de X d’intérieur non vide rencontre D, c’est-a-dire que pour toute sous-partie A
de |X|, si 'intérieur de A n’est pas vide, alors D N A n’est pas vide non plus. L’espace
topologique X est dit séparable si il posséde une sous-partie au plus dénombrable dense
(dans X).

PROPOSITION
Etant donné un espace topologique X et |A| C |X|, (|A|,{|A|NU|U € 7x}) est encore
un espace topologique.

DEFINITION (SOUS ESPACES TOPOLOGIQUES)

Etant donné un espace topologique X et |A| C |X|, A := (JA|,{|A|NU|U € 7x}) est
appelé sous-espace de X. On dit également que A est muni de la topologie induite (par
X) ou que A hérite de la topologie de X. On note A C X

DEFINITION (APPLICATIONS CONTINUES)

Etant donné deux espaces topologiques X; et X5, une application f de | X;| vers | X5| est
dite continue de X; vers X, lorsque pour tout ouvert U de la topologie 7x,, f~1(U) et
un ouvert de la topologie 7y,. 'application (ensembliste) f est est dite sous-jacente a
I’application continue.

PROPOSITION (LA CATEGORIE Spc)

La collection des espaces topologiques avec celle des applications continues forme une
catégorie notée Spc. De plus le foncteur d’oubli U : Spc — Set qui a tout espace
topologique associe son ensemble sous-jacent et a toute application continue associe son
application ensembliste sous-jacente admet un adjoint a gauche et un adjoint & droite.
Les isomorphismes de Spc sont aussi appelés homéomorphismes.

PREUVE. Une composée d’applications continues est continue. Etant donné un ensemble
| X| Padjoint & droite est obtenu en munissant |X| de la topologie réduite a {0, |X|} et
I’adjoint a gauche en munissant | X | de la topologie P (| X|) c’est-a-dire dans laquelle toute
sous-partie de | X | est ouverte.

{0,1X1}

/;\

Spc U Set

\I/

P(IX])
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B.1.12

B.1.13

B.1.14

B.1.15

B.1.16

DEFINITION (VOISINAGE)
Etant donné un espace topologique X et z € |X|, un voisinage de = (dans X) est un
sous-ensemble V' C | X| tel qu'il existe U € 7x qui satisfasse z € U C V.

DEFINITION (ESPACE DE Hausdorff)

Un espace topologique est appelé espace de Hausdorff, ou encore espace séparé au
sens de Hausdorff, lorsque pour tous points distincts = et y de X, il existe un voisinage
V, de z et un voisinage V, de y tels que V, NV, = . Les espaces de Hausdor[f constituent
les objets d’une sous-catégorie pleine de Spc notée Haus.

PROPRIETE
Tout sous-espace d’un espace de Hausdorff est un espace de Hausdorlff.

PROPRIETE
Le produit dans Spc d’une famille d’espace de Hausdorff est un espace de Hausdorff.

PreUVE. R

PROPOSITION (QUOTIENT DANS Haus)

Soit X un espace de Hausdorff. Etant donné ~ une relation d’équivalence sur |X|, il
existe un unique, & isomorphisme prés, objet X . de Haus ainsi qu'une unique application
continue ¢. : X — X telle que pour tout espace topologique Y de Hausdorff et toute
application continue f de X vers Y (i.e. f € Haus[X,Y]) satisfaisant

(561 ~ Ty = f(r1) = f(@))a
il existe une unique application continue g appartenant a Haus[X ., Y] telle que f = g o q..

X

N
7 Y

X

est commutatif dans Haus.
De plus, si ~= {(z1,22)|f(21) = f(22)}, alors g est injective.

PREUVE. Notons ~* I'intersection de toutes les relations d’équivalence sur | X| dont le
graphe est fermé pour la topologie X x X. Cette famille n’est pas vide car elle contient
| X| x | X], i.e. la relation qui identifie tout. De plus, une intersection de sous-parties fer-
mées est fermée, de méme qu’une intersection de relations d’équivalence sur un ensemble
fixé est une relation d’équivalence sur cet ensemble. La définition de ~* a donc un sens.
Considérons maintenant le quotient ensembliste | X|/« que I’on munit de la plus fine des
topologie rendant 1’application ensembliste quotient ¢ (i.e. ¢(x) := [z].+) de |X]| vers
| X'|/~+ continue. Les ouverts de cette topologie sont exactement les sous-parties Y de
| X[/~ tel que ¢~ (Y') est une sous-partie ouverte de X. L’espace topologique résultant
est noté X .. L’application ensembliste ¢ induit une application continue de X vers X_
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B.1.17

B.1.18

B.1.19

notée ¢.. Soit maintenant f une application continue de X vers un espace de Hausdorff
H vérifiant
\V/l‘l,l‘g € |X| T1 ~ Ty = f(l‘l) = f(ﬂ?g),

comme H est un espace de Hausdorff, Ay est fermé dans H x H et comme f X f est
continue (car f lest), (f x f)"'(Ap) est fermé dans X x X. En outre, Ay étant une
relation d’équivalence, il est facile de vérifier que (f x f)~'(Ap) en est une aussi. Enfin,
par hypothése sur f, on a ~C (f x f)"'(Ap) et donc, par définition de ~*, on a ~*C
(f x f)"1(Ap). Donc, il existe une unique application ensembliste |g| € Set[| X |/, |H]|]
telle que | f| = |g| o ¢. Pour conlure, il nous suffit de vérifier que |g| induit une application
continue g de X (dont I’ensemble sous-jacent est | X|/.+) vers H. Or, étant donné un
ouvert O de H, |f|7*(O) = ¢ (|g|™*(O)) est ouvert car f est continue. Par définition
de la topologie dont on a muni | X|/.«, g7'(O) est ouvert. Ainsi |g| induit effectivement
une application continue g de X.. vers H satisfaisant f = g o q..

Par ailleurs, si ~= { (21, 22)| f(21) = f(z2) }, alors nous avons ~*=~ et il vient g([z1].) =
g([z2]~) si et seulement si f(z1) = f(xq) si et seulement si x; ~ x5 si et seulement si
[z1]~ = [x2]~, ainsi g est injective. En particulier, si X est un espace topologique quel-
conque, en appliquant ce qui précéde & ~:= Ay, on construit la counité de ’adjoint a
gauche au foncteur d’inclusion Haus— Spc. &

DEFINITION (RECOUVREMENT)
Un recouvrement d’un ensemble X est un famille (A;);c7r d’ensembles telle que

XgUAi

€T

de plus, si tous les éléments de (A;);c7 sont des ouverts (d’un espace topologique Y'), on
parle de recouvrement ouvert de X. Une sous-famille de (A;);er qui est encore un
recouvrement, de X est appelé sous-recouvrement de (A4;);c7.

DEFINITION (ESPACES COMPACTS)
Un espace topologie X est dit compact lorsque, de tous recouvrement ouvert de X on
peut extraire un sous-recouvrement fini.

Cette définition de la compacité est celle que 1’on trouve dans les manuels anglo-saxons.
Traditionnellement, ’école mathématique francaise définit un compact comme un espace
de Hausdorff qui de plus satisfait la définition B.1.18.

PROPRIETE
Tout sous-espace fermé F' d'un espace compact X est compact. Si de plus X est un
espace (compact) de Hausdorff, alors tout sous-espace compact de X est fermé (dans X).

PREUVE. Rappelons d’abord que, par définition, “ A sous-espace fermé de X” signifie que
A est un sous-espace de X et que |A| est une sous-partie fermée de X. Si (V;);c7 est un
recouvrement, ouvert de A, alors (V);ez U {|X| — |A|} est un recouvrement ouvert de X
qui est compact, on peut donc en extraire un sous-recouvrement de X fini puis, si I’on
enléve | X| — |A| & ce sous-recouvrement fini (si toutefois il en fait partie) on obtient un
sous-recouvrement fini de A.
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B.1.20 PROPRIETE
Tout sous-espace compact d’un espace de Hausdorff X est fermé dans cet espace.

PREUVE. Soit K un compact de X. Etant donné k € K et x € X\K, on trouve un
ouvert V}, contenant k et un ouvert W, contenant x qui sont disjoints. En particulier,
Vi recouvre K qui est compact, on peut donc extraire un sous-recouvre fini V.. Mais
alors, pour x € X\ K, N;W,; est un ouvert contenant = disjoint de K (noter bien que
'intersection est finie). Donc K est fermé. W

B.1.21 COROLLAIRE
Dans un espace de Hausdorff compact, les sous-espaces fermés sont les sous-espaces com-
pacts.

PREUVE. Voir les propriétés B.1.19 et B.1.20. B

B.1.22 PROPRIETE (IMAGE D’UN COMPACT)
L’image d’un compact par une application continue est compacte.

PREUVE. Soit f une application continue et K un compact de 'espace de départ de f.
Si V; est un recouvrement ouvert de f(K), (f~1(V;)) est un recouvrement ouvert de K
qui est compact, on peut donc extraire un sous-recouvrement (ouvert) fini f~!(V}) de K,
et donc V/ est un sous-recouvrement (ouvert) de f(X). W

B.1.23 PROPRIETE (MAXIMALITE DES COMPACTS DE Hausdorff)
Etant donné un ensemble X, les topologies de Hausdorff compactes sont maximales dans
I’ensemble des topologies compactes sur X.

PREUVE. Soit X et X’ deux espaces topologiques compacts ayant le méme ensemble
sous-jacent. On suppose que X est un espace de Hausdorff et que X’ est muni d’une
topologies plus fine que celle de X. L’espace X' est donc séparé au sens de Hausdorff.
La fonction identité sur ’ensemble sous-jacent induit donc une fonction continue ¢ de
X' vers X. Si F’ est un fermé de X', d’aprés la propriété B.1.19 F’ est un compact de
X', comme ¢ est continue, ¢(F") est un compact de X séparé au sens de Hausdorff, donc
d’aprés la propriété B.1.20, ¢(F’) = F’ est un fermé de X. Donc tout fermé de X' est
aussi un fermé de X donc X = X' et ¢ = idx. B

B.1.24 DEFINITION (COMPACTEMENT OUVERT)
Soit un espace topologique X. Une sous-espace A de X est dit compactement ouvert
lorsque pour toute sous-partie compacte K de X (i.e. K C |X| est compact avec la
topologie induite), A N K est un ouvert de K, en d’autres termes, il existe un ouvert U
de X tel que ANK =UnNK.

Tout ouvert est compactement ouvert mais la réciproque est fausse. Les espaces topologiques
dans lesquels cette réciproque est vraie sont particuliéreemnt intéressants
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B.1.25

B.1.26

B.1.27

B.1.28

B.1.29

B.1.30

DEFINITION (ESPACE COMPACTEMENT GENERE)
Un espace topologique X dans lequel toute sous-partie compactement ouverte est ouverte
est dit compactement généré.

La encore, la définition B.1.25 n’est pas standard, aussi la notion recouverte par le terme
“espace compactement généré” varie-t-elle d’une source a ’autre. Dans cette thése nous
serons presque exclusivement confronté a des espaces Hausdorff satisfaisant la definition
B.1.25.

PROPOSITION

Etant donnés une application continue f : X; — X, et un sous-espace A de X7, la
restriction de l'application |f| a |A| notée g (i.e. pour tout élément a de |A|, on a
g(a) := f(a)) induit une application continue de A vers Xs.

DEFINITION (APPLICATION COMPACTEMENT CONTINUE)

Etant donnés deux espaces topologiques X; et X, une application f : |X;| — |X;|
est dite compactement continue lorsque pour toute sous-partie compacte K de Xy, la
restriction de f a K est continue (i.e. f, :x € K —— f(z) € X, est continue).

Toute application continue est compactement continue mais la réciproque est fausse,
cependant

PROPOSITION
Si X7 est compactement engendré, alors toute application compactement continue f :
| X1| — | X3 est continue.

DEFINITION (TOPOLOGIE DES ASTERISQUES)

Etant donné deux espaces topologiques X; et X5, la topologie des astérisques sur
| X1| x | X2| (notée 7*) est la plus fine (i.e. c’est-a-dire contenant toutes les topologies
satisfaisant la propriété suivante) rendant les applications

X1—>(X1 X X277'*) X2—>(X1 X X277'*)

et
T (T, T9) T (11, )

continues pour tout z; € X; et tout x5 € X,. Cela signifie que V C X; x X, est
un ouvert de la topologie des astérisques si et seulement si pout tout x; € X; et tout
xe € Xy, {71} x Xo NV ainsi que X; x {x2} NV sont ouverts respectivement dans
{.Tl} X X2 = (XQ,TXQ) et dans X1 X {xg} = (Xl,TXI).

DEFINITION (TOPOLOGIE POINT A POINT)

Etant donné deux espaces topologiques X; et X5, la topologie point a point sur
S C Set[| X1], | X3|] est la plus petite topologie contenant

{f €set] x|, %]

f(x) e U}
pour chaque x € X; et chaque U ouvert de X5
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B.1.31

B.1.32

DEFINITION (TOPOLOGIE COMPACT-OUVERT)
Etant donné deux espaces topologiques X; et X5, la topologie compact-ouvert sur
S C Set[| X1|, | X2]|] est la plus petite topologie contenant

{f € Set[| X1, | Xall

e o)

pour chaque sous-partie compacte K de X; et chaque U ouvert de X,

Par définition, une base de la topologie point & point est donnée par la famille {f €
S|f(x) € U} pour tout € X; et tout U sous-partie ouverte de X5. De méme, une base
de la topologie compact-ouvert est donnée par la famille {f € S|f(K) C U} pour tout
K sous-partie compacte de X; et tout U sous-partie ouverte de X,. Or tout singleton
est compact, en conséquence la topologie point & point est plus grossiére que la topologie
compact-ouvert. On peut également noter que la topologie point & point est la topologie
compact-ouvert ot la topologie de I’espace de départ X; est remplacée par P(X;). Donc,
plus la topologie sur | X[ est fine, moins il y a de compact de X; et donc plus la topologie
compact-ouvert est grossiére. En revanche, la topologie compact-ouvert est d’autant plus
fine que l'est la topologie sur | Xs|.

Habituellement, S est inclus dans Spc|[ X7, X»] mais dans ce qui suit, nous aurons I’occasion
de travailler avec S := {f compactement continue de X; dans X,} qui, en général, con-
tient strictement les applications continues ainsi qu’avec S := { applications dirigés de
)?1 vers )?;} qui est en général strictement contenu dans Spc[X7, X;|. Insistons encore
sur le fait que la topologie point a point ne dépend que de 7x, alors que la topologie
compact-ouvert dépend autant de 7x, que de 7y,.

Le tableau ci-dessous récapitule les noms et objets de catégories d’espaces topologiques
trés utilisées en topologie algébrique :

Nom Objets (espaces) Morphismes (applications)
Spc topologiques continues
Haus de Hausdorff continues
CHaus compacts de Hausdorff continues
CGHaus | de Hausdorff compactement générés continues
CCHaus de Hausdorff compactement continues

Le résultat suivant récapitule quelques unes de leurs propriétés catégoriques les plus
marquantes :

PROPOSITION
Spc est compléte, cocompléte et posséde une structure de catégorie monoidale symétrique
fermée : étant donné deux espaces topologiques X et Y, X ®Y est donné par la topologie
des astérisques sur | X | x |Y| (produit de | X | et |Y'| dans Set). L’adjoint & droite de —® X
est donné par la topologie point & point sur ’ensemble des applications continues de X
vers Y.

X®Y = (|X| x|Y], topologie des astérisques )

Y* = (Spc[X,Y], topologie point & point )
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B.1.33

De plus on a :

Haus CCHaus

ou i est le foncteur d’inclusion (noter qu’il n’est pas plein) et admet un adjoint a gauche x
qui est plein et fidéle. CGHaus et CCHaus sont équivalentes, chacune d’elles est compléte,
cocompléte and cartésienne fermée. Le produit dans CCHaus est le produit dans Spc et
le homset interne est I’ensemble des applications compactement continues de X vers Y
muni de la topologie compact-ouvert. CGHaus est une sous-catégorie épicoréfléchissante
de Haus. CHaus est une sous-catégorie épiréfléchissante de Haus dont le segment unité est
un cogénérateur et Haus est une sous-catégorie épiréfléchissante de Spc.

PREUVE. Tous les détails sont disponibles dans [10] et [59], & part pour le résultat
d’unicité que 'on trouve dans [83|. Etant donné un espace de Hausdorff X, x(X) :=
(|IX], k(1)) ou k(7) est la famille des sous-parties compactement ouvertes de (X, 7).
L’unité de ’adjonction est
Mo+ X — K(X)
TH———>X

notons que 7, est compactement continue mais, en général, pas continue puisque 7 est
plus grossiére que (7). En fait, ), est continue si et seulement si x(7) = 7, i.e. (X, 7) est
compactement généré. L’application 1, admet de fagon évidente un inverse dans CCHaus
qui est trivialement continue. La co-unité de ’adjonction est

cK(X)— X

TH————>X

Ex

en particulier, si X est compactememnt généré, alors x(7) =7 et ¢, = id, =7, est un
isomorphisme dans Haus aussi bien que dans CGHaus, d’oui I’équivalence entre CCHaus
et CGHaus qui est 'image de k. L’évaluation et I’application transposée (respectivement
notée ev et g pour g : X X Y — Z) sont donnée par leurs homologues dans Set, i.e.

Vi X =Y, Ve e X, ev(f,z) = f(x)

et
Vg: X xY — Z, g:= (2 g(z,—)).

Les applications ev et g sont compactement continues.

Nous donnons ci-dessous les lemmes clés et leurs preuves.

LEMME

Soit X une espace topologique. Les espaces X and x(X) ont les mémes sous-parties
compactes et pour chaque sous-partie compacte K C X, les topologies induites par 7 et
k(7) sur K sont les mémes.

PREUVE. On a 7 C k(7) donc étre compact dans (X ) implique d’étre compact dans X.
Réciproquement, supposons que K est compact dans X et K C U,V ouVie IV, €
k(7). Alors K C U;ez(V; N K) et par définition de x(7), V; N K est ouvert dans K muni
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B.1.34

B.1.35

B.1.36

de la topology induite par 7. Mais K est compact dans X (i.e. compact avec la topologie
induite par 7) dons il existe F C 7 finie telle que K C U,;c#V;, et donc K est également
compcat dans r(X).

Maintenant, étant donné un compact K de X (ou, de fagon équivalente d’apreés la preuve
précédente, de x(X)) on veut vérifier que 7 et x(7) induise la méme topologie sur K. Nou
ssavons déja que celle induite par 7 est plus grossiére puisque 7 C k(7). Réciproquement,
si V € k(r), alors, par définition de k(7), V N K est ouvert dans K muni de la topologie
induite par 7. Il s’ensuit que le deux topologies sont les mémes. W

LEMME
f X — Y est compactement continue si et seulement si g : (X,x(7)) — (Y,0) est
continue ol pour tout point x de X, on a f(z) = g(x).

PREUVE. (f est compactement continue) si et seulement si (pour tout ouvert V de la
topologie 7y et pour tout compact K de X, f~1(V)NK est ouvert dans K) si et seulement
si (g est continue). W

LEMME
Si X est un espace compactement généré, alors f : X — Y est continue si et seulement
si g: X — k(Y) est continue ot pour tout point x de X, on a f(z) = g(x).

PREUVE. La continuité de g implique évidemment celle de f puisque 7v C k(7y). Ré-
ciproquement, soit V' € k(7y) et K compact de X, g(K) = f(K) est compact dans Y car
f est continue, de plus, par définition de x(7y), V N g(K) est ouvert dans ¢g(K) muni de
la topologie induite par 7y. Notons alors

fr : K — f(K) gk : K ——g(K)

et

en fait fx = gx d’aprés le lemme B.1.33 et gx est continue puisque fx 'est. Il vient
que (gx)'(VNg(K)) =g ' (VNgK)NK =g (V)Nglg(K)NK =g (V)NK
est ouvert dans K (muni de la topologie induite par 7), et comme 7 est compactement
généré nous avons g~ (V) ouvert dans 7 et la continuité de g est prouve. B

COROLLAIRE
L’application f: X — Y est compactement continue si et seulement si g : K(X) — K(Y)
est continue ot pour tout point x de X, on a f(z) = g(z).

PREUVE. Notons h : k(X) — Y ou quel que soit le point x de X, on a f(x) = h(x).
D’aprés le lemme B.1.34, f est compactement continue si et seulement si A est continue.
D’aprés le lemme B.1.35 et comme x(7) est compactement généré, h est continue si et
seulement si g est continue. W

Remarquons que I’hypothése Hausdorff n’est pas utilisée dans les preuves, néanmoins,

tous les espaces topologiques auxquels nous seront confrontés sont séparés au sens de
Hausdorff, c’est pourquoi nous laissons de coté les espaces qui ne le sont pas. Par ailleurs,
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B.1.37

B.1.38

B.1.39

si X est séparé au sens de Hausdorff, il en est de méme pour x(X). Nous pouvons
maintenant facilement prouver que s est 'adjoint a droite de 7. Etant donné ¢, : y €
k(Y) — y € Y, nous devons simplement vérifier que pour tout objet X de CGHaus et
tout objet Y de Haus, on a

CGHaus [ X, k(Y)] — Haus[i(X), Y]
f ey 0i(f)

est une bijection. Au regard des applications ensemblistes sous-jacentes, on a 'injectivité.
Le surjectivité découle du lemme B.1.35. B

La catégorie CGHaus est aux yeux de beaucoup celle dans laquelle il est commode de
faire de la topologie algébrique. Il faut cependant faire attention que le produit, méme
binaire, dans CGHaus n’est pas celui de Spc. Heureusement, lorsque I'un des deux termes
d’un produit binaire est “raisonnable”, les deux coincident.

PROPOSITION
Soient X,Y € CGHaus si X ou Y est localement compact, alors leur produit cartésien
dans Haus et dans CGHaus coincident.

Ce sera en particulier le cas avec toute sous-parties de R™ qui sont les objets d’étude de
la topologie algébrique classique.

REMARQUE

Donnons, sur un exemple, une idée du comportement de r, la réflexion de I'inclusion de
Haus dans Spc. Soit X D’espace topologique dont I’ensemble de base est [0, 1] et dont la
topologie est engendrée par la famille des |z, y[ pour z,y € [0, 1] et notée 7. On note alors
que, dans cette topologie, [0, 1] et |0, 1] ne sont pas des ouverts. Cette topologie est donc
strictement plus grossiére que celle induite par celle de R. En fait, les intervalles [0, z]
et ]z, 1] pour x € [0, 1] sont les seuls ouverts de la topologie classique a ne pas étre dans
7. En particulier, ([0, 1], 7) n’est pas un espace de Hausdorff car les seuls ouverts de 7
contenant 0 ou 1 sont de la forme [0, x[U]y, 1] pour = < y. De plus, pour tous réels z et y
appartenant respectivement aux intervalles |0, 1[ et [0, 1] on trouve un ouvert contenant
2 mais pas y ni y, ainsi qu'un ouvert contanant y mais pas x. D’un certaine maniére, la
topologie 7 “distingue” les points z et y de [0, 1] sauf si {x,y} = {0, 1}, on pourrait donc
dire que 0 et 1 sont identifiés. On peut effectivement montrer que r(X) = S', autrement
dit, les deux seuls points qui “posent probléme” sont effectivement identifiés.

Pour illustrer la proposition A.2.17, on va donner une preuve de la cocomplétude de CHaus
sans utiliser le fait que ce soit une sous-catégorie réfléchissante de Haus (dans ce cas il
suffit d’appliquer la proposition A.3.34 et le fait que Haus est compléte et cocompléte).
Pour cela, nous rappelons deux résultats importants en topologie

LEMME (DE TYCHONOFF)
Le produit dans Spc d’une famille d’espace topologique compact est compact et c’est
aussi le produit de cette famille dans CHaus.

Il en résulte immeédiatement
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B.1.40

B.1.41

B.1.42

B.1.43

B.1.44

B.1.45

B.1.46

COROLLAIRE
Le produit de toute famille d’objets de CHaus existe (dans CHaus) et c’est le méme que
le produit dans Spc.

LEMME
Dans CHaus toute paire de morphismes paralléles a un égalisateur. En outre ’égalisateur
dans CHaus est le méme que dans Spc.

f
PREUVE. Soient X T y deux morphismes paralléles, leur égalisateur est
\/

g

{zeX|f2) =g()} = (f,9)7 (Ax)

ou Ax := {(x,z)|z € X} autrement dit la diagonale de X muni de la topologie induite
par X. Affirmer la fermeture de Ay dans X x X équivaut a affirmer que X est un espace
de Hausdorff, donc Ay est fermé. On note (f,g) le produit de f et de g dans CHaus,
c’est-a-dire que pour tout élément = de | X|, on a (f, g)(z) := (f(x), g(z)), c’est donc une
application continue, ce dont on déduit que (f,g) *(Ax) est fermé dans X. L’espace
X étant compact, d’aprés la propriété B.1.19, on peut affirmer que (f,g) '(Ax) lest
également. Enfin, c’est un sous-espace d’un espace de Hausdorff, il est donc lui-méme
séparé au sens de Hausdorff (cf propriété B.1.14). B

COROLLAIRE
CHaus est compléte.

PREUVE. On applique la proposition A.2.12 avec le corollaire B.1.40 et le lemme B.1.41.
|

DEFINITION

Un espace topologique X est dit normal lorsque pour toutes sous-parties fermées dis-
jointes Fi et [ de X, il existe deux sous-parties ouvertes disjointes O et O, de X, telles
que F; C O; et £y C Os.

PROPRIETE
Tout espace de Hausdorff compact est normal

LEMME (DE SEPARATION DE URYSOHN)
Un espace topologique X est normal si et seulement si pour toutes sous-parties fermées
disjointes Fy et F de X, il existe une application continue f de X vers [0, 1] telle que

Vo € Fy, f(ZL‘Q) =0etVx, € Fi, f(l‘l) =1.

LEMME (D’EXTENSION DE URYSOHN)

Un espace topologique X est normal si et seulement si pour toute sous-partie fermée F'
de X et pour toute application continue f de F' vers R, il existe une application continue
g de X vers R qui prolonge f, c’est-a-dire que pour tout point x de F', on a g(z) = f(z).
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B.1.47

B.1.48

B.1.49

B.1.50

B.2.1

COROLLAIRE
Le segment unité est un cogénérateur de CHaus.

PREUVE. Soient f et g deux applicaions continues distinctes définies sur X et a valeurs
dans Y (i.e. f,g € Spc|X,Y]), il existe un point = de X tel que f(z) # g(z), comme YV
est un espace de Hausdorff, tout singleton de Y est fermé, d’aprés le lemme B.1.45, on a
donc une application h € SpclY, [0, 1]] = CHaus[Y; [0, 1]] (car Y et [0, 1] sont des espaces
de Hausdorff compacts) telle que h(f(x)) = h(g(x)). B

Pour finir, il nous faut caractériser les monomorphismes de CHaus.

PROPRIETE
Les monomorphismes de CHaus sont les morphismes de CHaus dont I’application ensem-
bliste sous-jacente est injective.

PREUVE. Soit une application h € CHaus[X, Y] telle qu’il existe deux points g et x;
de X tels que z¢ # 1 et h(zg) # h(x1). Considérons alors le singleton {x}, muni de la

f

topologie discréte, c’est un espace compact de Hausdorff. Soient alors {x} - X

~_ 7
g

tel que f(*) := xp, g(*¥) = z1. On a clairement f # g alors que ho f = hog. Donc
I’application sous-jacente de tout monomorphisme de CHaus est injective, la réciproque
est triviale. H

COROLLAIRE
CHaus a une bonne notion de sous-objet.

On peut maintenant conclure

PROPRIETE
CHaus est cocompléte.

PREUVE. Les corollaires B.1.42, B.1.47 et B.1.49 permettent d’appliquer la proposition
A217. 1

B.2 TOPOLOGIE ALGEBRIQUE ELEMENTAIRE

On rappelle ici les définitions et résultats de base de la topologie algébrique, on donne
en particulier les notions de groupes et groupides fondamentaux et le théoréme de Ven
Kampen pour les groupoides fondamentaux. Par la suite, on fera une comparaison avec
la notion de catégorie fondamentale, celle-ci n’a de sens que par rapport a la notion de
groupoide fondamental.

DEFINITION (DROITE REELLE ET SEGMENT UNITE)
La droite réelle est ’ensemble des réels R muni de de sa topologie classique, c¢’est-a-dire
celle dont une base est la famille

{la,b|a < beR}
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B.2.2

B.2.3

le segment unité est I'intervalle [0, 1] muni de la topologie induite par celle de de la
driote réelle.

De facon analogue, on définit le carré unité, le cube unité et plus généralement
I’hypercube unité de dimension n € N.

DEFINITION (CHEMIN)
Un chemin est un morphisme de Spc dont la source est le segment unité. Autrement dit
c’est une application continue définie sur [0, 1].

DEFINITION (HOMOTOPIE)
Etant donnés deux chemins vq,v; € Spc[[0, 1], X] tels que v5(0) = 71(0) =: x et (1) =
7 (1) =: y, une homotopie entre 7 et 7, est par définition un morphisme H appartenant
a Spc[[0,1] x [0,1], X] dont la source est le carré unité et tel que pour tout réel ¢ de
lintervalle [0, 1], on a

H(0,t) = 0(t) et H(1,t) =7()

H(t,0)=xzet H(t,1) =y.

Dans ce cas, on dit que vy et 7; sont homotopes.

Yo

N

Une homotopie doit étre vue comme une famille de chemins, c’est-a-dire les applications
continues H (s, —), qui “passe continuement” de vy & y; et vice versa. Plus formellement,
en profitant de la structure cartésienne fermée de CGHaus et en supposant que X soit
également 'un de ses objets, on peut voir H comme un chemin entre v, et v, dans
X1, Le schéma ci-dessus représente H (s, —) pour différentes valeurs de s d’une certaine
homotopie H & valeurs dans R2. Il faut bien noter que, dans une homotopie, les roles de
la premiére et de la seconde variables ne sont pas les mémes. La premiére variable est
appelée paramétre de déformation le seconde paramétre temps

B.2.1 GROUPES ET GROUPOIDES FONDAMENTAUX

Pour tout ce qui concerne les groupoides fondamentaux, on pouura consulter [47]|. Soit
X un espace topologique, donc un objet de Spc. Le graphe des chemins de X a pour
ensemble de sommets |X| et pour tous éléments x et y de |X|, 'ensemble des fléches de
x vers y est ’ensemble des chemins de = vers y sur X, i.e.

{7 € Spel[0, 1], X]|7(0) = w et (1) =y }
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B.2.4

Pour toute fléche v de ce graphe, on pose bien entendu src(y) := v(0) et tgt(y) := v(1).
Considérons alors F(.X) la catégorie libre engendrée par le graphe des chemins de X. Rap-
pelons que, par construction, tout morphisme de F(X) est un triplet (y, (ay, ..., a1), )
ot (au,, ..., 1) est suite composable de fléches du graphe des chemins sur X et 7,(0) = =
et 7,(1) = y. Etant donnés deux morphismes (y, (o, ...,a1),z) et (v, (By, ..., 01),2’) de
F(X), on pose alors m := max{n,n'} puis

a:[0,1] X
ag(mt — (k—1)) simtelk—1k
t { a,(1) simt >n+1
et
8:10,1] X
Br(mt — (k—1)) simte[k—1k
t { B (1) simt >n'+1
On peut finalement poser (y, (ay, ..., @1),2) ~ (¥, (Bu, ..., 1), 2’) si et seulement si, par

définition, o et (3 sont homotopes.

LEMME
La relation ~ définie précédemment est une congruence sur F(X).

PREUVE. La réflexivité et la symétrie de la reltion ~ sont évidentes. La transitivité vient
du fait que I'on peut “concaténer” les homotopies par rapport au parameétre de déforma-
tion tandis que la compatibilité découle de la concaténation par rapport au parameétre
temps. Graphiquement

v v

pour la transitivité et

a B Bo
O!/ ﬁ/ ﬁ’o/

pour la compatibilité. Dans les schémas précédents, les | représente ’existence d’une

homotopie entre les o, § et v qui doivent étre pris comme dans la définition de ~. La
concaténation Ja n’est pas définie de fagon canonique mais pour fixer les idées, on peut

poser
B2 [0, 1] X

{ a(2t) sitelo,
t— 1
2

B2t —1) site[s,1].
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B.2.5

B.2.6

B.2.7

B.2.8

On note la similitude avec les transformations naturelles. W

PROPRIETE
Avec les notations précédentes, F(X)/. est un groupoide.

PREUVE. Notons tout d’abord que les chemins constants représente les identités. Puis,
soit v un chemin de X, autrement dit un représentant d’un ~-clasee d’équivalence, le
chemin

§:[0,1]] ——X

t———7(1 -1

induit I'inverse de v dans F(X)/.. &

La propriété B.2.5 justifie la terminologie

DEFINITION (GROUPOIDE FONDAMENTAL)
Le groupoide fondamental d’un espace topologique X est, par définition, F(X)/..

PROPRIETE (FONCTEUR )
La notion de groupoide fondamental induit un foncteur de Spc vers Grd noté .

PREUVE. Un morphisme f € Spc[X, Y] induit un morphisme du graphe des chemins de
X vers le graphe des chemins de Y, en effet, si x,y € | X|, alors f(z), f(y) € |Y] et si v
est un chemin sur X, alors f o~ est un chemin sur Y. Ce morphisme de graphe est a son
tour transformé en un morphisme de petites catégories (foncteur) de F(X) vers F(Y') et
enfin, d’apreés la proposition A.4.3, le foncteur quotient ¢/ transforme ce morphisme en
un morphisme de F(X)/. vers F(Y)/. car on vérifie que

/

(y, (Oén, ---7a1>7'r) ~ (y ) (&;1/, "'7O/1>7'r/>

Y
(v, (f(an), .y flar),x) ~ (s (flah), ., flad)), )

en effet, si H est, avec les notations utilisées dans la construction du groupoide fonda-
mental, une homotopie qui permet de montrer la prémisse de I'implication ci-dessus, alors
f o H est une homotopie qui montre la conclusion. H

DEFINITION (ESPACE CONNEXE PAR ARC)

Un espace topologique X est dit connexe par arc si et seulement si par définition, pour
tous points = et y de X, il existe un chemin de = vers y dans X. En général, pour tout
espace topologique X et tout point x € X, la composante connexe par arc de x est le
plus grand sous-espace connexe par arc de X contenant x.

{z} est bien entendu toujours un sous-espace connexe par arc de X contenant x et une
réunion quelconque de sous-espace connexe par arc contenant x est encore un tel sous-
espace. Il suffit pour s’en convaincre de penser que ’on peut aller de n’'importe quel point
de cette réunion & n’imorte quel autre en “passant” par x. Ceci justifie la définition de
composante connexe par arc de x.
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B.2.9

B.2.10

B.2.11

LEMME
Un espace topologique est connexe par arc si et seulement si son groupoie fondamental
est connexe (au sens de la définition A.1.25).

PREUVE. Soient = et y appartenant a |X|, puisque X est connexe par arc, il existe un
chemin v de = vers y dans X, il s’ensuit que (y,(7),z) est une fleche du graphe des
chemins de X et donc que F(X)[z,y] n’est pas vide. Réciproquement, soient z et y deux
points de X, puisque 71 (X) est connexe au sens de la définition A.1.25, 7 (X)[z,y] est
non vide. Par construction de 71 (X), F(X)[x,y] n’est pas vide non plus, il existe donc
une suite finie (7, ..., 7o) de chemins de X tels que pour tout indice k£ dans {0, ...,n — 1},
Y6(1) = 1%+1(0), 0(0) = z et 7,(1) = y, on en déduit qu’il existe un chemin de z vers y
dans X. L’espace topologique X est donc connexe par arc. Bl

DEFINITION (GROUPE FONDAMENTAL)

Par définition, le groupe fondamental d’un espace topologique connexe par arc X est
le groupe fondamental de son groupoide fondamental. On étend cette notion aux espaces
topologiques qui ne sont pas connexes par arc de facon évidente en définissant pour tout
point z € X le groupe fondamental de X au point x comme le groupe fondamental
de la composante connexe par arc de x. On dit alors qu’'un espace topologique est
simplement connexe lorsque pour tout point x € X, le groupe fondamental de X au
point x est trivial.

Noter I'analogie de ces définitions avec celles de composante connexe d’un groupoide et
de groupe fondamental en un point x d’un groupoide. Plus formellement, les notions de
groupe fondamental du groupoide m; X au point = et de groupe fondamental de 1’espace
topologique X au point x définissent deux groupes “canoniquement” isomorphes.

Dans la plupart des manuels de topologique algébrique, la définition de simple connexité
contient 'hypothése que ’espace topologique est également connexe par arc. En effet,
la simple connexité au sens de la définition B.2.10 n’implique pas celle de connexité par
arc. Tout espace topologique discret qui n’est pas réduit & un point est un exemple ou
I’on a la simple connexité sans la connexité par arc. On choisit la notion plus faible pour
pouvoir énoncer la proposition V.0.32.

LEMME

Un espace topologique X est simplement connexe si et seulement si son groupoide fon-
damental est un préordre, autrement dit quels que soient les éléments x et y de X,
m1(X)[z,y] contient au plus un élément.

PREUVE. Soit z,y € X, supposons que m1(X)[x,y| contienne au moins deux éléments
distincts, par exemple « et 3. Alors 37! o a # id, sinon on aurait 3o 37! oa # 3o id,,
i.e. a = (3 ce qui est une contradiction. La réciproque est triviale. B
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B.2.2 EXEMPLES DE GROUPOIDES ET DE GROUPES FONDAMENTAUX
LE SEGMENT UNITE

Le goupoide fondamental du segement unité 7, ([0, 1]) est le préordre chaotique sur [0, 1]
et donc son groupe fondamental est trivial.

LE CERCLE

Par définition S! := {(z,y) € R?*|y/22 + y2 = 1} muni de la topologie induite par celle
de R?. Les objets de m;(S?) sont les élément de |S!| et pour chaque d’objets (a,b) on a
un morphisme distingué ~,; qui va de a vers b dans le sens trigonométrique et d,; qui
va de a vers b dans le sens des aiguilles d’'une montre. Le groupoide 7 (S") est engendré
par la famille {7,4, das|(a,b) € | S| x |S?|} avec les relations suivantes :

® Ypa O 5a,b = Z.da
o 5b,a O Yab = Z.da
® Vb0 © Yab = Yaa
L4 5b,a O 0g,p = 5a,a

Va,a doit étre compris comme le chemin qui tourne une fois autour du cercle dans le sens
trigonométrique et d,, dans le sens des aiguilles d’'une montre.

B.2.3 THEOREME DE VAN KAMPEN

On donne ici la version adaptée aux groupoides fondamentaux.

B.2.12 PROPOSITION (THEOREME DE VAN KAMPEN)
Soit X, Xy deux sous-espaces d'un espace topologique X tels que X soit la réunion des
intérieurs de X; et de Xs.

X,CX XCX X=X,UX,

Posons X, := X; N Xs. Les applications ¢; : Xg — Xi,i5 1 Xg — X5,71 : X7 — X et
J2 : X9 — X les inclusions canoniques. Les diagrammes suivants

X 1(X)
SN e
X 1somme amalgammée 3. ¢ 2 X 1 ) somme amalgammeée 7T1 X 2)
XO XO)

sont des sommes amalgamées respectivement dans Spc et Grd.

PREUVE. Une démonstration détaillée est disponible au 17¢™€ chapitre de [47].
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~,~composables, 304

V-treillis, 285

N-treillis, 285

n-simplexe singulier, 315

U,-grande (catégorie), 273

U,-petite (catégorie), 273

égalisateur, 288

épi-réfléchissante, 302

épimorphisme, 275

équivalence (de catégorie) fibrée, 293

équivalence (de catégories), 293

équivalence faible, 263

équivalentes (catégories), 293

état admissible, 174

étiquetage, 176

évaluation, 32

Cantor (paradoxe de), 271

Hausdorff (espace topologique (séparé au
sens) de), 320

Yoneda inversible, 102

adhérence, 319

adjoint a droite, 293

adjoint a gauche, 293
adjoints (foncteurs), 293
algébre de Heyting, 116
anodin (morphisme), 155
antisymeétrique (relation), 284
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application de transformations naturelles,
280

application dirigée, 27

astérisques (topologie des), 323

atlas dirigé, 247

atteignable (point), 174

autofoncteur, 112

Automate de dimenion supérieure, 176

automorphisme, 275

base (d’une fibration), 294

base (de topologie), 318

base d’un cone dans une catégorie, 287
base topologie, 318

bifermée (catégorie monoidale), 310
bimorphisme, 275

BNSO, 291

bonne notion de sous-objet, 291
boucle, 72

brindille (d’un corail), 157

but, 270

cone dans une catégorie, 287

calcul de fractions a droite et a gauche,
106

calcul de fractions a gauche, 106

Caml (langage de programmation), 187

carré unité, 330



cartésien (morphisme), 294

cartésienne (catégorie), 310

catégorie, 269

catégorie de fractions, 308

catégorie topologiqument concréte, 223

catégorie (formelle), 269

catégorie a chemins, 213

catégorie a chemins topologiquement con-
créte, 223

catégorie de composantes d’un espace or-
donné, 118

catégorie de modéles, 263

catégorie des composantes
d’une petite catégorie, 113

catégorie des dichemins, 64

catégorie des factorisations, 83

catégorie des préfaisceaux, 285

catégorie fondamentale (modulo une no-
tion d’homotopie), 216

catégorie fondamentale d’'un espace or-
donné, 62

catégorie libre engendrée (par un graphe),
271

catégorie monoidale, 309

catégorie pré-cubique, 314

catégorie pré-simpliciale, 314

ced, 58

cercle dirigé (catégorie), 195

chaine (ensemble ordonné), 284

changement de base, 108

chaotique (préordre), 298

chemin (sur un espace topologique), 330

chemin dirigé sur un espace ordonné, 45

cloture topologique, 319

classe, 274

co-égalisateur, 288

co-changement de base, 108

co-générateur, 291

co-réfléchissante (sous-catégorie), 302

co-unité (d’une adjonction), 293

cocone dans une catégorie, 288

cocompléte (catégorie), 290

cofibration, 263

colimite d’'un foncteur, 288

compact (espace topologique), 321

compactement continue (application), 323

336

compactement généré, 323

compactement ouvert, 322

comparables, 153

compatible, 223

compléte (catégorie), 290

complet (ensemble ordonné), 56

composante connexe d’un objet d’un groupoide,
284

concaténation (dans une catégorie a chemins),
214

condition de chaine dénombrable, 58

congruence généralisée (sur une catégorie),
304

connexe (groupoide), 283

connexe par arc (espace topologique), 332

constant (morphisme), 276

continue (application), 319

convexe (pour <y), 48

coproduit (dans une catégorie), 288

corail, 154

correspondance de Galois, 299

courant, 231

cube unité, 330

cube unité dirigé, 31

décomposition, 271

dénombrable, 52

dense (sous-partie d’un espace topologique),
319

dents (d’un peigne dirigé), 35

dichemin sur un espace ordonné, 45

dihomotopie concréte, 224

dihomotopie dans un espace ordonné, 46

dimap, 27

directe (catégorie), 80

discrétisation, 303

discréte (catégorie), 277

domaine de dihomotopie, 224

domaine de dihomotopie admissible, 224

droite de Suslin, 59

droite réelle, 329

droite réelle dirigée, 31

duale (catégorie), 281

effacement (propriétés d’), 282
ehsemble cubique, 314
endofoncteur, 112



endomorphisme, 275

ensemble, 274

ensemble totalement ordonné, 48
ensemble partiellement ordonné, 284
ensemble préordonné, 282
ensemble simplicial, 313
entrelacement, 170

espace avec relation, 38

espace dirigé, 228

espace dirigé de dimension n, 31
espace localement ordonné, 248
espace partiellement ordonné, 26
exponentiable (objet), 311
extension linéaire, 80

faiblement inverible au sens de Yoneda,
206

famille co-génératrice, 291

famille de processus indépendante, 172

famille génératrice, 291

fermé d’un espace topologique, 318

fermée (catégorie monoidale symétrique),
310

fibration, 263

fibration (foncteur), 294

fibre au-dessus, 294

fidele (foncteur), 276

finie (catégorie), 282

finiment cocompléte (catégorie), 290

finiment compléte (catégorie), 290

finiment générée (catégorie), 282

fleches (d’un graphe), 270

flot, 230

foncteur, 271

futur (foncteur), 101

générateur, 291

géométrique (catégorie), 114

geomview (outil de visualisation 3D), 187
grande catégorie, 273

graphe des dichemins, 61

groupe, 283

groupe fondamental (d’un espace topologique),

333

groupe fondamental (d’un groupoide con-
nexe), 284

groupoide, 283

groupoide fondamental (d’un espace topologique),

332
groupoidification, 308

HDA, 176

homéomorphisme, 319

homologie, 262

homotopes (chemins), 330

homotopie (classique), 330

homotopie dirigée dans un espace ordonné,
46

homotopie dirigée généralisée, 220

hypercube unité, 330

hypercube unité dirigé, 31

image d’un foncteur, 301

image d’une application dirigée, 29

inclusion (foncteur d’), 301

indécomposable (ensemble ordonné), 92

initial (objet), 276

intérieur (d’une sous-partie d’un espace
topologie), 319

inverse (catégorie), 80

inversible au sens de Yoneda, 102

isomorphisme, 275

isomorphisme de catégories, 277

isomorphismes (paire d’objets), 276

limite d’un foncteur, 288
loi d’échange entre - et o, 280

manche (d’un peigne dirigé), 35
maximal (élément d’un poset), 154
minimal (élément d'un poset), 153
monoide fondamental, 245
monoidification, 306

monomorphisme, 274

monotone (application entre posets), 199
morphisme, 270

morphisme d’espace ordonné, 27
morphisme de po-espace, 27

non borné (ensemble), 48

normal (espace topologique), 328

normalisé (espace localement ordonné),
251

notion d’homotopie sur une catégorie a
chemins, 217



objet segment, 210

objets, 270

ordinal, 80

oubli (foncteur d’), 223

oubli de la direction (foncteur d’), 176
ouvert (d’un espace topologique), 318

paralléles (morphismes), 275

passé (foncteur), 101

pbf, 154

pbp, 154

PCH, 216

peigne dirigé, 35

petite catégorie, 273

philosophes (espace ordonné des deux ),
182

plein, 276

pleine (sous-catégorie), 301

plus fine que (comparaison de topologies),
318

plus grossiére que (comparaison de topolo-
gies), 318

po-espace, 26

po-espace dual, 30

point (d’un objet d’une catégorie), 291

point & point (topologie), 323

point de branchement dans 1 futur, 154

point de branchement dans le passé, 154

point mort, 174

poset, 284

précédence, 38

préfaisceau, 285

préordre, 282

préservation des co-limites (foncteur), 297

préservation des limites (foncteur), 297

produit (dans une catégorie), 288

produit fibré, 288

propre (décomposition), 271

propriété de congruence homotopique, 216

propriété de I’ensemble des solutions, 298

pure, 72

quotient (foncteur), 305
quotients d’une catégorie, 305

r-espace, 38
réalisation (foncteur de), 316

338

réflechissante (sous-catégorie), 302

réflexif (objet), 311

réflexion, 302

rétraction, 275

rang (d’une catégorie), 273

recouvrement (d’un ensemble), 321

recouvrement ouvert, 321

reflet, 302

relation de précédence, 38

repléte (sous-catégorie), 301

représentable (foncteur), 223

représentation du cercle dirigé, 222

représentation finie du cercle dirigé, 222

représentation partielle du cercle dirigé,
222

sémaphore, 169

séparable (ensemble ordonné), 56

séparable (topologie), 319

sans boucle (catégorie), 72

section, 275

segment final, 48

segment initial, 48

segment unité, 330

segment unité dirigé, 31

semi inverible au sens de Yoneda, 205

semi-anneau commutatif unitaire, 91

simplement connexe (espace topologique),
333

singularisation (foncteur de), 314

somme amalgamée, 288

sommet, 270

sommet d’un cone dans une catégorie, 287

source, 270

sous-base de topologie, 318

sous-catégorie, 300

sous-catégorie engendrée, 301

sous-espace (topologique), 319

sous-jacent (graphe d’une catégorie), 270

sous-objet, 291

sous-partie croissante, 48

sous-partie décroissante, 48

squelette d’une catégorie, 307

squelettique, 277

stricte (catégorie monoidale symétrique),
310



stricte (catégorie monoidale), 309
Suisse (drapeau dirigé), 181

suite composable (de morphismes), 270
symétrique (catégorie monoidale), 310

terminal (objet), 276

topologie, 318

topologie compact-ouvert, 324
topologique (espace), 317
torsadée (catégorie), 82

total (ordre), 284

transformation naturelle, 277
traverser un point de branchement, 155
treillis complet, 285, 300

treillis inférieur, 285

treillis supérieur, 285

type fini (groupe abélien de), 261

unité (d’une adjonction), 293
univers, 272

vaste (sous-catégorie), 301

339



340



BIBLIOGRAPHIE

[1] Hendrik Pieter Barendregt. The Lambda Calculus its syntaz and semantics, volume
103 de la série Studies in Logic and the Foundations of Mathematics. North-Holland,
édition corrigée, 1984. seconde impression.

[2] Michael Barr. Acyclic Models, volume 17 de la série CRM Monograph. American
Mathematical Society, 2002.

[3] Hans Joachim Baues. Algebraic Homotopy. Numéro 15 de la série Cambridge Studies
in Advanced Mathematics. Cambridge University Press, 1989.

[4] Hans Joachim Baues. Combinatorial Homotopy and 4-Dimensional Complezes, vol-
ume 2 de la série De Gruyter expositions in Mathematics. Walter de Gruyter, 1991.

[5] Hans Joachim Baues. Combinatorial Foundation of Homology and Homotopy.
Springer Monographs in Mathematics. Springer, 1999.

|6] Hans Joachim Baues et Gunther Wirsching. Cohomology of small categories. Journal
of Pure and Applied Algebra, 38, 1985.

[7] M.A. Bednarczyk, A.M. Borzyszkowski et W. Pawlowski. Generalized congruences-
epimorphisms in Cat. Theory and Applications of Categories, 5(11), 1999.

|8] Garett Birkhoff. Lattice Theory, volume 25 de la série Colloguium Publications.
American Mathematical Society, troisiéme édition, 1995. édition originale 1940.

[9] Francis Borceux. Handbook of Categorical Algebra 1 : Basic Category Theory, vol-

ume 50 de la série Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge
University Press, 1994.

341



[10] Francis Borceux. Handbook of Categorical Algebra 2 : Categories and Structures,
volume 51 de la série Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge
University Press, 1994.

[11] Francis Borceux. Handbook of Categorical Algebra 3 : Categories of Sheaves, vol-
ume 52 de la série Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge
University Press, 1994.

[12] Martin R. Bridson et André Haefliger. Metric spaces of non-positive curvature,
volume 319 de la série Grundlehren der mathematischen Wissenschaften. Springer,
1999.

[13] Peter Bubenik.  Context for models of concurrency. Dans proceedings of
GETCO’2004, Electronic Notes in Theoretical Computer Science. Elsevier, 2005.
disponible sur internet http://igat.eplf.ch/bubenik/papers/.

[14] Scott D. Carson et Paul F. Reynolds Jr. The geometry of semaphore programs. ACM
Transactions on Programming Languages and Systems, 9(1):25-53, janvier 1987.

[15] René Cori et Daniel Lascar. Logique mathématique tome 1. Sciences Sup. Dunod,
2003.

[16] René Cori et Daniel Lascar. Logique mathématique tome 2. Sciences Sup. Dunod,
2003.

[17] Edsger W. Dijkstra. Cooperating sequential processes. Dans Programming Lan-
guages: NATO Advanced Study Institute, pages 43-112. Academic Press.

[18] Samuel Eilenberg. Ordered topological spaces. American Journal of Mathematics,
(63):39-45, 1941.

[19] Ulrich Fahrenberg. Higher-Dimensional Automata from a topological viewpoint. thése
de doctorat, Department, of Mathematical Science at Aalborg University, aotit 2005.

[20] L. Fajstrup et S. Sokolowski. Infinitely running processes with loops from a geo-
metric view-point. Flectronic Notes in Theoretical Computer Science, Proceedings
of GETCO’00, 2000.

[21] Lisbeth Fajstrup. Loops, ditopology and deadlocks. Mathematical Structures in
Computer Science, 10(4):459-480, aotit 2000.

[22] Lisbeth Fajstrup. Dicovering spaces. Homology, Homotopy and Applications, 5(2):1—
17, 2003.

[23] Lisbeth Fajstrup. Dipaths and dihomotopies in a cubical complex. Advances in
Applied Mathematics. a paraitre.

[24] Lisbeth Fajstrup, Eric Goubault, Emmanuel Haucourt et Martin Raussen. Compo-
nent categories and the fundamental category. APCS, 12(1):81-108, février 2004.

342



[25] P. Gabriel et M. Zisman. Calculus of fractions and homotopy theory, volume 35 de
la série Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Springer Verlag, 1967.

[26] P. Gaucher. About the globular homology of higher dimensional automata.
disponible & math.CT /0002216, 2000.

[27] Philippe Gaucher. A model category for the homotopy theory of concurrency. Ho-
mology, Homotopy and Applications, 5(1):549-599, 2003.

[28] Philippe Gaucher. The homotopy branching space of a flow. Electronic Notes in
Theoretical Computer Science, 100:95-109, 2004.

[29] Philippe Gaucher. T-homotopy and refinement of observation : Introduction.
ArXivmath.AT /0505152, a paraitre dans ENTCS, 2005.

[30] Robert Ghrist et Valerie Peterson. A geometric approach to di-
path  classification on  process graph. disponible  sur internet
http://www.math.uiuc.edu/ ghrist/preprints/, 2005.

[31] Robert Goldblatt. Topoi The Categorial Analysis of Logic, volume 98 de la série
Studies in Logic and The Foundations of Mathematics. North-Holland, 1984. édition
corrigée.

[32] Eric Goubault. The Geometry of Concurrency. thése de doctorat, Ecole Normale
Supérieure, 1995. disponible sur internet http://www.dmi.ens.fr/~goubault

[33] Eric Goubault. Geometry and concurrency: A users’ guide. Mathematical Structures
in Computer Science, 10(4):411-425, aotit 2000.

[34] Eric Goubault. Labelled cubical sets and asynchronous transition systems: an ad-
junction. Dans proceedings of CMCIM’02, volume 68.1 de la série ENTCS. Elsevier,
2002.

[35] Eric Goubault et Emmanuel Haucourt. A practical application of geometric seman-
tics to static analysis of concurrent programs. Dans Martin Abadi et Luca de Alfaro,
éditeurs, CONCUR 2005 - San Francisco, CA, USA 23-26 aotit. Proceedings, volume
3653 de la série Lecture Notes in Computer Science. Springer, 2005.

[36] Marco Grandis. Directed homotopy theory, II. homotopy constructs. Theory and
Applications of Categories, 10(14):369-391, 2002.

[37] Marco Grandis. Directed homotopy theory, I. the fundamental category. Cahiers
Top. Géom. Diff. Catég, 44:281-316, 2003. version préliminaire: Dip. Mat. Univ.
Genova, Preprint 443 (octobre 2001). révision: 5 novembre 2001, 26 p.

[38] Marco Grandis. Directed combinatorial homology and noncommutative tori.
Math. Proc. Cambridge Philos.Soc., (138):233-262, 2005.  version préliminaire
(preprint 480) sur internet http://www.dima.unige.it/ grandis/Bsy.ps.

[39] Marco Grandis. The shape of a category up to directed homotopy. Theory and
Applications of Categories, 15(4):95-146, 2005. disponible sur internet.

343



[40] Stephan Haar. On cyclic orders and synchronization graphs. Rapport technique
4007, INRIA, octobre 2000.

[41] André Haefliger. Complexes of groups and orbihedra. Dans Group theory from a
geometrical viewpoint, 26 march-6 april 1990, Trieste, pages 504-540. ICTP, World
Scientific, 1991.

[42] André Haefliger. Extension of complexes of groups. Annales de linstitut Fourrier,
42(1-2):275-311, 1992. disponible sur internet http://www.numdam.org/

[43] Walter Tholen Hans-E. Porst. Category theory at work, volume 18 de la série Re-
search and exposition in mathematics, chapitre "Concrete dualities", pages 111-136.
Heldermann, 1991.

[44] Allen Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, février 2002.
disponible sur internet.

[45] Emmanuel Haucourt. Comparing topological models for concurrency. Dans Prelimi-
nary Proceedings of the Workshop GETCQ’05, Basic Research in Computer Science.
University of Aarhus, aotit 2005. disponible sur internet http://www.brics.dk ou
ftp://ftp.brics.dk sous-répertoire NS/05/5.

[46] Emmanuel Haucourt. A framework for component categories. Dans proceedings of
GETCO’2004, Electronic Notes in Theoretical Computer Science. Elsevier, 2005.

[47] Philip J. Higgins. Categories and Groupoids. Van Nostrand Reinhold, 1971. libre
d’accés sur internet a ’adresse http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/.

[48] Philip S. Hirschhorn. Model Categories and their Localizations, volume 99 de la série
Mathematical Surveys and Monographs. American Mathematical Society, 2003.

[49] Mark Hovey. Model Categories, volume 63 de la série Mathematical Surveys and
Monographs. American Mathematical Society, 1999.

[50] J.R. Isbell. Epimorphisms and dominions, iii. Amer. J. Math., 90:1025-1030, 1968.

[51] Bart Jacobs. Categorical Logic and Type Theory, volume 141 de la série Studies in
Logic and the Foundations of Mathematics. North Holland, 1999.

[52] Thomas Jech. Set Theory, The Third Millenium Edition. Springer Monographs in
Mathematics. Springer, 2003.

[53| Peter T. Johnstone. Stone Spaces, volume 3 de la série Cambridge studies in advanced
mathematics. Cambridge University Press, 1982.

|54] Tomasz Kaczynski, Konstantin Mischaikow et Marian Mrozek. Computational Ho-
mology, volume 157 de la série Applied Mathematical Sciences. Springer, 2004.

[55] Sanjeevi Krishnan. A convenient category of locally ordered spaces. Dans Prelimi-
nary Proceedings of the Workshop GETCQO’05, Basic Research in Computer Science.
University of Aarhus, aotit 2005. disponible sur internet http://www.brics.dk ou
ftp://ftp.brics.dk sous-répertoire NS/05/5.

344



[56] Jean-louis Krivine. Théorie des ensembles. Nouvelle Bibliothéque Mathématique.
Cassini, 1998.

[57] Kenneth Kunen. Set Theory: An Introduction to Independence Proofs, volume 102
de la série Studies in Logic and The Foundations of Mathematics. North-Holland,
1980.

[58] E. Goubault L. Fajstrup et M. Raussen. Detecting deadlocks in concurrent sys-
tems. Dans Proceedings of the 9th International Conference on Concurrency Theory.
Springer-Verlag, 1998. disponible sur internet http://www.dmi.ens.fr/~goubault

[59] Saunders Mac Lane. Categories for the working mathematician, volume 5 de la série
Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, seconde édition, 1998. édition
originale 1971.

[60] Saunders Mac Lane et Ieke Moerdijk. Sheaves in Geometry and Logic. Universitext.
Springer-Verlag, 1992.

[61] Serge Lang. Algebra, volume 211 de la série Graduate Texts in Mathematics. Springer,
troisiéme édition revue, 2002. également publié en francais aux éditions Dunod.

[62] Eric Goubault Lisbeth Fajstrup et Martin Raussen. Algebraic topology and concur-
rency. Theoretical Computer Science, 2005. & paraitre.

|63] Jean-Louis Loday. Cyclic Homology, volume 301 de la série Grundlehren der math-
ematischen Wissenschaften. Springer, seconde édition, 1998.

[64] Philippe Malbos. Critéres de finitude homologique pour la non convergence des sys-
témes de réécriture de termes. thése de doctorat, Université Montpellier II, janvier
2004.

[65] William S. Massey. A Basic Course in Algebraic Topology, volume 127 de la série
Gradute Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1991.

[66] Maarten Maurice. Compact Ordered Spaces. thése de doctorat, Universiteit van
Amsterdam, 1964.

[67] Maarten Maurice. Compact Ordered Spaces, volume 6. de la série Mathematical
Centre Tracts, seconde édition, 1970.

[68] Ralph McKenzie. The =zigzag property and exponential cancella-
tion of ordered sets. version préliminaire disponible sur internet
http://www.math.vanderbilt.edu/ mckenzie/, 2003.

[69] R. Milner. Calculus of Communicating System. Numéro 92 de la série Lecture Notes
in Computer Science. Springer-Verlag, 1980.

[70] Robin Milner. Communication and Concurrency. International Series in Computer
Science. Prentice Hall, 1989.

345



[71] Robin Milner. Communicating and Mobile Systems : The w-calculus. Cambridge
University Press, 1999.

[72] G.Gierz K.H.Hofmann K.Keimel J.D.Lawson M.Mislove et D.S.Scott. A Com-
pendium of Continuous Lattices. Springer, 1980.

[73] G.Gierz K.H.Hofmann K.Keimel J.D.Lawson M.Mislove et D.S.Scott. Continuous
Lattices and Domains, volume 93 de la série Encyclopedia of Mathematics and its
Applications. Cambridge University Press, 2003.

[74] James R. Munkres. FElements of Algebraic Topology. Advanced Book Program.
Addison-Wesley, 1984.

[75] Leopoldo Nachbin. Sur les espaces topologiques ordonnés. Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris, 226, 1948.

|76] Leopoldo Nachbin. Sur les espaces uniformes ordonnés. Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris, 226, 1948.

[77] Leopoldo Nachbin. Sur les espaces uniformisables ordonnés. Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris, 226, 1948.

[78] Leopoldo Nachbin. Topology and Order, volume 4 de la série Van Nostrand Mathe-
matical Studies. Van Nostrand, Princeton, 1965.

[79] J. Nikiel, H. M. Tuncali et E. D. Tymchatyn. Continuous Images of Arcs and In-
verse Limit Methods, volume 104 de la série Memoirs of the American Mathematical
Society. American Mathematical Society, juillet 1993.

[80] M. Scott Osborne. Basic Homological Algebra, volume 196 de la série Graduate Texts
in Mathematics. Springer, 2000.

[81] Christos H. Papadimitriou. Concurrency control by locking. SIAM Journal on
Computing, 12(2):215-226, 1983.

|82] John F. Jardine et Paul G. Goerss. Simplicial Homotopy Theory, volume 174 de la
série Progress in Mathematics. Birkhauser, 1999.

[83] M.C. Pedicchio et S.Solomini. On a “good” dense class of topological spaces. Journal
of Pure and Applied Algebra, (42):287-295, 1986.

[84] Martin Raussen. On the classifcation of dipaths in geometric models for concurrency.
Mathematical Structures in Computer Science, 10(4):427-457, aott 2000.

|85] Steven Roman. Field Theory, volume 158 de la série Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, 1995.

[86] Yuri I. Manin et Sergei I. Gelfand. Homological Algebra. Springer, 1999.

[87] Yuri I. Manin et Sergei I. Gelfand. Methods of Homological Algebra. Springer Mono-
graphs in Mathematics. Springer, 2003. seconde édition.

346



[88]

[89]

[90]

[91]

[92]

(93]

[94]

Robert M. Switzer. Algebraic Topology - Homology and Homotopy. Classics in
Mathematics. Springer, 2002. nouvelle impression de 1’édition de 1975.

Masamichi Takesaki. Theory of Operator Algebra I, volume 124 de la série Ency-
clopaedia of mathematical sciences. Springer, seconde édition, 2002. premiére édition
1979.

Walter Tholen et Maria Cristina Pedicchio, éditeurs. Categorical Foundations :
Special Topics in Order, Topology, Algebra, and Sheaf Theory, volume 97 de la série
Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge University Press,
2004.

Ron van Glabbeek. Higher-Dimensional Automata and other models of Concur-
rency. Dans Preliminary Proceedings of the Workshop GETCQO’05, Basic Research
in Computer Science. University of Aarhus, aott 2005. disponible sur internet
http://www.brics.dk ou ftp://ftp.brics.dk sous-répertoire NS/05/5.

L.E. Ward. Partially ordered topological spaces. Proceedings of American Mathe-
matical Society, (5):144-161, février 1954.

Glynn Winskel. Handbook of Logic in Computer Science : Semantic Modelling,
volume 4, chapitre 1. Oxford University Press, 1995.

Afra J. Zomorodian. Topology for Computing, volume 16 de la série Cambridge
Monographs on Applied and Computational Mathematics. Cambridge University
Press, 2005.

347



