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Structures de réalisabilité, RAM et ultrafiltre sur N

Jean-Louis Krivine
Université Paris VII, C.N.R.S.

8 septembre 2008

Introduction

On montre ici comment transformer en programmes les démonstrations utilisant 1’axiome
du choix dépendant et l'existence d'un ultrafiltre non trivial sur N (qu’on peut, de plus,
supposer sélectif '). La méthode est une extension de la technique de réalisabilité en
logique classique introduite dans [3,4,5], et de la méthode du forcing bien connue en théorie
des ensembles. Pour simplifier un peu ’exposé, on prend comme cadre axiomatique,
I'arithmétique du second ordre classique avec axiome du choix dépendant (qu’on appelle
aussi I’ Analyse). En suivant les idées développées dans [2], on peut étendre ce résultat a
la théorie ZF (avec axiome du choix dépendant) en ajoutant I’axiome de l'ultrafiltre : “ il
existe un ultrafiltre sur toute algebre de Boole ”. On le fera dans un prochain article, ou
on traitera également des axiomes comme : “ il existe un bon ordre sur P(N) dont tout
segment initial est dénombrable 7, ou “ il existe un bon ordre sur P(P(N)) 7.

En fait, il est clair que la méme méthode permet de traiter I’axiome du bon ordre (c’est-
a-dire 'axiome du choix). Mais, a ce jour, je n’en ai pas rédigé la démonstration.

La signification informatique de ces résultats est intéressante : on a vu, dans [3,4,5],
que 'on pouvait interpréter ’axiome du choix dépendant en introduisant une nouvelle
instruction de signature ou d’horloge. Pour interpréter I'axiome d’ultrafiltre ou de bon
ordre, il faut maintenant ajouter des instructions de lecture et d’écriture dans une mémoire
globale (appelée aussi “ tas "ou “ Random Access Memory ”en informatique).

Mais la manipulation logique de ces instructions n’est possible qu’au prix d’une extension
de la réalisabilité classique ; c¢’est pourquoi on introduit la notion générale de structure
de réalisabilité.

Il est remarquable que les axiomes pour les conditions de forcing (semi-treillis) s’interpre-
tent ici comme les indispensables programmes de gestion de la mémoire. Yves Legrand-
gérard a fait le rapprochement avec les instructions telles que malloc et free dans le
langage C. Or, la propriété essentielle de la mémoire globale est d’étre indépendante de la
pile, c’est-a-dire qu’elle n’est pas mémorisée par 'instruction cc associée au raisonnement
par 'absurde.

Il est amusant de noter que cela explique, a posteriori, une constatation empirique bien
connue des théoriciens des ensembles, qui est le “ parfum intuitionniste ”du forcing.

1Un ultrafiltre U sur N est dit sélectif (voir [1]) si, pour toute relation d’équivalence sur N, dont
aucune classe n’est dans U, il existe un élément de U qui choisit un élément de chaque classe.



Je remercie Yves Legrandgérard, dont les connaissances approfondies en programmation
systeme et réseau ont été capitales pour I'appréhension du sens informatique des résultats
énonceés ici.

Nous comptons développer ensemble ce sujet dans un prochain article.

La sémantique des programmes

Structures de réalisabilité

Une quasi-preuve est un A-terme t[xq,..., x| avec la constante cc. Les variables libres
de t[xq, ..., zg] se trouvent parmi z1,...,x;. L’ensemble des quasi-preuves est noté QP,
I’ensemble des quasi-preuves closes est noté QP,.

Toute démonstration, en Analyse ou dans ZF, de z1:Ay,...,z4:Ar B t:A donne une
quasi-preuve t[xy, ..., z;] (voir ci-dessous les regles de démonstration et de typage pour
la logique classique du second ordre).

Une structure de réalisabilité est la donnée de trois ensembles A, IT, A x IT (termes, piles
et processus), avec les opérations suivantes :

e Une application (§,7) — & «m de AxII dans IT (empiler).

e Une application (&, 7) — & * 7w de AXII dans A x IT (processus).

e Une application 7 +— k, de IT dans A (continuation).

Une substitution, notée [&1/xq,. .., & /xy] est, par définition, un ensemble fini de couples
{(z1,&), ..., (zx, &)}, ol 21, ...,z sont des variables distinctes et &y, ..., & € A.

On fixe un ensemble S de substitutions qui contient la substitution vide (notée []) et tel
que si [§/x, & /@, ..., &/ xk) €S, alors [&/xy, ..., & /ai] € S.

e Pour chaque quasi-preuve t[zy, ..., x| et chaque substitution [§;/z1,...,&/xx] € S,
on se donne t[& /xy, ..., & /1] € A

Remarque. Dans la plupart des structures de réalisabilité considérées ici, on pourra définir
une opération binaire sur A, analogue a [’application dans les A-termes. Mais les axiomes de
structure de réalisabilité ne comportent pas d’opération binaire sur A.

On se donne un ensemble 1L de processus et on définit sur A une relation de préordre en
posant : £ <n&e (Vrell)(nxme L = Exme L.

On suppose 'ensemble 1L saturé, ce qui veut dire qu’il a les propriétés suivantes :

L. Si[&/xr, ..., &/ x] € Setsi &rme L, alors o6z, ..., & /ap] xm € L
autrement dit x;[§1 /21, ..., &p/xE] < &

2. Si[& /a1, ... & /k] € Setsi, pourtous &) < &, ..., & < & avee [ /a1, ..., & v €S,
on a tl&y/xy, ..., & xk] xul€l/xr, ... &L xE] o m € L alors tuléy/xy, ... Epfak] x T € L.
3. Si (&)1, ..., &/xy] €S et si, pour tous § < €& < &y, 8 < &

avec [§'/x, & [x1, ..., &, vl €S, ona t)E/x, & xr, ..., & gl T e L

alors Az t[&/xy, ..., &pfap] xEem € L.

4. Si[&/xr, .. & fak] €S, et siExkyem € L alors cc[éy/xy, ..., Ep/ag] *E e E L.
S.éxmell =k, x&on' € L.

En itérant la condition 3, on obtient :
3. Si[&/x1, ..., &/ x] €S et siquels que soient & < &y, & < &y <My, <y



avec [§1/a1, . & fam, /Yy, - omful € Syona t€]/xy, & m i fyn, - /y] xm € L
alors A\yy ... Ay t[& /e, &k /xR *x e oo e e € L

Réalisabilité en arithmétique du second ordre

Les formules considérées sont écrites en logique du second ordre, avec ¥V, — et L comme
seuls symboles logiques. Les variables d’individu sont notées z,v, ..., et les variables de
prédicats X, Y, ... Chaque variable de prédicat (on dira aussi variable de relation) a une
arité qui est un entier. Une variable d’arité 0 est appelée variable propositionnelle.

A chaque fonction f : N¥ — N est associé un symbole de fonction d’arité k, noté
également f.

On utilisera la notation Ay, As, ..., Ay — A pour désigner la formule :

Ay = (A — (- — (A — A))).

Un paramétre du second ordre d’arité k est une application X : N¥ — P(II).

Une interprétation Z est une application qui associe un individu (entier) a chaque variable
d’individu et un parametre d’arité k a chaque variable du second ordre d’arité k.

[z < n| (resp. Z|X < X]) est U'interprétation obtenue en changeant, dans Z, la valeur
de la variable = (resp. X) et en lui donnant la valeur n (resp. X).

Pour toute formule A, on désigne par A la formule close avec paramétres obtenue en
remplacant, dans A, chaque variable libre par la valeur donnée par Z.

On définit ||A%|] C II pour toute formule A” close avec parametres ; c’est la valeur de

vérité de la formule A%
Pour € € A, £ || AT (lire “ £ réalise AT ) est, par définition, (Vrr € ||AZ||) Exm € L.

La définition de ||AZ|| se fait par récurrence sur la longueur de la formule A :

e Si A est atomique, on a AT = ||X(ty,...,4)]|, o X est un parametre d’arité k et
t1,..., 1t des termes clos d’individu, qui ont donc respectivement les valeurs nq,...,n; € N.
On pose alors ||A%]| = X (ny,...,n).

|(A — B)Z|| est, par définition, {&.m; & |- AL, 7 € ||BE||} ;

|(Va A)F|| est, par définition, |, oy [|AT=".

(VX AYZ| est, par définition, |J{||AZX—Y||; X € P(ITD)N'}.
Remarques.
i) Si€ |l AT et ¢ <&, alors & || AT.
ii) On utilisera les notations [|AZ|| et & |- A si on a déja défini une autre structure de
réalisabilité.
On donne ci-dessous les regles de démonstration et de typage en logique classique du se-
cond ordre (voir [3,4,5]) ; dans ces regles, T désigne un contezte, ¢’est-a-dire une expression

de la forme x7 : Ay, ..., z, : A,. Dans une expresssion comme “t: A", t est une quasi-
preuve et A une formule du second ordre.

1.TFz;: A (1<i<n) (Axiome)
2I'Ft:A—-B, I'Fu:A = TI'Ftu: B (Modus ponens)
3.Vx:Art:B = 'k \xt: A— B (Introduction de —)
4. Thkec: ((A—-B)—A) — A (Loi de Peirce)
5. 'Ft:A = I'Ht:VoA (resp. VX A) (Introduction de V)

si x (resp. X) n’est pas libre dans I'.



6. THt:Ve A= TFt:Alr/z] pour tout terme d’individu 7 (Elimination de Vz)
7.THt:VXA=TkFt:AF/Xz ...z pour toute formule F (Elimination de VX)

Théoréme 1 (Lemme d’adéquation).

Sioxy i Aot A bt A si (€ ay, &) €S et si & AT (1<i<k),

alors t[&y Jx, ..., &) xr] |- AT

En particulier, si A est close et si + t : A, alors t|é1/xq,. .., &/xk] A pour toute
substitution [&/x1, ..., &/xk] € S. On écrira cette propriété, en abrégé, t[S] |- A ou
méme t [ A.

Démonstration par récurrence sur la longueur de la preuve de x1 : Ay, ...,z : Ax Ft: A.
On considere la derniere regle utilisée.
1. Axiome. On a &; || A7 et donc ;&1 /@, . .., &/ xx] [F AT, d’apres 'hypothese 1 sur 1L
2. Modus ponens. Onat=wuv ;x;:A;,...,0p Ay Fu:B— Aetv:B.
Etant donnée 7 € ||AZ||, on doit montrer (uv)[&/xy,. .., &/op] *m € L.
D’apres 'hypothese 2 sur L, il suffit de montrer :

ul€l /1, €] % VIEL o, Ef] e € I
pour € < &1, £ < & avec (€] /1, .. € )1) € S.
Or,on a & | AZ et donc & |- AZ, puisque & < &;. Par hypothése de récurrence, on a :
v[€] /@1, ..., & ] [F B et par suite, v[€)/x1,. .., &/ xx] o w € ||BF — A%
Or, par hypothese de récurrence, on a aussi u[]/zy,...,& /x| |- BY — A%, d’ou le
résultat.
3. Introduction de —. Ona A= B — C, t = Az u. On doit montrer :
Meuléy /..., &/ar] | BT — CT et on considere donc & |- B, m € ||CZ||. On est ra-
mené a montrer \x uléy/xq, ..., & /x| xEom € L. Pour cela, d’apres 'hypothese 3 sur
A, il suffit de montrer u[¢'/x, &1/, ..., & /xx] * ™ € L, quels que soient & < & & <
E1y oy & < &, tels que [€/x, &1 xy, .., & ] €S.
Or, on a & |- B et donc & |- B, puisque &' < €. De méme, & | AZ ; d’apres Phypothese
de récurrence, on a donc u[¢'/z, & /11, . .., & /7] || CF, d’otle résultat, puisque m € ||CZ||.

4. Loi de Peirce. On montre d’abord :
Lemme 2. Soit A C Il une valeur de vérité. Sim e A, alors k, [F-A.

Soient £ | A et p € IT ; on doit montrer k, x £« p € L, soit Ex7 € L, ce qui est clair.
C.Q.F.D.

On doit montrer que cc[éy /1, ..., &/xk] F (mA — A) — A.

Soient donc & [ A — Aetn € ||A||. On doit montrer que ccl&/x, ..., &/ /x| *Eem € L,

soit &€ x ky « ™ € L. D’apres 'hypothese sur € et 7, il suffit de montrer que k, |- —A, ce

qui résulte du lemme P.

5. Introduction de V. On a A = VX B, X n’étant pas libre dans A;. On doit montrer :

tlé )z, ... & /xi] |- (VX B)E, cest-a-dire t[&; /21, ..., &/xr] || BY avec J = Z[X « X].

Or on a, par hypothese, & |- AZ donc & |- A7 : en effet, comme X n’est pas libre dans

A;, on a ||AF|| = ||A7||. L 'hypothese de récurrence donne alors le résultat.

7. Elimination de VX. On a A = B[F/Xz;...x,] et on doit montrer :

té /oy, .. & /o] I BF/ Xy ... 2,)F avec Uhypothese t[&1/xy, ..., & /xx] | (VX B)L.
Cela découle du :



Lemme 3. || B[F/Xz,...z,)"|| = | B|*=* o0 X : N* — P(II) est défini par :
X(ky, ... k) = ||FHmr—hnn—kal|

Preuve par récurrence sur B. C’est trivial si X n’est pas libre dans B. Le seul cas
intéressant de la récurrence est B =VY C, et on a donc Y # X. On a alors :
|BIF/Xxy...2,)%| = |(VY C[F/ Xz ...2,))| = Uy ICIF/ X, .. o el n
Par hypothese de récurrence, cela donne [ J,, |CEY =INX=X]||  soit Uy | CFX =X =Y,
c’est-a-dire ||(YY C)ZX =),

C.Q.F.D.
Définitions.
i) La formule x = y est, par définition, VX (Xz — Xvy).
ii) Soit £ C A et X C IT une valeur de vérité. On pose € - X ={{.m €&, me X}
Cela permet de donner une valeur de vérité a des “ formules généralisées ”, du genre :
VeV X [E(x, X) — F(z, X)].
iii) Sit € QPy, on désignera par {¢[S]} 'ensemble {¢[¢;/x1, ..., &/ xx]; [§1/x1, - &/ 2K] € ST
iv) Certains éléments de A sont des instructions. On impose alors a I des conditions
supplémentaires, qu’on appelle des régles de réduction, notées Exm = &' x7’, ce veut dire :
sifxnm' e I, alors {xm e L.
Un premier exemple est donné dans le théoreme [.

Théoréme 4. On définit le prédicat binaire # par |m # n|| = II sim =n et ) sinon.
Alors :

i) A zl[S] [FVavy[(z =y — L) —z #y] ;

it) Axdyyx[S] [FVavylr £y — (x =y — 1)].

i) Il suffit de montrer Az zI[S] |- (m = m — L) — L, ce qui découle de :

FAxaxl:(m=m— L) — L et du théoreme [] (lemme d’adéquation).

ii) On doit montrer AxAy yz[S] - L,m=m — Let T,(T — L) — L ce qui découle de :

FXxdyyzr: Lm=m— L, FXxdyyx: T,(T — L) — L et du lemme d’adéquation.
C.Q.F.D.

Théoréme 5. Soient U = (u,)nen une suite d’éléments de A, et Ty, Sy € A deuz in-
structions avec les regles de réduction :

Ty eV e M= VKkSy e otlgeT ; Syrx ety o ™= Y KkUpiq . Alors :

Ty FVnvX|[({un} — X),int(n) — X].

Soient n € N, ¢ |F{u,} — X, v |- int(n) et 7 € X. On doit montrer Ty xp.v.m € 1,
c’est-a~dire vx Sy « ¢« ug « ™ € L, d’apres la regle de réduction de 7. Comme v || int(n),
il suffit de trouver un prédicat unaire Y tel que Sy [FVYy(Yy — Ysy), ¢ Y0 et
up . € ||Yn.
On pose Yi = {u,_;« 7} pour 0 < i <net ||Yi|] =0 pour i > n.
On a ug .7 € |Yn|| par définition de Yn et ¢ |- Y0, par hypothese sur ¢.
On montre Sy || Yi — Ysi: c’est évident pour i > n, puisqu’alors ||Ysi|| = 0.
Soient i < n, ¥ [FYi ; on doit montrer Sy x ¥ eu, ;1.7 € L. D’apres la regle de
réduction de Sy, il suffit de montrer ¥ x u,,_; « m € 1L, ce qui est évident, par hypothese
sur 1.

C.Q.F.D.



Notation. Pour chaque n € N, on désigne par n l'entier de Church A fAz(f)"z.
On pose s = AnAfAz(f)(n)fx (opération de successeur dans les entiers de Church).

Théoréme 6 (Mise en mémoire des entiers). Soient T, S € A deux instructions avec
les régles de réduction : T ev o = %S o ¢ o 0f] e ; Sktp o s"0[] o« 7 = Y*s™T10[] « 7.
Alors :

i) T YX({s"0]} — X) — (ini(n) — X)]

et T[] |- ¥X¥n[(int(n) — X) — ({s"0]]} — X)]

lorsque X est une variable propositionnelle.

it) T VX[Vn({s"0[]} — Xn) — Vn(int(n) — Xn)]

et I]] [FVX[Vn(int(n) — Xn) — Vn({s"0]]} — Xn)]

lorsque X est une variable de prédicat unaire.

4

Rappelons que la notation £ x 7 > &' 7', utilisée pour les “ regles de réduction ”, signifie
simplement : %7€ 1 = &xme L.
i) Pour la premiere formule, il suffit d’appliquer le théoreme | avec u,, = s"0[].
Pour la seconde, on a F s"0 : int(n), donc s"0[] | int(n) d’apres le théoreme Il (lemme
d’adéquation). Soient alors £ || int(n) — X et w € || X||. On veut montrer :
Arz[| %€« s"0[] . m € L. D’apres la propriété 3 de L, on doit montrer £’ x s"0[] « w € L
pour tout £’ < ¢, ce qui est évident, puisque &’ * s"0[] « € L par hypothese sur €.
ii) Corollaire immédiat de (i).

C.Q.F.D.
La notation Vn™ F[n] désigne la formule Vn(int(n) — F[n]). Le théoréme B(ii) permet
de remplacer cette formule par Vn({s"0[]} — Fin]). Cette définition des quantifica-
teurs restreints aux entiers a 'avantage de permettre des calculs de valeurs de formules
beaucoup plus simples. C’est pourquoi nous 'utiliserons dans la suite. Elle a néanmoins
I'inconvénient de dépendre de la structure de réalisabilité considérée, par I'intermédiaire
de {s"0[]}, qui contient la substitution vide.

On considére un langage du second ordre pour l'arithmétique (avec symboles de fonctions,
mais pas de constantes de prédicat), et le modele standard pour ce langage (modele plein,
les individus sont les entiers, chaque symbole de fonction est interprété dans les entiers).
Alors toute équation vraie Vay ... Vi (t(xq, ..., xx) = u(xy, ..., xx)) (¢, u étant des termes
du langage) est réalisée par I[S]. En restreignant les formules & int(z), on remplace
I’axiome de récurrence par les axiomes :

Ap =V, . Vo (int(zy), . .., int(x,) — int(f (@1, ..., 2x)))
pour chaque symbole de fonction f. On s’intéresse donc aux fonctions f pour lesquelles
Ay est réalisé (par une quasi-preuve close). Ce sont des fonctions récursives, puisque cette
quasi-preuve calcule f.
Pour réaliser Ay, il suffit de le démontrer, en logique du second ordre, a partir d’équations
vraies (qui comportent éventuellement des symboles de fonction autres que f). On peut
ainsi utiliser les symboles pour toutes les fonctions arithmétiques usuelles.
Pour le théoréeme [q ci-dessous, on suppose l’existence des instructions suivantes :
e Etant donnés £ € A et w € I1, une instruction notée &k, avec la regle de réduction :

Ekp x> Exky o .
e Une instruction notée V', avec la regle de réduction :
Vx&enem =nxlkyom.

6



Théoréme 7. Pour X C II, on définit X~ C A en posant X~ = {k.; m € X'}.
Alors, si X, Y CII, on a :
i) 18] |- (=X = ) = (X7 = V) ;

i) Soient n | —-X — Y, m € X et p € Y. On doit montrer que I[¢] *n .k, .p € 1, pour

toute substitution ¢ € S. Or,onat I: (=X — Y),~X — Y et donc :

Il¢] | (=X — Y),~X — Y d’apres le théoreme [[] (lemme d’adéquation).

D’apres le lemme |, on a k. | —=X, d’ou le résultat.

ii) Soient { X~ = YV, n Y — X et m € X. On doit montrer que Vx&.n.m € 1L,

soit n*x &k, « m € AL, 11 suffit donc de montrer &k, [ ; soit w € V. Onaxk, .w € L,

puisque k, € X~ ; d’apres la regle de réduction de &k, on a donc &k, xw € L.
C.Q.F.D.

Structures SR,y et SR,

On considére un modele de réalisabilité usuel (voir[3,4,5]), donné par un ensemble saturé
AL C A.xII. Les éléments de A, sont les A\-termes clos comportant les continuations
kr, les instructions cc, x, X', o (pour I'axiome du choix non extensionnel, lemme P4), et
éventuellement d’autres. Les instructions 7',S (pour la mise en mémoire des entiers,
théoreme ) sont ici inutiles, car elles sont données par les deux quasi-preuves :

To = AfAn((n)AgAz(g)(s)x)fQ et Sy = AgAz(g)(s)x.

Pour m € [T et 7 € A, @7 désigne la pile obtenue en ajoutant 7 au fond de la pile 7, juste
avant la constante de pile :
sSim=2~& . ....&, M, Ol Ty est une constante de pile, alors 77 = &1« - &, o T o Wp.
Les nouvelles instructions y, x’ ont les régles de réduction suivantes :

X Eem™ = ExToem (lecture) ; X' x&eToem = Ex77 (écriture).
Cette structure de réalisabilité sera désignée par SRy. On va en construire une nouvelle,
que nous désignerons par SRj.

On considére un ensemble P muni d’une opération binaire (p,p’) — pp/, avec un élément
distingué 1. Pour chaque p € P, on se donne un ensemble de termes C[p] C A..
On suppose qu’on a cinq quasi-preuves closes «;(0 < 7 < 4) telles que :

7 € Clpg] = ao € Clp] ; 7 € Clpg] = on7 € Clgp] ;

7€ Clp] = az7 € Clpp| ; 7 € Clp(qr)] = as7 € C(pg)r] ;

7 € Clp| = ayt € C[pl].

Dans la suite, on considere des expressions de la forme v = (o, )(,) - - - (a,)
avec 0 < iy,...,1; <4, qu'on appellera une composée de a; (0 < i < 4).

Une telle expression n’est pas dans A., mais y7 € A, pour tout 7 € A, ;

le terme 7 = () - . . (qy, )T sera aussi écrit ().

Lemme 8. On a six expressions Yo, V1, V2, V3, V4, V5 qui sont des composées de a; (0 < i < 3)
telles que :

7 € Clpg] = 7 € Clp(pq)] ; 7 € Cl(pq)r] = T € Clpr] ;



7 € C(pg)r] = 727 € Clgr] ; 7 € Clp(qr)] = 37 € Clg(rr)] ;
7 € Clp(gr)] = 7 € Clgp] ; 7€ Cl(pg)r] = ~s7 € Clp(qr)].

On a7 € Clpg] = (a2)7 € Cl(pg)(pg)] = (a3)(a2)7 € C[((pg)p)q)]

= (ao)(az)(az)T € Cl(pg)p] = (cu)(aw)(as)(az)T € Clp(pq)].

On pose donc vy = () (o) (az)(az). On a :

7 € Cl(pg)r] = (o)1 € Clr(pg)] = (a3)(a1)7 € C[(rp)g)] = (on)(as)(can)T € Clg(rp)]
= (as)(aa)(as)(a1)7 € Cl(gr)p)] = (ou)(as)(an)(as)(ar)T € Clp(qr))].

On pose donc 75 = (1) (as) () (as)(ar).

Calculs analogues pour les v;, 1 <17 < 4.

C.Q.F.D.

Remarque. Soient t(p1,...,pn), u(p1,...,pn) deux termes écrits avec les variables py,...,pp,
un symbole de fonction binaire et un symbole de constante 1.
On montre facilement que, si la formule : Vpy ... Vp,[t(p1,...,0n) < u(p1,...,pn)]
est conséquence de :
Vpvavr((pg = qp) A (p(qr) = (pg)r) A (pp = p) A (p1 = p)), VpVq(p < q < pg = p),
alors, il existe une composée 7y des «;(0 < i < 4) telle que l'on ait :
7€ Clt(p1,.--,pn)] = 77 € Clu(py, - -, pn)l-
Pour chaque expression 7 qui est une composée de «; (0 < i < 4), on désigne par 7
I'instruction dont la regle de réduction est :
F*xEem = Exm pour £ € Ao et e Il
On peut, en fait, poser 7 = Ax(x)\y(x'x)(7)y.
On définit une nouvelle structure de réalisabilité en posant :

A=AXP, II=1IxPet AxII = (A, xII)xP.

Les opérations sont définies comme suit :

(&p)«(mq) = (§+mpq) 5 (&p)* (7 q) = (§*7,pq) ;

Kirp) = (K7 p) avee ko = Az(x) Ay (k) (X'7) (74)y-

On prend pour S 'ensemble des substitutions de la forme [(&1,p)/x1, ..., (&, p)/Tk)-
Soit t[xy,...,xx] une quasi-preuve dont les variables libres sont parmi zi,...,z;. On
pose :

t[(éhp)/xh cee (glm )/‘rk‘] (t*[él/xlv v 7£k/‘rk‘]7p>

ou t*[z1, ..., x| € QP est obtenu a partir de ¢ au moyen des regles suivantes :

o =x; (tu)* =7t u* ; (Axt) =as e t*[Fox /o, 7,21 /21, ., Y12k )Tk

cc” = Az () Ay(cc) \b((X'z) (y3)y)k™ avec k™ = Az(x)Ay(k)(X'z)(74)y-

Dans le cas de la substitution vide, notée [], on a t € QPq et on pose t[] = (t*, 1).

Les A-termes cc* et kI s’exécutent donc comme suit :

ke = ExK o 5 Kk ew” = E R,
On pose UL = {({*m,p);p€ P, (VT € C[p)) { x ™ € L} (L est le sous-ensemble saturé
de A, x IT qui définit la réalisabilité standard).

La structure de réalisabilité que nous venons de définir sera désignée par SRj.

Lemme 9. I est un ensemble saturé, c’est-a-dire qu’il a les propriétés 1 a 5, page [3.

1. Trivial, puisque x;[(&1,p) /@1, - -, (§s0)/2k) = (&, ).
2. L’hypothese est t[(fi,p,)/l’l, AR (fkv )/xk‘] * u[(flv )/xlv R (fl/cvp,>/xk] * <7T7 Q> S
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quels que soient (&1,p") < (&1,p),-.., (&, 7)) < (&, p). En fait, on utilisera seulement le
fait que ¢[(&y, p) /21, -, (& p) /] > (€1, p) /21, -, (€ p) /2] « (7, ) € AL

cest-a-dire (£*[&1 /@1, ..., Ep/ap] * w61/ @1, - &/ i < 7, p(pg)) € AL

On doit montrer tu[(&1,p)/x1, .-, (&, p)/zk] « (7,q) € 1L, autrement dit :

((Tot*w)Er/ 1, .- n/28] * 7rpa) € L. On suppose done € Clpg], done 77 € Clp(pg)]
dot t*[&1 /a1, . &) x uF[€/xy, . &k Tk] « T € L et par suite :

(Fot u*)[&1 /@1, - ., &k/xp]) * 7 € L, ce qui est le résultat voulu.

3. On suppose ¢[(¢',p')/x, (&1, 0') /21, ., (&, D) /i) * (m,7) € AL

quels que soient (£',p') < (§,q), (§1,0") < (&1,p)s (& D) < (&kyP)-

On doit montrer Az t[(&1,p) /21, ..., (&, 0)/xk] * (£, q) « (m,7) € UL, c’est-a~dire :
(Aet)*[&1 /21, ... &k/xk]) €« m,yp(gr)) € AL ou encore :

(63)\20 t* [72$’/$‘,71§1/$’1, s 771&6/"[./6] *x& ﬂ,p(qr)) c L.

Soit donc 7 € C[p(¢r)]. On doit montrer asAz t*[Fyx/x,7,&1/x1, - - V1€ /xp]*xE 77 € AL
soit t*[¥o&/x, V161 /1, - o 1€k Tp]) x T € L.

Lemme 10. On a (7,£,pq) < (§,p) et (726, p9) < (€, 9)-

Supposons (&, p)* (m,r) € I, soit ({xm,pr) € UIL. On doit montrer (7,&, pq)x (m,r) € 1,
soit (7, * m, (pg)r) € AL. On prend donc 7 € C[(pq)r], d’ou 17 € Clpr]. On a donc
ExmnT e I, dou7y,ExnT € AL, ce qui est le résultat voulu.
Meéme preuve pour la deuxieme partie du lemme.

C.Q.F.D.
On a donc (7,€,pq) < (&, q) ; (71&,pq) < (&,p) pour 1 < i < k. D’apres I'hypothese sur
t, il en résulte que t[(7,€, pq)/x, (V1&1,pq) /1, - - -, (V1 &k, pq) /xk] * (7, 7) € 1L, ou encore :
(t* [72§/l‘, 7151/1‘1, s 771€k/xk] * T, (pq)’l“) edl.
Or, on a 7 € C[p(gr)], donc ag7T € C[(pq)r] ; il en résulte que :
V€ /e, 7, &1 w1y - T &k xk] * m3T € L ce qui est le résultat voulu.

Remarque. Lorsque k& = 0 (cas de la substitution vide), la preuve reste valable, avec p = 1.

4. On doit montrer :
(6,0) %K) » (7,7) € AL = ccl(€1,0)/21, -, (6. ) 2] % (6,0) - (1) € AL

ce qui s’écrit (€, q) (K, 7).« (m,7) € AL = (cc*,p) * (£,q) « (m,7) € AL, ou encore :
(Exkoemq(rr)) € AL = (cc**x & om,p(gr)) € L.
On suppose donc 7 € C[p(gr)], d’'ou 37 € Clg(rr)] et donc £ x k> « 77 € L.
D’apres la regle de réduction pour cc*, on a donc cc* x £ . w7 € L, ce qui est le résultat
voulu.
5. (&,q) % (m,p) € L = (kI,p)*(§,q) « (w,r) € I c’est-a-dire :
(Exm,qp) € I = (kix& o, p(gr)) € L. On suppose donc 7 € C[p(qr)], d’ou v47 € Clgp),
d’out { x 147 € 1. D’apres la regle de réduction de k', on en déduit kI x€ .w” € L.

C.Q.F.D.
Notation.
Dans SRy, on notera [|F||| la valeur de vérité d'une formule close F' (sous-ensemble de
II=T1IxP)et (&p) |FF lefait que (&, p) € A réalise cette formule, c’est-a dire :
Vrvgl(m, q) € |Fl = (€% m pq) € AL].
Comme on veut utiliser, dans cette structure de réalisabilité, le théoréme [] de mise en
mémoire des entiers, on doit trouver, dans A, les instructions nécessaires.
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Elles s’écrivent (7,1), (S,1), avec :

T = BAfAn(n)Sf0 ; B est tel que 7€ C[1(p(qr))] = B7 € Clg(1(p(1r)))].

S =a g z(g)(s)x ; a est tel que 7 € C[1lp] = at € Clp|.

On a alors, en effet, s"0[] = (s"0,1) et :

(,0) % (5,1) « (¢,p) « (0, 1) « (m,7) € L = (T,1) % (¢, p) « (v,q) « (m,7) € L.
(0.p) % (10, 1) (mq) € L = (S.1) % (,p) - (s"0,1) . (mq) € L.

En effet, ces conditions s’écrivent :

(vxSepe0emq(l(p(lr))) el = Txp.v.m, 1(p(qr))) e l.
(Yxs"0.m,p(lg)) € L = (Sxv.s"0.m 1(p(1q))) €

Noter que «, 3 sont des composées des «;(0 < ¢ < 3). L’élément 1 n’a aucune propriété
particuliere et peut donc étre pris quelconque dans P.

On veut également pouvoir utiliser le théoreme [ ; pour cela, on remarque que cette
structure de réalisabilité contient les instructions nécessaires. En effet :

i) On définit une opération binaire sur A en posant :

(&, p)(n,9) = (F5&n, pq) pour (§,p), (n,q) € A
(& p)(n,q)* (m,7) = (§,p) % (n,q) « (,7)

(& p)* (n,q) « (m,7) € L = (& p)(n,9) * (m, ) e AL
En effet, ceci s’écrit (£ xn.m, p(qr)) € L = (F:&n 7, (pq)r )
On suppose donc 7 € C[(pq)r] ; alors vs7 € Clp(gr)], donc S x*n.m”® € 1, dou
Ysénx w7 € AL, ce qui est le résultat voulu.

On a alors :

autrement dit :

L’instruction cherchée est alors (&, p)k(x,q), soit (&, p)(ky,q) c’est-a-dire (ys&k, pg).

Remarque. L’opération binaire que nous venons de définir dans A n’est pas compatible avec la
substitution dans les quasi-preuves, c’est-a-dire que :

si (§p) =t[(&,p)/@1, -, (&, p)/@k] et (n,p) = u[(&1,p) /21, - -, (&ksP) /i),

alors (€,p)(n,p) # tu[(&1,p) /21, -, (ks p) /K]

ii) L’instruction cherchée sera notée (V, 1) et doit avoir la regle de réduction suivante :
(V. 1) % (&p) « (0,4) « (m,7) = (1, q) * (& D)k « (,7)
autrement dit (1, q) x (§,p)krry o (m,7) € I = (V. 1) % (§,p) « (0, ) « (7,7) € L.
Or, ceci sécrit (n *¥5Ek; « m,q((pr)r)) € AL = (V*&on.m,1(p(gr))) € L.
On suppose donc 7 € C[1(p(gr))] et on a donc y7 € Cq((pr)r)] pour une composée v con-
venable des a;(0 < i < 3). On veut montrer V& .n.n” € Letonan*7y;{kl o™ € L.
On a donc (m)(75)ék: » ™ € L et on peut donc poser :
V = (OAARAY (oM () () (T k)7
ou v est une composée des «;(0 < i < 3) telle que 7 € C[1(p(qr))] = 7 € Clg((pr)r)]

et k* = Ax(x)A\y(k)(X'7)(74)y-
Forcing
Nous définissons ci-dessous deux classes de formules de formules du second ordre. Elles

utilisent des variables d’individu z, v, ..., des variables de prédicat X,Y,..., X*T, Y+t ...
(les variables X et X ont la méme arité), des variables de condition p,q,... Ce sont :
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1. Les formules de forcing, ou formules de SRy, qui peuvent étre interprétées dans SRg
seulement.
2. Les formules de SRy, qui peuvent étre interprétées dans SRy seulement.

1. Les formules de SR,

Les termes d’individu sont construits avec les wvariables d’individu x1,...,xy,... et les
symboles de fonction, qui sont toutes les fonction de N* dans N (k entier quelconque)
dont on aura besoin (récursives ou non). Un terme d’individu sera noté t[xq,..., x| ou
0z, . ay] 81l y a ambiguité.

Les termes de condition sont construits avec les variables de condition pq,...,pg,..., la
constante 1 et un symbole de fonction binaire (par exemple ((pg)1)(gp) est un terme
de condition). Un terme de condition sera noté t[p;,...,px] ou tF[p1,...,p] sil y a
ambiguité.

Les formules de SRy sont construites comme suit :

e Les formules de SRy atomiques, de la forme :

0t o4 gt (it ity P oL Pre P 4 X @int o 40t o X est une variable de
prédicat d’arité n, tint,uint,tilnt, e ,tinnt sont des termes d’individu et tP,uP des termes
de condition.

La formule atomique " Xt tinnt) se lit “la condition ¢¥ s’oppose d Xt tinnt) ",
e Si F et GG sont des formules de SR, alors F' — G en est une aussi.

e Si F est une formule de SRy, alors C[tP] — F en est une aussi.

e Si F est une formule de SRy, alors Vz F, V2™ F et ‘v’pP F sont des formules de SRy
(x est une variable d’individu, p une variable de condition).

e Si F est une formule de SRy et X une variable de prédicat, alors VX F et VX F sont
des formules de SRy.

Remarque. T et | se trouvent parmi les formules atomiques : ce sont 0 # 1 et 0 # 0.

On utilisera aussi deux sous-classes :

i) Les formules de SRy usuelles, construites avec les mémes regles, sauf que 1’on ne permet
que les formules atomiques #2f + ultt X (tilnt, e ,tinnt) et les quantificateurs Vz, Vo™t et
vX.

ii) Les formules de SRy usuelles restreintes a N, sous-classe de (i) ou I'on ne permet que
les quantificateurs Va2t et VX

Les formules de SRy prennent une valeur de vérité dans SRy, c’est-a-dire dans P(II) ; les
variables de prédicat X varient dans SRy, les variables Xt dans SR;.

Soit donc F' une formule de SRy close avec parametres : il s’agit d'une formule de SRy,
dans laquelle les variables libres d’individu ont été substituées par des entiers, les variables
libres de condition ont été substituées par des éléments de P ; les variables libres X de
prédicat n-aire ont été substituées par des prédicats de SRy, c¢’est-a-dire des éléments de
P(IDN" ; les variables libres X T de prédicat n-aire ont été substituées par des prédicats
de SRy, c’est-a-dire des éléments de P(IIx P)N".

On définit sa valeur de vérité ||F'|| C II par récurrence sur la construction de F' (comme

d’habitude, & || F' signifie (Vr € ||F||){xme L) :

e Si F' est atomique de la forme t # u, alors t,u sont des termes clos d’individu ou de
condition. Ils ont donc une valeur dans N ou P ; ||t # ul| est () ou II suivant que ces
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valeurs sont distinctes ou non.

e Si F est atomique de la forme X (ti,...,t,), alors X € P(IDY" et ty,...,t, sont des
termes d’individu clos, donc ont une valeur dans N . || X (¢y,...,t,| est alors défini de
facon évidente.

e Si F est atomique de la forme t© ¢ X*(t1, ..., t,), alors X* € P(IIxP)N" et ty,...,t,
sont des termes d’individu clos, donc ont une valeur dans N . On a done X (¢1,...,t,) C IIx P.
Or, tP est un terme de condition clos, donc prend une valeur ¢ € P. On pose alors :
||tP¢X+(t1, ot =IF ={r e, (r,q) € XT(t1,...,tn)}

e Si F=G — H,alors ||F||={¢{.m &G, mel|H|}

e Si F=C[t’] = H,alors |F||={¢.m €€ Clgl,m € |H|]} (¢ € P est la valeur de tF).
o Si F=VzG, alors |F| =] ||Gn/z]].
neN
o Si F=Va"G, alors |[F|| = | J{s"0.7; 7 € |G[n/2]|}.
neN
o Si F=VYp' G, alors |F| = IIGp]ll.
peEP
e Si FF=VXG, ou X est une variable de prédicat n-aire, alors || F|| = U IG[X/X]]|.
XePp(N"
e Si FF=VXTG, ou X est une variable de prédicat n-aire, alors || F|| = U |G[X /X
XEeP(IIxP)N™

Le lemme [ montre que la formule ¢ # u a bien la signification voulue.

Lemme 11.

Soit t = u la formule t # u — L. Alors, pour toute formule F' de SRy, on a :
Aoy (co) Ak (x) (k)y [F Va™y ™ e =y, F(z) — F(y)] ;

Ay (co) k(@) (k)y |- pPYe b = ¢, F(p) — F(q)].

Les deux énoncé se démontrent de la méme fagon. On montre le deuxieme :
Soient p,q € P;{Fp#q— L ;nlFF(p) et m € ||[F(q)||. On doit montrer que :
Az Ay (co)Mk(z)(k)yxEenem € L, soit Exkmem e L.
C’est immédiat si p # ¢, car alors { - T — L. Si p = ¢, alors ||F(p)|| = ||F(q)||, donc
nxme L, douk.n L. Mais € |- L — L, d’ou le résultat.
C.Q.F.D.

2. Les formules de SR,

Les formules de SRy sont construites comme suit :

e Les formules de SRy atomiques, de la forme t # u, X (t1,...,t,) et X (t1,...,t,), ol
X est une variable de prédicat d’arité n et t,u,tq,...,t, sont des termes d’individu.

e Si F' et GG sont des formules de SRy, alors F' — G en est une aussi.

e Si F est une formule de SR, alors Vz I et V2 F sont des formules de SR;.

e Si F est une formule de SR; et X une variable de prédicat, alors VX F et VX' I sont
des formules de SR;.

Remarque. Les formules usuelles de SRg sont dans cette classe : ce sont celles qui ne compor-
tent pas de formule atomique de la forme Xt (¢1,...,¢,) ni de quantificateur VX .
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On utilisera aussi une sous-classe :

Les formules de SR; restreintes a N, construites avec les mémes regles, sauf que 1’on ne
permet que les quantificateurs V:L’int, VX et VXT.

Remarque. Les formules restreintes de SRy sont dans cette classe : ce sont celles qui ne
comportent pas de formule atomique de la forme X *(t1,...,t,) ni de quantificateur VX .

Les formules de SR; prennent une valeur de vérité dans SRy, c¢’est-a-dire dans P(IIx P) ;
les variables de prédicat X varient dans SRy, les variables X dans SR;.

Soit donc F' une formule de SR; close avec parametres : il s’agit d’une formule de SRy,
dans laquelle les variables libres d’individu ont été substituées par des entiers, les variables
libres X de prédicat n-aire ont été substituées par des prédicats de SRy, c’est-a-dire des
éléments de P(IN" ; les variables libres X de prédicat n-aire ont été substituées par
des prédicats de SRy, c’est-a-dire des éléments de P(I1x P)N".

On définit sa valeur de vérité ||| F'||| C IIx P par récurrence sur la construction de F' (bien
entendu, (€,p) |- Fsignifie ¥r¥g((r, q) € [|F|| = (€,p) * (v, q) € AL]) :

e Si F est atomique de la forme ¢t # u, alors ¢,u sont des termes d’individu clos, donc
ont une valeur dans N ; |||t # u|| est @ ou ITx P suivant que ces entiers sont distincts ou
non.

e Si F est atomique de la forme Xt (t;,...,t,), alors X* € P(IIxP)N" et t,,...,t, sont
des termes clos, donc ont une valeur dans N. On a donc Xt (¢1,...,t,) C IIx P ; cela
définit ||| X (¢1, ..., t0)|]-

e Si F est atomique de la forme X(ty,...,t,), alors X € P(IDN" et ¢y,...,t, sont
des termes clos, donc ont une valeur dans N. La valeur || X(t1,...,t,)| dans SRy est
alors définie de fagon évidente. Sa valeur ||X(t1,...,t,)|| dans SR, est définie par
N1 X (t1, - t) | = [| X (E1, - - t0)]| X P

e SiF=G H alors [[Fll = {(Ep)- (m0) (€.0) -G, (m0) € 1HII}.

o Si F=VzG, alors ||F| = IG[n/2]l.

neN
o Si F=va™G, alors || F|| = U{(S”Q, 1).(mq); (m,q) € ||Gn/x]||}-
neN
e Si FF=VXT'G, ou X est une variable de prédicat n-aire, alors || F||| = U IG[x /X
XeP(IxP)N"
e Si FF=VX({E, ou X est une variable de prédicat n-aire, alors || F|| = U IIGIX/X]]|.-
XeP(IN®

Définition du forcing

Considérons une formule F' de SR; et soit p une variable de condition.
On définit, par récurrence sur F, une formule de forcing (formule de SRq) notée p |-/ F
(lire “ p force F' 7).

e Si F est atomique de la forme X*(¢1,...,t,), on pose :
p X (t, o tn) = Yg"{Clpg) — q# XF(tr, . )}
e Si F' est atomique de la forme X (¢1,...,t,), on pose :

p X, ) = Clpl = X(t1, ..., L)

13



e Si F est atomique de la forme t # u, on pose :
pH—ft#u = Clp] =t # u.

o pI-IG—H = Yq"{(g |-'G) = (pg |- H)}.

o pl-VaG = Va(p IH1G).

o plHIvatG = ity |1 G).

e pHVXTG = VXTH(p ﬁ—fG).

e plFVXG = VX(p @)

On considere, dans la suite, des formules de SR; closes, a parametres &7, ..., A dans SR,
et Yq,...,Y,; dans SRy.
Onles écrira F[Xy, ..., X, Y1,...,Y ], auliende F[X /XS, ... X/ X, Y /Y, ..., Y /Y.
Un parametre (constante de prédicat d’arité n) de SRy est une application X : N" —
P(IIx P).
Un parametre de SRg est une application Y : N* — P(II).
On écrira donc, en abrégé, p |- fF[Xl, XYY
Par exemple, si X € P(IIx P)N (prédicat unaire de SRl), alors :
p -7 Xn est la formule de forcing Vq[Clpg] — ¢ # Xn).
Remarque. Une formule atomique de la forme ¢ # u est alors de la forme X (¢,u) ou X : N2 —
P(I0) est défini par X (m,n) =0 si m # n et X(m,n) =11 si m =n.
Etant donnés une telle formule F[X,,..., X, Y1,...,Y ] et p € P, on définit une valeur
de vérité de SRy (sous-ensemble de II), notée ||p |-'F||.
On pose :

lp "Fll = J{=7; 7 € Clpal, (7, 9) € I FII}-

qeP
Lemme 12. Pouré € A, etpe P, ona (£,p) FF & €-(p |F'F).

En effet, la condition (&,p) [ F sécrit VaVg{(m, q) € ||F|| = (& p) * (7w, q) € 1},
c’est-a-dire VaVqvVr{q € P,7 € Clpq|, (7, q) € ||F|| = €+ 7" € L}. Par définition de
|p -"F||, cette condition équivaut & Ve (w € ||p |F'F|| = £xw € 1).

C.Q.F.D.

Théoreme 13. B B
Pour chaque formule close F[Xy, ..., %, Y1,....,Y,] de SRy, a paramétres Xy, . .., Xy dans
SRy et Yy,...,Y, dans SRy, il existe deux quasi-preuves closes xr, X'w telles que :

xe -l H7F) = (0 IF'F)] et Xp -0 -'F) — (0 [FF)].

Xr et X ne dépendent pas des parametres et des termes présents dans F'.

On le montre par récurrence sur la construction de la formule F'.
e Casou FF=VzG. On a alors :
lp "FIl = U™ 7 € Clpgl, (m0) € |IV2Gll} = | =7 7 € Clpdl, (7,q) €

qeP qgePneN
G/ ]llI},

et done :

lp Il = U llp I'Gln/]l.

neN
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On a aussi :

lp 1=7F = Ip - Gln/a].

neN
L’hypothese de récurrence donne alors immédiatement le résultat, si on pose :

XF = Xc et Xr = XG-

e Cas ol F'=VXG ou bien F =VX™TG. Méme démonstration. On a encore :
XF = Xc et Xr = XG-

e Casol F = Vai™G. '

Ona |p I-'F| = | J{="; 7 € Clpq), (@, q) € [|[va™C||} =

U {w"; 7 € Clpq|, (w, q) € ||[{(s"0,1)} — G[n]||}. On a donc :
(1) lp F'Fll= | {s"0.77; 7€ Clp(1g)], (v, q) € IGMII}-

qePneN
Par ailleurs, par définition de ||p [/ F||, on a :

(2) lp 77 = U IH{s"0} = (o Gl = ([ {s"0 e w € [lp -7 Glnlll}-
neN neN
i) Par hypothese de récurrence, on a x¢ |- (p F/G[n]) — (p |'Gn]). Posons :
Xr = Az n(axqg)(x)n
ol « est une composée des ;(0 < i < 3) telle que 7 € C[p(1q)] = at € C[pq|.
Soient € |- (p |-/ F) et 507" € ||p |-'Fl, avec = € Clp(1g)] et (mq) € [IGM]l
(d’apres (1)). On doit montrer xp* €+ s"0. 77 € L.
Or, on a at € C[pgl, donc 77 € ||p |- 'G[n]||, par définition de ||p [-'G[n]||.
On a aussi £ |- ({s"0} — (p - /Gn])), d’apres (2) et I'hypothese sur €.
Donc (€)s"0 |- (p -7 G[n]) ; I'hypothese de récurrence donne alors :
Xg* (£)s"0 .7 € 1. On a donc bien yp*x€.s"0.7" € I, d’apres le choix de yp.
ii) Par hypothese de récurrence, on a x4 |- (p |-'G[n]) — (p |-/G[n]). Posons :
X = AeAn(xs) @)an
ol « est une composée des ;(0 < i < 4) telle que 7 € Clpg] = ar € C[p(1q)].
Soient £ - (p - 'F) et 507 € ||p |-/ Fll, avec 7 € |p |- /Gln]| (dapres (2)).
On doit montrer X% +x&.s"0.m € L.
Or, d’apres (1), on a £ xs"0. 7" € L si (m,q) € ||G[n]|| et 7 € C[p(1g)]. On a donc :
(@&)s"0x ™ € I si (m,q) € ||G[n]|| et 7 € C[pq)] (car alors at € C[p(1q)]).
Il en résulte que (a€)s™0 |- (p |'G[n]). L'hypothese de récurrence donne alors :
Xe * (@€)s"0.m € 1, d’ou le résultat.
o Casou F=G — H.
i) Soit av une composée des a;(0 < i < 3) telle que 7 € Clp(qr)] = ar € C[(pq)r].
Soient £ |- (p /G — H) et @ € p |- '(G — H)]|.
On a donc 7€ C(pq) et (w,q') € ||G — H]||.
Donc @ =n.m, ¢ =qr, (n,q) |-G et (7, r) € [[H]|.
D’apres le lemme [[2, on a 7 |- (¢ [F'G). L’hypothese de récurrence donne donc :
Xen (g F7G), dott (&) (xe)n I (pq -7 H). L'hypothese de récurrence donne alors :

(xu)(E)(xe)n Ik (pq |"H), donc par le lemme [, ((xx)(€)(xe)n, pa) - H.
Il en résulte que ((xu)(&)(xe)n* 7, (pg)r) € L.
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Comme 7 € C[p(qr)], on a at € C[(pq)r)] et donc (xu)(§)(xg)n* 7" € L.
Posons :

xr = (@)AzAy(xm)(x)(Xe)y-
On a alors ypx&.w™ = xr *If' e = (xu)(&)(xg)n* 7w € 1L et donc :
xr -1l H'G— H) = (p 'G— H).

ii) A 'aide de I'hypothese de récurrence, on montre d’abord le:

Lemme 14. Si ¢ |- (p |-'G — H) et |- (¢ |-'G) alors (@€)(xa)n |- (pa |F-'H) ;
a est une composée des a;(0 < i < 3) telle que T € C[(pq)r] = a1 € Clp(qr)].

Soit p™ € |lpq |-"H||, c’est-a-dire qu’on a 7 € C[(pq)r] et (p,r) € || H]|||.
Par hypothése de récurrence, on a xan |- (¢ |-'G) et donc (xgn,q) |-G d’apres le
lemme [[2.
On a donc (xgn.«p,qr) € |G — H]|.
Par ailleurs, on a at € C[p(gr)] et donc xgn . p°" € ||p F'G — H]||.
Il en résulte que &% xgn.«p®” € L et donc (@&)(xg)n*p™ € L.
C.Q.F.D.
Soient alors £ |- (p |-'G — H), 1 |- (¢ |-/G) et 7 € lpg |-/ H].
Par hypothése de récurrence, on a Yy - (pq |F'H) — (pq |7 H).
D’apres le lemme [[4, il en résulte que xy*(al)(xg)n.m € L ;onadonc xprx€en.m € L
avee X = AAy(Xp) (@) (xa)y.
e Casou = X(ty,...,t;). On a alors :
Ip = 7Fll = (J{r-m 7 € Clpa] , (m,q) € [|X(tr,. .. ta)|[} et

qeP

lp I-"Fll = J{a"s 7 € Clpd] , (7, 9) € | X (ks - ta) I}
qeP

On adonc xp=x et xXpr=Xx"
e Cas ol /= X(t,...,t). On a alors :
lp - Fl = {r.m 7€ Clpl 7 € X (t, . )]} et
lp I-"FlIl = Jta"s 7 € Clpgl, (m.0) € X (bt} = |J {775 7 € Clpal,m €
. qeP qeP
| X (t1,. .. te)]|
On a donc xr = Ax(X) \y(x)(ao)y et Xm = AxAy(x'z)(aq)y ol oy et ay sont tels que :
7 € Clpq] = aor € C[p] ; 7 € C[p] = aut € C[p1].

C.Q.F.D.

En appliquant le lemme [[3, on en déduit :

Théoreme 15.

Pour chaque formule close F[Xy, ..., X, Y1,...,Y ] de SRy, a paramétres Xy, . .., X} dans
SRy etY,...,Y, dans SRy, il existe deux quasi-preuves X g, X', qui ne dépendent pas des
parametres et des termes présents dans F', telles que :

EIF@IFTF) = () IFF et (€0) IFF = X - I F).

Proposition 16. B
Soit F[Xy, ..., X, Y1,...,Y)] une formule close de SRy, a paramétres Xy, ..., Xy dans
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SRy etYy,...,Y, dans SRy. On a alors :

Ae(Xp) (T () (o -1 F) = (pg |1 F)] ;
A (Xp) (T2) xe) [0 -1F) = (ap 7 F)).

Sié - (p [ F), ona((xr)é,p) I F (théortme [F), done ((7,) (xr)é, pg) |- F (lemmefl0).
Dot (x%)(7,) (x#)€ I (pg -/ F). On en déduit le premier résultat voulu.

Meéme preuve pour le second.
C.Q.F.D.

Théoréeme 17.

Soit F[X1,..., X} une formule close usuelle de SRo. Il existe deux quasi-preuves closes
X0, X telles que (X% xL) (0 T F[X1, ..., X4 < (Clp] — F[X1,..., X4]).

On a utilisé la notation (§,n) A < B pour exprimer que l'on a { A — B et
n B — A.

Preuve par récurrence sur F.
o SiF=X(t,...,t,), pl-'Fest Clp|— F.
SiF=VxG,p ' FestVe(p |-/G[n/z]). On peut done prendre x% = % et xL = L.
e Si F'=VX G, méme démonstration.
o Si F=Va™G, ona:
Ip -7 FIX Xl = 570 = (0 -G, X XD et

neN

neN
On pose X3 = AzAyA2((xg) (2)2)y et xp = AzAy(xg)A2(2)2y.
e SiF=G—Hoa |pl’(G—H)|=Jl@ &) — @l H).
qeP

Dong, si a, 3,7 sont des combinaisons des a;(0 < i < 3) telles que :

7 € Clpg| = at € C[p], 1 € Clg] et 7 € C[p] = 7 € C[pp|, on peut poser
Xp = Ay z (X3 (@) (xe)Ad 2)(V)y et xp = Azdy(x i) Az((2)(a)2) (xGy) (3)z.
On le vérifie facilement en montrant que :

X - G- X)) = (pp T H[X . X)), Clpl, GIX -, X — HIX,. %}

Y

Xb HAClpL GIX1, . X = HIX 1, Xl (a H/GIXL . X)) = (g T HIX
C.Q.F.D.

Théoréeme 18.

Soit F[X1,..., X une formule close usuelle de SRy. Il existe deur quasi-preuves closes
X1y Xps qui ne dépendent pas des paramétres de F, telles que :

(f,p) |H_F[717’77L] = X;g H—C[P] _)F[le"'aXN] ;

EClpl = FIXy, - Xl = (xp6op) I FIX, - X

Corollaire des théoremes [J et [[7.
C.Q.F.D.
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Le générique

Dans la suite, on va considérer certaines fonctions ¢ : P¥ — P. On considere alors une
telle fonction comme un symbole fonctionnel, qui permet donc de construire de nouveaux
termes de condition (on a déja un symbole de fonction binaire et un symbole de constante
1). Bien entendu, linterprétation du symbole de fonction ¢ est cette fonction méme.

On ajoute au langage des formules de SR;, un symbole J de prédicat unaire sur les con-
ditions et le quantificateur Vp* sur les conditions. On définit donc les formules étendues
de SR, comme suit :

e Les formules étendues atomiques de SR; sont
d’une part les formules atomiques de SRy ( dela forme ¢ # u, X (t1,...,t,), X (t1,. .., tn),
ou X est une variable de prédicat d’arité n et t,u,t,...,t, sont des termes d’individu) ;
d’autre part les formules J (tP), ou J est un symbole fixé (représentant, dans SRy,
lidéal générique) et tP est un terme de condition.
e Si F' et GG sont des formules étendues de SR, alors FF — (G en est une aussi.
e Si G est une formule étendue de SRy, alors C[tP] — G en est une aussi (¢"
de condition).
e Si F est une formule étendue de SRy, alors Vz F, V2™ F et Vp?” F sont des formules
étendues de SR;.
e Si F est une formule étendue de SR; et X une variable de prédicat, alors VX F' et
VXT F sont des formules étendues de SR;.

La valeur de vérité dans SR; d’une formule close étendue, avec parametres dans SR; se
définit comme précédemment, par récurrence sur F. Il y a trois nouveaux cas pour la
récurrence :

un terme

e Si F' est atomique close de la forme J(tP), alors tP a une valeur p € P. On pose :
(Pl = T {p}.

e Si F = C[tP] — G, alors t” a une valeur p € P. On pose :

IFN = {(r.1) « (7, q); 7 € C[p], (7, q) € [|G][}-
o SiF = VpPG, alors [|F]| = | IGHI-

peP

Corrélativement, on ajoute au langage de SRy, les formules atomiques tP;éJ (uP), ol
tP, uP sont des termes de condition.
Si une telle formule atomique est close, alors tP,uP prennent respectivement les valeurs
p.q € P. Donc ||t7 ¢ J(uP)|| = {x € TL; (m,p) e Ix{q}} =Msip=qet =Psip#q.
Autrement dit, la formule atomique ¢~ ¢ .J (uP) pourra étre écrite plus simplement tP + uP .
On peut alors définir la formule p |- ’F de SRy, pour toute formule F' étendue de SR;.
Dans la définition par récurrence sur F, il y a deux nouveaux cas :
e Si F est atomique de la forme J(tP), on pose :
p'F = virP(Clor) = r ¢ J(tpr, - - pi))-
Comme la formule r ¢ J(t7) n’est autre que r # t*, on voit que :
p T I(P) = ~ClptP).
o Si F=YpPG, alors p ' F =W p F/G).

Proposition 19.
i) Dans les formules de SRy, on a :
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péJa) = p#aq; ') = —Clpg).

i) (&p) I J(q) = X'¢ - —Clpq] ; € | —=Clpg] = (x¢,p) Ii=(q).

i) a déja été montré.

ii) Si (&,p) [FJ(g), ona (&,p)*(7,q) € L pour tout = € II. Donc :

T€Clpgl = Exn" € L= YExTome L.

Inversement, si & [ —C[pgl, alors £ x 7.7 € 1L pour tout 7 € C[pq], donc x{ x 7™ € A,

d’out (x&,p) * (,q) € L.
C.Q.F.D.

Le théoreme [ reste donc vrai pour le langage étendu. Il suffit, en effet, de le vérifier pour
les nouvelles formules atomiques J(p) du langage de SRy, ce qui résulte immédiatement
de la proposition [L9.

Notations.

e On note p < ¢ la formule Vr?(=Clgr] — —C[pr]) et p~ ¢ la formule p < g A q < p,
c’est-a-dire Vr”(=Clgr] < —C[pr]).

Dans la suite, on écrira souvent F' — C[p] au lieu de =C[p| — —F ;

p < q s’écrit alors Vr” (Clpr] — Clgr]) et p ~ q s’écrit Vr” (Clpr] < Clqr]).

Remarque. On rappelle, en effet, que C[p] n’est pas une formule, mais une partie de A, ; en
fait, dans les structures de réalisabilité considérées plus loin, il existera une formule C[p] de SRq
telle que Clp] = {7 € A¢; 7 |- C[p]}. On pourra alors identifier C[p] & la formule C[p].

e Si F est une formule close de SRy, on écrira |- F' pour exprimer qu’il existe une
quasi-preuve 0 telle que (0, 1) |- F. D’apres la proposition B0, cela équivaut a dire qu’il
existe une quasi-preuve 6 telle que (6, p) |- F' pour tout p € P.

Proposition 20. Si (0,1) ||~ F, alors (af,p) || F pour tout p € P ; « est une quasi-
preuve telle que T € Clpq] = at € C[1q].

En effet, on doit montrer que, pour tout (m,q) € ||F||, on a (@b, p) * (7,q) € I, soit :

(@f x 7, pq) € 1. Soit donc 7 € C[pq], d’ou at € C[1q].

Comme on a, par hypothese, (6x7,1q) € 1L, on en déduit 0x7*" € L et donc af+n" € L.
C.Q.F.D.

Théoréme 21 (Propriétés élémentaires du générique).

i) (@,r) [[F=J(1) pour tout r € P

ot v une quasi-preuwve telle que T € Clr(pq)] = at € C[pl].

i) (0,7) [} Vp" (=Clp] — J(p)), quel que soit r € P

ot 0 = xArAy((x'y)(B)x)(a)z

et ., sont deux quasi-preuves telles que T € Clr(gp)] = a1 € Cp] et fr € Clq(1r)].
i) (0,7) - ~7(p), J(pa) — J(q) pour tous p,q,r € P

ot 0 = AxXy(@)(x)(B)y et «,f sont deuzr quasi-preuves telles que :

7€ Cr(p'(d'9)] = ar € Clp'((¢¢)1)] et 7€ Cl(qq")p] = B7 € Cl¢'(pq)]-
i) |=vp"(Vq" (=Clpg] — J(q)) — ~J(p)).

v) I=Vp"Va" (J(p).q < p — J(q)).

vi) |+ Vp"¥g" (=Clpg], =J (p) — J(q))-

i) Soit (£, p) | J(1) ; on doit montrer que (@, r)x(&,p) « (7, q) € AL, soit (@ x &« m,r(pg)) € L.
Soit donc 7 € C[r(pq)] ; on doit montrer que @*¢ .77 € L, soit & 77 € L. Mais on
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a a7 € C[pl] et, par hypothese sur (§,p), on a (§,p) x (7,1) € AL, donc (§ x7,pl) € L,
d’ou le résultat.

ii)Soient (7, q) |- =C[p] et (7, p) € ||J(p)|[|- On doit montrer que (8, 7)*(n,q) « (7,p) € 1L,
soit (0 xn.m, r(gp)) € AL. Soit donc 7 € C[r(gp)] ; on doit montrer que @ xn.7” € L.

Or, on a at € C[p] ; par hypothese sur (7, ¢q), on a donc (1, q) * (a1,1) « (7w, 7) € L, soit :
(nxat . m, q(1r)) € 1. Mais on a 37 € Clq(1r)], donc nxat .7 € I, d’oufxn.7" € L.

ili) Soient (&,p') |- =J(p), (,4) |- J(pa) et (m,q) € [|J(g)[|- On doit montrer que :
(0.r) % (&P) « (n,4") - (m,q) € L, soit (§x&.n.mr(p(dq))) € L.

Soit donc 7 € C[r(p'(¢'q))] ; on doit montrer que #x&.n.n" € L.

On montre d’abord que (87, qq¢") |- J(p), c’est-a-dire (31, q¢') * (=, p) € AL pour toute
w € IL

Ceci s'écrit  (Bn * @, (qq')p) € L. Soit donc v € C[(qq')p] ; on a Bv € C[¢(pq)] ; or, par
hypothese sur 1, on a (n,¢') * (ww,pq) € AL, donc (n*w@,q (pq)) € AL, d’ott n* @’ € I
et, finalement Bn+w”™ € 1L, ce qui est le résultat voulu.

De (81,qq) |- J(p), on déduit, par hypothese sur &, que (£,9") % (81,q¢') « (m,1) € IL,
soit :

(ExBn.m p'((g¢)1)) € I. Or,on a ar € C[p'((¢g¢')1)], donc & fn.w" € I, dou:
ax(&)(B)n.n" €L et,enfin OxEun.n” € L.

iv) Soient (&,q) | J(p) et (n,7) |- Yq(=Clpq] — J(q)) ; on cherche une quasi-preuve 6
telle que (0,1) % (n,7)«(&,q) « (m,7") € AL, soit (0 xn.&.m L(r(qgr'))) € AL.

D’apres la proposition [[9, on a x’¢ |- =C[pg|, donc Adx’¢ || C[1] — —Clpq].

D’apres le théoreme [I§;, il existe donc une quasi-preuve o telle que (xoé, 1) | —C[pq].
Par hypothese sur 7, on a donc (1, 7) * (xo&, 1) « (m,q) € UL, soit (n* xo& « m,r(1q)) € L.
On peut donc prendre § = (@) AzA\y(y)(xo)r ol « est une quasi-preuve telle que :

T € C[L(r(qr))] = a7 € Clr(1q)].

v) Soient (&,p') |- J(p) et (n,7) |- ¢ < p; on cherche une quasi-preuve 6 telle que :
0,1) % (&,p')« (n,7) « (m,q) € 1L pour toute m € II, soit (A *&.n.m, 1(p'(rq))) € L.
D’apres la proposition [[9, on a x’¢ | =Clpp/]. D’apres le théoreme [[§, il existe une quasi-
preuve g telle que xon | C[r] — ¢ < p. Or, on a facilement :

= —=Clpp'], (C[r] — ¢ < p) — =C[(p'r)q].

Il existe donc une quasi-preuve x; telle que x1&n |- —=C[(p'r)q| ; d’apres la proposition [[9,
on a donc (x2£n,p'r) |- J(q), pour une quasi-preuve ys convenable. On a donc :

(x2&n, p'r) x (m,q) € L, soit (xe6n*m, (p'r)q) € L. On peut donc prendre § = @ys, ou
a est une quasi-preuve telle que 7 € C[1(p/(rq))] = at € C[(p'r)q].

vi) Soient (&,r) [ —Cpq] et (n,q¢') |- =J(p) ; on cherche une quasi-preuve 6 telle que :
(0,1) % (&,7) « (n,q') « (m,q) € 1L pour toute 7w € II, soit (0 x&.n.m 1(r(qq))) € L.
D’apres le théoreme [, il existe une quasi-preuve xq telle que xoé | C[r] — —C[pq].

Or, on a facilement F (C[r] — —=C|pq]) — —=C[(¢gr)p].

Il existe donc une quasi-preuve x; telle que x1§ |- —Cl(gr)p] ; d’apres la proposition [[9,
on a donc (x2€,qr) | J(p), pour une quasi-preuve ys convenable. On a donc :

(7, ¢ )*(x2&,qr) « (m, 1) € 1L, par hypothese sur 7 ; ce qui s’écrit (% x2£ « 7,¢'((qr)1)) € L.
On cherche une quasi-preuve 6 telle que 6 x £ .n .77 € A, pour tout 7 € C[1(r(¢'q))].
Soit a une quasi-preuve telle que 7 € C[1(r(¢'q))] = ar € Cl¢'((¢r)1)]. On a donc
Nxx26em® € 1, donc @*xn.x2£.m" € 1L, ce qui montre qu'on peut prendre § =
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Az Ay (ay)(xz)z.
C.Q.F.D.

Théoréme 22 (Densité).

Pour toute fonction ¢ : P — P, on a :

(0,1) |- vp" (=Clpd(p)] — J(p)), VD" J(pp(p)) — L

avec 0 = (B)Axdy(x)(D)y, ¥ = (Y)AdA\z y(X'x)(a)y ; «,F sont deuzr quasi-preuves
telles que : 7 € Clgr] = at € Clq(qr)] ; 7€ C[1(p(qr))]) = B7 € Cp(1q)].

Soient, (&, po) |- p" (=Clpé(p)] — J(p)), (0, 40) li-Vp" J(pé(p)) et (w,70) € TL.

On doit montrer que (0 * & «n«m, 1(po(qoro))) € AL, c’est-a-dire :

(%) (V7 € C[L(po(qoro))]) @ *xEemom € L.

On montre d’abord que (¥1,1) | —=Clgo®(qo)]-

Pour cela, on doit montrer (V(w,r) € II)(V7 € Clgod(qo)])(In,1) * (7,1) « (ww,r) € 1L
ou encore (Vo € I)(Vr € P)(V7 € Clgod(qo)]) (V7' € C[1(1r)])) InxT.w™ € I, cest-a-
dire :

(%) (Voo € I (V7 € Clgop(qo)]) n* ™ € L.

Or, par hypothese sur 7, on a (1, q) || J(q0¢(qo)), ¢’est-a-dire :

(n*w,q0(q0P(q0))) € AL ou encore (V7 € Clgo(qod(qo))]) n*w™ € L.
Cela donne le résultat (#x*) cherché.

Par hypothese sur &, on a (&, po) [F =Clgoo(q0)] — J(qo). 1l en résulte que :
(Vr € IT)(&, po) * (Un,1) « (,q0) € AL, soit (Vmr € IT)(E * ¥« 7, po(1lgo)) € L.
On en déduit (Vm € IT)(V7 € Clpo(1qo)]){ *vn .77 € L.

Cela donne le résultat voulu, puisque I'on a §x&.n.n™ = ExIn . 707

et 7 € C[1(po(qor0))]) = BT € Clpo(1qo))-
C.Q.F.D.

Condition de chaine dénombrable

Notations. La formule V2™ (Xz — Yz) ott X,Y sont des variables de prédicat unaire,
sera notée X C Y. La formule (X CY) A (Y C X) sera notée X ~ Y.

Méme chose, en remplagant X,Y par Xt Y (avec les quatre combinaisons possibles).
Rappelons que, si X : Nx P — P(II) est un prédicat unaire de SRy, alors X (n,p) est
aussi écrit |p# Xn||. La formule Vg©(Clpg] — q#Xn) est éerite p |-/ Xn.

On dira que C satisfait la condition de chaine dénombrable s’il existe une application
p: P(IN™ — P et deux quasi-preuves cdy, cd; telles que, pour tout X € P(I1)™F :

cdo [F- Vn™™Vg" (g ¢ Xn — p(X) < q) ;

cdy [F VR gPYrP (g Xn,rd Xn — g = 1), Y™ 3¢F (¢ £ Xn),

VRGP (g Xn — Clq]), Ym™Wnl"gPVrP (g Xn,r ¢ X (n+m) — r < q) — C[p(X)].
Remarques.

e Rappels : C[p] n’est pas une formule, mais un ensemble de A.-termes ; la notation F' — C[p]
désigne la formule F,-C[p] — L ; p < q est la formule Vr¥ (C[pr] — Clgr]).

e Intuitivement, on considere X'n comme une partie de P : c’est I’ensemble des conditions p
telles que p# X'n. Cette formule exprime donc que :

p(&X') est une condition plus forte que toutes celles des A'n
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(traduction de Vn™™qP (q# Xn — p(X) < q)) ;

si chaque X'n a exactement un élément p,

(traduction de Vn'™gPVrP (q¢ Xn,r¢ Xn — ¢ =r) et Vn'™ 3¢ (q# Xn)),
si la suite p,, est décroissante

(traduction de Ym™n gDV (g f Xn,r¢ X(n 4+ m) — r < q)),

si pn, est une condition non triviale pour tout n

(traduction de Vn'™Vg" (¢ ¢ Xn — Clq))),

alors p(&X') est une condition non triviale

(traduction de C[p(X)]).

Notation. On désigne par p |-/ 4+ Xn la formule Vg (C[pgl, ¢ -/ &n — p |-/ xn) ou
encore VgPVrP (Clpql, Clpr], q |- Xn — r#Xn), quise lit “la condition p décide Xn 7.

Théoréme 23. Si C a la propriété de chaine dénombrable, alors il existe une application
(p, &) — p* de PxP(ID™ dans P et des quasi-preuves &y, o1, 0o telles que :

0o -Clpl = Clp™] s oy f-p¥ <p s 6 Y™ (Y |-+ Xn).

Remarque. Ces propriétés se traduisent par : “ si p est une condition non triviale, alors p*
est une condition non triviale, plus forte que p, qui décide X'n pour tout entier n ”.

Lemme 24. II existe une fonction ¢ : Nx PxP(IIx P) — P telle que :
(1) o |- Ve ™ F (p, ¢(x,p, Xn), Xn) — p |- Xn
ot F(p,q,Xn) = Clpg] — q¢ Xn, donc p |-'Xn = ¥g" F(p,q, Xn).

C’est la preuve usuelle que o réalise ’axiome du choix non extensionnel (ACNE)([3,4,5].
La regle de réduction pour l'instruction o (signature) est la suivante :
oxEem=Exsi0aT
ou j est le numéro de la pile 7 dans une énumération récursive i — m; fixée de II.
On définit ¢ au moyen de I'axiome du choix, de facon que, pour tout ¢ € N, on ait :
mi€ JIF(p.q.Xn)| = m € |F(p,6(i,p, Xn), Xn)|.

qeP
Soient alors & - Vai™ F(p, ¢(x, p, Xn), Xn) et 7 € ||p -' Xn]|.

On a 7 = 7; pour un entier j et, par ailleurs, ||p |/ Xn| = U | F(p,q, Xn)||.
qeP
On & done 7 € | F(p, 6(j,p, Xn), Xn)||.
On doit montrer que o x &7 € L, soit Exs/0.m € 1. Or, on a :
$0.7 € [[{s'0} = F(p,¢(j,p, Xn), Xn)|| < [ JI{s'0} — F(p, 6(i,p, Xn), Xn)|
i€N
= V2™ F (p, p(x, p, Xn), Xn)||. Dot le résultat, par hypotheése sur €.
C.Q.F.D.
On définit ensuite la formule V(r, p, Xn) de SRy :
U(r,p,Xn) = (p - xn—r=p)A
V' [~F (p, ¢z, p, Xn), Xn), Yy V2" (y + 2 + 1 =& — F(p, ¢y, p, Xn), Xn))
— r = po(x,p, Xn)].
La formule ¥(r, p, Xn) exprime que 'on a r = ¢ (p, Xn), ou :
U(p, Xn) =psip |- Xn, et sinon
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Y(p, Xn) = po(x,p, Xn) pour le premier entier x tel que l'on ait —F(p, ¢(x,p, Xn), Xn).
Un tel entier existe toujours, d’apres (1).

Noter que 1, contrairement a ¢, n’est pas un symbole de fonction, c¢’est-a-dire une appli-
cation de PxP(IIx P) dans P. On ne peut l'utiliser que par I'intermédiaire de la formule
r = (p, Xn), qui s’écrit U(r, p, X'n).

Lemme 25.

i) [V B (r,p, Xn) ;- VR NP (W(g, p, Xn), W(r,p, Xn) — g =7) ;
i) =Yrf (W (r,p, Xn) —r <p)

i) [ VrP(U(r, p, Xn),Clp] — C[r]) ;

w) VrP((r,p, Xn) — (r -1 + Xn)).

Remarque. Rappelons que la notation [ A(p, Xn) signifie qu’il existe une quasi-preuve,
indépendante de p, X', n, qui réalise A(p, Xn).

Il suffit de prouver ces formules a ’aide d’hypotheses déja réalisées par des quasi-preuves.
Les formules (i) expriment que W(r, p, Xn) est fonctionnelle, ce qui est conséquence de sa
définition et du lemme P4 (formule 1).

On prouve maintenant (ii), (iii) et (iv) sous la forme :

U(p, Xn) < p, Clp] — Clo(p, Xn)] et (p, Xn) -7 + Xn. On distingue deux cas.

e Sip|7xn, alors on a ¢(p, Xn) = p, donc ¢(p, Xn) < p et C[p] — Cl(p, Xn)]| ;
de plus, puisqu’on a p |- T xn, on a trivialement p i I 4+ Xn et donc »(p, Xn) | I+ xn.
e Sip H7/f/'\fn, alors on a ¢(p, Xn) = pq, avec ¢ = ¢(x,p, X'n) pour un certain entier x ;
on en déduit ¥(p, Xn) < p.
On a, de plus, =F(p, ¢, Xn), autrement dit Clpg] A ge Xn.
Clpq| s’écrit C[tp(p, Xn)], d’ou 'on déduit trivialement C[p] — C[¢p(p, X'n)]. D’autre part,
de ge Xn, on déduit VrP(Clgr],r |-/xn — L), doti ¢ |-/ £ Xn et donc pg 7 + Xn,
Cest-a-dire ¢ (p, Xn) |-’ + Xn.

C.Q.F.D.

On définit alors, par récurrence sur n, le prédicat unaire J : Nx P — P(II) de SR; en
posant : Y(n,q)(= llg¢ Ynll) = llg = pall avec po = p et pui1 = Y(pn, Xn).

En premiere approximation (c’est-a-dire en utilisant le symbole auxiliaire de fonction ),
la formule pour ¢¢ Yn est donc :

(2)  qfYn = VZHYNP(r g 20 — 0(r, XG) £ 2V + 1), pE 270 — qf Ztn).

Son écriture exacte est donc la formule ®(n,q,p, X) :

VZH VPP (e ¢ 25 W (e, X)) — 7 ¢ 2T+ 1)), p¢ 210 — qf Ztn}.

On définit donc la fonction Y : NxP — P(II) en posant ||q £ Yn|| = V(n,q) = ||P(n,q,p, X)||.

Lemme 26.

Les formules suivantes sont réalisées par des quasi-preuves indépendantes de p, X :
i) V" (q¢ V0 = q=p) ;

i) vn'™3¢"(q¢ In) ;

i n"™ePr (g Yn,rdYn — q=r) ;

w) Ym"NnmNgPYrE (g Yn,rY(n+m) —r <q) ;

v) VnNgP(qf Y(n+1) —q |- + Xn) ;

vi) Clp] = Vn"Ng"(q¢ Yn — Clq)).
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Il suffit de montrer que ces formules sont conséquences de formules réalisées par des quasi-
preuves et de la définition de ¢ # Yn (on utilisera 1’expression (2)).

On montre d’abord : '
(3) FpgY0et |-V (rf Vi — o, X5) ¢ V(5 + 1))
Le premier résultat découle trivialement de la définition de p ¢ )0.
r¢ Vi s'éerit VZH{VYPE (rd 215 — (i, X9 £ Z1 (G + 1)), pE 210 — r £ Z i)
On en déduit :
V2L (g 2 — o (r XG) £ 27 (5 + 1)) pF 270 — (r, Xi) ¢ ZF(i+ 1)}
c’est-a-dire ¢(r, Xi) £ V(i + 1). C’est le deuxieme résultat de (3).
De (3), on déduit immédiatement ¥Yn™3¢” (q#Yn) par récurrence sur n, ce qui donne
(ii).
On montre maintenant : .
4) Y7 (gfY0— g=p) et Vi (g V(G +1) = FIP(rEViNg=1(r, X)))).
Pour cela, on définit le prédicat Z de SRy, c’est-a-dire Z : Nx P — P(II)Y, en posant :
Z(0,9)(= llag 20]) = lag YO A g =pl ;
ZG+1,0)(= laf 26+ D) = £ Y0 + 1) A3 (£ j A g = 0(r, X))
On a évidemment [f-q¢ Zj — q¢Yj ; d’apres (3), on a:
FpfZ0et |VMIP(f Z) — G(r, ) £ 2(j + 1),
Par définition de ), on a donc |- Vn"™Vq" (¢ ¢ Yn — q¢ Zn), d’ou (4).
De la premiere partie de (4) et | p# Y0, on déduit (i).
De la seconde partie de (4), on déduit (iii), par récurrence sur n.
En appliquant le lemme PJ(iv), on en déduit également (v).

On montre (iv), par récurrence sur m. Le cas m = 0 est conséquence de (iii). On suppose
q¢Yn, ré¢Y(n+m+ 1) ; daprés (4), on a r = (r', X(n + m)). Par hypothese de
récurrence, on a 1’ < ¢. Le lemme P9(ii) donne r <7/, d'ou r < gq.
On montre (vi) par récurrence sur n. Le cas n = 0 est immédiat, d’apres (i). On suppose
q¢Y(n+1); dapres (4), on a ¢ = (¢, Xn) avec ¢’ ¢ Yn, d'ou C[¢] par hypothese de
récurrence. Le lemme PH|(iii) donne alors Clg].

C.Q.F.D.

Le lemme montre que les hypotheses de la condition de chaine dénombrable sont
vérifiées par le prédicat ). Si on pose p* = p())), la conclusion de la condition de chaine
donne |- Vn'""Wq" (¢ ¢ Yn — p* < q) et |- C[p] — C[p*]. Il en résulte que I'on a :
bt <ps vl -/ + Xn) dapres le lemme BA(v) ;- Clp] — Clp¥].
Cela termine la preuve du théoréme R3.
C.Q.F.D.

Théoreme 27. Si C a la propriété de chaine dénombrable, il existe :

une application (p, X) — p* de PxPIIx P)N dans P ;

une application (p, X) — K, x de PxP(IIx P)N dans P(I)N ;

et deux quasi-preuves 0,9 telles que :

0,p*) |FX ~ K, » et & [F-Clpp*] — —C[p] quels que soient p € P et X € P(IIxP)N.

L’application (p, X) + p* a été définie dans le théoreme BJ. La quasi-preuve § se déduit
aisément de dg et d;.
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Pour p € P et X € P(ILx P)N, on définit alors K, » € P(II)N en posant :
Kpx(n) = |p* [ Xn] = |IVa(Clp¥q] — qf Xn)].

Lemme 28. [ existe deur quasi-preuves 6y,0; telles que :

O I (0" -7 (K,am — Xn)) et 61 - (p" |- (Xn — K, xn)).

Ona p* |7 (K,xn — Xn) =Vq(q |- ' Kpon — p¥q |- xn) =
Vq((Clg) — Kpxn) — p¥q |-/ &n) = Vq((Clg) — p* |/ &n) — p¥q |- xn).
Par définition de |7, cette formule s’écrit :
Vg¥r{Clgl — Vr((C[p*r] — r ¢ &Xn)),Clp*qr] — r# Xn}.
Elle est conséquence de C[p*qr] — C[p*r] AClq] ;
d’olt une quasi-preuve 0y telle que 6y |- (p¥ |-/ vni (K, vn — Xn)).
Ona p* [ (Xn — Kyan) =Valq I-'Xn — p¥q |- Kpan) =
V(g [/ Xn — (Clp*a) — K,xm)) = Va((q -7 Xn), Clp¥q] — (0" |-/ Xn)).
Or, cette formule n’est autre que p* | f +X'n. D’apres le théoreme B3, il existe donc une
quasi-preuve 6; telle que 6, |- (p* |F/Vn™(Xn — K, xn)).
C.Q.F.D.

Preuve du théoreme P7.

D’apres le lemme 2§ et le théoreme [T, on a :

(x#bo, p¥) |l Vn™ (K, xn — Xn) ot F est la formule V'™ (Yn — X+n) ;

(xabr,p¥) |I-Vn"t(Xn — K, xn) ol F est la formule Vn™(X*n — Yn).
C.Q.F.D.

Théoréme 29 (Conservation des réels).
Si C a la propriété de chaine dénombrable, il existe une quasi-preuve 0y telle que :
(Op,7) FVXTIAX(XT ~ X) pour tout r € P.

Remarque. Le sens intuitif est que, dans SRy, les ensembles d’entiers sont (extensionnellement)
les mémes que dans SRg. Bien entendu, ce n’est pas le cas, en général, pour les ensembles
d’individus.

On cherche 6, tel que (6p,7) |[FVX(X ~ X — 1) — L quel que soit X € P(IIx P)N.
Soit (£,q) | VX(X ~ X — L). On veut avoir (6, r) * (£,q) « (7,¢") € 1L, soit :

(Oox &« 1r(qq")) € AL quels que soient m € Il et € P. Soit donc 7 € C[r(qq’)] ; on veut
avoir :

(1) Gorx&em™ € L.

Par hypothese sur &, on a (£,¢) X ~ K,»r — L avec p = r(qq’). Or, d’apres le
théoreme 27, on a (6,p*) [ X ~ K, x. Il en résulte que (&, q)* (6,p").(w,1) € 1,
soit :

(2) (% 0.w,q(p*1)) € AL pour toute w € II.

Soit a une quasi-preuve telle que, pour tout v € C[(r(gq’))p'], on ait av € Clq(p'1)].

On fixe v € C[pp*] = C[(r(¢¢'))p*], dott av € Clg(p*1)].

D’apres (2), on a donc £ x0.w® € I, donc ¥’ x&.av.f.w € 1L, pour toute w € II.
On a donc montré Ay((x'€)(a)y)é | —~Clpp?].

Or, d’apres le théoreme P7, on a une quasi-preuve § [ —C[pp*] — —C[p)].
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Comme 7 € C[p), on en déduit d*Ay((X'E)()y)f .7 .7 € L. On obtient donc le résultat
(1) cherché en posant 6y = Az (x)(6)A\y(x'x)((«)y)0.
C.Q.F.D.

Soit F' une formule restreinte de SR; ; on définit, par récurrence, sa traduction dans SRy,
qui est une formule restreinte de SRy, notée Fj :

si F' est atomique de la forme X(¢q,...,t,) ou t # u, alors Fy = F';

si F' est atomique de la forme X (ty,...,t,), alors Fy = Xo(t1,...,t,), ou Xo est une
nouvelle variable de prédicat n-aire (dont le domaine est P(I1)N") ;

si FF =G — H, alors Fy = Gg — Hy ;

si F = V2™ @G, alors Fy = Vo™ G ;

si FF=VXG, alors Fy =VX Gy ;

si F=VXTQG, alors Iy = VX, Go.

Théoreme 30. o B
Si C a la propriété de chaine dénombrable, alors pour toute formule F[ X1, ..., X,] close
restreinte de SRy, il existe deux quasi-preuves X g, Xp telles que :

(&:p) IFFIXy,.. Xa] = xi€ I Clpl — Fo[Xy,.. X,

EIClpl — Fo[ Xy, .., Xa] = (Xpép) - FIX0, - X0
ou Fy est la traduction de F' dans SRy.

Lemme 31. Soit F[Xy,...,X,] une formule restreinte de SRy. Alors, on a :
Xi~Yi, . Xy~ Y, FIX1, ..., X, F FIYi,....Y.)].

Immédiat, par récurrence sur F.
C.Q.F.D.

On montre alors le théoreme B( par récurrence sur F. La preuve est la méme que pour le
théoreme [[§ lorsque F est atomique, F = VX G, F = V2™G ou F = (G — H).
Il reste & examiner le cas ou F[X7,..., X,] est de la forme VXTG[X, X1,..., X,].

Si (&,p) [FF[Xy,...,X,],ona (&p) [FG[Xo, X1,...,X,]. Parhypothese de récurrence,
ona x&& I Clp] — G[Xo, X1, ..., X,] et donc x5 |- Clp] — VXoG[Xo, X1, ..., Xa).
On pose donc x} = x¢&.
Inversement, supposons que & |- Clp] — VXoG[Xo, X1,...,X,] ; par hypothese de
récurrence, on a (xgoé,p) I G[X, X1, .., X,] quel que soit le parametre X de SRy et
donc :
Or, d’apres le théoreme P9, on a :
) (6, p) |- VXX (X* = X).
Par ailleurs, d’apres le lemme B, on a :
(3) CGIX X, XL Xt~ X GIX X X
Or (1,2,3) ont pour conséquence VXTG[XT, X1,..., X,]. On déduit alors du théoreme [
(lemme d’adéquation), qu’il existe une quasi-preuve 6; telle que :
(Ql,p) |H—VX+G[X+,X1, cee ,Xn]

C.Q.F.D.
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Un ultrafiltre sélectif sur N

On va utiliser une structure de réalisabilité construite avec la méthode décrite dans la
section “ Structures SRy et SR; 7. On considere donc d’abord un modele de réalisabilité
usuel, donné par un ensemble saturé 1L C A.xII. Les éléments de A, sont les A\-termes clos
comportant les continuations k., les instructions cc, o, x, ¥’ et éventuellement d’autres.
Cette structure de réalisabilité sera désignée par SRy.

Dans SRy, on notera || F|| la valeur de vérité d’une formule close F' et & |- F' le fait que
& € A, réalise cette formule.

On construit maintenant une nouvelle structure de réalisabilité, désignée par SR;. On
prend pour P I’ensemble P(IT)Y muni de I'opération binaire A, définie de la fagon suivante :
si X,Y : N — P(II) alors (X AY)(n) = X(n) AY(n) pour tout n € N (X (n),Y(n) C 11
sont des valeurs de vérité de SRy, donc X(n) AY(n) = (X(n),Y(n) — L) — L est aussi
une valeur de vérité). L’élément distingué 1 de P est la fonction telle que 1(n) =0 = || T||
pour tout n € N.

On a donc A = A, xPIDN, IT = I x P(IDN et AxIT = (A, II) x P(I1)N,

Notation. On utilisera les lettres X, Y, U, V, ... pour désigner des variables de prédicat
unaire dans SR (leur domaine de variation est donc P(IT)N = P). Ce sont donc main-
tenant, en méme temps, des variables de condition. Les lettres A, B, ... désigneront des
prédicats particuliers (éléments de P(II)Y).

Les variables de prédicat unaire de SRy, variant dans P(IT)N = (P(IIx P(I1)N))N seront
notées X, YT ... Les constantes de prédicat unaire de SR; (éléments de P(II)Y) seront
notées X, ), ...

On considere la formule a une variable libre de prédicat unaire :
C[X] = Vm™3In™ X (m + n)
qui exprime que X NN est infini.
Rappelons que la notation Ym!™ F[m] représente la formule VYm(int(m) — F[m]).
En utilisant le théoréme [(ii) (mise en mémoire), on la remplacera ici par Vm({s™0} —
F[m]), puisqu’on la considere dans SRy.
La formule C[X] s’écrit donc Vm[{s™0}, Vn({s"0}, X(m +n) — L) — L].
Remarque. Nous utiliserons plus loin le quantificateur vmit dans SR;. La notation ymitt p [m)]
représentera alors la formule Vm({s™0[]} — F[m]), c’est-a-dire Vm({(s™0,1)} — F[m]).

On termine la construction de la structure de réalisabilité SR; en définissant un sous-
ensemble C[A] de A,, pour tout A € P(II)Y. On pose :
ClA] ={r € As; 7 [ C[A]}.

Onadonc U ={((xm A); (€A, mell,A:N— PII),Vr(r | C[A] = {xn7 € 1)},
Dans SRy, on notera [|F||| la valeur de vérité d’une formule close F' (sous-ensemble de
II=TIxPAD)Y) et (&, X) |- F le fait que (&, X) € A = A xP(I)" réalise cette formule.
Il faut noter qu’avec cette définition des I’ensembles C[p], on identifie les variables p de
condition et les variables X de prédicat unaire de SRg. Dans les formules de SRy, C[p] — F
sera maintenant écrite C[X] — F et le quantificateur Vp! est remplacé par VX.

On doit trouver des quasi-preuves «;(0 < i < 4) telles que :
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ap FVXVY{CIX ANY] - C[X]}; a1 |VXVY{C[X AY]— C[Y AX]};
ay FVX{C[X] = CIX AX]}; a3 | VXVYVZ{CIX A (Y ANZ)] - C[(X AY)AZ)]};
ay FVX{C[X] — C[X A 1]}.
Or, on a facilement :
FH: V(X — X'z) — (C[X] — C[X']) avec H = AfAurmAh(um)Inz(hn)(f)x.
On peut donc poser «; = H;, pour des quasi-preuves 3;(0 < i < 4) telles que :
Go FVXVY{XAY — X} B FVYXVY{XAY =Y AX};
Bo FVX{X - XAX}; O3 [FVXVYYVZ{XANYANZ)—= (XAY)NZD)};
By IEVX{X — X AT
On peut donc poser By = Az(2)1 ; B1 = A2 f((f)(2)0)(2)1

By = B = MaAf(F)r : By = MAF(F)Ag((9)(=)1) (2)01)(2)00
avec 1= Azdyzx et 0= Azlyy.

La condition de chaine dénombrable

On montre ici que la formule C[X] satisfait la condition de chaine dénombrable.

Remarquons que le langage des formules de SR contient maintenant trois relations d’équi-

valence sur les prédicats unaires (dont le domaine de variation est P(IT)Y).

Ce sont, en commencant par la plus forte :

o L’égalité de Leibniz, que nous avons notée X =Y, et qui est ’égalité dans I’ensemble

P de conditions. Elle est définie comme —(X # Y) ; pour X,Y € P(IDY, on a || X #

Y|=T=|L| st X et Y sont la méme fonction, et || X Y || =0=|T| si X et Y sont

des fonctions différentes.

o L’équivalence extensionnelle, que nous avons notée X ~ Y, qui est la formule :

Vo (X 1z « Yz). Elle est associée & la relation de préordre X C Y qui est la formule :

Ve ( Xz — Yaz).

o L’équivalence des conditions, que nous avons notée X ~ Y, qui est la formule :

VZ(CIX N Z] < C[Y A Z]). Elle équivaut & =(C[X \ Y]V C[Y \ X]). Elle est associée a la

relation de préordre X <Y qui est la formule VZ(C[X A Z] — C[Y A Z]), qui équivaut

a JoVy (X (2 4 y) — Y (z + y)) ou encore ~C[X \ Y.

La fonction binaire \ est définie sur P = P(II)N par (X \ Y)(n) = || X (n) A =Y (n)|.

Il s’agit maintenant de construire une application p : P(II)¥* — P (avec P = P(I)Y) et

deux quasi-preuves cdy, cd; telles que, pour tout X : Nx P — P(II), on ait :

cdo - VRPYWYY (Y £ Xn — p(X) <Y) ;

cdy FVRPYYYVZ(Y X0, Z¢EXn — Y = Z),Yn™3Y (Y £ Xn), VWY (Y ¢ Xn — C[Y]),
YmMYR Y Z(Y ¢ Xn, Z¢ X(n+m) — Z <Y) — Clp(X)].

On fixe donc X € P(I1)™ et on définit les formules :

A(i,n, X) = VY (Y #Xi—Yn); B(j,n X) = Vi™(G <j— A(i,n, X)) ;

d(j,n,X) = j<nAB@,nX)AVE™(j <k <n— -B(j,k, X)).

On définit alors la fonction p(&X) : N — P(IT) en posant p(X)(n) = |35 (5, n, X)]|.

Remarque. Intuitivement, ’hypothese de la condition de chalne dénombrable exprime que X

est une suite d’ensembles a un seul élément, soit {A;};cn. La suite A; est une suite de parties
de N, qui est décroissante au sens des conditions, c’est-a-dire que A; \ A;41 est fini. On définit

une fonction partielle f : N — N en posant f(j) = le premier entier n € ),

szAi qui est > 7,
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s’il existe. La relation n = f(j) est définie par la formule ®(j,n,X), et p(X) est défini comme
I'image de f. Si chaque ensemble A; est une condition non triviale (c’est-a-dire un ensemble
infini d’entiers), alors I'image de f est aussi infinie (et f est totale).

Pour obtenir la quasi-preuve cdy, il suffit de prouver la formule :
VimYY (Y ¢ Xj — p(X) <Y)

a l'aide de la définition de p(X') et de formules déja réalisées par une quasi-preuve.
La formule Y #Xj — p(X) <Y gécrit Y#Xj — —Clp(X) \ Y], cest-a-dire :
Y £ X5 — Imy IS (7 m 41, X) — Y (m +1)]. On a donc :
VS ey A (41, X) — A(j,m 41, X)) VY (Y X — p(X) < Y)
(parce que IMMVY (Y #Xj — F) F VY (Y £Xj — Im™F) quelle que soit la formule
Il suffit donc de montrer la formule :

vt Spinty MOt (G (5 i 41 X)) — A(G,m + 1, X))
Notation. Pour alléger la notation, on écrira m < m’ pour ™ (m +1 = m/) ; on
supprimera ’exposant “int ”des variables quantifiées et le parametre X dans les formules
A, Bet .
On écrira (VY £ Xn) F pour VY (Y ¢ Xn — F) et (Vi < j) F pour Vi(i < j — F).
On doit donc montrer :
(%) ViImvy'Nm/[®(5", m'), m' > m — A(j,m)].

Lemme 32.
i) [ YIYmYYm [®(5, m), P(j,m'),m <m' — A(j,m') Aj < j].
i) [=ViViVm (@3, m'), j <" — Fm S(j,m)].

On montre ces propositions en arithmétique du second ordre. On écrit :
(1) ®(j,m)=j<mAVi(i <j— A(i,m)) A\Vk(j < k <m — Fi(i < jAN-A(1,k))) ;
(2) (', m!) = j' < m! AVi(i < j' — A(i,m")) AVK(] < k <m' — 3i(i < j' A=A(i, k))).
i) Sij’ < j,onaj <mdapres (1) ; on peut donc faire k = m dans (2), puisque m < m/,
ce qui donne Fi(i < j' A =A(i,m)) donc Ji(i < j A —A(i,m)), ce qui contredit (1) ; on a
donc j < 7. On peut alors faire ¢ = j dans (2), ce qui donne A(j,m’).
ii) De ®(j',m’) et j < j, on déduit j < m’ AVi(i < j — A(i,m’). Sim est le premier
entier m’ qui a cette propriété, on a ®(j, m).

C.Q.F.D.
On peut alors montrer (x) ; I'entier j étant fixé, il y a deux cas :
e Siona Im®P(j,m), le résultat découle immédiatement du lemme BI(i).
e Sinon, d’apres le lemme B(ii), on a Vj'Vm/[®(j',m’) — j < j]. SionaVj'Vm' = ®(j',m’),
la propriété (*) est évidente. Sinon, soit jo le plus grand entier tel que Im ®(jo, m). On
a alors Vj'vm/[® (5", m") — 7' < jo]. D’apres le lemme B(i), on a :
Vi mvYm/[®(jo, m), (5, m'),m < m' — L], ce qui donne le résultat voulu, puisque I'on
a 3Im D (jo, m).

C.Q.F.D.
Pour obtenir la quasi-preuve cdy, il suffit de prouver la formule Vj3m ®(j, m) a aide des

hypotheses. En effet, puisque qu’on a trivialement = ®(j,m) — j < m, on en déduira :
Viam(j < m A ®(j,m)), soit V5 ImM(j < m A p(X)(m)) c’est-a-dire C[p(X)].
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Lemme 33. - VjVm(j < m, B(j,m) — Im ®(j,m)).

Il suffit de considérer le premier entier m tel que j < m et B(j,m).
C.Q.F.D.

Il reste donc a prouver la formule Vj3m(j < m A B(j,m)). On montre en fait la formule
Viviam(l < m A B(j,m)) ; ou encore :

(5x) Vivi(3m > 1) (Vi < j)(VY ¢ Xi)Y m.

On a les hypotheses :

(HO) VnVYVZ(Y #Xn,Z¢Xn —Y = Z).

(H1) Yn3Y (Y # X'n).

(H2) VaVY (Y ¢ Xn — C[Y]).

(H3) Vj(Vi < j)VYVZ(Z¢Xi,Y ¢Xj— -C[Y \ Z])

(puisque Y < Z s’écrit -C[Y \ Z]).

Or, 'hypothese (H3) donne :

Vi(Vi < §)(VZ ¢ Xi)(VY ¢ X5)3(Ym > 1)(Ym — Zm).

Avec (HO), appliqué pour n = j, puis n = i, on en déduit (lemme B4(ii)) :
Vi(Vi < §)ANVZ ¢ X0)(VY ¢ X5)(Vm > 1)(Ym — Zm), soit :

Vi(Vi < 7)3(Vm > )(YY ¢ X5)(VZ ¢ Xi)(Ym — Zm), c’est-a-dire :

Vi(Vi < 7)31(Vm > 1) (VY £ X5))(Ym — A(i,m)), puis (avec le lemme B4(i)) :
Vi3l(Vm > 1)(Vi < 5)(VY £X7))(Ym — A(i,m)) et enfin :

Vi3l(Vvm > 1) (VY ¢ X5)(Ym — B(j,m)).

Or, la proposition (xx) a démontrer s’écrit VjVI(3Im > 1)B(j,m).

Grace a ’hypothese (H1), on est donc ramené a montrer VjVI(3Im > 1)(YY £ Xj)Ym, ce
qui est I'hypothese (H2).

On a utilisé :

~—

Lemme 34.
i) (Vi <j)3(Vm >DF = 3(Ym >1)(Vi < j)F sil nest pas libre dans F.
i) (VY EXN)(VZEXN)(Y =2Z), VY #Xn)AF — VY §Xn) F

quelle que soit la formule F .

i) Immédiat, puisque les quantificateurs sur les individus sont supposés restreints aux
entiers.
ii) Conséquence de la formule réalisée VYVZ(Y = Z, G[Y| — G[Z]).

C.Q.F.D.

L’ultrafiltre

Notations.

Rappelons que X CY = Vpint (Xn — Yn) (X,Y sont des variables de prédicat unaires
de SR ou SRy) et que X <Y = -C[X \Y] = IMVm™ (I < m, Xm — Ym) lorsque X
et Y sont des variables de condition, c’est-a-dire des variables de prédicat unaire de SRy.
On généralise cette notation aux variables de prédicat unaire de SR;. On définit donc la
formule de SR, : X* < Y™ par Ellinthint(l <m, X m—Y*tm).

Rappelons que, lorsque F' est une formule close de SRy, on écrit || F' pour exprimer
qu'’il existe une quasi-preuve 6 telle que (0,1) |- F'.
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Dans la structure SRy, on a défini le générique comme un prédicat unaire J sur les
conditions, en posant [||J(X)|| = Ix{X}, pour tout X € P(II)N. On définit, dans SRy,
un prédicat J d’ordre 3, par la formule :

J(XT) = VX(X ~ Xt — J(X))
ot X, X sont des variables de prédicat unaire.

Proposition 35.
i) FVYXTVYH (Xt >~ YT J(XT) - J(YT)).
i) |FVXVXH (X ~ Xt — (J(X) < J(XT))).

i) La formule considérée s’écrit VX TVY VY (Xt YT J(X),Y ~Y* — J(Y)).

Elle est trivialement démontrable : de Xt ~ YT Y ~ Y™ on déduit Y ~ X+ ;

avec J(X™T), on en déduit J(Y).

ii) Par définition de J ,ona F X ~ X+ J7(X) — J(X).

Inversement, d’apres le théoreme R1(v), on a |- VXVY (J(X),Y < X — J(Y)) et donc :
VXYY (J(X),X ~Y — J(Y)). Or, cette formule a pour conséquence :

X~ XTJ(X)=> VWY ~ Xt — JY)), cest-a-dire X ~ X J(X) — J(X7T).

C.Q.F.D.

Théoréme 36. [FVXTVYH (YT <XT J(X1)— J(YT)).

D’apres le théoreme BJJ(v), on a |- VXYY (Y < X, J(X) — J(Y)).

Le théoreme P9 donne | VX TIX( X+ ~ X).

La proposition BY(ii) donne [} VXVXH(X ~ XT — (J(X) < J(X™T))).

Désignons ces trois formules par Fy, Fi, F5 et soit F' la formule :

VXTVYHY T < Xt J(XT) - TJ(YT)). Ona:

(60,1) |- Fo; (01,1) | Fy; (62,1) |- Fy ou 6y, 61,0 sont des quasi-preuves.

On a de plus Fy, F1, Fy b F et donc xg : Fo, 21 : Fy, 29 : Fy b t[xg, 21, 29) : F,

ou t est une quasi-preuve ayant les variables libres x¢, z1, z5. D’apres le théoreme [I] (lemme

d’adéquation), on a donc t[(0y, 1)/, (01,1)/x1, (02,1) /5] = (t*[00/x0, 01/ 71,02/ 22],1) || F.
C.Q.F.D.

Lemme 37. ||-VX(J(1\X) < —J(X)).

D’apres le théoreme BI|(iv) et (vi), on a [ VX (=J(X) < VY (-CX A Y] — J(Y))).
Or, la formule VY (-C[X A Y] — J(Y)) équivaut a VY (Y < (1\ X) — J(Y)). D’apres
le théoreme BI|(v), on a [ J(1\X) « VYV < (1\ X) — J(Y)). On en déduit
X1\ X) < ~J(X)).

C.Q.F.D.

Théoréme 38.

i) I-70).

ii) VX (T(1\ XH) o =T (X)),

iii) FVXIVY T[T (X)), T(XTAYT) = J(Y ).

i) D’apres le théoreme (i), ona | —J(1). La proposition Bj(ii) donne alors | -7 (1).
ii) Le lemme Bq donne |VX(J(1\ X) < —=J(X)). En appliquant la proposition BJ(ii)
et le théoreme P9, on obtient le résultat voulu.
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iii) D’apres le théoreme P(iii), on a |- VXVY[-J(X), J(XAY) — J(Y)]. En appliquant
la proposition BJ(ii) et le théoréme B9, on obtient le résultat voulu.
C.Q.F.D.

Remarque. Les théoremes et montrent que J est un idéal maximal non trivial sur
I'anneau de Boole des parties de N.

Programmes obtenus a partir de preuves

Soit F' une formule close restreinte de 'arithmétique du second ordre (c’est-a-dire une
formule du second ordre dont tous les quantificateurs d’individu sont restreints a N).
Soit = : AU, y : ACD | t[x,y] : F une preuve de F en arithmétique du second ordre,
avec I'axiome du choix dépendant ACD et 'axiome AU de 'ultrafiltre sur N, énoncé sous
la forme : “ J est un idéal maximal non trivial sur P(N) 7.

On a donc x : AU F ulz] : G avec ulx] = Ay t[z,y] et G = ACD — F.

Dans la section précédente, on a obtenu une quasi-preuve 6 telle que (6,1) |- AU.

Le théoreme [ (lemme d’adéquation) donne u[(f,1)/z] [} G et donc (u*[0/x],1) [} G.
D’apres le théoreme B0, on a donc xGu*[8/z] |- C[1] — G, c’est-a-dire :

x&u*[0/x] - C[1], ACD — F. Or, on a des quasi-preuves &, [ C[1] et ny [ ACD.

On a donc finalement xtu*[0/x]&mno || F.

On peut alors appliquer au programme ¢ = xGu*[0/z]&no tous les résultats obtenus dans
le cadre de la réalisabilité usuelle. Le cas ol F' est une formule arithmétique (resp. II1)
est étudié dans [3] (resp. [4]).

Pour prendre un exemple tres simple, si F' = VX (X1, X0 — X1),ona(xk K «T = K*T
quels que soient les A\.-termes k, k" et la pile .

Sélectivité

On montre ici que l'ultrafiltre défini dans SR, par le prédicat —=J est sélectif (voir [1]).
Cela signifie que, pour toute partition de N dont aucun élément n’est dans 'ultrafiltre, il
existe un élément de 'ultrafiltre qui rencontre chaque élément de la partition en au plus
un point.

Notation. Dans cette section, tous les quantificateurs d’individu sont restreints aux
entiers. On écrira donc Yz au lieu de Yz

X,Y sont des variables de prédicat unaire, Z une variable de prédicat binaire.

On désigne par :

e Part[Z] la formule VjIm Zmj AVmVYm/(Zmj, Zm'j — m =m’)

(lire “ Z est une partition de N 7).

e Prem[j, X, 7] la formule Im[Xj A Zmj A (Vi < j)—(Xi A Zmi)]

(lire “ j est le premier élément de X dans sa classe d’équivalence (mod. Z) 7).

e R[X, Z] la formule VI3j(Xj A (VYm < 1)=Zmj)

(lire “ X rencontre une infinité de classes d’équivalence (mod. Z) 7).

Lemme 39. Part(Z), R[X,Z] F Vn(35 > n)Prem[j, X, Z].

On a en effet :
Vidm Zmj, R[X, Z] F YI(3m > 1)3j(Xj A Zmj) (1)
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et, par ailleurs :

YmVm/(Zmyj, Zm'j — m =m') F VYn3l(Ym > )Vj(Zmj — j > n) (2)
On a donc :
Part(Z), R[X, Z] F Vn3m[3j(Xj A Zmj) AVj(Zmj — j > n)] (3)

(étant donné n, on choisit d’abord [ par (2), puis m par (1)).
L’ordre sur N étant bien fondé, on a + Vm[3j F(j) — Jj(F(j) A (Vi < j)—F(i))] quelle
que soit la formule F. Donc :
FVYm[3(Xi A Zmg) — Fi(XjA Zmj A (Vi < j)=(Xi A Zmi))] (4)
De (3) et (4), on déduit :
Part(Z), RIX, Z] F ¥Ynam(3j > n)[XjA Zmj A (Vi < j)(Xi A Zmi)]
ce qui est le résultat voulu.
C.Q.F.D.

Lemme 40. ||--J(X),VYVm(Vj(Yj < Zmj) — J(Y)) — R[X, Z].
Il suffit de montrer que 'on a T', =J(X), VYVm(Vj(Yj < Zmj) — J(Y)) + R[X, Z]

ou I' est la suite des propriétés du générique J données au théoreme PI] et au lemme B7.
La propriété (iii) du théoreme R1] s’écrit |- VYVY'(=J(Y), = J(Y') — =J(Y AY")).
Le lemme B7 donne VY (J(1\Y) < =J(Y)). On en déduit :
=YY YY'(J(Y), J(Y) — J(Y VY")) (5)

De VYVm(Yj(Yj < Zmyj) — J(Y)), on déduit donc, en raisonnant par récurrence sur [ :

VYVIVj(Yj — (Im <1)Zmj) — J(Y)].
De =J(X), on déduit J(1\ X) par le lemme B7.
En appliquant (5) une fois de plus, on obtient donc :

VYVIVj(Yj < = X5V (3m <1)Zmj) — J(Y)].
Or, le théoreme RI|(i) donne [ —=J(1). En faisant Y = 1 (c’est-a-dire Yj = T pour tout
J), on obtient VI3j(Xj A (Vm < 1)=Zmyj), c'est-a-dire R[X, Z].
C.Q.F.D.

Désignons par Part’(Z) la formule Part(Z) AVYVm((Vj(Yj < Zmj) — J(Y))
(lire “ Z est une partition dont aucun élément n’est dans 'ultrafiltre ™).

Lemme 41. || Part(Z),YXVY (Vj(Yj < Prem[j, X, Z]) — J(Y)) — L.

En appliquant les lemmes B9 and E0, on obtient :

I Part’(Z) — VX (=J(X) — ¥Yn(3j > n)Preml[j, X, Z]).

On applique alors le théoréme B3, en définissant la fonction ¢ : P(II)N — P(IN par :
&(X)(j) = ||Premly, X, Z]|| (noter que F Preml[j, X, Z] <> XjAPreml[j, X, Z]).
On en déduit | Part’'(Z),VX J[¢p(X)] — L, ce qui est le résultat cherché.

C.Q.F.D.

Désignons par Part™(Z %) la formule Part(Z+) AVYTVm(Vj(YTj « ZTmy) — J(Y™T))
(lire “ Z* est une partition dont aucun élément n’est dans I'ultrafiltre 7).

Théoréeme 42.
V2 {Partt (2+), VXYY H(Vj(Y+] o Premlj, X+, Z+]) — J(Y*)) — 1},

I1 suffit de remarquer que cette formule est conséquence de :
VZ{Part'(Z),VXVY (Vj(Yj < Prem[j, X, Z]) — J(Y)) — L}
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(qui est donnée par le lemme [1))
VXT3X(XT ~ X),VZ13Z(Z1 ~ Z)

(qui sont données par le théoreme 29)
et de [FVXVXT(X ~ Xt — (J(X) < J(XT)))

(qui est donnée par la proposition Bj(ii)).

C.Q.F.D.
Le théoreme 2 exprime que, si Z* est une partition de N dont aucun élément n’est dans
P'ultrafiltre, alors il existe une partie X de N et un élément Y+ de 'ultrafiltre, tels
que YT soit formé des éléments de X qui sont les plus petits possibles dans leur classe
d’équivalence. Cela implique que Y rencontre chaque classe d’équivalence en au plus un
point. L’ultrafiltre =7 est donc sélectif.
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