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Introduction et présentation des
résultats

Une composante de la recherche mathématique dans le domaine des systémes différentiels
est historiquement motivée par le 16¢ probleme de Hilbert. Il pose la question du nombre et de
la disposition de trajectoires périodiques isolées pour des systemes différentiels polynomiaux du
plan de degré donné.

Ce probleme fait partie d’une liste de vingt-trois problemes, jusqu’alors non résolus, recensés
par D. Hilbert lors d’'un congres international tenu a Paris en 1900. A I’heure actuelle, cing de
ces problemes, parmis lesquels figure le 16¢, demeurent partiellement ouverts.

Les résultats rassemblés dans ce document concernent le cas des systemes différentiels qua-
dratiques pour lesquels on ne connait toujours pas de borne au nombre de trajectoires périodiques
isolées.

1 Systemes différentiels polynomiaux - Intégrabilité
1.1 Introduction

On considere des systemes différentiels de la forme

T = P({L‘,y),
(Sd) { Y= Q(x,y), (1)

ou P et  sont des polynomes a coefficients réels de degré d.
On note

wo = P(z,y)dy — Q(z,y)dx
la 1-forme associée au systéeme (1). Il y a correspondance entre les solutions du systéeme (1) et
les solutions de I’équation wg = 0.
1.2 Intégrabilité des systemes différentiels

Soient U un ouvert du plan et t — (x(t), y(¢)) une solution du systéme (1). On note

AU = {teR | (z(t),y(t) € U}

Définition 1.1. L’application H : U — R est appelée intégrale premiere du systéme sur U si
elle est constante sur les courbes solutions (z(t),y(t)) du systéme (1) contenue dans U, ie si

H(xz(t),y(t)) = cste, Vte A%y).



2 Introduction et présentation des résultats
Définition 1.2. On dit que le systéeme différentiel (1) est intégrable sur un ouvert U du plan,
s’il admet une intégrale premiere sur U.

Définition 1.3. On appelle facteur intégrant du systéme (1) sur U associé a une intégrale
premiere H, DUapplication ¢ : U — R rendant la 1-forme w exacte et égale a dH, ie

Yw =dH.

1.3 Systemes différentiels a centres

Nous travaillerons avec des systemes différentiels présentant une singularité de type centre.
Quitte a effectuer une translation, on peut supposer que cette singularité se situe & ’origine.

Définition 1.4. L’origine est un centre pour le systéme différentiel (Sq) s’il existe un voisinage
épointé de lorigine dans lequel toute courbe solution est fermée et entoure l’origine.

Pour des systemes différentiels linéaires et quadratiques, il existe des conditions nécessaires
et suffisantes sur les polynomes P et () pour que 'origine soit un centre. Nous les énoncons dans
la suite de ce paragraphe. Dans le cas général, ce probleme n’est pas résolu.

1.3.1 Cas linéaire

Dans ce cas (d = 1), le systéme s’écrit

T = az + by,
Y = cx + dy,

ou a, b, ¢, d sont des constantes réelles, ou encore sous forme matricielle

X =LX, avecL:<a b> et X:<x>. (2)
c d Y

Théoréme 1.5. Le systéme (2) présente une singularité de type centre en l'origine si et seule-
ment st la matrice L a des valeurs propres imaginaires pures conjuguées.

1.3.2 Cas quadratique

Une condition nécessaire pour qu'un systeme quadratique possede un centre est donnée par
le théoreme de Poincaré.

Théoréme 1.6 (Poincaré, [5]). Si le systéme (1) admet un centre a l'origine, alors la matrice
L du systéme linéarisé est soit singuliere, soit non nulle avec des valeurs propres imaginaires
pures.

Les conditions nécessaires et suffisantes ne sont connues que depuis le début du siecle dernier.
On distingue cing classes de centres possibles. En écrivant le systeme différentiel sous forme
complexe (z = x + iy), on peut exprimer n’importe quel systeme dont les valeurs propres de la
matrice associée au systeme linéarisé sont imaginaires pures, sous la forme

i =iz+ Az* + B|z|* + CZ, (3)

ou A, B et C sont des nombres complexes.
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Théoréme 1.7 (Dulac et Kapteyn, [21]). L’origine est un centre si et seulement si l'une des
conditions suivantes est satisfaite

oV . B=o,

o . 24+ B =0,

O : Im(AB) = Im(B3C) = Im(A3C) =0,
Q4 : A-2B=1C|-|B|=0.

On parle respectivement de centre de type Lotka-Volterra généralisé (\ Qév ), de centre Hamil-
tonien (QL ), réversible (QF) ou de codimension 4 (Q4).

11 existe une classification qui lui est équivalente et que nous utiliserons aussi par la suite [14] :

Théoréme 1.8. L’origine est un centre si et seulement si le systeme différentiel peut s’écrire
sous l'une des formes suivantes :

= —iz— 22+ 222 + (b+ic)z?,  Hamiltonien (QF)

i = —iz +az? + 2|z)? + bZ?, réversible (QF)

= —iz+422 + 22> + (b+ic)2?, |b+ic| =2, codimension 4 (Q4)
= —iz+ 22+ (b+ic)z?, Lotka-Volterra généralisé (Q%V)
3= —iz + 22, triangle Hamiltonien

ot a, b et ¢ sont des constantes réelles.
Les cas le, Q4, ng avec ¢ = 0 et triangle Hamiltonien sont également réversibles.

Définition 1.9. On appelle variété du centre l’espace des systémes quadratiques (3) ayant un
centre a l’origine.

1.3.3 Lien avec l’intégrabilité

Dans le cas d’un champ de vecteurs polynomial quelconque, on dispose d’une condition
nécessaire et suffisante reposant sur 'intégrabilité du systéme. Soient P et Q2 des polyndémes
de valuation 2 en les variables x et y. Le systéme (1) s’écrit sous la forme

T =azx + by + Pa(z,y),
ot @
g =cx+dy+ Qa(z,y),

ou a, b, c et d sont des nombres réels.

Théoréme 1.10 (Poincaré, Lyapounov, [5]). Supposons que pour le systéme (4), la matrice du
systéme linéarisé a des valeurs propres imaginaires pures non nulles (ie a+d =0 et ad—be > 0).

Alors le systéme présente un centre a ['origine si et seulement s’il posséde une intégrale
premiére réelle non constante analytique au voisinage de l’origine.

Ce théoreme admet une reformulation en terme de facteur intégrant.

Théoréme 1.11. Supposons que pour le systéme (4), la matrice du systéme linéarisé a des
valeurs propres imaginaires pures non nulles (ie a+d =0 et ad —bc > 0).

Alors le systeme présente un centre a l’origine si et seulement s’il posséde un facteur intégrant
non identiquement nul analytique au voisinage de l’origine.

En particulier, un systeme quadratique avec centre est intégrable en son voisinage.
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2 Le 16° probleme de Hilbert - Probleme du centre

Une singularité de type centre est caractérisée par un continuum d’orbites périodiques qui
I’entoure. Plus généralement, on s’intéresse a l’existence de solutions périodiques isolées pour
des systemes différentiels polynémiaux de type (Sz). Cette recherche est motivée par le 16°¢
probléme de Hilbert.

2.1 Généralités

Définition 2.1. On appelle cycle limite toute trajectoire périodique qui est isolée dans l’ensemble
des trajectoires périodiques.

Le 16° probléme de Hilbert consiste en la recherche d’une borne uniforme N(d) au nombre
de cycles limites apparaissant dans la classe des systeémes (Sg) ainsi qu’en 1’étude de leurs confi-
gurations.

Pour les systemes différentiels quadratiques (d = 2), il a récemment été prouvé que :

Théoréme 2.2 ([So]). N(2) > 4.

Les résultats rassemblés dans ce document concernent uniquement le cas de systemes diffé-
rentiels quadratiques.

2.2 Perturbation des systemes différentiels

Une technique usuelle pour obtenir un systeme différentiel avec cycles limites est de considérer
un systeme différentiel polynomial de type (1), possédant une singularité de type centre, et de
ce fait intégrable. On appelle H une intégrale premiere et 1 son facteur intégrant associé. On
perturbe ce systeme par des polynomes f et g de mémes degrés que P et Q).

Le systeme différentiel obtenu s’écrit

ou € est un petit parametre positif.

L’objectif est de rompre le continuum d’orbites périodiques en espérant toutefois qu’il reste
des solutions fermées, qui seront isolées.

Dans notre cas, tous les polynomes sont de degré deux et on pose

{ f(z,y) = ago + a10z + ao1y + a2z + a112y + apy?,
g(x,y) = boo + b1ox + bory + b20x? + br1zy + bo2y?,

avec
V1<i,7<2, a;; €Retb;cR

Un autre probleme, appelé probléme du centre, consiste a décrire les conditions nécessaires et
suffisantes portant sur les coefficients des fonctions de perturbation f et g pour que le champ de
vecteurs ait toutes ses orbites périodiques dans un voisinage de 'origine. Pour les exemples que
nous traiterons, nous ne serons en mesure de résoudre que partiellement ce probleme du centre.
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2.3 Application de premier retour

Pour traiter ces deux problemes, on fait appel & une application de premier retour dont
I’existence est assurée par le théoreme suivant :

Théoreme 2.3. Pour e suffisamment petit, il existe une application de premier retour L. définie
sur une section transverse .

F1a. 1 — Section transverse au voisinage d’un centre (¢ = 0).

Cette section transverse peut étre paramétrée par l'intégrale premiere H elleeméme et L.
admet un développement en série entiere en € de la forme :

Lo(h) = h+eMi(h) + ... + ¥ My (h) + O(eFH),

ou les fonctions (M;);>1, définies sur X, sont couramment appelées fonctions de Melnikov.

1
/ La{h) Z
| 1\/

F1G. 2 — Application de premier retour (¢ > 0).




6 Introduction et présentation des résultats

Les connexions existantes et bien connues entre ces fonctions et la résolution des deux pro-
blemes énoncés sont les suivantes :

(i) le nombre de cycles limites qui se déforment continiment en des ovales de l'intégrale
premiere H lorsque € tend vers zéro, est donné par le nombre de zéros isolés réels de la
premiere fonction de Melnikov non identiquement nulle.

(73) Dorigine est un centre si et seulement si I'application de premier retrour est ’application
identité en son voisinage, ou encore si toutes les fonctions de Melnikov sont identiquement
nulles.

Tout repose sur la possibilité de connaitre une expression de ces fonctions, ce que propose
lalgorithme de Francoise [9].
2.4 Algorithme de Francoise

L’expression de la premiere fonction de Melnikov est donnée par la formule de H. Poincaré

L.
Pe| o= My(h) = — ,
o= (1) /H_h‘”

ol w est la 1-forme
w = 1P(fdy — gdx).

On dit que l'intégrale premiere H vérifie la condition (x) si et seulement si pour toute 1-forme
différentielle w :

$ o
H=h

L’algorithme de calcul des dérivées successives dans le cas intégrable s’énonce sous la forme

0 <= il existe des fonctions analytiques g et R tels que @ = gdH + dR.

Théoréme 2.4 (J.-P. Francgoise, [9]). On suppose que H satisfait la condition (%) et on considére

les solutions de ’équation différentielle w. = 1/ (H + ew) = 0. On appelle L. l'application de

premier retour associée a une section transverse 3. Supposons Mi(h) = --- = My(h) = 0.
Alors il existe des fonctions analytiques g1, ...gx, R1,..., Ry telles que

w=g1dH +dRy, giw = g2dH + dRy, ..., gr1w = gpdH + dRy,
et la (k + 1)éme dérivée de Ly,

dk+1 La

W‘szoz Mp1(h) = — ﬁ{_h kW

3 Les résultats obtenus dans cette these

Dans ma these, je me suis interessé au cas de trois systemes différentiels ou famille de systemes
différentiels particuliers.
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3.1 Chapitre I : Un systeme différentiel de Liénard
On s’intéresse tout d’abord a un systeme différentiel de type Liénard :

{ozv )

y=—x+zy.

Il s’agit en fait d’un exemple de systeme intégrable simple avec une singularité de type centre,
plus complexe que le cas classique
T =y,
y = —Z,

Hr,y) = 52+ )

est un Hamiltonien. Son comportement sous une perturbation quadratique est complétement

pour lequel

connu.

Ce systeme correspond a l'équation de Liénard symétrique de plus bas degré, étudiée dans
différents contextes. Il joue un role crucial dans la théorie des systemes lents-rapides, pour I’'étude
de I’équation de Van der Pol et de ses généralisation [7].

Pour cet exemple (5), on peut montrer que la premiere fonction de Melnikov admet un unique
zéro réel isolé. Cela assure que le systeme perturbé peut présenter au moins un cycle limite. On
calculera également dans certains cas les fonctions d’ordre supérieur. On en déduira notamment
des conditions sur les coefficients pour lesquelles la singularité reste un centre.

Proposition (cf. Proposition 6.2). Etant données des fonctions de perturbation f impaire et g
paire en la variable z,

f(xa y) = a1p0r + alry,
g(x,y) = boo + bory + baoz? + boay?,

on dispose de conditions pour lesquelles le systéme reste a centre :

a10 + boo + bo1 = 0,

aio — bo2 =0,

bao = 0,

a1 =byp =0, ou ap+a1 =0, ou ag=0,

soit encore,

ou a1p = —ai1 = boa,
boo + bo1 = 0.

bog = 0,
a1 = bgg = by = 0, ou a10 = bag = bp2 = 0,
a1p = —bo1 = boa,

a0 + boo + bo1 = 0,

3.2 Chapitre II : Perturbation quadratique d’un secteur elliptique

Cette partie débute par 1’étude de l'intégrabilité d’une équation différentielle du premier
ordre introduite par Liouville [16]. L’étude des singularités a l'infini révele I'existence d’une
singularité non hyperbolique présentant un secteur elliptique.
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F1G. 3 — Singularité avec domaine elliptique.

On étudie la forme normale associée a cette singularité (voir aussi [13]) que l'on perturbe
une premiere fois de maniere intégrable afin de déformer la singularité avec domaine elliptique
en un centre :

&=y — 22—, (6)
y = _2xy7
ou 7 est un petit parametre strictement positif.
On perturbe ensuite le systeme ainsi obtenu en vue de faire apparaitre des cycles limites. Dans

cet exemple, il est possible de calculer explicitement les trois premieres fonctions de Melnikov.

Théoréme (cf. Théoreme 5.45). La premiére fonction de Melnikov M a au plus deuzx zéros dans
Uintervalle | — 1/2n,0[, en tenant compte de leurs éventuelles multiplicités. Si My = 0, alors la
seconde fonction de Melnikov Ms a au plus deux zéros sur ce méme intervalle. Si Mo = 0, alors
la troisiéme fonction de Melnikov M3 a au plus deux zéros.

Pour des raisons de complexité, on ne calcule pas les fonctions de Melnikov d’ordre supérieur
mais on en donne la nature algébrique. On découvre également certains cas intégrables.

Théoréme (cf. Théoreme 5.46). Les fonctions de Melnikov (My(h))g>1 appartiennent au module
de type fini engendré par 111 (v —h) et Ila(vV/—h) sur Rqp = Rla; j,b;,5,0 < 4,5 < 2], avec

(X)) =1-+/2nX, T(X)=1-2nX%=(1-2nX)(1+ /2nX).

3.3 Chapitre III : Une famille de systemes différentiels avec domaines ellip-
tiques

Dans ce chapitre on considere la famille de systéemes différentiels suivants

b=y - 222+ \y? — ),
(EA){_ Y (v —v)
y = —2xy,
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ol A est un nombre réel strictement positif.

Le cas A = 0 a été traité dans la partie précédente.

Les portaits de phase font apparaitre un centre et une singularité avec domaine elliptique
lorsque A # 1, une singularité avec deux domaines elliptiques lorsque A = 1. On perturbe tout
d’abord le systeme différentiel pour faire apparaitre deux centres, I'un dans le demi-plan {y < 0},
l'autre dans le demi-plan {y > 0} :

b=y -2+ Ay* —y) —n,
y:—QZEy,

ol 7 est un petit parametre strictement positif.

On perturbe ensuite le systeme obtenu en vue de générer des cycles limites de part et d’autre.
On espere ainsi trouver un exemple de systeme différentiel quadratique pour lequel le portrait
de phase laisse entrevoir quatre centres imbriqués deux a deux.

H=h

et / /
! \\\\w«;&//// ]

R s AR

Fi1G. 4 — Les deux composantes connexes de I'intégrale premiere.

Dans cette famille de systemes différentiels, les lignes de niveau de l'intégrale premiere ont
deux composantes connexes, chacune entourant I'un des deux centres. L’étude des systemes dif-
férentiels nécessitera l'introduction de deux applications de premier retour LZ et LT admettant
des développements en série entiere en e de la forme :

LZ(h) = h+eMy (h) +&*M; (h) + O(®) et LI (h) =h+eM; (h) +e*My (h) + O(?).

£

Nous n’accederons pas au résultat souhaité, mais nous serons en mesure de donner des
coefficients des fonctions de perturbation pour lesquels Mf“ a deux zéros isolés et M| en a un.
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Chapitre I

Un systeme différentiel de Liénard

1 Introduction et notations

1.1 Le systeme différentiel

On considere le systeme différentiel de type Liénard suivant

T =y,
Yy =—x+xy,

auquel est associée la 1-forme différentielle

wo = ydy + z(1 — y)dzx.

Les solutions de wp = 0 sont en correspondance avec les solutions du systeme (1).

Son feuilletage prend la forme d’une équation différentielle a variables séparées :

(1)

—=z(l-—-]),

dx Y
que ’on peut intégrer.

1.2 Intégrales premieres et facteurs intégrants

Par intégration, nous déduisons une premiere famille d’intégrales premieres :
1
H.(z,y) = —5372 +y+In(l—y|))+e, ceR, (z,y) e RxR—-{1}.
Pour la suite, posons

1
H(z,y) == Ho(z,y) = —5562 +y+In(l—y)), y#1

Lemme 1.1. Le facteur intégrant ¢ associé a l'intégrale premiére H sur le demi-plan {y < 1}

vaut
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PREUVE. On part de la relation liant I'intégrale premiere a son facteur intégrant,

Yuwo = dH,
d’ou
" 0H
H H Yy=—=5-
Yydy + Yx(l —y)dr = 8—d:n + 8—dy — dy
ox dy _OH
Ya(l —y) = e

En se plagant sur le demi-plan {y < 1}, on trouve

1
Yy=1———,
I—y

soit

Le systeme initial peut alors également s’écrire sous la forme

L Lo

Y Oy’
.__loH
v= v O’

A partir de H, nous pouvons former d’autres intégrales premieres en composant par exemple
H par des fonctions, ou en lui ajoutant des constantes. On trouve ainsi l'intégrale premiere
suivante :

2
H(z,y) R £1
T,Y) =177 1L Yy )
1yl
dont le développement limité au voisinage de 1’origine est

A~

A(e,) = (@ + )+ oll|(z. )|,
ot ||.|| est une norme quelconque sur R2.

Lorsqu’on se rapproche de l'origine, les lignes de niveau de H prennent la forme de cercles
centrés en l'origine. Nous sommes en présence d’une singularité de type centre, ce que nous
montrerons par la suite.

Le facteur intégrant 1]} associé a 'intégrale premiere H sur le demi-plan {y < 1} vaut

day) = 1 (A +1).

On travaillera plutot avec l'intégrale premiere H, dont le facteur intégrant sur le demi-plan
d’étude {y < 1} ne dépend que de la variable y.
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1.3 Etude des singularités

L’origine est la seule singularité du systeme (1). L’étude peut étre limitée au demi-plan
{y < 1}. On recherche tout d’abord les valeurs du parametre h pour lesquelles les lignes de
niveau Cj, = {(x,y) € R? | H(z,y) = h} existent.

Lemme 1.2. Les lignes de niveau Cp, existent pour tout h réel positif.
PREUVE. On procede par analyse.
H(z,y)=h <= 2*=2[y+In(1—y)+In(l+h).
Notons
Xn(y)=y+In(1l—y)+In(l+h), y<l,
et étudions le signe de cette fonction. On a

Y
X = — <1,
h(y) y—1 Y

si bien que
VyeR" Xj(y) >0, et Vyelo,1] Xj(y)<O.

La fonction X} croit sur R*, décroit sur |0, 1] : elle atteint son maximum en zéro. La ligne
de niveau Cj, existe uniquement pour les valeurs de h telles que

Xn(0) =In(14+h) >0, soit h >0,
d’ott le domaine de définition annoncé. ]
Dans la suite, on travaille avec h dans I’ensemble des réels positifs. La ligne de niveau Cy
correspond a l'origine. Pour h > 0, on note a(h) et 3(h) les valeurs de y pour lesquelles
Xn(a(h)) = Xp(B(h)) =0, a(h) <0< pB(h) <1
X, est alors bien définie sur le segment [a(h), 5(h)].

FiGg. 1 — Lignes de niveau de H.
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Lemme 1.3. L’origine est un centre pour le systéme (1).

PREUVE. Pour tout réel positif h, on a
H(z,y) = h <z ==Fap(y), ye€la(h),B(n)],

avec
= /2Xu(y) = V2[y +In(1 —y) +In(1 + W)V, y € [a(h), B(h)].
En partlcuher, on a
z(a(h)) = z(B(h)) = 0.
Les lignes de niveau de H sont obtenues comme réunion de deux courbes v, et 7;[, définies
par :

Y, =1, —zn(y)), y € [a(h), B(R)]},
Y =AW, zn(y)), y € [a(h), B(h)]},

qui sont respectivement les graphes des fonctions y — —zp(y) et y — zp(y).
Ces deux courbes étant symétriques I’'une de ’autre par rapport a ’axe des ordonnées, les
lignes de niveau de H sont fermées et centrées en l’origine, d’ol1 la nature de cette singularité. B

1.4 Perturbation et recherche de cycles limites

Considérons la perturbation du systéme (1)

i=y+ef(z,y),
{ y=—x+zy+eg(z,vy), (2)

ou f et g sont des polynomes de degré deux donnés par

{ f(z,y) = ago + a10z + ao1y + a2z* + a112y + apy?,
g(z,y) = boo + b1ox + bory + b2ox? + br1zy + bo2y?,

et € est un petit parametre strictement positif.

Notons w, la 1-forme différentielle associée et posons

= (fdy — gdzx).

= (y+ef)dy — (—z + xy + eg)dx

6H 10H
—dH + e(fdy — gdx)

(dH + ew).

@\r—‘ﬁ

Avant de rechercher le nombre de zéros de la premiere fonction de Melnikov non identique-
ment nulle, on s’intéresse a la nature du centre dans la classification des systemes quadratiques
a centre.
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1.5 Place dans la classification des systemes quadratiques a centre

Ce systeme occupe en effet une place assez particuliere dans cette classification.
Proposition 1.4. L’origine du systéeme (1) est un centre de type ng N Q?.

PREUVE. On se réfere a la classification proposée dans [14]. En posant z = x + iy, on trouve
z=+1iy =y —IiT — 1Y = —iz — 1TY.

D’autre part, il est clair que

$y=i@2—?%
si bien que
z2=—iz+ 1(,2'2 - z%).
4
Un changement de variable de la forme Z = —4z donne

Z=—iZ+ 2%~ 272,

ce qui correspond au cas b = —1 et ¢ = 0 des centres de type Lotka-Volterra généralisé de la
classification de [14] (¢f. Introduction, Théoréme 1.8). D’ou le résultat. |

Le centre considéré appartient donc a 'intersection de deux strates affines. Dans la suite, nous
exhiberons des familles de perturbations, dont les déformations interviennent dans la direction
des centres de type Lotka-Volterra.

En fait, ce centre appartient & QY N QF \ Qff. Comme le signalent [14] et [21], il s’agit
d’une situation dégénérée dans laquelle la premiere fonction de Melnikov M7 ne donnera pas le
nombre maximum de zéros de la quantité

d(hvs) = |L€(h) - h|7

pour la classe des perturbations f et g quadratiques. Etant également réversibles, ces cas dégéné-
rés admettent des symétries supplémentaires, d’otl un nombre moindre de zéros pour la fonction
M que celui attendu.

Dans le cas ou le systéme non perturbé possede deux ou trois lignes invariantes on a néan-
moins le résultat suivant [21] :

Théoréme 1.5. (i) Le nombre mazximal de zéros de la premiére fonction de Melnikov est de
2 dans ng \ Q?{%, 1 dans Q%V N ng \ le et 0 dans Qév N Q§ N Q?.

(i) Une perturbation quadratique d’un systéme de type Q?{“V \ le possédant deuz lignes inva-
riantes peut générer 0, 1 ou 2 cycles limites.

Le cas (b,c¢) = (—1,0) n’entre toutefois pas dans les hypotheses de ce théoréme. Considérons
[y (resp. T'sy) la courbe de 'espace des parametres (b, ¢) pour lesquels le systéme non perturbé
a un point critique double (resp. a 'infini). Ces courbes admettent pour équations (cf. [14]) :

2
L (- L) + 2@-1)=0
2 +c 3 +27( )—,

Iw:2+2—-1=0.
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On remarque que le point (—1,0) occupe une place particuliere dans cet espace de para-
metres : ¢’est 'unique point d’intersection de I'y et I'o.

!

(-1,0) |

FiG. 2 — Place du systeme de Liénard dans le diagramme de bifurcation de Q?{“V (figure issue
de [14)).

Nous allons désormais rechercher le nombre de zéros de la premiere fonction de Melnikov
non identiquement nulle en s’attendant toutefois a ce que le nombre de cycles limites que 1’on
peut obtenir par perturbation quadratique lui soit supérieur.

2 Premiere fonction de Melnikov

2.1 Premiere approche

On rappelle 'expression de la premiere fonction de Melnikov M; :

Mi(h)=— ¢ (fdy - gdr) = — 74 w.

H=h H=h
Dans le cas étudié, la symétrie va permettre d’exprimer M7 a l'aide d’une intégrale simple.

Proposition 2.1. Soient F' et G deux fonctions telles que F' est impaire et G est paire en la
variable x. Alors

}1{ Fdx + Gdy = 0.
H=h

PrREUVE. L’intégrale curviligne peut étre décomposée en deux intégrales simples correspondant
au calcul de la 1-forme considérée le long des deux courbes v, et 'yf{ formant la ligne de niveau



2. Premiére fonction de Melnikov 17

{H="h}.Ona

B(h)

Fdz + Gdy — / F(an(y), y)-2)(y)dy + Glan(y), y)dy

H=h a(h)

soit encore
B(h)
?{ Fdz + Gdy = / [F(zn(y), y) + F(—2n(y), y)ldz + [G(zr(y), y) — G(—zn(y), y)ldy.
H=h a(h)

D’apres les parités de F et G en x, on trouve finalement

7{ Fdr + Gdy = 0.
H=h

En particulier, on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. Si on note f;, (resp. gp,) la partie impaire (resp. paire) en = de la fonction f
(resp. g), My s’écrit

Bh) 1

My(h) = H:h¢(fzzdy p.dx) = 2/ﬂ@) - [fzz(ﬂzy) ta _y)xgpz(x,y) dy.

L’étude de la premiere fonction de Melnikov M7 peut donc se limiter au cas de fonctions de
perturbations f et g telles que

fpz = O? glx = 07

soit
{ f(xv y) = aijox + alry,
g(x,y) = boo + bory + baox? + boay>.

Par linéarité de l'intégrale, on trouve

i /mh) - )y Wy
—2a T gy+ta / gy / Y
' P e 1-y v a) 1Y Yo oy (1=y)%z Y

b / R / R / Wy, (3)
+ — Y _ay+ Yy + _——n
Moy A —y)% Yo ahy (1—y)? v a(hy (1=y)%z

Les résultats qui suivent permettront de simplifier ’écriture de Mj.

Lemme 2.3. On a lidentité :

Blh) ok
VkeNU{-1}, / T gy =o.
a(h)
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PREUVE. En effet il suffit de remarquer que pour k > —1,

B(h) B(h)
[y == [t e w)dy
athy 1=y a(h)

:_[ ) xﬁ“@)r(h)

D’autre part,

Lemme 2.4. On a les identités suivantes

1 /ﬁ(h) o /ﬂ(h) v
: = —dy = ———dy,
a(hy (1=y)%x athy (1—y)?

W /ﬁ(h) r
oy (1=y)27

)
B(h) 3 B(h) B(h) B(h)
3. “dy:/ wyzdy:/ xQdy—/ o
any (1—y)x any (1—-9) amy (1—9) ay (=)

B(h) 3 B(h)
:1/ :EiQdy: 1/ z3dy.
3Jamy (1—y) 3 Jan

PREUVE. Ces résultats se montrent a 1’aide d intégrations par parties en faisant apparaitre la

dérivée en y de xp(y). Les fonctions y — ﬁ et y — % ayant mémes dérivées, il n’est pas
étonnant de trouver un résulat identique pour 1. et 2.
. /5(/1) y p /B(h) , /
: T —dy = —z dy,
ahy (1—y)%z a(h) n(v oy (1—1)?
/6(h) Y2 AN B(h)
2. ———dy :/ - dy,
oy (1=y)%z a(h) ly ay (1—y)2
B(h) B(h) 2 B(h) B(h)
Y ’ Y Ty LY
3. / ———dy = —x5,(y) dy = dy + ——dy
any (1—y)2x oty 11—y any (1—9)? o) 1=y
B(h) B(h) B(h)
= &gdy = %dy - Ty,
ay (1-9) any (1—-9) a) 1=y
Bh) gy B(h) 1 1 B(h) 43
dy = oy (y)ah ydy:/ 5y,
a(hy (1=1y)? a(h) H(B)h( )1 -y 3 Jamy (1—y)?
B(h) 3 B(h) B(h) 3 B(h)
v 5dy = x?’dy—i—/ Ty dy —/ 3dy.
amy (1—y9) a(h) am) 1Y a(h)
|

On en déduit plusieurs expressions de la premiere fonction de Melnikov M :
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Corollaire 2.5. La premiere fonction de Melnikov My peut s’écrire sous les formes suivantes,

Pz
‘M“*?ﬁhuf$”y

T
af s
H=h (1—3/)2

T
:cf T 4B
H:h(l_y)2 Y

[|

—~
[a—
|18

e |
[\
Q.
Ny

H=h

~e—,
>
—
I8
N
=¥
<

H=

ol
A = a0 + boo + bor, B = by + bo2 — aqo, C = A+ B = byo + bo1 + bao + bo2,

et P est le polynome

P(X)=X- <§X2+A> :

Ces expressions montrent tres clairement que les résultats vont dépendre de deux parametres
indépendants.
PREUVE. On combine les résultats des deux lemmes précédents avec I’expression de M7 obtenue
en (3) et on obtient

B(h) T 1 )
My(h) =2 /a(h) e |:(a10 + boo + bot) + 5 (b2o + b2 — ar0)x ] dy

=92 /( : (1 y)2 [(CL10 + boo + b()l) + (bzo + bgo — alo)y] dy
a(h -

2(boo -+ bor + b b)ﬁ(h)$d2( b b)ﬁ(h)wd
= 2(boo + bo1 + b20 + 02/ T3 ay + 2(aip — 20—02/ Y.
oy (1—y)? ahy 1=y
Soit encore
Bh) - p(x)
Mq(h) = 2/ dy
1(h) ahy (1—y)?
O ) 4y
_ 94 T gy+2B / gy
ary (1—y)? oy (1—y)?
O O
_ 20/ _* _y—9B Ty, 4
oy (1—y)? amy 1=y @
d’ou le résultat. |

2.2 Seconde approche

Dans cette partie, on reprend 1’étude de la premiere fonction de Melnikov en adoptant le
point de vue des formes différentielles exposé dans l'article [2]. Cette seconde approche repose
sur la réduction d’une 1-forme dans la cohomologie relative, c’est a dire a I'aide de la différentielle
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dH et des formes exactes (cf. [10]). On rappelle les expressions de l'intégrale premiére H et son
facteur intégrant associé 1) :

H(l"y):_7$2+y+ln(1_y)u y<17
Y(z,y) = 1

Pour décomposer la 1-forme

w = Y(fdy — gdzx),

on introduit les 1-formes différentielles élémentaires
wij =

qui sont telles que la forme w se décompose comme suit

w= Z a;j0ij — bijwij. (5)

0<it5<2

On exprime ces 1-formes a I'aide de la différentielle dH, de différentielles de fonctions ainsi
que des 1-formes wyg et d1g.

Lemme 2.6. On a les identités suivantes

doo = d[In(1 —y)], do1 = d[y +In(1 — y)],
o0 = 21In(1 — y)dH + d[2(1 — H)In(1 — y) + 2y + In%(1 — y)],
3 2
511:de—}—d|:x3:|, 502:d|:y2+y+111(1—y):|}
1 1

wip=———dH +d [ln(l —y) — ], wo1 = dz + woo,

y—1 y—1

1

wop = — x dH —d o + 010 + woo, wn:—LdH—i-d y+2In(l—y)— ——|,

y—1 y—1 y—1 y—1

3

wogz—de—i-d[x—ny—g}+510+w00.

PREUVE. Certaines de ces identités sont immédiates, pour les autres, on se sert des expressions
de H et de sa différentielle

dH = —xde + —2—dy.
y—1
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On trouve

H In(1 —
Bop = — 2 PP AP L Gt )
y—1 y—1 y—1

= — 2d[H In(1 — y)] + 2In(1 — y)dH + 2501 + d[In*(1 — y)],

T

3
511:x(dH+mdx):de+d{3],

1 2
502:(y+1+y_1>dy:d[y+y—|—ln(1—y)],

2
1 1
w10:<—dH+dy+dy),
y—1 y—1
X $2 i X
= | == H v
w20 y_1d|:2:| y—ld —|—510—|—(y_1)2dy
__ " dH+(510+w00—d[ v :|,
y—1 y—1
unlzy[—dH4—yd4 :——de¥%<1+ 2, 1 2>d%
y—1 y—1 y—1 y—1 (y—1)

wo2 = ydx 4 dx 4 woo = dlzy] — xdy + dx + weo = dlzy] — xdH — x*dx + 610 + dx + woo.

En combinant ces identités avec (5), on obtient la décomposition suivante pour w :

Proposition 2.7. w peut s’écrire sous la forme
w = gldH +dR1 + Nl,

ol

bio + b2ox + b11y
y—1

g1(w,y) = (a11 + bo2)z + + 2ag0 In(1 — y),

3
x

Ri(z,y, H) = (ao + 2a20 + ao2 — b11)y — (bo1 + bo2)x + —boawy + agey® + (a11 + 502)?
(b1o + b11) + boox

+

y—1
+ 2a99 In?(1 — y) — 2a90H In(1 — y),
N1 = — B(Slo — CwOo.

+ (aoo + ap1 + 2a90 + ag2 — big — 2()11) ln(l — y)

Cette décomposition (6) permet de donner une expression de Mj.

Corollaire 2.8. On a

x x
Mi(h)=C dy—B}{ dy.
() = (1 —y)? H=h Y — 1

PREUVE. Par définition, M; vaut

M1<h):—f w:—j{ gldH— de—f Nl.
H=h H=h H=h H=h
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Il est clair que la premiere intégrale est identiquement nulle
f gldH = 0.
H=h

alh) <0< B(h) <1, pourheRy.

Les lignes de niveau {H = h} sont donc contenues dans le demi-plan {y < 1}. R; étant
analytique sur ce demi-plan, on a également

y{ dR; = 0.
H=h

Par ailleurs,

Si bien que
My(h) = — Ny
H=h
- 7{ L s+ 7{ da
g=h Y —1 H=h Y —1
Y x
= 07{ dy — B% dy,
a=n (1 —y)*z H=h 1 =Y
car y
dr = dy.
(y—1)z

Or, d’apres le Lemme 2.4,

y X
T dy = 7{ 5 dy,
ji[:h (1-y)2x a—n (1 —y)?

d’ou 'expression de M;. |

On retrouve bien la méme expression pour la premiere fonction de Melnikov M que dans le
Corollaire 2.5.

2.3 Recherche des zéros de M;
2.3.1 Cas A et B de méme signe, A ou B éventuellement nul

Lemme 2.9. 57 A et B sont de méme signe, A ou B éventuellement nul, alors la premiére
fonction de Melnikov garde un signe constant sur R* , celui donné par A et B.

PREUVE. On a montré dans le Corollaire 2.5 que M; peut s’écrire sous la forme

B(h) P(x)
M) = Q/Q(m -y

Pour h un réel strictement positif fixé, la fonction y — z5,(y) est positive sur [a(h), B(h)].
D’autre part, le polynome P garde un signe constant sur R, celui donné par les constantes A
et B. Si ce signe est positif (resp. négatif), alors I'intégrant est strictement positif (resp. négatif)
sur l'intervalle ouvert d’intégration, d’ol le résultat. |

Pour de telles valeurs des coefficients A et B, le portrait de phase ne présente a priori aucun
cycle limite.
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2.3.2 Cas A et B de signe opposé, A et B non nuls

On peut supposer sans perte de généralité que A > 0 et B < 0. La discussion fera intervenir
le signe du parametre C' = A + B.
Sous de telles hypotheses, le polynéme P est scindé a racines simples

B 34
P(X) = §X(X —20)(X +x0), avec xg =—5

Son signe sur R est positif sur [0, x| et négatif sinon.
Le maximum de la fonction y — x,(y) croit lorsque h croit. On appelle hg la valeur critique
a partir de laquelle ce maximum est supérieur a xg. On a :

ro = max{zp, (y), ¥ € [a(ho), B(ho)]} = v/2In(1 + ho),

soit
ho = 613/2 — 1.

(1A

q w2th) 05 Bh,)

x=x
2 18

F1G. 3 — Ligne de niveau critique Cp, : y — p, (y).

Pour h < hg, on a
0 < zn(y) < o,

d’ou
P(z)>0 et M;(h)>0.

En fait M7 est méme strictement positive pour les valeurs du parametre h telles que h < hyg.
On a le résultat suivant :

Proposition 2.10. On suppose que A > 0 et B < 0. Alors, on a

hlilil Mi(h) = —0c0o <= C<0.

Afin de démontrer cette proposition, nous établissons quelques résultats préliminaires.

Lemme 2.11. Pour tout réel positif h, la fonction y — xp(y) est concave sur [a(h), B(h)].
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PREUVE. La fonction y — x(y) est au moins deux fois dérivable sur Ja(h), 5(h)[ et on a

) == yy)xh(y)’
et donc 4 ()’
) = T (e <
car
zn(y) >0 pour y €la(h),B(h)[ et y<B(h) <1,
d’ou le résultat. [}

Lemme 2.12. Au voisinage de l'infini, on a les développements asymptotiques :
(1)  alh)=—Inh+ ox(Inh),
.. 1 1
(i)  B(h) fl—J—i—ooo <h> .

PREUVE. On utilise comme point de départ les relations suivantes

alh) <0< g(h) <1, (7a)
a(h) +In(1 —a(h)) +In(1 + h) =0, (7b)
B(h) +In(1 — B(h)) +In(1 + h) =0. (7c)

Lorsque h tend vers l'infini, ’équation (7b) est toujours vérifiée, si bien que 1'on a

li h)=— lim In(1 —a(h)) =—
g a(h)=-co ou  lim In(l-—afh))=—oo,
soit encore
lim «a(h)=-00 ou lim a(h)=1.
h—+o00 h—+00

De méme pour 3, I'équation (7¢) étant vraie pour tout h,

li h) = — li h)=1.
i P = oo ou i p0)

La relation (7a) impose finalement

li h)=— t i h)=1.
i alh) = —oo et lim_ )

Développement limité pour « : en divisant par a(h) dans (7b), on trouve

In(1 —a(h)) In(l+h)
e TTam

ou encore
In(1 -a(h)) In(l+h) Inh

L+ a(h) Y 'a(h)_o‘
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De plus, par relation de comparaison

lim In(1 — a(h)) -
h—+o00 a(h)
si bien que
a(h) ~o —Inh,
et donc

a(h) = —Inh + ox(Inh).

Développement limité pour ( : on pose

ﬁ(h):l—&—ﬁ(h), avec  lim ﬂ( )=

h—+o00
L’équation (7c) devient
1+ G(h) + In(=F(Rh)) +In(1 +h) =0,

e 1+ p(h) +In(—hB(R)) + In (1 + ;) — 0.

On en déduit )
lim In(—hB(h)) = —1, soit lim hB(h) = —2

h—+o00 h—+00

B(h):—ﬁ—i—ooo <}1L> ot ﬁ(h):1—£+ow (}11)

d’ou

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.10. M; est combinaison linéaire de deux intégrales indépen-
dantes. Le méthode standard pour étudier son comportement, en 'infini notamment, consiste
en I’étude du rapport de ces deux intégrales. Dans notre cas, cela n’a pas abouti au résultat
attendu.

On part alors de I'expression (4)

B(k) By,
=2C / —2B / dy.
amy 1—y

O Si C > 0, alors M est décomposée comme une somme de deux intégrales positives, dont
I'une strictement (on a supposé B < 0), d’ou 'impossibilité de s’annuler. Il n’y a pas de zéros
dans ce cas.

0 Si C < 0, alors M; est décomposée comme une somme d’une intégrale positive et d’une
intégrale négative. Nous allons voir que pour des valeurs de h suffisamment grandes, I'intégrale
négative va donner son signe a M; et méme que

lim Ml(h) = —OQ.
h—+oc0

Pour cela, on cherche a majorer la quantité M;j(h). D’apres le Lemme 2.12,

2
I =0 | Vhzh, Bh) 21—



26 Chapitre I. Un systéme différentiel de Liénard

On découpe chaque intégrale en deux sous-intégrales :

1-2/eh

T 1-2/eh T
Mi(h) = 2C ——5dy — ZB/ dy
ahy  (1—y)? -y
B(h) ﬁ(h) T
+2C 7dy dy
1—2/en (1 —y)? 1-2/en 1 =Y
< 2|——-B —dy + C’eh—2B/ dy.
[1—a@) }aw L—y | ] 1-2/eh 1 =Y
De plus,
C
li ————B=-B>0
hetho T— a(h) -
et lim Ceh — 2B = —
h—+o00
d’ou l'existence de ho > hq tel que
C
VYh>hy, —~—B>0, et Ceh—2B<0.

1—a(h)

La valeur du parametre h tendant vers 'infini, on peut supposer que h > ho.

Majoration de la premiere intégrale :

Etant donné que
r < maz{zp(y), y € [a(h),B(h)]} = /2In(1 + h),

on a

1-2/eh dy

1-2/eh
/ T ay < \/21n1+h/

m 1-v a(h)

< 2In(1+h)- [nl—ah +lnh+1—ln2].

Minoration de la seconde intégrale :

B(h) B(h)
/ < dy > % xdy.
1-2/en 1 — ¥ 2 J1-2/en

Il reste a minorer cette nouvelle intégrale qui correspond a I’aire sous la courbe de la fonction
y — xp(y) sur intervalle [1 — 2/eh, B(h)]. Pour cela, on utilise la concavité de y — xp(y).
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1-2Z/eh  P(h)

F1G. 4 — Minoration de ’aire par concavité.

Il en résulte que :

pR) g eh 2 1 2
d>— 1— 2 ) xZ(8h) -1+ =
otz 5o (1) < [ -1+ 3]

eh 1
> NG 1n2——+ln <1 ) [ +ooo(h)]
1
> WG 1n2—+ln<1+ > 1+ 000(1)] .
Finalement,
My (h) < E1(h) + Ea(h),
Ei(h) =2 [1—004(h) - B] 2In(14h) x [In(1 — a(h)) + Inh+1—1n2],

1 2 1
Ey(h) = ——= h—2B]y/In2— —+In(1+ — 1 w(1)].
2(h) 2\/5[06 ]\/n eh—l—n(+h>x[—l—o()]
Au voisinage de 'infini, on a les équivalents suivants pour E;(h) et Ea(h) :

Eqi(h) =2 [1 +lnhfooo(1nh) - B}

2In(1 + h)
X [In(14+Inh+ o0s(Inh)) + Inh+1—In(2)],
soit

Ei(h) ~oo —2BV2Inh xInh = —2v2BIn*?h

In2
Ba(h) ~ao 26425,
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Par relation de comparaison, on a clairement

E1 (h) = O (E2 (h))7

In2
M;i(h) ~so %\/ nTh — —00, quand h — +o00,

d’ou le résultat. [ |

et donc

A titre d’illustration, on donne l'allure de M; pour deux valeurs des parametres A et B
correspondant respectivement aux cas C = A+ B >0et C <0 :

T

\

A

20 40 60 a0 100

Fia.5 - A=1.05 B=—1,C = 0,05. Fic. 6 - A=10.95 B=—1, C = —0.05.

Dans le cas A < 0 et B > 0, la premiere fonction de Melnikov M; est strictement négative
sur U'intervalle ]0, ho[ et la Proposition 2.10 devient :

lim M;j(h) = +o0 <= C > 0.
h—+o00

Corollaire 2.13. La premiére fonction de Melnikov My s’annule en au moins un point si et
seulement si AB < 0 et AC < 0.

PREUVE. Ces deux conditions donnent lieu a deux cas.
Cas A>0, B<0et C<0:on estdans le cadre de la Proposition 2.10, a savoir que

Y helhol, My(h)>0 et lim Mi(h) = —oo.

h—+o00

Cas A< 0, B>0et C'>0:on est dans le cas symétrique, a savoir que

YV h€]0,hgl, Mi(h)<0 et lim M(h)=+oo,
h—+4o00
Cela assure 'existence d’un zéro pour la premieére fonction de Melnikov M; et donc d’un
cycle limite. D’autre part, on a vu précédemment que dans les autres cas, M; garde un signe
constant, ce qui acheve la preuve. |
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M peut s’annuler pour des valeurs du parametre h arbitrairement grandes. En effet, le cycle
limite n’apparait pas au voisinage de 'origine. Comme le suggere les portaits de phase suivants,
plus les parametres A, B et C, C < 0 sont proches du cas critique C' = 0, plus la valeur de
h pour laquelle M; s’annule est grande, et de ce fait, plus le cycle limite s’éloigne de l'origine

(Zmas = /21 1 ).

1
e ' .
|I by I||; ! 'I
% \ /|
AN i/
l\ﬂ'\ ! -.; 2 ! ! !}‘
LU i
ANy
ANANNNNSSSE= o 7 1)
NANA NSNS S S L
NSRS S S /!
NN NN NS e S S S
\\\\r\\k\\m_\m > ///,/////

Fic.7- A=3,B=—11,C = 8. Fic. 8 - A =1, B = ~1,0005, C = —0,0005.

On a donné une condition nécessaire et suffisante pour 'apparition d’au moins un cycle. En
fait, on se rend compte numériquement qu’il ne semble pas possible d’en voir émerger d’autres.

2.3.3 Un résultat d’unicité

Une autre démonstration donne a la fois 'existence et 'unicité d’un zéro pour la premiere
fonction de Melnikov du systéme perturbé étudié.

Lemme 2.14. Le systéme de Liénard initial (1) perturbé comme suit

T =y+ef(),
y=—x+zy+eg(z),

avec
3 xt
f(zx) :Ax—i—B? =P(z) et g(z) :AxQ—i—B? = zP(z),

est tel que sa premiére fonction de Melnikov M, vérifie

W) = § sy = M)

PREUVE. Les fonctions perturbatrices f et g considérées ne sont cette fois-ci plus quadratiques.
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La premiere fonction de Melnikov M s’écrit

Mi(h) = — - Y(fdy — gdx)

N f) 9@

_ji(:hl_ydy 1y

:y{ f@y) , vy .
H

_|_
1y (1-y)P

_ zf(z,y) —g(z,y)  g(z,y)
=

Or, les fonctions f et g vérifient clairement

zf(x) —g(x) =0 et g(x)=azP(z),

~ T Ax + Bx?/3
Ma(h) = ﬂ—h (1 g—(?/))%dy N ﬁl:h (1+— 9)2/ dy = (),

d’ou le résultat. [

soit

Le nouveau systeme obtenu est encore de type Liénard. Son équation différentielle du second
degré associée est
&=y +ecAi + eBali
x3 z?
——z+zx <a‘:—sAg;—aB3> +e <Ax2+33> + eAi + eBx*i
= — gz +xi + cAt + eBx?%,
ou encore
i— (eBx’ + x4+ eA)i 4z =0.

On peut enfin écrire cette équation différentielle de Liénard sous forme d’un autre systeme
différentiel qui lui est équivalent :

(8)

y:_mv

{x:y_F($)7

avec B )
€
—% - —2? -

3 2

On note X le champ de vecteurs associé au systeme différentiel (8), avec F' s’écrivant

Plz) = / (B2t t+ cA)dt = — cAz.
0

F(z) = a3z’ + aza® + ajz.
Dans 'article [15], le résultat suivant est établi :

Théoréme 2.15. On a les différentes possibilités :
(i) Siaiaz >0 et (a1,a3) # (0,0), alors Xr n’a aucune orbite fermée.
(i) Siajaz <0, alors Xp a une unique orbite fermée.

(#ii) Sia; = a3 =0, lorigine est un centre.
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Dans notre situation, on a bien affaire a un champ de vecteurs de type X avec les coefficients
2

eB €
ap=—cA et ag= — 3 soit  ajagz = §AB,

et dont le signe dépend de celui de AB.
On en déduit les deux corollaires :

Corollaire 2.16. Si AB < 0, alors le systéeme différentiel de Liénard (8) admet un unique cycle
limite.

Corollaire 2.17. La premiére fonction de Melnikov My associée au systeme perturbé (2) admet
un unique zéro si et seulement si AB < 0 et AC < 0.

PREUVE. On sait d’ores et déja que M7 a au moins un zéro si seulement si AB < 0 et AC < 0.
Les premiéres fonctions de Melnikov de (2) et (8) étant d’autre part les mémes, le Corollaire
2.16 assure que M; ne pourra s’annuler au plus qu’une fois. D’otu le résultat. |

3 Seconde fonction de Melnikov

Les deux intégrales définissant M; sont indépendantes (on peut en tout cas s’en persuader
numériquement) . On a donc

M =0« A=B=0,

et par conséquent

C =0,
soit encore
aip + bog + bp1 = 0, (9)
bao + bo2 — a10 = 0. (10)

Dans ce cas, le comportement du systeme perturbé sera donné par la premiere fonction de
Melnikov d’ordre supérieur non identiquement nulle.

La décomposition donnée dans la seconde approche de la partie précédente permet de pour-
suivre la recherche des fonctions de Melnikov d’ordre supérieur de maniere itérative. Pour notre
systeme différentiel, les calculs s’averent fastidieux des la seconde étape. En revanche, on utilisera
cette méthode pour traiter 'exemple étudié dans le chapitre suivant.

Ainsi, on ne va rechercher les fonctions de Melnikov d’ordre supérieur que dans quelques cas
particuliers, qui vont néanmoins présenter des comportements variés. Comme pour le calcul de
M7, on se limite au cas de polynémes quadratiques f impair et g pair en la variable . Les autres
coefficients n’étaient pas intervenus pour des raisons de parités. Ces conditions permettent une
simplification de I’étude, dans la mesure ou les décompositions utilisées ne feront intervenir que
des fonctions polynémes.

Pour calculer la seconde fonction de Melnikov Ms, et par la suite les fonctions de Melnikov
d’ordre supérieur, on utilise ’adaptation aux systemes intégrables de l'algorithme de Francoise
pour les sytemes Hamiltoniens (cf. Introduction, Théoreme 2.4).
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3.1 Cas b20 =0

La condition (10) devient by2 = aqg et on écrit le systéme & l'aide des parametres ajg, a1 et
boo : ‘
T =y+ex(ap + a11y),
y=—x+xy+ €(b00 — (am + boo)y + a10y2)7

soit finalement
{ T = Yy +e (alox + anxy) s
g =(y—1)(z+e(aoy — boo))-

Dans ce cas particulier, la décomposition de w ne fait intervenir que des polynémes.

Proposition 3.1. I existe des polynomes g1 et Ry tels que
w=g1dH + dR;, (11)
avec

gl($a y) = (alo + all)xa

1
Ri(z,y) = g(alo +a11)7® — ajory + boor + C1, Ch €R.

Remarque 3.2. D’avance, on peut montrer sans calculer les fonctions g1 et Ry que

Cela repose sur la parité des fonctions f et g en x. En effet, f étant impaire en x et g paire en
x, on a

f(=z,9)dy — g(—x,y)d(—x) = g1(—z,y)dH(—x,y) + dRi(—x,y),
= —(f(z,y)dy — g(x,y)dz) = g1(—z,y)dH (z,y) + dRi(—z,y),
<— —g1dH —dRy = g1(—x,y)dH 4+ dR1(—z,y).

Cette derniére égalité suggére que g1 est impaire en x, si bien que

Ms(h) = — é{_h glw = — f;{_h¢(91fdy — g1gdz) =0,

d’apreés la Proposition 2.1.

L’expression de g1 est toutefois nécessaire afin de poursuivre l’algorithme de calcul des fonc-
tions d’ordre supérieur.

Cette remarque reposant sur la parité des fonctions intégrées vaut également pour le calcul
de toutes les fonctions de Melnikov paires d’ordre supérieur.

PREUVE. Cette décomposition peut s’obtenir directement en annulant les coefficients concernés
dans la décomposition de w annoncée dans la Proposition 2.7. On se propose cependant de
procéder par analyse. Cette méthode, que nous emploierons dans la suite de ce chapitre, conduit
a la résolution d’une équation aux dérivées partielles dont les solutions sont polynomiales. On
rappelle que

H=—-r"+y+In(l—y), y<lI,
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dott
dH = —x dz + —2— dy.
y—1

En différenciant 1’équation (11), on trouve une condition nécessaire que doit vérifier le poly-
nome g :

dw=dgp NdH
< Yd(fdy — gdy) + dp A (fdy — gdy) = dg1 N dH

op W _ 99, y 9q
A ¢<3$+0y)+f3x+gay_x8y+y—13x'

of  dg o
o(G ) o+ oy

1
=1 (@10 + a11y + bor + 2a10y) —

1
TR

1
W=D (a10 + a11)y,

1
W (bOO + bo1y + a103/2>

(a10 + boo + bor) + (a10 — a11 — 2a10)y + (a10 + a11)y?)

d’ou I’équation

On voit clairement que
g1(z,y) = (a10 +an)r +c1, ¢ €R,
convient. Il faut maintenant s’assurer de ’existence d’un polynéme R; dont la différentielle vaut :

ajo + anl‘ydy —

w—g1 dH =
y—1

aiy — b()o)dx — ((alo + all)x + Cl> <—.CU dx + rgl dy>

= (a1o + a11)$2 +c1x — apy + boo)dx +

1
: (a10z(1 — y) + c1y)dy.
S’agissant de la différentielle d’un polynome, il faut nécessairement ¢; = 0. Par conséquent,

g1(z,y) = (a10 + a11)z,

et on trouve
w—g1 dH = ((alo + a11)$2 — ajoy + boo)dx — appxdy = dRy,

avec
1
Ri(z,y) = g(alo +a11)*® — ajory + boor + C1, Cp €R.

On peut alors montrer le résultat suivant
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Corollaire 3.3. La seconde fonction de Melnikov est identiquement nulle
Mg(h) =0.

PREUVE. La proposition précédente fournit une expression de g;. D’apres 'algorithme de Fran-
goise, on a

Ms(h) = — jé{:h giw

ajp +ail)x
=— jq{ M((algw + anzy)dy — (y — 1)(aroy — bgo)dm)
H=h

y—1
2
r7(a10 + any
— (@10 + a11) 7{ ¥d?/ + (a0 + an) y{ a10y — boodz
H=h y—1 H=h
= ()’
d’aprés la réduction relative a la parité en = des fonctions intégrées du Corollaire 2.2. |

3.2 Cas b20 7é 0

Dans ce cas, on peut quand méme adapter la méthode précédente en recherchant cette fois-ci
une décomposition de w sous une autre forme :

Proposition 3.4. Il existe des polynomes g1 et Ry tels que

W :¢gldﬂ+d(¢ﬁl), (12)

avec

g1(z,y) = (a10 + a11)z(y — 1) + beo,
- 1 - -
Rl(LL‘7 y) = <3(a10 =+ all)l‘g — apxry — bogx + Cl> (y - 1) + bgox, Cl € R.

PREUVE. A nouveau, on pourrait obtenir cette décomposition directement en annulant les coef-
ficients concernés dans la décomposition de w annoncée dans la Proposition 2.7. On procede par
analyse en différenciant I’équation (12), et on trouve une condition nécessaire que doit vérifier
le polynoéme g; :

dw = d (Yg1dH)
= Yd(fdy — gdy) + dp A (fdy — gdy) = Grdip N dH +pdgy A dH

= ‘/’<gf +gg> +f£ 87#) = %z gl+¢x7+¢2 891
Y 8
Or,
Y (gi + gg> + f%ﬁ + 9(3;15 =9 [(bao — (@10 + an1))y + (a10 + a11)y? — bao?],

x(y — 1)7 + y—x —xg1 = (bzo — (alo + an))y + (a10 + au)yQ — b20$2. (13)
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On cherche §; sous la forme d’un polynome de degré deux :
gi(@,y) = ax® + Bay + yy° + A + py +v.
L’équation différentielle (13) est alors équivalente a ’équation
—az® +ywy?—(B+N) 2+ By +2(a—v)zy— (utv)z+By = (bao—(a0+a11))y+(ao+ai1)y* —baoz?,

d’ou le systeme compatible

)

a=vy=0,
a=vy=0,

B+ A= by,
B = a + ai,

B = aip + a, = Yy ~ (10 + an)

=0, 20 10 11),
uw=—=r,

A = byo — (a10 + a11),

et

gl(l’, y) = (a10 + an):cy + (bzo — (am + an))x + u(y — 1)
= (a10 +a11 + p)x(y — 1) + bz, peR.

Le coefficient p étant quelconque, on le choisit nul. )
Il faut maintenant s’assurer de ’existence d’un polynéme R; dont la différentielle vaut :

w— g dH = 1 ((ar10z + a11zy)dy — (boo + bory + boay® + baoz?)dz)
— ¢ ((a11 + bo2)z(y — 1) + baox) <_$ dz + % dy)
= w( — boo — bory — bogy2 + (all + b02)x2<y - 1))dx

boox
+ (aloSU — boay — ;O f) dy

bgo b20
= ( (a11 + bo2)z? — bo1 — bo2(y + 1) + )dm—l—(—b x—)dy
(( 11 + bo2) 01 — bo2( ) y—1 02 (y—1)2

= P(z,y)dz + Q(z,y)dy

On a
OP bao oQ
—— =—be -5 =5
dy (y—1) ox
Ainsi, la forme w — g1 dH est fermée sur le demi-plan {y < 1}, qui est simplement connexe.
Elle est donc exacte par le lemme de Poincaré. Par conséquent, il existe R; vérifiant le systeme

IR .
<Tg$~1) = P(w,y) = (a1 + bo2)e® —bor —boa(y +1) + Y —T—Ola
O(YR1) - by

dy = Q($7y) = —bpox (y = 1)2'

On trouve

1 1 Do ~
Ri(z,y) = <3(a11 + bo)x3 — booxy — (boy + boz)x + % + Cl)

< a11 + boz)x® — boawy — (bo1 + bo2)x + Cl) (y — 1) +booz, C;€R.

Pour byp = 0, on retrouve bien les polynémes g1 et R, du cas précédent.
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On peut alors montrer le corollaire suivant :
Corollaire 3.5. La seconde fonction de Melnikov est identiquement nulle

PREUVE. La proposition précédente fournit une expression de g;. D’apres 'algorithme de Fran-
goise, on a

boox
= _ j{ <(a11 + bgg)x + y201> ((algx + aua:y)dy — (boo + bo1y + b02y2 + bQOIIZ‘Q)dIIZ)
H=h -

d’apres la réduction relative a la parité en = des fonctions intégrées du Corollaire 2.2. |

4 Troisieme fonction de Melnikov

On se place désormais dans le cas ou byy = 0. La décomposition de la seconde fonction de
Melnikov étant identiquement nulle, on cherche a calculer la troisieme fonction de Melnikov M3.
Pour cela, on exhibe une décomposition pour gjw.

Proposition 4.1. Il existe des polynomes go et Ro tels que
giw = godH + dRo, (14)

avec

g2(z,y) = (a0 + a11)?x? — aro(aio + a11)(y — 1),
4 2 2

X X
Ry(z,y) = (a10 + a11) [(alo + an)z — a102%y + (a0 + boo)? + alo% +Cy, CreR

PREUVE. En différenciant I’équation (14), on trouve une condition nécessaire que doit vérifier le
polynéme g5 :

d(giw) = dga NdH
= Ygd(fdy — gdy) + d(g1) A (fdy — gdy) = dga N dH

of . 99 91, 0¥ _ 99 y Og
= va <6x+8y) +fw8x +ggl@y _may +y—1 ox’
Or,
af 0Og g1 o
oo (G4 50) + 165 4 g
2a10 + a11)xy — boox x
= (a10 + a11) <( = yn_) 1y - ’ i 1 _91)2>
aip+a
= %((2%0 + a11)zy — boox + (ar0z + a113y) — z(a10y — boo))
aio + an

= — (a10z + (a10 + 2a11)2y),
(y—1) ( )
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d’ou I'équation

0 0
r(y — 1)(%2 + y% = (a10 + a11) (a10® + (ar0 + 2a11)zy). (15)

On recherche go sous la forme d’un polynome de degré inférieur ou égal a deux
g2(z,y) = ax® + Bry + yy* + Ax + py + v.
L’équation différentielle (15) est équivalente &
(zy — 2) (B + 2vy + p) + y(2az + By + X) = (a10 + an1) (a0 + (a10 + 2a11)2y),
soit encore
Bty + 2yxy® — B’ + (n+ 2a — 2y)zy + By* — pr + Ny
= (a10 + a11) (a10% + (ar0 + 2a11)zy),

que l'on écrit aussi sous forme de systeme

w420 — 2y = (a0 + a11)(aio + 2a11), = {a=(ap+an)?
—p = aio(aio + ai1), = —aio(aio + ai).

Apres identification, les seuls polynémes qui conviennent sont de la forme :
92(z,y) = (a10 + an1)?a® — ao(aro + an)y +v, veR.

Il faut maintenant s’assurer de 'existence d’un polynéme Ry dont la différentielle vaut

aio + a1l

1 (a102® + ana®y)dy — (a10 + ai1)z(aroy — boo)dx

giw— g2 dH =

— ((a10 + a11)?a® — aro(aio + a11)y + v) (‘x dz + # dy)

= (a10 + a11)z(a10y — boo) + (a0 + a11)*z” — aro(a1o + ar1)zy + va)de
+ ¢(a10(a10 + a11)2® + a1 (aip + an1)z’y
— (a0 + a11)2x2y + ao(aio + all)y2 - uy)dy

= ((a10 + a11)*z® — 2a19(aig + a11)zy + boo(aio + a11)z + va)dx

aio(aio + a11)y2 - Vy> d
1 o
y ——

+ <—a10(a10 + a1z’ +

S’agissant de la différentielle d’un polynome, il faut nécessairement
v = aio(aio + ai).
Par conséquent,
92(z,y) = (a10 + a11) ((a10 + a11)z® — aro(y — 1)),
et on trouve

giw — go dH = (a10 + all)((alo + a11)x3 — 2a102y + (a10 + boo)xdx + alo(y — xQ)dy) = dR>,
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avec
24 ) 2 Y2
Ra(z,y) = (a10 + an) <(a10 + all)z —a1r"y + (a10 + boo) + a10> +Cy, (2R,
d’ou la décomposition annoncée. |

Corollaire 4.2. La troisiéme fonction de Melnikov peut s’écrire sous la forme

a
Ms(h) = aio(aio + an)% x (%Cﬂ — boo) dy.
H=h

Au préalable, on montre un lemme.

Lemme 4.3. On a les égalités :

2k
1. 7{ dy:—jl{ #fdy, keN,

H=n Yy —1 H=h

1

2. % Y dy = jq{ xydy = —}1{ z3dy,

a=n Y —1 H=h 3 Ja=n

1

3. ]{ rydy = —j{ z3dy,

H=h 3 Ju=n

2 2
) _ _ 3

4. f dy = f xdy — 2?4 xydy = f z°dy —i-j(I{ xdy,

H=h H=h H=h 3 Ju=n H=h
5. % gdy = —7{ xdy.

H=h T H=h

PREUVE. Ces résultats se montrent a ’aide d’intégrations par parties et du Lemme 2.3.

k B(h) .k B(h) B(h)
1. f v dy:2/ 2/ xyd—Q/ 2k dy
H=h Y —1 ah) Y— a(h) - a(h)
B(h)
=— 2/ idy = — zFdy,
a(h) H=h
2 B(h) 2 B(h) B(h)
2. 7{ il dy = / Y dy =2 xydy + 2/ &dy = % xydy,
H=h Y —1 athy Y—1 a(h) ath) Y—1 H=h
B(h) B(h) ) )
3. ]{ rydy = rydy = / " (y)z'(y)(y — 1)dy
H=h a(h) a(h)
3 B(h) B(h)
—2[:”(@/—1)} 5[ =gt
3 ah) 3 Jam) H=h

y2 B(h) y2 B(h) y3 B(h) y2
4. Jq{ dy:2/ dy:2/ dy—2/ Y
H=h T a(h) T am) T(y—1) ahy =y —1)

iy 0N
= / = (y)y dy—2/ o' (y)ydy

a(h)

B(h) B(h)
h
=2 [xﬂg%hg -4 /a(h) Tyl =2 [xy]§§Z§ 2 /oz(h) oy

B(h) B(h)
= — 4/ zydy + 2/ xdy = —2}4 xydy —i—% zdy,
a(h) a(h) H=h H=h
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B(h) B(h) 2 B(h)
Yy Y Yy Y
5. 7{ Y gy — / dy:2/ dy—2/ _Y gy
H=h T a(h) T ah) (y—1) an)y (y—1)

)
Ay B(h) ) B(h) ()
= 2/ ' (y)ydy — 2/ w(y)dy = 2 [zyl ) — 2 wdy — 2 [x], )
a(h) a(h) a(h)
B(h)
=— 2/ xdy = 7{ xdy
a(h) H=h
On généralisera plus loin ces résultats dans le Lemme 5.5. |

PREUVE DU COROLLAIRE 4.2. D’apres I'algorithme de Francoise,

M;(h) = — f gow

2
(@10 + ar) %

+ ajo(aio + all)

— (a0 + a1 2%
: /

[(a10z + a112y)dy — (y — 1)(a10y — boo)dx]

(aloéE + an1zy)dy — (y — 1)(a10y — boo)dx

alox +anxry — %(aloy - boo)dy]

+ aio(aio + an) a0 + anxry — %(aloy — boo)dy

3
X
— (a0 + a1 2[(110 7{ Y dy
H=h Y —1
2
—alof it dy—i—boo% it d:|
H=hY — H=h Y —1

2
+ CL10(CL10 +an) I:al()j{ xdy + a1 f. xydy — al()% v + boo% ydx:| .
H=h H=h H=h T H=h <

Par les Lemmes 2.3 et 4.3, on en conclut que :

1
M;(h) = — (a10 + a11)? [—aw?{ P dy + alo/ xsdy] + aio(aio + ain) [aw% xdy
H=h 3 H=h H=h

1 2
——a1 j{ x?’dy — alof :c?’dy — am% xdy — 6007{ azdy]
3 H=h 3 H=h H=h H=h

1
= ao(aio + a11) [Sanf z3dy — boo/ xdy] ,
H=h H=h

1
M3(h) = GIO(CLIO + Gu) f T <3a11x2 — b00> dy.
H=h

d’ou

Les intégrales

y{ xdy et ?{ z3dy
H=h H=h

étant indépendantes, il faut se placer sous les hypotheses

a0 #0, ajo+an #0 et (ai1,boo) # (0,0),
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pour que cette fonction de Melnikov soit non nulle.

On recherche le nombre maximum de zéros que ’on peut obtenir en faisant varier les différents
parametres. Nous allons montrer que dans certains cas cette intégrale s’annule au moins pour
une valeur de h. Numériquement, il semble que dans ces cas la, elle ne s’annule au plus qu’une
seule fois.

4.1 Casa;; =0

On a

M3 (h) = _a%ObO(J?{ zdy.
H=h

jl{ xdy
H=h

représente 'aire de la surface engendrée par la ligne de niveau fermée {H = h}, si bien que M3
garde un signe constant, toujours négatif.

L’intégrale curviligne

4.2 Cas a1 7é 0

On peut écrire la troisieme fonction de Melnikov sous la forme

B(h)
Ms(h) =R 23 — Sxdy = 2R/ z® — Sady,
H=h a(h)

avec ) b
R = Zapai(ao+ann) et S= 3200
3 a11

Proposition 4.4. La troisieme fonction de Melnikov M3 admet au moins un zéro si et seulement
st .S > 0.

PREUVE.

cas S <0 : soit h fixé dans R, la fonction y — x(y) est strictement positive sur I'intervalle
Ja(h), B(h)[. D’autre part, le polynéme x — z(z% — S) n’a pas de racines strictement positives.
Par conséquent, M3 sera de signe constant, donné par R.

cas S > 0 : on peut sans perte de généralité supposer R > 0 et poser S = s2, s > 0.
Le contour d’intégration {H = h} est de classe C! et définit un compact Dj, sur lequel la
différentielle intégrée, elle-méme de classe C' sur son domaine de définition, est bien définie.
Dans ces conditions, la formule de Green-Riemann pour les intégrales curvilignes assure que

Ms(h) = R / / 322 — s2dxdy.
Dy,

On voit que pour
S
O<zr < —
V3’
ce qui est le cas pour h assez petit, 'intégrant est strictement négatif et Mg aussi.
On g’intéresse désormais au comportement de M3 & l'infini. Pour A assez grand, on appelle
u(h) et v(h) les coordonnées pour lesquelles

z(u(h)) = z(v(h)) = % = /In(1 + ).
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u(h) et v(h) sont les solutions de :
1
y+In(1—1y) —I—iln(l—l—h) =0,
u(h) <0<w(h) <1
Ces informations permettent d’obtenir un développement asymptotique des fonctions u et v.
Lemme 4.5. Au voisinage de linfini,

(i) qu::—%mh+omanm,

y R
(i)  wvh)=1 e\/ﬁ—i_ OO(\/E)

PREUVE. On procede de maniére analogue au Lemme 2.12 en utilisant comme point de départ
les relations suivantes

u(h) <0 <w(h) <1, (16a)
MM+MQ—UMD+%MQ+MZQ (16b)
v(h) +1In(1 —v(h)) + %ln(l +h) =0. (16¢)

Lorsque h tend vers l'infini, les équations (16b) et (16¢) sont toujours vérifiées. Si bien que
I'on a

li h) =— lim In(1—wu(h))=—
i () =m0 o T In(l=u(k) = —ec,
soit encore
lim u(h)=—-0c0 ou lim wu(h)=1,
h—+00 h—+o00
et de méme pour v
lim v(h)=—-00 ou lim w(h)=1.
h—+-o00 h—+o0

La relation (16a) impose finalement

lim u(h)=—o0c0 et lim wv(h)=1.
h—+00 h—-4o00

Développement limité pour u : en divisant par u(h) dans (16b), on trouve

In(1 —u(h)) n In(1+ h)
u(h) 2u(h)

1+ =0.

De plus, par relation de comparaison

lim In(1 — a(h))

=0
h—-+400 O[(h) ’

si bien que

1
—Inh,

a(h) ~s )
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et donc 1
a(h) = —5 Inh + o (Inh).

Développement limité pour v : on pose

v(h) =1+ o(h), avec lim o(h)=0.

h——o00

L’équation (16¢) devient

1+ (k) + In(—i(h)) + %m(l R =0

1 1
= 1+0(h)+ ln(—\/ﬁﬁ(h)) + B In <1 + E) =0.
On en déduit
1
lim In(—Vho(h)) = —1, soit lim Vho(h) = —=,
h—+o00 h—+00 e
d’out . . , '
0(h) = ——=+ 0 | —= et vhzl———{—ooo(—).
") evh ( h) ) evh Vh

On montre le résultat suivant :

Lemme 4.6. Si R > 0, alors

lim M: = .
h—l>I—|I-100 3 (h) oo

PREUVE.

Fi1c. 9 — Rectangles d’intégration.
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On part de ’expression de M3 obtenue par la formule de Green-Riemann, que ’on minore par
la somme de deux intégrales doubles sur des domaines rectangulaires R~ et R™ ou l'intégrant
est respectivement négatif et positif.

Ms(h) = R// 322 — s*dady
Dy,

> R// 32? — ®dzdy + R// 3z? — sdxdy
R- R+

B(h) s/V3 v(h) V/In(1+h)
2 s%dx z? — sda

>2R/a dy/o 3z d +2R/u(h) aly/S/\/g 3 d
> 2R(B(h) — a(h)) [2° — s w] 5/ V3 +2R(v(h) — u(h)) [2° — s*z] S”/%Hh)

iR 4R
> T2 alh) —u(h) + s (o) — 5(1)

+2R(v(h) — u(h)) [1n3/2(1 +h) — 221+ h)} .

On a donc 'inégalité
Mz(h) = m(h), (17)

avec

m(h) = 27 () = u(h)) + 2 s (0(h) = ()

+2R(v(h) — u(h)) [1n3/2(1 +h) —s2In'2(1+h)] .

En notant que

In'2(1 + h) = In"2 h 4 05 (In'/? ),
In%2(1 + h) = In®? h 4 050 (In%/? 1),

et en utilisant les développements limités fournis par les Lemmes 2.12 et 4.5, on trouve

m(h) = 3\253 Inh + 00 (Inh) + R(Inh + 00 (I h)) (In*2 h + 056 (In>2 b))

= RIn®? h + 00 (In%/? ).

Ceci prouve bien que
lim m(h) = +oo,
h—+oc0
soit, par l'inégalité (17), que

lim M;z(h) = .
h—1>I-|I-1c>o 3( ) o0

Ce résultat, associé au fait que Mj est strictement négative pour h voisin de zéro, assure que
la troisieme fonction de Melnikov M3 s’annule au moins une fois. Ceci acheve la démonstration
de la Proposition 4.4. [ |
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Corollaire 4.7. La troisiéme fonction de Melnikov M3 admet au moins une racine si et seule-
ment St

a11bgg > 0.
PREUVE. En effet cette condition est équivalente aux conditions
a11 #0, by #0 et a1 et bgg sont de méme signe,

ou encore
ail 75 0 et S>0.

On conclut a l’aide de la Proposition 4.4. [ |

5 Fonctions de Melnikov d’ordre supérieur

Si M3 est identiquement nulle, on doit regarder les fonctions de Melnikov d’ordre supérieur.
Ce cas se produit lorsque I'une des conditions est vérifiée :

(i) a1 = 0 et bgg =0,
(ii) aig + a1 =0,
(’iii) ajg — 0.

Pour chacun de ces cas, nous verrons que la singularité du systéme perturbé demeure un
centre pour € assez petit.

5.1 Cas aip = 0 et bog =0

Le systeme perturbé s’écrit

T =y -+ eapw,
y=—x+zy+eaoy(y —1).

5.1.1 Quatrieme fonction de Melnikov

Afin d’effectuer ce calcul, on cherche une décomposition de gow et on trouve :
Proposition 5.1. Il existe des polynomes g3 et Rs tels que
gow = g3dH + dRg3, (19)

avec

g3(x,y) = afor(2? — 2(y — 1)),
3 ! 2 222 2
Rs(z,y) = ajgz <5—x y—i—T—i-y —y> +C3, C3€R.
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PREUVE. En différenciant I’équation (19), on trouve une condition nécessaire que doit vérifier le
polynome g3 :

d(gow) = dgs N dH
= Ygod(fdy — gdy) + g2dip A (fdy — gdy) +1bdga A (fdy — gdy) = dgs N dH

0 0 0 0 0 0
<:>¢gg<af g)+f¢g2+gg2w+ wﬂ—xﬁJriy s

0 oy y—10x

0 ) d 0 d
g (2L % +f¢£+ - £_¢2 _ 9%,y 09
Ox dy y—10x

On rappelle que
g2(x,y) = ajy (¢% — (y — 1)),

et on a

wz( - 89>+fw892+ w(—m)

2 2
ajglz—(y—1
= 9 [a%O(xQ — (y — 1)) x 2a10y + 263z X ajox + aroy(y — 1) <—a%0 _ ol " _(f )))]

= [20:1))09(952 —y+1)+ 2a?1’0x2 - a?oy(?/ -1)- ai’oy(ﬂﬁz —y+ 1)]
= o (2%y + 227 — 20" + 2y) |

d’ou ’équation aux dérivées partielles

B 0
oy — )22 4y 722

Dy Y= 9 ai)’o(a: y + 222 — 2y? + 2y). (20)

On recherche g3 sous forme de polynome de degré inférieur ou égal a trois

Z )\i,j:(}iyj .

0<i,j<3

L’équation (20) s’écrit

)\2713333/ + 2)\1,2x2y2 + 3)\073:Ey3 + (Mg — 2N+ 3>\370)x2y + (202 —3Xo3 + 2)\271)xy2
+ (Mo — 2002 + 2X20)zy — A212® — A2 — X012 + A12y” + A1y + A1y
= afy(z’y + 227 — 2% + 2y),
soit, apres identification,
A21=A2=2X3=X,1 =0
A1 — 2A12 + 3X3,0 = aio,
2202 — X0 + 2Xa1 =0,
Ao,1 — 20,2 + 2X20 =0,
A1 = —2a10,

L )\170 = 2(110.

On trouve

g3(z,y) = ajo(a® — 2zy + 22+ Xoo), oo €R.
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La constante A\g o étant réelle quelconque, on la choisit nulle :
_ .3 2
g3(@,y) = ajpr(z” — 2(y — 1)).

Il faut maintenant s’assurer de 'existence d’un polynéme R3 dont la différentielle vaut

1
gow — g3 dH = - [afo(2® — (y — 1)) (ar0zdy — aroy(y — 1)dx)

1
—afpr(a® = 2(y — 1)) (— 2y — 1)dz +ydy)]
= ajy [(z" = 32%y + 22° + y* — y)dx + (—2° + 22y — x)dy] ,

si bien qu’on est amené a résoudre le systeme différentiel :

OR
73 = afy (2" — 32%y + 207 + ¢y — y),
X
gow — g3 dH = dR3 <= OR
= = afy(—a2® + 22y — x)
Jy

Les solutions de ce systéme sont de la forme

4 21;,2

R3(z,y) = a%ol’ <a:~5 — 2’y + 3 +y? - y> +C3, C3€R,

d’ou la décomposition souhaitée. |

Cette décomposition permet de calculer la quatrieme fonction de Melnikov Mjy.
Corollaire 5.2. La quatrieme fonction de Melnikov vérifie

My(h) = 0.

PrREUVE. D’apres I’algorithme de Frangoise,

My(h) = — yg{h g3w

3

S 7{ fl(ﬁ —2(y — 1))aro(zdy — y(y — 1)dz)
H=hY
0.

En effet, My s’écrit sous la forme

My(h) = — - Y(Py(z,y)dz + Qa(z, y)dy),

ou P, est un polyndme impair et Q4 est un polynéme pair en la variable x. D’apres le Corollaire
2.2, cette intégrale curviligne est identiquement nulle. |
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5.1.2 Cinquiéme fonction de Melnikov

La quatrieme fonction de Melnikov étant identiquement nulle, on recherche la cinquieme
fonction de Melnikov. On a la décomposition :

Proposition 5.3. Il existe un polynome g4 et une fonction R4 analytique sur le demi-plan
{y < 1} tels que
gsw = gadH + dRy, (21)

avec

ga(z,y) = ajy(z? — 32y + 2 + y* — 2y),
3z4  3xy?

6
_ A (X a4 0T
R4(I,y)—a10<6 Ty + 1 + 5

—2x2y+y2—y—ln(1—y)> +C4, CyeR.

PREUVE. En différenciant I’équation (21), on trouve une condition nécessaire que doit vérifier le
polynome gy :

d(gsw) = dgs NdH

af | 9y 93 dg3 _ . Oga y Oy
— ¢93<8x+ay>+f¢8$ +9¢(ay ¢g3>—$8y+y_1ax-
On a
af  Og dg3 993
wg3<8x+8y>+fw8x+gw<ay ¢93>

_ w[ Be(2? — 20y — 1)) x 2a10y + (36 — 2(y — 1))aly x axg

a:{’ox(x2 —2(y — 1))) ]

y—1
= w(Qailoxy(:L‘Q — 2y +2) + afyz(32® — 2y + 2) — 2aigzy(y — 1) — afgry(a? — 2y + 2))
a‘fow (:c?’y + 323 — dzy? + 22y + 2:13) ,

+a1oy(y — 1) (‘26‘?095 -

d’ou I'équation aux dérivées partielles

0 0
x(y — l)é)iy4 + y% = ajo(zPy + 323 — 4ay® + 22y + 22). (22)

On recherche g4 sous forme de polynéme de degré inférieur ou égal a quatre
ga(z,y) = Y Niga'yl.
0<i,j<4

L’équation (22) s’écrit

Az12ty + 220023y 4+ 3N 32y + oary® + (Mo — 2ha0 +4ha0)2y
+(2M12 — 3A13 + 3A31)2%Y + (BNo3 — 4o + 2X22)7y” + (M1 — 2A1.2 + 3A30)7%y
+(200,2 — 3X03 + 2X2.1)xy? + (Mg — 2X02 + 2X20)2y — Azpx?t — A2, 123 — Ap 122
— o7 + A syt + May® + May? 4 Moy = alp(2y + 32° — day® + 22y + 21),
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soit, apres identification,

(A31 =22 =X3=Xa=Ao=M1=X\a2=0,
A2,1 — 2X22 + 44Xy 0 = ao,

2X12 — 313+ 3A3,1 =0,

3X0,3 — 404 +2X22 =0,

A1 —2M12 +3X30 =0,

2)0,2 — 3Xp,3 + 2X21 = —4aio,

Xo,1 — 2X0,2 + 2X2,0 = 2a10,

A2.1 = 3ao,

—Xo,1 = 2a1p.
On trouve
ga(z,y) = cfllo(x4 — 322y + 322 +y® — 2y + X0,0), oo €R.
La constante Ao étant réelle quelconque, on la choisit nulle :
ga(z,y) = ajp (z* — 32%y + 32” + y* — 2y) .

Il faut maintenant s’assurer de ’existence d’un polynéme R4 dont la différentielle vaut :

1 1 [a‘i’ox(xQ —2(y — 1))a10 (xdy —y(y — 1)dx)

— a‘llo (x4 — 3w2y + 322 + y2 — 2y) ( —z(y — 1)dx + ydy)]

gsw — g4 dH =
)

—2
= afy |(@® — 42y + 23 + 3xy® — day)de + <—a:4 + 3zy? — 222 + y(yyl)> dy] ,

si bien que
% = a‘llo(x5 — 423y + 323 + 3xy? — 4ay),
g3w — g4 dH = dRy < gi y(y —2)
By = al, <—x4 + 322y — 222 + y—1> ;
88]? = a‘llo(x5 — 423y + 323 + 3zy? — 4zy),
- 88}24:afllo(—x4+3x2y—2$2+y—1—yi1>'

Les solutions de ce systeme sont de la forme

6 4
x 3z 3x
Ra(e.y) = ay ( gty 32 B

5 1 —2x2y+y2—y—ln(1—y)>+04, Cy €R,

d’ou la décomposition annoncée. [ |

Corollaire 5.4. La cinquiéme fonction de Melnikov vérifie
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On montre au préalable le lemme suivant :

Lemme 5.5. On pose

:L,myn
Ijpn = j{ zmydy et Jpg = 7{ dy, m,n € Z.
H=h H=h Y —1

On a les relations suivantes

0. I;yn=0 et Jnpn=0, sim estpair

n—1
1. Jm,n = —mIm+27n_27 m 2 —17 n Z 1.
n—1 n
2. mmn — mlm+2,n72 - m+ 2Im+2,n71, m > —17 n > 1.

3. Jm,n =Imn—1+ Jm,n—la m>—1, n=>1

PREUVE. On signale que certaines de ces relations ont déja été prouvées dans le Lemme 4.3 pour
des valeurs particulieres de m et n.

0. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 2.1 relative a la parité en = des fonc-
tions intégrées.

1. Pour n =1, c’est le Lemme 2.3. Pour n > 1, on effectue une intégration par parties

m,,n 5(’1) m,n ﬁ(h)
Jm.n 27{ Y gy — 2/ . yl dy = 2/ 2" (y)y" dy
H @ a(

—ny—1 )y Y— h)
B(h
—9 |:l'm+2 yn1:| *) _9 n—1 /ﬁ(h) wm+2yn72dy
n—1
= m-’mwm—z.

2. Le résultat est obtenu en intégrant par parties,

B(h) B(h)
Lyn = 74 Py = 2 / 2y = 2 / 2 ()™ )"y — 1)dy
H=h a «@

(h) (h)
M2 ) B(h) 9 B(h) . . )
= Yy (y — 1)] - / g™ ny" T — (n— 1)y" 7| dy
[m +2 a)  MT2 Jam) | ]
_1 [B®) 92 B(h)
_ ol / a2y n / M H2yn=1g,
m + 2 a(h) m+ 2 a(h)
n—1 m—+2, n—2 n j{ 2 n—1
m+27€{:hx Y y m+2 H:hx y Y
n—1 n
= —] g — ———1, 1.
m+ 2 m+2,n—2 m+ 2 m+2,n—1

3. Cette relation est obtenue en combinant 1. et 2. On la retrouve aussi directement en
remarquant que

xmyn xmyn—l Y — 1 :Cmyn—l
Impn = % dy = % ( ) + dy = Im,n—l + Jm,N—l'
H H=h y—1 y—1
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PREUVE DU COROLLAIRE 5.4. La décomposition de gsw permet de calculer M5,

M;(h) = _72 gaw

4
=— ]{ 0 (34— 322y + 322 + 4 — 2)aso(ady — y(y — 1)dz)
H_

1
=— a?oj{ 1 (2° — 323y + 323 + xy? — 2zy)dy
H=h ¥ —

1 4 3
+ a‘;’oj{ — <a:3y2 — 3xy® 4 3zy® + v 2y> dy
H=p Yy —1 T T

=aj(— Js0+ J32+3I30—3J13+2J12+2J11 + Jo14—2J_13).

D’apres le Lemme 5.5, on a de plus les identités suivantes :

J50 = —1I5),
1

J3o =131+ J31 =131 = —z10,
Jig=1I19+ J —11 +21 + I +J—2
13 =hpt+Ji2=glo+ FlothatJin =150,

1
Jig=hL1+J11= —gfs,o,
J-14=—=3Lp2,

2
J13=-2L,= 513,0,
1 2 1 2

l[{o=-1I39— =131 = — — 15 q.
12= 30— 3h1= 5 3,0 T 157150

Finalement, on trouve bien

1 2 2 2 4
Ms(h) = a3y 150 — 5-’5,0 + 3130 — 5-75,0 - 513,0 — <I3,0 + 5-’5,0) —3 3,0] =0.

5.1.3 Nature de la singularité

Les résultats précédents semblent suggérer que toutes les fonctions de Melnikov sont nulles.
On ne peut toutefois pas formuler de récurrence sur les (gx)r>1 et (Ry)g>1. Néanmoins, il est
possible de montrer que le systéeme (18) présente un centre pour € assez petit, ce qui assure
la nullité des fonctions de Melnikov d’ordre supérieur. La connaissance des (gx)r>1 et (Rk)r>1
aurait permis de déterminer des expressions de I'intégrale premiere et de son facteur intégrant.

Dans la suite, nous étudierons un cas pour lequel ces calculs peuvent étre effectués.
Lemme 5.6. Pour e assez petit, l’origine est un centre de type Q%V pour le systeme (18).

PREUVE. Dans le systeme (18), on pose

Yy = —y — eayoxr,
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et le systeme s’écrit

T = _ga
{gj = (1 —€2a3))x + caro(1 — e%a3y)z? + (1 — 2e%a3,)xy — car?.

Pour ¢ assez petit, on effectue le nouveau changement de variables

X =ux,
y=—oo=L
Vv 1—¢e%aj,
_ 2
T = /1 — €2ai,t,

pour écrire finalement le systéme (18) sous la forme

dx

&2y

dr ’

dy 1 — 2202

Y X teappX? 4+ ——= M0 XY cqY2,
dr 1-— 5%%0

En posant Z = X +4Y, ce dernier est équivalent a ’équation différentielle
7 =iZ +rZ*—RrZ?,

ou

L’origine est bien un centre de type Q%V d’apres la classification énoncée dans le Théoreme 1.7
de I'Introduction. |

Dans ce cas, on s’est restreint a des déformations dans la direction des centres de type
Lotka-Volterra.

5.2 Cas aig + a1 = 0
Le systeme perturbé s’écrit
&=y —eappx(y—1),
y=—z+zy+e(y—1)(aoy — boo)-
Les calculs précédents montrent que
dw = d[—arpzdy — (a10y — boo)dz] = 0.

La 1-forme différentielle w est de ce fait fermée sur un domaine simplement connexe, et par
conséquent exacte :

w = dRy,

ol Ry est le polynome

Ro(x,y) = —aiory + boor + Cy, Cp € R.
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D’autre part,

we = l(dH +cw) = l(dH +edRy) = ld(H +eRy),
(0 (0 (U
si bien que dans ce cas, le systeme perturbé est intégrable, d’intégrale premiere H + cRy et de
facteur intégrant 1.

Pour ¢ assez petit, le théoreme de Poincaré-Lyapounov (cf. Introduction, Théoréme 1.10)
assure que le point singulier considéré est un centre. On peut en fait perturber le systeme
intégrable initial contintiment en &, sans modifier localement la nature du portrait de phase. On
remarque toutefois que lorsque € dépasse un certain seuil, il n’y a plus de centre.

Dans ce cas, le probleme de la nature du centre n’a pas été élucidé. Il se pourrait que les
déformations interviennent cette fois-ci dans la direction des centres réversibles.
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Fic. 10 - =0, 38. Fic. 11 — £ =10,45.
5.3 Casam:O
L’équation (9) donne
boo + bo1 = 0,

et la condition ajg + ai; # 0 devient aj; # 0. La nullité de la constante byg entraine par (10)
celle de bgs.
Dans ce cas, le systeme devient

f%‘ =y +eanzy, (23)
y=—x+ zy+ ebpo(l — y),

d’ou
Ty
y—1

et 'expression de go donnée dans la Proposition 4.1 est

w = byodz + aq1 dy,

g2(z,y) = (anz)*.

On poursuit l'algorithme en recherchant une nouvelle fois une décomposition pour gow.
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Proposition 5.7. Il existe des polynomes gs et Rs tels que
gow = g3dH + dR3,
avec

g3(z,y) = (aniz)?,
1 1
R3(z,y) = 0%11’3 <3boo + 56111332) .

PREUVE. On procede par analyse en différenciant (24), et on trouve

dgs N dH = d(gow) = dga A w + gadw

= 2a%,zdz A | boodz + a11 Y dy ) + a2 z? gy dx A dy
11 y—1 11 y—1

On remarque que

g3(x,y) = (a1133)3

convient et qu’on peut lui associer un polynéme R3 tel que l'on ait (24). En effet,

gow — g3dH — (a111‘)2 <b00dx + ail yaﬁ/ldy> - (a11$)3 |:_J,'d.fU + yy—]_dy:|

= (aux)z(bgo + a11x2)dx + 0 dy
= dR37

avec

1 1
Ry(z,y) = ai;2® <3boo + 5(1111‘2) ;

d’ou le résultat.
On en conclut que

Corollaire 5.8. La quatrieme fonction de Melnikov My vérifie,

M4EO.

53

(24)
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PREUVE. L’expression de M, est donnée par ’algorithme de Francoise,

xZ
M4(h) = —% g3w = —% (allx)s boodx + a1 Y dy
H=h H=h y—1

4
T
= ajy ?{ Ly + 0?1500]{ adda
—ny—1 H=h

=0,

d’apres le Lemme 2.3. |

Plus généralement, on dispose des décompositions suivantes :

Proposition 5.9. Pour tout entier naturel n non nul, on a
Jn-1w = gndH + dR,,
avec
gn(z,y) = (a112)",

_ 1 1
Rn(.’E,y) = (an)” 1.’13” <nb()() + n+ 2@11[E2> .

PREUVE. Ce résultat se montre par récurrence sur ’entier n. On a vu qu'’il est vrai pour n =
1,2, 3. Assurons-nous de I'hérédité de cette propriété en supposant le résultat vrai a ’étape n—1
et en recherchant par analyse des polynomes g, et R, tels que

Gn—1w = gndH + dR,,.
En différenciant, on trouve :

dgn NdH = d(gpn—1w) = dgpn—1 N w + gn—1dw

=(n-— l)a?flxn_QdZC A <b00d1‘ +an xyldy> + (anx)”_l alilyld:D A dy
Y- Y-
nn—1
= nlan)"z" y Ydw A dy,
y—1

d’ou ’équation aux dérivées partielles

Ogn Ogn —
z(y — l)a—gy + yaigz =n(an)"x Ly,

dont une solution particuliere évidente est

In(2,y) = (an12)"™.

Il ne reste plus qu’a s’assurer que ’on peut lui associer un polynéme R,, tel que 'on ait la
décomposition souhaitée. On trouve

= (anx)”_l(boo + a11$2)d$ +0 dy
= dRp,

Jn_1w — gndH = (anx)n_l <b00dl‘ + ar
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avec

d’ou le résultat. [}

On en conclut que :

Corollaire 5.10. Pour tout entier naturel n non nul, on a

Pour n > 4, I'algorithme de Francoise assure que

N x
My (h) = f In—1w = % (a112)" ™t ( boodz + ayy _y dy
H=h H=h y—1

xn
= — (au)"Hf 7ydy — (all)nlboof 2" Ldx
H=hY — 1 H=h

0,

d’ot le résultat, toujours d’apres le Lemme 2.3. |

5.3.1 Recherche d’une intégrale premiere

La connaissance & tout ordre des fonctions (g, )n>1 €t (Rp)n>1 intervenant dans les décom-
positions successives permet le calcul d’une intégrale premiere et son facteur intégrant pour le
systeme (23) considéré. On utilise pour cela la démarche de [11].

Proposition 5.11. Le sytéme (23) est intégrable. Pour

une intégrale premiére H. et son facteur intégrant 1. sont de la forme

x

boo 1
H.=y— In(1 — — 4+ — =) In(1
€ Y + Il( y) + (all + (5a11)2) Il( + ECL11$),

eall
1

Ve = (y—1)(1 +earz)’

PREUVE. On a trouvé (gn)n>1 et (Rp)n>1 vérifiant

w=gidH +dR; et gp_1w=gpdH +dR,, VYn>2.
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On multiplie la premiére équation par e, les autres par (—1)"¢". En sommant, on trouve
I’égalité

+oo +oo
ew —egrdH + Z ((—1)”5”gndH + (—1)"_15"_1gn_1(5w)> =edRy + Z(—l)"“s”an

n=2 n=2
—+oo —+oco “+o0
— (Z(—l)"s”gn> dH + (1 + Z(—l)”engn> cw=d [Z(—l)"“8"Rn
n=1 n=1 n=1

—+00
H+) (-1)"'e"R,

n=1

9

+oo
— (1 + Z(—l)”a"gn> (dH + ew) = d
n=1

soit finalement,

G (1 + i(l)ngngn> <;(dH + 5w)> =d <H + i(l)n-&-lean) ’
n=1 —

ou
1

est la 1-forme associée au systeme perturbé (23).

Par définition, on a directement les expressions d’une intégrale premiere H. et de son facteur
intégrant associé 1. sous forme de développements en séries entieres du parametre de perturba-
tion € :

(dH + ew)

(o]
H.=H+Y (-1)""'e"R,,
n=1

Ye =1 <1 + Z(_1)n5ngn> .
n=1

Ces séries entieres de la variable x ont un rayon de convergence

1
Rc = ;
gall

et leurs sommes s’expriment a ’aide de fonctions élémentaires :

o
H.=H+ Z(—l)”“ean
n=1

0 n+2
:H+b 1n+1€nan 17_1_ 1n+1€nan
00 ngl( ) 11 1;( ) 11 n+ 9
b 1 - (eayix)”
00 1 11
= H+ —In(l +eaj12) + —= —p)ntHi—
ai ( 11 ) (86111)2 nz:;( ) n
=H+ boo In(1+ eayix) + b In(1 + eayx) — earnx + 1(5@11:3)2
aill (5a11)2 2

x boo 1 ]
=y— —— +In(l—y) + |2 + In(1 + eap z),
Y ) (1-y) [011 EE ( 1)
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et
o0 o0
Ve =1 <1 + Z(—l)”e”gn> =1 <1 + Z(—l)”(sanx)")
n=1 n=1
__ v _ 1
1+eanr  (y—1)(1+canx)’
ce qui acheve la démonstration. |
On vérifie que ces expressions tendent bien respectivement vers H et v lorsque € tend vers
0.

Pour ¢ assez petit, le théoreme de Poincaré-Lyapounov (c¢f. Introduction, Théoréme 1.10)
assure que l'intégrabilité au voisinage du point singulier suffit pour reconnaitre une singularité
de type centre, dont on peut, dans ce cas particulier, préciser la nature.

5.3.2 Nature du centre

Proposition 5.12. Le point singulier du systéeme différentiel (23) est un centre de type Q:’%V.

PREUVE. Le systeme s’écrit

T =y+eanzy,
y=—x+xy+ebyp(l—y)=0.

La recherche des points singuliers donne

{y(l +eanz) =0, T =¢boo et y=0,

— 1
(y —1)(z —eboo) =0, r=—— et y=1
€ail

On ne s’intéresse qu’au point singulier (ebg, 0), 'autre apparaissant au voisinage de U'infini.
On translate cette singularité en 'origine par changement de variables et on obtient le systeme

T = y(l + Ezallboo) + eanxy,
y=—x+ Y.

Dans le cas
1 + 626111()00 Z 0,

qui est vérifié pour € assez petit, on effectue le changement de variables

X =z,

Y = =1+ 2a11booy,

T =1+ e2a11boot,

et on trouve

dX
dr
dy
dr

=Y — kXY,

=X - XY,
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ou
gal

K= —————.
1+ €2a11boo
En posant Z = X +iY, le systéeme précédent est équivalent a I’équation différentielle

dz 1 _
— =iZ — (k+ )XY =iZ+ —(k+1) (2% - Z°).
dr 4
Le point singulier étudié est bien un centre de type Q?fv d’apres la classification énoncée
dans le Théoreme 1.7 de I'Introduction. |

T ey T T T e ey

F1a. 12 — Portrait de phase pour € = 0, 38.

A nouveau, les déformations s’operent dans la direction des centres de type Lotka-Volterra.

6 Synthese des résultats

Les différents cas de perturbations étudiées ont permis d’obtenir les résultats suivants :

Proposition 6.1. Il existe des coefficients des fonctions de perturbation f et g pour lesquels le
systeme perturbé admet au moins un cycle limite.

Proposition 6.2. Etant données des fonctions de perturbation f impaire et g paire en la variable
‘/'U’

f(xv y) = aijpx + anry,
g(x,y) = boo + bory + baoz? + boay?,

on dispose de conditions pour lesquelles le systéme reste a centre :

a10 + boo + bo1 = 0,

aio — bo2 =0,

by = 0,

a1 =byp =0, ou ayp+a1 =0, ou ayg=0,
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soit encore,
b20 = 07
a1 = bgg = by = 0, a1p = bag = bp2 = 0,
b b ou ajp = —ai1 = bog, o9, ) 0
a10 = —bo1 = 0p2 00 + bo1 = U.
’ ayo + boo + bo1 = 0,
On résume les résultats obtenus dans le diagramme suivant :
M; a un unique zéro
M; =0
a10 + boo + bor = b2o + bo2 — a0 =0
M2 =0
f impaire, g paire en z My=0
bao =0
booai1 <0 booai1 > 0
M3 n’a aucun zéro M3 a au moins un zéro
M3 =0

a1 =bgo =0

aip+ai1 =0

ayp =0

Vk > 1, My =0 Vk > 1,

MkEO VkZl,MkEO
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Chapitre I. Un systéme différentiel de Liénard



Chapitre 11

Perturbation quadratique d’un
secteur elliptique

1 L’équation de Liouville

1.1 Introduction et notations

Dans la revue Acta mathematica [16], Liouville mentionne une équation d’Abel particuliére.
Cette équation, que nous nommerons dans la suite équation de Liouville, est donnée sous la
forme initiale suivante :

Y + (3max? + 4m?z + m)y® + 32 = 0, (1)

ol m et my sont des constantes réelles quelconques.
Cette équation, a deux parametres a priori, peut dans certains cas s’écrire sous forme d’une
équation a parametre unique « [3] :

Y =2(2" =)y’ +2(x +1)y%, a>0. (2)
On a effectivement :

3am
Lemme 1.1. Pour m #0 et 1 — 4—; > 0, les équations (1) et (2) sont équivalentes.
m

PREUVE. On effectue dans 1’équation (1), pour m non nul, le changement de variables :

2

3
_ 3 -
y_ 2m2y7

et on trouve

dz 4m3
Pour 5
mi
1-——>0
4m3 — 7
on pose
3m
2 1
—1_
@ 4m3’
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et g vérifie bien I’équation (2) :
4y
dz

d’ou le résultat. [ |

1.2 Une intégrale premiere

Liouville propose une méthode permettant d’obtenir une intégrale premiere de son équation
différentielle prise sous sa forme originelle. Cette méthode peut également étre appliquée a la
forme (2) et donne :

Proposition 1.2. Sur le domaine Do = {(z,y) | 2> +1/y — o® > 0}, Uéquation (2) est inté-
grable, d’intégrale premiére

(a+ 2)1a(v) + vlay1(v)
(@ + ) Ka(v) = vKat1(v)’

1
v=4/2?2+ = —a?
Y

et I, Ko, Lot1, Kay1 sont les fonctions Bessel modifiées de premiére et seconde espéces d’indices
aeta+1.

HE(z,y) =

ol

PREUVE. On appelle Y une primitive de y vue comme une fonction de la variable z. On a

dy

yza,

et en remplacant dans (2) :

Y s o [dY? dy \?

dz \* d2Y s dx

En remarquant que formellement

d?z d [dm]

dv2? — dy |dy

_dw dyf 1
~dY dz |dY/dx

da 1 2y
T dy <_(dY/da:)2> da?
 (dz\’ @Y
- (5%) G

d%z dx
gyz Dot gy

on obtient ’équation différentielle

+2(2* —a?) =0,
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qui se présente également sous la forme factorisée

d |dz 9 dx 9
— | —= 2 — =2
dY[dY+x]+ <dy+zc) o,
ce qui conduit a I’équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre :

4
dy

dzx
2f =2 = — 422
+2f a?,  avec f dY+x

On en déduit une nouvelle équation vérifiée par x et Y :

dx -2y |
Fid + 2% = Ae™ + a2, (3)

ou A est une constante réelle quelconque.
Sur le domaine D,, A est positif et on pose

_ d(log u)
=VAe™Y et x= )
v e € X dY

1
v= /a2 + - — a2
Yy

On P'exprime formellement & 1’aide des nouvelles variables u et v, en remarquant que

L’équation (3) donne

o d(logu) d(logu) du dv _ wvdu

dy du dv dY  udv’

et
dzx B dz dv dz

vy dv ay - Tdw

_ % _vdu
N dv u dv

_vdu (vdu\ o?du
udv u dv u dv?’

Par conséquent, (3) prend la forme d’une équation de Bessel modifiée,

d*u du
2 _—
d2+ T u(v? 4 a?) =0,

dont les solutions sont des combinaisons linéaires des fonctions de Bessel modifiées de premiere
et seconde especes d’indice «,

u(v) = My (v) + pKy(v), A peR.

On obtient ensuite une intégrale premiere en utilisant la relation liant x et wu,

_vdu ML)+ aKL0)
 udv Mo (v) + pKq(v)
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Les formules de connexions des fonctions de Bessels modifiées [20] assurent que

oIl (v) = aly(v) + vlgi1 (v),
vK! (v) = aK4(v) — vKai1(v),
d’ott
Aada(v) + vlat (v)) + plaKa(v) = vEai1(v))
Ma(0) + 1Fa(0)
— Mzx+a)lo(w)+ plz+ a)Ko(v) + Algsr — pvKap1 =0
(a+z)la(v) + viasi(v) _ p

(@ +2)Kq(v) —vKar1(v) A

r = —

Par conséquent, on dispose bien pour I’équation de Liouville d’une intégrale premiere de la
forme
(0 + ) La(v) + Vlar1 (v)
(a+2)Ko(v) —vKnt1(v)

HE(z,y) =
m

Cette intégrale premiere est définie par des fonctions transcendantes, on montrera cependant
que pour le cas particulier & = 1/2, elle s’exprime uniquement & ’aide des fonctions usuelles.

2 Etude du systeme différentiel de Liénard associé

L’étude de ’équation de Liouville, vue comme équation d’Abel, se rameéne & celle d’un systéme
différentiel de Liénard obtenu par le changement de variable usuel en 1/y :

dy 2(2% —a®) +2(x + 1)y
de y '

On considére le champ de vecteurs défini par le systéme différentiel associé a cette nouvelle
équation :

T = -y,
{y =2(2? — a?) +2(z + 1)y. )

Les lignes de champ sont en correspondance avec les solutions de 1’équation w, = 0, ol w,
est la 1-forme différentielle

wo = —ydy — 2((z* — a®) + (v + 1)y)da.

Le systéme (4) appartient a la famille de Bogdanov-Takens que ’on peut écrire sous la forme
proposée dans [8] :

=y,
= pu1 + pox + 2% £ xy,

ou p1 et po sont des constantes réelles.
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2.1 Intégrale premiere et facteur intégrant
2.1.1 Formules générales

Ce systeme est intégrable car ’équation de Liouville ’'est. On en donne une intégrale premiere
dans la proposition suivante.

Proposition 2.1. Sur le domaine D', = {(x, y) | 22 +y—a? > 0}, une intégrale premiere Hy,
du systeme différentiel (4) et son facteur intégrant associé 1, sont donnés par

No(2,y) 1 Hq
H = t = =
Oa(x7 y) Da( , ) € ﬂ)Oé 2w2Da 2UJ2NaDa )
avec
Na(z,y) = (@ + 2)la(w) + wla1(w),  Dalz,y) = (a+ 2)Ka(w) = wKap1(w),
et

w=+22+y— a2

PREUVE. Le systeme différentiel (4) étant obtenu a partir de 1’équation différentielle (2) par un
changement de variables de type 1/y, on en déduit

Ho(w,y) = Hy(z,1/y)
(0 + 2)Ta(w) + wlay (w)
(a+2)Kq(w) — wKqp1(w)
_ Na(fb,y)
B Da(xa y) '

On appelle ¢, le facteur intégrant associé a 'intégrale premiere H,. Il vérifie

VaWwa = dH,,

et de ce fait,
0H,
Yoy = By .

Avant d’effectuer ce calcul, on rappelle différentes formules de connexions pour les fonctions
de Bessel modifiées [20] :

(1) wIl(w) = aly(w) + wlyir (w),

(i8) W' (w) = aKa(w) — wKaps (w),
(iii) wIl 4 (w) = wly(w) — (a+ 1)Iaq1(w),
(i) Wl (w) = —wKa(w) — (o + 1)Ka1(w),

(0) Talt)Kacir () + T (1) Ko (w) =
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Ainsi,
OH ow ow N
aya aiDi [ o+ CC' + Ioy1+ 'U)I(/)H_l] - a D2 [(a + x)K Ka+1 wK(/l-i-l]
1
= 7w7 |:04{ (X+l’ w[a+1+(a+$)fa+1+UJIa}]
1 Ny T
- TuDi [a{(a +2)Ko + wKat1 — (a + 2) Kot + wKa}]
= 2( Int1Ka + InKag1) (o + 2)* = 2a(a + 7) — w?]
Oé
Y 1
S 2wD2 w

Par conséquent, le facteur intégrant est bien de la forme

o = 1 B H,
¢ 2uw2D2  2w?N,D,’

2.1.2 Le cas particulier o = 1/2

Dans ce cas, on dispose d’une intégrale premiere dont I’expression fait intervenir des fonctions
usuelles uniquement. En effet,

Proposition 2.2. Sur D!, le systeme différentiel (4) avec « = 1/2 admet pour intégrale premiére
et facteur intégrant associé

~ (g 4w —1/2)+1 ~ e?v
Hyyolw,w) = (:c—w—l//Q) ot ¢1/2(m’,w)=w($_w_1/2)27

avec

w=+\V22+y—a

PREUVE. On a les expressions suivantes [20]

eV —e W T
Iy jo(w) = i Kijp(w) =4/ %e_uﬂ

I o(w) = \/QlTw [ew <1 - i}) bev <1 + i})] L Kypa(w) = \/ze—w (1 + i}) .

En remplagant ces relations dans l'expression de Hy/, obtenue dans la Proposition 2.1, on
trouve

1 e? 1 e v 1
Nyja(z,w) = <$+ 2> I 2 (w) + wlzjp(w) = Norm <$ +w — 2) T (33 —w = 2> ;

Dy o, w) = <m 4 ;) Ky () — 0y a(w) = \/Ze—w (m Cw— ;) .

Par conséquent,

o™ +w—1/2 1]

1
H == 2 e
1/2(7 ) T [e r—w-—1/2
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si bien que Hj/; est également une intégrale premiere pour le systéme considéré. Son facteur
intégrant associé vérifie

~ OH, OH )9
Y12 = — gy " ay = YY1 /2,

d’ou I'expression annoncée pour ¢y /5 :

i) = ="
VRS T 2uwD? (w ) wle —w—1/2)7

3 Etude des singularités du systéme (4)

3.1 Les singularités du systeme (4)

On voit clairement que les points singuliers de ce systeme sont (—«,0) et («,0). La matrice
jacobienne associée au systeme est de la forme :

e [0 ~1
“CT\dz+2y 2@+1))

Lemme 3.1. Le point (—a,0) est un col si a > 0, un neud-col si a = 0.

PREUVE.
e

— Y2 _ _ _
o 2(1—04)—X‘_X 2(1 — o)X — 4a.

A=(1+a)?>0.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne en ce point sont 2 et —2a.

e Pour a > 0, il s’agit d’un col.

e Pour a = 0, cette singularité est dégénérée. On utilise les notations de la classification
des points critiques non hyperboliques de [17]. En effectuant un changement d’échelle de temps
(1 = 2t), le systéme s’écrit sous la forme

{9’6 = pa(x,y),

y=y+qzy),

avec
p2(a,y) = —%y et qa(x,y) = 2”4+ ay.
Au voisinage de 'origine, I’équation
y+ aa(z,y) =0
admet pour solution ,
y=oz) = ——
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D’autre part, la fonction

$2

2(1+x)

P(x) = pa(z, ¢(x)) =

admet en 'origine un développement de la forme
P(x) = amz™ + o(a™),

avec m = 2, si bien que la singularité étudiée est un noeud-col. |

Lemme 3.2. Le point («,0) est un neud impropre instable si 0 < o < 1 et a > 1, un neud-
dégénéré si a = 1.
PREUVE.
-X -1
da 2(a+1)—X
A=(a—-1)2>0.
Dans le cas a # 1 les deux valeurs propres sont 2 et 2a. Pour o = 1, la valeur propre 2 est
double. Par conséquent, la singularité est
e un nceud impropre instable si 1 < «,
e un nceud dégénéré si a = 1,
e un nceud impropre instable si 0 < a < 1.
Le cas a = 0 a déja été traité dans le lemme précédent. |

=X? - 2(a+1)X + 4a.

it e N NS SV
i N NN S R
e s AN TR T SR LB
WA R
SN AR WAY S
AW A 1
RS
- B
myh%w_l
| : F‘
ARARNNE
R BRI
\ ARAVR RS
DR RR R
VAR ISR
LR
VR R A A
RAASANE S AR W
Fi1G. 1 — Portrait de phase pour a = 1. F1G. 2 — Portrait de phase pour a = 1/2.

3.2 Singularités sur la sphere de Poincaré
3.2.1 Procédé d’étude des singularités a I’infini
On utilise dans [17] le procédé de recherche des singularités a l'infini d’un systeéme de la

forme :
&= P(z,y),
{y = Q(mvy)’ (5)
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ou P et Q sont des polynomes.
Dans ’espace de coordonnées (X,Y, Z), posons :

SP={(X,Y,Z)eR | X*+Y?*+ 7% =1},
ST =8*n{z > 0}.

On introduit les applications suivantes,

P : S? — R?
XY
(XaYaZ) L <Z3Z>,
v: R — S?

T Y 1
(@y) — 2 2 ’ 2 2 ’ 2 2 '
Va2 +y2+1 a2+ 2 +1 Val+y? +1
Les applications ® et ¥ sont de classe C! et de plus,

PoV =1idg2 et ‘Poq):idsi.

69

® réalise un C'-difféomorphisme de S_% sur le plan. II se prolonge en un C'-difféomorphisme

de la demie-sphere supérieure sur le compactifié d’Alexandroff de R?.
Etant données les applications ® et ¥, on a

—XdZ + ZdX —YdZ + ZdY
do=——p ot =
On note m = max(d°P,d°Q) et on pose
- XY
PXY,Z)=7"P | —,—
( ) ) ) (Z?Z)?
~ XY
XY Z)=27" —, = .
axv.2) =20 5)

Remarquons que P et Q sont des polynémes en les indéterminées X, Y, Z. On en déduit

P(z,y)dy — Q(z,y)dx =0
P(X Y) ~XdZ + ZdX i <X Y) ~YdZ +ZdY

Z27Z 72 727 72
— QdX — PdY + (PY - QX)dZ =0

dX dy dz
— | X Y Z|=0o.

P Q 0

L’étude des singularités au niveau de ’équateur donnera les singularités a 'infini du systéme

initial (5) et leur nature. Ces points critiques sont les racines de I’équation polynémiale

PY — QX =0.
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3.2.2 Cas du systéme de Liénard considéré

On rappelle que le systeme de Liénard considéré est de la forme

{fb = -y,
v =2(z% —a?) +2(z + 1)y.
En effectuant les transformations mentionnées précédemment, on obtient
2((X?—a?Z*)+Y (X +2)) ZdX +Z°YdY + [-Y?Z—-2X (X*—a?Z*)+Y (X +2))|dZ = 0. (6)
Les points critiques au niveau de 1'équateur (Z = 0) sont alors les solutions de
X}(X+Y)=0, (X,Y)eS!

soit
(i) X =0etY =1,
1
(ii)) X = =Y avec X? 4+ Y? = 1, soit encore X = +——.

V2

Dans la représentation de Poincaré, le caractere symétrique au niveau de I’équateur assure
qu’il suffit d’étudier la nature des points (0, 1) et (1/\@, —l/ﬁ). Dans la suite, on ne s’intéresse
toutefois qu’a la singularité (0, 1).

En projetant sur I'axe Y = 1, la 1-forme différentielle devient

(2(X2 - a?Z%) +2(X + 2))|ZdX + (- Z - 2X(X? - a?Z%) - 2X(X + Z))dZ,
qu’on écrit également sous forme de systeme différentiel :

X = Z + 2X(X+Z+X?-a7?%), )
zZ = 27(X + Z + X2 — a?7?).

On étudie la singularité en 'origine de ce nouveau systeme.
Proposition 3.3. Le systéme (7) admet en (0,0) une singularité avec un domaine elliptique.
PREUVE. La matrice jacobienne en ce point est
(0 o)
0 0/)°

Les deux valeurs propres étant nulles, on a affaire a un point critique non classique. On pose

=X,
{z:Z+2X(X2—a222)+2X(X+Z),

et on trouve

Tr =z,
{z‘ = Z(1 — 4a%xZ + 2x) + (4x + 27 + 622 — 202 Z?),
d’ou

= Z’
27Z(x+Z +32% +227 — a?Z? + 223 — 4a”2% 7 — 60%27Z?% — 402237 + 4aBxZ3)
+(Z + 223 — 207 7% + 222 + 227)(4x + 27 + 622 — 202 Z?).

S
Il
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On en déduit l'existence de deux polyndémes g1 et h; en I'indéterminée x et un polynéme R;
en les indéterminées x et Z, tels que

i =82 + 231 (x) + 62Z + 2 Zhi(x) + Z*Ry(z, Z). (8)

On cherche maintenant a exprimer Z en fonction de x et z. Ces variables sont liées par

I’équation
(20%2)2% — 20+ 1)Z 4+ 2z — 22%(x + 1) = 0.
On trouve
A =1+ 4z + 42° — 8a’zz + 160%2® 4+ 16022* > 0 au voisinage de (0,0),
puis
VA =1+ 22 —402xz + 80223 + 82?2 + (10 — 8a?)x* — 2402232 — 822222 + o(|| (z, 2)||*).

On en déduit une expression de Z en fonction de x et z,

7 _ 20 +1—-vVA
N 4oz
1
= 12 [4a2xz —8a2x3 — 80?2z — (10 — 8a?)xt + 240’32 + 8a%?2% + o(||(x, z)|]4)]
alx

)

=z —22% — 202+ (2 — 22) 23+ 6222 + 20%22% + o(||(z, 2)|P)
a

=z — 222 + 22go(x) + x2Ry(x, 2),
oll go et Ra sont des polynomes.

On a également
7% = 4z + 2tg3(x) + w2hg(x) + 22 Ra(x, y),

ol g3, h3 et R3 sont des polyndmes.
Par conséquent, en remplacant dans (8),

5= 82% + 23g1(x) + 6x(2 — 222 + 2°go(x) + x2Ra(x, 2))
+ 2(z — 222 + 22go () + x2Ro(x, 2))hy ()
+ (4z* + 2t g3(x) + zzhs(x) + 22R(z,y)) Ry (x, Z)
= —423(1 + g(z)) + 622(1 + h(z)) + 22R(z, 2),

ol ¢, h et R sont des polynomes.
Ainsi, 2 est de la forme

5= Agm1 221 4 h(x)) + buz™2(1 + g(x)) + 2°R(z, 2),

avec
m=n=1, a3=-4<0, by=6>0 et A=b]+4(m+1)az=4>0.

D’apres la classification des points critiques non hyperboliques donnée dans [17], le systeme
présente en (0,0) une singularité avec domaine elliptique. |
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F1a. 3 — Portrait de phase au voisinage du point singulier avec domaine elliptique en (0, 0).

4 Forme normale du “systeme a ’infini”
y

Les travaux qui suivent ont fait I'objet de la publication [13].

4.1 Introduction

On considere le systeme différentiel
i =y — 2%
Y (9)
Y = —2zy.
pour lequel on a le résultat suivant :

Proposition 4.1. Le systéme (9) est une forme normale du systéeme (4) a l'infini, au voisinage
de la singularité avec domaine elliptique.

PREUVE. Dans la démonstration, on utilise la théorie des formes normales expliquée dans [17].
En posant X = (X, Z), on écrit le systeme (7) sous la forme

X = JX + F(X) + O(|X]),
avec

J:<8 (1)) et FQ(X):2<)Z(((§1§))).
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Grace a un changement de coordonnées analytique de type
X =x+h(x), x=(z,2),

la théorie des formes normales permet de simplifier la partie non linéaire du systeme (7).
Le nouveau systeme s’exprime comme suit :

x = Jx + Fy(x) + O(]x3)),

Fy = Jhy(x) — Dha(x)Jx + Fy(x), (10)

et
h(x) = ha(x) + O(|x’]).

On recherche une transformation A pour laquelle F; est le plus simple possible. En substituant
dans (10) la fonction

2 2
[ agx” + a11xz + agez
hQ(X) o < bg()x2 + biixz + b0222 ) ’

on obtient 'expression suivante de Fb :

Fo(x) = (b2o + 2)x? 4 (b11 — 2a20 + 2)xz + (bo2 — a11)2?
2 2(1 — bQO)wZ + (2 - b11)22 )

En choisissant
boo =0, ag =0b11 =2, et a1 = bpa,

on trouve 9
~ 2z
F pu—
2 ( 2x2 > ’
et donc
& =2z + 222,
z=2xz.
Finalement, le changement de variables & = —x, Z = —z, permet de retrouver le systeme (9).

Cette forme normale n’admet que l'origine pour point critique. Il s’agit d’un point critique
avec domaine elliptique. On peut & nouveau s’en persuader en remarquant que ce systéme est
intégrable et en calculant son intégrale premiere.

On a )
(5) -2 o
Y Y

x=ty+cy et y=—2wy=-2(t+ co)yQ, co €R,

soit

d’ou la paramétrisation

1
:t2+200t+%7 co € R, y()ER*.
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De cette paramétrisation, on détermine une équation cartésienne des courbes invariantes :

1
:(t+Co)2—Cg+%, co € R, y()ER*,

2
= (33) ta, acR,
y

— y=x*+2ay’, acR

1 1
*:t2+260t—|—f, co €ER, yeR" —
Yy Yo

—

QL = L

Les courbes intégrales obtenues sont des coniques. Plus précisément, il s’agit :
e d’hyperboles pour a < 0,
e d’une parabole pour a = 0,
e d’ellipses pour a > 0.

Fi1G. 4 — Portrait de phase de la forme normale.

On en déduit des expressions de l'intégrale premiere de la forme normale considérée et son
facteur intégrant, que ’on note respectivement H et v :

2

H(z,y) = xy;y, (11)
1
Y(z,y) = e (r,y) € R x R*.

Signalons que les bifurcations de polycycles passant par le point singulier elliptique symé-
trique du systeme (9) ont fait I'objet d’une étude dans [18]. D’autre part, les déformations
génériques de points nilpotents de codimension 3, et en particulier de type elliptiques mais non
symétriques, ont fait 'objet d’une étude dans [8].
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4.2 Premiere étape de perturbation : déformation en un centre

On souhaiterait déformer la singularité avec domaine elliptique en un centre. Pour cela, on
perturbe la forme normale de la maniére suivante :

o _2 2
{ZL‘ Y xr° + ne, (12)

y = —293:!/7

ol 7 est un petit parametre strictement positif et ¢ est un signe, ¢ € {—1,1}.
Notons wy, la 1-forme associée au systeme perturbé (12),

1 1
wn = pdH —ndy = (dH— ;de)

En tenant compte de la nature de v, on peut exprimer w;, ainsi :

1 n
wp=—d |H+ ] .
Ty [ 2y
Cela assure l'intégrabilité du systeme (12) et fournit par la méme occasion une intégrale
premiere
22—y —nc/2
=T

associée au méme facteur intégrant ¢ que précédemment.

L’analyse des points critiques naissant par cette perturbation donne :

e si ¢ = 1, alors le systeme (12) a trois points singuliers : (0, —n), (—\/g, O) et <\/§, 0). Il s’agit
respectivement d’un col, d’un nceud attractif et d’un nceud répulsif.

e si ¢ = —1, alors (0,7) est 'unique point singulier du systeme (12).
Proposition 4.2. Supposons ¢ = —1. Le point singulier (0,n) du systéme (12) est un centre.

PREUVE. Dans un voisinage du point singulier (0,7), les lignes de niveau {H, = h}, pour h fixé
dans Uintervalle |—1/2n, 0], sont fermées et 'union de deux courbes symétriques par rapport a
I’axe des ordonnées,

zr(y) = £V hy* +y —n/2, y < [a(h),B(h)],

ol
1+ VA ~1-VA
D’autre part, la ligne de niveau {H, = —1/2n} correspond au point singulier lui-méme. M

A partir de maintenant on suppose que ¢ est négatif (¢ = —1).
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Fi1G. 5 — Portrait de phase de la forme normale apres la premiere perturbation.

4.3 Place dans la classification des systémes quadratiques réversibles

On s’intéresse desormais a la nature de ce centre dans la classification des systemes quadra-

tiques réversibles.
Proposition 4.3. Le systéme (12) est de type

PREUVE. On effectue un changement d’origine.

Le changement de variables

of.

En posant y =y —n, on a

T=/2nx, T=—4/2nt,
entraine _
dx o, 1,
il —F
dr 4 n
dy . 1__
P T+ nxy
En posant
z =+ 1y,
le sytéme s’écrit sous la forme
d
& iz A2+ BJ2* + O,

dr

(13)
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avec

1 1
A=—, B=— e C=0.
2n 2n
D’apres le Théoreme 1.7 de 'Introduction, les coefficients étant réels, la singularité est un
centre réversible. ]

La singularité étudiée précédemment est en fait un centre réversible isochrone. La valeur
des coefficients de I’équation différentielle (13) en la variable z qui lui est associée, permet de
positionner la forme normale de la singularité a I'infini du systeme de Liouville dans le diagramme
de bifurcation de ng tel qu’il apparait dans Uarticle d’Iliev [14].

En effet, en posant Z = —B/2 z et en inversant 1’échelle des temps, on trouve

az

2A 20 -
= 2+ 72407+ =72
e 14+ B + | | + B

= —iZ+27%+2|Z)%,

ce qui correspond au couple (a,b) = (2,0).

Fi1Gg. 6 — Place de la forme normale dans le diagramme de bifurcation de Qf;“ (Figure issue
de [14]). Les points So, S3 et Sy correspondent aux centres isochrones.

5 Seconde étape de perturbation : recherche de cycles limites

Dans cette partie, on suppose que 7 est fixé et on perturbe le systeme (12) de facon quadra-
tique avec un coefficient de pertubation strictement positif € d’un ordre de grandeur plus petit
que 1 (¢ < n). On étudie le systéeme

&=y — 22" —n+ef(z,y), (14)
y=—2zy+eg(x,y),
ou f et g sont des polynémes de degré deux d’expressions :

f(z,y) = ago + a10z + ao1y + a2z* + a112y + any?,
g(x,y) = boo + b1z + bory + baoz?* + br1zy + boay?.
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On appelle w, la 1-forme associée au systéeme (14) :
1
(G

Pour étudier 'apparition d’éventuels cycles limites, on calcule les fonctions de Melnikov
successives du systéeme (14). De I'annulation de ces fonctions, on déduira des informations sur
le nombre de cycles limites apparaissant par déformation des lignes de niveau de H,, ainsi que
certaines conditions pour lesquelles le systeme reste a centre.

Un tel systéme a déja fait 'objet d’une étude dans [4], dans laquelle la théorie de Bautin
permet de montrer que la cyclicité de ce centre est 2.

we = —dH, +e(fdy — gdz) = wy + e(fdy — gdx).

5.1 Premiere fonction de Melnikov

On introduit la 1-forme
w = Y(fdy — gdx),
telle que

w. = ;(m7 +w).

On introduit également les 1-formes différentielles élémentaires impliquées dans 1’expression
de w o o
z'y’ z'y!

telles que
w = Z aij(SZj — bijwij.
0<i+j<2
On commence par exprimer ces 1-formes a l'aide de différentielles de fonctions et de la
différentielle dH,,.

Lemme 5.1. On a les identités suivantes

[ 1 x 2r 2z n
oo =d | —=— 610 = —dH, +d |-~ - == i
00 _ 2y2]’ 10 ” nT [ 37 3y n}+3w007
[ 1 1 n
dor =d |——1|, 820 = — InydH, —i—d{Hln —+]7
01 _ y} 20 Yyaliny niyY y | dy?
X
o =d 3 + woz, do2 = d[Iny],

3 1 1 2z r 4w 2
= “dH,+d|-— — -H = ZdH, +d | —— — —H,| + =
W10 = gy 4 T [ 42y "]’ wor = [ 3y 3y "]+ 3 0

2x 1 4x
W = ?dHn +d |:3y — 3yHn:| + gWOO + Hnwog,

1 1
Wi = <2 — lny> dH, +d [—2y —}—Hnlny] .

PREUVE : Certaines de ces relations sont immédiates, pour les autres, on fait appel a ’expression
de I'intégrale premiere H,, et celle de sa différentielle

a? —y+n/2
e
y
2 222 4y — 2 1 1
AH, = 2y 2TV g, 2, 2 (217177 + ) dy,
y y y y y
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et on trouve

T 1

510 =d |:—2y2:| + 5&)01,
1

Sa0 = d [ - “2] + Hed[lny] = — InydH. +d [
y 4y

1 1 21, 2
WIOZdHe+d|:+6€y3:|+d|: v }-ﬁ-wlo,

2y 4y 3y

1 1 ec
W20 = -H.+— + ) 3
(y T yr 22

2

T
w11 = d [2y2:| + 520.

3

Pour trouver 'expression de wgi, on part des identités
x 2x
wor =d [&12] + Edya
3
et wop=d [963] + %dy,
Yy Y

d’ou

H.lnhy—-—-—|,
: y 4y

2 z 2nz 2z (1
w01—nw00=d[2—n]+<2—n>dy

yr 3y y \y?2 o3

r 2nz 2x 2x
A R Gt

Y

2 [ 2 43
~ o, 4 d x_m_w}
Y

2
= den +d

2
- den +d

dxr +

22

Ces décompositions élémetaires fournissent une décomposition de w :

Lemme 5.2. w peut se décomposer sous la forme
w = g1dH,; + dRy + Ny,
ot

b1 3.1 T
g1(y) 5 +colny 5 10y +Cly,

Ni(z,y, Hy) = Arwoo + (B1 + C1Hy)woz,

1

3

1 1 T T 1 2 =z
Rl(a:,y,Hn) =cCco— + 03*2 + ap2 lny —a11— + C4f2 + blO*Hn — Cp lnyHn — *leH
Yy (0 (0 Yy (7 3y

m
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avec
1
co = b1 — azo, c1 = a1 — 2bo1 — 2b0, c2 = 5611 — ap1 — a2,
1 aio C1
— (b — 2 G0 A
3 4( 10 — 2a00 + Mag),  c4 5 G’
A1 = —boo + %(3520 +2c1), By =ai — boa, C1 = —bao.

Cette décomposition permet un calcul effectif de la premiere fonction de Melnikov M. Dans
cette optique, on montre au préalable le lemme suivant :

Lemme 5.3. Notons

AR dz: 1
Ii.(h :/ —, k>1, hE]—,O[,
k( ) a(h) yk 2n

on a

mm=j%mwﬁwetkw:%g%;u%mx

M(X)=1-+2nX et My(X)=1-2nX?=(1—+/2nX)(1 +/2nX).

PREUVE. Pour h fixé dans |—1/2n,0[ et y dans le segment [a(h),3(h)], x s’écrit comme une
fonction de la variable y :

2(y) = [ +y— 3. yelalh). B,

2yl ah), B, he}‘lﬁ{
2

2 (y) =
() ; - o
2\ hy* +y— <

Ces intégrales curvilignes s’écrivent comme des intégrales ordinaires en la variable y unique-
ment

d’ou

Bh) 2hy + 1

1
2 Ja /
(h) yk hy2+2_g

On écrit le trinome hy? 4+ 2 — g sous forme canonique pour en déduire un changement de

1 47h‘2 +i2
A \YTan) |

Ik;(h) = dy, k>1.

variable ad hoc
2
2 o M _ 1y _ A
hy* + 2 2_h[<y+2h> e

A =1+ 2nh.

A

4h

avec

On introduit la variable

Y_;Qh _|_i
- VQK Yy 2h )
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pour laquelle on a les équivalences

Par conséquent,

1
I(h) = —vV—hA(=2h)*1 /_1 (\/ZY+1l;kde

= —V=hA(=2n)*I(h), k>1,

ou les intégrales (Jy)x=1,3 peuvent étre calculées par un changement de variable de type Y =

s _ 7w(v/=2nh —1) B 3mvVA
Ji(h) = BNV Was T et Js(h) = T2y
d’out
0 6mA
Ii(h) = ﬁ(l —V2V=h) et I3(h) = @)

Proposition 5.4. La premiére fonction de Melnikov M s’exprime sous forme d’un polynome
de degré 3 en \/—h
Mi(h) = Pi(V—h),
ot
T

P = - V21X)Q1(X),

et
Ql(X) = 27]201X2 — 34/ 277A1X — (3A1 + 2772B1).

PREUVE. Par définition, la premiere fonction de Melnikov s’écrit

Mi(h) =— f; hw
n=
:_% gldHn— de—% Nl,
Hy=h Hy=h H,=h

Il est clair que la premiere intégrale est identiquement nulle

% gldHn = 0.
Hy=h

Par ailleurs, pour n > 0 et h €] —1/2n,0],

—1+yI+2nh  1—+/1+2nh
2h - —2h

a(h) =

> 0,

si bien que les lignes de niveau {H, = h} sont contenues dans le demi-plan {y > 0}. R; étant
analytique sur ce demi-plan, on a également

j{ dRy = 0.
Hy=h
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ce qui acheve la preuve.

D’ou

M (h)

Chapitre II. Perturbation quadratique d’un secteur elliptique

Hyp=h

n=

1
- }[ E[Al + Byy? + Crhy*ldx
Hy,=h

n=

Bh) 1
:—2/ [Al+Bly + C1hy?|dx

B q
/ Bl + Clh)/ x]
o y ah)y Y

2[A113(h) + (By + C1h)I1(h)].

Finalement, le Lemme 5.3 assure que

Mi(h) = — &l

(
- \/5775/ )

—\/2nV — 47] (By + C1h) + 6A1(1 4+ \/2nvV—
—\20V=h) 202 CL(V=h)? — 3/2n A1V —h — (3A1 + 21°B1)],

Corollaire 5.5. M) a au plus deux zéros dans l'intervalle ouvert |—1/2n,0]. Cette borne est
atteinte pour certains coefficients des fonctions f et g de la perturbation.

PREUVE. La Proposition 5.4 fournit une expression de M; comme polynéme de degré trois dont
—1/2n est une racine évidente. Par conséquent, M; a au plus deux zéros isolés dans l'intervalle
ouvert |—1/2n,0[. En outre, les coefficients de (1 sont clairement indépendants, ce qui assure
I’existence de fonctions de perturbation f et g pour lesquelles M a exactement deux zéros dis-

tincts.

En d’autres termes, il existe des perturbations générant exactement deux cycles limites.

Exemple 5.6. Posons n = 0.1, ¢ = 0.01 et considérons les fonctions de perturbation suivantes

f(z,y) =2z — 15.5zy,
g(z,y) = —0.105 + 1.9y — 2.522,

Numériquement, on s’apercoit bien que la premiére fonction de Melnikov My présente deuz
z€éros isolés dans l'intervalle ouvert =5, 0[.
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Fia. 7 — La premiere fonction de Melnikov Mj.

Le champ de vecteurs présente ainsi deuz cycles limites.
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FiG. 8 — Le cycle limite attractif. Fic. 9 — Existence d’un cycle limite répulsif.

5.2 Seconde fonction de Melnikov

Si M est identiquement nulle, il faut étudier la seconde fonction de Melnikov Ms. Ce cas de
figure se produit si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

C =0,
A1:0, — A1 =B1=C;=0.
3A; + 277231 =0,
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Dans ce cas, les coefficients des fonctions de perturbation f et g satisfont le systéeme

—6boo + 1(3b20 + 2¢1) =0, 3boo + 1(2bo1 — a10) =0,
a1 — bo2 =0, — a1 = boa,
b20 = 07 bQQ = 0.

D’apres ’algorithme de Francgoise, la seconde fonction de Melnikov Ms s’écrit

My(h) = — ;{q g

Afin d’estimer M», on décompose la 1-forme giw en cherchant des fonctions analytiques go,
Ry sur le demi-plan {y > 0} et une 1-forme différentielle Ny telles que

g1w = godHy + dRy + N.
Faisant appel a la décomposition de w obtenue dans le Lemme 5.2 et le fait que
A1 =B =C =0,
on a

1w = gidH. + g1dRy + g1 N1,

avec
Nl =0.

Le terme g7 contribue uniquement & la fonction go. Par conséquent, il suffit d’étudier le
second terme. On le décompose comme suit

b . . - .
qdRy =d [—;Rl] + q1dRy + g1dR1 + g1d Ry + g1d Ry,

avec
N 3 1 ~ 1 1 1
g1(y) = colny — §b10§, Ri(y, H,) = Cz; + 03? +apzIlny + bl(]an —colnyH,,

x . T T 2 x
g1(z,y) = c1— Ri(x,y) = —a11— + c4— — —c1—H,,.
y’ y yr 3y

5.2.1 Décomposition de gldf%l

G1dRy = Fi(y) + Fa(y, Hy),

ou
3 1 1 1
Fi(y) = <co Iny — bl()) d [02 +c3— + ape lny} ,
2y Yy y
3 1 1
Fy(y, Hy) = (colny — 55105 d waHn —colnyH, |,
On pose
l m
Linn(y) = —2, m,n €N,
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et

In™ Ink
ek,l,m,n = nyd |:Haly:| )
Yy Yy
= Lm’nd [HeLk,l] , k,I,m,neN.

Fy et Fy g’écrivent alors

3
Fi(y) = |co(apaLi,1 —c1lip — 2¢2L13) + 5510 (—ao2Lo2 + c1Los + 2calo4) | dy,

3
F>(y, Hy) = co (b1000,1,1,0 — c0b1,0,1,0) — 5510 (01060,1,01 — c001,0,0,1) -

On a les lemmes suivants :

Lemme 5.7. Soient m,n € N, il eziste des coefficients (X;n)o<i<m, tels que

‘lnm—l-l y
=dLy, ) ,n o= 17
a2 = ot sin
Ln(y)dy = - m m
1 .
d|—F Z Ain In’ y] =d [Z )\iynLiyn_l(y)] ,  sinon.
Yo =0

PREUVE. Le cas n = 1 est immédiat. Le second se démontre aisément par récurrence sur ’entier
m. En effet, on a

In™ —~1 In™ In™!
n d[n n y} m In dy.

—1ynt n—1 y»

De ce fait, tous les termes de Fy sont de type L; j pour 0 <i < 1let 1l < j <4. Ils s’integrent
sous forme de fonctions L; ; pour 0 < i < 2 et 0 < j < 3. Leurs contributions n’apparaissent que
dans la fonction Rs.

Dans la suite, on pose

Oij = HaL@jdy, Wig = Lm’dHa et Vij = d [H‘SL@J'] , pour i,j € N.
Remarquons que l'on a
pij =600 et vij="0ij00.

Lemme 5.8. Soient (p,q) € NxN*, la 1-forme o, 4 s’exprime a Uaide de combinaisons linéaires
des 1-formes p; j et v; j, avec

0<i<p e j=q—-1, sig>1,

t1=p+1 et 5=0, stq=1.
PREUVE. On utilise le lemme précédent.
Sig=1:
InP+1
= H.d
It T [p + 1]
InPt1 InPt!
—d|H Y - Yam.
p+1 p+1

_ Ppt10 _ Hpt+1,0
p+1 p+1°
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Sig# 1 :1il existe des coefficients (\; q)o<i<p pour lesquels
1 < - In’y
0pg = Hod FZAmmzy ZA JH-d [ ]
i=0

In’y In’y
Nirg <d {Hqu_l] = —dH: )

M= 11

s
I
o

Aiyg (Hig—1 — Vig-1)

d’ou le résultat. [ |

Lemme 5.9. Soient k,l,m,n € N, la 1-forme 0} ., s’exprime a Uaide de combinaisons li-
néaires des 1-formes p; j et v; j, pour 0 <i<m-+ketj=n+1.
PREUVE. On observe que

In m+k m+k—1 In m+k

y 1 y
9k7l,m7n = TdH + kH Tdy l

Y

eyl i W

= lmtkntl +F Omgk—1 141 — U Omgkntit1-

e Sin =1=0, alors le lemme précédent pour “¢ =n+1+ 1 =1 donne

1
0 = k = — k .
k,0,m,0 = Hm+k,0 T+ KOm+k—1,1 mtk (Mpmtk,0 + KVmtk,0)
eSin+!>1,alorsn+1+1> 1, et on conclut en faisant appel au cas “q > 1”7 du lemme
précédent. |

Corollaire 5.10. On a les identités suivantes

60,1,1,0 = Inyd [”] = —~dH, +d [nyHn + n} ,

1 1 1 H
01,001 = —d[lnyH,| = ( + ny) dH, +d [_’7} ,

1
61010 =Inyd[InyH,| = iln ydH, —i—d[ In? y[—[]

1. [H 1 H,
0 = —d|—2| = ——5dH,+d|—2L].
GLOE Ty {y] 22 T [2?;2]
Par conséquent,

1 1 3 Iny 1

F(y, H,) = [2b1000y + 551000 y 50(2)1 2y blO 2] dH,
H, 1 1 3 H,
d |bioco—L (Iny — = ) — =cgH,In>y — =b
+ [ 10€0 J (ny 2> 200 n il 10y2]7
et 1 1 3 1 1 3

R ny
g1dRy = [leocoy + §b10007 - 503 In® y blO 2] dH, +d[], (15)

ou d[ | est la différentielle d’une fonction analytique sur le demi-plan {y > 0} dont I’expression
importe peu pour les calculs ultérieurs. Dans la suite, on adoptera des que possible cette notation
pour alléger les expressions.



5. Seconde étape de perturbation : recherche de cycles limites 87

5.2.2 Décomposition de gldf%l

A 3 1 2
g1dRy = (Co Iny — b10> d [—aux + 04% - C1an.]
2y Yy v 3y

2
= —ajclnyd [l} + cocq Inyd [332} — 50001 In yd [an}
y y

3 1 1
+ —a11b10—d |:$:| — *b1064 d |: :| + b1061 d [ 77:| .
2 y Ly y Ly Y

Le traitement de gldR1 découle du résultat suivant.

Lemme 5.11. On a les identités

Iny d [m} =d [x(lny—l— 1)] — wo2,
Y Y

T 2 2z n
Iny d [yQ] dH +d [ <1ny+ 3) + @Hn] — Zwoo,
1 [z T 2z n
| =Zam, v ad| L -l =
y [y] " [3y2 3y "] B

1 T 2x 1
—d|— d
o) =[]+ 5o
PREUVE. On utilise la formule de la différentielle d’un produit de fonctions et on trouve
Iny d [ﬂ =d [9: lny} — 011,
Yy Yy
Iny d [q —d {”; lny} — 610,
Y Yy
i[5 = [ oo
Yy y?

x 1 2x 2 T 1
d|—=| = wde — —dy = =d | — —wQQ-
{ 2] P T ATy [?ﬁ} R

et

En utilisant ce lemme, on obtient

R 2 T x 2 T

gidR1 = | —=cpcr— Iny + bipc1 — dHn — | a11¢c0 + *C()ClHn d —(lny + 1) — W2
3 Y 3 Y

2 2z n

1 - —H,| — =
(ny+3)+3y | =)
v Ui

+ cpcy <—dH +d [y

\_/wa@[o
/\
&.
=
+
SH
| ——
w
< |8
[N}
Lol DN
< |8
=
| I
+
w
(S
o
o
~——

3
+ (2a11b10 + bigc1 Hy,

3 2z
e A dl ==
pooes (] + 3
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_ x 2 2
JgidRy = —fcocl— Iny + 61061 5 | dH, +d aiico + s coc1 Hy, E(lny +1)
37y Yy 3 Yy
2 T 2
+ gcoclg(lny + 1)dHn + (CLHCQ + 30061Hn> wo2
x n
—coca—dHy, +d coc + 6064 H — gCOCzMoo
Y
3 3 2
+ | za11bio + bioc1 Hy, gdf’f +d fallbl() + bigc1 Hy, % — ffo7
2 Y 3y= 3y

T 3
-b — —H dH. —aq1b bioc1 H
10C1 (3y2 3y 77) n+ <2a11 10 + 010€C1 ) Swoo

x 1
+d |:—b10643:| — —byocawop,
Y 2

oA 2 3 r b r 2 x
g1dRy = [<30001 —cocq + 26L1lb10> " + 551001Hn§ + 351001y2} dH, +d[]

1 2
+ <—g0004 + gaublo - 551004 + gbloclHn) woo + (anco + 36061Hn> woz- (16)

5.2.3 Décomposition de gldﬁfl

~ T 1 1 1
g1dR; = c1—d [CQ + €35 4+ ageIny + bl()*I{77 —¢oln yHﬂ]
Yy Yy Yy Yy
x T z |1
= <b10612 —cpc1— In y> dHn + (6162 + blOClHﬁ) —d |::|
Yy Yy Yy oLy
1
+ (ap2c1 — coc1 Hy) yd[lny] + 0103 T [y ]

Lemme 5.12. On a les identités
2z 237
3y* 3y

Ui

1
La H = i = —de +d [ Hn] .
Y 3

Yy
x

—d[lnyl =611 =d {] + wo2,
Yy Yy

€T 1 2x 2
Zd| S| =d | 2] = Zw.
y [zﬁ] [3343] 30

N ~ T xT T
gi1dR; = <b1061y2 — Cocla lny> dHn — (C1CQ + blOCIHn) gdHn

2 2z 2x 2x
+d [(0102 + bloclH ) (3 3 + 3yHn>:| —bioc <3y2 + ?)yHn> dHn

D’ou

cica + biper Hy) woo

x

(

X T

[ a0201 — CoClH ) y:| — CpC1 ;dHn + (CL()QCl — C()ClHn) wo2
2

+d gclcg 3| — fclcgwoo,
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R r b x x 1
G1dRy = |(—coc1 — c1c2)— — sboci Hy— — coc1— Iny + -
y 3 y Yy 3

X
b10c1 y2:| dHn + d[ ]
1 2 1
+ —56102 - 56103 — gbloclHn woo + (a0201 — CoClHn) wo2. (17)

5.2.4 Décomposition de gldf%l

R T x T 2 x

g1dR; = c1—d I:—au + Ca—5 — ClHn:|
Yy Yy y- 3y
2

2 ,2? 9 T |z T, |z
= 301 y2 dH + <_(I]_]_C]_ - 301H77> gd |:y:| +C]_C4§d |:y2:| .

Lemme 5.13. On a les identités

)]

y
z | 1 3 i H
—d|—=|=——dH,+d|-— — —% T
y [yQ] 2y [4y2 B y]
D’ou
. p 2 ,a? 2 1 522 11
g]_dR]_ = — gCl ?dHn +d |:(CL]_]_C]_ Hn> 2y2:| + gclﬁdHn - 501C4§dH77
3 n H,
+4m(_+gy
2 3y3 oy
soit
S 1,22 1
gi1dR; = ( 36%y2 — 26164 ) dH +d[] (18)
Finalement, on trouve la décomposition souhaitée de gyw :
Lemme 5.14. La I-forme giw peut se décomposer sous la forme
g1w = godHy + dRy + N,
ot
b, 1 1 3,1 In
gg(y) = % + 5 (3b10b11 + bigcy — 0164) & + 55%0 3 —bricgIlny — *bloc() yy + 6(2) In? Y

2 ;1:

3 T T
+ (—coer — eres — coca + Saribio — buier ) = + coer = Iny — 2biper — 7 + -
2 y Y 312

Ry est une fonction analytique de x, y et H, sur le demi-plan {y > 0},
NQ = Agcuoo + (BQ + CQHn)W()Q,
avec

1 2
Ay = _gcoa; + ganblo - 551064 - 20102 - 501037

1
By = ajico + apac1, Chp = —3coct.
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PREUVE. En tenant compte des résultats précédents, on a

g2 :g% +g27

ou go provient de la contribution de ¢g1dR; :

_ 1 I lny 1
G2(z,y) = 5 (bioco — c1c4) = - b1o " + 5boco— = y 56(2) In®y
3 T x z 1 2:1;2
+ | —coc1 — cica — coca + jarbio | — — coc1—Iny + bipcr— —
2 Y y 2 37
et
2 52 Iny 21,2
gl(y) = 4 —I— b10b11 + blO 2 bncolny—?)bloco? —|-CO]I] Y
2 2°
- 51161* + 26001* Iny — 351001 )2 +ei—-
Yy Yy Yy
Pour calculer N2, on utilise les décompositions de gldfil, gldle, gld]:Z1 et gldR1 calculées
n (15), (16), (17) et (18) respectivement. [
En utilisant I'expression de Ny du Lemme 5.14,
Ms(h) = — f No
H,=h
B(h) 1 ) N
:_2/ —[A2 + Bay” + Caohy~]dx
ah) Y
= — Z[Aglg(h) + (B2 + Cgh)fl(h)],
avec

L(h) = —=(1—-V2nv/=h) et Iz(h)= (1 + 2nh).

3
2\/5775/2

S
3

On en déduit :

Proposition 5.15. La seconde fonction de Melnikov My s’exprime comme un polynome de degré

3 en/—h
My(h) = Po(V—=h),
Py(X) = ﬁ; (1= V21X)Qa(X
et

QQ(X) = 277202X2 — 34/ 277A2X — (3A2 + 2?72B2).

De cette proposition résulte le corollaire suivant, dont la preuve est analogue a celle du
Corollaire 5.5.

Corollaire 5.16. Ms a au plus deux zéros dans lintervalle ouvert |—1/2n,0[. Cette borne est
atteinte pour certains coefficients des fonctions de la perturbation.
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5.3 Troisieme fonction de Melnikov

La seconde fonction de Melnikov est identiquement nulle si et seulement si

Cy =0,
AQZO, e AQZBQZCQZO,
3A9 + 277232 =0,

ce qui se traduit par le systeme de conditions portant sur les coefficients des fonctions f et g de
la perturbation :

1 2
—g6004 + ganblo - 551064 - g0102 3010 = 0,
aiico + apecy =0,

—56001 = 0,

2ncocy — 3nai1big + 3bigcs + 2ncico + 4eiez = 0,
— ajico + agzcr = 0,

CcoC1 = 0.

Les deux derniéres équations de ce systéme engendrent trois cas :
Si cg = ¢ = 0, la premiere équation est équivalente a

bio(cqa —mayp) = 0.
Si cg = ag2 = 0, elle est équivalente a
3b1o(ca — nar1) + 2¢1(2¢3 + neg) = 0.
Sic1 = ap1 = 0, elle est équivalente a
a10(3b10 + 2ncp) = 0.

Finalement, on est amené a considérer cing cas :
(i) co=c1 =b1p =0,
(i) ¢1 = c4 = ay1 =0,
(#ii) co = c1 = ¢4 —nay; =0,
(iv) ¢1 = a11 = 3b1p + 2ncy = 0,
(v) co = ap2 = 3bio(ca — nair) + 2¢1(2¢3 + nez) = 0.

5.3.1 Cas Cop = C1 = blO =0

D’apres le Lemme 5.2,
_ b
g1 2 )
soit . ) )
w:d[—; n—i—Rl], and wgzwd[<l—;1a>Hn+€R1],

si bien que le systéme perturbé (14) est lui méme intégrable, d’intégrale premiere

b
H. = (1 - ;15) H, + Ry,
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et de facteur intégrant associé ¥. Pour de telles perturbations, le théoréme de Poincaré-Lyapounov
(¢f. Introduction, Théoreme 1.10) assure que la singularité demeure un centre pour des valeurs
du parametre € assez petites. Il s’en suit la nullité de la troisieme fonction de Melnikov

et méme la nullité de toutes les fonctions de Melnikov :
vV k > 2, Mk = 0,
ce que nous montrerons dans la suite.

Pour les autres cas, nous avons besoin de l’expression de la troisieme fonction de Melni-
kov Ms :

Ms(h) = — 72 o

Pour calculer cette intégrale curviligne, nous recherchons une décomposition de gsw sous la
forme
Jow = ggdf’[77 + dR3 + N3,

ou g3, R3 sont des fonctions analytiques sur le demi-plan {y > 0} et N3 est une 1-forme.
Donc I'expression de M3 se réduit a nouveau a

Ms(h) = ‘f[;, N

En faisant appel a la décomposition de w obtenue dans le Lemme 5.2, on trouve
gow = g1g2dH, + godR1 + g2 N7.

Dans la mesure ou

il suffit d’étudier le terme godR;.

5.3.2 Cas Cl = C = a1 = 0

Les fonctions g2 et Ry dépendent uniquement de y et H,,

:@ 1 1 3 Iny

1 3 1
gg(y) 1 + 5 (3b10b11 + meo) ; + ib%()? —biicglny — 5()10607 + §C% In2 Y,

1 1 1
Ri(y, Hy) = CQ& + 03? +apeIny + b10§Hn —colnyH,.
Par conséquent, la décomposition de gow n’apporte aucune contribution a N3, si bien que
N3 = O,

et par voie de conséquence
M3 =0.

En fait, nous montrerons par la suite que lorsque de telles conditions sur ¢;, ¢4 et a1 sont
satisfaites, toutes les fonctions de Melnikov d’ordre supérieur sont identiquement nulles.
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533 Cascy=c1=c4—mna;1 =0
Les fonctions go et R; s’écrivent

v, 3 1 3,1 3

11 £
= —= + —byob —p? bio—
92(z,y) 4 + 5010 ny + 31073 + 501 10y,

1 1 T T 1

Ri(z,y, Hy) = co— + c3— + a2 Iny — a1~ + nan— + bio—Hy.
Y Yy Yy Yy Yy
On pose
) o
G2dRy =d |:2R1] + g2dRy + GodRy + GadRy + g2d Ry,
avec

i 3 1 1 . 1 1 1
92(y) = 5b1o <b11 + bwz) o Ro(y, Hy) =co— +c3— +aopIny + bio—H
y y y oy y

3 T N x €T
G2(z,y) = za11bio—, Ry(z,y) = —ann— +nan—-
2 y Y y?

(a) Décomposition de jadR;
G2dRy = G1(y) + G3(y, Hy),
avec
3 1 1 1 1
G1(y) = Sbo <b11 + b10> d {02 +c3— +ao2 lny] ;
i) =3 y y? y P
3 1 1 1
G (y, Hy) = Sbig (bn + blo> d |:b10H ] .

Il est clair que G peut s’écrire comme la différentielle d’une fonction, de méme que F
précédemment. La seule contribution & g3 et N3 est apportée par G3 :

3
Gi(y, Hy) = 55%0 (b1160,1,0,1 + b1080,1,0,2) -

Lemme 5.17. On a les identités suivantes
H,
9071’071 dH +d |:y2:| s
H,
00,102 = dH +d [y?’}

D’ou
2b1p 1

3 b1 1 H,
G%(yvﬂn) = §b%0 < L d.H + blld |: :| + T Cl_H + blOd |: :|> y

3 1 3 1 big 1
_ 12
b10< bi1 2+blo 3>dH +d[b oHn <4611y2+ 5 y )],

et
. = 3 1 1
gngl = b%O (4b11y2 + blogf’) dI‘I77 + d[ ] . (19)
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(b) Décomposition de f]gdﬁil
. a 3 1 1 T T
g2d ity = Sbio <b11 + 5102> d [—an + 77a112]
Yy ) Yy Yy
3 1 |z 1 €T 1 €T 1 x
= 55106111 <—b11d {] +nbi1—d [2} —bio—d [} + nbio—d [2]> .
Yy Yy y Ly Y Y Yy Yy

Lemme 5.18. On a les identités suivantes

an _ < 35;2 13()an> dH, +d [3;”/3 + 32;2 y ?‘)’;Hg] + é (5 + 20H,) woo.
PREUVE.

y12d [:ﬂ = woo — —dy = woo +d [3 3] - éwoo,

1dm _dr 2w, e [ﬂ _dr

v lyr] oyt P y? 2yt] 2y

dx

Pour 'expression de —-, on a
Yy

y yt| s
T 3z
wWoo = d |:3:| + jdy,
y
soit
[ x| x [ 1
3n— —4woo =d |3n— — 4 +12— ( ) dy
4 i y4 y3 y2 3 y2
[ x z ] x 2x 202
=d|3n— —4=| + 12— (—dH + Zdr — dy>
ARETETEY y? T2 y3
r 1 2 3
X X X X X
=d|3n— —4—| —12—<dH, + 24— dx — 24—dy.
ARETATEY y2 y! yo
D’autre part,
3 3 2 4 3
d H L
y y y
e T 2 T e s Ty
—aQr = —— —ar = —— —_—
yt 2y " y? gy2 T T N0 T o g Y
x x 2x 2x 2x 2x
= " dH, + “H,dH, +d |-—H, — =~ H? = 4+ 22 H, ) dH,
g2 T Ty i [ 327" 3y "} <3y2+3y ") !

n 1 T
+ anwoo + guo0 +d [6@/3]

Tr bz z 2z 2z i 1
= (% +"H, |dH,+d |-~ — —H,— ——H>| + 2 H, —woo,
(62/2 T3y ") n [ 6y 32" 3y "] g0 g0
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si bien que

dx x x x x2 [6:1:3]
3IN— —4dwpo=d |3n— —4—| —12—dH, + 6—dz + d
Ty o [77y4 y3] 2 Ty

Y
5z 10x x 5 6x3  Adx 4x
= —+H>dH +d[377—+—H—H2}
( ooy ) vty oyt 2y
+ (1 + 277Hn)w00.
Au final,
r br 62 4z 4z r bxr bz 1 n 4z 4z
I— — —+—F——5H H2:3n+<H +> — —H,— —H?
ytooyd oyt 2 oy yt ooy 2Ty w2 2 oy
x 2z 4z
=~ +5H,- —H,
yd 2y
d’ou le résultat. [}

D’apres les Lemmes 5.11 et 5.18, on a

3

2 b10 5% 10z blO
—=b — |\ —-——=—+—H, | dH, — (5+2nH d
3 1000 + 9 < 3y2 + 3y 77> n + 6 ( + n 77) woo + [ ] 9

L 3 T
godRy = §b1oa11 [—bn <den + 77woo) + gbnwoo

soit

R 3 r 5 x S5 =z 1 9
godRy = §b10a11 (—bny — 6510? + 3blOyH77> dHn + Zanblo (1 + 277HTI) woo + d[ ] . (20)

(¢) Décomposition de §2dR;
3

N x 1 1 1
G2dRy = sanbio—d [62 +e3— +anlny + blOHn:|
2 Y y oy Y

x

3 T r |1 1 T
= —aq1b10 (b o—=dH, + (¢co + bioH,)—d |::| + c3—d [:| + aga—d lny> .
511010 { D107 n T+ ( 1ﬂyy b y[]
Lemme 5.19. On a les identités

Ed[lny] =d [—x] + wo2,
Y Y

x |1 x 2¢ 2z n
—d|-|=—-—dH,+d|-—+ —H,| — =
y [y] y {3y2<+ "} o

3y 3
1 2 2
Ed — | = d i — —Wwoo-
y o Ly? 3y3] 3

PREUVE. 1l suffit juste de remarquer que :

fd [lny] = 511,
Yy

1
2 H = —b10,
y Ly

x 1 2x 2x 2
Sd| | = —Sdy=d || - =.d
y {yQ} gt [3y3] 35"
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Ainsi,

. 3 x T
gngl = §a11b10 {blondHn — (CQ + bloH’])gdHn

2z 2 2
—i—d{(CQ—i—bloH)(B 2+3yHn>] —bio <3 2+3 ff)df‘L7

2x 2 x
(CQ + bloH )3wOo +d |:633 3:| — §C3w00 +d |:—a02y:| + aogwog} ,

O 1 x x x
godR; = 5@11()10 <—3CQ + blof2 — 5[)10Hn> dHn + d[ ]
Y Yy Y

3
—ay1b1g (03 + gcz + gbloHn> woo + §a11a02510w02- (21)

(d) Décomposition de gng1

. o 3 z x x 3 T |z T |z
GedRy = 56111510*65 [—au + 77a112] = §Q%1b10 <—d {] +n—d [J) :
Yy Yy Yy Yy Ly Yy Ly

Lemme 5.20. On a les identités

i3] [zy]

Tz | 3 n 1
—d|—= dH d ——+-H,|.
Y [zﬂ} 2y T [4 273 Ty ”]

PREUVE. La premiere est évidente. Pour la seconde, on trouve

T T 2x
] =2 H

4
3%
1 2
_Z dl=
e L’)y( v 22 >]
1 3 i 1
=— —dH,+d|-— - -+ -H,|.
oy T [43/2 3y "]

Par conséquent,

. 3 1
GodRy = —Za%lbm?zm7 +d[]. (22)

Finalement, on trouve la décomposition de gow suivante :
Lemme 5.21. La I-forme gow peut se décomposer sous la forme
gow = g3dH, + dR3 + N3,
avec
bn dy dy  ds

Sty tda +d
syt et +dis +52,

R3 est une fonction analytzque sur le demz—plan {y > 0},

1 1
Ng = A3Q)00 + B3Cd02,

93(1"a y) =
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et
3 9 5
di = —éblo(Qa% +3b,), dy = —beobn, d3 = _1521)’0’
3
dy = —Zallblo(gbll + 2¢3), ds = —3anbl,

1 3
Al = Zaublo(blo —2ncy —4e3), B3 = §a11“02510'

PREUVE. On a
g3 = g192 + g3,

ou g3 est la contribution de gzdél, gzdle, gng1 et g2d1fz1 :

( b 3 by, 3 3,1 3 T
g3—<— > _2b10y) < 1T b1ob11 +2b10y2+2a11510y

3 1 r 3, =z T
+ b3y <4b11y2 + blOy?)) + §b10a11 (—bny — 5510? + blOHny>

3 z 1 r 5 3 1
— §a1151002§ + §a11b%0? - *allb%OHn* - Za%lblog
b}, 3 2 9 1 3
= — ? — §b10(2a11 + 3b11)y b Ob11y2 blO 3 a11b10(3b11 + 262)§ — 3&11b10 y2
L’expression de N3 est obtenue & partir des décompositions (19), (20), (21) et (22). [

En utilisant I'expression de N3,

Mi) == ¢ N

Bh) 1 ) Lo
a(h) Y
= — 2[A3I3(h) + B3 L1 (h)],

on en déduit la proposition suivante et son corollaire :

Proposition 5.22. La troisiéme fonction de Melnikov Mg s’exprime comme un polynéme de
degré 2 en /—h
Ms(h) = P5(V~h),

ol

PM(X) = \/57;5 (1= VIX)Q5(X)
et

= —3\/2nALX — (34} + 21*B3).

Corollaire 5.23. M3 a au plus un zéro dans lintervalle ouvert |—1/2n,0[. Cette borne est
atteinte pour certains coefficients des fonctions de la perturbation.
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5.3.4 Cas c; =aj; =3big+2ncy =0

Les fonctions go et R; valent alors

bt 1 2,551 Iny 1
LI QCQ(BbH + CO)Z + 77720(2)? —biicolny + nc(%?y + -

x
1 3 3 20(2)11123/—0004—,

gQ(xv y) -

1 1 2 1 T
Ri(z,y, Hy) = co— + cs— +apeIny — —ncoHp— — coHpylny + c4—
( 77) y yQ 3 Uy n y2

Posons
b2 - _oa o= . o
g2dRy =d [rRl] + godRy + godRy + God Ry + Go2d Ry,
avec

- n 5 1 51n R x
G2(y) = *560(3511 + Co) + 377 Coyf —bricolny + 77007 + Co Iy, go(z,y) = *00045,
~ 1 1 2 A x
Ri(y, Hy) = 025 + 63? +agzlny — gUCOHr@ — coHyIny, Ry(z,y) = 64?~

On ne s 1nteresse ici qu’aux contributions de ces termes pour la 1-forme N3. On appelle Ng,

N3, N3 et N3 les contributions respectives de gngl, gngl, gngl et gngl

(a) Calcul de ]\:73
G2d Ry = Gi(y) + G3(y, Hy),

avec

N 1 1
G%(y) =ga2d [Czy + 63? + ag2 lny:| ,

- 2 1
G%(yaHn) =92 d |:—37700H77y — COHn 1Ily:| .

Il est clair que G peut s’écrire comme la différentielle d'une fonction. Par ailleurs, G3 étant
combinaison linéaire des 1-formes 6; ;1 ;, il vient :

]ffg =0.
(b) Calcul de N

A 1 2 51 l
godRy = <—§co(3b11 + co) + 37) coy— —biicolny + 77607 + CO In? y) d [04;2}

n 1 |z 2.5, 1 T
= cocs §{ —5(3b11 + o d[ }4— SN c—d|—
{ 5 )y y2l 37 Ty [P

In
—bnlnyd[ ]4—7700 yd[ }—F ~¢oIn? yd[ ]}
Y y? y?
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Lemme 5.24. On a les identités

1 T
“dl=] =
y [?ﬂ} I g
1 T 1
T
lnyd[?ﬂ] :()dHnnLdH*gwooy
Iny |z 2 1
7d {yz] —d[]—gwoo—i-glnywoo,
x 4 2 4
1n2y d |:y2] = ( )dHn + d[ ] — EUWOO — ?nlny woo — anwog.

PREUVE. Les trois premieres identités ont déja été démontrées dans les Lemmes 5.11 et 5.18.
Pour les deux dernieres, on trouve :

1 1 2
by, H Y gy
Y

(Y Y Y
Iny 2z 2
= —dr+d|—= (31 | — —=(31 1)d
3 T+ [gys( ny+ )] 9y3( ny +1)dx
2 1
= d[]~ Gwoo + 5 Iny woo,
et
In? 2
1n2yd[x2] = n—fdm——zhfydy
(Y Y Y
In*y T 2 In?y Iny 1
= dear—i—d[ZyQ (21n y+21ny+1)] —7dx—?dm_2?ﬁdx
1
:d[]—<lny+2)w01
x 4z n 2n
=()dH,+d[] —Inyd [—3y2 - ?)yHn} — gwoo — Elny woo

1 T 4 T n 2n
4 2
= ()dH,+d[]— —nwoo — —nlny woo — 5 Hywoz,
9 3 3
d’apres le Lemme 5.11.
Ainsi,
2 1 2 1
N3 = cocy [—g(?)bn +co) x 3wo0 + 577200 X %(5 + 2nH,))woo — b1y X (-g) woo
+ncy X 2 + = 1 + L X A1 2771 1
& ——w —Iny w —C ——woo — = Iny woo — - Hpw
nco 90033/00 20 9003y003n02

2
= §C%C4f]‘77 (772(4)00 - 3&)02) .
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(c) Calcul de N3

= x 1 1 2 1
godR1 = — cpes—d [CQ +c3— + aoz Iny — -ncoHy,— — coH, In y}
(0 (0 (0 3 y

2 z |1 T 1 T
__ ~ ZncoH, ) Ed| =] + e td | = — coH) [l
0004{<62 571 n> " [y] + c3 [yJ + (ao2 — co n)y [Iny]

y
(2"x+x1 )dH}

—C0\ 55 —ny .
3y oy K

D’apres le Lemme 5.19, on a

X 2 2
N3 = — cocy [(62 - 3?7Hn> X (-g) woo + €3 X <—3> woo + (ao2 — COHn)woz]

2 2
= —coC4 [(—262 — 308 + 977200Hn> woo + (ao2 — CoHn)woz} .

(d) Calcul de N3
. A x x z |
gngl = —C()C4fd |:C42:| = _COCi*d {2:| .
Yy Yy Yy Ly
D’apres le Lemme 5.20,
N3 =0.
Finalement,
N3:N3+N3+N3+N3,
et les calculs précédents fournissent la décomposition de gow :

Lemme 5.25. La I-forme gow peut se décomposer sous la forme
gow = gzdHy + dR3 + N3,
ot g3 et Rg sont des fonctions analytiques sur le demi-plan {y > 0} et
N3 = A%wgo + (B§ + Can)wa,

avec 9
CcoCyq CoC4

2 2 2 0
A3 = 73 (7]62 + 203), Bg = —ap2CpC4, C3 = 73 .

On en déduit la proposition suivante et son corollaire :

Proposition 5.26. La troisiéme fonction de Melnikov My s’exprime comme un polynéme de
degré 3 en \/—h
M;(h) = P§(vV=h),
ot
T

BH(X) = s (1= V) QR()

et
Q3(X) = 2n?C3X? — 3\/2nA3X — (3A% + 21> B3).
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PREUVE. On utilise 'expression de M3 ainsi que celle de N3 fournie par le lemme précédent :

Ma(h) = — 7{{ R

A(k) 1 2 2 2 2

= — 2[A2I3(h) + (B2 + CZh) L (h)),

avec
T 3
ILi(h)=—=(1—-V2nv—h et I3(h) = ———= (1 + 2nh),
d’ou 'expression annoncée pour Ms. |

Corollaire 5.27. M3 a au plus deuz zéros dans lintervalle ouvert |—1/2n,0[. Cette borne est
atteinte pour certains coefficients des fonctions de la perturbation.

5.3.5 Cas ¢y = aga = 3b10(C4 — nall) + 2 (263 + 7702) =0

Dans ce cas, les fonctions gs et Ry s’écrivent

b2, 2 3 1 2 5\ 1 3 n 1
g2(z,y) = % + gC%Hn + <2b10b11 — 50104 + 30%) Q + <2b%0 - 3c%> E
3 T T
+ | —cic2 + Saibio — buer | — — 2bipe1—;,
2 Yy Yy
1 1 T T 1 2 T
Ri(xz,y,Hy) = ca— +c3— — a11— + ca— + bioHy— — se1 Hy—.
K y Y y oy Ty 37y

Posons

b2 2 2 - . N .
gdRy =d K“ + 3C%H,7> Rl} — gc%RldHn + GodR1 + GodR1 + GodRy + §od Ry,

4
avec
1 1 €T T
92(y) = di— + d2—;, 92(z,y) = d3— + dy—,
~ A X i X
Ri(y,Hy) = ca— +c3— + bioH,—, Ri(z,y) = —an—+ci— — sc1H,—,
(v, Hy) y  y? Ty (@y) y oy 37y
ou

3 2 3
di = 5510511 —pact 36%, dg = 55%0 -

2
1,

w3

3
d3 = —cica + 5011510 —bric1, da = —2bypcy.
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(a) Décomposition de gadR;
G2d Ry = G (y) + G3(y, Hy).

G3 s’écrit comme la différentielle d'une fonction. L’autre terme se traite comme suit :

1 1 1
Gi(y, Hy) = <d1 + d22> d [bloHny]
1 d d
= big <d1 2+d2 3>dH bloH < 1+i) dy
Yy y3 Y
1 d d
= byg <d1 S +dy 3>dH,7+d[]—b10 (1+2) dH,
(0 3y3
2d
:blo( o+ 2)dH +d[],
d’ou

2ds

R d
gng1:b10< ! +33

>dH +d[].

(b) Décomposition de God Ry
. a 1 1
G2d Ry = (dl + d22> d [—an R
Yy Yy Yy Yy
2 1 1
=—d (an + -1 H > —d [$:| + cqd1—d |::E2:|
3 Y y Ly
2 1 |z 1 T 2 z 1 1
—d ZaH do—d | = | — 212 (dy= + dy— ) dH,
2<a11+3cl ") 2 MHZL 2y [2} cly<1y+ 2y2> !

2
=—d (an + gclHn

[\

2 1
—di <a11 + 301Hn> gwoo + cqdy X 300 + 361d2 35 sdHy,

1 5 10
X —woo + C4d2 o (—$ + an> dHn

2
—d -aH
2 (an + 3¢ty 32 3y

w

+ C4d2f(5 + 217H7,)W(]0 — Cl <d1 5 + dy 3> dHn
z 10 4 5 5 T 4 T
= —aydi— — —cid fd— —d—H——d——fd—dH
( a1l 1y 901 1y n 901 1y2+37764 2y n 67704 2y2 901 2y3> n

1
+d[ ]+ {617 (—2a11d1m* + 2ncady — dnayida + Seads)

O~

+— (—2nc1dy — 4erda + 3cqds) H, ]woo,

d’apres les Lemmes 5.11 et 5.18.
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(c) Décomposition de grdR;

~ 1 1 1
godRy = (dgx + d4x2> d [02 +e3— + blOHn]
Yy Yy Yy Yy Yy

1 1

= ds(ca + bioHy) —d [} + cyds—d [2}
Yy Yy Y Y
x 1 x 1 x T

+ dg(co + bioH,) —=d [:| + c3dy—d [:| + b1g <d3 + d4> dH,,.
( ")y2 y y? o [y y? y )

Lemme 5.28. On a les identités
1 1
2o o]
Yy ly 3y 3
x
2

1 T 1dx
d|>|=d|-—| -2,
y [?ﬂ} {Qy‘*} 2yt

Les Lemmes 5.18, 5.19 et 5.28 assurent que

= T 2x 2x
godR1 = — dg(CQ + blUHTi)gdHTI + d[ ] — byods (3y2 + 3yH,7> de7
n 2 1 T
+d3(c2 + blOHn) X —ngo + c3d3 X —§WQ0 — §b10d4EdHn
1 5 x 5 x
+ d4(02 + blOHn) X <—3w00) + C3d4 (677y2 — 377yH77> dHn
1 T T
—%C3d4(5—|—277H,7)w00+b10 d3E+d4yf3 dH,
r 9 T 1 T 5) T 5) T 2 T
= —cod3— — =b1ods—H —b1ods— — —c3ds—H —c3ds— + =biods— | dH
( C2 3y 3010 3y n+310 3y2 31703 4y "+61763 4y2+31043) n
n 2 1 5
d ——codg — —c3d3 — —cody — —c3d
+d[ ]+ [( 362 3 363 3 362 4 67763 4)

n 1 1
+ <_3blod3 - §b10d4 - 3C3d4> Hn} woo-

(d) Décomposition de godR;
x ) x]

~ T xT
godR; = <d3 + d4> d |:—a11 +c1— — -1 Hy—
y oy y oy 3y

2
— —dy <a11 + clHn> 24 m + cads—d [‘CQ}
3 y Ly y Ly
T 2 2

2 T T T 2 T x
—d ZeH, ) Zalt disd| 2 = Z2¢ (dele + d, 2 ) aH,,.
4<a11+3cl ") y? [y]+c4 ty? sz} 3cl<3y2+ 4y3> K

Lemme 5.29. On a les identités



104 Chapitre II. Perturbation quadratique d’un secteur elliptique

PREUVE.
T T x 22 1 /2z 2z
—d|—| = wdy — —dy = — (dw — dy)
y? L/] y? y? 2y \ y? y?
1 1 n 1 1 n
= — |dH, — —=d —dy | = —dH, — —=d —d
2y( 1R y) oy T W T g
1 1 n
= —dH,+d|— — —%|.
2yt [41/2 6@/3]
La seconde est immeédiate. [ |

On trouve alors

o 2 z? 1 1 1 2 1
deRl = d[ ] + 501d327y2dHn - §C4d3§dHr,7 — §d4 <CL11 + ClHn> &d_Hn

3
2 1 n 2 z? x?
ot (7~ )t = o (i + ) ay
1 11 1 1 5 1 4y 1 1 a2?
= (—204d3y — 5@11d4§ — Cld4Hn§ -+ 601d4? — 361614; §61d3 2) dHn + d[ }

Ces résultats permettent d’obtenir la décomposition de gow :
Lemme 5.30. La I-forme gow peut se décomposer sous la forme
gow = g3dHy, + dR3 + N3,
ot g3 et R sont des fonctions analytiques sur le demi-plan {y > 0} et
N3 = Ao,
avec

1 1
Ag = %61004(1910 — 27762 — 403) =+ Kn(nclczl + 6b1003)(377a11 —C1 — 304).

PREUVE. Les calculs précédents montrent que

1
N3 = %(—2n2a11d1 + 27764d1 — 4a11d2 + 5C4d2 — 27]262d3 — 2?762d4 — 4ng3 — 503d4)

1
+§(—2’I701d1 — 4cy1da + 3cqdy — 3nbipds — 3biody — 303d4)H77:| woo-

D’autre part, si on remplace les coefficients dy, ds, d3 et d4 par leurs expressions respectives,
il vient :

— 27701d1 — 401d2 + 3C4d2 - 377b10d3 - 3b10d4 — 363d4

3 1 2 3 i
= — 2nc; (2b10b11 — 56104 + 36%) + (304 — 401) (25%0 — 36%)

3
— 3nb1o <—6102 + §a11510 - 51101) — 3(b10 + ¢3)(—2b1gc1)

4 4 9
= — 3nbiobiicr + ncies — 5770? — 6bTgc1 + 5770? + 55%0 —neiey

9
+ 3nbiocica — 5775%06111 + 3nbiobiicr + 6b%yct + 6biocics

3
= 5()10 [3b10(64 — 77(111) + 2c; (203 + 7762)] =0,
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et
— 2772a11d1 + 27764d1 — 4a11d2 + 5C4d2 — 277202d3 — 2’/762d4 — 463d3 — 503d4
= 27](64 — T]all)(dl + 2d2) + cadg — 2(263 + ?762)(77d3 + d4) — c3dy
:(3510(64 — 77a11) + 201(263 + 7702)) (77b11 + 2b1o + 7762)
3
— 3nbipcacs + 55%064 + 2b1gcics + nlaricics — neicy — 26%04 — 6na11b1oc3
3
= §b1064(b10 — 2ncz) + 2byocs(cr — 3narr) + gC1C4(3Tla11 —c1 — 3cy)
3 1
= 5[)1064(1)10 — 2ncy — 463) + 5(770164 + 6b1003)(3na11 —C1 — 364),
d’ou le résultat annoncé. |

On en déduit :

Proposition 5.31. La troisiéme fonction de Melnikov My s’exprime comme un polynéme de
degré 1 en h
ot 5
3A3T
PH(X)= "2 (142X
3( ) \/§n5/2( + n )a

Corollaire 5.32. M3 n’a aucun zéro dans ['intervalle ouvert |—1/2n,0].

5.4 Fonctions de Melnikov d’ordre supérieur
54.1 Cascy=c1=bgp=0
Dans ce cas, il est possible de montrer que toutes les fonctions d’ordre supérieur sont iden-
tiquement nulles.
Proposition 5.33. Supposons que
(i) la premiere fonction de Melnikov s’annule identiquement,
(ii) co =c1 = big =0.

Alors, pour tout entier k > 1, on a les décompositions successives :

gkw = Gr+1dH,) + dRj41 + Niya,

ol

. bll k+1
9Jk+1 = 91+ = <—2> )

Ry.11 est une fonction analytique sur le demi-plan {y > 0},
Nk+1 =0.

PREUVE. On raisonne par récurrence sur entier k, £k > 1. Pour £ = 1, le résultat est une
conséquence immédiate des hypotheses de la proposition et de la décomposition trouvée dans le
Lemme 5.14.
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On suppose le résultat vrai au rang k, k > 1. Par définition de gx11, Rgy1 et Nki1, on ala
relation
gk+1dHy + dRy 1 + Niy1 = grw = 1grdHyy + grdRy + g N1

D’apres ’hypotheése au rang k pour g, et 'hypothése au rang un pour Ny, on trouve
grw = G1grdHy + d [gp 1],

si bien que
_ _k+1 _
Jk+1 = 919k = 91 et Ngy1 =0,

d’ou le résultat. [

On en déduit le corollaire suivant sur I’annulation des fonctions de Melnikov :

Corollaire 5.34. Supposons que,
(i) la premiere fonction de Melnikov s’annule identiquement,
(ii) Ch) = C1 = b10 =0.

Alors, toutes les fonctions de Melnikov s’annulent identiquement :

PREUVE. Pour k > 1, lalgorithme de Francoise fournit I’expression de My sous la forme,
Myq1(h) = —f Jrw.
Hy=h
En y substituant la décomposition précédente de grw (k > 1) , on trouve le résultat souhaité,
a savoir

Mk+1(h) = —f;{ hNk_H = 0, vV k > 1.
n—

5.4.2 Cas Cl = C = a1 = 0

Dans ce cas, il est également possible de montrer que toutes les fonctions d’ordre supérieur
sont identiquement nulles.
Proposition 5.35. Supposons que
(i) la premiére fonction de Melnikov est identiquement nulle,
(ii) Cl =C = a1l = 0.

Alors, pour tout entier k > 1, on a les décompositions successives :
gkw = Gr+1dH;) + dRy1 + Niya,

ot
gk+1 est une fonction de la variable y uniquement et s’exprime comme combinaison
linéaire des fonctions (Lj;)o<itj<ik+1
Ry est une fonction analytique sur le demi-plan {y > 0},
Nk+1 =0.
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PREUVE. On raisonne par récurrence sur l'entier k, kK > 1. Le résultat est immédiat pour go. De
plus, par hypothese,
cg=cqs=ap =0,

ce qui assure I’annulation de My et de fait celle des coefficients Ay, By et Cy apparaissant dans
la décomposition obtenue dans le Lemme 5.14. D’ou

NQEO.

On suppose le résultat vrai au rang k, k > 1. Par définition de ggy1, Rr+1 et Ngy1, on a la
relation
gk+1dHy + dRy 1 + Niy1 = grw = g1grdHyy + grdRy + g N1

Le terme g; g, contribue uniquement & g1 et ne contient que des fonctions de type (L; j)o<itj<k+1-
D’autre part, I’hypothese
M1 =0

assure que
N1 =0.

Il ne reste plus qu’a étudier gpdR;. En tenant compte des contraintes d’annulation des
coefficients ¢1, ¢4 et a1, R1 ne dépend plus de la variable x :

1 1 1
Rl(y, Hn) = CQ& + 03? + ageIny + bm;Hn —Cp lnyHn.

En outre, '’hypothese de récurrence sur k assure que g est combinaison linéaire des fonctions
(Lm,n)o<m+n<k- Ainsi, par linéarité, il suffit de traiter le cas d’une seule fonction Ly, ,, :
Ly ndRy = — ca Ly ny2dy — 2¢3 Loy n43dy + @02 L ny1dy + b1000,1,mmn — €001,0,m,n
= (a02Lmn+1 — 2L n+2 — 2¢3Lim nt3) Ay + b1060,1,m,n — c001,0,m,n,

(@o2Lmn+1 — c2Lmnt2 — 2¢3Lm nt3) dy

s’exprime comme la différentielle d'une combinaison linéaire de fonctions L; ; et contribue a la
différentielle dRy4+1 (Lemme 5.7).

D’apres le Lemme 5.9, 0,1 m,, s’exprime comme combinaison linéaire des 1-formes p; ; et v; ;
pour 0 <¢<metj=mn++1, soit

0<i4+j<m4+n+1<k+1,

et 01,0,m,n s’exprime comme combinaison linéaire des 1-formes yi; ; et v; ; pour 0 <i <m+1 et
j =n, soit
0<i4+j<m+1+n<k+1.

Tous ces termes ne contribuent qu’aux expressions des fonctions gx11 et Ri11 de la décom-
position souhaitée. Par conséquent,
N1 =0,

ce qui termine la démonstration. |
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Corollaire 5.36. Supposons que,
(i) la premiére fonction de Melnikov est identiquement nulle,
(i) ¢1 =c4 = a1 = 0.
Alors toutes les fonctions de Melnikov s’annulent identiquement :

Sous les hypotheses du théoreme, la singularité demeure un centre pour le systeme perturbé
qui est de ce fait intégrable (cf. Introduction, Théoréme 1.10). On ne peut néanmoins pas en
donner une intégrale premiere.

54.3 Cascy=c=cq4—mna;;1 =0

Lemme 5.37. La troisieme fonction de Melnikov M3 s’annule identiquement si et seulement st
l'une des conditions est satisfaite :

ajlp = 0 ou b10 =0 ou ap2 — b10 — 27762 — C4 = 0.
PREUVE. D’apres la Proposition 5.22, M3 s’annule identiquement si et seulement si
A} =Bi =0,

d’ou les trois cas annoncés. [ |

Cas a1; = 0 : En combinant cette condition avec les précédentes, on obtient
c1=c4=ay =0,

cas que nous venons juste de traiter et pour lequel toutes les fonctions de Melnikov d’ordre
supérieur s’annulent identiquement.

Cas byjp=0:0na
co =c1 =bip =0,

cas pour lequel nous avons montré précédemment que le systéeme perturbé est intégrable, d’in-
tégrale premiere

b
I{6 = (1— ;1&“) Hn—f—ERl

et de facteur intégrant .

Cas apg = b10 — 2’!762 —C4 = 0:

b3 d d d iy €
%:r£+;+%+%+@hwr@
8 Yy oy Y ) Y
C9 1 1 1 z x
Ry = — 4 —(bio — 2nc2)— + bioHy— — a11— +nan —,
y 1 )y2 Ty y y?

avec

3 9 5
dy = —§b10(2a%1 + 3b%1), do = —Zb%Obn, d3 = _Zb:{)m

3
dy = —Zanblo(?)bn +2¢2), ds = —3a11b.
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Posons

_p3 . . - .
g3dRy =d [ 811 Rl] + g3dRy + g3dRy + g3dRy + g3d Ry,
avec

- 1 dy dg N T z
g3\y) = + =+ =, g3\z,y :d47+d577

(@) y Y2 1y3 ' X (=.9) Y y?

Co . T T

Ri(y,Hy) = — + —(big — 2nc2)— + bioHy—, Ri(z,y) = —a11— +naii—-.

( n) Y 4( )yQ ny ( Y) Hy n 11y2

Dans ce cas, on recherche l’eNXpression de 123 1-forme Ny4. On appelle N4, ]\74, N4 et N4 les
contributions respectives de g3dR1, gsdR1, gsdR; et gsdR;.

(a) Calcul de 1574 On sait d’ores et déja que
N4 =0.

(b) Calcul de ]if4

SN d d d x x
gsdRy = <1 + % + g) d [—an + 77&112]
) Y Y Y )

1 1 1
el ol
y |y y? ly v ly
1 €T 1 T 1 X
b o w53}
Yy Ly? 22 |2 R

Lemme 5.38. On a les identités

1 T T 3dx
—dlZl=d|= i
y3 [y] [4:94] iy
1 T 2x 3dx
—dl=l=dl2= idbaiad
Y3 [yQ] [5215] Ty
dx %5 7dx

PREUVE. On utilise le méme procédé que dans le Lemme 5.18 :

1 T dzx T T 3dx
—d|-|=—— —=dy=d|— e —
y3 [y] vt Y [42/4] Iy
1 T dr 2x 2z 3dx
—d|—=|=———dy=d|— -
y3 [yQ} T {5?45} Ty

d
Pour trouver 'expression de —, on écrit
Y
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soit

dx dx 20x (' 1>
= 5= =d[ ]+ (L - = )d
T Ty U (y3 2) W

y3 Yy
20 2 22
—d[]+ "”< dH, + xd:c—";dy>
y3 y? y
20z 4022 4023
=— "dH,+d[]+ dx — dy.
y3 n [ ] y5 y6 )

D’autre part,

Yo yo
x2 x 2x T
T T 1 dx
= —dH,+d —dH -H
23/3 ”7+ H+3y3 77+3 Uw00+8y4
5% 1 dx
= 6y3dHn + d[ ] + anwOO + 87y4’
si bien que
dzx dzx 20z 22
47]——5—:——dH +d|]+16 x —dx
y5 y4 n [ ] y5
0 16 dx
= 3 3dH +dH 3H77W()0+2E,
d’ou le résultat annoncé. [ |

En faisant appel aux Lemmes 5.11, 5.18 et 5.38, on trouve

2 2 1 1
Ny = an |:_d1 X gUJoo —da X 3w00 — d3 X %(5 + 2nHy)woo + ndy % 300

1 3 7 4
d —(5+ 2nH d — 5+ 2nH H
+ndz X 617( + 2nH;)woo + nd3 % 5n (1277( +2n )W00+3 nw00>]

B dy  ds n
= ail |:<6 + 27’]> + (§d2 + d3) H”Z:| woo

a
= 6%71(77(12 + 3d3) (1 + 2nHy)woo.-
(c) Calcul de ]\:74

~ 1
gngl = <d4x + d5x2> d [02 + *(blo - 27702 + blgH :|
Y Y Y
z |1
=dy ((Cz + blOHn)gd [y} (blo - 27702 [ })

+ds <(02 + blOHn)%d [ﬂ 7 (b0 — 27702)y d [yQD + ()dHy +d[ ].
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Les Lemmes 5.19 et 5.28 assurent alors que

x 1 2
Ny=dy [(02 + bioH,) x <—gwoo> + Z(blo — 2ncg) X <—3w00>}

1 1
+ds [(62 + bioH,) x (3w00> + 1(510 — 2ncg) X < 5 (5 + 277Hn)w00>}

1
n
n 1 n 1 ) )
= || —Zcodsy — =b1pds + =cody — =cods — ——b1ods + —cad
[( 3024 61o4+3024 3025 24n105+12625

n 1 1 n
o - = —— + = H,|w
< 3b10d4 3b10d5 12b10d5 602d5> 77:| 00

1
= o (2ncads — 4nbiody — 5biods) (1 4 2nHyy)woo-

(d) Calcul de Ny

S x x x
g3dRy = (d4 + d5Hn)§d [—any + nai y?}

ar1(ds + dsH,) (‘Zjd [w] +nd [;D

Y )
= ()dHy, +d[],
d’apres le Lemme 5.20.
D’ol )
N4 =0.
Par conséquent,
Ny = Ny+ Ny,
1
= o1 [4a11(nda + 3ds) + (2ncads — 4nbiods — 5biods)] (1 + 21 H,, )woo,

1

9 )
= % |:4a11 (—477[)%01)11 + 3 % <—4) b?o) + 27702(—3@11[)%0)

—4nbyg <—ia11610(3b11 + 2@)) — Bbyg ¥ (—3@111)%0)} (1 + 2nH,)woo,
= 0.

Ces calculs fournissent une décomposition de gsw :

Lemme 5.39. La I-forme gsw peut se décomposer sous la forme
gsw = gadHy + dRy,

ot g4 et Ry sont des fonctions analytiques sur le demi-plan {y > 0}.

On en déduit immédiatement :
Proposition 5.40. La quatrieme fonction de Melnikov My est identiquement nulle :

My(h) = 0.

Le calcul des fonctions de Melnikov d’ordre supérieur devient fastidieux. Dans la prochaine
partie on donne néanmoins la nature algébrique des 1-formes (Ng41)r>3 et de ce fait celle des
fonctions de Melnikov en général.
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5.4.4 Cas c; = a1 =3big+2ncg =0

D’apres la Proposition 5.26, la troisieme fonction de Melnikov M3 s’annule identiquement si
et seulement si

A§:B§:C§:O — s =0 <= cg=0o0ucy=0.

Si cg = 0, on a affaire au cas intégrable cg = ¢; = bjg = 0.
Sicqg = 0, on est dans la situation ot ¢ = ¢4 = a1 = 0, pour laquelle on a montré que toutes
les fonctions de Melnikov d’ordre supérieur s’annulent identiquement.

5.4.5 Cas c¢gp = ap2 = 3bip(cqs — narr) + 2¢1(2¢3 +nez) =0

La condition d’annulation de Mj
9[)1064(510 — 27702 — 463) + 2(?76164 + 6b1003)(377a11 —C1 — 304) =0

n’est pas tres maniable. Par conséquent, on ne poursuit pas le calcul des fonctions de Melnikov
d’ordre supérieur.

5.5 Synthese des résultats
5.5.1 Un résultat algébrique

Dans les cas
co =c1 = cq4 —nail = ag2 = bip — 2nca —c4 = 0, (23)

et

co = ap2 = 3bio(ca — nair) + 2¢1(2¢3 + nez)
= 9b1064(blo — 2ncy — 463) + 2(?76104 + 6b1003)(377a11 —c — 364) =0, (24)

nous avons mis un terme au calcul des fonctions de Melnikov d’ordre supérieur. Afin de détermi-
ner la forme générale de ces dernieres, on introduit les fonctions (7m.n)mn>0 €t (Sm.n)m>0n>1,
ainsi que les 1-formes différentielles (74)r>1 comme suit :

1
Tm,n(ya Hn) = 7H:]n>

X
Sm,n($,y, Hn) = 7H777n =T Tm,n(vaT])a

Yy
dzx
Yk

T =

Signalons que par définition :
TI = W02, T2 =wo1 €t T3 = woo-
Lemme 5.41. Pour tout entier k, k > 3, on a l'identité

k+1 2k — 1 2(k —2
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PREUVE. Nous avons d’ores et déja montré ce résultat pour les cas k = 3 et k = 4 dans les
Lemmes 5.18 et 5.38. La preuve pour k > 5 suit le méme schéma.
On écrit

T
Th+1 =d {ykﬂ} (k+1) k+2 dy,
T x
soit

z 1
ki1 — (k+ Drme = d[ ]+ k(k+1) 5 <173_y2>dy

2z 222
d[]+k(k+1)y <dH+ = da ;;dy>

z2 23
= k(D)oo dHy + d [+ 26k + 1)rde — 2K+ 1)y
D’autre part,
3 32 3
d [ykﬂ] - Fd —(k+ 1)yk+2 dy,
x2 T 2x 1
yk+1dx: Sy X ?d 230k 1dH, —|— H dy+2 kde
1
= —s91_1dH. H,
550k 1d n+d[]+k 150k~ 1d +k 17'k 1—1-%
k+1 1
= — " sor_1dH, o _
20k —1) 0k 1dHy +d[ | + P Y
si bien que
k(k+1 2k(k — 2
kntie1 — (K + 1)1 = —5{;1)30 p—1dHy +d[ ]+ k(:l)HnTk_l + (k — 2)7g,
d’ou le résultat. [ |

Corollaire 5.42. Pour tout entier k, k > 3, il existe un polynome Ty, tel que
T = ( )dHy +d[ | + Ty (Hy)woo.

PREUVE. Les cas k = 3 et k = 4 on été traités dans les Lemmes 5.18 et 5.38. Pour k > 5, c’est
une conséquence immédiate du Lemme 5.41. |

Proposition 5.43. Considérons les deux cas (23) et (24). Pour tout entier k, k > 1, on a les
décompositions suivantes

gkw = Gr+1dH;) + dRj41 + Niya,

ol gry1 est une combinaison linéaire de fonctions (Tymp)mn>0 €t (Smn)m>0n>1,
Ry.11 est une fonction analytique du demi-plan {y > 0} et

Nit1 = Si41(Hy)woo

avec Sgy1 un polynome dont les coefficients dépendent uniquement de ceux de la perturbation.
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PREUVE. On raisonne par récurrence sur 'entier k, k > 1. Le résultat est immédiat pour g, (et
méme pour gi). De plus, dans les deux cas on a

My =0 et My;=0,
ce qui est équivalent a I’annulation des 1-formes N7 et N.

On suppose le résultat vrai pour un entier k¥ > 1. Par définition de g1, Riy1 et Nki1, on
a la relation
gk—l—ldHn 4+ dRpy1 + Niy1 = grw = glgde?? + grdR1 + giN1.
919 contribue & gr4; ne contient que des fonctions de type (Tmn)mn>0 €t (Smn)m>0n>1-

En effet, considérons des entiers m,n,,j, on a clairement les identités suivantes :

TmmnTi,5 = T"m+in+j,
TmmnSi,j = Sm+in+j,

_ .2 _ n :
SmnSij = T Tm+in+i = "m+i+ln+i—2 T Pm+int+j—1 — §Tm+i,n+j (n,j >1),

d’apres la relation fournie par 'intégrale premiere :

D’autre part, ’hypothese M7 = 0 entraine N7 = 0.

Il ne reste qu’a étudier le terme gydR;. En tenant compte des contraintes d’annulation des
coefficients agy et cp, 21 s’exprime comme combinaison linéaire des fonctions 79 1, 70,2, 71,1, So,1,
S0,2 €t s11 :

Ry € Vect(ro,1,70,2, 71,1, 50,1, 50,2, 51,1)-

Considerons deux entiers m et n d’une part et un couple d’entiers

(,5) € {(0,1),(0,2), (1,1)}

d’autre part. Il nous faut étudier différents cas.
Tout d’abord,

Tmndrij = iPmyi-1n+jdHy — Jrmyingi1dy

. ] (m +1
= Tmti-1,n+jdH, +d |:]Tm+i,n+j:| - Mrm+ifl,n+jdHn

Jj+n j+n
n —mj J
T i dHy + d | —— i |
n +] Tm+i—1,n+j n + |:] T nrm+z,n+j:|

Aucune contribution n’est apportée a Ny 1.
Considérons j > 1,

Tmndsij = Tmnd(T Tij) = Tmtin+dT + Smndri ;

_ m-+1
= H”] Tn+j + Sm,ndri,j-
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Le premier terme peut étre traité grace au Lemme 5.41. Sa contribution & l’expression de
Ni+1 prend la forme
m’/rL’i?j
Sk+1 (Hn)WOO;
olt 5,71 est un polynéme qui dépend des entiers m,n, 1, j.

Considérons n > 1,

Smndrij = i8myi-1n+50Hy = JSmtintjr1dy

: J J ;
= ZSm_H'_Ln_H‘dHn +d |:j+n5m+i,n+j:| - o nHTT]n+ZTj+n
jlm+1i)
— jTSm—I—i—l,n-‘rjdHﬂ
m—mj J i
= St dHy + d[ | — ——H .
— Sm+i—1,n+j n+ [ ] i+tn n  Tntj

Considérons n, j > 1,
2
Smndsij = Ty pdrij + T4 g jda
2

T
= xzrm,ndri,j - ?drm+i,n+j + d[ ]

Pour conclure, il suffit d’étudier le terme suivant :

in —mj ]
5U27“m,nd"”z‘,j = (yQI—L7 +y— g) <n—i—jjrm+i_1’n+jdHn +d [j—tiy-Ter+i’n+j:|>

n —mj
= niﬂ(rm+l7n+]_2 + Tm-i—i—l,n—i—j—l - grm'ﬂ_lﬁ‘w)dﬂn —+ d[ ]
J 2
T in+i((2yH, +1)d dH,),
j+n7”m+z,n+y(( Yy + )dy +y ,7)
ce qui acheve la démonstration. -

Par conséquent, nous avons les résultats algébriques suivants :

Théoreme 5.44. Les 1-formes (Ny),~, appartiennent au module de type fini engendré par woo
et wor sur Ry p[Hpy), ot Ryp = Rlagj, ;5,0 < 4,5 < 2.

PREUVE. Les décompositions précédentes de w, giw et gow, obtenues dans les Lemmes 5.2, 5.14,
5.21, 5.25 et 5.30, fournissent de telles expressions pour N1, No et N3. Pour k£ > 4, nous avons
essentiellement rencontré quatre cas :

e le cas ¢y = ¢1 = byg = 0, pour lequel nous avons prouvé dans la Proposition 5.33 que

Vk24, NkEO,

e le cas ¢ = ¢4 = aq1 = 0, pour lequel la Proposition 5.35 assure également ’annulation des
1-formes (Ng)g>4,

o les cas (23) et (24), pour lesquels la nature des 1-formes (INj)g>4 vient juste d’étre étudiée
dans la Proposition 5.43. |
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5.5.2 Syntheése des résultats

Nous reprenons dans cette partie les résultats trouvés sur les fonctions de Melnikov sous
forme de deux théoremes :

Théoréme 5.45. La premiere fonction de Melnikov
M, : he]—1/2n,0] — —y{ Y(fdy — gdx)
Hy—,

a au plus deux zéros dans lintervalle | — 1/2n,0[, en tenant compte de leurs éventuelles multi-
plicités.

Si My = 0, alors la seconde fonction de Melnikov Mo a au plus deux zéros sur ce méme
intervalle.

Si My = 0, alors la troisiéme fonction de Melnikov M3 a au plus deuz zéros.

Nous avons arrété les calculs des fonctions de Melnikov successives a ’ordre 4. Il est cependant
possible d’en donner la nature :

Théoréme 5.46. Les fonctions de Melnikov (My(h))k>1 appartiennent au module de type fini
engendré par I11(v/—h) et Ha(v/—h) sur R, p[v/—h], ot Ry p = Rla; j, 65,0 < 14,5 < 2], avec

(X)) =1-+2nX, et T(X)=1-2nX?=(1-+/2nX)(1++/2nX).

PREUVE. Il s’agit d’une conséquence du Théoreme 5.44 sur la nature des 1-formes différentielles
(Ng)g>1. Pour £ > 1, on appelle Uy et Vj les deux polynomes a coefficients dans R, pour
lesquels

N = Uk(Hn)WOO + Vk(Hn)w(D-

Ainsi,
Mk(h) = - /H 7h N
= —Uy(h) /anh woo — Vi(h) /Hn:h wo2
= — 2(Ux(h)I3(h) + Vi (h) I, (h))
37 m
=—2 (Uk(h)W(l +2mh) + Vi(h) (1 = \/%le))
3 2
) - I (V)
d’ou le résultat. -

Toutes les fonctions de Melnikov (M} )r>1 peuvent ainsi s’écrire comme des polynémes en
V—h.

Enfin, nous donnons dans la proposition suivante des conditions suffisantes sur les coefficients
de la perturbation pour que la singularité du systéeme perturbé reste un centre.
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Proposition 5.47. On suppose que les coefficients (a; j)o<ij<2 et (bij)o<ij<2 des fonctions de
perturbation vérifient les conditions d’annulation de la premiere fonction de Melnikov My, a

savoir
boo = 0,

bo2 = a1,
3boo + 77(2[)01 — alo) =0.

Si d’autre part 'une des deux conditions est satisfaite

co =c1 =bip =0, (25)

c1=cq4=ap =0, (26)

alors, pour des wvaleurs du parametre de perturbation € assez petites, la singularité du systéme
perturbé demeure un centre.

PREUVE. On suppose que M; est nulle. Les Corollaires 5.34 et 5.36 assurent que pour chacune
des conditions (25) et (26), toutes les fonctions de Melnikov d’ordre supérieur ou égal a deux
s’annulent. Le théoreme de Poincaré-Lyapounov (cf. Introduction, Théoreme 1.10) montre que
dans ces cas la, la singularité du systeme perturbé est alors bien un centre. |

On résume les résultats obtenus sur les fonctions de Melnikov dans le diagramme suivant.



M; a au plus deux zéros

M; =0
bao = 0, boz = a11, 3boo + 1(2bo1 — a1p) =0
Ms a au plus deux zéros
My =0
co=c1 =bip=0 cpr=cs=a;1 =0 co=c1=c4—mnay; =0 c1 = a1 = 3bip+2ncy =0 co = ap2 = 3bio(ca — nai1) + 2¢2c3 +necz) =0
Vk>1, My=0 Vk >1, M=0 M3 a au plus un zéro M3 a au plus deux zéros M3 n’a aucun zéro
M3=0

2(7]6164 + 6()1063)(377@11 —C] — 364)
a1 =0 biop =0 agz = big —2nca —c4 =0 co=0 ca=0 +9b10c4(b1o — 2ncg — 4c3) =0

Vk>1, Mc=0 VYk>1, Mc=0 My =0 Vk>1, Mc=0 VYk>1, Mg=0 My ?



Chapitre 111

Une famille de systemes différentiels
avec domaines elliptiques

1 Introduction

On considére la famille de sytemes différentiels (F)) suivante
. 2 2
T =y—2z°+ \Ny* —v),
(Ex) { ( )
y = —2wy,
ou A est un nombre réel strictement positif.
On signale que pour A = 0, il s’agit de la forme normale étudiée dans le Chapitre II.
1.1 Intégrabilité

La 1-forme w) associée est

1 11
— —|dH+ )=~ =4d
w[ - <y y? y)]

= ;d {H+)\<ln]y|+;>],

ou H est 'intégrale premiere de cette forme normale, dont on rappelle I'expression :
2 1

2y

H(z,y)

De tels systemes sont intégrables, d’intégrale premiere

1 2 a—-1
ap) = Ha) + 3 (nlyl 41 ) =55+ 22 4 amy)

et de facteur intégrant associé
1

P (y) 7

1.2 Recherche des singularités

La recherche des singularités donne :
=0 et y(Ay+(1-X)=0.

119
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A—1
Si A # 1, alors les singularités sont en I'origine et en (O, )\>'

Si A =1, alors l'origine est la seule singularité.
Dans la suite de ce chapitre, on distingue tout d’abord le cas général A # 1 du cas particulier

A=1

1.2.1 Le cas général A # 1
Les portaits de phases font apparaitre une singularité de type centre et une singularité non

hyperbolique avec domaine elliptique.
D’autre part, si A > 1, le centre se situe dans le demi-plan {y > 0} et l'origine est une

singularité avec domaine elliptique orienté dans le demi-plan{y < 0}.
Si0 < A < 1, le centre se situe dans le demi-plan {y < 0} et l'origine est une singularité avec

domaine elliptique orienté dans le demi-plan{y > 0}.

“‘m\‘\\\\\\\“\ = 7]
P S B '\ (

B i T S L
R RN

Fic. 1 - Cas A > 1. Fig. 2-Cas 0 < A < 1.

1.2.2 Le cas particulier A =1
Dans ce cas particulier, on a le systeme (E) :

& =y? — 222,
. (1)
y = —2uzy,

pour lequel I'intégrale premiere se simplifie et vaut

1 z?
H@w=?+mw

Ce systeme possede en outre une symétrie supplémentaire par rapport a 'axe des abscisses.
Il présente en l’origine une unique singularité, non hyperbolique, avec deux domaines elliptiques.
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F1G. 3 — Portait de phase du systeme (1).

2 Premiere étape : déformation générant deux centres

2.1 Le cas général \ # 1

On souhaite déformer la singularité avec domaine elliptique en une autre singularité de type
centre. Plus précisément, on perturbe le systéme (F)) de maniére analogue au cas A = 0 du
Chapitre 11 :

&=y = 22"+ Ay> —y) -,
. (2)
y = —2xy,
ou 7 est un parametre réel strictement positif.
On appelle w,, la 1-forme associée au systeme perturbé (2)

1
wy = @dH)\ — ndy,

qui s’exprime encore sous la forme

1
o= e[+ 5

Cela assure I'intégrabilité du systeme (2) et fournit expression d’une intégrale premiere que
I’on note H{7\ :
1
2

A -
Hn (x,y) - Yy

A—1
(mQ—i-ﬁ) + —— + Aln|y|,
2 y
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dont le facteur intégrant associé est encore .

Avant de déterminer la nature des points singuliers obtenus, on recherche des conditions
d’existence sur le parameétre h des lignes de niveau C = {(z,y) € R? | H;,\(x, y) = h}.

Lemme 2.1. Il existe un réel hg tel que les lignes de niveau C,)L‘ existent pour tout h supérieur
ou €gal a hg.

PREUVE. On procede par analyse, pour y non nul :
n
Hp(z,y) =h <= a*=y*(h—Auly]) - (A - =5 (3)

En notant n
Xiy(y) = y*(h = Anfy]) = (A= Dy = o,

I’équation obtenue en (3) s’écrit
i (y) = £/ X3 ).

La fonction X ,i‘ est de classe C*° sur R*. Elle ’est méme sur R tout entier en prolongeant
par continuité a gauche et a droite de 0, grace a la relation de comparaison

lim yIn|y| = 0.
y—0

Pour tout réel y non nul, on a
(X)) (y) = 2y(h = Alnly]) = Ay +1 -, yeR,
(X2)"(y) =2(h = Alnly) = 3\, yeR*,
si bien que

h 3
(X)'(y) >0 <= 2\In|y| <2h -3\ <<= |y|<wo, avec yo=exp <>\ - 2> .

On en déduit les variations de (X}\)" (voir tableau de variations ci-apres).
Pour connaitre le signe de (X fl‘)’ il suffit de regarder les valeurs que cette fonction prend en
—1o et yo. En remarquant que

(X2)"(yo) =0 <= 2(h—Aln[y|) =3\ =0,
on obtient
(X3) (=0) = —yo(2(h = Alnfyol) = A) + 1= A= =Xy + 1=\,
(X7)(30) = 90(2(h = Alnfgo[) = A) +1 =X =2xgo +1 - X
Par définition de yq,

li h) =
h—1>I-|1:loo yO( ) +oo,

si bien que 'on peut choisir h assez grand pour que ’on ait a la fois

(X2 (—yo) <0 et (X2)(yo) > 0.

Le théoreme des valeurs intermédiaires confirme dans ce cas 'existence de trois réels y, v
et y3 en lesquels (X ;l\)’ s’annule et tels que

1 < =y <0<y2<yp<ys pour A>1,
ety < —yo <y <0<y <ys pour 0 <A<I.

On en déduit le tableau de variations de X ;Z\, pour A > 1:
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(X7)" () -

(X} //////
0
N\

(X3) (v) + - + -

Xi O 0\ /Q 0\
h p(h) v(h) a(h) B(h)
On a
yEIinooX})l\(y) = —00,
3
X7 (=y0) = y5(h — Mnlyol) — (1 = A)yo — g = iAyg + (A= 1Dyo — g

Xj(0) = =3 <0,

n 3 n
X (yo) = 5 (h = A [yol) + (1= Nyo — 5 = 55 + (1= Mo = 5-

Pour y¢ assez grand, soit encore pour h plus grand qu’un certain hg, les deux dernieres
quantités sont positives strictement et les lignes de niveaux C,)l‘ ont un sens pour h > hg. En
effet, il existe dans ce cas des fonctions «, 3, pu et v en lesquelles X ;l\ s’annule et telles que

u(h) <y1 < —yo <v(h) <0< alh) <y <ys < B(h).

La fonction z7 est alors bien définie sur [u(h),v(h)] U [a(h), B(R)]. [ |
Ce résultat reste valable dans le cas A = 1.

L’analyse des points singuliers du systeme (2) fournit deux candidats : (0,y_) et (0,y4), ou
y— (resp. y4) est la racine strictement négative (resp. positive) de ’équation du second degré

M2+ (1=Ny—n=0.

En effet, n et A étant strictement positifs, le produit des racines de cette équation est stric-
tement négatif.

123
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Proposition 2.2. Les points singuliers (0,y—) et (0,y+) du systéme (2) sont des centres.

PREUVE. Au voisinage du point singulier (0,y_) (resp. (0,y+)), les lignes de niveau C,’l\, pour h
fixé dans 'intervalle ]hg, +-00[, sont I'union de deux courbes fermées notées v, et ’yf{, respective-
ment définies sur les intervalles [u(h), v(h)] du demi-plan {y < 0} et [a(h), B(h)] du demi-plan
{y > 0}. |

T e e e e e e e i L

T T T T
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LN ////;;}%

VAN 27 f

Fi1Ga. 4 — Portrait de phase du systeme perturbé, n = 0.1.

2.2 Le cas particulier A =1

On souhaite déformer cette singularité avec deux domaines elliptiques en deux singularités
de type centre. En perturbant le systéme de maniére analogue au cas A # 1, on a le résultat

& =y® —2a% -,
y:72l‘y7

escompté :
(4)

ou 7 est un parametre réel strictement positif.
Le systeme (4) est lui aussi intégrable et son intégrale premiere, que ’on note H,ll, vaut :

1 U
1 _ 2
Hn(l'vy) - y2 (l’ + 5) +1H’y|,

dont le facteur intégrant associé est encore 1.
D’autre part, on montre de la méme maniere le lemme suivant sur ’existence des lignes de
niveau.

Lemme 2.3. Il existe un réel hq tel que les lignes de niveau Cj, = {(z,y) € R* | Hy(x,y) = h}
existent pour tout h supérieur ou €gal a hg.

L’analyse des points singuliers du systeme (4) fournit deux candidats, (0, —/%) et (0, /1),
dont la nature se vérifie comme pour le cas général \ # 1 :

Proposition 2.4. Les points singuliers (0, —/n) et (0,/n) du systeme (4) sont des centres.
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Apres une premiere déformation, identique quelle que soit la valeur de A, les systemes dif-
férentiels obtenus présentent les mémes caractéristiques géométriques : une singularité de type
centre dans chacun des demi-plans {y < 0} et {y > 0}. La suite de 1’étude montre que les
résultats obtenus dans le cas général se maintiennent pour le cas particulier A = 1.

Afin de ne pas alourdir les notations, on ne signale pas toujours la dépendance en .

3 Seconde étape : recherche de cycles limites

On suppose désormais que 7 est fixé et on étudie le comportement du systéme précédent
sous la perturbation suivante :

y = —2xy +eg(x,y),

ou f et g sont des polynomes réels de degré deux donnés par

{ f(z,y) = ago + a10z + ao1y + a20z* + a112y + apy?,
g(x,y) = boo + b1ox + bo1y + b2ox? + br1zy + boay?,

et £ est un petit parametre strictement positif (¢ < 7).
On note w; la 1-forme associée au systeme (5)

1
we = @dHé‘ +e(fdy — gdz) = wy +e(fdy — gdz).

Pour ¢ assez petit, il existe deux applications de premier retour L2 et LT, définies respecti-
vement sur des sections transverses ¥~ et ¥ des demi-plans {y < 0} et {y > 0}. Ces sections
peuvent étre paramétrées par Hg‘ lui-méme :

L : hé€lhy,+oo[— L-(h) et LI : h&lhg,+ool— LI(h),

£

avec

LZ(h)=h+eM; (h)+ 52M5(h) + O(e%),

£

LY (h) = h+eM; (h) + M (h) + O(?).

Dans la suite, nous calculons les coefficients a l'ordre 1 et 2 du développement de ces appli-
cations en séries entieres en €.

3.1 Les premieres fonctions de Melnikov

Les premieres fonctions de Melnikov s’écrivent

My : he Jho,+oo] — — ¢ o(fdy — gda)

_7{_ (
T
et M he]ho,+oo[»—>—j<1{+¢(fdy—gdx).
Th

On introduit & nouveau la 1-forme

w = P(fdy — gdx)

et les 1-formes élémentaires
xlyd xlyd
wij = %d:ﬂ et 5ij = %dy, 0<i4+75<2,
Yy Yy

qui la composent :

w = E aijél-j — b,-jwz-j.
0<i45<2
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On cherche tout d’abord a exprimer ces 1-formes a ’aide de différentielles de fonctions et de
la différentielle dH%‘.

Lemme 3.1. On a les identités suivantes

1 T 1
doo = d |:_2y2:| ) d10=1d |:_2y2:| + 5(4101,
1
do1 =d [—y} , 602 =d[Inlyl],

A-1 X
b20 = —In|y|dH) +d [ln|y|H,;‘+n+

— 2 1p?

x x 2 A=1) 2 n A—1
o= —dH?+d|Z (—Smr 22 L
1=t [y( BT 6y 3 n’y|>}+3Aw00+ ox Lot
3 (1 A—1 3\ In |y|
= 2 dH) +d |-~ H) AT Vel L1
10 = g ¢ ¥ _y"+4y2+2y+ y}

1 . LoA=T A, A
w11:<2—ln|y\) dHy +d 11r1|y|Hn—|—W—§ln ]y|—§ln|y| )
x (2 2 A=-1) 2 n A—1
= dH}+d |~ (1-~H) -1 s w1
o2 = Ry _y( T oy +3n’y|>]+3Aw°°+ o 01

PREUVE. Certaines de ces relations ont déja été prouvées dans le Lemme 5.1 du Chapitre II.
Pour les autres, on utilise les expressions de l'intégrale premiere H;]\ et de sa différentielle :

A _ 2, N A
2z 2 n 1—X A
dH) =224 —7(2 7) A
TP +[y3x+2+y2 v Y

2 1 1—A
:—fda: - = [QH,;\ — 2 \Inly|+ — — )\] dy,
Y Y Y

On trouve
d20 = ; [H% — # — )\;1 - )\ln|y|] dy = ;Hﬁ\d - 2iy3dy - )\y_Qldy - )\ln‘y|dy
=—In|y|dH, +d [m ly|H, + 4”? - Ayl - gln2 !yl] ;
wlozij[dH,iJr(nyqL;—l;?A—;)dy]
- 21de3 + ;jider %dy - 12;3/\61?/— 2;\2 Y
_ ;ydﬂmd [—;; = % + 14;3 ;y] + ;wlo

Il s’ensuit que

3 22 np 3A—1) 3
= “dH  +d |- - L 22 77
0= gy M - [ y: o 2y3 492 * 2y
3 1 A—1 3 In |y|
= —dH)+d|--H AT Nl LAY I

2y * [ y * 42 2y
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D’autre part,

o =d [_x] + wo2,
Y
11— A

1
— ZdH> -
w11 2d n 2y ydy
1 A\ voA—=1 A, A
:<2—1n]y|> dH, —l—d[ln|y\Hn+2y—2ln |y|—§ln\y|
1 A—1 A A
ln]y\dH)‘—i-d [( —|—ln]y\> H/\—I—W—fl 2\y[ ln\y[],
et
I _d[ﬁ_nx]ﬂ(A_n)dy
02 gm0 y 3y3] y\y ¥
r nw Ty 2 23
=d | = - = “dH) +d | —== A—1)6
[y 3y3]+y Tt [ 3y? T Joi0
x r 2z (22 n x 1—A
= ZdH) +d | \= - = (S 4+ 5 1-N)—|—
" n T [y 3 <y2 2y2>+( >2y2] 5 w01
x x 2 200 —1) 2
= ZdH) +d |= (A —ZH) 1
(l [y( 37 T gy +3“'y'>]’
d’ou le résultat. [ ]

On en déduit la décomposition de w :

Lemme 3.2. La 1-forme w peut se décomposer sous la forme

w = g1dH, + dRy + N,

ol
b11 3 1 C1 T
- 1 _ —b -, ar
g1(x,y) 5 o n |y| 10y+ Ny
A
Ri(x,y, H,;‘) g + yf +calnly| + 50 In? y| — Iyl + b H)‘f - cOH,?‘ In |y|
x 1 )\ -1 x 2 2 T
— bpo— _ e 1 = H}\
02y+< 2a10+ o cl> y2+3 n |yl Y el
Ny(z,y, H ) Ajwoo + Biwor + Crwa,
“ 3\ A—1
co = b11 — ago, c1 = ai1 —bo2, c2 = —ap1 — 7510 + (A —1)ag — b11,
1 A—1 A
c3 = —§a00 + ZCLQO T b1o, c4 = ap2 + 5611,
1 A—1
Ay = —bgo + icl, By = -ajg —bo1 + c1, Ch = —bap.

3\ 2 2

Cette décomposition permet de donner des expressions des premieres fonctions de Melnikov.

Corollaire 3.3. Les premieres fonctions de Melnikov M| et M1+ s’expriment comme combinas-
sons linéaires de trois intégrales indépendantes

My (h) = —A1 K1 (h) + B1K3(h) — C1K3(h)
et M (h) = A1K1(h) + B1Ks(h) + C1 K3(h),
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K1——j{ woo, Kz——]{
o e

h

ot
wo1 et K3 = —% w20-
’Y+

h

PREUVE. On se place dans le demi-plan {y > 0} et on montre en premier lieu le résultat pour
la fonction Mfr . Par définition,

Mf(h):-yf w:—?{ glng—f de—?{ Ni.
o o o o

h

Il est clair que la premiere intégrale est identiquement nulle

f gldH;‘ =0.
'Y+

h

Par ailleurs, les lignes de niveau ’y;{ sont contenues dans le demi-plan {y > 0}. R; étant
analytique sur ce demi-plan, on a également

7{ dR1 = 0.
T

M (h) = 7{ Ny = jl{ Arwoo + Biwor + Crwag
T T

= AlKl(h) + BlKQ(h) + ClKg(h)

D’ou

5
=
||
S~
=
I

B —7{ Ajwoo + Biwor + Crwag
v

h

—a(h) q
=- /ﬁ(h E[Al + Byy + C1(—zp(—y)) |z}, (—y)dy

)
—B(h) q ) ,
- / 5141+ Buy -+ Crlan(-)) (- (~)dy

Bh) q
"3

—9 [A1 — Byy + Ci(xn(y))?)a, (y)dy

a(h)
=/ Aqwoo — Biwor + Crwag
o
= — AlKl(h) + BlKQ(h) — ClKg(h).

D’autre part, on s’assure numériquement de l'indépendance des intégrales curvilignes K,
K5 et K3, ce qui termine la preuve. [ |

Nous ne sommes pas en mesure de calculer formellement les intégrales Ky, Ko et K3. Pour
rechercher des cycles limites, on s’intéresse tout d’abord au cas ou les deux premiéeres fonctions
de Melnikov ont des zéros identiques. Le corollaire précédent offre clairement une condition pour
laquelle cela se produit :

Corollaire 3.4. Si B; = 0 alors les premiéres fonctions de Melnikov vérifient
Vh €]hg, +oo[ M (h) = —M; (h).

On trouve alors autant de cycles limites dans chaque demi-plan. On espere faire émerger
quatre cycles emboités deux a deux, ce qui ne semble pas étre le cas apres simulations numériques.
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Proposition 3.5. Pour certains coefficients des fonctions de perturbation f et g, il est possible
d’obtenir un zéro identique pour les premicres fonctions de Melnikov.

Il semblerait que les deux degrés de liberté (A; et C1) dont on dispose ne suffisent pas &
obtenir plus d’un seul cycle limite autour de chaque centre.

On revient au cas By # 0 et on procede ainsi : on cherche tout d’abord une plage de
parametres pour laquelle M1+ admet deux zéros, puis on regarde combien on peut obtenir de
zéros pour M, dans cette plage. Finalement, on arrive au résultat suivant :

Proposition 3.6. Pour certains coefficients des fonctions de perturbation f et g, il est possible
d’obtenir deuz zéros pour M et un zéro pour My dans lintervalle |ho, +00|.

014

012

0.04

0.0z

FiG. 5 — M;" et M| pour A; = 0.9, B; = 0.094 et C; = —0.41 dans la cas A = 1.

3.2 Les secondes fonctions de Melnikov
Les deux fonctions de Melnikov M, et Mfr sont identiquement nulles si et seulement si
A1 = B1 = Cl = 0.

Dans ce cas, il faut étudier les secondes fonctions de Melnikov M, et M, . D’apres I'algo-
rithme de Francoise, ces fonctions valent

M2<h>=—7£

Afin d’estimer M, et M; , on décompose la 1-forme gyw en cherchant des fonctions analy-
tiques go et Ro sur les demi-plans {y < 0} et {y > 0}, ainsi qu'une 1-forme Nj telles que

qw et My (h) = —y{ qiw.

- +
h Tn

qlw = ggdH;\ + dRsy + Ns.
Faisant appel a la décomposition de w obtenue dans le Lemme 3.2, on a

g\w = gidH, + g1dRy + g1N1,

avec
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car
A1 =B :Cl =0.

Le terme g7 contribue uniquement & la fonction go. Par conséquent, il suffit d’étudier le
second terme. On le décompose comme suit

b . . - ;
g1dR; = d [—”Rl] + §1dRy + G1dRy + §1dR) + §1d Ry,

avec 3 1
~ C1 .CU
—colnly| — Zbio—
g1(y) = coln|y| ph10; g1(z,y) = 2y

~ 1 1 A In 1
R (y, Hé‘) =c—+tez— eyl + S In? |y| — Ab1g i + blo—H,?‘ —coln|y|H,
y oy 2
- x 1 A—1 r 2 x 2
R = —bpa— Sy - -~ —HA
o) = —tma® + (—qa+ 25t ) £+ 2oy - 2o

Pour calculer les fonctiong. de Melnikov E:L I’ordre deux uniquement, on s’intéresse juste aux
contributions des termes gld{%l, g1dRy, g1dRy et g1dR; pour la 1-forme Ny de la décomposition

de giw. On appelle Na, No, Ny et Ny ces contributions respectives.

3.2.1 Calcul de ]ifg

la 1-forme §1dR; ne fait intervenir que la variable y et l'intégrale premidre Hﬁ‘ Par consé-

quent, elle s’ecrit sous la forme
G1dRy = ( )dHé\ +d[ ],

ou () et [ ] sont des fonctions analytiques sur les demi-plans considérés et dont 'expression
importe peu pour la détermination des secondes fonctions de Melnikov.

Ainsi, on a
Ng =0.
3.2.2 Calcul de ]672
On a
RN 3. 1 T 1 A—1 T 2 :/c 2
gidR; = ( cpln ]y\ — *blof d|—=bge— + | —=zai0 + €| —5 + *le ]y\ — fclfH)‘
Y Y 2 6 Y 3

T 1 A—1
=—c <b02 + ﬁclH > In |y|d [y] + < 5 ) 01> coln|y|d Lﬂ]

2 X 3 2 A 1 X
+ 50061 In |y|d |:y In ’y|:| + §b10 (bgg + 3)\61H77> Ed |:]

3 A—1 1 |z 1 |z 2 =z 3.1
—a10 — —— bio—d | = | —bioci—d |1 ——c1— 1 — Zhyo~ | dH).
+ (4a1o AN C1> 10y |:y2:| 1001y [y n@/|] 3)\01y <Co n|y| 5 1oy) n

Lemme 3.7. On a les identités suivantes

[ n A—1 1. [x 1
] 2 =()dH) — —wgg — —d|=] = -
n’y‘d _y:| ( )d n +d[] 3)\(,(}00 2\ —QWo1, d I: :| d[]+ 20(.)()1,
[ 1 1 [z 1
lyld | 2| =d[] - = LS I TR
n |y :yQ} [] 501, ” LJQ] [+ 500,
In |y|d B ln|y]] =()dHy +d[ ]+ 76)\2 (A —2H )woo + E3vh (/\ Hp)wor + 1 @20-
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PREUVE. En effet, on a

[ x n A—1
by 2] = | Sl - 61 = O a1 = Jhn = 25 Fon,
[ x 1
In [y[d yQ] =d [yg 1T1|y@ —d10=d[] - o1,
1 [z] T 1
2a|Z = w1 — 610 =4d
” [y wo1 — 010 [2 2] + 5ot
1 T 2x 2 1
yd|:y2:|=w00—ydy—w00+d|:3 3:|—3w00—d[]+3wO0,
1
mlyid | Syl =al] - = Pas -
Yy Y
Or
In |y 1 z? n A—1 1 n A—1
e = L (-2 = A g = Dy — Ty — g - 2L
y Ay( o222y D A ) WD W
d’ou

A—1 1
1nry|d[jln|y}—<>dH9+dH+”(A—zﬂmow (A — H))wor + Twno,

62 N2 A
ce qui acheve la démonstration. |
On en déduit
1% =—0C (boz + 32)\01H$> X (—377/\0000 - )\2_/\10001> + (—; )\6_/\101> co X (—;wm)
+ 20001 (6)\20\ 2H,)woo + )\2>\2 (A = H))wor + )\wzo) + ;bm (boz + ?)2)\6ng> X %wm
+ <i >\4_)\101> b1g x %woo — b1001;d [;C In \y|] ,

2 n 1 A—
N- —b Zaqob b
2 = <3)\ 02C0 + 9)\6061 + 4010 10~ 7oy 1061> woo

A — 1 3

+ ( o (2()0200 + coc1) + 4a1060 + b101)02 + /\b1oc1Hf]‘) wo1
2 1
ﬁcoclwzo - b1001§d E In y|] .

3.2.3 Calcul de ]\:72

On a
.=z 1 1 Ao In|y| A A
G1dRy = ng [02y+03y2+64ln|y+2601n ly| — Ab1o " + byg H77 —coln|y|H,
c1 r |1 1 x 1 c1 T
== bioHM)=d | =| + ~cre3=d | = | + —(ca — coH))=d [l
)\(C2+ 10 ”)y [y] +>\0103y [yJ + )\(04 Co ”)y [In [y[]

1 1
+ ~coer—d [In?[y|] — b o1 —d [ n\y|] + 22 <b1o — ¢ ln|y!) dH;).
2 Yy Yy Y Ay Y
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Lemme 3.8. On a les identités suivantes

z |1 T 1 x A—1
—d [] =d [] — SWwo1, gd[lnly\] = ()dH, +d[] + + 2hwgo + wot,

y Ly 2y%] 2 3/\ 2\

z |1 2 z  [In|y| 1

y [y2:| [] 3400, y [ Y ] [] —:2wfl y [y n]y\L

r n

gd [1112 ’yH = ( )dH%‘ + d[ ] - w(A — ZHT?\)(A)OO — 2 ()\ HA)W01 _ XW2O

PREUVE. Par des calculs élémentaires, on obtient

z |1 T 1
—d|-|=-0p=d|—| — =
y y] 1 [2y2] 2“0
x [1 2x 2x 2 2
—d|—=|=——dy = e — =d|l |- =
y _yz] y4 [3y3} 300 = L] = g0
i
—d [In |y|] = é11,
Yy
xz [In T T 1 1 1 [z
Za [P] — 610 — Zn iy = 0+ Ztalyla | ] =[]+ Jom — [ Z1a ]
vy Ly y Yy Yy 2 Yy Ly
T 2z T T
“d[I?ly[] = =5 Iny|ldy = d [—2ln|y! x hllyq —2lnyld [ hllyl] ,
Y y Yy
d’otu le résultat d’apres les Lemmes 3.1 et 3.7. ]

En utilisant ces résultats, on a

1 1 2
Ny = %(CQ + bl()H?;‘) X (—2> wo1 + X0163 X (—3) woo

C1 A A—1
— H
+ ~(ca — coHp)) <3/\w00 + N w01>

2
()\ H’\)wm + )\w20>

A—
= i . A
coC1 <3>\2 ()\ 2H )woo + — 2

soit

= 2
Ny = (—3)\6103 - %0061 t3 0104> woo

1 1 A1 1 \
+ (—%6102 - iblo 1+ 5 (c1ca — Acper) — 2)\b1001Hq7> wo1

1 1 |z
— X0001w20 + bige1 —d [ In |yq .
Yy Yy

3.2.4 Calcul de Ng

ac x 1 A—1 r 2 x 2 oz
g1dR —bo2— —= — + -1 — —c—H
g1dRy = by [ 02 +< 26L10-|— X 61>y2+301y Y 3)\Cly 17]
cl 2 A\ Z,|x ca 1 A—1 z | x
=——1|b —cH} ) —d|—-|+—~|—2 —d|—
A <O2+3/\cl ") [y}r A\ 20T e )y
23 2
——=—d|-1 dH,
#3550 D] + Oar
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Or, le lemme suivant nous fournit des identités supplémentaires :

Lemme 3.9. On a les identités suivantes

z [z :cz] x [w} z [z
—d|—|=d|=—], Zd|5 | = ()dH) +d[], d[lny]: dH) +d[ ].
y[y] [2.@2 y Ly? )ty +dl ] y Ly ] = )y +dl ]
PREUVE. La premiere est immédiate, pour les autres, on a

T T 222 222 4
o] == 2t =0 [ 55] G = O ),

z [z 22 T 2
—d [ln\yl] =d [2 In ]y\] —In|y| <2d$ — 3dy>
Yy Ly Y Y Y

1 n 1—A A
=d[] -5y <dH$+ Edy_ /2 dy — ydy) = ()dH, +d[].
|
Par conséquent, X
NQ = 0,
et on en déduit la décomposition suivante de la 1-forme gw.
Lemme 3.10. La I-forme giw peut se décomposer sous la forme
g1w = g2dH, + dRy + N,
ot
g2 et Ry sont des fonctions analytiques sur les demi-plans {y < 0} et {y > 0},
Ny = Aswoo + Bawor + Cawoz,
avec
n n 1 2 i A—1
Ay = —<b - — —aiobio — =+ — ———b
2 = 5y %0200 — e coct + 210010 3)\01634- 32 (164 = 5y b1oct,
1 1 — 1
By = Zaloco + ZbIObOQ - 5[)1001 - ﬁCICQ + VR (20104 + 2Abgaco — )\0001)7 Cy = _37)\0061'

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.11. Les secondes fonctions de Melnikov My et ]\42Jr s’expriment comme combi-
natsons des trois intégrales indépendantes K1, Ko et Ks,

M2_ (h) = —AgKl(h> + BQKQ(h) — CQK?,(h)
et My (h) = A2K1(h) + BaKa(h) + CoK3(h).

Ayant les mémes expressions que les premieres fonctions de Melnikov, on ne peut espérer
trouver plus de zéros pour les secondes fonctions de Melnikov.

On arréte le calcul des fonctions de Melnikov d’ordre supérieur : il se complexifie et nécessite
la connaissance de go. De plus, contrairement au cas A = 0 traité dans le Chapitre II, nous ne
sommes pas en mesure de donner la nature algébrique de ces fonctions.
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Résumé

La recherche de cycles limites pour des sytemes polynomiaux du plan est historiquement
motivée par le 16° probleme de Hilbert. Les résultats obtenus dans cette thése concernent des
systemes différentiels quadratiques intégrables perturbés pour lesquels on met en ceuvre une
adaptation d’un algorithme théorique proposé par Jean-Pierre Francoise permettant le calcul des
dérivées successives de 'application de premier retour, encore appelées fonctions de Melnikov.

Le premier exemple étudié est de type Liénard et présente un centre en l'origine. Le calcul
par deux méthodes différentes de la premiere fonction de Melnikov assure I'existence d’un cycle
limite pour le systéme perturbé. Dans certains cas, on calcule les fonctions de Melnikov d’ordre
supérieur et on donne des conditions pour lesquelles le systeme reste a centre.

Le second exemple est issu d’une équation d’Abel remarquée par Liouville, dont ’étude des
singularités a 'infini fait apparaitre une singularité non hyperbolique avec domaine elliptique. On
perturbe quadratiquement une forme normale quadratique présentant cette singularité. Le calcul
des trois premieres fonctions de Melnikov assure 'existence de perturbations faisant apparaitre
deux cycles limites. D’autre part, on est en mesure de donner certains cas intégrables ainsi que
la nature algébrique des fonctions de Melnikov d’ordre supérieur.

Dans le troisieme exemple, on étudie une famille de systemes présentant soit une singularité
avec deux secteurs elliptiques, soit un centre et une singularité avec un domaine elliptique. On
espere trouver une perturbation quadratique générant quatre cycles limites imbriqués deux a
deux. L’étude des fonctions de Melnikov jusqu’a I'ordre deux ne révele cependant que l’existence
de perturbations pour lesquelles on a deux cycles autour de I'un des centres et un seul autour
de l'autre.
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Abstract

The research of limit cycles for planar polynomial differential systems is historically motiva-
ted by Hilbert’s 16" problem. This thesis work is devoted to the study of quadratic integrable
perturbed systems for which we adapt Jean-Pierre Francoise theoretical algorithm. This algo-
rithm enables to compute the successiv derivatives of the first return map. These derivatives are
also called Melnikov functions.

First, we investigate a Liénard system presenting a center at the origin. The computation of
the first Melnikov function by two different methods ensures the existence of one limit cycle for
the perturbed system. In some cases, we are able to compute higher order Melnikov functions
and we give conditions for which the system still has a center.

The second example arises from an Abel equation mentioned by Liouville having a non
hyperbolic singularity with elliptic domain at infinity. We perturb a quadratic normal form
that presents this singularity. The computation of the first three Melnikov functions yields the
existence of perturbations for which two limit cycles appear. In addition, our results provide
some integrable cases and the algebraic nature of higher order Melnikov functions.

In the third example, we consider a family of differential systems having either a singularity
with two elliptic domains or a center and a singularity with one elliptic domain. We hope to find
quadratic perturbations for which the phase portrait presents four limit cycles, two to two nasted.
Nevertheless the computation of the first two Melnikov functions only exhibits the existence of
perturbations that generate two cycles around one center and a lonely one around the other
center.
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