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(version 50) Dédié à Heisuke Hironaka

Table des matières

0 Introduction 3
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5 Spécialisations possibles d’un 5-simplexe au dessus d’un 2-simplexe τ . . . 13
6 Les ensembles Fi et Gi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
7 Les homothétiques σ(x,ε) et π(σ)(x,ε) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
8 Faces γ de φ dans Sf et Pf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2



0 Introduction

L’origine de ce travail est une question posée par François Treves au second auteur en
1982 :

Etant donnés un morphisme analytique g : Sn → R où Sn est la sphère de dimension
n, et une r-forme différentielle ω de classe C∞ sur Sn dont la restriction à chaque fibre
non singulière de g est exacte, existe-t-il une (r − 1)-forme H höldérienne sur Sn telle
que l’on ait

dg ∧ (ω − dH) = 0,

la différentielle dH étant prise au sens des distributions ?

Dans ce travail nous démontrons un analogue de ce résultat pour une forme ω sous-
analytique et continue, dans le cadre plus général des morphismes sous analytiques propres
triangulables entre espaces non singuliers (voir le Corollaire 6.3 ci-dessous). Rappelons que
Masahiro Shiota a démontré que tout morphisme sous-analytique d’un espace compact
vers R est triangulable (voir [Sh1], [Sh2], Chap. II, §3) et que le second auteur a prouvé
(voir [Te1]) que tout morphisme sous-analytique propre devient triangulable localement
sur la base après des changements de base qui sont des composés finis d’éclatements locaux
du but.
S. Chanillo et F. Treves ont prouvé en 1997 (voir [C-T], Lemme 2.2) un résultat analogue
à l’énoncé ci-dessus : sous l’hypothèse d’annulation à l’ordre infini de ω le long des fibres
singulières de g, ils obtiennent une primitive relative de classe C∞ satisfaisant la même
propriété d’annulation.

Rappelons aussi qu’une fonction h sur une variété analytique U est dite höldérienne si
tout point de U possède un voisinage V tel qu’il existe des constantes positives α et C telles
que pour x, x′ ∈ V on ait |h(x)−h(x′)| ≤ C|x−x′|α. Une forme différentielle sur U est dite
höldérienne si ses coefficients sont des fonctions höldériennes sur U et si sa différentielle
au sens des distributions peut être représentée par une forme à coefficients höldériens.
Rappelons enfin que pour une fonction, être sous-analytique et continue implique la pro-
priété de Hölder grâce aux inégalités de  Lojasiewicz étendues au cas sous-analytique par
Hironaka (cf [Hi], [Ha] et §1).

L’idée principale est de transformer ce problème d’analyse en un problème géométrique
en représentant les formes différentielles au moyen des formes de Whitney. Rappelons que
la forme différentielle que Whitney associe (cf [Whi, Chap. IV, §27]) à un simplexe d’une
variété différentielle triangulée est essentiellement une régularisation de la forme volume
de ce simplexe exprimée en coordonnées barycentriques ; c’est cette dernière que nous
appellerons forme de Whitney. L’hypothèse de triangulabilité du morphisme permet de
transporter le problème sur un morphisme simplicial f : ∆ → T au moyen d’homéomor-
phismes sous-analytiques.

Le cadre sous-analytique convient bien pour cette raison et parce que les formes vo-
lumes des simplexes en coordonnées barycentriques sont linéaires par morceaux (dans
l’étoile de chaque simplexe) et continues et donc sous-analytiques et continues. Elles sont
d’ailleurs non seulement höldériennes mais même lipschitziennes comme formes différen-
tielles définies sur l’espace entier. Il n’y a donc pas à les régulariser, et l’on a une corres-
pondance biunivoque entre simplexes et formes de Whitney, ce qui joue un rôle important
dans la suite.

La première difficulté est que la décomposition simpliciale de ∆ n’induit pas sur les
fibres de f une décomposition simpliciale. Mais nous avons remarqué qu’elle induisait
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une décomposition en prismes (produits de simplexes), et que ces décompositions étaient
naturellement isomorphes pour toutes les fibres de points de l’intérieur d’un simplexe de
la base T . L’utilité de cette géométrie prismale a été remarquée indépendamment et pour
des raisons analogues (intégration dans les fibres), par J. Dupont et ses collaborateurs
(voir [Du-L], en particulier §3, et [Du-K]). Pour rendre compte des dégénerescences de
la structure prismale des fibres qui se produisent par spécialisation sur les faces d’un
simplexe de T nous avons introduit les faisceaux prismaux. Le morphisme simplicial définit
canoniquement un faisceau prismal mais en fait il est bien plus commode de travailler avec
un autre faisceau prismal, qui est un “éclaté” de celui-ci et est trivialisé au dessus de chaque
simplexe fermé de T . Sur ce faisceau trivialisé il est facile de définir les formes de Whitney ;
la forme de Whitney d’un prisme est essentiellement le produit extérieur des formes de
Whitney des simplexes facteurs du prisme. Le calcul permet de définir naturellement
les formes de Whitney relatives. Après avoir représenté (modulo les formes exactes) la
forme ω par une combinaison linéaire de formes de Whitney relatives, on cherche H
sous la même forme, et le problème de la recherche d’une primitive relative se ramène
finalement à la résolution dans chaque simplexe d’équations aux dérivées partielles d’une
forme très particulière qui permet de démontrer assez facilement l’existence de solutions
sous-analytiques.

La première partie du texte (§1 et §2) précise le point de vue que nous utilisons sur
la combinatoire des morphismes simpliciaux. La seconde partie (§3) détaille le comporte-
ment des formes de Whitney vis à vis de cette combinatoire. On y trouve en particulier
une remarque (3.11) que nous pensons intéressante sur la version ”formes de Whitney”
de l’homomorphisme bord des châınes simpliciales. Nous avons détaillé les calculs dans
l’espoir de faciliter l’application de cette géométrie prismale à d’autres problèmes. Dans
la troisième partie (§4 et §5) nous exprimons explicitement une forme sous-analytique
comme combinaison à coefficients sous-analytiques de formes de Whitney. Dans la dernière
partie, les résultats des parties précédentes permettent de poser de manière précise les
équations à résoudre pour trouver une primitive relative ; cette partie contient les résultats
d’intégration locale et de globalisation qui achèvent la preuve du théorème 6.1 et de son
corollaire 6.3, qui est notre résultat principal.

Nous remercions les collègues qui nous ont encouragés pendant la préparation de ce
texte, et principalement Lê D.T. et Claude Weber, ainsi que le Département de Mathé-
matiques de l’Université de Genève et la School of Mathematics de l’ICTP de Trieste qui
nous ont offert la possibilité de venir y travailler à ce projet.

1 Géométrie des morphismes triangulés

1.1 Rappels

Définition 1.1. SoitX ⊂ Rn×Rm un sous-ensemble sous-analytique tel que la restriction
g : X → Rn de la première projection soit un morphisme propre. On rappelle qu’une
triangulation de cette situation est la donnée :

1. d’homéomorphismes sous-analytiques t de Rn×Rm dans lui-même et t0 de Rn dans
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lui-même, tels que le diagramme suivant soit commutatif

Rn ×Rm t
−−→ Rn ×Rm ⊃ Xypr1

ypr1
yg

Rn t0−−→ Rn = Rn

2. de décompositions de Rn × Rm et de Rn en simplexes linéaires de telle façon que
les homéomorphismes t et t0 soient analytiques à l’intérieur de chaque simplexe et
que pr1 soit une application simpliciale. Ces données doivent être compatibles avec
X : si l’image par t d’un simplexe rencontre X , elle est contenue dans X .

Dans la suite, étant donné un morphisme g triangulé comme ci-dessus, nous noterons
∆ le sous-complexe simplicial de Rn×Rm formé des simplexes dont l’image par t rencontre
X . Le sous-complexe simplicial de Rn formé des simplexes dont l’image par t0 rencontre
g(X) sera noté T , enfin f : ∆ → T désignera le morphisme induit par pr1.

Remarques 1.2. 1) D’après l’inégalité de  Lojasiewicz, tout homéomorphisme sous-ana-
lytique t est höldérien sur tout compact : pour tout sous-ensemble compact K de Rn×Rm,
il existe des nombres réels positifs C et α tels que l’on ait : ‖t(y) − t(x)‖ ≤ C‖y − x‖α.
2) L’image par pr1 d’un simplexe est un simplexe et l’image réciproque par pr1 d’un
simplexe est une réunion de simplexes.

1.2 Morphismes et faisceaux prismaux

Définition 1.3. Un prisme (resp. un prisme ouvert, resp. un prisme fermé) est un produit
de simplexes (resp. simplexes ouverts, resp. fermés) linéairement plongés dans un espace
euclidien et muni de la topologie induite ; l’ensemble vide est donc un prisme auquel,
par convention, on attribue la dimension −∞. Une face d’un prisme est vide ou est un
produit de faces de ses facteurs. Nous appellerons coordonnées barycentriques d’un point
d’un prisme la famille des coordonnées barycentriques de ses projections sur les facteurs
du prisme.

Un ensemble prismal de RN est une réunion localement finie de prismes fermés telle que
l’intersection de deux quelconques d’entre eux soit une face de chacun. Un sous-complexe
simplicial d’une triangulation de RN est un ensemble prismal.

Sauf mention du contraire, les simplexes et les prismes considérés dans la suite sont
fermés.

Un ensemble prismal de dimension pure d est une réunion de prismes de dimension d.
Une orientation d’un prisme π = σ0 × σ1 × · · · × σp est la donnée d’un ordre sur

l’ensemble {0, . . . , p} et d’une orientation sur chaque simplexe σi. Une orientation d’un
prisme détermine une orientation de chacune de ses faces. Une orientation locale d’un
ensemble prismal est la donnée d’une orientation de chacun de ses prismes.

Si un ensemble prismal de dimension pure d est une pseudovariété (resp. une pseudo-
variété à bord, voir [Spa, Chap. 3, 11]), tout prisme de dimension d − 1 est face de deux
prismes (resp. un ou deux prismes) de dimension d. Le bord, quand il existe, est le sous
ensemble prismal constitué des prismes de dimension d − 1 qui sont faces d’exactement
un prisme de dimension d. Un ensemble prismal Π qui est une pseudovariété de dimension
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d est orienté s’il est muni d’une orientation locale telle que les orientations induites sur
tout prisme de dimension d− 1 par deux prismes dont il est face soient opposées.

Rappelons qu’un morphisme simplicial d’un complexe simplicial dans un autre est une
application dont la restriction à chaque simplexe de la source a pour image un simplexe
du but et qui est linéaire en les coordonnées barycentriques.

Définition 1.4. Une application ϕ d’un ensemble prismal Π dans un ensemble prismal
Σ est un morphisme prismal si pour tout prisme π = σ0 × σ1 × · · · × σp de Π, l’image
ϕ(π) est un prisme τ0 × τ1 × · · · × τs et l’application induite ϕ sur π est linéaire dans les
coordonées barycentriques des prismes.

Un morphisme simplicial entre complexes simpliciaux est un morphisme prismal.
Un morphisme prismal entre des ensembles prismaux orientés est dit orienté s’il res-

pecte les orientations des prismes.

2 Faisceau prismal associé à un morphisme simplicial

L’exemple suivant est fondamental pour ce qui suit :
Soit f : σ → τ un morphisme simplicial entre deux simplexes ; pour chaque sommet

yj de τ , (0 ≤ j ≤ s = dimτ), posons σj = f−1(yj) et πf (σ) = τ × σ0 × · · · × σs. On se
propose de définir des morphismes prismaux

ψσf : πf (σ) → σ et θσf : f−1(̊τ ) → πf(σ)

dont les restrictions au dessus de f−1(̊τ) et τ̊ × σ0 × · · · × σs sont des isomorphismes
inverses l’un de l’autre.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté sur le morphisme f , nous omettrons l’écriture des
indices f dans ce qui suit. Ainsi nous noterons

π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs. (2.1)

Chaque sommet ai de σ est dans l’un des simplexes σj et un seul. Pour chaque j,
notons I(j) l’ensemble des indices i des sommets ai de σj . Etant donné un point x de σ,
de coordonnées barycentriques λi relativement aux sommets ai, les coordonnées de f(x)
relativement aux sommets yj de τ sont

tj =
∑

i∈I(j)

λi. (2.2)

Si l’image f(x) est dans l’intérieur de τ , les sommes
∑

i∈I(j) λi sont donc non nulles ; pour
chaque j, notons xj le point de σj de coordonnées barycentriques

µj,k =
λk∑

i∈I(j) λi
, k ∈ I(j) (2.3)

relativement aux sommets ak de σ situés dans σj . Notons θσj l’application f−1(̊τ ) → σj qui
à x associe le point xj , et θσ l’application de f−1(̊τ ) dans le prisme π(σ) = τ×σ0×· · ·×σs
définie par

θσ : x 7→ (f(x), x0, · · · , xs). (2.4)
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La projection f induit un isomorphisme simplical du simplexe enveloppe convexe des
points xj dans σ sur τ . Le point x est le point de ce simplexe dont les coordonnées
barycentriques sont celles du point f(x) dans τ . Ceci nous donne une description de σ
comme joint itéré des simplexes σj .

On peut en effet définir le joint itéré σ0 ∗ · · · ∗ σs de s + 1 simplexes σj linéairement
indépendants dans un espace euclidien comme la réunion des simplexes de dimension s+1
qui sont les enveloppes convexes d’ensembles de points de la forme (xj ∈ σj); j = 0, . . . , s.
Le simplexe obtenu est simplicialement isomorphe au résultat de la construction classique
du joint itéré comme quotient de σ0× . . .×σs× [0, 1]s. Rappelons cette construction pour
s = 1 :

σ0 ∗ σ1 = (σ0 × σ1 × [0, 1]) /〈(a, b, 0) ∼ (a′, b, 0), (a, b, 1) ∼ (a, b′, 1)〉.

Par construction, l’ensemble des sommets du joint cöıncide avec l’ensemble des som-
mets des σj . Une orientation du joint peut donc s’interpréter comme la donnée d’un ordre
sur l’ensemble d’indices j et d’une orientation de chacun des simplexes σj .

Si f est un morphisme simplicial orienté et si on munit chaque σj de l’orientation
induite par celle de σ, alors l’orientation naturelle du joint itéré déduite de celles de τ et
des σj n’est autre que celle de σ.

On définit le morphisme ψσ : π(σ) → σ = σ0 ∗ · · · ∗ σs qui, au point de coordonnées

(tj)j=0,...,s, (µ0,i0)i0∈I(0), . . . , (µs,is)is∈I(s)

de π(σ), associe le point de σ dont la coordonnée barycentrique relative au sommet ai est
λi = tjµj,i, où j est l’indice tel que i ∈ I(j). Ce morphisme est un morphisme prismal.

Remarquons que, si σ et τ sont orientés ainsi que le morphisme f , cela détermine une
unique orientation du joint itéré σ0 ∗ · · · ∗ σs et une unique orientation du prisme π(σ)
telles que les morphismes π(σ) → σ et π(σ) → τ soient orientés.

Proposition 2.1. Les restrictions au dessus de f−1(̊τ) et τ̊×σ0×· · ·×σs des morphismes
prismaux ψσ : π(σ) → σ et θσ : f−1(̊τ) → π(σ) sont des isomorphismes inverses l’un de
l’autre.

Preuve. En effet tout point x de σ s’écrit

x =

s∑

j=0

tjxj =

s∑

j=0

tj

( ∑

i∈I(j)

µj,iai

)
=

p∑

i=0

λiai.

�

Définition 2.2. Soit P un ensemble prismal. Un faisceau prismal F sur P est la donnée
pour chaque prisme fermé ρ de P d’un ensemble prismal F(ρ) doté d’un morphisme prismal
eρ : F(ρ) → ρ et pour chaque face ρ′ de ρ d’un morphisme prismal hρ′,ρ : F(ρ) → F(ρ′) de
telle façon que hρ,ρ = IdF(ρ) et que si ρ′′ est une face de ρ′, alors hρ′′,ρ = hρ′′,ρ′ ◦ hρ′,ρ. On
dit que le faisceau prismal F est propre si les ensembles prismaux F(ρ) sont compacts.

Remarque 2.3. En fait, la notion de faisceau prismal s’apparente davantage à la notion
de carapace (ce qui fut la première définition des faisceaux, voir Séminaire Cartan [Car])
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qu’à la notion de faisceau. Plus précisément, munissons l’ensemble des prismes d’un en-
semble prismal de l’ordre partiel donné par les inclusions des faces, puis de la topologie
dont une base de fermés est constituée des intervalles fermés π1 ≤ π ≤ π2. Les sec-
tions du faisceau prismal au dessus d’un fermé F sont les éléments du produit Πρ∈FF(ρ)
compatibles avec les homomorphismes de restriction.

Soient ϕ : P → Σ un morphisme prismal, F un faisceau prismal sur P et G un faisceau
prismal sur Σ. Un morphisme de faisceaux prismaux de F dans G est la donnée pour
chaque prisme fermé ρ de P d’un morphisme prismal F(ρ) → G(ϕ(ρ)) compatibles avec
les homomorphismes de restriction.

Lemme 2.4. Etant donnés un faisceau prismal F sur P et ρ un prisme de P, au dessus
de l’intérieur ρ̊ de ρ l’ensemble F(ρ) est une réunion de produits de simplexes.

Preuve. Supposons dans un premier temps que ρ soit un simplexe τ . Tout prisme de
l’ensemble F(τ) est le produit d’un simplexe d’image τ par un nombre, éventuellement
nul, de simplexes. En effet, dans le cas contraire, il existe un prisme σ0×σ1 de F(τ) d’image
τ mais tel que ni σ0, ni σ1 n’ait pour image τ . Cela implique qu’il existe deux sommets
a0 et a1 de σ0, dont on note λa0 et λa1 les coordonnées barycentriques correspondantes
et deux sommets b0 et b1 de σ1, dont on note λb0 et λb1 les coordonnées barycentriques
correspondantes, tels que les trois sommets (a0, b0), (a0, b1) et (a1, b1) du produit σ0 × σ1
aient pour images des sommets distincts de τ . Alors, les coordonnées barycentriques d’un
point de l’image de σ0 × σ1 sont fonction du produit λa0λb1, ce qui contredit l’hypothèse
de linéarité.

Si σ est un simplexe de F(τ) d’image τ , alors σ est le joint des simplexes σi = e−1
F (yi)∩σ

du bord de σ situés au dessus des sommets yi de τ . La fibre de eF au dessus d’un point de
l’intérieur de τ est donc homéomorphe au produit des simplexes σi, d’où le résultat dans
ce cas. On en déduit le résultat pour tout prisme de F(τ).

Dans le cas d’un prisme ρ, produit de simplexes, le résultat provient de ce qu’il est
vérifié au dessus de chacune des composantes du produit. Une autre manière de le montrer
est de subdiviser tout prisme ρ de la base P en simplexes, ceci par récurrence en se
fixant un barycentre dans chaque simplexe composante du prisme ρ, puis à décomposer
le morphisme F(ρ) → ρ au dessus de ces simplexes. �

Lemme 2.5. Pour toute orientation de ρ, il est équivalent de se donner une orientation
de la fibre F(b(ρ)) au dessus du barycentre b(ρ) de ρ, une orientation compatible pour
toutes les fibres F(y)y∈ρ̊, ou une orientation de l’ensemble prismal F(ρ).

Preuve. Cela provient de ce que la donnée d’une orientation d’un espace fibré (orientable)
équivaut à la donnée d’une orientation de la base suivie d’une orientation de la fibre. �

Le bord (orienté) d’un produit orienté σ0 × σ1 est

∂(σ0 × σ1) = ∂σ0 × σ1 + (−1)|σ0|σ0 × ∂σ1,

d’où, par récurrence, le bord orienté d’un prisme σ0 × · · · × σs est :

∂(σ0 × · · · × σs) =

s∑

j=0

(−1)|σ0|+···+|σj−1|σ0 × · · · × ∂σj × · · · × σs. (2.5)
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Définitions 2.6. a) Etant donné un simplexe orienté σ et une face σ′ de codimension 1,
alors σ′ hérite de deux orientations. La première est celle induite par l’orientation de σ,
c’est-à-dire la restriction de l’ordre correspondant des sommets de σ, la seconde est celle
qu’il a en tant que face de σ. Ces deux orientations diffèrent d’un signe appelé nombre
d’incidence et noté [σ; σ′].
b) Etant donné un ensemble prismal orienté P qui est une variété topologique, pour tout
couple (ρ, ρ′) de prismes orientés tel que ρ′ soit une face de codimension 1 de ρ, le nombre
d’incidence [ρ; ρ′] est égal à +1 si l’orientation de ρ′ cöıncide avec l’orientation du bord
de ρ, et à −1 sinon.

Lemme 2.7. a) Soit σ un simplexe orienté, notons σ′
i ses faces de codimension 1, alors

∂σ =
∑

i[σ; σ′
i]σ

′
i,

b) Soit π = σ0×· · ·×σj×· · ·×σs un prisme orienté, et π′ = σ0×· · ·×σ′
j×· · ·×σs une face

de codimension 1. Le nombre d’incidence [π; π′] est égal à (−1)|σ0|+···+|σj−1|[σj ; σ
′
j].

Preuve. Le a) découle de la définition du bord d’un simplexe. On en déduit le b) en
considérant les permutations. �

Définition 2.8. Un faisceau prismal F sur un ensemble prismal orienté P qui est une
variété topologique est orienté si pour chaque prisme ρ de dimension maxima de P, on
a une orientation de la fibre F(b(ρ)) au dessus du barycentre de ρ, de telle façon que si
l’on munit F(ρ) de l’orientation correspondante (cf Lemme 2.5), les morphismes hρ′,ρ sont
[ρ; ρ′]-orientés.

Les exemples de faisceaux prismaux qui suivent sont fondamentaux pour ce travail.

Exemple 2.9. Soit f : S → T un morphisme simplicial surjectif d’ensembles simpliciaux,
on définit un faisceau prismal Sf sur T en posant, pour tout simplexe τ de T , Sf (τ) =
f−1(τ). On continue de noter par f la projection de Sf sur T . Si τ ′ est une face de τ et
σ un simplexe de f−1(τ), le simplexe σ′ = σ ∩ f−1(τ ′) est une face de σ. On peut écrire
σ comme le joint de σ′ et de sa face opposée σ′′. On définit alors hτ ′,τ : Sf (τ) → Sf (τ ′) en
prenant pour hτ ′,τ : σ → σ′ la projection simpliciale de σ sur σ′ selon les fibres du joint.

Exemple 2.10. Soit ∆ un complexe simplicial fini d’une subdivision simpliciale linéaire
de Rn ×Rm tel que la restriction f à ∆ de la première projection p soit une application
simpliciale sur un complexe simplicial f(∆) d’une subdivision simpliciale linéaire de Rn.

Supposons que σ12 soit une face commune des simplexes σ1 et σ2 de ∆ et que ces
trois simplexes aient la même image τ , simplexe de sommets y0, . . . , ys. Alors le prisme
π(σ12) = πf (σ12) est un sous-prisme de π(σ1) et de π(σ2). En fait, avec la notation de
l’exemple 2.1, on voit que l’intersection de π(σ1) et π(σ2) est le prisme τ ×

∏
(σ1

j ∩ σ
2
j ),

où j = 0, . . . , s.
Remarquons que la composition θσ◦ψσ (Proposition 2.1) donne un plongement naturel

de π(σ) dans Rn × Πs
0R

m. On en déduit un plongement de π(σ1) et de π(σ2) dans Rn ×
Πs

0R
m, on vérifie aussitôt que ces deux plongements cöıncident sur σ12 et que l’on a donc

défini un plongement de π(σ1)∪π(σ2) dans Rn×Πs
0R

m. Cela montre que, si τ ∈ f(∆) est
fixé, la réunion des prismes π(σ) tels que f(σ) = τ , plongée de la façon naturelle que l’on
vient de décrire dans Rn×Πs

0R
m, est un sous-ensemble prismal F(τ) muni d’un morphisme

prismal surjectif eτ : F(τ) → τ . L’ensemble prismal e−1
τ (̊τ ) est naturellement isomorphe à
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y0

τ1 τ ′

y1

τ2
y2 τ1 τ ′ τ2

σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

π(σ1)

π(σ2)

π(σ3)

π(σ4)

π(σ5)

eSf

eτ1
eτ ′ eτ2

ψ

Sf au dessus de τ1 ∪ τ2 Pf au dessus de τ1, de τ ′ et de τ2

Figure 1 – Exemples de Sf et Pf

τ̊ × ∪k(Π
s
j=0(σ

k
j )) où les σk sont les simplexes de e−1

τ (̊τ ) d’image τ et σkj = σk ∩ f−1(yj).
On peut donc appeler fibre type Fτ de eτ la réunion des Πs

j=0(σ
k
j ).

Ce morphisme prismal a la propriété que l’image inverse d’un simplexe fermé de f(∆)
est le produit de ce simplexe par un ensemble prismal ; nous pourrons donc y définir des
formes de Whitney relatives.

Supposons que τ ′ soit une face de τ et posons σ′ = σ ∩ f−1(τ ′). D’après ce qui
précède, chaque prisme de F(τ) est de la forme τ × σ0 × · · · × σs où σj = f−1(yj) ∩ σ.
L’homomorphisme hτ ′,τ de F(τ) dans F(τ ′) est l’homomorphisme de dégénerescence qui
associe au prisme τ × σ0 × · · · × σs le prisme τ ′ × σ′

0 × · · · × σ′
s où σ′

j = f−1(yj) ∩ σ
′ si yj

est un sommet de τ ′ et un point sinon.
Notons ePf

: Pf → f(∆) le faisceau prismal ainsi obtenu.

Le théorème qui suit montre l’existence d’un morphisme canonique ψ : Pf → Sf .

Théorème 2.11. Soit f : ∆ → T un morphisme simplicial. Considérons le faisceau pris-
mal Sf de l’exemple 2.9 et le faisceau prismal Pf de l’exemple 2.10. Il existe un morphisme
surjectif ψ : Pf → Sf de faisceaux prismaux sur f(∆) tel que
a) Pour chaque simplexe τ de f(∆) les morphismes θσ et ψσ de la Proposition 2.1
définissent un isomorphisme θτ de f−1(̊τ ) sur τ̊ × Fτ . Le composé θτ ◦ ψ s’étend en un
isomorphisme prismal de Pf (τ) sur τ × Fτ .
b) La formation du faisceau Pf est fonctorielle et universelle. Plus précisément :

1. pour tout morphisme prismal φf : P′ → ∆, il existe un faisceau prismal F(P′) sur
f(∆) et un morphisme de faisceaux prismaux F(φf) : F(P′) → Pf ,

2. étant donné un morphisme surjectif ψ′ : F ′ → Sf de faisceaux prismaux sur f(∆) tel
que l’image inverse de tout simplexe τ de f(∆) par f ◦ψ′ soit réunion de produits de
τ par des prismes, il existe un unique morphisme χ : F ′ → Pf rendant commutatif
le diagramme de faisceaux prismaux au dessus de f(∆) :
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τ

y
×

τ ′ τ ′

eSf
eSf

Figure 2 – Sf au dessus de τ et de τ ′
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τ τ

eSf eτ

ψ

id

Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ

Figure 3 – Sf et Pf au dessus de τ

τ τ

eSf

eτ

ψ

id

Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ

Figure 4 – Sf et Pf au dessus de τ
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τ

Figure 5 – Spécialisations possibles d’un 5-simplexe au dessus d’un 2-simplexe τ
On a dessiné les fibres au dessus des points génériques des différentes faces de τ .
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F ′
χ

//

ψ′

!!B
BB

BB
BB

B
Pf

ψ}}||
||

||
||

Sf .

Preuve. Montrons l’existence d’un morphisme de faisceaux prismaux ψ : Pf → Sf . Un
point d’un prisme est déterminé par ses coordonnées barycentriques dans chaque simplexe.
Pour tout σ on a défini dans l’exemple 2.1 un morphisme prismal ψσ : π(σ) → σ. Les
morphismes ψσ et ψσ

′

cöıncident sur π(σ ∩ σ′), et nous avons donc défini un morphisme
prismal ψτ : Pf (τ) → f−1(τ) = Sf(τ).

Entre autres, si τ ′ est une face d’un simplexe τ , on a un diagramme commutatif :

Pf (τ)
ψτ

//

hτ ′,τ
��

Sf (τ)

hτ ′,τ
��

Pf(τ
′)

ψτ ′ // Sf (τ ′).

Le a) résulte alors de la Proposition 2.1 et de l’exemple 2.10.
Prouvons b) ; il suffit de vérifier l’énoncé restreint à un simplexe σ de Sf(τ). La

définition de Pf et la structure de produit de π(σ) impliquent que pour tout prisme
π′ de l’image inverse de σ par ψ′, on a une application naturelle de π′ dans π(σ), d’où le
résultat. �

Remarques 2.12. 1) Le morphisme ψ est essentiellement un éclatement comme le montre
l’écriture locale λi = tjµj,i. En particulier, le morphisme ψσ : π(σ) → σ n’est un iso-
morphisme que si σ est isomorphe à son image par f . Soulignons que le morphisme
π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs → σj qui rend commutatif le diagramme

σ0 ∗ · · · ∗ σs

θ
σj

##GGGGGGGGG
τ × σ0 × · · · × σs

ψσ

oo

prj
xxrrrrrrrrrrr

σj

où θσj désigne le morphisme introduit en (2.4), est bien la j-ème projection prj du produit.
2) Le jacobien de l’application ψσ est égal à :

t
|σ0|
0 t

|σ1|
1 · · · t|σs|s .

3) La catégorie des ensembles et morphismes prismaux est “la plus petite” catégorie
contenant celle des ensembles et morphismes simpliciaux et dans laquelle on a existence
et unicité à isomorphisme près du produit fibré.

L’existence du produit fibré découle du fait que, puisque les applications prismales sont
linéaires sur chaque simplexe, le sous-ensemble d’un produit π1×π2 de prismes défini par
la condition f1(x1) = f2(x2), où f1 : π1 → τ et f2 : π2 → τ sont des morphismes prismaux,
est un prisme. La vérification de la propriété universelle est immédiate.

Caractérisation des faisceaux prismaux provenant de morphismes simpliciaux
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Définitions 2.13. a) Soit F un faisceau prismal sur un complexe simplicial T , on dit
que le prisme π ∈ F(τ) est trivial s’il s’écrit π = τ × σ0 × · · · × σs ;

b) On appelle dimension relative d’un prisme π ∈ F(τ) et on note dimrel(π), la
différence dim π − dim τ .

c) On dit que le prisme π ∈ F(τ) est équidimensionnel au dessus d’une face τ ′ de τ si
la dimension relative de π|τ ′ est égale à celle de π.

Un prisme de dimension relative nulle est équidimensionnel au dessus de toutes les
faces de τ . Le morphisme σ1 → τ1 de la figure 1 n’est pas équidimensionnel au dessus du
sommet y0 de τ1.

Proposition 2.14 (Caractérisation des faisceaux de la forme Sf). Un faisceau prismal F
sur un complexe simplicial T est de la forme Sf , pour un morphisme simplicial f : X → T ,
si et seulement si :

1. Tous les prismes de F sont des simplexes,

2. Pour tout couple τ ′ < τ de simplexes de T , et tout simplexe σ de F(τ), le morphisme
hτ ′,τ : F(τ) → F(τ ′) est surjectif et on a un isomorphisme simplicial hτ ′,τ(σ) ∼= σ|τ ′.

Preuve. Le fait que les conditions 1) et 2) soient nécessaires résulte aussitôt de la
construction de l’exemple 2.9. Montrons qu’elles sont suffisantes ; nous construisons l’es-
pace X de la définition 1.1 par recollement. Notons Xτ = e−1

τ (τ), alors pour toute face τ ′

de τ , on a Xτ |τ ′ = Xτ ′ = hτ ′,τ (Xτ ). Définissons l’espace X comme quotient de la réunion
des Xτ par la relation d’identification des restrictions au dessus des faces des simplexes
de T . L’application f : X → T est naturellement définie. �

Lemme 2.15. Considérons le faisceau prismal Sf de base T . Pour tout couple τ ′ < τ de
simplexes de T , et tout simplexe σ de Sf(τ), on a équivalence des propriétés suivantes :

(i) dimrelhτ ′,τ (σ) = dimrel(σ)

(ii) σ est équidimensionnel au dessus de la face τ ′.

(iii) Si τ ′′ est la face opposée de τ ′ dans τ , la projection σ|τ ′′ → τ ′′ est un isomorphisme.

Preuve. Considérons τ comme le joint de τ ′ et de sa face opposée τ ′′. Puisque

dim σ = dim σ|τ ′ + dim σ|τ ′′ + 1

et hτ ′,τ (σ) ∼= σ|τ ′, l’assertion (i) est équivalente à dire que σ|τ ′′ est isomorphe à τ ′′ d’où le
résultat (voir Figures 1 et 3). �

Proposition 2.16 (Caractérisation des faisceaux du type Pf ). Un faisceau prismal F
sur un complexe simplicial T est de type Pf où f : X → T est un morphisme simplicial
si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

a) Tout prisme π ∈ F(τ) est le produit de simplexes π = τ ×σ0×· · ·×σs avec s = dim τ ,

b) Si τ ′ < τ le morphisme hτ ′,τ : F(τ) → F(τ ′) est surjectif et si un prisme π ∈ F(τ)
s’écrit π = τ × σ0 × · · · × σs, alors on a hτ ′,τ (π) = τ ′ × σ′

0 × · · · × σ′
k où chaque σ′

β

est l’un des σα.
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Preuve. Si un faisceau prismal F est de type Pf , il vérifie a) et b) par construction.
Montrons la réciproque. Soit donc un faisceau prismal F satisfaisant a) et b). On lui
associe un faisceau prismal S de base T de la façon suivante : les prismes de S(τ) sont les
joints itérés σ0 ∗ · · · ∗ σs des simplexes apparaissant dans les prismes π = τ ×σ0 × · · ·×σs
de F . Ce sont donc des simplexes. La propriété b) implique que, pour tout simplexe σ
de S(τ) et pour toute face τ ′ de τ , on a hτ ′,τ(σ) ∼= σ|τ ′. D’après la proposition 2.14, le
faisceau S est de la forme Sf et le faisceau F est le faisceau Pf qui lui est associé par la
construction de l’exemple 2.10. �

Remarque 2.17. Pour tout prisme π de Pf (τ) et pour tout sommet {y} de τ , on a
h{y},τ (π) = {y} × σi(y) où σi(y) est le simplexe ψ(π) ∩ (eτ )

−1({y}) de Sf .

Corollaire 2.18. Considérons le faisceau prismal Pf de base T . Pour tout couple τ ′ < τ
de simplexes de T , et tout prisme π de Pf(τ), on a l’équivalence des propriétés suivantes :

i) dimrelhτ ′,τ (π) = dimrel(π)

ii) hτ ′,τ (π) = π|τ ′

iii) ψ(π) est équidimensionnel au dessus de la face τ ′.

Preuve. La proposition 2.16 et la remarque 2.17 impliquent l’équivalence de (i) et (ii),
la proposition 2.14 et le fait que dimψ(π) = dim π impliquent l’équivalence de (i) et (iii).

�

Corollaire 2.19. Considérons le faisceau prismal Pf de base T . Pour tout simplexe τ de
T , et tout prisme π de Pf (τ), on a l’équivalence des propriétés suivantes :

i) ψ(π) est équidimensionnel en un sommet y0 de τ .

ii) π est isomorphe au dessus de τ à un produit τ × σπ.

Preuve. Le corollaire est une conséquence directe de la proposition 2.16 et de la remarque
2.17. Le simplexe σπ du (ii) est ψ(π) ∩ (eτ )

−1({y0}) de Sf où {y0} est le sommet de τ du
(i) (voir Figures 1 et 3). �

3 Formes de Whitney

3.1 Formes régulières, höldériennes et sous-analytiques

Soient N un entier et U un ouvert de RN . On dira qu’une fonction g définie sur un
ouvert U de RN est höldérienne d’exposant α si tout point de U possède un voisinage V
dans U tel qu’il existe une constante positive CV telle que pour tous (x, x′) dans V , on
ait l’inégalité

|g(x) − g(x′)| ≤ CV |x− x′|α.

Soit µ ≥ 0 un entier. Suivant Whitney [Whi], nous dirons qu’une r-forme différentielle
sur U est µ-régulière si elle est continue sur U et satisfait les conditions suivantes :

- Si µ = 0, il existe une (r+1)-forme ξ continue sur U telle que l’on ait
∫

∂σ

ω =

∫

σ

ξ
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pour tout (r+1)-simplexe σ contenu dans U . D’après le lemme 16a de [Whi, Ch.III, p.104],
la forme ξ est uniquement déterminée par cette condition ; on la notera dω et on l’appel-
lera, suivant Whitney, forme dérivée de ω.

- Si µ est > 0, ω et dω sont différentiables de classe Cµ.
Une forme ω est höldérienne si elle est 0-régulière et si les coefficients de ω et ξ sont

des fonctions höldériennes sur U .

Définition 3.1. Soit h une fonction sous-analytique continue sur le compact sous-analyti-
que K ⊂ RN d’intérieur non vide. Par hypothèse le graphe de h est un sous-ensemble sous-
analytique fermé Γ de K ×P1 contenu dans K ×R. D’après [D], [D-W], le transformé de
Semple-Nash SΓ de Γ est sous-analytique dans Γ×PN . Il y est fermé et est donc compact.
Au dessus des points d’analyticité de Γ, l’espace SΓ est le lieu des points (x, h(x), [ ∂h

∂x1
:

· · · : ∂h
∂xN

: −1]). Notons H∞ l’hyperplan de PN correspondant à la dernière coordonnée

de K×R, et RN ⊂ PN l’espace affine complémentaire. Si SΓ se trouve être contenu dans
Γ ×RN ⊂ Γ ×PN , nous dirons que la fonction h est à dérivées bornées sur K.

Proposition 3.2. Si h est à dérivées partielles bornées, les dérivées partielles de h au
sens des distibutions sont représentées par des fonctions sous-analytiques bornées sur K.

Preuve. En effet l’image de SΓ ⊂ Γ × RN dans Γ × R par la projection sur la i-ième
coordonnée est encore sous-analytique comme projection d’un ensemble sous-analytique
compact et c’est le graphe d’une fonction sous-analytique sur Z qui est un représentant
de la dérivée au sens des distributions ∂h

∂ui
, puisque les deux cöıncident sur l’ouvert d’ana-

lyticité de la fonction h dont le complémentaire est de mesure nulle. �

Définition 3.3. Une forme ω est sous-analytique si elle est 0-régulière et si les coefficients
de ω et ξ sont des fonctions sous-analytiques bornées sur U . Elle est sous-analytique
continue si ses coefficients sont continus (mais pas nécessairement ceux de sa différentielle,
car imposer cela empêcherait les formes de Whitney d’être continues).

Proposition 3.4. Soit U un ouvert de RN , pour une forme différentielle ω définie sur
U , les conditions suivantes sont équivalentes :

i) la forme ω est 0-régulière dans U , ses coefficients sont sous-analytiques et bornés et
ceux de sa forme dérivée sont sous-analytiques.

ii) les coefficients de la forme ω sont sous-analytiques et bornés et sa différentielle au sens
des distributions admet un représentant sous-analytique.

Preuve. (i) implique (ii) : La formule de Stokes pour les courants implique que la dif-
férentielle au sens des distributions satisfait

∫

∂σ

ω =

∫

σ

dω

On en déduit que dω admet comme représentant la forme dérivée de ω qui est sous-
analytique.

(ii) implique (i) : Pour les mêmes raisons, un représentant sous-analytique de la diffé-
rentielle au sens des distributions doit cöıncider avec la forme dérivée de ω ce qui montre
que ω est sous-analytique. �
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Rappelons que d’après loc. cit., lorsque µ est égal à zéro, une forme ω est régulière et
dω admet pour représentant ξ si et seulement s’il existe une suite ωi de formes de classe
C1 sur U telle que, uniformément sur tout compact, ωi tende vers ω et des représentants
de dωi tendent vers ξ au sens des courants. Whitney en déduit que si f est un morphisme
C1 d’un ouvert U de RN dans Rp et ω une forme régulière sur un voisinage de l’image de
U , alors f ∗ω est régulière dans U .

3.2 Formes différentielles sur les complexes simpliciaux et les

ensembles prismaux

Soit ∆ un complexe simplicial linéaire dans RN . Une r-forme différentielle sur ∆ est la
donnée pour tout simplexe σ de ∆ d’une r-forme ωσ définie sur σ, c’est-à-dire que ωσ est
une section définie sur σ du fibré ΛrT ∗RN de telle manière que, pour toute face i : σ′ →֒ σ
de tout simplexe σ de ∆, on ait ωσ|σ′ = ωσ′ . Soulignons qu’il s’agit ici de la restriction à
σ′ des coefficients de ω(σ) et non pas de l’image réciproque i∗(ω(σ)) par l’inclusion de σ′

dans σ.
Le faisceau des formes différentielles sur RN est mou (voir [God, Chap.II, Exemple

3.7.1]). Rappelons que ceci signifie que toute forme différentielle définie sur un fermé se
prolonge à l’espace tout entier. On peut donc supposer que toute forme différentielle sur
∆ est obtenue en restreignant à chaque simplexe σ de ∆ une forme différentielle définie
sur un voisinage ouvert de σ de telle façon que les restrictions de deux telles formes sur
leur ouvert de définition commun cöıncident.

Nous considérerons ici des formes différentielles ω dont les coefficients sont des fonc-
tions sous-analytiques sur ∆ analytiques dans l’intérieur de chaque simplexe.
La définition des formes différentielles s’étend aussitôt aux ensembles prismaux :

Définition 3.5. Soit Π un ensemble prismal. On appelle r-forme différentielle µ-régulière
(resp. sous-analytique) sur Π la donnée pour chaque prisme π de Π d’une r-forme diffé-
rentielle µ-régulière (resp. sous-analytique) sur un voisinage ouvert de π dans l’un de
ses plongements affines, de telle façon que les formes différentielles correspondant à deux
prismes cöıncident dans un voisinage de leur intersection dans un plongement affine com-
mun.

Clairement, la définition ne dépend pas des plongements choisis.

3.3 Formes de Whitney sur les complexes simpliciaux

Notons ai les sommets du complexe simplicial ∆ ; tout point x de ∆ s’écrit x =∑
λi(x)ai où les coordonnées barycentriques λi satisfont λi(x) ≥ 0 et

∑
i λi(x) = 1. Le

support de λi est l’étoile ouverte de ai dans ∆. Nous allons, comme Whitney, construire
une partition de l’unité subordonnée au recouvrement ouvert de ∆ constitué des étoiles
des sommets de ∆.

Pour tout i, on note Fi l’ensemble des points de ∆ dont la i-ième coordonnée bary-
centrique λi(x) est ≥ 1

N+1
et Gi l’ensemble des points de ∆ dont la i-ième coordonnée

barycentrique λi(x) est ≤ 1
N+2

.
Il existe des fonctions φ′

i , définies au voisinage de ∆, de classe C1 au moins, telles que

φ′
i soit positive dans Fi et nulle dans Gi. Les restrictions à ∆ des fonctions φi =

φ′i∑
j φ

′

j

forment une partition de l’unité (Ui, φi) où Ui désigne le complémentaire de Gi.
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Gi

Fi
ai

Figure 6 – Les ensembles Fi et Gi

Soit σ un simplexe orienté de ∆, de dimension p et dont les sommets sont (a0, . . . , ap) ;
on définit la p-forme différentielle de Whitney associée à σ et à la partition de l’unité
(Ui, φi), par la formule

ω̃(σ) = p!

p∑

i=0

(−1)iφidφ0 ∧ · · · ∧ d̂φi ∧ · · · ∧ dφp.

Remarques 3.6. 1. La forme différentielle ω̃(σ) est de classe égale à la classe des φ′
i.

2. La forme de Whitney construite en utilisant les fonctions coordonnées barycentriques
λi sur σ à la place des φi est la forme volume de σ. Les λi ne sont que lipschitziennes
sur ∆ ; les φi servent à les lisser.

Dans cet article, où nous nous plaçons dans le cadre sous-analytique, nous utiliserons
les formes de Whitney “non lissées”

ω(σ) = p!

p∑

i=0

(−1)iλidλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp.

Ceci est justifié par la proposition :

Proposition 3.7. La forme de Whitney ω(σ) a pour support l’étoile de σ dans ∆, réunion
des étoiles des sommets de σ. Elle est linéaire par morceaux et continue, donc sous-
analytique et continue. Sa différentielle au sens des distributions admet un représentant
sous-analytique borné.
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Preuve. Chacune des fonctions λi ayant pour support l’étoile du sommet ai, la forme
ω(σ) a donc pour support la réunion de ces étoiles, à savoir l’étoile de σ. Les fonctions λi
sont linéaires par morceaux et continues, les 1-formes différentielles dλi, définies au sens
des distributions admettent un représentant sous-analytique et borné. Un calcul simple
montre que

dω(σ) = (p+ 1)! dλ0 ∧ · · · ∧ dλp. (3.1)

laquelle forme différentielle a pour support l’étoile de σ et jouit des mêmes propriétés. �

3.4 Formes de Whitney sur les ensembles prismaux

Soit ρ = σ0 × · · · × σk un prisme orienté de l’ensemble prismal Π. Notons prj la
projection de π sur σj ; on définit la forme de Whitney ω(ρ) par

ω(ρ) = pr∗0ω(σ0) ∧ · · · ∧ pr∗kω(σk).

Par la suite, nous omettrons les “prj” sans que cela ne prête à ambigüıté.
En particulier, la forme de Whitney du prisme π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs s’écrit

ω(π(σ)) = ω(τ) ∧ ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σs) (3.2)

Replaçons nous dans la situation de la proposition 2.1 avec un morphisme f : ∆ → T
que nous supposerons orienté. Soit σ un p-simplexe orienté de ∆, la forme de Whitney
ω(σ) s’écrit :

ω(σ) = p!

p∑

i=0

(−1)iλidλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp

où les λi sont les coordonnées barycentriques correspondant aux sommets ai de σ. Nous
avons vu que les composantes prismales d’un point de π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs s’écrivent∑s

j=0 tjyj dans τ , et
∑

i∈I(j) µj,iai dans σj . L’application ψσ associe à ce point le point de

σ ayant pour coordonnées barycentriques les λj,i = tjµj,i (où j est tel que i ∈ I(j)). Les
coordonnées barycentriques λi correspondant à la composante σj seront notées λj,ij avec
ij = 0, . . . , αj = dim σj .

Regroupons les coordonnées de σ par coordonnées correspondant à chacun des σj ,
ω(σ) devient :

ω(σ) = (−1)a(ν) p!
∑s

j=0

∑αj

ℓ=0(−1)β(j,ℓ) λj,ℓ dλ0,0 ∧ · · · ∧ dλ0,α0︸ ︷︷ ︸
σ0

∧ · · · ∧

dλj,0 ∧ · · · ∧ d̂λj,ℓ ∧ · · · ∧ dλj,αj︸ ︷︷ ︸
σj

∧ · · · ∧ dλs,0 ∧ · · · ∧ dλs,αs︸ ︷︷ ︸
σs

(3.3)

où l’ensemble des p + 1 couples (j, ij) est en bijection avec (0, 1, . . . , p) et a(ν) est la
signature de la permutation

ν : (0, 1, . . . , p) → ((0, 0), . . . , (0, α0), (1, 0), . . . , (1, α1), . . . , (s, 0), . . . , (s, αs));

enfin β(j, ℓ) = α0 + · · · + αj−1 + j + ℓ (0 ≤ ℓ ≤ αj). Remarquons que ν exprime la
compatibilité de l’orientation de σ avec celle du joint σ0 ∗ · · · ∗ σs des simplexes orientés
σj (voir section 2).
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Proposition 3.8. Reprenons les notations du théorème 2.11. Une orientation des sim-
plexes σj et une orientation de τ induisent une orientation de σ comme joint itéré (voir
section 2). On a l’égalité

(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)α(σ,ν)
p!

|σ0|! · · · |σs|! s!
t
|σ0|
0 · · · t|σs|s ω(π(σ))

où α(σ, ν) = s|σ0| + (s− 1)|σ1| + · · ·+ |σs−1| + a(ν) et les (tj)j=0,...,s sont les coordonnées
barycentriques de τ .

Preuve. Tout d’abord, on remarque que, pour chacune des coordonnées λj,i, on a :

(ψσ)∗(dλj,i) = dtj µj,i + tj dµj,i (3.4)

d’autre part, pour tout k = 0, . . . , s, on a :
∑

i∈I(k)

µk,i = 1 donc dµk,0 ∧ · · · ∧ dµk,αk
= 0,

où αk est dim σk = |σk| = card(I(k)).
Reprenons l’expression de ω(σ) donnée par la formule (3.3). Pour chaque terme de la

somme, c’est-à-dire pour j fixé, la contribution des produits des différentielles provenant
de σj se calcule de façon différente de celle des produits des différentielles provenant des
autres simplexes σk. Plus précisément, au vu de (3.4), nous vérifions la formule suivante
pour k 6= j :

(ψσ)∗dλk,0∧· · ·∧dλk,αk
= (tk)

αk

αk∑

ik=0

(−1)ik µk,ik dtk∧dµk,0∧· · ·∧d̂µk,ik∧· · ·∧dµk,αk
. (3.5)

Donc, pour j fixé, et pour k différent de j, tous les produits de différentielles associés aux
simplexes σk contiennent le terme dtk correspondant.

Pour déterminer la contribution des termes de la formule (3.3) provenant de σj, re-
marquons que

s∑

j=0

tj = 1, donc on a dt0 ∧ · · · ∧ dts = 0. (3.6)

Comme on vient de le voir, tous les termes dtk, sauf dtj, apparaissent déjà dans l’expression
de (ψσ)∗(ω(σ)). La formule (3.6) montre que les termes provenant de σj et qui contiennent
dtj ont une contribution nulle. La seule contribution non nulle du développement de

(ψσ)∗(dλj,0 ∧ · · · ∧ d̂λj,ℓ ∧ · · · ∧ dλj,αj
).

est donc :
(tj)

αjdµj,0 ∧ · · · ∧ d̂µj,ℓ ∧ · · · ∧ dµj,αj
. (3.7)

En reportant (3.5) et (3.7) dans (3.3), il vient :

(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)a(ν)p! (t0)
α0 · · · (ts)

αs
∑s

j=0(−1)α0+···+αj−1+jtj(∑α0

i0=0(−1)i0 µ0,i0 dt0 ∧ dµ0,0 ∧ · · · ∧ d̂µ0,i0 ∧ · · · ∧ dµ0,α0

)
∧ · · ·∧(∑αj

ℓ=0(−1)ℓ µj,ℓ dµj,0 ∧ · · · ∧ d̂µj,ℓ ∧ · · · ∧ dµj,αj

)
∧ · · · ∧(∑αs

is=0(−1)is µs,is dts ∧ dµs,0 ∧ · · · ∧ d̂µs,is ∧ · · · ∧ dµs,αs

)
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Chacune des parenthèses, sauf la j-ème, est égale à 1
αk!
dtk ∧ ω(σk). Arrivé ici, nous

savons que nous pouvons écrire :

(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)a(ν) p!
α0!···αs!

(t0)
α0 · · · (ts)

αs(∑s
j=0(−1)α(σ)+jtjdt0 ∧ · · · ∧ d̂tj ∧ · · · ∧ dts

)
∧ ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σs),

où nous avons noté α(σ) = s α0 + (s−1)α1 + · · ·+αs−1. Le signe est donné par le nombre
de permutations qui permettent cette écriture de (ψσ)∗(ω(σ)). De façon précise : le terme
dt0 est en première place, il faut faire α0 permutations pour ramener dt1 en deuxième
place, α0 + α1 permutations pour ramener dt2 en troisième place, ainsi jusqu’à dtj−1,
lequel nécessite α0 + · · · + αj−2 permutations pour venir en j-ème place. Ensuite, pour
ramener dtj+1 en (j + 1)-ème place, il faut α0 + · · · + αj permutations, ainsi jusqu’à dts
lequel nécessite α0 + · · · + αs−1 permutations pour venir en s-ème place. On en déduit le
résultat. �

3.5 Formes de Whitney et formes relatives

Considérons le faisceau prismal Pf associé à un morphisme simplicial f . Soit π ∈ Pf (τ),
de la forme π = τ × σ0 × · · · × σs.

Montrons maintenant comment ω(σ) s’exprime en fonction de ω(σ′) pour toute face
σ′ de σ et plus généralement ω(ρ) en fonction de ω(ρ′) pour toute face ρ′ d’un prisme ρ.

Fixons d’abord quelques notations : Soit σ un p-simplexe orienté de sommets a0, . . . , ap
et notons (λ0, . . . , λp) les coordonnées barycentriques correspondantes. A toute face σ′ de
σ, de sommets (ai0 , . . . , aiq), on associe la forme différentielle suivante définie sur σ :

ω(σ′; σ) = q!

q∑

k=0

(−1)kλikdλi0 ∧ · · · ∧ d̂λik ∧ · · · ∧ dλiq .

La restriction de ω(σ′; σ) à σ′ est la forme de Whitney de σ′ ; la forme différentielle ω(σ′; σ)
n’est autre que l’extension à σ tout entier de l’écriture de la forme de Whitney de σ′. En
ce sens elle constitue une extension canonique de ω(σ′) à σ.

Remarque 3.9. On peut définir une telle extension pour tout simplexe de l’étoile St∆σ
′

de σ′, et les formes ainsi définies cöıncident sur l’intersection de deux des simplexes de
cette étoile. On obtient ainsi une forme différentielle ω(σ′; St∆σ

′).

Lemme 3.10. a) Pour une face σ′ de codimension 1 d’un simplexe orienté σ, on a :

dω(σ′; σ) = [σ; σ′]ω(σ).

b) La forme de Whitney d’une face π′ de codimension 1 d’un prisme orienté π est la
restriction à cette face d’une forme différentielle ω(π′; π) canoniquement définie sur
ce prisme et dont la différentielle est égale à la forme de Whitney du prisme, au
facteur [π; π′] près, autrement dit :

dω(π′; π) = [π; π′] ω(π).
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c) Notons L(π) l’espace vectoriel des formes différentielles de degré |π| − 1 dont les coef-
ficients sont des fonctions linéaires en les coordonnées barycentriques des simplexes
σi constituant π et dont la restriction à chaque face de codimension 1 est un multiple
scalaire de la forme de Whitney de cette face. La collection des formes ω(π′; π) pour
toutes les faces π′ de codimension 1 de π forme une base de L(π).

Preuve. Démontrons d’abord l’égalité du a). Sans perte de généralité, on peut sup-
poser que les coordonnées barycentriques de σ sont λ0, λ1, . . . , λp et celles de σ′ sont
λ0, λ1, . . . , λp−1. D’une part la forme de Whitney de σ′ s’écrit

ω(σ′) = (p− 1)!

p−1∑

i=0

(−1)iλi dλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp−1

et cette même écriture définit la forme ω(σ′; σ) sur σ. Il vient (voir (3.1))

dω(σ′; σ) = p!dλ0 ∧ · · · ∧ dλp−1.

D’autre part, en remplaçant λp par 1 −
∑p−1

i=0 λi et dλp par −
∑p−1

i=0 dλi, dans l’expression
de ω(σ), on a

ω(σ) = p!

p∑

i=0

(−1)iλi dλ0 ∧ · · · ∧ d̂λi ∧ · · · ∧ dλp = (−1)pp! dλ0 ∧ · · · ∧ dλp−1. (3.8)

On en déduit le résultat puisque, dans ce cas [σ; σ′] = (−1)p.
Prouvons b) et supposons que π′ = σ0×· · ·×σ′

i×· · ·×σs soit une face de codimension
1 de π = σ0 × · · · × σi × · · · × σs, alors

ω(π′; π) = ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σ′
i; σi) ∧ · · · ∧ ω(σs)

et donc

dω(π′; π) =

s∑

j=0

(−1)|σ0|+···+|σj−1|ω(σ0) ∧ · · · ∧ dω(σj) ∧ · · · ∧ ω(σ′
i; σi) ∧ · · · ∧ ω(σs)

(où, bien entendu, pour j = i, dω(σj) = dω(σ′
i; σi)). Sur π, toutes les formes différentielles

dω(σj), pour j 6= i, sont nulles car la somme des coordonnées barycentriques intervenant
dans σj est égale à 1 dans π. D’autre part, le calcul précédent montre que dω(σ′

i; σi) =
[σi; σ

′
i]ω(σi), d’où le résultat d’après le Lemme 2.7.

Prouvons l’assertion c). Puisqu’une forme de degré maximum sur un simplexe, dépen-
dant linéairement des coefficients, est un multiple scalaire de la forme de Whitney, on a
l’égalité :

L(π) =
s⊕

i=0

Rω(σ0) ∧ . . . ∧ L(σi) ∧ . . . ∧Rω(σs).

Nous sommes donc ramenés au cas d’un simplexe σ. Soit ω ∈ L(σ) ; sur chacun des sim-
plexes σ′

k de codimension 1 du bord de σ, on a ω|σ′
k

= λk ω(σ′
k) et donc ω−

∑
λk ω(σ′

k) = 0
sur le bord de σ. Puisque, pour k′ 6= k, on a ω(σ′

k; σ)|σ′
k′

= 0, il vient

(ω −
∑

σ′
k
⊂∂σ

λk ω(σ′
k; σ))

∣∣∣
∂σ

= 0.
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Puisque cette dernière forme est linéaire en les coordonnées barycentriques et nulle sur le
bord de σ, elle est nulle. Les formes de Whitney étendues sont linéairement indépendantes
sur σ puisque leurs restrictions au bord le sont. �

Remarque 3.11. Etant donné un simplexe orienté σ de dimension r, notons σ′
i les com-

posantes de son bord. Le a) du résultat précédent implique que si l’on considère la forme
différentielle

∫
ω(σ) = 1

r+1

∑r+1
i=1 [σ; σ′

i]ω(σ′
i; σ), on a l’égalité d(

∫
ω(σ)) = ω(σ). L’appli-

cation qui à σ associe
∫
ω(σ) peut être vue comme la version ”formes de Whitney” du

bord.

Considérons maintenant le cas d’un simplexe γ face de σ et appelons φh les faces
de σ admettant γ pour face de codimension 1. Plus précisément, notons (λ0, λ1, . . . , λℓ)
les coordonnées barycentriques du simplexe γ dans σ de coordonnées barycentriques
(λ0, λ1, . . . , λp). Pour tout h = ℓ + 1, . . . , p, notons φh le simplexe de σ de coordonnées
barycentriques (λ0, λ1, . . . , λℓ, λh).

Lemme 3.12. Avec les notations précédentes, il vient :

p∑

h=ℓ+1

ω(φh; σ) = (−1)ℓ+1(ℓ+ 1)! dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ. (3.9)

Preuve. On a :

ω(φh; σ) = (ℓ+1)!

(
ℓ∑

j=0

(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧ dλh + (−1)ℓ+1λhdλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ

)

et donc

p∑

h=ℓ+1

ω(φh; σ) = (ℓ+ 1)!

ℓ∑

j=0

(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧

(
p∑

h=ℓ+1

dλh

)

+(−1)ℓ+1(ℓ+ 1)!

(
p∑

h=ℓ+1

λh

)
dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ

où
∑p

h=ℓ+1 λh = 1 −
∑ℓ

h=0 λh, donc
∑p

h=ℓ+1 dλh = −
∑ℓ

h=0 dλh. Il vient

p∑

h=ℓ+1

ω(φh; σ) = (ℓ+1)!

ℓ∑

j=0

(−1)ℓ+1λjdλ0∧· · ·∧dλℓ+(−1)ℓ+1(ℓ+1)!

(
p∑

h=ℓ+1

λh

)
dλ0∧· · ·∧dλℓ

et le résultat. �

Le lemme suivant est crucial pour la suite. Il énonce une égalité de formes différentielles
au sens des distributions ou des courants. Comme nous le verrons, la preuve du théorème
repose sur des constructions explicites de représentants sous-analytiques des solutions
d’équations impliquant des distributions.
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Lemme 3.13. Avec les mêmes notations que le lemme précédent, étant donnée une fonc-
tion E définie, sous-analytique et bornée sur σ, notant toujours ω(γ; σ) l’extension à σ
de la forme de Whitney de γ, on l’égalité au sens des distributions :

d (E ω(γ; σ)) = (−1)ℓ+1

p∑

h=ℓ+1

(
Eh +

1

ℓ+ 1

p∑

i=0,i 6=h

λi
∂Eh
∂λi

)
ω(φh; σ), (3.10)

où Eh est la fonction de p variables définie sur σ par

Eh(λ0, . . . , λ̂h, . . . , λp) = E(λ0, . . . , 1 − Σp
i=0,i 6=hλi, . . . , λp).

Preuve. On a
d (E ω(γ; σ)) = dE ∧ ω(γ; σ) + E d(ω(γ; σ))

où le premier terme s’écrit

dE ∧ ω(γ; σ) =

(
p∑

i=0

∂E

∂λi
dλi

)
∧

(
ℓ!

ℓ∑

j=0

(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ

)
.

Séparons cette formule en deux sommes relativement à l’indice i, la première en sommant
de i = 0 à ℓ et la seconde de ℓ+ 1 à p.

Dans la première somme et pour i fixé, ou bien i 6= j, alors dλi apparâıt dans le
produit dλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ et dans ce cas, sa contribution est nulle, ou bien i = j
et alors dλi = dλj complète le produit avec j permutations pour retrouver la j-ème place.
La première somme est donc égale à :

ℓ!

ℓ∑

i=0

λi

(
∂E

∂λi

)
dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ. (3.11)

La deuxième somme, pour i = ℓ+ 1 à p, est égale à

ℓ!(−1)ℓ
p∑

i=ℓ+1

(
∂E

∂λi

) ℓ∑

j=0

(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧ dλi.

Comme on a

ω(φi; σ) = (ℓ+1)!

(
ℓ∑

j=0

(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧ dλi + (−1)ℓ+1λidλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ

)

autrement dit
(

ℓ∑

j=0

(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ ∧ dλi

)
=

1

(ℓ+ 1)!
ω(φi; σ)−(−1)ℓ+1λidλ0∧· · ·∧dλℓ,

la deuxième somme est donc égale à

ℓ!(−1)ℓ
p∑

i=ℓ+1

(
∂E

∂λi

)(
1

(ℓ+ 1)!
ω(φi; σ) − (−1)ℓ+1λidλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ

)
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que nous décomposons comme suit :

(−1)ℓ
1

ℓ+ 1

p∑

i=ℓ+1

(
∂E

∂λi

)
ω(φi; σ) (3.12)

+ℓ!

p∑

i=ℓ+1

(
∂E

∂λi

)
λidλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ. (3.13)

En utilisant le lemme 3.12, la somme de (3.11) et (3.13) est égale à

ℓ!

(
p∑

i=0

λi
∂E

∂λi

)
dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ = (−1)ℓ+1 1

ℓ+ 1

(
p∑

i=0

λi
∂E

∂λi

)(
p∑

h=ℓ+1

ω(φh; σ)

)
. (3.14)

Enfin, par sommation de (3.12) et (3.14), on obtient

dE ∧ ω(γ; σ) = (−1)ℓ+1 1

ℓ+ 1

p∑

h=ℓ+1

(
p∑

i=0

λi
∂E

∂λi
−
∂E

∂λh

)
ω(φh; σ).

Maintenant

E dω(γ; σ) = E ℓ! d

(
ℓ∑

j=0

(−1)jλjdλ0 ∧ · · · ∧ d̂λj ∧ · · · ∧ dλℓ

)
= E ℓ! (ℓ+1) dλ0∧· · ·∧dλℓ

= E (ℓ+ 1)! dλ0 ∧ · · · ∧ dλℓ = (−1)ℓ+1E

p∑

h=ℓ+1

ω(φh; σ)

en utilisant (3.9). On obtient donc finalement

d (E ω(γ; σ)) = (−1)ℓ+1

p∑

h=ℓ+1

(
E +

1

ℓ+ 1

(
p∑

i=0

λi
∂E

∂λi
−
∂E

∂λh

))
ω(φh; σ).

On peut encore écrire différemment cette formule, en remarquant que, sur σ, les variables
λi sont dépendantes : on a

λh = 1 −

p∑

i=0,i 6=h

λi.

Notant
Eh(λ0, . . . , λ̂h, . . . , λp) = E(λ0, . . . , 1 − Σp

i=0,i 6=hλi, . . . , λp),

on a, pour i 6= h,
∂Eh
∂λi

=
∂E

∂λi
−
∂E

∂λh
.

On a alors

E +
1

ℓ+ 1

(
p∑

i=0

λi
∂E

∂λi
−
∂E

∂λh

)

= Eh +
1

ℓ+ 1

(
p∑

i=0,i 6=h

λi

(
∂Eh
∂λi

+
∂E

∂λh

)
+ λh

∂E

∂λh
−
∂E

∂λh

)
= Eh +

1

ℓ + 1

p∑

i=0,i 6=h

λi
∂Eh
∂λi

.
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et le résultat. �

Remarquons que la donnée d’une orientation sur σ équivaut à la donnée d’une orien-
tation sur σ′, d’une orientation sur la face opposée σ′′ et d’un ordre sur le couple (σ′, σ′′).
La fonction uσ′ =

∑q
k=0 λik est définie sur tout le simplexe σ et est égale à 1 sur σ′. On

a :
duσ′

uσ′(1 − uσ′)
=
duσ′

uσ′
−
duσ′′

uσ′′
= −

duσ′′

uσ′′(1 − uσ′′)

où la fonction uσ′′ = 1 − uσ′ est définie sur tout le simplexe σ et est égale à 1 sur σ′′.

Proposition 3.14. Soient σ′ une face de dimension q du simplexe orienté σ de dimension
p et σ′′ la face opposée, on a l’égalité :

ω(σ) =
(−1)p

p− q

(
p
q

)
ω(σ′; σ) ∧ ω(σ′′; σ) ∧

(
duσ′

uσ′(1 − uσ′)

)
.

Remarquons que cette formule traduit le fait que, à un coefficient près, le volume du
simplexe est égal au volume de deux faces opposées par le volume normalisé d’un segment
qui les joint.
Preuve. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que les simplexes orientés σ′ et
σ′′ ont pour sommets respectifs les points a0, a1, . . . , aq et aq+1, . . . , ap pris dans cet ordre.
Ecrivons, en fonction des coordonnées barycentriques correspondantes l’expression

ω(σ′; σ) ∧ ω(σ′′; σ) ∧

(
d(λ0 + · · · + λq)

λ0 + · · · + λq
−
d(λq+1 + · · · + λp)

λq+1 + · · · + λp

)

On obtient :

q!

q∑

i=0

(−1)iλi dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλq

∧
(p− q − 1)!

p∑

j=q+1

(−1)jλjdλq+1 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp

∧(dλ0 + · · · + dλq
λ0 + · · · + λq

−
dλq+1 + · · · + dλp
λq+1 + · · · + λp

)
=

q!(p− q − 1)!

q∑

i=0

p∑

j=q+1

(−1)i+j
λiλj

λ0 + · · · + λq

(dλ0 ∧ . . . ∧d̂λi ∧ . . . ∧ dλq) ∧ (dλq+1 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp) ∧ (dλ0 + · · · + dλq)

+ q!(p− q − 1)!

q∑

i=0

p∑

j=q+1

(−1)i+j+1 λiλj
λq+1 + · · · + λp

(dλ0 ∧ . . .∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλq) ∧ (dλq+1 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp) ∧ (dλq+1 + · · · + dλp).

Etudions les deux termes obtenus : dans le premier terme, et pour i fixé, le produit
extérieur de (dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλq) et (dλ0 + · · · + dλq) est nul sauf à produire un
élément (dλ0 ∧ . . . ∧ dλi ∧ . . . ∧ dλq). Le nombre de permutations pour ramener le terme
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dλi de la dernière à la i-ème place est égal à (q− i+ 1) + (p− q−1) = p− i. On en déduit
que ce premier terme est égal à :

q!(p−q−1)!

q∑

i=0

p∑

j=q+1

(−1)p+j
λiλj

λ0 + · · · + λq
dλ0∧. . .∧dλi∧. . .∧dλq∧dλq+1∧. . .∧d̂λj∧. . .∧dλp,

c’est-à-dire

q!(p− q − 1)!

p∑

j=q+1

(−1)p+jλj dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λj ∧ . . . ∧ dλp.

De la même façon, et cette fois en fixant j, on vérifie que le second terme est égal à :

q!(p− q − 1)!

q∑

i=0

(−1)p+iλi dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλp.

Notre expression est donc finalement égale à

q!(p− q − 1)!(−1)p
p∑

i=0

(−1)iλi dλ0 ∧ . . . ∧ d̂λi ∧ . . . ∧ dλp =
q!(p− q − 1)!

p!
(−1)pω(σ).

�

Corollaire 3.15. Dans le cas particulier où σ′ est une face de codimension 1 et σ′′ est le
point ap la formule s’écrit

ω(σ) = (−1)p+1p ω(σ′; σ) ∧
dλp

1 − λp

Corollaire 3.16. Plus généralement,on peut exprimer, pour tout prisme π = σ0×· · ·×σs,
la forme ω(π) en fonction de la forme de Whitney d’un prisme π′ = σ′

0 × · · ·× σ′
s du bord

de π :

ω(π) = (−1)aω(π′; π) ∧ ω(π′′; π)

s∧

j=0

(
duσ′j

uσ′j(1 − uσ′j )

)

où π′′ = σ′′
0 × σ′′

1 × · · · × σ′′
s est le prisme produit des faces opposées aux σ′

i dans les
σi et orientés par l’ordre des leurs sommets, uσ′i est la fonction somme des coordonnées

barycentriques relatives à σ′
i et a =

s∑

i=1

|σ′
i|

(
i−1∏

j=0

|σ′′
j | + 1

)
.

Preuve. La preuve consiste à appliquer la proposition 3.14 pour chacun des simplexes
σi du prisme π. �

4 Formes différentielles sur les faisceaux prismaux

4.1 Définitions

Définition 4.1. Soient P un ensemble prismal et F un faisceau prismal sur P. Comme
en 2.2, notons eρ : F(ρ) → ρ la projection associée à chaque prisme ρ de P. On appelle
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r-forme différentielle µ-régulière (resp. sous-analytique) sur F(ρ) la donnée d’une r-forme
différentielle µ-régulière (resp. sous-analytique) ωπ sur chaque prisme π de F(ρ) de telle
façon que les restrictions de ces formes différentielles aux faces communes à deux prismes
de F(ρ) cöıncident.

On appelle r-forme différentielle µ-régulière sur le faisceau prismal F la donnée d’une
forme différentielle µ-régulière sur chacun des F(ρ) de façon à ce que, pour chaque face ρ′

de ρ, la forme ωρ restreinte à l’image réciproque de ρ′ par eρ cöıncide avec ωρ′ . Rappelons
que d’après la définition 2.2, si ρ′ est une face de ρ, alors e−1

ρ (ρ′) est une réunion de prismes
de F(ρ). Nous noterons Ωr

µ(F) l’espace vectoriel des r-formes différentielles µ-régulières
sur le faisceau prismal F .

En particulier, lorsque F est le faisceau T tel que T (ρ) = ρ pour tout ρ, l’espace
vectoriel Ω0

µ(T ) muni de la multiplication des fonctions est appelé algèbre des fonctions
µ-régulières sur P et noté OP,µ. Pour chaque entier r, l’espace vectoriel Ωr

µ(T ) est en fait
un OP,µ-module.

Dorénavant, nous ne considérerons plus que des formes sous-analytiques, c’est-à-dire
satisfaisant dans un voisinage ouvert de chaque prisme ρ de P dans son affine ambiant
les conditions de la Proposition 3.4 et supprimerons donc l’indice µ. Pour chaque prisme
ρ ⊂ P, les espaces vectoriels Ωr(F(ρ)), munis des morphismes induits par la différentielle
au sens des distributions, forment un complexe noté Ω•(F(ρ)). Puisque la différentielle ne
commute pas aux morphismes de spécialisation, on ne peut pas mettre une structure de
complexe différentiel sur la famille des espaces vectoriels Ωr(F).

Notons e∗F : Ω•(T ) → Ω•(F) le morphisme associé à e qui pour tout prisme ρ cöıncide
avec le morphisme naturel e∗F ,ρ : Ω•(T (ρ)) → Ω•(F(ρ)). Remarquons que, étant donné un
morphisme χ : F ′ → F de faisceaux prismaux sur P, on a

e∗F ′ = χ∗ ◦ e∗F . (4.1)

Définissons la forme différentielle de degré |ρ|

deρ = deF ,ρ = e∗F ,ρω(ρ).

Puisque la forme deρ est fermée, les noyaux K•
ρ = Ker(∧deρ) forment un sous-complexe

de Ω•(F(ρ)).
D’après le corollaire 3.16, pour toute face ρ′ de ρ, la restriction de deρ|e−1

ρ (ρ′) est de
la forme deρ′ ∧ θ. Par conséquent, l’image de Kr

ρ par l’homomorphisme de spécialisation
Ωr(F(ρ)) → Ωr(F(ρ′)) est contenue dans Kr

ρ′. D’où nous obtenons par passage aux quo-
tients Ωr

rel(F(ρ)) = Ωr(F(ρ))/Kr
ρ, un morphisme

Ωr
rel(F(ρ)) −→ Ωr

rel(F(ρ′)).

Nous appellerons r-forme différentielle relative la donnée pour chaque simplexe ρ d’un
élément de l’espace vectoriel quotient Ωr

rel(F(ρ)), de manière compatible avec les homo-
morphismes de spécialisation précédents.

Lemme 4.2. Soient ω et ω′ deux r-formes différentielles sur un faisceau prismal F .
Pour tout prisme ρ et pour t ∈ ρ̊ notons it l’inclusion de la fibre e−1

ρ (t) dans F(ρ), alors
deρ ∧ ω = 0 si et seulement si, pour tout t ∈ ρ̊, on a :

i∗tω = 0.
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Preuve. Cela résulte de l’écriture des formes différentielles dans les coordonnées bary-
centriques du prisme. D’une part, les composées avec eρ des coordonnées barycentriques
de ρ font partie d’un système de coordonnées barycentriques du prisme π, et d’autre part,
pour tout facteur τ de ρ, la forme de Whitney ω(τ) s’écrit (−1)ss! dt0 ∧ · · · ∧ dts−1 (voir
(3.8)). �

Remarque 4.3. Toute rétraction χ de ρ̊ sur un point t de ρ̊ induit une rétraction de F(ρ̊)
sur la fibre e−1

ρ (t) et donc une rétraction linéaire Λr(dχ) : Λr(T ∗(e−1
ρ (t))) → Λr(T ∗F(ρ̊)).

Avec ces notations, on a
(ω|e−1

ρ (t) − χ(i∗tω)) ∧ de = 0.

Choisissons une rétraction χ dans chaque simplexe, nous nous permettrons lorsqu’il s’agira
de formes relatives, d’identifier la restriction à une fibre et l’image inverse sur une fibre.

On appellera différentielle relative et on notera de la différentielle induite par la
différentielle d dans les quotients Ωr

rel(F(ρ)).

Définition 4.4. Appelons forme différentielle verticale sur un prisme π au dessus de τ
une forme différentielle qui est l’image réciproque par la projection τ × σ0 × · · · × σs →
σ0×· · ·×σs d’une forme différentielle sur σ0×· · ·×σs. Toute forme différentielle verticale
définit naturellement une forme différentielle relative.

4.2 Etude des formes de Whitney relatives dans Pf

Soit Pf le faisceau prismal associé à un morphisme simplicial orienté f : ∆ → T comme
dans le théorème 2.11, et π = π(σ) un prisme de Pf d’images σ ⊂ ∆ et τ ⊂ T . Notons
y0, . . . , ys les sommets de τ et σj = σ∩ e−1(yj). Le but de cette section est la construction
de formes de Whitney relatives engendrant la cohomologie des fibres en tout degré. Le cas
des formes de degré égal à la dimension relative des simplexes est facile puisque la chute
de dimension au bord de τ implique la nullité de la restriction de la forme ; c’est l’objet
de cette section :

Lemme 4.5. La donnée pour chaque π = π(σ) ∈ Pf de la forme différentielle verticale

ω(π(σ)/τ) = ω(σ0) ∧ ω(σ1) ∧ . . . ∧ ω(σs) (4.2)

définit une forme différentielle relative de degré r = dimrel σ sur Pf au dessus de T .

Preuve. Etant données des orientations de ∆ et de T telles que le morphisme f soit
orienté, les formes différentielles ω(σ) associées aux simplexes σ ayant même image τ et
même dimension relative se recollent en une forme différentielle sur f−1(τ). L’orientation
de f induit une orientation de la fibre type σ0 × · · · × σs de chaque simplexe et ces
orientations sont compatibles entre elles. Au moyen de l’isomorphisme θσ, on en déduit
que les ω(π(σ)) se recollent au dessus de τ , et donc que les formes différentielles ω(π/τ)
se recollent dans la fibre. �

Lemme 4.6. a) La donnée sur chaque simplexe σ de ∆ de la forme différentielle

t
|σ0|
0 · · · t|σs|s ω(σ0) ∧ ω(σ1) ∧ . . . ∧ ω(σs) = t

|σ0|
0 · · · t|σs|s ω(π(σ)/τ) (4.3)

détermine une forme différentielle relative sur Pf .
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b) La donnée sur chaque simplexe σ de ∆ d’une fonction sous-analytique Aσ prenant
les mêmes valeurs sur les faces communes à deux simplexes détermine une forme
différentielle relative sur Pf dont la valeur sur π(σ) est

(Aσ ◦ ψ
σ) t

|σ0|
0 · · · t|σs|s ω(π(σ)/τ).

c) D’après la Proposition 3.8 et avec ses notations, on a

(ψσ)∗(ω(σ)) = (−1)α(σ,ν)
p!

|σ0|! · · · |σs|! s!
t
|σ0|
0 · · · t|σs|s ω(τ) ∧ ω(π(σ)/τ). (4.4)

Preuve. Prouvons a). Le lemme 4.5 montre que, au dessus de chaque simplexe τ la forme
(4.3) détermine une forme différentielle relative au dessus de τ . Soit maintenant τ ′ une
face de τ au dessus de laquelle la dimension relative de σ ne varie pas, cela signifie que
pour tout sommet yi de τ qui n’est pas dans τ ′, on a |σi| = 0 (exemple du 2-simplexe situé
à mi-hauteur dans la Figure 4). Posons π′ = π|τ ′, alors ω(π/τ)|π′ = ω(π′/τ ′). Dans les
autres cas, l’un au moins des σi n’est pas nul et donc notre forme différentielle s’annule
au dessus de τ ′.

Le b) résulte aussitôt du a) et le c) de la proposition 3.8. �

Lemme 4.7. Posons π = π(σ), on a pour tout t ∈ τ l’égalité
∫

π(t)

ω(π/τ) = 1.

Preuve. En effet ω(π/τ) est la forme volume produit des formes volumes des simplexes
verticaux du prisme π. Cela résulte aussi du 2) de la Remarque 2.12. �

Définition 4.8. Extension verticale d’une forme différentielle relative. Soit π′ une face de
codimension 1 d’un prisme π, notons τ ′ l’image de π′. De même que dans le cas absolu, on
définit l’extension à π d’une forme différentielle relative sur π′ comme la forme différentielle
ω(π′/τ ′; π) donnée par la même écriture en coordonnées barycentriques. C’est une forme
différentielle relative au morphisme de π sur son image τ dont τ ′ est une face.

Remarquons qu’une face de codimension relative 1 d’un prisme π = τ × σ0 × · · · × σs
de Pf est nécessairement obtenue de la façon suivante : on remplace un des simplexes σj
par une de ses faces de codimension 1 et on fait le produit avec les autres. A chaque face
de codimension relative 1 est donc associé un sommet bien déterminé de τ .

Lemme 4.9. Soit π′ un prisme de Pf d’image τ ′ et soit π un prisme dont π′ est une face
de codimension 1. On a, avec les notations du lemme 3.10 :

deω(π′/τ ′; π) =

{
[π; π′]ω(π/τ ′) si π a pour image τ ′,

0 sinon

Preuve. Dans le cas où π a pour image τ ′, il s’écrit π = τ ′ × σ0 × · · · × σj × · · · × σs et
le prisme π′ s’écrit π′ = τ ′ × σ0 × · · · × σ′

j × · · · × σs. Alors on a

ω(π′/τ ′; π) = ω(σ0) ∧ · · · ∧ ω(σ′
j; σj) ∧ · · · ∧ ω(σs)

d’où le résultat, d’après le lemme 3.10. Sinon, les prismes π′ et π s’écrivent sous la forme
π′ = τ ′ × σ0 × · · · × σs et π = τ × σ0 × · · · × σs où τ ′ est une face de codimension 1 de
τ . Dans ce cas, ω(π′/τ ′; π) = ω(π/τ) et sa différentielle relative est nulle, puisque pour
chaque σi, on a dω(σi) = 0 dans σi. �
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4.3 Triangulations et formes sous-analytiques

Soit X ⊂ Rn×Rm un sous-ensemble sous-analytique non singulier tel que la restriction
à X de la première projection soit propre et triangulable. Soit ∆ ⊂ Rn×Rm le complexe
simplicial linéaire image réciproque de X par un homéomorphisme sous-analytique

X ⊂ Rn ×Rm

%%JJJJJJJJJ
∆ ⊂ Rn ×Rm

f
yytttttttttt

oo

Rn

de triangulation et notons f la restriction à ∆ de la première projection. Reprenons les
notations du théorème 2.11 et en particulier notons ψ : Pf → Sf le morphisme prismal de
loc. cit.

Lemme 4.10. Soit ω une r-forme différentielle analytique (ou de classe Ck, k ≥ 2) sur
X. L’image réciproque t∗ω est une forme sous-analytique sur ∆ et l’on a d(t∗ω) = t∗dω.

Preuve. L’égalité d(t∗ω) = t∗dω est vérifiée à l’intérieur de chaque simplexe de ∆ puisque
l’homéomorphisme t y est analytique. Remarquons que les coefficients de t∗ω et t∗dω sont
sous-analytiques.

Montrons que la forme t∗ω est régulière sur ∆ au sens de Whitney [Whi, Chapitre III,
p.104]. Cela signifie qu’elle est continue et qu’il existe une (r+ 1)-forme ω′ continue sur ∆
telle que, pour tout (r + 1)-simplexe singulier ζ : Σr+1 → ∆ où Σr+1 désigne le simplexe
type de dimension r + 1, on ait : ∫

ζ

ω′ =

∫

∂ζ

ω.

D’après loc cit. il suffit de le montrer pour des simplexes singuliers qui sont des immersions
analytiques à l’intérieur de chaque face, sauf éventuellement sur un ensemble de mesure
nulle. Pour un tel ζ , le simplexe t◦ζ est un simplexe de X possédant les mêmes propriétés.
On a alors, en notant encore ζ l’image de l’application ζ , les égalités suivantes :

∫

ζ

t∗dω =

∫

t(ζ)

dω =

∫

∂t(ζ)

ω =

∫

∂(ζ)

t∗ω

ce qui montre que la forme t∗dω est la forme ω′ cherchée. D’après la généralisation à
notre situation du lemme 16a de Whitney [Whi, Ch.III], une telle forme, si elle existe, est
unique, ce qui entrâıne qu’elle est la dérivée au sens des distributions de t∗ω et le résultat.

�

Il résulte de la démonstration de Whitney du théorème de de Rham [Whi, Chapitre
IV, §29] que les formes de Whitney engendrent la cohomologie des formes 0-régulières.
Nous verrons plus bas dans le Lemme 4.12 la version sous-analytique de ce résultat.

Lemme 4.11. 1) Soit h une fonction sous-analytique continue sur un domaine sous-
analytique compact K de Rk contenant l’origine et tout chemin joignant l’origine à l’un
de ses points. Supposons que h est analytique dans l’intérieur de K. Pour toute bijection
sous-analytique continue φ : [0, 1] → [0, 1] vérifiant φ(0) = 0, φ(1) = 1, notant φ(s)u pour
φ(s)u1, . . . , φ(s)uk, la fonction

u 7→

∫ 1

0

h(φ(s)u)ds
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est sous-analytique et continue sur K.
2) Si de plus la fonction h est arc-analytique, (voir [B-M1]), il en est de même de la

fonction u 7→
∫ 1

0
h(φ(s)u)ds

Preuve. La continuité de la fonction résulte du fait que h est continue. Nous allons
utiliser le théorème de rectilinéarisation des fonctions sous-analytiques (voir [B-M2] Cor.
4.9, Parusiński [Pa]. Appliquons le Théorème 3.4 de [K-P], qui reprend le Théorème 4.1
de [Pa], à la fonction h : K → R . Nous obtenons une collection finie de morphismes
πα : Wα → Rk telle que :
• Chaque Wα est analytiquement isomorphe à Rk et contient un compact sous-analytique
Kα de telle manière que

⋃
α πα(Kα) = K,

• La fonction h ◦ πα est analytique dans Wα, et dans des coordonnées y1, . . . , yk sur Rk

les fonctions ui ◦ πα s’écrivent

ui ◦ πα = Bα y
e
(i)
1

1 . . . y
e
(i)
k

k 1 ≤ i ≤ k,

où les e
(i)
j sont des entiers non négatifs et Bα est une fonction analytique ne s’annulant

pas dans Kα. Nous pouvons par un changement des coordonnées faire disparâıtre les Bα

en absorbant chacune d’elles dans l’une des variables yj.

Le morphisme πα étant génériquement fini, le déterminant de la matrice (e
(i)
j ) est

un entier non nul, disons d ∈ Z. Il en résulte que nous pouvons trouver des puissances
ψj(s) = φ(s)Rj de φ(s), avec des exposants Rj ∈

1
d
Z uniquement déterminés, telles que

l’on ait
(φ(s)ui) ◦ πα = (ψ1(s)y1)

e
(i)
1 . . . (ψk(s)yk)

e
(i)
k 1 ≤ i ≤ k.

Choisissons maintenant un point z appartenant à Kα, de coordonnées y1, . . . , yk et tel que
πα(z) = u ∈ K. Nous allons calculer la composée (

∫ 1

0
h(φ(s)u)ds) ◦ πα au voisinage de z.

Nous pouvons supposer que pour s ∈ [1 − a1, 1] le chemin (ψ1(s)y1)
e
(i)
1 , . . . , (ψk(s)yk)

e
(i)
k

reste dans Kα. Comme certains des ψj(s) vont devenir très grands lorsque s devient
petit, le chemin va en général sortir de Kα avant d’atteindre s = 0, mais se prolongera
analytiquement dans un autre compact Kβ pour des valeurs s ∈ [1−a2, 1−a1], et puisque
notre chemin et les Kα sont sous-analytiques, ceci se reproduira un nombre fini de fois.
Ainsi notre intégrale, au voisinage du point z, est la somme d’un nombre fini d’intégrales de
fonctions analytiques, les h◦πα, le long de chemins analytiques dépendant analytiquement
du point z ; c’est donc une fonction analytique sur chacun des Wα. Ceci prouve 1).
Il reste à démontrer le point 2). Pour cela, étant donné un arc analytique ui = ui(t) nous

devons vérifier que E =
∫ 1

0
h(φ(s)u(t))ds est analytique en t si la fonction h(u(t)) l’est. Par

dérivation itérée sous l’intégrale on calcule le développement de Taylor, et l’on constate
que ses termes sont le produit des termes correspondants du développement de Taylor de∫ 1

0
h(u(t))ds par des puissances de φ(s), qui sont ≤ 1. Or

∫ 1

0
h(u(t))ds est analytique en

t parce que h(u(t)) l’est, d’où le résultat.
�

Lemme 4.12. Sur un complexe simplicial, ou plus généralement prismal, qui est une
variété, les formes de Whitney engendrent la cohomologie des formes sous-analytiques.

Preuve. Faisons d’abord la démonstration dans le cas d’une décomposition simpliciale.
Il suffit de vérifier que le lemme d’intégration des formes exactes dans un domaine étoilé
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de centre p0 et les lemmes de prolongement de Whitney [Whi, Chapitre IV, §§25–26] sont
valables dans le cas sous-analytique. Prouvons par exemple que le lemme 25a, p. 136 est
valable dans le cas sous-analytique. Avec des notations analogues à celles de loc. cit.,
après avoir pris pour origine le centre p0, il s’agit de vérifier que la forme

ω1(p) =

∫

I×p

g∗ω(sp)ds

est sous-analytique, où g : I ×Rn → Rn est l’application affine définie par g(s, p) = sp.
Cela résulte du Lemme 4.11 en prenant φ(s) = s. Les lemmes de prolongement se vérifient
de manière analogue.

Dans le cas d’une décomposition prismale d’une variété, chaque prisme σ1 × . . .× σs
admet des décompositions simpliciales “standard” dont chaque sommet est un s-uple
(vi1, . . . , vis) de sommets ne faisant intervenir que des sommets des σi. Sur un prisme la
forme ω(σ1)∧ · · · ∧ω(σs) est la forme volume du prisme. Sa restriction à chaque simplexe
d’une décomposition “standard” du prisme est la forme volume du simplexe. On est alors
ramené au cas des décompositions simpliciales.

�

A une forme sous-analytique fermée ω sur X on associe donc une forme sous-analytique
fermée fermée ω1, combinaison de formes de Whitney de simplexes de ∆, telle que t∗ω =
ω1 + dα, où α est une forme sous-analytique fermée sur ∆.

5 Formes sous-analytiques et formes de Whitney re-

latives

Pour une application prismale associée à une application simpliciale f : ∆ → T comme
dans l’exemple 2.10, étant donné un point x ∈ σ et ε ∈]0, 1], on note σ(x,ε) l’homothétique
de σ par l’homothétie de centre x et de rapport ε (voir Figure 7). De même, si φ est
une face de σ, on note φ(x,ε) l’homothétique de φ par l’homothétie de centre x ∈ σ et de
rapport ε. Enfin, dans le faisceau prismal Pf , on note π(σ)(x,ε) et π(φ)(x,ε) respectivement
les homothétiques de π(σ) et π(φ) par homothétie de centre x et de rapport ε.

Si η est une forme différentielle induisant une forme de degré r non nulle dans les
fibres d’un morphisme simplicial ou prismal f : φ→ τ , on notera ηf(x), ou simplement ηf

s’il n’y a pas d’ambigüité, la restriction, au sens des formes différentielles, de η à la fibre
f−1(f(x)). Posons φf(x,ε) = φ(x,ε) ∩ f

−1(f(x)).
D’après le lemme 4.2, l’intégrale ∫

φ
f

(x,ε)

ηf

ne dépend que des coefficients de η dans la fibre f−1(f(x)). D’autre part, le volume
euclidien de φf(x,ε) est égal à

vol(φf(x,ε)) = t
|φ0|
0 · · · t|φs|s

∫

θσ(φf
(x,ε)

)

ω(π(φ)/τ).

où θσ est le morphisme défini en 2.3.
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C

D

A

B

a
c

d

b

π(σ) ∩ f−1(f(x))

x

π(σ)(x,ε) ∩ f
−1(f(x))

eP

τ(f(x),ε)

τf(x)

σ

σ(x,ε)
x

τ(f(x),ε)

τ

eS

f(x)

ψσ

σ(x,ε) σ(x,ε) ∩ f
−1(f(x)) π(σ)(x,ε) ∩ f

−1(f(x))

Ici, σ est le tétraèdre ABCD et σ(x,ε) est le tétraèdre abcd. Pour une face φ de σ, par
exemple le triangle ACD, alors φ(x,ε) est le triangle acd.
Dans Pf , on n’a dessiné que la fibre de π(σ) au dessus de f(x). Le dessin de π(σ) est
le produit de π(σ) ∩ f−1(f(x)) par τ . De même, on n’a dessiné que l’intersection de
π(σ)(x,ε) avec la fibre, i.e. π(σ)(x,ε) ∩ f−1(f(x)). Le dessin de π(σ)(x,ε) est le produit de
cette intersection par τ(f(x),ε).

Figure 7 – Les homothétiques σ(x,ε) et π(σ)(x,ε)
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Construction 5.1. Soit π = τ × π/τ = τ × σ0 × · · · × σs un prisme comme en section 2.
Rappelons que l’on note t0, . . . , ts les coordonnées barycentriques de τ et µj,k, 0 ≤ j ≤ s,
0 ≤ k ≤ dim σj celles de σ0× . . .×σs (voir (2.3)). Dans ce qui suit, nous prendrons comme
coordonnées cartésiennes de chacun des σj , les coordonnées µj,k pour 1 ≤ k ≤ dim σj ,

c’est-à-dire que l’on pose µj,0 = 1−
∑dimσj

k=1 µj,k. On fait de même pour le simplexe τ . Cela
fournit un plongement de π dans Rm = R|τ | ×R|σ0| · · · ×R|σs| et un plongement de π/τ
dans Rm−|τ |.

Prenons une autre copie de Rm dont on notera uj,k les coordonnées correspondant
aux µj,k et θℓ les coordonnées correspondant aux coordonnées tℓ de τ et considérons le
sous-ensemble Z de τ × π/τ × I×Rm défini par les inégalités

−εµj,k ≤ uj,k−µj,k ≤ ε(1 − µj,k) (5.5)
∑

k

(uj,k − µj,k) ≤ ε(1 −
∑

k

µj,k) (5.6)

pour 0 ≤ j ≤ s. Notons p la restriction à Z de la projection de π × I ×Rm sur π × I. la
fibre de p au dessus du point de coordonnées (tℓ, µj,k, ε) est le prisme π(x,ε). L’intersection
de cette fibre avec l’espace linéaire défini par θℓ = tℓ, 1 ≤ ℓ ≤ s est la fibre πfx,ǫ passant
par x.

Notons b : X → π × I l’éclatement de l’idéal (ε, (µj,k)j,k) dans π × I. Nous allons
montrer que certaines intégrales dépendant de paramètres v ∈ π×I deviennent analytiques
après composition avec b et sont donc sous-analytiques sur π × I. Nous allons détailler le
calcul dans une carte particulière de l’éclatement b ; les calculs dans les autres cartes sont
analogues.

Considérons donc l’application b : τ ×Rm−|τ |×I → τ ×Rm−|τ |×I définie par µj,k ◦b =
εµ′

j,k pour k ≥ 0 et ε ◦ b = ε. C’est celle qui correspond à la carte de X où ǫ engendre
l’idéal transformé dans X .

L’image par b du sous-ensemble de τ ×R
m−|τ |
≥0 × I défini par les inégalités

0 ≤ εµ′
j,k ≤ 1 et

∑
εµ′

j,k ≤ 1

est τ × π/τ × I.

36



Considérons le diagramme suivant :

τ ×Rm−|τ | × Yα

ζα

��

τ ×Rm−|τ | × Sα
//

π̃α,B

��

τ ×Rm−|τ | × I×Wα
//

πα,B

��

π × I×Wα

πα

��

τ ×Rm−|τ | × I×Rm c // τ ×Rm−|τ | × I×Rm B //

Pb

π × I×Rm

P

��

Z̃b
c //

*




77ppppppppppppp

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY Zb //
*




77ppppppppppppp

pb

''NNNNNNNNNNNNN

��

Z
-




;;xxxxxxxxxx

p

##FF
FF

FF
FF

FF

τ ×Rm−|τ | × I
b // π × I

Le produit fibré Zb de p par b est le sous-espace de τ ×Rm−|τ | × I×Rm défini par les
inégalités

−ε2µ′
j,k ≤ uj,k − εµ′

j,k ≤ ε(1 − εµ′
j,k)

∑

k

(uj,k − εµ′
j,k) ≤ ε(1 − ε

∑

k

µ′
j,k).

Notons pb la projection de Zb sur τ × Rm−|τ | × I. La dimension des fibres de pb chute
encore pour ε = 0. Nous allons considérer l’éclatement c : V → Rm−|τ |× I×Rm de l’idéal
(ε, (uj,k)j,k). A nouveau nous allons détailler le calcul seulement dans une carte de V .

Considérons donc le morphisme c de τ ×Rm−|τ | × I×Rm dans τ ×Rm−|τ | × I×Rm

déterminé par µj,k ◦ c = µ′
j,k et uj,k ◦ c = εu′j,k. Alors Zb est l’image par le morphisme c

du sous-ensemble Z̃b de τ ×Rm−|τ | × I×Rm défini par les inégalités

−εµ′
j,k ≤ u′j,k − µ′

j,k ≤ 1 − εµ′
j,k

∑

k

(u′j,k − µ′
j,k) ≤ 1 − ε

∑

k

µ′
j,k.

La fibre du morphisme pb◦c au dessus du point de coordonnées (tj , µ
′
j,k, ε) a pour image

dans Z le simplexe π(x,ε) où x est le point de coordonnées (tj , µj,k) avec µj,k = εµ′
j,k.

Remarquons que toutes les fibres de Pb ◦ c restreint à Z̃b ont la même dimension.
Soient maintenant ω une forme différentielle sous-analytique bornée sur le prisme π

et πα : Wα → Rm des morphismes analytiques composés d’éclatements locaux tels que
chaque forme différentielle π∗

αω soit analytique sur Wα. Considérons pour chaque α le
morphisme induit π × I ×Wα → π × I × Rm, que nous noterons encore πα par abus.
Notons πα,B : : τ ×Rm−|τ |× I×Wα → τ ×Rm−|τ |× I×Rm le morphisme qui s’en déduit
par changement de base par le morphisme B. Nous pouvons supposer que chaque Wα

contient un compact sous-analytique Kα tel que la réunion des images des Kα recouvre
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l’image du prisme π qui se trouve dans Rm. Nous supposerons de plus que les fonctions

uj,k ◦ πα sont des monômes nj,k = y
a
k,j
1

1 . . . ya
k,j
m
m en des coordonnées y1, . . . , ym sur Wα, en

absorbant les unités dans les coordonnées et qu’il en est de même des fonctions θℓ ◦ πα.
Le produit fibré τ ×Rm−|τ | × Sα du diagramme ci-dessus a alors pour équations dans

τ ×Rm−|τ | × I×Rm ×Wα les εu′j,k − nj,k = 0 pour tous les k, j.
Remarquons maintenant que les différences des exposants des monômes de ces équations

binomiales, qui sont de la forme (1, 0 . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,−ak,j1 , . . . ,−ak,jm ), engendrent un
réseau saturé. Les équations définissent donc une variété torique affine sur R, qui peut être
résolue par un morphisme torique, ou monomial (voir [Te2], 6.1). Cela signifie que l’on peut
trouver un morphisme torique de variétés toriques non singulières Zα → τ × I×Rm×Rm

tel que la transformée stricte Yα de Sα soit non singulière. Dans une carte locale de Zα mu-
nie de coordonnées z1, . . . , zm+1 notre domaine d’intégration est défini par des inégalités
de la forme :

−zEµ′
j,k ≤ zAj,k − µ′

j,k ≤ 1 − zEµ′
j,k

∑

k

(zAj,k − µ′
j,k) ≤ 1 − zE

∑

k

µ′
j,k.

Nous intégrerons sur ce domaine, dont les inéquations dépendent linéairement des pa-
ramètres µ′

j,k et analytiquement de ε, la restriction aux fibres au dessus de t ∈ τ de
l’image réciproque de notre forme différentielle, qui est à support dans l’espace analytique
non singulier Yα et y est analytique.

Lemme 5.2. Gardons les notations introduites au début de cette section. Soit σ un sim-
plexe orienté de ∆ ayant pour image τ et de dimension relative d. Soit η une r-forme
différentielle sous-analytique sur σ dont la restriction aux fibres de σ → τ est de degré r,
avec r ≤ d. Alors, pour toute face φ de σ de dimension relative r et d’image τ , l’application
Ãφ : σ → R définie par

x 7→ Ãφ(x) = lim
ε→0




∫

φ
f

(x,ε)

ηf

vol(φf(x,ε))




qui ne dépend que de la classe de η dans les formes relatives, est sous-analytique bornée
sur σ.

Preuve. On a l’égalité :

∫

φ
f

(x,ε)

ηf

vol(φf(x,ε))
=

∫

π(φ)f
(x,ε)

ψ∗ηf

t
|φ0|
0 · · · t

|φs|
s vol(π(φ)f(x,ε))

Nous allons étudier l’intégrale

∫

π(φ)f
(x,ε)

ψ∗ηf en utilisant la construction 5.1. Avec les

mêmes notations, nous avons

∫

π(φ)f
(x,ε)

ψ∗ηf =

∫

p−1(v)∩Θ−1(v)

ı∗v(η)
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où v = (x, ε) est le point de π × I qui a pour coordonnées les (ti, µj,k, ε), où Θ désigne le
morphisme Rm → R|τ | défini par les fonctions θℓ et v désigne l’image de v dans τ . Enfin,
ı∗v désigne la retriction de la forme η à la fibre de Z au-dessus de v via la restriction à Z
du morphisme Θ. Notons I(v) cette intégrale.

Pour tout point ṽ ∈ b−1(v) nous avons

I(v) = I(ṽ) =

∫

p−1
b

(ṽ)∩Θ−1(v)

ı∗vB
∗(η).

De même, nous pouvons calculer notre intégrale I(v) comme intégrale sur la fibre Θ−1(v)∩
Z̃b de Z̃b au-dessus de v ∈ τ de l’image inverse c∗B∗(η), qui est encore sous-analytique.

D’après la construction 5.1, pour un choix des Wα rendant analytiques les coefficients
de η l’intégrale I(ṽ) est la somme d’intégrales de formes analytiques restreintes aux fibres
du morphisme τ ×Rm−|τ |×Rm → τ induit par le morphisme Θ et aux domaines qui sont
les images réciproques de Z̃b dans les cartes de τ ×Rm−|τ | × Yα.

Ces domaines dépendant analytiquement du paramètre v, on en déduit que la fonction
I(ṽ) est analytique sur la carte de l’éclaté X que nous avons étudiée. Les calculs dans les
autres cartes sont analogues et fournissent l’analyticité de I(v) ◦ b sur X , et donc le fait
que la fonction I(v) est sous analytique sur π × I.

Pour chaque t ∈ τ , la forme ı∗t (η) est un multiple sous-analytique de la forme volume
dVm de Rm. Donc, le quotient

∫

π(φ)f
(x,ε)

ψ∗ηf

t
|φ0|
0 · · · t

|φs|
s vol(π(φ)f(x,ε))

est borné comme fonction de x. De même, l’intégrale
∫

p−1
b

(ṽ)

ı∗vB
∗(dVm)

est sous-analytique. Comme le quotient des deux intégrales est borné, c’est une fonction
sous-analytique sur pb(Zb) ; elle reste sous-analytique en restriction à ε = 0, ce qui montre

que la fonction Ãφ est sous-analytique sur σ. �

En utilisant les notations de la proposition 3.8, pour toute face φ de σ, de dimension
relative r et d’image τ , telle que φ0, . . . , φs désignent les faces de φ situées au dessus des
sommets y0, . . . , ys de τ , nous noterons

Aφ(x) = (−1)α(φ,ν)
(r + s)!

|φ0|! · · · |φs|! s!
Ãφ(x). (5.7)

Proposition 5.3. Soit σ un simplexe orienté de ∆ ayant pour image τ et de dimension
relative d. Soit η une r-forme différentielle sous-analytique sur σ, avec r ≤ d. Notant
(φj)j∈J les faces de σ de dimension relative r et d’image τ , on a sur le prisme π(σ)
l’égalité

(ψ∗df) ∧

(
ψ∗η −

∑

j∈J

t
|φj0|
0 · · · t|φ

j
s|

s (Aφj ◦ ψ)ω(π(φj)/τ ; π(σ))

)
= 0.
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Preuve. Soit φ une face de σ de dimension relative r et d’image τ .
Notons η(x) la forme différentielle sous-analytique sur φf(x,ε) dont la valeur en tout

point x′ de φf(x,ε) est égale à Ãφ(x) · ω(φf(x,ε)).

Par définition de Ãφ on a, pour ε suffisamment petit

∣∣∣∣∣

∫

φ
f

(x,ε)

ηf(x)(x) −

∫

φ
f

(x,ε)

η(x)

∣∣∣∣∣ ≤ Cφ(ε)εr.

où C(ε) tend vers 0 avec ε.
En prenant l’image par le morphisme linéaire θσ défini dans l’exemple 2.1, au vu de

la Proposition 3.8 et de (5.7), on obtient

∣∣∣∣∣

∫

θσ(φf
(x,ε)

)

(
ψ∗η − t

|φ0|
0 · · · t|φs|s (Aφ ◦ ψ)ω(π(φ)/τ ; π(σ)

)∣∣∣∣∣ ≤ Cφ(ε)εr.

Notons

β = ψ∗η −
∑

j∈J

t
|φj0|
0 · · · t|φ

j
s|

s (Aφj ◦ ψ)ω(π(φj)/τ ; π(σ))

où (φj)j∈J décrit l’ensemble des faces de σ de dimension relative r et d’image τ .
Remarquons que si φi et φj sont deux faces distinctes de σ de dimension relative r et

d’image τ , la restriction de ω(φi; σ) à φj est nulle, et donc la restriction de ω(π(φi)/τ ; π(σ))
à π(φj) est nulle. Etant donné un prisme φf de dimension r contenu dans une fibre de f
et dans une face de dimension relative r nous pouvons donc donner l’estimation suivante
indépendante de la face qui le contient :

∣∣∣∣∣

∫

θσ(φf
(x,ε)

)

β

∣∣∣∣∣ ≤ C(ε)εr, (5.8)

où C(ε) est la plus grande des constantes Cφ(ε) correspondant aux faces φ de σ de di-
mension relative r et d’image τ .

L’inégalité (5.8) implique que la restriction de β à chaque θσ(φf(x,ε)) est nulle. D’après
le lemme 4.2 ceci équivaut à dire que, pour toute coordonnée barycentrique λi de σ, on
a β ∧ dλi = 0. D’où le résultat puisque les λi forment un système de coordonnées dans
π(σ). �

6 Primitives relatives de formes différentielles sous-

analytiques

Notre résultat principal apparâıtra en section 6.4 comme corollaire du résultat suivant :

Théorème 6.1. Soient g : X → Rn un morphisme analytique orienté propre et triangu-
lable entre variétés analytiques, et soit ω une r-forme différentielle définie sur X, sous-
analytique et continue, telle que sa restriction à chaque fibre non-singulière g−1(y) soit
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la différentielle d’une forme sous-analytique ξy. Il existe une forme différentielle sous-
analytique Ω sur X, de degré r− 1 et, pour chaque fibre non-singulière g−1(y), une forme
αy de degré r − 2 sous-analytique et continue, telles que l’on ait :

ξy − ι∗yΩ = dαy,

où ιy désigne le plongement dans X de la fibre g−1(y).

Ce théorème exprime le fait que l’on peut remplacer les formes ξy, primitives de ω sur
chaque fibre non singulière, par une forme Ω qui a l’avantage d’être définie sur tout X ,
mais ceci à une forme exacte près sur chaque fibre non singulière. L’existence de Ω sera
montrée au niveau du faisceau prismal Pf , en la construisant d’abord dans chaque prisme
π(σ) de dimension maximum, puis “verticalement”, au dessus de chaque simplexe τ de la
base, enfin en montrant que les formes ainsi obtenues se recollent “horizontalement”.

Preuve. Choisissons une triangulation sous-analytique de g et, reprenant les notations de
1.1, notons t : ∆ → X l’homéomorphisme sous-analytique correspondant, et f : ∆ → T
le morphisme simplicial orienté déduit de g. La forme t∗ω est sous-analytique sur ∆.
D’après la Proposition 5.3, on peut écrire sur le faisceau prismal Pf l’égalité de formes
différentielles

(ψ∗de∗S) ∧ (ψ∗(t∗ω) − ω1) = 0, (6.9)

où sur chaque prisme π(σ), notant τ son image, la forme ω1 est égale à

ω1 =
∑

ℓ∈L

(Aφℓ ◦ ψ)t
|φℓ0|
0 · · · t|φ

ℓ
s|

s ω(π(φℓ)/τ ; π(σ)),

où les (φℓ)ℓ∈L sont les faces de σ de dimension relative r et d’image τ , et les Aφℓ sont des
fonctions sous-analytiques définies sur σ. Notons encore Aφℓ pour Aφℓ◦ψ ; par construction,
lorsque le prisme π(σ) varie ainsi que son image τ , la donnée π(σ) 7→ Aφℓω(π(φℓ)/τ ; π)
définit une forme différentielle relative sur Pf .

Cherchons les conditions pour que la forme différentielle ω1 soit exacte dans les fibres.
Le lemme 3.10, b) suggère de l’écrire comme différentielle d’une combinaison de formes
de Whitney.

Examinons d’abord ce qui se passe dans le prisme π(σ) = τ × σ0 × σ1 × · · · × σs. Les
faces de π(σ) de dimension relative r et ayant pour image τ sont de la forme

π(φ) = τ × σ′
0 × σ′

1 × · · · × σ′
s

où chaque σ′
i est une face du simplexe σi et où la somme des dimensions des simplexes σ′

i

vaut r. Chaque face de π(φ) de dimension relative r−1 et ayant pour image τ est obtenue
par le procédé suivant : On choisit un sommet yj du simplexe τ et, dans le simplexe σ′

j

au dessus de yj , un sommet xj,q. Si l’on note σ′′
j,q la face de σ′

j opposée au sommet xj,q, on
obtient une telle face de π(φ) notée

π(γ) = τ × σ′
0 × · · ·σ′

j−1 × σ′′
j,q × σ′

j+1 × · · · × σ′
s.

La donnée du couple (φ, γ) détermine donc l’indice j = j(φ, γ) du sommet yj au dessus
duquel φ et γ diffèrent ainsi que l’unique sommet xj,q de φ non situé dans γ.
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σσj

σ′
j σ′′

j,q

φ
γ

xj,q

yj y0τ

π(σ)
σ̃j

σ̃′
j

σ̃′′
j,q

π(φ)

π(γ)

x̃j,q

yj τ

Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ

Dans cette figure, σ est le tétraèdre de fibres σj au dessus de yj et un point au dessus de
y0, le triangle φ (hachuré) en est une face de dimension relative 1 et sa fibre au dessus de
yj est σ′

j , face de σj . Le segment γ est une face de codimension 1 de φ, différant de φ au
dessus du sommet yj de τ . Le sommet xj,q de σ′

j est le seul sommet de φ n’appartenant
pas à γ.
Dans Pf , le prisme π(σ) est le prisme triangulaire de base σ̃j . Le “rectangle” π(φ) en est
une face. Les éléments de la fibre de Pf au dessus du sommet yj de τ sont notés comme
suit : ũ = σ0 × · · · × u× · · · × σs où u figure en j-ème position.
On a également dessiné d’autres simplexes tels que σ et φ dont γ est une face.

Figure 8 – Faces γ de φ dans Sf et Pf

Ecrire que la forme différentielle ω1 est exacte dans les fibres revient à résoudre dans
le prisme π(σ), pour chaque face π(φ) comme ci-dessus, l’équation

t
|φ0|
0 · · · t

|φs|
s Aφω(π(φ)/τ ; π(σ)) =

de

(∑s

j=0 t
|φ0|
0 · · · t

|φj−1|
j−1 t

|φj |−1
j t

|φj+1|
j+1 · · · t

|φs|
s

(∑
γ C

φ
γω(π(γ)/τ ; π(σ))

))
,

(6.10)
où la seconde somme porte sur les faces γ de codimension 1 de φ différant de φ par un
sommet xj,q situé au dessus du sommet yj de τ . Les inconnues Cφ

γ sont des fonctions
sous-analytiques des coordonnées barycentriques de τ et de φ, à support dans le prisme
π(σ).

Le calcul de de(C
φ
γω(π(γ)/τ ; π(σ)) est une version relative, et dans π(σ), du Lemme

3.13. Notons (φh)h∈H l’ensemble des faces de dimension relative r de σ ayant pour image
τ et admettant γ pour face de codimension 1. En utilisant les notations de Lemme 3.13
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et celles des coordonnées barycentriques (2.3), il vient :

de(C
φ
γω(π(γ)/τ ; π(σ)) = (−1)r

∑

h

(
(Cφ

γ )h +
1

r

∑

i

λi
∂(Cφ

γ )h

∂λi

)
ω(π(φh)/τ ; π(σ)), (6.11)

où la somme sur i porte sur les coordonnées barycentriques λi de γ, considérées comme
coordonnées barycentriques de φh, c’est-à-dire que la coordonnée barycentrique de φh
correspondant au sommet de φh \ γ n’apparâıt pas (voir le lemme 3.13).

D’après les formules (6.10) et (6.11), la détermination des Cφ
γ se ramène à la résolution

pour tout prisme σ d’image τ , pour toute face φ de σ d’image τ et de dimension relative
r et pour tout sommet yj de τ , de l’équation

tjAφ =
∑

γ⊂φ


Cφ

γ +
1

r

∑

λi∈I(γ)

λi
∂Cφ

γ

∂λi




où γ décrit l’ensemble des faces de φ de codimension 1 et d’image τ , ne différant de φ
qu’au dessus de yj . Celles-ci sont de dimension relative r − 1 et la seconde somme porte
sur les coordonnées barycentriques λi de γ, dont l’ensemble est noté I(γ).

Notons n(φ/τ) le nombre de telles faces γ de φ. Nous allons chercher des solutions de

la forme Cφ
γ = tjC̃

φ
γ où la fonction C̃φ

γ est solution de l’équation aux dérivées partielles
associée au problème

1

n(φ/τ)
Aφ = C̃φ

γ +
1

r

∑

λi∈I(γ)

λi
∂C̃φ

γ

∂λi
(6.12)

cöıncidant avec Aφ en restriction à γ.
Remarquons que, travaillant, à ce niveau de la démonstration, notre construction nous

assure de l’existence d’une solution locale. Le fait que l’on puisse trouver une solution
globale (dans les fibres au dessus de l’intérieur de τ) viendra de l’hypothèse d’exactitude
de la restriction de la forme ω aux fibres lisses.

6.1 Résolution de l’équation aux dérivées partielles

La résolution de l’équation (6.12) procède de la proposition suivante :

Proposition 6.2. 1) Sur le simplexe σ = {u ∈ Rk, ui ≥ 0,
∑k

i=1 ui ≤ 1}, l’équation

E +
1

r

k∑

i=1

ui
∂E

∂ui
= B

avec un second membre B sous-analytique et continu sur σ et analytique à l’intérieur, a
une unique solution sous-analytique et continue donnée par

E =

∫ 1

0

B(s
1
ru)ds.

Elle est analytique à l’intérieur de σ.
2) Si de plus la fonction B est arc-analytique, il en est de même de la fonction E.
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Preuve. Posons

E =

∫ 1

0

B(s
1
ru)ds.

Nous avons la suite d’égalités

ui
∂E
∂ui

=
∫ 1

0
ui

∂B
∂ui

(s
1
ru)s

1
rds

B(u) =
[
sB(s

1
ru)
]s=1

s=0
=
∫ 1

0
∂
∂s

(sB(s
1
ru))ds =

∫ 1

0

[
B(s

1
ru)) + s

r

∑k

i=1 ui
∂B
∂ui

(s
1
ru)s

1
r
−1
]
ds,

ce qui montre que la fonction E est une solution de l’équation. Elle est continue puisque
B l’est, et sous-analytique sur σ d’après le Lemme 4.11 appliqué à φ(s) = s

1
r .

Prouvons maintenant l’unicité de la solution. Il s’agit de prouver que la seule solution
sous-analytique continue de l’équation

E +
1

r

k∑

i=1

ui
∂E

∂ui
= 0

est la fonction nulle. Si E est solution de cette équation, nous avons les égalités

∂

∂s
E(s

1
ru) =

s
1
r
−1

r

k∑

i=1

ui
∂E

∂ui
= −s

1
r
−1E.

Nous allons en déduire que E(s
1
ru) = C(u)exp(−rs

1
r ) où C(u) est une fonction sous-

analytique et continue. Si E 6= 0 on en déduit en faisant s = 0 que C(u) est constante et
égale à E(0) et en faisant s = 1 que E(u) = E(0)exp(−r) ce qui montre que la fonction
E est constante et doit être nulle.

Enfin, calculant
∂

∂ui

∫ 1

0

B(s
1
ru)ds =

∫ 1

0

s
1
r
∂B

∂ui
(s

1
ru)ds,

nous voyons que le développement de Taylor de E converge là où B est analytique. Ceci
prouve la première partie de la proposition.

Le 2) est conséquence du 2) du Lemme 4.11 en prenant φ(s) = s
1
r . �

Posons

Cφ
γ =

tj
n(φ/τ)

∫ 1

0

Aφ(s
1
rλ)ds (6.13)

La forme ∑

γ⊂φ

Cφ
γω(π(γ)/τ ; π(σ)) (6.14)

est donc, relativement à ω(π(φ)/τ ; π(σ)), une primitive de (6.10) si nous considérons
chaque Cφ

γ comme une fonction des coordonnées barycentriques λ de σ, indépendante de
la coordonnée attachée au sommet de φ non situé dans γ.
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Remarquons que

1. toute autre solution du système d’équations (6.10) est une forme qui diffère de la
précédente par une forme fermée.

2. la forme (6.14) est définie localement (en fait, dans l’“étoile de π(φ)”).

Afin de montrer que l’on obtient globalement une forme primitive relative de ψ∗(t∗ω), il
nous faut montrer :

a) que l’on peut construire à l’aide de (6.14) une forme définie au dessus de l’intérieur
de τ , et qui soit primitive relative de ψ∗(t∗ω) (prolongement vertical),

b) que la forme ainsi définie se spécialise “correctement” au dessus des faces de τ de
façon à déterminer une forme dans Sf (prolongement horizontal).

6.2 Prolongement vertical

On peut supposer T triangulé de telle façon que les fibres singulières de f : ∆ → T
soient situées au dessus du squelette de codimension 1 de T . D’après l’hypothèse du
théorème 6.1, la restriction de t∗ω à toute fibre lisse de f est exacte. Au dessus de tout
point y de l’intérieur d’un simplexe τ de dimension maximum, on peut donc écrire dans
la fibre lisse Fy = f−1(y), en notant iy son inclusion dans ∆

i∗yt
∗ω = dζy

où la (r − 1)-forme ζy est représentable par une forme

ζy =
∑

σ,γk

bk ω(γk/τ ; σ),

la somme portant sur les simplexes σ de dimension maximum au dessus de τ et sur les
simplexes γk de dimension relative (r − 1) et d’image τ . Avec les notations précédentes,
il vient :

ψ∗ζy =
∑

σ,γk

t
|γk,0|
0 . . . t

|γk,s|
s (bk ◦ ψ)ω(π(γk)/τ ; π(σ))

qui est une forme définie dans la fibre de Pf au dessus de y.
D’après (6.10) et le calcul précédent, sur chaque prisme π(σ), la forme ψ∗(t∗ω|Fy

) =
ψ∗(dζy) s’écrit

d
(∑

σ,γk
t
|γk,0|
0 . . . t

|γk,s|
s (bk ◦ ψ)ω(π(γk)/τ ; π(σ))

)
=

d
(∑s

j=0 t
|φ0|
0 · · · t

|φj−1|
j−1 t

|φj |−1
j t

|φj+1|
j+1 · · · t

|φs|
s

(∑
γ C

φ
γω(π(γ)/τ ; π(σ))

))
.

(6.15)

où chaque face γk de dimension relative (r − 1) et d’image τ apparâıt une seule fois de
chaque côté de l’équation. Remarquons cependant que si γk (dans la somme de gauche)
cöıncide avec γ (dans la somme de droite), alors |γk,i| = |φi| pour i 6= j et |γk,j| = |φj|−1,

autrement dit les deux termes t
|γk,0|
0 . . . t

|γk,s|
s et t

|φ0|
0 · · · t

|φj−1|
j−1 t

|φj |−1
j t

|φj+1|
j+1 · · · t

|φs|
s sont égaux.

D’après le lemme de Poincaré appliqué au domaine étoilé π(σ) ∩ f−1(y) (fibre non
singulière), et avec des notations évidentes, il existe une (r−2)-forme αy sur π(σ)∩f−1(y)
telle que : ∑

γk

(
t
|γk,0|
0 · · · t

|γk,s|
s

[
bk ◦ ψ − Cφ

γk

]
ω(π(γk)/τ ; π(σ))

)
= dαy.
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Comme précédemment (cf. 6.10), nous allons chercher des solutions αy sous la forme

αy =

s∑

h=0

(
t
|γk,0|
0 · · · t

|γk,h−1|
h−1 t

|γk,h|−1
h t

|γk,h+1|
h+1 · · · t

|γk,s|
s

∑

β

Dγk
β ω(π(β)/τ ; π(σ))

)
,

où β décrit l’ensemble des faces de codimension 1 de γk ne différant de γk qu’au dessus
du sommet yh de τ .

Nous sommes donc ramenés à résoudre, pour chaque π(γk) l’équation

t
|γk,0|
0 · · · t

|γk,s|
s

[
bk ◦ ψ − Cφ

γk

]
ω(π(γk)/τ ; π(σ))) =

d
(∑s

h=0 t
|γk,0|
0 · · · t

|γk,h−1|
h−1 t

|γk,h|−1
h t

|γk,h+1|
h+1 · · · t

|γk,s|
s

(∑
β D

γk
β ω(π(β)/τ ; π(σ))

))
,

(6.16)
laquelle est du même type que l’équation (6.10). Les solutions en Dγk

β sont donc données
par la proposition 6.2. Elles sont sous-analytiques, la forme correspondante

∑

β⊂γk

Dγk
β ω(π(β)/τ ; π(σ))

est sous-analytique et déterminée à une forme fermée près.
Posons, comme précédemment,

Cφ
γ = tjC̃

φ
γ Dγ

β = thD̃
γ
β.

Dans le faisceau prismal Pf , et dans chaque fibre lisse au dessus de l’intérieur d’un simplexe
τ de dimension maximale, on définit la forme

H =∑
γ⊂φ⊂σ t

|φ0|
0 · · · t

|φs|
s C̃φ

γω(π(γ)/τ ; π(σ)) + d
(∑

β⊂γ⊂φ⊂σ t
|γ0|
0 · · · t

|γs|
s D̃γ

βω(π(β)/τ ; π(σ))
)

=
∑

γ⊂φ⊂σ t
|φ0|
0 · · · t

|φs|
s

(
C̃φ
γω(π(γ)/τ ; π(σ)) + d

(∑
β⊂γ D̃

γ
βω(π(β)/τ ; π(σ))

))
,

(6.17)
où les faces φ, γ, β de σ ont toutes pour image τ et sont de dimension relatives respectives
r, r − 1, r − 2.

La forme H est définie sur le faisceau prismal Pf au dessus de tout simplexe (fermé)
τ . D’après la proposition 3.8, H est image réciproque d’une forme différentielle HS définie
sur le faisceau prismal Sf au dessus de τ :

HS =
∑

γ⊂φ⊂σ

(
C̃φ
γω(γ/τ ; σ) + d

(∑

β⊂γ

D̃γ
βω(β/τ ; σ)

))
.

Il en est de même de αy au dessus des points y de l’intérieur de τ , laquelle s’écrit
αy = ψ∗(αS,y). Au dessus d’un tel point, autrement dit pour toute fibre non singulière
Fy = g−1(y), il vient donc :

ψ∗ζy − ψ∗(ι∗y(HS)) = dψ∗(αS,y),

où ιy désigne le plongement dans X de la fibre g−1(y).
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6.3 Prolongement horizontal

Soit alors τ ′ une face de τ et φ′ la face de φ située au dessus de τ ′. Notons y0, . . . , yu
les sommets de τ ′ et donc φ0, . . . , φu les faces de φ′ situées au dessus de ces sommets.
Supposons dans un premier temps dimrel φ

′ < r. Cela implique

|φ0| + · · · + |φu| − u < r.

Mais comme |φ0| + · · · + |φs| − s = r, il vient

|φu+1| + · · · + |φs| − (s− u) > 0

ce qui signifie que l’on a |φj| ≥ 0 pour l’un au moins des j = (u+ 1), . . . , s. On en conclut

que le coefficient t
|φ0|
0 · · · t

|φs|
s tend vers 0 lorsqu’on s’approche de φ′ et donc la forme (6.17)

s’y annule.
Supposons maintenant que dimrel φ

′ ≥ r, cela signifie que

|φ0| + · · · + |φu| − u ≥ r

et donc certains des |φj| pour j > u peuvent s’annuler. En particulier, pour |φu+1| = · · · =
|φs| = 0, le prisme au dessus d’une fibre de τ ′ cöıncide avec le prisme au dessus d’une fibre
de τ . La définition (formule 6.13) de Cφ

γ en fonction de Aφ intègre les signes et coefficients
de la formule 5.7. Ce sont, d’après la proposition 3.8, les signes et coefficients nécessaires
pour que la forme différentielle (6.17) se spécialise correctement et définisse une forme sur
le faisceau prismal Sf .

Dans tous les cas, la forme que l’on peut définir sur τ ′ par le même procédé cöıncide
donc avec la spécialisation de la forme définie sur τ .

Comme de plus les exposants de t
|φ0|
0 · · · t

|φs|
s correspondent aux dimensions conve-

nables, nous obtenons donc une forme différentielle HS définie sur Sf et satisfaisant :

ζy − ι∗y(HS) = d(αS,y)

pour toute fibre non singulière g−1(y). Par l’homéomorphisme sous analytique t, on en
déduit le théorème 6.1. �

6.4 Le résultat

Corollaire 6.3. Soient g : X → Rn un morphisme analytique orienté propre et triangu-
lable entre variétés analytiques, et soit ω une r-forme différentielle sur X sous-analytique
continue telle que la restriction de ω à chaque fibre non-singulière de g soit la différentielle
d’une forme sous-analytique. Il existe une (r − 1)-forme sous-analytique continue Ω sur
X telle que l’on ait

dg ∧ (ω − dΩ) = 0

où dg est l’image inverse de la forme volume sur Rn.

Preuve. Par hypothèse, la restriction de ω à toute fibre non-singulière de g s’écrit :

ωy = dξy.

47



D’après le théorème 6.1, il existe une forme différentielle (r− 1)-forme différentielle sous-
analytique continue Ω telle que l’on ait

ξy − ι∗yΩ = dαy

pour toute fibre non singulière de g, où ιy désigne le plongement dans X de la fibre g−1(y).
La différentielle de Ω au sens des distributions admet un représentant sous-analytique
continu et qui vérifie (voir le lemme 4.2)

dg ∧ (ω − dΩ) = 0.

Ceci démontre le corollaire.
�
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