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Résumé

Décrire la diffusion d’objets browniens corrélés est un probléme non trivial en physique statistique.
La présence de corrélations a longue portée induit en effet une diffusion “anormale”, par définition
non décrite par les lois usuelles de la physique statistique et devant étre étudiée au cas par cas. Cette
these est consacrée a I'un de ces exemples, la Single-File Diffusion, désignant la diffusion d’une chaine
ordonnée de particules ne pouvant pas se croiser.
Nous présentons des études numériques de dynamique moléculaire ainsi que des études expérimentales
nous permettant de mettre en évidence et de caractériser plusieurs régimes de diffusion longitudinale
et transverse rencontrés lors de ce phénomene de transport.
L’ensemble de nos résultats numériques et expérimentaux est expliqué par un modele analytique basé
sur la décomposition des fluctuations thermiques sur les modes propres de vibration d’'un systeme. Ce
modele s’applique aux systemes physiques réels car il est valable pour des interactions entre particules
a longue portée et tient compte de la dissipation, de la taille du systeme et des propriétés du potentiel
de confinement.
L’analyse en modes propres nous permet également de caractériser I’évolution des fluctuations ther-
miques transverses lors de la transition zizag et de prévoir la structure du systéme apres la transition.
Enfin, ’étude de la transition zigzag nous renseigne plus généralement sur les effets d’un bruit ther-

mique sur une bifurcation.
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Un systeme physique en contact avec un thermostat voit ses particules acquérir un mouvement
aléatoire sous l'effet des fluctuations thermiques. Si celles-ci sont, de surcroit, confinées dans des
milieux tres étroits, les contraintes géométriques induisent de fortes corrélations entre particules. Dans
ces conditions, ces corrélations vont-elles modifier leur processus diffusif et si oui, de quelle maniere ?

Comment rendre compte de la structure et de la diffusion de systémes confinés 7

Il existe dans un tel systéme une compétition entre deux phénomenes opposés : d’un coté, les forces
d’interaction et de confinement tendent a ordonner les particules. De I'autre coté, le bruit thermique
provoque une diffusion des particules par définition aléatoire, ce qui introduit du désordre dans le

systeme.

Décrire la diffusion d’objets browniens corrélés est un probléme non trivial en physique statistique.
En effet, en présence de corrélations a longue portée, le théoreme de la limite centrale qui est a la
base de la description de la diffusion libre n’est plus valide et la deuxieéme loi de Fick ne décrit plus le
mouvement de ces particules [58]. La diffusion est alors dite “anormale”, ce qui signifie que I’évolution

temporelle du déplacement quadratique moyen des particules est non-linéaire aux temps longs :
(M%) = ([o(t) = (@)]) o t* aveca#1 (1)

On distingue deux types de diffusions anormales : la sous-diffusion lorsque o < 1 et la super-diffusion
lorsque a > 1. Il n’existe pas de théorie générale permettant d’expliquer ce type de phénomenes de

transport qui doivent étre étudiés au cas par cas.

La “Single-File Diffusion” (que I'on notera SFD) est un exemple particulier de sous-diffusion sur
lequel nous nous sommes focalisés durant cette these. Ce phénomene de transport décrit le mouvement
de particules en interaction, plongées dans un bain thermique et confinées dans une configuration qua-
siment uni-dimensionnelle, de telle sorte que tout croisement entre particules voisines est impossible.
Les particules forment ainsi des chaines ordonnées, c’est-a-dire que chacune d’entre elles conserve sa

position relative au sein de la chalne a tout instant.

On rencontre ce type de phénomene de transport dans des systémes nombreux et variés. La SFD
fut observée pour la premiere fois par Hodgkin et Keynes [40] qui montrérent que le transport des
molécules d’eau au travers des membranes cellulaires ne pouvait étre décrit par les lois de Fick.
Depuis, ce phénomene de transport a été observé pour la diffusion de molécules au sein de matériaux
poreux [33, 34, 12, 25], de charges le long de chaines de polymeres [85], d’ions confinés dans des piéges
électrostatiques ou optiques [71, 84, 76, 8], de poussieres chargées dans des plasmas [56, 50, 57, 79,
77, 78], de vortex dans des supraconducteurs [6, 42] ou encore de colloides diffusant dans des canaux
lithographiés [86, 19, 48, 49, 44, 37] ou dans des piéges optiques [55, 54].

La SFD étant un phénomene de transport tres général, de nombreuses études théoriques lui ont été
consacrées. La majorité d’entre elles se sont focalisées sur la représentation la plus simple de la SFD
qui soit : un systeme infini et suramorti de particules interagissant via un potentiel de type “sphere
sdures” [36, 47, 82, 3, 46, 81, 5]. Dans ces conditions, les modeles théoriques s’accordent sur le fait que

I’évolution temporelle du déplacement quadratique moyen d’une particule est donnée par :
(Aa?) = FVi (2)

Le préfacteur F, nommé mobilité ', ne dépend dans ce cas que de la densité du systeme et des

—1/2

1. La mobilité définie ici a pour dimensions des m?.s et differe de la définition classique homogene & une force

divisée par une vitesse.
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propriétés du bain thermique 2. Ces résultats se sont avérés étre en tres bon accord avec des simulations
numériques de type Monte-Carlo [72, 82, 60] ou de type dynamique moléculaire [34] sur des systemes

périodiques comportant un tres grand nombre de particules.

Bien que ces travaux apportent des réponses quant a 'influence des corrélations sur la diffusion,
les systemes expérimentaux évoqués plus haut possedent des interactions électrostatiques écrantées
ou coulombiennes® et ne sont donc pas décrits par les modeles précédents limités aux interactions
“spheres dures”. Il n’existe que trés peu de travaux s’intéressant a la SFD pour des interactions a
longue portée. Seules deux études analytiques [43, 67] prédisent, pour les systémes suramortis & la
limite thermodynamique, un régime sous-diffusif en racine du temps, dont la mobilité dépendrait cette
fois de la nature des interactions *.

L’expression théorique de la mobilité ainsi obtenue s’est avérée en tres bon accord avec les mobilités
mesurées dans des systémes de colloides confinés optiquement, pour différentes densités [55]. Wei et
collaborateurs [86] ont également mesuré les mobilités obtenues pour des colloides confinés dans des
canaux lithographiés et ce, pour différentes intensités d’interactions inter-particules, mais ils ne les ont
pas comparées a ’expression analytique. Nous avons toutefois montré que leurs résultats sont cohérents
avec les valeurs prédites par la formule analytique [14] (les différences entre les résultats théoriques
et expérimentaux proviennent probablement des interactions hydrodynamiques, qui ne sont pas prises
en compte par la théorie.). Enfin, nous avons extrait les mobilités des simulations de dynamique
moléculaire de Herrera-Velarde et collaborateurs [39] et montré qu’elles sont en parfait accord avec la
théorie [14].

Toutefois, le role de la dissipation reste une question totalement ouverte puisque les travaux théo-
riques précédents se limitent aux systémes suramortis. Il n’existe par ailleurs aucune étude numérique
dédiée a l'influence de la dissipation sur la SFD. En effet, tous les résultats numériques sur la SFD
sont soit basés sur un algorithme de type Monte-Carlo ne tenant intrinsequement pas compte de la
dissipation [72, 82, 60], soit limités au cas de forts coefficients de dissipation [34, 66]. D’un autre coté,

expérimentalement, il est tres difficile de contrdler ce parametre.

Ainsi, les réponses qui ont pu étre apportées quant au role des interactions et de la dissipation

dans la SFD ne sont que partielles. Ces deux aspects restent donc a éclaircir.

L’influence de la taille du systéeme sur les phénomenes diffusifs est également une question qui reste
en suspens. Les effets de taille finie sont pourtant visiblement non négligeables dans certains systémes
expérimentaux. Ainsi, les distributions de positions d’équilibre hétérogenes observées dans des chaines
d’ions piégés ne peuvent étre induites que par les effets de bords (voir figure 1). D’une maniere
générale, la majorité des systemes expérimentaux présentant de la SFD sont des systemes de petite
taille, constitués de quelques dizaines de particules tout au plus. Or, la plupart des études théoriques
consacrées a la SFD ne sont valables qu’a la limite thermodynamique et négligent totalement les effets

de taille finie. Par ailleurs, les deux seules études [82, 51] qui les prennent en compte se restreignent

2. L’expression exacte de la mobilité pour des interactions de type “sphéres dures” est donnée dans la partie 111 par
I’équation III.1

3. Lorsque des colloides sont confinés dans des canaux lithographiés [86, 19, 48, 49, 44, 37], il existe également des
interactions hydrodynamiques non négligeables entre les particules, dues au mouvement du solvant au sein du canal.
Ces interactions sont en revanche quasiment absentes lorsque les colloides diffusent dans des pieges optiques car dans
cette configuration, le solvant peut s’écouler hors du canal de confinement [55, 54].

4. L’expression exacte de la mobilité pour des interactions a longue portée est donnée dans la partie III par I’équa-
tion II1.6
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a des interactions de type “spheres dures” entre particules. Aucun modele actuel ne permet donc de
décrire I'influence de la taille du systeme sur le comportement diffusif de particules en interaction a
longue portée.

Enfin, 'influence des propriétés du confinement longitudinal sur la diffusion doit également étre
éclaircie. En effet, les études théoriques précédemment mentionnées [82, 51] ne considérent que des
conditions aux limites réfléchissantes alors que la configuration d’équilibre observée sur la figure 1 ne

peut en qu’étre obtenue qu’en présence d’un confinement longitudinal a longue portée.

FIGURE 1 — Block, J. Phys. B., 88, 375 (2000), figure 2 : chaine d’ions piégés a basse tempéra-
ture dans un piége de Paul.

Obtenir un systeme expérimental dans lequel il est possible d’observer de la SFD consiste la plu-
part du temps & confiner des particules sur un méme axe et a faire en sorte qu’elles ne puissent pas se
croiser. Ces deux contraintes sont a ’origine des corrélations entre particules, nécessaires a ’apparition
du régime sous-diffusif. Toutefois, la configuration uni-dimensionnelle dans laquelle les particules sont
toutes alignées sur un axe n’est pas toujours la plus favorable énergétiquement. Plusieurs travaux expé-
rimentaux ont ainsi montré qu’un systéme préférera transiter vers une configuration bi-dimensionnelle
dans laquelle les particules se répartissent en quinconce lorsque la densité locale dépasse une valeur
critique ou que le confinement transverse diminue suffisamment [31, 7, 71, 57, 77](voir figure 2). En ef-
fet, l'origine de cette transition provient de la compétition existant entre les composantes transverses
des forces répulsives inter-particules et des forces de confinement. Ce phénomene, particulierement

observé et étudié dans les chaines d’ions piégés, s’appelle la transition “zigzag”.
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FIGURE 2 — Block, J. Phys. B., 88, 375 (2000), figure 2 : chaine d’ions piégés a basse tempéra-

ture dans un piége de Paul.
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Connaitre le seuil d’apparition de la transition zigzag est essentiel pour prédire la structure de tels
systemes. Plusieurs travaux ont montré que le mode de vibration transverse de plus basse fréquence
du systeme est de fréquence nulle & la transition. Ainsi, il n’existe plus de forces de rappel transverses
au seuil de la transition zigzag et ce mode devient mou. Ceci permet de déterminer la valeur critique
du parametre de contrdle [62, 63, 70, 28, 69].

Puisque l'organisation du systeme change fortement lors de cette transition, les corrélations entre
particules vont étre elles-aussi modifiées et en particulier, on peut s’attendre a voir apparaitre des
corrélations transverses. Or, ces corrélations sont a la base des phénomenes de diffusion anormaux
observés pour la diffusion longitudinale. Par conséquent, on peut se demander comment la diffusion

transverse des particules va évoluer au fur et a mesure qu'un systeme transite vers le zigzag.

Un systeme dont les particules sont réparties en quinconce possede toujours deux configurations de
méme énergie, symétriques par rapport a ’axe central. Cette propriété conduit a la brisure de symétrie
survenant a la transition. Lorsque le parametre de controle du systeme est inférieur a une valeur seuil,
la configuration en ligne devient instable et le systeme transite vers 'une des deux configurations
zigzag qui elles sont stables. Ainsi, la transition zigzag qui est souvent vue comme une transition de
phase configurationnelle peut aussi étre vue comme une bifurcation fourche surcritique. En effet, le
point de transition sépare les systemes dont 1’énergie potentielle présente un seul minimum global, la
configuration en ligne, des systemes dont 1’énergie potentielle présente deux minima symétriques, les
configurations zigzag.

L’étude des fluctuations thermiques lors de la transition zigzag pose ainsi une question plus générale :
comment la température affecte-t-elle un phénomene de bifurcation ? Bien que ce probléme soit uni-
versel et que de nombreux travaux lui aient été consacrés, il existe toujours beaucoup d’interrogations
sur le sujet. Certaines études prétendent que la température ne fait que “masquer” une bifurcation
dont la nature est avant tout mécanique. L’évolution du parametre d’ordre en fonction du parameétre
de controle serait simplement “lissée” par les fluctuations thermiques mais la bifurcation resterait iden-
tique en substance. A I'opposé, d’autres travaux arguent que la température vient modifier la notion
méme de bifurcation [59, 83, 1]. En effet, & température nulle, la bifurcation intervient pour une valeur
parfaitement définie du parametre de contréle. En revanche, & température non nulle, la transition
entre ces deux états nécessite de passer par un troisieme état, observable pour toute une plage du pa-
rametre de contrdle nommée “région de bifurcation” [59] ou “mesostate” [83]. Il est difficile de trancher
entre ces deux interprétations a I’heure actuelle car peu d’études ont réellement décrit cette région de

bifurcation et ses propriétés.

Dans cette these, nous présentons des études numériques de dynamique moléculaire ainsi
que des études expérimentales nous permettant de caractériser ’ensemble des régimes de diffusion
longitudinale et transverse rencontrés lors de la SFD. L’ensemble de nos résultats numériques et
expérimentaux est expliqué par un modele analytique basé sur la décomposition des fluctuations
thermiques sur les modes propres de vibration d’un systéme. Ce modele s’applique aux
systemes physiques réels car il est valable pour des interactions entre particules a longue portée et tient
compte de la dissipation, de la taille du systeme et des propriétés du potentiel de confinement. L’analyse
en modes propres nous permet également de caractériser I’évolution des fluctuations thermiques
transverses lors de la transition zizag et de prévoir la structure du systeme apres la transition.
Enfin, I’étude de la transition zigzag nous renseigne plus généralement sur les effets d’un bruit
thermique sur une bifurcation.
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Dans une premiere partie, nous décrivons en détails les deux outils utilisés au cours de cette these :

e le premier outil est un montage expérimental constitué d’un ensemble de billes millimétriques en
interaction, confinées dans des cellules de forme annulaire ou rectiligne et soumises a un agitation
thermique effective. Les billes forment des chaines ordonnées dans une configuration de SFD.
Contrairement aux autre expériences présentant ce phénomene de transport, il est possible de
changer l'intensité des interactions inter-billes et la température effective du systéme dans notre
dispositif.

e le deuxieme outil est un code de dynamique moléculaire. Ces simulations numériques sont com-
plémentaires a nos études expérimentales car elles nous permettent de faire varier certains pa-
rameétres expérimentalement hors de portée, tels que le coefficient de dissipation, la taille du

systeme ou les propriétés du potentiel de confinement.

Le code qui a été développé au cours de cette theése, et qui est a la base de nos simulations
numériques, a été pensé comme une extension de notre dispositif expérimental. Ainsi, les parametres
des simulations (forces d’interactions, de confinement, masse des particules,...) sont similaires & ceux de
notre montage. Les résultats obtenus pour des systéemes numériques et expérimentaux identiques sont
d’ailleurs en trés bon accord. L’utilisation conjointe de ces deux outils nous permet donc d’observer
la SFD dans un vrai systéme physique, tout en étudiant dans une large gamme de valeurs 'influence

de ces parametres.

Dans la deuxieme partie de cette thése, nous utilisons ces deux outils pour étudier la SFD pour

des systemes de taille finie, périodiques ou avec des conditions aux limites répulsives.

Dans le cas des systemes périodiques, nous montrons qu'une particule possede trois régimes de
diffusion caractéristiques : balistique aux temps courts, corrélé aux temps intermédiaires et collectif
aux temps longs. Le régime typique de la SFD est le régime corrélé, toutefois, nous démontrerons que
celui-ci n’est pas systématiquement caractérisé par une évolution de la variance en racine du temps. En
effet, lorsque la dissipation est faible, la variance évolue linéairement, avec une coefficient de diffusion
effectif dépendant des interactions entre particules. De plus, nous mettrons en évidence ’existence
d’un surprenant deuxieme régime balistique aux temps longs observé pour les petits systemes et pour
un faible coefficient de dissipation. Ces régimes de diffusion n’avaient, & notre connaissance, jamais
été observés. Les valeurs des préfacteurs des différents régimes sont mesurées, ce qui nous permet de
caractériser leur évolution en fonction de l'intensité des interactions, de la dissipation ou de la taille

du systeme.

Les systemes avec des conditions aux limites répulsives présentent eux aussi trois régimes de dif-
fusion : balistique, corrélé et un régime de saturation. Contrairement aux systémes périodiques, leurs
particules ne sont désormais plus indiscernables et chacune d’entre elle possede un comportement
diffusif propre. Nous nous focaliserons cette fois sur la facon dont évolue la diffusion en fonction
de la position de la particule et montrerons qu’elle est tres sensible aux propriétés du potentiel de
confinement longitudinal, telles que sa portée ou son intensité. Nous verrons en particulier que les
particules soumises & un fort confinement longitudinal présentent une diffusion souvent plus rapide
que les particules pour lesquelles le confinement est négligeable. Les préfacteurs de chaque régime

seront systématiquement mesurés pour différents parametres du systeme.
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L’ensemble des résultats obtenus numériquement ou expérimentalement sera interprété par un
modele analytique consistant a décomposer le mouvement des particules sur les modes propres de
vibration du systéme. Cette analyse permet de décrire tous les régimes de diffusion observés pour la
SED et de prévoir les valeurs et les principales dépendances de tous les préfacteurs. Nous montrerons
ainsi que le régime corrélé provient des saturations progressives des modes de vibration suramortis
ou sousamortis du systéme et retrouvons de cette maniere la loi d’échelle caractéristique en /2 ainsi
que la diffusion linéaire observée pour les faibles dissipations. Ce modele est valable quelles que soient
la dissipation, la taille ou les conditions aux limites du systéme et est donc parfaitement adapté a la

description de systemes réels présentant ce phénomene de transport.

Apres avoir caractérisé l'influence du confinement longitudinal, nous nous intéresserons dans la
troisieme partie de ce travail a celle du confinement transverse sur la dynamique et la structure d’un
systeme, ce qui nous amene a ’étude de la transition zigzag. Nous décrirons les modifications structu-
relles des systemes de taille finie périodiques ou avec des conditions aux limites répulsives lors de cette
transition et montrerons que celle-ci est assimilable a une bifurcation fourche surcritique. L’analyse en
modes propres permettra de prédire la valeur du seuil de transition ainsi que la structure d’un systeme
apres la transition et ce, quel que soit le type de systeme considéré. Nous verrons également qu’elle
permet de décrire les fluctuations transverses d’un systéme n’ayant pas encore bifurqué et mettrons
en évidence ’existence d’un régime de diffusion corrélé transverse. Ce régime, qui est observé alors
que les positions moyennes des particules sont encore alignées sur ’axe central, prouve que la diffusion
anormale provient bien de I'existence de corrélations entre particules, et que I’absence de croisements

n’est pas obligatoire pour observer de la SFD.

Lorsqu'un systeme adopte une configuration en quinconce, les fluctuations thermiques rendent
possible la transition vers I’état symétrique de méme énergie du systeme. La décomposition en modes
propres devient alors insuffisante pour décrire la dynamique transverse des particules. En effet, celle-
ci est dominée aux temps longs par ces transitions dont nous évaluerons la fréquence en fonction de
I’écart au seuil. Nous verrons que I’évolution de la variance transverse reflete I’existence de deux temps
caractéristiques différents dans le systeme : I'un associé a la diffusion d’une particule au sein d’un état,

Pautre a la transition du systeme entre ses état symétriques.

Enfin, la transition zigzag étant assimilable & une bifurcation fourche, les systémes considérés
permettent d’étudier 'effet du bruit thermique sur une bifurcation dans un cadre plus général. La
transition est alors caractérisée par deux seuils, le seuil de transition mécanique marquant ’appari-
tion d’une configuration bi-dimensionnelle et le seuil de transition “thermique” marquant la fin des
transitions entre états symétriques. Ces transitions modifient 1’évolution du parametre de controle
en fonction du parametre d’ordre et celle-ci ne présente plus de singularité, comme c’est le cas a
température nulle, ce qui rend la détermination des seuils de transition imprécise. Nous proposerons
deux méthodes permettant de prédire leur valeur avec précision : le seuil de transition mécanique
correspond a l'apparition du mode mou transverse dans le systeme et sa valeur peut donc étre déduite
du calcul des modes propres du systeme, que nous expliciterons. Le seuil de transition thermique se
traduit quant a lui par une divergence des temps de saturation de la variance transverse des particules.

L’études des fluctuations transverses permet ainsi de déterminer exactement la valeur de ce seuil.
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Chapitre 1

Dispositif et méthodes

expérimentales

Le dispositif expérimental décrit dans ce chapitre est un systéme macroscopique bidimensionnel de
billes métalliques milimétriques en interaction électrostatique soumises a une agitation mécanique. Ce
dispositif expérimental présente trois avantages. Tout d’abord, le caractére macroscopique des billes
permet une observation optique directe de leurs mouvements, ce qui facilite grandement la mesure
de leurs trajectoires. Ensuite, il est possible de faire varier 'intensité des interactions entre parti-
cules tres simplement en modifiant leur charge électrique. Enfin, ’amplitude de 'agitation mécanique
jouant le role du bain thermique est controlable, ce qui nous permet d’étudier le systeme a différentes
températures effectives. La premiere partie de ce chapitre présente une vue d’ensemble du dispositif,
ainsi que les procédés de traitement d’images que nous avons utilisés. Dans une seconde partie, nous
montrerons que 'agitation mécanique est équivalente a une température thermodynamique pour le
systeme. Enfin, nous verrons quelles sont les interactions s’exercant entre les billes ainsi que les forces

qui les confinent.

I.1 Description du montage

I[.1.1 Vue d’ensemble du montage

Ce montage a été mis au point et caractérisé par Gwennou Coupier dans sa these [15]. Nous avons
néanmoins di 'adapter a I’étude de la SFD. La figure 1.1 est un schéma du dispositif expérimental. 11
s’agit de billes en acier monodisperses, de rayon 0.40 mm et de masse m = 2.15 mg, placées au contact
de I’électrode inférieure d’un condensateur. Un cadre de matériau conducteur (en laiton) est posé en
contact électrique avec ’électrode inférieure afin d’assurer le confinement latéral des billes au sein du

condensateur. Il est isolé électriquement de 1’électrode supérieure par un fin film de Mylar.

Il existe deux contraintes principales sur le condensateur : tout d’abord, I’électrode supérieure doit
étre transparente afin de nous permettre d’observer le mouvement des particules pendant I’expérience.
Pour ce faire, nous utilisons des plaques de verre d’épaisseur 1.1 mm dont la face inférieure est re-

couverte d’'une tres fine couche d'un alliage métallique !, ce qui la rend conductrice sans affecter sa

1. Les plaques sont recouvertes par épitaxie de 9.5+ 0.5 x 1072 ym d’ITO (Indium-Tin-Oxyde) dont la résistivité
est de l'ordre de 0.5 mQ.cm~1.
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l,__Caméra: vers PC

——— Haut-parleur

Bille en inox Wafer de silicium
7 Plaque de verre ITO Isolant
Ve e e . . cemm’_ Cadre de confinement
< : I conducteur
ﬁ ﬁ Support conducteur

g «—— Vis micrométrique g

Support Plexiglas

FIGURE I.1 — Schéma du dispositif expérimental

transparence 2. L’autre contrainte concerne ’électrode inférieure - nous utilisons un “wafer” poli de
silicium dopé - qui doit étre adaptée au mouvement des particules. Deux parametres ont été pris en
compte. Le frottement des particules sur 1’électrode doit permettre la transmission de 'agitation mé-
canique aux particules sans pour autant nécessiter des agitations trop élevées. Les frottements solides
entre 1’électrode et les billes ne doivent donc pas étre trop importants. L’électrode doit étre suffisam-
ment dure pour que sa surface ne soit pas endommagée par la diffusion des particules. Dans le cas
contraire, le frottement créerait du relief sur ’électrode, ce qui influerait sur la diffusion et parasiterait

nos résultats.

L’ensemble du condensateur repose sur une plaque isolante (en Plexiglas) fixée & la membrane
de deux haut-parleurs. Les haut-parleurs sont alimentés par deux bruits blancs indépendants, dont
la fréquence est comprise entre 0 et 200 Hz et dont 'amplitude A est ajustable. Les vibrations des
membranes se transmettent a leur tour aux billes contenues dans le condensateur. Notons que le
déplacement du dispositif est tout a fait négligeable par rapport au mouvement des billes; on peut

donc considérer que son référentiel est immobile par rapport a celui de la caméra.

2. Il est possible d’isoler électriquement certaines zones de 1’électrode supérieure en enlevant localement l'alliage
métallique par des techniques de gravures. On peut ainsi créer des “pieges” ou des “obstacles” pour les particules en

portant ces zones & un potentiel différent. Nous n’y avons néanmoins pas eu recours durant cette these.
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I.1.2 Cellules de confinement

Le cadre de confinement est une plaque de laiton de dimension 12 x 12 cm et d’épaisseur h =

1.5+5 x 1072 mm. Sa partie évidée définit une cellule au sein de laquelle on viendra placer les billes.

Nous avons utilisé deux types de cellules pour 1’étude de la SFD : des cellules annulaires et des
cellules rectilignes ®. De plus, nous avons travaillé avec deux tailles de cellules différentes pour chaque
géométrie et ce, afin de mettre en évidence d’éventuels effets de taille finie. Les dimensions de ces
cellules sont indiquées dans le tableau de la figure 1.2 4.

Forme du cadre Schéma Dimensions

Petit anneau :
Rim=3mm
Rex‘=5mm

Annulaire
Grand anneau :
R =8 mm

int
R =10 mm
ext

Petit canal:
I=4 mm
L =25mm

Rectiligne Grand canal:

=4 mm
L =57 mm

FIGURE 1.2 — Dimensions des différents types de cadres de confinement utilisés.

Le nombre typique de billes utilisées dans nos expériences ainsi que les densités correspondantes
sont présentées dans le tableau I.1. On notera que les densités des systémes annulaires et des systeémes
rectilignes sont treés proches et ce, afin de pouvoir comparer les résultats obtenus dans ces deux
géométries. Les figures 1.3 et 1.4 sont des images typiques de systémes respectivement annulaire et
rectiligne. On peut noter en haut a gauche sur la figure 1.3 la présence d’une bille seule confinée dans
une cellule circulaire. Cette bille joue le role d’un “thermometre in situ” et est présente sur chaque
cadre de confinement. Sa fonction sera expliquée en détails dans la partie .2 consacrée a la température
effective.

Pour finir, notons que bien que la largeur des cellules [ ou R, — R;n: SOit toujours supérieure a 2d,
les interactions entre les particules et entre les particules et le cadre de confinement rendent impossible

3. Il est tout & fait possible de travailler avec d’autres cellules, comme le montrent les études précédemment réalisées
sur ce dispositif [16, 17, 18, 29].

4. Etant donné que les découpes sont réalisées a la fraiseuse, il existe une légere incertitude sur les dimensions des
cellules, de 'ordre du dixiéme de millimetre, sans incidence sur nos mesures.
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Cadre de confinement | Nombre de billes | Densité du systeme ( m~1)

12 477

Petit anneau 14 557
16 637

27 477

Grand anneau 32 566
37 654

12 480

Petit canal 14 560
16 640

27 474

Grand canal 32 561
37 649

TABLE 1.1 — Nombre de billes et densités correspondantes pour les quatre cellules de confinement.

tout croisement lorsque la tension aux bornes du condensateur est élevée. On est ainsi assuré d’étre
dans les conditions de la Single-File Diffusion. Néanmoins, pour les plus fortes densités (p ~ 640 m~1)
et les plus faibles tensions, les configurations d’équilibre observées dans les cellules rectilignes ne sont

plus unidimensionnelles mais présentent une forme en zigzag. Celle-ci sera étudiée dans le chapitre V.

FIGURE 1.8 — Image d’une cellule annulaire contenant Nior = 37 billes chargées pour une tem-
pérature effective T = 10.2 x 10 K et une tension Vo = 1000 V. Le rayon intérieur Rin: du
confinement vaut 8 mm et le rayon extérieur Req,e = 10 mm. La bille confinée dans la cellule

circulaire en haut a droite correspond au thermomeétre in situ décrit dans la partie |
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FIGURE 1.4 — Image de deux cellules rectilignes contenant Nior = 22 et 32 billes chargées pour
une tension Vo = 1000 V. Les cellules sont de longueur L = 25 et L = 57 mm.

I.1.3 Traitement des images et calcul des observables
1.1.3.1 Identification des particules et calcul des trajectoires

Durant 'expérience, les images des billes sont enregistrées par une caméra dont nous pouvons régler
la fréquence d’acquisition F'. Nous avons effectué la quasi totalité de nos mesures avec une caméra
dont la fréquence maximale est d’environ 200 images par seconde. Nous nous sommes également
servis ponctuellement d’'une caméra rapide permettant d’enregistrer jusqu’a plus de 10000 images
par seconde, ce qui nous a permis d’observer le mouvement des billes aux temps trés courts®. Nous
utilisons ensuite le logiciel de traitement d’image IDL afin de détecter les positions des billes sur chaque

image °.

On reconstruit ensuite la trajectoire de chaque bille ¢ au cours du temps (x;(t),y;(t)). Il est pour
cela nécessaire d’identifier chaque bille entre deux images successives séparées d’une durée At. Pour

cela, nous utilisons un code MATLAB qui calcule entre deux images successives la quantité

Ntot Ntot

D=5 [ri(ty) —ri(tnt1)] = Z VIzi(tn) — 2i(tn1)]? + [i(tn) — yi(tns1)] (L.1)

%

ou t, = nAt et r;(tn) = (2;(tn), yi(tn)) désigne la position de la bille ¢ sur 'image n. On sélectionne
ensuite le jeu d’indice ¢ permettant de minimiser la quantité D. Une fois que chaque bille i a été
identifiée sur chaque image, on reconstruit sa trajectoire (z;(t),y;(t)) au cours du temps.

1.1.3.2 Calcul du déplacement quadratique moyen et moyenne des données

Pour les systémes périodiques, le déplacement quadratique moyen (d.q.m.) s’exprime comme :

R*(A60?(t)) = R*{([0(t + to) — O(to) — (O(t +to) — 0(t0))]?) pour le d.q.m. orthoradial (I.2)
(AP2(t)) = ([r(t +to) — r(to) — (r(t +to) — r(t0))]?) pour le d.q.m. radial ~ (I1.3)

Pour les systemes linéaires, il s’exprime

(Az?(t)) = ([zi(t + to) — xi(to) — (i (t +to) — 2:(t0))]?) pour le d.q.m. longitudinal  (I.4)
(AYZ(t)) = ([yi(t +to) — vi(to) — (wi(t +to) — yi(to))]?) pour le d.q.m. transverse  (I.5)

5. Nous reviendrons sur les mesures effectuées a la caméra rapide dans la partie 1.2.2
6. La détection est basée sur les niveaux de gris : les billes sont en effet éclairées par une lampe et renvoient plus de
lumiere que le wafer de silicium. Elles sont donc associées & des niveaux de gris plus clairs, ce qui permet de les repérer

automatiquement sur nos images.
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La notation ( . ) désigne une moyenne des données mais celle-ci sera effectuée différemment selon

le type de systeme considéré.

Dans tous les cas, nous effectuerons une premiere moyenne sur les positions initiales, notée ( . )¢ .
En effet, puisque I'on s’intéresse & un état d’équilibre stationnaire, le déplacement quadratique moyen
est indépendant de 'origine des temps t3. On peut donc décaler cette origine et considérer que 1'on
obtient ainsi une nouvelle réalisation de ’expérience. On notera Np,, le nombre total de pas de temps
de la simulation numérique et n; = t/At. Par ailleurs, nous définissons le temps de décorrélation
Tp = npAt : pour que la moyenne sur les positions initiales soit 1égitime, il est nécessaire que deux
positions initiales successives z;[npnoAt] et x;[np(ng + 1)At] soit décorrélées. Il faut pour cela que
la particule ¢ ait eu au moins une collision au sein du bain thermique durant l'intervalle de temps 7p.

On ajustera pour cela la variable np.

Pour la quasi-totalité de nos expériences, les mouvements des billes sont décorrélés entre deux
images successives car le temps caractéristique de collision du bain thermique 73 est bien inférieur au
taux d’acquisition de la caméra. On peut donc simplement prendre np = 1. En revanche, ce n’est pas
le cas des expériences décrites dans la partie 1.2.2, pour lesquelles on utilise une caméra rapide. Dans
ce cas, le temps de décorrélation doit étre choisi avec précaution. Des lors que 7p > 3¢, les variances
calculées par ce type de moyenne deviennent indépendantes de 7. Nous utiliserons cette propriété

pour ajuster celui-ci a I’expérience en question.

La moyenne du déplacement quadratique moyen longitudinal sur les positions initiales ¢y peut alors

s’exprimer :

(Npas—nt)/np

{z;i[(ny + npng) At] — xi(nDnoAt)}z
Z (N:uas —ng)/np +1

n0:O
2 (1.6)
x;[(nt + npng)At] — z;(npnoAt)

(Npas —n¢)/np + 1

(Npas_"t)/nD

no =0

Lorsque les particules sont indiscernables, on moyennera en plus sur les différentes billes du systeme.

La moyenne ( . ) du déplacement quadratique moyen longitudinal correspond donc & :
(Az?(t)) = ({AzF(t))o)i 1.7

ou la notation (.); désigne la moyenne sur le nombre N;,; de particules du systéme. Cette moyenne

sera calculée ainsi :

Ntot
(B O = 5 D (Aak(Dho (18)

Lorsque les particules sont discernables, il sera parfois nécessaire de moyenner également sur plu-
sieurs réalisations de l’expérience. Le déplacement quadratique moyen de la particule i s’exprime

donc :

(Azi (1)) = ((Azi())o)e (L9)
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La notation (. ). désigne la moyenne d’ensemble sur N,.; expériences identiques et est calculée de la

manieére suivante :

Nyel
(Ba2Bho). = 5 > (A () (1.10)

ol z; (t) désigne la position longitudinale de la particule ¢ au temps ¢ pour la réalisation e de 'ex-
périence. Notons que cette moyenne d’ensemble ( . ), n’est pas nécessaire lorsque 1'on peut moyenner
sur les différentes particules (. );.

I.2 Détermination de la température effective

Dans des travaux antérieurs, il a été montré que ’agitation mécanique transmise aux billes par
les haut-parleurs est équivalente & une agitation thermique et qu'une température effective peut étre

définie et mesurée in situ [16, 17, 18, 29]. Les principaux résultats sont rappelés en Annexe C.

1.2.1 Détermination de la température effective par la distribution de

Boltzmann

L’expérience que nous allons décrire a permis d’établir une correspondance entre la température
effective de notre systéme et 'amplitude A du signal envoyé dans les haut-parleurs (partie 3.2.2 de [15]
et [16]).

Le systeme est constitué d’une bille unique confinée dans un cadre de confinement carré. L’ensemble
du condensateur est incliné d’un angle o = 25° par rapport au plan horizontal et aucune tension n’est
appliquée aux bornes du condensateur. Ainsi, les forces s’exergant entre la bille et les parois du cadre
de confinement sont de type sphere-dures. Lorsqu’une agitation mécanique est appliquée au systeme,
la bille se met en mouvement et rebondit élastiquement contre les parois du cadre. L’énergie potentielle
de la bille est donc donnée par e(x) = mgz tan «, en notant = la distance entre la bille et la paroi du
cadre. Si la loi de Boltzmann est respectée, la densité de probabilité de la bille en x doit étre donnée

par

P(z) = Li;?a exp [— ;f:%] (L11)

T étant une variable d’ajustement correspondant a la température du systeme. On peut voir sur la

figure 1.5 a) que la densité de probabilité en = expérimentale est en tres bon accord avec la formule
(I.11) et ce, quelle que soit la valeur de A. Par conséquent, la loi de Boltzmann est bien vérifiée pour
ce systeme.

La figure 1.5 b) représente ’évolution de la température effective du systéme 7" en fonction de A.

Plus I'intensité du bruit A est importante et plus la température effective est élevée.

I[.2.2 Détermination de la température effective par la diffusion balistique
aux temps courts
Le formalisme de Langevin permettant de décrire le mouvement aléatoire des billes soumises a

lagitation mécanique (voir Annexe D), nous avons montré qu’il est également possible d’estimer la

température effective T' de notre systeme en étudiant le mouvement d’une particule aux temps courts.
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FIGURE 1.5 — Coupier, Thése (2009), figure 3.2 : a) Densité de probabilité de présence P(x)

—1 . . . ., . N . \
en mm~~ pour une bille placée sur un plan incliné. La droite correspond a un ajustement d un

paramétre T avec la loi de Boltzmann (1.11). b) Courbe d’étalonnage de la température T = f(A)
obtenue grice o ce systéme. T est une fonction affine de A : T =16.22 x 101 A 4+1.03 x 10! K.

En effet, pour une diffusion libre ou dans un puits de potentiel, le déplacement quadratique moyen

d’une particule dans un bain thermique a la température T est balistique lorsque ¢t — 0 et s’exprime :
kgT
(Az?(t)) "RV 2B g2 = g (1.12)
m

Cette formule montre que le mouvement des billes dépend alors uniquement de leur masse et de la
température du systeme. Par conséquent, la température T' peut étre obtenue en mesurant la valeur

du préfacteur du régime balistique H et en multipliant celle-ci par m/kp.

Le taux d’acquisition de notre caméra usuelle étant trop faible pour observer le régime balistique des
billes, nous avons utilisé une caméra rapide pour cette étude nous permettant d’enregistrer jusqu’a plus
de 10000 images par seconde. La figure 1.6 a) représentant 1’évolution de la variance d’une particule aux
temps tres courts pour différentes valeurs de A montre que celle-ci possede bien un régime balistique
en t? dont le préfacteur augmente avec A. La mesure des préfacteurs H nous a permis d’obtenir la
courbe T = f(A), représentée sur la figure 1.6 b). La relation entre A et T est la encore linéaire. On
peut constater que cette méthode donne des estimations de la température effective similaires a celles
obtenues par la distribution de Boltzmann. On remarquera toutefois que les températures estimées

par la mesure des préfacteurs sont cependant systématiquement supérieures.

1.2.3 Thermometre in situ

La différence de poids de chaque cellule et le vieillissement des haut-parleurs ” rendent nécessaire
de mesurer in-situ la température effective pour chaque expérience. Pour cela, chaque dispositif est
équipé d’un “thermometre in situ” dont nous allons maintenant décrire le fonctionnement (partie 3.2.3
de [15]).

Le thermometre in situ est constitué d’une bille confinée dans une cellule circulaire de rayon
R (figure 1.3). Dans un tel systéme, le déplacement quadratique moyen de la bille (r?) est reliée a
la température T' et il est donc possible de connaitre la température effective d’une expérience en

7. Leur comportement varie en effet de fagon mesurable sur une échelle de 6 mois & un an.
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FIGURE 1.6 — a) Déplacement quadratique moyen orthoradial R*(A0%(t)) en mm? en fonction
du temps en ps en échelle logarithmique pour différentes intensités du bruit A. La courbe en
tirets est de pente 2.

b) Température effective en K en fonction de lintensité du bruit dans les haut-parleurs A en
unités arbitraires. Carrés rouges : détermination des températures grdce au thermomeétre in
situ. Ronds bleus : détermination des températures grace a la mesure du préfacteur du régime

balistique.

mesurant la variance radiale de la bille du thermometre. Pour cela, il est nécessaire de déterminer
la relation permettant de passer de (r?) a T. Notons que celle-ci dépend uniquement de la force
de confinement s’exercant sur la bille, donc des propriétés du thermometre. Pour la déterminer, les
valeurs de (r?) ont été mesurées pour plusieurs intensités du bruit A et dans des cellules circulaires
de plusieurs rayons différents. Ces expériences sont réalisées avec le méme dispositif expérimental que
celui ayant permis d’établir la courbe d’étalonnage T' = f(A) et on connait donc la température T'
associée & chaque intensité de A. On constate ainsi sur la figure 1.7 que la relation entre (r?) et T est
linéaire. On a en effet (r?) = aT + b et les coefficients a et b peuvent étre déterminés & partir de ces

mesures.

T T T T T T T T

m Diametre 5 mm

1.0 ® Diamétre 6 mm 7
A Diamétre 7 mm
v Diamétre 8 mm

05 L 4 Diamétre 10 mm 4

\
27

20

T (10" K)

FIGURE 1.7 — Coupier, Thése (2009), figure 3.7 : Rayons quadratiques moyens (r2) d’une bille
en fonction de la température pour 5 diameétres du cadre circulaire de confinement, pour une
tension Vo = 900 V.
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Ces coefficients caractérisent la force de confinement et ne dépendent donc que de la géométrie du
thermometre et de la tension aux bornes du condensateur : a(R, Vp) et b(R,Vp). Les coefficients a et
b ont été mesurés pour toute la gamme de tensions que nous utilisons. Chaque cadre de confinement
utilisé comportant un thermometre in situ®, la température effective sera mesurée lors de chaque
expérience en calculant la valeur (r?) et en utilisant ces coefficients pour en déduire la valeur de 7.

Les températures effectives mesurées varient entre 5.7 x 1011 et 1.5 x 1012 K?.

1.3 Description des interactions

Lorsque le condensateur est mis sous tension, ’électrode inférieure, les billes et le cadre de confi-
nement sont maintenus a un potentiel électrostatique nul alors que 1’électrode supérieure est portée a
un potentiel Vj. Les billes et le cadre de confinement se chargent électriquement, ce qui se traduit par

des forces répulsives entre billes et entre les billes et le cadre de confinement.

1.3.1 Interaction entre billes

Il est possible d’évaluer le potentiel d’interaction entre deux billes en estimant la différence d’énergie
electrostatique stockée dans le condensateur en présence ou en I'absence de ces deux billes [29, 15].
En faisant 'hypothese que le condensateur est infini et qu’il ne contient que deux billes, on obtient

comme potentiel d’interaction Uy,
Uint(r) = Eo(Vo)Ko(r/Ao) (L.13)

Ey(Vp) correspond a I’énergie caractéristique d’interaction. Elle dépend quadratiquement de la tension

aux bornes du condensateur et peut s’écrire :
Ey = eV} (I.14)

ol € est une constante qui dépend des caractéristiques géométriques du systeme billes-condensateur [29]
et qui vaut pour notre systéme 9.42 x 10~J.V 2, K, (r) désigne la fonction de Bessel modifiée de

deuxieme espece d’indice n, dont les comportements asymptotiques sont les suivantes :

Ko(r/Xo) "=° —In(r/Xo) (1.15)
Ko(r/Xg) "2° ,/%Oe—f/*o (L.16)

oll \g est une longueur caractéristique donnant la portée du potentiel d’interaction et valant 0.48 mm '°.
€ et Ao sont deux valeurs qui dépendent de I’épaisseur du condensateur h, restée constante dans nos

expériences.

8. Tous les thermomeétres effectifs utilisés dans nos expériences ont pour rayon 6 mm car cette taille de cellule permet
un calcul & la fois précis et rapide de (r2). En effet, les petites cellules de confinement sont associées & de faibles rayons
moyens, et la pixelisation peut alors diminuer la précision de la mesure de (r2). A I'inverse, plus la cellule est grande et

plus le nombre d’images nécessaires pour moyenner le rayon (r2) doit étre important.
9. Les expériences de diffusion libre ou dans un puits quadratique ont quant a elle établi que le coefficient de

dissipation -y est compris entre 5 et 70 s~! et que le bain thermique est de nature liquide.
10. On notera que la portée des interactions A\g = 0.48 mm est toujours tres inférieure a la taille du systeme L. De

plus, elle est également toujours inférieure & la distance moyenne entre particules 1/p. Pour les systémes les plus denses
que nous avons étudiés, on a en effet 1/p = 16/25 ~ 0.64 mm. Les deux approximations de ce calcul consistant & ne

considérer que deux particules dans un condensateur infini sont donc raisonnables.
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Le comportement de Uj,: pour r grand donné par la formule (I.16) correspond & un potentiel
d’interaction entre les billes est de type électrostatique écranté. Cela correspond exactement a l'inter-
action s’exergant entre deux vortex dans un supraconducteur de type II [20]. La force d’interaction

F;,¢ correspondante s’exprime quant a elle :

_OUine _ Eo(Vo)
87’ )\0

Fine(r) = Ki1(r/ o) (I.17)

Cette expression a été testée lors d’études antérieures et s’est avérée en treés bon accord avec les

observations expérimentales [29)].

1.3.2 Interactions entre une bille et le cadre de confinement

Nous distinguerons ici trois types de confinement : celui créé par un cadre de forme circulaire, de

forme annulaire ou de forme rectiligne.

(b)

FIGURE 1.8 — Calcul des forces d’interaction : on modélise le cadre de confinement par un en-

semble de billes en interaction avec la vraie bille représentée en rouge.

1.3.2.1 Cadre de confinement circulaire : confinement radial

Lorsqu’une bille est suffisamment éloignée du cadre de confinement, il est possible d’estimer la
force répulsive s’exercant entre la bille et la paroi en décrivant le cadre de confinement comme un
ensemble de billes chargées [29, 15] (voir le schéma de la figure 1.8 a)). Ainsi, un cadre de confinement
circulaire de rayon R, peut étre représenté comme un ensemble de billes chargées fictives, au contact,
de diametre h et placées sur le cercle de rayon R.. Le potentiel de confinement est alors donné par la

somme des interactions entre les billes fictives et la bille réelle. Coupier et collaborateurs ont montré
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que, pour une bille située & une distance r du centre du confinement, le potentiel de confinement radial
pouvait s’écrire :

ra 2T AR, 2r  r— R,
Ured(r) = EC(VO)TeXp 1-— i + "

(1.18)

avec A, = 0.44 mm. F,, (V) correspond a ’énergie caractéristique du confinement. Comme Ej, elle
dépend quadratiquement de la tension aux bornes du condensateur

By (Vo) = €, V§ (L.19)

oll €, est une constante valant pour notre dispositif expérimental [29] environ 1.32 x 107 J V2

pour un condensateur de hauteur h = 1.5 mm. La force de confinement radiale correspondante est
quant a elle donnée par :

ourad(y 2m 2r r—R.
Frod(r) = 7677“() = Eu(Vo)(Re — 2Xe)y/ TR P [1 - 3 (1.20)

La figure 1.9 représente F%?(r) pour deux tensions différentes Vy aux bornes du condensateur. Nous

rappelons que cette expression n’est valable que lorsque les billes sont suffisamment éloignées du cadre
de confinement et que R. > h. Par conséquent, la force F%?(r) correspond & la force ressentie par
la bille du thermometre in situ décrit précédemment. En revanche, elle ne s’applique absolument pas
aux cellules de confinement annulaires, pour lesquelles R, < h.

rad
Cc

(x) (uN)
N oW s o o

F

ok, ‘ ‘ : k
1 2 3 4 5
X (mm)

FIGURE 1.9 - Force de confinement radiale FL*® en uN exercée par un cadre circulaire pour une
tension Vo = 1000 V (courbe rouge) et 1300 V (courbe bleue). FI*® est donnée par I’expression
(1.20).

1.3.2.2 Cadre de confinement annulaire : confinement transverse

On parlera ici de confinement transverse (et non radial), par opposition au confinement longitudinal
que nous évaluerons dans le paragraphe suivant. Pour une cellule de confinement annulaire, il est
impossible d’évaluer la force de confinement par la méthode utilisée dans la partie précédente. En

effet, celle-ci n’est valable que lorsque la distance entre les billes et les parois du cadre est grande par
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rapport a la hauteur du condensateur, ce qui n’est pas le cas ici. En revanche, il a été prouvé dans la
partie 1.2 que le systéeme obéissait a la loi de Boltzmann. Par conséquent, le potentiel de confinement

transverse peut étre évalué grace a la formule suivante :
Ut(r) = —kpTIn P(r) (1.21)

ou P(r) désigne la distribution des positions radiales d’une particule confinée dans une cellule annu-
laire. P(r) pouvant étre mesurée expérimentalement, on obtient U (r) & partir de la formule (I.21).
La figure .10 représente le potentiel de confinement transverse Uz (r) pour différentes tensions Vj aux
bornes du condensateur. On voit que U (r) est quadratique, quelle que soit la tension Vj et que la
raideur du puits augmente avec la tension V. On peut donc écrire que :

U (r) = E(QV ) 2 (1.22)
Fi(r)=—E(Vo)r (1.23)

avec E(Vj) une fonction croissante de la tension aux bornes du condensateur Vg [17].

(a) T T T T T T T

100 | N -

V(r) (unité arbitraire)
g
T

FIGURE I.10 — Coupier, Thése (2009), figure 10.2 a) : Potentiels radiauz de confinement Uz

(noté ici V(r)) d’une cellule de confinement annulaire obtenus a partir de la distribution des

rayons des billes, pour deux nombres de billes différents et deux tensions Vi : 1 bille, Vo = 800 V
(ronds pleins); 1 bille; Vo = 1000 V (triangles pleins); 12 billes, Vo = 800 V (ronds vides); 12
billes, Vo = 1000 V (ronds vides).

1.3.2.3 Cadre de confinement rectiligne : confinement longitudinal

Intéressons-nous maintenant a la force de confinement longitudinale F) (r) entre une bille et un
cadre de confinement linéaire. Nous verrons dans le chapitre IV que ses caractéristiques jouent un
role essentiel dans la diffusion des particules de systemes avec des conditions aux limites répulsives.
Nous utiliserons trois méthodes pour 1’évaluer : dans un premier temps, nous modéliserons les parois
du cadre de confinement par des billes fictives, comme dans la partie précédente. Ensuite, nous cal-
culerons directement le potentiel électrique au sein du canal et en déduirons la force de confinement
correspondante. Enfin, nous présenterons les d’'une résolution numérique 3D de I’équation de Laplace
par la méthode des éléments finis.

Modélisation du cadre par un ensemble de billes
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Nous faisons ici I’hypothese que la force de confinement longitudinale peut étre calculée en modé-
lisant les bords du cadre de confinement par un ensemble de billes en interaction avec la bille réelle
considérée. Nous ne tiendrons pas compte ici des interactions entre les autres billes “fictives” qui for-
meraient les parois transverses et la bille réelle et simplifions fortement le probleme (figure 1.8 b)).
Ce calcul est donc trés qualitatif. La force de confinement correspondante est obtenue en sommant
numériquement sur les billes fictives et est représentée sur la figure I.11 (courbe rouge en pointillées).

On peut voir qu’elle décroit tres rapidement lorsque 1'on s’éloigne de la paroi puisque le confinement
ressenti & une distance supérieure a 3 mm est quasiment nul.

Calcul du champ électrique

Pour estimer la force de confinement longitudinale, nous avons également considéré une cellule
de confinement bidimensionnelle. On fait donc ’hypotheése que le champ électrique tridimensionnel
de notre condensateur est équivalent a celui d’'un condensateur infini dans le plan orthogonal au
schéma [.12. Les électrodes supérieure et inférieure sont représentées comme des lignes au potentiel
nul et au potentiel Vj respectivement. Les électrodes sont séparées d’une distance maximale h au sein
du canal et d’une distance minimale a = ¢h avec ¢ = 1/15 ailleurs, correspondant a I’épaisseur du

film isolant (voir figure 1.12). Dans ce type de condensateur & deux dimensions, le potentiel électrique
est donné, en notation complexe, par [27]

% = —% (arccosh [(xi)zz_l} — € arccosh [W}) +7J (1.24)

ol z est la coordonnée dans le plan complexe et j est tel que j2 = —1. La fonction ¢ = exp[jme/ Vo]
dépend du potentiel complexe ¢ = V —jF, V désignant le potentiel électrique et F' le flux électrique. Les
équipotentielles correspondant a cette expression sont représentées sur la figure 1.12. On constate que
les équipotentielles aux extrémités ressemblent a celles d’'un condensateur diédrique tandis que celles

au centre sont équivalentes a celles d’un condensateur plan, la longueur caractéristique de décroissance
étant de lordre de h/2.

Fl(x) (uN)

bbb bbb bbbk bk @

5 10 15
X (mm)

FIGURE .11 — Force de confinement longitudinale FCH en ulN en fonction de x en mm pour une
tension Vo de 1000 V aux bornes du condensateur. Courbe rouge en pointillés : modélisation des

bords du cadre de confinement par des billes fictives. Courbe bleue : calcul du potentiel électrique
grace a la formule (1.24).

Nous pouvons maintenant déduire le champ électrique longitudinal F, du potentiel complexe gréace
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a la formule :

8 [ac\ o\ !
moim =5t~ (55) (%) )

Nous obtenons la force de confinement longitudinale exercée sur chaque bille de rayon R en estimant

sa charge @ ponctuelle :
Q =~ 4megRVy (1.26)

ou €y désigne la permittivité du vide. La force de confinement longitudinale Fc” est donc donnée par
QE, et nous ferons ’hypothese quelle est exercée au centre de la bille''. La force de confinement
longitudinale est représentée sur la figure I.11 pour V5 = 1000 V. De par sa décroissance rapide, son
évolution est similaire a notre premiere estimation. Elle devient toutefois négligeable pour une distance

environ 2 fois supérieure a que ce que ’on avait obtenu par notre premier calcul.

1.5¢

hauteur du canal ( mm)

0.0}

h

~05 00 05 10 15 20 25 30
longueur du canal ( mm)

FIGURE [.12 - Equipotentielles au sein du canal calculées a partir de la formule (1.24). La ligne
noire ¢ y = 1.5 mm correspond a l’électrode supérieure au potentiel Vi et la ligne noire inférieure

ay =0 mm a Uélectrode inférieure a potentiel nul.

11. Dans cette approximation, la tension aux bornes du condensateur ne change donc que l'intensité du confinement.
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FIGURE [.13 — Equipotentielles obtenues par résolution numérique de l’équation de Laplace pour
une bille placée sur un bord ou vers le milieu d’un canal rectiligne de longueur L = 60 mm,
de hauteur h = 4 mm et de largeur | = 4 mm. Les équipotentielles représentées ici sont celles
que l’on obtient au centre du canal pour une différence de potentiel auz bornes du condensateur

Vo = 1000 V (calcul réalisé par Benjamin Leroy).

Résolution numérique de l’équation de Laplace

Nous avons comparé ces équipotentielles a celles obtenues par une résolution numérique tridimen-
sionnelle de I’équation de Laplace par la méthode des éléments finis. L’accord entre ces deux méthodes
est tres bon. La figure 1.13 représente les équipotentielles obtenues pour la grande cellule rectiligne
de longueur L = 60 mm, de hauteur ~ = 4 mm et de largeur = 4 mm. Nous constatons encore
une fois une décroissance rapide pres des bords (L/8 &~ 7 mm). Par ailleurs, on peut remarquer que
les distorsions des équipotentielles diies a la présence de billes chargées sont importantes et rendent

illusoire tout calcul analytique exact de cette force de répulsion.

I.4 Conclusion

Le dispositif expérimental présenté ici permet d’étudier la SFD de particules dans des systéemes
périodiques ou en présence d’'un potentiel de confinement longitudinal. Il présente I’avantage de pouvoir
controler la température effective du systéme ainsi que l'intensité des interactions entre particules. Les
forces s’exercant au sein du systéme ont été pour la plupart caractérisées. La force d’interaction entre
les particules est de type électrostatique écrantée, son expression analytique est connue et a été vérifiée
dans des études préalables. La force de confinement transverse correspond quant a elle & un potentiel
quadratique. En revanche, la force de confinement longitudinale est moins bien définie. Nous avons
toutefois pu estimer son comportement par plusieurs méthodes. Nous en retiendrons sa décroissance

rapide et I'existence d’une longueur caractéristique de décroissance.



Chapitre 11

Simulations numeériques

Dans ce chapitre, nous décrivons en détail les méthodes numériques que nous avons mises au point
et utilisées pour les systemes périodiques et les systémes avec des conditions aux limites répulsives.
Rappelons que nous avons fait en sorte d’utiliser des interactions similaires a celles de notre dispositif
expérimental afin de pouvoir comparer les résultats obtenus numériquement et expérimentalement.
Nous avons en effet considéré ces simulations comme un prolongement de nos résultats expérimentaux,
nous permettant de faire varier des parametre hors de portée expérimentalement tels que le coefficient
de dissipation, ou encore de controler indépendamment les forces de confinement longitudinale et

transverse s’exercant dans les systemes avec des conditions aux limites répulsives.

II.1 Mise en équation

FIGURE II.1 — Schéma des différentes axes du systéme pour les systémes périodiques et les

systémes avec des conditions aux limites répulsives

Nos résultats numériques ont été obtenus grace a un code de dynamique moléculaire permettant
d’intégrer les équations différentielles du mouvement des particules. On considere ici que les particules
sont ponctuelles, de masse m et diffusent dans le plan zy sous l'influence d’un bain thermique a
la température T. Comme dans les expériences, on considere que les particules sont plaquées sur
Iélectrode inférieure sous l'effet de la gravité et gardent une altitude z constante. Pour un systeme de

N particules, on doit donc intégrer numériquement un systeme de 2N équations.

Si l'on note 7;(t) la position de la particule ¢ au cours du temps, son mouvement est décrit par

I’équation de Langevin suivante :

m¥; = Faies (1) + Y Fine (i) + FU(z:) + Fo () + (1) (IL.1)
J#i

ou Fgjss désigne la force de dissipation, Finy¢ la force d’interaction entre les particules, Fi‘ la force de

confinement longitudinale, FZ la force de confinement transverse et u; une force aléatoire représentant

37
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les interactions entre la particule et celles du bain thermique. En projetant sur les axes x et y, on
obtient :

= Fine(rij)-ec + FMN i) + Fuiss(@:) + 1 (1) (IL.2)
J#i

= Fine(rij)ey + Fr (i) + Fuaiss (4i) + 1 () (IL.3)
J#i

Notons que dans le cas des systemes périodiques, il n’y a pas de confinement longitudinal et F, Cl = 0.

I1.2 Forces présentes dans le systeme

I1.2.1 Force d’interaction entre particules

Nous avons choisi de reprendre le méme potentiel d’interaction que dans notre systeme expérimen-

tal, soit
Uint(1i5) = EoKo(ri;/Xo) (11.4)
la force d’interaction est donc donné par Fing(rij) = —VUin(ri;), soit
E T
Fint(ri;) = TOK1 (rij/Xo)—2 (IL.5)
0 Tij

L’utilisation d’une fonction de Bessel K; peut se faire directement en C ou C++ grace a certaines
bibliotheques mais cela ralentit notablement le temps de calcul. Dans notre code, nous utiliserons
donc une fonction E(r /o) qui présente les mémes comportements asymptotiques que la fonction de
Bessel K1, soit

~ Ao
Ki(r/X) — = + bA—O c)\—O ln()\o)

. Do o (1420
K (’I"/)\Q) r—>_+>oo o e 1+ +d (117)

ou a, b, c et d sont des constantes. De plus, on rajoute également un cutoff d.,; afin de ne pas calculer

(IL.6)

les forces d’interactions lorsque celles-ci sont négligeables car les particules trop éloignées. On va donc

poser
Ki(r/Xo > dewt) =0 (11.8)

Finalement, on obtient le systeme d’équations suivant :

~ Ao
K1(T/>\o)*—+b)\—+ —ln()\ ) pour /Xy < d*
0 0
s A a\
Ki(r/Xo) =1/ 7;77“064/’\0 (1 + O) +d pour d* <7r/Ao < dewt (IL9)
K1 (r/X) =0 pour 7/\g > deyt

sachant que la continuité nous impose deux conditions supplémentaires

1 * * *\ ™ —d*
A bd" e In(d") = 4[5 (1+d*>+d (IL.10)

™ e (‘ut (1 _|_
2dcuiﬁ

= I1.11
dcut> +d=0 ( )



I1.2. FORCES PRESENTES DANS LE SYSTEME 39

On a donc six parametres pour cing équations, soit un seul parametre libre. Nous avons fait le choix de
fixer d* = 1, ce qui nous impose les valeurs des autres parametres . La figure I11.2 compare la fonction

de Bessel K7 a notre approximation IA(/l et on voit que 'accord est excellent.

K1 (Xx)

FIGURE I1.2 — Comparaison entre la fonction de Bessel K1 (trait noir épais) et notre approxi-

mation K, donnée par les équations I1.9 (pointillés verts et orange)

I1.2.2 Bain thermique

Dans le formalisme de Langevin, I'action du bain thermique sur une particule est modélisée par
deux forces : une force de dissipation visqueuse Fgiss €t une force aléatoire p,(t). La force de dissipation

visqueuse est proportionnelle a la vitesse de la particule et vaut
Fdiss(f'i) = —m’yr"i (II.12)

avec mry le coefficient de dissipation visqueuse, m la masse de la particule et y~! le temps caractéris-

tique de dissipation visqueuse. La force aléatoire p,(t) & quant & elle les propriétés suivantes :

(i (8)) = {ui (1)) = (I1.13)

(pi (O (') =0 (IL.14)
(i ()5 () = (i (D)5 () = 2kpTmyé (¢ — t') (IL15)
ou kp est la constante de Boltzmann et T la température du systeme. Ces deux parametres sont
caractéristiques d’un bain thermique donné et reliés au coefficient de diffusion Dy d’une particule par

la relation d’Einstein
kgT

Dy = -2~ (IT.16)
mry

Les équations I1.13, I1.14 et I1.15 décrivent un processus Markovien continu [83]. Néanmoins, I'intégra-

tion numérique des équations du mouvement suppose une discrétisation du pas de temps de longueur
ot. Il est donc nécessaire de trouver un algorithme discret respectant les caractéristiques d’un procesus

1. En résolvant le systeme d’équations ci-dessus, on trouve dcyt = 30, a = 0.305462, b = —0.398093, ¢ = 0.354393 et
d = —2.16304 x 10~ . On notera que la constante d aurait pu étre totalement négligée vu sa tres faible valeur. Introduire

un cutoff permet donc de gagner efficacement du temps de calcul sans pour autant négliger de force importante.
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Markovien continu, afin de simuler le bruit thermique. Gillespie a montré que si 'on tient compte
des propriétés du bruit thermique, 'action du bain thermique sur la vitesse d’une particule s’exprime

nécessairement par 1’algorithme suivant [32] 2 :

@t — i = 4@l 5t + /Do Nsi(n, , i)Vt (IL.17)
Faiss Hi

' désigne la vitesse de la particule ¢ au pas de temps n, soit £ = &(t,) = @(ndt). Ns:(n,xz,1)
correspond quant a lui & un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 et généré a partir d’'une distribution
gaussienne. On tirera un nombre aléatoire pour chaque pas de temps n, chaque direction de I’espace
(x ou y) et chaque particule i. La méthode que nous avons utilisée pour générer ce nombre aléatoire

est détaillée dans 'annexe B.

11.2.3 Confinement transverse et longitudinal

Pour que les particules restent ordonnées selon la direction x, il est nécessaire de les confiner
par un potentiel transverse U;-. Dans toutes nos simulations, nous avons choisi, par analogie avec le
dispositif expérimental, d’utiliser un potentiel de confinement transverse quadratique Ul (y;) = By2,

ce qui correspond donc & une force de confinement linéaire donnée par

Fo (yi) = —Byiey (IL18)
Nous faisons varier 'amplitude du confinement transverse en changeant la valeur de .

Lorsque l'on étudiera la diffusion de particules dans une boite de dimension finie, il sera également
nécessaire de rajouter un confinement longitudinal au systéme. Nous avons choisi le potentiel Uc||

valant :

Ul(z;) = Ew\/z [6_“/)‘“’ Mo | o= (Lma) A A] (11.19)

Le confinement a donc deux propriétés caractéristiques : A,, qui correspond a son extension et F,,
qui correspond a son amplitude. En pratique, on définira 'intensité du confinement F,, par rapport a
Iintensité de la force inter-particule Fy. La force de confinement correspondante est la suivante :

[ AT A AT A
WE o=/ A [ 2w 4 1) - w —(L—zi)/Aw w 1

La figure I1.3 représente le potentiel ,ll pour différentes valeurs de A, et E,. Notons que la

Fl(z;) =

)\’w

forme du potentiel de confinement longitudinal numérique est treés proche de celle du confinement
longitudinal expérimental décrit au chapitre précédent pour certaines valeurs de (A, Ey). On peut

ainsi espérer obtenir des résultats comparables a ceux de notre expérience.

2. Plus précisément, cet algorithme permet d’intégrer numériquement tout processus d’Ornstein-Uhlenbeck, qui est

un procédé Markovien continu particulier
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FIGURE I1.3 — Potentiel de confinement longitudinal Uz (z) pour une boite de taille L = 60 mm
avec (Aw, Bw) = (0.48 mm,0.1Ep) (rouge) ,(Aw,Uw) = (4 mm,0.1Ey) (blew),(Aw,Uw) =
(15 mm,0.1Eq) (vert) et (Aw,Uw) = (15 mm,0.05Ey) (violet)

I1.3 Algorithme de Verlet et pas d’intégration

L’intégration numérique est basée sur 'algorithme de Verlet : & chaque instant ¢,11 = (n + 1)dt,
on calcule les nouvelles positions (m?“wf“) et vitesses (:'r?“,y'f“) de la i-¢me particule & partir
des positions et des vitesses des particules a l'instant d’avant t,, = ndt, grace aux formules suivantes

(expliquées en Annexe B) :

F(i,t,). F(i, tn).
gt gy 2 EGt)ea grtt = g o Eta)e s (IL.21)
m m
ot = it yi =y gttt (I1.22)

ou > F(i, t,) correspond a la somme des forces s’exercant sur la particule ¢ a l'instant ¢,,. On obtient

donc, pour les positions et les vitesses projetées sur 'axe «x :

@t = a7 4+ | F(7) + Faiss(i]) + Y Fine(r]y) .2 | 6t + /DoNat(n, z,4)V/5t

oy (I1.23)
T =2 + it ot
et pour l'axe y :
g =G 4 | FE ) + Faiss ) + > Fine(riy) ey | 8t +/DoNsi(n, z,1)V/5t
— (I1.24)
gt =y gttt

Pour que cet algorithme soit valable, il est nécessaire de choisir un pas de temps 0t inférieur a tous

les temps caractéristiques du systeme. Il faut donc considérer les temps caractéristiques associés

e aux interactions, 7, = 27//U/"[1/(Nop)]/(N3m)
e & la dissipation, 74,55 = 1/

e au confinement transverse, 7.5 = 27/\/UL" /m = 27 /~/B/m
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e au confinement longitudinal (s’il existe), 7l = 27T/\/Uc”” [Tmin/Aw]/(Aem)

Tmin désigne la position de la premiere particule qui est celle ressentant la force de confinement
longitudinale la plus forte. Dans nos simulations, les parametres varient sur des gammes telles que les

valeurs minimales des temps caractéristique valent

o Tine = 2m/+/U!,[60/(0.48 x 35)]/((0.48 x 1073)2 x 2.15 x 10 6) ~ 1.4 x 1072% s
o Thiss =1/60~1.7x 1072 s

o 7t =27/\/T74](2.15 x 10-6) ~ 3.3 x 103 s

o 7l = 27r/\/Uc“” 0.32/0.48]/((0.48 x 10-3)2 x 2.15 x 10-6) ~ 0.5 s

Pour la majorité de nos simulations, on choisira un pas de temps 6t = 1073 s~!, bien inférieur & tous
les temps caractéristiques que ’on vient d’évoquer.

I1.4 Phase de thermalisation et “trempe” du systeme

Dans toutes nos simulations, les particules sont initialement réparties uniformément dans le canal
de longueur L. A t = 0, elles commencent a ressentir ’action des forces du systeme. On doit donc
laisser le systeme évoluer pendant un certain temps avant de s’intéresser au mouvement des particules
pour lui laisser le temps d’atteindre son état d’équilibre stationnaire. Par conséquent, on ne commen-
cera a enregistrer les positions des particules qu’apres une phase de thermalisation de durée Typerm-
Cette durée est variable : les systémes périodiques dont les positions d’équilibre sont équiréparties
n’ont pas besoin de longtemps pour se thermaliser, ce qui n’est pas le cas des systémes avec un confi-
nement longitudinal pour lesquels il faudra attendre plus longtemps pour atteindre 1’état d’équilibre
stationnaire. D’une maniere générale, plus la configuration d’équilibre est “éloignée” de la configuration

équirépartie, plus la phase de thermalisation sera longue.

Thermalisation Thermalisation
haute T f basse T f Ecriture des trajectoires
'
THT Ttherm
Trempe

FIGURE I1.4 — Schéma des différentes phases d’une simulation numérique a basse température.

Lorsque 'on s’intéresse a des systemes a basse température, on effectuera une phase de thermali-
sation a haute température d’une durée 7y pour que le systéme atteigne sa configuration d’équilibre
puis on effectuera une “trempe”. Ainsi, le systéme est portée a haute température pour 0 < ¢t < 7gp

(typiquement T =~ 10*! K), puis refroidi brutalement & t = 757. Nous effectuons alors & nouveau une
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phase de thermalisation, a basse température cette fois, pour laisser le temps au systeme de dissiper
les fortes fluctuations thermiques induites par la premiere thermalisation. Ces différentes phases sont
schématisées sur la figure I1.4.

Ce procédé est essentiel car le systeme ne part pas de sa configuration d’équilibre au temps ¢t = 0 et
par conséquent, il est possible qu’il se bloque dans un état métastable dont il ne pourra s’échapper si
les fluctuations thermiques sont trop faibles. Le role de la thermalisation a haute température est donc
de fournir aux particules une énergie thermique qui leur permette de sortir de ces états métastables
et d’atteindre I'état fondamental. La figure 11.5 représente les positions d’équilibre d’un systéme dans
la configuration zig-zag ®, avec ou sans la phase de thermalisation haute température initiale. On voit

que celle-ci est essentielle pour atteindre I’état fondamental a basse température.

1.0 1.0
(a) (b)
05] It ] 05[ ]
= WL L] e =
£ I AR E
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FIGURE II.5 — Positions d’équilibre (y) en fonction de (x) en mm pour deuz simulations numé-
riques & T = 10% K. a) Simulation numérique sans phase de thermalisation haute température. b)
Simulation numérique avec une phase de thermalisation haute température. Le systeme n’atteint

l’état fondamentale que dans le cas b).

I1.5 Systemes périodiques : effets de courbure ?

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les systemes réels les plus proches des systemes
infinis sont les systeémes périodiques et que les seuls systemes périodiques que nous pouvons étudier
expérimentalement sont les systemes en anneaux. On peut néanmoins se demander si la courbure de
ces systéemes n’est pas une source d’erreur pour nos résultats. Numériquement, il est possible d’obtenir
des systemes périodiques linéaires et d’éliminer ainsi tout effet de courbure. Nous avons donc vérifié
au préalable que dans les conditions de 1’expérience, la courbure ne joue aucun role. On peut voir sur
les figures I1.6 a) et b) que les courbes de variance obtenues dans un systéme linéaire périodique de
longueur L = 60 mm et dans un systeme circulaire de périmetre 27 R = 60 mm a densité identique
p ~ 533 m~! sont rigoureusement identiques, quelle que soit la valeur de la dissipation 7. Ceci est du
au fait que le rayon de courbure du confinement circulaire est bien supérieur a 'inverse de la densité :
R > 1/p. La figure I1.6 c) présente elle aussi des courbes superposables car ce critére est satisfait
bien que 'on ait diminué la taille du systeme. En revanche, si I'on diminue maintenant la densité du
systéme et que R < 1/p, on voit sur la figure I11.6 d) que des différences apparaissent entre les deux
systémes. Puisque nous travaillerons toujours sur des systemes pour lesquels R > 1/p, nous nous

limiterons & 1’étude de systemes périodiques linéaires.

3. Nous reviendrons en détails sur ces configurations dans le chapitre V.
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FIGURE II.6 — Déplacement quadratique moyen orthoradial en fonction du temps en échelle
logarithmique. La courbe rouge correspond a une simulation numérique linéaire bouclée dans
laquelle les particules sont confinées dans une boite de taille L. La variance est donc donnée
par (Az?(t)). La courbe noire correspond & une simulation numérique circulaire dans laquelle
les particules sont confinées dans un anneau de rayon R = L/(27). La variance est donc égale
a R%*(A0%(t)). a) 32 particules, L = 60 mm, R = 60/(2r) mm ety = 1 s~'. b) 10 particules,
L =60 mm et R=60/(21) mm ety =10 s~'. ¢) 8 particules, L = 7.5 mm et R = 7.5/(21) mm
ety=1s""1. d)4 particules, L =7.5 mm et R="7.5/(2r) mm ety =1 s".

II.6 Systemes avec confinement longitudinal : moyennes et

nombre de réalisations

Pour étre fiables et reproductibles, nos résultats doivent étre suffisamment moyennés. Comme pour
nos données expérimentales, nous moyennerons sur les positions initiales car nous nous intéressons a un
état stationnaire. Les parenthéses (.) désignent donc le méme type de moyenne que pour nos données
expérimentales. Dans le cas des systémes périodiques, elles désignent une moyenne sur les positions
initiales et sur les particules de la chaine. Ces deux moyennes sont suffisantes pour obtenir des résultats
toujours reproductibles entre simulations identiques. En revanche, dans le cas des systemes avec un
confinement longitudinal, on ne moyenne que sur les positions initiales. Or, nous avons vu dans le
chapitre précédent qu’avec ce procédé, les données sont moins bien moyennées pour les temps longs.
Il en résulte des problemes de reproductibilité en ce qui concerne la dynamique des particules aux
temps longs. Ainsi, la variance des particules sature aux temps longs a des valeurs qui peuvent varier
d’une simulation & I'autre. Il est donc nécessaire d’effectuer également une moyenne d’ensemble sur

un certain nombre de réalisations qu’il nous reste a évaluer.
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Pour cela, on peut s’aider de deux propriétés du systeme :

e le systéme étant symétrique par rapport au centre du canal L/2, nous devrions obtenir des
distributions symétriques elles-aussi.
e les valeurs de saturation sont indépendantes de la dissipation car  ne controle que la dynamique

du systéme et ne doit donc pas influencer (A%(¢)) aux temps longs *.

Nous avons donc mesuré les valeurs de saturation de la variance pour différentes valeurs de v et
moyenné celles-ci sur plusieurs réalisations jusqu’a ce qu’elles répondent aux deux criteres ci-dessus.
Nous obtenons ainsi le nombre de simulations a réaliser pour que nos résultats soient fiables. Ces
résultats sont présentés sur la figure I1.7. Pour obtenir des distributions de valeurs de saturation
symétriques, nous voyons qu’il est nécessaire de moyenner sur 10 réalisations pour v = 1 et 5 s ! et
sur 30 réalisations pour v = 20 s~!. Ces moyennes permettent également d’obtenir des distributions
identiques pour les différentes valeurs de dissipation que nous avons choisies. La figure I1.7 présente
également deux exemples de distributions non ou pas assez moyennées. On peut remarquer que les
billes centrales sont celles qui présentent les plus grandes fluctuations de valeurs de saturation et qui
nécessitent donc un plus grand moyennage. Nous donnerons des arguments permettant d’expliquer
pourquoi certaines billes ou valeurs de v doivent étre plus moyennées que d’autres dans le chapitre IV,

dans la partie consacrée a notre modele théorique.
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FIGURE II.7 — Valeurs de saturation de (Ax3(co)) en mm?

en fonction de la position de la
particule i pour un systeme de 33 particules confinées par un potentiel longitudinal tel que Ay =
8.25d et By = 0.1Ey . (ronds bleus) v =1 s~ et moyenne sur 10 réalisations; (carrés rouges)
¥y=5 571 et moyenne sur 10 réalisations; (triangles verts) v = 20 571 et une moyenne sur 30
réalisations. Les losanges noirs vides correspondent auzr valeurs non moyennées pour le méme

systéme ; Les triangles oranges vides correspondent a une moyenne sur 4 réalisations.

4. On peut voir dans le calcul en Annexe A que l’expression de la variance d’une particule diffusant dans un puits

de potentiel quadratique est indépendante de la dissipation lorsque ¢t — oo.



46 CHAPITRE II. SIMULATIONS NUMERIQUES

I1.7 Conclusion

Nous avons présenté ici un code de dynamique moléculaire permettant d’étudier le mouvement de
particules browniennes confinées dans des systemes périodiques ou de taille finie. Les forces d’interac-
tion de nos simulations sont identiques ou proches des forces de notre dispositif expérimental afin que
I’on puisse comparer nos résultats numériques et expérimentaux. De plus, il sera possible numérique-
ment de contréler certains parametres non accessibles expérimentalement, comme la dissipation. Nous
verrons également que le fait de contrdler précisément les forces de confinement sera trés important

pour I'étude des systemes avec des conditions aux limites répulsives.
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Chapitre 111

Diffusion en ligne dans les systemes

périodiques

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux systemes quasi uni-dimensionnels périodiques.
Avec cette géométrie, les particules se répartissent de maniere homogene dans le systeme. Celui-ci
est donc invariant par translation et les particules peuvent étre considérées comme indiscernables.
Ainsi, tant que les effets de taille finie ne se font pas sentir, on peut considérer que les systémes
périodiques sont équivalents aux systemes infinis avec lesquels ils partagent I'invariance par translation
et I’équirépartition. Les résultats obtenus avec des systemes périodiques peuvent donc étre directement
confrontés aux théories existantes qui se placent a la limite thermodynamique.

Nous présenterons dans un premier temps nos résultats expérimentaux et numériques puis, nous
détaillerons notre modele analytique basé sur les modes propres de vibration du systeme. Nous verrons
que ces modes collectifs permettent de rendre compte parfaitement de la diffusion en ligne de particules

en interaction. Ces résultats reprennent les publications [14, 21].

II1.1 Etat des lieux

III.1.1 Cas des interactions “spheres dures”

Il existe un grand nombre de modeles analytiques décrivant la diffusion en ligne de particules
interagissant via des interactions de type “sphéres dures” (“Hard-Core”). Aux temps longs, tous ces
modeles s’accordent sur le fait que pour des systeémes infinis [5, 46, 82, 36, 47, 81, 3], le déplacement

quadratique moyen évolue en :

(Az*(t)) = FucVit = % %x/i (IIL1)

ou Dy est le coefficient de diffusion libre donné par la relation d’Einstein

kT
-

Dy (IT1.2)

et p correspond a la densité du systéme Ni,:/L. En ce qui concerne les systémes périodiques, Van
Beijeren et Barkai [82, 5] ont montré que ce régime sous-diffusif est suivi d’un régime linéaire dont le

49
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coefficient de diffusion Dy est donné par :

kgT
Dy =—— II1.3
N MNiory ( )

Ce régime de diffusion est la signature des effets de taille finie sur le déplacement quadratique moyen
des particules. Il correspond en effet a la diffusion libre du centre de masse du systeéme et c’est donc
un régime de diffusion collective.
Aux temps courts, la variance adopte un comportement balistique [82, 5, 81] en :
kBiTtQ

m

(Az?(t)) =

suivi dans le cas de systemes a faible densité d’un régime de diffusion linéaire ayant lieu avant le régime

(IT1.4)

corrélé [81], tel que :

(Az?(t)) = 2Dot = o kT, (IT1.5)
mry

Ces deux derniers comportements sont caractéristiques de la diffusion libre d’une particule dans un
bain thermique. En effet pour des interactions “sphéres dures”, il n’y a aucune différence entre la
diffusion libre d’une particule et sa diffusion au sein d’une chaine tant que la particule n’est pas entrée
en collision avec ses voisines. Par conséquent, on retrouve les lois d’échelle usuelles de la diffusion

linéaire aux temps courts, des lors que le systeme est suffisamment dilué.

II1.1.2 Cas des interactions a longue portée

Il n’existe que tres peu d’études analytiques consacrées aux systemes en interaction longue portée.
En particulier, aucune d’entre elles n’est consacrée aux systemes périodiques. Il a été montré que pour

les systemes infinis, la mobilité Fy peut s’exprimer en fonction d’un coefficient de diffusion effectif

Dcyy [43, 53, 67] :
S(0,0) Dy
F, = p \/Deyy/m avec Dejy = 5(0,0) (I11.6)

ou S(0,0) est le facteur de structure statique du systéme. Il est important de noter que cette formule

a été obtenue en partant de I’équation de Langevin suramortie dans laquelle on néglige totalement
le terme inertiel. Il est possible d’exprimer la mobilité en fonction de la compressibilité isotherme du

systeme kp car celle-ci est reliée au facteur de structure statique [64] :

5(0,0) = pkpTkr (I11.7)

P, = 2, | DorksTrr (IT1.8)
p T

Exprimons maintenant F en fonction des parametres de controle de notre dispositif expérimental. Pour

ce qui nous permet d’obtenir :

un systéme unidimensionnel de particules séparées par une distance moyenne 1/p, la compressibilité

isotherme kp peut s’exprimer en fonction du potentiel d’interaction Uy, (1) [10] :

hp=— P
> g, (55)

>0

(I11.9)
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ce qui nous permet finalement d’obtenir pour la mobilité ! :

1/2
DokpT

Fy, =2 l
™% UL, (55
l§) b\ hop

(I11.10)

Nous devons insister sur le fait que ’expression (II1.9) de la compressibilité isotherme k7 n’est en
théorie valable qu’a température nulle. Néanmoins, on pourra tout de méme 'utiliser pour décrire
notre systeéme en treés bonne approximation lorsque la température T est inférieure a sa température

de fusion [41]. Pour résumer, la formule (IT1.8) n’est en principe valable que pour des systémes :

e infinis
e dont I'inertie est négligeable

e pour des températures inférieures a la température de fusion

Aux temps courts, on peut s’attendre a observer le méme régime balistique que pour les systemes
de “spheres dures” puisque que ce régime est indépendant des interactions entre particules. De méme,
pour des systemes suffisamment dilués, on devrait retrouver une diffusion linéaire en 2Dgt, tant que

les particules ne ressentent pas l'influence de leurs voisines.

Du point de vue expérimental, le régime sous-diffusif en v/t a été observé pour la diffusion de
colloides dans des matériaux poreux comme les zéolithes [12, 33, 34], de charges le long de chaine de
polymeres [85], de vortex dans les supraconducteurs en bandes [42] ou de colloides dans des nanodis-
positifs [19, 37, 38, 44, 48, 49, 86] ou dans des pieges optiques [55, 54]. Lutz et collaborateurs [55, 54]
sont les seuls & avoir pu mesurer des valeurs des mobilités pour des interactions a longue portée.
Néanmoins, la température et la force d’interaction entre les particules ne sont pas des parametres
de controle de leur systéme et leurs données ne permettent donc pas de déterminer I'influence de ces
parametres sur la diffusion.

Les autres régimes de diffusion prédits pour la SFD de “spheéres dures” n’ont a notre connaissance
jamais été observés pour des chaines de particules en interactions & longue portée. Ainsi, aucune
expérience n’a permis de distinguer clairement un régime balistique aux temps courts ou un régime
linéaire aux temps longs. En revanche, les expériences de Lin et collaborateurs sur la SED de colloides

permettent d’observer le régime de diffusion linéaire en 2Dyt précédant le régime corrélé [48, 49].

III.2 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons les résultats expérimentaux que nous avons obtenus pour un
ensemble de billes métalliques chargées confinées dans un cadre annulaire 2. Rappelons que I'intensité
des interactions entre particules est caractérisée par I' = U;nt(1/p)/(kpT). Nous nous intéresserons
tout d’abord aux positions d’équilibre des particules et a leurs histogrammes de positions. Nous met-
trons ensuite accent sur la dynamique des billes et décrirons les différents régimes de diffusion qui
peuvent étre observés dans cette configuration. Ces résultats expérimentaux ont fait I'objet d’une
publication [14].
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FIGURE III.1 — Positions d’équilibre (x) et (y) en mm. A gauche : systéme de 16 billes dans
un anneau de rayon intérieur Rine = 3 mm et de rayon extérieur Reqe = 5 mm pour I' ~ 25.
A droite : systéme de 37 billes dans un anneau de rayon intérieur Rint = 8 mm et de rayon

extérieur Rez: = 10 mm pour I' = 20.

I11.2.1 Positions d’équilibre et histogrammes

Les billes se répartissent de maniere homogene dans le cadre de confinement, comme on peut le
voir sur la figure I11.1. Les densités moyennes p seront choisies suffisamment grandes pour que les billes
soient toujours équiréparties, quelle que soit la tension V' a laquelle on porte le condensateur *. Changer
I" & densité constante n’aura donc aucun effet sur les positions d’équilibre dans nos expériences. Nous
n’avons jamais travaillé sur des systémes expérimentaux tres dilués. Autour des positions d’équilibre,
les histogrammes de positions P(Ax) des particules sont gaussiens, comme on peut le voir sur la
figure I111.2.

0.020
=0.015
=
.
a0.010

0.005

0.000

FIGURE III.2 — Histogramme de position P(Az) moyenné sur les positions de 3 particules diffé-

rentes pour une chaine bouclée de 32 particules. La courbe noire en pointillés est une gaussienne.

1. Dans la majorité des cas, il suffit de ne conserver que le premier terme de la somme sur 'indice .
2. Les détails concernant ce dispositif se trouvent dans la section I.
3. Il peut toutefois exister des hétérogénéités de densités dans notre systéeme, généralement imputables aux défauts

d’horizontalité du condensateur. Néanmois, la distance interparticule locale 1/p; ne differe jamais de la distance interpar-
ticule moyenne 1/p de plus de 15%. Ainsi, si 'on définit 1/p; telle que 1/p; = (v/(@i11(t) — z; ()2 + (yi+1(t) — v:(1))2),
on a Vi |(pi — p)/p| < 15%.
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Puisque toutes les billes se trouvent dans la méme situation, elles sont indiscernables et le systeme
est invariant par translation. Dans tous les résultats qui suivent, nous ne présenterons donc les résul-
tats obtenus que pour une seule particule®. Cette indiscernabilité nous permet de plus de moyenner
également nos résultats sur le nombre de particules, chaque particule pouvant étre vue comme la

réalisation d’une expérience particuliere.

I11.2.2 Evolution de la variance orthoradiale des particules en fonction du

temps
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FIGURE III.3 — Déplacement quadratique moyen orthoradial R*(A0%(t)) en fonction du temps
en échelle logarithmique pour une chaine de 37 billes dans un anneau de rayon 9 mm, a T =
9.72 x 10" K et pour T ~ 18.5 (courbe bleue), 22.8 (courbe noire), 27.7 (courbe rouge), 32.9
(courbe verte), 38.6 (courbe rose) et 44.8 (courbe orange). Toutes les courbes ont été décalées
d’un facteur constant pour permettre une meilleure observation des lois d’échelles. Les droites
de couleur sont de pente 1/2 et nous permettent de déterminer les valeurs des mobilités Fs pour
chaque valeur de I'. Figure en insertion : mémes courbes non décalées. La ligne noire est de

pente 1.

La figure I11.3 représente I’évolution du déplacement quadratique moyen orthoradial d’une particule
au cours du temps pour p = 654 m~!, T = 9.72 x 10" K et une valeur de I" comprise entre 18.5 et 44.8.
En échelle logarithmique, on voit clairement apparaitre deux régimes de diffusion différents, quelle que

soit la valeur de I'.

Dans un premier temps, les variances R?{A62(t)) sont superposables. On le voit sur la figure en
insertion représentant les courbes non décalées. Ce régime est donc indépendant des interactions entre
particules. Méme s’il est difficile de parler de loi d’échelle vu la faible quantité de points dont on

dispose a cette échelle de temps, il semble que le déplacement quadratique moyen croisse en t%, avec

4. Nous avons néanmoins vérifié systématiquement que les résultats des autres particules étaient similaires.
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« compris entre 1 et 2. Ce régime pourrait donc correspondre a la fin du régime balistique, ce qui

expliquerait qu’il soit indépendant de I'°.

Au bout d’un temps qui sera noté 7. (environ 100 ms ici), on entre dans un deuxiéme régime
caractérisé par une évolution de la variance en v/t sur plus d’une décade. L’évolution sous-diffusive
de la variance en v/t est caractéristique de la SFD. Contrairement au régime précédent, 1’évolution
de la variance dépend maintenant des interactions entre particules : on peut remarquer sur la figure
en insertion que R?(A6?(t)) croit d’autant plus rapidement que I' est petit. Il s’agit donc bien d’un
régime de diffusion corrélée, la mobilité Fy dépendant des interactions entre particules. Notons que le
temps 7o dépend lui aussi de I'. On voit ainsi sur la figure en insertion que plus I" est grand, plus

Teorr €St petit.
Pour résumer, on n’observe expérimentalement que deux régimes de diffusion :

e pourt < Teorr, la variance croit en t* avec 1 < a < 2 et est indépendante de I'. Ce comportement
correspond a la fin du régime balistique.

e pour t > Teorr, la variance croit en Vi, ce qui permet de définir la mobilité Fy. Celle-ci, ainsi
que le temps 7.0 dépendent des interactions entre particules et ce régime correspond a une

diffusion corrélée des particules.

Dans nos expériences, nous n’avons donc jamais observé le régime linéaire précédent le régime
corrélé. Les deux régimes décrits sont indépendants de la taille du systeme puisqu’on observe des
variances similaires dans des systémes de taille différente et de densité quasiment identique (voir
figure I11.4). Ils sont en revanche dépendant de la densité. Si les effets de taille finie existent, ils ne

sont donc pas observables aux échelles de temps de nos expériences.
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FIGURE III.4 — Déplacement quadratique moyen orthoradial R*(A8%(t)) en mm? en fonction du
temps en échelle logarithmique pour p = 477 m™! et T ~ 5.5 (courbe noire : petit anneau avec
Niot = 12 billes, courbe bleue : grand anneau avec Nior = 27 billes) et p = 637 m et~ 18
(courbe rouge : petit anneau avec Nior = 16 billes, courbe verte : grand anneau avec Nyow = 37
billes). Les droites noires sont de pente 1 et 1/2. T = 1.12 x 10'? K pour toutes les expériences.

5. Nous ne pouvons malheureusement pas le décrire plus précisément expérimentalement, le taux d’acquisition de
notre caméra étant trop faible pour obtenir suffisamment de données a cette échelle de temps.
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I11.2.3 Mesures de mobilités

Le régime corrélé se maintenant sur une durée suffisamment longue, il nous est possible de mesurer
précisément les valeurs des mobilités Fy. Pour cela, nous tragons en échelle logarithmique une droite
d’équation y = Cv/t et ajustons la constante C' de facon & ce que la droite vienne se superposer au
déplacement quadratique moyen comme sur la figure II1.3. Nous avons ainsi extrait les valeurs des
mobilités et déterminé leurs principales dépendances avec 'intensité des interactions I', la densité p

et la température T'.
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FIGURE IIL.5 — Mobilités F. en mm2s~Y/2. Carrés rouges : p ~ 637 m™'. Ronds bleus : p ~
477 m~. Dans les expériences, Niot = 12, 16, 27 ou 37 particules, T € [4.5,55.2] et T €
[9.72,11.2] x 10" K. a) Les mobilités sont représentées en fonction de T'. b) Les mobilités sont
représentées en fonction de 2kBT/\/W en mm?.s" 2. 4 est un paramétre ajustable
valant ici 60 s~'. La droite noire en pointillés est de pente 1.

¢) Mobilités Fs en mm?s~ 2 en fonction de la température T en K pour un systeme de densité
p 565 m~t et de 32 particules. A température identique, les losanges verts sont obtenus pour

des systéemes dont la valeur de I est inférieure aux triangles violets.

On peut ainsi voir sur les figures I11.5 a), b) et ¢) que :

e la mobilité décroit avec I'interaction I' entre particules.
e la mobilité augmente avec la compressibilité du systeme xp.
e la mobilité augmente lorsque la densité p diminue.

e la mobilité augmente linéairement avec la température.

Il est important de noter que, a densité identique, les mobilités sont similaires dans le grand et le
petit anneau. Le régime corrélé est donc indépendant de la taille du systeme.
Sur la figure I11.5 ¢), les mobilités F se regroupent autour de la droite d’équation Fy = 2kgT'+/ k1 /Tmpr,
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ce qui correspond a la formule (II1.8) ©. Bien que cette expression ait été calculée pour des systeémes
infinis, il n’est pas étonnant de voir qu’elle est aussi valable pour les systémes périodiques puisque

nous venons de voir que le régime corrélé est indépendant de la taille du systeme.

On voit que les mobilités pour les densités les plus fortes (p = 637 m™!) sont légérement sous-
estimées d’un facteur 0.9 environ alors que les mobilités pour les densités les plus faibles (p = 477 m~1)
sont légerement sur-estimées d’un facteur 1.2. Il est donc impossible de rendre mieux compte des mo-
bilités pour ces deux densités a la fois et ce, méme en ajustant la valeur du coefficient de dissipation ~.
Puisque v ou encore la température T" sont indépendants de la densité du systeme, on ne peut expli-
quer ce résultat qu’en faisant 'hypotheése que la valeur de la compressibilité k7 n’est pas parfaitement
estimée dans les deux cas. Cela peut provenir d’'une approximation dans la détermination de la force
d’interactions entre particules ou du fait que la compressibilité isotherme n’est en théorie valable qu’a
T=0K.

111.2.4 Temps de corrélation 7.,

Intéressons nous maintenant au temps de corrélation 7., marquant I’apparition du régime corrélé.
Le passage au régime corrélé se faisant contintiment, il est difficile de mesurer précisément sa valeur.
Une des facons d’obtenir une estimation de 7., consiste a diviser le déplacement quadratique moyen

par t. Le temps de transition est ainsi bien marqué par un pic” de la fonction R?(A§?(t))/t.
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FIGURE [I1.6 — Temps de corrélation Teorr mesurés expérimentalement en s. Symboles ronds :
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expériences réalisées dans le grand anneau de rayon intérieur Rine = 8 mm et de rayon extérieur
Rezt = 10 mm. Symboles carrés : expériences réalisées dans le petit anneau de rayon intérieur
Rint = 3 mm et de rayon extérieur Reqt = 5 mm. Ronds verts : p ~ 682 m~ L. Carrés verts :
p ~ 638 m~'. Ronds rouges : p ~ 590 m~'. Carrés rouges : p ~ 561 m~'. Ronds bleus :
L. a) Temps de corrélation Teorr en fonction de T'. b)

Temps de corrélation Teorr en fonction de w\/krm/p.

p ~ 496 m~'. Carrés bleus : p ~ 485 m~

6. Pour la figure I11.5 b), la droite noire en tirets est de pente 1. L’expression de la mobilité Fs ne comporte qu'un
seul paramétre ajustable, 7, qui a été ajusté a 60 s~1, ce qui est en bon accord avec les estimations de la dissipation
dans notre dispositif expérimental (voir le chapitre I).

7. Cette méthode tend a surestimer légerement la valeur de 7¢orr car tel que nous I'avons défini, ce temps correspond
au moment & partir duquel (Az?(t)) o t* avec o < 2. Notre méthode nous donnant un pic pour a = 1, il faudrait
retrancher aux valeurs de T¢orr mesurées la durée At pendant laquelle 2 < a < 1. Néanmoins, étant donné que la
transition du régime balistique au régime corrélé se fait rapidement et qu’il est de toutes facons délicat de mesurer
précisément Tcorr, on négligera At. Gardons donc a ’esprit que les valeurs présentées sont des ordres de grandeurs.



I11.2. RESULTATS EXPERIMENTAUX 57

Nous avons ainsi évalué la valeur de 7.~ pour plusieurs intensités d’interactions inter-particules.
On voit sur la figure I11.6 a) qu’a densité donnée, 7., est d’autant plus petit que I' est grand. De
plus, 7Tcorr diminue lorsque la densité p augmente. Cela signifie que le régime corrélé se met en place

d’autant plus vite que les particules interagissent plus fortement.

Une autre fagon d’évaluer 7., est de considérer qu’il s’agit du temps nécessaire a une particule
pour “sentir” l'influence de ses voisines. Or, la particule diffuse dans un puits de potentiel effectif

créé par les interactions avec ses voisines et caractérisé par U/’ .. Le régime corrélé ne se mettra donc

int:
en place que lorsque la particule aura parcouru la totalité de ce puits de potentiel. Le calcul du
déplacement quadratique moyen d’une particule dans un puits quadratique U(z) (Annexe A) nous
apprend que la variance sature a la valeur kgT /U], ,. Par conséquent, 7., va correspondre au temps
nécessaire pour parcourir cette distance. Aux temps courts, la particule diffuse de maniere balistique ®

et on aura donc :

kT , kT \/ m \/me
Teorr ™ - Tecorr ™ ~ II1.12
m U7.(1/9) @ "\ e (IH1-12)

Pour une expérience réalisée & T = 9.72 x 10'! K avec I' ~ 22.8, la formule I11.12 nous donne

un temps de corrélation Teorr = +/m/U/’ ,(1/p) ~ 0.05 s, ce qui est cohérent avec la figure I11.3 pour

int

laquelle 7.4 vaut environ 0.1 s. La figure IT1.6 b) représentant ... en fonction de m+/krm/p montre
que les temps de transition expérimentaux présentent bien les dépendances de la formule (I11.12).

II1.2.5 Conclusion sur les résultats expérimentaux

Nous avons observé expérimentalement le régime corrélé typique de la diffusion en ligne, caractérisé
par une évolution de la variance en v/¢. Nous avons pu mesurer les valeurs de la mobilité F, en
fonction de nos parametres de controle (température T, intensité des interactions T', densité p et taille
du systeme L), ce qui n’avait jusqu’a présent jamais été fait expérimentalement. Nous avons trouvé
un bon accord avec la formule théorique (II1.8). Nous avons également estimé la valeur du temps

d’apparition du régime sous diffusif 7., et montré que pour les densités que nous avons considérées,

RTMm
P

Tcorr ™

Nous n’avons pas observé le régime collectif caractéristique des systemes de taille finie aux temps
longs. En effet, la dissipation étant relativement importante dans notre systéme expérimental (y =
60 s~1), la diffusion collective se met en place trop tardivement pour qu’elle puisse étre étudiée avec

notre dispositif.

Notre objectif étant de proposer un modele analytique rendant compte de la SFD dans son en-

semble, il est crucial d’observer et de caractériser tous les régimes de diffusion qui peuvent apparaitre

8. Si le systéme est dilué et que 'on observe une diffusion libre en 2Dgt avant le régime corrélé, corr sera donné
par :

kT my meTy
2DoTcorr ~ = Tecorr ™~ ~ (HI.ll)
Uini(1/p) 2U1,(1/p) 2
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dans cette configuration. Pour cette raison, nous avons également effectué des simulations numériques.
Celles-ci vont nous permettre d’avoir acces au régime balistique en choisissant un pas de temps suf-
fisamment petit pour résoudre la dynamique des particules aux temps courts. De plus, il est possible
numériquement de changer la valeur du coefficient de dissipation 7. En réduisant la dissipation, on va

ainsi pouvoir étudier le régime collectif qui apparait alors plus rapidement.

II1.3 Simulations numériques

Nous allons maintenant présenter les résultats que nous avons obtenus numériquement. Nous rap-
pelons que les détails concernant les simulations numériques sont donnés dans la section II. Apres
avoir comparé les résultats expérimentaux et les résultats numériques et montré leur cohérence, nous
analyserons ces derniers en nous intéressant d’abord aux positions d’équilibre des particules, puis a
leur dynamique [21].

I11.3.1 Distributions et positions d’équilibre

Les positions d’équilibre que I’on obtient par simulation numérique sont bien équiréparties, comme
on peut le voir sur la figure I11.7. Comme nous I'avons déja expliqué dans le chapitre 11, nous travaillons
avec des systemes linéaires bouclés artificiellement. On obtient donc des positions d’équilibre alignées
sur une droite, telles que (y) = 0. Numériquement, la distance interparticule locale p; = (x;11 — x;)

ne differe jamais de la distance interparticule moyenne p de plus de 0.2%, soit |(p; — p)/p| < 0.2%.
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FIGURE III.7 — Positions d’équilibre (x) et (y) en mm pour 32 particules dans un systéme de
taille L = 60 mm, v =20 s * et T' ~ 10.1.

111.3.2 Evolution de la variance longitudinale des particules en fonction du
temps

Nous nous intéressons maintenant a I’évolution de la variance longitudinale en fonction du temps
et en fonction des parametres de controle de notre simulation. On peut désormais choisir la taille du
systeme L plus librement car nous ne sommes plus limités par la taille du condensateur. De plus, on

dispose maintenant d’un parametre de controle supplémentaire : le coefficient de dissipation .

Nous avons dans un premier temps vérifié que les résultats numériques sont cohérents avec les
résultats expérimentaux pour des parametres identiques. La figure I11.8 représente le déplacement
quadratique moyen d’un systeme de 32 particules, obtenu expérimentalement et numériquement. Le
coefficient de dissipation v a été fixé & 60 s~! dans les simulations, en accord avec nos estimations

lors de I’étude des mobilités 7. Les résultats numériques et expérimentaux sont tres similaires, les deux

9. La température permettant aux simulations numériques de rendre le mieux compte des résultats expérimentaux
est supérieure a la température que nous mesurons avec notre thermometre effectif : Tnum/Tezp ~ 2.5. Cela pourrait
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FIGURE III.8 — a) Déplacement quadratique moyen en mm? en fonction du temps en s pour
Niot = 16 particules, L = 25 mm et I' = 7.9. La courbe rouge est une mesure expérimentale
de R*(AO*(t)) pour T =1.12 x 10'? K. La courbe bleue est une mesure numérique de (Az>(t))
pour T = 2.8 x 10*? K et vy =60 s

courbes de la figure I11.8 étant superposables.
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FIGURE II1.9 — Déplacement quadratique moyen (Az?(t)) en mm? en fonction du temps en
s pour un systéme de Nyox = 32 particules et une température T = 10*2 K. a)y = 0.1 st
et I' &~ 14.5. La courbe rouge correspond aur résultats numériques, la courbe noire au calcul
analytique (formule (I11.38)). b) v = 10 s * etT ~ 10.1. La courbe bleue correspond auz résultats
numériques, la courbe noire au calcul analytique (formule (111.38)). La droite noire en traits

pleins est de pente 2, celle en tirets de pente 1 et celle en pointillées de pente 0.5.

Lorsqu’on trace I’évolution temporelle du déplacement quadratique moyen en échelle logarithmique,
on voit systématiquement apparaitre trois régimes de diffusion différents, quelle que soit la valeur des

parametres de controle. Ces différents régimes sont mis en évidence sur la figure I11.9 :

e régime I dit “balistique” ( 0 <t < 7.o) : la variance augmente en H;t2.

o régime 1T dit “corrélé” (Toomr < t < Teou) @ évolution de (Az?) en 2Dt seulement, en Fy\/t
seulement ou bien en 2Dt puis en F,+/t en fonction des parametres de la simulation. Le coefficient
D est différent du coefficient de diffusion libre Dy, comme nous allons le voir. 7., ayant été

défini comme le temps d’apparition du régime corrélé, il marque donc la transition entre H;t?

vouloir dire que nous sous-estimons la température de notre dispositif expérimental
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et 2Dt ou entre Hqt? et F,\/t.
e régime I11 dit “collectif” (Teony < t) : (Az?) croit en 2Dyt avec Dy # Dy # D. Nous verrons que

pour certains parametres, ce régime est parfois précédé d’une évolution en Hyt? avec Hy # H.
Dans ce cas, on définit 7;, comme le temps de transition entre 2Dyt et Hyt2.
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FIGURE III.10 — Déplacement quadratique moyen (Az>*(t)) en mm? en fonction du temps en
s pour une densité p = 533 m~'. Les paramétres sont : Niot = 32, T = 10'2 K, ' = 6.8 et
v=10s""1. a) T =44, 6.8, 9.8 et 13.4 (ronds verts, carrés rouges, triangles orange et losanges
bleus respectivement). b) T = 10'°, 10'*, 10'? et 10'® K (ronds verts, carrés rouges, triangles
orange et losanges bleus respectivement). ¢) v = 1 571 et Nyor = 4, 16, 64 et 128 (losanges
bleus, carrés orange, triangles rouges et ronds verts respectivement). d) v = 0.1, 1, 10 et 60 st
(losanges bleus, carrés rouges, triangles verts et ronds orange respectivement). La ligne droite
correspond & la formule (I111.43), la ligne en pointillés a (II1.8) et la ligne hachurée & (I11.5)
pour a), b) et d) et a (II11.48) pour c).

I11.3.3 Influence des parametres de controle sur I’évolution de la variance

longitudinale

Les figures II1.10 a), b), c¢) et d) représentent 1’évolution temporelle de la variance longitudinale

lorsqu’on fait varier I', T, p et  respectivement.

Sur la figure II1.10 a), il apparait que seul le régime de diffusion corrélé est sensible a la valeur de
T". On peut voir sur la figure en insertion que la mobilité diminue lorsque I augmente. Pour les régimes
balistique et collectif, on obtient des courbes superposables, ce qui signifie que ces régimes sont indé-

pendants des interactions. Cette propriété du régime balistique confirme nos résultats expérimentaux.

La figure I11.10 b) représente (Az?(t)) pour différentes températures. Cette fois, on obtient des
courbes semblables mais translatées en ordonnées. Cela signifie que les temps de transition entre les
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différents régimes sont indépendants de la température, a 'inverse des préfacteurs de ces régimes. Plus

la température est élevée, plus la valeur des préfacteurs est grande.

La figure I11.10 ¢) montre quant & elle I’évolution de la variance pour quatre systémes de la méme
densité p mais de taille L et de nombre de particules N;,; différents. On observe que toutes les courbes
sont superposables aux temps courts. En revanche, le troisieme régime de diffusion collective se met
en place d’autant plus rapidement que le systéme est petit. Dans certains cas, il apparait tellement
rapidement que le régime sous-diffusif en v/¢ n’est plus observable. Lorsque I'on diminue suffisamment
la taille du systéme, on voit également apparaitre le second régime balistique en Hxt? mentionné
plus haut. Enfin, le préfacteur du régime collectif linéaire Dy augmente lorsque la taille du systeéme

diminue.

La figure I11.10 d) montre I'influence de la dissipation ~ sur le déplacement quadratique moyen.
On obtient des courbes superposables aux temps courts, ce qui signifie que le régime balistique est
indépendant de . Le régime corrélé est en revanche tres différent selon la valeur de la dissipation.
Pour les plus grandes valeurs de +, le régime corrélé est sous-diffusif et la mobilité diminue lorsque
~ augmente. Lorsque la dissipation diminue, on voit apparaitre le régime corrélé linéaire qui finit
par remplacer totalement le régime sous-diffusif. Le préfacteur du régime linéaire est quant a lui
indépendant de la dissipation. En ce qui concerne le régime collectif, on peut noter que le régime en
Hyt? n’est observable que pour la plus faible valeur de v. Dans les autres cas, il apparait seulement

un régime de diffusion linéaire dont le préfacteur diminue lorsque v augmente.

Nous allons maintenant mesurer les coefficients de transport associés a chacun des trois régimes
de diffusion et caractériser leurs dépendances avec I', T', p et . Puis, nous ferons de méme pour les

temps de transition entre ces régimes.

I11.3.4 Coefficients de transport et leur principales dépendances

I11.3.4.1 Régime balistique : t < 7.4

Le premier régime de diffusion est un régime balistique. Par conséquent, pour ¢ < 7.4, chaque
particule diffuse indépendamment, sans ressentir 'influence de ses voisines et effectue un vol balistique
a la vitesse thermique /kpT/m. Cela signifie que le préfacteur que H; est donné par :

 kpT
B m

H (IT1.13)

Cette expression s’obtient analytiquement en résolvant I’équation de Langevin pour une particule libre
ou dans un puits et en prenant la limite des temps courts ¢ — 0 (voir Annexes A). Les préfacteurs
mesurés numériquement sont en excellent accord avec la formule (I11.13) (voir figure I11.11 a). Ainsi,

le régime balistique ne dépend que d’un seul parametre de controle, la température T
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FIGURE III.11 — Tous les azes sont en échelle logarithmique. Les lignes moires hachurées ont

une pente 1.
a) Préfacteur du régime balistique Hy en fonction de kgT/m (en mm?.s72).

b) Coefficient de diffusion D en fonction de kgT/(m~) (en mm?.s™*). Les carrés verts repré-
sentent les simulations a faible densité (p ~ 100 et 33 m™") et les ronds violets les simulations

a plus haute densité (p = 533 m™*).
¢) Coefficient de diffusion D en fonction de kgT/~/kr/(4mp) (en mm?.s71). Les carrés verts
représentent les simulations & faible densité (p = 100 et 33 m™") et les ronds wviolets les simula-

tions & plus haute densité (p ~ 533 m™*).
d) Mobilités F, en fonction de 2kpT/~/rr /mmpy (en mm?.s~*/?). Les ronds bleus correspondent
auz systémes suramortis, les triangles rouges auxr systémes sousamortis.

e) Préfacteur du régime balistique collectif Hn en fonction de kpT/(Niotm) (en mm?.s™2).
f)Coefficient de diffusion collectif Dx en fonction kgT/(Niorm~y) (en mm?.s™").
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I11.3.4.2 Régime corrélé : ... <t < 70

Intéressons-nous tout d’abord au régime sous-diffusif en v/#. Les valeurs de mobilité mesurées
dans les simulations sont bien décrites par la formule (IT1.8), comme dans le cas expérimental, & la
différence que la dissipation v n’est plus un parametre ajustable. Notons que c’est également le cas
des mobilités associées aux systemes de faible dissipation, pour lesquels les termes inertiels ne sont

pas négligeables '°.

En ce qui concerne le régime linéaire, on pourrait étre tenté d’expliquer cette loi d’échelle par le
fait qu’il faut un certain temps a une particule pour sentir l'influence de ses voisines. Ainsi pour les
systemes dilués, chaque particule pourrait atteindre le régime de diffusion libre avant d’étre corrélée
& ses voisines, auquel cas leur variance évoluerait en 2Dgt [48, 49, 81]. On trouve effectivemment que
le préfacteur est égal & 2D, pour les systémes de tres faibles densités (figure I11.11 b). Cependant, si
cet argument était toujours vrai, le régime linéaire devrait étre d’autant plus facile & observer que la
dissipation est grande car Dy diminue lorsque v augmente. Les particules devraient donc diffuser moins
vite et mettre plus de temps a sentir I'influence de leurs voisines. Or, on a vu que le régime linéaire
disparait lorsque v augmente. Ensuite, on peut voir sur la figure II1.11 b) que les valeurs du coefficient
de diffusion D mesurées numériquement sont dans la plupart des cas différentes de Dgy et dépendent
de la compressibilité du syteéme (figure II1.11 c) . Pour les densités auxquelles nous travaillons, il
ne s’agit donc pas d’une diffusion libre mais bien d’un régime de diffusion corrélée observable lorsque
I’amortissement est faible. Nous montrerons que les coefficients de diffusion associés a cette loi d’échelle
sont donnés par I’expression (I11.48) :

KT
D=kgT, — 1I1.14
CERY vy ( )

Ils sont donc bien indépendants de la dissipation v et dépendent fortement des interactions entre

particules.

I11.3.4.3 Régime collectif : 7., <t

Aux temps longs dans les systemes de taille finie, on s’attend, comme pour les systémes de “spheres
dures”, a observer la diffusion libre du centre de masse de la chaine de particules. Le coefficient de
diffusion Dy du régime linéaire doit donc correspondre a celui d’une macroparticule de masse Nyt m
donné par

kT

Dy = —
N Ntotm’Y

(I11.15)

Les valeurs numérique sont effectivement en trés bon accord avec cette formule (figure IT1.11 e). On
retrouve donc bien les dépendances de Dy en v, T et Nyot.

Puisque le régime collectif correspond a la diffusion libre du centre de masse, on peut faire I’hypo-
these que le deuxieéme régime balistique observé dans les simulations en Hyt? provient de la diffusion
balistique de ce méme centre de masse. Ce coefficient Hy devrait étre donné par la résolution de
I’équation de Langevin décrivant la diffusion libre d’une particule de masse Ny,; m, soit

kgT

H =
N Niotm

(I11.16)

La figure I11.11 f) montre que les valeurs de Hy mesurées sont en parfait accord avec cette formule.

10. Nous reviendrons sur cette notion dans le paragraphe consacré a ’analyse de nos résultats et & la description en
modes propres.
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111.3.5

Temps de transition et leur principales dépendances

Maintenant que nous avons caractérisé les préfacteurs des trois régimes diffusifs que 'on peut

rencontrer, il est possible de donner de maniere heuristique les expressions des temps de transition
entre ces régimes. En effet, il est toujours possible d’obtenir I’expression d’un temps de transition en

imposant la continuité de la variance entre deux régimes obéissant & des lois d’échelle différentes

Teorr ()
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FIGURE II1.12 — Tous les axes sont en échelle logarithmique. Les lignes moires hachurées ont
une pente 1.

a) Temps de transition Tcorr en fonction de 2/~ (en s, échelle logarithmique). Les ronds verts
représentent Teorr pour les systémes a haute densité (p ~ 533 mfl) et les carrés rouges pour les

systémes & plus faible densité (p =~ 100 et 33 m™"')
b) Temps de transition Tcorr en fonction de \/krm/p (en s, échelle logarithmique). Mémes codes

couleur que a).
¢) Temps de transition Teou en fonction de myNr/(mp) (en s, échelle logarithmique). Les

ronds bleus représentent Teou pour les systémes tels que (Ntot/2)\/v?>mrr/p > 1 et les losanges

violets pour (Niot/2)\/v?>mkr/p < 1

d) Temps de transition Tcou en fonction de Niot
légérement différent de (I11.21)). Mémes codes couleur que c).

krm/p (en s, le coefficient numérique est

.5.1 Temps de transition : 7.,

Si l'on suit cette méthode, on peut donc obtenir 7., en considérant qu’il s’agit du temps pour
lequel les deux courbes d’équation H;t? et 2Dt vont se croiser. On obtient dans le cas d’un systéme

dilué

, c’est-a-dire pour lequel D = Dy,

kT kT

2 B

Teorr ™ 2 Teorr = Teorr ™~ —
my

(IT1.17)
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Dans les autres cas pour lesquels D dépend de la compressibilité du systeme, on trouve :

kgT kT [k 1 [krm
2 B T T
—Teorr ™~ T4/ ——Tcorr - Teorr ™~ — .

(I11.18)
m s mp m p

Les figures I11.12 a) et b) représentent les valeurs de 7.0 mesurées numériquement en fonction
des formules (IT1.17) et (IT1.18) respectivement. Il apparait assez clairement qu’il y a deux populations
distinctes de temps de transition, et donc deux mécanismes en jeu : un pour les systemes interagissant
fortement (I" grand) et un autre pour les systémes interagissant tres peu (I' petit). Ces résultats sont

en tres bon accord avec notre estimation (I11.12) et nos résultats expérimentaux.

I11.3.5.2 Temps de transition : 7.,

Le temps 7., marque le passage du régime de diffusion corrélé au régime collectif. Pour les systéemes
présentant un régime sous-diffusif, 7.,; sera donné par le croisement des courbes d’équation F.\/t et
2Dxt . On obtient :

F? S(Oa 0)2 Nt20t mpYNtzotHT

Fs\/Teol = 2DNTeot == Teoll = D%, =T X Depy % i Wp

(I11.19)

Notons qu’en se rappelant que D.rr = Dy/S(0,0), on trouve que 7.o; peut également s’exprimer

comme :
L2

Deyy

Teoll X

(I11.20)

ce qui signifie qu’on peut considérer 7..,; comme étant le temps d’apparition des effets associés a la

taille finie L du systéme.

En ce qui concerne les systemes présentant un régime de diffusion corrélée linéaire, on devra

considérer le passage de 2Dt & Hxt?. Cela nous donne :

kT kT N, m
_ Hyr? _ksT kT _ N [m
2DTCO” = HNTcoll —— ﬂ_mTw” NtotmTCOll —— Teoll - K. (11121)

ou K est une raideur effective donnée par K = F}, ,(1/p). Les valeurs numériques de 7., ont été me-
surées et sont reportées sur les figures I11.12 ¢) et d) en fonction de (II1.19) et (III.21) respectivement.
La encore, ces deux formules rendent bien compte des valeurs mesurées et la différence entre les deux

mecanismes de transitions apparait clairement.

I11.3.5.3 Temps de transition : 7,

Tiin désigne le passage entre le régime collectif balistique en Hyt? et le régime collectif linéaire en
2Dnt. On a donc

kT kT
3 Tl2in:2 £

2
HNTfy = 2DNTiin = Tin = Tin = (I11.22)

MNiot Niotmey

I11.3.6 Conclusion sur les résultats numériques

Les simulations numériques nous ont permis d’observer le régime balistique aux temps courts ainsi

que le régime de diffusion collective dont l’origine provient des effets de taille finie. Nous avons mis

11. Nous n’avons jamais observé un régime sous-diffusif suivi par un régime collectif balistique en Hpt2.
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en évidence 'existence d’un second régime balistique qui n’avait, a notre connaissance, encore jamais
été décrit et montré en mesurant le préfacteur Hy qu’il s’agit d’une diffusion balistique du centre de

masse du systeme.

Nous avons également étudié le role de la dissipation sur le systeme. Cela nous a permis de re-
marquer qu’a faible dissipation, le régime corrélé peut se traduire par une évolution linéaire du dépla-

cement quadratique moyen avec un coefficient de diffusion dépendant des interactions entre particules.

Nous avons déterminé empiriquement les principales dépendances des coefficients de transport et
des temps caractérisant les changements de régimes. En ce qui concerne les mobilités, nous avons
mesuré des valeurs de mobilités en accord avec la formule (II1.8) calculée par Kollmann, Ooshida et
Lizana [43, 67, 53] et qui avait déja été validée expérimentalement. Toutefois, celle-ci n’est en théorie
valable que pour les systemes infinis, a U'inertie négligeable. Or, nos systemes sont de taille finie et
rien ne dit que l'inertie y soit négligeable. On peut se demander quel critére peut nous permettre
de considérer qu'un systéme est suramorti ou sousamorti. Aussi, nous allons maintenant présenter
le modele analytique basé sur les modes propres de vibration du systéme que nous avons développé
pour retrouver ’ensemble des régimes de diffusion observés et déterminer explicitement les principales

dépendances des coefficients de transport avec les caractéristiques du systeme (Niot, p, T, 7, -..)-

I1I.4 Modele de diffusion corrélée de particules en interac-

tion : cas d’un systeme périodique

FIGURE [I1.13 — Schéma de principe du modéle analytique pour un systéme périodique : modé-

lisation du systéme par une chaine de ressorts

Le modele analytique présenté ici est exposé dans Particle [21].
Puisque 'on s’intéresse a une configuration dans laquelle les particules ne se croisent jamais, nous
faisons I'hypotheése que I'on peut modéliser le systéme par une chaine unidimensionnelle de masses
reliées entre elles par des ressorts (voir schéma I11.13). En effet, si les fluctuations e des particules
autour de leur position d’équilibre sont petites, on peut linéariser les interactions en effectuant un
développement de Taylor de la force d’interaction autour de la distance inter-particule d’équilibre 1/p

et en ne gardant que le terme du premier ordre :
Fine(1/p+e€) = ~Uly(1/p+€) = U (1/p) e U, (1/p) +o(e?)
——— ——
=0 —K

K correspond donc a la raideur effective des ressorts reliant les particules. Dans la suite des calculs,

la distance inter-particule 1/p sera normalisée & 'unité.

Il est possible de calculer les modes propres de vibration de ce systéme. En superposant les lois

de diffusion de chacun de ces modes, on calcule le déplacement quadratique moyen d’une particule.
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Nous retrouvons ainsi toutes les lois d’échelles observées expérimentalement et numériquement et

déterminons les principales dépendances des coefficients de transport et des temps de transition.

II1.4.1 Modes propres de vibration et diffusion
I11.4.1.1 Décomposition en modes

Nous nous limitons aux interactions entre plus proches voisins. Il est possible de prendre en compte
la totalité des interactions, mais nous ne le ferons que plus tard dans un souci de clarté (voir le cha-
pitre IV). Si 'on considére Ny, particules en interaction dans un systéme périodique, leur dynamique
sera décrite par un systéme de Ny, équations différentielles du deuxiéme ordre. Si l'on note x(l,¢) la

position de la particule [ au temps ¢, on obtient ’équation de Langevin suivante

iQx(l,t) = —’y%x(l,t) + % [w(l+1,t) — 22(L,t) + (1 — 1,1)] + w(l,t)

(111.23)

dit?
u(l,t) est une force aléatoire possédant les propriétés suivantes :
(u(l,t)) =0 (I11.24)
(u(l, p(l’ "))y = 2kgTm~d(1,1)6(t, 1) (T11.25)
Considérons maintenant la transformée de Fourier discrete :
Ntot 1 Ntot
X _ iql _ —iqrl )
(.t)=>_ ea(l,t),  a(t) N > e X (g, t) (I11.26)
=1 k=1
La périodicité du systeme requiert que :
m(l, t) = at(l + Ntot; t) (11127)
ce qui nous impose de prendre qx = —7 + 27k/Nyor pour k = 1,..., Nyor. On décompose donc le

mouvement de la particule sur les modes propres du systeme Uy, (I) qui sont les modes de Fourier

caractérisés par :

Uy (1) = { (1/+/Niot) sin [kl /(2Ntot)],  (modes impairs, k pair) (TI1.28)

(1/+/Niot) cos [kl /(2Ntot)],  (modes pairs, k impair)
Par commodité d’écriture, nous omettrons dans la suite la dépendance en k des modes ¢ et remplace-
rons la somme sur k par une somme sur ¢q. En utilisant le fait que les modes sont orthogonaux entre

eux, on trouve que le déplacement quadratique moyen longitudinal peut s’écrire :
(AP (1) = > (AX?(q,1))/Niy (II1.29)
q
avec

(AX?(q. 1)) = ([X(g,1) = (X(q,1))] [X (=q,1) = (X(~q,1))]) (IT1.30)

On peut donc obtenir I'évolution de la variance d’une particule au cours du temps a partir de celles

des modes propres du systeme.

Examinons maintenant ’équation dynamique pour chacun des modes propres. Si I’'on applique une
transformée de Fourier discrete a ’équation (II1.23), on trouve que chaque mode propre évolue selon
I’équation

2

de?

d 2K t
X(q,t) + VgX(qﬂﬁ) + W(l —cosq)X(q,t) = M(;’Jn ) (I11.31)
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Considérons dans un premier temps le mode ¢ = 0 que 1’on notera Xy (t). Son évolution est donnée

par

d2 d (g =0,t)
@Xo(t) + W&Xo(t) ="

On remarque que cette équation correspond & la diffusion libre d’une particule de masse m dans un

111.32
= (111.32)

bain thermique. On trouve ainsi

t t’
0 1 ’ 1
Xo(t) = Xo(t = 0) = 20=00py _ vy " / a / dt'e g =0,¢")  (I1.33)
0 0

ot Xo(t = 0) et Xo(t = 0) correspondent aux conditions initiales (voir Annexe A). En utilisant la
formule (II1.30) et en moyennant sur les conditions initiales et sur lensemble des réalisations, on

trouve que l'expression du déplacement quadratique moyen du mode ¢ = 0 est donnée par

(Ax3) = o NrotkBT {t Lo evt)] : (IIL.34)
my Y

Il est important de préciser que nous n’avons singularisé le mode ¢ = 0 que pour des raisons physiques.

En effet, ’équation (II1.31) ne présente aucune pathologie particuliere pour ¢ = 0. Néanmoins, le mode

g = 0 est un mode d’énergie nulle qui existe car le systeme est invariant par translation. Cela ne cotite

donc aucune énergie de le translater d’une distance arbitraire. Nous verrons que cette propriété du

mode ¢ = 0 fait qu’il controle totalement la diffusion des particules aux temps longs.

Passons maintenant aux modes tels que ¢ # 0. L’équation (II1.31) nous permet d’obtenir la relation

de dispersion

K
wi(q) =—= £/ — —w? ; wl = 2E(1 — cosq) (I11.35)

La relation de dispersion est tres importante car elle va nous permettre de séparer les modes propres

en deux catégories :

e lorsque wy < v/2, le mode ¢ est suramorti

e lorsque wy > v/2, le mode ¢ est sousamorti

Nous verrons que ces deux types de modes ne contribuent pas au déplacement quadratique moyen
de la méme maniere, il est donc important de les distinguer '?. Un systéeme donné peut posséder 3 la
fois des modes suramortis et des modes sousamortis. On parlera de systeme suramorti lorsque tous
ses modes le sont, ¢’est-a-dire lorsque sa plus haute fréquence propre w, est inférieure a /2 (on aura
donc /2 > w, Vq # 0). A linverse, on parlera de systéme sousamorti lorsque la plus petite fréquence

propre du systéme wyr/n,,, st supérieure a v/2 (/2 < w, Yq # 0).

Revenons a I’équation (II1.31). Celle-ci décrit le mouvement d’une particule de masse m diffusant
sous l’effet d’un bain thermique dans un puits de potentiel de pulsation caractéristique w,. On obtient
cette fois

X(g,0) + @ (@)X(0,0) o, (g | w+(@)X(3,0) ~ X(g,0)
wy(q) —w-(q) wi(q) —w-(q)

12. Puisque wg = 0, le mode ¢ = 0 est toujours suramorti.

X(g,t) = e~ @Dt 4 X, (q,t)  (T11.36)
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q

FIGURE III.14 — Relation de dispersion donnant wq en fonction du nombre d’onde q pour ¢ > 0
(pour q < 0, on obtient une courbe symétrique par rapport a l’axe des ordonnées). La ligne noire
correspond au cas des systémes infinis et les ronds noirs représentent les modes pour un systéme
de Nior = 32 particules. Les modes associés a une fréquence wq inférieure a /2 sont suramortis,

les autres sousamortis.

X, (g, t) correspond a la partie fluctuante de la solution (Annexe A). On obtient ainsi comme expression

pour le déplacement quadratique moyen des modes g # 0 :

WiksT [ (@D (e
mwi wi(q) —w-(q)  wi(g) —w-(q)

(AX?(q,1)) (I11.37)

I11.4.1.2 Superposition des modes

Il ne reste maintenant plus qu’a superposer les variances associées a chaque mode. En utilisant
la définition de la transformée de Fourier inverse donnée par (II1.26), on trouve que le déplacement
quadratique moyen de z(I,t) est donné par

t t

w+ EUJ_

1 ) 1 e
_72(1_evt)+zu}2{1+”6 (IT1.38)

Wi —wW_ Wy —w_
q#0 4 + +

On peut noter que cette expression est valable quel que soit le coefficient de dissipation 7 car nous
n’avons négligé aucun terme inertiel dans notre calcul.

I11.4.1.3 Evolution temporelle de chaque mode

Etudions maintenant 1’évolution temporelle du déplacement quadratique moyen de chaque mode.
La figure II1.15 représente 1’évolution conjointe de quelques modes ainsi que la somme de la totalité
des modes (formule (ITI.38)). La figure III.15 a) représente un systéme dont tous les modes sont
sousamortis et est obtenue en prenant un faible coefficient de dissipation v = 1 s™! alors que dans
la figure b) au contraire, v = 80 s~! et tous les modes sont suramortis. Chaque mode évolue de la

manieére suivante :

e aux temps courts, tous les modes croissent en 12

e aux temps intermédiaire, les modes suramortis croissent linéairement alors que les modes sousa-
mortis continuent & croitre en t2

e aux temps longs, les modes saturent. Plus ¢ est petit, plus le mode sature tard. Les modes
suramortis transitent contintiment vers la saturation alors que les modes sousamortis présentent

des oscillations avant la saturation.
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FIGURE II.15 — Déplacement quadratique moyen de plusieurs modes (AX?(q,t)) en mm? en
fonction du temps en s pour une densité p = 533 m~', Niot = 32 particules et T = 10'2 K en
échelle logarithmique. Les courbes sont tracées pour les modes ¢ = w/16 (bleu), ¢ = w/4 (vert),
q = Tr/16 (marron) et ¢ = 117/16 (orange) grdce a la formule (II11.37) et pour le mode ¢ = 0
(rouge, formule (I11.3])). La courbe en traits noirs épais représente la somme de tous les modes
(formule (I11.38)). a) v = 1 s~'. Les lignes hachurées sont de pente 2 et 1. b) v =80 s~ *. Les
lignes hachurées sont de pente 2, 1/2 et 1.

La seule exception concerne le mode ¢ = 0. En effet, I'invariance par translation nécessite que ce
mode ne soit jamais saturé, ce que I'on peut observer sur la figure I11.15

Les temps caractéristiques de transition entre ces différents régimes de diffusion peuvent étre
évalués & partir de la formule (IT1.37).
Dans le cas d'un fort amortissement, la fin du régime en t? a lieu pour t = 2/ et ce, de maniere
simultanée pour tous les modes, comme on le voit sur la figure II1.15 b). Le temps de saturation
dépend du nombre d’onde ¢ et est donné par ¢ = 1/w, (g). Le temps de saturation le plus court est
associé au mode ¢ = 7 et vaut t = y/w?2.
Dans le cas d’un faible amortissement, les modes évoluent en ¢? jusqu’au temps ¢t = 1/w,. Le dernier
mode a quitter ce régime est le mode ¢ = 7. Le régime de saturation correspond a la fin des oscillations
et est atteint pour ¢ = 1/7, quel que soit le mode considéré.
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II1.4.2 Calcul des lois d’échelle et des coefficients de transport

Nous allons tout d’abord nous intéresser aux systémes infinis en portant nos résultats analytiques

a la limite thermodynamique. Nous considérerons ensuite les systémes de taille finie.

I11.4.2.1 Systémes infinis

Lorsque Ny, — 00, on peut replacer la somme discréte de ’équation (I11.38) par une intégrale, ce

qui nous donne

C%eT1 [ 1 (e DTy (g
- ™ 0/ {1 - wi(g) —w-(q) wi(q) —w-(q)

(Aa?(1))

I11.39
¥ (111.39)
en remplagant (1/Niot) 3-, — (1/2) /7. Laméthode de Laplace permet d’obtenir le comportement

asymptotique de l'intégrale aux temps longs [65]. On utilise pour cela la dérivée temporelle

s

O(Az?(t))  2kpT 1 /d o (@) _ o (a)t
p— P q—.
wy(q) —w-(q)

1114
ot m T ( 0)

0

Pour les modes sousamortis, on a wy = —y/2 % j, /wg —~2/4, ce qui signifie que le comportement
aux temps longs sera donné par exp[—vt/2]. Pour les modes suramortis, le terme en w_(g) décroit
exponentiellement, ce qui signifie que le comportement asymptotique de I'intégrale aux temps longs
est dominé par le maximum de w,(q) atteint pour ¢ = 0 et tel que wy(0) = 0, ', (0) = 0 et
W/ (0) = —2K/(m~y). On obtient ainsi

12 1/2
DAL (1)) o0 2kpT1[ 2 Lwpop (L) _ [(ReT)?]77 1 (II1.41)
ot mm 2 | —tw!](0) y 2

Le déplacement quadratique moyen aux temps longs vaut donc

1/2
kBTDOHT) ! $1/2 (I11.42)

TP

(AZ2(t)) 7222 <

On retrouve donc exactement la formule (IT1.8) calculée par Kollmann, Ooshida et Lizana [43, 67, 53]
pour des systémes infinis suramortis. En revanche, nous n’avons pas négligé dans notre modele les
termes inertiels. Par conséquent, tout systéme infini se comporte aux temps longs en F,\/t avec une
mobilité donnée par (I11.42), et ce quelle que soit la valeur de la dissipation 7. Toute évolution différente
lorsque t — 0o est donc un effet de taille finie.

I11.4.2.2 Systemes de taille finie

Rappelons que pour les systémes de taille finie, ’expression analytique de la variance est donnée
par :

w_t

1 7w+t _
L) e D [ 2 e
7o Y Wy —W_ Wi —w_
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Régime balistique : 0 <t < 7.4

En prenant la limite des temps courts de ’équation (II1.38), on obtient

(Az2(2)) 'R° kT (I11.43)
m

Il n’est pas surprenant de retrouver cette évolution en t? puisque tous les modes se comportent de
la sorte aux temps courts, qu’ils soient sur ou sousamortis (figure I11.15). On retrouve également

Pexpression du préfacteur H; donnée par (I11.13).

Intéressons nous maintenant au temps de corrélation 7.,,... Le comportement du déplacement
quadratique moyen (Ax2(t)) est régi & la fois par celui du mode ¢ = 0 et des modes g # 0. D’apres

(IT1.38), on obtient une évolution en ¢> sur une échelle de temps telle que :

2 1
t < Teprr = min | =, o L (IIL.44)
T Vw2 -4 wi

Il existe donc bien plusieurs mécanismes a l'origine de la fin du régime balistique : si w, est grand,

c’est-a-dire si le systeme a une forte densité ou si ses particules interagissent fortement, alors ’échelle

de temps minimale est donnée par le deuxieme temps. On a donc 7eprr = 1/wy \/ m/K x \/ mekr/p
et on retrouve lexpression (III.18). Dans le cas contraire, on obtient T.o = 2/, ce qui est cette
fois en accord avec lexpression (IT1.17). Ces résultats sont cohérents avec nos résultats numériques et

expérimentaux.
Régime corrélé : 7., <t < 7o

Comme nous 'avons vu précédemment, le comportement des modes aux temps intermédiaires est
fortement dépendant de leur amortissement. Nous étudierons donc séparément les modes suramortis
et les modes sousamortis. Méme si pour certaines valeurs de v, ces deux types de modes peuvent
exister conjointement, nous nous placerons par souci de clarté dans les cas limites de tres forte ou
de tres faible dissipation dans un premier temps. Nous discuterons ensuite le cas des valeurs de -y

intermédiaires.
8§ Systémes sousamortis

Pour les systemes sousamortis, on a v < 2war /N, 13 Nous voyons qu’aux temps intermédiaires, les
modes saturent un & un & des temps différents qui dépendent de g. L’évolution de (Ax?(t)) résulte de
la superposition de modes saturant progressivement a des temps différents. Si ’on considere I’équation
(TT1.37), on peut écrire en premiere approximation que lorsque v — 0,

1

2/€BT _ kBT
N 1—e "2 cosw(q)t| ~ ——
tot

AX?(q,t)) ~ —
< @ )> Ntotmwg Niotm

t2. (I11.45)

La somme des modes est dominée a l'instant ¢ par la contribution des modes n’ayant pas encore atteint

leur premier maximum, c’est-a-dire des modes ¢ pour lesquels ¢t < 1/w,. Sil'on appelle n(t) le nombre

13. Sachant que war/N,,, = 3.4 s~1 pour une systéme de 32 particules dans un systéme de taille L, on sera dans ce
cas pour v = 0.1 s~! (figure I11.15 a).
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de modes contributeurs au temps ¢, alors (Az?(t)) est donné par :

kT
Niotm

(AZ2(t)) ~ 2 n(t) (I11.46)

Pour déterminer n(t), on se place dans ’approximation de Debye qui consiste & écrire que les fréquences

propres des modes sont linéaires par rapport au nombre d’onde, soit :
we =gV K/m (II1.47)

Le dernier mode contributeur & un instant ¢ a donc un nombre d’onde valant 1/¢1/K/m. Le nombre de
mode est obtenu en multipliant cette valeur par la densité de modes, soit n(t) ~ 2(Nyot/27)(1/t/ K /m).

Si l'on injecte cette expression dans I’équation (I11.46), on trouve finalement :

k‘BT kBT RT
A2 () ~ — = =2 [ 1.4
Ay (HHL45)

Cette évolution correspond a la diffusion linéaire du régime corrélé. Le coefficient de diffusion dépend
bien des interactions entre particules et est donné par kg7 /(2nvVmK), ce qui est en bon accord avec

les résultats des simulations numériques et de ’estimation heuristique que nous en avions fait.
8§ Systémes suramortis

Pour les systémes suramortis, c’est-a-dire pour lequels on a v > 2w, '4, on peut faire trois ap-

proximations :

wi(g)—w(~y ;  wil@r=-wi/y 5  wl(gr-7.

En partant & nouveau de 1’équation (I11.37), on trouve cette fois :

1 2kpT w—(q)[1 — w4 (q)t] 2kpT
—— (AX?(q,t)) ~ {1 + ~ t 111.49
Nit < @ )> NtothZ wi(q) —w-(q) Niotmey ( )
Par conséquent, (Ax?(t)) vaut :
2kpT
Az?(t)) ~ ———tn(t I11.50
(Az=(1)) Ny (t) (I1.50)

Les modes suramortis saturent pour ¢ > ~ /wg. Dans ’approximation de Debye, le dernier mode saturé

a donc un nombre d’onde valant /m~y/(Kt). On trouve alors n(t) ~ 2(Niot/2m)y/m~y/(Kt), ce qui

nous donne en utilisant (I11.50) :

2kpT 2N, 2 | D T
(Aa2(t) o —RBT y PNior [T gy [ KT a2 [DopkBTRT (ITL.51)
Niormy 2 Kt mpym2 p 2

Ainsi, on obtient bien un régime sous-diffusif en v/t avec un préfacteur en excellent accord avec nos

mesures et avec la formule (ITL.8).

Nous n’avons vu ici que les cas extrémes dans lesquels tous les modes d’un systeéme sont soit sou-

samortis, soit suramortis. Néanmoins, pour des valeurs de ~ intermédiaires, un systéeme peut avoir les

14. Sachant que w, ~ 34.8 s~ ! pour une systéme de 32 particules dans un systéme de taille L, tous les modes seront
suramortis pour v = 80 s~ ! (figure I11.15 b).
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deux types de modes simultanément. Comme nous venons de le voir, les modes suramortis contribue-
ront au régime sous-diffusif en F,+/t alors que les modes sousamortis contribueront au régime en 2Dt.
Le temps de transition marquant le passage d’un régime a ’autre correspond donc au moment ot le
dernier mode sousamorti sature, soit 2/, d’apreés la définition méme d’un mode sousamorti. Sachant
que la fréquence propre minimum d’un systeéme est donnée par wy,/n,,,, on peut de plus affirmer que
’on ne pourra observer le régime sous-diffusif en /¢ caractéristique de la Single-File Diffusion que si
Y > War/N,,,- Dans le cas contraire, si tous les modes sont sousamortis, on observera uniquement le
régime de diffusion linéaire en 2Dt. En augmentant -y, on favorise donc le régime sous-diffusif, ce que

nous avions déja pu voir sur la figure I11.10 a) 1°
Régime collectif : 7., <t

Le dernier régime de diffusion est, comme nous 'avons déja mentionné, un régime de diffusion
collective propre aux systemes de taille finie. On retrouve tres facilement le régime de diffusion linéaire
en 2Dyt en prenant la limite asymptotique des temps longs de I’équation (I11.38). L’évolution de la
variance dans ce régime est entierement controlée par le mode g = 0, qui est le seul a ne pas saturer

du fait de 'invariance par translation. Nous obtenons :

EgT
Az2(1)) 0 BT 4 I11.52
(Az(t)) Ny ( )

On retrouve donc bien lexpression (IT1.15) que I'on avait déduite de nos résultats numériques.

Ainsi, on peut estimer 7., comme étant le temps pour lequel la contribution du mode g = 0 devient
dominante par rapport a la somme de tous les autres modes. Si I’on utilise a nouveau I'approximation

de Debye (I11.47), on obtient donc comme condition d’apparition du régime collectif '© :

(Ntot—1)/2 2 2
2kgT 2kgT 2NiotkgT 1 Ni.mvy N mykr
co ~ ) co > = = =
Neozmy "™ ZNtotmwg ir?K ; i2 T el = TR 12p
(I11.53)

La formule (II1.53) est en tres bon accord avec (II1.19), issue de nos résultats numériques.

De méme, rappelons que ’évolution linéaire que nous venons de décrire peut étre précédée d’une
évolution en Hyt2. Cela peut s’expliquer si tous les modes g # 0 saturent alors que le mode ¢ = 0
évolue toujours en [(kpT)/(Nioem)]t?. On n’observera donc ce régime balistique tant que t < 1/
(sinon le mode g = 0 évolue linéairement) et lorsque I’évolution de la variance sera dominée par ce

mode :

()

15. Ceci nous permet aussi de comprendre pourquoi sur la figure I11.10 b), le régime sous-diffusif n’est observable que

~

k‘BT (1) Z 2/{}BT NtotkaT 2 12K

= I11.54
Ntotm Ntotmw 12K v N T?’L7 ( )

q=0 tot

pour N¢o¢ > 128 particules. En effet, lorsque Nio¢ augmente, wor/n,,, diminue, ce qui signifie que le nombre de modes

suramortis augmente, permettant ainsi I’apparition du régime en /%.
16. en utilisant le fait que

(Ntot—1)/2 1
——H _ =n2/6+0
Z 2 (Ntot—1)/2,2 =T /6+ (Ntot>

i=1

H(n,,,—1)/2,2 Teprésentant le nombre harmonique d’ordre (Ntot — 1)/2.
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oll nous avons encore une fois utilisé ’approximation de Debye '”. Cette formule nous dit que pour
observer une telle évolution de la variance, le systéme que 'on considere doit avoir une faible dissipation
ou un faible nombre de particules, ce qui correspond bien & ce que l'on observe sur les figures I11.10
a) et b). Dans ce cas, le régime collectif apparaitra lorsque tous les modes g # 0 seront saturés. Ce

temps est donné par :

(Niot—1)/2
kBT 2 2]{:BT 2NtothT 1 m merT
~ ~ - - coll ™ No s No —
Nogzm <l 2 Neggmew? — 4m2K 2 B Teoll ™ Stot\[5¢ = Tt g
q#0 q i=1 p

(II1.55)

Cette expression s’accorde une fois encore avec nos résultats numériques (IT11.21). Pour finir, le temps
de passage de Hyt? & 2D nt, que 'on a appelé 733, nous est donné par le changement de comportement

du mode g = 0, soit

Tiin = — T11.56
5 ( )

II1.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la diffusion en ligne de particules en interaction a longue
portée dans des systemes périodiques et ce, expérimentalement, numériquement et analytiquement.
Nous avons pu caractériser le processus diffusif dans son ensemble et mettre en évidence plusieurs
régimes de diffusion différents, en mesurant systématiquement les lois d’échelles, préfacteurs et temps

de transition associés a chacun d’entre eux.

Ainsi, nous avons pu voir que le régime sous-diffusif en F\/t caractéristique de la Single-File
Diffusion et évoqué a de nombreuses reprises dans la littérature a pour origine les modes suramortis
du systeme. L’expression analytique de la mobilité calculée par Kollmann, Ooshida et Lizana pour
des systeémes infinis suramortis est donc valable pour n’importe quel systéme de taille finie possédant
un nombre minimum de modes suramortis. A l'inverse, nous avons montré que les modes sousamortis
donnent naissance a un régime de diffusion linéaire dans lequel le coefficient de diffusion dépend des
interactions entre particules. Aux temps longs, les effets de taille finie apparaissent et se traduisent par
une difusion libre du centre de masse du systeme. Celui-ci est parfois précédé d’'un deuxieme régime
balistique que ’on peut observer dans de petits systemes peu dissipatifs. Ce régime particulier n’avait,

a notre connaissance, pas été observé ou évoqué.

En conclusion, les modes propres permettent de décrire fidelement la Single File Diffusion de
particules en interaction longue portée pour les systémes périodiques et pour les systémes infinis. En
effet, notre modele analytique permet de rendre compte de tous les régimes de diffusion rencontrés
dans ces deux configurations puisqu’on retrouve les lois d’échelle des régimes balistique, corrélé et
collectif ainsi que leur préfacteurs et temps de transition a la constante pres. La figure 111.9 montre

la superposition parfaite des variations de la variance obtenues numériquement et analytiquement. Il

17. On peut également donner un critére pour Papparition du régime en H nt2? en remarquant qu’il faut impérativement
que le temps de saturation du dernier mode g = 27/N¢o¢ soit inférieur & 1/, correspondant & la fin du régime balistique
du mode ¢ = 0. On obtient ainsi

1 1 N, 2mk Am2 K
<X — tot |7 T <1 — ’72 < —
War/Neot Y 2m P Nioem

ce qui est cohérent avec notre premiere estimation (II11.54).
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s’agit donc d’un excellent outil pour la description de ce type de diffusion anormale. Nous verrons dans
le chapitre suivant que c’est aussi le cas pour les systémes confinés avec des conditions aux limites

répulsives, c’est-a-dire pour des chaines de particules diffusant dans une boite.



Chapitre IV

Diffusion en ligne pour des

conditions aux limites répulsives

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit les différents régimes de diffusion d’une chaine de
particules pour des conditions aux limites périodiques et nous avons vu qu’il était possible de décrire
le processus diffusif dans son ensemble a 'aide des modes propres du systéme. Nous allons maintenant
nous intéresser a des particules toujours en interaction longue portée mais cette fois, en présence
d’un potentiel de confinement longitudinal. Le systeme a donc désormais des Conditions aux Limites
Répulsives (on parlera de systemes “CLR”). La perte de la périodicité signifie la fin de l'invariance
par translation du syteéme et complexifie fortement le probléeme car les particules ne peuvent plus étre
considérées comme indiscernables. Apres avoir présenté nos résultats expérimentaux et numériques,
nous verrons que les modes propres de vibration du systéme permettent a nouveau de décrire ’ensemble

des comportements diffusifs rencontrés. Ces travaux ont été publiés [24, 22, 23].

IV.1 Etat des lieux

Il y a depuis plusieurs années un regain d’intérét concernant les amas de Coulomb. Expérimentale-
ment, ces clusters sont obtenus en confinant des ions refroidis a tres basse température dans des pieges
de Paul et Penning [8, 71, 76, 84] ou des poussieres chargées (“plasma dust”) dans des puits de potentiel
électrostatiques [50, 56, 57, 79, 77, 78]. Les interactions entre particules piégées sont donc coulom-
biennes pour les ions et électrostatiques écrantées pour les poussieres. Dans toutes ces expériences,
les intensités des confinements longitudinal E; et transverse F; sont réglées indépendamment, il est
donc possible de confiner les particules & une dimension en choisissant un rapport F;/FE; suffisamment

grand. Notons que ces deux types de systeémes ont également été étudiés numériquement [26, 4, 75, 74].

Bien que tous les travaux cités précédemment permettent d’obtenir des chaines de particules en
interaction longue portée confinées longitudinalement, la dynamique de ces particules n’a été que tres
peu étudiée, les auteurs se focalisant sur la configuration des particules a I’équilibre. Analytiquement,
il existe extrémement peu d’études consacrées a la diffusion de particules dans ces systemes CLR. De
plus, celles-ci se limitent toujours a des interactions de type “spheres dures” avec des conditions aux
limites réfléchissantes [51, 52, 82, 73].

7
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Pour ce type d’interaction et de confinement, il a été montré que pour un ensemble de “spheres dures”,

on pouvait observer expérimentalement trois régimes de diffusion® :

e un régime de diffusion libre en 2Dyt aux temps courts.

e un régime sous-diffusif en Fv/t aux temps intermédiaires avec une mobilité F = % % pour
toutes les particules.

e une saturation de la variance aux temps longs. La valeur de la saturation dépend alors de la

position de la particule i dans la chaine.

La question de I'influence du potentiel de confinement longitudinal sur la dynamique des particules
restait ouverte. Lizana et collaborateurs avaient mis en évidence, pour les sytemes de “sphéres dures”,
une asymétrie des histogrammes de position des particules qui s’amplifie au fur et & mesure qu’on se
rapproche des extrémités du canal [51, 52]. Cet effet, imputable & la force de confinement longitudinal
suggérait que les propriétés de cette force allaient également influencer la diffusion des particules.
Aussi, avons nous voulu caractériser son influence sur la dynamique des particules en interaction

longue portée.

IV.2 Résultats expérimentaux

Pour présenter nos résultats expérimentaux, nous allons suivre le méme plan que pour les systemes
périodiques. Nous présenterons d’abord les résultats expérimentaux concernant les positions d’équilibre
et la force de confinement qui peut en étre déduite, puis ceux associés a la dynamique des particules.
Cette étude a été publiée dans larticle [24].

IV.2.1 Positions d’équilibre et potentiel de confinement longitudinal
IV.2.1.1 Positions d’équilibre et histogrammes

Dans les systemes CLR, les particules ne sont plus réparties de maniere homogene. On ne peut
donc plus caractériser les positions d’équilibre uniquement par une densité moyenne p. Il est donc

nécessaire de considérer la densité locale p; définie comme

1
o = (wilt) —@ilt)) (IV.1)

ou z; désigne la position longitudinale de la bille i. Les particules sont numérotées a partir du centre de
la chaine : pour les systemes de 2N + 1 particules, la particule ¢ = 0 est donc la particule centrale et les
particules i = £ N les particules aux extrémités. Pour les systemes de 2N particules, les deux particules
centrales sont numérotées i = +1 et les particules externes ¢ = £N (il n’y a donc pas de particule
i = 0). La figure IV.1 représente les distributions typiques de 1/p; pour deux densités moyennes
différentes. Celles-ci sont paraboliques et dépendent du potentiel appliqué Vj. Les particules sur les
bords sont toujours moins compressées que les particules centrales, p; diminuant lorsque |i| — N.
Lorsque Vjy augmente, les densités p; associées aux particules aux extrémités de la chaine diminuent

alors qu’elles augmentent pour toutes les autres.

1. Le régime balistique en t2, plus difficile & observer expérimentalement, n’a pas été spécifiquement étudié.
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FIGURE IV.1 — Inverse de la densité locale 1/p; en mm en fonction de la position des billes a

Uéquilibre (x;) en mm. a) 12 billes confinées dans un canal de longueur L = 25 mm. Losanges

verts : V' =1000 V, ronds orange : V= 1300 V. b) 27 billes confinées dans un canal de longueur
L =57 mm. Losanges verts : V.= 1000 V, ronds orange : V = 1300 V. ¢) 14 billes confinées dans
un canal de longueur L = 25 mm. Carrés bleus : V.= 1000 V, triangles rouges : V.= 1300 V. d)

32 billes confinées dans un canal de longueur L = 57 mm. Carrés bleus : V = 1000 V, triangles

rouges : V = 1300 V.

Les histogrammes de positions des particules autour de leur position d’équilibre sont gaussiens

pour les particules centrales et tres légerement asymétriques pour les particules les plus externes et ce,

pour les deux tailles de cellules de confinement rectilignes utilisées (figure IV.2). On retrouve ainsi le

résultat mis en évidence par Lizana [51]. Cependant, I’asymétrie observée est moins importante pour

les systemes de “sphéres dures” [24].
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FIGURE IV.2 — Histogrammes de position P;(x) de trois particules d’une chaine méme chaine.

Les histogrammes ont été décalés arbitrairement en abscisse. A gauche : i = —16 (bleu), i = —1

(rouge) et i = 16 (vert) pour une chaine de 32 particules dans un canal de longueur L = 57 mm
avec V = 1300 V. A droite : i = —6 (bleu), i = —1 (rouge) et i = 6 (vert) pour une chaine de

12 particules dans un canal de longueur L = 25 mm avec V = 1300 V.
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IV.2.1.2 Force de confinement longitudinale

Les positions d’équilibre et la force d’interaction entre les particules ainsi connues, la force de
confinement longitudinale Fc” ressentie par chaque bille peut étre déterminée & partir de leur équation
d’équilibre, soit :

Fl(2;) = Fyy ( ! > ~ Fimt (pl) (IV.2)

Pi—1 i

Les valeurs de F/ (x;) sont représentées sur la figure IV.3. Les formes des confinements et leur longueur

caractéristique sont en bon accord avec celles estimées dans le chapitre I..

Ces courbes montrent que la force de confinement est différente pour les deux cellules utilisées.
Pour le canal de 57 mm, le confinement est & longue portée car chaque bille ressent une force de
confinement significativement différente de sa voisine et ce, méme au centre du canal (figure IV.3 a);
La bille externe ressent quant a elle une force de confinement supérieure a toutes les autres puisque
FCH (x1)/ FCH (22) = 6 au maximum pour les systémes de plus forte densité. En revanche, dans le canal de
25 mm, a densité similaire, le confinement est & courte portée car la force de confinement est tres faible
pour toutes les billes, excepté la bille externe (figure IV.3 b). On peut d’ailleurs noter sur la figure IV.1
¢) que la densité des particules centrales est constante dans ce cas. Cette fois, F/ (x1)/ Fl (z2) =~ 30 au
maximum. Le confinement du petit canal se rapproche donc plus du confinement “sphéres dures” que
celui du grand canal 2.
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FIGURE IV.8 — Force de confinement longitudinale FC“ (zi) en uN en fonction de la position
(z;) en mm.

a) Systéme de taille L = 57 mm. Ronds bleus : 27 billes, V = 1000 V. Carrés rouges : 27 billes,
V =1300 V. Losanges verts : 32 billes, V = 1000 V. Triangles orange : 32 billes, V = 1300 V.
Triangles gris : 37 billes, V = 1300 V. La courbe noire en pointillés correspond au confinement
longitudinal numérique F) (x/Aw) donnée par (11.20) pour Ay = 30 mm et E,,/Eo = 0.05.

b) Systéme de taille L = 25 mm. Ronds bleus : 12 billes, V.= 1000 V. Carrés rouges : 12 billes,
V = 1100 V. Losanges verts : 12 billes, V = 1200 V. Triangles orange : 12 billes, V = 1300 V.
Triangles gris : 14 billes, V. = 1000 V. Ronds vides noirs : 14 billes, V. = 1300 V. Carrés
vides violets : 16 billes, V. = 1300 V. La courbe noire en pointillés correspond au confinement
longitudinal numérique F (x/Aw) donnée par (11.20) pour Ay = 0.48 mm et E,/Eg = 15.

2. La variation de la portée du confinement longitudinal en fonction de la taille de la cellule n’a pas été discutée dans
le chapitre I et est sans doute imputable aux variations précises du potentiel pres des extrémités.
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IV.2.2 Evolution de la variance longitudinale des particules

Les particules sont toutes distinctes puisqu’elles ressentent des forces de confinement et d’interac-

tion tres différentes. Leur diffusion dépend grandement de leur position 4 au sein de la chaine.
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FIGURE IV.4 - FEvolution du déplacement quadratique moyen (Axf) en mm? en fonction du

temps en ms. Tous les graphiques sont en échelle logarithmique. La droite noire est de pente 2,
celle en pointillé de pente 1/2.

a) et b) Systeme de 32 particules dans le canal de 57 mm, T = 11.12 x 10" K et p ~ 565 m™ .
Particules i = +1 (ronds bleus), i = +£4 (carrés rouges), i = £8 (losanges verts) et i = +16
(triangle magenta). a) I' = 11.5. b) T = 19.5.

c) et d) Systéme de 12 particules dans le canal de 25 mm avec p ~ 477 m™'. Particules i = 6
(ronds bleus), i = £5 (carrés rouges), i = £4 (losanges verts) et i = £1 (triangle magenta). c)
F~10.7, T=972x 10" K d) T~ 9.3, T =11.12 x 10" K.

La figure IV.4 représente I’évolution temporelle de (Axz?(t)) de différentes particules, pour dif-
férentes valeurs du potentiel d’interaction moyen I'® et de la densité moyenne p. Deux types de
confinement longitudinaux sont considérés :

e Les figures a) et b) correspondent & un confinement & longue portée (32 billes confinées dans
une cellule de 57 mm).

e Les figures c) et d) correspondent a un confinement a courte portée (12 billes confinées dans une
cellule de 25 mm).

3. Notons que contrairement au chapitre précédent, I' n’est désormais qu’une valeur indicative de l'intensité des
interactions entre particules, calculée & partir de la densité moyenne L/Niot.
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On remarque immédiatement que les courbes de variance dépendent fortement de la position
de la particule ¢, contrairement aux systemes périodiques pour lesquels toutes les courbes étaient
superposables. Elles dépendent ainsi de la portée du confinement. Il est possible toutefois de distinguer

des régimes de diffusion communs a toutes les particules :

e Aux temps courts, pour ¢t < T.or(7), On retrouve un comportement s’apparentant a la fin du
régime balistique avec des variances évoluant en ¢2. Dans ce régime, I’évolution de la variance
semble indépendante de la position de la particule (figures IV.4 ¢) et d)) mais 7eop-(4) en dépend
(figures IV.4 a) et b)).

e Aux temps longs, pour ¢ > T4 (7), le déplacement quadratique moyen présente un régime de
saturation dont la valeur (Az?(co)) dépend de la position de la particule. On voit sur les fi-
gures IV.4 ¢) et d) que les valeurs de saturation sont de fagon surprenante les plus grandes pour
les billes centrales, alors qu’elles sont associées aux densités les plus élevées. Le temps de satu-
ration 744 (7) dépend lui aussi de ¢ et diminue lorsque |i| augmente. Enfin, on peut remarquer
en comparant les figures IV.4 ¢) et d) que (Az?(c0)) augmente avec la température.

e Aux temps intermédiaires, pour Teorr (i) < t < Tga:(2), on retrouve les deux lois d’échelles obser-

vées pour les systémes périodiques : en /¢ (figures a), b) et c)) ou linéaire (figure d)).

IV.2.3 Régime intermédiaire et portée du confinement

Les caractéristiques du régime intermédiaire dépendent fortement du potentiel de confinement.
Pour un confinement de courte portée, les particules se comportent toutes de la méme maniere : leur
mobilité Fs et leur coefficient de diffusion D sont indépendants de ¢. On observe ainsi un faisceau de

courbes superposables (figures c) et d)).

Pour un confinement de longue portée, la mobilité dépend de la valeur de |i|. Sur la figure IV.5, on
voit en effet que les mobilités F(i) les plus grandes sont associées aux particules externes*. Comme
pour les systemes périodiques, les mobilités sont d’autant plus grandes que la température est élevée
et d’autant plus petites que I est grand. On peut noter que le régime sous-diffusif n’est jamais observé
pour les particules les plus externes (]i] = 16) qui transitent directement du régime balistique au
régime de saturation, quelle que soit la valeur de I'. Par ailleurs, les courbes de variance des différentes
particules se croisent entre elles. Ceci traduit le fait que les particules externes ont une diffusion plus
rapide que les particules centrales aux temps courts mais saturent en revanche & des valeurs (Az?(o0))
inférieures. Ainsi, pour deux particules i et j avec |i| < |j|, on aura (Az7(t)) < (Az3(t)) aux temps
courts, mais (Ax?(00)) > (Az?(oo)) La continuité impose donc que les courbes se croisent et le temps

de croisement dépendra de la valeur de ¢ et j.

4. La méthode de mesure est la méme que pour les systémes périodiques.
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FIGURE IV.5 — Mobilités Fs(i) mesurées expérimentalement en fonction de la position de la

particule i pour un systéeme de 32 billes confinées dans un canal de taille L = 57 mm. Carrés

rouges : T = 9.72 x 10'' K et T ~ 13.2. Ronds bleus : T = 11.12 x 10" K et T' ~ 11.5.

IV.2.4 Valeurs de saturation (Az?(c0))

Les distributions de valeurs de saturation (Ax?(c0)) augmentent avec la température T et dé-

croissent avec p et I' (figure IV.6). Elles présentent aussi des comportements non triviaux. On peut

voir sur la figure IV.6, représentant ces distributions en fonction de i que les particules centrales

correspondent aux valeurs de saturation maximales. Or ces particules sont justement associées aux

densités locales les plus grandes. Une des fagons de comprendre ce résultat est de prendre en compte

Iélasticité de la chaine de billes : en effet, méme si elles sont plus proches de leurs voisines que les

particules externes, les particules centrales peuvent repousser leurs voisines de maniére beaucoup plus

efficace que ces dernieres. Ainsi, elles diffusent dans un puits de potentiel “effectif” qui est en réalité

plus large que celui des particules sur les bords. Nous y reviendrons dans la section IV 4.
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FIGURE IV.6 — Valeurs de saturation expérimentales de la variance (Ax?(c0)) en mm? repré-

sentées en fonction de la position des particules i.

a) Systéeme de 32 particules confinées dans un canal de taille L = 57 mm, soit p ~ 565 mL.
T=972x10" K et T =~ 13.2.

Carrés rouges : T = 7.23 x 10'* K et I ~ 17.8. Ronds bleus :

Triangles orange : T = 11.2 x 10" K et T' ~ 11.5.

b) Systéme de 12 particules confinées dans un canal de taille L = 25 mm, soit p ~ 477 m™".
Carrés rouges : T = 7.23 x 10'* K et I ~ 8.5. Ronds bleus

Triangles orange : T =11.2 x 101 K et ' ~ 5.5.

1

cT =972x 10" K et T =~ 6.3.
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IV.2.5 Temps de transition

§ Temps de corrélation T.or,

Voyons maintenant quels sont les temps de transition entre les différents régimes de diffusion.
Commencons par le temps de corrélation 7.o--(7). La figure IV.7 représente les valeurs de 7Teor ()
mesurés expérimentalement. Sur la figure IV.7 a), on voit distinctement que 7o (%) est d’autant plus
grand que |i| est grand, ce qui signifie que les particules centrales atteignent le régime corrélé plus
rapidement que les particules extérieures. Ce résultat n’a rien de surprenant car nous avons vu que

les particules centrales sont celles qui sont les plus proches de leurs voisines.

Lorsque 'on augmente T', on observe deux effets contradictoires : 7.om-(4) augmente légerement
pour les billes centrales alors qu’il diminue notablement pour les billes externes. On peut comprendre
ce comportement en remarquant que pour un confinement longue portée, la densité locale adopte
un comportement similaire lorsque I' augmente (voir la figure IV.1 b). Ainsi, I’évolution de 7.orr ()
semble, en premiere approximation étre liée a la densité locale. On voit en effet sur la figure IV.7
b) que les temps de corrélation Teo,r (i) se regroupent autour de la droite de pente 2,/k7m/p;. Cette
formule correspond a ’expression que ’on avait trouvée pour les systéemes périodiques dans laquelle
on utilise la densité locale p;.

On notera toutefois qu’il semble que les systemes a I' &~ 11.5 et a I' &~ 19.4 soient décrits par une
pente légerement différente. Comme pour les mobilités des systeémes périodiques (voir figure I11.5), cela
pourrait provenir d’une estimation imparfaite de la compressibilité k7 du systéme. Pour finir, on peut
remarquer que les deux points correspondent aux 7. des particules les plus externes, pour lesquels
2/krm/p; > 0.2 s, ne sont pas bien décrits par cette expression. Cela pourrait indiquer que pour les
grandes compressibilités, le mécanisme d’apparition du régime corrélé est différent et que 7.opr doit

donc étre décrit par une autre expression.
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FIGURE IV.7 — Teorr(i) en s mesurées expérimentalement pour une systéme de 32 particules
confinées dans un canal de taille L = 57 mm pour T = 11.2 x 10'* K. Carrés noirs : I ~ 11.5.
Ronds rouges : T' = 19.4 . a) Teorr (1) en fonction de la position de la particule i. b) Teorr(i) en
fonction de 2\/I<L’1‘T/pi en échelle logarithmique. La ligne noire en tirets est de pente 1.
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§ Temps de saturation Ty,

La figure IV.8 montre des comportements des temps de saturation tres différents pour les particules
externes (|i| > 9) et pour les particules internes (]7| < 9).
Les valeurs de 75,; des particules externes sont indépendants de I' et de la température. En revanche,
pour les particules internes, le temps de saturation augmente lorsque I' ou 7" diminuent. Les particules
centrales sont systématiquement les dernieres a atteindre le régime de saturation. Il semble donc
qu’il y ait deux mécanismes différents de transition vers le régime de saturation. Nous montrerons
que contrairement & Teor- (), 'évolution de 754¢(7) ne peut pas étre expliquée par un modele “local”
impliquant p;. Nous verrons qu’il est nécessaire de prendre en compte les modes collectifs pour en
rendre compte.
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FIGURE IV.8 — Tsat(i) en s mesurés expérimentalement pour une systéme de 32 particules confi-
nées dans un canal de taille L = 57 mm. Carrés noirs : T = 7.23 x 10" K et I" ~ 30.1. Ronds
rouges : T = 9.72 x 10** K et T' =~ 22.4. Losanges verts : T = 11.2 x 10** K et T' ~ 19.5.

IV.2.6 Conclusion sur les résultats expérimentaux

Dans les systemes CLR, trois régimes de diffusion distincts ont été observés : un régime balistique,
suivi d’un régime corrélé puis d’un régime de saturation. Les régimes balistique et corrélé sont carac-
térisés par les mémes lois d’échelle que les systémes périodiques. On retrouve donc une évolution de
la variance en Ht? aux temps courts, puis une évolution en F+v/t ou en 2Dt aux temps intermédiaires.
Le régime de saturation est quant a lui caractéristique des systemes CLR.

Dans ces systemes, les hétérogénéités de densité sont importantes et la portée du confinement
détermine les caractéristiques de la diffusion de chaque particule. Ainsi, nous avons montré que les
valeurs de saturation de la variance (Az?(c0)) et le temps de transition 74, dépendent toujours de
la position de la particule 7. De plus, lorsque le confinement est a longue portée, la mobilité F; et le
temps de transition 7., dépendent également de i.

Expérimentalement, nous n’avons que peu de controle sur cette force de confinement. En effet, nous
ne pouvons pas faire varier indépendamment le confinement longitudinal et le confinement transverse
et nous ne connaissons pas de fagon précise la facon dont cette force varie lorsque nous changeons
la tension aux bornes du condensateur. Or, nous venons de voir que ces parametres jouent un role
essentiel dans la description de la diffusion dans les systemes CLR. Nous avons donc réalisé des simu-

lations numériques dans lesquelles les forces de confinement longitudinal et transverse sont controlées
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précisément. Ceci nous a permis de caractériser I'influence du confinement longitudinal sur la diffusion

et de faire varier la dissipation, comme pour les systemes périodiques.

IV.3 Simulations numériques

Avant de donner les résultats obtenus par nos simulations numériques [22, 23], il est important
de bien caractériser la force de confinement longitudinal que nous utilisons. Contrairement aux sys-
temes périodiques, il est impossible ici de comparer directement nos résultats expérimentaux avec nos
résultats numériques car nous ne connaissons pas ’expression exacte du confinement expérimental.
Nous ne pouvons donc qu’essayer de nous rapprocher des parametres expérimentaux et vérifier que

les résultats que ’on obtient par les deux méthodes sont cohérents qualitativement.

IV.3.1 Type de confinement
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FIGURE IV.9 — Diagramme dans le plan (Aw/Xo, Ew/FEo) en échelle logarithmique. La courbe
rouge sépare la région des potentiels HW de celle des SW et son équation est donnée par la
formule (IV.6). La courbe verte sépare les potentiels a courte portée (HW et SW) des potentiels
LR (équation (IV.7)). Cercles orange : simulations pour lesquelles la distribution des valeur de
saturation est parabolique. Carrés violets : simulations pour lesquelles la distribution des valeur

de saturation présente un changement de courbure.

Comme nous l'avions déja expliqué dans le chapitre II, nous utilisons dans nos simulations une

force de confinement longitudinale donnée par
AwT A AT A
[ 2wl o—zi/xw [ 2wy 1) w —(L=3)/Aw w41
2; ¢ <2$i * ) 2(11—961‘)6 (2(L — ;) " )

Le confinement est donc caractérisé par deux parametres qui déterminent la portée du potentiel de

Fll;()\wa Ewa Tz') = Ew €

(IV.3)

confinement longitudinal : sa longueur caractéristique A, et son intensité E,,. Un potentiel sera dit “a
courte portée” si I'action du confinement n’est ressentie que par les deux particules les plus externes.
Il sera dit “a longue portée” dans le cas contraire. On distinguera deux cas parmi les potentiels a

courte portée : dans le cas “mur dur” que ’on notera HW (pour “Hard-Wall”), la raideur associée a la
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force de répulsion entre le mur et la particule externe est supérieure a celle associée aux interactions
interparticules, soit :
OF) OF i

o (Buy s d') > 5

[Eo, Ao, 1/p(d")] - (Iv.4)

ou d* correspond a la distance entre la particule externe et 'origine du potentiel de confinement et
p(d*) correspond & la densité associée aux particules centrales donnée par p(d*) = (L—2d*)/(Niot—1) °.

La valeur de d* est donnée par 1’équation :
FcH (Bw, Aw, d*) = Fint [Eo, Ao, 1/p(d")] . (IV.5)

oit les forces Fl et Fj,, sont définies par les équations (IV.3) et (I1.9). Dans le cas contraire, on parlera
de potentiel SW (“Soft-Wall” pour “mur mou”). La courbe permettant de séparer les potentiels HW
et SW dans le plan (A, Fy,) est donc donnée par 1’équation :

Il
1= S (Buy Aws d*) Fint [Eo, Ao, 1/p(d")] (IV.6)
OFins By, Ao, 1/p(d*)] Fd (B, Ay d*)

Les équations (IV.5) et (IV.6) ne sont valables que pour un confinement & courte portée.

Plus précisément, les potentiels & courte portée sont ceux pour lesquels les raideurs associées au confi-
nement longitudinal (& I'exception des deux particules externes) sont inférieures & 6% des raideurs
associées aux interactions interparticules. Bien que ce critére soit cohérent avec le fait que les in-
teractions entre les particules centrales et le confinement doivent étre négligeables, il peut sembler
relativement arbitraire. Nous verrons par la suite que c’est en réalité un choix en accord avec un autre
critere que nous détaillerons dans la partie IV.4 et qui nous permet lui aussi de distinguer les potentiels

a courte et a longue portée.

Pour un \,, donné, la distance d* critique est donc donnée par :

F)
< [Fyy Aw, d* + 1/p(d*
0.06 — 0o | +1/p(d")]

L1 By, Mg, 1/p(d*)] (IV.7)

En reportant cette valeur dans la formule (IV.5), on peut ainsi distinguer les potentiels & courte portée

des potentiels & longue portée notés LR (pour “Long-Ranged”) dans le plan (E,,, \y).

Gréce aux expressions (IV.6) et (IV.7), on peut séparer le plan (E,,/Eg, A\y/Ao) en trois zones
distinctes, comme cela est représenté sur la figure IV.9. La distinction entre les potentiels HW, SW
et LR nous sera tres utile pour la suite car les propriétés du potentiel de confinement influencent

directement la diffusion des particules.

5. Dans le cas d’un potentiel & courte portée, la configuration d’équilibre est relativement simple car on peut se

ramener au cas des systémes périodiques. En effet, les positions d’équilibre sont données par :
Fl (@) + Fine(@i) = (@i-1)) = Fine(@i1) = (@) = 0,

Dans notre cas, on a Fl ({z4)) = 0 Vi & Dexception des billes externes. Par conséquent, la distance interparticule 1/p;
est constante, exceptée pour les deux particules externes qui seront séparés des murs par la distance d*. Par conséquent,
1/p; vaut

L —2d*

Niot — 1

1/p;i =
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Situons maintenant nos potentiels de confinement expérimentaux dans le plan (Ey/Fo, Aw/No)-
Comme on le voit sur la figure IV.3, 'expression (IV.3) rend bien compte des mesures expérimentales si
lon choisit (Ey = 0.05, Ay/Ao = 62.5 mm) pour le canal de 57 mm et (E,,/Ep = 15, Ay /Ao = 1 mm)
pour le canal de 25 mm. Reportées sur figure V.9, ces valeurs confirment que le confinement du grand
canal est & longue portée alors que celui du petit canal est & courte portée©.

IV.3.2 Positions d’équilibre et potentiel de confinement longitudinal
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FIGURE IV.10 — Positions d’équilibre en mm obtenues numériquement pour 33 particules confi-
nées dans un canal de 60 mm. E,/Eo = 0.1 et I =~ 11.5. De haut en bas : A\, = 048, 1, 4, 7,
11, 15 et 30 mm.

Les positions d’équilibre obtenues numériquement pour différentes portées du confinement sont

présentées sur la figure IV.10. Pour un confinement & courte portée (figures IV.11 a et b), la distribution

6. Il ne s’agit bien sir que d’une estimation car nous ne connaissons pas précisément ’expression de cette force de
confinement.
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des distances entre particules voisines est homogene dans la chaine, sauf pour les deux particules les
plus externes qui sont séparées des bords par une distance qui peut étre différente de la distance
interparticule. Lorsque I'on augmente A, on obtient des distributions de plus en plus hétérogenes

avec des densités locales plus fortes au centre de la chaine (figures IV.11 ¢ et d).
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FIGURE IV.11 - Distances d’équilibre adimensionnées p/p; = (x; —xi—1)/(L/2Ntot) en fonction
de la particule i pour un systéme de 33 particules confinées dans un canal de longueur L =
60 mm. x £ 17 correspont a la position des murs de gauche et droite. E.,/FEo = 0.1 pour toutes
les figures. a) Confinement HW : Ay /Xo = 1. b) Confinement SW : Ay, /Xo = 2. ¢) Confinement
LR : Ay/Xo = 14. d) Confinement LR : A\, /Xo == 31.

Examinons maintenant les histogrammes de position des particules. Nous avons mesuré ’asymétrie
de ces histogrammes définie par A; = ((x; — (2;))?/{Az?)3/2 en fonction de la position i de la particule
(figure IV.12). La figure IV.12 gauche représentant A; pour un potentiel de confinement & courte portée
montre que 'asymétrie des distributions de positions augmente lorsqu’on se rapproche des parois. De
plus, elle augmente également lorsque la portée du confinement diminue. Lorsque le confinement est a
longue portée (figure IV.12 droite), les histogrammes sont presque tous symétriques. Ainsi, ’asymétrie
est associée aux confinements a courte portée. Cette observation explique deux résultats : tout d’abord,
le fait que ’asymétrie ait été observée dans des systemes avec un confinement de type “spheres dures”,
donc a courte portée. Ensuite, on comprend pourquoi nos histogrammes expérimentaux présentaient
une asymétrie bien moins importante que celle observée pour ces systemes : I’asymétrie diminue en
effet lorsque la portée augmente et la portée de notre confinement expérimental est dans tous les cas

supérieure & celle d’un potentiel “spheres dures””.

7. Notons qu’en raison de la symétrie du systeme et du nombre impair de particules considéré ici, on doit obtenir
A; = 0 pour la particule centrale. Cela nous permet d’évaluer les barres d’erreur de nos simulations.
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FIGURE IV.12 — Asymétrie des histogrammes de positions A; en fonction de la particule i pour un
systéme de 33 particules. On ne représente que la moitié des particules, les autres histogrammes
étant symétriques rapport au centre de la boite. Figure en insertion : histogrammes de position des
particules externes et de la particule centrale. A gauche : confinement a courte portée. Ronds
rouges : Aw = Ao, Ew = 0.0095Eq. Carrés verts : Ay = 2Xo, Fw = 0.1Ey. Losanges bleus :
Aw = 15Xo, Ey = 0.005Ey. A droite : confinement & longue portée d’intensité E, = 0.1Ej.
Ronds gris : Ay = 15Xo. Carrés violets : Ay = 30A0.

IV.3.3 Evolution de la variance longitudinale des particules

Les figures V.13, IV.14 et IV.15 représentent I'évolution de (Az?(t)) de plusieurs particules 4,
pour différentes valeurs de dissipation v et différents potentiels de confinement longitudinaux. Trois

régimes de diffusion successifs qui étendent nos résultats expérimentaux sont observés.

IV.3.3.1 Régime balistique : 0 <t < 7.pp- (1)

Le régime balistique est ici tout a fait identique a celui observé pour les systeémes périodiques : le
déplacement quadratique moyen évolue en H;t? avec H; donnée par I'expression (I11.13) et ce, quelle
que soit la particule 7. Ce régime est également totalement indépendant du potentiel de confinement
car aux temps courts, chaque particule diffuse librement et n’est influencée ni par le confinement, ni
par les interactions avec ses voisines.

IV.3.3.2 Régime corrélé : 7., (1) <t < T5qt(4)

La encore, on retrouve les deux comportements des systemes périodiques : linéaire en 2D;t pour
une faible dissipation, sous-diffusif en Fjv/t pour une forte dissipation ou les deux successivement pour
des valeurs de 7 intermédiaires.
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FIGURE IV.18 — Ewolution du déplacement quadratique moyen (Aw?) en mm? en fonction du
temps en s, pour un systéme de 33 particules et un confinement HW tel que Ay = 0.48 mm
et B = 0.0095E0. Les variances représentées ici correspondent auz particules i = £16 (ronds
bleus), 1 = £15 (carrés rouges),i = £14 (losanges verts), i = £13 (triangle magenta) et i = 0
(triangle noirs). Le coefficient de dissipation vauty =1 s7* [(a) et (d)]; v =10 s7* [(b) et (e)];
v =60 s"" [(c) et (f)]. Colonne de gauche : résultats numériques; Colonne de droite : modeéle
analytique. Tous les graphiques sont en échelle logarithmique. La droite noire est de pente 1,

celle en pointillé de pente 2 et celle en tirets de pente 1/2
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FIGURE IV.14 — Ewvolution du déplacement quadratique moyen (Am?} en mm? en fonction du
temps en s, pour un systéme de 33 particules et un confinement de type SW tel que Ay, =1 mm
et By = 0.1Fy. Les variances représentées ici correspondent aux particules i = +16 (ronds
bleus), 1 = £15 (carrés rouges),i = £14 (losanges verts), i = +£13 (triangle magenta) et i = 0
(triangle noirs). Le coefficient de dissipation vauty =1 s7* [(a) et (d)]; v = 10 s7* [(b) et (e)];
v =60 s [(c) et (f)]. Colonne de gauche : résultats numériques; Colonne de droite : modeéle
analytique. Tous les graphiques sont en échelle logarithmique. La droite noire est de pente 1,
celle en pointillé de pente 2 et celle en tirets de pente 1/2. La figure en insertion est un zoom
sur le croisement des courbes.
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FIGURE IV.15 — Ewvolution du déplacement quadratique moyen (Aw?) en mm? en fonction du
temps en s, pour un systéme de 33 particules et un confinement LR tel que FE.,, = 0.1Fy et
Aw =4 mm [(a) et (d)], Ay = 11 mm [(b) et (e)] et Ay = 30 mm [(c) et (f)]. Les variances
représentées ici correspondent auz particules i = 16 (ronds bleus), i = +15 (carrés rouges),i =
+14 (losanges verts), i = £13 (triangle magenta) et i = 0 (triangle noirs). Le coefficient de
dissipation vaut v = 1 s~' pour toutes les figures. Colonne de gauche : résultats numériques ;
Colonne de droite : modéle analytique. Tous les graphiques sont en échelle logarithmique. La

droite noire est de pente 1 et celle en pointillé de pente 2
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Dans ce régime, alors que 1’évolution de la variance est indépendante de la position de la particule
lorsque le confinement est & courte portée, elle en dépend fortement lorsque le confinement est & longue
portée. On peut ainsi remarquer sur les figures IV.13 ¢) et IV.14 c) que les particules extérieures i =
+16 ne présentent pas de régime sous-diffusif, méme pour un fort coefficient de dissipation v = 60 s~!
alors que celui-ci est bien marqué pour les particules centrales i = 0. Lorsque le confinement est &
longue portée, les préfacteurs D; et F; dépendent également de i, comme on le voit sur la figures 1V.15
a), b) et ¢). Ce n’est pas le cas pour un confinement HW ou SW (figures IV.13 a), b) et ¢) et IV.14
a), b) et c)
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FICURE IV.16 — Coefficients de diffusion D; en mm?.s~1 en fonction de la particule i pour 33
particules et v = 1s7. (a) Confinement de type HW, Ay, = 0.48 mm, E,,/FEo = 0.0095 (ronds
vides rouges) ; confinement SW, A\, = 0.48 mm, E./FEo = 0.1 (ronds bleus); confinement LR,
E./Ey =0.1, Ay =4 mm (triangles magenta), 7 mm (losanges verts), 11 mm (carrés orange),
15 mm (ronds noirs). (b) Confinement LR, 15 mm, E./Ey = 0.005 (carrés cyan), 0.1 (ronds
noirs), 0.5 (triangles gris).
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FIGURE IV.17 — Mobilités Fy en mm?.s~*/? en fonction de la particule i pour 33 particules. (a)
v = 1s7%, confinement de type HW, A\ = 0.48 mm, E,/Eo = 0.0095 (ronds vides rouges) ;
confinement SW, Ay = 0.48 mm, E./Eo = 0.1 (ronds bleus); confinement LR, E.,/Eo = 0.1,
Aw = 4 mm (triangles magenta), 7 mm (losanges verts), 11 mm (carrés orange), 15 mm (ronds
noirs). (b) v =60s"", confinement LR, 15 mm, E,/Eo = 0.001 (losanges rouges), 0.05 (cercles

roses), 0.1 (ronds noirs).

Nous avons mesuré ’évolution de D; et de F; en fonction de la position des particules et des
parametres du potentiel de confinement. Ces résultats sont présentés sur la figure I'V.16. On voit sur la

figure a) que les coefficients D; mesurés pour une chaine de particules sont de plus en plus hétérogenes
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lorsque la portée du confinement \,, augmente. C’est également le cas lorsque I’on augmente 'intensité
du confinement E,, (figure IV.16 b)). Les mobilités ont un comportement identique (figure IV.17).
Ainsi, d’une maniere générale, plus on pénétre dans la zone des potentiels LR dans le plan (Ey,, Ay),
plus les valeurs des préfacteurs dépendent de la position de la particule 7. En ce qui concerne les autres
parametres de controle (densité p, température T', interactions T'), on retrouve les mémes dépendances
que pour les systemes périodiques.

Les valeurs de 7., oObtenues numériquement sont représentées sur la figure IV.18 dans le cas d’un
potentiel LR. Dans le cas d’un potentiel SW ou HW, 7., reste globalement constant, excepté pour
la particule la plus externe pour laquelle on obtient un temps de corrélation inférieur ou supérieur
respectivement. Pour un potentiel LR, 7., augmente au contraire progressivement lorsque 'on se
rapproche des extrémités de la chaine. A l'inverse, les temps de corrélation diminuent lorsque 'intensité
du potentiel E,, augmente. Enfin, si 7., est indépendant de la dissipation pour les faibles valeurs de

v, il diminue fortement lorsque 'on augmente vy pour les fortes valeurs de coefficients de dissipation.
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FIGURE IV.18 — Temps de corrélation Tcorr en fonction de la position de la particule i obtenus
numériquement pour un systéme de 33 particules, v = 1 s~! et un confinement de type LR.
a) Ew/Eo = 0.1, Ay =4 mm (triangles violets), 7 mm (losanges verts), 11 mm (ronds noirs),
15 mm (carés orange). b) Ay = 15 mm, E./Eo = 0.005 (ronds vides roses), 0.1 (ronds noirs),
0.5 (triangles gris).

IV.3.3.3 Régime de saturation : 7,,:(i) <t

§ Valeurs de saturation (Ax?(00))

Aux temps longs, on observe une saturation de (Az?(¢)). On peut voir sur les figures IV.13, IV.14
et IV.15 que les temps de saturation 754 et les valeurs de saturation dépendent fortement de la position
de la particule ¢ et ce, que le confinement soit & courte ou a longue portée. Les caractéristiques du
confinement (A, ) jouent néanmoins un role important sur les valeurs de (Ax?(¢)) comme nous
allons le voir. On peut remarquer de plus que dans le régime de saturation, pour certaines valeurs de
v et (Aw, Ew), on observe systématiquement une petite déplétion de la variance & t = 2 s quelle que
soit la particule ¢ (voir figures IV.13 a), IV.14 a) et IV.15 a), b) et c)).

La figure IV.19 représente les valeurs (Az?(cc)) en fonction de la position de la particule i et
ce, pour différentes valeurs de A, (figure IV.19 a, b et ¢) et de E,, (figure IV.19 d). La forme de ces
courbes est tres dépendante des caractéristiques du potentiel. Pour des potentiels a courte portée, qu’ils
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soient HW ou SW, les valeurs de saturation sont quasi-paraboliques. En revanche, un effet paradoxal
intervient lorsque la portée du confinement longitudinal augmente : les fluctuations des particules
externes, qui pourtant subissent davantage les forces de confinement, sont amplifiées tandis que celles
des particules internes sont réduites. Un minimum d’amplitude de fluctuations apparait a une distance
Tmin des extrémités. Ainsi, on voit progressivement apparaitre des “ailettes” pour les grands i, puis
une parabole inversée lorsque (A, Fy) se rapproche de la région LR. Ces comportements ont été
reportés sur la figure IV.9 et étudiés en détail dans [22].
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FIGURE IV.19 — Valeurs de saturation de (AZ(c0)) en mm? en fonction de la position de la

particule i pour un systéme de 33 particules et v = 1 57!

. Symboles : résultats numériques
moyennés sur 10 réalisations; lignes de la méme couleur : résultats théoriques pour les mémes
parameétres calculés a partir de la formule (IV.42). (a)(ronds bleus) Potentiel HW, A, = 0.27d,
E., = 0.0095Eq. (carrés verts) Potentiel SW, Ay = 0.57d, E, = 0.1FE,. (b) Ew =0.1Eg ; (ronds
violet) Ay = 2.10X\o , (triangles rouges) A\ = 8.35Xo , et (carrés orange) Ay, = 14.57X¢ . (c)
E., = 0.1Eg ; (ronds verts) A = 22.93\o , (triangles bleus) A\, = 31.28\o , et (carrés noirs)
Aw = 62.56Xg . (d) Ay = 31.28)¢ ; (ronds verts) E, = 0.005Eq , (carrés rouges) E., = 0.02Ey ,
(triangles bleus) E. = 0.1Ey et (losanges orange) Ey = 0.5Eq .

Nous avons mesuré les valeurs de ., en fonction de A,/ d pour une intensité F,, constante (voir
figure 1V.20 a). Pour 33 particules, x,,;, augmente linéairement pour les petites valeurs de A, /d
et semble ensuite atteindre une valeur limite. Cette limite est un effet de taille finie. Pour nous en
convaincre, nous avons réalisé des simulations sur des systemes de tailles différentes. Plus le systeme
est grand et plus ce régime de saturation apparait pour de grandes valeurs de \,, (figure IV.20 a)).
ZTmin atteint sa limite & L/2.
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FIGURE IV.20 — a) Valeurs de Tmin (en mm) en fonction de \y/d pour une distance inter-
particule moyenne d = 60/34 mm et une intensité de confinement E,, = 0.1Ey. Le nombre de
particules Nior est de 16 (ronds rouges), 33 (carrés bleus), 66 (losanges verts) et 132 (triangles
violet). b) Valeurs de saturation du déplacement quadratique moyen (Ax;(00)?) en mm? pour la
particule centrale i = 0 (ronds rouges) et la particule externe i = 16 (carrés bleus) en fonction

de \w/d pour une systéme de 33 particules.

Il est intéressant de remarquer que ces changements de comportement de valeurs de saturation sont
observés pour des distributions de positions d’équilibre trés similaires : ainsi, les valeurs de (A%(c0))
représentées sur la figure IV.19 d) sont obtenues pour des distributions d’équilibre toutes paraboliques.
On peut en déduire que ces valeurs de saturation ne peuvent étre expliquées par les hétérogénéités de
densité locale du systeme. Elles proviennent au contraire de phénomenes collectifs. Nous y reviendrons
dans la section IV.4.

§ Temps de saturation Tsy

Comme on peut le voir sur la figure IV.21, les valeurs de 74, décroissent lorsque ¢ augmente.
Le temps de saturation 75, est indépendant de v pour les faibles dissipations puisqu’on voit sur la
figure IV.21 a) que les points obtenus pour v = 0.1 et 1 s~! sont superposables. Lorsque « augmente,
on voit au contraire que Tsq; augmente pour les particules externes et reste a peu pres constant pour
les particules centrales. Les temps de saturation dépendent également des caractéristiques du potentiel
de confinement. Cependant, I’évolution de 7,,+ n’est pas la méme pour les particules externes et pour
les particules internes : lorsque F,, et A\, augmentent, 75,; diminue pour les particules externes alors

qu’il augmente pour les particules internes (figure IV.21 b et ¢ respectivement).

IV.3.4 Conclusion sur les résultats numériques

Dans cette partie, nous avons identifié les parametres pertinents caractérisant la portée du confine-
ment et montré leur influence sur la diffusion de particules confinées dans des systémes aux conditions
aux limites répulsives. Nos simulations numériques ont confirmé les observations qui avaient été faites

sur la portée du confinement longitudinal associé aux deux cellules utilisées expérimentalement.
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FIGURE V.21 — Temps de saturation Tsq: en fonction de la position de la particule i obtenus
numériqguement pour un systéme de 33 particules. a) Confinement de type SW, Ay = 1 mm,
Ew/Eo = 0.1 : v = 0.1 s (triangles rouges), 1 s* (ronds orange), 10 s™' (carrés bleus),
20 s 1 (losange verts). Figure en insertion : Tsqr en fonction de i pour un confinement HW :~v =
1§71 (triangles rouges), 10 s~* (losanges noirs). b) Confinement LR, Ey,/Eo = 0.1, v =1 571,
Aw = 4 mm (triangles magenta), 7 mm (losanges verts), 15 mm (ronds noirs). ¢) Confinement
LR, v = 15" Ay = 15 mm, Ey/Eo = 0.05, (ronds roses), 0.1 (ronds noirs), 0.5 (triangles
gris)

Nous avons ensuite pu montrer que le régime corrélé ne dépendait de la position des particules que
dans le cas d’un confinement a longue portée, en bon accord avec nos résultats expérimentaux. Nous
avons décrits I’évolution des préfacteurs D; et F; en fonction de la position des particules ainsi que
celle des temps de transition 7., €t Tsq:. Les résultats pour les potentiels a courte portée sont quant

a eux cohérents avec les résultats théoriques sur les “spheres dures”.

Les valeurs de saturation de la variance dépendent fortement des propriétés du confinement. Par
exemple, un potentiel a longue portée peut induire un renforcement significatif de la diffusion des
particules externes, qui subissent pourtant la force de confinement la plus importante. Nous allons
maintenant voir s’il est possible de décrire I’ensemble de ces résultats grace aux modes propres de

vibration du systéme, comme nous ’avions fait pour les systemes périodiques.
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IV.4 Modele de diffusion corrélée de particules en interac-

tion : cas d’un systeme CLR

FIGURE V.22 — Schéma de principe du modéle analytique pour un systéme de taille finie. Les
raideurs en bleu proviennent des interactions inter-particules et les raideurs en rouge du confi-

nement longitudinal

Les calculs présentés ci-dessous ont fait I'objet de deux publication [22, 23].
Nous allons a nouveau représenter le systeme par une chaine de masses ponctuelles reliées entre elles
par des ressorts mais cette fois, chaque masse sera également reliée a chacun des murs de confinement
par un autre ressort afin de prendre en compte la force de confinement (voir figure IV.22). Considérons
un systéme impair de Ny, = 2N — 1 particules. La position x;(t) de la particule i sera donc décrite

par I’équation de Langevin suivante :

ou k; correspond a la raideur modélisant l'interaction entre la particule ¢ et ¢ — 1 et k% correspond a

Iinteraction entre la particule ¢ et le potentiel de confinement longitudinal. On a donc

OF;; - oF) oF)

ko= -, R = -S4 - (L2 - ). (IV.9)

ou z} désigne la distance entre la particule ¢ et le mur de gauche.

L’expression des forces d’interaction et de confinement étant connue, les distributions de raideurs
sont déduites des positions d’équilibre des particules ®. La figure IV.23 représente quelques distributions

typiques obtenues pour des potentiels HW, SW ou LR.

Dans le cas des potentiels HW et SW, les raideurs obtenues sont identiques pour toutes les parti-
cules, exceptées les plus externes, ce qui est logique puisque les positions d’équilibre sont équiréparties

(voir figure IV.10 a) et b). De plus, seules les particules externes ressentent la force de confinement

8. On peut obtenir les positions d’équilibre en moyennant les z;(t) que 'on obtient numériquement ou en résolvant

numériquement le systéme de Nior équations algébriques

Fc(l'i (t)) + Z Fint(Ii (t) — Ty (t)) =0
i#j
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lorsque A, est petit et k¥ = 0 pour |i] # N — 1. Pour un potentiel de confinement HW ou SW, on
notera donc :

k= k pourie€]—N+1;N—1]
‘)1 0 pourli|=N-1

ki, =

ky pour|il=N—1
0 sinon

avec k,, > k dans le cas HW et k,, < k dans le cas SW.

Pour les potentiels LR, les raideurs k; et k¥ sont en revanche beaucoup plus hétérogenes. Les
raideurs k; sont toujours plus grandes au centre de la chaine car les densités locales p; y sont plus

grandes alors que les raideurs k¢ sont plus fortes pour les billes externes, plus proches des murs.

A A
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FIGURE V.23 — Raideurs adimensionnées en fonction de la position de i pour un systeme
de 33 particules. a) Potentiel d’interaction & courte portée. Triangles rouges : potentiel HW
avec Ay = 0.48 mm et E/Eo = 0.0095. Carrés bleus : potentiel SW avec Ay = 1 mm et
E./Eo = 0.1. Pour cette figure, k_16 et kis correspondent a ki’ (ki ~ 0 Vi €] — 16,16[). b)
Potentiel d’interaction a longue portée avec Ay = 15 mm et Ey/Eo = 0.1. Ronds bleus : raideurs
inter-particules ki /k(1/p) (ordonnée de gauche). Carrés bleus : raideurs liées au confinement
ki’ /k(1/p) (ordonnée de droite).

Notre systeme sera donc caractérisé par une matrice d’interaction S dont les coefficients sont

donnés par :
Sji = 71131'5]'71'_1 + (k(f + kl + ki+1)5i7j — ki+15j,i+l- (IV].O)

Afin d’obtenir ’évolution de la variance (Az;(t)) en fonction du temps, nous calculons les modes
propres ainsi que les valeurs propres du systéme. Les fréquences propres w, sont données par w? =
0s/M ou les o correspondent aux valeurs propres de la matrice S. On note X les modes propres de

S et X,(i) leur i-itme composante.

Comme pour les systémes périodiques, le mouvement de chaque particule z;(t) se décompose sur
les modes propres X (i) :

2N—-1

zi(t) = Y X (i)L(1). (IV.11)

ou le coefficient I, définit le poids du mode s. Si l'on injecte cette expression dans (IV.8), on obtient

2N—-1 2N—-1 N-1 2N—-1

MY EX()= > > Sl X)) = My Y LX) + pi,t). (IV.12)

s=1 ¢/=—N+1 s=1
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En utilisant les propriétés des modes propres du systeme, nous permettant d’écrire Zi\,[:_i N Sin Xs (1) =
—~Mw?X,(i) et Porthogonalité des modes statuant que X, - Xy = 4, la projection de I’équation

(IV.12) sur le mode X, nous donne :

I+ W2I +~I = (IV.13)

ou nous avons défini fi(s,t) = ZiN;_lNH Xs(9)p(i,t). On trouve facilement a partir de (II1.24) que
cette force possede les propriétés suivantes :

(ji(s,1)) = 0 (IV.14)

N-1
(fi(s, )t Z Z (i) (i, (i’ ') = 2kpTM~S, 0 5(t — ) (IV.15)
—N41i/'=—N+1

Les modes propres étant orthogonaux, le déplacement quadratique moyen de la particule 7 est
donné par :

2N—-1
(Azi(t) Z X (0)2(AI2(1)) (IV.16)

Nous avons vu que l'évolution temporelle de I4(t) était régie par les équations (IV.13), (IV.14)
et (IV.15) que nous avions déja rencontrées dans les systémes périodiques (formules (II1.31), (II1.24)
t (II1.25)). Le déplacement quadratique moyen de chaque mode I¢(¢) est donc donné par la méme
expression que (I11.37) Y et on obtient :

9 . 2kgT w_ (s)ew+(5)t B w_‘_(s)ewf(s)t
(IV.I?)
wi(s) = -2 44T w2

1l nous reste maintenant & déterminer les modes X (i) et les fréquences propres wy du systéme. Nous
allons procéder de deux manieres différentes : pour les systemes HW et SW, nous utiliserons une
méthode analytique développée par Montroll et Potts [61] tandis que pour les systémes LR, nous
diagonaliserons numériquement la matrice d’interaction. Nous verrons en effet que si la méthode de
Montroll et Potts permet d’obtenir des expressions analytiques pour les modes et les fréquences propres
d’une chaine de masses-ressorts en présence d’un défaut localisé, elle n’est pas adaptée aux systémes
trés hétérogenes.

IV.4.1 Modes propres de vibration
IV.4.1.1 Systemes HW ou SW : méthode de Montroll et Potts

Dans le cas d'une chaine homogene présentant quelques défauts localisés, il est possible de trouver
des expressions analytiques pour les modes propres grace a la méthode de Montroll et Potts [61]. Pour
notre systeme, les défauts correspondent aux deux raideurs extérieures qui sont différentes de toutes
les autres. On va chercher les solutions de 1’équation (IV.8) sous la forme z;(t) = X (i)™ o1 j? = —1
et

Asin(N +i)¢ sii>N-—1
X(@)=1< Bsin(N—1)¢ sii<-N+1 (IV.18)
Cel'® + De™¥¢  sinon

9. Mis a part un facteur Nyt provenant de la normalisation des modes définie par la transformée de Fourier
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Si l’on injecte cette expression dans I’équation (IV.8), on trouve que Vi €] — N + 1, N — 1],
Mw? = 2k(1 — cos ¢), (Iv.19)

On a ainsi 'expression de la fréquence propre w en fonction du parameétre ¢. On peut ensuite déterminer
la valeurs des constantes A, B, C et D grace aux équations du mouvement des particules |i| = N — 1
et |i| = N — 2. Si 'on pose k, = k(1 — €), on obtient

(A+ B)sin¢g = 2(1 — €)(C + D) cos(N — 1)¢ ( )
0= —2(C + D) [ecos(N — 1)¢ — cos N¢| (Iv.21)
(A—B)sing =2j(1 —€)(C — D)sin(N — 1)¢ ( )
0= —-2j(C — D) [esin(N — 1)¢ — sin N¢] ( )

On va donc distinguer les modes pairs (A = B,C' = D) des modes impairs (A = —B,C = —D). Les
valeurs du parametre ¢ nous sont données par les deux équations transcendantes (IV.21) et (IV.23) :

ecos(N — 1)¢ps = cos Nos, (modes pairs)

IvV.24
esin(N — 1)@, = sin N¢.. (modes impairs) ( )

Dans le cas SW, k,, < k soit € > 0 et ces deux équations nous donnent N modes pairs et N — 1
modes impairs définis par les parametres réels ¢5 et ¢4 . Les valeurs de ¢ et ¢4 se situent entre les
zéros adjacents de cos(N¢s) et sin(N¢,) respectivement et peuvent donc facilement étre calculées

numériquement.

Dans le cas HW, k,, > k soit € < 0. Lorsque € < —1, les modes de plus haute fréquence ne sont plus
donnés par I’équation (IV.24) et on ne peut obtenir des solutions que pour un parametre ¢ complexe
défini par ¢ = 7w + ip. On obtient ainsi

le] cosh(N — 1)¢n = cosh Ny, (pour € < —1)

IV.25
le| sinh(N — 1)y, = sinh Nypfy, . (pour e < —N/(N —1)) ( )

Les fréquences propres ne sont alors plus données par la relation (IV.19) mais par :
Mw? = 2k(1 + cosh)) (IV.26)

Finalement, on peut exprimer les modes propres du systeme en fonction du parametre ¢ donné par
les équations (IV.24) ou (IV.25) :

N—1
X,(i) = Csycosigs, C2 5 cos?igs =1, (modes pairs)

=g (IV.27)
X, (i) = Cysinigl, C? A ZN 1sim2 il =1, (modes impairs)
1=—N+

On remplacera les fonctions trigonométriques par leur équivalent hyperbolique dans le cas d’une valeur

de ¢5 ou de ¢ complexe.

Il est intéressant de comparer la forme de ces modes aux modes que 'on avait calculés dans le cas
périodique (voir figure IV.24). On peut remarquer que les modes de basse fréquence des systémes HW
et SW sont tres similaires et ressemblent énormément aux modes obtenus pour une chaine homogene.

Ce n’est en revanche pas le cas des modes de haute fréquence pour lesquels les particules centrales
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présentent une amplitude quasiment nulle dans le cas HW. Ceci indique que ces modes de haute fré-
quence se localisent aux extrémités de la chaine de particules pour ce type de potentiel de confinement.
Ce résultat n’a rien d’étonnant : pour un confinement HW, on obtient une raideur externe k, > k
générant des ondes dont la fréquence est supérieure a la fréquence de coupure de la chaine. Ces ondes
ne se propagent donc pas et restent localisées sur les particules externes.
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FIGURE IV.24 — Amplitude normalisée des modes normaux d’une chaine de 33 particules en
fonction de la position de la particule i pour un potentiel de confinement a courte portée. Cercles
bleus : potentiel SW, € = 0.42. Carrés rouges : potentiel HW, e = —2.17. a) mode s =1 b) mode

s =2 c) mode s =32 d) mode s = 33. Les modes sont ordonnés par fréquence croissante.

IV.4.1.2 Systemes LR : diagonalisation de la matrice d’interaction

La méthode de Montroll et Potts que I'on vient de décrire n’est pas adaptée a la description des
systemes LR car ceux-ci présentent une distribution de raideurs plutot que des défauts localisés. 11
est néanmoins possible d’obtenir les modes et les fréquences propres du systéme en diagonalisant
numériquement la matrice d’interactions S. On peut voir sur la figure IV.25 représentant certains de
ces modes qu'ils different considérablement de ceux des systemes HW et SW. En effet, le confinement
induit une suppression des modes de haute fréquence et une augmentation des modes de basse fréquence
pour les particules externes.
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FIGURE IV.25 — Amplitude normalisée des modes normauzr d’une chaine de 33 particules en
fonction de la position de la particule i pour un potentiel de confinement a longue portée. Cercles
bleus : modes propres d’une chaine homogéne (formule (I11.28)). Carrés rouges : modes propres
pour un systéme avec un confinement d’une portée A, = 3.96d et d’une intensité B, = 0.1F,.
a) mode s =1 b) mode s = 2 ¢) mode s = 32 d) mode s = 33. Les modes sont ordonnés par

fréquence croissante.

IV.4.2 Poids des modes X,(i) et fréquences propres w;

La figure IV.26 a) représente les fréquences propres du systeme pour différents types de potentiel
de confinement. On peut voir que plus le potentiel est a longue portée et plus les fréquences propres
se décalent vers les hautes fréquences. Il n’est pas difficile d’interpréter ce résultat car augmenter la
portée A\, a intensité E,, constante revient a compresser d’avantage la chaine de particules, ce qui se
traduit par des raideurs supérieures en moyenne. Il est possible d’observer directement ce décalage vers
les hautes fréquences sur les transformées de Fourier des positions des particules lorsque la dissipation
~v est trés faible (voir figure IV.27). Dans le cas d’un potentiel HW, les raideurs traduisant ’action du
confinement sur les particules externes sont tellement grandes que certaines fréquences propres sont
supérieures a la fréquence de coupure de la chaine (voir figure IV.26 b). Cela se traduit par l'existence
de modes localisés aux extrémités du systéme, comme on I’a vu sur les figures IV.24 ¢) et d).
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FIGURE IV.26 — a) Fréquences propres ws en 571 d’un systéme de 33 particules confinées dans
un canal de longueur 60 mm. Triangles orange : Ay, = 30 mm, E,,/Eo = 0.1. Triangles noirs :
Aw = 11 mm, E,/Ey = 0.1. Losanges verts : Ay = 4 mm, E/Eo = 0.1. Carrés bleus :
Aw =1 mm, E,/Eq = 0.1 (confinement SW). Ronds rouges : A\, = 0.48 mm, E,,/Eo = 0.005
(confinement HW). b) Zoom sur les plus hautes fréquences propres des systémes HW et SW.
Dans le cas HW, Les deux plus hautes fréquences sont associées a des modes localisés. La courbe

noire en pointillés est un guide pour les yeur.

En ce qui concerne le poids des modes X(7), on obtient des résultats tres différents des systémes
périodiques. En effet, dans les systemes périodiques, chaque mode avait un poids identique égal a
1/Ntot = 1/(2N — 1) (voir formule (IT1.29)). Pour un mode s, 'amplitude X;(7) est maximale pour
les particules dont la position correspond & un ventre de ce mode. Ainsi, chaque particule ¢ donnée
possede un nombre de maxima valant N — i. Par exemple, la particule centrale ¢ = 0 possede N
maxima car tous les modes pairs ont une amplitude maximale au centre de la chaine alors que les
modes impairs sont d’amplitude nulle et ce, quelque soit le confinement. C’est bien ce que ’on observe

2

sur la figure V.28 représentant X, (i)? en fonction de l'indice du mode s pour plusieurs particules

différentes.

Pour un confinement SR, on peut voir sur la figure IV.28 a) que les positions des maxima sont
trés similaires & celles que 'on obtient pour une chaine homogene confinée entre deux murs (voir le
calcul en Annexe A). Lorsque l'on augmente I'intensité ou la portée du confinement, les amplitudes
des différents modes sont modifiées. Dans le cas HW, les modes de plus grande amplitude sont décalés
vers les hautes fréquences (figure IV.28 b). On voit que pour les particules les plus externes (i = 15 ou
16), les amplitudes les plus grandes sont obtenues pour les modes de plus haute fréquence alors que
leur amplitude est quasiment nulle pour les particules centrales, ce qui traduit leur caractere localisé.
A Tlinverse, augmenter la portée du confinement A,, revient a décaler les maxima des deux particules
externes vers les basses fréquences (figure IV.28 c). Dans ce cas, la contribution des modes de haute

fréquence au mouvement de ces particules devient quasiment nulle.
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FIGURE IV.27 — Densité spectrale de la trajectoire d’une particule i en fonction de la fréquence
w en s pour une systéme de 33 particules, v = 0.1 s~! et pour i = £16 (rouge), i = £15
(bleuw) et i = 0 (vert). a) Confinement SW : Ay = 1 mm, E, = 0.1Eg. b) Confinement LR :
Aw = 15 mm, E, = 0.1Eq. Les lignes en pointillés correspondent auz a) 16 et b) 24 premiéres

fréquences propres.
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FIGURE V.28 — X;(i)? en fonction du mode s pour trois particules i différentes : la particule
externe i = 16 (ronds rouges), la suivante i = 15 (carrés bleus) et la centrale i = 0 (losanges
verts). a) Confinement SW : Ay =1 mm, E, = 0.1Eq. b) Confinement HW : A\, = 0.48 mm,
E,, = 0.005E¢. ¢) Confinement LR : A\, = 15 mm, E,, = 0.1Ep.

IV.4.3 Calcul des lois d’échelle et des coefficients de transport

Dans cette partie, nous déterminerons & partir de 'expression analytique (IV.16) les lois d’échelles
et les coefficients de transport associés a tous les régimes de diffusion observés. Soulignons des a
présent le parfait accord entre les évolutions temporelles de la variance obtenues numériquement et
celles calculées ci-dessous (voir figures V.13, IV.14 et IV.15).

Régime balistique : t < 7.5y

Aux temps courts, les modes évoluent tous de maniére identique, d’apres la formule (IV.17) :

kgT
(AT (1)) 'RV 2B 2 (IV.28)
‘ M
En utilisant I’orthonormalité des modes propres, on trouve pour chacune des particules :
kpT
(Az;()?) R° %ﬁ (IV..29)

Régime intermédiaire : 7. <t < Tgqt

Afin de comprendre ce régime de diffusion, il est nécessaire de considérer pour chaque particule
i la contribution (AI2(t))X,(i)? & sa variance (Ax?(t)). La figure V.29 représente les contributions
des modes s = 1, 3 et 33 pour la particule centrale (i = 0). Nous avons considéré deux coefficients de
dissipation différents : a) v = 0.1 s71 b) 60 s71.
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FIGURE IV.29 — Ewvolution de la contribution (AIZ(t))X,(i)> du mode s en mm® en fonction
du temps pour s = 1 (rouge), s = 3 (bleu), s = 33 (vert). Le déplacement quadratique moyen
(A2%(t)) en mm? est tracé en mnoir pour un systéme de 33 particules, un confinement SW :
E, =0.1Ep et Ay =1 mm. a) y=0.1 st b) a) v =60 st

Pour une tres faible dissipation (/2 < ws Vs), tous les modes oscillent avant d’atteindre leur
régime de saturation. L’évolution du déplacement quadratique moyen (Ax?(t)) est donc expliquée par
la saturation progressive de tous les modes, comme pour les systeémes périodiques. Comme en 111.4.1.3,
ils saturent apres un temps ¢ &~ 2/(v/3 w,). Dans I'approximation de Debye, le nombre de modes non
saturés n(t) est :

43N

n(t) ~ TR (IV.30)

ou K p est une raideur effective telle que, pour les basses fréquences, la relation de dispersion s’écrive :
Kp

1V.31

Y <2N M ) B (Iv.31)

A trés forte dissipation (7/2 > ws ¥s), tous les modes sont suramortis et croissent linéairement
en 2kgT/(M~)t avant de saturer pour un temps t = v/w? (figure IV.29 b)). Dans approximation de

Debye, le nombre de modes contribuant & la variance pour lesquels ¢ < 7/w? est égal a :

2N

) TR i

(IV.32)

Dans les deux cas, les modes évoluent en 2 aux temps courts (expression (IV.28)). Par conséquent,

la variance évolue comme :

kpT <
(Azi()?) ~ | =~ Zx? t2 (IV.33)
n(t)
La figure IV.30 représente les valeurs de ¥(n,i) = ZXE(Z) en fonction de n pour un confinement
s=1

SW et LR.
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Dans le cas SW, la somme X(n, ¢) est quasi-linéaire en n et ce, quelle que soit la particule considérée.
Ainsi, chaque mode contribue au déplacement quadratique moyen (méme si le poids de chaque mode
est différent). Sachant que X(n,i) = 1 pour n = 2N — 1, on en déduit que :

Ssr(n) ~n(t)/(2N — 1) (IV.34)

Le cas LR est en revanche tres différent. Cette fois, X (n,¢) dépend fortement de la particule ¢ consi-
dérée. De plus, on voit que la somme n’est linéaire que jusqu’a n = Nunaq (i, Aw, Bw) < (2N — 1),
puis saute brutalement a 1, ce qui signifie que les modes d’indice supérieurs ne contribuent plus. On
pouvait s’attendre & ce résultat étant donné que les modes de haute fréquence ont une amplitude X (i)
extrémement faible, comme nous I'avions déja remarqué sur la figure IV.28. On peut donc écrire :

E(nmaz, O)n(t) /Mmaz pour n < Nymaz (i, Ay Fy) (IV.35)

1 sinon

ELR(nJ) = {

L’évolution de n,,q4, en fonction de i est représentée sur la figure IV.31 pour différentes valeurs de A,,.

On voit que plus |i| est grand, plus 7,4, diminue.
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FIGURE V.30 — Somme partielle ¥(n,i) en fonction de n pour un systéme de 33 particules et
pour les particules 1 = +16 (ronds rouges), 1 = +15 (carrés bleus) et i = 0 (losanges verts). a)
Confinement SW : Ay =1 mm, E, = 0.1Ey. b) Confinement LR : A\, = 30 mm, E,, = 0.1Ep.

0 5 10 15
particule i

FIGURE IV.81 — Nimaz (%, Aw, Fw) en fonction de la position des particules i pour différents confi-
nements LR tels que E, = 0.1Ey et Ay, = 4 mm (triangles magenta), 15 mm (ronds noirs) et

30 mm (losanges rouges).
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8§ Systémes sousamortis

En utilisant les expressions (IV.33) et (IV.30), on trouve que pour un faible coefficient de dissipa-
tion, ’évolution de la variance est donnée par
kT <2
2y 2(; 2 _
(Az(t)’) ~ | 5 DO X20)| 2 = 2Dt (IV.36)

s=1

Les expressions (IV.30), (IV.36), (IV.34) et (IV.35) nous permettent d’obtenir 'expression des coeffi-
cients de diffusion D d’un systéme avec un confinement & courte ou & longue portée, pour une faible

dissipation :

_ 2VBkgTN  2VB3kgTN [kr (IV.37)
72N - 1)VMEKp w(2N-1)\ Mp’ '

Dsgr

~ 2VBkBTNY(Npmaw,i) [Kr
D = — IV.38
LR(Z) anaa:(@ )\w, Ew) Mp’ ( )

ot nous avons utilisé le fait que kr = 1/(dKp).
8§ Systemes suramortis
Pour un fort coefficient de dissipation, en utilisant les formules (IV.33) et (IV.32), on trouve
2T o

(Az;(t)?) ~ WZX?(@') t = FVt. (IV.39)

On obtiendra l'expression de la mobilité F' grace aux expressions (IV.32), (IV.39), (IV.34) et (IV.35) :

2kpTN 2kpT N krd
Fsp = = (e IV.40
SE=T@2N —1)JMEKpy « 2N—-1\ My’ (IV.40)

+_ 4kpTN [kpd  S(nmag.i)
Bt = A A s i s Fa) (v.41)

Conformément a nos observations expérimentales et numériques, les coefficients de transport Dgg

et Fgr sont indépendants de la position des particules. A Vinverse, Dyg(i) et Frr(i) dépendent
explicitement de la position de la particule i via le coefficient 1,44 (4, Ay, Ew). Les deux coefficients

augmentent lorsque ¢ augmente, ce qui est en accord avec les figures IV.16 et IV.17 a) et b).

De plus, quelle que soit la portée du confinement, D et F' sont proportionnels, avec D/F =
V/7v/3. D étant indépendant de la dissipation v d’apres (IV.37) et (IV.38), la mobilité doit étre

1/2ce qui est bien ce que l’on obtient en comparant les figure IV.17 a) et b) :

proportionelle a v~
pour A\, = 15 mm, E,, = 0.1Ep, les mobilités valent environ 0.07 mm2.s~/2 pour v = 10 s~ ! et
0.03 ~ 0.07/v/6 mm?2.s~/2 pour v = 60 s~ *. Nous avons tracé les valeurs des coefficients de diffusion
données par (IV.37) et (IV.38) pour différents potentiels de confinement (figure 1V.32). L’accord
avec les valeurs numériques (IV.16) est satisfaisant. Les mobilités peuvent étre déduites facilement
en multipliant simplement par \/’m La encore, laccord avec les simulations numériques (IV.17) est

bon.
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FIGURE V.32 — Coefficients de diffusion numériques D; en mm?.s~" en fonction de la particule
i pour 33 particules et v = 1s7'. (a) Confinement LR, E,/FEo = 0.1, Ay = 4 mm (triangles
magenta), 7 mm (losanges verts), 11 mm (carrés orange), 15 mm (ronds noirs). (b) Confinement
LR, 15 mm, E./Eo = 0.005 (carrés cyan), 0.1 (ronds noirs), 0.5 (triangles gris).

Régime de saturation : ¢t > 744

Nous savons, d’apres le théoreme d’équirépartition de 1’énergie, que tous les modes s saturent a
une valeur 2kpT/(Mw?) aux temps longs. Par conséquent, les valeurs de saturation du déplacement
quadratique moyen sont données, d’apres ’expression (IV.16) par

lim (Ac;(1)?) = (Aai(o0)?) = 22T 3~ Xl (IV.42)

t—00 M w2
s=1 s

Les valeurs théoriques calculées a partir de cette formule sont en trés bon accord avec les valeurs

obtenues numériquement (voir figure IV.19).

Pour un potentiel de confinement & courte portée (de type HW ou SW), on obtient des distributions
en forme de cloche. C’est d’ailleurs également ce que I’on observe pour des “sphéres dures” confinées par
des conditions aux limites réfléchissantes[51]. Lorsque l'on s’éloigne progressivement de la ligne verte
de la figure IV.9 en allant vers les potentiels a longue portée, ces distributions perdent progressivement
leur forme en cloche : les fluctuations des particules externes augmentent alors que les fluctuations
des particules centrales diminuent, jusqu’a devenir inférieures a celles des particules externes pour
(A = 31.28\g, E,, = 0.5E)) (figure IV.19 ¢, courbe orange). Les fluctuations des billes externes
peuvent étre multipliées par un facteur 4 et deviennent quasi-constantes lorsque A, > 14.57\¢ pour
une intensité E,, = 0.1E; (figure IV.20 b). Les fluctuations des particules centrales sont quant a elles
diminuées d’un facteur 2 pour les plus grandes valeurs de A,,.

Comme nous l'avions fait remarquer dans la partie précédentes, les distributions de (Ax;(c0)?)
présentent des “ailettes” pour les confinements intermédiaires, c’est-a-dire qu’elles possedent deux
minima de valeurs de saturation pour des particules situées a une distance x,,;, des parois. Lorsque
l'on augmente A, ces minima se décalent vers le centre de la chaine. Nous pouvons expliquer ces
comportements par 1’évolution des modes propres présentée sur les figures 1V.24 et IV.25. D’une
maniere générale, on peut voir sur la figure IV.26 que les fréquences propres du systeme se décalent
vers les hautes fréquences lorsque 'on augmente \,, (ce qui est logique puisque la densité moyenne
du systéme augmente). La contribution de chaque mode & la variance étant divisée par w? d’apres la
formule(TV.42), cela signifie que la variance est de plus en plus dominée par les modes de plus basse
fréquence. Or, "'amplitude de ces modes augmente pour les particules externes alors qu’elle diminue
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pour les particules centrales. On comprend donc pourquoi les valeurs de saturation évoluent elles aussi
de cette maniere lorsque \,, augmente (voir figure IV.20 b) : elles suivent en réalité I’évolution des
modes de plus basse fréquence. A l'inverse, la contribution au mouvement des particules externes des
modes de plus haute fréquence est completement supprimée sur une distance d’environ A, lorsque
la portée augmente (figure IV.25 ¢ et d). Cela n’a pas de conséquence pour les particules les plus
externes dont la dynamique est completement dominée par les modes de basse fréquence. En revanche,
la disparition des mouvements & haute fréquence diminue de maniere significative les fluctuations des
particules plus proches du centre (telles que (z;) < A,). On voit donc apparaitre des minima dans les

distributions de valeurs de saturation dont la position z,,;, est proportionnelle a A,.

Notons que nous avons dans ces calculs négligé les interactions autres qu’entre plus proches voisins.
Pour évaluer 'importance de ces interactions, nous avons fait quelques simulations numériques dans
lesquelles on n’utilise que les interactions entre plus proches voisins et nous avons comparé leurs résul-
tats a ceux des simulations obtenues en prenant en compte les interactions entre toutes les particules.
On peut voir sur la figure IV.33 a) que 1'accord entre les résultats numériques et notre modele analy-
tique est encore meilleur pour les simulations plus proches voisins, en particulier pour les particules
centrales. Cela signifie que lorsque le confinement est a longue portée, les densités locales au centre de
la chaine deviennent tellement grandes qu’on ne peut plus négliger les autres interactions (1/p; < Ag
au centre de la chaine). Cela ne constitue pas vraiment une limite de notre modele dans la mesure ot il
est tout a fait possible de prendre en compte ces interactions. On doit pour cela considérer des ressorts
supplémentaires entre paires de particules. Si I'on fait cela, la matrice d’interactions obtenue est plus
complexe mais pour les tailles de systeme considérées, on peut toujours calculer numériquement ses
modes et valeurs propres. On peut voir sur la figure IV.33 b) que cela améliore bien la précision des

résultats de notre modele et permet de mieux rendre compte des résultats numériques.

0.19 0.19 :
(b)
. 018 . 018 ]
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FIGURE IV.33 — Valeurs de saturation du déplacement quadratique moyen (Ax;(00)?) en fonction
de la position de la particule i pour un systéme de 33 particules, vy = 1 s7*, E, = 0.1Fq et
Aw = 31.28\o. Triangles bleus : simulations numériques avec toutes les interactions. Losanges
rouges : simulations numériques avec les interactions plus-proches-voisins (ppv) uniquement.
Les courbes en traits pleins sont données par la formule analytique (IV.42). Courbe bleue :
interactions ppv uniquement, raideurs obtenues a partir des positions d’équilibre de la simulation
“normale”. Courbe Touge : interactions ppv uniquement, raideurs obtenues a partir des positions
d’équilibre de la simulation ppv. Courbe noire : toutes les interactions, raideurs obtenues a partir

des positions d’équilibre de la simulation correspondante.
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Temps de transition

8§ Temps de corrélation Teorr

Le temps de corrélation 7o (1) est donné par 2v/3/ \/ winmw W~ ~2/4. En effet, contrairement aux
systeémes périodiques, il n’est pas nécessaire de prendre en compte les modes s tels que s > Ny (7)

puisque leur contribution a la variance est négligeable.

Dans le cas d’un confinement SW, on a 7,4.(7) > 20 pour la plupart des particules (pour les
systémes que nous avons considérés) '”. Sachant que w, varie lentement pour les grandes valeurs de
s, les temps de corrélations sont quasiment indépendants du nombre d’onde. En revanche, w,, . @
diminue lorsque ¢ augmente, ce qui se traduit par des temps de corrélation plus longs pour les billes
externes. Dans le cas d’un confinement HW, les valeurs de 1,4, (¢) se décalent vers les hautes fré-
quences. Ainsi, 7., reste indépendant de la position de la particule mais augmente par rapport au
confinement SW pour les particules centrales du fait de la diminution des fréquences propres que nous
avons déja décrite précédemment.

Enfin, dans le cas LR, toutes les valeurs de n,,q, (%) sont décalées vers les petits nombres d’onde et
nous avons vu que les hautes fréquences ne contribuent quasiment plus & I’évolution de la variance. Par
conséquent, les temps de corrélation augmentent fortement, en particulier pour les particules externes
dont la valeur de a2 () est la plus décalée. Nous avons tracé I’évolution de 7.0 en fonction de la
position de la particule i pour des potentiels de confinement de type LR (figure IV.34). On retrouve
les comportements observés numériquement (figure IV.18). Il est intéressant de noter que dans le cas
d’interactions “spheres dures” [51], les temps de corrélation ne dépendent que de la densité du systeme
car les particules diffusent librement tant qu’elles ne sont pas rentrées en collision avec leurs voisines.
Ici, leur diffusion a t < 7.0 se fait dans le potentiel local créé par ces voisines, ce qui explique que
Teorr dépende des interactions entre particules.
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FIGURE IV.34 — Temps de corrélation Tcorr en fonction de la position de la particule i obtenus
numériquement pour un systéme de 33 particules, v = 1 s~! et un confinement de type LR.
a) Ew/Eo = 0.1, Ay =4 mm (triangles violets), 7 mm (losanges verts), 11 mm (ronds noirs),
15 mm (carés orange). b) Ay = 15 mm, E./Eo = 0.005 (ronds vides roses), 0.1 (ronds noirs),
0.5 (triangles gris).

10. La borne inférieure de nmqqe dépend bien entendu du nombre de particules du systéme.
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§ Temps de saturation Tsq¢

La fin du régime intermédiaire d’une particule 7 est quant a elle caractérisée par le mode s =
Nmin (4, Aws Ew). Quand wy, . > /2, la plupart des modes sont des modes sousamortis oscillants. Au
contraire quand wy,, ., < /2, les modes sont en majorité suramortis. Les temps de saturation Tsq¢

valent donc :

(W2, .. — /)72 pour wy,,;, < /2
Tsat = 9 2 1/2 —1 (IV43)
/2= (W, — VD] pour w,,, > /2
Lorsque 7 est tres petit, on a donc Tser & m/wy,, ., et lorsque 7y est trés grand, g4t = 7r7/w,2lmm. Pour

des valeurs intermédiaires de dissipation, il est possible que les particules extérieures soient dans le
régime de faible dissipation alors que les particules centrales sont dans le régime de forte dissipation.
Par conséquent, les temps de saturation deviennent indépendants de -y uniquement pour les particules
externes et on observe un saut dans 1’évolution de 74, & la valeur de ¢ correspondant au passage d’un

régime a l'autre, ce qui est effectivement le cas sur la figure IV.18.

On voit donc que le régime intermédiaire s’étend entre 7., €t T5q¢, dont les valeurs sont déterminées
respectivement par 7,,in €t Nmar. Cela nous permet de mieux comprendre pourquoi il est impossible
d’observer ce régime pour les particules externes : en effet, 'amplitude de X(416) est maximale pour

un seul mode s (figure IV.28), ce qui signifie que T¢orr = Tsqr pour ces particules.

Déplétion de la variance pendant la saturation

Le régime de saturation présente, sauf pour les systemes tres amortis, une déplétion de la variance
dont notre modele peut également rendre compte (voir figures IV.13, IV.14 et IV.15, 4 5 s environ). En
effet, on trouve que ce comportement peut étre observé si 7y est suffisamment petit pour que le mode s =
1 soit oscillant. La diminution correspond alors au premier minimum local de I’évolution temporelle de
ce mode apparaissant pour ¢ = 27(w? —~%/4)~/2 (voir figure IV.29). Ce temps correspond également
au s-itme minimum des modes s > 1 dont la fréquence est proportionelle & w; !!. La déplétion de la
variance provient donc de la superposition des minima de tous ces modes. Elle n’est par conséquent
observable que lorsque les modes basses fréquences sont sousamortis et ce, quelque soit la particule 3.

4 97

Dans les systemes périodiques, elle n’apparait pas car elle est “cachée” par le mode s = 0 traduisant
I'invariance par translation. Lorsque on augmente \,, ou E,,, cette déplétion survient a des temps plus
courts puisque w se décale vers les hautes fréquences. Au contraire, augmenter - revient a diminuer w,

et la déplétion apparait plus tard. Il est ainsi possible d’estimer son amplitude & partir de la formule :

2(; 6777r/w1
Odeptn (1) = Z [XLZ,E?)—WL] (Iv.44)

On peut voir sur la figure IV.35 que cette formule prédit une augmentation de dgepep, lorsque || diminue

ou que -y augmente, ce qui est en accord avec nos simulations numériques.

11. En réalité, cela n’est vrai que pour les basse fréquences pour lesquelles la relation de dispersion est linéaire. Ces
modes sont de toutes manieres les plus importants puisqu’ils contribuent d’avantage au déplacement quadratique moyen
que les hautes fréquences.
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FIGURE IV.35 — Oaeptn (i) en fonction de la position de la particule i pour un potentiel SW et

pour deux dissipation différentes : v = 0.1 s~' (points rouges) et v =1 s~ (carrés bleus)

IV.5 Conclusion

Nous avons étudié dans cette partie la diffusion longitudinale de chaines de particules dans des
systemes aux conditions aux limites répulsives et caractérisé tous les régimes de diffusion rencontrés
dans cette configuration. On retrouve ainsi les mémes lois d’échelles que pour les systemes périodiques
pour les régimes balistiques et corrélés, mais le régime de diffusion collective est quant a lui remplacé
par un régime de saturation.

Dans ces systemes, la perte de 'invariance par translation se traduit par des coefficients de transport
pouvant dépendre de la position des particules.

Nous avons également montré que la portée du potentiel de confinement longitudinal jouait un role
trés important. Lorsque le confinement est a courte portée, les coefficients de diffusion et les mobilités
sont indépendants de la position des particules, les temps caractéristiques des différents régimes en
dépendant malgré tout. On retrouve ainsi les résultats théoriques obtenus pour les systemes de “sphéres
dures”.

En revanche, lorsque le potentiel de confinement est a longue portée, les coefficients de transport du
régime corrélé dépendent fortement de la position de la particule.

De méme, les caractéristiques du confinement influence fortement les valeurs de saturation de la
variance. Ainsi, nous avons montré qu'une importante force de confinement peut se traduire para-

doxalement par une augmentation de la diffusion des particules externes.

Enfin, comme pour les systéemes périodiques ou infinis, tous ces comportements peuvent a nouveau
étre expliqués par les modes de vibrations du systeme. La discernabilité des particules complique en
revanche le calcul de ces modes et des méthodes spécifiques analytiques ou numériques doivent étre
employées.

On peut maintenant s’interroger sur le role du confinement transverse. Nous verrons dans la partie
suivante que diminuer l'intensité de ce confinement conduit & une transition du systeme vers une
configuration bidimensionnelle, nommeée transition “zig-zag”. L’approche de cette transition a un effet
non trivial sur les fluctuations transverses des particules, dont la dynamique devient corrélée et sous-
diffusive.
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Chapitre V

Fluctuations transverses et

transition zigzag

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent aux mouvements longitudinaux des particules. Dans
ce chapitre, nous allons cette fois nous focaliser sur les fluctuations transverses. A I'image du confi-
nement Ucl,‘ qui joue un role déterminant sur la diffusion longitudinale dans les systemes CLR, les
fluctuations transverses sont directement reliées a I'intensité du confinement UZ. Toutefois, lorsque la
force de confinement devient suffisamment faible relativement aux composantes transverses des forces
entre particules, la configuration dans laquelle les particules sont toutes alignées n’est plus favorable
énergétiquement et les particules s’organisent alors en quinconce (voir figure V.1). Cette transition
structurale s’appelle la transition “zigzag”. Son origine est purement mécanique. La structure adoptée
par le systeme ne dépend pas de la température et pourra donc étre décrite a basse température.
Toutefois, on peut s’attendre & ce que les fluctuations transverses dépendent de cette structure, que

I’on doit donc caractériser précisément au préalable.

(a) y (b) y
—o—o—o—o—o—o%—o—o—o—o—o—» * * '¢ * * ® ..
° ° ° ° ° °
X ‘ X

FIGURE V.1 — Schéma de la transition zigzag. a) Configuration en ligne. b) Configuration zigzag.

Lorsque le confinement transverse est largement supérieur aux forces entre particules, chaque par-
ticule est indépendante et ses fluctuations transverses sont celles d’une particule isolée dans un puits.
A Tinverse, lorsque le confinement est proche du seuil de transition, les mouvements des particules
deviennent corrélés et la diffusion transverse présente des caractéristiques sous-diffusives en /2, in-
terprétables en termes de diffusion de modes transverses de vibration.

Enfin, lorsque le systéeme a déja transité vers une configuration zigzag, les fluctuations thermiques
peuvent, a suffisamment haute température, lui permettre de permuter entre deux configurations
d’équilibre équivalentes énergétiquement et symétriques par rapport a 1’axe central. Ces permutations
se superposent aux fluctuations des particules autour de leur positions d’équilibre et induisent des

comportements spécifiques de la diffusion des particules, notamment aux temps longs.
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Nous présenterons tout d’abord 1’étude de la transition zigzag et les changements structuraux
qu’elle induit. Cette étude sera menée a basse température, pour que les effets thermiques, perturbant
I’observation des positions d’équilibre soient minimisés. Nous caractériserons ensuite la dynamique
des permutations observées a haute température entre les configurations d’équilibre symétriques. La

derniere partie sera consacrée a 1’étude des fluctuations des positions transverses des particules.

V.1 Transition zigzag a basse température : configurations
d’équilibre

Nous caractérisons dans cette partie les changements de configuration que subit un systeme lors
de la transition zigzag.

V.1.1 A propos de la transition zigzag : état des lieux

Plusieurs études expérimentales ont démontré que des systemes quasi unidimensionnels de parti-
cules en interaction répulsives transitent vers une configuration bidimensionnelle lorsque la densité
dépasse un certain seuil ou que le confinement transverse diminue. La transition “zigzag” a été ob-
servée pour des chaines d’ions confinés dans des piéges de Paul & refroidissement laser [7] ou dans
des pieges magnétiques [71, 31] ou pour des poussieres chargées dans des plasmas [57, 77]. Ces deux
systemes sont soumis respectivement a des interactions inter-particules électriques a longue portée
et électriques écrantées. La transition zigzag est générique des systemes confinés de particules en

interaction répulsive.

La configuration d’équilibre des particules juste apres la transition zigzag varie selon le systeme
considéré.
Pour des systémes infinis, il a été montré analytiquement [28, 30, 70, 69] que la transition est carac-
térisée par le passage d’une a deux chaines de particules disposées en quinconce.
Ce type de comportement est également observé expérimentalement pour des chaines d’ions bou-
clées [7, 9]. La parité joue alors un rdle important : en effet, si le nombre de particules est impair, il
existe forcément une particule surnuméraire. Sheridan a montré numériquement que la présence de ce
défaut induit une transition zigzag différente entre les systémes pairs et impairs : alors que les sys-
témes pairs transitent vers la configuration en double-chaine comme les systéemes infinis, les systémes
impairs transitent vers une configuration d’équilibre “non-uniforme” plus favorable énergétiquement,
dans laquelle quelques particules restent alignées sur ’axe central tandis que les autres adoptent une
configuration en quinconce [79] (voir figure V.2).
En ce qui concerne les systemes CLR, la transition est localisée : une partie seulement des particules du
systeme adopte une configuration en quinconce, tandis que les autres restent alignées sur 1’axe central
du systeme [57, 13, 74, 77, 78] (voir figure V.2). Dans ces études, cette “bulle zigzag” est toujours
annoncée au centre du systeme la ou les densités locales sont les plus fortes. Les particules centrales
sont ainsi toujours les premieres a dépasser le seuil de densité critique et a adopter la configuration en
zigzag. De plus, cette bulle zigzag implique toujours plusieurs particules et il n’a jamais été observé
de configuration dans laquelle une particule isolée sortirait de I’axe central.

Plusieurs études ont montré que pour des systémes infinis de particules confinées par un potentiel
harmonique a température nulle, la transition zigzag peut étre décrite dans le formalisme des transi-
tions de phase du second ordre de Ginzburg-Landau [70, 30, 28, 80], avec comme parametre d’ordre
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FIGURE V.2 — Sheridan, Phys.Scr. 80 (2009) 065502 : configurations d’équilibre numériques

d’une chaine de Niot particules confinées dans un systéme périodique. a) Nior = 45, confi-

guration en chaine. b) Ny = 48, configuration zigzag uniforme. ¢) Niot = 49, configuration
zigzag non-uniforme. La fleche rouge indique le défaut de la structure zigzag.
Melzer, PRE 73 (2006) 056404 : configurations d’équilibre expérimentales d’une chaine de 13

poussieres chargées confinées dans un plasma. L’intensité du confinement transverse par rapport

au confinement longitudinal augmente de gauche a droite.

le déplacement transverse des particules par rapport a l’axe central (y;). Quelle que soit la nature du
systeme et des interactions entre particules, a la transition, la plus petite fréquence propre du systeme
s’annule et un des modes de vibration du systéme devient mou. Cela permet d’en déduire le seuil de
la transition [62, 63, 70, 28, 69].

Lorsque la densité d’un systeme est faible, son énergie E(y) possede un seul minimum, correspon-
dant a la configuration dans laquelle toutes les particules sont alignées sur I’axe central. En revanche,
lorsque la densité augmente, E(y) possede alors deux minima, correspondant aux configurations zig-
zag symétriques par rapport a y = 0. La configuration en ligne devient quant a elle instable. Ce
comportement, ainsi que ’apparition d’'un mode mou dans le systéme, sont caractéristiques d’une
bifurcation fourche. La stabilité de la configuration en ligne avant et apres la transition, ainsi que
I’absence d’hystérésis indiquent que cette bifurcation est surcritique. Il n’est pas surprenant de décrire
cette transition par la théorie des bifurcations car il existe une tres forte analogie entre les bifurcations
et la théorie de Landau des transitions de phase du second ordre. On verra que la position transverse

moyenne (y) obéit bien & I’équation caractéristique d’une bifurcation fourche.
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V.1.2 Observations expérimentales

La transition zigzag a été observée avec notre dispositif expérimental pour les systemes CLR. Ainsi,
lorsque I'on étudie des systémes de 32 billes confinées dans un canal rectiligne de longueur L = 57 mm,
on observe que les billes centrales se placent en quinconce autour de ’axe central lorsque la tension aux
bornes du condensateur est inférieure & 1000 V (voir figure V.3). On peut ainsi observer une “bulle”
zigzag qui disparait au fur et & mesure que ’on augmente la tension Vj appliquée au condensateur. Les
configurations d’équilibre obtenues sont tres proches de ce que I'on observe pour des chaines d’ions

piégés (voir figure V.2), a la différence prés que nos expériences ont été réalisées & température élevée.

R BB RR R R R R BE

FIGURE V.8 — Image d’un canal linéaire de longueur L = 57 mm contenant Nior = 32 billes
chargées pour différentes valeurs de la tension Vo. De haut en bas : Vo = 700, 800, 900, 1000 et
1136 V. La température du systéme est de T = 9 x 10" K (ce qui correspond & une intensité du
bruit A = 500).

Bien que des configurations d’équilibre en zigzag soient observables expérimentalement, notre dis-
positif est mal adapté & une étude précise de cette transition. En effet, il n’existe que deux parametres
de controle nous permettant de faire apparaitre une configuration zigzag expérimentalement : la den-
sité p et la tension aux bornes du condensateur V. La densité peut étre changée facilement en enlevant
ou en ajoutant des billes dans un canal mais seulement de maniere discrete. De plus, lorsque 'on fait
varier la tension Vj, nous changeons simultanément les propriétés du confinement transverse et longi-
tudinal (ou radial et orthoradial) ainsi que celles des forces d’interaction entre billes, ce qui revient &
dire que nous faisons varier simultanément trois parametres de contrdle '. Ainsi, nous ne disposons pas

expérimentalement d’un parametre de controle nous permettant d’explorer contintiment la transition

1. Un montage permettant de changer indépendamment l'intensité des potentiels Uipz¢, Ul et U+ serait envisageable
mais peu commode d’usage.
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zigzag sans modifier les autres parametres du systeme. Nous nous sommes donc limités aux simulations
numériques pour cette étude.

V.1.3 La transition zigzag : une bifurcation fourche
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FIGURE V.4 — a) Positions d’équilibre théoriques (y) en fonction de B (équation (V.3)). Les
courbes rouges en traits pleins représentent les positions d’équilibre stables et les courbes en
tirets les positions d’équilibre instables. b) Positions d’équilibre numériques (|y|) en fonction du
parameétre d’ordre adimensionné € pour un systéme périodique de 32 particules et de longueur

L =60 mm. La courbe en pointillés représente la fonction (|y|) = Cy/—e.

Nous avons vu dans le chapitre II que le mouvement transverse des particules est décrit par
léquation (II.3), que nous rappelons ici :

My; = ZFint(rij)-ey + F-(yi) + Faiss (i) + i (t)
J#i

Pour un systéme périodique, la position moyenne (y) d’une particule est donc donnée par 1’équation :
M) + My (5) = —B(y) + 2Fime (VT2 +4057)) €, (V.1)

Au premier ordre non linéaire en (y), la projection transverse de la force d’interaction est donnée par :

2F it ( 1/p2 + 4<y>2) ey = 4pFuni(1/p)(y) + 8 [0 F},,(1/p) — p° Fint (1/p)] (9)* (V.2)

La valeur moyenne de la position transverse est donc donnée par 1’équation :

M{G) + M~(g) = a1 (y) — a3(y)® (V.3)

les coefficients a; et ag valant
a1 = —B+4pF;n:(1/p) (V.4)
ag =8 [p* Fiy(1/p) = p* Fine(1/p)] <0 (V.5)

L’équation (V.3) correspond a la forme normale d’une bifurcation fourche ?. Les positions d’équilibre

2. Avec un léger abus de langage. Au sens strict, le systéme dynamique (V.3) correspond & un espace de phase a deux
dimensions. 1l resterait a réduire la dynamique a la seule variété centrale pour obtenir exactement la forme normale de
la bifurcation fourche.
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(y) sont obtenues pour (y)(a; + a3(y)?) = 0. On trouve ainsi :
{y) =0 Va, et Vas (V.6)

(yy ==£4/— lorsque a; > 0 (V.7

D’apres 'équation (V.4) définissant le coefficient aq, la bifurcation survient lorsque le parametre de
controle atteint la valeur critique 8 = 8,,(0) = pFin:(1/p). Le seuil de transition f3,,(0) sera désigné
comme le seuil de transition “mécanique” du systeme. On notera l’écart adimensionné a cette valeur
critique € = 3/8,.(0) — 1. Ainsi, & T = 0, la position d’équilibre (y) = 0 est stable lorsque § > 3..(0)
(e > 0) et instable pour § < $,,(0) (e < 0), comme cela est représenté sur la figure V.4 a). Par
conséquent, lorsque 8 = 3,.(0), le systeme transite de la position d’équilibre (y) = 0 vers (y) =
+y/—ay/az o< /—€°. La figure V.4 b) représente les valeurs numériques de (|y|) en fonction de e pour
un systéme périodique pair de 32 particules. Le parameétre d’ordre (|y|) est bien proportionnel & la

racine carrée de ’écart au seuil.

V.1.4 Configurations d’équilibre

Nous caractérisons dans cette partie les changements structuraux survenant dans les systémes

périodiques ou CLR lors de la transition zigzag.

V.1.4.1 Systémes périodiques

Nous disposons de deux parametres de controle nous permettant d’observer la transition zigzag

dans les systemes périodiques :

e la densité p
e le rapport de l'intensité du confinement transverse sur l'intensité des interactions entre parti-
cules : 3/p?Ey

En pratique, nous nous sommes interessés a ’apparition de cette transition lorsque 'on fait varier

en gardant Ej constant. La parité du systéme joue un role important.
8§ Nombre pair de particules

La figure V.5 représente les configurations d’équilibre obtenues lorsque 8 diminue pour un nombre
de particules N,: pair.
A fort confinement, les particules sont toutes alignées sur I'axe y = 0. Lorsque S devient inférieur
a la valeur seuil, les particules sortent toutes de cet axe et s’organisent en deux chaines de Ny, /2
particules, telles que (y) = £v. On qualifiera cette structure de configuration en double-chaine. La
distance a laxe (y) augmente au fur et & mesure que l'intensité du confinement transverse baisse.
Lorsque [ continue a décroitre, on voit apparaitre une déformation au sein des deux chaines. En
effet, pour certaines particules 7, (y;) augmente alors qu’il diminue pour les autres. On obtient ainsi
des positions d’équilibre en forme de “lentille” : la distance & laxe (y;) dépend de la particule i et

(yi) # 0 Vi.

Finalement, cette configuration évolue vers une “bulle” zigzag localisée dans la chaine : une partie

3. car a1 = —f3:-(0) e.
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FIGURE V.5 — Positions d’équilibre (y) en fonction de (x) en mm pour un systéme périodique de
32 particules, de longueur L =60 mm et & T = 10° K. L’intensité du confinement  diminue de
haut en bas et de gauche a droite. L’écart au seuil vaut e = 0.004, —0.02, —0.04, —0.05, —0.07,
—0.11, —0.48, —0.78 et —0.93. Le seuil de transition mécanique vaut 3.,(0) = 5.82x107* kg.s72

pour ce systeme.

seulement des particules adoptent une configuration en quinconce tandis que les autres retournent
sur 'axe y = 0, ce qui la différencie de la configuration en lentille dans laquelle toutes les particules
sortent de axe. Cette bulle grossit et s’allonge au fur et & mesure que § diminue, ¢’est-a-dire que (y;)
augmente ainsi que le nombre de particules constituant la bulle. Finalement, celle-ci finit par occuper

tout le systeme et on se retrouve alors a nouveau avec deux chaines identiques.

§ Nombre impair de particules

Voyons maintenant comment s’effectue la transition dans les systémes impairs. On peut voir sur
la figure V.6 que contrairement aux systemes pairs, la configuration en double-chaine n’est jamais
observée. Ainsi, le systéme transite directement de la configuration purement uni-dimensionnelle & celle
en forme de “lentille”. Celle-ci évolue ensuite en “bulle” zigzag de la méme maniere que précédemment,

en se condensant en un endroit, puis en grandissant jusqu’a envahir la totalité du systeme.

Les systemes impairs sont frustrés lors de la transition zigzag. La particule surnuméraire peut étre
considérée comme un défaut [79] dont le surcotit énergétique non négligeable rend la configuration en
“lentille” plus avantageuse que la configuration en double-chaine. Notons que ce défaut est observable

pour un treés faible confinement (voir la derniére figure de V.6).
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FIGURE V.6 — Positions d’équilibre (y) en fonction de (x) en mm pour un systéme périodique de
33 particules, de longueur L =60 mm et a T = 10° K. L’intensité du confinement  diminue de
haut en bas et de gauche a droite. L’écart au seuil vaut e = 0.021, 0.002, —0.017, —0.023, —0.06,
—0.12, —0.50, —0.87 et —0.97. Le sewil de transition mécanique vaut B.,(0) = 6.86 x10™* kg.s72

pour ce systeme. On remarquera la présence d’un défaut sur la figure en bas & droite.

Lorsque I'on observe une “bulle” zigzag dans le systeme, celle-ci présente une dynamique complexe
et se déplace le long de la chaine de particules. Plus la température T est élevée et plus son mouvement
est important. Ainsi, une particule donnée peut n’appartenir a la bulle zigzag que pendant un temps
At inférieur a la durée de la simulation. La dynamique de la bulle dans le systéme est une étude que
nous n’avons pas menée dans le cadre de cette these.

V.1.4.2 Systemes CLR

Intéressons nous maintenant aux systemes CLR. Nous avons désormais trois parametres de controle
nous permettant d’obtenir des configurations zigzag :

e la densite p
e le rapport de I'intensité du confinement transverse sur l'intensité des interactions entre parti-
cules : 3/p?Ey

e le rapport de I'intensité du confinement longitudinal sur I'intensité des interactions entre parti-
cules : Fy,/Ey

Comme pour les systéemes périodiques, nous nous focaliserons sur le parametre 5 pour étudier la
transition. Nous distinguerons cette fois deux types de systémes : les systémes avec un confinement a
courte portée, de type HW ou SW et ceux avec un confinement a plus longue portée.



V.1. TRANSITION ZIGZAG A BASSE TEMPERATURE : CONFIGURATIONS D’EQUILIBRE 127
0.10 0.10 0.10
£ 005 £ 005 £ 005
£ £ £
- 000 - 000 - 000
A A A
> > >
v _005 v _005 vV 005
-0.10 -0.10 -0.10
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
<X> (mm) <X> (mm) <X> (mm)
04 1.0 1.0
£ 02 £ 05 £ 05 11
£ £ \ E 20
r o0 T 00 Il < 00pessnsessssans?| || nume
o -02 > o5 v 2 o5 ollfe
- -0 obo
~04
0 10 20 30 40 50 60 1% 0 20 30 40 50 60 1090 20 30 40 50 0
<X> (mm) <X> (mm) <X> (mm)

FIGURE V.7 — Positions d’équilibre (y) en fonction de {x) en mm pour un systéme CLR de 33
particules, de longueur L = 60 mm et a T = 10® K. Le confinement longitudinal est de type
HW : Xy = 048 mm et E,, = 0.0095E. L’intensité du confinement transverse 3 diminue de
haut en bas et de gauche a droite. L’écart au seuil vaut e = 0.002, —0.005, —0.008, —0.044, —0.08

et —0.22. Le seuil de transition mécanique vaut B.,(0) = 6.07 X 107 kg.s2 pour ce systéme.

8§ Confinement longitudinal a courte portée

Ces systemes sont les plus proches des systemes périodiques car nous avons vu dans le chapitre IV
que leur densité est homogene, a I’exception des deux particules aux extrémités. Dans ces systémes, les
particules passent d’une configuration d’équilibre uni-dimensionnelle a la configuration en “lentille”,
puis a la configuration en bulle. Celle-ci peut étre située n’importe ou au sein de la chaine et se
déplace le long de la chaine. La configuration en double-chaine n’est jamais observée et ce, méme
pour un nombre de particules pair. La transition zigzag d’un systéme avec un confinement HW est
représentée sur la figure V.7. On peut noter sur les configurations d’équilibre correspondant aux plus
faibles valeurs de 3 que la bulle zigzag est excentrée, ce qui indique que la bulle peut se déplacer dans
le systeme.

§ Confinement longitudinal a longue portée

Nous avons vu que ces systemes présentent des hétérogénéités de densité importantes, les particules
centrales étant plus proches de leurs voisines. La transition se traduit cette fois par 'apparition
immédiate d’une bulle zigzag au centre du systeme, les configurations en double-chaine ou en “lentille”
n’étant jamais observées. Cette bulle est ancrée au centre de la chaine et ne se déplace plus du tout,
méme a haute température. En effet, il est plus favorable énergétiquement qu’elle apparaisse la ou
les densités locales sont les plus fortes. Ainsi, le confinement LR fixe la bulle zigzag et supprime sa
translation le long de I’alignement.
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FIGURE V.8 — Positions d’équilibre (y) en fonction de (z) en mm pour un systéme CLR de 33
particules, de longueur L = 60 mm et ¢ T = 10? K. Le confinement longitudinal est de type LR :
Aw = 15 mm et B, = 0.1Ey. L’intensité du confinement transverse 8 diminue de haut en bas et
de gauche a droite. L’écart au seuil vaut e = 0.001, —0.001, —0.027, —0.18, —0.28 et —0.49. Le

seuil de transition mécanique vaut B:.(0) = 2.10 x 10723 kg.s2 pour ce systéme.

V.2 Influences des fluctuations thermiques : permutations entre

états symétriques

Nous avons dans la partie précédente montré que la transition zigzag est une bifurcation fourche
surcritique et décrit les changements structuraux qui surviennent lors de cette transition. Voyons
maintenant quel est 'effet du bruit thermique sur un tel systeme.

V.2.1 Bifurcations a température non nulle : état des lieux

<y>

e<l e>1

Bz2(T) B22(0)
B

FIGURE V.9 — Evolution du paramétre d’ordre (y) en fonction du paramétre de contréle B pour

T = 0 (courbes rouges) et T # 0 (courbe bleue). B..(T) désigne le seuil de transition “thermique”.

Plusieurs études ont montré que I’évolution du parametre d’ordre en fonction du parameétre de
controle est modifiée en présence de fluctuations thermiques. En particulier, la valeur du parameétre
de contréle pour laquelle le parametre d’ordre devient non nul, se décale lorsque la température
augmente [59, 1] (voir figure V.9). On notera 8,.(T) ce seuil de transition “thermique”.
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Plus fondamentalement, c’est la notion méme de bifurcation qui est remise en cause en pré-
sence d'un bruit thermique. En effet, alors que le systeme peut explorer deux situations distinctes
a température nulle [ < 3,,(0) et 8 > B,,(0)], il en existe une troisieme & température non nulle
[8:2(T) < B < B..(0)]. Deés lors, le terme de bifuraction ne désigne plus le méme phénomene puisqu’il

ne s’agit plus d’'un passage net entre les deux états existant a température nulle.

Lorsque 5..(T) < 8 < B.-(0), le systéeme posséde deux minima d’énergie. Néanmoins, les fluctua-
tions thermiques permettent au systeme de transiter entre ces deux minima. On parle dans ce cas
de “région de bifurcation” [1, 59] ou de “meso-état” (“mesostate”) [83]. On distinguera deux compor-
tements dans cette région : proche du seuil de transition mécanique, la barriere d’énergie entre les
deux minima est trés petite et le systeme passe de I'un a 'autre continiiment. A l'inverse, plus proche
du seuil de transition thermique, le systeme présente deux dynamiques caractéristiques : celle de la

diffusion dans un puits et celle de la transition entre les deux puits.

Si le seuil de transition “mécanique” f3,,(0) peut étre déterminé en minimisant 1’énergie du systeme
ou en déterminant pour quelle valeur de § apparait le mode mou [62, 63, 70, 28, 69], il est beaucoup
plus difficile expérimentalement de trouver la valeur de f,,(T). En effet, la courbe d’évolution du
parametre d’ordre en fonction du parametre de controle ne présente pas de singularité a 8 = 5, (T),
en présence de fluctuations thermiques. Il est d’usage de déterminer le seuil S3,,(T") en considérant
le point d’inflexion de la courbe d’évolution de (y) en fonction de S [2]. Nous proposerons dans la

section V.6 une méthode plus précise pour déterminer ce seuil.

V.2.2 Histogrammes de positions et transitions entre états symétriques

Considérons les positions transverses de la particule centrale appartenant a une bulle zigzag dans
un systeme confiné par un potentiel a longue portée, pour différentes valeurs de notre parametre de
controle S (figure V.10). Les histogrammmes des autres particules de la bulle présentent les mémes

comportements et ce, quel que soit le systéme considéré. On peut les répartir en quatre catégories :

e Lorsque > f,.(0), les histogrammes de positions sont gaussiens et centrés en 0, comme sur
les figures V.10 a) et b). La largeur de la gaussienne est d’autant plus grande que 3 est petit.

e Lorsque 3..(T) < B8 < B..(0) et que € est petit, on observe un histogramme non gaussien centré
en 0 (figure V.10 c)).

e Lorsque 3..(T) < 8 < 8..(0) et que € augmente, on observe deux gaussiennes centrées sur +v,
la valeur de v augmentant au fur et & mesure que 5 diminue (figures V.10 d) et e)).

e Lorsque 8 < B,.(T), on obtient une seule gaussienne légerement asymétrique, centrée sur v ou
sur —v (figures V.10 f)).

Les histogrammes V.10 a) et b) présentant un seul pic gaussien centré en 0 montrent que chaque
particule fluctue autour de sa position d’équilibre, y = 0. L’amplitude des fluctuations augmente
lorsqu’on s’approche de 3,.(0). L’histogramme V.10 ¢) correspond & un systéme transitant fréquem-
ment entre ses deux états d’équilibre, ce qui se traduit par un seule pic mais non gaussien, centré
en 0. Les histogrammes V.10 d) et e) présentant deux gaussiennes symétriques par rapport & l'axe
y = 0 prouvent quant a eux qu’a température non nulle, le systeme a la possibilité de transiter entre
deux configurations d’équilibre équivalentes. Les deux gaussiennes étant ici bien distinctes, ces his-
togrammes correspondent a des systemes dans lesquels les transitions entre états sont relativement
rares. Finalement, lorsque 8 < 8,.(T), la distribution des positions transverses des particules dans
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la bulle zigzag est représentée par une seule gaussienne, excentrée par rapport a I’axe central, ce qui
traduit le fait que le systeéme est alors piégé dans un de ses états symétriques (histogramme V.10 f)).

Dans ce cas, deux particules voisines présentent des histogrammes symétriques par rapport a y = 0.

Les quatre types d’histogrammes de positions présentés ici pour un systéme avec un confinement
a longue portée sont observables pour tous les systémes étudiés. En effet, méme si les configurations
d’équilibre different, comme nous ’avons vu dans la partie précédente, chaque type de systéeme pré-
sente toujours deux états symétriques apres la transition. Par conséquent, les transitions entre états

symétriques dues aux fluctuations thermiques sont toujours observables.
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FIGURE V.10 — Histogrammes des positions transverses de la particule i = 0 pour un systéme
CLR de 33 particules, de longueur L = 60 mm et a T = 10" K. v = 10 s~'. Le confinement
longitudinal est de type LR (Aw = 15 mm et E, = 0.1Ep). a) e = 1.05. b) e = 0.014. ¢)
e = —0.0003. d) e = —0.007. ¢) e = —0.012. f) e = —0.027. Les figures en insertion permettent
de situer € par rapport aux seuils de transition thermique et mécanique. Les seuils de transition
mécanique et thermique valent respectivement B.,(0) = 2.10 x 1072 kg.s™2 et B..(T) = 2.07 x

1073 kg.s72 (e = —0.016). Les courbes noires en pointillés sont des gaussiennes.
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V.2.3 Trajectoires des particules
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FIGURE V.11 - Evolution temporelle des positions transverses des particules centrales y;(t) en
mm pour un systéme CLR de 33 particules, de longueur L = 60 mm et pour différentes valeurs
du confinement (3. Le confinement longitudinal est de type LR (Aw = 15 mm et E,, = 0.1Ejp).
T = 10" K et v = 10 s71. Courbe rouge : i = 0, ordonnée & gauche. Courbe bleue : i = 1,
ordonnée a droite. De haut en bas : ¢ = 0.13, 0.001, —0.0003, —0.012, —0.016 et —0.39. Le seuil
de transition thermique vaut B..(T) = 2.07 x 1073 kg.s7? (e = —0.016). Les droites noires en
pointillés correspondent a l'axe y = 0 pour chaque particule. On notera que les trajectoires de la

premiére figure sont centrées en 0, a l'inverse de celles de la derniére.
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La figure V.11 représente ’évolution des positions transverses des particules centrales en fonction
du temps y;(t) pour un systéme avec un confinement longitudinal tel que A, = 15 mm et E,, = 0.1E,
et pour différentes valeurs du confinement 3. La encore, on retrouve ces comportements pour tous les
types de systémes.

Pour un confinement fort (e = 0.13), les trajectoires des particules sont décorrélées et centrées autour
de leur position d’équilibre y = 0.

Lorsque le confinement transverse diminue (e = 0.001), on observe que les mouvements transverses de
particules voisines deviennent corrélés (en opposition de phase), bien que l'on soit au-dela du seuil de
transition ,,(0) et que les particules soient toujours disposées en ligne. Nous y reviendrons dans le
paragraphe V.3.2.

Pour e = —0.0003, le systeme est en configuration zigzag et pourtant, les trajectoires sont presques
semblables a des oscillations. Les transition entre états symétriques se font sans a-coups, les particules
permutant leurs positions d’équilibre en restant corrélées. On est alors dans la “région de bifurcation”.
Pour e = —0.016 et —0.012, les trajectoires présentent cette fois des “créneaux”, traduisant une transi-
tion tres brusque. Les permutations sont d’autant moins fréquentes et les créneaux d’autant plus raides
que 8 — B,.(T)*. Finalement, pour ¢ = —0.39, deux particules centrales voisines ont des positions

d’équilibre symétriques et diffusent autour de ces positions. Il n’y a plus de transition, ce qui signifie

que 8 < B..(T).

V.2.4 Temps caractéristiques de transition entre états symétriques

Grace aux histogrammes et aux trajectoires transverses, nous avons montré l’existence de transi-
tions entre états symétriques du systéeme en présence de fluctuations thermiques. Il est maintenant
essentiel de décrire la dynamique de ces transitions et de déterminer leurs temps caractéristiques.
Ceux-ci permettent en effet de comprendre comment 1’évolution du parametre d’ordre en fonction
du parameétre de contrdle est modifiée & température non nulle (partie V.3.1) et pourquoi la variance

transverse dépend fortement de la dynamique des transitions lorsque 5., (T) < 8 < 5..(0) (partie V.4).

ke T > AE ke T < AE

FIGURE V.12 - Schéma représentant l’énergie du systéme, avant ou apres la transition zigzag.

Lorsque 8 < f,,(0), le systeme possede toujours deux configurations d’équilibre symétriques par
rapport a son axe central et de méme énergie F,,. Ces deux états sont les minima d’un double-puits
de potentiel et sont séparés par une barriere d’énergie AFE. La hauteur de barriere dépend de I’écart
au seuil € et est donnée par la différence d’énergie entre la configuration uni-dimensionnelle F1p et la

configuration zigzag, soit

AE(E) =FEp—-E.. (6) (V8)
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Nous avons calculé les valeurs de AFE pour différents valeurs de e grace aux positions d’équilibre
obtenues numériquement *. On voit sur la figure V.13 a) que la hauteur de barriere AE croit lorsque

€ diminue.

Pour qu’un systeme puisse transiter entre ses deux minima d’énergie, I’énergie thermique kg7 doit
étre supérieure a la barriere d’énergie AFE entre les deux minima, comme schématisé sur la figure V.12.
Puisque AE(e) augmente lorsque e diminue, 1’énergie thermique devient inférieure & AFE lorsque
diminue suffisamment et les particules se retrouvent alors piégées dans I'un des deux états du systeme.
Cette valeur critique du parametre de controle correspond au seuil de transition “thermique’ 3., (7).

La dynamique des transitions entre états symétriques observées pour S,.(T) < 8 < (..(0) dé-
pend de Pécart au seuil §,,(0). Lorsque le rapport AE/(kgT) < 1 (8 — 5..(0)7), les fluctuations
thermiques sont suffisamment fortes pour permettre au systéme de franchir sans difficulté la barriere
d’énergie. Meunier et collaborateurs ont montré que la dynamique du systéme est alors comparable a
celle que ’on observe avant la transition, lorsque le systeme ne possede qu’un minimum d’énergie. On
peut donc assimiler le mouvement des particules a une oscillation dans un seul puits de potentiel. Le
temps caractéristique de cette “oscillation” 7 est tel que [59]° :

I(1/4) yMB..(0)'/?
™ =

V= V.
23/ (kpTlag|)3/* ‘ (V-9)

Les temps caractéristiques donnés par cette relation sont de ’ordre de la seconde pour les valeurs des

parametres correspondant a la figure V.19.

Lorsque I’on s’éloigne du seuil de transition mécanique, la hauteur de barriere AF augmente petit &
petit et les permutations entre états symétriques se font de plus en plus rares. Lorsque AE/(kgT) > 1,

le temps de résidence moyen dans chacun des puits est alors donné par le temps de Kramers [45] :

B ﬁmm AE
= Bzz(o) - 5 P (kBT)

Il est possible de calculer les valeurs des temps de Kramers & partir des valeurs de AFE numériques

(V.10)

déterminées précédemment. On voit dans le tableau V.1 qu’ils divergent tres rapidement lorsque le
parametre de controle s’éloigne du seuil de transition mécanique 53, (0). D’apres la théorie de Kramers,
la densité de probabilité des temps de saut P(7sqy:) est donnée par la loi de Poisson :

1 Ts

P(Tsqut) = — exp (—W) (V.11)
TK TK

La figure V.13 b) représente la distribution des temps de résidence que nous avons mesurés numéri-

quement pour € = —0.029 (8 = 2.065 x 1073 kg.s_Q). On voit que celle-ci est tres bien représentée

par une loi de Poisson dont le temps de Kramers caractéristique vaut 7 = 550 s~!, ce qui est en bon

accord avec le temps de 993 s~! calculé analytiquement.

Il est important de bien faire la distinction entre ces deux types de transitions. En effet, le forma-

lisme de Kramers ne s’applique pas aux transitions fréquentes, observées lorsque AE < kgT et n’est

4. Toutes les interactions ont été prises en compte pour calculer les énergies E1p et E .. En particulier, les interactions
entre seconds voisins sont essentielles & la stabilité des configurations bidimensionnelles en lentille ou en bulle. Si 'on
ne consideérent que les interactions plus proches voisins, ces structures ne sont pas stables.

5. Le temps proposé dans l’article de Meunier et Verga [59] est adimensionné. Les unités sont M~/B..(0) pour le

temps, \/B:2(0)/|as| pour la longueur et 02 = 2kpT|as|/B:-(0)? pour amplitude du bruit thermique.
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FIGURE V.13 - a) Barriére énergétique entre états symétriques AE en nJ en fonction de l’écart
au seuil de transition € = /B..(0) — 1. La courbe noire en pointillés représente la fonction
Yy = oz(—w)2 avec o = T7.4. b) Densité de probabilité des temps de résidence dans chaque état
symétrigue P(Tsqut) en s~ '. La courbe noire en pointillés représente la fonction (V.11) pour un

temps de Kramers de T = 550 s.

valable que pour AE > kpT. Inversement, la formule (V.9) n’est vraie que pour AE <« kgT. Le

changement de régime se fait pour € ~ 0.61/2|az|kpT/B.-(0)2. On obtient un changement de régime

pour € = 1073 pour les systemes périodiques.

¢ —0.079 | —0.027 | —0.016
AE/(kgT) | 51 12 6
T (3) 1022 10° 993

TABLE V.1 — Temps de Kramers Tk et hauteur de la barriére d’énergie adimensionnée AE /kgT

pour différentes valeurs de e et pour T = 10! K.

V.3 Parametre d’ordre et corrélations transverses

Nous venons de voir que les fluctuations thermiques rendaient possibles les transitions entre les
deux configurations d’équilibre équivalentes d’un systeme. Comment ces transitions affectent-elles le
parametre d’ordre du systéme ? Pourquoi ces transitions décalent-elles le seuil de transition apparent

du zigzag?

V.3.1 Moyenne temporelle et parametre d’ordre

Un parametre d’ordre possible pour notre systeme est la moyenne des positions transverses des
particules (y). Cette moyenne (.) désigne en principe une moyenne d’ensemble. Néanmoins, expéri-
mentalement, celle-ci est remplacée par une moyenne temporelle effectuée sur un temps ., fini. Pour
que cette hypothese ergodique soit 1égitime, le systeme doit avoir le temps d’explorer suffisamment de

configurations pendant la durée de ’expérience T;,;.

Il a été montré que la transition zigzag est associée a I’apparition d’un mode de vibration transverse
mou dans le systeme [62, 63, 70, 28, 69]. Etant donné que la fréquence de ce mode tend vers 0 lorsque
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B — B227(0), la période d’oscillation Tj,,, associée & ce mode diverge. Pour satisfaire I’hypothése
ergodique, la durée de la simulation T},; devrait étre supérieure a T}y -

A Dinverse, lorsque 22(T) < 8 < $2z(0), la dynamique des particules est essentiellement controlée
par le temps de passage entre les deux états symétriques du systeme. Or, celui-ci tend vers zéro lorsque
B — Bzz~(0) puisque la barriere de potentiel AFE disparait petit & petit (voir formule (V.9). Le
systeme transite donc de plus en plus facilement entre leurs positions d’équilibre symétriques. Ainsi, si
T:m < tmoy, le parametre d’ordre (y) sera nul bien que le systeéme ait déja transité vers la configuration
zigzag (voir figure V.14). Pour obtenir un parametre d’odre non nul, il faudrait donc que la durée de
la simulation soit inférieure au temps de saut.

2.0 2.0
151 ] 15H{(D) :
1.0 E 1.0 3
£ g 1 g g ]
£ 0.5 E 0.5
—  0.0f eee eee 1 — 00f Wv‘\umvﬂm ]
A =
> -05] 1 % -05; 1
-1.0¢ E -1.0¢ E
-15¢ E -15¢ E
-20 L L L L L -20 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
<x> (mm) x(t) (mm)

FIGURE V.14 — Systéme CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. ¢ = —0.018. a)
Positions d’équilibre (y) en fonction de (x) en mm. b) Positions “instantanées” y(t) en fonction

de x(t) en mm.

Ainsi, pour obtenir un bon parametre d’ordre & température non nulle, ¢’est-a-dire pour que (y) =0
lorsque 8 > f..(0) et que (y) # 0 lorsque 8 < 5..(0), il faut que

® tmoy > Tmou, sachant que T),0, — 00 lorsque § — Bzz71(0).
® tmoy < Tum, sachant que 7p; — 0 lorsque 5 — Bzz~(0).

Ces deux contraintes contradictoires mettent en évidence le fait que, pres de la transition mécanique
B.2(0), les moyennes temporelles sont forcément biaisées, ce qui modifie 1’évolution du parametre
d’ordre par rapport au parametre de controle. En particulier, lorsque la deuxiéme condition n’est pas
respectée, (y) garde une valeur nulle tant que 'on moyenne sur une durée supérieure au temps de
passage, ce qui explique pourquoi le seuil de transition apparent se décale en présence de fluctuations
thermiques.

V.3.2 Corrélations transverses : un parametre d’ordre possible ?

La plupart des études consacrées a la transition zigzag prennent comme parametre d’ordre la valeur
moyenne des positions transverses (y;). Si ce choix est adapté aux systémes a température nulle, nous

venons de montrer qu’il ne I’est pas a température non nulle.
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FIGURE V.15 — Fonction de corrélation de paires (y:yi+1) en fonction de l’écart au seuil € pour
un systeme CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. Le confinement est de type LR
avec My = 15 mm et E,, = 0.1Ey. Courbe rouge : i = 13, T = 10** K. Courbe bleue : i = 0,

T = 10" K. Courbe verte : i =0, T = 10> K. La droite noire en pointillés représente la fonction

ﬁ = 5zz(0)

On peut alors se demander si la fonction de corrélation de paires (y;y;+1) ne serait pas un meilleur
candidat. En effet, les transitions entre états symétriques ne devraient pas modifier la valeur de la
fonction de corrélation puisque les positions transverses de deux particules voisines y; et y;41 ne
sont que permutées lors d’une transition. La figure V.15 représente la valeur de cette fonction de
corrélation en fonction de I’écart au seuil € pour un systéme confiné au confinement de type LR. Pour
deux particules extérieures & la bulle zigzag, on obtient toujours (y13y14) = 0, ce qui signifie qu’il n’y
a pas de corrélations entre les particules ¢ = 13 et i = 14. A l'inverse, pour deux billes centrales i = 0
et i = 1, (yoy1) devient négative aux environs de ¢ = 0 et sa valeur diminue au fur et & mesure que
Pécart au seuil augmente, les positions d’équilibre transverses s’écartant alors de 'axe central. (y;y;+1)

semblerait donc avoir les caractéristiques d’un bon parametre d’ordre.

Néanmoins, on voit sur la figure en insertion que (yoy1) prend une valeur non nulle avant le seuil
de transition mécanique 3..(0) et ce, quelle que soit la valeur de la température. Ces corrélations
apparaissent sur la figure V.11 correspondant & ¢ = 0.001, ou l'on voit que les particules voisines
bougent en opposition de phase. Par conséquent, les corrélations entre les positions transverses existent

avant le seuil 3,.(0). La fonction (y;y;+1) ne peut donc faire office de parametre d’ordre.

L’existence de corrélations avant le seuil de transition est toutefois tres intéressante car il faut se
rappeler que ce sont ces corrélations qui sont a ’origine de la diffusion anormale observée dans les
systemes CLR. On peut donc se demander si ces corrélations vont influencer la diffusion transverse,
comme elle 'avaient fait pour la diffusion longitudinale. En particulier, va-t-on observer un régime

corrélé dans I’évolution temporelle de la variance transverse 7
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V.4 Evolution de la variance transverse des particules

L’évolution de la variance transverse des particules est tres similaire dans les systemes périodiques

et dans les systemes CLR. Nous traiterons donc les deux types de systémes conjointement.

V.4.1 Avant la transition mécanique : 5 > ..(0)

0.00200 0.010
0.00150 H 0005 /\W—-—-
0.00100} ’ )
’“ L —_~ *n
<C 0.00070 £ 0002 <4
£ 0.00050 g b3
= < 0001t ¥
< 0.00030F A »
3 0.00020} 3 5x1077¢
0.00015} B
2x1074F
0.00010+
1x1074F
0.01 . 1 10 0.01 0.1 1 10
temps (s) temps (S)

FIGURE V.16 — a) Evolution temporelle de la variance transverse (Aya(t)) pour un systéme
CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel longitudinal est de type LR
Pw =15 mm et By = 0.1F). v = 10 s et T = 10" K. € = 0.54 (courbe rouge), ¢ = 1.05
(courbe verte) et e = 2.07 (courbe bleue). Le seuil de transition mécanique vaut f3..(0) = 2.10 x
1073 kg.s72 pour ce systéme.

b) Ewvolution temporelle de la variance transverse (Ay?(t)) pour un systéme périodique de 32
particules et de longueur L = 60 mm. v = 1 s+ et T = 10" K. € = 0.48 (courbe rouge),
€ = 0.85 (courbe verte) et € = 1.22 (courbe bleue). Le seuil de transition mécanique vaut 8;-(0) =
5.82 X 1074 kg.s72 pour ce systéme.

La droite noire a pour équation (Ay?(t)) = (kT /M)t>.

Les particules sont toutes alignées sur 1’axe central et on peut voir sur la figure V.16 que ’évolution
du déplacement quadratique moyen est typique d’une diffusion dans un puits de potentiel : (Ay?(t))
présente un régime balistique en ¢? aux temps courts puis sature aux temps longs, apres quelques
oscillations, dont 'intensité et le nombre dépendent de la valeur du coefficient de dissipation ~y (voir
annexe A).

Le régime balistique et le régime de saturation sont observés systématiquement, quelle que soit
I'intensité du confinement transverse 8 ou la particule i considérée. Le régime balistique est complete-
ment indépendant de (8 et de i et son préfacteur vaut toujours H = kgT /M. Le régime de saturation
est lui aussi toujours observable® mais la valeur de saturation (Ay?(co)) dépend quant a elle de .
Dans le cas des systemes CLR, elle dépend également de la particule 4. De maniere générale, (Ay?(c0))
diminue lorsque 8 augmente (figure V.16).

Lorsque 8 diminue et tend vers le seuil de transition mécanique 5..(0), on observe petit & petit
Papparition d’un régime corrélé.
Dans les systemes périodiques, ce régime apparait quelle que soit la particule car la transition zigzag
mobilise toutes les particules (voir partie V.1.4.1). Les figures V.17 c) et e) présentent ainsi un régime

corrélé en v/t s’étendant sur deux décades lorsque 1’écart au seuil € est inférieur & 10~2. Cependant,

6. Excepté lorsque 8 = B..(T).



138 CHAPITRE V. FLUCTUATIONS TRANSVERSES ET TRANSITION ZIGZAG

_ 1x107%F 1x10-5F
NE -6 Ng -6
3 5x107 6} E 5x107°°}
& ~
z Y
vV 1x107%} Vo 1x1076F
5x1077} 5x 1077
* L L L L L L L L L L L L
0.1 05 1.0 50 100 50.0 0.1 05 1.0 5.0 10.0 50.0
temps (s) temps (s)

1x107°
Ng 6
£ 5x10
A
Ey
vV 1x10°8
5x1077
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
temps (s) temps (s)

_ 1x107°%¢ 1x10°5
& -6L e -6
E 5x10 £ 5% 10
NA A
> o
a =)
vV 1x10° 6t vV o 1x10°°

5x1077} 5x1077

*
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100

temps (s) temps (s)

FIGURE V.17 — Evolution temporelle de la variance transverse (Ay>(t)) pour un systéme pé-
riodique de 30 particules et de longueur L = 60 mm. T = 107 K. ¢ = 0.1 (courbe rouge),
e = 0.01 (courbe verte) et ¢ = 0.001 (courbe bleue). Le sewil de transition mécanique vaut
B:-(0) = 4.05 x 107 kg.s™2 pour ce systéme. Colonne de gauche : simulations numériques, co-
lonne de droite : calculs analytiques. La droite noire en pointillés est de pente 1/2 et en tirets

pente 1.
a)etb)y=1s" . ¢c)letd)y=10s"".¢)etf)vy=060s".

comme pour la diffusion longitudinale, ce régime corrélé peut aussi se traduire par un régime de
diffusion linéaire lorsque -y est petit, le coeflicient de diffusion effectif dépendant des interactions entre

particules (figure V.17 a)).

Dans les systemes CLR, seules les particules centrales faisant partie de la bulle zigzag présentent
également ce régime corrélé. La variance transverse des billes externes reste quant a elle caractéristique
de la diffusion d’une particule diffusant dans un puits quadratique. Le régime sous-diffusif en v/t est
observable sur deux décades pour les billes centrales lorsque € < 1072, alors que I’évolution de la

variance transverse des particules externes est quasiment indépendante de § (figure V.18 g)).
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FIGURE V.18 — Evolution temporelle de la variance transverse (Ay,-2 (t)) pour un systéme CLR de

33 particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel longitudinal est de type LR (A =15 mm

et By = 0.1Fp). v = 10 s! et T = 10" K. Colonne de gauche :

calculs analytiques. La droite noire en pointillés est de pente 1/2 et celle en

colonne de droite :

stmulations numériques,

tirets de pente 1. i = 15 (courbe verte), 13 (courbe bleue), 11 (courbe rouge), 9 (courbe orange),

7 (courbe jaune), 5 (courbe violette), 3 (courbe noire) et 1 (courbe grise). Le seuil de transition

mécanique vaut B.(0) = 2.10 x 1073 kg.s~2 pour ce systéme.
a) et b) e=0.54, ¢) et d) e =0.024, ¢) et f) e =0.014, g) et h) ¢ = 0.003.
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L’existence d’un régime corrélé est cohérente avec la figure V.15, qui mettait en évidence la présence
de corrélations entre les positions transverses des particules avant ’apparition d’une configuration bidi-
mensionnelle. Ce résultat prouve que ce sont bien les corrélations qui sont responsables de I’apparition
de ce régime de diffusion anormale. L’impossibilité de croiser une particule voisine, bien qu’elle favorise
I’apparition de ces corrélations, n’est donc pas une condition indispensable a I’observation de la SFD.
L’observation d’un régime sous-diffusif typique de la SFD pour les fluctuations transverses n’avait

juqu’a présent jamais été rapportée.

V.4.2 Dans la région de bifurcation : 3,.(T) < § < 3..(0)

Tant que la durée de la simulation est inférieure au temps de passage, le systeme reste piégé dans un
de ses deux états d’équilibre et I'histogramme des positions transverses des particules présente un seul
pic (histogrammes bleu et noir des figures V.19 b) et d) respectivement). La dynamique des particules
est alors identique a celle observée juste avant la transition, avec un régime corrélé immédiatement

suivi d’un régime de saturation (courbes bleue et noire des figures V.19 a) et c) respectivement).

b
(a) 0.025 1>

0.001}
- 0.020}
£ —
E 104 2 0.015¢
N/\ & [a
5 0.010
v 10°° .

. 0.005¢
106+ 0.000E—
L] L L L L L
001 o1 T o o0 500 0 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
temps (s) y (mm)
006

10.004{(©) (9

5,00 0.05;
< 004}
E 1.00+ 3
= 0.50f g 0.03f
<V$ o10f 0.02}

e 0.01}

0.01F 0.00t

L] L L L L L
0.01 0.1 1 10 100 1000 10* -04 -02 00 0.2 0.4
temps (s) y (mm)

FIGURE V.19 - a) Evolution temporelle du déplacement quadratique moyen transverse (Ay2>
en mm? pour un systéme périodique de 32 particules et de longueur L = 60 mm. v = 1s !,
T =10° K. ¢ = —0.018 et 3.,(0) = 5.82 x 10™*. Durée de la simulation : Tior = 10%s (courbe
bleue), Tior = 10*s (courbe Touge).

b) Histogrammes des positions transverses correspondant auz courbes de variances de la figure
a). Aucune transition entre états symétriques n’a liew pour la simulation de Tior = 102%s.

¢) Evolution temporelle du déplacement quadratique moyen transverse (Ayg) en mm? pour un
systeme CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel longitudinal est de type
LR My =15 mm et By, = 0.1Ep). y=10s"", T = 10'" K. e = —0.017 et 3..(0) = 2.10 x 1073,
Durée de la simulation : Tior = 10%s (courbe bleue), Tior = 10%s (courbe rouge).

d) Histogrammes des positions transverses correspondant aux courbes de variances de la figure

¢). Aucune transition entre états symétriques n’a lieu pour la simulation de Tior = 10%s.
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A Tinverse, si la durée de la simulation est supérieure au temps de passage, il existe alors des
transitions entre états et les histogrammes des positions transverses présentent deux pics symétriques
(histogrammes rouge et vert des figures V.19 b) et d). Les courbes de variance sont alors différentes
des précédentes, en particulier entre 5 et 100 s environ : alors que (Ay?) sature pour les simulations
les plus courtes, elle continue a croitre pour les simulations les plus longues. Cet effet provient de la
brisure d’ergodicité, évoquée dans la partie V.3.1 : lorsque la durée de la simulation est inférieure au
temps de passage, la moyenne temporelle n’est plus équivalente a une moyenne d’ensemble, ce qui se

traduit par une saturation prématurée de la variance transverse.

Lorsque la durée de la simulation est supérieure au temps de passage, on voit apparaitre un nouveau
régime de diffusion, entre le régime corrélé et le régime de saturation final 7. Sur la figure V.20, on
remarque que cette saturation apparait d’autant plus tardivement et atteint des valeurs d’autant plus
grandes que l'on est proche du seuil de transition thermique. Nous reviendrons sur ce point dans la
partie V.6.

0.1 1 10 100

temps (S)
FIGURE V.20 — Evolution temporelle du déplacement quadratique moyen transverse (Ay(%) en
mm? pour un systéme CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel longitudinal
est de type LR (A = 15 mm et E, = 0.1Ep). v = 105" et T = 10" K. ¢ = —0.016 (courbe
orange), € = —0.014 (courbe bleue), ¢ = —0.012 (courbe verte) et € = —0.007 (courbe rouge). Le

seuil de transition mécanique vaut B:.(0) = 2.10 x 1073 kg.s72 pour ce systéme.

V.4.3 Aprés la transition thermique : g < §,.(7T)

Apres le seuil de transition thermique S..(T), le systéme est piégé dans un de ses deux états
symétriques. Les temps de saturation 7y, et les valeurs de saturation (Ay?(co)) diminuent donc
brutalement lorsque 8 devient inférieur a 3., (7).

Suffisamment loin du seuil thermique, lorsque § < B..(T), tous les types de systémes que nous
avons décrits présentent une bulle zigzag. Les particules en faisant partie posseédent toujours un régime
corrélé mais celui-ci disparait tres rapidement pour faire place au régime de saturation (figure V.21

a)). Les particules hors de la bulle gardent un comportement caractéristique d’une diffusion dans un

7. L’évolution de la variance est alors telle que
(Ay?) = G

On trouve a = 0.4 pour la figure V.19 a) et a = 0.7 pour la figure V.19 c). Par ailleurs, on voit sur la figure V.20 que cet
exposant semble indépendant de la valeur de 3. En effet, seule la valeur du préfacteur de ce régime G diminue lorsque
[ diminue tandis que la loi d’échelle est conservée. Nous n’avons pas effectué de mesures systématiques de ce régime.
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puits quadratique (figure V.21 b)). Au fur et & mesure que 8 diminue, la bulle grandit et les particules

qui 8’y agregent adoptent alors le comportement que nous venons de décrire 8.
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FIGURE V.21 — Evolution temporelle de la variance transverse (Ay?(t)) pour un systéme CLR
de 33 particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel longitudinal est de type LR tel que
Aw =15 mm et B, =0.1E). v =10 s ' et T = 10'" K. ¢ = —0.49 (courbe rouge), ¢ = —0.39
(courbe verte), ¢ = —0.28 (courbe orange) et € = —0.18 (courbe bleue). a) i = 0. b) i = 14.

V.5 Modele de diffusion corrélée de particules en interaction :
cas des fluctuations transverses
Pour interpréter le régime sous-diffusif observé lorsque 8 > (3,.(0), nous calculons dans cette partie

les modes propres de vibration transverses du systeme lorsque toutes les particules sont alignées sur

le méme axe a 1’équilibre, comme nous l’avons fait dans les chapitres I1I et IV.

V.5.1 Mise en équation

Les particules étant toutes alignées sur 'axe y = 0, on peut donc écrire que leurs positions d’équi-
libre sont données par (r;) = ((z;),0). Sachant que d; = (z; — x;_1) désigne la distance longitudinale
moyenne entre la particule 7 et sa voisine de gauche, on peut écrire que la distance entre deux particules

voisines est donnée, au premier ordre, par :
|I',' — ri—l‘ = [(dz + u; — ui_1)2 + (yz - yi_1)2]1/2 (V.l?)
ou u; et y; désignent les petites fluctuations dans la direction longitudinale et transverse respective-

ment. Les fluctuations transverses et longitudinales sont donc découplées et la dynamique transverse

des particules est décrite par I’équation de Langevin suivante :

M (t) = kiyi—1(t) — (B4 ki + kiv1) yi(t) + kig1yiv1(t) — M~y (¢) + pi(t) (V.13)

8. Dans le cas des systémes périodiques ou de systémes CLR avec un confinement a courte portée, la bulle zigzag
peut se déplacer. Au cours du temps, chaque particule peut donc intégrer ou quitter cette bulle a plusieurs reprises.
L’évolution de sa variance transverse résulte alors de la superposition de ces différents mouvements.
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Cette équation est tres semblable & I’équation (IV.8) qui nous avait permis de décrire les fluctuations
longitudinales d'un systéme confiné?.

V.5.2 Systemes périodiques

On considere un systeme périodique de Ny, particules. Comme les particules sont équiréparties,
on peut donc écrire (x;) = i/p. Par conséquent, les raideurs k; sont indépendantes de i et 1'on a :

ki =k = pFini(1/p) (V.14)

Comme dans le chapitre 111, nous définissons maintenant la transformée de Fourier discrete :

Ntot Ntot

Y _ iqrl _ 7iqle 1
(Qka t) ; € y(l7 t)a y(la t) Ntot ; € (qu t): (V 5)

La périodicité nous impose que y(I,t) = y(I+ Niot, t) et done g = —m+27k/Nior pour k =1,. .., Niot.
Nous allons adopter les mémes notations que dans le chapitre III, en omettant la dépendance en k
des modes ¢ et en remplacant les sommes sur k par des sommes sur ¢. En injectant 1’égalité (V.15)
dans I’équation (V.13), on trouve que 1’évolution temporelle de chaque mode Y (g, t) est gouvernée par
I’équation :

P(g.0) + 9V (0.8) + o [8 - aksin?(D)] v (q.1) = ML (V.16)

V.5.2.1 Mode mou a la transition

On reconnait ici ’équation décrivant la diffusion d’une particule de masse M dans un puits de
potentiel harmonique. Pour chaque mode, la fréquence caractéristique du puits est :

1

i (,6’ — 4k sin? %) (V.17)

La figure V.22 a) représente les valeurs de {2, pour g = 4k pour un systeme périodique de 30
particules. Pour cette valeur particuliere de 5, on a Q4+, = 0 et le mode ¢ = +7 devient mou, c’est-
a-dire d’énergie nulle. La valeur 3 = 4k correspond donc au seuil de transition mécanique f..(0),
marquant Papparition de la configuration zigzag du systéme. Les valeurs de .. (0), calculées pour des
systemes périodiques de différentes densités, sont reportées dans le tableau V.2 et s’averent en bon

9. L’équation (V.13) n’est valable que lorsque les termes d’ordre supérieur du développement limité de la force
d’interaction sont négligeables. Pour les systemes périodiques, cela signifie que I’équation (V.3) doit satisfaire a1 (y) >
a3 (y), soit :

kT 8 [p*Fint(1/p) — p*F},,(1/p)]
my? B22(0)

s

€

Par conséquent, la linéarisation des équations du mouvement n’est plus valable trop proche du seuil de transition
mécanique, lorsque e devient inférieur a une valeur critique €*. On notera que plus la température est élevée, plus €*
est grand. Ce calcul permet d’expliquer les différences entre les résultats numériques et analytiques observables sur les
figures V.18 g) et h).
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FIGURE V.22 - a) Relation de dispersion Qg en fonction de ¢ pour un systeme périodique de 30
particules et de longueur L = 60 mm. b) Qs en fonction du mode s pour un systéme CLR de 33
particules de taille L = 60 mm. Le confinement est de type LR (A = 4 mm et Ey = 0.1Ep).

1

Figure en insertion : valeur de (3..(0) en N.mm™ " en fonction de la portée du potentiel de

confinement longitudinal A, en mm.

accord avec les configurations d’équilibre des figures V.5 et V.60,

Ce calcul ne tient compte que des interactions entre plus proches voisins. Or, pour les systéemes denses,
les autres interactions ne sont plus négligeables. Dans ce cas, il est possible d’obtenir les fréquences
propres ), en diagonalisant numériquement la matrice d’interactions du systeme, en suivant la méme
méthode que dans le chapitre IV. On peut alors déterminer le seuil de transition mécanique f3,,(0) en
cherchant numériquement pour quelle valeur du parametre de contrdle S un mode mou apparait. De
cette maniere, on trouve des valeurs de 3..(0) trés légerement supérieures a 4k (voir tableau V.2).

Conditions aux limites | Ngo Confinement B.2(0) (kg.s™?) | B..(0) ppv (kg.s™?)
Périodiques 30 - 4.05 x 1074 4.01 x 1074
Périodiques 32 - 5.82 x 1074 5.76 x 1074
Périodiques 33 - 6.86 x 1074 6.81 x 1074
Répulsives 33 | (Aw, Fyw) = (0.48 mm, 0.1E)) 6.07 x 1074 6.07 x 1074
Répulsives 33 (Aw, Ew) = (15 mm, 0.1E)) 2.10 x 1073 2.10 x 1073

TABLE V.2 — Valeurs seuils du paramétre de contréle B..(0) pour lesquelles la transition zigzag

a liew dans des systéemes de longueur L = 60 mm.

10. Pour les systémes périodiques pairs, le seuil de transition mécanique 3..(0) peut également étre déterminé par
un calcul simple de minimisation d’énergie. En effet, nous avons vu que le systéme passait d’une configuration uni-
dimensionnelle & une configuration en double-chaine lors de la transition. On a donc ((z), (y)) = (¢/p,0) lorsque 8 >
B22(0) et ((z), (v)) = (i/p, (—1)*v) lorsque B < B:=(0). Si ’on ne considere que les interactions premiers voisins, 1’énergie

totale du systeme est donc donnée par
E = Niot [Uint ( (1/p)? + 41/2> + 5V2/2:|

Les configurations en v ayant la méme énergie, la transition zigzag est observable lorsque 92E/0v?|,—0 = 0. On
obtient ainsi

B:2(0) = —4Uy,,,(1/p)p = 4k

On retrouve donc la valeur critique déterminée par le calcul des fréquences propres.
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FIGURE V.23 — Colonne de gauche : amplitude du mode de plus basse fréquence en fonction de la
position de la particule z en mm. Colonne de droite : positions d’équilibre (y) en fonction de (z)
en mm pour un systéme de longueur L = 60 mm. a) et b) Systéme périodique de 32 particules.

¢) et d) Systéme périodique de 33 particules.

Comme on I’a déja vu, la contribution de chaque mode ¢ a la variance est inversement propor-
tionnelle au carré de sa fréquence propre €2,. Par conséquent, lorsque €2, — 0, le mode mou finit par
controler totalement le comportement des particules. Proche de la transition, c’est donc la forme de ce
mode qui va fixer la configuration d’équilibre du systeme. La figure V.23 compare la forme du mode
mou aux positions d’équilibre pour 8 < .. et |e|] < 1, c’est-a-dire juste aprés la transition zigzag.
On peut voir que la configuration d’équilibre est similaire & la forme du mode mou. On retrouve
ainsi les configurations en double-chaine (figure V.23 a)) ou en lentille (figure V.23 c)), observées
numériquement dans la partie V.1.4.1.

V.5.2.2 Evolution de la variance transverse

On peut calculer I’évolution temporelle de la variance transverse de la méme manieére que pour la
variance longitudinale (voir le chapitre IIT). On obtient ainsi :

2%k nT q S (@)t Q4 (q eS2-(9)t
(A0 = 2k Z 2[ (> _ 9 (V.18)
~ NyaM Q (@) —Q-(q) Q4(9) —2-(q)
avec
Qi) =-2aL 02 2=l (5 dhsim?
+(q) = 9 T 7 q—M( Sl *)
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Les figures V.17 comparent les variances transverses de systemes périodiques obtenues numérique-
ment ou par la formule (V.18), avant le seuil de transition. Les résultats analytiques sont en excellent
accord pour 8 > 3,.(0). Explicitons les lois d’échelles caractéristiques des différents régimes de diffu-

sion.
8 Régime balistique
Aux temps courts, tous les Ny,; modes de la somme (V.18) évoluent en t? et on retrouve le régime

balistique :

t—0 kT
(Ay?() "~ =t (V.19)

8§ Régime intermédiaire

Comme pour les mouvements longitudinaux, 1’évolution temporelle de la variance dans ce régime
provient de la saturation progressive des modes propres du systéeme. Le nombre de modes non saturés

n(t) contribuant & cette variance & l'instant ¢ est donné par :

1/2
n(t) ~ 2 Nt”t (A;Z) (V.20)

Pour obtenir cette expression, nous avons procédé comme dans la section I11.4.2 en remarquant que

pour le mouvement transverse, la relation de dispersion est cette fois linéaire au voisinage de ¢ = 7w
(figure V.22) :

2 B(m — CI)2
Q, ~ —r (V.21)
Plagons nous a la limite des fortes dissipations. Cela nous permet d’écrire, d’apres I’équation (V.17),

que

Q== . U=/, U2 ()Y (V.22)

De plus, chaque mode suramorti évolue linéairement avant d’atteindre la saturation. En partant de la

formule (V.18) et en négligeant les termes =Dt on trouve que le déplacement quadratique moyen

y(1—Q2t 2%kpT 12
_ - /v)] NtOtBM’Y (Z 1) t~ kaT (M:ﬁ) (V.23)

——
=n(t)

transverse est donné par

2kgT
2 B
(Ay*®) ~ 7 Z o

On retrouve ainsi le régime sous-diffusif observé numériquement pour de forts coefficients de dissipa-
tion. Nous ne rapportons pas ici le cas d’une tres faible dissipation qui nous conduirait, comme pour

les fluctuations longitudinales, & un régime linéaire en t¢.
8 Régime de saturation

Plagons nous juste avant la transition mécanique, le parametre de controle valant 8 = 3,,(0)(1+¢)
avec 0 < € < 1. Chaque mode sature aux temps longs & une valeur 2kpT/(Nyo M€2Z). La somme (V.18)
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est dominée par les modes basses fréquences, dont le nombre d’onde est tel que m—q < 1. La fréquence
propre de ces modes s’exprime en bonne approximation QZ = 3..(0)/M (e 4 (7 — q)?/4) et reste donc
petite tant que |7 — gq| < 24/e. Par conséquent, le dernier mode pris en compte sera celui dont I'index k
est donné par k = Niot(m — q)/(27) &= Niorr/€/7, ce qui nous permet d’estimer la variance transverse

aux temps longs par

2kpT NiotvJe M 4kgT
NtotM U 6zz(0)€ WBZZ(O)GI/Q

Lorsque le systeme est exactement a la transition et que € = 0, la valeur de saturation de la variance

(A1) 2 (V.24)

diverge. Ce résultat est en accord avec le fait que pour 8 = f,.(0), aucune force ne s’oppose au

mouvement transverse des particules.
§ Temps de saturation

Il est possible d’estimer la valeur du temps de saturation de la variance 75,:. Dans le cas d’une
forte dissipation, ce temps correspond au passage d’un régime corrélé (expression (V.23)) & un régime
de saturation (expression (V.24)). La continuité de la variance impose en effet que celui-ci soit donné

par 'équation
reat/(MAB)]2 ~ kT (B /) (V.25)

soit
Toat ~ M/(Be) (V.26)

On voit ainsi que le temps de saturation diverge lui aussi a la transition mécanique. Soulignons toutefois
que ce calcul, ainsi que I'expression (V.24), sont valables en ’absence de transition entre configurations
symétriques qui induisent un déplacement de cette divergence vers le seuil de transition thermique

B.-(T). Nous y reviendrons dans la section V.6.

V.5.3 Systémes infinis

Lorsque 8 — 3,,(0)T, le déplacement quadratique moyen d’une particule d'un systéme infini est
lui aussi donné par I'expression (V.18). A la limite thermodynamique, il est possible de remplacer la
somme discrete sur Nio¢ par une intégrale, soit (1/Niot) >-, — (1/2m) J7 . En prenant la dérivée
temporelle de la variance, on obtient :

s

I(Ay*(t)) _ 2kpT 1 / e+ (@t _ 02 (q)t
- — [ d
ot M 7T0 QJr(q)_Qi(q)

(V.27)

Comme dans le chapitre 111, le comportement asymptotique aux temps longs de cette intégrale peut
étre déterminé par la méthode de Laplace. Il est dominé par la valeur maximale de 4 (¢q) qui corres-
pond au mode g =, avec Q4 (7) =0, Q4 (7)" =0 et Q4 (7m)” < 0. On trouve ainsi :

QkBT t1/2

(Ay2(t)) Ny

(V.28)
On voit donc que, a proximité de la transition zigzag, les fluctuations transverses des systémes infinis
présentent le régime caractéristique de la SFD en v/t aux temps longs. Le calcul précédent relie ce
régime & lexistence du mode mou 4 (7), tout comme il provenait, dans le cas longitudinal, du mode

de fréquence nulle associé a 'invariance par translation.
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V.5.4 Systemes CLR

On considere un systeme CLR de N;,; = 2N —1 particules. Le potentiel de confinement longitudinal
C” ne contribue pas aux mouvements transverses des particules. Comme nous ’avions déja fait pour les
mouvements longitudinaux, nous pouvons décomposer les mouvements transverses de chaque particule

yi(t) sur les modes propres de vibration Y :

2N—-1

yit) = Y Yi(i)Ju(0). (V.29)

s=1
En injectant cette relation dans 1’équation (V.13) et en utilisant 'orthogonalité des modes, on trouve
des équations semblables a celles que 'on avait obtenues pour le déplacement longitudinal. Le dé-

placement quadratique moyen du mode transverse Js est donné par la méme expression que (IV.17),

soit
2kpT QieQit Qs eQit
2 _ +
N (V.30)
s + - + -
La variance transverse de la particule ¢ s’exprime :
N ) Q¢ Q% t
2kpT Y, (i)? Q8 e+ Q8 e~
Ay?(t)) = ; 1 — V.31
WO =T 2 e Ty o oy —an (v-31)

V.5.4.1 Mode mou a la transition

Les systémes a courte portée sont les plus simples a décrire car les particules étant équiréparties,
la raideur des ressorts k; est indépendante de 4, ce qui signifie que ’équation (V.14) est également
valable. Dans ce cas, les équations du mouvement sont formellement identiques & celle d’une chaine
homogene de masses et de ressorts, de taille finie, avec des conditions aux limites libres. Les fréquences

propres s’expriment alors [11] :

1

_ (N+1-s)m
0= [/3 AU}, (1 ppeos AL (v.32)
avec s = 1,..., N. Du fait de la dissipation, les fréquences propres Q% sont décalées et données par
Q=24 /2 g (V.33)
) 4 '

Pour les systemes avec un confinement a courte portée, les fréquences maximum et minimum sont
obtenues respectivement pour 21 et Qy. Comme pour les systemes périodiques, la transition zigzag
apparait lorsque la fréquence minimale 2 devient nulle, c’est-a-dire lorsque

Box(0) = —4UL,(1/plpcos® S (V.34)

Pour un systeme CLR de 33 particules dans un canal de longueur L = 60 mm avec un potentiel HW
tel que A\, = 0.48 mm et E,, = 0.0095E), la formule (V.34) prédit que la transition zigzag a lieu
lorsque ,.(0) = 6.07 x 10~ *kg.s ™2, ce qui est cohérent avec la figure V.7.
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Lorsque le confinement longitudinal est & longue portée, les raideurs k; ne peuvent plus étre consi-
dérées comme constantes et il faut diagonaliser numériquement la matrice d’interactions (voir cha-
pitre IV). On obtient ainsi les valeurs propres de la matrice, correspondant & 5 (voir figure V.22 b))

et les fréquences propres 5 grace a I’équation (V.33).

On obtiendra cette fois 3,,(0) en déterminant numériquement la valeur de 8 correspondant ’ap-
parition du mode mou transverse. Les valeurs de f3,,(0) calculées numériquement pour différentes
valeurs de A\, & F,, = 0.1F) constant sont représentées sur la figure en insertion V.22 b). Plus A,
est grand et plus §,,(0) est petit, ce qui est logique puisque la densité du systeme augmente avec \,,.
Pour A\, = 15 mm, on trouve f.,(0) ~ 2.10 x 1073kg.s~2, en trés bon accord avec les configurations
d’équilibre de la figure V.8 (voir tableau V.2) !
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FiGURE V.24 — Colonne de gauche : amplitude du mode de plus basse fréquence en fonction de
la position de la particule x en mm. Colonne de droite : positions d’équilibre (y) en fonction de
(z) en mm pour un systéme de longueur L = 60 mm. a) et b) Systéme CLR de 33 particules
pour un potentiel longitudinal tel que A\, = 0.48 mm et E,, = 0.0095E0. c¢) et d) Systéme CLR
de 33 particules pour un potentiel longitudinal tel que Ay, = 15 mm et E,, = 0.1Ey.

Comme dans le cas des systemes périodiques, c’est le mode mou qui va contréler la structure du
systéme au voisinage du seuil de transition mécanique f,,(0). On voit sur la figure V.24 que le mode
mou présente en effet une organisation en lentille (figure V.24 a)) ou en bulle (figure V.24 c)), en bon

accord avec les configurations d’équilibre observées numériquement. 2.

11. La résolution numérique permet également d’obtenir une valeur plus précise du seuil de transition, tenant compte
de toutes les interactions, et pas seulement des plus proches voisins. Néanmoins, pour les systémes considérés, ce calcul
nous donne des valeurs de 3., (0) identiques & trois chiffres significatifs pres.

12. On notera que les figures V.24 a) et b) et V.24 c) et d) sont inversées, ce qui traduit le fait que les configurations
symétriques par rapport a ’axe central sont équivalentes.
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V.5.4.2 Evolution de la variance transverse

Nos résultats numériques sont & nouveau en tres bon accord avec la formule analytique (V.31),
comme le montre la figure V.18. Encore une fois, il est possible de retrouver les différentes régimes de
diffusion & partir de (V.31).

§ Régime balistique

On retrouve donc le régime balistique, quelle que soit la particule considérée :

K2

t—0 kT
(AyF () "~ =t (V.35)

8§ Régime intermédiaire

1.0 1.0
0.8} : - 08
= 06! 2 " 06
N 0.4} R - R 04
0.2} : © 02

0.0 : 0 © 00 :

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30

N-n N-n N-n

FIGURE V.25 — Somme partielle 3(n) en fonction du nombre de modes N —n pour un systéme
CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. E,, = 0.1Eg. a) Ay =1 mm. b) Ay =7 mm.
¢) A = 15 mm.

Plagons-nous dans le cas d’une forte dissipation. L’évolution des modes transverses est identique &
celle des modes longitudinaux et nous avons vu dans le chapitre IV qu’un mode s évolue linéairement
en [2kpT/(M~)]t avant d’atteindre la saturation au temps v/Q2. L’évolution temporelle de (Ay?) sera
donc a nouveau expliquée par la disparition progressive des contributions des modes s atteignant la

saturation. Il est possible d’estimer leur nombre n(t) par la relation de Debye :

™ Bzz(/\wa Ew)

Qg ~ —
® 2N M

(N+1-s). (V.36)
, ce qui nous donne :

2N M~

7\ Bz, Bt (V30

n(t) ~

La variance de la particule centrale ¢ = 0 est alors donnée par I’expression

N

Bu(®?) ~ |25 3 V20)| (v.39)

s=n(t)

N
On notera X(n) = 5 Y2(0) la somme partielle de cette expression. La figure V.25 représente I’évolu-
=

=n
tion de ¥(n) en fonction du nombre de modes N —n. On peut voir que X(n) évolue quasi-linéairement
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et ce, quelle que soit la portée du confinement A,. On peut donc écrire en premiere approximation
que 3(n) ~ n/N. Par conséquent, la variance transverse de la particule i = 0 vaut

QkBT n(t) 4 kBT

B
M~ N T £/ M'}/ﬁzz()\waEw)

On retrouve donc bien le comportement caractéristique de la SFD pour la diffusion transverse des

(Ayo(t)?) ~ t1/? (V.39)

particules centrales, pour une forte dissipation.
8§ Régime de saturation

Au voisinage de la transition, le comportement des particules est dominé par le mode mou. La
variance transverse diverge donc au seuil de transition mécanique, de la méme maniere que pour les

systémes périodiques. Il conviendra toutefois de remplacer 3,.(0) par 8..(Aw, E) dans Pexpression
(V.24).

V.6 Seuil de transition thermique 5..(7)

V.6.1 Valeurs de saturation de la variance transverse

Dans les systemes CLR, la transition zigzag, ainsi que les modifications structurelles qui en résultent
sont précédées par des phénomenes observables sur les fluctuations transverses. En particulier, les
valeurs de saturation de la variance transverse (Ay?(co)) évoluent de maniere significative & "approche
du seuil de transition. La figure V.26 a) représente les valeurs de (Ay?(00)) en fonction de i pour
différentes valeurs de I’écart au seuil €. On observe que les valeurs de saturation des particules centrales,
qui sont celles formant la bulle zigzag lors de la transition, augmentent tres fortement et divergent au
seuil de transition thermique.

0.10f 0.020
(b)
. 0.08F
& & 0.015¢
~ 0.06- =
A A
8 - 8 0010t
o 0.04+ e
>
? 3
0.021 0,005}
0.00 fFEeaN

particule i particule i

FIGURE V.26 — Valeurs de saturation de la variance transverse (AyZ(co)) en fonction de la
particule i pour un systéme CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel
longitudinal est de type LR (Aw = 15 mm et E,, = 0.1Ep). v = 10 stetT =10" K. Le seuil
de transition thermique vaut B.,(T) = 2.07 x 1072 kg.s72 (e = —0.016)

a) € = —0.49 (ronds rouges), —0.027 (triangles violets), —0.007 (carrés vides noirs), —0.002
(carrés verts), 0.003 (losanges bleus) et 1.05 (triangles orange).

b) € = —0.49 (ronds rouges), —0.39 (losanges gris), —0.28 (triangles vides noirs) et —0.18
(triangles marron,).
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Tant que le systeme peut transiter entre ses deux configurations d’équilibre, la diffusion des par-
ticules centrales se fait entre (y;) et —(y;). Or, nous avons vu dans la partie V.1.4.2 que la distance
moyenne & I’'axe (y;) augmente dans la bulle zigzag lorsque 3 diminue. Par conséquent, les valeurs de
saturation continuent & augmenter apres la transition, tant que 8 > B,.(T). C’est bien ce que l'on
voit sur la figure V.26 a), ot 'on constate que les valeurs maximales de saturation correspondent &
des € négatifs.

Lorsque le parametre de controle dépasse le seuil de transition thermique en revanche, les parti-
cules de la bulle zigzag se retrouvent piégées dans un puits de potentiel effectif créé d’une part par
le confinement transverse, d’autre part par les particules voisines. On observe alors une diminution
brutale des valeurs de saturation qui leurs sont associées. Les valeurs de saturation maximales corres-
pondent alors aux particules se situant sur les bords de la bulle (voir figure V.26 b)). Les deux pics

de (Ay?(00)) qui apparaissent alors permettent de mesurer 1’étendue de la bulle zigzag.

V.6.2 Détermination du seuil de transition f,.(7) par le temps de satura-
tion

A température nulle, le mouvement des particules est associé a une oscillation dont la période tend
vers l'infini au seuil de transition mécanique. A température non nulle, dans la “région de bifurcation”,
la dynamique des particules est semblable a celle qu’elles auraient dans un puits de potentiel effectif
dont le centre serait situé entre les deux minima d’énergie du systéme [59]. La période d’exploration
de ce potentiel effectif diverge par définition au seuil de transition thermique. Par conséquent, cette
dynamique est similaire a la précédente, a condition de remplacer le seuil de transition mécanique
B.-(0) par le seuil de transition thermique 3,,(T), 8..(T) < 5,.(0). Ceci se traduit par exemple, pour
un € donné, par la diminution de la valeur de saturation et du temps de saturation de la variance,

conformément aux expressions (V.24) et (V.26). Ceci est illustré par la figure V.27.

5x107F

2x107F
1x107}

5x10°%F

<Ay_2>

2 %1080+

1x10°%F

01 1 10 100

temps (s)
FIGURE V.27 — Variance transverse adimensionnée (Aj?) = M~*(Ay?)/(ksT) pour un systéme
périodique de 30 particules et de longueur L = 60 mm. v = 105! et 8 = 4.06 x 10 *kg.s~2
(e = 0.002). T = 107 (courbe rouge), 10° (courbe verte), T = 10° (courbe orange) et T =
10'° K (courbe bleue). Le seuil de transition mécanique vaut B..(0) = 4.05 x 10™* kg.s™2 pour

ce systéme. La courbe noire en pointillés est de pente 1/2.

A basse température, le temps de saturation diverge a 3..(0); par analogie, & température non
nulle, le temps de saturation diverge a 3..(T), comme le montre la figure V.28. Nous avons mesuré
des variations des temps de saturation allant jusqu’a trois ordres de grandeurs lorsque 8 — .. (T).

Le seuil du parametre de controle 3,.(7T) marque la “fin” des permutations entre les états symé-

triques du systéme. Nous avons vu que lorsque 3,,(T) < 8 < ..(0), la dynamique des particules est
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dominée par ces transitions, caractérisées par le temps de résidence 7g4y¢. Or, celui-ci diverge pour

B = B..(T). On peut donc s’attendre & ce que le temps de saturation de la variance diverge également.

O i T e O T T T S S Y Y Y T T I S ) I
2.085 2.090 2.095 2.100 2.105 2.110 2.115
B (X 1078 kg.s‘z)

FIGURE V.28 — Temps de saturation du déplacement quadratique moyen transverse en s en fonc-
tion de lintensité du confinement transverse 8 en kg.s~2 pour un systéme CLR de 33 particules,
de longueur L = 60 mm a T = 10® K. Le potentiel de confinement longitudinal est de type LR
(Aw =15 mm et By, = 0.1Ey). La divergence apparait clairement sur cette figure.
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FIGURE V.29 - a) Temps de saturation du déplacement quadratique moyen transverse en §
en fonction de lintensité du confinement transverse 8 en kg.s™2 pour un systéme CLR de 33
particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel de confinement longitudinal est de type LR
(Aw = 15 mm et E, = 0.1Ep). Courbe rouge : T = 10" K. Courbe verte : T = 2 x 10'° K.
Courbe orange : T = 107 K. Courbe bleue : T = 10? K. Le seuil de transition mécanique vaut
B:-(0) = 2.10 x 1073 kg.s72 pour ce systéme.

b) Seuil de transition thermique B..(T) en kg.s™2 en fonction de la température T en K pour
un systeme CLR de 33 particules et de longueur L = 60 mm. Le potentiel de confinement
longitudinal est de type LR (A = 15 mm et Ey, = 0.1Ep). L’aze des abscisses est en échelle
logarithmique. La courbe noire en pointillés correspond a 'expression (V.40).
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La figure V.28 a) représente les divergences des temps de saturation 74, en fonction de 8, mesurés
pour différentes températures 7. L’évolution de f3,,(T") en fonction de la température est représentée
sur la figure V.29. Bien que nous n’ayons que peu de mesures de .. (T"), nous voyons que son évolution

en fonction de la température est en bon accord avec la formule calculée par Agez et collaborateurs [1] :

knT 1/2
B} (V.40)

/Bzz(T) - Bzz(o) X |: M

Cette fagon de déterminer 3., (T") se base sur le repérage d’une divergence et permet donc d’obtenir
la valeur du seuil de transition .. (T) de maniére plus précise que les méthodes basées sur le repérage
du point d’inflexion de la courbe d’évolution du parametre d’ordre en fonction du parametre de

controle.

V.7 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la dynamique des fluctuations transverses et la transition zigzag.
Nous avons tout d’abord démontré que la transition zigzag est assimilable & une bifurcation fourche
surcritique. Les modifications structurelles du systeme survenant lors de cette transition dépendent
des conditions aux limites, de la parité du nombre de particules et des propriétés du potentiel de

confinement. Elles refletent la structure du mode de vibration transverse de plus basse fréquence.

Tant que la transition mécanique n’a pas eu lieu et que 5 > f,.(0), il est possible de décrire
les mouvements transverses des particules par leurs modes propres de vibration. L’accord entre nos
résultats numériques et analytiques est excellent, aussi bien pour les systemes périodiques que pour les
systemes CLR. Nous avons en particulier démontré ’existence d’un régime corrélé pour les fluctuations
transverses, qui révele I'existence de corrélations avant le seuil de transition mécanique 3, (0) et prouve

que ’absence de croisements n’est pas une condition nécessaire a 1’observation de la SFD.

Lorsque le confinement transverse est compris entre le seuil de transition mécanique S3,.(0) et le
seuil de transition thermique 3,.(T), le systéme est dans la configuration zigzag mais permute entre
ses deux états symétriques d’équilibre. Nous avons caractérisé la dynamique de ces permutations qui
se traduisent par un décalage du seuil de bifurcation j3,,(T") qui dépend alors de la température. Nous
avons exhibé une divergence du temps de saturation de la variance transverse au voisinage de ce seuil
de transition thermique qui nous permet de proposer une méthode de détermination précise de ce

seuil.
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Dans de nombreux phénomenes physiques, des particules diffusent dans un espace confiné. Les
corrélations induites par les restrictions de déplacement des particules se traduisent alors par une
diffusion anormale. Il n’existe toutefois pas de théorie générale décrivant ce type de phénomeénes

diffusifs et chaque cas doit étre étudié et caractérisé séparément.

Parmi eux, la Single-File Diffusion qui désigne la diffusion d’'une chaine ordonnée de particules
ne pouvant pas se croiser est une des plus étudiées. Du point de vue théorique, ces études ont porté
essentiellement sur des systémes infinis de particules en interaction de contact et suramorties. Peu
de travaux ont considéré des systémes de taille finie [82, 51], plus rares encore sont ceux qui se sont
intéressés a l'influence de la portée des interactions entre particules [43, 53, 67] et aucun, & notre
connaissance, n’est dédié a l'influence de la dissipation . Pourtant, les études expérimentales menées
sur le sujet concernent des systemes de particules en interaction longue portée, la plupart du temps
en faible nombre et pour une inertie pas nécessairement négligeable. Pour ne donner que quelques
exemples, citons les ions dans les protéines transmembranaires cellulaires [40], les vortex dans les
supraconducteurs en bandes [6, 42], les charges électriques le long de chaines de polymeres [85], les
ions confinés dans des pieges électrostatiques ou optiques [8, 71, 76, 84], les colloides confinés dans des
pieges optiques [55, 54] ou dans des canaux lithographiés [86, 19, 48, 49, 44, 37] ou encore les colloides

dans les matériaux poreux [33, 34, 12, 25].

Aussi, nous sommes nous intéressés a 'influence sur la SFD de la portée des interactions entre
particules, de la densité et de I'importance de la dissipation. Par ailleurs, les systemes expérimentaux
étant de taille finie, nous avons examiné les effets des conditions aux limites sur la diffusion, qu’elles
soient périodiques ou répulsives. Dans ce dernier cas, le role de la portée des forces de confinement a

été caractérisé.

Dans cette thése, nous avons mené conjointement des études expérimentales, des simulations nu-
mériques et développé un modele théorique original permettant d’interpréter les phénomenes observés.
Expérimentalement, la diffusion de billes métalliques macroscopiques en interaction électrostatique et
soumises a une agitation mécanique simulant un bruit thermique a été étudiée dans des géométries de
confinement annulaires ou rectilignes. Ce dispositif permet de controler indépendamment 1'intensité
des interactions et la température effective du systeme.

Pour étendre ces résultats a des parametres difficilement ou pas accessibles expérimentalement, tels
que la dissipation ou la portée des forces de confinement, nous avons également réalisé des simulations
numériques. Pour ce faire, nous avons développé un code de dynamique moléculaire adapté.

Afin d’interpréter nos résultats, nous proposons un modele analytique décrivant les fluctuations de
position des particules comme la superposition des diffusions des modes propres de vibration du sys-
teme. L’avantage de ce modele est qu’il prend en compte les effets de taille finie et reste valable quelles
que soient les forces de confinement ou d’interaction entre les particules et quelle que soit 'amplitude

de la dissipation.

Concernant les fluctuations longitudinales, les études théoriques antérieures ont montré que 1’évo-
lution temporelle de ces fluctuations, pour un systéme infini (limite thermodynamique), présente deux
régimes de diffusion distincts [36, 47, 82, 3, 46, 81, 5] : un régime balistique aux temps courts, suivi
d’un régime corrélé sous-diffusif en F'\/t, oll F' est communément appelée mobilité. Celle-ci ne dé-
pend que de la densité et de la température pour des interactions de contact, en revanche elle dépend
aussi de la compressibilité du systéme dans le cas d’interactions longue portée [43, 53, 67]. Pour les

systemes de taille finie, un troisieme régime est observé a grands temps. Dans le cas de systemes avec
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des conditions aux limites périodiques, ce régime de diffusion peut étre considéré comme celui d’une
seule particule effective ayant pour masse celle de ’ensemble du systéme et diffusant librement, ce qui
se traduit par une évolution linéaire de la variance. Dans le cas de systémes avec des Conditions aux
Limites Répulsives (CLR), la disparition de I'invariance par translation conduit & une saturation du
déplacement quadratique moyen a une valeur qui dépend de la position de la particule au sein de la

chaine.

On retrouve ces trois régimes de diffusion dans nos résultats expérimentaux et numériques.

Pour les systémes périodiques, la variance longitudinale dans le régime corrélé varie en 2 Dt et en F v/t
respectivement pour de faibles et fortes dissipations ou présente successivement ces deux régimes pour
des valeurs intermédiaires de . On observe ainsi un régime sous-diffusif en v/ et les mobilités mesurées
sont en bon accord avec les prédictions théoriques [43, 53, 67]. Le régime en 2 D ¢, lorsqu’il est observé,
n’est pas associable a la diffusion libre de chaque particule car son coefficient de diffusion dépend des
interactions entre particules. Les corrélations dans un systeme SFD de taille finie ne se traduisent donc
pas uniquement par un régime sous-diffusif en v/t. Aux temps longs, le régime collectif se manifeste,
comme attendu, par une diffusion linéaire en temps associée au mouvement d’ensemble des particules.
Dans le cas de petits systemes et a faible dissipation, nous avons mis en évidence I’émergence du
régime balistique de la “particule unique” évoquée plus haut entre le régime corrélé et ce régime
collectif linéaire.

Pour une valeur de v donnée, les modes propres de vibration d’un tel systeme périodique sont soit
suramortis lorsque leur fréquence propre est inférieure & /2, soit sousamortis dans le cas contraire.
L’évolution de la variance de chacun de ces modes est celle d’une particule fictive dans un puits de
potentiel harmonique effectif dont la raideur dépend de la fréquence du mode considéré. Chaque mode
présente, entre son régime balistique et son régime de saturation, un régime intermédiaire linéaire si le
mode est suramorti ou oscillant si le mode est sousamorti. En outre, chacun de ces modes sature a un
temps différent, d’autant plus long que sa fréquence est basse. A chaque instant, le nombre de modes
sur ou sousamortis n’ayant pas atteint leur régime de saturation peut étre déduit de leur relation de
dispersion. La superposition des modes montre que les modes suramortis sont a ’origine du régime en
V't tandis que les modes sousamortis sont ceux qui contribuent au régime de diffusion linéaire en 2 D t.
Cette analyse explique les lois d’échelles observées expérimentalement et numériquement et permet de
calculer les coefficients de transport correspondant. Elle précise également les conditions d’apparition
du régime en /% : il n’est observable que lorsqu’un systéme posséde un nombre significatif de modes
suramortis (forte dissipation ou faible raideur).

Le régime collectif provient quant & lui du mode de fréquence nulle, caractéristique de 'invariance
par translation des systemes périodiques. Ce mode passe d’un régime balistique en t? & un régime
linéaire en ¢. Etant le seul & ne pas saturer, il contrdle totalement la diffusion des particules aux temps
longs. Pour les petits systemes et a faible dissipation, le temps de changement de régime est plus grand
que tous les temps de saturation associés aux autres modes, ce qui explique la résurgence du régime

balistique collectif apres le régime corrélé.

Lorsque le nombre de particules de ces systemes périodiques tend vers l'infini, on retrouve les
résultats de la limite thermodynamique. En effet, le spectre des fréquences propres est alors continu.
Par conséquent, aussi faible que soit la dissipation, il existe toujours une bande de modes suramortis
qui dominent la dynamique & grands temps. Ainsi, le régime asymptotique en /¢ est démontré pour

les systemes infinis, quelle que soit la valeur de la dissipation.
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Pour les systemes CLR, I’évolution temporelle des variances longitudinales présente les trois ré-
gimes de diffusion attendus pour les systeémes de taille finie. A la différence des systemes périodiques,
les particules ne sont désormais plus indiscernables et les coefficients de transport peuvent dépendre
du rang de la particule au sein de la chaine. Par ailleurs, les positions d’équilibre ne sont plus homo-
genes et changent avec les caractéristiques du confinement longitudinal. I’analyse de ces positions en
fonction de I'amplitude de la force de confinement F,, et de sa longueur de décroissance A\, nous a
permis de distinguer dans le plan (E,, A,,) deux catégories de confinement ayant chacune une signa-
ture distincte sur la dynamique des particules.

Lorsque seules les particules externes ressentent l'influence de la paroi (confinement “4 courte por-
tée”), les particules sont équiréparties et les régimes de diffusion balistique et corrélé sont similaires
a ceux observés pour les systemes périodiques et sont indépendants de la position de la particule. En
revanche, les temps de saturation dépendent eux de la position de la particule tout comme les valeurs
de saturation dont la distribution est “en cloche”, les particules centrales saturant les dernieres aux
valeurs les plus élevées.

Lorsque plusieurs particules ressentent I'influence de la paroi (confinement “a longue portée”), la dis-
tribution des positions d’équilibre est inhomogene, la distance entre particules voisines diminuant des
parois vers le centre. Les lois d’échelle et les coefficients de transport du régime corrélé dépendent
alors fortement de la particule considérée. En outre, les distributions des valeurs de saturation res-
tent maximales au centre de la chaine et présentent deux minima symétriques a proximité des parois.
En revanche, lorsque le confinement est ressenti par toutes les particules, ce sont paradoxalement les
particules externes subissant les forces de confinement les plus élevées qui présentent les plus grandes

valeurs de saturation. Ainsi, le confinement peut amplifier la diffusion.

Ces résultats s’interpretent également dans le cadre de notre description analytique en modes
propres. Les différences de comportement observés pour chaque particule s’expliquent par le poids
relatif des modes qui est ici différent d’une particule a ’autre, contrairement aux systemes périodiques.
De plus, pour une particule donnée, la distinction entre les potentiels a courte ou a longue portée trouve
son origine dans le fait que les modes contribuant majoritairement a sa variance dépendent de la portée

du potentiel de confinement longitudinal.

Lorsque l'on diminue l'intensité du confinement transverse, des changements structuraux sur-
viennent dans le systeme. Cette transition, dite “zigzag”, se produit lorsque la force de confinement
transverse compense exactement les composantes transverses des forces répulsives interparticulaires.
Le systéme transite alors vers une configuration bidimensionnelle dans laquelle ses particules se placent
en quinconce, leurs positions dans ’alignement demeurant inchangées. Loin de ce seuil, les fluctuations
transverses des particules sont celles de particules indépendantes confinées chacune dans un puits de
potentiel harmonique. En revanche, au voisinage de ce seuil, alors méme que les positions d’équilibre
des particules sont toujours alignées, leurs mouvements deviennent fortement corrélés. Tout comme
dans le cas des fluctuations longitudinales, ces corrélations induisent un régime sous-diffusif de la va-
riance des déplacements transverses. Ces comportements peuvent eux aussi étre décrits dans le cadre
de notre modele, en décomposant le mouvement des particules sur les modes propres transverses
de vibration. Soulignons que ce résultat met en exergue le fait que ce sont bien les corrélations qui
induisent une diffusion anormale. Dans le cas présent, elles sont favorisées par la proximité d’une tran-
sition structurale; dans le cas longitudinal, elles proviennent de 'interdiction des croisements entre

particules.
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Dans la phase en quinconce, il existe deux configurations d’équilibre symétriques. La transition
“zigzag” correspond donc & une bifurcation fourche. A température nulle, un seuil de transition méca-
nique peut étre défini sans ambiguité. Au-dela de ce seuil, le systeme est gelé dans I'une de ses deux
configurations symétriques.

En revanche a température non nulle, a proximité de ce seuil de bifurcation mécanique, les fluctua-
tions thermiques permettent au systeme de permuter entre ces deux configurations. Des lors, le systeme
n’est piégé dans une de ses configurations qu’a partir d’un seuil apparent différent du seuil mécanique
et qui dépend maintenant de la température. La détermination de ce seuil “thermique” a suscité de
nombreux débats. Nous proposons sa mesure par I’étude des fluctuations transverses. Nous avons en
effet montré que la variation du temps de saturation de cette variance en fonction de I’écart au seuil
mécanique diverge & une valeur qui dépend de la température. L’analyse fine que nous en avons faite
permet d’identifier la position de cette divergence au seuil “thermique” de bifurcation. Son évolution

en fonction de la température est d’ailleurs conforme aux prédictions théoriques [1].

Dans des travaux antérieurs, il a été montré que la diffusion des particules dans des systémes de
deux chaines périodiques couplées dépendait de leur commensurabilité. Une augmentation significative
de la diffusion avait également été mise en évidence sans qu’aucune interprétation théorique n’ait été
apportée [18]. Si de nombreuses études se sont intéressées a la diffusion d’une seule particule en pré-
sence d'un potentiel périodique spatialement et/ou fluctuant dans le temps, peu se sont intéressées au
comportement d’une chaine de particules en interaction a longue portée dans de telles configurations.
Les travaux présentés dans cette these permettent maintenant d’envisager d’utiliser le formalisme que

nous avons développé pour décrire de tels comportements.
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Annexe A

Résolution de I’équation de
Langevin pour une particule
diffusant librement ou dans un

puits de potentiel quadratique

A.1 Diffusion libre

La diffusion libre d’une particule est décrite par ’équation de Langevin suivante

mi = —ad + p(t) (A1)
T4yt = % (A.2)

avec 7 = = le coefficient de frottement et p(t) la force aléatoire exercée par le bain thermique sur la

particule possédant les propriétés suivantes :

(1)) =0 (A.3)
((Ou(t") = 2kpTmAs(t — ) (A4)

Pour trouver la solution analytique de I’équation différentielle, on cherche tout d’abord la solution
z;(t) de I’équation A.2 sans second membre, puis on cherche une solution particuliere zp(t) de A.2
que ’on obtient par la méthode de variation de la constante. La vraie solution est donnée par la somme

de z; et de zp :
x(t) = z;(t) + xp(t) (A.5)
La solution de I’équation sans second membre z; est donnée par :

x;i(t) = 5 (1—e") + a0 (A.6)

ou vy et g désignent respectivement les vitesse et position initiales de la particule.
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Passons maintenant & la partie fluctuante z g (t). Celle-ci est obtenue par la méthode de variation

de la constante. Pour une équation différentielle d’ordre 2, on va poser :

v
zr(t) = 1 (t) ;O (1—e™ ") + a(t) xo (A7)
2 (t) = vi(t) voe " (A.8)
La deuxitme égalité exige que l'on ait v4(t) 2 (1 — e ") + vi(t)xg = 0. De plus, si l'on injecte

Pexpression de zp(t) dans 1'équation A.2, on obtient :
vi(£) voe™" = pu(t) (A.9)

On doit donc résoudre le systeme d’équation suivant :

Vo

vy (t) 5 (1—e ) +v(t)zg =0 (A.10)

t)
(1) vpet = 28 Al
(1) vt = 2 (A1)

On trouve ainsi la solution particuliere z g :
t / t /

dt dt /
zr(t) = —u(t) — et — et u(t’ A.12
(t) o () o (t) (A.12)

La solution générale de I’équation de Langevin z(t) est donc donnée par
t dt/

o My

Vo

_ L ftar
w(t) = (1-e) + p(t') —e Wt/o el R (A.13)

A partir de I’équation A.13, on peut obtenir ’expression analytique de I’évolution temporelle du

déplacement quadratique moyen (Az?(¢)). On obtient ainsi

(A2?(t)) = ([x(t) — (x(t))]) (A.14)

= (2% (1)) (A.15)
— et — e 2t
_ohel (, Glme 1z (A.16)
my g 2y

A.2 Diffusion dans un puits de potentiel quadratique

On calcule ici analytiquement le déplacement d’une particule brownienne dans un puits de potentiel

quadratique. Le mouvement de la particule est décrit par I’équation Langevin

mi = —at — Kz + p(t) (A.17)
&+ yd +wit = % (A.18)

avec wy = 4/ % la pulsation caractéristique du puits de potentiel. On utilise & nouveau la méthode de

variation de la constante pour trouver la solution de I’équation A.18 :
z(t) = x;(t) + zp(t) (A.19)

La solution sans second membre x;(t) est obtenue trés facilement. En ce qui concerne la solution

particuliere zg(t), on distinguera 2 cas :
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A.2.1 Amortissement faible : v < 2wy

Dans ce cas, les racines du polynome caractéristique A = 4% — 4w?2 sont imaginaires. Elles sont

données par :

Al = 7% + iw
/\Q:f%fiw avecw:wgf%
et les solutions dans C par
y1(t) = Aett yo(t) = Ber?! (A.20)

Les solutions que 'on cherche sont réelles. On peut montrer que dans R, I’ensemble des solutions est
engendré par
—~t —~t
g1(t) = e™2 cos(wt) g2(t) = e2 sin(wt) (A.21)
Par conséquent, la fonction x;(t) vaut

x;(t) = Ae 2" cos(wt) + Be 2 sin(wt) (A.22)

Passons maintenant & la partie fluctuante zz(t). Celle-ci est obtenue par la méthode de variation de

la constante. Pour une équation différentielle d’ordre 2, on va poser :

$F(t)
wp(t)

v1(t)g1(t) + v2(t)g2(t) (A.23)
vi(t)gr(t) + va(t)gh(t) (A.24)

La deuxiéme égalité exige que l'on ait v](t)g1(t) + v4(t)g2(t) = 0. De plus, si l'on injecte 'expression

de zp(t) dans I’équation (1), on obtient :

vi(t)g1(t) + ()95 (t) = u(t) (A.25)

On doit donc résoudre le systeme d’équation suivant :

vi()g1(t) + va(t)g2(t) = 0 A.26)
vi(t)g1(t) + v(t)ga(t) = u(t) (A-27)
En remplacant g1 (t) et go(t) par leurs valeurs respectives, on trouve assez facilement
t /
’ t
v (t) = /0 evt p%(cos(wt') — sin(wt"))dt’ (A.28)
vo(t) = — /t e”t'/QM(COS(wt’) + sin(wt”))dt’ (A.29)
2 0 2mw '
soit une solution particuliere z(t) valant
() = =2 [sinut) [ em'72 coswt\u(t) — cos(wt) / T 0 o) (A30)
= in — 3 - — sin .
TR e w Omwe wt ) w omwe wt')
Au final, le mouvement de la particule est décrit par
—t —t ¢ dt/ /
z(t) = Ae 2 cos(wt) + Be 2 sin(wt) 4+ e~ 7/2 {sin(wt)/ — "2 cos(wt ) u(t')
o me (A.31)

— cos(wt) t d—tle'yt//2 sin(wt" ) p(t')
o mw
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L’évolution temporelle du déplacement quadratique moyen (Ax?(t)) est donc donnée par la formule

(AZ2(1)) = ([o(t) — (=(£)]*) (A.32)
= (2% (1)) (A.33)
= ZB;O; {1 + % (—wg + ,YZ cos (2wt) — % sin (2wt))] (A.34)

A.2.2 Amortissement fort : v > 2w

Ici, les racines du polynome caractéristique A = 42 — 4w2 sont réelles. Elles sont données par :

M=-g 4w (A.35)

A2 = —% —w avec w = % —wp (A.36)
et les solutions par

gi1(t) = e 3 et g2(t) = e P ewt (A.37)

Par conséquent, la fonction z;(t) vaut
xi(t) = Ae 7 el + Be 7 vt (A.38)

On utilise & nouveau la méthode de variation de la constante pour la partie fluctuante xp(t). On

obtient cette fois :

bt ,

vi(t) = /0 et /2%6_‘” dt’ (A.39)
b () Ly

va(t) = 7/0 et /2%6‘“ dt’ (A.40)

ce qui nous donne pour zp(t) apres quelques réarrangements :
t dtl , t dt/ ,
zp(t) =e /2 [Sinh(wt)/ —— /2 cosh(wt' ) u(t') — cosh(wt)/ ——e"Zsinh(wt ) u(t')| (A.41)
o mw o mw
Au final, le mouvement de la particule est décrit par

t /
-t =t dt ’
z(t) = Ae 2 cos(wt) + Be? sin(wt) 4 ¢ /2 [sin(wt) %ew /2 cos(wt')u(t')
L gy © (A.42)
_ t vt'/2 ('
cos(wt) ; —— sin(wt’)u(t")

L’évolution temporelle du déplacement quadratique moyen (Ax?(t)) peut étre calculée & partir de

la formule A.42. On trouve

(A2?(1)) = ([2(t) — (x(t))]) (A.43)
= (z%:(t)) (A.44)

T et 9 2 w .
= miwg {1 + 2 (wo - FYZ cosh (2wt) — % sinh (2wt))] (A.45)



Annexe B

Algorithme de Verlet et génération

de nombres aléatoires gaussiens

B.1 Algorithme de Verlet

L’algorithme de Verlet permet d’intégrer numériquement des équations différentielles [35] et ce, de
maniere plus précise que l'algorithme d’Euler par exemple. L’idée est la suivante : si I'on effectue un

développement de Taylor de la position d’une particule pour un pas de temps §t, on obtient

z(z + 6t) = x(t) + ©(t)5t + %:’t(t)étQ + %':‘c‘(t)ét3 (B.1)
z(x — 6t) = x(t) — &(t)5t + %i(t)5t2 — %&:‘(t)éti” (B.2)

En additionnant les équations B.1 et B.2, on obtient

x(x + 6t) + x(x — 6t) = 2x(t) + &(t)6t? (B.3)
x(x 4 6t) = x(t) + [x(t) — x(t — 6t)] + W&Q (B.4)
2+ 6t) = 2(t) + [aa(t) + Zi(t)ét} 5t (B.5)

De plus, le méme raisonnement pour la vitesse nous donne, en négligeant les termes d’odre supérieur
ou égal a 3 en 4t
&(x + ot) = (t) + &(t)dt (B.6)
F(t
z(x + ot) = &(t) + wét (B.7)
m

Ainsi, a chaque pas de temps n, on calculera la position et la vitesse au pas de temps supérieur n + 1

de la maniére suivante :

Fn
b = i + S0t
m (B.8)

Tpyl = T + Tpq10l
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B.2 Génération de nombres aléatoires gaussiens

Nous allons voir dans cette section comment générer un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 avec

une distribution gaussienne. Considérons ’équation suivante :

2

+oo dI 2 oo dl‘ 2 2 +oo dy 2 2
_ 9 2 — —x*/20 eV /20 B.9
U_w Vo P/ ﬂ Vo o V21 (B.9)
oo drd
_ / 2ﬂyexp[—(m2+y2)/202] (B.10)

En passant en coordonnées polaires (dx dy = r dr df), on obtient

“+o0o 27 +oo
/ dgdyexp[ (22 +y?) /207 / d@/ rdr exp[—r?/207] (B.11)

En posant 72 /202 =T (soit r dr = o2dI"), on trouve finalement

U:O \;l%exp(—xz/QUQ)r = /% 4 /m o?dT exp[-T (B.12)

L’équation B.12 montre qu’il est possible de générer un nombre aléatoire a la distribution gaussienne

x a partir de deux autres nombres aléatoires a la distribution tres simple :

e un nombre aléatoire 6 distribué uniformément entre 0 et 27.
e un nombre aléatoire I' a la distribution exponentielle.

Si 'on note ran(a, b) un nombre aléatoire distribué uniformément entre a et b, on peut donc utiliser

I’algorithme suivant :

1. on choisit le nombre aléatoire 6 : 6 < ran(0, 27)

2. on choisit le nombre aléatoire I'. Pour cela, il suffit de prendre 'opposé du logarithme d’un

nombre distribué uniformément entre 0 et 1 : T' < —logran(0, 1).
3. on calcule le rayon r en coordonnées polaires : r < ov/2I'

4. on en déduit deux nombres aléatoires a la distribution gaussienne : x <— rcosf et y <— rsin 6

Cet algorithme peut néanmoins étre encore amélioré car il fait appelle a une fonction trigonométrique

cos ou sin, ce qui le ralentit.

Pour nous passer de ces fonctions, nous allons générer un angle aléatoire entre 0 et 27 d’une maniere

différente. Considérons une distribution d’angle aléatoire entre 0 et 27 :

2m 1 2m
/ d9:2/ rdr/ do (B.13)
0 0 0
1
1 2m
= 2/ / rdrdf (B.14)
o Jo
1 1
= 2/ dx/ dy avec v? +y* < 1 (B.15)
~1 ~1

Cette équation montre qu’il est possible de générer le nombre 6 en tirant deux nombres aléatoires « et
B distribués uniformément entre —1 et 1 et en ne gardant que les nombres tels que ¢ = o 4+ 52 < 1.
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L’avantage de cette méthode est qu’elle permet ensuite d’obtenir tres simplement les valeurs de cos 6 ou
de sin 6 sans faire appel aux fonctions trigonométriques, puisque cos @ = a/v/¢ et que sin @ = 3/y/¢. De
plus, ¢ correspond & un nombre aléatoire choisi uniformément entre 0 et 1 : ¢ = ran(0, 1). Finalement,

on obtient I'algorithme suivant :

on choisit deux nombres aléatoires « et 8 entre —1 et 1 : « « ran(—1,1) et 8 < ran(—1,1).
on calcule la somme de leur carré ¢ : ¢ « o2 + 2.

on vérifie que ¢ est bien inférieur a 1. Si ce n’est pas le cas, on recommence a 1’étape 1.

on choisit le nombre aléatoire I' : I <— —log ¢.

on calcule le rayon r en coordonnées polaires : r < ov/2I'

AN S

on en déduit deux nombres aléatoires & la distribution gaussienne : x < rcos@ = ra//¢ et

Yy rsind =rB//é.

Cet algorithme est plus rapide que le précédent et c’est celui que nous utilisons dans nos simulations

numériques pour obtenir Ng;(n,x,1).
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Annexe C

L’agitation mécanique : une
température thermodynamique
effective

C.1 Distribution des vitesses

La premier test important a effectuer consiste a vérifier que la distribution des vitesses des billes
est stationnaire et décrite par la loi de Boltzmann, comme cela doit étre le cas pour des particules
plongées dans un bain thermique (partie 3.2.1 de [15]). La figure C.1 montre que les distributions
de vitesses d’une particule confinée dans une cellule circulaire sont effectivement gaussiennes et ce,
pour plusieurs intensités de bruit A. De plus, elles sont indépendantes de la tension aux bornes du

condensateur Vj, ainsi que de la position de la particule sur le wafer. L’agitation mécanique est donc
homogene sur I’ensemble du systeme.
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FIGURE C.1 — Coupier, Thése (2009), figure 3.1 : Distributions de vitesses P(v) de billes pié-
gées dans un puits de potentiel, pour 3 agitations A (en unités arbitraires). Les courbes pleines

montrent l'ajustement des données avec une loi gaussienne. Les écarts mesurés pour les petites
vitesses sont dus a la pizelisation des images.

L’existence d’un état stationnaire prouve que les pertes énergétiques par frottements sont exacte-
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ment compensées par le transfert d’impulsion, médié par ces mémes frottements. De plus, la mesure
de la largeur des distributions permet d’obtenir une premiere estimation de la température effective
du systeme, puisque kT = %m<v2>. On trouve ainsi que 7" est comprise entre 10'! et 102 K. Notons
que cette détermination de la température est tres peu précise : en effet, les vitesses sont obtenues
grace aux différences de positions entre deux images successives. Le taux d’acquisition de notre caméra
étant relativement faible, il est fréquent que la particule ait changé de direction plusieurs fois entre
deux images successives, ce qui induit des erreurs non négligeables dans la détermination de sa vitesse.

Les valeurs de température déterminées par cette méthode ne sont donc que des ordres de grandeurs.

C.2 Systemes a deux niveaux et temps de Kramers

Cette nouvelle expérience montre elle aussi que le systéme obéit a la loi de Boltzmann mais elle
se base cette fois sur la mesure des temps de résidence dans des systémes & deux états (partie 3.2.2
de [15]). Ces résultats ont fait I’objet d’une publication [16].

(b)

FIGURE C.2 — Coupier, Theése (2009), figure 3.8 : Configurations stable et instable d’un systéme

de N = 6 billes confinées dans une cellule circulaire. a) Etat stable, n =1 et p = 5. b) Etat

métastable, n =0 et p = 6.

On considere ici des systemes de IV billes confinées dans une cellule circulaire. La configuration
d’équilibre (soit 1’état stable) de ces systémes est la suivante : n billes restent au centre de la cellule et
p billes forment un pentagone centré. Néanmoins, sous ’effet des fluctuations thermiques, le systeme
peut transiter vers un état instable dans lequel une des n billes centrales vient intégrer la couronne
extérieure ou, au contraire, une des billes de la couronne p se positionne au centre (figure C.2). La
transition entre ces deux états étant tres rapide, on peut considérer que le spectre en énergie du systeme
est discret. De plus, lorsque N < 9, ces deux états sont les seuls que possede le syteme. On peut donc
considérer que le spectre énergétique ne comporte que deux niveaux d’énergie, correspondant a un
minimum local de I’énergie dans I’espace des positions. Les configurations d’équilibre des états stables

et métastables sont détaillées dans le tableau C.1 pour des systemes de 5, 6 et 9 particules.

Pour transiter entre ces deux états, le systeme doit nécessairement franchir une barriere énergé-
tique AF, ce qui est rendu possible grace a I'agitation mécanique. Si cette agitation mécanique est
équivalente a une température thermodynamique, c’est-a-dire si le systeme suit la loi de Boltzmann,
la distribution des temps de résidence 7 dans les différents états du systeme doit étre donnée par le

formalisme de Kramers [45]. La distribution statistique des temps de résidence P(7) s’exprime alors

P(r) = LeXp(—T/TK) (C.1)

TK
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Nombre de particules Ny, | Etat stable | Etat instable
n=>0 n=1
5
n=1 n=20
6
n=1 n=2
9

TABLE C.1 — Configurations d’équilibre stable et instable pour des sytéemes de 5, 6 ou 9 particules
confinées dans une cellule circulaire. n correspond au nombre de billes centrales et p au nombre

de billes en couronne.

et suit donc théoriquement une loi de Poisson.

La variable 7 de lexpression (C.1) désigne quant a elle le temps de Kramers, c¢’est-a-dire le temps
moyen que met le systéme pour franchir la barriere de potentiel AE et transiter entre les deux états.

11 est donné par I’expression suivante ! :
Tk = Te exp(AE/kpT) (C.2)

ou 7. correspond au temps de relaxation au sein d’'un des deux puits de potentiel. D’apres cette
formule, le rapport entre les valeurs moyennes des temps de résidences dans I’état stable (1g) et dans

létat instable (71) vaut
— = exp[(E1 — Eo)/kBT] (CS)

ou Ey et F; désignent ’énergie du syteme dans 1’état stable et instable respectivement.
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FIGURE C.3 — Coupier, Thése (2009), figure 3.4 : Distribution P(T) des temps de résidence dans

chacune des configurations (n,p) accessibles pour N = 9. L’ajustement & une loi de Poisson est

montré par les traits pleins.

La figure C.3 représente la distribution des temps de résidence expérimentale pour un systeéme de

9 billes. On peut voir que cette distribution est en tres bon accord avec une loi de Poisson et donc avec

1. Cette expression n’est valable que lorsque kT < AE.
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la formule (C.1). La figure C.4 correspond quant & elle au rapport (79)/(71) mesuré expérimentalement
pour différentes températures effectives dans des systémes de 5 et 6 billes. On y voit que (79)/(m1)
dépend exponentiellement de l'inverse de la température, en accord avec la formule (C.3). Ces deux

résultats confirment ainsi que le systeme suit bien la loi de Boltzmann. 2

V./' -
10 - / 5

<1:0>/<'c1>

1 . .

1 n 1 " 1 n 1 n 1 " 1 n 1 n 1 L 1 L 1 ]

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.11 0.12 0.13
1T (10" K"

FI1GURE C.4 — Coupier, Thése (2009), figure 8.5 : Rapport (T0)/(T1) entre les temps de résidence

moyens des systémes ¢ N = 5 billes (carrés) et N = 6 billes (ronds) en échelle logarithmique
en fonction de la température du systéme T en K. Les lignes droites donnent les différences
d’énergie entre les deux états 1 — Eo. Les figures en insertion correspondent auz configurations

stables (4 gauche) et instable (a droite).

2. Des mesures similaires ont également réalisées sur des systemes a plus de deux niveaux tels que 18 < N < 20. La
encore, les résultats sont en accord avec la loi de Boltzmann.



Annexe D

Bain thermique et utilisation du

formalisme de Langevin

D.1 Dynamique d’un systeme simple

Les paragraphes précédents mettent en évidence I'existence d’un état stationnaire obéissant a la loi
de Boltzmann. Dans cette partie, nous allons voir que les mouvements des billes soumis a 'agitation
mécanique sont bien décrits par le formalisme de Langevin pour des systémes simples (partie 3.3

de [15]) et caractérisent le bain thermique. Ces résultats ont été publiés [17].

On considerera dans un premier temps une particule diffusant librement, c’est-a-dire uniquement
soumise & un bain thermique. L’équation de Langevin permet d’exprimer analytiquement 1I’évolution
temporelle de la variance de la particule en fonction du temps (Az2(t)) (ces calculs sont détaillés
en Annexe A). Pour obtenir une diffusion libre expérimentalement, on place une unique bille au sein
d’une tres grande cellule de confinement. Le condensateur n’est pas mis sous tension, ce qui signifie
que tant que la bille n’entre pas en contact avec les parois de la cellule, elle ne ressent aucune force de
confinement. La figure D.1 a) représente I’évolution temporelle de sa variance. Celle-ci est linéaire aux
temps longs et en t* avec 1 < a < 2 aux temps courts, ce qui est en tres bon accord avec la solution
(A.14) de 'équation de Langevin.

On s’intéresse maintenant a la diffusion d’une particule dans un puits de potentiel quadratique.
La encore, le formalisme de Langevin permet d’obtenir ’évolution temporelle de la variance de la
particule. Pour obtenir ce type de systeme expérimentalement, on place une bille dans 'un des cadres
de confinement en anneaux décrit précédemment et on porte le condensateur a la tension Vj : nous
verrons en effet dans la partie [.3.1 que le potentiel de confinement radial créé par ce type de cadre est
quadratique. La figure D.1 b) montre I’évolution temporelle de la variance radiale de cette particule
(Ar2(t)). Celle-ci présente quelques oscillations avant d’atteindre un régime de saturation. Les courbes
en traits pleins montrent que ces mesures sont en excellent accord avec la solution de I’équation de

Langevin (A.32) et ce, pour plusieurs tensions V; aux bornes du condensateur.

Ces deux expériences montrent que les résultats obtenus avec notre dispositif expérimental sont en
adéquation avec le formalisme de Langevin, ce qui nous conforte dans I'idée que ’agitation mécanique
du systeme est bien équivalente a une température thermodynamique. Nous allons voir maintenant

qu’il est possible de caractériser plus précisément le bain thermique créé par ’agitation mécanique en
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FIGURE D.1 — Coupier, Thése (2009), figure 3.8 : (a) Déplacement quadratique moyen typique

d’une bille libre (échelle log) en fonction du temps. La moyenne d’ensemble a été calculée sur

environ 2000 trajectoires.(b) Déplacement quadratique moyen radial d’une bille dans un puits
de largeur 2 mm pour 3 potentiels électrostatiques appliqués différents. Les points correspondent
auzr données expérimentales, obtenues en moyennant sur plusieurs milliers de trajectoires. Les

traits pleins montrent Uajustement & ’équation (A.52).
utilisant des résultats simples du formalisme de Langevin.

D.1.1 Diffusion linéaire aux temps longs : mesure du coefficient de dissi-
pation

Dans le formalisme de Langevin, ’évolution temporelle du déplacement quadratique moyen d’une
particule diffusant librement est donnée aux temps longs par

(Az2(t)) "2° 2Dyt (D.1)

Dy désigne le coefficient de diffusion d’une particule. Celui-ci est relié aux deux grandeurs caracté-
ristiques d’un bain thermique, la température T et le coefficient de dissipation v par la relation de
fluctuation-dissipation :

_ kT

my

Dy (D.2)

Etant donné que l'on connait la température T grace au thermometre effectif ou a la courbe de
calibration T'= f(A), il est possible d’estimer la valeur du coefficient de dissipation expérimental en
mesurant la valeur du coefficient de diffusion (& partir de la courbe D.1 a) par exemple) et en utilisant
la formule (D.2) pour en déduire . On trouve de cette maniere un coefficient de dissipation de I'ordre
de 10 s71.

La diffusion d’une particule dans un puits quadratique nous permet elle aussi d’estimer la valeur
de v (partie 3.3.2 de [15]). En effet, 'évolution temporelle du déplacement quadratique moyen dans
un tel systeme est donnée par

kgT _ v o
2 vt/2 L }
(Az=(t)) =2 7 {1 e (cos (wt) + 5, Sin (wt)) (D.3)
o wyg = VK/m—~2/4 (voir le calcul en annexe A). On peut donc obtenir la valeur de v par

ajustement des courbes de variances expérimentales (comme celles de la figure D.1 b)) avec la formule
(D.3).
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FIGURE D.2 — Coupier, Thése (2009), note 24 page 56 : Coefficient de dissipation expérimental

~ en fonction de la température T'. La mesure de vy est moins précise lorsque v est grand car les
courbes de variance correspondantes présentent moins d’oscillations, ce qui rend l’ajustement a

la formule (D.3) plus approzimatif.

La figure D.2 représente 1’évolution du coefficient de dissipation en fonction de la température.
On voit que la valeur de v diminue lorsque T augmente. Dans un vrai bain thermique, ’évolution du
coefficient de dissipation en fonction de la température est completement différente dans un liquide
ou dans un gaz [68] : dans un gaz, 'augmentation de la température se traduit essentiellement par
I’augmentation de la vitesse quadratique moyenne, donc de la viscosité. Au contraire, dans un liquide,
la diffusion d’une particule peut se voir comme une succession de sauts thermiquement activés et
la viscosité décroit donc avec la température. Dans ce cas, I'évolution de ~ est donnée par la loi de

B/T qui rend tres bien compte du comportement des liquides simples. On

Guzman-Andrade v = Ae
peut voir sur la figure D.2 que celle-ci est également en tres bon accord avec ’évolution du coefficient

de dissipation expérimental, ce qui semble indiquer que notre bain thermique est de nature liquide.
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