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Tiirme bauen — Eine kombinatorische Lernumgebung fiir
Grundschulkinder und Lehramtsstudierende

1. Einleitende Bemerkungen

Ein und dieselbe mathematische Problemstellung kann Lernende verschie-
denen Alters sowie unterschiedlicher Lernvoraussetzungen zu &hnlichen
Entdeckungen herausfordern. Dazu muss diese im Sinne substanzieller
Lernumgebungen reichhaltig in Bezug auf fachlichen Inhalt und mdgliche
mathematische Aktivitdten sein (vgl. z. B. Wittmann 1998; Krauthausen &
Scherer 2014). Eine entsprechende kombinatorische Problemstellung aus
dem Bereich des Auf- und Abzéhlens (vgl. Danckwerts u. a. 1985) liegt der
Lernumgebung ,Tiirme bauen‘ zugrunde. Wihrend Probleme des Aufzdih-
lens auf die Auflistung der zu der Figurenmenge gehorenden Objekte zie-
len, versuchen Probleme des Abzdhlens die Frage nach der Méchtigkeit der
entsprechenden Figurenmenge zu beantworten. Bei der Bearbeitung solcher
Probleme sind Strukturierungs- und Zahlstrategien von zentraler Bedeu-
tung, wobei diese in der Regel in Wechselwirkung stehen (vgl. Hoveler 1.
Dr.; auch Lockwood 2013). Einerseits beruhen Zihlstrategien darauf, dass
eine vorhandene Struktur des zu zdhlenden Bereichs genutzt oder eine ge-
eignete Strukturierung vorgenommen wird (vgl. Miiller & Wittmann 1984,
S. 219), andererseits bieten sie hdufig Hinweise auf effektivere Strukturie-
rungen, die als Grundlage fiir Begriindungen und Beweise der entsprechen-
den Zihlstrategie dienen konnen. Aufgabenstellungen, die sowohl Aspekte
des Auf- als auch des Abzdhlens umfassen, konnen unter anderem aufgrund
dieses Zusammenspiels von Strukturierungs- und Zéhlstrategien eine ge-
wisse inhaltliche Reichhaltigkeit besitzen.

2. Lernumgebung ,Tiirme bauen*

Die kombinatorische Lernumgebung ,Tiirme bauen‘ bietet sowohl Grund-
schulkindern als auch Lehramtsstudierenden vielfiltige Zugangsweisen und
Bearbeitungsmdglichkeiten. In dieser Lernumgebung sollen die jeweiligen
Lernenden durch das Zusammenstecken von gelben und blauen 2x2-
Legosteinen Tiirme bauen, wobei niemals blaue Legosteine aufeinanderge-
setzt werden diirfen (vgl. Rényi 1982, S. 128-130; Cofman 1992; Béttinger
2006). Dabei soll die Anzahl der Tiirme bestimmter Hohe gesucht und eine
entsprechende Zahlstrategie generiert werden. Als solche lésst sich eine der
Fibonacci-Folge analoge Strategie ausmachen: Die Gesamtheit aller Tiirme
aus (n + 1) Steinen entsteht aus der Summe aller Tlirme aus »n Steinen, auf
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die jeweils ein gelber Stein gesetzt wird, und aller Tiirme aus (n — 1) Stei-
nen, auf die zunéchst ein gelber und dann ein blauer Stein gesteckt wird.

Diese Lernumgebung wird an der Universitit Duisburg-Essen in zwei un-
abhédngigen Kontexten eingesetzt, einerseits im Projekt ,Mathe-Spiirnasen®
andererseits in der Lehrveranstaltung ,Elementare Kombinatorik‘. Im
Rahmen der ,Mathe-Spiirnasen‘ experimentieren Grundschulkinder der
Jahrgangsstufe 4 an einem Vormittag an der Universitit in Kleingruppen zu
einem substanziellen mathematischen Thema. Jedes Thema umfasst eine
Einfiihrungseinheit und drei Vertiefungseinheiten mit verschiedenen Kon-
texten. Die kombinatorische Aufgabe ,Tiirme bauen® stellt eine Vertiefung
zum Thema ,Fibonacci-Folge* dar, die in der Einfilhrung im Zusammen-
hang mit der Kaninchenaufgabe entdeckt wurde. In der Vertiefung wird
zunéchst jedoch kein Bezug genommen, vielmehr soll der Zusammenhang
in der Reflexion entdeckt werden.

Im Rahmen der Fachveranstaltung ,Elementare Kombinatorik® fiir Lehr-
amtsstudierende des ersten Semesters im Bachelorstudiengang fiir das
Lehramt an Grundschulen soll die Auseinandersetzung mit den fachlich re-
levanten Inhalten fiir den Kombinatorikunterricht der Grundschule erfol-
gen. In den Ubungen arbeiten die Studierenden im Sinne entdeckenden
Lernens an kombinatorischen Lernumgebungen. Dabei wéhlen sie frei So-
zialform und Hilfsmittel (z. B. Vorlesungsskript, Taschenrechner etc.). Die
Bearbeitung dokumentieren die Studierenden schriftlich fiir ihr Veranstal-
tungsportfolio.

3. Strukturierungs- und Zihlstrategien

Bei der Bearbeitung der Aufgabenstellung ,Tiirme bauen‘ kénnen unterschied-
liche Strukturierungsstrategien zur Anwendung kommen. Verschiedene Auto-
ren beschreiben auf empirischer Grundlage Strukturierungsstrategien fiir andere
kombinatorische Aufgaben, welche zur e - 2 HagL

Beschreibung des Strukturierungsspekt- [ =
rums beim ,Tirme bauen® adaptiert |
werden konnen. So werden unter ande-
rem gestaltorientiert von Grundschul-
kindern und Studierenden Gegenpaare,
Umwendungen oder Treppenmuster ge-
nutzt, um einen bzw. weitere Tiirme zu
finden (vgl. z. B. English 1991; Stein
1995, 1999; Hoffmann 2003; Hoveler 1.
Dr.). Dabei fokussieren diese Strukturie-
rungen unter horizontaler Perspektive ~ Abbildung 1: Merves Zeichnung
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auf das Finden weiterer Tiirme dersel-
ben Hohe. Dariiber hinaus finden sich
zumindest in den Bearbeitungen der
Studierenden auch Strategien unter
sowohl horizontaler als auch vertikaler
wie unter rein vertikaler Perspektive.
Beispielsweise fertigt die Studentin
Merve eine instruktive Zeichnung an,
in der deutlich wird, dass sich sowohl
2 unter horizontaler Perspektive weitere
Abbildung 2: Tims Zeichnung Tirme gleicher Hohe durch Ausnutzen
des Treppenmusters als auch unter vertikaler Perspektive Tiirme der Hohe (n
+1) aus Tiirmen mit » Steinen aufgrund dhnlicher Bauprinzipien finden lassen
(Abb. 1). Andere Studierende erstellen zur Dokumentation ihrer Bearbeitung
unter rein vertikaler Perspektive Baumdiagramme, bei denen immer ein gelber
und wenn moglich ein blauer Stein auf die Tiirme aus n Steinen gesetzt wird,
um Tiirme der Hohe (n + 1) zu erzeugen (Abb. 2). Bei der Lernumgebung
,Tiirme bauen‘ lassen sich somit Strukturierungen in Bezug auf Spektrum und
Perspektive vornehmen.
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Mittels dieser Strukturierungen entdecken die meisten Lernenden — Grund-
schulkinder wie Studierende — arithmetische Muster, denen sie die Qualitét ei-
ner Zihlstrategie beimessen. Dabei muss die vermutete Zahlstrategie nicht im-
mer korrekt sein. So erkennt der Viertklédssler Florian bei den Tiirmen mit bis
zu vier Steinen fiir die Anzahl der Tiirme T, das Muster T, =T, +n—-1(n <
5), welches von ihm wie folgt beschrieben wird: , Weil das bei der zweiten
Etage einer mehr ist als bei der ersten. Bei der dritten sind zwei mehr und bei
der vierten sind drei mehr und bei der fiinften sind dann vier mehr.* Aufgrund
dieses Musters schliefit Florian, dass die Anzahl der Tiirme aus fiinf Steinen 12
sei. Nina dagegen vermutet, dass es 18 Tiirme mit fiinf Etagen gibt. ,,Ich habe
einfach so gerechnet, wie Mira das gerechnet hat letztes Mal und das zusam-
mengezogen. Darin zeigt sich am konkreten Beispiel die Vermutung, dass die
Summe T, + T, + T; +...+ T, die Anzahl der Tiirme der Hohe (n + 1) liefern
konnte. Sarah entdeckt in den Anzahlen der Tiirme das Muster der Fibonacci-
Folge und nutzt es, um die Anzahl der Tiirme der Hohe 5 zu bestimmen: ,, Weil
zwei plus drei sind fiinf und drei plus fiinf sind acht. [...] Dann sind fiinf plus
acht, sind dann wieder dreizehn. “ Diese Hypothesen zu Zahlstrategien werden
bei den ,Mathe-Spiirnasen® genutzt, um das Beweis- und Begriindungsbediirf-
nis der Lernenden zu wecken, indem sie aufgefordert werden, durch eine erneu-
te Strukturierung die vermutete Zahlstrategie zu begriinden. Die Studierenden
werden durch die Aufgabenstellung direkt zur Begriindung gefundener Zéhl-
strategien aufgefordert. Dabei stellt die ggf. fiir die Begriindung notwendige
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Restrukturierung sowohl fiir die Grundschulkinder als auch fiir die Studieren-
den eine Herausforderung dar.

4. Fazit und Perspektiven

Es zeigt sich, dass ein und dieselbe Problemstellung unterschiedlichen
Lerngruppen vielfdltige Bearbeitungsmoglichkeiten bieten kann. Aufgrund
des Zusammenspiels von Auf- und Abzédhlproblemen bietet die Lernumge-
bung ,Tiirme bauen‘ eine reichhaltige Auseinandersetzung mit dem ent-
sprechenden kombinatorischen Inhalt. Dariiber hinaus eroffnet sie vielfalti-
ge Strukturierungsmoglichkeiten, die zur Hypothesenbildung beziiglich
Ziahlstrategien anregen. Ein fruchtbarer Einsatz dieser Lernumgebung ist
auch in anderen Klassenstufen denkbar und eine Erprobung im zweiten
Schuljahr im Rahmen von Bachelorarbeiten geplant.
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