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Timo LEUDERS, Freiburg

Hohere Algebra fiir das Lehramt — Interaktive, genetische
und visuelle Zugange

Gruppe, Ringe und Kdérper als mathematische Operationsstrukturen werden
im Rahmen der so genannten ,hoheren®, ,,modernen* bzw. “abstrakten‘
Algebra auch im Lehramtsstudium behandelt (CMBS, 2012). Die angebo-
tenen Lehrveranstaltungen sind aber oft mit dem ,,Blick nach vorne* ange-
legt, d.h. sie wollen universelle mathematische Konzepte und Werkzeuge
bereitstellen, die Studierende als zukiinftige Forschende oder als Anwender
von Mathematik verwenden konnen. Kiinftige Lehrkrifte brauchen jedoch
cher einen ,,Blick zuriick®: Sie miissen erkennen, in welcher Weise die abs-
trakten mathematischen Strukturen die vereinheitlichenden Konzepte fiir
die Schulmathematik darstellen, und aus welchen Problemen und Fragen
heraus sie entstanden sind:

In contrast with the normal courses that are relentlessly “forward- looking” (i.e.,
the far-better-things-to-come in graduate courses), considerable time should be
devoted to “looking back. (Wu, 1999; zitiert nach CBMS, 2012, S. 53)

Im folgenden wird ein Lehrkonzept vorgestellt (Leuders 2015), bei dem
Lehramtsstudierende sich die zentralen Konzepte der Algebra aktiv, gene-
tisch sowie interaktiv mit computergestiitzten Erkundungen erarbeiten.
Studierende sollen dabei Antworten auf folgende Fragen finden bzw. selbst
entwickeln:

- Aus welchen Problemen entstehen die relevanten Konzepte?
(horizontale Mathematisierung)

- Welche Phdanomene/Situationen/Beispiele (auch aus der Schule) wer-
den auf universelle Weise beschrieben? (vertikale Mathematisierung)

- Welche sind die Kernideen? Welches sind relevante Grundvorstellun-
gen? (Sinnstiftung)

- Was lernt man iiber mathematische Denkweisen/Erkenntnis? (episte-
mische Reflexion)

Bei der wurden Erfahrungen bzw. Prinzipien aus folgenden Bereichen ge-
nutzt:

- Horizontale und vertikale Mathematisierungsprozesse (Treffers, 1977;
Freudenthal 1991)

- Visualisierungen beim entdeckenden Lernen
- Stoffdidaktische Analyse mit Blick auf Lehrerbildung (Klein 1908;
mathematical knowledge for teaching, Rowland & Ruthven 2008)
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- Forschung zum Lernen der hoheren Algebra (z.B. Weber & Larsen
2008)

- Konzepten und Anregungen aus bestehender Lehrbuchliteratur (z.B.
Carter 2009).

Zudem wurden extensiv das Dynamische Geometriesystem Geogebra ein-
gesetzt, um Applets fiir das interaktive und visuell gestiitzte Erkunden zu
entwickeln. Alle Beispiele in diesem Beitrag stammen aus ,,Erlebnis Al-
gebra® (Leuders 2015).

Kernelement des Konzeptes sind vielfache horizontale Mathematisierungs-
prozesse, in denen Studierend zentrale Konzepte (im Bereich von Gruppen,
Ringen und Korpern aus zugédnglichen Problemen und umfassenden Er-
kundungserfahrungen heraus selbststindig entwickeln (vgl. auch Huss-
mann, Leuders, Prediger und Barzel 2014). Ziel ist in mehreren Anldufen
zunédchst immer wieder der Gruppenbegriff (Leuders, im Druck):
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In weiteren, vertikalen Mathematisierungsprozessen werden dann Gemein-

samkeiten und logische Abhédngigkeiten ausgelotet und ein axiomatisiertes,
abstraktes Gruppenkonzept entwickelt.

569



Beispiel 1: Interaktive Erkundung der Verkniipfung von Deckabbildungen.
Das Computerapplet erlaubt eine flexible und visuell animierte Darstellung
der Deckabbildungen.
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Beispiel 2: Uber Symmetriebrechung gelangt man zu den Konzepten ,,Un-
tergruppe® und ,,Schnitt von Gruppen®. Das Gruppenkonzept wird zunédchst
als konkrete Symmetriegruppe erlebt. Phinomene wie Invarianz, Erzeu-
gung, Symmetriebrechung etc. dienen als Erfahrungsbasis:

X

{1, doo, d180, d270, Sas S1, 2, s3}m {1, d120, d2405 Sas Sps SC}Z{I, Sa}

Beispiel 3: Der aufgewickelte Zahlenstrahl als Visualisierung der Restklas-
senarithmetik. Anstelle der Arithmetik der bekannten Zahlbereiche, wird
der verfremdende Blick auf die Restklassenarithmetik und ihre Phinomene
geworfen. Auch hier treten wieder Faktorgruppen als Phdnomen auf und
konnen erstmals formalisiert werden:

umsortieren
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Beispiel 4: Die Losung des zweidimensionalen Zauberwiirfels dienst als
Anlass zur Entwicklung eines Permutationskalkiils:
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Beispiel 5: Die Untersuchung des abstrakten Gruppenkonzeptes geschieht
mithilfe von Cayleydiagrammen:
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