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Die uvw-Sprache in der analytischen Geometrie

1. Einleitung und Motivation

In Polya 1966, S. 47, findet sich das DESCARTES’sche Schema einer univer-
sellen Methode der Problemlésung:

- Man reduziere jede Art von Problem auf ein mathematisches Problem.

- Man reduziere jede Art von mathematischem Problem auf ein
algebraisches Problem.

- Man reduziere jedes algebraische Problem auf die Losung einer
einzigen Gleichung.

Fiir ausgewihlte Probleme der Dreiecksgeometrie ist eine derartige Uber-
setzung in Standardaufgaben der Vektorrechnung in der Sekundarstufe II
moglich. Typische Aufgabenplantagen, wie sie in vielen Schulbiichern z.
B. zum Schnitt zweier Geraden angeboten werden, konnen auf diese Weise
durch sinnvolle Rechnungen ersetzt werden. Gleichzeitig ergibt sich ein fiir
den Unterricht michtiges Mittel zur (eigenstindigen) Generierung von ma-
thematischen Begriindungen. Eine vorangehende Hypothesenbildung und
damit einhergehende Motivierung der Schiiler und Schiilerinnen ist durch
Exploration mittels DGS moglich.

2. Ein standardisiertes Dreieck

Die Abbildung zeigt ein allge- N
meines (zeigen!) Dreieck 4BC ¢ (0fw)
mit u<v und w>0 (vgl
Gotz & Hofbauer 2012, S. 325).
Die Existenz des (Ecken-)
Schwerpunkts S kann auf ver-
schiedene Weise begriindet
werden: elementargeometrisch
mit dem Satz vom Mittendrei- y , N
eck, mit koordinatenfreien Vek- A(ul0) M AB(u + v ‘ 0)

toren, mittels Flachenvergleichs 1

oder mit dem Satz von CEVA,

am einfachsten aber mittels Rechnens. Mit der Mittelpunktsformel kénnen
wir Parameterformen zweier Schwerelinien aufstellen: zum Beispiel ist

sap: X =(0)+¢t- (i—w) und spe: X = (4) + 0 (@”). Thr Schnitt liefert
2

die (konkreten!) Parameterwerte t = A = % Der Schwerpunkt S teilt also
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die ,,Schwerelinie® im Verhiltnis 2:1. Seine Koordinaten sind (natiirlich)

w

—) . Die dritte Schwerelinie SAC:)_() = (z)_'_r_(zw") (wegen

(ﬂ

3 13
u|w , : : 2

My (5 | ;)) enthdlt S: eine Standardrechnung ergibtr = ;=t= A. Ana-

log erweitern wir unser ,uvw-Vokabelheft“: Umkreismittelpunkt

U (”zi =+ ﬂ) und Hohenschnittpunkt H (0|—1:V—v) (Gotz & Hotbauer

2 2w
2012, S. 326). Das fiihrt uns geradewegs zur EULER ‘schen Geraden e. Wir

2

u+v
legen (6konomisch!) die Gerade durch H und S: e: X = (_91_1;) +u- <W?,,>,
w 3w

und versichern uns, dass U € e gilt, indem wir u = % fiir die x- und y-

Koordinate ermitteln. Die Abbildung zeigt
eine Interpretation dieses Ergebnisses. Fazit:
Die durch die uvw-Sprache suggerierte Wahl
der Punkte fiir das Aufstellen einer Parame-
terform von Geraden erleichtert die geomet-
rische Deutung.

Das Betrachten von Spezialfillen und vor al-
lem die Einbettung der Ergebnisse in andere
mathematische Zuginge dienen dazu, die
Eigentétigkeit von Schiiler(inne)n anzure-
gen. Fiiru = 0 z. B. erhalten wir ein recht-
winkeliges Dreieck. Der Hohenschnittpunkt
H(0]0) liegt dann in der Ecke A, der Um-

X

. : : (v[0)
kreismittelpunkt U (g | %) ist dann der Mit-

telpunkt My der Strecke BC, was den THALESkreis auf den Plan ruft. Die
Koordinaten fiir den Schwerpunkt S (g | %) lassen sich mittels Integralrech-

nung verifizieren. Der Graph der funktionalen Abhingigkeit y = —% "X+

w stellt die Gerade durch B und C dar. Fiir die Koordinaten £ und 1 des
Schwerpunkts S eines Normalbereichs gelten bekanntlich die Gleichungen
£ = f(;;xy dx _ f;’(—%-x2+wx) dx %-f:yz dx _w

f;’y dx f:(—%-x+w) dx

= =Yundy =
3 n f:ydx 3

Weitere Ubungs- und Interpretationsmdglichkeiten bieten sich z. B. beim
gleichschenkeligen Dreieck mit u = —v an.
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3. Die JOHNSON—KTreise

Eine Abituraufgabe aus Wien im Jahre 2012 spricht drei Kreise mit glei-
chem Radius an, die durch jeweils zwei Eckpunkte eines Dreiecks ABC ge-
hen und einen Punkt gemeinsam haben (Miiller 2013, S. 49). Weiterhin
wird gesagt, dass der gemeinsame Punkt der Hohenschnittpunkt des Drei-
ecks ist. Wir berechnen in der uvw-Sprache die Mittelpunktskoordinaten
und den Ra-
dius des Krei-
ses, auf dem [
die Punkte B 5 u—vlw uv r N ' w\  uv
( ) e | Lot |e- )

C und H lie- 2 2w)?
gen. Genauso

gehen wir fiir
die Punkte A4,
B und H bzw.
A, C und H
Vor. Jedes
Mal bekom-
men wir fir
den Radius r

. . o u?+v?  whtup? . .
die Beziehung r= = T Das ist das Quadrat des Umkreisra-

dius des Dreiecks ABC (G6tz & Hofbauer 2012, S. 326). Die Abbildung
zeigt u. a. die Koordinaten der Mittelpunkte J,5, J4c und Jpc der drei JOHN-
SON-Kreise. Der gemeinsame Punkt muss der Umkreismittelpunkt des
JOHNSON-Dreiecks JypJ4c/pc sein. Die Dreiecke ABC und J,3J4c/5c sind

kongruent zueinander. Die Vektoren [, /a5 = (_1;/), m = (_’iv),
JcJac = (u:;) haben die Lingen Vv2 + w2 =a, Vu2 + w2 = b und

|lu — v| = c, das sind die Seitenldngen des urspriinglichen Dreiecks ABC.

Weiterhin lasst sich eine Dualitit feststellen: die Hohenlinien von ABC sind
die Mittelsenkrechten von J,3J4cJ3cund vice versa. Daher ist der Hohen-
schnittpunkt von ABC der Umkreismittelpunkt von J 3 J,c/3c und umge-
kehrt. Mit der uvw-Sprache konnen wir das leicht nachrechnen, indem wir
wie gehabt Parameterformen der entsprechenden Geraden betrachten. In
Gotz & Hofbauer 2012, S. 326, finden wir den mit der uvw-Sprache bewie-
senen Satz: ,,Spiegelt man den Hohenschnittpunkt an den Seiten eines
Dreiecks, so liegen die Spiegelungspunkte am Umkreis des Dreiecks.* Da-
raus folgt, dass die drei Kreise, die durch Spiegelung des Umkreises eines
Dreiecks an seinen drei Seiten entstehen, einen gemeinsamen Punkt haben,
eben den Hohenschnittpunkt des Dreiecks.
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4. Dynamische uvw-Sprache

Wandert der Eckpunkt C eines Dreiecks parallel zur Seite 4B und verfolgt
man die Spur des Umkreismittel-

punktes U, so bewegt sich dieser auf S

einem Strahl senkrecht zu AB (vgl.
Gotz & Siiss-Stepancik 2015). Wir U
fiihren die Variable =z als x-
Koordinate von C ein. IThre Veridnde-
rung entspricht der Bewegung von C.
Der Schnitt der Mittelsenkrechten
w n (u—2)(v-2) fiir

. . u+v
mypund mpc in der uvw-Sprache liefert x = 5 und y = 3 -~

die Koordinaten der Spur von U. Fassen wir die y-Koordinate als Funktion
von z auf (die x-Koordinate ist ja fest!), dann ist ihr Graph eine nach oben

*B

offene Parabel mit Minimum an der Stelle uzﬂ In diesem Fall ist das Drei-

eck ABC gleichschenkelig, denn C liegt nun auf m,p und Uist ,,am Tief-
punkt“. Wird das Dreieck dagegen immer ,,stumpfwinkeliger* bei 4 oder
B, das heif3t der Betrag von z immer grof3er, dann wandert U nach ,,oben.

5. Resiimee

Die uvw-Sprache ist ein Begriindungswerkzeug fiir geometrische Probleme.
Eine entsprechende Dokumentation von Schiiler(innen)seite stiitzt dieses
Sinnangebot in der Vektorrechnung. Zum Einstieg in die uvw-Sprache kann
mit konkreten Belegungen fiir #, v und w im Mathematikunterricht gearbei-
tet werden. Die Anschauung dient auch zur Priifung der gemachten Inter-
pretationen. Das Rechnen, das Operieren mit Zeichen nach bestimmten Re-
geln als manifest werdendes Denken, wird so als Erkenntnismittel deutlich.
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