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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Anwendung von Schoenbergs total positiven Funktionen,
sowie exponentieller B-Splines in der Zeit-Frequenz-Analyse. Wir werden aufzeigen, dass sich
diese Funktionen sehr gut als Fenster der Gabor-Transformation eignen und dariiber hinaus

anwendungsorientierte Algorithmen zur Implementierung angeben.

Nach einer kurzen Einfithrung in die Thematik betrachten wir zunéchst die Zak-Transfor-
mierten der genannten Funktionen und charakterisieren fiir eine Teilklasse der total positi-
ven Funktionen ihre Nullstellenmengen. Dies liefert bereits Gabor-Frames mit ganzzahligem
oversampling und gibt Hinweise iiber die Existenz im Fall von rationalem oversampling. An-
schlieend beschéftigen wir uns mit Gabor-Systemen auf beliebigen separablen Gittern und
legen einige Situationen dar, in welchen die Systeme der betrachteten Funktionen einen Fra-
me liefern. In diesen Fillen beschreiben wir Algorithmen zur Konstruktion unendlich vieler
verschiedener Duale mit kompakten Tragern, welche gegen den kanonischen Dual konvergie-
ren. Weiter geben wir einen kurzen Einblick in die sich ergebenden Méoglichkeiten zur Bildung
von Gabor-Frames iiber nicht-separablen Gittern. Abschlieflend erldutern wir, wie die gewon-
nenen Erkenntnisse genutzt werden kénnen, um diskrete Gabor-Frames und deren Duale zu

konstruieren.
Einige Resultate dieser Arbeit wurden bereits verdffentlicht in:
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Abstract

This thesis deals with the applicability of Schoenberg’s totally positive functions and expo-
nential B-splines in time-frequency analysis. We show that these functions provide excellent

windows for the Gabor transform and give some application-oriented algorithms.

After a brief introduction to the topic, we consider the Zak transform of totally positive func-
tions and exponential B-splines. We characterize the zero set of this transform for a special
subclass of totally positive functions, which directly leads to the existence of Gabor frames
with integer oversampling, and gives some information about the case of rational oversamp-
ling. Afterwards, we deal with Gabor systems on arbitrary separable lattices and present some
concrete situations, where the considered functions yield a frame. In these cases, we describe
algorithms for constructing infinitely many different duals with compact support, which con-
verge to the canonical dual. We also provide a brief insight how to handle Gabor systems on
non-separable lattices. Finally, we explain to construct discrete Gabor frames and their duals

in the aforementioned situations.
Some results of this thesis are already published in:
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Einleitung

Die Zeit-Frequenz-Analyse ist ein grofler Bestandteil der angewandten harmonischen Analysis.
Sie beschiiftigt sich im Grunde mit der Fragestellung, welche Frequenzen ein zeitabhéngiges
Signal zu einem bestimmten Zeitpunkt beinhaltet, oder aber zu welchen Zeitpunkten eine
bestimmte Frequenz in einem frequenzabhingigen Signal vorkommt. Den Grundstein der Fre-
quenzanalyse legte Fourier dabei bereits 1822 durch die nach ihm benannte Fourier-Reihe. Die
darauf basierende Fourier-Transformation liefert ein probates Mittel zur Bestimmung aller Fre-
quenzen eines zeitabhéngigen Signals. Die bei der Zeit-Frequenz-Analyse gewiinschte Lokalisa-
tion dieser Frequenzen liefert die Kurzzeit-Fourier- oder aber auch die Gabor-Transformation.
Bei diesen Anséitzen werden mittels Fourier-Transformation Frequenz-Analysen kurzer Aus-
schnitte des gesamten Signals durchgefithrt, um so die Frequenzen zeitabhéingig bestimmen
zu koénnen. Eines der grofiten Probleme dabei ist die Wahl eines geeigneten Fensters, d.h.
einer Funktion, welche man verwendet um das Signal auf einen gewissen Zeitbereich einzu-
schrinken. Nach der Heisenbergschen Unschérferelation gibt es kein Fenster, welches sowohl
in der Zeit, als auch in der Frequenz gut lokalisiert ist. Von Neumann und Gabor wéhlten
fiir ihre Gabor- oder diskrete Kurzzeit-Fourier-Transformation ein Gauf3-Fenster, welches die
Unschérfe nach Heisenberg zumindest minimiert. Heutzutage werden Gabor-Systeme in vielen
Bereichen der Ingenieurwissenschaften angewandt, allen voran der Bild- und Musiksignalver-
arbeitung. Dabei wird auch auf Hamming-, Blackman-, Hann-, Nuttall-, Barlett-, Kosinus-
und viele weitere Fenster zuriickgegriffen. Die Vielzahl an Fenstern, welche heutzutage ver-
wendet werden verdeutlicht eindrucksvoll die mit der Auswahl verbundenen Schwierigkeiten.
Da héufig Eigenschaften wie ein endlicher Tréger bzw. exponentielles Abklingen oder Glatt-
heit als Voraussetzung gestellt werden, méchten wir in der vorliegenden Arbeit zwei Klassen

von Fensterfunktionen genauer untersuchen, welche ebendiese Eigenschaften besitzen. Zum



einen die total positiven (TP) Funktionen, eine Klasse die von Schoenberg [77] bereits in
anderem Zusammenhang n&her betrachtet wurde, und zum anderen (kardinale) exponenti-
elle B-Splines (EB-Splines), welche ebenfalls héufig mit Schoenberg in Verbindung gebracht
werden [76], jedoch auch schon frither von Quade und Collatz verwendet wurden [70]. Dabei
beinhalten die total positiven Funktionen Fenster wie das GauB-Fenster, die einseitige und
zweiseitige Exponentialfunktion und auch den Sekans Hyperbolicus, welche allesamt bereits
in der Gabor-Analysis eingesetzt werden. Im Folgenden unterscheiden wir vor allem die un-
endlich oft differenzierbaren TP Funktionen, die sogenannten unendlichen Typen, und die TP
Funktionen endlichen Typs, welche nur endlich oft differenzierbar sind.

Zu den exponentiellen B-Splines gehoren insbesondere auch die polynomialen B-Splines. Von
diesen werden gerade die charakteristische Funktion und die Hutfunktion oft verwendet.

Wir werden in der vorliegenden Arbeit zeigen, dass sich Funktionen beider Klassen als Fens-
ter bestimmter Gabor-Systeme eignen und dariiber hinaus Moglichkeiten zur Implementation

beschreiben.

In Kapitel 1 wiederholen wir zunéchst die Grundlagen zu Basen, Frames und insbesondere
Gabor-Frames und geben die wichtigsten Hilfsmittel fiir die Analyse von Gabor-Systemen an.
Dies schlieit allen voran die Resultate von Wexler und Raz [87], Janssen [51], sowie Ron und
Shen [74] ein. Anschlieflend fiihren wir exponentielle B-Splines und total positive Funktionen
ein. Wahrend die meisten Resultate zu den Splines bereits seit der zweiten Hélfte des zwan-
zigsten Jahrhunderts bekannt sind, wurde die gleichméfBige Konvergenz von TP Funktionen
endlichen Typs gegen eine TP Funktion unendlichen Typs in der Form wie in Satz 1.34 erst
2015 in [62] bewiesen und bildet eine wichtige Grundlage fiir die Ergebnisse aus Kapitel 2.
Am Ende der jeweiligen Abschnitte zeigen wir die Moglichkeiten der Implementation von EB-
Splines nach Cox und deBoor [26], Dyn und Ron [31, 73], Christensen und Massopust [18],
sowie der TP Funktionen endlichen Typs nach Kloos, Stockler und Grochenig [64] auf. Diese
werden in naher Zukunft in der Large Time-Frequency Analysis Toolbox (LTFAT) [69], einer

kostenlosen Toolbox fiir Matlab, 6ffentlich zur Verfiigung gestellt.

Im zweiten Kapitel beschéftigen wir uns mit einem der wichtigsten Hilfsmittel im Zusammen-
hang mit Gabor-Systemen, der Zak-Transformation. Diese Transformation ist in der Physik
bereits seit 1950 bekannt, hielt allerdings erst 1982 durch die Arbeit von Janssen [49] Ein-
zug in die Gabor-Theorie. Seit den Arbeiten von Daubechies [21] und Zibulski und Zeevi [91]



weil man, dass gerade Lage und Anzahl der Nullstellen der Zak-Transformierten eine grofie
Rolle bei Gabor-Systemen spielen. Die Hauptresultate dieses Kapitels sind daher das Theo-
rem 2.16 bzw. Korollar 2.15 von Kloos und Stockler [63], sowie die Theoreme 2.18 und 2.22 von
Kloos [62], nach denen die Zak-Transformierten der meisten TP Funktionen in gewisser Weise
nur wenige Nullstellen besitzen. Ahnliche Resultate sind nur fiir vereinzelte Funktionsklassen,
wie beispielsweise den superkonvexen Funktionen nach Janssen [56] bekannt. Fiir die Bewei-
se der genannten Resultate wird eine enge Verkniipfung der TP Funktionen und EB-Splines

aufgefithrt und ausgenutzt, welche auch im weiteren Verlauf immer wieder Verwendung findet.

In Kapitel 3 beschéftigen wir uns mit der Fragestellung welche Gabor-Systeme von TP Funk-
tionen oder EB-Splines einen Frame fiir L?(R) liefern. Dabei behandeln wir zunichst den
Fall eines Gabor-Systems iiber separablen Gittern aZ x SZ auf R%. Zu einer festen Fenster-
funktion g bezeichnen wir hierfiir die Menge aller Parameterpaare («,3) € R2, fiir welche
das Gabor-System zu ¢ iiber dem zugehorigen separablen Gitter einen Frame liefert, als die
Framemenge dieser Funktion. Fiir das Gauf-Fenster haben Lyubarskii [67] und Seip [81], fiir
den Sekans Hyperbolicus Janssen [54] und fiir TP Funktionen endlichen Typs Grochenig und
Stockler [41] die Framemengen bereits vollstdndig charakterisiert. Fiir letzteres Resultat wer-
den wir einen wesentlich kiirzeren Alternativbeweis angeben, welcher die Verkniipfung der
Zak-Transformierten von TP Funktionen und EB-Splines ausnutzt. Mit den weiteren Resul-
taten aus dem zweiten Kapitel konnen wir dariiber hinaus Gabor-Frames von TP Funktionen
unendlichen Typs bestimmen.

Fiir die Framemenge von EB-Splines gibt es nur weniger weitreichende Resultate als fiir TP
Funktionen. Die gesamte Framemenge ist bisher nur von einem einzigen EB-Spline bekannt,
der charakteristischen Funktion. Zur Framemenge allgemeiner EB-Splines werden wir die po-
sitiven Resultate von Daubechies, Grossmann und Meyer [23], Kloos und Stéckler [63], Chris-
tensen, Kim und Kim [17], sowie Lemvig und Nielsen [65] aufzeigen,und durch Theorem 3.5
ein weiteres Resultat dieses Typs beweisen, welches zudem das Resultat von Christensen, Kim
und Kim einschliefit und somit einen Alternativbeweis hierfiir liefert. Anschliefend werden wir
einige negative Resultate zu Gabor-Frames von EB-Splines auffithren und dennoch zwei neue
Beispiele angeben, in denen die bisher bekannten Restriktionen keine Rolle spielen. Durch diese
Beispiele wird deutlich, dass es bei Gabor-Frames gewisser separabler Gitter zwingend not-

wendig ist sich eines EB-Splines zu bedienen, welcher ausdriicklich kein polynomialer B-Spline



ist.

In Kapitel 4 betrachten wir Algorithmen zur Bestimmung von dualen Fenstern von TP Funk-
tionen und EB-Splines, welche von Bannert, Grochenig, Kloos und Stockler [61, 41, 4, 63]
angegeben wurden. Mit Hilfe der sogenannten finite section Methode zeigen wir anschlieflend
in Theorem 4.7 und 4.8, den Hauptresultaten dieses Kapitels, dass die berechneten Duale der
Algorithmen gegen den kanonischen Dual konvergieren. Der Beweis nach Grochenig, Kloos
und Stockler [64] ist im Hinblick auf die finite section Methode nicht-symmetrischer biinfiniter

Matrizen sicherlich auch von allgemeinerem Interesse.

Anschlielend, in Kapitel 5, werden wir kurz auf Gabor-Systeme nicht-separabler Gitter ein-
gehen und die Moglichkeiten des Umgangs mit diesen Systemen aufzeigen. Hierzu geben wir

lediglich ein kurzes Beispiel eines Frames iiber einem solchen Gitter an.

Im sechsten Kapitel zeigen wir schlussendlich, wie man die bisherigen Resultate nutzen kann,
um diskrete Gabor-Frames fiir CX zu bestimmen. Besonders interessant sind dabei die resul-
tierenden Algorithmen, welche eine schnelle und stabile Moglichkeit der Implementation der

Fenster und zugehoriger Duale liefern. Diese werden ebenfalls in der LTFAT erscheinen.

Wir schlieflen die Darlegungen mit einem kurzen Ausblick, welcher weiterhin offene Fragestel-

lungen und somit mogliche Forschungsanséitze aufzihlt.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Basen und Frames

Basen bieten in endlich dimensionalen Vektorrdumen die Méglichkeit Elemente des Raumes
als eine Linearkombination der Basiselemente darzustellen. Die Verallgemeinerung dieses Be-
griffs auf unendlich dimensionale Raume ist jedoch nicht ganz einfach. Zwar existiert nach
dem Lemma von Zorn in jedem Vektorraum ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem,
jedoch folgt aus dem Satz von Baire, dass jede solche Basis eines unendlich dimensionalen
Banach-Raumes iiberabzéhlbar grofl sein muss. Daher sind diese sogenannten Hamel-Basen,
welche endliche Linearkombinationen zur Darstellung der Elemente liefern, im Fall von un-
endlich dimensionalen Rdumen als Basen ungeeignet. Die Antwort auf die Frage nach einem
zweckméBigen Basisbegriff in unendlich dimensionalen Banach-R&umen lieferte Schauder 1927
mit der nach ihm benannten Schauder-Basis. Nachfolgend werden wir diesen und verschiedene
andere Basisbegriffe kurz wiederholen. Anschlielend fithren wir Frames fiir Hilbert-Réume ein
und erldutern kurz die Unterschiede und Vorteile gegeniiber der Verwendung von Basen. In
1.2 beschriinken wir uns auf Gabor-Frames fiir L?(R). Sofern nicht anders gekennzeichnet,
basieren die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt auf den Biichern [14, 15] und [36], welche sich

ebenfalls fiir tiefgreifendere Studien in diesem Themengebiet eignen.

Definition 1.1. Es sei {z;}?°, eine Familie von Elementen des Banach-Raumes 5. Dann

nennen wir diese Familie:



(i) Schauder-Basis von B, falls fiir jedes € B eine eindeutige Folge von Koeffizienten

{ck}32, existiert, sodass
oo

:U:cha:k. (1.1)

k=1
(ii) Unbedingte Basis von B, falls sie eine Schauder-Basis ist und die Reihe in (1.1) fiir jedes

x € B unbedingt konvergiert.

Besitzt ein Banach-Raum eine Schauder-Basis, so ist dieser separabel. Die Umkehrung hier-
von ist allerdings nicht richtig. Ein Gegenbeispiel konstruierte Per Enflo 1973. Anders verhalt
es sich mit Hilbert-Rdumen. Diese besitzen immer ein sogenanntes wollstindiges Orthonor-
malsystem zur Darstellung der Elemente, welches genau dann abzdhlbar ist, wenn der Raum

separabel ist. In diesem Fall bezeichnen wir dieses System auch als Orthonormalbasis.

Definition 1.2. Es sei {z;}72, eine Familie eines Hilbert-Raumes H. Dann nennen wir diese
Familie Orthonormalbasis von H, falls sie eine Schauder-Basis und ein Orthonormalsystem

ist. In diesem Fall kann jedes Element = € H dargestellt werden als

o0

x = Z(w,xk>xk (1.2)

k=1
Da diese Reihe unbedingt konvergiert, ist eine Orthonormalbasis gleichzeitig eine unbedingte

Basis.

Orthonormalbasen liefern eine einfache Methode ein gegebenes Signal z € H in eine Koefhi-
zientenfolge zu zerlegen und dieses mit derselben Basis wieder zu rekonstruieren. Daher sind
diese sehr bequem in der Anwendung und wurden zu Beginn der Signalverarbeitung fast aus-
schliefllich verwendet. Kennt man bereits eine Orthonormalbasis {x}}3>, C H, so ldsst sich
jede weitere durch die Darstellung {Ux}7°, charakterisieren, wobei U : H — H ein unitérer
Operator ist. Schwichen wir die Figenschaften der Operatoren U ein wenig ab, so erhalten

wir einen weiteren Basisbegriff.

Definition 1.3. Sei {x}};°, eine Orthonormalbasis des Hilbert-Raumes H und U : H — H

ein beschrankter, invertierbarer Operator. Dann heifit {Ux}}2°, Riesz-Basis von H.

Riesz-Basen sind ebenfalls unbedingte Basen und kénnen alternativ auch wie folgt charakte-

risiert werden.



Theorem 1.4. Sei H ein Hilbert-Raum. Dann ist {x}}7°, C H eine Riesz-Basis, falls

(i) spani{ay | k € N} = H,

(i) Konstanten 0 < A < B < oo existieren, sodass

00
g QT
k=1

2
< Blal%, firalea= (a;), € (A(N). (1.3)
H

2
Allalle <

Die Konstanten A, B in Ungleichung (1.3) heifilen (untere und obere) Riesz-Schranken. Falls
A = B =1 gilt, ist die Riesz-Basis eine Orthonormalbasis. Da dies im Allgemeinen nicht
der Fall ist, konnen die Koeffizienten in der Basisdarstellung eines Signals nicht stets iiber
die Riesz-Basis selber repriisentiert werden. Jedoch existiert, dhnlich zu (1.2), eine eindeutige
Darstellung des Koeffizientenvektors als das Skalarprodukt des Signals mit der zugehotrigen

dualen Riesz-Basis.

Theorem 1.5. Ist H ein Hilbert-Raum und {x}32, C H eine Riesz-Basis, dann existiert

eine weitere, eindeutige Riesz-Basis {yr}e, C M, sodass

x = Z(m, Yk) Tk = Z(m,:):k>yk, fir alle x € H.

k=1 1

Die Riesz-Basis {yi}32, nennt man die duale Riesz-Basis zu {xy}32, und umgekehrt.

Neben Orthonormalbasen existiert mit den Riesz-Basen, inklusive ihrer dualen Basen, damit
eine weitere Moglichkeit die Elemente eines Hilbert-Raumes eindeutig in einen Koeflizienten-
vektor zu zerlegen und auch wieder zu rekonstruieren. Dies ist die Grundvoraussetzung der
modernen Signalverarbeitung. In der Regel ist es jedoch nicht nétig eine eindeutige Darstel-
lung zu haben. Daher verwendet man hierfiir hdufig redundante Familien, sogenannte Frames
anstelle von Basen. Diese wurden von Duffin und Schaeffer in [30] 1952 zum ersten Mal ein-
gefiihrt. Spéter, mit der grundlegenden Arbeit von Daubechies, Grossmann und Meyer [23],
sowie dem Durchbruch der Wavelets (s. [19], [22]) in der Signalverarbeitung, wurden Frames
immer populdrer. Eine ihrer wichtigsten Eigenschaften im Gegensatz zu Basen ist, dass sie
nicht notwendigerweise aus linear unabhéngigen Elementen bestehen. Durch diese Redundanz
sind sie in manchen Anwendungen wesentlich stabiler. Sind die Koeffizienten eines Signals ver-

rauscht oder gingen einige bei der Ubertragung verloren, so kann es mit Frames noch immer

7



moglich sein das urspriingliche Signal verlustfrei zu rekonstruieren. Bei Basen ist dies im All-
gemeinen nicht moglich. Ebenfalls fithrt die Redundanz dazu, dass ein Frame mehrere Duale
haben kann. Daher ist es wesentlich einfacher einen Frame und eines der entsprechenden Duale

zu finden, anstelle einer geeigneten Basis und der eindeutigen dualen Basis.

Definition 1.6. Es sei H ein Hilbert-Raum und {z}}3°, eine Familie in H. Existieren 0 <

A < B < oo, sodass

Allzl3, <> Ha,a)” < Bllz|l,,  fiir alle z € H, (1.4)
k=1

so nennen wir die Familie {z;}7° einen Frame fiir #. Die Konstanten A, B heiflen in diesem

Fall (untere und obere) Frameschranken. Falls nur die rechte Ungleichung erfiillt ist,
o
> Ha,zp)? < Blalf,, firalle x € A, (1.5)

so heit {x}7°, eine Bessel-Familie und B eine Bessel-Schranke.

Da die Frameschranken offensichtlich nicht eindeutig bestimmt sind, interessiert man sich

haufig fiir die optimalen Frameschranken
Aopt :=sup {A | A ist untere Frameschranke} , By := inf {B | B ist obere Frameschranke}.

Falls diese identisch sind, 0 < Ayps = Bopt < 00, so heifit der Frame Tight Frame. Der Quoti-
ent Bop/Aopt wird als die Kondition des Frames bezeichnet und gibt einen Hinweis auf die

numerische Stabilitét.

Aus (1.4) folgt, dass Frames vollstindige Systeme sind. Weiterhin gilt wegen (1.5), dass der

zugehorige Analyse- oder Koeffizientenoperator
C: H — FZ(N)
o ((z,20)n)it,

beschrénkt ist mit ||C|,, = \/Bopt. Wegen

(x,C*c)y = (Cx,c), Z T, Tk)H ch Tp)H
k=1
fiir ¢ € (2(N) und x € H, ist auch der adjungierte Operator, der Syntheseoperator
D: /2N — 7-[

(Ck — ch Tl



beschrénkt mit || Dl|,, = \/Bopt-

Die Verkettung dieser beiden Operatoren liefert den Frameoperator

S: H — H

o0

k=1

Wegen (Sz,z) = >,y {7, 23)|?, kann man (1.4) auch schreiben als AI < § < BI. Demnach
ist der Frameoperator S nach oben und unten beschriankt und positiv. Da er insbesondere
selbstadjungiert ist, gilt Bild(S)* = Kern(S) = 0 und somit ist er invertierbar auf . Der
inverse Operator S~! ist der zugehorige Frameoperator des Frames {5 _1:Uk}2°:1. Dieser hat
Frameschranken 0 < B~! < A~! < oo und wird kanonischer dualer Frame oder kurz kanoni-

scher Dual genannt.

Theorem 1.7. Es sei H ein Hilbert-Raum und {x;}72, ein Frame mit Frameoperator S.

Dann hat jedes x € H die Darstellungen

x = Z(m,xk) S~y = Z(w, Sty xy, (1.6)
k=1 k=1

wobei beide Reihen unbedingt konvergieren.

Es ist leicht einzusehen, dass jede Riesz-Basis auch ein Frame ist, wobei die entsprechenden
Frameschranken die Riesz-Schranken sind. Im Gegensatz zu Riesz-Basen kénnen zu Frames im
Allgemeinen allerdings viele verschiedene duale Frames existieren. Tatsdchlich ist ein Frame ge-
nau dann eine Riesz-Basis, wenn es nur einen eindeutigen dualen Frame gibt, den kanonischen
Dual. Oder anders gesagt ist ein Frame genau dann eine Riesz-Basis, wenn die Koeffizien-
tenfolge der Darstellung in (1.6) eindeutig ist. Wegen dieser fehlenden Redundanz von Basen,
nennt man eine Riesz-Basis auch einen exakten Frame oder andersherum einen Frame, welcher
keine Riesz-Basis ist diberbestimmt. Der kanonische Dual hebt sich in vielerlei Hinsicht von den

iibrigen Dualen ab. Folgende Eigenschaft wird haufig verwendet.

Lemma 1.8. Es sei H ein Hilbert-Raum, {x}3, ein Frame mit Frameoperator S und c €

oo
?2(N) mit E ¢k xp = x. Dann gilt
k=1

H(<$’S_1xk>)keNH2 < lelfly-



Beweis. Mit ¢, = (x, S~ ;) folgt

xS x ch xk,S SL‘ ZCECZZHéHg

kel kel

Da ebenfalls
(x,871z) = Z er(ry, S™la) = cha = (c,¢)

kel kel
gilt, ist (¢, &) = ||&]|3. Somit erhalten wir
2 = =2
lelly = lle = e+ ell3

~12 ~12 ~ o~ ~ ~
=lle—cl; +llclz +(c—¢,¢é) + (¢, c—¢)

=lle —el3 + lell; + (e, €) — (&, + (. c) - (e,€)

~12 (12 112
= [le =elly + llellz = llefls -

Hat man bereits einen Frame gegeben, so ergibt die elementweise Anwendung eines unitéren

Operators wiederum einen Frame mit gleichen Frameschranken.

Lemma 1.9. Es seien H ein Hilbert-Raum, {xy}72 | ein Frame mit Frameschranken 0 < A <
B < oo und U : H — H ein unitdrer Operator. Dann ist auch {Uxp}32, ein Frame mit

Frameschranken A, B.

Beweis. Die Bessel-Schranke ergibt sich durch
[e.e]
> [, Uze)|* < B U |” = B |||
k=1

Die untere Frameschranke folgt aus

. 1= >
] = 0 2? < 5 S U™, 2 Z v Uy P
k=1 _

Hiermit beenden wir die kurze Einfithrung iiber Basen und Frames in allgemeinen Banach-

und Hilbert-Riumen und beschriinken uns fortan auf den Hilbert-Raum L?(R).
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1.2 Gabor-Frames fiir L*(R)

Die Gabor-Transformation wurde 1927 zum ersten Mal von von Neumann in seiner Arbeit
iiber Quantenmechanik [86] erwdhnt. Spéter wurde sie nach Gabor benannt, der denselben
Ansatz 1946 in [33] beschrieb. Dadurch motiviert nicht nur das globale Frequenzspektrum ei-
nes Signals zu bestimmen, wie z.B. durch die Fourier-Transformation, sondern die Frequenzen
gleichzeitig auch in der Zeit lokalisieren zu kénnen, mochte man ein Signal bei diesem Ansatz
als Linearkombination oder Reihe von Zeit-Frequenz-Shifts einer bestimmten Fensterfunktion
darstellen. Die Koeflizientenfolge dieser Darstellung reprasentiert dabei die Energieverteilung
des Signals und wird mit der Gabor-Transformation bestimmt. Da Gauf3-Atome die Heisen-
bergsche Unschiérferelation minimieren, waren diese zu Beginn der Gabor-Theorie erste Wahl.
Hierdurch erhoffte man sich eine héchstmogliche Auflésung. Genauer gesagt betrachteten von

Neumann und Gabor Darstellungen

F&) =" crigra(t),

k,leZ

wobei gi () = g(t — k) e~2™ der ganzzahlige Zeit-Frequenz-Shift eines GauB-Atoms g ist.
Da es damals jedoch nur die Moglichkeit einer iterativen Approximation der Koeffizienten
gab, wurde dem zunidchst nur wenig Aufmerksamkeit zugetan. Inzwischen wissen wir, dass
die Darstellung von von Neumann und Gabor sehr instabil und fiir die meisten Anwendungen
unbrauchbar ist. Fiir eine stabile Reprisentation aller Signale f € L?(R) bendtigt man ein
gewisses Mafl an Redundanz in dem System der Zeit-Frequenz-Shifts von g. Dies fiithrte schlus-

sendlich zur Verbindung dieses Ansatzes mit Frames und resultierte in den Gabor-Frames.

Heutzutage werden Gabor-Frames in vielen verschiedenen Gebieten angewendet. Zum einen in
der klassischen Sprach- ([75]) und Musiksignalverarbeitung ([29]), aber auch auf dem Gebiet
der wireless communication ([47], [83]) oder in weniger offensichtlichen Anwendungsbereichen,

wie der Analyse von EEG Signalen ([7], [13]) in der Medizin.

Zu t,w € R bezeichne T} : L?>(R) — L%*(R) den Translationsoperator mit T; g = g(- — t) und
M, : L*(R) — L*(R) den Modulationsoperator mit M, g = €™ g. Damit definieren wir

Gabor-Systeme wie folgt.

Definition 1.10. Es sei ¢ € L?(R) eine nichttriviale Fensterfunktion und o, 3 > 0 zwei

11



Gitterparameter. Wir bezeichnen das System der zugehorigen Zeit-Frequenz-Shifts
G(g,, B) := {Mp Tar. g | k,1 € Z} = {*™P g(- — ak) | k,1 € Z}

als das Gabor-System zu g und dem Gitter aZ x SZ. Das Produkt af wird das oversampling
bzw. (aB)~! die Redundanz des Systems genannt.

Falls G(g, a, B) ein Frame fiir L?(R) ist, so heiit das System ein Gabor-Frame.

Die zugehorigen Analyse- und Syntheseoperatoren sind gegeben durch
Cf = (fs Mar Tak 9))1ez» [ € L*(R), und De= > riMaTarg, cc(Z%).
kleZ

Der Frameoperator hat demnach die Form

Sf=Y (f MaTekg)Mp Torg, f<L*R).

klcZ

Wenn wir im Falle eines Gabor-Systems auf die entsprechend genutzte Fensterfunktion hinwei-
sen mochten, schreiben wir auch Cy und D,. Mit S,  := D, C, bezeichnen wir den Operator,
der ein Signal mit dem Gabor-System zu g analysiert und mit dem Gabor-System zu «y synthe-
tisiert, also ist Sy 4 = D,Cy demnach der Frameoperator beziiglich des Systems zu g. Wegen
der Identitdt MgT, f = eQmO‘BTaMﬁf gilt sowohl SMgf = MgSf, als auch ST, f = T,Sf.
Folglich kommutieren S und der inverse Frameoperator S~! mit den Zeit-Frequenz-Shifts einer
Funktion f. Daher ist der kanonische Dual eines Gabor-Frames wiederum ein Gabor-Frame

und eindeutig durch das kanonische duale Fenster v° := S~'g charakterisiert.

Lemma 1.11. Es sei g € L2(R), o, 3 > 0 und G(g,, B) ein Gabor-Frame fiir L*(R). Dann
ezistiert eine Funktion v € L*(R), sodass G(7y, o, B) ebenfalls ein Gabor-Frame fiir L*(R) ist
und
F=> {f MarTakg) Mar Ty = Y (f, Mp Tarv) Mg Tk 9,
klCZ klCZ
fiir alle f € L?(R). Somit ist G(v,a, B) ein dualer Gabor-Frame zu G(g,a, ), wobei v ein

duales Fenster zu g genannt wird.

Dies bedeutet also, dass fiir ein Paar g,y € L?(R) von zueinander dualen Fensterfunktionen
Sg~ = S5,g = I gilt. Fiir ein tieferes Verstdndnis von Gabor-Frames ist es hilfreich den Frame-

operator etwas genauer zu betrachten. Es gibt verschiedene Alternativen diesen darzustellen.

12



FEine hiufig angewandte Variante ist Janssens Darstellung. In dieser wird das adjungierte Git-
ter %Z X éZ verwendet, welches wir im weiteren Verlauf ebenfalls zur Charakterisierung von

Gabor-Frames und deren Dualen heranziehen werden.

Theorem 1.12 (Janssens Darstellung [51]). Es seien g,y € L*(R) und o, 3 > 0 so, dass

S |6 MiTig)| < oo (L.7)
k€L o f
In diesem Fall besitzt der Operator Sy, die Darstellung
Sgn = (aB)™ Z (Vs My Txg) M1 T,
kl€Z °

wobei die Reihe absolut in Operatornorm konvergiert.

Diese Darstellung ist zunédchst sehr iiberraschend. Nach Definition ist Sy~ f eine Linearkom-
bination von Zeit-Frequenz-Shifts von ~y, dessen Koeffizienten #hnlich wie bei einer Ortho-
normalbasis durch die Skalarprodukte von f mit Zeit-Frequenz-Shifts von g gebildet werden.
Andererseits zeigt Janssens Darstellung, dass S, f als Linearkombination der Zeit-Frequenz-
Shifts von f selbst auf dem adjungierten Gitter dargestellt werden kann.

Mit Hilfe des adjungierten Gitters ergibt sich durch die Biorthogonalitdtsbedingungen von

Wexler und Raz sogar eine Charakterisierung dualer Gabor-Frames.

Theorem 1.13 (Wexler-Raz Biorthogonalitit [87]). Falls fiir g,v € L*(R) und «, 8 > 0 die

Systeme G(g,a, B) und G(~y, a, B) Bessel-Systeme sind, so ist dquivalent:

(i) Die Gabor-Systeme G(g,a, ) und G(v, o, B) sind zueinander duale Frames.

(i) (v, MLT%Q> = ko 00 a8 fiir alle k,l € Z.
Alternativ wird Aussage (i) hiufig durch
(1*) Sgny = Syg=1

ersetzt. Denn aus S, , = S, 4 = I folgt mit Submultiplikativitéit der Normen

1£153 = 1D,Co £l < 1D D 1 MaiTarg) | < IDAIP ICIP 11 £15
1,k€EZ
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fir alle f € L?(R). Wegen der Beschrinktheit der Synthese- und Analyseoperatoren von

Bessel-Systemen sind die Systeme folglich sogar Frames.

Ron und Shen nutzen ebenfalls Gabor-Systeme auf den adjungierten Gittern um Gabor-Frames
zu charakterisieren. Durch ihr Dualitétsprinzip bringen Sie die enge Verbindung von Gabor-

Frames und Riesz-Basen zum Ausdruck.

Theorem 1.14 (Ron-Shen Dualitét [74]). Sind g € L*(R) und o, 8 > 0, so ist G(g, , B) genau
dann ein Gabor-Frame fir L?(R), falls das Gabor-System Q(g,%, é) auf dem adjungierten

Gitter eine Riesz-Basis fiir seinen abgeschlossenen Spann bildet.

Eine wichtige Folgerung aus diesem Theorem ist, dass ein Gabor-Frame G(g, a, é) sogar ei-
ne Riesz-Basis bildet. Tatséchlich charakterisiert die Bedingung a8 = 1 alle Gabor-Frames,
welche Riesz-Basen und unter Umsténden sogar Orthonormalbasen fiir L?(R) sind (s. Korol-

lar 1.18).

In Lemma 1.8 haben wir gezeigt, dass der kanonische Dual insofern besonders ist, als dass
er die Zerlegung mit der kleinsten ¢#2-Norm liefert. Mittels der vorangegangenen Analyse der
dualen Gabor-Systeme kénnen wir im Falle eines Gabor-Frames noch wesentlich genauere

Aussagen iiber die Vielfalt dualer Fenster sagen.

Proposition 1.15. Es seien g € L*(R) und o, 3 > 0, sodass G(g,a, ) ein Frame ist fiir
L%(R). Weiterhin bezeichne V, := span(g(g, %, é)) Dann gilt fiir das zugehorige kanonische
duale Fenster v° € V, und jedes weitere duale Fenster v € L*(R) erfiillt v € v° + VgL.

Nimmt man an, dass das kanonische duale Fenster 4° Bedingung (1.7) erfiillt, so sicht man den
ersten Teil der Proposition mit Hilfe von Janssens Darstellung des inversen Frameoperators
S, ; = S0 40 sofort ein. Der allgemeine Beweis hiervon ist ein wenig komplizierter. Die zweite
Aussage folgt direkt aus der Wexler-Raz Biorthogonalitat. Mit [87] wurden in [24] und [51]
weitere Eigenschaften des kanonischen Duals eines Gabor-Frames bewiesen, welche in [36] wie

folgt zusammengefasst wurden.

Proposition 1.16. Es seien g,v € L?*(R) und o, 3 > 0, sodass G(g,a, ) und G(v,a, 3)

zueinander duale Frames fiir L*(R) sind. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) v =~° ist der kanonische Dual zu G(g, v, ().
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(11) ||17lls < |17llo fiir jeden weiteren Dual 4 # .

<& — 4
2 H 32 lgll

Y 9
(iti) H e~ Tols

, fiir jeden weiteren Dual 4 # +.

Eine der anfinglichen Forschungsfragen in der Gabor-Analyse war und ist es noch immer eine
Fensterfunktion und passende Gitterparameter zu finden, sodass das Tripel einen Gabor-Frame
induziert. Da es im Allgemeinen nicht einfach zu priifen ist, ob die Framebedingungen erfiillt
sind, ist dies an sich bereits eine komplizierte Aufgabe. In der Anwendung werden zudem héufig
bestimmte Eigenschaften der Fensterfunktionen gewiinscht, wie Glattheit, kompakte Triger
oder exponentielles Abklingverhalten. Aulerdem sollte der Frame numerisch stabil sein und
eventuell eine vorgegebene Redundanz beinhalten. Eine ebenso interessante Frage ist es daher
zu einer gegebenen Fensterfunktion (mit gewiinschten Eigenschaften) alle méglichen Gitterpa-
rameter zu finden, sodass diese Tripel Frames bilden. Wegen des starken Zusammenhangs der
Redundanz der Systeme und der Frameschranken und somit der Konditionierung des Frames,
konnten bei dieser Kenntnis ein oder mehrere geeignete Frames desselben Fensters zur jeweili-
gen Anwendung ausgewihlt und genutzt werden. Zu einem Fenster g € L?(R) bezeichnen wir

die Menge aller geeigneten Gitterparameter
Fy={(a,8) € R2 | G(g,, B) ist ein Frame }

als die Framemenge von g. Fiir Funktionen mit kompaktem Tréger, siecht man schnell ein,
dass gewisse Gitterparameter nicht in der Framemenge liegen konnen. Ist der Translations-
parameter « grofler als die Trégerldange, so liegen alle Funktionen mit Trager zwischen den
Translaten nicht im Aufspann des Systems. Aus Lemma 1.8 und Theorem 1.13 folgt folgende
allgemeinere Bedingung an die Dichtheit der Gitter.

Korollar 1.17. Es seien g € L*(R) und o, 3 > 0. Falls G(g,a, 3) ein Gabor-Frame fiir L*(R)

ist, so erfillen die Gitterparameter aff < 1.

Durch dieses Korollar und Theorem 1.14 schlieflen wir folgendes.

Korollar 1.18. Es seien g € L2(R) und «, 8 > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Das Gabor-System G(g,a, ) ist genau dann eine Riesz-Basis fiir L*(R), falls es ein

Frame ist und aff = 1.
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(ii) G(g,, B) ist genau dann eine Orthonormalbasis fiir L?(R), falls es ein Tight Frame ist,
lglls =1 und af = 1.

Zusammen mit Proposition 1.15 verdeutlicht Korollar 1.18, dass ein Gabor-Frame, der kei-
ne Riesz-Basis ist, unendlich viele duale Fenster besitzt. In diesem Fall hat V, ndmlich ein

nichttriviales orthogonales Komplement.

Die gesamte Framemenge einer Funktion zu bestimmen ist eine solch herausfordernde Aufgabe,
dass dies bis 2013 nur fiir eine handvoll Funktionen gelang. In [53] und [55] fiir die einseitige
und zweiseitige Exponentialfunktion, in [67] bzw. [81] fiir das GauB-Fenster und damit in [57]
fiir den Sekans Hyperbolicus. Fiir die einseitige Exponentialfunktion g(x) = e~ x|9 o) (a),

a # 0, besteht die Framemenge aus allen Punkten, welche das Dichtheitsresultat erfiillen
Fp=H:={(a,8) eERL| 0 < aB < 1}.

Fiir die zweiseitige Exponentialfunktion, das Gau-Fenster und den Sekans Hyperbolicus muss

die Hyperbel selbst ebenfalls ausgeschlossen werden
Fy=H°={(a,8) R |0 < aB < 1}.

Das heif3t, dass die einseitige Exponentialfunktion sogar ein Gabor-System bilden kann, welches
eine Riesz-Basis ist. Wir werden spéter noch sehen, dass die anderen genannten Funktionen
dies wegen ihrer Stetigkeit nicht liefern konnen (Theorem 1.23) und ihre Framemengen mit
dieser Ausnahme ebenfalls in einem gewissen Sinne grofitmoglich sind. In 2013 erkannten
Grochenig und Stockler schliefflich, dass all die bisher genannten Funktionen zu der Menge
der von Schonberg eingefiihrten total positiven Funktionen gehéren (vgl. Abschnitt 1.4) und
zeigten in [41], dass die Framemenge jeder sogenannten total positiven Funktion endlichen
Typs gleich H° ist. Zudem fiihrte dies zu der bislang noch unbewiesenen Vermutung, dass
jede stetige total positive Funktion diese Framemenge besitzt. Zur Komplementierung dieser
Aufzéhlung sei noch die charakteristische Funktion erwidhnt. Die Framemenge dieser Funktion
ist unzusammenhéngend und war lange Zeit ein ungeléstes Problem in der Gabor-Theorie. In
[20] haben Dai und Sun diese 2014 schliefflich vollstéindig erldutert. Dariiber hinaus induzieren
auch die Fourier-Transformierten von Fenstern eines Gabor-Frames wiederum einen Gabor-

Frame.
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Korollar 1.19. Es seien g € L*(R) und o, 3 > 0, sodass G(g,a,3) ein Frame fir L*(R)
ist. Dann ist auch G(g,53,a) ein Gabor-Frame fir L*(R) mit selben Frameschranken, wobei

g = F(g) die Fourier-Transformierte von g ist.

Beweis. Es ist leicht nachzurechnen, dass F (Mg Torg) = e2miokBl yr T, B g gilt. Da die
Fourier-Transformation ein unitirer Operator auf L?(R) ist, folgt die Behauptung damit aus

Lemma 1.9. O

Eine weitere Moglichkeit Gabor-Frames und ihre Duale zu charakterisieren liefert die pre-
Gramian-Matriz Py. Fiir eine gegebene Fensterfunktion g € L*(R) und «, 8 > 0 ist sie definiert

als

Pg(l‘):<g<x+ak—l>) , r€eR
B) ) ke

In ihrer Arbeit [74] nutzten Ron and Shen die nachtréglich nach ihnen benannte Ron-Shen-

Matriz Py(x)*Py(x). Ihr Resultat ldsst sich aber auch wie folgt {iber Py(x) ausdriicken.

Theorem 1.20 ([74]). Es seien g € L*(R) und o, 3 > 0. Dann ist das Gabor-System G (g, o, 3)

genau dann ein Frame mit Frameschranken 0 < A < B < 00, wenn
ess inf [| Py () c3 > BA ||e]3,
z€(0,a]

esssup | Py(z) |2 < BB |cll; fir alle ¢ € ¢3(Z).
z€[0,0]

Hierbei ldsst sich die erste Bedingung auch anders formulieren. Falls fiir alle € [0, a] eine
Matrix I'y(z) existiert, sodass fast iiberall I'y(x)Py(x) = I gilt und

esssup |Ty(z) €]|3 < (BA) ™! ||c|3 fiir alle ¢ € £2(Z),
z€[0,a]

so ist A eine untere Frameschranke fiir G(g, «, 5). Anders gesprochen heifit das, dass G(g, «, 8)
genau dann ein Frame ist, falls die Menge von pre-Gramians (fast iiberall) gleichméBig be-
schrankt ist und (fast iiberall) eine Menge von (fast iiberall) gleichméfig beschrinkten Links-
inversen besitzt. Andererseits impliziert die Wexler-Raz Biorthogonalitét, dass falls G(g, «, 8)
und G (v, a, B) zueinander duale Gabor-Frames sind, P, (x)*Py(x) = 81 gilt, fiir fast alle € R.
Ahnlich wie es mit der Analysematrix bei Frames in endlich dimensionalen Rédumen funktio-

niert, ist es somit moglich mit Hilfe der Linksinversen der pre-Gramians alle dualen Fenster
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einer Fensterfunktion zu charakterisieren. Dies haben auch Grochenig und Stockler in [41]

verwendet, um Duale zu konstruieren. Ein wenig abstrahiert gilt folgendes.

Proposition 1.21 ([41]). Seien g € L*(R), o, 3 > 0 und das zugehdrige Gabor-System
G(g, o, B) ein Bessel-System. Weiter ezistiere eine Lebesque-messbare, vektorwertige Funktion
o(x) von R nach (>(Z) mit Periode o, sodass

Za(az)k 7] (x + ak — l) = fir fast alle z € [0, a).

keEZ B
Falls G(v, o, B) fiir v mit

BZ kX[Oa x_ak) z € R,
keZ

ein Bessel-System ist, so sind G(g,a, B) und G(v,a, B) zueinander duale Frames.

Da die Funktion ~ ebenso konstruiert ist, dass sie die Wexler-Raz Biorthogonalitdtsbedingung
erfiillt, folgt die Proposition unmittelbar aus Theorem 1.13. Eines der Probleme in der An-
wendung dieser Proposition ist der Nachweis, dass v und ¢ tatséchlich Bessel-Systeme induzie-
ren. In der Anwendung wihlt man daher hiufig Fensterfunktionen aus, deren entsprechende
Gabor-Systeme zumindest sicher Bessel-Systeme sind. Ein Raum solcher Funktionen, der in

der Gabor-Analysis oft zugrunde gelegt wird ist der Wiener-Raum

W (R) := {f € L®(R)

I\ fllw ::Zesssup|g(;v—|—n)| <oo}. (1.8)

nez *€[0,1]
Den Teilraum der stetigen Wiener-Funktionen bezeichnen wir mit Wy. Da beschrénkte Funk-

tionen mit kompakten Tragern offensichtlich Wiener-Funktionen sind, ist der Wiener-Raum

1/p p\ 1/p
1£1l, = <Z/ )| drc) < (Z (es:suplf(fv+n)|> ) < [ fllw
nez’m z€[0,1]

nez

wegen

ein dichter Teilraum aller Rdume LP(R), 1 < p < oco. Im weiteren Verlauf werden wir uns
hauptsédchlich mit Wiener-Funktionen beschéftigen. Eine Bessel-Schranke der Gabor-Systeme
dieser Funktionen zu «, 8 > 0 ist gegeben durch (1 + 1)(1+ %) ||f||%/v (s. [36]).

Abschlielend présentieren wir noch zwei Versionen des Unschirfeprinzips von Gabor-Riesz-
Basen. Balian [3] und Low [66] haben die erste Version unabhéngig voneinander fiir Orthonor-

malbasen formuliert. Ihr Beweis enthielt allerdings eine kleine Liicke, die spater von Coifman
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und Semmes geschlossen wurde. Daubechies [21] formulierte das Theorem schliefllich fiir Fra-
mes, wobei der nun vollstdndige Beweis nur leicht adaptiert werden musste. Die zweite Version

geht auf Heil [43, 6] zuriick und formuliert das Resultat fiir Wiener-Funktionen.

Theorem 1.22 (Version 1 [3], [66]). Ist g € L?(R) und G(g, a, +) eine Riesz-Basis fiir L*(R),

)’

([ st o) ([ gl o) =,

Theorem 1.23 (Version 2 [43, 6]). Ist g € L*(R) und G(g, o, 1) eine Riesz-Basis fir L*(R),
so sind g ¢ Wy und g ¢ Wy.

so gilt

Beide Versionen konnen mit Hilfe der Zak-Transformation bewiesen werden. Einen Beweis der

Version nach Heil werden wir in Kapitel 2 skizzieren.

1.3 Periodische exponentielle B-Splines

Wenn auch nicht unter diesem Namen, so wurden die ersten Splines schon 1938 von Quade
und Collatz in [70] verwendet, um reelle periodische Funktionen zu interpolieren. Eine Cha-
rakterisierung und den Namen Spline lieferte Schoenberg 1946 in [76], weshalb er haufig als
der Vater der Splines bezeichnet wird. Er war es auch, welcher die B-Splines als eine natiirliche
Basis einfithrte. Vor der Einfithrung von Splines wurden Paare von Knoten und Daten meist
durch Polynome interpoliert. Bei n Knoten und Daten benétigt man dabei im Allgemeinen
ein Polynom vom Grad n — 1. Somit kommt es bei vielen Daten schnell zu unerwiinschten
Ostzillationen. Quade, Collatz und Schoenberg geben hingegen eine Interpolante an, welche
nur stiickweise polynomial ist und zu einer glatten Funktion zusammengesetzt wird. Dadurch
ist diese weniger oszillierend und falls gewiinscht sogar beschrinkt. Dariiber hinaus kénnen
Splines durch hinzufiigen von Knoten sehr einfach verfeinert werden ohne den Polynomgrad
anpassen zu miissen. Neben der Anwendung bei Interpolations- und Approximationsaufgaben
werden Splines heutzutage auch in vielen anderen Bereichen, allem voran dem Computer-
Aided Design, verwendet. Unter Zuhilfenahme erster Computer wurde es Mitte des letzten
Jahrhunderts moglich auch komplexe Kurven zu beschreiben und darzustellen. Da sich neben
den univariaten Splinekurven mittels analogem Ansatz auch hoherdimensionale, glatte Objek-

te modellieren lassen, wurde schnell klar, dass diese Ansétze auch industriell nutzbar sind. So
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geschah es in den spédten 1950°er Jahren, dass de Casteljau fiir Citroén, Bézier fiir Renault
und Birkhoff, Garabedian und deBoor fiir General Motors unabhéingig voneinander an einer

Anwendung von Splineflichen im Karosseriebau arbeiteten.

Ersetzt man den Polynomraum durch andere geeignete Tchebycheff-Réume, so kénnen Splines
noch verallgemeinert werden. Daher spricht man heute im Allgemeinen zunéchst von Tche-
bycheff Splines, welche wir nachfolgend kurz einfiihren werden. Fiir tiefgreifendere Studien
zu Splines empfehlen sich die Monographien [80] und [28]. Eine ausfiihrliche Behandlung von
Tchebycheff-Réaumen findet man in [59].

Zu einem Intervall [a,b] € R, Funktionen U, = {u;}"; C C™ ![a,b] und k < m Punkten

h<...<tpo=71,...,1<...<Tp,...,7r € |a,Db]
S—— N——
#ll #lr
bezeichnen wir mit
ui(71) uy(71)
Ly (m) Ly (1)
hi—1 I1—1
Up, ..., Ug ()" ug () ()" ug(m)
M =
t1, .-,k
ul(n) e uk(Tr)
Ir—1 Ir—1
(%) ul(Tr) . (%) uk(Tr)

fortan die zugehorige Kollokationsmatrix des (Hermite-)Interpolationsproblems. Mit d; =

max{j |t; =---=t;_;}, fiir i = 1,...,k, erhalten wir die Schreibweise
ULy, U d\di k
M = ((@) Uj(ti)). -
t, .t b=l

Definition 1.24. Es sei [a,b] C R ein Intervall und U, = {u;}"; € C™ 1[a,b]. Wir nennen
Uy, ein Extended Complete Tchebycheff (ECT) -System, falls

>0 firallet; <...<tg € [a,b]

und alle £ = 1,...,m. Ist U,, ein ECT-System, so heifit der durch diese Basis aufgespannte,

m-dimensionale Raum U,,, ein ECT-Raum.
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Es ist bereits seit den sechziger Jahren (s. [59]) bekannt, dass Uy, genau dann ein ECT-System

bildet, wenn die Wronski-Determinante

W(uy,...,ug)(z) = det ((%)l uj(:r))ij_l
fiir alle k = 1,...,m und alle x € [a,b] positiv ist. Dariiber hinaus existieren fiir alle ECT-

Réume sogenannte kanonische ECT-Systeme. Diese liefern eine Moglichkeit der Konstruktion

von ECT-Ridumen und gewéhren einen tiefen Einblick in die Struktur ebendieser.

Theorem 1.25 ([59]). Fiiri=1,...,m seien w; € C™ [a,b] positive Funktionen auf [a,b].
Dann bilden
u1(z) = wi(x)

ug(x) = wy(x) /x wa(s2)ds2

o) =) [was) [T [T (s ds

ein ECT-System auf [a,b]. Ist andersherum U, ein ECT-Raum, so existiert ein zugehiriges

ECT-System dieser Form als Basis von Uy, .

ECT-Systeme wie in Theorem 1.25 heiflen auch kanonische ECT-Systeme. Mit Hilfe dieser

definieren wir die Differentialoperatoren

d
sz <f>, Li=D;---Dy, i=1,...,m. (1_9)

Damit sind ECT-R&ume U,,, als der Kern des zugehtrigen Differentialoperators L., charakte-
risiert.
Lemma 1.26. (i) Firl <k <j <m ist Ljuy = 0 und Uy, somit der Kern von Ly,.

(it) Die Funktionen (Ljuji1,...,Ljuy) bilden wiederum ein ECT-System auf [a,b], das so-

genannte j-reduzierte ECT-System mit Gewichtsfunktionen wjy1,. .., Wny,.

Das bekannteste Beispiel eines ECT-Raumes ist der Polynomraum. Eine zugehorige kanonische

Basis ist



welche man durch die Gewichte wi(z) = 1, wi(z) =i — 1, ¢ = 2,...,m erhélt. Wie bereits
erwahnt, verwendete Schoenberg den Polynomraum zur anfinglichen Definition von Splines.
Wir fiihren nun die allgemeineren Tchebyscheff Splines mit einfachen Knoten ein. Fiir die

Definition von Tchebycheff Splines mit Vielfachheiten der Knoten siehe [80, Kapitel 9].

Definition 1.27. Es seien A = {a =29 < 1 < ... < 2 < x4+1 = b} eine Unterteilung des

Intervalls [a, b] und U, ein m-dimensionaler ECT-Raum. Dann nennen wir

TUn; A) ={ s€C™ 2| s |(g101,1)E Ums 1 =0,...,k}

Tit1
den Raum der Tchebycheff Splines mit (einfachen) Knoten x1,...,xr. Die Dimension des

Raumes ist dim%¥ = k + m.

Eine der bekanntesten Basen des polynomialen Spline Raumes T(,,,—1; A) ist die der Monome

und abgebrochenen Potenzfunktionen (z — z;) 7" = (z — 2;)™ ! X[z1,00)
(1L@=a)..@—a @ —a)i ™ @ = o)),

Dabei ist hervorzuheben, dass (x — -)T_l die Greensche Funktion des Differentialoperators

(d%)m ist. Dies verdeutlicht den engen Zusammenhang zwischen den Splines und dem zu-
grundeliegenden ECT-Raum. Mit Hilfe dividierter Differenzen kann man dariiber hinaus aus
(x — -)T‘l eine Basis von glatten Funktionen mit kompakten Trégern herleiten, die polyno-
mialen B-Splines. Betrachtet man nun einen allgemeinen Tchebycheff Spline-Raum, so kénnen
mit Hilfe der Greenschen Funktionen des jeweiligen Differentialoperators L,, ebenfalls Ba-
sen mit diesen Eigenschaften hergeleitet werden (s. [80]), die Tchebycheff B-Splines oder
kurz TB-Splines. In der Approximationstheorie spielen TB-Splines aufgrund ihrer vielzéhligen
Anwendungen eine besondere Rolle. Zu Knoten a < yr < ... < Yprm < b ist der TB-
Spline BY € C™~2 der Ordnung m bis auf Normalisierung eindeutig charakterisiert durch
supp BX, = [y, Yrrm] und B,";’l\(yjyyjﬂ) € Up, k < j < k+ m — 1. Thre Ableitungen kénnen
rekursiv durch TB-Splines iiber dem reduzierten Tchebycheff-Raum dargestellt werden. Be-
zeichnen wir mit Bfn_l den TB-Spline mit Knoten yg,...,Yr+m—1 zum einmal reduzierten

ECT-System U,,_1, so existieren Konstanten ay, by > 0 mit

L\BY = apBE | — b.BFL. (1.10)

m—1 m—1

Bezugnehmend auf die urspriingliche Idee der Anwendung von Splines bei Interpolationsaufga-

ben zeigt folgendes Theorem unter welchen Voraussetzungen eine eindeutige Losung existiert.
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Theorem 1.28 ([80]). Es seien {BE | k = 1,...,N} TB-Splines zu Uy, mit Knoten y; <

coo < YmaN- Dann gilt fir alle 1 <k <--- <ks <N und alle t; < --- <t

Bk, ... Bk
det [ | ™ 7™ >0,
t, .. ts
wobei strikte Positivitdt genau dann gilt, wenn t; € (Yr;, Yk, .,,) fir alle j =1,...,s.

Wann immer also der j’te Knoten noch im Trager des j’ten betrachteten TB-Splines liegt, ist
das zugehorige Interpolationsproblem eindeutig 16sbar. Diese besondere Lage der Knoten wird

Verflechtungseigenschaft bzw. interlacing property genannt.

FEine weitere wichtige Eigenschaft der TB-Splines ist die Variationsverminderung von TB-
Spline-Reihen. Nach [25] hat eine Funktion f : [a,b] — R mindestens p starke Vorzeichen-
wechsel, wenn eine monotone Folge (7;)o<j<p in [a,b] existiert, sodass f(79) # 0, und falls
p > 1ist, f(rj—1)f(7j) < 0 gilt, fiir alle j = 1,...,p. Das Supremum aller starken Vorzei-
chenwechsel von f wird mit S™(f) bezeichnet. Analog definiert man ebenfalls die Anzahl aller

starken Vorzeichenwechsel S~ (c) einer Folge reeller Zahlen ¢ = (cg)o<k<n-

Theorem 1.29 (Variationsverminderung, [80]). Es seien {BY | k = 1,...,N} TB-Splines
2t Uy, mit Knoten y1 < ... < Yman. Dann ist die Anzahl der starken Vorzeichenwechsel der
TB-Spline-Reihe f = ngvzo cxBE beschrinkt durch die Anzahl der starken Vorzeichenwechsel
der Koeffizientenfolge (cx)o<k<n

S(f) < S~ (c). (1.11)

Im weiteren Verlauf werden wir uns auf Periodische Exponentielle B-Splines (PEB-Splines)

nach [72] beschrianken. Diese sind charakterisiert durch

(E1) die kardinalen Knoten y; = k, k € Z, und
(E2) die Gewichtsfunktionen wj, 1 < j < m, mit
wj(x) =e*rj(x), a; €R, rj(x+1)=rj(x) fir alle z € R.
Falls r; = 1 fiir alle 1 < j < m, nennen wir die zugehorigen PEB-Splines FEzponentielle
B-Splines (EB-splines). Fiir den PEB-Spline der Ordnung m gilt wegen seiner speziellen Form
Br (2) =e*B (x — k), keZ (1.12)
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Daher ist der PEB-Spline Raum ¥(U,,;Z) translations-invariant und die PEB-Spline Basis
eindeutig bestimmt durch B, := BY. Mit der Bezeichnung B,,_; := BY,_, fiir den PEB-
Spline der Ordnung m — 1 des einmal reduzierten ECT-Systems und Knoten 0,1,...,m — 1,

lasst sich die Rekursionsformel (1.10) in diesem speziellen Fall schreiben als

LiBy =a ' {(Bm-1—Bn(-—1)),  am_1 >0, (1.13)

m—1
(s. [72]). Dariiber hinaus ldsst sich die Variationsverminderung (1.11) wegen Formel (1.12) im

Falle von PEB-Splines schreiben als

S~ (i B (- — k:)) < S~ (c). (1.14)

k=0

Da sie als natiirliche Verallgemeinerung der polynomialen B-Splines verstanden werden kon-
nen, und diese bereits frith Einzug in die Signalverarbeitung hielten, wurden gerade die EB-
Splines bereits als Fensterfunktionen zur Gabor-Analyse herangezogen (s. z.B. [18]). Zum € N
und A = (A\,..., Ap) € R™ ist der EB-Spline der Ordnung m zu den Gewichten A gegeben
durch die Faltung

Bp = B, — em(-)x[m) *eAz(')X[OJ) . x eAm(')X[o,n- (1.15)

Demnach lautet die Fourier-Transformierte

mo N\, —2miw
R e 1
Bp(w) =
Aw) g Ay — 2miw
Die zugehorigen Gewichtsfunktionen sind
w1 (.’E) = 6A1x7 w; = e(/\i_)\i_l)x7 1= 25 , 1,

und der Differentialoperator (1.9) besitzt die Darstellung

m
d
Ly = T (- = M 1.
m =€ H(dx Akid) (1.16)
k=1
(vel. [80], [72]).
Setzt man nun also alle m Gewichte gleich Null, A = (0, ...,0), so erhélt man den kardinalen

polynomialen B-Spline By = N,,, der Ordnung m. Fiir die Verwendung von EB-Splines spricht

auch ihre einfache numerische Anwendbarkeit, welche wir nachfolgend kurz veranschaulichen
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wollen. Fiir den Fall, dass alle Gewichte des EB-Splines verschieden sind, A\; < -+ < Apy,, ist
der zugrunde liegende ECT-Raum der Aufspann der Exponentialfunktionen mit den jeweiligen
Gewichten

Uy, = span{e® [ 1 < j < m}

und BA‘[k—l k) €ine Linearkombination dieser

m

Az +k—1) }:@k Ntz el0,1), 1<k <m, (1.17)

mit reellen Koeffizienten a( ). Mit der Darstellung (1.16) sieht man leicht, dass diese im Kern
des Differentialoperators L,, liegen. Im Fall m > 2 haben Christensen und Massopust in [1§]

die geschlossene Form

T 1

H()‘j_)\r)_7 k=1

r=1,

r#j

(k) )‘ 1H
Qa5 = 1<51 <+ <jp_1<m,
_ 100 2 d k177

(—1)k-1 L ., k=2....m
Ul ()‘j_>\7")
r#j

der Koeffizienten angegeben, sodass die entsprechenden EB-Splines explizit ausgewertet wer-

den konnen.
Im Falle eines EB-Splines mit nur einem Gewicht héherer Vielfachheit A = (A, ..., ), ist der
zugrunde liegende ECT-Raum
Up = {2 . a™ 1)
und der EB-Spline erfiillt
By =¢e A0) (X[O 1) ¥ ...k X[o,l)) =) Np,.

Somit kann By mit dem Algorithmus von Cox und deBoor (s. [26]), bzw. mittels der zwei-Term
Rekursion (s. [80, §4.4])

Np—1(x) + (m — x)Np—1(x — 1)
m—1

N (z) =

berechnet werden.

Im allgemeinen Fall

A:(617"'7617""57"7""57')’

51 Sr
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mit paarweise verschiedenen Gewichten &1,...,& € R und Vielfachheiten s; € N, ist der
ECT-Raum

U, = span{eg”ﬁ, xS L g e T ,xsf_le&g”}

und der EB-Spline erfiillt

Ba(z+k—1)= Zpg-k)(x)esz, rel0,1), 1 <k<m, (1.18)
j=1
wobei p§-k) reelle Polynome vom Grad s; — 1 sind. In diesem Fall, kann folgende vier-Term

Rekursion von Dyn und Ron angewandt werden.

Theorem 1.30 ([31], [73]). Fiir A1,...,An € R, \y # Ay erfillt der zugehirige EB-Spline

Bj,....ay die Rekursion

By (®) = Bay oy (@) + €M By, ay(@—1) =MW By, sy, (x—1)

B>\1,...,>\N(ZL‘) )\1 _ )\N

Durch Iteration dieser Rekursion kann jeder EB-Spline als Linearkombination von EB-Splines
niedrigerer Ordnung dargestellt werden, denen entweder nur disjunkte Gewichte oder aber
ein Gewicht hoherer Vielfachheit zugrunde liegen. Diese kénnen dann wie bereits beschrieben

ausgewertet werden.

3 1
0.9r
2.5r
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0.7
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1t
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0.1r
00 0.5 1 15 2 CO 5

Abbildung 1.1: Die Graphen zweier EB-Splines. Links mit Gewichten A = (1,1), rechts mit Gewichten A =
(-2,-1,0,1,2).
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In Abbildung 1.1 wurden die beschriebenen Methoden verwendet, um die Graphen eines un-
symmetrischen, stetigen, jedoch nicht differenzierbaren (links) und eines symmetrischen, drei-

mal stetig-differenzierbaren (rechts) EB-Splines darzustellen.

1.4 Total positive Funktionen

Neben den bereits erwihnten Beispielen an Fensterfunktionen, wie dem GauB-Fenster, der
zweiseitigen Exponentialfunktion, der charakteristischen Funktion oder B-Splines, werden in
der Signalverarbeitung héufig auch Hamming-, Blackman-, Hann-, Nuttall-, Barlett-, Kosinus-
und viele weitere Fenster verwendet. Diese, meist nach den publizierenden Autoren benannten
Fenster haben vieles gemein. In der Regel handelt es sich um positive, symmetrische, mehr
oder weniger stark lokalisierte Fenster mit kompaktem Tréger. Da sie relativ unflexibel sind,
miissen bei gegebenem Problem dann eines oder mehrere passende Fenster mit gewiinschten
Eigenschaften gewahlt werden.

Daubechies stellte 1990 in [21] die Vermtung auf, dass jedes Gabor-System positiver, integrier-
barer Funktionen mit positiver, integrierbarer Fourier-Transformierten im Fall a8 < 1 einen
Frame induziert und somit als Fensterfunktion gew#hlt werden konnte. Dies wurde jedoch
1996 in [52] von Janssen widerlegt. In den vergangenen Jahren entstand dieselbe Vermutung
zu Schoenbergs Klasse der total positiven Funktionen, welche von Grochenig in [37, Conjec-

ture 4.1] auch publiziert wurde (vgl. Kapitel 3).

Definition 1.31 (Total positive (TP) Funktionen, [77]). Eine nichtkonstante, messbare Funk-
tion g : R — R heifit total positiv, falls fiir jedes NV € N und beliebige, aufsteigend sortierte

Folgen von reellen Zahlen
rn<zre<...<ZnN, n<y<...<yn,
die Matrix A = (g(xj - yk))j-vkzl eine nichtnegative Determinante hat.

Mit N = 1 sieht man leicht ein, dass diese Funktionen positiv sind. Das einfachste Beispiel

einer TP Funktion ist die Exponentialfunktion e, a € R\ {0}. Induktiv verifiziert man,
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dass die Determinante der Matrizen aus der Definition fiir N > 2 verschwindet. Beispiele fiir
integrierbare TP Funktionen sind die einseitige und zweiseitige Exponentialfunktion, sowie
die GauB-Funktion. Schoenberg gab bereits folgende Charakterisierung iiber die zweiseitige
Laplace-Transformation an und beschrieb dadurch gleichzeitig die Klasse aller integrierbaren

TP Funktionen.

Theorem 1.32 ([77], [78]). Eine Funktion g : R — R, welche nicht die gewdhnliche Ez-
ponentialfunktion g(x) = Ce™ ist, ist genau dann eine TP Funktion, falls ihre zweiseitige
Laplace-Transformation in einem Streifen S = {s € C| a <Res < 8} mit —co < a < f < o0

existiert und auf S dargestellt wird als

00 0 oys
_ —st _ -n 2.6 e
(oo = [ gttt = ot o T

v=1
wobei n € Ny und C,~, 0,6, reelle Parameter mit
[o.¢]
C>0, 720,0<y+» 02<00
r=1
sind. Weiter ist g damit eine integrierbare TP Funktion genau dann, wenn ihre Fourier-

Transformation existiert und gegeben ist als

e27ri5,,w

00 oo
~ — t —2mitw dt = C —yw?  —2midw
i@ = [ ave el

e + 2mid,w’

mit denselben Bedingungen an C,~, 4,0, wie oben.

Nachfolgend beschiftigen wir uns hauptséchlich mit integrierbaren TP Funktionen ohne Fal-
tung mit Gauf-Kern und unterscheiden zwischen unendlichen und endlichen Typen. Zum
einen betrachten wir stetige TP Funktionen g, g, € L?(R), welche bis auf Normalisierung und

Translation gegeben sind durch ihre Fourier-Transformierte

o0 n
e ay
W) =T —, g =[]— n>2 1.19
9(w) H1+2m'%’ gn(w) H1+2m%’”—’ (1.19)

wobei (a,),eny C R\ {0} und Y22 | a;,? < oco. Wenden wir die inverse Fourier-Transformation

auf (1.19) an, so erhalten wir folgende Darstellung dieser Funktionen in der Zeit
o0

g(x) = * |ay| e

v=1

ay (z+-L .
(z+5,) X[0,00) (51gn(a,,)(:1: + i)), (1.20)

n

gn(z) = % |ay| e

v=1

ay (T L .
(z+3,) X[0,00) (sagn(a,,)(a: + a%))
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Zum anderen betrachten wir die einzig unstetige TP Funktion g; € L?(R) mit

1
1(I+a1)

(@) = lar| e xpo o) (sign(an) (@ + ). w € R\ {1}

Aus Griinden der Eindeutigkeit setzen wir stets gl(—i) = % Die Fourier-Transformation
lautet
eQﬂ*iﬁ
01 (W) = ————.
) = T o

Wegen des exponentiellen Abklingverhaltens,

e |
Jim_eg(@) =0, 7| < minja, |,

liegen diese Funktionen im Wiener-Raum. Dariiber hinaus erkennt man an der Fourier-Trans-
formierten, dass sie skalierungsinvariant sind. Ist g die TP Funktion mit Gewichten (a,), so

ist go := g(-a) die TP Funktion mit Gewichten («a,).

Ebenso wie Schoenberg, bezeichnen wir die reziproke Funktion der Laplace-Transformierten
von g und g, mit ¥ und ¥,

oo n

U(s) = [[A+a's)e ™ *  Wu(s) = [J(1+a; s)e ™ . (1.21)

v=1 v=1
Diese sind offensichtlich ganze Funktionen mit Nullstellen auf der reellen Achse. In [46] und [78]

nutzten sowohl Hirschmann und Widder, als auch Schoenberg diese Funktionen unabhéngig

voneinander um zu zeigen, dass

lim g,(z) = g(x),

n—o0

gleichméBig auf ganz R. In [62] wurde diese Konvergenzaussage sogar noch verschirft. Hierzu

stellen wir fest, dass |1 — (1 — z)e?| < |z|? ist, fiir alle z € C mit |z| <1 und

e -1
Z‘l—(l—ka;ls)e*““ *l, seC,

v=1

daher lokal gleichméfig in C konvergiert. Somit gilt dies auch fiir das Produkt

o0

H(l +a;1s)e_“;15. (1.22)

v=1

Weiterhin gilt fiir die Laplace-Transformierten der betrachteten TP Funktionen folgendes.
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Lemma 1.33 ([46]). Fir alle o € R\ {0} und alle p € N existiert eine Konstante M, > 0,

sodass
1
‘\I’(W"‘”) < My |r|™"  fir alle T € R miat |7| > |mo],
und falls n > p
1 < M|r|" fir alle v € R mit 7] > ||
U (w+ir) T tr alle T mit || > |=
\Ijn(w"i‘ZT) - p = 0l

gleichmdfig fir alle w € R mit |w| < K < 0.

Damit kann folgendes Resultat zur Konvergenz von TP Funktionen endlichen Typs gegen eine

TP Funktion unendlichen Typs gezeigt werden.

Satz 1.34 ([62]). Es seien g eine TP Funktion unendlichen Typs und gy die TP Funktion
endlichen Typs der ersten n Gewichte von g, wie in (1.19). Dann gilt mit ag := 1Irjn€111\11 la,|, dass
fir0 <o <ag

Jim [g(@) ~ ga(@)] €7 =0,

gleichmdfsig in x € R.

Beweis. Da die Laplace-Transformationen von g und g, existieren und in dem Streifen —ag <

Re s < ag holomorph sind, gilt fiir 0 < o < ag und positives z € R

1 —o+1i00 1 1
s
_ = | — d
e 7" / 1 1 q
- T.
2r Jp|V(iT —0) VU,(iT —o0)
Zu R > 0 teilen wir das letzte Integral nun auf als die Summe der Integrale iiber I = [—-R, R]

und R\ 7. Zum einen existiert nach (1.22) zu jedem € > 0 ein ng € N, sodass fiir alle n > ng
R
L

gilt. Zum anderen existiert nach Lemma 1.33 zu jedem p € N und allen n > p eine von n

1 1

— dr <2
VUit —o) VY,(it — o) TS 2R

—0 (n—o00) gleichmiBig in [—R,R)]

unabhéngige Konstante M), sodass der zweite Summand abgeschétzt werden kann durch

1 o
- dr < 4M, “Pd
/IR\I Vit —o) VYy(it — o) = p/R Toar
— 4MP R*erl‘
p—1
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Mit p > 2 und ausreichend grofiem R folgt damit die Behauptung. Integriert man zu Beginn
des Beweises iiber eine Parallele zur imaginidren Achse durch o anstatt durch —o, so erhilt

man analog die Aussage fiir negatives x € R_. O

TP Funktionen unendlichen Typs sind auch unendlich oft differenzierbar (wenn auch nicht
notwendig reell-analytisch), TP Funktionen endlichen Typs n zumindest noch n — 2 mal.
Fiigt man zu Beginn des obigen Beweises fiir » € N noch den Faktor s” zum Integranden
hinzu, so folgt ab ausreichend groflem n dieselbe gleichméflige Konvergenz fiir alle Ableitungen

g = g,

Ahnlich zu den EB-Splines kénnen auch TP Funktionen endlichen Typs einfach ausgewertet
werden (vgl. [64]). Da das Produkt der n Modulationen in (1.19) fiir g, zu einer Modulation
zusammengefasst und als Translation dieser Funktion aufgefasst werden kann, vernachléssigen

wir diese an dieser Stelle und betrachten stattdessen g, mit

n
. 1 " _
gn(w) = ,/1;[1 T52mie bzw.  gn(z) = * Jav] €= X[0,00) (@) (1.23)
Sind alle Gewichte identisch a,, = a, v = 1, ..., n, so ergibt sich mittels der Faltung fiir g,, die

explizite Darstellung
‘x’n—l B
gn(@) = lal G351 €™ Xoeo) (az).

Besitzt g, hingegen zwei unterschiedliche Gewichte a1 # ay,, so gilt die Rekursion

ai ga2v~~-7an (SU) — Qp ga17~~~aan—1 (SU)
gn(r) = ga1,...,an(fﬂ) = .

ap — an

Denn fiir die Fourier-Transformierte der rechten Seite rechnet man sofort nach

~ ~ n n—1
a1 Gay,....an (w) — Qn ga1,...,an_1(w) 1 a H Qay a H a,
= 1 — — —_—
ap — ap ay — an a, + 2miw a, + 2miw

v=2 v=1
- av (a1 + 27iw) — (an + 27iw)
a1 —ap [ (ay + 2miw)

(w).

n

ay N
— = — Yai,...,a
ay + 2miw Lreofin

v=1

In Abbildung 1.2 wurde diese Methode verwendet, um die Graphen zweier TP Funktionen

darzustellen. Auf der linken Seite sieht man eine einseite Exponentialfunktion, der einzig
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Abbildung 1.2: Die Graphen zweier TP Funktionen endlichen Typs. Links g; mit Gewicht a1 = 1, rechts g4 mit
Gewichten —2,—1,1, 2.

unstetige Typ von TP Funktionen, auf der rechten Seite hingegen eine symmetrische und

zweimal stetig-differenzierbare TP Funktion.
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Kapitel 2

Die Zak-Transformation

Ein sehr wichtiges Hilfsmittel in der Analyse von Gabor-Frames ist die Zak-Transformation.
Unter verschiedensten Namen hielt diese Transformation aber auch Einzug in viele weitere
Forschungsgebiete. Zuerst wurde sie vermutlich 1950 von Gel’fand [34] eingefiihrt und seiner-
zeit oft Gel’fand mapping genannt. Spéter wurde sie in der Festkorperphysik von Zak [88, 89]
und unabhéngig von Gel'fand wiederentdeckt. Heute wird sie dariiber hinaus auch in der
Quantenfeldtheorie [60] angewandt. Ferner ergaben sich weitere vermutlich unabhéingige Ent-
deckungen dieser Transformation in der Theorie der Differentialgleichungen [10] und unter
dem Namen des exponential Fuler spline auch im Zusammenhang mit kardinaler Spline Inter-
polation [79]. Wachsendes Interesse in der Zeit-Frequenz-Analyse gewann die Transformation
mit den Darstellungen von Janssen in [49, 50]. Durch die Verwendung zur Charakterisie-
rung von Gabor-Frames auf dem kritischen Gitter in [21] und mit rationalem oversampling
in [90, 91] etablierten Daubechies und Zibulski, Zeevi die Zak-Transformation vollends. Sie
lieferten durch ihre Arbeiten eine Moglichkeit der Berechnung diskreter Gabor-Frames und
zugehoriger Duale, ein Grundstein fiir die Anwendung in den Ingenieurswissenschaften. Fine
ausfiihrlichere Zusammenfassung der grundlegendsten Eigenschaften und Anwendungen der

Zak-Transformation findet sich z.B. in [14, 15] und [36].
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2.1 Eigenschaften der Zak-Transformation

Definition 2.1. Zu a > 0 und einer Funktion f nach R, ist die Zak-Transformation definiert

durch
Zof(z,w) Zf x — ak)e? e (1 w) € R2

kEZ

Fiir beschrénkte Funktionen mit kompaktem Tréger existiert die Zak-Transformation daher
punktweise, fir Funktionen f € W(R) aus dem Wiener-Raum (1.8) ist sie zumindest noch

fast {iberall beschréinkt Z,f € L*°(R?) (s. [36]). Ist f € L*(R), so folgt

/1/a/ |Zafxw!dwd(ﬂ</1/a/ Z|fx_ak|d:cdw—*ﬂf”1

kEZ

und damit Z, f € L'(Q,), wobei Qq := [0,a] x [0, 1] der sogenannte Fundamentalbereich der
Transformation ist. Fiir Funktionen f € L?(R) ist der Formalismus der Zak-Transformation

ebenfalls wohldefiniert und liefert sogar einen unitédren Operator.

Satz 2.2. Zu o« > 0 liefert die Zak-Transformation durch f — \JaZaf einen unitiren
Operator von L?(R) nach L*(Qa).

Beweis. (vgl. [15]) Ist f € L%*(R), so sind die Funktionen Fy(z,w) := f(x — ak)e?™ % aus

L?(Q,) und paarweise orthogonal
Va
(Fy, Fre)r2(0 / flx —aj)f(z — ak) / 2 0wl=k) qo doe =0, j # k.
0
Damit folgt

2
H\/aZO‘inZ(Qa) =a ZFk

=a Y |Fl?20.

keZ L2(Qa) keZ
1/a
—042/ / | Fp (2, w)|? da dw = a— Z/ flz—ak))® dz = | f3,
keZ keZ

wonach /a Z, eine Isometrie ist. Nun betrachten wir das Bild der Orthonormalbasis

{fam(@) = Z5 Xo)(@ — an)e

anZ}
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des L?(R) unter der Zak-Transformation. Eine kurze Rechnung ergibt fiir € (0, o)

\/5Zafm,n($,w) = Z X[0,0] (z — (n+k)a) 2mim( 5 —k) 2miakw
keZ

. . X .
— emea § X[0,0] ($ _ (n + ]C)Oé) eQmoekw — emea e 27rzomu.17 m,n € 7.
kEZ

Folglich wird die Orthonormalbasis {fi,} des L?(R) unter \/a Z, auf die Orthonormalbasis

oz o
{en,m(l‘,w) — 627rzma e 2mianw

m,nEZ}

des L?(Q,) abgebildet. Der Operator ist also ein isometrischer Isomorphismus. O

Da die Zak-Transformierte quasiperiodisch ist, das bedeutet sie ist periodisch im zweiten Ar-

gument

Zaf(xaw_‘_g) :Zaf(fL‘,UJ), neN,

und fast periodisch im ersten Argument
Zof(x + an,w) = ™M 7 f(z,w), n €N,

ist diese Transformation auf ihrem Fundamentalbereich @), vollstindig erklédrt und fiir Funk-
tionen aus L'(R) oder L?(R) folglich auf ganz R? wohldefiniert. Dariiber hinaus ist sie stetig,
falls f € Wy(R) ist.

Lemma 2.3. Ist f € Wy(R), so ist die Zak-Transformierte Zo f fiir alle o > 0 stetig auf R2.

Beweis. (vgl. [36]) Da f € W(R) ist, existiert zu allen € > 0 ein N € N, sodass

g

Z esssup | f(z — ak)| < §.

k|>N z€[0,a]

Weiter ist f stetig, weshalb folglich auch die Partialsummen Z| k<N f(z — ak)e?m ke fiir alle
N € N stetig sind auf R%. DemgemiB existiert ein § > 0, sodass fiir alle (z,w), (z/,w’) € R?

mit |z — 2/ + jw — | < ¢

Z f(CL' . ak,)eQTriakw _ Z f(l‘/ o ak)627riakw’ <

k<N k<N

<
2
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gilt. Infolgedessen erhalten wir

|Zof (2,0) = Zaf(2',0)| = Z f(x — ak)e?mioks _ Z fa! — ak)e?mior

keZ kEZ
< Z f($ _ ak)627riakw _ Z f(x' . ak)e%riakw’
|k|<N k<N
+2 Z esssup | f(x — ak)| < e.
k|>N z€[0,a]
Somit ist Z, f stetig. O

Aus der Definition folgt mit f, = f(a-) die Skalierungsgleichung

Zof(x,w) = Z1 fa(E, aw). (2.1)

Daher betrachtet man bei Skalierungsinvarianten Funktionstypen wie TP Funktionen haufig

nur o = 1. Sind weiter f, f € W(R), so gilt ferner
Zof(z,w) = a1 ?miow Zl/af(w, —x). (2.2)

Vorausgesetzt f € L'(R) ist absolutintegrierbar, so bietet sich iiberdies die Moglichkeit der

Rekonstruktion von f und der Fourier-Transformierten f aus der Zak-Transformierten.
Lemma 2.4. Ist f € L'(R), so gelten die Umkehrungen

1/a
f@ =a [ Zaf@w) e
R _ ¢ —2TiTWw
f(w)—/o Zof(z,w)e dx.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus den direkten Rechnungen

/1/a Zof(z,w)dw = Z
0

Ja
/1 f(z — ak)e?™ ok dy = a7 f(z),

kez 0
/ Lo f (2, w)e™ 22 dg = Z/ f(z— ak)e_%i(x_ak)“ = f(w)
0 kez’0
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2.2 Gabor-Frames und die Zak-Transformation

Im Falle des kritischen Gitters a8 = 1 kann die Zak-Transformation wie folgt zur Charakteri-

sierung von Gabor-Riesz-Basen verwendet werden.

Satz 2.5 ([45]). Es seien g € L*(R) und o > 0.

(i) G(g,a, ) ist genau dann vollstindig in L*(R), wenn Zag(z,w) # 0 fast dberall.
(i) G(g,a, L) ist genau dann ein Bessel-System fir L*(R), wenn |Zag)? € L®(R?).

(i4i) G(g,a, L) ist genau dann eine Gabor-Riesz-Basis fiir L*(R), wenn Riesz-Schranken 0 <

«

A < B < oo existieren, sodass A < a|Zag(z,w)|* < B fast tberall.
(iv) G(g,, 1) ist genau dann eine Orthonormalbasis fiir L*(R), wenn o Zag(z,w)|? =1 fast

tiberall.

Beweis. Zu (i): Wiederum bezeichne ey, ,,, die Elemente der Orthonormalbasis

o
{6n7m(l‘,w) — 627rzma e 2mianw

m,n € Z}
von L?(Q,). Man rechnet leicht nach, dass

Z (Ml Tk g) (2,0) = Zag(@,w) e, w)
[0

gilt. Damit folgt fiir f € L?(R) mit Satz 2.2

(fiMi Tar 9)12(r) = @ (Zafs €r1 Za9) 12(Qu) = ¢ (Zaf Zag: k1) 12(Qu)-

Ist nun Z,g # 0 fast iiberall und f # 0, so ist auch Z,f Zag nicht die Nullfunktion und
G(g, a, é) somit vollstindig. Existiert andererseits eine Menge 9 C Qq, M # Qn, mit po-
sitivem MaB8 A(90) > 0, sodass Zog = 0 auf M, so liefert jede Funktion f € L?(R) mit
supp(Zaf) = M, dass G(g, «, é) nicht vollstdndig sein kann. Verschwindet Z,g sogar auf ganz

Qq, so muss g schon Null sein und kann kein vollstdndiges Gabor-System bilden.

Zu (ii)-(iv): Dieselben Rechnungen wie oben liefern fiir die Zak-Transformierte des Frameope-
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rators S angewandt auf f € L?(R)

Zo(SF) =Zo | > (f My Tk )2y My Tk g
kIEZ o o

= (s My Tak 9)12(2) Zag €k
(0%

k,l€Z
-« Z (Zaf,Zag €r1)12(Qa) Lay €k
kJl€Z
= Zag Z <qu Zaf, ek7l>L2(QQ) ek,l = ZagquZaf
kJleZ

Diese Faktorisierung impliziert wiederum

(Sf. P rew) = a(ZaSf, Zaf)12(Qu) = &2 (1Zag|* Zaf: Zat)12(Qu),

woraus die iibrigen Aussagen folgen. O

Fiir den Fall des rationalen oversamplings af = g, p,q € N, ggt(p, q) = 1, haben Zibulski und
Zeevi mit Hilfe der Zak-Transformation ebenfalls eine Charakterisierung von Gabor-Frames
gefunden. Zu dem Rechteck Qap := [0, ] x [0, 1] bezeichnen wir mit Hop := L?(Qa,p, CP)
den Hilbert-Raum der quadratintegrierbaren, vektorwertigen Funktionen auf @), mit Norm

P 1 (&3
« p

1712, =S / / () dado.
/o Jo

Dann liefert die vektorwertige Zak-Transformation

p—1

Zof(z,w) = (Zaf (J:—i— %r,w))

r=0

nach Satz 2.2 durch y/a Z, einen unitéiren Operator von L?(R) nach H,, . Weiter sei A(z,w) =

(Ars(z,w))P-L  die p x p - Matrix mit Eintriigen

r,s=0

—1
Ar,s(wvw) = Zoc(x =+ % S, W — B]) Za(l' + %va - B]) 627”']'(7”75)/(17 (CU,CL)) € Qayp‘

s}

<.
Il
o

Theorem 2.6 (Zibulski-Zeevi [90, 91]). Es seien g € L*(R) und 0 < aff = £, p,q € N,
ggt(p, q) = 1. Dann gilt
Za(Sgqf)(z,w) = A(z,w) Zof (z,w)

fir fast alle (x,w) € Qap-

38



Der Beweis hiervon ergibt sich durch das einfache, aber léangliche Nachrechnen der Gleichung.
Da Z, bis auf Normalisierung ein unitérer Operator ist, liefert das Theorem, dass das Spek-
trum des Frameoperators an den Eigenwerten der Matrix A(z,w) abgelesen werden kann.

Schreiben wir die Matrix in Anlehnung an die Ron-Shen Matrix als
Alz,w) = Q(z,w)" 9(z,w),

mit rechteckiger g x p - Matrix

q—1,p—1

Q(r,w) = Va (Zag(x + 5 rw—pj) e_QWijT/q> ’

J,r=0

so gilt folgendes Resultat.

Korollar 2.7. Sind g € L*(R) und 0 < aff = %, p,q € N mit ggt(p,q) = 1, so ist das
Gabor-System G(g,a, B) genau dann ein Frame mit Frameschranken 0 < A < B < oo, wenn

e%s inf | Q(z,w) cll5 > A |3,
a,p

esssup || Q(z,w) ¢||3 < B ||c||3 fiir alle ¢ € CP.

ap
Bemerkung 2.8. (i) Im Falle des rationalen oversamplings lidsst sich die Frage nach einem
Gabor-Frame fiir L?(R) also iiberpriifen, indem man zeigt, dass die Zeilen der Matrizen Q(z,w)
fiir fast alle z,w € R einen Frame des CP mit gleichméfligen Frameschranken bilden.

(ii) Inzwischen gibt es mehrere Versionen der Zibulski-Zeevi Matrizen. In [68] zeigten Lyu-

barskii und Nes, dass die Matrix

q—Lp—-1
Plx,w) := (Zaqg(:n + ak + é, w))k o (2.3)

denselben Rang hat wie Q(z,w). Daher kann alternativ auch P(z,w) auf Q4 betrachtet wer-
den, welche am ehesten als eine rationale Version der pre-Gramian-Matrix aus Theorem 1.20
aufgefasst werden kann.

(iii) Eine weitere bekannte Variante, welche ebenfalls von Zibulski und Zeevi beschrieben wur-

de, ist die Matrix

q—1,p—1

O(r,w) = = (Zgmrglo — Bjow+ %))jr:O . (2.4)

Diese beinhaltet Auswertungen der Zak-Transformierten beziiglich 37! anstelle von «a, und ist

auf [0,¢71] x [0,p!] vollstéindig erklirt anstatt auf Qqp.
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Auch im allgemeinen Fall o, § > 0, kann die Zak-Transformation helfen ein Gabor-System auf
die Frameeigenschaft zu iiberpriifen. Fiir die pre-Gramian-Matrix aus Theorem 1.20 liefert die
Anwendung der Parseval Identitét

2

I1B,@)el? =313 ag (:1: +ak — é)

kez | ez
2
1/a )
= a/ Z ag (m +ak — é) e~ 2mihaw |y
0 klcZ
2
=a |Y aZg(v-14.)
1€Z

L2(0,1)

Diese Identitdt nutzten Janssen und Strohmer in [57], um zu zeigen, dass der Sekans Hy-
perbolicus dieselbe Framemenge besitzt wie das GauB-Fenster. Thr Ansatz kann wie folgt

zusammengefasst werden.

Satz 2.9. Es seien o, 3,n > 0, g,h € L2(R) und G(g,, B) ein Frame fir L*(R) mit Frame-

schranken 0 < A < B < co. Weiterhin ezistiere die Faktorisierung
Znah (T]x, %) =D(z) - C(w) - Zag(z,w), (z,w0) € Qaq,
mit nach unten und oben beschrinkten Faktoren

0 < va < essinf |C(w)|* < esssup |C(w)|* < Vb < o0,

0 < va < essinf |D(z)|? < esssup |D(z)]* < Vb < .

Dann ist das Gabor-System G(h,na, %) ebenfalls ein Frame fir L*(R) mit Frameschranken
0 <anA <bnB < .

Ahnlich zum GauB-Fenster und dem Sekans Hyperbolicus gilt folgende Faktorisierung fiir TP
Funktionen und EB-Splines.

Lemma 2.10 ([63]). Es seien a > 0 und g € L*(R) eine TP Funktion endlichen Typs m > 2
mit Fourier- Transformierter
m
. 1
1@ =110
v=1 ay
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wobei ay, ... ,a, € R\ {0}. Sind \, := —aa, und By der zugehdorige EB-Spline wie in (1.15),

so gilt
- aay x 1
aZag(z,w) =[] T~ ey Z1BA(%,aw), (z,w) € [0,@) x [0,21).
v=1

Beweis. Die Fourier-Transformierte von By lautet

N m e)\y—Qﬂ'iw -1
By (w) = —
111;[1 Av(l —2mig>)

—(aay+2miw) M

T 1—e
= H H(1 +2mi )
v=1

aay,

wobei t eine eins-periodische Funktion ist und g, = g(«-). Dies bedeutet, dass
Z1Bp(w, 1) = t(w) a Z1ja(w, )
und mit (2.1), (2.2) erhalten wir schliefflich

« Zag(:l:’ (U) = Zlga(ga O[W)
= aZija(ow, —%) 2miTw
= t(aw) ! Z1Bp(aw, — L) ¥ i

=t(aw)™ ! Z1BA(%, aw),

wie gewiinscht. 0

Da der Faktor t aus der obigen Faktorisierung nach oben und unten beschréankt ist, ist
G(g,a,B) nach Satz 2.9 genau dann ein Frame, falls G(By,1,a) ein Frame ist. Dariiber
hinaus besitzen die Zak-Transformierten Z,g und Zq By fiir alle & > 0 im Fundamentalbereich

gleich viele, proportional zueinander angeordnete Nullstellen.
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2.3 Nullstellen der Zak-Transformierten von TP Funktionen
und EB-Splines

Wie im letzten Abschnitt deutlich wird, spielen Anzahl und Lage der Nullstellen der Zak-
Transformierten im Zusammenhang mit Gabor-Frames gerade bei rationalem oversampling
eine wichtige Rolle. Bereits 1975 zeigten Auslander und Tolmieri [2], dass jede stetige Zak-
Transformierte mindestens eine Nullstelle besitzt. Spéter lieferte Janssen [49] einen wesentlich

kiirzeren Beweis dieser Aussage.

Theorem 2.11 ([2, 49]). Ist die Transformierte Zof stetig auf R?, so besitzt sie mindestens

eine Nullstelle im Fundamentalbereich Q).

Beweis. Nehmen wir an Z, f sei stetig, habe jedoch keine Nullstellen in ),. Dann existiert

ein stetiger Logarithmus (s. [71]), sodass
Zof(2,w) = |Zof(z,w)| e2mP@),
mit stetiger Funktion ¢. Wegen der Quasiperiodizitiit gibt es daher eine Funktion s : Z? — Z
mit
p(r +an,w+ &) = p(z,w) + anw + x(n, k), n,k € Z.
Hiermit ergibt sich fiir (z,w) = (0,0)
p(an, ) = (0,0) + »(n, k).

Andererseits rechnet man ebenfalls schnell nach

plan, ) = (0, £) + ank + 5(n,0) = ¢(0,0) + nk + s(n,0) + (0, k),

o(an, g) = p(an,0) 4+ (0, k) = ¢(0,0) + (0, k) + 5(n,0).
Die drei obigen Gleichungen zusammen implizieren damit, dass

x(n, k) = 5(n,0) + 5(0,k) = #(n,0) + #(0,k) + kn

gilt. Daher muss die Annahme, dass Z, f keine Nullstelle besitzt, falsch sein. O

Da wir in Lemma 2.3 bereits festgestellt haben, dass die Zak-Transformierte einer jeden ste-

tigen Wiener-Funktion ebenfalls stetig ist, haben diese demnach Nullstellen. Dies bedeutet
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nach Satz 2.5, dass sie keine Gabor-Riesz-Basen bilden kénnen. Gemeinsam mit Korollar 1.19
folgt somit das Balian-Low-Theorem 1.23. Insbesondere kann es also keine Gabor-Riesz-Basis
einer stetigen Funktion mit kompaktem Triager, wie etwa einem stetigen EB-Spline geben.
In Abbildung 2.1 haben wir den EB-Spline By mit A = (—1,1,5) und den Betrag der Zak-

Transformierten Z1 By dargestellt. Man erkennt ganz deutlich die Nullstelle bei w =

N[

30

25-

20-

15-

10

Abbildung 2.1: Die Graphen des EB-Splines By mit A = (—1,1,5) und des Betrages der zugehorigen Zak-

Transformierten Z1 B auf Q1.

Spéter werden wir noch sehen, dass die Zak-Transformierte und ihre Nullstellen bei dis-
kretisierten Frames ebenfalls eine grofle Rolle spielen. Zunichst moéchten wir aber die Zak-
Transformierte von stetigen TP Funktionen und EB-Splines genauer betrachten. Da beide
Funktionstypen Wiener-Funktionen sind, haben die Transformierten mindestens eine Null-
stelle im Fundamentalbereich. Nachfolgend méchten wir die Nullstellenmenge weiter konkre-
tisieren. Hierzu komplexifizieren wir das zweite Argument der Zak-Transformierten zeitweilen

und bedienen uns der Funktionentheorie.

Definition 2.12. Die komplexifizierte Zak-Transformierte einer Funktion f € L?(R) zu a > 0

ist definiert als

Zof(z,s) = Z f(x — ak) emioks — Z f(z — ak) e?riakw—2makt

k€EZ keZ

mit z,w, 7 € R, s =w + 17 € C so, dass die Reihe konvergiert.
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Wegen des bereits erwéhnten exponentiellen Abklingverhaltens integrierbarer TP Funktionen

li 0 = mi
w_l}I:ilooe *g(z) =0, |s| < ag muln]a,,],
existiert deren komplexifizierte Zak-Transformierte fiir alle w + 47 mit |7| < 2. Fiir festes x

bilden diese sogar eine holomorphe Funktion.

Theorem 2.13 ([62]). Es seien g eine TP Funktion unendlichen Typs und g, die TP Funktion
endlichen Typs n € N wie in (1.19). Dann sind fiir « > 0 die zugehirigen Zak-Transformierten
Zagn(xo,-) und Zog(xo,-) fir festes g € [0, ) holomorphe Funktionen in dem Streifengebiet
Se ={s € C||Im(s)| <&} mit 0 <& < §2. Dariiber hinaus konvergiert

lim ’Zag(l‘, 3) - Zagn(x7 8)| = O’

n—o0

gleichmdpig fir alle s = w + 47 in dem Streifen Se, 0 < € < §2, und alle x € [0, ).

Beweis. Die Holomorphie von Zq gy (o, -) folgt direkt aus Lemma 2.10 und Formel (1.18). Diese
liefern eine Darstellung als Produkt einer endlichen Exponentialsumme und einem rationalen
Faktor, dessen Singularitdten auflerhalb von S liegen. Die Holomorphie von Z,g(zo, ) folgt

damit aus der gleichméfBigen Konvergenz, welche wir nun zeigen.

Es seien z € [0,a) und ¢ € R mit 27¢ < 2mc < ag. Nach Satz 1.34 existiert zu € > 0 ein

no € N, sodass fiir alle n > ng gilt

|Zag(z,8) — Zagn(z,s)] < Z lg(z + ak) — gn(z + ak)] p2malkr|

keZ
<e 2672ﬂc|z+ak\ e271'a|k7'|
kEZ
) -1
<e <Z e27’l’0¢k(‘7’|—()) +e—27rca:_|_€27rc Z e?ﬂ'ak(c—]ﬂ))
k=1 k=—o00

e2ma(c—|7|)

0o
1 27TC 2rak(|T|—c) < 1 2me ]
+e ge e (1+¢) amalc —T7])

Somit ist der zweite Teil des Theorems bewiesen und es folgt, dass Z,g(zo, -) als gleichméafiger

Grenzwert holomorpher Funktionen in Sg¢ selbst eine holomorphe Funktion ist. O

Als néchstes bestimmen wir die Nullstellenmenge von Z,g, fiir eine TP Funktion endlichen

Typs. Dafiir gentigt es nach Lemma 2.10 die Transformierte von EB-Splines fiir « = 1 zu be-
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trachten. Die Idee des Beweises ist es starke Vorzeichenwechsel (s. Abschnitt 1.3) zu zéhlen und

durch die Quasiperiodizitéit einen Widerspruch zu hoheren Nullstellenanzahlen zu erzeugen.

Theorem 2.14 ([62]). Es sei A € R™ und By der zugehirige (stetige) EB-Spline der Ordnung

m > 2. Dann erfillt die komplexifizierte Zak- Transformierte
. . 1
Z1Bp(z,s) #0  fir x €[0,1) und s € C mit |Re(s)| < 5.

Ist andererseits Re(s) = %, so existiert ein x5 € [0,1) mit Z1 B (zs,5) = 0 und Z1 By (z, s) # 0
fir x € 0,1) \ {zs}.

Beweis. Wir schreiben den Vektor der Gewichte wieder als

A:(517"'7617"'157'7'"7{7")7
—— ———
S1 Sr
mit paarweise verschiedenen Gewichten &1,...,&,. € R und Vielfachheiten sq,...,s, € N. Zu

s € Cmit [Re(s)| < 3 betrachten wir die komplexwertige Funktion h := ZB, (-, s). Nach (1.18)

erhalten wir fiir € [0, 1) die Darstellung

3

h(J}‘) — BA(IL’ + k —2miks __ Zzp 67271'7;(]6‘71)8

k=0 k= 1] 1
m
Zp 72mk 1)s EJ (25)
=1 k=1
i=q;(x)

mit komplexwertigen Polynomen ¢; vom Grad o; —1 < s; — 1. Weiter sind die kardinalen
Translate der EB-Splines lokal linear unabhéngig. Dies bedeutet, dass Splinereihen der Form
> BA(- + k)ci mit reellen Koeffizienten ¢;, € R nur genau dann auf einem Intervall (a,b) € R
verschwinden, falls alle Koeffizienten c; mit suppBa(- + k) N (a,b) # 0 Null sind. Da aber

nach Voraussetzung |Re(s)| < %

gilt, kénnen keine zwei aufeinanderfolgenden Koeffizienten
von der Funktion Re(h) gleichzeitig verschwinden. Somit kann Re(h) auf keinem Intervall mit
positivem Mafl Null sein, was bedeutet, dass mindestens ein Polynom g; nicht Null ist. Ohne
Einschrinkung nehmen wir an, dass oy > 1 gilt, und der Summand q;(z)e'* in hljo,1) daher
nicht identisch Null ist. Sollte ein anderes Polynom ¢; Null sein, so setzen wir ¢; = 0 und

bezeichnen mit v = o1 + ... 4+ 0; die Summe der Polynomgrade. Nun verwenden wir die

Identitat

eéjm% (e‘wh(az)) = ¢j(2)e5" + > (& — &) ar() + gj,(2)))e™.
Py
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Fiir den obigen Differentialoperator schreiben wir D; und setzen ® := Di’l_l H§:2 D?j . Damit
erhalten wir

Dh(z) = bet1®, x € (0,1),

mit einer Konstante b € C\ {0}. Durch die Quasiperiodizitit ergibt sich
Dh(x) = beft@=k) 2miks g e (k k4 1),
fiir alle k € Z.

Gébe es nun ein Z € [0,1) mit Z1 BA(Z, s) = h(Z) = 0, so wiirde h wegen der Quasiperiodizitét
in allen Punkten & + k, k € Z, verschwinden. Somit hétte f = Re(h) in diesen Punkten wegen
der lokalen linearen Unabhingigkeit isolierte Nullstellen, also mindestens N € N isolierte
Nullstellen im Intervall [0, N]. Da f € C™ %(R) ist, f(™2) noch absolut stetig und © ein

Differentialoperator der Ordnung v — 1 < m — 1 ist, folgt mit Rolles Theorem
STDf)>N-—-~y+1 im Intervall [0, N]. (2.6)

Schreiben wir s = w 4 i1, w, 7 € R, so ist das Vorzeichen von ® f in jedem Intervall [k, k + 1),

k € Z, andererseits eindeutig bestimmt durch
sign (D f)(z) = sign Re (b ezmk(“’“T)) = sign Re (b 62”]“") ) x €[k k+1).

Daraus folgt direkt
ST(®f) <2N|w| im Intervall [0, N],

was einen Widerspruch zu (2.6) liefert fiir |w| < § und ausreichend groBes N. Damit ist die

erste Aussage bewiesen.

Fiir den Fall Re(s) = 1 nimmt man an, dass Z;Ba(,s) zwei Nullstellen bzw. eine doppelte
Nullstelle im Intervall [0, «) besitzt und fithrt dies mit denselben Argumenten zum Wider-

spruch. O

Da sich Lemma 2.10 beziiglich der komplexifizierten Zak-Transformierten auch auf die Menge
[0,0) X (=5, o£] x i(—22, 90 verallgemeinern lidsst und die Transformierte von Translaten

T 200 2a 210 21

einer Funktion wegen
Za (th) (.’1}‘, S) = Zozf(x - ta S)
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eine lediglich verschobene Nullstellenmenge besitzt, impliziert obiges Theorem folgendes Ko-

rollar.

Korollar 2.15 ([62]). Es sei g, eine (stetige) TP Funktion endlichen Typs n > 2 wie in
(1.19). Dann erfillt die komplezifizierte Zak-Transformierte fir o > 0

Zagn(z,8) #0  firz €[0,a) und s € (—5, =) X i(—52, 92),

Ist hingegen s € 5= x i(—92,90) 5o existiert ein x5 € [0,a) mit Zogn(zs,s) = 0 und

Zagn(z,s) #0 firx € [0,a) \ {zs}.

In [63] wurde mit Hilfe der Variationsverminderung (1.14) dariiber hinaus ein Beweis an-
gefiihrt, welcher die Nullstellenmenge der Zak-Transformierten auf R? der etwas allgemeineren

PEB-Splines ebenfalls charakterisiert.

Theorem 2.16 ([63]). Es sei m > 2 und By, ein (stetiger) PEB-Spline der Orndung m.
Dann hat Z1 B, genau eine Nullstelle im Fundamentalbereich Q1 = [0,1)2. Genauer existiert

# €(0,1), sodass Z1 B (%, 3) = 0, und Z1 By (z,w) # 0 fir alle (z,w) € [0,1)2\ {(Z,1)}.

Um nun auch die Nullstellenmenge der Transformierten einer TP Funktion unendlichen Typs

bestimmen zu konnen, verwenden wir den Satz von Hurwitz.

Satz 2.17 (Hurwitz). Es sei D C C ein Gebiet und (fy) eine Folge holomorpher Funktionen
i D, welche lokal gleichmdafig gegen f konvergiert. Falls jedes f, hochstens k Nullstellen in
D besitzt, so besitzt auch f hichstens k Nullstellen oder es gilt f(z) =0 fir alle z € D.

Theorem 2.18 ([62]). Sei g eine TP Funktion unendlichen Typs der Form (1.19). Dann

erfillt die komplexifizierte Zak-Transformierte fiir o > 0

Zag(x,s) #0 fiir z € [0,) und s € (—5, o) X i(— 392, 90,

X i(—42, 52). Damit folgt die Behauptung

2w 2w

Beweis. Da g insbesondere positiv ist, gilt Zag(z,0) = > ..z 9(x+k) > 0. Somit kann die Zak-
Transformierte nicht identisch Null sein auf (—3, 5)

aus Theorem 2.13, Korollar 2.15 und Theorem 2.17. ]

Tatséchlich besitzen die Zak-Transformierten der stetigen TP Funktionen wie in (1.19) alle

exakt nur eine Nullstelle in ihrem Fundamentalbereich (). Dies beweisen wir allerdings nicht

47



mit Hilfe des Satzes von Hurwitz, sondern bedienen uns weitaus elementarerer Argumente.

Hierzu betrachten wir fortan wieder die gewthnliche Zak-Transformierte auf R2.

Lemma 2.19 ([62]). Es seien &,...,& € R paarweise verschieden, qi,...,q, nichttriviale
reelle Polynome vom Grad oj—1 und vy = o1+...+0,. Weiter sei h € C7=%(R) die reellwertige

Funktion mit absolut stetiger Ableitung h\V=2) und habe die Form
h(z) = qu(w) e,z e 0,1),
j=1
h(r+1)=—h(z), xeR.

Dann existiert ein xo € R, sodass h auf jedem Intervall [xo + k,xo + k + 1), k € Z, monoton

18t.

Beweis. Wegen der Stetigkeit und Periodizitdt, h(x + 2) = —h(x + 1) = h(x), ist das Bild
von h beschrinkt und A hat mindestens ein Maximum zy (und ein Minimum) in dem Peri-
odenintervall [0,2). Falls A nicht monoton fallend in [xg,z¢ + 1) ist, so existiert wegen der
2-Periodizitéit ein ¢ € R, sodass h. := h(-) + ¢ mindestens vier Nullstellen in [0,2) besitzt.
Nun betrachten wir wieder den Differentialoperator © = Di'l_l H§:2 D;fj aus dem Beweis von

Theorem 2.14. Wenden wir diesen Operator auf h. an, so erhalten wir

Dhe(x) =" + [[(=&)7 (&) 'e, bER, z€(0,1),
j=2

=:¢

und wegen h(xz + 1) = —h(x) ist
Dhe(z) = (~1)Fbef1 @0 L& 2 e (kk+1),k € Z.
Fiir die Anzahl der starken Vorzeichenwechsel folgt also
AN — v+ 1< 8 (Dh.) <2N auf [0,2N],

was fiir groles N € N einen Widerspruch liefert. Damit ist gezeigt, dass h auf jedem Intervall

[0 + k,x0 + k+ 1), k € Z, monoton ist, wobei z¢ + k die Extrema von h sind. O

Korollar 2.20 ([62]). Es seien A = ({1,...,&1,.-, &, ..., &) € R™, & # &, und By der
zugehdrige EB-Spline wie in (1.15). Dann ezistieren xo,yo € R, sodass Z1 B (-, 1) auf [zo +
k,xo+k+1) und die Ableitung Dy, Z1Ba(-, %), 1<n<r, auf [yo+k,yo+k+1) firallek €Z

monoton sind.
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Beweis. Mit denselben Bezeichnungen wie in (2.5) gilt

T
Z1Bp(z,3) = qu(x)ew,
j=1

- e x d —én - T
DnZ1BA(x,%) = D, qu €% (x) = ¢bn T e tn qu(sc) S
j=1 j=1

= @)+ (& — &) ar(@) + gi(w))e.
i#n
.k
Mit *™2 = (—=1)¥ und der Quasiperiodizitit der Zak-Transformierten folgt die Behauptung

somit aus Lemma 2.19. O

Korollar 2.21 ([62]). Es sei g eine TP Funktion unendlichen Typs wie in (1.19). Dann
existiert ein To € [0, ), sodass Zag(-, 5=) fiir & > 0 auf jedem Intervall [zo+ak, xzo+a(k+1)),

k € Z, monoton ist.

Beweis. Wegen der Stetigkeit und Periodizitit ist das Bild von f := Z,g(-, i) beschrénkt
und f besitzt mindestens ein Maximum (und ein Minimum) im Periodenintervall [0, 2cr). Ohne
Einschrénkung sei z¢ € [0, ) ein Maximum (und o+« ein Minimum). Falls f nicht monoton
fallend auf [xg, 2o + «) ist, so existiert ein § > 0 und Punkte 21 < 29 < 23 € [xo+ 9,20+ 1 — ],

sodass f monoton auf [zg, z¢ + J) ist, und es gilt

f(z1) < fz2) s [(z3) < [(z2)-

Mit e = g min{f(z0) — f(21), f(22) — f(21), f(22) — f(23)} existiert nach der gleichm#Bigen

L
' 2«

Konvergenz aus Theorem 2.13 ein ng € N, sodass fiir alle f,, := Zygn( ) mit n > ng gilt

fn(CCo) > fn(zl)a fn(ZQ) > fn(zl)v fn(ZQ) > fn(ZS)'

Demnach existiert kein Intervall der Lange a auf dem f, monoton ist. Nach Theorem 2.10
existiert daher ebenfalls kein Intervall der Lénge eins, auf dem die Zak-Transformierte des

entsprechenden EB-Splines Z; By (-, %) monoton ist, was im Widerspruch zu Lemma 2.20 steht.

O]

Nun koénnen wir zeigen, dass auch die Zak-Transformierten von TP Funktionen unendlichen
Typs ohne Faltung mit GauB-Kern nur genau eine Nullstelle in ihrem Fundamentalbereich @,

besitzen.
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Theorem 2.22 ([62]). Zu jeder TP Funktion g unendlichen Typs wie in (1.19) und o > 0
evistiert ein & € [0, ), sodass Zag(%, 5=) = 0 und Zag(z, 5=) # 0 fir alle z € [0,a) \ {Z}.

Beweis. Nach Theorem 2.11 und 2.18 muss Zag(-, 5=) eine Nullstelle in [0, ) besitzen. Au-
Berdem folgt wegen g(%) # 0 aus Lemma 2.4, dass Z,g(-, i) nicht identisch Null sein kann.
Gébe es zwei oder mehr isolierte Nullstellen in diesem Intervall, so wére Zqg(-, i) dort nicht
monoton, was ein Widerspruch zu Korollar 2.21 wire. Daher nehmen wir nun an, dass es
genau ein einzelnes Nullstellenintervall [z1, 23] C [z, 0 + «) dieser Funktion gibt. Zunéchst

sei a1 < 0, wobei g gegeben ist durch die Fourier-Transformierte

Da f := Zag(-, i) monoton fallend auf [zg, zo + «) ist, folgt nach dem Mittelwertsatz, dass

fiir alle 0 < ¢ < —(aa1) ™! mit 23 + ¢ < 19 + @ ein 0 < # < ¢ existiert, sodass

£/ (224 0)] = ’f(z2€+ 2IR% ’f(”; O S var (2 +0).

Andererseits gilt f'(zo+ o) = 0 und f(zo + «) < 0. Daher erfiillt die Ableitung

Dif = (CZC + aay id) f=f +aa f (2.7)

D1 f(x0) <0, D1 f(22)=0, D1 f(22+6) <0 und D; f(xo + ) >0. Also ist D; f auf keinem Inter-

vall der Lénge o« monoton. Mit analoger Argumentation wie in dem Beweis aus Korollar 2.21

existiert nach Theorem 2.13 ein ng € N, sodass auch D1Z,gy, (-, i) fiir jedes n > ng auf keinem
Intervall der Lange o monoton ist. Nach Theorem 2.10 ist dann jedoch die Transformierte des
entsprechenden EB-Splines D171 By (-, %) ebenso auf keinem Intervall der Linge eins mono-
ton, was wiederum ein Widerspruch zu Korollar 2.20 ist. Betrachten wir das Intervall [xg, 21]

anstelle von [z9, xg + ], so folgt der Fall a; > 0 vollkommen analog. ]

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass die Zak-Transformierten aller TP Funktionen der
Form wie in (1.19) bzw. (1.20) fiir jedes & > 0 genau eine Nullstelle in ihrem Fundamen-
talbereich @, besitzen. In [50] zeigte Janssen bereits 1988, dass auch die Transformierte des

Gauf3-Fensters nur genau eine Nullstelle in @, besitzt. Da der Sekans Hyperbolicus nach

o0

1 1 1
— sech’(w) = sech(n?w) = , . ,
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ebenfalls eine TP Funktion unendlichen Typs ohne Faltung mit Gauf-Kern ist, liefert Theo-
rem 2.22 gemeinsam mit der Faktorisierung aus [57] sogar einen Alternativbeweis fiir diese
Aussage. Dennoch existiert noch kein Beweis dafiir, dass die Zak-Transformierten aller belie-

bigen TP Funktionen nur genau eine Nullstelle besitzen.

Der Vollstindigkeit halber méchten wir noch erwihnen, dass Schoenberg in [79] bereits fest-
stellte, dass Z1 N, des polynomialen B-Splines IV,, genau eine Nullstelle hat bei (%, %), falls
m gerade ist und bei (0, 3), falls m ungerade ist. Dariiber hinaus hat Janssen in [50] und [56]
noch weitere Untersuchungen der Nullstellen von Zak-Transformierten diverser Funktionen

durchgefiihrt, unter anderem fiir die Klasse der von ihm eingefiihrten superkonvexen Funktio-

nen.
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Kapitel 3

TP Funktionen und PEB-Splines als

Gabor-Fenster

Das von Gabor und von Neumann urspriinglich vorgeschlagene Gauf3-Fenster zur Bildung ei-
nes Gabor-Systems ist nach Theorem 1.32 eine TP Funktion. Die zugehorige Framemenge
wurde 1992 in [67] bzw. [81] vollstéindig beschrieben. Ebenso ist der Sekans Hyperbolicus ei-
ne TP Funktion, dessen Framemenge 2002 in [54] charakterisiert wurde. In [41] wurde 2013
schlieflich die Framemenge einer jeden TP Funktion endlichen Typs (vgl. (1.19)) dargelegt.
All diese Framemengen sind im Sinne des Balian-Low-Theorems maximal, was die aufleror-
dentliche Eignung dieser Fenster in der Gabor-Analyse verdeutlicht. Weiter wurden in [16],
[18] und [17] bereits EB-Splines als Fensterfunktionen eines Gabor-Frames untersucht und
einige positive Resultate bewiesen. Daher mochten wir uns nachfolgend mit Gabor-Systemen

von TP Funktionen und PEB-Splines beschéftigen.

3.1 Gabor-Frames von TP Funktionen und PEB-Splines

Zu Beginn moéchten wir zwei lange bekannte Resultate erlautern, welche sich fiir PEB-Splines
aufgrund ihrer kompakten Triger ergeben. Da ein PEB-Spline B,, der Ordnung m € N im
Gegensatz zu TP Funktionen den Tréiger supp(B,) = [0,m] besitzt, kann (o, 8) € R% nur

dann zu der Framemenge Fp,, gehoren, wenn o < m gilt. Ist ndmlich a > m, so hat die pre-
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Gramian-Matrix Pp, (z) fiir alle z € (m,a) Nullspalten. Daher kann es nach Theorem 1.20
keine untere Frameschranke A > 0 geben. Andererseits haben Daubechies, Grossmann und
Meyer in [23] fir Funktionen mit kompaktem Tréiger eine einfache Charakterisierung von
Gabor-Frames bestimmter Gitter gefunden. Entgegen der meisten in der Literatur angegebe-

nen Beweise, ldsst sich auch dieses Resultat anhand der pre-Gramian-Matrix iiberpriifen.

Theorem 3.1 ([23] Painless non-orthogonal expansions). Sind g € L*(R) mit kompaktem
Triger supp(g) =[0,L], 0 < a < L und 0 < § < %, so ist das Gabor-System G(g,«, ) genau
dann ein Frame fiir L?(R)mit Frameschranken 0 < A < B < 0o, wenn
A<BT Y Jg(x+ak)? < B
keZ

fiir fast alle x € [0, a) gilt.

Beweis. Wir betrachten wieder die pre-Gramian-Matrix P,;(z) und nehmen zunéchst § < %
an. Fiir z € [0, L] gilt damit x + % > L und x — % < 0. Daher sind die Indexbereiche der nicht
verschwindenden Eintrége jeder Spalte in diesem Fall disjunkt. Wegen o < L gibt es dariiber

hinaus fiir jedes | € Z ein k; € Z, sodass x + ak; — é € [0, L] ist. Die Matrix besitzt also eine

Gestalt
0 = 0
0 *= 0
0 = 0
0 =« 0
0 = O

Die Behauptung folgt somit aus dem Ron-Shen Theorem 1.20. Ist hingegen 8 = %, so betrach-
ten wir die eindeutige Division mit Rest L = na + r, wobei n € N und r € [0, «). In diesem
Fall kénnen zu z € [0, «) genau dann zwei Eintrége einer Zeile von P(z) ungleich Null sein,
wenn k, [l € Z existieren, sodass © + ak — LI = x + a(k — In) — rl = 0 ist. Demnach besitzt die
pre-Gramian-Matrix fiir € [0, «) und = ¢ rZ + oZ wiederum die obige Gestalt. Da dies nur
abzihlbar viele z € [0, «) ausschlieft, impliziert auch in diesem Fall das Ron-Shen Theorem
die Behauptung. Man beachte, dass die pre-Gramian-Matrix im kritischen Fall § = % und

a = L sogar Diagonalgestalt hat. O

o4



Da man in der obigen Situation punktweise fast iiberall auch sehr einfach eine Linksinverse
bestimmen kann, liefert Proposition 1.21 dariiber hinaus eine Moglichkeit der Konstruktion
eines dualen Fensters. Wegen der besonderen Struktur kann man sogar die Moore-Penrose
Pseudoinverse sehr einfach ablesen

P@)) =
( ’ >j’l > kez ’9(95 + ak — %) :

Da diese das Fenster mit der kleinsten L?(R)-Norm liefert, erhalten wir nach Proposition 1.16

gz +al — %)

somit das kanonische duale Fenster v(z)° = m g(x).
kEZ

Inzwischen ist ein allgemeineres Resultat von &hnlichem Typ bekannt, welches das obige
enthélt. Wir erwidhnen dieses aus Griinden der Vollsténdigkeit, verzichten an dieser Stelle

jedoch auf einen Beweis und verweisen auf den Artikel oder [14, 15].

Theorem 3.2 ([11] Casazza-Christensen Schranken). Es seien g € L?>(R)und «, 3 > 0. Falls

B=-— esssup
z€[0,a] 1=y,

< 00,

Zg x+ak)g ﬂs—f-ozk:—f)
keZ

so ist G(g,a, B) ein Bessel-System mit Bessel-Schranke B. Ist dariiber hinaus auch

A:—essmf Z|g$—ak| —Z

Zg:v—i—ak :E—|—ak‘—é)
B wel0al kEZ 140

kEZ

>0,

so ist G(g,a, B) ein Gabor-Frame fiir L*(R) mit Frameschranken A, B.

Vor Kurzem haben Lemvig und Nielsen in [65] einen weiteren Teil der Framemenge von Funk-
tionen mit kompakten Triagern gefunden (vgl. Abbildung 3.1). Hierzu haben Sie ein Dual

angegeben, welches seinerseits einen noch kleineren Tréger besitzt als das Fenster selbst.

Satz 3.3 (Painless expansions for alternate duals [65]). Es seien g € L*°(R) mit kompaktem
Triger supp(g) = [0, L], L > 0,

(@,8) € {(a,m eR2

2
L < — 1
0<a< ,O<B_L+a,a,8< }

und c:=  ess 1nf lg(x)| > 0. Dann ist das Fenster h mit
+a

0, sonst,

wohldefiniert und die Gabor-Systeme G(g, , 8), G(h, a, B) zueinander duale Frames fiir L*(R).
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Beweis. Da h,g € L*°(R) sind und kompakten Triiger haben, sind beide Funktionen aus dem

Wiener-Raum und induzieren Bessel-Systeme. Weiter ist

Lta 1
2 LT
h,M.Tig) = —ky_—_ iy g
Lta
2 omilE
— 360 [, 5 do = ap oo
T2
Daher folgt die Behauptung aus der Wexler-Raz Biorthogonalitéit aus Theorem 1.13. O

Man beachte, dass das Tripel (h,«,3) im obigen Satz wegen 8 < é die Bedingungen aus
Theorem 3.1 erfiillt. Von dieser Seite aus betrachtet haben Lemvig und Nielsen daher ein
nicht kanonisches Dual fiir diesen Fall konstruiert. Da die optimale obere Frameschranke von

G(h,a, B) nach Theorem 1.20 gleich B" = & ist, ergibt sich fiir die optimale untere Frame-

opt — 2

schranke von G(g, o, ) somit die Abschétzung AJ, > %

Die obigen Resultate nutzten bislang nur den kompakten Tréger der Funktionen aus. Folgendes
Resultat, ebenfalls aus 2015, hat ein wenig schirfere Voraussetzungen an das Fenster, welche

von den PEB-Splines ebenfalls erfiillt werden.

Satz 3.4 ([17]). Es sei g € L*(R) eine stetige Funktion mit kompaktem Trager supp(g) =
[0,L], L >0, welche positiv ist g(x) > 0 fir x € (0,L). Dann ist das Gabor-System G(g, «, [3)

ein Frame fiir L*(R) fir alle 5 <o <L und 0 < B < 1.

Das Resultat ist ein einfaches Korollar eines Theorems von Christensen, Kim und Kim iiber
Gabor-Frames bestimmter Gitter von stetigen Funktionen mit kompaktem Triger und end-
licher Nullstellenanzahl im Inneren des Trigers (s. [17]). Im obigen Fall kénnen wir jedoch
noch mehr Gitterparameter bestimmen, die zur Framemenge gehoren (vgl. Abbildung 3.1)

und einen wesentlich einfacheren und direkten Beweis dazu angeben.

Theorem 3.5. Es sei g € L%(R) eine stetige Funktion mit kompaktem Tréiger supp(g) = [0, L],
L > 0, welche positiv ist g(x) > 0 fir € (0,L). Dann ist das Gabor-System G(g,a, ) ein
Frame fiir L*(R) fiir alle o, 3 > 0 mit af <1, a < L und o + % > L.

Beweis. Man beachte, dass a + % > 2« ist. Satz 3.4 ist also tatséchlich in dem Theorem

enthalten. Da g stetig ist und in L?(R) liegt, muss die Funktion auch beschrinkt sein. Wegen
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des kompakten Trégers ist sie sogar aus W (R) und induziert somit ein Bessel-System. Es bleibt

zu zeigen, dass Sy nach unten beschrankt ist.

Wegen a < L folgt der Fall 5 < % aus Theorem 3.1. Aufgrund der Aquivalenz

1 1
—>L<+— <
a+ﬁ_ B_L—a’

~ 1 1
sei daher fortan + < 8 < ;=

—a°

Unter der Bedingung af < 1 impliziert dies i < B <

%. Wir verwenden die Idee der Konstruktion von diinn besetzten, gleichméfig beschrinkten
Linksinversen der pre-Gramian-Matrix, um mit deren Hilfe ein duales Fenster zu entwickeln.
Diese Methode wurde zuvor bereits erfolgreich in [41] und [63] verwendet. Genauer betrachten

wir die pre-Gramian-Matrix Py(z) auf dem Intervall I = [L — %, L— % + a] der Lange o und

konstruieren punktweise einen Zeilenvektor o(z), sodass

o(x)Fy(x) = (d0)iez (3.1)

gilt. Auf diese Vektoren wenden wir schlieilich Proposition 1.21 an. Mit

folgt fiir alle = € I offenbar

0<L-%-k(s-a)<e-k(s-a)<i<L (3.2)

Da % dariiber hinaus grofler der halben Tragerlinge von g ist, konnen in jeder Zeile der
pre-Gramian-Matrix nur hochstens zwei Eintrige ungleich Null sein. Durch die Bedingung
o+ % > L folgt, dass die zwei diagonal gelegenen Auswertungsstellen zg — % und zg + « fiir

kein zyp € R beide im Inneren des Trégers [0, L] von g liegen konnen. Damit gibt es keinen
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vollbesetzten 2 x 2-Block, sodass die Matrix eine Gestalt der Form

* 00 0 00
* 00 0 0 O
0 «= 00 0O
0O x = 0 0 O
Py(x) = 00 % 00
0 00 « 00
0 00 0 % O
0 0 0 0 * =
0 0 0 0 0 =

besitzt. Somit ist die quadratische Teilmatrix

Py(z) := (g(m + ak —

o~

)> k,1=0,....ko

aus den mittleren kg + 1 Zeilen- und Spalteneintréigen fiir alle = € I regulir. Genauer ist Py(z)
untere oder obere Dreiecksmatrix, sodass die Determinante aus dem Produkt der Diagonal-

elemente besteht, welche nach Formel (3.2) ihrerseits gleichméfig in « nach unten beschrinkt

sind
ko
det Py(2) = [ [ (Po(@))ke = ¢ > 0. (3.3)
k=0
Nun definieren wir
(oo(x), ..., 06 (x)) = (Po(x)_l)kzl,l:1,...,k0+1 firx el (3.4)

und setzen die iibrigen Komponenten o(z) = 0 fiir £ < 0 und k& > kg. Durch die Wahl von
ko gilt fir alle £ =0,..., kg

:r+ak:—é>L falls I <0 und x+ak‘—é<0 falls 1 > k.

Folglich ist (3.1) fiir o(z) erfiillt. Wegen der gleichméfigen Beschrianktheit der Determinan-
te (3.3), sind nach der Cramerschen Regel dariiber hinaus auch die Eintrége der Inversen
Py(z)7! gleichméBig beschrinkt, was wiederum

3" sup oy(x)] < oo

kez zel
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liefert. Damit liegt auch die Funktion ~ mit

V@) =B @)k Xpa (@ —ak), z€R,
keZ

im Wiener-Raum und die Behauptung folgt aus Proposition 1.21. O

Die obige Konstruktion von Dualen kann auch fiir PEB-Splines im Speziellen verwendet wer-
den. Dabei werden die Gitterparameter a, 5 > 0 so gewéhlt, dass durch die Verflechtungseigen-
schaft der PEB-Splines aus Theorem 1.28 eine Blockgestalt der biinfiniten Matrix in regulére
Blocke endlicher Grofie gesichert wird.

Theorem 3.6 ([63]). Es seien m € N\ {1} und B, ein (stetiger) kardinaler PEB-Spline mit
Knoten 0,...,m. Dann ist das Gabor-System G(Bp, o, B) ein Frame fiir L*(R), falls:

(i) a€{1,2,....,m—1}, >0 und off <1,
(ii) >0, e {1,271 ..., (m—1)"1} und aB < 1.
Beweis. Da die Splines im Wiener-Raum liegen, induzieren sie Bessel-Systeme. Daher bleibt

noch zu zeigen, dass die entsprechenden Gabor-Systeme auch eine positive untere Frame-

schranke besitzen. Hierzu folgen wir der Idee aus dem Beweis zu Theorem 3.5 und wihlen zu

m_l
k()::|r1 Al
B—Oé

wieder die quadratische, endliche Teilmatrix

xEI:[m—%,m—%—i-a] und

Polz) = (B kL )
o(z) m (T + ﬁ) }d=0.....ko
mit strikt positiven Diagonalelementen. Im Fall (ii) mit 37! € {1,2,...,m—1} ist Py(x) genau
die Kollokationsmatrix
B, Bm( - 671) T Bm( - kOﬁil)

T T+« T + koo

Po(l’) =M

und somit nach Theorem 1.28 regulir. Analog kann die transponierte Teilmatrix Py(z)? im
Fall (i) mit « € {1,2,...,m — 1} ebenfalls als die Kollokationsmatrix

By, Bn(-+a) -+ Bp(-+ ko)

r  x-—-p1 - x—kp!



beschrieben werden. Damit ist auch diese Matrix regulér nach Theorem 1.28, und es existiert
wieder eine gleichméiflige untere Schranke fiir die Determinante. Denn wegen der Stetigkeit der
Funktion g, hdngen auch die Eintrige der pre-Gramian-Matrix und somit die Determinante
von Py(x) stetig von x ab. Da I kompakt ist, existiert ein ¢ > 0, sodass det Py(x) > c ist fiir
alle z € I. Mit derselben Konstruktion des Duals v und den analogen Schliissen wie im Beweis

von Theorem 3.5 folgt damit bereits die Behauptung. O

Wegen der engen Verkniipfung von EB-Splines und TP Funktionen endlichen Typs liefert
dieser Satz einen Alternativbeweis fiir die vollstindige Bestimmung der Framemenge dieser

TP Funktionen.

Theorem 3.7 ([41]). Es sei g, eine TP Funktion endlichen Typs n > 2 wie in (1.19) bzw.
(1.20). Dann ist das Gabor-System G(gn,a, ) fir alle Parameter o, 8 > 0 mit aff < 1 ein
Frame fiir L*(R).

Beweis. Die Behauptung folgt wegen der Faktorisierung der Zak-Transformierten in Lem-

ma 2.10 unmittelbar aus Satz 2.9 und Theorem 3.6. O

Bemerkung 3.8. Insgesamt haben wir damit folgende positive Resultate zu den Framemen-
gen von PEB-Splines und TP Funktionen:
(i) PEB-Splines: Ist m € N\ {1} und B,, ein (stetiger) kardinaler PEB-Spline mit Knoten

0,...,m, so ist G(By,,a, 3) ein Frame fiir L?(R) fiir alle Gitterparameter aus

m— «

{(a,ﬁ) e R}

2 1
0<af<lmitd<a<mund < oder g < }
m—+ «
(3.5)
2
{@per

1
0<0zﬁ<1mit56{1,2,...,m—1} oder « € {1,2,...,m — 1} }

In einem Gabor-System G(g, %, 8) fiir n € N ist dariiber hinaus das Gabor-System G(g, @, )
enthalten. Daher gehoren auch alle Tupel (%,05) € Ri zur Framemenge Fp, der Splines,

sofern («, 3) in der Menge (3.5) liegt.

Diese bekannten Teile von Fp, sind fiir m = 3 in Abbildung 3.1 aufgezeichnet. Fiir Git-
terparameter aus dem roten Bereich und auf den gestrichelten Linien bildet das zugehorige
Gabor-System aufgrund des kompakten Tragers bzw. der Stetigkeit keinen Frame. Fiir Git-

terparameter aus den griinen Bereichen bzw. auf den durchgezogenen Linien, liefert das zu-
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gehorige System einen Frame. Im oberen Bild ist nur die Menge (3.5) verdeutlicht. Der hell-
griine Bereich kommt aus Theorem 3.1, der mittelgriine Bereich aus Satz 3.3, der dunkelgriine
Bereich aus Theorem 3.5, und die noch dunkleren griinen Linien aus Theorem 3.6. In dem un-
teren Bild wurden darauf basierend auch alle Bereiche skizziert, welche durch das beschriebene

oversampling entstehen.

—_
.

wiN

W=
1

,_.

ol
[\)
w
S

Abbildung 3.1: Bekannte Teile der Framemenge eines PEB-Splines der Ordnung drei. Fiir Gitterparameter
aus dem roten Bereich und auf den gestrichelten Linien, bildet das zugehorige Gabor System aufgrund des
kompakten Tragers bzw. der Stetigkeit keinen Frame. Fiir Gitterparameter aus den griinen Bereichen bzw. auf

den durchgezogenen Linien, liefert das zugehorige System einen Frame.

(i) TP Funktionen: Es sei h ein Gauf-Fenster, sech der Sekans Hyperbolicus und g, fir n € N
eine TP Funktion endlichen Typs wie in (1.19) bzw. (1.20). Dann sind die Framemengen

eindeutig charakterisiert als
Fgo=H= {(a,ﬁ) € Ri ‘a,ﬂ > 0 mit aff < 1} und  Fp = Feeeh = Fg, = H°, n>2.

Fiir eine beliebige andere TP Funktion unendlichen Typs g wie in (1.19) bzw. (1.20) folgt aus
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Theorem 2.22 mit Satz 2.5, Korollar 2.7 und Bemerkung 2.8, dass
FyCH® und Fy D {(04,5) € Ri |a,6 > 0 mit (af)™! € N\ {1}}

Doch auch fiir diese Funktionen besteht die bislang unbewiesene Vermutung, dass F, = H°

ist.

3.2 Einschriankungen fiir PEB-Splines

Beide behandelten Funktionstypen, die TP Funktionen und auch die PEB-Splines, scheinen
sich sehr gut als Fenster fiir Gabor-Systeme zu eignen. Doch neben den Obstruktionen durch
die kompakten Tréger sind fiir gewisse PEB-Splines noch weitere Ausnahmen an Gitterpara-

metern bekannt, welche allesamt aus einer speziellen Eigenschaft herriihren.

Definition 3.9. Man sagt die kardinalen Translate einer Funktion f : R — R sind eine
Teilung der Eins, falls die Summe aller Translate identisch Eins ist

d k=1 (3.6)

kEZ

Es ist bereits seit langem bekannt, dass die kardinalen Translate des polynomialen Splines IV,
eine Teilung der Eins sind (s. [80]). Diese Eigenschaft ldsst sich allerdings noch auf weitere

PEB-Splines iibertragen.

Satz 3.10 ([18]). Fiir m € N seien A € R™ und By der zugehirige EB-Spline.

(1) Sind die Gewichte \j # 0 fir alle j = 1,...,m, so existiert kein C € R, sodass
Y orez Balz + k) = C fiir alle x € R.

(ii) Hat der EB-Spline die Form

mit \j # 0 fir alle j =1,...,1 <m, so gilt

Ledi—1
ZBA(:U—k:):H . fir alle z € R.
keZ j=1 J
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Fiir stetige Funktionen mit Eigenschaft (3.6) gehoren gewisse Gitterparameter mit a8 < 1
nicht zur Framemenge. Dies wurde von Del Prete in [27] zunéchst fiir kardinale polynomiale

B-Splines bewiesen und spiéter in [39] wiederentdeckt und allgemeiner formuliert.

Satz 3.11 ([39]). Es sei g € L*(R) eine stetige Funktion mit kompaktem Triger, sodass
Y orez 9 + k) =1 fiir alle x € R. Dann ist das Gabor-System G(g, o, ) zu a > 0 fiir kein
B €N\ {1} ein Frame fiir L*(R).

Beweis. Essei € N\{1}. Der Ausgangspunkt des Beweises liegt in der Beobachtung, dass die
Zak-Transformierte Zz-1g ganze Nulllinien im Fundamentalbereich besitzt (vgl. Abbildung 3.2,
rechts). Denn fiir r € {1,2,...,5 — 1} gilt

| p-1 1 g .
2T 5 2mwi( 5+ 2mil
Zsrg(a,r) =Y gla— 5™ =3 ga— §—n)™ BT =3 = 0

leZ =0 neZ =0

fiir alle z € R. Nach Korollar 2.7 und Bemerkung 2.8 bzw. der Darstellung (2.4) der Zibulski-
Zeevi-Matrix, bedeutet dies, dass G(g, o, 8) mit a8 € Q keinen Frame bildet. Um zu zeigen,
dass dies auch fiir alle 0 < o < 7! gilt, betrachten wir zu N € N die Folge ¢V = (c{v)lez €
¢%(Z) mit Eintrigen

ST s I <N,

0, falls |I| > N,

und die Indexmengen
Vl:{nEZ]g(aH—ak—%—n);éO} , I/Vl:{nEZ\c{\frnB;éO}.
Damit verschwindet der k’te Eintrag von vV = Py (x)c®,

(vN)k:Zg(x—i-ak—%)ch:O,
lez

falls entweder V; C W; oder aber V,NW; = () fiir allel = 0, ..., 3 —1 gilt. Dies bedeutet anders

herum, dass (vV);, fiir ein k € Z genau dann nicht Null ist, wenn j1, jo € Z existieren, sodass

g(w+ak—%)7é07ég($+ak—%’) und cﬁ:O;ﬁcg.

Wegen des kompakten Trégers von g konnen fiir alle x € R und unabhéngig von N nur

hochstens endlich viele k € Z existieren, die das erfiillen. Somit existiert also ein M € N,

sodass

2
V¥l < MY Jgw +ak = B < M(Bllgll, (L + 1)
leZ
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= V2N + 1 ist, kann die pre-Gramian-Matrix nicht nach unten

Da aber andererseits HCN H2 =

beschrankt sein. O

Bemerkung 3.12. Fiir gewisse Funktionen, wie z.B. die stetigen PEB-Splines, weifl man,
dass die Framemenge offen ist (s. [32]). Im obigen Beweis geniigt es in diesen Fillen daher,

wenn man zeigt, dass G(g,«, ) fiir 8 € N\ {1} und af € Q mit o < 1 kein Frame ist.

Lange Zeit gab es keine weiteren negativen Resultate iiber die Framemenge von B-Splines. So
kam in [37] bereits die Vermutung auf, alle stetigen polynomialen B-Splines NV, wiirden fiir
alle Gitter mit af < 1,0 < a<mund 0 < 8 # 2,3,... einen Frame liefern. Diese Hoffnung
wurde erst kiirzlich in [65] genommen. Lemvig und Nielsen zeigten, dass die Partition der Eins
von Translaten polynomialer B-Splines bei sehr geringer Stérung des Translationsparameters
zumindest auf einer Menge mit positivem Mafl noch immer gilt. Durch die Charakterisierung
von Frames mit rationalem oversampling iiber die Zak-Transformierte bewiesen sie damit

Folgendes.

Satz 3.13 ([65]). Es seien m € N, a >0, 8 > % und p,q € N so, dass aff = o get(p,q) = 1.

Ist nun N, der polynomiale B-Spline und

1
mq
wobei [] = |- + ] die Rundung zum nichstgelegenen Integer beschreibt, so ist G(Npy, ., 3)

kein Frame fiir L*>(R).

Auf einen Beweis der erwdhnten Resultate verzichten wir und geben stattdessen ein weiteres,
sehr einfaches Gegenbeispiel fiir die erwéhnte Behauptung iiber die Framemenge polynomialer
B-Splines an, welches Lemvig und Nielsen ebenfalls publizierten. Zu o = % und 8 = g ist

af=2= £ und fiir N3 gilt nach (2.3)

10

—_
N |

I q—1,p—1 1 5 13 11
P(,0) = (Z‘”Nz(l okt B’O))kzzo "1 0 6 12 12 6
5 11 13 7

10 14 8 2 4

—_
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Nach drei Schritten des Gaufischen Eliminationsverfahrens erhilt man

5 9 3 3 9

0 -2 0 6 8
1 0 0 6 6 O
P(1,0) ~ —
1o o 0 18 30
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
Da die Zak-Transformierte von Ny stetig ist, kann G(No, %, g) nach Korollar 2.7 und Bemer-

kung 2.8 somit kein Frame fiir L?(R) sein.

In der Tat besitzt P(-,0) fiir N2 und das obige Gitter fiir kein € R vollen Rang. Dies
liegt wieder an der Partition der Eins, wie Grochenig kurz nach Publikation des Beispiels
in [38] zeigte. Darin verdeutlicht er auch, dass solche Ausnahmen fiir alle PEB-Splines mit
Eigenschaft (3.6) existieren. Insgesamt zeichnet sich derweil ein Bild ab, welches die Vermutung
aufwirft, dass die Framemenge stetiger polynomialer B-Splines dhnlich kompliziert ist wie die
der charakteristischen Funktion (vgl. [20]). Da dies bislang ausschliefllich auf die Partition der
FEins zuriickzufiihren ist, gilt selbiges natiirlich auch fiir PEB-Splines mit dieser Eigenschaft,
wie zum Beispiel die EB-Splines aus Satz 3.10, jedoch eben nicht zwangsléufig fiir PEB-Splines
ohne diese Eigenschaft.

Beispiel 3.14 (Gabor-Riesz-Basen mit EB-Splines). Es ist nicht erst seit der unldingst er-
schienenen Charakterisierung der Framemenge von X[ 1) bekannt, dass Q(X[0,1]7047 é)nur fiir
a =1 eine Riesz-Basis (bzw. Orthonormalbasis) ist (s. [12], [56]). Im Vergleich dazu betrach-
ten wir nun einen EB-Splines By = eA(')X[O’l] der Ordnung eins mit A # 0. Fir jedes beliebige
0 < a <1 erfillt die zugehorige Zak-Transformierte

. 0 , 0 NG
ZQB)\(ZL‘,O)) _ ZB)\(:L, + ak) e—27ruuak _ Z e/\(a:+ak)e—27rzwozk _ e)\a; Z (ea()\—27rzw)>
=0

kEZ k=0

fir alle (z,w) € [0,0) x [0,1) und ng = |%]. Da e** # 1 nach Voraussetzung, erhilt man

unter Verwendung der geometrischen Summenformel

1— ea(n0+1)()\727r'iw) )\(n0+1)|

>€/\a: }1_60[

_
|ZaBx(z,w)| = e e T e

> 0. (3.7)

1 — ex(A—2miw)

Durch die Quasiperiodizitit liefert dies eine untere Schranke fiir alle (z,w) € R2. Nach Satz 2.5
und Korollar 2.7 ist G(By, a, 3) somit fiir alle o, 3 > 0 mit (af)~! € N und a < 1 ein Frame.

Durch (3.7) lisst sich im kritischen Fall sehr einfach eine untere Frameschranke bestimmen.
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Beispiel 3.15 (Gabor-Frames stetiger EB-Splines bei f = 2,3,...). Nach dem Ergebnis von
Del Prete kann No fir 8 = 2,3,... keinen Gabor-Frame induzieren. Betrachten wir nun
allerdings den stetigen EB-Spline der Ordnung zwei mit A = (A \) fir ein A # 0, also
Ba = )Ny, so kinnen wir zeigen, dass dieser sehr wohl einen Gabor-Frame fir diese Wahlen
von [ liefern kann. Hierfiir untersuchen wir zu o = %, n € N\ {1}, die Zak-Transformierte

ZoBp erneut auf Nullstellen. Diese erfiillt fir x € [0, a)

2n—1
ZoBp(z,w) = Bp(x + ak) e 2miake
k=0
n—1 2n—1
— e)\x e)\ak (x + ak)efZWiakw + Z 6)\:1: e)\ak (2 o (.CC + ak))ef%riakw
k=0 k=n
n—1 k 2n—1 &
_ e)\:c z (Z <ea(/\—27riw)) - Z (ea()\—Qm'w)> )
k= k=n
n—1 2n—1
+ ak (ea(/\fZﬂ'zw)) + Z (2 o Oék) (ea()\727riw)) )]
k=0 k=n
—=: N (za(w) + b(w))

Da e keine Nullstellen besitzt, untersuchen wir nun fir festes w das lineare Polynom p®(x) =

za(w) + b(w). Fir a(w) ergibt sich die kurze Rechnung
n— . k 2n—1 ' k
a(w) — Z <ea()\f27rzw)) _ Z (ea()\f%mw))
k=0 k=n
1— €1104()\727riw) <1 _ €2na(/\727riw) 1— ena(AQﬂ’im)) (1 _ 6)\727riw)2

1 — e¥(A—27iw) o 1 — e(A—2miw) o 1 — ex(A—2miw) T 11— ea(A—2miw) *

Da aber A # 0 ist, muss a(w) # 0 sein und folglich kann p* fir jedes w nur mazimal eine
Nullstelle in [0, ) haben.

Betrachten wir nun zu = 2,3,... ein o = % fiir ¢ € N\ {1}, so gilt (aB)~! = q, und aus
der Stetigkeit der Zak-Transformierten folgt

q—1
Z ZogBa(z + ak,w)|> > ¢ >0 fiir alle (z,w) € [0,a] x [0, 1.
k=0

Nach Korollar 2.7 und Bemerkung 2.8 bildet das Gabor-System G(By, «, ) daher einen Frame.

Durch numerische Berechnungen dringt sich weiter die Vermutung auf, dass die Zak-Trans-
formierte von Bx nur genau eine Nullstelle im Fundamentalbereich besitzt, wie Abbildung 3.2

zeigt. Hingegen besitzt die Transformierte des polynomialen Splines Na eine Nullstellenlinie.
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Abbildung 3.2: Absolutbetrige der Zak-Transformierten Z1 By fiir A = [3, 3] (links) und Z 1 N> (rechts).
2 2

Die beiden obigen Beispiele zeigen, dass sich EB-Splines, dessen Translate die Eins nicht
partitionieren, in manchen Situationen besser als Fenster eines Gabor-Systems eignen, als es
die polynomialen B-Splines tun. Auch wenn es keine groBe Uberraschung wire, so ist bisher
noch kein Gitter bekannt, fiir welches ein PEB-Spline mit Eigenschaft (3.6) einen Frame

induziert, ein PEB-Spline selbiger Ordnung ohne diese Eigenschaft hingegen nicht.
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Kapitel 4

Duale Gabor-Frames

Spitestens bei Anwendungsaufgaben stellt sich die Frage nach einem geeigneten Dual zu einem
gegebenen Fenster. Im Fall von Theorem 3.1 konnten wir iiber die Moore-Penrose Pseudoin-
verse den kanonischen Dual ablesen. Nach Proposition 1.21 wiirde aber auch jede andere
Linksinverse der pre-Gramian-Matrix punktweise ein duales Fenster liefern. Dies haben wir
in Theorem 3.5 und Theorem 3.6 ausgenutzt und nicht-kanonische Duale konstruiert um zu
zeigen, dass gewisse Fenster einen Frame induzieren. Diese Methode wurde in [41] auch im
Zusammenhang mit TP Funktionen endlichen Typs verwendet. Darauf basierend wurden in
[61, 4] fiir TP Funktionen und in [63] fiir PEB-Splines Algorithmen formuliert, mit deren Hilfe
unendlich viele verschiedene duale Fenster mit kompakten Trégern konstruiert werden kénnen.

Die nachfolgenden Versionen sind im wesentlichen in [64] publiziert worden.

4.1 Algorithmen zur Berechnung von Dualen mit kompakten

Triagern

Algorithmus 4.1. Eingabeparameter sind Gewichte a1,...,a,m € Ry und ag,...,a, € R_
einer TP Funktion g1, endlichen Typs n + m € N wie in (1.19), Gitterparameter a, 8 > 0
mit af < 1, eine natiirliche Zahl L € Ny zur Steuerung des Triagers des Duals 7 und ein

Punkt x € [0, a).
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Ausgabeparameter sind ganze Zahlen ki(L),ko(L) € Z und das a-Sampling vz(z + ak),

ki(L) < k < ka(L), eines zu gp4y, dualen Fensters vz, : R — R mit kompaktem Tréger.

1. Setze r:= | —L Jlhi=—(r+1)mund lp = (r + 1)n.
1—ap

2. Mit I4(L) :== 13 — L und ls(L) := Iy + L sind

— L -1
k(L) = {MnmJH,

af «

{ L— 1
(L) = [M_ﬂ 1

af «

3. Betrachte die endliche Teilmatrix PL(x) := (Pk,1)k, (L)<k<ka(L), i1 (L)<I<l2(L)s

Dy = <x+ak—l>
kil =49 3)

der biinfiniten pre-Gramian-Matrix P, (z).

4. Berechne die Moore-Penrose Pseudoinverse

Pr(z)l = (@1k)11 (D) <1<la(L), by (L)<k<ka(L)
von Pr(x).

5. Das Sampling des Duals v, in den Punkten {z+ ok | ki (L) < k < ko(L)} ist gegeben als

Baow - falls k(L) <k < ka(L),
vo(z + ak) =
0 , falls k < k1(L) oder k > ko(L).

Dass die Linksinverse der Teilmatrix P (x) im obigen Algorithmus tatséchlich eine Zeile einer

Linksinversen der gesamten biinfiniten Matrix P, liefert, liegt daran, dass die Spalten

(Pg(x))kl(mgk%(w , 1 <li(L) oder I > Is(L), (4.1)

linear abhéngig von denen aus Pr(z) sind. Diese sehr starke Bedingung ist eine groe Beson-
derheit der TP Funktionen endlichen Typs und wurde in [41] durch die Schoenberg- Whitney
Bedingungen, einer Art Verflechtungseigenschaft fiir TP Funktionen, gezeigt. Im Falle von
PEB-Splines ist die Auswahl des endlichen Ausschnittes der pre-Gramian deutlich einfacher,

wie aus den Beweisen zu Theorem 3.5 und Theorem 3.6 hervorgeht. Wegen des kompakten
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Tragers wird Pr, falls moglich so ausgewiihlt, dass die Spalten (4.1) allesamt Nullspalten sind,
die betrachtete Teilmatrix jedoch trotzdem vollen Rang hat. Man beachte, dass der nachfol-
gende Algorithmus unter den Voraussetzungen eines Gabor-Systems wie in Theorem 3.5 keine
PEB-Splines als Fenster voraussetzt. In diesem Falle funktioniert er fiir alle positiven, stetigen

Funktionen mit kompaktem Trager.

Algorithmus 4.2. Eingabeparameter sind der Vektor A € R™ des zugehorigen EB-Splines
By, Gitterparameter «, 3 > 0 wie in Theorem 3.5 oder Theorem 3.6, eine natiirliche Zahl

L € Ny zur Steuerung des Trégers des Duals 7, und ein Punkt x € [m — %, m— 1+ a).

Ausgabeparameter sind ganze Zahlen ki(L),k2(L) € Z und das a-Sampling vi(z + ak),
ki(L) < k < ko(L), eines zum EB-Spline By dualen Fensters 77 : R — R mit kompaktem
Trager.

1

m—Z+alL BJra(Lfl)

{—‘ —1lund iy (L) := — {

[
=

. Setze l3(L) :=

—Q

und ko(L) :=lo(L) + L.

I w +1, sowie k1(L) :==l3(L)— L
B*&

@I

2. Betrachte die endliche Teilmatrix P (%) := (Pki)k, (1) <k<ko(L), 11 (L)<I<ls(L)>

(#+ar-5)
= r+oak—— |,
Pel =4 3

der biinfiniten pre-Gramian-Matrix P,(z).
3. Berechne die Moore-Penrose Pseudoinverse
Pr()" = (qup)i, (1)<i<ia(L), k1 (L)<k<ka(L)
von Pr(x).
4. Das Sampling des Duals 77, in den Punkten {x 4+ ak | k(L) < k < ko(L)} ist gegeben als

Baor falls ki(L) <k < ko(L),
yo(x + ak) =
0 , falls k < k1(L) oder k > ko(L).
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Abbildung 4.1: Graphen der um Null zentrierten TP Funktion gs mit Gewichten (—1,1,2) (oben links) und

1

dreier zugehorigen Duale zu o = 5 und 3 = %, berechnet mit Hilfe des Algorithmus 4.1. Oben rechts mit

L = 0, unten links mit L = 5 und unten rechts mit L = 30.

Die in den Algorithmen berechneten Fenster sind im Allgemeinen unstetig. Fiir einen stetigen
Dual eines PEB-Splines beno6tigt man zu der Teilmatrix Pr,(x) aus Algorithmus 4.2 eine Links-
inverse I'(x) (nicht notwendigerweise die Moore-Penrose Pseudoinverse), sodass deren nullte

Zeile, d.h. die Zeile zum Index j = 0, als Funktion in = fir alle k = k1 (L), ..., ko(L) — 1

lim Iy 5 (m — % +vy) =Topr1(m — %), sowie FOJQ(L)(m — %) =0= lim FO,kQ(L)(m — % +vy)

Yy—ao Yy—a

erfiillt. Fiir einen stetigen Dual einer TP Funktion miissen #hnliche Bedingungen erfiillt wer-
den, wobei darauf zu achten ist, dass die Teilmatrix Pr(z) in Algorithmus 4.1 nicht unabhéngig

von x ausgewéahlt wird.

In Abbildung 4.1 haben wir drei Duale der TP Funktion g3 mit Gewichten (—1, 1, 2) dargestellt.
Bei kleinem L und somit kleinem Tréger erkennt man sehr deutlich die Unstetigkeitsstellen
der Duale. Fiir sehr groflie L scheinen diese zu verschwinden. Durch Approximationen an den
kanonischen Dual wurde in [61] numerisch bereits verdeutlicht, dass die mit den Algorith-
men berechneten Duale gegen den kanonischen Dual zu konvergieren scheinen. Dies wurde
vor kurzem in [64] bewiesen. Dafiir wurde ausgenutzt, dass die endlichen Ausschnitte Pr(x)
gleichméfig in L und « nach oben und unten beschrinkt sind. Auf den konstruktiven Beweis

hierzu verzichten wir an dieser Stelle.
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Theorem 4.3 ([64]). Es sei f eine TP Funktion endlichen Typs wie in (1.19) oder ein EB-
Spline wie in (1.15). Dann ezistieren positive Konstanten A, B > 0, sodass fiir den endlichen

Ausschnitt Pr(x) aus Algorithmus 4.1 bzw. 4.2
Allells < [Py(@)ellz < Bllells, ¢ € ClE-RE,

gilt, gleichmdpig in L und x. Damit folgt ||vL|, < aB A" fir alle L € N.

Die Konvergenz der Duale 7, gegen den kanonischen Dual +° folgt damit aus einem neuen

Resultat iiber die finite section Methode nicht-symmetrischer biinfiniter Matrizen.

4.2 Die finite section Methode und die Konvergenz der Duale

Im Folgenden sei zu n = (n1,n2) € N? und b € ¢%(Z) der Operator Py, die Orthogonalprojek-
tion

Prnb=1(..,0,b_n, b nit1, - bny1,bny,0,...)7
auf den ny + ng + 1-dimensionalen Unterraum Py, (2(Z) = C™*tm2+l Zy einer biinfiniten
Matrix U = (ujk)jkez wird Pn U Py manchmal mit dem zugehorigen endlichen Ausschnitt
von U identifiziert. Auch wenn P,, U Py, auf £2(Z) nicht invertierbar sein kann, nutzen wir die

Notation (P, U Pp) "L, sofern der Ausschnitt auf P, £2(Z) invertierbar ist.

Bei der finite section Methode geht es im wesentlichen darum, dass in gewissen Situationen

statt des Problems
Uz=0»b (4.2)
das lineare Gleichungssystem
PrnUPpxp ="Pnb (4.3)

gelost werden kann und z,, eine gute Naherung an die Losung « darstellt. Der Beginn dieser
Methode geht auf Gohberg und Fel’dman [35] zuriick. Wir benétigen spéter noch das folgende
grundlegende Theorem, welches einen Einblick in diese Methode gewéhrt (s. z.B. [42]).

Theorem 4.4. Es sei U ein positiv definiter, invertierbarer Operator auf ¢*(Z). Dann kon-
vergiert die Losung Ty, 2um = (—n,n), n € N, des Problems (4.3) in (%(Z) gegen die Lisung

x des Problems (4.2) firn — co.
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Beweis. Mit A_ := mino(U) und A} := maxo(U), also o(U) C [A_, A\4] gilt
AP bl < (U Pn b, Pub) < Ay [Pn b5

Damit folgt fiir U,, := Py, U Py, ebenso o(Uy,) C [A\_, A\ auf P, £2(Z) = C>"*1. Es ist Uy, also
invertierbar auf P, £2(Z) und erfiillt HU;IH <\ '= HU‘IH. Wir betrachten nun kurzzeitig
die Erweiterung U, = U, + A+ (I — Pp). Die Einschrinkung von U, auf P, (%(Z) ist also
Up, selbst. Weiter ist Uy, invertierbar auf ¢2(Z) mit U,' = U, ! + A7'(I — Prn), wobei man
beachte, dass nach den obigen Konventionen U, U,;! = P, gilt. Damit liest man sofort ab,

dass J(Un) C [A, A4]. AuBerdem konvergieren sowohl Uy, als damit auch U,, nach

[(Un = U)blly < [[(Un = PnU) bl + [[(PnU - U) b,
= [PrU(Pn — 1) by + [[(Pn — 1) U bll,

gegen U im Sinne der starken Operatortopologie. Dies impliziert nach

|62 =u s, = [0 w =By ote], < 0w ~om vty

)
2

dass auch [7,; I stark gegen U~! konvergiert. Somit folgt fiir die Losungen x,, und z insgesamt

|z — 2nlly = U - U, Pa b,

<@ o], +ont = Pas,

<o

(1014 X4) (P~ DU bl +21[(Pr —I>bu2] —0 (n— ),

(4.4)

wie gewiinscht. O

Eine Verallgemeinerung dieses Resultats auf weitere Klassen von Matrizen bzw. Operatoren ist
nicht ohne weiteres moglich. Eine Eigenschaft, derer sich im Kontext der finite section Metho-
den in den letzten Jahren hiufig bedient wurde, und die auch unsere pre-Gramian-Matrizen
erfiillen, ist die Voraussetzung des exponentiellen Abklingens der betrachteten Matrizen. Im
weiteren Verlauf bedienen wir uns daher auch des folgenden Resultats von Jaffard [48] und

Baskakov [5].
Proposition 4.5 ([48],[5]). Es sei A = (Aji);kez eine biinfinite Matriz und C,a > 0, sodass
| Al < Cem =kl fiir alle j,k € Z. (4.5)
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Ist A dariiber hinaus invertierbar auf £*(7Z), so besitzt auch die Inverse A~1 ein exponentielles

Abklingverhalten. Genauer existieren C' > 0 und 0 < a < a mit
‘(A_l)jk| < ek fir alle j,k € Z.

Korollar 4.6. Es seien A ein positiv definiter, invertierbarer Operator auf (*(Z) mit ex-

ponentiellem Abklingverhalten wie in (4.5) und (Pp, A Pr),, eine Folge endlicher Ausschnitte.

n
Dann ist jede einzelne Matriz Pp, A Py, invertierbar auf Py, £2(Z) und es existieren Konstanten

C'">0und 0 < a < a, sodass

(Pn APp) ;| < Ce™ ™7 fiir —ny < j,k < ny. (4.6)

Beweis. Der Beweis dieses Korollars zu Proposition 4.5 basiert auf den Ideen aus [42] und
[40]. Es sei A die biinfinite Matrix, gebildet durch das Anordnen der endlichen Ausschnitte
Prn. APy, entlang der Diagonalen. Dann besitzt A offensichtlich selbst das exponentielle Ab-
klingverhalten (4.5). Da andererseits A invertierbar und positiv ist, liegt das Spektrum in
einem positiven Intervall o(A) C [A_, A4], A, Ax > 0, was damit auch fiir das Spektrum der
Ausschnitte Pp, AP, auf P, ¢%(Z) gilt (vgl. Beweis zu Theorem 4.4). Somit ist A wiederum
invertierbar auf ©Py, (?(Z) ~ ¢*(Z). Nach Proposition 4.5 besitzt A~! also selbst exponen-
tielles Abklingverhalten. Da A~! nach Konstruktion aus den Blocken (PnAPn)fl besteht,

erfiillen diese ‘(PnAPn)j—kl‘ < Clem ikl fiir —n, < gk < mnao. ]

Um zu zeigen, dass die konstruierten Duale 7 aus den Algorithmen 4.1 und 4.2 gegen den
kanonischen Dual «° konvergieren, miissen wir zeigen, dass die nullten Zeilen der Linksinversen,
aus denen die Duale konstruiert werden, gleichméflig gegen die nullte Zeile der Moore-Penrose
Pseudoinversen von P;(x) konvergiert. Denn nach Proposition 1.16 besitzt v° die kleinste
L?(R)-Norm unter allen Dualen. Wegen der Darstellung iiber die Zeilen der Linksinversen zur
pre-Gramian-Matrix muss v° durch die Moore-Penrose-Pseudoinverse bestimmt sein. Da die
verschiedenen Linksinversen aus den obigen Algorithmen durch endliche Ausschnitte Pp(z)

der pre-Gramian gebildet werden, betrachten wir formal das finite section Problem

|6 Pot@)! = ef PL@)T|| = [[Py(@) (Py(@)* Py() ™ 0 = Pr(@) (Pu(a)* Po(w) ™" ol .

(4.7)
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wobei Pr(x) mit n(L) := (|l1(L)|,l2(L)) und (L) := (|k1(L)|, k2(L)) die Darstellung Pr,(x) =
Pr Py(x) Py, besitzt. Es handelt sich bei den Matrizen insbesondere also um unsymmetrische
Ausschnitte. Einige Resultate iiber unsymmetrische finite section Methoden haben Grochenig,
Rzeszotnik und Strohmer in [40] bereits angegeben. Davon sind allerdings keine auf den vor-

liegenden Fall anwendbar.

Theorem 4.7 ([64]). Es seien (x(k)) eine strikt monoton wachsende Folge von ganzen

keZ

Zahlen und U = (ujy);rez eine biinfinite Matriz so, dass U*U zum einen invertierbar auf

(%(Z) ist und zum anderen Konstanten c,a > 0 existieren mit
[kl < ceXWBI fir alle j k € Z. (4.8)

Weiter eristiere zu jedem n € N? ein r(n) = (r1(n),r2(n)) € N2, sodass fiir die endlichen

Ausschnitte Uy, := Pp(n) U Pr, eine in n gleichmifige untere Schranke A > 0 existiere, d.h.
Allely < |Unclly  fiir alle ¢ € (*(Z). (4.9)
Dann existieren & a > 0, sodass fir alle n € N?
|UU*U) " eg — Un (Uy, Un)Feg|, < @™, (4.10)

mit ng := min{ny, ng, ri(n),ra(n)}.

Beweis. Nachfolgend schreiben wir kurz P,. ohne auf die Abhéngigkeit 7(n) einzugehen und
schreiben b := U (U*U) " teg, sowie dy, := Uy, (U Up) ™t eg. Mit diesen Bezeichnungen lisst
sich (4.10) abschétzen durch

b= dnlly < [|(U = U Pa) (U U)ol
o Pa (W 0yt = PaUr UP) e, (4.11)
+ H (U P (Pal* UPR) ™ = Un (Un U)") GOHQ-

Die drei Teile auf der rechten Seite der Ungleichung behandeln wir nun einzeln. Alle sich

ergebenden Konstanten ¢; erfiillen ¢; > 0,7=1,...,6.

1. Da U nach Voraussetzung die Abklingbedingung (4.8) erfiillt, klingt die symmetrische

Matrix U* U beziiglich der Diagonalen genauso ab. Es existieren also C,a > 0 mit
(U V)| < Ce =Mk ez
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Da U* U dartiiber hinaus positiv und invertierbar ist, folgt aus Theorem 4.5 ein &hnliches

Abklingverhalten fiir die Inverse, d.h. es existieren weiter C’ > 0 und 0 < @ < a, sodass
‘(U* U)j—,j‘ < Clem®i-Hl ke

Insbesondere folgt fiir den Vektor v := (U* U)~! ¢y die Bedingung

|Uj| <c e—alil jET. (4.12)
Wegen
—ni1—1 o) . B
I =Pa)ollz= D [P+ Y o< Y el =0,
Jj=—o0 Jj=n2+1 l71>n0

ist damit insgesamt

(U = U Pr) (U U)o, < U 1T = Pr)vlly < cze™®m.

. Da U* U positiv und invertierbar ist, liegt das Spektrum des Operators in einem po-
sitiven Intervall o(U*U) C [A_, A 1], 0 < A_ < A4 < oo. Die Konvergenz des zweiten
Summanden folgt somit aus Theorem 4.4. Wegen ||(Pp, — I) o, = 0 fiir alle n € N?,

erhalten wir nach (4.4) mit der Notation v = (U* U)~! ey von eben

2

(W)™ = (Pa U UPn) ™) e, < 5

[(Pr = 1) wll,
und folglich

|UPr (U*U) ™ = (PoU*UPn) ") eol|, < cse .

. Die Abschitzung des dritten und letzten Summanden aus (4.11) bedarf einer geometri-

schen Interpretation der Zeilen der Moore-Penrose Pseudoinversen. Hierzu sei
by := (U Pn) (P U*UPp) " e

die transponierte nullte Zeile der Moore-Penrose Pseudoinversen von U P,, und d,, wie
eben. Nach Korollar 4.6 erfiillt (P, U* U Py,)~! die Abklingbedingung (4.6) unabhiingig

von n. Somit erhalten wir fiir die Eintrage von b,, wiederum
|(bn)j| < cae @V, (4.13)
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Da die Moore-Penrose Psuedoinverse im vorliegenden Fall eine Linksinverse von U P,

liefert, gilt weiter
by, L Vi :=span{uy | —n1 < k < ng, k # 0},
wobei uy, k € Z, die Spalten der Matrix U sind. Analog gilt ebenso

dp L Pr V.

Mit der Bezeichnung Ilyy fiir die Orthogonalprojektion auf den Unterraum W seien

welter

bp = (I — Iy, )up und dp 1= (I —Ip,v,,) Prup.

Wegen b, € Bild(UP,,) und d,, € Bild(U,,) kénnen wir die Vektoren b,, und d,, daher

umschreiben als

b d
by, = ~n2 und dn:%,
Jin] i
2 2
wobei die Normalisierung aus den Bedingungen
- - -2
(bnyuo) =1 und (b, u0) = (b, b+ Ty, o) = ||

~ -~ o~ ~ |12
(s Prig) =1 und (dn, Prto) = {dn, dr + Tp,v5, Prtig) = [

folgt. Anstatt sofort den dritten Summanden ||b, — dy||, zu betrachten, schétzen wir

nun zunichst Hgn — (an2 ab. Die Differenz dieser beiden Vektoren ergibt

bn, — dn, = (I — Py) (uo — My, uo) + p, v, Prug — Pr Iy, ug
= (I = Pr) by, + Ip,y,, Pr (ug — Iy, up)
= (I —Pp) by +1p,v.. Prbp. (4.14)

Nach Voraussetzung (4.9) bilden die abgeschnittenen Spalten P uy, mit —n; < k <

ng und k # 0, eine Riesz-Basis des P,.V,, mit unterer Riesz-Schranke A. Daraus folgt
unmittelbar

~ 2 ~ 2

“HPTVn P’r anQ < A72 Z <H77TVn Pr bnapr Uk)‘

—n1<k<ng, k#0

= A2 > (Pr by, )

—n1<k<nz, k40

=472 N (Pr— 1) b, wi)

—n1<k<nz, k40

(Pr— 1) b

2
< A’B :
2
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wobei B = ||U||* eine Bessel-Schranke der Spalten uy, k € Z, ist. Zusammen mit (4.14)

|

Um nun schlussendlich auf ||b, — dp||, zu schlieflen, verwenden wir, dass zwei nichttri-

impliziert dies

b, < 5 |1 - P
2 2

viale Vektoren y,w die Beziehung

erfiillen. Da wie bereits erwahnt b, € Bild(UP,,) und d,, € Bild(Uy,), liefert (4.9) die

Yy w

o 3y —wlly
2 2l =
lylly  llwllz

. 2 2
, min{ [yl w3}

Normschranken

0< A<

][, < ol

Insgesamt folgt mit (4.13)) daher schlieflich

b — dnlly < %

i, < %

’(I —Pr) 5””2 < cge @m0,

Durch Summation der Konstanten folgt Behauptung (4.10) somit mit der Konstanten ¢ =

co + c3 + cg. ]

Die Voraussetzung des exponentiellen Abklingens der Matrix U aus Theorem 4.7 wird von al-
len pre-Gramian-Matrizen exponentiell abklingender Funktionen erfiillt. Genauer ist in diesem
Fall x(k) = a—kﬁ die Linie, entlang derer das Abklingen gemessen wird. Dariiber hinaus besitzen
die endlichen Ausschnitte P, der Algorithmen 4.1 und 4.2 nach Theorem 4.3 eine gleichméfige
untere Schranke wie in (4.9). Daher konnen wir Theorem 4.7 auf unsere urspriingliche Pro-

blemstellung (4.7) anwenden.

Theorem 4.8 ([64]). Es sei f eine TP Funktion endlichen Typs wie in (1.19) oder ein EB-
Spline wie in (1.15). Dann konvergiert die Folge der Duale (vyr)pcy aus Algorithmus 4.1
bzw. 4.2 in L*(R) exponentiell gegen den kanonischen Dual v° von f, d.h. es existieren ¢, p > 0
mat

vz = °ll, < ce Pt

Beweis. Esseienn(L) := (|l1(L)|,l2(L)) und (L) := (|k1(L)]|, k2(L)) wie in den Algorithmen.
Damit besitzen die endlichen Ausschnitte Pp(x) die Darstellung Pr(z) = Py P¢(z) Pp und
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nach Theorem 4.7 gilt fiir alle x
HeérPf(ac)T — e(C)FPL(m)THQ < e~ o,
Damit folgt

IIVL—VOI@Z/ v (x) —° () d$=/0 > (e +aj) =7z + aj)| de

—c0 iz
/a
0

wobei ng := min{ni, na, r1(n),r2(n)} nur vom gewihlten Fenster f und L abhéngt.

2 ~
el Pp(z)" — «c,{‘)FPf(x)TH2 dx < Ce=2am0
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Kapitel 5

Nicht-separable Gitter

Bislang haben wir uns ausschliefllich mit Gabor-Systemen der Form
g(g,oz,ﬁ) = {Mﬁl Tock.g | kal € Z}

beschéftigt. Anschaulich bedeuten solche Systeme, dass eine Fensterfunktion g mit fester Zeit-
Frequenz-Lokalisation auf die Gitterpunkte des rechteckigen oder separablen Gitters aZ x B7Z
der Zeit-Frequenz-Ebene gelegt wird. Um nun einerseits einen Frame zu erhalten, miissen die
Gitterpunkte ausreichend nahe beieinander liegen. Um andererseits wenig Redundanz zu bein-
halten, sollten sie so weit wie moglich auseinander liegen. Gehen wir nun davon aus, dass die
Zeit-Frequenz-Lokalisation des Fensters g nicht rechteckig, sondern eher gleichméfig in Zeit-
und Frequenzrichtung ist, so kann ein rechteckiges Gitter nicht optimal sein, sofern man an ei-
ner guten Uberdeckung der Ebene mit wenig Uberlappung interessiert ist. Optimalititsfragen
dieser Art werden noch heute in der Geometrie diskutiert. Fiir den Fall einer kreisrunden
Lokalisation ist die beste Packung iiber einem Gitter auf der Ebene allerdings schon seit 1773
bekannt. In diesem Jahre zeigte Lagrange, dass die dichteste Kreisgitterpackung durch ein he-
xagonales Gitter erzielt wird und ohne Uberlappung damit knapp 91% der Ebene iiberdeckt
werden kann. Ein Rechtecksgitter erzielt hingegen maximal 79% Uberdeckung (vgl. Abbil-
dung 5.1). In 1910 zeigte Thue dann sogar, dass die dichteste Kreispackung iiberhaupt die
dichteste Kreisgitterpackung ist. Diese anschaulichen Uberlegungen fithren dazu, dass auch
andere Gitter zur Bildung von Gabor-Systemen herangezogen werden. Da das Gauf3-Fenster

seinerseits eine kreisrunde Zeit-Frequenz-Lokalisation aufweist, wird fiir dieses beispielsweise
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bei OFDM-Designs gerne auf ein hexagonales Gitter zuriickgegriffen (s. z.B. [84, 85]). In [1]
vermuteten Abreu und Dorfler sogar, dass dieses Gitter fiir ein Gaufl-Fenster und bei fester

gegebener Redundanz den Gabor-Frame mit der besten Konditionszahl liefert.

Abbildung 5.1: Kreisgitterpackung der Ebene durch ein quadratisches (links) und ein hexagonales (rechts)
Gitter.

Formal existieren neben Gabor-Systemen iiber separablen Gittern noch Gabor-Systeme iiber
nicht-separablen Gittern und irrequldre Gabor-Systeme. Letztere bestehen aus abzéhlbar vie-
len Zeit-Frequenz-Shifts eines Fensters, welche aus keinerlei Gitter auf der Zeit-Frequenz-Ebene
hervorgehen miissen. Dadurch geht viel der inneren Struktur von Gabor-Systemen verloren,
welche diese Form sehr viel schwerer zu fassen macht. Eine Einfithrung zu irreguléren Gabor-
Systemen findet sich in [14, 15] und [44]. Wir werden nicht weiter auf solche Systeme eingehen
und beschiéftigen uns nachfolgend mit Gabor-Systemen nicht-separabler Gitter, wie das be-
reits erwihnte hexagonale eines ist. Sofern nicht anders gekennzeichnet, beruht die folgende

Einfithrung auf [36, Kapitel 9] und [44].

Definition 5.1. Wir nennen die Menge A C R? ein (symplektisches) Gitter auf R?, wenn
a € R\ {0} und A € SL(2,R) existieren, sodass A = a.AZ%. A heifit auBerdem ein separables

Gitter, falls A eine Diagonalmatrix

A= ™ 0 e R2*2
0 aso
ist. Weiter bezeichnen wir mit vol(A) := |det(a.A)| = a? das Volumen eines Gitters A auf R?

und mit A° := vol(A)*A = a7t AZ das zu A adjungierte Gitter.

Bemerkungen 5.2. (i) Allgemein bezeichnet man jede nichttriviale diskrete additive Un-

tergruppe A <1 R? als ein Gitter in R?. Erfiillt ein Gitter A = AZ? mit reguliirer Matrix
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A € GL(2,R), so heiit A ein Gitter auf R2.

(ii) Fiir d > 2 existieren neben den symplektischen noch weitere Formen von Gittern auf
R2?. Die symplektischen unter ihnen werden von Matrizen der symplektischen Gruppe
Sp(d), einer Untergruppe der speziellen linearen Gruppe SL(2d,R), gebildet. Wegen
Sp(1) = SL(2, R), induzieren fiir d = 1 jedoch alle Matrizen A € GL(2,R) per Definition

ein symplektisches Gitter. Alle Gitter auf R? sind also symplektisch.

Va/p 0

(ili) Zu o, B > 0 ist A = aus SL(2,R). Daher ist das Gitter aZ x Z =
0 B/a
VaBAZ? tatsichlich separabel und besitzt das Volumen o3.

Zu z = (21,21) € R? bezeichnen wir mit p(z) := M,, T,, den Operator des zugehorigen

Zeit-Frequenz-Shifts. Ein Gabor-System zu g € L?(R) beziiglich des Gitters A ist definiert als

G(g,A) ={pn(z)g|z € A}.
Sind g,v € L*R) und G(g,A), G(v,A) Bessel-Systeme fiir L?(R), so bezeichnen wir den

zugehorigen Frameoperator mit

S f = ({f.p(x)g)p(2)y,  feL’R).

z€A

Falls A = aZx 87Z ein separables Gitter auf R? ist, schreiben wir auch Sg. 5 Um Gabor-Systeme

iiber nicht-separablen Gittern zu untersuchen, gibt es zwei hdufig verwendete Zugénge.

5.1 Die metaplektische Darstellung

In der metaplektischen Darstellung nutzt man aus, dass zu jeder symplektischen Matrix A ein
unitérer symplektischer Operator ji4 : L*(R) — L?(R) existiert, sodass
pa(z) = p(Az) = pap(z) py
fiir alle z € R2. Der Operator ji4 stammt aus der sogenannten metaplektischen Gruppe Mp(1),
dem Namensgeber dieser Darstellung. Mittels eines solchen Operators gilt fiir zwei Bessel-
Systeme G(g,a,a), G(v,a,a) fir L?(R) und ein symplektisches Gitter A = a.AZ?, dass
G(g.A) = paGpy'g,a,a) bzw. G(v,A) = paGuy'y, a,a).
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Mit g := ,u;tl g und 7 := ,u;tlfy erhilt man daraus
SgA,v = paSys e

Somit ist es moglich ein Gabor-System eines nicht-separablen symplektischen Gitters A auf ein
Gabor-System des entsprechenden separablen Gitters zuriickzufiithren. Daher existiert also zu
jedem Gitter A auf R? eine Funktion h, sodass das Gabor-System G(h, A) einen Frame bildet.
Hierzu sucht man sich einfach eine Funktion g, welche auf dem zugehétrigen separablen Gitter
einen Frame induziert (z.B. mit Hilfe von Theorem 3.1) und wendet den passenden inversen
symplektischen Operator auf diese an, um h zu erhalten. Das Problem bei gegebenem A ist,

einen passenden symplektischen Operator zu finden. Drei grundlegende Operatoren lassen sich

schnell herleiten. Zu

0 1
A=
-1 0
beispielsweise, ist die Fourier-Transformation F = u 4 ein zugehoriger symplektischer Operator

(vgl. Korollar 1.19). Zu

b0
B = , beR\ {0},
0 b!

ist der Skalierungsoperator up = Dy, mit Dy f(z) := +/|b|f(bx) und zu

10
C= , c€eR,
c 1

ist die Multiplikation mit einem Chirp pe = N, ! mit N.f(z) = g~ mice? jeweils ein zu-
gehoriger symplektischer Operator. Fiir jede weitere symplektische Matrix lieferten Kaiblin-
ger und Neuhauser in [58] eine Konstruktion eines passenden Operators als Produkt zweier
Fourier-Transformationen, eines Skalierungsoperators und zweier Multiplikationen mit einem
Chirp. Selbst im Fall von Matrizen aus Sp(d) fiir d > 2 funktioniert diese Konstruktion noch.

Dort benétigt man allerdings eine weitere Multiplikation mit einem Chirp.

Wegen des engen Zusammenhangs zu separablen Gittern, lassen sich viele wichtige Erkennt-

nisse aus Abschnitt 1.2 direkt auf nicht-separable symplektische Gitter iibertragen.

Korollar 5.3 (Janssens Darstellung (vgl. Theorem 1.12)). Es seien g,y € L*(R) und A <1 R?

ein symplektisches Gitter, sodass

> 1 p(2)g)] < oo

zEA°

84



Dann besitzt der Frameoperator Sﬁw die Gestalt

Sory = vol(A)™1 3" (y, p(2)g)p(2),

zEA°

wobei die Rethe absolut in Operatornorm konvergiert.

Korollar 5.4 (Wexler-Raz Biorthogonalitiit (vgl. Theorem 1.13)). Falls fiir g,v € L*(R) und
ein symplektisches Gitter A <t R? die Systeme G(g,A) und G(v, A) Bessel-Systeme sind, so

sind dquivalent:

(i) Die Gabor-Systeme G(g, A) und G(,A) sind zueinander duale Frames.
(ii) (v, p(2)g) = 0.0 vol(A)~! fiir alle z € A°.

Korollar 5.5 (Ron-Shen Dualitiit (vgl. Theorem 1.14)). Es seien g € L*(R) und A < R?
ein symplektisches Gitter. Dann ist G(g, A) genau dann ein Gabor-Frame fiir L*(R), falls das

Gabor-System G(g, A°) eine Riesz-Basis fiir seinen abgeschlossenen Spann bildet.

Korollar 5.6 (vgl. Korollar 1.17). Es seien g € L*(R) und A <1 R? ein symplektisches Gitter.
Falls G(g,A) ein Gabor-Frame fiir L*(R) ist, so ist vol(A) < 1.

5.2 Die multiwindow Methode

Eine weitere Methode zur Analyse von Gabor-Frames iiber nicht-separablen Gittern geht auf
Zibulski und Zeevi [91] zuriick. Es seien A ein Gitter auf R?, zg = 0, 21,...,2, € A, r € N,
und A’ C R? ein separables Gitter, sodass
T
A=|]Jz+A.
j=0
In diesem Fall (vgl. Abbildung 5.10) lisst sich das Gabor-System G(g, A) zu g € L?(R) schrei-

ben als
G(g,A) = [ J G(n(z)g, A). (5.1)
=0

Wir kénnen statt des urspriinglichen Systems also die Vereinigung mehrerer Systeme iiber
einem separablen Gitter betrachten. Diese Methode funktioniert beispielsweise auch bei hexa-

gonalen Gittern, welche als Vereinigung zweier quadratischer Gitter betrachtet werden kénnen.
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Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer solchen Zerlegung eines Gitters liefert fol-

gendes bekannte Lemma.

Abbildung 5.2: Beispiele nicht-separabler Gitter auf R?, konstruiert durch Translate eines rechteckigen separa-

blen Gitters.

Lemma 5.7. Es seien A € SL(2,R), a € R\ {0} und A = aAZ? das zugehérige Gitter.

FExistieren weiter eine untere Dreiecksmatrix

l11 0
L= € SL(2,R)

lor loo

mat % € Q und eine ganzzahlige Matriz M € SL(2,R), sodass A = LM, dann gibt es ein
separables Gitter A" und z9g =0, z1,...,2, € A, r € Ny, mit

T

A=]zy+4.

j=0
Beweis. Da M ganzzahlige Eintrdge besitzt und |det(M)| = 1 ist, liefert M lediglich eine
Permutation MZ? = Z?. Im Fall ly; = 0 ist demnach nichts mehr zu zeigen. Nehmen wir nun
an, dass lg; # 0. In diesem Fall existieren nach Voraussetzung p € Z \ {0} und ¢ € N mit

get(p, q) = 1, sodass % = g. Hiermit liefert die Matrix

, 1 [gln O

Vi \ 0 Iy

ein separables Gitter A’ = \/aaA’ 72, sodass

q—1
A= U jplalin,aly) + A,
=0

wie gewiinscht. O
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Beispiel 5.8. Das Gitter A = a AZ? mit a # 0 und

0
1

A=1V2

NI

lisst sich schreiben als A = A" U (p(aT‘/E, aTﬂ) + A’), wobei A' = /2 a A'72 mit

Betrachten wir nun ein Gabor-System wie in (5.1) und schreiben g; := p(z;)g, so besteht
der Frameoperator S& = S’A aus der Summe der Frameoperatoren der Fenster g; iber dem

separablen Gitter A/
SAf = Z wad  FELA(R).

Da a, 8 > 0 existieren mit A’ = aZ x Z, folgt punktweise (vgl. [91])

SAf(z) Z Z (fs Mg Tak 9) Mpy Tok g5(x)

=0 k,l€Z

_Z Z g] .I'—Oék 2miBlx / f gj t—ak‘) 27rZBltdt
7=0 k,leZ

=Y gyl ak) szﬁlzz/ £t + 2)g5(E = ok + T)e2mifl g,
7=0 k,lez meZ

Bedienen wir uns nun der Tatsache, dass das System {\/ 62’”6['}162 eine Orthonormalbasis

fiir L2([0, %]) ist, erhalten wir

SAf(x) 5fo+ Zzgj (x— ok +%). (5.2)

meEZ 7=0 kezZ

Mit der Idee aus [74] f als eine vektorwertige Funktion mit Eintrdgen fx(x) = f(z + ) fiir

z €10, 5) aufzufassen, impliziert dies

5 f(z) = ;Pg%)* PA (@) f(x),

wobei die zugehorige Ron-Shen-Matrix GgA (x) = PgA(x)* PgA (z) Eintrage

T

(GgA(a:))nm = Z Zgj(x —ak + %)gj(:r —ak + %)

' =0 keZ
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besitzt. Die pre-Gramian-Matrix zu dem Gabor-System G(g, A) erhalten wir demnach, indem

man die Zeilen der pre-Gramian-Matrizen der Systeme G(g;, A’) untereinander mischt

go(z + ak — é)
PA(z) = : : (5.3)

_ 1
gr(x + ak 5) k,leZ

Neben den in Abschnitt 5.1 erwdhnten Charakterisierungen eines Gabor-Frames iiber Git-
tern auf R?, konnen wir bei der hier betrachteten Struktur also auch auf Theorem 1.20
zuriickgreifen. Auflerdem lassen sich einige hinreichende Bedingungen fiir einen Gabor-Frame
auch im Fall mehrerer Fenster formulieren. Formel (5.2) gibt beispielsweise eine allgemeinere

Version von Theorem 3.1.

Korollar 5.9 ([91] Painless non-orthogonal expansions for multiwindow Gabor frames). Zu
r € N seien go,...,gr € L®(R) mit kompakten Trigern supp(g;) = [0,L] fir j = 0,...,r,

O<a<Lundd< < % Dann ist das Gabor-System
r
U G(gj . 8)
j=0
genau dann ein Frame fiir L*(R)mit Frameschranken 0 < A < B < 0o, wenn

A<BY D gi(z+ak)P < B

7=0 keZ

fir fast alle x € [0, o).

Wir kehren nun zuriick zu der anfinglichen Frage nach Gabor-Frames von TP Funktionen
und EB-Splines. Mit den obigen Strukturen ldsst sich zeigen, dass diese Funktionen auch fiir
nicht-separable Gitter auf R? Frames induzieren kiénnen. Dabei schlieBen wir den trivialen
Fall aus, dass das Gitter ein separables Gitter enthélt, fiir welches die Fensterfunktion einen

Frame induziert.

Beispiel 5.10. Zu o, 8 >0 mit 1 < aff < 2 und
2
A=Vas

betrachten wir das Gitter A = 4/ 0‘2—5 AZ?. Nach Lemma 5.7 lisst sich dieses mit N = oZ x BZ

0
B

@ N|R

darstellen als A = A" U p(-5, g) + A’. Fiir eine TP Funktion endlichen Typs g ist nach
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Formel (5.3) fiir alle ¢ € (*(Z)

2

8 l
) 2mi’s (z+ak—7
HPQA(:C)CHQZZ chg(:anakfé) +Z chg($+a(k+%)ié)eﬂ’12(x « ,3)
keZ | leZ AN/
2 2
:Z chg(a:—kak—é) +Z Zcz(—l)lg(x—ka(k—i-%)_é)
keZ | leZ ke7 | iez
2 2
I | Y I T
ez L2(0,1) lez 12(0.1)
C 2 2
> €IS S+ k- b + 3 |Sact e ke b-b) |,
keZ |1 kez ez

wobei By der zugehdrige EB-Spline und C' = es[g infl} !t‘l(w)|2 aus Lemma 2.10 sind. Ahnlich
we|0,a™
zum Fall separabler Gitter kénnen wir statt des Systems einer TP Funktion iber A daher

ebenso ein System des passenden EB-Splines iiber A = 1/ %—5 AZ2 mit

1
~ 2 = 0
B 25

« a2 aﬁ

betrachten.

Wegen aff < 2 ist %-l—aflﬁ > 1. Fiir den Spline By = e*() X[o,1); A € R, besitzt die pre-Gramian-
Matriz Pé daher die Gestalt

*x 00000
x 00000
0« 0000
0 « = 00 O
Pé(a:)z 00 « %« 00
000 % 00
0000 % 0
0000 % =
0000 0 =

Vollkommen analog zum Beweis zu Theorem 8.5 ldsst sich somit auch in diesem Fall ein duales

Fenster konstruieren und Korollar 5.4 impliziert, dass G(Bx,A) ein Gabor-Frame ist. Folglich

ist das Gabor-System G(g1,A) einer jeden TP Funktion vom Typ Eins ebenso ein Frame.
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Allgemein existiert wegen der Darstellung der pre-Gramian-Matrix (5.3) ein Analogon von
Satz 2.9 fiir jedes Gitter auf R%. Nach Lemma 2.10 herrscht die Korrespondenz der TP Funktion
endlichen Typs und EB-Splines wie im obigen Beispiel somit ebenfalls fiir alle Gitter. Es ist
davon auszugehen, dass die beiden Funktionstypen noch auf vielen weiteren nicht-separablen

Gittern Frames induzieren. Bislang ist diese Vermutung allerdings weitestgehend unerforscht.
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Kapitel 6

Diskrete Gabor-Frames

Mochte man TP Funktionen oder EB-Splines in der Anwendung einsetzen, so stellt sich
spétestens an dieser Stelle die Frage nach diskreten Gabor-Frames, also Gabor-Frames eben-
solcher Funktionen fiir den C¥. Nachfolgend werden wir kurz demonstrieren, dass man diese
sehr leicht durch Diskretisierung der Fenster erhilt, was wiederum durch einfache Algorithmen

realisierbar ist. Eine umfassendere Einfiihrung in dieses Themengebiet liefert [82].

Wir benétigen im Folgenden zum einen den Samplingoperator S5 zur Abtastrate § > 0, defi-

niert durch

Ssg 1= \/5(9(574?))%2

und zum anderen den Periodisierungsoperator Pk zur Periode K > 0, mit

Pxg(z) =Y g(z+Kk), x€[0,K).
kEZ

Letzterer kann auch auf diskrete Signale ¢ € ¢1(Z) angewandt werden. In diesem Fall ist

Prc .= (Z Cj+Kk> S (CK.

kezZ §=0,...K—1

Dariiber hinaus bezeichnet Dy, zu h > 0 wiederum den Skalierungsoperator
Dyg(z) = Vhg(hz).

Wegen des exponentiellen Abklingverhaltens der TP Funktionen bzw. des kompakten Tragers

der EB-Splines ist jedes Sampling Ssg solcher Funktionen absolut summierbar. Daher existiert
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deren Diskretisierung Py Ssg € CX fiir alle § > 0 und K € N. Sind nun a € N die Linge eines
diskreten Zeitshifts, M die Anzahl der Frequenzkanéle und b, N € N so, dass Mb = Na = K,

so ist das zugehorige diskrete Gabor-System definiert als

k=0,...,N—1und

1
G(Pk S5 g.a, ;) = { €™M Pk S5 g(- — ka)
1=0,...,M—1

Um zu zeigen, dass TP Funktionen und EB-Splines nach obiger Konstruktion auch einen
diskreten Gabor-Frame liefern konnen, sofern sie es im stetigen Fall tun, bedienen wir uns der

diskreten Variante von Theorem 1.13.
Satz 6.1 (Wexler-Raz Biorthogonalitit). Zu K,a,M,b,N € N seien ¢,d € CX, sodass
G(c,a, ﬁ) und G(d, a, ﬁ) Bessel-Systeme fiir CX sind. Dann sind dquivalent:

(i) Die Gabor-Systeme G(c,a,55) und G(d,a, 3;) sind zueinander duale Frames fiir CX.

(ii) (d,M@TnM@:%émgéno fiir allem=0,...,a—1undn=20,...,b—1.
K

Proposition 6.2. Es seien o, > 0 und a,b, M,N,K € N, sodass a3 = §; = % und
Mb= Na = K. Weiter seien g,y € L*(R), sodass (9(z + aj))jez und (y(z + aj))jez fir alle

x € [0, ) absolut summierbar sind und
Y @+ af)gle+aj—§) = Boro
JEZ
fiir alle x € [0,«). Dann sind G(Pg Sa/q 9, a, ﬁ) und G(Pk Sq/q7, @ ﬁ) zueinander duale

Gabor-Frames fiir CK.

Beweis. Wir schreiben ¢ := Pk S,/,9 und d := P S/, und beweisen die Proposition
iiber Satz 6.1. Nach Voraussetzung der absoluten Summierbarkeit sind die diskreten Gabor-
Systeme G(c, a, 57) und G(d, a, 1;) Bessel-Systeme fiir CX. Es bleibt die Biorthogonalitiit zu

tiberpriifen. Mit % = % ist

K-l Nk
(d, My Tryre) = Y d(k)e(k —nM)e ™ K
K k=0
a—1 N-1
_ —Qmme -\ — .
= > e K d(k +aj)e(k + aj —nb).
k=0 7=0



Die rechte Summe lésst sich wegen % = % und aN = % dariiber hinaus schreiben als
N-1 o V-1
dk+aj)e k:—}—a]—nM):gZ 7(”"“4—(1(]4—7’]\7)) (ak—{—a(j—}—sN) O‘ZM)
j=0 7=0 r,s€Z
@ . _ )
=D (& +a)) g3 +ali+sN) - §)
jEZ L SEZL
@
=— Z’Yak+aj ak—kag—kg—ﬂ)
a SEZ _jEZ
o 5
= > Bn—styo = — Ono
SEZ
fir alle n =0,...,b — 1. Daher folgt mit % = af insgesamt
(d, MmN Thme) = o 3 Z 2 g = 31 Omo Gno
fir allen =0,...,b—1 und alle m =0,...,a — 1, wie gewiinscht. ]

Aus der obigen Proposition folgt, dass TP Funktionen bzw. EB-Splines zusammen mit den
jeweiligen Dualen aus den Algorithmen 4.1 bzw. 4.2 auch diskrete Frames liefern. Wegen
SsDy, = Ssp, setzt man bei der Implementierung hiufig eine Abtastrate § = 1 voraus und
skaliert die Fensterfunktion zuvor geeignet. Es stellt sich somit die Frage, wie man die diskreten
Fenster PrS1g =: PxSg einer skalierten TP Funktion bzw. eines skalierten EB-Splines g

schnell und numerisch stabil implementieren kann. Wegen der einfachen Uberlegung
PrSg(k) =Zkg(k,0), k=0,...,K —1, (6.1)

kann dies sehr gut {iber die Zak-Transformierte realisiert werden. Zum Ende des Abschnitts 1.3
haben wir bereits eine gute Moglichkeit zur Implementierung von EB-Splines angegeben. Da
diese kompakte Trager besitzen, kann auf dieselbe Weise die Zak-Transformierte und somit
auch diskretisierte EB-Splines berechnet werden. Nach Lemma 2.10 ist selbige Implementation
ebenfalls fiir den Fall einer TP Funktion endlichen Typs geeignet. In [64] ist dariiber hinaus
eine direkte Implementation diskreter TP Funktionen endlichen Typs angegeben, auf welche

wir an dieser Stelle verzichten.

Die Duale aus Algorithmus 4.1 bzw. 4.2 kénnen ebenfalls sehr simpel diskretisiert und imple-

mentiert werden. Durch die Wahlen x = 0, 7, . . ., @ berechnet man zunéchst das Sampling
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Sajavr des Duals . Daraus erhilt man dann durch
PKSa/a’YL(k):Z(Sa/a’YL)(k—i_jK)v k=0,...,K -1
JEZ
den diskretisierten Dual. Hierbei ist zu beachten, dass die konstruierten Duale kompakten

Tréager haben und die obige Reihe damit sicher konvergiert.

In Abbildung 6.1 haben wir Algorithmus 4.1 wie oben beschrieben angewandt, um fiir K = 600,
a=a=12und M = 87! = 20 die diskretisierte TP Funktion mit Gewichten —3, —1,1,3 und

den zugehorigen diskretisierte Dual ~r, mit L = 10 zu berechnen.

0.08 : ‘ ‘ ‘ ‘ 2
0.07f 1 L5
0.06 ] 1t
0.051 1 0.5-
0.04f i 0
0.03( 8 -0.5
0.02f 8 -1F
0.01f 1 -15
% 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

Abbildung 6.1: Eine symmetrische diskrete TP Funktion (links) und der zugehorige diskrete Dual 410 (rechts)
zu K = 600, a = 12 und M = 20.

In vielen Situationen liefern die diskreten TP Funktionen oder EB-Splines sogar noch im kri-
tischen Fall einen Frame, auch wenn sie dies auf L?(R) nicht tun. Folgende Proposition erhslt
man allein durch die Kenntnis der Nullstelle der Zak-Transformierten von TP Funktionen (vgl.

Abschnitt 2.3).

Proposition 6.3. [4],[62] Es sei g eine stetige TP beliebigen Typs wie in (1.19) bzw. 1.20.
Weiter seien o = M € N, § =1/M und K € N mit K/M € N. Fulls K/M ungerade ist, so
bildet das diskrete Gabor-System G(PxSg, a, B) eine Basis des CK.
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Ist dariber hinaus g eine gerade Funktion und die Anzahl der Frequenzkandle M ungerade, so

bildet das diskrete Gabor-System G(PxSg, o, B) ebenso eine Basis des CK.

Da stetige TP Funktionen fiir L?(IR) niemals eine Riesz-Basis liefern, kann in den Féllen obiger
Proposition kein diskreter Dual mit Hilfe des Algorithmus 4.1 berechnet werden. Hier kann
beispielsweise die diskrete Zak-Transformierte ausgenutzt werden, um den kanonischen Dual

zu bestimmen (s. [8]).
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Ausblick

Wir haben gezeigt, dass sowohl TP Funktionen als auch EB-Splines Gabor-Frames fiir L%(R)
und somit auch Gabor-Frames fiir C¥ liefern kénnen. Dariiber hinaus eignen sich die vor-
gestellten Algorithmen hervorragend zur Berechnung von Dualen. Trotzdem gibt es auch fiir

diese Funktionstypen noch viele offene Fragen, von denen wir einige aufzdhlen méchten.

(P1) Eine wichtige Charakterisierung von Gabor-Frames mit rationalem oversampling wurde
in Kapitel 2 iiber die Zak-Transformation hergeleitet. In diesem Zusammenhang haben
wir gezeigt, dass die Zak-Transformierten aller stetigen TP Funktionen ohne Faltung
mit Gaufl-Kern genau eine Nullstelle in ), besitzen. Da dies auch fiir die Transformier-
te eines Gaufl-Kerns gilt, dréingt sich die Vermutung auf, dass die Zak-Transformierten
aller stetigen TP Funktionen nur genau eine Nullstelle im Fundamentalbereich haben.
Dieses Problem ist bei genauerer Betrachtung wesentlich schwieriger als man zunéchst
denken mag. Ein generelles Resultat iiber die Nullstellen der Zak-Transformierten einer
Faltung von Funktionen wére dariiber hinaus denkbar und sehr hilfreich bei der Bestim-
mung zugehoriger Frameschranken (und somit der Konditionierung) der Frames von TP

Funktionen.

(P2) Im direkten Zusammenhang zu (P1) steht auch die Uberlegung, ob jede TP Funktion
fiir alle Gitterparameter «, 8 > 0 mit af < 1 einen Frame liefert. Dies wurde bereits
in [37] von Grochenig als Vermutung formuliert. Wegen der positiven Resultate fiir TP
Funktionen endlichen Typs wére es auch hier interessant zu wissen, wie sich die Frame-
schranken verhalten, wenn die Fensterfunktion eine Faltung zweier Funktionen ist, deren
Frameschranken bekannt sind. In [9] und [63] wurde bereits bewiesen, dass die untere

Frameschranke eines Gabor-Frames mit Gauf}-Kern, dem Sekans Hyperbolicus oder ei-
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ner zweiseitigen Exponentialfunktion fiir a8 — 1 asymptotisch linear gegen 0 lduft. Ein

dghnliches Verhalten ist fiir jede TP Funktion vorstellbar.

(P3) Durch die neusten Erkenntnisse iiber die Framemenge der Hutfunktion Ny und die Bei-
spiele 3.14 und 3.15 erscheint es sehr gewagt eine Vermutung {iber die Framemenge
von EB-Splines mit oder ohne Partition der Eins aufzustellen. In der Tat ist es denk-
bar, dass die Framemenge polynomialer B-Splines, bzw. EB-Splines mit einem Gewicht
Null eine dhnlich komplexe Struktur aufweist, wie die der charakteristische Funktion.
Generell sind die Framemengen dieser Funktionstypen aber noch weitestgehend unbe-
kannt und bieten viele Moglichkeiten fiir zukiinftige Forschungsansétze. Denkbar wére
es auch sich zunichst mehr Gedanken um die Zak-Transformierten von EB-Splines zu
machen. Erfiillen die Shifts nicht die Partition der Eins, so stellt sich beispielsweise die
Frage, ob die Zak-Transformierte immer nur endlich (oder abzéhlbar) viele Nullstellen

im Fundamentalbereich besitzt.

(P4) Zahllose offene Fragen bieten dariiber hinaus Gabor-Frames auf nicht-separablen Git-
tern. Diese sind selbst im vorgestellten univariaten Fall noch weitestgehend unerforscht.
Mit Hilfe der pre-Gramian-Matrix ist es vorstellbar, dass man zumindest fiir TP Funk-
tionen endlichen Typs und einige ausgewihlte EB-Splines allgemeine positive Resultate
fiir nicht-separable Gitter finden kann. In Situationen wie in Beispiel 5.10 kann die ent-
sprechende pre-Gramian als Schurprodukt einer pre-Gramian zu einem separablen Gitter
und einer unendlichen Matrix mit Blocken aus Fouriermatrizen dargestellt werden. Dies
konnte einen Ansatz liefern die Ergebnisse iiber separable Gittern auf diesen Fall und

insbesondere auf hexagonale Gitter zu iibertragen.

Dies sind sicherlich vier der groiten Fragestellungen die im Zusammenhang von TP Funktionen
und EB-Splines als Fensterfunktion von Gabor-Systemen noch ungekldrt sind. Dennoch ist
davon auszugehen, dass zumindest kleinere Fortschritte dieser schwierigen Probleme in den

kommenden Monaten und Jahren erzielt werden konnen.
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