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1 Einleitung

In zahlreichen und h&ufig sehr unterschiedlichen Wissenschaftsgebieten begegnen
uns Problemstellungen, die mit Hilfe der Optimalen Steuerung gelost werden kon-
nen. Optimalsteuerprobleme finden sich so z.B. in Bereichen wie der Robotik, Stro-
mungsmechanik und Aeronautik. Oftmals zur Modellierung von Bewegungen die-
nen gewohnliche Differentialgleichungen, deren optimale Steuerung ein grofses For-
schungsgebiet darstellen. Hiufig werden in den physikalischen Modellen partielle
Differentialgleichungen benétigt, sodass sich Optimalsteuerprobleme ergeben, die
von komplex gekoppelter sowohl partieller als auch gewohnlicher Differentialglei-
chungsnatur sind. Diese gekoppelten Systeme sind vonnéten, um Phénomene hin-
reichend genau beschreiben zu konnen. Als natiirliche Bedingungen ergeben sich
zusatzlich in vielen Fillen Zustands- und (oder) Steuerbeschriankungen im Rahmen
dieser Optimierungsprobleme. Den Optimierungsproblemen liegt die Existenz einer
Steuerung zugrunde, die auf einen Zustand wirkt. Dieser Zustand ist durch oben
beschriebene Differentialgleichungen gegeben.

In der vorliegenden Dissertation beschéftigen wir uns mit einem Phinomen aus der
klassischen Elektrodynamik. Die von uns in der Arbeit vorgestellten Gleichungen
modellieren die Bewegung von elektrischen Ladungen in elektromagnetischen, zeit-
lich verdnderlichen Feldern. Diese beschriebenen Variablen werden unser Zusténde
darstellen. Als Steuerung fiir die Zusténde dient ein Magnetfeld.

Die Dissertation besteht im Wesentlichen aus zwei Hauptbestandteilen:

1. Im ersten Teil der Arbeit beschéftigen wir uns, nachdem das physikalische
Modell vorgestellt wurde, mit der analytischen Untersuchung des sich er-
gebenden Zustandssystems. Auf die Existenz von Losungen dieses System
wird detailliert eingegangen. Die exakte Formulierung des Optimalsteuer-
problems wird présentiert und Optimalitétsbedingungen erster Ordnung in
Form der KKT-Bedingungen werden diskutiert.

2. Im zweiten Teil der Ausarbeitung fiithren wir die numerische Umsetzung
des Optimalsteuerproblems aus. Hierbei wird im Detail auf die einzelnen
Aspekte der Diskretisierung des Problems eingegangen. Das Zeitdiskretisie-
rungsschema wird ausfiihrlich untersucht. Dariiber hinaus stellen wir den
von uns implementierten globalen BFGS-Innere-Punkte Algorithmus vor.

1.1. Motivation und Uberblick iiber die Arbeit.

In der vorliegenden Arbeit wird die optimale Steuerung der relativistischen Max-
well Newton Lorentz Gleichungen studiert. Die relativistischen Maxwell-Newton-
Lorentz Gleichungen bestehen aus dem gekoppelten System eines hyperbolischen
PDE Systems, den Maxwell Gleichungen, und einem nichtlinearen ODE Systems,
den relativistischen Newton-Lorentz Gleichungen. Die betrachteten Gleichungen
modellieren die Bewegung eines elektrisch geladenen Partikels unter dem Einfluss
elektromagnetischer Felder und sind somit fiir die Simulation von Teilchenbeschleu-
nigern notwendig. Das zugrundeliegende Modell und die physikalischen Grundglei-
chungen werden in Kapitel 3 behandelt.

Als Steuerung soll ein externes, stationdres Magnetfeld dienen. Dieses Magnet-
feld unterliegt den homogenen Maxwell Gleichungen, sodass sich physikalisch Be-
dingungen an die Steuerung ergeben. Durch Einfiihrung eines skalaren, magneti-
schen Potentials lassen sich diese Steuerbeschrinkungen erfiillen. Die Randdaten
des skalaren, magnetischen Potentials werden die neuen Steuervariablen, und das
Zustandssystem wird damit durch eine Poisson Gleichung erweitert. Des Weiteren
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werden die Nebenbedingungen des Optimalsteuerproblems durch punktweise Zu-
standsbeschrankungen an die Position der Partikel ergénzt, um diese im Inneren
des Teilchenbeschleunigers zu halten. Die Untersuchung dieses sich so ergebenden
Zustandssystems findet in Kapitel 4 statt. Darunter verstehen wir die analytische
Untersuchung auf Existenz von Lésungen der betreffenden Gleichungen, das Auf-
stellen des exakten Optimalsteuerproblems, den Beweis der Existenz von optimalen
Losungen und das Herleiten des dazugehorigen Optimalitétssystems, den KKT-
Bedingungen.

In Kapitel 5 blicken wir auf die numerische Umsetzung und Losung des beschriebe-
nen Optimalsteuerproblems. Von der Diskretisierung des Optimierungsproblems bis
zu der Implementierung eines globalisierten Optimierungsalgorithmus werden die
wichtigsten Aspekte in diesem Kapitel behandelt. Der Optimierungsalgorithmus,
der implementiert wurde, ist ein globalisiertes BEGS-Innere-Punkte Verfahren. Bei
der Losung des Optimalsteuerproblems hilft uns zur Bestimmung von Ableitungen
das Konzept des Automatischen Differenzierens weiter, welches im Rahmen der Ar-
beit genauer betrachtet werden wird. Abschiefslend werden numerische Resultate
préasentiert und in Kapitel 6 wird sowohl eine Zusammenfassung als auch ein kurzer
Ausblick gegeben.

1.2. Ziel und moégliche Anwendungen.

Um das Ziel der Arbeit

- Die Steuerung eines Partikelstrahls auf eine vorgegebenen Bahntrajek-
torie mit Hilfe der optimalen Steuerung eines externen Magnetfelds -

deutlich hervorzuheben, wollen wir potentielle Anwendungsgebiete skizzieren. Eine
Vielzahl an méglichen Anwendungen ist vorstellbar, so findet man Partikelbeschleu-
niger in unterschiedlichen komplexen Ausfithrungen:

e In der Teilchenphysik: speziell wissenschaftliche Partikelbeschleuniger

e In medizinischen Apparaturen: bei der Strahlentherapie im Hinblick auf die
Fokussierung von Protonenstrahlen etc.

e In elektrischen Geréten: in Haushaltsgerdten wie z.B. in Mikrowellen.

ABBILDUNG 1.1. Quadrupol Magnet ABBILDUNG 1.2. Magnetfeldlinien ei-
mit Rohre. nes Quadrupols.

Dariiber hinaus sind zu einer besseren Einordnung der Gestalt von méglichen exter-
nen Magneten und sich darin befindlichen Partikelréhren die Abbildungen 1.1 und
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1.2 (bereitgestellt von Dr. Sascha Schnepp, Institut fiir Geophysik, ETH Ziirich)
gegeben. In diesen Abbildungen ist ein Quadrupol Magnet mit seinen Feldlinien
und eine darin verlaufende Rohre, in der die Partikelbahnen verlaufen, dargestellt.

Ein mdglicher Verlauf der Trajektorien von Partikeln im Feld eines Magnets (Q1-
Q3) ist in den Abbildungen 1.3-1.5 (bereitgestellt von Dr. Sascha Schnepp, Institut
fiir Geophysik, ETH Ziirich) zusehen. Hierbei steht jede einzelne Linie fiir eine
Partikeltrajektorie, wobei die x- und y-Komponente der Position der Partikel der
z-Koordinate gegeniibergestellt wird.

-6
G X10 Traces c10® Traces

4'C'M_(ls Qs

2

x (blue) /y (red)
x (blue) /'y (red)

Qe o
g 6
0 05 1 15 2 6 05 1 15 2
z x10” z x10”
ABBILDUNG  1.3. Partikeltrajektorien ABBILDUNG 1.4. Partikeltrajektorien
und externe Magnete. im Magnetfeld.

Durch die Wechselwirkung der Magnetfelder mit dem Biindel von Partikeln und
die daraus resultierende Lorentzkraft erreicht man eine Ablenkung des Strahls.
Die Anderung der Magnetfeldstirke und Polung steuert somit die Partikel. Der
Partikelstrahl in Abbildung 1.3-1.5 wird aufgrund der Einstellung der Magnete auf
einen Raumpunkt gelenkt /fokussiert.

x (blue) /'y (red)

ABBILDUNG 1.5. Partikeltrajektorien zum Endzeitpunkt.
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1.3. Einordnung der Arbeit.

Das zugrundeliegende physikalische Modell findet seine Anwendung in der Simu-
lation von Teilchenbeschleunigern, wie in der Literatur [1, 37, 42, 66] beschrieben
wird. Das anliegende erwéhnte externe Magnetfeld, das die Rolle der Steuerung
iibernehmen wird, wird in der Praxis durch extern an den Beschleunigerréhren an-
gebrachte Magnete (z.B. von der Bauform eines Dipol oder Quadrupol Magnets)
erzeugt [90, 110].

Die analytische Diskussion der Maxwell Gleichungen fiir offene Mengen im dreidi-
mensionalen Raum findet sich in dem Buch [27, Kapitel XVIIL. B. 4] von Dautray
und Lions wieder und die Existenz von einer Losung in R? im Artikel [63] von
Herbert Spohn. Die zeitharmonischen Maxwell Gleichungen werden in [62] aufge-
arbeitet. Magneto-quasistatische Approximationen der Maxwell Gleichungen (ed-
dy current Approximationen) werden in [89] behandelt. AuRerdem ist in der Li-
teratur die optimale Steuerung der Maxwell Gleichungen und in diesem Zusam-
menhang deren Auftreten in gekoppelten System in vielen Arbeiten der vergange-
nen Jahre Forschungsgegenstand. Es seien hier die Arbeiten von Troltzsch et al.
[31, 78, 79, 80, 105] und Yousept [112, 113, 114, 116, 115] genannt. Die meisten der
oben genannten Arbeiten behandeln die stationdren oder zeitharmonischen Max-
well Gleichungen. Des Weiteren wird in [43] die optimale Steuerung eines magneto-
hydrodynamischen Systems behandelt, in dem die Maxwell Gleichungen stationér
eingehen. In [80] werden die evolutiondren Maxwell Gleichungen in degenerierter,
parabolischer Form studiert. In der vorliegenden Dissertation werden wir im Gegen-
satz dazu das hyperbolische System erster Ordnung betrachten. Eine Diskussion der
zeitabhéngigen Maxwell Gleichungen im Hinblick auf die Optimalesteuerung findet
sich auferdem in [16], in dem die Stromdichte und deren zeitabhéngige Amplitude
optimiert werden.

Dariiber hinaus koppeln wir die hyperbolische PDE mit den relativistischen Newton-
Lorentz Gleichungen. Die Analysis dieses gekoppelten Systems lasst sich in [11, 35,
60, 100] und in den darin enthaltenen Referenzen nachlesen. Wir verweisen fiir
die numerische Losung auf [37, 42, 66]. Eine Untersuchung von diesem System im
Kontext der optimalen Steuerung hat bislang, nach unserem Wissen, nicht statt-
gefunden. Sowohl vom analytischen als auch numerischen Standpunkt aus gibt es
keine vergleichbare Arbeit.

Das betrachtete Optimalsteuerproblem beinhaltet Steuerbeschrinkungen, wie in
Kapitel 1.1 erwdhnt, an das externe stationdre Magnetfeld, die mittels Einfiih-
rung eines skalaren magnetischen Potentials zu einem Dirichlet Randsteuerproblem
fihren. Die optimale Steuerung solcher Problem war und ist Gegenstand der For-
schung, so z.B. zu finden in [22, 30, 64, 69, 83]. Aufgrund der Wahl von L?(T")
als Kontrollraum tritt die vorkommende Poisson Gleichung in ihrer sehr schwachen
Formulierung auf. Diese ist z.B. in [69] Forschungsgegenstand. Das Vorhandensein
der Zustandsbeschriankungen in den Nebenbedingungen fiihrt dazu, dass die dazu-
gehorigen Lagrange Multiplikatoren nur sehr schwache Regularitdt aufweisen, im
Allgemeinen nur Mafe sind, was in [20, 21| fiir PDEs und in [52] fir ODEs und
den darin enthaltenen Referenzen aufgezeigt wird. Die numerische Umsetzung sol-
cher Zustandsbeschrinkungen findet oft, wie in [55, 71, 94| beschrieben, mittels
Regularisierungen und Relaxationsmethoden statt. In unserer Ausarbeitung wird
ein Innere-Punkte-Verfahren aufgesetzt, um die Partikelpositionsbeschrankungen
zu realisieren.
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2 Notationen und Definitionen

Wir beginnen mit der Einfiihrung und Definition verschiedener Funktionenrdume,
die im Laufe der Arbeit hidufig verwendet werden.

2.1. Funktionenriume.
Definition 2.1.1 (Abstrakte Funktionen).

Sei Y mit || - ||y ein reeller Banachraum. Wir nennen die Abbildung y : [a,b] —
Y mit dem Intervall [a,b] C R, die in Y abbildet, eine abstrakte Funktion oder
vektorwertige Funktion. Die abstrakte Funktion y ist stetig in t € [a,b], wenn aus
T = t,7 € [a,b] folgt

tim [y(7) — (Ol 0.
Man bezeichnet mit C([a,b];Y) den Raum aller stetigen, abstrakten Funktionen
y: [a,b] =Y mit der Norm

by = t
Yl c(a:v) Jnax lly () lly

ausgestattet. Des Weiteren definieren wir uns

Cioy[a, b;Y) :={y € C([a,b];Y) : y(a) =0},
und den Raum C%O}([a, b;Y) analog.
Definition 2.1.2 (LP(Q2; R™)-Raume).
Sei Q C R™ offen. Wir bezeichnen mit LP(2;R™) das n-dimensionale Analogon des
Raumes aller p integrierbaren Funktionen LP(QY), d.h. y: Q — R und

[ @ ds <

1
mit zugehoriger Norm ||yl » oy = ([, [y(®)[P dx)? fir 1 < p < co. Mit der Notati-
on L™ (;R™) benennen wir den Raum aller essentiell beschrankten und messbaren
Funktionen y : Q — R™ mit der Norm ||y||p~(orr) = esssup,cq [y()|rn. Des

Weiteren definieren wir das innere Produkt in L?(£;R™) zweier Vektorfunktionen
y= 1,1y, " €L2(QGR") und 2z = (21, ..., z,) | € L2(;R™) als

(y,2)x ::/Zyizi de
Q=1

wobei wir X := L*(Q;R™) setzen.
Definition 2.1.3 (Multiindex).

Wir bezeichnen den Vektor der nichtnegativen ganzen Zahlen
= (alv "'7aN) € (N U {O})N

als Multiindex. Die Ordnung des Multiindex ist definiert als |a] = a1 + ... + an.
Man setzt somit fir die partielle Ableitung

D := 07" 052...03".
Definition 2.1.4 (Schwache Ableitungen).
Sei Q C R™, sei f € L} (Q) und sei ein Multiindex o gegeben. Existiert eine

loc

Funktion g € L}, (Q) mit der Eigenschaft

loc

| r@pes@ de = (<1 [ gapolaras v oe o)
so heift g schwache Ableitung von f und wird mit D f bezeichnet.
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Bemerkung 2.1.5. Die Menge aller in Q lokal integrierbaren Funktionen wird

hierbei durch L}, () bezeichnet. Eine Funktion heifit lokal integrierbar, wenn sie

auf jeder kompakten Teilmenge von ) integrierbar ist.

Definition 2.1.6 (Sobolev Riume WP (Q; R")).

Sei 2 C R™ offen. Der Raum W*P(Q) ist der lineare Raum aller y € LP(Q) fiir
den alle schwachen Ableitungen D%y mit |a] < k existieren und zu LP(Q) gehdren
mit der Norm

olwesie = (3 [ 1D9(@)p da)?.

lo| <k

Der Sobolev Raum W*°°(Q) ist mit der Norm

,00 == Da oo
[yl we.o ) ﬂf@i” Yl Lo (o)

verkniipft. Die Riume WFP(Q;R™) sind das n-dimensionale Analogon. Fiir p = 2
setzen wir H*(Q;R™) := WF2(Q; R").
Definition 2.1.7 (Stark messbare Funktionen).

Seien X ein Banachraum und T > 0. Einen Funktion y : [0,T] — X heifit stark
messbar, falls zu ihr eine Folge von einfachen Funktionen {y}7, mit yi : [0,T] —
X existieren, so dass limy_,oo yr(t) = y(t) in X fir fast alle t € [0,T) gilt.

Definition 2.1.8 (Bochner-Raum).

Seien X ein Banachraum, T > 0 und p € [1,00), dann definieren wir L?(]0,T[; X)
als den Raum der stark messbaren Funktionen y : [0,T] — X mit

T 1/p
lyllLeqo,rx) = (/0 ly()1% dt) < o0.

Der Raum L>*(]0,T[; X) ist der Raum der stark messbaren Funktionen y definiert
mat

[yl oo o, 72y :=ess sup [ly(t)[|x < oo.
t

)

Definition 2.1.9 (Der Bochner Raum W?(0,T; X) und die Zeitableitung).

Seien X ein Banachraum und T > 0. Damit ist die Zeitableitung einer Funktion
y € LP(]0,T[; X) im distributionellen Sinn wie folgt definiert:
Fiir y € LP(]0,T[; X) ist Oyy die Abbildung

T
Dy + CE(0.TER) > ¢ — /0 y(d6(1) di € X,

wobei C§°(]0,T[;R) den Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Triger bezeichnet. Damit schreiben wir Oy = z, falls

T T
- / y(D)00(t) dt = / A1) dt ¥ ¢ € CF(0, T R).
0 0

Dann ist eine Funktion y € LP(J0,T[; X) im Raum WtP(]0,T[; X), falls fiir ein
z € LP(]0,T[; X) die Relation Oyy = z gilt. Die Norm ist durch

lyllwrrgoria) = IWllLrgoria) + 10wyl Lo o, rs2)
gegeben.
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Definition 2.1.10. Seien X und Y linear, normierte Riume, dann schreiben wir
im Folgenden fiir den Raum der linear, beschrinkten Operatoren von X mnach Y
die Notation L(X,)). Eine Abbildung A : X — Y heifit linearer Operator, falls
Az +y) = Az + Ay sowie A(Ax) = Nz fir alle x,y € X und fiir alle A € R gilt.
Der lineare Operator A heifit beschrinkt, falls gilt

[Azly < Cllzflx VzeX

mit einer von x € X unabhingigen Konstante C. Der Operator A heifst stetig,
wenn aus limy, .o, = ¢ € X die Konvergenz lim,, o, Ax, = Ax € Y folgt. Die
Operatornorm eines linear stetigen Operators A ist durch

1Al 2xy) = sup [[Az|ly

‘ CE‘ X:l
gegeben.

Die euklidische Norm eines Vektors x € R? sei mit |z|2 bezeichnet. Die euklidische
Norm auf R3 x R3 ist gegeben durch |(z,y)|2 := \/||3 + |y|3. Falls A € R™*" ist,
dann wird die Frobenius Norm der Matriz mit |A|r gekennzeichnet.

Definition 2.1.11 (Funktional).

Wir nennen eine Abbildung f : X — R lineares Funktional. Der lineare Raum aller
auf {X || - ||x} definierten lineare Funktionale nennt man Dualraum X* = L(X,R)
mit Norm

[flla+:= sup [f(z)].

llzllx=1
Definition 2.1.12 (Schwache Konvergenz).

Sei X ein reeller Banachraum. Fine Folge {x,,}22 , heifst schwach konvergent gegen
r € X, wenn

flzn) = flx) ¥V feX™, n— oo
Dabei bezeichnet man die schwache Konvergenz mit —.

Bemerkung 2.1.13. In dem Buch (2| von Adams findet sich eine ausfihrliche
Behandlung von Sobolev Rdumen. Ein Beschreibung von Bochner Rdumen findet
sich z.B. in [97, Kapitel 10].

Definition 2.1.14 (Raum der Distributionen).

Sei Q C R3 offen. Des Weitern sei 2(Q) der Raum aller unendlich oft differenzier-
baren Funktionen mit kompakten Trager in Q. Die Elemente von 2(§) nennen wir
Testfunktionen. Wir nennen ein lineares Funktional F : 2(Q) — R Distribution
auf der Menge §, falls gilt:
Ezistiert eine Folge {¢y }ren in 2(Q) mit der Eigenschaft

lim ||0%k||cc =0

k—o00
fiir jeden Multiindex o, und gibt es eine kompakte Menge K C Q mit Trdger
supp(¢x) C K fir alle k € N, so dass gilt

lim F(¢y) = 0.
k—o0

Der Raum aller Distributionen auf Q wird mit 2'(Q) benannt.
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2.2. Grundlegende Definitionen und Séitze.

Definition 2.2.1. Wir schreiben in der Arbeit einen Vektor v aus R™, n > 2, fett-
gedruckt durch v. Von dieser Regel ausgenommen sind die griechischen Buchstaben.

Den Definitionen von Dautray/Lions [28, Kapitel IX, A, §1] folgend, definieren wir
Definition 2.2.2 (Der Gradient, die Rotation und die Divergenz).
Sei Q C R? offen.

e Der Gradient einer Funktion w € 2(Q) ist durch

ow dw iw)
01'1 ’ 31’2 ’ al’g
gegeben und somit ein linearer Differentialoperator.

e Die Rotation einer drei dimensionalen Vektorfunktion uw € 2(Q;R3) ist
durch

V:2(Q) > 2(%R3), Vw = (

Ous Ous Oup Ousz Ous  Oug
1: 2(4R?) — 2(4R?), curl ::<———7——7,7—7>7
cur ( ) ( ) curiy 31‘2 8I3 8x3 31‘1 8901 Bxg
gegeben und somit ein linearer Differentialoperator.
e Die Divergenz einer drei dimensionalen Vektorfunktion q € 2(;R?) ist

durch
3

div: 2(GR%) = 2(Q), divg:=) 04;
=1

(%ci ’

gegeben und somit ein linearer Differentialoperator.

Definition 2.2.3 (Die Operatoren V, curl und div im distributionellen Sinn).

e Der distributionelle Gradient ist definiert durch
V:2(09Q) = 2GR, (Vy, @) := — (y,dive) fir ale ¢ € 2(Q;R3).
e Der distributionelle curl-Operator ist gegeben durch
curl : 2/ (4 R?) — 2/ (4 R?), (cwrly, @) := (y,curl@)  fiir alle ¢ € D(Q;R?).
e Der distributionelle Divergenzoperator ist definiert durch
div: 2/(Q;R?) — 2/(Q), (divy,¢) := — (y, Vo) fiir alle ¢ € 2(Q).

Bemerkung 2.2.4. Im weiteren Verlauf der Arbeit verwenden wir je nach Regu-
laritdt die Definitionen 2.2.2 bzw. 2.2.3. Falls eine Funktion hinreichend glatt ist,
sind die Definition 2.2.2 und Definition 2.2.3 dquivalent.

Bemerkung 2.2.5. Mit der Definition 2.2.3 gilt
curl(Vy) = 0 fir alle y € 2'(Q), div(curly) = 0 fir alle y € 2'(Q;R?).

Durch Anwenden der Definition der distributionellen Ableitung und unter Ausnut-
zung der Gleichungen curl(V¢) = 0, div(curl(¢)) = 0 fir glatte Funktionen kann
der Beweis gefiihrt werden.

Theorem 2.2.6 (Divergenz Theorem).

Sei Q2 C R3 ein beschrinktes Lipschitz Gebiet mit Rand I' und dufere Normale m.
Sei ein Vektorfeld F : R? — R3 mit F € C1(Q;R3) gegeben. Dann gilt

/dideac:/F-ndg.
Q r
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Theorem 2.2.7 (Stoke’s Theorem).

Sei S Ci]R2 ein beschrinktes Lipschitz Gebiet mit Einheitstangente T zu 0S. Falls
z € C1(S;R?) und € € CY(S), dann gilt

/Scurlg(fz) ds = /Sz-chlsgdg—&—/ 7-(£2)ds,

oS
mit der Oberflichenskalarrotation curlg(£z) := %5;2 — %f:; und Oberflachenrotation

= 2] 2]
curlgé := (('Tzi’ —a—fl)-'—.

Bemerkung 2.2.8. Als Gebiet wird hierbei ein Lipschitz Gebiet (Lipschitzrand)
bendtigt, dessen Definition z.B. in [4, Kapitel A6.2] nachzulesen ist.

Als eine wichtige Eigenschaft des Gebietes benétigt man die der einfach zusam-
menhéngende Menge. Wir greifen hierzu auf die Definitionen, in [5, Kapitel VIIL.
4] beschrieben, zuriick.

Definition 2.2.9. (Einfach zusammenhdngendes Gebiet)

Ein Gebiet Q nennen wir einfach zusammenhdngend, falls jede Schleife in Q null-
homotop ist. Hierbei ist eine Schleife im Gebiet Q) jeder geschlossen stetige Weg und
jede Schleife, die zu einer Punktschleife homotop ist, nennen wir nullhomotop.

Definition 2.2.10. (Skalar-& Vektorpotential)

Wir nennen ein Skalarfeld ¢ ein Skalarpotential , falls es in einem einfach zu-
sammenhdngenden Gebiet stetig differenzierbar ist und zu ihm ein Vektorfeld V
existiert, sodass

V =Vo¢.
Ein stetig differenzierbares Vektorfeld A heifit Vektorpotential zu einem Vektorfeld
V, falls V = curl A im Gebiet Q gilt. Des Weiteren nennen wir ein Vektorfeld V-
konservativ, genau dann falls ein Skalarfeld ¢ existiert mit V.= V.

Definition 2.2.11. FEin Vektorfeld V' nennt man rotationsfreies Vektorfeld, falls
curl V = 0.

Lemma 2.2.12. Sei das Gebiet Q C R? einfach zusammenhdingend und das Vek-
torfeld V.€ C*(;R3). Das Vektorfeld V ist genau dann konservativ (V = V),

wenn es rotationsfrei curl V=0 in 0 ist.

Bemerkung 2.2.13. Das obige Lemma folgt aus [5, Theorem 4.8 und Bemerkung
4.10(a)]. Fine Erweiterung des Lemmas 2.2.12 auf Sobolev Riume gibt der folgende
Satz an.

Theorem 2.2.14. Sei Q2 C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Lip-
schitz Gebiet und V' € L*(Q;R3). Dann gilt curl V = 0 in Q genau dann, wenn ein
Skalarpotential ¢ € H(Q)) existiert, sodass V = V¢. Dabei ist ¢ eindeutig bis auf
eine Konstante bestimmit.

Bemerkung 2.2.15. Der Beweis von Theorem 2.2.14 wird in [41, Kapitel 1. 3]
bzw. in [74, Theorem 3.37| gefihrt.

Theorem 2.2.16 (Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Seien Q C R™ offen und f € L*(;R™) gegeben, wobei
/ f(@) - ®(x)de=0 V&ecI(;R")
Q

erfillt ist. Dann gilt
f(x) =0 fast dberall auf Q.
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Theorem 2.2.17 (Lemma von Du Bois-Reymond).
Seien Q C R™ offen und f € L' () gegeben, wobei

/f(a:)D%(x)dx:o Vde2(Q),1<a<n
Q

erfiullt ist. Dann gilt
fl®)=C fast iberall auf Q

und C' ist eine konstante Funktion.

Bemerkung 2.2.18. Die Beweise von Theorem 2.2.16 und Theorem 2.2.17 finden
sich in [39, Kapitel 1, Beweise zu Lemma 3 & 4] wieder. Das Fundamentallemma
lisst sich auch auf Funktionen f € L}, .(S;R™) verallgemeinern. Der Beweis ist in
Alt [4, Satz 2.21] gegeben.

Theorem 2.2.19 (Holderungleichung).

Sei Q CR™. Sei 1 < p < oo und sei p' der konjugierte Exponent definiert durch

1 1
p = L, so dass — + — =1,
p—1 pop
der auch 1 < p' < oo erfiillt. Seien f € LP(Q) und g € LP (Q), dann ist fg € L'(Q)
und es gilt

/Q F@)g(@)| dz < |l ol -

Bemerkung 2.2.20. Im Buch [2, Theorem 2.4] ist der Beweis nachzulesen.
Lemma 2.2.21 (Young’sche Ungleichung).
Sei 1 < p < oo undp' der konjugierte Exponent. Fiir a,b > 0 gilt

1 1

ab < —aP + b7 .

b p
Bemerkung 2.2.22. Die Young’sche Ungleichung ist z.B. in [4, Lemma 1.16] be-
wiesen.
Definition 2.2.23 (Fixpunkt und Kontraktion).

Es sei G : X — Y eine Abbildung zwischen den linear, normierten Rdumen X,
mit X C Y. Dann nennt man ein Element x € X mit G(z) = x Fizpunkt von G.
Die Abbildung G heifst Kontraktion, falls

1G(z1) = G(x2) ]|y < Cllzy — 22l x
mit C € (0,1) gilt.
Theorem 2.2.24 (Banach’scher Fixpunktsatz).

Sei X ein vollstindiger normierter Raum, und G : X — X eine Kontraktion. Dann
hat G genau einen Fizpunkt x.

Bemerkung 2.2.25. Der Fizpunktsatz von Banach wird z.B. in [7, Theorem 4.3]
bewiesen.

Bemerkung 2.2.26 (Generische Konstanten).

Im Laufe der Arbeit bezeichnen C,¢ generische Konstanten. Diese diirfen micht
mit der Konstante c, die fiir die postulativ konstante Lichtgeschwindigkeit steht,
verwechselt werden.
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3 Das physikalische Modell

Am Anfang der Arbeit soll eine Beschreibung des zugrunde liegenden Modells ste-
hen. Diese Ausfithrung orientiert sich an der klassische Literatur der Elektrodyna-
mik und Teilchendynamik wie im Buch [61] beschrieben.

3.1. Annahmen.
Wir treffen folgende physikalische Annahmen.
Annahme 3.1.1 (Physikalische Annahme an das Gebiet).

o Im Inneren des Gebietes herrscht Vakuum.
o Es befinden sich elektrisch geladene Partikel im Inneren mit vorgegebenen
Anfangsimpuls p, und Anfangsposition rg.

Annahme 3.1.2 (Elektromagnetische Felder).

e Das elektrische Feld ist ein physikalisches Feld, das durch elektrische Punkt-
ladungen und Magnetfelder generiert wird. Es beschreibt die elektrische
Kraft, die auf eine ruhende Ladung q im Raum wirkt und die elektrische
Feldstdrke ist definiert durch (Verifikation mittels Experimente)

E := lim F
q—0 q
mit einer Punktladung (Probeladung) q und einer Kraft F, die durch andere
Ladung erzeugt wird. Hierbei wird das elektrische Feld, welches durch die
Punktladung q erzeugt wird, vernachldssigt. Die elektrische Verschiebung
wird mit D bezeichnet.

o Ein Vektorfeld B nennt man magnetische Flussdichte, das nétig ist, sodass
die Lorentzkraft die Bewegung von einer Ladung exakt/korrekt beschreibt.
Des Weiteren kennzeichnet H das eigentliche Magnetfeld, wobei wir folgen-
de lineare Beziehung zwischen magnetischer Flussdichte und magnetischem
Feld in Vakuum annehmen

B=uH

mit magnetischer Permeabilititskonstante . Deshalb nennen wir im Fol-
genden B ebenso Magnetfeld. Es gelte des Weiteren im Vakuum die Bezie-
hung

D =¢cF,

mit elektrischer Permitivitdt e.
Annahme 3.1.3 (Teilchendynamik).

In der Untersuchung der Teilchendynamik gehen wir davon aus, dass man die La-
dung eines Partikels exakt im Ort lokalisieren kann. Des Weiteren werden wir zu-
ndchst annehmen, dass das Partikel durch eine fest vorgegebene einzelne Punktla-
dung gegeben ist mit einer eindeutig gegebenen Masse. Im Laufe des Kapitels zur
physikalischen Modellierung fiihren wir eine ausgedehnte Ladungsverteilung ein.

Fiir die Darstellung der einzelnen Gleichungen und die Wohldefiniertheit dieser,
sollen folgende Regularitdtsannahmen getroffen werden, die jedoch nur fiir dieses
Kapitel gelten und nicht fiir die Nachfolgenden. Dies soll vor allem in diesem Kapitel
zur Ubersichtlichkeit beitragen.
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Annahme 3.1.4 (EM-Felder, Position, Impuls, Ladungsverteilung und Strom).

e Die EM-Felder E, B seien hinreichend glatt und in angemessenen Funktio-
nenrdumen, sodass die eingefihrten Operatoren und Gleichungen in ihrer
starken Formulierung wohl definiert sind.

e Die Position r und der Impuls p eines Partikels sind hinreichend glatt.

e Die Ladungsverteilung p und der elektrische Strom j sind hinreichend glatt.

Bemerkung 3.1.5. Es soll Folgendes noch einmal betont werden:
Die Annahme 3.1.4 gilt nur fir das vorliegende Kapitel 3. In den Unterkapiteln
wird bei Bedarf eine Anpassung dieser Bedingungen durchgefiihrt.

Das Hauptaugenmerk dieses Kapitels liegt auf der Beschreibung von elektromagne-
tischen Feldern generiert durch sich bewegende Partikel (z.B. Elektronen oder Pro-
tonen) und die Beeinflussungen dieser Ladungen durch elektromagnetische Felder.
Die wesentlichen Bestimmungsgleichungen sind somit sowohl die Maxwell Gleichun-
gen, die wohl wichtigsten Gleichungen bei der Beschreibung physikalischer Phéno-
mene der klassischen Elektrodynamik, als auch die relativistischen Newton-Lorentz
Gleichungen, welche die Teilchendynamik modellieren. Zunéchst wollen wir uns mit
den Maxwell Gleichungen beschiftigen.

3.2. Die inhomogenen Maxwell Gleichungen - Modellierung der elektro-
magnetischen Felder.

Kurz zusammengefasst beschreiben die Maxwell Gleichungen das Verhalten der
elektrischen und magnetischen Felder, deren Generierung und gegenseitige Beein-
flussung in Abhéngigkeit von Ladungen und elektrischen Strémen. Géngige Fachli-
teratur fiir die Maxwell’'schen Gleichungen sind die Biicher von Huray [59], das
sich ebenso mit dem geschichtlichen Aspekten der Gleichungen befasst als auch das
Buch von Jackson [61] zur klassischen Elektrodynamik. Im Wesentlichen bestehen
die Maxwell Gleichungen aus vier grundlegenden elektrodynamischen Gesetzen, die
im Folgenden kurz ihre Erwdhnung finden sollen. Wir werden im Laufe dieser Arbeit
auf die Modelle, die im Zusammenhang mit den Maxwell Gleichungen stehen, aus
dem Buch von Heribert Spohn [100] zuriickgreifen. In [47, Kapitel 30] werden die
Maxwell Gleichung mit Blickpunkt auf die spezielle Relativitédtstheorie beleuchtet
und in [74] im Hinblick auf numerische Verfahren.

Bemerkung 3.2.1. Die im weiteren Verlauf dieses Abschnittes vorgestellten Ge-
setze, die die Basis der Mazwell Gleichungen bilden, kénnen sowohl in Integra-
ler Form als auch in differentieller Form angegeben werden. Mit Hilfe des Sat-
zes von Stokes (Satz von Kelvin-Stokes) Theorem 2.2.7 und des Divergenzsatzes
Theorem 2.2.6 kann man die Aquivalenz beider Formen zeigen, falls die EM-Felder
hinreichend glatt sind. Der Satz von Stokes in seiner iblichen Form als auch der
Gaufsche Integralsatz (Divergenzsatz) finden sich so z.B. im Buch |6, Kapitel XII,
Theorem 3.21 und 3.15] von Herbert Amann wieder. Wir werden uns im Folgenden
auf die differentielle Form beschrinken.

3.2.1. Die Maxwell Gleichungen aus physikalischer Sicht.

In [47, Kapitel 30.1.3-30.1.5] findet man folgende physikalischen Gleichungen be-
schrieben. Der erste Bestandteil der Maxwell Gleichungen ist das Gaufische Ge-
setz. Dessen differentielle Form ist gegeben durch

1
div E(x,t) = Ep(m7 t),
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wobei € R? und t € R. Es setzt somit die Ladungsverteilung p(x, ) in Verbindung
zu dem elektrischen Feld E(x,t). Die Ladung ist Quelle des elektrischen Feldes.
Hierbei ist € eine Konstante, die die elektrische Leitfahigkeit eines Stoffes/Materials
wiedergibt.

Das Gaufssche Gesetz fiir Magnetfelder ist ebenso Teil der Maxwell Gleichun-
gen, dessen Form durch

div B(z,t) =0
gegeben ist und dessen Bedeutung es ist, dass das Feld der magnetischen Flussdichte
quellenfrei ist. Somit ist B(x,t) ein quellenfreies Vektorfeld.

Zu den Maxwell Gleichungen gehoren des Weiteren das erweiterte Durchflu-
tungsgesetz (Ampéresches Gesetz)

€0 1
-—FE —p teurl B =——j
£ B(w,t) — u ewl Bla,t) = — (1),
und das Faradaysche Induktionsgesetz
190
EEB(%, t) + Curl E(m,t) = 07

die die Maxwell Gleichungen vervollstdndigen. Wir fithren hierbei j(x, t) als elektri-
schen Strom ein und benennen die Konstante fiir die magnetische Leitfahigkeit als
. Das Ampéresche Gesetz besagt, dass elektrische Strome und Verschiebungsstro-
me zu einem magnetischen Wirbelfeld fithren. Eine Anderung in der magnetischen
Flussdichte erzeugt ein elektrisches Rotationsfeld. Dies ist die Aussage des Fara-
dayschen Induktionsgesetzes.

Die oben aufgefiihrten Gesetze der Elektrodynamik ergeben zusammen die soge-
nannten klassischen, makroskopischen, inhomogenen Maxwell Gleichungen, die sich
somit in ihrer starken Formulierung wie folgt schreiben lassen

€ a -1 . _1 .
E%E(w’t) —p curl B(z,t) = Cj(a:,t) (3.1a)
10
gaB(a:,t) +curl E(z,t) =0 (3.1b)
div E(x,t) = 1p(:c,t)7 divB(z,t) =0 (3.1¢)
€

mit Vektorfunktionen E, B von Position € R? und Zeit t € R.

Bemerkung 3.2.2. Betrachtet man sich die Mazwell Gleichungen so fillt einem
zundchst auf, dass das System (3.1) uberbestimmt sein miisste aufgrund der Tatsa-
che, dass acht Gleichungen und jedoch nur sechs Unbekannte, die jeweiligen Kom-
ponenten von E, B, vorliegen. In der Tat werden wir sehen, dass man die bei-
den Gaufschen Gesetze div E(z,t) = Lp(x,t) und div B(z,t) = 0 aus den beiden
verbleibenden Gesetzen erhdlt aufgrund der Ladungserhaltung. Dies wird in Lem-
ma 3.2.5 gezeigt.

3.2.2. Die Maxwell Gleichungen, Ladungserhaltung und Uberbestimmt-
heit.

Im nun Folgendem méchten wir die Aussage aus Bemerkung 3.2.2 zeigen und uns
der Ladungserhaltungsgleichung (3.3) widmen. Die nachfolgende Diskussion werden
wir fiir hinreichend glatte Funktionen fiihren, um einen Eindruck zu der essentiellen
Struktur der Maxwell Gleichungen zu vermitteln.

Kommen wir zu den Randbedingungen an die Maxwell Gleichung und nehmen
wir nun fiir den weiteren Verlauf der Arbeit an, dass ein offenes, beschrinktes
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und einfach zusammenhingendes Gebiet  C R? mit Rand I' und ein Zeitintervall
[0,7] C R gegeben ist. Dann lassen sich die Maxwell Gleichungen (3.1) formulieren
als

E%E(m,t) —ptewd B(a,t) = — (@) in Q x [0, 7] (3.2a)
c c
}%B(m,t) +curl E(z,t) =0 in Q x [0,7] (3.2b)
c
div E(zx,t) = 1p(w,t), div B(z,t) =0 in Q x[0,7] (3.2¢)
€
E(x,0) = Ex(x), B(z,0)= By(x) in Q (3.2d)
Exn=0, B-n=0 auf I x [0, 7. (3.2¢)

In dieser Formulierung sind die Randbedingungen die eines perfekten Leiters [29,
Kapitel TA, §4 Bemerkung 17|, was bedeutet, dass sowohl die Tangentialkompo-
nente des elektrischen Feldes E am Rand I' verschwindet als auch die Normal-
komponente der magnetischen Flussdichte B (siehe hierzu z.B. [74, Kapitel 1.2]).
Neben den essentiellen Randbedingungen, lassen sich ebenso natiirliche und Im-
pedanz Randbedingungen an die Oberfliche angeben (siehe hierzu [65, 96, 98]).
Die Anfangswerte der EM-Felder sind durch Eq(x), Bo(z) € Q gegeben. Im Ver-
laufe der néchsten Abschnitte werden wir die makroskopischen Maxwell Gleichung
(3.2) weiter untersuchen und uns vor allem mit der Existenz von Losung dieser
Gleichungen beschiftigen. Man findet in [29, Kapitel IA, §4] einen Uberblick aus
mathematischer Sicht auf das Maxwell System.

Definition 3.2.3 (Ladungserhaltung).

Wir bezeichnen folgende Gleichungen als Ladungserhaltungsgleichungen, wobei p
die Ladungsverteilung und j den elektrischen Strom charakterisieren:

e Die Ladungserhaltung im klassischen Sinne:

%(m,t) +divj(e,t) =0 (x,t) € Qx[0,T]. (3.3)

e Die Ladungserhaltung im schwachen Sinne:

/T g¢@%ﬂmw¢)+vwﬂm¢yj@;ﬂ¢mﬁ:o Vé(x,t) € 2(Q) (3.4)
0 Q

mit Q == Q x [0,T7].

Lemma 3.2.4. Fs gelte Annahme 3.1.4. Die Gleichungen (3.2a) und div E(x,t) =
Lp(x,t) ((3.2c)) implizieren die schwache Form der Ladungserhaltung (3.4).

Beweis. Es gilt nach (3.2c¢) und nach den Voraussetzungen, dass

div(2 B, 1) = - ol 1 (3.5)

unter Verwendung der stetigen Differenzierbarkeit der einzelnen Komponenten (und
dem Satz von Schwarz). Eine Multiplikation von (3.5) mit Testfunktionen ¢ €
2(Q), Integration dieser Gleichung iiber Raum und Zeit und Anwendung der par-
tiellen Integrationsformel (4.9) fiir den Divergenz-Operator liefert

T 0 ' 0
_/0 /QEE(!E7t)'Vm¢(w’t)dwdt+/o /F(atE(c,t).n)clL(jéﬁ)/ ds dt 5o

T r19
:/0 /Qz&p(sc,t)qb(x,t)dmdt )
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Dariiber hinaus multiplizieren wir (3.2a) mit Testfunktionen ® = V¢ € 2(Q;R?)
und verwenden die partielle Integrationsformel (4.7) fiir den Rotations-Operator,
so dass

/ / f—E (x,t) - Vad(x,t) — p~ ' B(x,t) ~cur1(Vw¢(a:,t))> dx dt
o \cot —_—

=0
= /T/(B(a:,t) X 1) Vzo(s,t) dcdt/T/ 1j(gc,t)~Vm<;5(ac,t)dmdlt
o Jr \—:0—/ o Jac¢

Ve
(3.7)
gilt. Dabei nutzt man curl(Vy¢(x,t)) = 0 fiir glatte Funktionen aus. Nach Einset-
zen von (3.6) in (3.7) verbleiben sowohl der Term von der rechten Seite von (3.6)
als auch der strombeinhaltende Term von (3.7) und es ergibt sich

Tri1o Tt
[ [ igranseniza=— [ [ Li@o: Voo ded voe 2(Q)

Damit folgt unter Benutzung der partiellen Integrationsformel fiir den Zeitablei-
tungsoperator

/OT [ ot gooded— [ (o) ol 1) ~p(e.0)¢(2,0)) da

. =0 =0
—/ / —j(x,t) - Vgo(x,t)dedt V ¢ € 2(Q).
o Jac¢

Aus der letzten Gleichung ergibt sich unter Beriicksichtigung von ¢ > 0 somit (3.4).
O

Lemma 3.2.5. Es gelte sowohl Annahme 3.1.4 als auch die Formel der schwachen
Ladungserhaltung (3.4). Unter der zusdtzlichen Annahme, dass

1
div B(x,0) =0, divE(x,0) = —p(x,0) firale xcQ
€

folgen aus den Mazwell Gleichungen (3.2a) und (3.2b) die Divergenzgleichungen
(3.2c). Ferner gilt: Aus der Gleichung div B(x,t) = 0 fir alle (x,t) € Q x [0,T]
und zusdtzlich unter den Annahmen, dass E(x,t) x n =0 auf ' x [0,T] aus (3.2e)
und B(x,0)-n =0 auf T gelten, folgt, dass B(x,t)-n =0 auf T x [0,T] ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass div B(x,t) = 0 fir alle (x,t) € Q x [0,T] ist.
Betrachten wir die Maxwell Gleichung (3.2b). Fiir alle Testfunktionen ® € 2(Q; R?)
und mittels Integration von (3.2b) tiber Raum und Zeit gilt

T T
_/ / 19@(m,t)-3dwdt+/ /cuﬂ@(m,t)-E(m,t) dawdt = 0¥ D € 2(Q; RY)
0 Jocot o Ja

unter der Ausnutzung der partiellen Integrationsformel (4.7) fiir glatte Funktionen
und der verschwindenden Randwerte. Sei ®(z,t) = £(t) - Vzé(z) € 2(Q;R?), dann
gilt

"o
-/ 8—5@)/ Veo(@) Bla,0)dwdi =0 6 € CF(0),€ € G (0.T))

Es gilt, dass g(t) := [, Va¢(x) B(x,t) de sicher in L' ([0, T) fiir festes € Q liegt,
¢ e Cge([o, }), so dass nach dem Lemma von Du Bois Reymond ([39, Kapitel 1,
Lemma 4]) folgt

g(t)=C fiir alle ¢t € [0,T].
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Dabei ist C' eine konstante Funktion fiir alle ¢ € [0, T]. Es gilt nun die Voraussetzung
div B(x,0) = 0. Sei ¢t = 0, somit gilt

/V d(x (x O)dw——/divB(%O)qﬁ(ﬂc)dx V¢ e Cy° ()
“ =0
=C=0.

Damit wissen wir nun, dass C' = 0 fiir t = 0 und deshalb fiir alle ¢ € [0, T]. Also gilt
/ Vao(x) - B(x,t)dz —/divB(m,t)¢(m)dx:OVt€ [0,T],¢ € C5°(Q).
Q Q

Deshalb folgt
div B(x,t) =0 fiir alle (x,t) € Q x [0,T]. (3.8)

Es gelte nun nach Annahme, dass E(z,t) x n = 0 auf I' x [0, 7] ist. Wir testen
(3.2b) mit Testfunktionen ¢(x,t) = {(t)d(z) mit { € CH([0,T)), £(0) =&(T) =0
und ¢ € C'(Q; R?). Dann erhalten wir

/OTf(t)/Q (i@tB(m,t) p(x) + curl(p(x)) - E(a:,t)) dxdt = 0.
Nach Theorem 2.2.16 folgt somit
/Q<i8tB(w,t) - p(x) + curl(¢(x)) ~E(m,t)) de =0 in[0,T],
so dass mit der Wahl ¢(z) = V,1b(x) mit ¢ € C%(Q2)
/Q%(‘?tB(w,t) Veih(x))de =0 in [0,T], Vi e C*(Q),
gilt. Damit liefert die Formel der partiellen Integration, dass

/ %(&B n)ipds — / %div(atB(w,t))@Z(a:)dx =0 in[0,T], V¢ e C*Q).

Q

Der zweite Term ist Null, da div B(z,t) = 0 fiir alle (x,t) € Q x [0,T] gilt. Mit
der Annahme, dass B(xz,0)-n = 0 auf I, folgt damit B(x,t)-n = 0 auf I" x [0, T].

Es gilt noch zu zeigen, dass div E(x,t) = Lp(x,t) fiir alle (z,t) € Q x [0,T] ist.
Multiplizieren wir die Maxwell Gleichung (3.2a) mit Testfunktionen ® € 2(Q;R?)
und integrieren iiber Raum und Zeit, so gilt

T
/ /7—<I> (x,t) (a:,t)da:dtf;fl/ /curl@(a:,t)~B(cc,t)dmdt
Qcﬁt 0 Q

__/T/ lj(m,t)@(m,t)dmdt Vo e 2(Q;R?)
o Jac¢

unter der Ausnutzung der partiellen Integrationsformel fiir den curl-Operator (4.7)
fiir glatte Funktionen und der Nullrandwerte. Sei ®(z,t) = £(t)-Vzo(z) € 2(Q; R?),
dann gilt

T 8 €
- &g(t)/ﬂgvﬂﬁ(m)-E(sc,t)dmdt
:_%/ g(t)/j(m,t)'vm¢(fﬂ)dfcdt Vo € C(Q),€ € G5 (10,7])
0 Q

T
_%/O ;§(t)/§zp(w,t)¢(w)dwdt Vo e CX(Q),¢ e C([0,T))
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unter Anwendung der schwachen Ladungserhaltung (3.4). Beachte curl Vioé(x) =
fiir alle © € Q. Es gilt, dass h(t) := [, <Vad(z) - E(x,t) + Lp(x,t)¢(x) dx sicher
in L1(]0,T[) fiir festes z € Q hegt & € C§°(]0,T]), so dass nach dem Lemma von
Du Bois Reymond ([39, Kapitel 1, Lemma 4]) folgt

h(t)=C fiir alle t € [0, 7).

Dabei ist C' eine konstante Funktion fiir alle t € [0, T7]. Sei t = 0, somit folgert man
mit div E(z,0) = lp(a: 0)

0 = [ Veo@) SB@.0)+ Lo(a.0)o(@) do
— /Q (_ - div E(z,0) + ip(w,o))¢(w) dx
:/Qé(_p(w,o)jup(w,o)) é(x) dz =0 V¢elrn).

=0
Damit wissen wir nun, dass C' = 0 fiir ¢ = 0 und deshalb fiir alle ¢ € [0, T]. Also gilt
1
/ (— EdivE(w,t) + Ep(w,t))¢(a:) de =0Vt € [0,T),6 € CZ(Q).
Q
Deshalb folgt

div E(z,t) = 1p(:c,t) fiir alle (z,t) € Q x [0, 7. (3.9
€

3.2.3. Die Maxwell Gleichungen und Ubergangsbedingungen.

Betrachten wir noch kurz den Fall, dass zwei unterschiedliche Media in einem Ge-
biet ' D  mit unterschiedlichen elektrischen und magnetischen Eigenschaften
durch eine Trennfliche I' = S getrennt sind. Die Geometrie ist in Abbildung 3.1
skizziert mit EM-Felder E1, Es, By, By (wobei diese EM-Felder die Grenzfelder bei

F2, U2

Es, By

Eq, By

€1, U1

ABBILDUNG 3.1. Ubergangsbedingung: S, Gebiet €’ und Teilgebiete

Annéherung von S von den jeweiligen Gebieten kennzeichnen) und dazugehérgen
Permeabilitdten und Permitivitdten. Der dufsere Normalenvektor n, der in Abbil-
dung 3.1 senkrecht auf S steht, zeigt hierbei von dem inneren in das duftere Gebiet.
So gelten nach [61, Kapitel 1.5] und [74, Kapitel 1.2] folgende Ubergangsbedingun-
gen

(€2E27€1E1)'n:p57 (Bg—Bl)n:(] auf S

nx(By—E)) =0, nx(u,'By—pu;'By)=Kg auf S,
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d.h. die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes und die Normalkomponente
des magnetischen Feldes sind stetig entlang von S. Hingegen sind die Tangential-
komponente des magnetischen Feldes und die Normalkomponente des elektrischen
Feldes im Allgemeinen nicht stetig auf S, wobei K g eine Oberflichenstromdichte
(sieche Bemerkung 4.8.5) und pg eine Flichenladungsdichte darstellt. Wir konzen-
trieren uns in der Arbeit auf die Maxwell Gleichung (3.2) mit Randbedingungen
eines perfekten Leiters.

3.2.4. Die Maxwell Gleichungen und Punktladungen.

Wir weisen ausdriicklich daraufhin, dass wir im nun Folgendem nicht die Glatt-
heit der Ladungsverteilung p und der Stromdichte j voraussetzen. Wir treffen nun
folgende Annahmen.

Annahme 3.2.6.

o Wir fassen die Ladungsverteilung p und die Stromdichte j so auf, dass diese
durch eine einzelne Punktladung generiert werden.

e Die Position r und der Impuls p der Punktladung sind hinreichend reguldr,
nimlich r,p € C([0, T]; R?).

Hierzu bedienen wir uns der Dirac Delta Distribution.

Definition 3.2.7 (Dirac Distribution).

Man definiert die Delta Dirac Distribution § (bzw. 6, die Distribution im Punkt
r € Q) als stetiges, lineares Funktional mit

Sp = d(r), 0p: O() = R.
Der Delta Dirac ist beschrdankt, denn

= [¢(r)| < sup |p(x)| =1 [|¢]lc)-
zEQ

| <¢> 5r>c(ﬁ),c(§)*
und somit stetig mit Norm |0y [ o)~ = 1.

Damit definieren wir die Ladungsverteilung und den elektrischen Strom als
Definition 3.2.8 (Ladungsverteilung & elektrischer Strom).
Es gelte Annahme 3.2.6. Die Ladungsverteilung ist durch

p(t) € C(V*, Vte€[0,T], p(-,t):=qé(-—7(t)) inQx][0,T) (3.10)

definiert, wobei q fiir die Ladung eines Partikels steht und v(t) die Position der
Ladung im Koordinatensystem angibt (siehe auch hierzu Kapitel 3.5).

Den durch die Bewegung der Ladung entstehenden elektrischen Strom bezeichnen
wir mit j(x,t). In dieser Art und Weise geht der Strom in der rechten Seite der
Mazwell Gleichungen mit

j,t) € C(UR)* YVt € [0,T], j(-,t):=qd(- —r(t))v(p(t)) in  x [0,T7,
(3.11)
unter Bertcksichtigung der Generierung durch eine Punktladung, ein. Hierbei ist

p(t) der Impuls der bewegten Ladung und v(t) die entsprechende Geschwindigkeit
des Partikels (siehe Kapitel 3.3).

Lemma 3.2.9. Es gelte Annahme 3.2.6. Die in (3.10) definierte Ladungsverteilung
erfiillt p € C([0,T]; C*(Q)*).
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Beweis. Mit Bemerkung 3.2.7 und Definition (3.10) gilt
< dllor®)lcr @)

fiir festes, beliebiges ¢ € [0,7] und ¢ € C1(Q). Damit gilt oG, Ollcr @y~ < g- Es
folgt somit, dass p(t) € C*(Q)* fiir jedes feste t € [0, T]. Dariiber hinaus gilt

| <¢7 q6r>cl(§)7cl(§)*

lim [|p(t) = p(7)ll e @y
=lim sup qlo(r(t)) — o(r(7))]

T4l 1 @ <1

<lim  sup <1q/0 [Vo(r(t) + s(r(T) —r(®)lr(r) —r(t)| ds

T Hollor

<l — -
< lim glr(7) —r(t)| = 0.

Es gilt zu beachten, dass r hierfiir genligend Regularitét besitzt. Zusétzlich nutzen
wir den integralen Mittelwertsatz und dass

IVo(r(t) + s(r(t) —r()] < l|¢llcrm <1
gilt. Damit ist p € C([0,T]; C1(2)*) gezeigt. O
Bemerkung 3.2.10. Fir den elektrischen Strom, definiert in Gleichung (3.11),

lisst sich mit der gleichen Argumentation j € C([0,T]; C1(Q;R?)*) nachweisen.

Mit diesen Definitionen von Ladungsverteilung und elektrischen Strom gilt die Ge-
setzméfigkeit der Ladungserhaltung in einem verallgemeinerten Sinn.

Definition 3.2.11 (Verallgemeinerte Ladungserhaltung).

Die Formel

Tr/o ,
/0 ( <at¢(.7t)’p(.’t)>c(ﬂ)7c(g)* + <vm¢('7t)v](‘7t)>C(§;R3)7C(§;R3)* ) dt=0

(3.12)
fiir alle ¢ € 2(Q) bezeichnet die verallgemeinerte Ladungserhaltung.

Lemma 3.2.12. Es gelte Annahme 3.2.6. Mit den Definitionen der Ladungsver-
teilung in Formel (3.10) und des elektrischen Stroms in Formel (3.11) ist die ver-
allgemeinerte Ladungserhaltung (3.12) erfillt.

Beweis. Es gilt Lemma 3.2.9 und Bemerkung 3.2.10. Die Integrale von (3.12) sind
wohldefiniert und somit die Integrierbarkeit sichergestellt. Einsetzen von (3.10),
(3.11) in die linke Seite von (3.12) und Verwendung der Definition 3.2.7 der Dirac
Distribution ergibt

T
| (agor0.0+ a¥aotr®0)- grio)) at
= [ a5 (6tr(®).0) dt = a(o(r(1).T) - 60,00 =0 ¥ 6€ 2(Q).
0

Dabei nutzt man aus, dass die Randwerte der Testfunktion auf dem Ort-Zeit Zylin-
der @ verschwinden. Die Distribution (3.10) und (3.11) erfiillen die verallgemeinerte
Ladungserhaltung. O



3.3 Die relativistische Newton-Lorentz Bewegungsgleichungen - Modellierung der
28 Teilchendynamik

Fiir eine bessere Ubersicht und angenehmere Lesart der Maxwell Gleichungen und
spéter auch der Newton-Lorentz Gleichungen fiihren wir folgende Notationen ein

A((e) o= (1 + 12Ol
(moc)

v(p(t)) == (mdy(p(t)'p(t)

B(p(t)) := ¢ v(p(t)).

Hierbei wird ~(p(t)) als Lorentzfaktor bezeichnet, der fiir Geschwindigkeiten, die
sich der Lichtgeschwindigkeit ¢ annidhern, gegen v(p(t)) — 400 tendiert.

(3.13)

Das einfithrende Kapitel zu den Maxwell Gleichungen méchten wir mit einer Uber-
sicht aller vorkommenden physikalische Konstanten, die in (3.2), (3.11), (3.15) und
in der Formel zur Ladungsverteilung auftreten, abschliefen. Die Auflistung findet
sich in Tabelle 3.1 wieder. Die Untersuchungen auf Existenz und Eindeutigkeit

Physikalische Konstanten Bedeutung
c Lichtgeschwindigkeit
€ elektrische Leitfadhigkeit
I magnetische Leitfahigkeit
q Ladung
mg Ruhemasse der Ladung

TaBELLE 3.1. Uberblick iiber die Konstanten

von einer Losung der Maxwell Gleichungen (3.2) werden in Kapitel 4.3 ausgefiihrt.
Dabei wird es zundchst notwendig sein zu definieren, in welchem Sinne wir die Max-
well Gleichungen und deren Losungen verstehen. Nachdem wir uns kurz mit den
Maxwell Gleichungen in differentieller Form beschéftigt haben, werden wir uns nun
im Folgendem mit der Teilchendynamik auseinandersetzen als weiteren wichtigen
Bestandteil unseres Zustandssystems.

3.3. Die relativistische Newton-Lorentz Bewegungsgleichungen - Model-
lierung der Teilchendynamik.

Nehmen wir die elektromagnetischen Felder als gegebene Daten an, so lésst sich die
Bewegung eines Partikels bzw. einer elektrischen Ladung mit Geschwindigkeit 7 in
EM-Feldern mittels den relativistischen Newton-Lorentz Gleichungen modellieren.
Die auf eine Punktladung wirkende Kraft wird Lorentzkraft genannt und ist in ihrer
allgemeinsten Form wie folgt definiert

F,=FFFB :q<E—|—,8(p) x B) (3.14)

mit der Aufspaltung in die elektrische Komponente Ff und der magnetischen
Komponente Ff , welche aufaddiert die Lorentzkraft ergeben, siehe hierzu auch
[47, Kapitel 30.1.2] und [92, Kapitel 1.21, 2.8 und 4.9.3|. Es bezeichne hierbei E
die elektrische Feldstirke und B die magnetische Flussdichte. Der Zusammenhang
zwischen der Lorentzkraft F';, und der Bewegung einer Ladung stellt in der Physik
das zweite Newtonsche Gesetz (lex secunda) her. Es gilt

p=F.

Somit lassen sich die relativistischen Newton Lorentz Gleichungen als gew6hnliches
Differentialgleichungssystem zur Bestimmung des zeitabhdngigen Impulses p(t) und
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der Position r(t) der Ladung tiber den Zeithorizont [0,T], T € R, T > 0, angeben

p(t) = Fr(r(t),p(t),t) in [0,7] (3.15a)
7(t) = v(p(t)) in [0, 7 (3.15b)
p(0) =p, und =(0)=rg (3.15¢)

Die Lorentzkraft in (3.15) gegeben durch
Fo(r(t),p(1), ) i= a|e(r()) + B(r(t), 1) + Bp(0) x (b(r(t)) + B(r(t),1))]

kann in zwei Komponenten zerlegt werden, in eine Komponente fiir das E-Feld
FFP(r(t),t) und eine Komponente fiir die magnetische Flussdichte FZ (r(t), p(t),t).
Die Existenz von Losungen von (3.15) findet sich in Kapitel 4.3 wieder. In der Lor-
entzkraft F'j, sind neben den durch die Teilchenbewegung induzierten EM-Felder
E, B ebenso die dufieren elektrischen Felder e und magnetischen Felder b gege-
ben. Diese tragen dafiir Sorge, dass die Ladungen bzw. der Partikelstrahl in dem
jeweiligen betrachtenden Gebiet gehalten wird. Die dufiere magnetische Flussdichte
b wird im Verlauf der Arbeit ein bedeutenden Rolle spielen. Die &ufseren Felder
werden mittels elektrischem Kondensators oder Spulen erzeugt. Die Anfangsbedin-
gungen sind durch den Impuls p, € R?® und die Position der Ladung 7o € R? zu
dem Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben.

Bringt man im Folgenden die Beschreibung der elektromagnetischen Felder mit-
tels der Maxwell Gleichungen (3.2) mit der Teilchendynamik und die dadurch re-
sultierenden Newton-Lorentz Gleichungen (3.15) zusammen, so erhalten wir eine
Kopplung der partiellen und gewohnlichen Differentialgleichungen, die auf das im
néchsten Abschnitt beschriebene System fiihrt.

3.4. Das gekoppelte Maxwell Newton Lorentz System.

Im nun Folgenden formulieren wir das gekoppelte inhomogene Maxwell-Newton
System mit relativistischer Lorentzkraft, das sich aus (3.2), (3.11) and (3.15) ergibt.
In der Literatur findet man in [100, Kapitel 2.4] eine ausfiihrliche Beschreibung des
Systems.

3.4.1. Formulierung des gekoppelten Maxwell Newton Lorentz Systems.

Das physikalische Modell hat die Gestalt

E%E(m,t) — plewl Bz, 1) = —%5@ —r(t)v(p(t)) in Q x [0, ]
10 .
EaB(w,t)—i—curlE(w,t):O in Q x [0,7]
div E(z,t) = %qé(w —r(t)), div B(z,t)=0 in Q x [0,7]
p(t) = ¢ (e(r(t)) + B(r(t), 1) + Bp(1) x (b(r()) + B(r(t),))) in [0,7]

7(t) = v(p(t)) in [0, 7]

E(z,0) = Ey(z), B(z,0) = Bo(z), r(0) = ro, p(0) = py, in O

Exn=0, B-n=0 aufl" x [0,7].
(3.16)

Das oben aufgeschriebene Modell (3.16) koppelt somit die generierten EM-Felder
mit den bewegten Ladungen. Einerseits erzeugt die bewegte Ladung EM-Felder
(Quelle in den Maxwell Gleichungen), in der die Position und Geschwindigkeit der
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Ladung in (3.2a) und (3.2c) mit (3.11) eingehen, andererseits tragen diese erzeugten
EM-Felder zu einer Beschleunigung und Richtungsdnderung der Teilchen durch den
Eintrag in (3.15a) bei.

Bemerkung 3.4.1. Wir weisen daraufhin, dass man (3.16) im Falle eines Biindels
von ny-Partikeln mit n, € N in dhnlicher Art und Weise darstellen kann. Hierzu
schreiben wir den elektrischen Strom bedingt durch die Vielzahl an Partikeln als
Summe

Zqz 2 —ri(O)o(pi(t))

und die Ladungsdichte als

D=3 e )

tber die m-Teilchen des Biindels. Als Konsequenz der auftretenden Partikel, die
alle thre eigenen EM-Felder erzeugen, ergeben sich der relativistische Impuls und
die Position des i-ten Partikel unter Beriicksichtigung aller erzeugten EM-Felder.

Somit ldsst sich das gekoppelte Maxwell-Newton-Lorentz System fiir ein ganzes
Biindel an n,-Partikel schreiben als

Np

€d :

EEE(QU t) — p teurl Bz, t) = —— Zqz —7r;(t)v(p;(¢)) in Q% [0,7]
10 .
EaB(az t) + curl E(x,t) =0 in Q x [0,7]
div E(z,t) qu (x —r;i(t)), div B(x,t)=0 in Qx[0,7]

pi(t) = 4 (e(m(t)) + E(ri(),1) + Bpi(0) x (b(ri(t)) + B(rs(1),1)) )
in[0,7], i=1,..,n,

in[0,7], i=1,..,n,
E(z,0) = Eo(z), B(z,0) = Bo(z), 7:(0) = r{", p;(0) = p’, inQ, i =1,.
Exn=0, B-n=0, aqu‘x[O,T].
(3.17)

Eine weiterfiihrende Diskussion des Mehrpartikelsystems ist in Spohn [100, Kapitel
11] zu finden. Es stellt sich die Frage, inwiefern das gekoppelte Maxwell-Newton-
Lorentz System eine sinnvolle Formulierung der physikalischen Phanomene darstellt
und unseren Zwecken geniigt.

Annahme 3.4.2. In der folgenden Diskussion des gekoppelten Systems werden wir
uns auf das System (3.16) konzentrieren, also das Vorhandensein einer einzigen
Ladung im physikalischen Gebiet annehmen.

3.4.2. Repriasentation mittels Skalar- und Vektorpotentialen.

Die in diesem Kapitel vorgestellten elektromagnetischen Felder E und B, Lésungen
der Maxwell Gleichungen (3.2), kénnen im Hinblick auf die in Definition 2.2.10
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eingefiihrten Skalar-und Vektorpotentiale wie folgt definiert werden

0A
E = —V¢ - E,

B:=V xA=curl A,
mit einem sogenannten elektrostatischen skalaren Potential ¢ und einem magneti-

schen Vektorpotential A. Daraus ergibt sich fiir die erste Komponente der Maxwell
Gleichung (3.2a)

€9 dA » .

E&(_ ¢_§) —ptewl(cwrl A) = ——j

_ e0?A € o L
= p 1V2A—Eat2 —V(E§¢_~_M 1d1VA):_EJ

wobei der Operator V? den vektoriellen Laplace Operator bezeichnet. Die Gleichung
(3.2b) ist somit mit

0 0
g curl A + curl(—aA) =0

stets erfiillt. Hierbei gilt zu beriicksichtigen, dass curl(VA) = 0. Aus den Divergenz
Bedingungen (3.2¢) folgt

1
A¢p + g(div A)=——p, div(curlA) =0.
ot € N————
=0

Man erhélt als ein zu 16sendes Maxwell Zustandsystems

€0 1 1.
~V(CgotutdivA) =~
o, . 1
Ag + a(dlvA) =-p

Bemerkung 3.4.3. Der Vorteil bei der Formulierung der Mazwell Gleichungen
mittels Potentialen besteht darin, dass die Dimension der zu findenden Lésung sich
verringert.

Die Lorentzkraft F'j, der Newton-Lorentz Gleichungen (3.15) ergibt sich dann zu
0
Fr(r,p)=q [e(r) — V- oA+ B(p) x (b(r) + curl A)] :

Somit formuliert sich das gekoppelte Maxwell-Newton-Lorentz System (3.16) mit
dem Skalarpotential ¢ und dem Vektorpotential A zu

WIV2 A, t) — f% - v(é%«; ot divA(m,t)) - —%j(az,t)

in Q x [0,7]
A+ %(div A(x,t)) = —%p(m,t) in 2 x[0,7]
p(t) = Fr(r(t),p(t)) in [0, 7]
7(t) = v(p(t)) in [0, 7]

mit geeigneten Rand-und Anfangsbedingungen.
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3.5. Schwichen des gekoppelten Modells.

Die offensichtliche Schwéche des gekoppelten Modells liegt darin, dass man in den
Newton-Lorentz Gleichungen die EM-Felder in den Positionen der einzelnen Parti-
kel auswerten muss. Wie wir auch im Laufe der Arbeit sehen werden, besitzen die
Losungen (Fundamentallésung) der Maxwell Gleichungen an der Stelle & = »(t)
eine Singularitéit. Um dieses Problematik zu umgehen, gibt es in der Literatur zwei
verschiedenartige Modelle, die wir kurz beleuchten wollen, bevor wir uns auf das
sogenannte Abraham Modell festlegen werden.

Eine weitere Schwiiche des oben vorgestellten Modells (3.17) ist seine physikalische
Ungenauigkeit bzw., dass das Modell fiir den Fall, dass Partikel an den Rand des
Gebietes gelangen, versagt. Siehe hierzu auch [100]. An den Réandern treten weitere
physikalische Phdnomene auf, die man mit diesen Modellen nicht beschreiben kann.
Verlasst ein Partikel das Gebiet €2 |, so sind E, B an der Position dieses Teilchens
nicht mehr definiert. Daher werden wir dazu iibergehen, eine weitere Bedingung
in unserem spéteren Optimierungsproblem aufzunehmen, um dies zu verhindern.
Um dies sicherzustellen, wird eine Zustandsbeschriankung fiir den Zustand r(t), die
Position der Ladung, eingefiihrt.
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4 Analytische Behandlung der relativistischen Maxwell New-
ton Lorentz Gleichungen und deren optimale Steuerung

Nachdem wir in dem vorherigen Abschnitt die Bestimmungsgleichungen der zu-
grunde liegenden physikalischen Gesetze aufgestellt haben, sollen im Folgenden die
einzelnen Komponenten ndher untersucht werden. Das urspriingliche Modell, das
die Partikelbewegungen in elektromagnetischen Feldern beschreibt, findet sich in
Kapitel 3 und Gleichung (3.16) wieder. In diesem Kapitel werden zu Anfang in
Kapitel 4.1 einige notwendige Modifikationen (siche Kapitel 3.5) dieses Modells
vorgenommen, was auf das sogenannte Abraham Modell fiihren wird. Das Opti-
malsteuerproblem soll formuliert werden (Kapitel 4.2), hierbei wird in Kapitel 4.3
die Existenz von Losungen der einzelnen Komponenten ndher beleuchtet. Im weite-
ren Verlauf (Kapitel 4.4) wird die exakte Formulierung des Optimalsteuerproblems
angegeben und die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des entstehenden redu-
zierten Zustandssystems diskutiert. In Kapitel 4.5 wird die Existenz einer optimalen
Lésung bewiesen und anschliefsend werden in Kapitel 4.6 die Optimalitdtsbedingun-
gen erster Ordnung hergeleitet. Am Ende des Kapitel 4 betrachten wir in Kapitel 4.7
die adjungierten Maxwell Gleichungen und schliefsen mit der Fragestellung, ob sich
das externe Magnetfeld sowohl divergenz- als auch rotationsfrei fortsetzen ldsst
(Kapitel 4.8).

4.1. Aufstellen eines modifizierten Zustandssystems.

Aufgrund der beschriebenen Problematik mit der §-Dirac Distribution in Kapi-
tel 3.5, stellen wir zwei unterschiedliche Modifikationen des gekoppelten Maxwell-
Newton-Lorentz Systems vor. Die Methode der Wahl ist hierbei eine ausgeschmier-
te Ladungsverteilung einzufiihren, im Gegensatz zu einer punktuellen Ladung und
Auswertung. Man findet diese so zum Beispiel in [100, Kapitel 2.3] beschrieben.
Dabei muss das jeweilige Modell der extended charge distribution im Rahmen der
klassischen Elektrodynamik mit den gekoppelten Gleichungen die empirischen Mes-
sungen hinreichend gut modellieren kdnnen. Vor allem die Einhaltung der Ladungs-
erhaltung ist essentiell. Hierbei gilt es herauszustellen, dass es in der Literatur nur
zwei bekannte, untersuchte Modelle gibt: das Lorentz Modell einer relativistischen
Ladungsverteilung ([100, Kapitel 2.5]) und das Abraham Modell (]100, Kapitel 2.4]).

Im relativistischen, kovarianten Lorentz Modell wird angenommen, dass die La-
dungsverteilung und Massenverteilung des Partikels in jedem Inertialsystem diesel-
be ist. Es ist somit also invariant unter der Lorentz Transformation. Das Modell
steht somit im Einklang mit der speziellen Relativitdtstheorie, ist jedoch deutlich
weniger erforscht und weniger gebrduchlicher im Vergleich zu dem sogenannten
Abraham Modell, das wir im Folgenden verwenden werden.

4.1.1. Das semi-relativistische Abraham Modell.

Das Partikel wird als sphérischer, symmetrischer Festkorper modelliert, mittels aus-
geschmierter Delta-Distribution. Das Modell, welches nun im weiteren Verlaufe der
Arbeit das Modell der Wahl sein wird, ist das sogenannte semi-relativistische Abra-
ham Modell einer festen Ladungsverteilung. Damit ist es nicht Lorentz invariant.
Der grofe Nachteil dieses Modells ist seine zu groke Ungenauigkeit im Falle, dass
sich die Geschwindigkeiten der betrachtenden Partikel der Lichtgeschwindigkeit né-
hern. Im Abraham Modell verwendet man anstelle der Dirac §-Distribution eine
ausgeschmierte J-Distribution, die sowohl in die Maxwell-Gleichungen als auch in
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den Newton-Lorentz-Gleichungen eingeht. Wir benennen mit ¢ die erweiterte La-
dungsverteilung,

€ C*(R?), supp(p) C Br, (0), / () dac = 1
R3

e(x) >0 Vo eR® o(x) = p(y) wenn ||z = |yl

(4.1)

mit R, > 0 € R (p erfiillt die Eigenschaften wie z.B. in [4, Kapitel 2.13| von Alt
beschrieben). Wir behandeln also die Ladung nicht mehr als Punktladung, mit ihrer
Masse konzentriert in einem Punkt, sondern als ausgeschmierte Ladung iiber eine
Kugel mit Radius R,,. Somit hat das Abraham Modell folgende Form

E%E(w,t) — p~teurl B(x,t) = —gap(a: —7r(t))v(p(t)) in Q x [0,7]
c c
1%B(w,zﬁ) +curl E(x,t) =0 in Q x[0,7]
¢
div E(x,t) = 1qgo(ac —r(t)), div B(z,t)=0 in Qx[0,7]
€
E(x,0) = Eo(x), B(x,0) = By(x) in
Exn=0, B-n=0 auf T x [0, 7]

#(0) = a ol = () [(B(o.1) + e(@) + B(p() * (Bla.t) + b(a) | doin 0.7

7(t) = v(p(t)) n[0,T]

0 p(O) = Po-
(4.2)

Wir definieren

Definition 4.1.1 (Strom & Ladungsverteilung mit gegléttetem &;.).

Der elektrische Strom j und die Ladungsverteilung p sind gegeben durch

J(@,t) := qp(x — r(t))v(p(t)), plx,t) = qp(x —r(t)).

Annahme 4.1.2. Das stationdre, externe elektrische Feld e wird in (4.2) vernach-
lissigt.

Lemma 4.1.3. Seir € C1([0,T];R3). Es gilt die Formel zur Erhaltung der Ladung,
gegeben durch

9]

a—?(w,t) +divj(z,t) = 0.

Beweis. Betrachten wir die partielle Ableitung bzgl. der Zeit fiir die Ladungsver-
teilung und den Divergenz Operator angewandt auf den Strom j(x,t) so erhélt
man

3
vt + L@ = Y (i@ 0)i+ Japle - r(0)
1—3 ,
=Y ol — r)pl0): — (@~ r()F(0)

unter Ausnutzung von (3.15b). O
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4.1.2. Die externen EM-Felder und die homogene Maxwell Gleichung.

Die externen elektromagnetischen Felder e, b werden als stationére, zeitunbhéangige
EM-Felder angenommen, die die homogenen Maxwell Gleichungen der Form

€ 8 -1 - .

Eae(m) —p curl b(x) =0 in Q x [0,7]
1%b(:ﬂ) + curle(x) =0 in Q x [0,7) (4.3)
c

dive(z) = 1,0(:118,15), divb(z) =0 in Q x [0,T].
€

erfiillen miissen. Unter der Annahme 4.1.2, dass das externe elektrische Feld e nicht
vorhanden ist, erhilt man aus (4.3) somit Bedingungen an das externe Magnetfeld
b der Art, dass

divb=0, curlb=0and 9;b=0 in Q. (4.4)

erfiillt sein miissen. Die Steuerung unseres spéter eingefiihrten Optimierungspro-
blems wird dieses externe Magnetfeld b sein.

4.1.3. Formulierung des dufteren Magnetfeldes als Vektorfeld eines Ska-
larpotentials.

Zusitzlich zu dem Abraham Modell (4.2) miissen die Bedingungen (4.4) an das
externe Magnetfeld erfiillt werden. Wir fithren hierzu ein magnetisches Skalarpo-
tential n ein. Das Skalarpotential fassen wir als Losung der Poisson Gleichung mit
Dirichlet Randdaten u auf. Diese ergibt sich in ihrer starken Formulierung als

—An=0 inQ, n=u aufl. (4.5)

Sei angenommen u € H %(F), dann existiert nach Lax Milgram eine eindeutige,
schwache Lésung n € H(Q) von (4.5). Das Gebiet  ist nach Annahme 4.2.17
einfach zusammenhéngend. Es folgt mit Theorem 2.2.14, dass im Fall der Definition
von b := Vn, b ein konservatives Vektorfeld ist. Nach Definition 2.2.10 und (4.5)
folgt damit

curl(b) = curl(Vn) =0, div(b) = div(Vn) =An=0, &:b=0 in Q.

Somit sind die Bedingungen (4.4) an die Steuerung b, durch Einfiihrung des magne-
tischen Skalarpotentials, sichergestellt (fast {iberall). Anstelle der Steuerbeschrin-
kungen (4.4) wird die Poisson Gleichung (4.5) in das Zustandssystem mit aufge-
nommen. Die Dirichlet Randdaten w stellen die Steuervariablen in unserem Op-
timierungsproblem, das wir zunéchst in seiner rein formalen Darstellung angeben
werden, dar.

Dariiber hinaus l&sst sich mit der Formel der partiellen Integration die Impuls Glei-
chung der Newton-Lorentz Gleichungen (3.15a), respektive in (4.2), umformulieren

B () = g /Q (@
q/g“”

(1) [B(@,1) + B(p(t)) x (Vn+ B(=,1))] da
(@ -
~a [ 0(Viela — 7)) x Bp(t) da

~

(4.6)

2

r(t) [E(.t) + Bp(1) x B(a,t)|dz
)

—l—q/ up(x —r(t)B(p(t)) xn ds in [0,T].
) in [0, 7).

—~

~—

7(t) = v(p(t
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4.1.4. Schranken an die Position des Partikels.

In den vorangegangen Kapiteln wurden die physikalisch relevanten Modelle und de-
ren Kopplung dargestellt. Um das Abraham Modell fiir unsere Zwecke verwenden
und untersuchen zu konnen, stellen wir eine weitere wesentliche Forderung an die
Position bzw. Trajektorie des Partikels. Wir beschrinken den Aufenthalt des Par-
tikels auf ein Gebiet ©, das im Gebiet Q liegen soll und keinen Kontakt zu dessen
Rand haben wird. Das macht insofern Sinn und ist keine wirkliche Einschrankung,
wenn man sich die optimale Steuerung eines Partikels in einem Teilchenbeschleuni-
ger vor Augen fiihrt. Dabei ist es auf keinen Fall gewiinscht, dass das Partikel den
Rand des Beschleunigers beriihrt oder durchdringt. Zumal dann die Modelle, wie sie
hier vorgestellt werden, keine genaue Beschreibung der physikalischen Verhéaltnisse
wiedergeben. Die Zustandsbeschriankungen, die wir im n#chsten Abschnitt einfiih-
ren, fiihren zu einer komplizierteren Diskussion der Optimalitdtsbedingungen, siehe
hierzu z.B. die Biicher [104, Kapitel 6.2], [56, Kapitel 1.7.3] und [68, Kapitel 9.5].
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4.2. Formulierung des Optimalsteuerproblems.

Bis zu dem Ende von Kapitel 4 der Arbeit treffen wir folgende Annahme

Annahme 4.2.1. Die in dem gekoppelten Modell (Abraham Modell) (4.2) auftre-
tenden physikalischen Konstanten setzen wir konstant auf den Skalarenwert 1. Es
gelte somit

e=1, u=1, c=1.

In Bemerkung 4.3.10 wird die Frage aufgegriffen, wie die Diskussion der Maxwell
Gleichungen zufiihren ist unter der Negierung von Annahme 4.2.1.

4.2.1. Das Optimalsteuerproblem.

Werfen wir zunéchst einen kurzen Blick auf das Optimalsteuerproblem, mit dem
und dessen Komponenten wir uns im Laufe dieser Arbeit beschéftigen werden. Die-
ses ist in (]5) gegeben. Die Nebenbedingung in Form von den Maxwell-Gleichungen,
den Newton-Lorentz Gleichungen und der Poisson Gleichung sind in ihrer starken

Formulierung gegeben.

T
minimiere  J(r, u) 1= /0 lr() di + To(r(T)) + 5 /F 2 ds

u.d.N dass die Maxwell Gleichungen

%E(az,t) —curl B(zx,t) = —j(z,t) in x[0,7]
%B(m,t) +curl E(z,t) =0 in 2 x[0,7]
div E(z,t) = p(x,t) div B(x,t) =0 in x[0,7]
E(z,0) = Eg(x), B(x,0) = Bo(x) in Q
Exn=0, B-n=0 auf T' x [0, 77,

die Newton-Lorentz Gleichungen
b= q [ olw=r(0)[B@.0) +Bp0) < Bl (p)
—q /Q n(V(p(@ — (1)) x B(p(t))) da

g / up(x — r()B(1) x nds i [0,7]

7(t) = v(p(t)) in [0, 7]

T(O) = To, p(o) = Po,

die Poisson Gleichung

—An=0 inQ , n=u aufl

und die Zustandsbeschrinkungen

r(t) € Q

erfiillt sind,
wobei © C Q eine abgeschlossene Teilmenge darstellt. Dariiber hinaus soll die Be-
dingung 5

dist(2,T) > R,

gelten, die sicherstellt, dass die abgeschlossene Menge € einen Abstand von mehr
als R, zum Rand der Menge () besitzt. So ist sichergestellt, dass der Support der
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ausgeschmierten Delta-Distribution nicht den Rand I' beriihren kann. Im Optimie-
rungsproblem (P) sei die Zielfunktion J eine Komposition aus Endzeitzielfunktio-
nal J in Abhéngigkeit von der Position und J;, welches die Trajektorie des Partikels
iiber den gesamten Zeithorizont enthélt. Der Kontrollkostenterm ist gegeben durch
S fF u? ds, genauer gesagt, gegeben als Tychonov-Term mit Tychonov-Parameter
a > 0, indem die Randdaten der Poisson-Gleichung (4.5) als Randsteuerung ein-
gehen. Zusétzlich zu dem gekoppelten PDE-ODE System und der Poisson Glei-
chung nehmen wir die Zustandsbeschrinkung 7(t) € Q auf, die eine physikalische
Sinnhaftigkeit des zugrunde liegenden Modells garantiert und sicherstellt (Teilchen
verbleibt im Inneren des Gebiets). Die Formulierung der relativistischen Impuls-
gleichung (4.6) in (P) garantiert, dass die Integranden der rechten Seite von (4.6)
fiir beliebige 7(t) € R3 wohl definiert sind.

4.2.2. Bené6tigte Funktionenrdume und Spursétze.

Um den Loésungsbegriff, den wir fiir die Maxwell Gleichungen gebrauchen wollen,
einfiihren zu koénnen, benétigt es einige Vorbereitung. Im Folgenden sollen daher
einige hilfreiche und benétigte Definition, Resultate und Formeln ihre Erwdhnung
finden.

Definition 4.2.2. Wir bezeichnen der Definition 2.1.2 folgend mit X := L*(Q;R3)
den Raum der messbaren, L?-integrierbaren Funktionen. Der Ubersichtlichkeit hal-
ber benennen wir die Skalarprodukte und dazugehdorige Normen bzgl. X und X x X
mit (.,.)x und ||.||x.

Definition 4.2.3 (Schwache Differential Operatoren).
Seiu € L?(Q), v € X und w € X. Wir bezeichnen mit

g=VueX: den schwachen Gradienten,
d=divw € L*(Q) : die schwache Divergenz,
r=curlv € X : die schwache Rotation (curl)

falls folgende Gleichungen erfillt sind
/g~¢d:1:: 7/ udivpdr Vo € 2(R?),
Q Q

/d¢dm:—/w-v¢da; Vo € D(4R),
Q

/ ~pdr =+ /v~curl¢>d:c Vo € 2(;R?),

wobei curl : 2'(Q;R3) — 2'(Q;R3), den distributionellen Rotationsoperator mit
(curlw, @) := (v, curl d)) V ¢ € 2(Q0R3) und div : 2'(Q;R?) — 2/(Q), den dis-
tributionellen Divergenzoperator bezeichnet. Siehe hierzu auch die Definition 2.2.2.
Definition 4.2.4 (H(div;Q)- & H(curl; Q)-Riume).
Wir definieren folgende Funktionenrdume

H(div;Q) :={d € X : div(d) € L*(Q)}

H(curl; Q) :={d € X : curl(d) € X},
die Hilbertraume beziiglich folgender Normen

1
]z aivse) = (Il + || divdl|7zq))?
]| rr(eurey = (Il + [ curl d]f )2

sind.
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Des Weiteren benétigen wir Spursétze fiir die unterschiedlichen Differential Opera-
toren. In [67, 75] ist folgender standardméfige Spursatz bewiesen

Theorem 4.2.5 (Spursatz fiir H(Q)).

Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz Gebiet. Dann existiert ein eindeutiger, ste-
tiger, linearer Operator
¥ HY(Q) — H>(T)
mit B
(vru)(z) = u(x) Vo aus T,u € C(Q)N H(Q),
und v, ist surjektiv mit ”’YTUHH%(F) < ¢fjull g1 q)-
Theorem 4.2.6 (Spursatz fir H(curl; Q) & H(div; 2)).

Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz Gebiet. Dann gilt:
(i) Der Raum 2(Q;R3) liegt dicht in H(curl; ().
(ii) Es emistiert ein eindeutiger, stetiger, linearer Operator
v+ H(curl; Q) — H™ % (T;R?),
so dass
yu(x) =u(x) x n(x) Ve fi inT
fiir Funktionen u € C(€;R®) N H(curl; ), mit
||%U||H7%(F;R3) < &llull g(ewnn)-
(iii) Der Raum 2(Q;R3) liegt dicht in H(div; ().
(iv) Es existiert ein eindeutiger, stetiger, linearer Operator
Yo @ H(div; Q) — Hﬁé(F),

so dass
wu(x) =u(x) -n(x) Ve fd inT
fiir Funktionen w € C(Q;R?) N H(div;Q), mit

sl ey < Ellll e
Die Abbildung ~y, : H(div; Q) — H~2(T) ist surjektiv.

Bemerkung 4.2.7. Als Literatur fiir den Spuroperator v, kann die Arbeit von
Girault, Raviart [41] herangezogen werden. Eine detaillierter Diskussion der Eigen-
schaften der Tangentialspur findet man in Alonso und Valli [3]. Der Normalspur-
operator v, wird in dem Buch [103] von Temam néher untersucht. Der Beweis von
Theorem 4.2.6 ist in |74, Kapitel 3, Theorem 3.22-3.29| gegeben.

Bemerkung 4.2.8. Der Tangentialspuroperator v : H(curl; Q) — Hfé(F;RB) ist
im Gegensatz zu dem Normalspuroperator nicht surjektiv.

Bemerkung 4.2.9.

e Fir den Rotationsoperator curl gilt folgende Formel der partiellen Integra-
tion:

/¢~curlv dw—/cur1¢~v dw:—l—/%(v)-(ﬁdg Vo, v € C°(Q;R?). (4.7)
Q Q r

o Fir den Divergenzoperator div gilt folgende Formel der partiellen Integra-
tion:

/gf)div'v dm+/V¢~v d:c:Jr/’yn(v)gbdg Yo € C(Q), v e C°(Q;R?).
Q Q r (4.8)
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Lemma 4.2.10. Es gilt fiir die partielle Integrationsformel des Divergenzoperators:

/Q pdivo do+ /Q Vv de = (300,%8) ;3 1 by V0 € H'(Q), v € H(divi Q).
(4.9)

Bemerkung 4.2.11. Der Beweis vom Lemma 4.2.10 findet sich in Dautray/Lions
[28, Kapitel IX, A, §1].

Bemerkung 4.2.12. Fir den curl-Operator gibt es auch eine Verallgemeinerung
der partiellen Integrationsformel (4.7), die wir im spdteren Verlauf der Arbeit an-
geben werden.

Theorem 4.2.13 (de Rham).

Sei Q C R? ein einfach zusammenhdngendes Lipschitz Gebiet. Dann gilt
{v € H(curl; Q) : curlv = O} = V(Hl(Q))
Bemerkung 4.2.14. FEin Beweis dieses Theorems ist nachzulesen in [9].

Zur Betrachtung der Poisson Gleichung definieren wir uns vorab folgende Riume
Definition 4.2.15. Sei
W:={ve H}(Q): Vve H(div;Q)},
H:={veW:0d,veL*T)},
wobei v die Normalenableitung durch O,v := v,V fiir v € H (), mit v, aus

Theorem 4.2.6 (iv) und mit duflere Normale m, definiert. Die Norm von H sei
gegeben durch

N

1l = (1Bllg ey + 1ARIL2(0) + 19ahlz2ry) (4.10)
mit dazugehdrigen Skalarprodukt.
Bemerkung 4.2.16 (Eigenschaften der Rdume W und H).

Es gelten die Aussagen:

(i) Die Riume W, H sind Hilbertriume.
(i) Der Laplace Operator ist definiert durch A := divV : H — L?(Q).
(iii) Der Hilbertraum H ist somit nach dem Satz von Riesz reflexiv.

4.2.3. Annahmen an das Gebiet und die Daten.

Annahme 4.2.17 (Regularitidt und Eigenschaften des Gebiets).

(a) Die Menge Q C R3? sei ein offenes, beschrinktes und einfach wegzusam-
menhdngendes Gebiet.

(b) Dariiber hinaus sei  von der Gestalt, dass fiir alle g € L*(2) eine eindeu-
tige Losung w € H von

/Vw~V¢d:B:/g¢dm Y ¢ € Hy(Q) (4.11)
Q Q
existiert. Des Weiteren gelte die folgende a priori Abschétzung

[wli# < Cligllize

mit einer Konstante C > 0, die unabhdingig von w und g ist.
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(¢) Das Teilgebiet Q sei definiert durch
Q:={xecR®: g(x) <0, i=1,..,m}

mit m € N und g; € C*(R%*R) mit Ableitungen g,, die absolut stetige
Funktionen firi=1,...,m sind. Es gelte, dass

dist(Q,T) > R,,. (4.12)

Bemerkung 4.2.18. Die Eristenz einer eindeutigen Lisung in Hg(2) von (4.11)
ist nach dem Lemma von Laz-Milgram sichergestellt (siehe hierzu Evans (34, Ka-
pitel 6.1, Theorem 3]). Da die Daten g € L?*(SY) sind, folgt somit hieraus, dass
Vw € H(div; Q) gilt. Nun wird zusdtzlich die Bedingung an die Normalenableitung
von w gestellt, sodass Opw € L?(T"). Dies ist unter vergleichsweise milden Annah-
men erfullt, siehe [26, Kapitel 6].

Annahme 4.2.19 (Problemdaten).

Es werden folgende Annahmen an die Daten von (P) gemachi:

e Die Bestandteile Jy, Jo des Zielfunktionals erfiillen: J1, Jo € CY(R3;R) und
sind nach unten durch Konstanten c¢; > —oo und ca > —oo beschrinkt.
Der Tikhonov-Parameter a im Tikhonov-Term erfillt o € R, a > 0.

Die Anfangsdaten Egy, By der Maxwell Gleichungen liegen in X .

Es gilt: q ist eine positive Konstante.

Die geglittete Delta Distribution ¢ erfillt die Annahmen in (4.1).

Die Anfangsposition des Partikels der Newton-Lorentz Gleichungen erfillt
ro € Q mit gegebenen Anfangsimpuls py € R3.

4.2.4. Einordnung des Optimalsteuerproblems.

Nachdem wir nun das Optimalsteuerproblem (15) angegeben haben, soll ein Uber-
blick iiber die vorhandene Literatur gegeben werden.

Die optimale Steuerung partieller Differentialgleichungen wird in [104] Troltzsch
ausfiihrlich behandelt. Sowohl die Existenz optimaler Losungen wird fiir eine all-
gemeine Klasse von Problemen diskutiert, als auch auf den Umgang mit Zustands-
beschrankugen eingegangen. Die Diskussion der Optimalitdtsbedingungen von zu-
standsbeschrénkten Optimalsteuerproblemen findet sich in [56] wieder. Hierbei wer-
den bendtigte Regularitétsbedingungen wie Robinsons C@Q) und die Regularititsbe-
dingung von Zowe und Kurcyzuz [117] behandelt. Fiir die optimale Steuerung von
gewohnlichen Differentialgleichungen kann das Buch [38] von Gerdts empfohlen wer-
den. In [68] Luenberger werden Zustandbeschrankungen im Kontext der Optimal-
steuerung diskutiert. Die Poisson Gleichung (und allgemeine elliptische Systeme) in
Verbindung mit Optimalsteueraufgaben finden sich z.B. in [77] von Neittaanmaki,
Sprekels und Tiba wieder.

Im nun folgendem Abschnitt werden wir rigorose Losungsbegriffe fiir die einzel-
nen Gleichungen in (P) einfithren. Dabei wenden wir uns den einzelnen Bestand-
teilen des Zustandssystems von (]5) zu. Hierzu werden wir definieren in welchem
(Regularitits)-Sinne man die Komponenten auffassen wird. Dariiber hinaus zeigen
wir die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Zustandsystems basierend auf

einer reduzierten Formulierung.
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4.3. Existenz von Lésungen der Zustandsgleichungen.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns im Detail mit den einzelnen Komponenten
der Zustandsgleichungen von (15) Wir werden dafiir die Losungsbegriffe vorstellen,
die Existenz von Losungen der einzelnen Komponenten diskutieren und vorhandene
Resultate aufzeigen. Den Beginn werden die Maxwell Gleichungen machen.

4.3.1. Diskussion der Maxwell Gleichungen.

Um die Existenz von Lésungen der Maxwell Gleichungen in einem milden Sinn
diskutieren zu kénnen, ben6tigt man die Theorie iber Halbgruppen. Als Grundlage
hierfir dient uns das Buch [85] von Pazy. Die grundlegenden Definitionen und
Séatze, die benétigt werden, sind im Anhang A dargestellt. Zunéchst geben wir die
Definition einer milden Losung an.

Definition 4.3.1 (Milde Losung).

Sei A: X — X der infinitesimale Generator einer Co-Halbgruppe G(t). Seiwg € X
und f € L*(0,T; X). Dann bezeichnen wir die Funktion w(t) € C([0,T]; X) gegeben
durch

w(t) = G(t)wo + t Gt—s)f(s)ds 0<t<T (4.13)
s=0

als eindeutige milde Lésung des Anfangswert Problems (A.1) im Intervall [0,T).
Bemerkung 4.3.2. Die milde Losung (4.13) nennt man auch eine verallgemei-
nerte Losung zu dem Cauchy Anfangwertproblems (A.1). Unter stirkeren Regulari-
tatsannahmen an die rechte Seite f kann man sicherstellen, dass die milde Losung
eine klassische Losung im Sinne (w(t) € C([0,T); D(A))NC([0,T]; X)) von (A.1)
ist (nach 88, Kapitel 12]).

Der zentrale Existenzsatz, den wir fiir unsere Zwecke verwenden wollen, soll im
nachstehenden Theorem formuliert werden.

Theorem 4.3.3 (Theorem von Stone).

Der Operator A ist der infinitesimale Generator der Cy-Gruppe von unitdren Ope-
ratoren in einem Hilbertraum H genau dann, wenn 1A selbst-adjungiert ist.

Bemerkung 4.3.4. Somit ldsst sich mit Stone’s Theorem tber die Selbstad-
Jungiertheit von 1A die Ezxistenz von A und A* als infinitesimale Generatoren von
Cy-Halbgruppen beweisen.

Bemerkung 4.3.5. Der Beweis von Theorem 4.3.8 ist in [85, Theorem 10.8] ge-

geben.

Wir definieren

Definition 4.3.6 (Cauchy-Problem).

Betrachten wir den unbeschrinkten, linearen Operator A der durch

A XxX o XxX, A= (0 —ouwl (4.14)
curl 0

gegeben sein soll (im Folgenden auch Mazwell Operator genannt). Dessen Do-
mine ist definiert als D(A) := HL ., wobei

curl’

HL = {V =(V1,V3y) € H(curl; Q) x H(curl; Q) : v(V) = 0}. (4.15)
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Das zu den Maxwell Gleichungen in (]5) gehdrige Cauchy Anfangswertproblem ist
von folgender Gestalt

5 (5) 4 (5) =5 oo mo
(B0) = (3)

mit §(r, p)(t) = <—W<' - T(t>)v(p(t))>'

(4.16)

0

Bemerkung 4.3.7. Der Raum HL , ist als abgeschlossener Unterraum (da der
Spuroperator stetig ist nach Theorem 4.2.6 (ii)) des Hilbertraums H(curl; Q) x
H (curl; ), wiederum ein Hilbertraum.

Bemerkung 4.3.8. In unserem Cauchy Anfangswertproblem (4.16) finden die Di-
vergenzgleichungen (3.2¢) der Mazwell Gleichungen (3.2) keine Beriicksichtigung.
Allerdings ist es auch in diesem ’setting’ mdglich -analog zu Lemma 3.2.5- die Di-
vergenzgleichungen als Folgerung aus den ibrigen Gleichungen herzuleiten. Dabei
missen Anfangswerte div B(zx,0) = 0 und div E(z,0) = p(x,0) in einem geeigne-
ten Sinne vorgegeben werden, vergleiche dazu auch [27, Kapitel XVII, B, §4].

Bemerkung 4.3.9. Der Operator A ist linear, unbeschrinkt, abgeschlossen und
dicht in X. Fin Beweis dieser Aussage ist in Lemma 4.3.17 gegeben.

Bemerkung 4.3.10. Bericksichtigt man die physikalischen Konstanten €,y so
muss man fir den Hilbertraum X ein gewichtetes Skalarprodukt der Form

(E,B),(E,B)), = (cE,E), + (uB,B),, V(E,B),(E,B)cX xX.
verwenden. Dies fihrt auf die gewichtete Norm
I(E.B)|xxx = ((¢E, E)x + (1B, B)x)

Der Mazxwell Operator ergibt sich dann zu

[N

vV (E,B) € X x X.
e 0N '/ 0 —cul
A:DA) - X x X, A:= (0 N) <cur1 0 )

Mit Hilfe von den gewichteten Hilbertrdumen kann die in diesem Kapitel vorgestellte
Analysis analog ausgefiihrt werden. Als Referenz hierfir sei [16] angegeben.

Definition 4.3.11 (Halbgruppenoperator der Maxwell Gleichungen).

Man definiert den Halbgruppenoperator und dessen Komponenten als

G : X x X > X x X, G(t):= (ég) . (4.17)

Die Losung von (4.16) werden wir milde Lésungen nennen im Sinne von

Definition 4.3.12 (Milde Losung der Maxwell Gleichungen).

By
(E) € C((0,T]; X)? mit

Seien <E0> € XxX undj € L*(0,T; X)? gegeben. Dann nennen wir die Funktion

B

(58) =6 (gg) + /Ot Gt =7)i(r,p)(r) dr 0<t<T, (4.18)

milde Losung des Cauchy Problems (4.16) in [0,T].
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B

und dass entweder die Bedingung j € W11(0,T; X) oder die folgende Bedingung
j € LY(0,T;D(A)) erfiillt ist, ist die milde Lésung von (4.16) eine klassische Li-
sung (siehe Remark 4.3.2). Der Beweis findet sich in [88, Theorem 12.16|. Diese
Argumentation wird z.B. auch in [16, Theorem 3.8] verwendet.

Bemerkung 4.3.13. Unter der Annahme, dass (EO) € D(A), j € C([0,T]; X)?
0

Man benétigt fiir den Operator A, den adjungierten Operator von A und des-
sen Doméne, die Formeln der partiellen Integration, jedoch nicht in ihrer {iblichen
bekannten Form mit Regularititen von 2(£2; R?). Die Formeln der partiellen Inte-

gration lassen sich auch fiir Funktionen aus H(curl; ) und HL , formulieren.

Lemma 4.3.14. Es gelten folgende verallgemeinerten Greenschen Formeln

(1) Fir alle Elemente (W1, W3) € H(curl; Q)2, (Y1,Y3) € H (Q;R?)? gilt
—cwrlYq) (Wi d
o \ curlYy w,) ¢
. curl Wy Y,
B /Q (— cuer1> - (YQ) de — (yuWa, 7Y 1)r + (uW1,77 Y o)r.

Man versteht hierbei (.,.)r. als die duale Paarung »wischen H~'/2(T';R3)
und HY?(T;R3), v, : HY(Q;R3) — HY?(T;R?) ist der standardmdifige
Spuroperator (Theorem 4.2.5), und es gelte

b .
(a1> . (b;) = (a1,b1)ps + (@2, ba)gs  Vai,az, by, by € R

(2) Fiir alle Elemente (W1, W32),(Y1,Y2) € HL | ldsst sich die Formel wie
folgt vereinfachen

—curlY, W _ curl W Y,
/Q ( curl Yy ) ' <W2> da = /Q ( Cur1W1> ' (YQ) da. (420)

Beweis. Wir beweisen zunéichst den ersten Teil der Aussage. Fiir hinreichend glatte
Funktionen w, p € C1(Q;R?) gilt die folgende Greensche Formel fiir die Rotation

/curlw-udw:/w~curludw—/(u><np)-wds, (4.21)
Q Q r

Im néchsten Schritt nutzen wir die Dichtheit von C1(Q;R?) in H(€; R?) ([2, Theo-
rem 3.22|) und in H (curl; ) aus. Mit Hilfe des oben eingefiihrten Spuroperators v,
(sieche Theorem 4.2.5) kénnen wir in Formel (4.21) zur Grenze tibergehen und man
erhalt

(4.19)

/curlw~,uda::/w'curludmf@uxnp,%w)F
Q Q

Vw e HY(Q;R?), u € H(curl; Q). (4.22)

Seien (W1, W) € H(curl; Q)% und (Y'1,Y3) € H*(Q; R3)? beliebig gewiihlt. Durch
Einsetzen von W bzw. W fir p und Y5 bzw. Y fiir w ergeben sich die Glei-
chungen

/ curlY, - Widx = / Yo -curl Wi — (veW1,7-Y o)
Q Q

/ curlY - Wydx = / Y- curl Wy — (W, Y1)
Q Q

V(Y1,Y5) € HY (R, (W1, W) € H(curl; Q).
(4.23)
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Die Subtraktion beider obiger Gleichungen (4.23) fiihrt somit zu folgendem Resultat
/ (— curlYg) ) (W1> da
o \ curlY W,
:A<ﬂﬂ$J(E>M+mexm—meﬂmw
das somit die erste Aussage des Lemmas fiir alle
(W1, Wy) € H(cur; Q)%, (Y1,Y5) € H' ((;R?)?
zeigt. Den zweiten Teil des Lemmas beweisen wir wie folgt.

Seien hierzu (W1, Ws),(Y1,Y2) € HL | beliebig, also vekniipft mit der Eigen-

schaft, dass W1 x np = Y1 x np = 0. Dann folgt aus (4.22)

/curlw-Wldx:/w-curlwldac Vw e HY(Q;R?)
Q Q

und /curl'z9~Y1d:B:/19~curlY1d:B Vo e HY (O RY).
Q Q

Die Dichtheit von H!(€;R?) in H (curl; Q) garantiert die Giiltigkeit der Gleichungen
in H(curl; ) (fir alle w,9 € H(curl;Q)). Also diirfen wir fiir w = Y5 und fiir
¥ = W, wihlen. Ein Addieren der entstehenden Gleichung ergibt (4.20). Folglich
sind die Formeln der partiellen Integration fiir den curl-Operator gezeigt. O

Bemerkung 4.3.15. Aus der giiltigen Abschdtzung

IW X nll, oy < W lieuniay ¥ W € 2GR,

deren Beweis man z.B. in Dautray/Lions |28, Kapitel IX, A, §1| findet, folgt sofort

H%WHH—%(F;W) < EHWHH(Curl;Q) VW e H(curl; ),

aufgrund der Tatsache, dass 2(S;R3) dicht in H(curl; Q) liegt (siehe hierzu auch
Theorem 4.2.6 (ii)).

Bemerkung 4.3.16. Auch fiir den Divergenz Operator, kann man folgende verall-
gemeinerte Greensche Formel beweisen:

divYWdz=— [ Y -VW + (.Y, W)

1 1
O O H™2('),H2(T)

VY € H(div;Q), W € H'(Q)
mit Hilfe der Dichtheit von 2(Q;R3) in H(div; Q) nach Theorem 4.2.6 (iii).

Lemma 4.3.17. Der Operator A ist linear, dicht in X x X und abgeschlossen.

Beweis. Die Linearitit des Operator A folgt aus der Struktur des Operators und
damit aus der Struktur und der Linearitdt des curl-Operators. Die Doméne von A
lasst sich auch als
D(A) = Hy(curl; Q) x H(curl; Q)

mit Ho(cwrl; Q) := {V; € H(cur; Q) : (V1) = 0} schreiben. Dabei ist der
Raum Hy(curl; Q) der Abschluss von 2(£;R3) in H(curl; Q). Es gilt die Inklusion
P(Q;R5) C D(A). Mit der Dichtheit von 2(Q2;R%) in X x X (nach Adams |2,
Korollar 2.30]) folgt hieraus, dass D(A) dicht in X x X liegt.

Um die Abgeschlossenheit von A zu zeigen, seien (V;,)peny C D(A) mit V,, =V =

(¥1> in X x X und AV,, = (wi,ws) in X x X fiir n — oo. Dann gilt wegen
2



46 4.3 Existenz von Losungen der Zustandsgleichungen

(4.20) fiir alle ¢, ¢, € Z2(Q;R3), dass
L&) (2) = [av, (%)) aa
Q \W2 %2 n—oo Jq ©9
_ (n)
n—=o Jo \ curl V3 P2
= lim viUy| ( curl o, )da:
n—oo Jq Vé”) —curl ¢,

L) (i)
o \V2 —curl ¢,

Auf Grund der Beliebigkeit von ¢, ¢, € Z(2;R?), erhalten wir dass curl V; € X,
curl Vi € X (Definition der schwachen Rotation) und somit dass V' € H (curl; 2)?
gilt, wobei w; = — curl Vi und wy = curl V' sind, also AV = (w;,ws) . Dariiber
hinaus, folgt aus V,, — V und AV, — (wi,ws) = AV fir n — oo, dass die
erste Komponente V§") — V1 in H(curl; Q) konvergiert. Somit gilt Vi X np =0
wegen der Stetigkeit der Tangentialspur von H(curl; Q) nach H~'/?(I';R?) (nach
dem Spursatz angegeben in Theorem 4.2.6 (ii)). Es folgt, dass

7(V1) = lim 3(V{") =0,
da V,, € HL . Somit ist also gezeigt, dass V' € D(A) = H, .
Adjungierter Generator und Doméne.

Wir definieren den adjungierten Operator eines unbeschrankten Operators wie folgt
(wobei X x X = L?(Q;R3)? ein Hilbertraum ist)

Definition 4.3.18 (Adjungierter Generator im Hilbertraum). Sei A : X x X —
X x X ein unbeschrinkter Operator mit dichter Domdne. Wir definieren die Menge

D(A*) :={V € X x X : Jey > 0 sodass |(AU, V) x| < cv |U||x YU € D(A)}

Falls V € D(A*), dann kann, aufgrund der Dichtheit von D(A), das lineare Funk-
tional D(A) 5 U — (AU,V)x € R erweitert werden zu einem eindeutigen W €
X x X so dass (AU, V)x = (U, W)x fir alle U € D(A) gilt. Man bezeichnet die
Abbildung A* : D(A*) - X x X, A* : V — W als adjungierter Operator zu A,
und wir nennen D(A*) dessen Domdne.

Bemerkung 4.3.19. Es gilt somit nach der Definition 4.3.18, dass

(U, A*V)x = (AU, V)x VYU € D(A), V € D(A"). (4.24)
Lemma 4.3.20. Der adjungierte Operator zum Operator A, dessen Definition man
in Definition 4.3.6 wiederfindet ist gegeben durch

A XxX XX, A= 0 owl (4.25)
—curl 0

Seine Domidine lisst sich wiederum schreiben als D(A*) = HL .
Beweis. Der adjungierte Operator zu A ist wohl definiert. Dies wird durch die
Dichtheit von D(A) in X x X sichergestellt, was in Lemma 4.3.17 bewiesen wurde.
Man zeigt zunéchst, dass D(A*) C H(curl; Q) x H(curl;Q) und A* durch (4.25)
gegeben ist.
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Sei V' € D(A*) beliebig. Setzen wir nun in (4.24) beliebige Testfunktionen ¢ =
(p1,92) € 2(Q;R3)? C D(A) ein, so gilt

/Q (—Cfllrllriof2> ' (“;;) dx = (Ap,V)x = (¢, A"V)x = /Q (2‘;;) . (Ej“ﬁ;;) .

Da ¢ beliebig ist, erhélt man nach Definition des schwachen curl-Operators (Defi-
nition 4.2.3)

curl Vi, = 7(A*V)2 e X

curl Vo = (A"V), eXx

und somit V' € H(curl; 2)%. Da V € D(A*) beliebig war, ist somit die Form von A*,
wie in (4.25) angegeben, bewiesen. Hiermit ist nun D(A*) C H(curl; Q)? gezeigt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass D(A*) = H._, gilt. Um dies zu sehen, beweisen wir

zuerst die Inklusion D(A*) C HEL . Wir wissen, dass D(A*) C H (curl; Q)2, somit
bleibt zu zeigen, dass auch die Randbedingung erfiillt ist. Seien hierzu V' € D(A*)
und ¢ € H'(Q;R3) beliebig. Der Tatsache geschuldet, dass V' € H(curl; Q)? ist,

diirfen wir W =V mit Y; =0 und Y3 = ¢ in (4.19) einsetzen und erhalten

() 1) - L) () =
— /Q (_Clclilv‘z) : <g> dx + (v V1,7:-¢)r
_ ((g) ,A*V)X + (W Vi, 7e)r
_ (,4 (2) ,V)X + (% V1, 7%9)r-

Hierbei wurde fiir die letzte Gleichung die Eigenschaft (4.24) ausgenutzt, da offen-
sichtlich (0, ) € HE D(A) gilt. Als Resultat ergibt sich somit

curl —
(Vi 7er=0 Vee H(QR?).
Weil 7, : H(Q;R3) — HY?(T;R?) surjektiv ist, siche hierzu z. B. Theorem 4.2.5,
folgt dass
(Vi 9)r=0 V¢ e H/*I;R?)
und somit gilt v,V = Vi x np = 0 in HY?(T;R?)*. Deshalb gilt V € HL . Da
V € D(A*) beliebig gewiihlt war, ist die Inklusion D(A*) C HL | gezeigt.

Es bleibt noch die umgekehrte Inklusion H. , C D(A*) zu beweisen. Sei V' € H.,

curl curl

beliebig. Dann impliziert (4.20) fiir jedes U € D(A) = HL , folgende Abschiitzung

curl

_ —curlU, Vi _ curl Vo U,
(AU, V) x| = ‘/Q ( curlU;, ) ' (Vz) da:‘ o ‘/Q (cur1V1> ’ (Uz) d:z:‘
curl Vo
= H (— cuer1>

die der Abschéitzung in der Definition der Doméne von A* mit cV:H <

1Ux,
X

curl Vo
— curl Vl) ‘ e
entspricht. Also gilt, dass V' € D(A*) liegt. Fassen wir das Gezeigte zusammen, so
erhalt man, dass

D(A*) = HL,

curl

gilt. t

Bemerkung 4.3.21. Aus Lemma 4.3.20 folgt fiir den infinitesimalen Generator
A, dass Formel (4.24) die partielle Integrationsformel (4.20) reprdasentiert.
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Lemma 4.3.22. Es gilt, dass iA selbst-adjungiert ist.

Beweis. Nach Lemma 4.3.20 sind die Domiinen D(A) = H D(A*) identisch.

curl

Der Operator A liegt dicht in X und es gilt nach Gleichungen (4.14) und (4.25)
A=—-A"

Hieraus erhélt man, dass iA = i(—A*) = (i.A)* seine Giiltigkeit hat. Somit ist 3.4
selbst-adjungiert. O

Bemerkung 4.3.23. Nach Theorem 4.3.3 ist somit —A der infinitesimale Genera-
tor der Cy-Halbgruppe G(t) gegeben in Gleichung (4.17). Es gilt jedoch noch mehr.
Betrachte hierfiir Theorem 4.3.26.

Bemerkung 4.3.24. In der Literatur findet sich der Existenzbeweis des Mazwell
Operators in den Biichern [27, 28] von Dautray und Lions. Hierin wird gezeigt, dass
fiir eine offene, beschrinkte Menge Q2 C R3 mit requldrem Rand T, der Operator
—A der infinitesimale Generator einer unitiren Cy-Gruppe G(t) € X x X ist.
Der Operator i A ist selbst-adjungiert. Der Beweis findet sich in Dautray/Lions
[28, Kapitel IXA §1 Theorem 1| und [28, Kapitel IXA §1 Theorem 2| wieder. Die
Resultate sind in [27, Kapitel XVII B 84| zusammengefasst.

Halten wir uns das Cauchy Problem (4.16) vor Augen, so existiert eine milde Lésung
der Maxwell Gleichungen und folgendes Theorem hat seine Giiltigkeit:

Theorem 4.3.25. Es existiert eine eindeutige milde Losung U(t) von (4.16), und
folgende a priori Abschdtzung

I(E(t), B(t) " loo.rxxx) < ear ([[(E(0), B(0) T [xxx + HJ’HLI(O,T;XXX@) )
4.26
hat ihre Giltigkeit mit cpr = Me*T und M > 1,w > 0.

Beweis. Nach Definition 4.3.12, Lemma 4.3.22 und Bemerkung 4.3.23 existiert
U(t), die milde Losung von (4.16). Es gilt fiir U(¢) die milde Losungsformel (4.18)
und nach dem Einsetzen in die Norm erhélt man

t
U ()l (jo,77:x x x) Stg(%?] 1GOUo| xxx +tI€T[13}:;}/O 1G(t —1)j(r,p)(T)||xxx dT

< t U
= e (IGE)l2xxx.x xx)) 1Tl x xx

t
] d
s { s 100 o) [ )l dr)

< max Me(m”UOHXxX +tglaX Mewt”j”Ll(o,t;Xxx)

~ tel0,T) [0,7]
< Me*T (|[Uollxxx + 321 0.1xxx))
=cm ([Uollxxx + l3llLr 0,1:x xx))
mit ¢y = Me®T . Hierbei nutzen wir die Beschriinktheit der Cp-Halbgruppe. Es gilt
nach Theorem A.0.3
1GO) |l cxxx,xxx) < Me*t ¥V tel0,T]
mit M > 1,w > 0. Aulerdem nutzen wir die Regularitdt der Daten Uy € X x X
und j € LY(0,T; X x X). O

Theorem 4.3.26. Sei A der lineare, abgeschlossene und in der Menge X dicht
liegende unbeschrinkte Mazwell-Operator. Dann gilt zusdtzlich zu Theorem 4.3.25
folgende Aussage:
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Der adjungierte Operator A : X x X — X x X ist der adjungierte, infinitesimale
Generator zur Co-Halbgruppe G(£)*,0 <t <T.

Beweis. Wir wenden fiir den Nachweis der Aussagen den Satz von Stone (Theorem
4.3.3) an. Die Voraussetzung, dass X ein Hilbertraum darstellt ist erfiillt. Nach
Lemma 4.3.22 ist A selbst-adjungiert. Daher gilt nach Stone’s Theorem 4.3.3, dass
—A der infinitesimale Generator einer Cy-Gruppe G (t), —oo < t < oo von unitéren
Operatoren (G(t)~' = G(—t) = G(t)*) in X ist. Wir erhalten, unter Benutzung von
Bemerkung A.0.8, dass wir die Co-Gruppe G (t) schreiben konnen als

o JGe), t>0
g(t)_{gl(—t), t<0

wobei —A der infinitesimale Generator der Co-Halbgruppe G, (t) bzw. A der infi-
nitesimale Generator der Co-Halbgruppe G_ (t) ist. Definieren wir uns nun G(t) :=
Gy (t),0 <t < T, soist (i) gezeigt. Mit der Wahl von G(—t) := G_(—t) folgt,
dass —A* der infinitesimale Generator der Cy-Halbgruppe G(¢)*,0 < ¢t < T ist,
da nach Lemma 4.3.20 A = —A* und nach Definition eines unitdren Operators

G(—t) = G(t)* gilt. O

4.3.2. Diskussion der Newton-Lorentz-Gleichungen.

Durch die Definition des Vektorpotentials b in Kapitel 4.1.3 und durch die geringe
Regularitdt des Zustands n erzwungen, wurde die Impuls Gleichung der Newton-
Lorentz-Gleichung in (4.2) mit Hilfe der Formel der partiellen Integration in Formel
(4.6) umformuliert.

Bemerkung 4.3.27. Die Existenz und die Eindeutigkeit einer Lésung, des nicht
mit der Mazwell Gleichung gekoppelten ODE-System, welches in (I:’) gegeben ist,
fiir sich alleine genommen, folgt diber die globale Lipschitz Stetigkeit der rechten
Seite der relativistischen Bewegungsgleichungen und mittels des Ezistenzsatzes von

Picard Lindeldf. Man erhdlt stetig differenzierbare Lisungen.

4.3.3. Diskussion der Poisson-Gleichung.

Wenden wir uns nun der zweiten Komponente unseres Zustandssystems zu. Eine
aufiihrliche Behandlung elliptischer partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung findet sich in [40] von Trudinger und Gilbarg wieder. Beachten wir nun, dass
wir nicht die notige Regularitéit des Skalarpotentials haben, um die Poisson Glei-
chung in ihrer starken Formulierung respektive in ihrer schwachen Formulierung zu
schreiben, so werden wir im Folgenden deren Losung definieren als

Definition 4.3.28 (Sehr schwache Losung der Poisson-Gleichung).
Wir nennen n* € L?(2) fiir ein beliebiges u* € L?(T') eine sehr schwache Lésung

von (4.5), falls n* die sehr schwache Formulierung

—/n*Ahdw+/u*-8nhd§:0 VheH (4.27)
Q r

mit der Normalenableitung O,h = n - Vh € L*(T') von h lést. Hierbei ist H in
Definition 4.2.15 definiert ein Hilbertraum.

Theorem 4.3.29. Fiir jedes u* € L?(T") existiert eine eindeutige Losung n* von
(4.27) und folgende a priori Abschitzung

[7*ll2) < ellu”llz2ry (4.28)
gilt.



50 4.3 Existenz von Losungen der Zustandsgleichungen

Bemerkung 4.3.30. Wir merken zundchst an, falls n* € H'(Q) und n* = u* auf
dem Rand T wdre, dann folgt aus (4.27) unter Anwendung der Formel der partiellen
Integration

/Vn*~Vhdm:() YV heH.
Q
Wegen der Dichtheit von H in Hg() gilt somit obige Gleichung fiir alle h aus

HY(Q). Damit folgt hieraus Formel (4.11) und n* erfiillt die schwache Formulie-
rung.

Beweis. Es gilt nach Annahme 4.2.17 (b) und dem Satz iiber die offene Abbildung
[91, Korollar 2.12](H Banachraum), dass der inverse Laplace Operator und seine
Adjungierte als lineare Abbildungen

— A7l e L(L2(Q),H) und (=A%) e L(H*, L3 (D)) (4.29)
existieren. Definieren wir uns im Folgenden die Abbildung

R:L*T) — H*, mit
(Ru™, h)gpe 3 = —/8nhu* ds.
r

So gilt fiir ein beliebiges u* € L?(I"), dass Ru* € H*.

Die Wohldefiniertheit des Randintegrals ist durch die Tatsache sichergestellt, dass
die Normalenableitung d,,h|r = n - Vh|r € L*(T') liegt, da h € H. Somit ist die
Abbildung R : L*(T') — H* linear und stetig, denn

(4.30)

IRl = sup [ {Ru, Ry ] < sup / Ouhu’| ds
N

[IRll3=1 [Ih]lx=1
< C”“*HL?(F)

unter Ausnutzung von (4.10) und des Spursatzes ([34, Kapitel 5.5, Theorem 1]),
so dass gilt [|Onhl L2y < Clh||g1 ) < C||h|l3, wobei C von € abhéngt. Es folgt
somit aus (4.29), dass fiir alle u* € L?(T") ein n* € L?(Q) existiert, sodass

7= (- A% Ru* (4.31)
und dies eine eindeutige Losung von
(n*, fAh) - ((fA*)*lRu*, fAh) VheH
= <A*(A*)_1Ru*, h>?—t*,7—t = (Ru*,h)3 9y VheEH
und damit von

—/n*Ahdw:—/anhu*dg VheH
Q r

ist. Des Weiteren gilt

* * -1 *
lm ||L2(Q) = ||(—A ) Ru HLZ(Q)

< (= AN 2z2(@) 0 | Ru* |3+
< (= A" Yz 20| Bl ez @y

ulz2(r)
= ¢l[u"[| 2(r),
wobei die Definition der Operatornorm des Adjungierten Operators verwendet wur-

de. Die Konstante ¢ = || (— A7) || z(z20),70 IRl £(22(r),2¢+) > 0 ist unabhéingig von
u* und n*. (|
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Bemerkung 4.3.31. Da die Lisung n*, der oben beschriebenen Poisson Gleichung
mit Dirichlet Randdaten, nur die Regularitit von L?(Q) besitzt, ist somit Vn* (das
externe Magnetfeld) nicht wohl definiert und i.A. nur eine Distribution. In den
Newton-Lorentz Gleichungen behelfen wir uns damit den Ableitungsoperator, der
urspringlich auf n* wirkt, auf die geglattete Delta-Distribution o(x — r(t)), die
in der Bestimmungsgleichung fiir das Momentum auftaucht, anzuwenden. Dies ist
aufgrund der Tatsache, weil o(x — r(t)) ausreichend Regularitit besitzt, machbar.
Hierzu verwendet man die Formel der partiellen Integration, sodass nur n und u in
der rechten Seite der Bewegungsgleichungen auftauchen.

4.4. Diskussion des Zustandssystems.

Somit liest sich das Abraham Modell (4.2), bestehenden aus den im vorherigen
Abschnitt 4.3 eingefithrten Komponenten, als

Maxwell Gleichungen: (4.32)
0 (E(t) E(t) ; .
5 (B(t)) + A (B(t)) =37 ae. in (0,7)

(B0)=(5):

Newton-Lorentz Gleichungen:
#(0) = a [ olw=r(0)[B@.0) +Bp0) x Blw.0)de
— /Qw«o(m — (1)) x B(p(t)) dz

+a [ wpla — r()Bp() xndsin [0.7]
r
7(t) =v(p(t)) n0,T]
7(0) = 7o, p(0) = py,
Poisson Gleichung:

—/nAhda:Jr/uanhdg:O VYheH
Q r

darstellen, das wir im Folgenden als modifiziertes Abraham Modell bezeichnen wer-
den. Unter Verwendung der Losungsformel (4.18) der Maxwell Gleichungen (4.16),
deren Komponenten und der Losungsformel (4.31) der Poisson Gleichung (4.27),
ergibt sich aus den relativistischen Bewegungsgleichungen (4.6) eine reduzierte For-
mulierung unseres Systems (4.32), welche wir im Folgenden mit e einfithren und
bezeichnen werden. Die semi-reduzierte Form héngt von den Zusténden r(t), p(t)
und der Randsteuerung u ab. Die Anfangsdaten 7, p, werden wir im nun Folgenden
in die Zustande r, p mit aufnehmen.

Definition 4.4.1 (Losung des Zustandssystems).
Seien die Abbildung e, F'1, und j wie folgt definiert:
(a) Der Zustandssystem Operator e:
e : Cloy ([0, THR?)? x L*(T) — C([0, T; R*)?,
e(w, z,u)(t) == (el(“”z’“)(t)) |

es(w, z,u)(t)
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mit folgenden Komponenten

e1(w, z,u)(t) :=2(t) — q/ng(a: —w(t) —ro)Fr(w+ 19,2+ py)(t) de
+0 [ (A7) 1R) [Vl - w(®) ~ ro) x B(0) + py)| de
Q

g / wp(a — w(t) — o) Bz(t) + py) x nds
N

ez(w, z,u)(t) :=w(t) — v(2(t) + py)-
(4.33)
Der Raum C%O}([O,T];X), mit einem linear, normierten Raum X, kenn-
zeichnet alle in der Zeit stetig differenzierbaren Funktionen mit verschwin-

denden Werten an der Stelle t = 0 (siehe Definition 2.1.1). Wir schreiben

des Weiteren y := (w, 2)".

(b) Die Lorentzkraft Fp,:
F:C([0,T];R*)? — C([0,T]; X)
gegeben durch
Fr(r,p)(z,t) = E(z,t) + B(p(t)) x B(z,1)

— &) (gg) + /Otg(t — 7)j(r,p)(r) dr
+0tpte) x (50) (52) + [ Bt = itr (),

wobei G den in (4.18) eingefihrte Cy-Halbgruppenoperator bezeichnet und
dessen Komponenten durch € und B gegeben sind.
(¢c) Die elektrische Stromdichte j:

J: C([O,T];R?’)Q — C([OvT];X>27

i) (@, t) = (—‘Mw - v;)(t))v(p(t))) |

Dann bezeichnen wir (w, z,u) € C{lo}([O,T];R3)2 x L*(T) als Losung des Zustand-
systems, falls diese der Bedingung

e(w,z,u) =0
genigen.

Bemerkung 4.4.2.

(a) Man stellt fest, dass sowohl aufgrund der Regularititen von ¢ in (4.1), als
auch der Mazwell Losungen in C([0,T]; X), die Operatoren in die angege-
benen Rdiume abbilden.

(b) Zu beachten ist, dass sowohl die Mazwell Gleichungen als auch die Poisson
Gleichung mittels der jeweiligen Lésungsoperatoren in die oben definierten
Formulierungen eingehen.

(¢) Wir nennen deshalb e(w,z,u) = 0 das reduzierte Zustandssystem. Da es
nur von den Zustinden w, z und der Steuerung u abhdngt.

4.4.1. Aufstellung des Optimalsteuerproblems.

Nachdem im vorangegangen Abschnitt die Lésungskonzepte der einzelnen Bestand-
teile eingefiihrt und diskutiert wurden, soll das nun folgende Kapitel dazu dienen
das Optimierungsproblem rigoros aufzustellen.
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Um eine bessere Ubersicht iiber die verwendeten Variablen zu erlangen, gibt die
Tabelle 4.1 ein Uberblick iiber die Zustands-, Adjungierten- und weitere Variablen.

Variablen Bedeutung
Zustandsvariablen

E elektrische Feldstdrke
B magnetische Flussdichte
T Position/Trajektorie des Partikels
) relativistische Impuls des Partikels
y:=(r,p)" bzw. y:= (w,2)"

n Skalarpotential/ Losung Poisson Gleichung
Steuervariable

U Randdaten der Poisson Gleichung
Adjungierte Variablen

adjungierte elektrische Feldstarke
adjungierte magnetische Flussdichte
adjungierte Partikel Position
adjungierte relativistischer Impuls
)"

= (

&

adjungierte Poisson Losung
Lagrangemultiplikator
eitere Variablen

elektrischer Strom
Ladungsdichte

Lorentzfaktor

externes Magnetfeld
externes elektrisches Feld
geglittete Delta-Distribution

ﬁmc"be-étXEﬁ'b i

TaBELLE 4.1. Uberblick {iber verwendete Variablen

Somit lasst sich das Optimierungsproblem mathematisch exakt unter Zuhilfenahme
der reduzierten Form (4.33) wie folgt formulieren

min  J(w + 7o, u)
st. w,z € C%O}([O,T];RB),
u e L*(D), (P)
e(w,z,u)(t) =0 vV telo,T],
gi(w(t)+rg) <0,i=1,....m Vte|0,T)
mit Zielfunktion J (w+rg, u) i= [ Ji(w(t)+7o) dt-+Jo(w(T)+70)+< [ u? ds. Die

Zustédnde 7, p und Anfangsdaten der ODE sind hierbei durch die Transformationen
r(t) = w(t) + ro und p(t) = z(t) + p, gegeben.

4.4.2. Existenz und Eindeutigkeit einer L6sung des reduzierten Sys-
tems.

Die Nebenbedingung e(w, z,u)(t) = 0V ¢t € [0,T] in (P) ldsst sich wie folgt dqui-
valent umschreiben
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o (?(t)) — fw,zu)E), Yte0,T], w(0)=z0)=0, (4.34)

mit rechter Seite f = (fi,f2)! : C([0,T];R*)? — C([0,7];R?)? und f(w,z,u)
gegeben durch die verbleibenden Terme von (4.33)

filw, zu)(t) = g / (@ —w(t) — o) Fr(w + 10, 2 + po)(t) dz
—q/Q ((—A*)_lRu) {Vg@(w —w(t) — 7o) X B(z(t) + py) |dx

+q

—

uwp(x —w(t) —ry) B(z(t) + py) X nds

fo(w, z,u)(t) = v(z(t) + pg)-
Mit dieser Notation werden wir im Folgenden die Existenz und Eindeutigkeit von
einem y € Cp,, ([0, T];R?)? von (4.34) fiir ein beliebiges, aber fest vorgegebenes

u € L*(T;R) nachweisen. Zu diesem Nachweis wird der Fixpunktsatz von Banach
benutzt.

Lemma 4.4.3 (Globale Lipschitzstetigkeit).

Die rechte Seite f(w,z,u)(t) des reduzierten Systems (4.34) ist global Lipschitz
stetig bzgl. des Zustands y. Es gilt also

|fyr,w)(t) — fy2, w) )2 < Lllyy — Yalloqogreyz V€ [0,T]
mit Lipschitz Konstante L > 0.

Beweis. Aus der Definition (3.13) folgt, dass v in der euklidischen Norm beschrankt
ist, denn es gilt

_ P _ clpl2
lv(p)|2 = p E = . >
miy /(L amds) |/ ((m6e)? + Ipl3) (4.35)
< clplz —¢c. VpeR3
pl2

und deren Ableitung schétzt sich in der Frobeniusnorm durch

V3

v (p)|F < mig’ VpeR®
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ab, denn
3 2
dv(p(t)):
W' (p)Ir = —
1]2:31 9p; 2
. i: 045045 _ 2pip;0i; n p?p?
- 2 2 2
i,j=1 m?(1 + (715‘71‘2)2) (mg)402(1 + (,LZ;ICQ)2)2 (mg)604(1 + (,L'Z‘;")z)?’
0 0 0]
2
- 3 2(me)*(1 + 3s ) pl3 - Ipl3
= —
m2(1 + (J%ICQ)Q) (m )6ct(1 + : \12\5)2)3
_ 3 ~2(mgc)?|pl3 + |pl3
- 2
m2(1+ By (m)set(1+ By s
< ﬁ, vV peR3
mg

(4.36)
Hierbei wird y(p) > 1,V p € R3, ¢ > 0, m§ > 0 ausgenutzt und d;; stellt das Krone-
cker Symbol dar mit 6;; = {1, falls i =7; 0 sonst}. Dariiber hinaus erhalten wir,

nach Definition der ausgeschmierten Delta Distribution und deren Eigenschaften
(4.1), die Abschitzung

le(-—r1) — (- — 7"2)||L2(Q)S</Q</01(90'(w —Tat+ s(r2 —71))ds - (r2 — Tl))ZfU)%

SLw\Tl—m\z(/ 1dx)

supp(¢(-—r1))Nsupp(p(-—r2))

W=

2\ /TR
< L¢7|?“1 — 122
(4.37)
unter Benutzung des integralen Mittelwertsatzes, der Lipschitzstetigkeit von ¢ und

zur Hilfenahme, dass der Tréger von ¢ in einer Kugel mit Radius R, liegt. Des
Weiteren gilt

YV ri,ry € R3

1

2

[N

< (ol oo sy ol (rsy)

= ||90||L00(R3) =./C, VryeR3.

Hierbei wurde die Holderungleichung, die Beschranktheit des Trégers von ¢ und
(4.1) ausgenutzt (g, ¢ dax = 1). Die L>°-Norm von ¢ lésst sich nach (4.1) durch
max,egs |¢(x)| =: C, schreiben.

o(- = r2)llz2(e) < |<P||<P|d$
(4.38)

Wenden wir uns zunéchst der Komponente f; zu und bedienen wir uns des Mit-
telwertsatzes. Es gilt fiir beliebige y; = (w1,21)",yy = (we,22) " € C([0,1]; R3)?
und beliebiges, aber festes u € L%(T)

[f2(y1,u)(t) = fa(y2, u)(D)]2
= [v(z1(t) + o) — v(22(t) + Po)l2
< Jmax, [0 (22(t) + Py + 5(21(t) — w2()))|p|Yy2(t) — y1 (D)]2 (4.39)

EIS]

< Y% s [0a(D)~ 1, D2 = o Iy v
g = —Qq - .R3)2.
> mg Telot] Y2 Y1(b)l2 mg Y1 — Yallc([o,t];r3)
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Hiebei nutzen wir (4.36) aus. Wir betrachten nun f;. Der Ubersichts halber fiihren
wir folgende Notation ein

Ay, w)(t) = fly,u) () + Fy,w)(t) = Fly.u)(t) + fy,u)(t) mit

Flym 0= [ ola—wit) - o lg o (%)

—&—/Olg(t— T)j(w+T0,Z+p0)(T)dT] dx,

fly,u)(t) = q/Q o(x —w(t) — 7o) lﬁ(p(t)) X (B(t) (gg) (4.40)

+ / Bt —7)j(w + 7o,z + py)(7) d’T)‘| dz,
0

Ty uw)(®) = /Q (=) Ru) | V(@ — w(t) = ro) x B(z(t) + o) | da,

o

Fly,u)(t) =g / wp(@ — w(t) — o) B=(t) + po) x nds.

Wir beginnen mit der Diskussion iiber die Lipschitzstetigkeit von f Seien t €
0,7], y; = (w;,z;) € C([0,¢]; R?)? beliebig mit i = 1,2 und es gelte r; = w; +
T0,P; = Zi + Py, ¢ = 1,2. Dann gilt mit den Resultaten aus dem Kabpitel iiber die
Halbgruppentheorie

Fw1,0) (0~ Fa (o)
[ et =ma(0) = o - rate)e) () ao

<gq

t4q

/ [o(@ — 1 (1)) / E(t —7)§(r1,py)(r)dr (4.41)
Q 0

— oz — rz(t))/o E(t —7)j(ra, o) (7)d7]dxe

2

<a(fleer (B2) ],
+ / (= P, )l — () — (.~ ra) o

+ q/o 1€t = 7)g(r1,p1)(7) = E(t = 7)7 (ra, p1)(T) [ xdT [[0(- = 72(8)) ][ L2(0)

. 2 ﬂ'RZ’,
< quwT(”(EoyBo) I x % x+ Hﬂ""hlh)||L1(0,t;XxX))L¢T

+ quwT V C<P ||j(7.11p1) _j(r27p2)HLl(O,t;X><X)' (442)

[r1(t) — ra2(t)]2

In obiger Abschitzung wurde die Cauchy Schwarz Ungleichung, die Eigenschaft
(A.2), also dass [|E(t)||lzx,x) < Me*" ist mit M > 1,w > 0, (4.37) und (4.38)
benutzt. Beachte, dass [|E(t)|z(x,x) < Me*" < maxyepr) Me*' = Me*T gilt.
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Unter Verwendung von (4.35), (4.36), (4.37) und (4.38) erhélt man

ll7(r1,p1) — T2aP2)HL1(OtX><X)

= /II@ —r1(1)o(P1(7)) — (- — 2(7))v(p2 (7)) xdT

q
c

< -

/0 (It = 71(7) = 9. = 2 ()20 o1 (7))l

+ ol = r2 ()2 (i (7)) = v(pz(T))lz)dT

/Ot L¢2\/\;T?T1(T) —ro(7)|cdr

/\ﬁmax [0/ (P (7) + 5(p1(7) = P2(T)F[P1(7) = Pa(T)]2d7

s€10,1]

IN
(SRS

q 7TR3 R
< =TL 7ma r —rao(t)|c
<2rr, Y te[0§]|1() 2 (1)

+ T\/;i max |p1 t) — pa(t)]2

2, /7R3
LA N V3,
—CT(L«: 7 clr = ralloqo.nre)tvCop m Py lelcqo,t];RB))WG [0,7]
(4.43)
und
q t
j (71, . == = 1T v T))|odT
15 (1, ) |21 (0,6 x x) C/o (. = 7r1(7) |2 [v(P1(7))]2 (4.44)

<qT+/C,.Vte0,T]

Hierbei gilt es zu beriicksichtigen, dass die zweite Komponente von j der Nullvektor
ist. Einsetzen von (4.43) und (4.44) in (4.41) ergibt

| (y1,u)(t) = F(ya, ) (B)]2
2,/7TR§9

75 Ir1(t) — r2(t)]2

<aM e (|[(Eo, Bo) lxx+l3 (r1, p) 0,050 ) Lo

+ quwT vV Os@ Hj(ﬁapﬂ - j(Tz,Pz)HLl(o,t;Xxx)

2./7TR3
©
< aMeT ([(Bo, Bo) lxxx +aTv/Cp ) Ly— = I (0) = (1)
2,/mR3
w q @ \/3
+qM e\ /C, = T(Lwiﬁ cllri=ralleo.grs)+v/Co oo ||P1*P2||C([o,t];n«3)>
0
TR
< QML= (180, Bo) I xxx + 20T /T s — mallcqo ey
2
o V3
+—Me TCso WT”pl — Pallc(o,g:r3)

C
< K(|r1 = r2lloqogre) + 1p1 — Pallcqo.gre))
< V2K |y; — sl cqo.0me2
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mit

K =max (qu‘”TLWZ\/\;T?(KEO,BO) ||Xxx+2qT\/7> Me‘”TC’ £)>0

wobei K nicht von Y1,Y2 und ¢ abhéngt. Die letzte Ungleichung folgt nach Young
(Lemma 2.2.21). Richtet man seine Aufmerksamkeit auf den Term f(y, ) so erhilt
man als Lipschitz Abschatzung

[Flyy,u)(t) = flya,u)(t)]2

S0 (5‘;) R

+/ 1B(t — T)j(m,pl)(f)llxdf)l\w(~ —r1(t) = (- = ra(®))l 20
0
+(J/O 1B(t = 7)3(r1,p1)(7) = B(t = 7)j (72, Po) || x d7llp(- = r2) L2

+q|B(p, (1) — B(pg(t))leB(t) (ﬁﬁ) Hx

Hierbei verwendet man die Eigenschaft des Kreuzproduktes, dass |a x b|a < |a|2|b]2
mit a,b € R? und dass |3(p)|2 < 1. Des Weiteren gilt mit dem integralen Mittel-
wertsatz und (4.36) die Ungleichung

1
1B(p1(t)) — B(pa(t))|2 = E(”(Th(t)) —v(py(t))
2

1

< - grél[gf] [ (Do (t) + 5(p1 (t) + Do (1)) |5 [P2() — Py ()]
V3 .

< — t

< e e [P (1) = P (1)
f

= migc”pl —Daolleqogmrsy YVt €0,T],

(4.45)
sodass
|f (g1, u)(t) — Fyg u)(t)]2
o /T
< qMeTL, (1o, Bo)lxx +24T /Ty ) llrs = ralleo iz
V3
2
q V3
+ ?MGWTC«: - Tllpy — Palle(o.0:rs)
V3
+ qmich@wTH (Eo, BO)HX><X lp1 — P2 ||C‘([O,t];R3)7

wobei wiederum (4.35), (4.36), (4.37) und (4.38) ausgenutzt wurden. Somit gilt
|f(ylvu)(t) - f(yQ,u)(t)h < fk”?h - yzHC([o t];R3)2

2\/\7 (”(EO:BO)”XXX +2¢T \ﬁ)

2 3 3
Lyt i;T+q£qMewTH(EO,BO)H ).
c mg mée XxX

mit K = max (qu”TL
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Dariiber hinaus gilt fiir den dritten Term f von f;(y,u) (definiert in (4.40)) mit
(4.37),(4.38), (4.28) und |B(p)|2 < 1 die Abschéitzung

@ w(®) = Flyu)(©),
=] [ (=897 Ru) [Vl = ra(0) x Bp(0) = Vilw = 7a(0)) x Blrs(0)]|
< qll(=A) " Rull 2oy (V0 = 71(8) = Vool = 72(8)) | x[B(P )2

+ IVe(- = ra(8) [ x18(py) ~ Bp2)]2)

~ 2V
< g@ljullzzr (Lo ﬁ N

V3
0 max V(@) ey = palleoss)

<V2Lu K]y, — yalloqo.nes)

mit Konstante K := ¢émax (L 2y ”R /|9 max,ers V()] ‘[) Die vorletzte
Ungleichung folgt aus (4.48) und dem Kapitel 4.3.3 iiber die sehr schwache Losung

der Poisson Gleichung aus Theorem 4.3.29. Fiir die letzte Abschitzung verwendet
man die Young’sche Ungleichung (Lemma 2.2.21). Die Konstante L,, hingt von den
beliebig, aber fest gegeben Daten u € L?(T) ab. Der letzte Term von fi(y,u) (siche
Gleichung (4.40)), der Term f(y,u) kann wie folgt abgeschétzt werden
|f(y1,u)(t) - f(z,u)(t)b
< qllullz2(r) (Ilw(' —7r1(t) — (- = r2())ll 22 () [B(p1)]2
+ Nl = )2y [B(p1) — B(P2)]2)

m

< gL, (Lso\/ ITlllr1 = r2llcqo.nrs) + Cyp

<V2LK|y; — Yslloogmee-

lp1 — p2HC([0»t];R3))

Hierzu verwendet man, dass (4.45) und |3(p)] < 1 gelten. Es ergibt sich K zu
K= g max ( VT, Co 3|F ) Des Weiteren hat die Abschétzung

(- = r)llzacry < ma (@) /1d<=cmr| Vry €R® (4.46)
N

mit Cy, := max,eps |p(x)|2 ihre Giiltigkeit. Durch den Nachweis der Lipschitz Ste-
tigkeit der einzelnen Komponenten von f(y,u) bei festen, aber beliebigen w ist
somit die globale Lipschitz Stetigkeit bzgl. des Zustands y gezeigt, also

[f(yr,w)(t) = f(y2 w)@)]2 < Lllys = Yslleqogrs)> Ve [0,T]
mit L = V2(K + K + LK + LK) + %2 > 0. O
0
Bemerkung 4.4.4. Die Lipschitz Konstante hdngt von der Steuerung u ab. Dies

ist jedoch im nachfolgenden Ezistenzbeweis von (4.34) fir ein fest vorgegebenes u
unwesentlich.
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Theorem 4.4.5 (Existenz und Eindeutigkeit).
Fiir alle w € L*(T;R) emistiert eine eindeutige Lisung y*(t) € C{O}([ T);R3)? des

reduzierten Systems (4.34) mit der folgenden a priori Abschdatzung
ly*llcrqo,mire)z < CullullLzry + Co

mit Konstanten C1,Cs > 0, die unabhingig von y* und u sind.

Beweis. Der Beweis folgt dem klassischen Beweis fiir die Existenz einer eindeu-
tigen Losung eines ODE Anfangswertproblems via dem Fixpunktsatz von Banach
(Theorem 2.2.24). Das Anfangswertproblem (4.34) kann hierfiir auch in

—y0+/ fly,u)(r)dr Vte[0,T) (4.47)

dquivalent umformuliert werden. Zu beachten ist hierbei, dass die Anfangsdaten
durch y, = y(0) = 0 gegeben sind. Mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Analysis,
ist jede stetige Losung von (4.47) eine stetig differenierbare Losung des Ausgangs-
problems (4.34). Wir schreiben (4.34) als Fixpunkt Gleichung

y(t) =Gy)t) Viel0,T]
mit Abbildung G : C([0, T]; R?)? — C([0,T]); R3)? gegeben durch

) = / fly,u)(r)dr

und zeigen im Folgendem, dass G eine kontraktive Abbildung darstellt. Hierzu gilt
es, die geeignete Norm zu wéhlen. Die Norm der Wahl ist definiert durch

—Lt
= max t)|2,
||y||G relo. ]6 |y( )‘2

welche dquivalent zur Maximumsnorm fiir stetige Funktionen ist. Dann gilt fir
die Abbildung G und fiir alle y,,y, € C([0,7];R*)? in der Norm || - || folgendes
Resultat

16w - Glullo = mas | [ swi0) - st ar],

te[0,T]

< L Lt/ - d
fgf?’ée lly, — y2||C([0 ;R3)2 AT

t
_ —Lt/ ( Ls,—Ls _ )d
max o ([ max e [y1(s) — ya(s)]2 ) dr

¢
<L max e_Lf’/ ( max eLS>( max e~ |y, (s) — y2(5)‘2) dr
0

te[0,T) s€[0,7] s€[0,7]

t
< L max eiLt/ elm drlly, — yollc
0

te[0,T)
1 1
=L (7 - 7Lt)
e (777 ly: — yalle

1 _ _
< (g -7l — ol = (1= Dlly, - wale.

Hierbei folgt die erste Abschétzung obiger Formulierung nach der globalen Lip-
schitzstetigkeit von f und somit aus Lemma 4.4.3. Damit ist G fiir alle y,,y, €
C([0,T); R?)? kontraktiv, da 0 < (1 — e LT) < 1. Nach Banachs Fixpunktsatz
(Theorem 2.2.24) existiert somit ein eindeutiger Fixpunkt y € C([0,T]; R?)? der
Fixpunkt Gleichung (4.47). Hieraus folgt mit dem Fundamentalsatz der Analysis,
dass eine eindeutige Losung y* € Cy, ([0, T]; R?)? von (4.34) existiert.
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Nun gilt es, die a priori Abschitzung, |ly*[lc1(o,rrs)2 < Cillull2ry + C2 mit
C1,Cy > 0 zu zeigen. Setzen wir hierfiir wieder (r,p)’ = y + (r0,py) . Wir
erwdhnen, dass nach (4.35)

[fa(y,u)(t)|2 < c
fiir beliebiges t € [0, T gilt. AusRerdem hat die Abschitzung

Vet = llx < IVl @ < VIlmax|Ve@)] <oo  (4.48)
fiir jedes r € R3 ihre Giiltigkeit. Mit (A.2), (4.35), (4.37) und (4.46) leitet man
w0l = |1 [ oo —r)Furp)) da
—a [ (=) ) [Vl (1)  Bp(1) | do
+0 [ ugte—r(0) Bp(t) x
< a(llp(- = re) 2@ | FLr,p) (1)1 x
(A7) Rul 2@ [ V(- — 7(0)1x180(1)

+ [l 2y llo(- = T(t))llw(r)\ﬁ(p(t))h\nlz)

her, unter Ausnutzung der Holderungleichung (Theorem 2.2.19) und dass |a x bl <
lal2]bl2 mit a,b € R? gilt. Man schiitzt f; weiter ab mit

|fi(y, u)(t)]2 < q(H%(' —r@)llz2@) [ Fr(r,p)®)|x
+ (A" Rl £ez2m), 2@y [l 20y [ Voo (- = (1) | x [B(R() |2
+ [l 2y llo(- — 7"(t))||L2(r)|5(P(t))\2)
<a(VONFL(r,p)(O)lx + @/ max V(@) Co /I ull2(r) )

Es gilt nun eine Abschitzung fiir | F (v, p)(¢)||x zu finden. Verwenden wir hierzu
die Resultate aus (4.26), (4.35), und dass |B(p)|z < 1 fiir alle p € R? gilt. Dann
folgt
IFL(r,p)(t)lx = [1E(,t) + B(p(t) x B(,1)llx
o _ (4.49)
< 2T (|[(Bo, Bo)lxx + 13 (r,0) 22 (o 77:5x)

Man erhélt damit und mit (4.44)

Ay 0Oz < a(VCo2Me (|| (Bo, Bo)lxxx +aT /T, )
+ (ev/19max | V(@) + Co v/ITT) full2(r))-
Schlussendlich ergibt sich fiir die C'-Norm mit (4.34)

Y™ lero,778)2 = o, ly™ (t)]2 + o, [Y" ()2

< il + s [0 i a1 00

< Chllullz2ry + Co,
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wobei die Konstanten

C1 = (7' + 1)q(ev/[0] max V()| + Co/[TT) > 0

Co = (T +1) (q(\/cszewT(H(Eo,BO)HXXx +qT \/C%,)) + c) > 0.
sind und y*(0) = 0. Die Konstanten sind unabhéngig von y* und u*. O

Bemerkung 4.4.6. Im Full, dass Q = R3 und t € R, findet sich ein Existenzre-
sultat, unter weiteren restriktiven Annahmen, fir das gekoppelte Mazwell Newton
Lorentz System in [100, Lemma 2.2] und [63] wieder. Der Beweis erfolgt auch dort
uber Banachs Fixpunktsatz.
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4.5. Existenz einer optimalen Ldsung.
In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass eine global optimale Losung von
min  J(w + ro,u)
st. w,z € Oy ([0, T];R?),
u € L*(T), (P)
e(w, z,u)(t) =0 Vtelo,T],
gi(w(t)+rg) <0,i=1,....m Vte|0,T)
existiert. Das in Theorem 4.4.5 gezeigte Resultat, die Existenz einer eindeutigen

Losung des reduzierten Systems (4.34), wird die Existenz einer optimalen Losung
von (P) sicherstellen.

Theorem 4.5.1 (Existenz von Losungen).

Es emistiere eine Steuerung u € L*(T), sodass der dazu gehérige Zustand y =

w, z) € CL,([0,T);R3)? die Zustandsbeschrinkungen g;(w(t) + rq) < 0 fiir alle
{0}

t €[0,T] und alle i = 1,..,m erfillt. Dann existiert mindestens ein globale Lisung
(y*,u*) von (P).

Beweis. Die Argumentation folgt dem standardméfigen Existenzbeweis in der op-
timalen Steuerung. Zunéchst stellen wir fest, dass (P) keine leere zulissige Menge
F hat. Nach Theorem 4.4.5 existiert ein Punkt, der das reduzierte System (4.34)
fiir eine beliebige Steuerung wu erfiillt und nach Annahme sind die Ungleichungen
gi(w(t) + 7o) <0 fir alle ¢t € [0,7] und alle ¢ = 1, ..,m erfiillt. Dariiber hinaus sei

j:=inf(P) € RU{—o0}.
Dann existiert eine Folge {(y,,, u,)}22, € F, also
{(wn, 2, un) }02y C C%O}([O7T};R3)2 x L*(I),
sodass
e(y,,,un)(t) =0 Vn=1,..00, t€[0,T]
gi(w, () +79) <0, 1,...,m Vn=1,..00, t €[0,T]

7
lim J(wy, + 7o, uy) = j
n—oo

gilt. Die Folge der {u,}3; ist in der L?(T')-Norm beschrinkt, da

2
tallFeey < = (T (wn +70,ua) — 0T — )
2
S*((j—kl)—ng—gQ) VYn>N
«

mit o > 0,¢;,¢y > —00 und unter Benutzung von Annahme 4.2.19. Es folgt nach
e(y,,, un) = 0, Theorem 4.4.5 und dessen a priori Abschitzung gilt somit

Hyn||cl([o,T];R3)2 < Cillunllz2ry + Ca
2
<a(Z(G+D-aT-g))+CVn= N

Deshalb ist die Folge {y,,} fiir hinreichend grofes n auch in H'(]0,T[;R?)? be-
schriankt. Da jede beschrankte Folge in einem reflexiven Banachraum eine schwach
konvergente Teilfolge besitzt, findet man somit Teilfolgen {y,,, ,un, }72, mit

Up, — U in L*(T)

4.50
Y, =Y = (0", 2%) in H'(]0, T[; R®)? ( )
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Nach [2, Theorem 6.3] ist die Einbettung H'(]0, T[;R3)? < C([0,7T];R3)? kom-
pakt, sodass eine Teilfolge {y,,, }72, existiert, die stark gegen y* in C([0,T); R?)?
konvergiert

1Y, — ¥ loo.rpmsyz — 0 fiir k — oco. (4.51)

Dann gilt fiir die rechte Seite f aus (4.34) in der Maximumsnorm

1 W, u™) (@) = f(y" w")(O)lloo,rme)z = max [f(y,,, u)(t) — f(y" u) ()]

t€[0,T]
< Ly- — Y leqo,re)2
nach Lemma 4.4.3 und somit
If (Y u™) () = f(y™,u”) ()l co,r):re)2 — 0 fir & — oo, (4.52)

Es gilt B(p) = c 1 (miv(2+py)) "' (2+py) mit Konstanten ¢, md, und y = (w, 2) 7,
P = z + py, sodass wir aus der Konvergenz (4.51) folgern konnen

18Pn,) = B lcqoiryssy: = max [Bpa, () - BE" (1)),

< ma; —\/g || “Il
X .
e m Ppn, — P lC([0,t];R3)

V3

T”pnk —p"llcqo,rirs) — 0 fiir k — oo,

(4.53)
wobei wir Formel (4.45) (Lipschitzstetigkeit von 3) ausnutzen. Des Weiteren lasst
sich aus der Lipschitzstetigkeit des geglatteten Dirac zeigen, dass

o€ =7n) = (= m)lloqomym @) = max [lo€ =7 () = @( =1 E)lla o)

1/2
< max | 2max(L2, L2 |)|rn, (t) — v*(t)|3 / ldz
tE[O,T]( e el F 2 supp(¢(-—rn, ))Nsupp(p(-—r*))

< ma (fﬁmax |rnk(t)—r*(t)2>

2
= TR max(Ly, Ly 1)||7n, — " |lco,r)ms) — 0 fiir k — oo

V3
(4.54)

Wir verwenden die Lipschitzstetigkeit von ¢, Vi mit dazu gehorigen Konstanten
L, bzw. L, und (4.51).

Wir werden nun zeigen, dass y* € C{O}([O,T];R3)2 mit der eindeutigen Losung

von (4.34) iibereinstimmt und dass w*(t) + ro € . Betrachten wir hierzu das
reduzierte System (4.34), formulieren wir es in seiner schwachen Formulierung fiir
alle Funktionen v = (v1,v2) € L?(]0,T[;R3)? und gehen zur Grenze iiber. Da
{y,,} schwach in H*(J0,T[; R*)* gegen y* nach (4.50) konvergiert, folgern wir

T T
/0 yr(t)-v(t)dt = lim | g, (t) - v(t)dt

k—oo Jo

T Y (R TN ) 21 2
_klglolo | (fz(ynk,unk)(t)) (’Ug(i)) dtVveL (}O,T[,}i;@
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unter Berticksichtigung von (4.34). Wir schreiben (4.55) nun als

T
/ g () - v(t) dt
0

k— o0

T
~ lim ( / F gy w7 )(8) - w(t) dt
e /Q (~A%) " R(tn, — %))
T
/0 V(s — wny (£) — 70) X B2y (£) + po)] - 01 (t) dt d

g / (tny, — ) / (91 — Wiy (1) — 70)B(2ns (t) + Do) X 1] 01 (£) dt ds

(4.56)
und dies fiir alle v € L?(]0,T[; R?)?. Man beachte hierbei, dass der Term FJ(y,,, ),
der in f(y,, ,u*) eingeht (siche Definition 4.4.1), unabhéngig von v* ist. Somit folgt
aus (4.56)

T T
[ or@-va= [ )0 v@d voe20TRY @457
0 0
Die Formel (4.57) hat ihre Giiltigkeit, denn nach (4.52) gilt

1 Yy ") (@) = (Y7 0 ) (D)l oo.rymey = 0 fiir k= oo

und {u,, } konvergiert schwach gegen u* in L?(I"). Wir nutzen hierbei aus, dass die
Steuerung nur linear in die reduzierte Formulierung (4.34) eingeht. Auferdem ist
f2 unabhéngig von der Steuerung. Dariiber hinaus gelten nach (4.53) und (4.54)
die folgenden Konvergenzen: Die Folge {8(p,,, )} konvergiert in C([0,T]; R?) gegen
B(p*), {Veo(- —rn,)} konvergiert in C([0,T]; X) gegen V(- —r*) und {o(- —7p,)}
konvergiert in C([0,T]; H'/?(T)) gegen ¢(- — r*).

Man erhilt aus (4.57) und fiir Testfunktionen aus 2(Q;R?)? fiir fast alle ¢ € [0,7]]
nach dem Fundamentallemma (Theorem 2.2.16), dass

g (1) = fly*,u*)(t) tfa.te0,T], (4.58)

Nun folgt aus der Stetigkeit von y*, die Stetigkeit der rechten Seite f(y*,u*) und
somit nach (4.58), dass y* € C*([0,T]; R*)?. Da y,,, (0) = 0 und y,,, im Grenzwert
in der Maximumsnorm mit y* {ibereinstimmt, folgt somit fiir den Anfangswert von
y*, dass dieser y*(0) = 0 erfiillt. Damit ist y* eindeutige Losung des reduzierten
Systems (4.34) zur Steuerung u*. Es bleibt zu zeigen, dass y* die Zustandsbeschran-
kung erfiillt. Mit der Konvergenz von y* in C([0,7];R3)? und der Tatsache, dass
gi € CY(R3%R), i =1,...,m sind, gilt

gi (klim wy, () + 1“0) =g (w*(t)+79) <0 Vi=1,...,m.
— 00

Hiermit ist w*(t) + 7o € Q giiltig und das fiir alle t € [0,T]. Die Nebenbedingungen
von (P) sind vom Punkt (y*,v*) damit erfiillt.

Die Stetigkeit und Konvexitat der Norm ||u||2L2(F) und die schwache Konvergenz der
Folge {uy, }32, in L*(T) liefern

i inf [ 22y 2 10 3
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Mit Hilfe der staken Konvergenz des Zustands {y,, }72, in C([0, T];R?)? ldsst sich
das Zielfunktional wie folgt abschétzen

j= lim (J(wnk (t) + ro,unk))
k—o0
T
. o
= lim / a0 (1) +70) i+ To(w () 70) + 2 20y
> klingo j1 (W, (t) + 10) dt + To(wn, (T) + ro)) + lim inf & ||u7lk||L2(F)2
a *
/ J1(w* () + 7o) dt + To(w* (T) + r¢) + §||u |\2L2(F)7
w*(t) + 7o, u”)
da jth € C'(R3;R). Damit ist (y*,u*) eine globale, optimale Losung von (P),
und das Theorem ist somit bewiesen. (]

4.6. Optimalitidtsbedingungen erster Ordnung.

Wir werden die Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir das Optimalsteuer-
problem (P) im Folgenden ausfiihrlich herleiten und diskutieren. Hierzu benotigt
man einige Vorbereitung. Zuerst gehen wir auf die linearisierte reduzierte Zustands-
gleichung ein, priifen die Differenzierbarkeit der reduzierten Form in Kapitel 4.6.1
und zeigen die Losbarkeit des entstehenden linearisierten Systems in Kapitel 4.6.2.
Danach werden in Kapitel 4.6.3 benotigte Regularitatsbedingungen betrachtet, um
schlussendlich in Kapitel 4.6.4 und 4.6.5 die Optimalitéitsbedingungen aufstellen zu
kénnen.

Bemerkung 4.6.1. Man beachte, dass auch in diesem Abschnitt Annahme 4.2.1
gilt. In Bemerkung 4.3.10 wird auf die gewichteten Hilbertrdume, die zur Diskussi-
on der Mazwell- und adjungierten Mazwell Gleichungen im Allgemeinen vonndten
sind, eingegangen.

Zunachst definieren wir die reduzierte Form und die verwendeten Raume.

Definition 4.6.2. Sei die reduzierte Form e eine Abbildung von
e: Y x L*T) = Z.
Hierbei definieren wir
Y = {(w,z) € H'(J0,T[ ;R*)* : w(0) =0, 2(0) = 0},
Y, := {w e H'(]0,T[;R?) : w(0) =0},
Z = L2(0,T[ ;R*)?,
R:=C([0,T];R™).
Des Weiteren benennen wir y := (w, z),

g: Y, =R, g=(91,9m) ,gi: Y, = C([0,T]),i=1,..m und m €N

G = (gD()eW Y x L) — (i%;?)erR.

Wir schreiben das zu betrachtende unendlichdimensionale Optimierungsproblem
(P) als
min  J(w + ro,u)
st. (w,z,u) € F,

Q)
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wobei die zulédssige Menge gegeben ist durch

F={(w,z,u) €Y x L*(I) :

e(w,z,u)(t) =0, g;(w(t)+ro) <0, i=1,..,m,Vt € [0,T]}.
(4.59)
Man beachte hierbei, dass wir die Regularitdtsforderungen an die Zustdnde w, z
verdndert haben. Der bisher benutzte Zustandsraum war C7, ([0, 7];R?)?. Um je-
doch die Diskussion der Adjungierten Gleichungen in Rdumen hoherer Regularitét
fihren zu koénnen, mildern wir die Regularitdtsbedigungen an die Zusténde auf
H(]0,T[;R3)? mit w(0) = 2(0) = 0 ab. Dies hat keinen Einfluss auf die bisher
hergeleiteten Resultate, was wir im Folgendem kurz ausfithren wollen.

Nach dem Existenzsatz aus Theorem 4.4.5 existiert eine eindeutige Losung y* €
Cloy ([0, T|; R?)? fiir jedes u € L?(T). Die Losung des reduzierten Systems (4.34)
ist somit auch ein Element aus Y. Das Theorem 4.5.1 und dessen Beweis nutzt die
kompakte Einbettungseigenschaft von H'(]0,T[;R3)? — C([0,T];R?)? aus, und
man argumentiert hierbei schon mit dem passenden Zustandsraum Y. Betrachtet
man namlich

yt) = f(y,u)(t) ffa.te (0,T), mit (y,u) €Y x L),

dann folgt aus f(y,u) € C([0,T];R?)?2, dass die Lésung y € C*([0, T]; R?)2. Deshalb
stimmt y mit der eindeutigen Losung aus Theorem 4.4.5 iiberein. Damit hat die
Wahl des Zustandsraums Y fiir das Optimalsteuerproblem (P) keinen negativen
Einfluss auf den optimalen Zustand und dessen Regularitéit. Auierdem bleiben die
Komponenten des Zustandssystems (4.32) wohldefiniert.

4.6.1. Das linearisierte System: Fréchet Differenzierbarkeit der reduzier-
ten Form.

In Formel (4.34) wurde das reduzierte System, bestehend aus den Zustandsglei-
chungen, angegeben. Um Optimalitdtsbedingungen angeben zu kénnen, werden wir
im néchsten Schritt das linearisierte, reduzierte System aufstellen. Die Optima-
litdtsbedingungen erster Ordnung erfordern Differenzierbarkeitseigenschaften der
reduzierten Form. In der Tat zeigt nachfolgendes Lemma, dass die reduzierte Form
Fréchet differenzierbar ist. Hierfiir ben6tigt man die Jacobi Matrix der rechten Seite
j der Maxwell Gleichung (4.16), die durch

7', p)() = (93 (r,p)(8),0,5(r, P)(D))

_ (gfu(p)Veg(- -r)" =l —07')”/(’)) (t) € ROXO
b (4.60)
gegeben ist.

Lemma 4.6.3 (Stetige Fréchet-Differenzierbarkeit der reduzierten Form).

Die reduzierte Form e ist von Y x L*(T) nach Z stetig Fréchet differenzierbar be-
ziiglich des Zustandes y und der Steuerung u und ihre partiellen Ableitungen an der
Stelle (r — ro,p — pg,u) € Y x L*(T) in Richtung (¢r, p,du) € Y x L*(T') sind
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gegeben durch

(%EwWMXUZ%@*(%%%W@@

— dp(t) +4 / [Vo(@ — r(t)) - én ()] Fu(r, p)(¢) de
g / (@ — (1) (0,F1(r, p)o) (1) da

~a [ o= r®) B G010
— [Vels = (1) 0] B(p(1))] % s
— a0 [ (=877 R [Vpte = r()on(t) < Blp(t)
— Velz = r(t) x B'(p()6p(t)| da

te&ﬂ¢_<Z>EY

mit folgender Ableitung des Lorentzkraftterms Fr(r,p)(t)
(8yFL(rap)¢) (t) = (87'FL(rap)¢7' + apFL(ryp)¢p) (t)

:/0 Et—7)(4'(r,p)(1)0(T)) dT

T B(p(t)) x / Bt —1)( (. p) (1)) dr

+ 8 (0160 x (50 (52) + [ B —iar.p)rar).

Die zweite Komponente und deren partielle Ableitung beziiglich des Zustandes hat

die Gestalt
(2 w.00) 0 =60~ (2w w16) 0
=b0(1) 2/ (B(1)) (1)
tel0,T],¢ €Y

Des Weiteren haben die partiellen Ableitungen beziiglich der Steuerung u die Form
561 o afl
(G wwen) () = - (F . wou) )
r

=—q | ¢up(c —7(1))B(p(t)) x nds

n / (~A") 'R, [Vl — (1) x Bp(t))) dz
Q

(%2 (g, w00) (1) =~ (P2(g,m) = 0
t€[0,T], ¢, € L*(T).

Beweis. Man betrachtet die einzelnen Komponenten der partiellen Ableitungen.
Der Ableitungsoperator bzgl. der Zeit, also die Zeitableitung, der auf r, p wirkt ist
sowohl linear als auch beschréankt und somit stetig Fréchet differenzierbar von dem
Raum H'(]0, T[;R?®) nach L%(]0,T[;R?). Wir diskutieren die Fréchet Differenzier-
barkeit von e in (4.33) fiir ausgewéhlte Komponenten im ersten und zweiten Term
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der reduzierten Form. Betrachten wir die Differenzierbarkeit des Terms V(. —)
aus (4.33) und definieren den Nemystkii Operator

O:r—Ve(.—7r), II:C(0,T);R*) — C([0,T]; X).
Der Kandidat fiir die Ableitung ist

II': C([0,T];R*) — £(C([0, T); R*); C([0,TT; X))
mit
(I'(7)pr)(t) = V(- = r)¢(t), t€[0,T], ¢, € C([0, T;R?).
Wir erkennen, dass somit der Kandidat fiir die partielle Ableitung linear ist und
zudem stetig, weil
IV20(- = r)brlleorx) < Lo 2llérlloo,mire

unter Ausnutzung der Lipschitzsteigkeit von V2. Die partielle Differenzierbarkeit
des nichtlinearen Nemystkii Operators II folgt aus der unten stehenden Restglie-
dabschétzung

V(. = (1 + ¢r)) = V(. = 1) = V2o (. = 1)r |G 0,71

:nmx/ﬁvwx_r )= 60(1)) — Vol — (1)) — Vol — (1)) (1) d

te[0,T]
2

— max / ‘/ v2<p(a:—r(t)—9¢,,(t))¢,.(t)de—v%(m—r(t))a;,.(t)‘ da

te[0,T] Jo 0 2

1
1

< L2, 0% | (t)|2 ==L2,19||lén )]k .
< max [ [ 12,07 0000w = 5120190016, Ol o100

wobei Ly, o die Lipschitz Konstante von V2 ist.
Es gilt somit
V(. = (7 + ¢r) — V(. — 1) = V(. — 7)drllc(o,11:x)

|ér (o, 17;R3)

< 7ch 2 VIQ |6 () llco,rrsy — 0 fiir ||¢(t)]lc(o,;r3)2 — 0.

Aufgrund der Einbettung von H'(]0, T[; R?) < C([0, T]; R?), erhalten wir die parti-
elle Differenzierbarkeit des Nemystkii Operators II : H*(]0, T[; R?) — C([0,T); X),
denn
[TL(7 + ¢r) — TI(r) — T (r) vl c(f0.17:%)
¢rlly,
[TI(r + ¢7) — T(r) — I ()¢ [l o (po,71:)
lPrllc(jo,7):r3)

<é — 0, fir ¢, —>0inY,

mit ¢ > 0.
Dariiber hinaus ist die Fréchet Ableitung stetig, denn es gilt fiir {r,}>2; mit
ro(t) = r*(t) in C([0,T);R3)

/ R A
ITE (rn) = I (r )”L(C([O,T];Rsxcqo,T];X))

= sup (I (rn) = T(r7)) &l oo 17:)
$r€C([0,T1E), |, ]1=1

< sup Ly ollmn — 7llcqo,mms) [|0rloo,11:r3)
¢-€C([0,TIR3), |4 ||=1

< Ly allrn = rlleo,ryzrsy — 0.
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Damit ist IT an jeder Stelle r(t) € C([0,T];R3) stetig Fréchet differenzierbar. Wir
betrachten nun fiir einen weiteren Term die partielle Ableitung. Wir fithren den
Nemystkii Operator

IL: (r,p) = j(r,p), I C(0,TER?)? — C((0,T); X)?,
ein, fiir den gilt

I C([OvT];Rg)Q - L(O([OvT];R3)2§ C([O’T]§X)2)

und dessen Kandidat fiir die Ableitung gegeben ist durch

' (y)¢)(t) = (§'(r,p)p)(t), t€[0,T],¢ € C([0,T;R?)?

mit j' aus (4.60). Die mogliche Ableitung ist linear und auferdem stetig, da

. q V3
17" (r,2)ollc(0,m:x)2 < tgﬁ% p (CL¢,1|¢T(75)|2 + meg|¢p(t)|2>

< éllplleo,mirs)2

mit ¢ > 0. Dies folgt aus (4.35), (4.36) und der Lipschitzstetigkeit von ¢, V. Dann
gilt folgende Restgliedabschatzung

15 (v + 6) — 3 (¥) — 5 @)l 0.17.x)2

= e ([ [0t + o6 - stw(®) - ' w(0)ot0) o)
= e (/Q / 7 (y(t) + 06(t))b(t)d0 — J’<y<f>>¢<f>\z dz)
1
:tgfé",%(/g / Lo(p(t) + 05 (1) Vipla — () = 60,(1) 6r (1)

- %w(:c —7(t) = 06 () (P(t) + 06 (1)) dp(1) — 5" (y(1)) S (1) d"\z dw)

1
1
< max [ [ coroisa s = SCI0010(001E om0

~ telo,T

mit einer Konstante C' > 0. Es wurde sowohl der integrale Mittelwertsatz als auch
die Lipschitz Eigenschaft der einzelnen Komponenten, (4.35), (4.36) (Beschrankt-
heit von v,v" in der euklidischen und Frobenius Norm) und (4.39) benutzt. Die
Abschétzung orientiert sich damit an den Beweis von Lemma 4.4.3. Also gilt

3y + o) —3(y) — 5" (¥)olleqo,m:x)2
9llc(jo,71;r3)2

— 0 fur H¢(t)||c’([O,T];R3)2 — 0.

Aufgrund der Einbettung von H'(]0,T[;R?)? — C([0, T7; R3~)2, erhalten wir wieder
die partielle Differenzierbarkeit des Nemystkii Operators II : H 1]o, T R?)? —
C([0,T]; X)2. Denn es gilt fiir 11

ITI(y + ¢) — I(y) — I (9)llc(o,77:x)2
llly

||ﬁ(y +¢) — ﬁ(y) - ﬁl(?JWHC([O,T};X)?
Pl c(0,m:m3)2

<é

—0, fir ¢—0inY
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mit & > 0. Der Beweis der stetigen Fréchet Differenziebarkeit von II erfolgt durch

Hfl(yn) —I(y")

c(cwo 1m0, T]-X)2)

= osw (T, - THY) 9
$€C([0,TIiR3)2, ||| =1 c(o,T]:X)*

Sup 6||yn -y ||C([O,T];]R3)2 H(br
$€C([0,T;R3)2, [|¢[|=1

IN

[0,T];R3)

+ ey, — ¥ leqo,mre)2 |0l oo, mir?)
<&y, — v lloqorre: — 0 fiir y,, — y* € C((0,T]; R?)?

wobei wir im Stile von der vorangegangenen Restgliedabschéitzung abschitzen bzw.
von (4.43).

Die restlichen Komponenten der rechten Seite f des reduzierten Systems (4.34)
lassen sich mit dhnlichen Mitteln abschétzen, sodass man die stetige, partielle Dif-
ferenzierbarkeit fiir jeden einzelnen Term von f nach y von Y nach Z zeigen kann.
Da u nur linear in der rechten Seite f; vorkommt, ist auch f nach u stetig partiell
differenzierbar. Es gilt somit, dass die partiellen Ableitungen von f existieren. Nach
Cartan [19, Theorem 3.7.1] folgt damit die stetige Fréchet Differenzierbarkeit der
reduzierten Form e von Y x L?(T") nach Z. O

4.6.2. Das linearisierte System: Existenz und Eindeutigkeit.

Als eine sofortige Konsequenz aus Lemma 4.6.3 iiber die stetige Fréchet- Differen-
zierbarkeit der reduzierten Form, folgt die Beschrénkheit der einzelnen partiellen
Ableitungen. Dies wollen wir noch ein weiteres Mal mit folgendem Lemma hervor-
heben.

Lemma 4.6.4 (Beschrinktheit der partiellen Ableitungen).

Seien (y,u) € Y x L?(T') und ¢ € Y. Dann existiert eine nicht negative Konstante
C >0, sodass

0
[ < Cllélloqoamns ¥t 0.7

5, W)

. . . . 9
Beweis. Wir zeigen diese Aussage an dem ersten Term von (%yl(y,u)gzﬂ) (t), d.h.

wir zeigen die Beschrianktheit von

o [ [Vele —r(t) - on(0)] Fulr.p)(0) do.
Q
Unter Beriicksichtigung von (4.44), (4.49) und (4.48) gilt
o [ [Vila = () 6,(0) Fu(r.p)(0) o],
< gl V(- — () x |FL(rp) (0)l|x|60(1)]2
< ql| V(- = ()]l x (2027 ([[(Bo, Bo) | x x +4Ty/Cie) )6 ()2
[ max [V (@)| (221647 (1[(Bo. Bo)l|xxx +4Tv/Ce) ) 167 (D)

< C||¢HC([O,t];]R3)2 Vtelo,T)

mit C == ¢/ max,cgs |V ()] (2Me“’T<||(E0, Bo)llxxx +aT's /qoc)) > 0. Be-
trachtet man sich den Term ¢ [, p(x — fo (t—7)(J'(r,p)(7)o(7)) dr d, so
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gilt, dass

o [ele 1) [ £ =)o) drda],
< o = (Ol MeT [, D)8 1 o

<l = @)l 2@ Me™ / V(- = r(T)lx[o(p(7)]2]¢r(T)|2dT
+ [ 1ot = r @)l v )iyl dr)
< qMe*T\/T, (c 1Y) max\Vgo |+\/7 > max_|¢(7 )|2/O 1dr

T€[0,t]

< quwT\/ (C |Q max ‘VQO | + \/ > TH(ZS”C([O,t];R?’)? Vte [O,T]

Hierbei verwenden wir die Abschéitzungen (A.2), (4.35), (4.36), (4.38) und (4.48).
Die restlichen Terme von (g—i(y, u)ng) (t) konnen in dhnlicher Weise behandelt wer-

den, siehe hierzu Lemma 4.4.3. Dies erbringt den Nachweis der Beschranktheit der
0,
Terme von (a—’;(% u)¢) (t). O

Bemerkung 4.6.5. Man beachte, f?ass fir die lineare Abbildung ¢ — Oy, f(y,u)d
und fir alle ¢1, P2, €Y folgende Aquivalenz gilt

(S ww0) 0 (5w w62) 0], < Llor — dallcqoapas L 2 0. ¥t € 0.7]
| (a—f g1 = 2] ) ()] < Lllor = allcqonmsys, mit L =0,V e [0,7]
o] (5 ww3) )], < Loy mitL>0.¥te0.1).

Im Fall einer linearen Abbildung ist somit Lipschitzstetigkeit dquivalent zu Be-
schrdanktheit von (%(y,u)c{)). Dies motiviert Lemma 4.6.4.

Theorem 4.6.6 (Existenz und Eindeutigkeit der linearisierten Gleichung).

Sei (y,u) € Y x L?(T") gegeben. Dann existiert fiir jedes h € Z eine eindeutige
Losung ¢* = (¢, ¢p) €Y der linearisierten Gleichung

S—Z(y,u)gb = h. (4.61)

Beweis. Zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit wenden wir wie in Theorem
4.4.5 Banach’s Fixpunktsatz an. Die linearisierte Gleichung (4.61) lasst sich mit
Hilfe von Lemma 4.6.3 schreiben als

] 6f1
(iigg) = <Ea}* )z; 8) +h(t) ffa. tel0,7],¢(0)=0.

Das Anfangswertproblem ist dquivalent zur Gleichung

(i:8> :/0 K%(W)@(ﬂ +h(r)] dr
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in integraler Form, wobei die Nullanfangswerte beriicksichtigt wurden und die No-
tation %(y7 u)p = (Wl (y,u)d, 8fz( )gb) verwendet wird. Wir definieren

G, : C([0,T;R®)? — C([0,T]; R?)?, / Ay f(y,u) (o) (1) + h(7) dr.

Es folgt aus Lemma 4.6.4 und der Tatsache, dass fo h(r) dr absolut stetig ist (siehe
Definition B.0.3), die Stetigkeit von G;(¢). Die absolute Stetigkeit des Integrals fiir
Funktionen h € Z folgt aus dem Lebegueschen Differentiationssatz dargestellt in
[4, Kapitel 1, U1.6]. Mit der Definition der Norm ||¢[|¢, := max;ejo 7 e~ | (t)]2
und Lemma 4.6.4 ergibt sich, dass (4.61) dquivalent zur Fixpunktgleichung ¢(t) =
Gi(¢)(t) fiir alle ¢t € [0,T] ist und dass G; kontraktiv ist mit der Abschitzung

I610n) - Gl = max | [ 0yt )01~ 6a)(r)

€[0,1)

t
< C max e_Ct/O (max e ¢y (s) — (s)|2) dr

te[0,T) s€[0,7]

11
< — ct —
Ctglgg [C roke } o1 — d2llc,

< (1 - e_CT)||¢1 - ¢2||G17

wobei 0 < (1 —e~¢T) < 1. Damit folgt nach dem Fixpunktsatz von Banach (Theo-
rem 2.2.24), dass eine eindeutige Losung ¢* € Y von (4.61) fiir jedes h € Z existiert.
O

Es gilt somit folgende Aussage

Lemma 4.6.7. Es existiert eine eindeutige Losung ¢*(t) € Y des linearisierten
Gleichungssystems

Oe Oe
oo =~ 55 (.o, (462)

mit ¢ € Y und ¢, € L*(T), & : LA(T )—>Z-

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Theorem 4.6.6. (|
Bemerkung 4.6.8. Als Konsequenz hieraus folgt, dass g—;(ym) bijektiv ist.

4.6.3. Constraint Qualifications und Robinson’s Regularititsbedingung.

Wir definieren uns die Lagrangefunktion des Optimierungsproblems mit Multipli-
katoren 7, o und A durch

£lrpm ) = () + () ’e(y’“>>z*,z g ren

= L(T,p,u,ﬂ, Q) + <)‘7g(r)>R*,R .

zu den gegebenen Zusténden r, p, der Steuerung u und Zustandsbeschrinkung (Be-
schrankung der Position) g(r). Nach Lemma 4.6.3 ist man nun in der Lage iiber
Optimalitdtsbedingungen zu sprechen.

Bemerkung 4.6.9.

(4.63)

e Im Folgenden sei §* = (y*,u*) = (w*,z*,u*) € W =Y x L*(T') ein
lokales Optimum von (P).

e Beachte, dass die Zustinde mit r* = w* + ro und p* = z* + p, gegeben
sind.
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e Die Zustandsschranken g; sind nach Annahme 4.2.19 Operatoren, die g; :
r > g;(r) mit C([0,T); R3) — C([0,T];R),i = 1, ...,m abbilden und Fréchet
differenzierbar sind.

Bevor wir uns iiber nétige Constraint Qualifications Gedanken machen, definie-
ren wir der Vollstandigkeit halber was man unter dem Bild einer Menge, dem
Linearisierungskegel und Tangentialkegel versteht. Des Weiteren geben wir einen
verallgemeinerten Satz iiber die offene Abbildung an.

Definition 4.6.10 (Konische Hiille, Linearisierungskegel und Tangentialkegel).

o Wir benennen das Bild einer beliebigen Menge M C X unter dem Operator
A1 mit AlM = {Alsc - M} cy.

o Wir definieren die offene Kugel in X um den Punkt x € X mit Radius
€ > 0 durch

Bx(w,e) ={y € X : [& —ylx <€}

e Die Menge K(M;x) mit M C R™, M # 0, und © € M st die konische
Hiille, definiert durch

KM;z):={aly—xz):y e M, a>0€eR}.
o Seiy € F. Die Menge
T(F;§) == {s eW 3y, } C F,{t.} CR*

mit ty, \0, G, — 7, y"t_y N s},
n

bezeichnet den Tangentialkegel. Der Linearisierungskegel ist bestimmt durch
LF:g)={seW s KW:ip), ¢'@)s € K( - K G@) },

wobei K C R ein abgeschlossener, konvexer Kegel ist.

In Zowe [117] ist eine Verallgemeinerung von dem Satz iiber die offene Abbildung
bewiesen, der im Folgendem bendétigt wird.

Theorem 4.6.11 (Verallgemeinerter Satz iiber die offene Abbildung).

Sei Ay € L(X1,)1) ein linearer, beschrinkter Operator mit Banachriaume Xy, Y.
Des Weiteren gelte C; C X1 michtleer, konvex und abgeschlossen. Die Menge K1 C
V1 sei ein abgeschlossener, konvezer Kegel und es gelte T € C1, §y € K1. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

o A1K(C1;2) + K(K139) = W
e Fs existiert ein €, sodass

By, (0,€) € A1 ((C1 = ) N B, (0,1) ) + (K1 — 5) 1 By, (0,1).

Gehen wir nun wieder auf unser konkretes Optimierungsproblem ein. Wir geben
jetzt die bendtigte Constraint Qualification an.

Definition 4.6.12 (Linearisierte Slaterbedingung).
Ezistiert ein ho € L*(T) und 6 > 0, sodass
G (0) + g (D)6n() S5 <0 VLEO,T], i=1,om  (464)

gilt, wobei ¢ = (¢r, dp) € Y die Lisung von (4.61) mit h = hy ist. Wir nennen
diese Bedingung die linearisierte Slaterbedingung.



4.6 Optimalitatsbedingungen erster Ordnung 75

Man definiert die Menge aller Punkte, die die Zustandsschranke erfiillen
K:={keR: k(t)>0,Vte[0,T], i=1,...,m}. (4.65)

Lemma 4.6.13. Die Menge K, die in (4.65) definiert ist, ist ein abgeschlossener,
konvexer Kegel mit nichtleerem Inneren.

Beweis. Mit der Definition von K ist das Innere von K nichtleer, da die konstante
Funktion k£ = 1 ein innerer Punkt ist. Dariiber hinaus folgt direkt aus den Defi-
nitionen der Konevexitidt und des Kegels die konvexe Kegeleigenschaft von K. Die
Abgeschlossenheit folgt aus der Stetigkeit der einzelnen Komponenten. (]

Bemerkung 4.6.14. Mit der Definition (4.65) schreibt sich (4.64) als
—(g(r* (1)) +g'(r*(t))dr(t)) € int KVt €0, T].

Definition 4.6.15 (Regularitidtsbedingung nach Robinson).

Erfiillt ein zulissiger Punkt §* = (r*,p*,u*)T € F, die Bedingung

e {(9(2 *)>+(arg;g,(: *13*) ape(%*7 ") aue(%*, u*)) < inf) f*u*) g%«?ﬁ})

so nennt man Y~ requldr.

Bemerkung 4.6.16. Ist Robinsons Regularititsbedingung giltig in §* € F, so
gilt sowohl, dass der Linearisierungskegel L(F;y") im Tangentialkegel T(F;y")

enthalten ist, als auch T(F;y") C L(F;y"), damit also T(F;y*) = L(F;y"). Ein
ausfihrlicher Beweis ldsst sich in [70, Kapitel 13| nachlesen.

Lemma 4.6.17 (Regularititsbedingung nach Zowe & Kurcyusz).
Der Punkt §* € F ist genau dann requldr, falls

(T 0 ) o) (&), (—g?>)>:(£§7>>

gilt. Die Bedingung (4.67) wird Regularititsbedingung nach Zowe & Kurcyusz ge-
nannt.

Lemma 4.6.18. Sei §* = (y*,u*) € W eine lokale Optimallosung von (P). Des
Weiteren gelte die linearisierte Slaterbedingung nach Definition 4.6.12. Dann ist die
Regularitatsbedingung nach Robinson (4.66) erfillt.

Bemerkung 4.6.19. Fin Nachweis von Lemma 4.6.17 findet sich in [117] wie-
der. Die Regularititsbedingungen von Robinson und Zowe/Kurcyusy sind nach [70,
Satz 14.9] dquivalent. Der Beweis von Lemma 4.6.18 erfolgt unter Ausnutzung von
(4.64). Wir bendtigen hierzu die Surjektivitit von g—;(y,u), die aus Lemma 4.6.7
folgt, um den Satz iber die offene Abbildung (Theorem 4.6.11) anwenden zu kién-
nen. Wir verweisen auf [56, Kapitel 1, Lemma 1.14]. Dies ist ausfihrlicher bewiesen
in [70, Satz 15.6].

Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit nehmen wir Folgendes an:

Annahme 4.6.20. Die lincarisierte Slaterbedingung sei fiir ein hg € L?(T') erfiillt.

4.6.4. Notwendige Optimalitidtsbedingungen.

Mit Hilfe der Regularitdtsbedingungen von Robinson (4.66) lassen sich Optimali-
tétsbedingungen in Form der Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen angeben. Die vor-
gestellten KKT-Bedingungen finden sich in dem Buch [56, Kapitel 1.7.3.4] wieder.
Hierzu bendétigt man noch die Definition des Dualkegels.
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Definition 4.6.21 (Dualkegel).
Der Dualkegel Kf C X* eines konvezen Kegels K1 C X ist definiert durch

K ={k"eX*: (k" k)y. » >0 VkeK}
Bemerkung 4.6.22. Der Dualkegel ist ein konvezer und abgeschlossener Kegel.

Theorem 4.6.23 (KKT-System).

Sei y* = (y*,u*) € Y x L*(T) ein lokal optimaler Punkt von (P). Gelte Annah-
me 4.6.20. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren (mw,0,\) € Z X R*, sodass
folgende KK T-Bedingungen erfillt sind:

e(y*, u*)(t) =0, g(r (1) <0 Vitel0,T] (4.684)
/ * )k

Ly(r*,p*,u*, 7m0, \) + (g (’"0) A) —0 inY* (4.68b)

Ly(r*,p*,u*,m0,\) =0 in L*(T) (4.68¢)

A0, A\glr* ) pr=0 in R* (4.68d)

Beweis. Sei §* eine lokale Optimallésung von (P). Dann folgt nach Lemma 4.6.18,
dass (4.66) gilt. Die Funktionen J;, J» sind nach Annahme 4.2.19 geniigend regu-
lar und Fréchet differenzierbar. Die notwendige Optimalitéitsbedingung in primaler
Form ist nach [56, Theorem 1.52| durch

(EG0) (), 20 v () sremn -7
- (H) eumer

gegeben. Die Gleichheit von Tangential- und Linearisierungskegel folgt nach Ro-
binson. Nach Theorem [68, Kapitel 9.4, Theorem 1] (mit Hilfe des Eidelheit’schen
Trennungssatzes) folgt, dass somit ein Multiplikator A := [fi; \] € Z* x R* existiert
mit

oJ * * er(y aU/*)* gT(r*)* ~ — a*
< (ggf,(y*’“*)> + [ epr w0 (ﬁ) : (y y) > >0
W(y , U ) y* u*)* 0 u—1u w*Ww
VyecY,uc L)
(4.69a)

’;‘ € ({0} x K)*, ﬁ ,G(y™,u") =0, —-G(y*,u*) € ({0} x K).
Z*XR*,ZXR
(4.69b)

S
S

Q

Dabei ist der Dualkegel ({0} x K)* gegeben durch

({0} x K)+{(§‘>e 7 % R*: <(l;) , <Z;>>Z*m,zmz 0 Vi, ks € {0}x K},

d.h. f1 ist an keine Bedingung gekniipft, so dass

({0} x K)+:{</;)e Z* x R*:(\ k) g > 0V kg € K} (4.70)
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gilt. Mit der Setzung [ := [7; g], der Wahl von y = y* € Y und unter Beriicksich-
tigung der Unterraum-Eigenschaft von L?(T) ergibt sich aus (4.69a)

%(yﬂu*) +eu(y* u) =0 in L*I)
g Lu(y*vU*77T7 Qv)\) =0 in L2(F)

Hiebei gilt zu beachten, dass 0,(e2)(y*, u*)¢p, = 0 ist und dass wir p = [7; o] =:
—f € Z* definieren. Also ist (4.68¢) nachgewiesen. Wéhlen wir im Gegensatz hierzu
u=u* € L?T) und y = y + y* mit beliebigen y € Y, schreibt sich (4.69a) als

0T , . er(y* u*)*w) <9r(7'*)*)\) >
- - ’ + =0 v Y.
< 5)2 (y U ) <€p(y*,U*)*Q O ?y . ye

8\7 * *) * sy [T0 gr(r*)*)\ _ : *
~ ay(y’u) ey(yvu) <Q>+< 0 —O 1nY

~ Ly(y*,u*7ﬂ'7 Qa)\)—i_ (gr(ro) )\> :0 in Y*

Dies entspricht jedoch eben der Formel (4.68b). Die Formeln aus (4.68a) sind durch
die Zuldssigkeit des lokalen Optimums ¢* sichergestellt. Es gilt noch (4.68d) zu
zeigen. Aus

(§) e oy <m0

und (4.70) folgt, dass </\,I<:>R*7R >0 Vke K,somitgilt \; >0€ R*,i=1,....,m.
Des Weiteren erhalten wir aufgrund der Zulassigkeit des Punktes * (e(y*, u*) = 0)

g D = gl ety e = ((3) Gl o,

Z*xR*,ZxR
was abschliefend unter Anwendung von (4.69b) die Formel (4.68d) beweist. O

Bemerkung 4.6.24. Die Regularititsbedingung von Zowe € Kurcyusz ist in [117]
gegeben. Weitere Literatur, die den Tangential-und Linearisierungskegel im unend-
lichdimensionalen Raum behandelt, stellen die Biicher [56, 68| dar. Die Diskussion
von notwendigen Optimalitisbedingungen und den sich ergebenden KKT-Systeme
von Optimalsteuerproblemen mit Zustandsbeschrinkungen findet sich in [104] von
Fredi Tréltzsch und in [56] wieder.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wollen wir uns im Detail den Komponenten des
KKT-Systems (4.68) zuwenden. Dabei werden wir zeigen, dass sich die Regularitit
der Multiplikatoren verbessern ldsst und abschlieffend das adjungierte reduzierte
System darstellen.

Die adjungierte Gleichung (4.68b) des Optimalsteuerproblems (P) besitzt folgende
Gestalt 5 07 )

78 * sk [ T0 Yk *) g )" _ . *
Um einen ndheren Einblick auf (4.68b) zu erlangen, werden wir die erhaltene ad-

jungierte Gleichung zunéchst in ihrer schwachen Formulierung betrachten. Seien
hierzu die Testfunktionen ¢ € Y gegeben, dann gilt nach (4.68b) fiir alle ¢ € Y

[ [0 (22 r10) 0ot (240 016) 0]
()
(Grnae) =g =0 YeEY (@7
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wobei %—‘Z(r*,u*) =0 und ¢ := [¢r; @p) gelten.

Schauen wir uns zunéchst den ersten Term von (4.71) an. Um eine iiberschaubare
Struktur herleiten zu kénnen, werden wir einige neue Definitionen einfithren. Wir
definieren deshalb

Y, 0): / / (x—7r* 8 W Fr(r ,p*)(b) (t) dex dt, (4.72a)
B(1) = B (BO) / B(t — 1)j(r",p*)(r)dr Vte[0,T), (4.72b)

KiREXREPxR® 5 R3 xR®,  k(r,p,m):= <7r XZ((Z_Z))%(PQ . (4.72¢)

Somit wollen wir nun fiir die erste Komponente () von (4.71) das Theorem von
Fubini-Tonelli [2, Theorem 1.54] anwenden. Der Integrand von (%) in (4.71) ist

messbar, da sowohl 7 als auch (361 (y*,u )d)) in Z liegen. Wir schreiben deshalb

anstelle von (*)

T
| = (a;yl@*,u*)sb)(t)dt
/ ¢P t_qIL( ’y*7¢)
+q/0 r(t) - (/Q [Fo(r,p")(t) - =(1)] Vel — (1)) dz
+ [ (a0 ) 87 () x Vete - o (0)a(0)|de
Q
- /Fu* [Vo(x —r*(t)) - w(t)] (n x B(p*(1))) dg) dt
- ' : ~ANTRu) |8 (p* ()7 z—7r" x
0 ontt) (/Q« A% R [B(0° () (1) x Viplar — v (1)]d

— /Fu* (@ —r*(t))(n x 8 (p*(t))n(t)) dg) dt Vo¢ev.
(4.73)
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Dabei ldsst sich Iy, mit Definition (4.72a) und Fubinis Theorem schreiben

///st—T (r, p*)(7)o(r)) dr

8w () x [ -7 o) dr
B )00 x (50) ()
+ / Bt = 7)) (7)) | - ol — v (O)r(0)
= [ [ (gt~ nte om0, st m) dra

XxX
.\ / o) /Q B(t) (g)
+ [ Bl= it 27 dr) x ol = (0) B " O)(0 daa

In obiger Gleichung verwenden wir die Definition fiir £ (4.72c). Mit Definition
B*(t) (4.72b) als Optlmallosungskomponente der Maxwell Glelchungen und einer

Integraltransformation im Stile von ft 0 f _pa(r,t)ydrdt = f ft La(r,t)dtdr
mit hinreichend regulédren a ergibt sich

T T
(", 6) = / o) / /t: J'0 P ) (1) TGt — 7) (e, p", ) (2) dt da dr

- " oplt)- [ (50 (5)

+ [ Bl )i ) dr) gl — 1 (0) B 0" ()70 de di

O

- qb()/ / G(r =t)"s(r*, p", m)(7) dr dz dt
/¢p /B* x (@ —r*(t)) B'(p™ ()7 () dec dt.

Hierbei ist durch G(t)* = (£*(t), B*(t))T, G(t)* : X x X — X x X die adjungierte
Cy-Halbgruppe aus Theorem 4.3.26 gegeben, die durch Transposition der dualen
Paarung entsteht. Man beachte hierbei, dass die Jacobi Matrix j/(r*, p*)(t) gegeben
ist durch (4.60). Es ergibt sich damit fiir Iy, (7, y*, @)

IL(m,y*, ¢)

/ o(t) / / G(r —t)*k(r*,p*,m)(7) dr dac dt

+ [ o0 /B* ) sl — (1)) 8 (" (1) () s

=/ ¢(t)/ (ng((:f_:));((’;); 8) /TT G(r — 1) k(r*,p*,7)(7) dr da dt

=t

+ [ et [ B0 sta =) 8 6 Ol
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Da dies die einzige Komponente von (4.71) ist in der die adjungierte Halbgruppe
G(.)* vorkommt, definieren wir uns im néchsten Schritt

@Eg) T /tTg(T —t)*k(r*, p*,m) () dr

0
:7/ ) tg(Tftfs)*n(r*,p*,w)(Tfs)ds (4.74)

T—t
:/ G(T —t—s)k(r*,p*,n)(T — s)ds,
0

wobei wir die Substitution s = T' — 7 nutzen mit Transformation des Integrators
ds = —d7 und anschliefender Invertierung der Integralgrenzen. Wir erhalten fiir
Ir(m,y*, ¢) die folgende kompakte Schreibweise

Ty ) = / / (qu o ;13’((1;))1) O (t) da dt

+f " onlt)- /Q B (1) x ol — v (£)) B (p" (1))(t) dee dt.

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass die Jacobi Matrix von j(r*, p*) zwei Nullblécke
von jeweiliger Dimension R3*3 besitzt und somit die Komponente W(¢) in diesem
Fall entfallt. Des Weiteren definieren wir

< > /gt*s rpt (T = 5) ds. (4.76)

(4.75)

Dann gilt

Lemma 4.6.25. Der Vektor (égg) € C([0,T]; X)? aus (4.76) ist die milde Lo-

sung von folgendem Cauchy Problem
9 (d(t) NIONE (. = (T =) m(T —t)
ai (v0) +* (3 <7r<T — ) % ol — (T — 1) B(p" (T t)))

a.e. in [0,

d(0) =T(0) =0 € X.
(4.77)

Beweis. Nach Theorem 4.3.26 (basierend auf dem Satz von Stone) existiert ein
Halbgruppenoperator G(¢)*, der durch den infinitesimalen Genrator —A* erzeugt
wird und eine Losung von (4.77) ist. Somit ist (4.76) milde Losung von (4.77), deren
rechte Seite dem Vektor & entspricht. Die Anfangsdaten sind dabei ®(0) = ¥(0)
0eX.

ol

Wir folgern hieraus die Aussage

Lemma 4.6.26. FEs existiert eine milde Ldsung von folgendem riickwdrts in der
Zeit laufendem Problem

D (D)), o (2O\_( e-roo )
51 ()~ (& <t>)‘< () x (. *())ﬂ(p*(ﬂ)) oo

®(T)=U(T)=0€ X.
(4.78)

Hierbei ist (igg) € C([0,T); X)? aus (4.74) die milde Lisung.
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Beweis. Betrachten wir

(30) = [ ot ratr s

aus Gleichung (4.74). Fiihren wir folgende Substitutionen ein
s:=T—t, s:=T—r,

so dass dT = —ds ist und setzen dies in (4.74) ein, so erhalten wir
(T -3 o o
<‘1’%T - E;) B ’/. G(5—s)"s(r,p", m)(T — s)ds

— /0S G(5—s)'k(r*,p*,m)(T — s)ds
_ (205)

-(35)

Hierbei <$> die milde Losung von dem (vorwérts in der Zeit) Cauchy Anfangswert

Problem (4.77). Aus )
£(0)--5 (o) 5 (30)

folgt die Behauptung. Aufgrund der Anfangsdaten von der milden Losung (4.76)
folgt ~
(T —-0)\ [P0\ ., .
(2r-0) = (3in) =0 = x

Vergegenwiéirtigen wir uns die urspriingliche adjungierte Gleichung (4.71) und defi-
nieren wir der Ubersichtlichkeit halber

w = (ﬁ) e 12(]0, T[; R?)?, (4.79)

dann erhélt man fiir den ersten Teil von (4.71) folgende Formulierung

O

[0 (B o)+ o) (92 utyo) o] a
T T
— [ b0 vt [ o)A w
0 0

)
H)r(t)| da
) (4.80)
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unter Beriicksichtigung von (4.73), Lemma 4.6.3 und Einsetzung des Poisson Lo6-
sungsopertors 7* = (—A*)~! Ru*. AuRerdem verwendet man hierzu Formel (4.75),
in der der adjungierte milde Losungsoperator ®(¢), der adjungierten Maxwell Glei-
chung (4.78), eingeht.

Mit Hilfe von (4.80) lésst sich die adjungierte Gleichung (4.71) des KKT-Systems
(4.68) als

/oT O(t) - w(t) dt + /OT ¢(t) - A(y", u*,w)(t) dt — <%Z(T*’u*)’ ¢T>w,m

— <)\79/(7'*)¢r>3*7]{ =0 V¢ev.
(4.81)
schreiben. Unter Ausnutzung von (4.81) kénnen nun weitere Aussagen iiber die Re-
gularitidt der Multiplikatoren m, g, die adjungierte Gleichung (4.68b) und die Kom-
plementaritdtsbedingung (4.68d) getroffen werden. Hierzu benotigt man den Begriff
der Funktion von beschriankter Variation. Als Literaturangabe fiir BV-Funktionen
sollen unter anderem die Biicher [10, 4] dienen.

Es gilt folgendes Variationslemma fiir Riemann Stieltjes Integrale (R-S-I), das in
dem Buch [38, Lemma 3.1.9] fiir Funktionen f,g € L>(]0, T[; R¥), k € N, bewiesen
wird.

Lemma 4.6.27 (Du Bois Reymond fiir R-S-I/ Variationslemma).

Seien die Funktionen f,g € L2(J0,T[;R*), k € N, s € C([0, T];R™*¥), m € N, und
b € BV([0, T];R™) gegeben. Des Weiteren gelte

/0 (f(t)-h(t)+g(t)-h(t))dt+/0 (s(Oh®)-db(t) =0 (4.82)

fiir jedes h € H*(J0, T[;R*) mit h(0) = h(T) = 0. Dann ezistiert eine Konstante
¢ € R* und eine Funktion g € BV([0, T]; R¥), sodass
git)y=g(t) fi. in|0,T] und
T T (4.83)
o) =~ [ sirar— [ s abtr) - ¢
t t
gilt.
Beweis. Setzen wir hierzu das Integral bzw. das R-S-1

T T
F(t) ::/t f(r)ydr, G(t) ::/t s(t) " db(T).

Das Integral F(.) ist wohldefiniert, weil f € L2?(]0,T[;R*) und G(.) nach Bemer-
kung C.0.2 (ii) existiert. Es gilt

/OTf(t)~h(t)dt—/0Th(t)~ d(/;f(T)dT)
:—/OTh(t)~ d(/tTf(T)dT) :—/OTh(t)- dF(1).

Die erste Gleichheit gilt nach Lemma C.0.3 (iv) mit a = T und der Tatsache,
dass die Inklusion H'(]0, T[;R*) C C([0, T]; R¥) gilt (sogar kompakte Einbettung).
Auferdem folgt aus C.0.3 (iv) F € BV([0,7];R*). Im Folgenden wenden wir die



4.6 Optimalitatsbedingungen erster Ordnung 83

partielle Integrationsformel (C.1) an. Man erhélt

T T
—/ h(t)- dF(t) = | F(t)- dh(t) - [h(t) - F(t)]g

0 /F - [ 70y

unter Ausnutzung von h(0) = = 0. Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich
nach Lemma C.0.3 (v) und h € Hl(]O T[; R¥) (damit auch in AC(]0, T[; R¥)). Ein
ahnliches Vorgehen ergibt fiir das R-S-I in (4.82)

T T t T
A (s(t)R(t)) - db(t) = /'hu>wx/ S(r)T db(r)) = A—A h(t) - dG(t)

/ G(t) - dh(t / G(t
Dabei liisst sich wiederum Lemma C.0.3 (iv) anwenden, da s € C([0, T]; R™*%),
b € BV([0,T]);R™) und h € H'(]0, T[; R¥) ist. Mit Hilfe der partiellen Integrations-

formel (C.1) und Lemma C.0.3 (v) ist obige Gleichung fiir das R-S-I gezeigt. Somit
schreiben wir (4.82) als

o=A(ﬂwlwwumw+aim»w+é<amw»dww

; (4.84)
~ / (F(1) + G(t) +g(t) + &) - h(t) dt,
0
wobei 0 = &(h(T) — h(0)) = &- [, h(t)dt = [ &-h(t)dt und h € H'(]0,T[;R)
mit h(0) = h(T") = 0 ausgenutzt wird. Wahlt man nun
em 7 [ (=F -G ~gv)ar
M0=l(ﬂﬂ+GU () +e)d
so ist h(T) = 0 und h(0 fo G(t) + T fOT G(r) +

R¥) nach Konstruktlon von F G und

_l’_
g(7)) dr = 0 erfiillt und es gllt h e Hl(]O7 E
R¥) liegt. Einsetzen in (4.84) liefert

Voraussetzung an g, das in L?(]0, T7;

T
0= /0 [F(t) + G(t) + g(t) + &5 dt, = | F(t) + G(t) + g(t) + &l 720, 7z

und damit folgt aus der Definitheit der Norm
git)=—-F(t)—G(t)—¢ fi. in (0,7)

/ f(r drf/ s(r)Tdb(t) —&=g(t)  fii.in (0,T)

Somit kénnen wir abschlieend, mit der Bemerkung, dass |, tT s(7) " db(7) nach Lem-
ma C.0.3 (iii) in BV([0,7]; R¥) liegt, folgern, dass g € BV([0, T]; R¥). O

Bemerkung 4.6.28. Fulls kein R-S-I in (4.82) vorhanden ist, vereinfacht sich
(4.83) zu

Lo)=fFt) fii in (0,T). (4.85)
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Lemma 4.6.29 (Riesz Représentation mit BV-Funktion).
Sei A € R* beliebig gegeben mit
NP g g >0 Vo€ R mit¢(t) >0V tel0,T]

Dann gibt es eine monoton wachsende Funktion g € BV([0, T];R™) mit g(0) = 0,
sodass

T
A e = /0 o(t)- dg(t) Y oeR

gilt mit | A|| g = var(g, [0,T7).

Bemerkung 4.6.30. Die nach Lemma 4.6.29 existierende, monoton wachsende
Funktion g € BV([0,T];R™) mit g(0) = 0, ist somit ein Element von beschrinkter
Variation NBV ([0, T]; R™) (siehe Definition B.0.5).

Bemerkung 4.6.31. Ein Beweis von Lemma 4.6.29 kann in [68, Kapitel 5.5,
Theorem 1] von Luenberger studiert werden. Dabei kommt im Wesentlichen der
Satz von Hahn Banach zur Anwendung.

Kommen wir nun zu dem eigentlichen Resultat dieses Abschnittes, der Regularitét
der existierenden Multiplikatoren des KKT-Systems (4.68) unter Berticksichtigung
der Zustandsbeschrankung und der Gestalt der adjungierten Gleichung (4.81).

Lemma 4.6.32 (Regularitit der adjungierte Zustinde und des Multiplikators).

Es gelte Annahme 4.6.20. Die adjungierten Partikelpositionen o und adjungierten
Impulse 7 besitzen die Regularititen o € BV ([0, T);R3?) und 7 € W1>°(]0, T[; R3).
Auferdem existiert eine Funktion pn € NBV ([0, T];R™), sodass zusammen mit den
adjungierten Zustinden 7, o von (4.68) und der lokalen optimalen Losung (y*,u*)
von (P) folgendes ODE System (rickwdrts in der Zeit) erfillt ist:

_ﬁ(t) = _Ap(y*7U*a o, 7T)(t) fu in ]O7T[ (
2(T) = 0 (4.87
—0(t) = = A (y*,u", 0, m)(t) + VIL(r* (1) — ¢'(r*(t) "Alt)  fii in]0, T (
o(T) = VLo (r*(T)). (

Dariiber hinaus ist p monoton steigend und erfullt

/0 g(r*(8)) - du(t) = 0. (4.90)

Des Weiteren besitzt o abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen tq, ...,tp in 10, T, in wel-
chen die Formel

o(t:) —o—(t:) =g (r*(t:)) " (n=(t;) — p(ts)), i=1,...,¢ (4.91)
gilt.
Beweis. Diskutieren wir zunéchst die adjungierte Gleichung (4.81) und deren Kom-
ponenten. Nach Theorem 4.6.23 gilt, dass A € R*, A > 0. Benutzt man den Satz

von Riesz fiir BV-Funktionen (Lemma 4.6.29), so existiert eine eindeutige Funktion
w € NBV([0,T];R™), so dass

(\0) e g = /0 " o) -dut) Vv eR (4.92)

gilt. Zusédtzlich erhélt man nach Lemma 4.6.29, dass p wie behauptet monoton
wachsend ist. Nach der komplementéren Schlupfbedingung (4.68d) und Lemma
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4.6.29 folgt fiir (A, g(r*(t))) g+

T
/0 g(r* (1) - dut) = (7, g(r* (1)) o 5 = 0.

Dies erbringt den Nachweis fiir (4.90). Nutzt man als néchstes die Struktur der
Zielfunktion aus, J (r,u) = foT Ji(r(t)) dt+ Jo(r(T)) + § [ u? ds, und wendet sich
der Ableitung eben dieser nach dem Zustand y zu, welche in (4.81) eingeht, so erhélt
man

aj * ok _ 87\7 * *
<ay(T , U )’¢>y*7y - < 37’ (T , U )a¢r>Y:7YT

T
- / (0" ()b (t) dt + T3 (" (T))6, (T).

Fiihren wir im néchsten Schritt (4.93) und (4.92) in Formel (4.81) zusammen, so
ergibt sich

’

(4.93)

A0 - (VO ] 60) + w(t) - () dt

T
- / (¢ (0)n (1) - du(t) =0 ¥ € CF(0,T;RY)?.  (4.94)

Man beachte hierbei, dass ¢'(r*)¢, € C([0, T];R™) ist, da ¢'(r*) € C([0,T]; R™*3
nach Annahme 4.2.17 (c). Es gilt, dass die Komponenten V.J; (r*(t)), A(y*, u*,w)
von Regularitdt Z sind. Wir beschéftigen wir uns zunéchst mit der Komponente
A(y*,u*,w), die in (4.80) definiert ist. Man stellt fest, dass w nach (4.79) von Re-
gularitit L2(J0, T RY)? ist, B(p(t)), v(p(t) € C1([0, T;R?) und Fy(r, p)(t) =
E*(t) + B(p*(t)) x B*(t), mit E*(¢t), B*(t), y*(¢) stetig (in der X-Norm) bzgl. der
Zeit t sind. Es folgt
A(y*,u*,w) € L*(]0, T[; R®)2.

Mit Hilfe des Lemmas von Du Bois Reymond fiir R-S-I (Lemma 4.6.27, alle Vor-
aussetzungen sind erfiillt) gilt, dass die Aquivalenzklasse w einen Reprisentanten
als BV-Funktion besitzt, den man der Einfachheit halber mit demselben Symbol
schreibt. Des Weiteren gibt der Beweis von Lemma 4.6.27 eine konkrete Konstruk-
tion von ¢ an. So ist ¢ im Beweis des Variationslemmas fest gegeben durch

g(t) = —¢ - F(t) - G(b),

wobel in unserem Fall

g(t) = <§8) F(t) = /tT Aly*u* ) () — (wﬂg*(ﬂ)) ir
G(t) = (J;T g’(r*(gwm)

sind. Daraus ergibt sich fiir ¢t = 7', dass ¢ = —(o(T), (7)) " und somit lisst (4.94)
mit Lemma 4.6.27 im Zeitintervall ¢ € [0, T schreiben als

T
olt) = o(T) - / A (7w, w)(r) — V(7 (7)) dr (4.95)
4 / ¢ (7)) T dp()

T
(t) = 7(T) — /t Ay, w)(r) dr. (4.96)
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Aus Gleichung (4.96) und Bemerkung 4.6.28 folgt sofort
—7(t) = —Ap(y*,u", 0, m)(t) fi. in]0,T7].

Somit ist (4.86) gezeigt. Es folgt auch aus Lemma 4.6.27, dass 7, 0 € BV([0, T]; R3)
und schlieflich nach Lemma B.0.2 (iii), dass 7, 0 € L>(]0, T[; R?). Damit und mit
Gleichung (4.86) schlukfolgert man, dass = € L*(]0,T[;R?). Dies ist wie folgt
begriindet: Die Multiplikatoren o, 7 sind aus L>°(]0, T[; R3) und es gilt nach (4.80)

~#(t) =a | B(0) x ol = () 80" () (1) do
[ 0 [8 " @)m() x Volw - (1) de
—a [ plw =7 () (n % B 0" ()r(0) s

-¢ /Q (T —r* (1)) v (p*(t)®(t) dz + v/ (p*(t))o(t) f.ii. in]0,T].

Wir wissen, dass B*(t), ®(t) € C([0,T]; X) liegen und dass r*, p*, 3(p*), v(p*) und
¢ mindestens stetig differenzierbar sind. Hieraus und da ¢ € L*°(]0, T[; R?) ergibt
sich die Regularitit von A,(y*,u*, o, ) bzw. von 9,7 in L°°(]0, T[; R3). Damit gilt

© € Wh*(]0, T[;R?).
nach Definition 2.1.9.

Da u € NBV([0, T]; R™), also von beschriankter Variation ist, folgt aus Lemma B.0.2
(iii), dass p hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt. Wir benennen
diese Sprungstellen im Folgendem mit ¢;, ¢ = 1,..,¢ und £ € N. Nach Bemerkung
B.0.4 (ii) existiert die Ableitung von p fast tiberall in ]0,T'[, und es wurde gezeigt,
dass p monoton wachsend ist. Man kann daher Lemma C.0.3 (ii) anwenden, da
g'(r*) € C([0, T); R™*3) ist und erhilt

T T "y Td Td
L ) () = g S TTTD A i ")
o S (@) Tdutr)
h—0 h
gy SO AR )
= tim g/ (0) I ey T L

= —g/(r (1) Tu(t) ffa.te€]0,T].

Hierbei wurde fiir das dritte Gleichheitszeichen der Mittelwertsatz fir R-S-I aus
Lemma C.0.3 (vi) benutzt und im finalen Schritt zur Grenze iibergegangen. Daraus
folgt durch Ausnutzen von (4.95), dass

) = i £

= [Ar(y" w',w)(8) = VI ()] — o' (7 () Tia(t) i in ]0, 7T
Giiltigkeit hat und somit (4.88) verifiziert werden konnte.

Schauen wir uns im néchsten Schritt ein weiteres Mal Gleichung (4.95) an. Wendet
man fiir das R-S-I die partielle Integrationsformel (C.1) an, fithrt dies zur folgenden
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Gleichung

o(t) +g'(r* (1)) u(t)
= o(T) +¢'(r*(T)) " (T)

T
- AT(y*1U*7w)( ) vjl +Zﬂ] )*(T) dr.
[

Die rechte Seite von (4.97) weist keine Unstetigkeitsstellen im Zeithorizont auf.
Dabei gilt, dass p(0) = 0 (» € NBV([0,T;R™)) und gj € AC([0,T|;R?), j =
1,...,m nach Annahme 4.2.17. Dariiber hinaus gilt ¢'(r*(¢)) € C([0,T];R™*3),
sodass die abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen der BV-Funktion ¢ (Lemma B.0.2
(iii)) mit den Sprungstellen {¢; : i = 1,..,¢} des Multiplikators p zusammenfallen
miissen.

Des Weiteren folgt aus der beschréankten Variation von g und Lemma C.0.3 (iii),

dass ft (7)) Tdu(r) € BV([0,T]; R?) und
T T
/t g'(r* (1) "du(r) — lim, . g'(r*(r) Tdp(r) = gl(r*(t))T(gi{% p(t —e) — p(t))

(4.98)
fiir jedes t €]0,T]. Da A, (y*,u*,w)(.) = VJi(r*(.)) € L?(]0, T[;R3), folgt aus (4.95)

. — 1. : — =
o(t;) lim o(t; —€)

T T
of) ~ [ Aty @)0) = TA )dr+ [ () )

T T
—o(T) +lim ti_e[Ar(yﬁu*,w)(T) = Vi (r*(r))]dr — lim ti_eg’(T*(T))Tdu(T)
T T
=/ti g’(r*(f))Tdu(T)—gi{rg) ti,eg/(r*(T))Td“(T)
(4.98)

= g/(r*(ti))—r(ii\f‘%ﬂ(ti —e)—p(t) i=1,..,0

Dies zeigt (4.91). Es gilt nun noch die Endzeitbedingungen (4.87) und (4.89) zu
zeigen.

Betrachtet man sich hierzu die urspriingliche adjungierte Gleichung (4.81) und inte-
griert deren erstes Integral mit der partiellen Integrationsformel (C.1) und Lemma

C.0.3 (v), so erhélt man
Ay*,u*,w)(t) — <VJ1((7)"*<t))>

- [ oty + [ o0
- / (¢ (™ (£)6n (1)) - dp(t) = Jy(r*(T))n (T) — S(T) - w(T) ¥éeY

unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen und dass ¢ € Y ist. Aus der Ste-
tigkeit von ¢'(r*(.)) and ¢, folgert man mit dem zweiten Teil von Lemma C.0.3
(iv) (mit a =T), dass

—/OT(< () (1)) /¢r ' (/ ““”Td“(”)
:/0 ¢T(t)-d</t g’(r*(T))Tdu(T)>

dt

(4.99)

(4.100)
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Nun gilt

T
/ o(t) - deo(t)
0

AT¢(t>.d<w(T>/tTA@*,u*,w)(T) (VD) ar

+ ( ; 9’(7“*(5))Tdu(7))) (4.101)
= [ ot-a (- [ e - (TG0 d7>
v U (1) -d ( / ' g’(r*(T))Tdu(T)>

wobei dw(T') = 0 ist. Fiir den ersten Term von (4.101) nutzen wir den ersten Teil
des Lemmas C.0.3 (iv) (mit a = T), fiir den zweiten Term von (4.101) verwenden
wir (4.100), so dass gilt

[ o)
= [t (a0 - (VD)) - [ @pon0) - auto

Damit folgt nach Einsetzen in (4.99), dass
Jo(r™(T))6r(T) = ¢(T) - w(T) =0 VoeY

gilt. Hieraus ist folgende Endzeit-Bestimmungsgleichung fiir die adjungierten Zu-
stande o, m gegeben

W(T) - $(T) = (Jé(f‘;(T”) . (jng;) VpeY < C0, TR

Da die Abbildung tr : C([0, T]; R?)? — RS mit tr(¢) := ¢(T), aufgrund der Dicht-
heit von Y in C([0,7];R?)2, surjektiv ist, ergeben sich die Endzeitbedingungen
zu

oT)=VJ(r*(T)) AN «(T)=0.
Somit sind (4.89) und (4.87) nachgewiesen und damit wurde die Giiltigkeit der

Gleichungen (4.86)-(4.91) mit den dazugehdrigen Multiplikatoren und Adjungierten
bewiesen. 0

Lemma 4.6.33 (Gradientengleichung und Regularitiat von x).

FEs gelte Annahme 4.6.20. Seien die lokale Optimallosung (y*, u*) von (P) und die
adjungierten Zustande o, m von (4.86)-(4.89) gegeben. Dann ergibt sich die Bestim-
mungsgleichung fir die optimale Steuerung u* durch

T
ut = g/o [&Lx(t) + [p(@ — r*(£)B(p" (1)) x 7] -w(t)]dt fii. auf T, (4.102)
mat

X() = —A7[(Ve(. =7 (1) x B (1)) - m(t)] € H.
Des Weiteren gilt fiir die Losung der adjungierten Poisson Gleichung

x € W10, T[; H).
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Beweis. Vergegenwiirtigt man sich die Lagrangefunktion (4.63) und betrachtet
man deren Ableitung nach der Steuerung u € L?(T;R) (Differenzierbarkeit nach
Lemma 4.6.3 sichergestellt), dann resultiert hieraus die Gradientengleichung (4.68c)
gegeben durch

8j * * % * sk (T . 2
%(r ,u™) + 8u(y ,u™) (Q) =0. in L*(T) (4.103)

Konzentrlert man sich zunéchst auf die zweite Komponente von (4.103). Der Tatsa-
che, dass 2 o ¢ (y*,u*) von L?(I") nach Z abbildet, geschuldet, folgt fiir die adjungierte
Abbildung 22 (y*,u*) : Z — L*(T). So gilt fiir alle ¢, € L?(T") mittels Transposition
und Lemma 1. 6.3

| (et (7)) sutcra
- i) <§z< 09 )
=0 [ 70 [ (-8 R0 () [Vote — () % A" ()] e
ny / 7(0)- [ 6upta—r ()8 () x sy
~af ") (((—A*)*RM)), [Vola - (1) x ﬂ(p*(t))]>L2(m at
~a (o). [ 6uheta = (0)8" (1)) x nas i
—af ' (%@»R*«—A)—l) Vol — (1)) x 8" (1)] -w<t>>m) it

—q/ ) [ ouete =1 (0)8" (1) x s e

= [6u0a [ (m 87 (9ot~ 0) x @) 7(0)

~ [pl@ = r )8 (1) x ] - 7(t) Jdtds ¥ 6y (<) € LA(T).

(4.104)

Dabei sei erwithnt, dass %qﬁu gleich Null ist und dass (—A)~! : L%(Q2) — H. Im
néchsten Schritt definieren wir die Losung der adjungierten Poisson Gleichung als

x(t) = =AY (V. —77(1) x B(p" (1)) - 7(t)] € H. (4.105)
wobei (. —r*(t)) € L?(Q2) nach (4.1) gilt. Es gilt, dass 9,7 (r*,u*) = au* € L*(T).

Dariiber hinaus folgt aus der Definition von R in (4.30) und der Reflexivitdt von H
nach Bemerkung 4.2.16

(R'v,w)p2ry = (v, Rw) gy 4 = /6‘ vw dg,
mit R: L?(T) — H*, R* : H — L*(T), so dass
/ (R*v + 0pv) wds = 0.
r

Somit gilt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, dass

R'v=—-0,v fi. aufl
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fiir alle v € H. Daher erhalten wir mit R* := —3,, : H — L?(T") und unter Verwen-
dung von (4.104) aus (4.103)

[ (o[ [~ 00x) oo~ @000 @) 5 ] 70+ ) s =0
V¢, € L*(T).

Da des Weiteren 9, x € C([0,T]; L*(T")), au* € L*(T'), ergibt sich somit, dass die
optimale Steuerung u* folgende Bedingung zu erfiillen hat

T
w=1 / [02x(0) + [ = 7 ()B(R* (1)) x ] - 7(t)|dt i auf T

mit Tychonov Parameter a. > 0.

Wir zeigen nun, dass y € W*°(]0, T, H). Seien hierzu ¢ € C§°(]0,T[) und und h €
‘H* beliebig und nutzen wir zuerst die Definition der distributionellen Zeitableitung
in Definition 2.1.9 aus. Damit gilt

T
<atX(¢)7h>’H7H* = </0 X(t)0rp(t) dt,h>
HH” (4.106)

T
:_/ (X(E), )y p0e (D) . Y b€ H
0

Die letzte Gleichheit folgt nach [97, Theorem 10.4 (iii)]. Dann schreiben wir (4.106)
mit der Definition von x gegeben in (4.105) und den linearen Abbildungen des
inversen und adjungiert, inversen Laplace Operator aus (4.29)

+Vo(z — () x B (p*(1)p*(t)] - 7(t)
+(Vo(z —r*(t) x B(p* (1)) - 7(t) } o(t) dt dz

fiir alle h € H*, unter Anwendung des Theorems von Fubini [2, Theorem 1.54]
auf messbare Funktionen und unter Zuhilfenahme der partiellen Integrationsformel
flir die Zeitableitung. Dabei beachte man, dass die Testfunktion ¢ auf dem Rand
verschwindet und dass sowohl von 7 € W1°(]0, T[; R?) als auch von den restlichen
Funktionen die schwachen Ableitungen existieren. Im Folgendem wenden wir ein
weiteres Mal das Theorem von Fubini an mit dem Wissen, dass 7= € L°°(]0, T[; R3)
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ist. So erhalt man

(O0x(), Wy = // (A7) @H{[-6te —r ) () (0" ()
V(@ - (1) x B (p"(t
(Vo — (1) x 8" (1)
-/ C (A ([Tl = ) (1) x B ()
TV — (1) % B (0" (05 (1)) - 7 ()
(Tl = (0) x B* (1) 7O} ) ot)dt

H*H

@F —
Nt
3.
*
—
~
=

fiir alle h € H*, mit Hilfe von Transposition und der Tatsache, dass ¢ nach (4.1)
geniigend regulér ist. Damit folgt wieder aus [97, Theorem 10.4 (iii)], dass

T .
O Mg = =(e [ ATVl = () (1) % A0 (1)
FV( = (1) x 8P ()P (1)] (1)
(Ve = (1) x A" (1) 7 (D)} o) dr)
VheH

Aus der letzten Gleichung ergibt sich somit fiir die distributionelle Ableitung die
Form

00x(0) = = [ ATVl =17 (@) (1) Bl (1)
+Ve(- =7 (1) x B'(p *(t))P*(tﬂ 7(t)
+H(V(- = () x Bp* (1)) - 7 ()} H(t) dt in H.
Setzen wir abschliefsend
2(t) == —ATH{[=V2(- — (1)) () x B(p" (1))
+ V(- —r7(t) x B'(p"(t))p* ()] - 7 (t) + (Veo(- — 77 (1)) x B(p"(1))) - 7(t) } -
Dann gilt Z € L>(]0,T[;H), weil 7« € L>°(]0,T[; R?) und damit folgt aus Definiti-
on 2.1.9, dass
x € Wh(10,T[; H)
liegt. O
Fassen wir die Resultate von Lemma 4.6.32 und Lemma 4.6.33 zusammen, so ist

es uns nun moglich, folgendes Theorem {iber die Zusténde, adjungierten Zusténde
und deren Lagrange Multiplikatoren zu formulieren.

4.6.5. KKT-Bedingungen.
Die Optimalitéitsbedingungen erster Ordnung von (P) ergeben sich zu

Theorem 4.6.34 (KKT-Bedingungen).

Sei u* € L?(T") die lokale, optimale Randsteuerung. Die dazugehdrigen Zustinde,
Liosungen des Zustandssystems (4.32), bezeichnen wir mit (E*, B*,n*,r*,p*) €
C([0,T]; X)? x L2(Q) x C1([0,T];R3)2. Des Weiteren gelte Annahme 4.6.20.

Dann existieren die adjungierten Zustinde

(®,7,x,0,7) € C[0,T); X)*> x Wh>(]0, T[; H) x BV([0, T]; R*) x W1>°(J0, T[; R?)
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und ein Lagrange-Multiplikator p € NBV ([0, T];R™), so dass folgendes Optimali-
tatssystem erfillt ist:

Zustandsgleichungen:

Mazwell Gleichungen:

o) <4 ()

E"(0) = E, (0)

<—q (. — T*O(t))”(l’*(t))) fii. in (0,T)

I
o

Newton-Lorentz Gleichungen:
50 = ( [ ola = O)E W)+ 6" (1) x B () de
+ [ o =1 (0) B (1) x nds
- [ 7 [Vela =) x 8" ()] dw) Ve T

p"(0) =py
7 (t) =v(p*(t)) Viel0,T]
r*(0) =ro

Poisson Gleichung:

/n*Avdw:/u*anvdg VYveH
Q r

Zustandsbeschrankung:
g(ro)(t) <0 vtel0,T]

Adjungierte Gleichungen:

Adjungierte Mazwell Gleichung:

9 (@() ca () < — () () ) fi in (0.7)

ot \¥(t) (t —7(t) B(p* (1))
= U(T) =
(4.107)
Adjungierte Newton-Lorentz Gleichung:

—#(0) = | B'(0) % plw =1 (0) B0 O)r(t) da

o [ 0 [8 @ O)r(t) x Vole — 1 (0)]da

Q
—a [ 0 ele = O)(n x B O)r(0) ds (1.108)

7 / ol — 17 (1)) /(" (1) B (2) daz + o' (p* (1)) ()
Q

fii. in )0, T]
m(T)=0
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~6(t) == [ 0" [B" (1) % Vel — O)n(t) da
+q / u V(@ — (1)) - 7(0)] (n x Bp* (1) ds
—a [ 1B+ B (1) x B () - ()] Vola— (D) dz (4.109)

0 [ ol (0)[Vele —17(1) - 0(0)] da
+ VA (1) =g (r* () Tat) i in]0, T
o(T) = Vo (r(T))
Sprungbedingungen:
o(ti) — ;lg% o(ti—¢e) = gl(r*(ti))T(Eli{‘T%)M(ti —e) —pul(ts), i=1,...0 (4.110)
Adjungierte Poisson-Gleichung:

—Ax(z,t) = (Vo(x —r*(t)) x B(p*(1))) -7(t) [ffa. (=,t)€]0,T[xQ

x(xz,t) =0 ffa (z,t) €]0,T[xT (4.111)

Gradienten Gleichung:

(67

q T
w* () = —/O [3nx(§,t)+[<p(§*r*(t))5(p*(t))><n} -w(t)]dt fii. auf T (4.112)

Komplementarititsbedingungen:

T
w; monoton wachsend, / g;(r*(t))du;(t) =0, g;(r*(t)) <0Vte[0,T)
0

firallej=1,..,m
(4.113)

Beweis. Es ist offensichtlich, dass aus Lemma 4.6.32 und Lemma 4.6.26 die Exis-
tenz und Regularitit, der adjungierten Maxwell Operatoren ®, ¥ € C([0,T]; R3)?
mit zugehoriger adjungierter Maxwell Gleichung (4.107) und der adjungierten Zu-
stinde (o, ) € BV([0, T]; R3) x W ([0, T]; R3) mit erfiilltem adjungiertem System
(4.108) und (4.109) und angegebenen Endzeitbedingungen folgt. Die Sprungbedin-
gung (4.110) und die Komplemantarititsbedingungen (4.113) sind nach Lemma
4.6.32 und Formeln (4.91) und (4.90) erfiillt. Hieraus folgt ebenso die Regularitét
des Multiplikators ¢ € NBV([0,T]; R™). Die Gradientengleichung (4.112) und die
adjungierte Poisson Gleichung (4.111) wurden fiir die optimale Randsteuerung u*
in Lemma 4.6.33 bewiesen.

O

4.7. Formulierung der adjungierten Maxwell Gleichungen.

Wir werden nun abschlieffend die adjungierten Maxwell Gleichungen (4.107) etwas
genauer studieren. In Lemma 4.6.26 konnten wir zeigen, dass (4.74) die milde Lo-
sung zu (4.78) ist, wobei (igg) € C([0,T]; X x X). Wir wollen im Folgenden die
Gestalt der adjungierten Maxwell Gleichungen herausarbeiten. Hierzu fiihren wir
den Begriff der starken Losung ein, der sich zwischen dem Begriff der klassischen
und milden Lésung wiederfindet.
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Definition 4.7.1 (Starke Losung des Cauchy Anfangswertproblems).

Sei das Cauchy Anfangswertproblem (A.1) gegeben. Wir nennen eine Funktion w
starke Losung von (A.1), falls

e w differenzierbar in X fast iberall in (0,T) ist,
o w € LY(0,T; X),
o w(0) =wy und w'(t) = Aw(t) + f(t) fast dberall in (0,T) ist.

Das folgende Theorem, bewiesen in [85, Kapitel 4, Theorem 2.9], gibt an, wann eine
milde Losung von (A.1) eine starke Losung ist.

Theorem 4.7.2. Sei A der infinitesimale Generator zu der Co-Halbgruppe G(t),
seien f € L1(0,T; X) und

v(t):/otg(t—s)f(s)ds, 0<t<T.

Dann hat das Anfangswertproblem (A.1) eine starke Lésung w in [0,T] fir jedes
wg € D(A), falls eine der folgenden beiden Bedingungen erfullt ist

(i) w(t) ist fast iiberall differenzierbar in (0,T) und v'(t) € L*(0,T; X)
(ii) v(t) € D(A) fast iiberall in (0,T) und Av(t) € L*(0,T; X).

Falls (A.1) eine starke Lésung w in [0,T] fir ein Anfangswert wy € D(A) hat,

dann erfillt v die Bedingungen (i) und (ii).

Kommen wir nun zu unserer Betrachtung der Maxwell Gleichungen bzw. der ad-
jungierten Maxwell Gleichungen zuriick. Vergegenwértigt man sich der Gestalt der
Adjungierten ®, ¥ € C([0,T]; X) mit X = L?(Q;R?), d.h.

_9 (1) (P _ o(. —7*(t)) 7(t) .

ot (W(t)) +A (q;(@) - <7r(t) x o . —T*(t))ﬁ(p*(t))> fa. in (0,7
(1) = ¥(T) =0,

mit Domiine D(A*) = HE

curl”

Annahme 4.7.3. Es gelten die folgenden Annahmen:

(i) Es erfiillen (®(t),¥(t))" eine der beiden Bedingungen aus Theorem 4.7.2,
(i) @,¥ € L2(J0,T[; H(cur; Q)) N HY(]0,T[; X).

Lemma 4.7.4. Es gelte Annahme 4.7.3. Dann formulieren sich die adjungierten
Mazwell Gleichungen als

—%@(m,t) ol U(a, ) = p(@ — r(1)r(?) Fha. (z,1) € Ox]0, T]
—% (z,t) — curl ®(x,t) = 7 (t) x o(x —r*(t))B(p*(t)) ffa (z,t)€Qx]0,T|
div (§¢(m,t)) — _div (p(@ — r(£)7(0)) fha. (z,t) € Qx]0,T]
aiv (Grw(a,t)) = = div (x(0) % ol = 1 (D)@ (0) Fa (2,1) € X0 T]
B, t) xn =0 ffa. (z,1) € Tx]0,T]
S5, 1) m = (1) x pls — (1) B (1) ffa. (2,8) € DX]0,T]

O(x,T)=0, ¥Y(x,T)=0 fod. in Q.
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Beweis. Es gilt nach Annahme 4.7.3 (i), dass die milde Lésung (®(t), ¥(t)) " eine
starke Losung von (4.107) ist (®(T) = ¥(T) = 0 € D(A*)). Somit ist (®(¢), ¥(¢))"
fast {iberall auf (0,7) differenzierbar und (®(¢), ¥(t))" € D(A*) = HL ,. Damit
folgt aus (4.107) und Annahme 4.7.3 (ii), dass

- g@(m,t) +curl ¥(x,t) = p(x — r*(t))m(t) ffa. (z,t) € Qx]0,T[
ot ———
€L2(]0,T[xQ) €L2(]0,T[xQ)
- %\I’(w t) —curl®(x,t) = 7w(t) x p(x —r*(t))B(p*(t)) ffa.(z,t)e 2x]0,T]
crr(orixq) ELPU0TxD)
O(x,T)=0, ¥(z,7)=0 f.a. in Q.
(4.114)
gilt. Wir testen (4.114) mit Testfunktionen
V, W € C*(Q;R?), (4.115)
so dass
5 (z,t)\ (V(z) n curl U(z,t) \ (V(x) d
0 \U(z,t) W(x) —curl ®(x, t W(x) *
(4.116)

— o(x — r*(t)m(t) (V@) L. X
B /Q (W(t) X p(a — r*@))ﬂ(p*(f))) (W@;)) da, ffa. t€)0,T]

gilt. Mit der partiellen Integrationsformel (4.20) und ® x n = 0 f.fa. (x,t) €
I'x]0, T folgt

/ —0,®(x,t) - V(x )—i—cuer(w)-\I/(:B,t)dw—i—/(Vxn)-\Ildg
_ /Q o(m — T ()(t) - V(@) dw, fia. tc]0,T]
/Q—at\ll(w,t)~W( )= curl W (z) - &(a, 1) da

_ /Qﬂ(t) X (@ — T ()B(P* (1) - W(z) dm, Efa. t €]0,T]
YV, W € C1(Q;R?).

B (4.117)
Aus der Dichtheit von C(; R?) in H (curl; ) schlieft man
[ —0(@.0)- V(@) + cul V(@) B(at) da -+ (V). 9
- / oz — 7 (1) (t) - V(2) do (4.118a)
/ 00 (,1) - W(x) — cwrl W () - D(a, 1) da
- /Q n(t) % (@ — ()@ (1) Wiz)de  (4118h)

ffa.t€]0,T[, VV,W € H(curl; Q2)). (4.118¢)

Wir testen somit (4.118a) mit den Eigenschaften V(x) = V,¢(x) mit ¢ € 2(Q),
und V x n =0 {f.i. auf I'. Man erhélt

/ Veop(x) - 0:®(x,t) de = /ng(a: —7r*(t))w(t) - Veo(x) de, ffa. t€]0,T]
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Die partielle Integration (Formel (4.9)) der rechten Seite liefert
/V o(x)-0rP(x,t) de /dw (x—r*(t))m(t)) p(x) dxfla. t €0, T[,Vo € 2(Q).

Damit ergibt sich nach Definition des distributionellen Operators, dass
0P
div (at(ac,t)> = —div(p(x — r*(t))n(t)) fi. in]0,7[ x Q (4.119)

und somit 2 € L2(]0,T[; H(div; Q)).

Wenden wir uns Gleichung (4.118b) zu. Als Testfunktionen wéhlen wir W(x) =
Vo(x) mit ¢ € 2(Q2). Man erhalt

- [ Vibla) - 000 do
= /QTF(t) X o(x—7r*(t)B(p*(t)) - Vip(x)dx fLfa. t €0,T]

Die partielle Integration (Formel (4.9)) der rechten Seite liefert

/Q V. 6(x) - 0,0 (@, 1) do
:/Q div (n(t) x (@ — v (1))B(p" (1)) 6() de, £a. t €]0, T[,Yé € Z(Q).
Somit ergibt sich mit der Definition des Divergenz-Operators, dass
div (%‘f (z, t)) — div (r(t) x p(z—r*()BE* () £it. in 10, T] x Q. (4.120)

und damit %—‘f € L?(]0,T[; H(div;Q)). Im letzten Schritt weisen wir die Randbe-
dingung fiir ¥ nach.

Wir testen ein weiteres Mal (4.118b). Man verwendet nun W (x) = V,¢(x) mit
¢ € C%(Q). Es gilt

/ Vaeo(x) - 0,0 (x,t) de

_ —/Q () x (@ — 7 (£)B(D* (1)) - Voo(a) de tLa. ¢ €)0,T], Vo € C*(Q).

Mit der partiellen Integrationsformel (4.9) angewandt auf die beiden Seiten der
Gleichung, folgt

- /¢( Jdiv(9¥(@, 1)) dw + <Vn(atlll)’¢>H‘%(F),H%(F)
~[div (x(8) x ol = (£)B(P" () 9z da

/F (7() x (s — r*(£))B(P" (1)) - ne(<)ds £.La. t €]0,T[, Vo € C2(X),

(4.121)
wobei obige Randterme von den jeweiligen partiellen Integrationsformeln herkom-
men. Der erste Term der linken Seite aufsummiert mit dem ersten Term der rechten
Seite ergibt nach (4.120) Null, sodass aus (4.121) folgt

B -n = — (1(t) x p(c — " (£))B(p* (1)) -n in H-3(), f.La. t €]0,T].
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Aufgrund der Regularitit der rechten Seite (p € C%!(R3?)), siche (4.1)) gilt die
Gleichung im Sinne von

%\I/(g,t) n=—-7(t) x p(c—r")B(p () -n ffa. (x,t)eTx]0,T].

O

Bemerkung 4.7.5. Vergleicht man die Formulierung der Mazwell Gleichung (3.2)
mit der Formulierung der adjungierten Mazwell Gleichung, so ist zuerkennen, dass
in der rechten Seite der Adjungierten der Multiplikator m eingeht und dariber hin-
aus es einen Bruch der Struktur im Vergleich zu den Mazwellschen Zustandsglei-
chungen gibt. Aufgrund der Tatsache, dass in der rechten Seite der Multiplikator w
auftritt, hat man kein Aquivalent zur Ladungserhaltung wie im Falle der Zustands-
gleichungen gegeben, sodass sowohl die obigen Divergenzgleichungen als auch die
Randbedingungen von den zeitlichen Ableitungen der Adjungierten ®, ¥ abhdngen.
Des Weiteren handelt sich hierbei um ein rickwdrts in der Zeit gerichtetes Glei-
chungssystems.

4.8. Divergenzfreie Erweiterung des externen Magnetfelds.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob es moglich ist das
externe Magnetfeld b, welches die Bedingungen

divb=0, curlb=0 inQ (4.122)

erfiillt, divergenz- und rotationsfrei auf einem beschriankten, einfach zusammenhén-
genden, offenen Gebiet ' mit Q CC ' fortzusetzen. Die Motivation, die hinter
dieser Fragestellung steht, ist, dass man moglichst keine Oberflachenstréme auf dem
Rand des Gebiets haben méchte. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 4.8.1 (Divergenzfreie Fortsetzung von b).

Seien Q,Q C R3 offene, beschrinkte und einfach zusammenhdngende Gebiete und
Q cc . Dariiber hinaus besitzt Q einen C'-Rand. Sei b € X und die Bedingung
(4.122) erfullt, dann gibt es eine divergenzfreie Fortsetzung

B(z) = (Bﬂ*’”)) —] b@.  wel
Bs () Vo(z), xe\Q,
bis auf Mengen mit Maf3 Null, mit ¢ Lésung der Poisson Gleichung

Vo Vode = — <7§}b, 'y?/v> Ve HY(Q\Q)

/ ¢dx = 0.
Q\Q

Hierbei bezeichnen 7?/ die Spur definiert in Theorem 4.2.5 mit T := 0Q und %
die Normalenspur definiert in Theorem 4.2.6 (iv).

, H?%(T)*,HZ (T
Q\Q () () (4.123)

Beweis. Es gilt b € L?(£;R?) und nach Voraussetzung ist div b = 0 € L?(1Q),
somit ist b ein Element aus H (div;{2). Damit ist die Spur 7{2b nach Theorem 4.2.6
(iv) wohl definiert. Die duale Paarung auf der rechten Seite von (4.123)
Q Q 10/
b ) L HY(Q\Q) > R
<771, » Vr H%(F)*,H%(F) ( \ ) -
mit [ ;= 9 ist ein lineares Funktional in H(€'\(2), das beschriinkt ist, denn

’ <%?b» A/?/U> ‘ < &bl g eaivo) vl a1 @)
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wobei dies aus den Theoremen 4.2.5, 4.2.6(iv) mit ¢ > 0 folgt und (-, -) die Dualitét
zwischen H2 (I')*, H=(T') im Folgendem bezeichnen soll. Damit gilt

sup ‘ <’-Y7?b7 ’Yf—llv> ‘ < 6||bHPI(d1V,Q)
HU“Hl(n/\sz):l
Dann existiert nach Lax-Milgram eine Losung ¢ € H*(2'\Q) von (4.123), die ein-
deutig ist (unter Zuhilfenahme der Mittelung fQ,\Q ¢dx = 0, siche Alt [4, Kapitel

6.17/6.18]). Die Losung erfiillt fiir alle v € HE (2\Q)

0= Vo - Vo da::/ divVouvdr
QN\Q QN\Q

Es gilt somit divV¢ = 0 fii. € Q\Q. Mit der Definition von B, (4.123) und

divVe =0 € Q'\Q folgt fiir alle v € H}(Q'), dass

B'Vvd:c:/b-Vvdm—i— Vo - Vudx

o Q QN\Q

=— [ di O ~ ) — (49,4 4.124
/Q,dl_vob,vdw+<%b,%v> <7nb7% v> (4.124)

= (v, — <7§36, v?’v> v e Hy(Q)

Nach Theorem 4.2.5 ist fiir v € H'(€') die Spur eindeutig, sodass 7$*v = 79'1; gilt
und aus (4.124) folgt

B-Vvdx=0 YvecHj(Q).
o

Somit ist die schwache Divergenz div B = 0 f.ii. in ' bewiesen, und nach Definition
von B gilt B € H(div; V). O

Bemerkung 4.8.2. Das divergenzfreie Feld B ist jedoch micht rotationsfrei auf
fortsetzbar, trotz der Tatsache, dass curlb =0 in Q ist.

Lemma 4.8.3 (Keine gleichzeitige divergenz-und rotationsfreie Fortsetzung).

Seien Q,Q C R3 offene, beschrinkte und einfach zusammenhdingende Gebiete und
Q cc Q. Dariiber hinaus besitzt Q einen C1-Rand. Des Weiteren sei (4.122) erfiillt.
Dann gibt es i.A. keine divergenz- und rotationsfreie Fortsetzung von b auf §'.

Beweis. Wir nehmen im Folgendem an, dass es eine divergenz- und rotationsfreie
Fortsetzung B von b auf O gibt und leiten hieraus einen Widerspruch her. Sei
somit 1 das zu b dazugehorige Skalarpotential. Da ' einfach zusammenhangend
ist und curl B = 0 in (', existiert nach Theorem 4.2.13 (Theorem von de Rham)
ein Potential ¢ € ¥ mit V¢ = B. Die Divergenzfreiheit von B auf €' fiihrt zu

Vé-Vude =0 Yve HH Q). (4.125)
Q/

Unter Ausnutzung der partiellen Integrationsformel (4.9) folgert man mit (4.125)
und v2'v = A2 fiir v € HY(Q)

0= [ B-Vvde= v&s-vvdm:/vn-vvdwr/ Vo -vde
9% Q Q Q\Q
=— / div (Vi) vda + (7, (Vn),75v) — / div (Vo) vda + (1 (V). )
QT Q/\QT

= (42T = (Vo) 40) = (42(0) = (V). 42) ¥ v e H(Q).
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Somit folgt aus b € H(div; (), Vo € H(div; '), aus der Surjektivitit des Spur-
operators 7% (siehe Theorem 4.2.5) und der Eindeutigkeit, Linearitéit der Norma-
lenspur, dass ein Element ¢ := Vo|r € H%(F) existiert, sodass

12b) =~ (¥) in HE(D)* (4.126)

Es gilt nach Evans [34, Theorem 3, S.316], dass fiir die Losung (ZS im Inneren Q CcC
von (4.125) die Regularitit von ¢ € C°°(Q) gilt. Hieraus ergibt sich fiir die
Normalenspur

(b)) =n-Vé inCHT),
unter der Beriicksichtigung des C'-Randes. Aber die Normalenspur +<(b) ist im
Allgemeinen nur aus H'/?(T')*. Deshalb kann es keine rotations- und divergenzfreie
Fortsetzung von b auf Q' geben. O

Bemerkung 4.8.4. Betrachten wir ein Magnetfeld b gegeben durch b := Vv, mit
Ab=0inQ, 0 =g auf T, wobei © € H' () und Randdaten g € H'/?(T"). Setzen
wir dies harmonisch fort (|34, Kapitel 5.4, Theorem 1]). Es gilt curlb = 0 und
divb = div Vo = 0 in Q. Dann ist 45(b) ¢ CY(TI).

Bemerkung 4.8.5 (Flachenstromdichte).

Sei H ein hinreichend requldres Magnetfeld mit zugehériger magnetischer Fluss-
dichte B (mit B = B(H), z.B. unter Annahme einer linearen Bezichung B =
wH ), wobei Hy das rotationsfreie Magnetfeld in Q2 und Hy das rotationsfreie Ma-
gnetfeld in Q'\Q bezeichnet. Dann gilt fir das Magnetfeld H und hinreichend glatte
Funktionen ¢

H -curlgpdx :/

curlHl-qua:—l—/(Hl X n) - ¢ds
Q r

Q/

+/ curng-qu:c—/(Hg xn)-¢ds
o\Q r

:/(Hl—Hz)Xn'¢d§
I

:/FK-¢d§.

Hierbei zerlegen wir das Gebiet Q' in die Teilgebiete Q und Q'\Q, wenden die parti-
elle Integrationsformel (4.7) fiir den curl-Operator an und definieren uns im letzten
Schritt nach [61, Kapitel 15| (H; — H2) x n := K. Dabei ist K eine idealisierte
Fldachenstromdichte auf der Trennfliche I'. Anmerkungen hierzu finden sich auch
in Kapitel 3.2 wieder.
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5 Numerische Losung des Optimalsteuerproblems

Das Ziel des Kapitels ist die numerische Losung des Optimalsteuerproblems (P). Um
auf Losungen und Resultate ndher eingehen zu konnen, werden wir uns zunéchst
mit den Diskretisierungen der einzelnen Komponenten des Zustandssystems des
Optimierungsproblems beschéftigen. Das Optimalsteuerproblem (P) zur Steuerung
von n, Partikeln schreibt sich zu

min J (7%, u)
st. ri(t),p'(t) € CH[0,T;R?), i=1,..,n,,

u € L2(I), .
e(r',p', U)() 0 i=1,..,n,Vte[0,T), (Far)
g(r'(t)) < i=1,..,n,Vte[0,T]

p'(0) = pg, 7'(0) = 7§ i=1,.,n,

Das Problem, bestehend aus einer tracking type Formulierung fiir den Zustand der
Position der Partikel und einem Tikhonov Term, der die Randsteuerung u beinhal-
tet, in der Zielfunktion, beriicksichtigt damit den Verlauf der n, Partikeltrajektorien
unter Vorgabe einer Trajektorie. Die Zielfunktion hat somit die Gestalt

Np T
T (r',u) ::Z/O Ji(r dt+2jz 2/Fu ds, (5.1)

in der die Anteile der n,-Partikel mltberucksmhtlgt werden.

Das Zustandssystem beinhaltet neben den punktweisen Zustandsbeschrankungen
an die Positionen der Partikel, das Maxwell-Newton-Lorentz System (in der redu-
zierten Form zusammengefasst) und die Poisson Gleichung, deren Randdaten die
Steuerung u ist. Des Weiteren fassen wir die reduzierte Form e = (e, e2)’ in
diesem Kontext als

el(ri,pi,u)(t)::pi(t)_q/ﬂ xz—7r ZF ) dx

+q [ ((-A")"'Ru) [ch(:c —7i(t)) x /J’(pi(t))] dx (5.2)

up(z —r'(t)) B(p' (1) x nds

ex(r', p',u)(t) =i (t) — v(p' (1))

auf, wobei FJL die Lorentzkraft kennzeichnet, die induziert von dem j-ten Partikel
auf das i-te Partikel wirkt. Die Losung der Maxwell Gleichung findet sich in der
Lorentzkraft F wieder.

—-q

S— 35—

Wir konzentrieren uns zunéchst auf das Zustandsgleichungssystem bestehend aus
den Maxwell-Newton-Lorentz Gleichungen und der Poisson Gleichung.

5.1. Diskretisierung der Zustandsgleichungen.

Im Folgenden werden wir ein detaillierte Diskussion der Diskretisierung der einzel-
nen Komponenten des reduzierten Systems fiihren. Wir werden uns hierfiir zunéchst
die in das modifizierte Abraham Modell eingehende PDE, die Maxwell Gleichung,
anschauen.
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5.1.1. Diskretisierung der Maxwell Gleichungen.

Die Maxwell Gleichungen (3.2) wurden von uns im analytischen Teil, Kapitel 4.3.1,
mittels der Halbgruppentheorie betrachtet und diskutiert. Als Resultat ergab sich
eine eindeutige Losung eben dieser Gleichungen in schwachen Rdumen, ndmlich in
C([0,T]; X)2.

Bei unserer numerischen Untersuchung des Optimierungsproblems sind wir deshalb
in einem ersten Schritt dazu ibergegangen, die Maxwell Gleichungen mit Hilfe ihrer
Fundamentallésung darzustellen und deren Losung zu berechnen. Die Fundamen-
tallosung, die wir in Kapitel 5.2.1 einfithren werden, entspricht der Halbgruppe, die
im Fall, dass das Gebiet Q der ganze Raum R? ist, entsteht. Folglich werden die
Randbedingungen der Maxwell Gleichung nicht beriicksichtigt.

Zur numerischen Losung der Maxwell Gleichungen bieten sich unterschiedliche Me-
thoden bzw. Strategien an. Die Beschreibung der effizienten numerischen Losung
der hyperbolischen Maxwell Gleichungen mittels Discontinuous Galerkin-Methoden
(DG-Methoden) kann in folgender Literatur gefunden werden: [24, 54]. Man ver-
wendet hdufig DG-Methoden fiir die rdumliche Diskretisierung in Kombination mit
einem expliziten Runge-Kutta Schema fiir die Zeitintegration, siehe hierzu [25].
Im Buch [74] von Peter Monk werden Finite Element Methoden zur Losung der
Maxwell Gleichungen beschrieben. In [73] werden Fehlerabschitzungen bzgl. der
Diskretisierung mittels finiter Elemente der zeitabhéingingen Maxwell Gleichungen
gezeigt. Hierzu werden rotations-konforme Nédélec Elemente benutzt. In den Arbei-
ten [113, 114] von I. Yousept wird die optimale Steuerung der zeitharmonischen eddy
current equations bzw. der Maxwell Gleichungen mit regularisierten Zustandsbedin-
gungen untersucht und eine Finite Elemente Analysis der vorhandenen Probleme
durchgefiihrt.

5.1.2. Diskretisierung der Poisson Gleichung.

Fiir die Diskretisierung der Poisson Gleichung
—/nAhdaH—/u@nhdg:O VheH
Q r

werden wir als Ansatzfunktionen trilineare Finite Elemente benutzten, die sowohl
fiir die Test- als auch Losungsfunktionen verwendet werden. Die Methode der
Finiten-Elemente und deren Analysis wird z.B in [18, 102] beschrieben. Dabei ver-
wenden wir ein Hexaeder-Gitter mit gleichméfig verteilten Elementen. Hierbei gilt
es zu betonen, dass wir trilineare, stetige Ansatzfunktionen benutzen, was eigent-
lich der Struktur, wie die Poisson Gleichung behandelt wird, ndmlich in ihrer sehr
schwachen Formulierung mit schwach regulérer Losung, widerspricht. In [12] findet
sich die a priori Fehleranalysis zu diesem Procedere, der numerischen Approxi-
mation basierend auf der variationellen Lions-type Formulierung, wieder. In der
Arbeit [12] von Berggren werden ebenso Konvergenzraten von optimaler Ordnung
flir lineare, konforme Elemente bewiesen.

Die Losung der diskreten Poisson Gleichung wird durch die Konjungierte- Gra-
dienten (CG) Methode realisiert. Wir verwenden hierbei eine Vorkonditionierung
mittels einer unvollstdndigen LR-Zerlegung der entstehenden Steifigkeitsmatrix.

5.1.3. Diskretisierung der Newton-Lorentz-Gleichungen.

Als weitere Komponente zur Bestimmung der Partikelbahnen sind die relativisti-
schen Newton-Lorentz Gleichungen (3.15) zu erwidhnen. Die relativistischen New-
ton Lorentz Gleichungen werden mit Hilfe eines expliziten Zeitschrittschemas gelost,
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welches hiufig im Bereich der Plasma Physik seine Anwendung findet und vor allem
als eine standardméfige Particle-in-Cell-Methode (kurz: PIC method) besonders in
Verbindung mit Teilchenbeschleunigern benutzt wird. Der Artikel [106] gibt einen
Uberblick iiber Particle-in-Cell-Methoden. Das sogenannte Boris Schema, was wir
im Nachfolgenden vorstellen werden, hat drei wesentliche Vorteile: Es ist einfach zu
implementieren, dariiber hinaus ist es explizit und Energie erhaltend. Der grofste
Nachteil ist jedoch der sehr kleine Stabilitdtsbereich des expliziten Schemas. Eine
genauere Untersuchung des expliziten Schemas findet sich in Kapitel 5.2.3 wieder.
Einen Uberblick iiber Losungsverfahren zu gewohnlichen Differentialgleichungen
findet sich z.B. in [51] von E. Hairer et al. wieder.

Als eine Alternative zum Boris Schema seien Runge Kutta Methoden genannt.
Diese finden auch Anwendung bei der numerischen Losung der Newton-Lorentz
Gleichungen, sind jedoch aufgrund ihrer meist hoheren Ordnung auch aufwendi-
ger zu implementieren. Im Hinblick auf die adjungierte Newton-Lorentz Gleichung
gibt es Runge-Kutta Schemata, deren adjungierte Schema die gleiche Ordnung auf-
weisen wie die urspriinglichen Schemata, was in der optimalen Steuerung hiufg
wiinschenswert erscheint. Ein Uberblick iiber solche Schemata findet sich in den
Arbeiten [48, 49] von William Hager. Im Buch von R.W. Hockney [58, Kapitel
4.7] findet man eine Reihe von Zeitintegrationsschemata zur Losung der Newton
Lorentz Gleichungen.

Die in die Newton-Lorentz Gleichungen eingehenden physikalischen Groéfsen und
Konstanten unterscheiden sich teilweise um viele Gréfenordnungen. Um numerische
Ausléschungseffekte zu vermeiden wird im Folgenden ein Enddimensionalisierungs-
faktor eingefiihrt werden. Es stellt sich des Weiteren die Frage, wie die Integrale
mit den ausgeschmierten Delta Dirac Distributionen ausgewertet werden sollen, da
auch bei dieser Auswertung Ausléschung auftreten kann. Der Grund hierfiir ist der
sehr kleine Trager von . Wir werden auf die Umsetzung der eben angesprochenen
Aspekte in Kapitel 5.2 eingehen.

5.2. Praktische Aspekte bei der numerischen Lésung der Zustandsglei-
chungen.

In der Diskussion des physikalischen Modells wurde zunéchst angenommen, dass die
elektrische Stromdichte und die Ladungsdichte durch eine Punktladung generiert
wird und hierfiir wurde die Dirac Delta Distribution eingefiihrt. In der Entwicklung
und Diskussion des modifizierten Abraham Modells (4.2) schmiert man die Dirac
Distribution aus, gewinnt Regularitdt und gelangt so zur ausgeschmierten Dirac
Delta Funktion ¢, die die Eigenschaften (4.1) erfiillt. Wir verwenden fiir unsere
Implementierung folgende polynomiale Funktion ¢, : R3 — ]Rar

Pe(T) = @, (ml)‘Pey (72)@e, (23)
15 15 15 15 15 15
= (57! ) (et )

r] +

166,51 86,81 T 16,/ \ 166,57 8e, 32 16e, (5.3)
15 , 15 , 15 )
- H..
(16ez5x3 8623m3 16¢,/’ Te
mit 0 < € := (€4, €6y,¢6.) | < (R, R, R)T € R3, H, := [—€,, €] X [—€y, €] X [—€2, €]

und setzen im Rest des Gebietes mit Null fort. Es gilt ¢.(x) = 0 Ve € 0H,.. Wir
erhalten also

) e(), Y a € H,
¢@y_{a Ve O\H.. (54)
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mit R = max{1 [e2 + €2, \Je2 + €2, ]2 +e§} und H, C Br(0). Somit gilt, da ¢,

eine Komposition und Hintereinanderausfiihrung von Polynomen 4ten Grades ist,
dass ¢, differenzierbar ist. Der Tréger ist nach Wahl von (5.4) in der Menge Br(0)
enthalten. Des Weiteren gilt

€x €y €,
/}R3 o(x)dx = /H () dx :/ e, (xl)/ cpey(xg)/ e (z3) drg dxs dxy

€ €y
ca €y r3/3r3 b 15 )} €z
= € € - - 5 9 7 d d
/EI ¥ w(xl)/éy P y(x2) |:€Z (166% 862 + 16 e, T2 G
=1
=1

und somit ist ¢ normalisiert.

5.2.1. Umsetzung bei den Maxwell-Gleichungen.

Wie in Kapitel 5.1.1 kurz umschrieben werden wir zur Lisung der Maxwell Glei-
chungen (3.2) auf deren Fundamentallosung zuriickgreifen. Man muss erwahnen,
dass die von uns in diesem Kapitel eingefiihrten Liénard-Wiechert Potentiale, die
Halbgruppenreprasentanten der Maxwell Gleichungen sind fiir den Fall, dass das
Gebiet Q = R? ist. Sowohl essentielle als auch natiirliche Randbedingungen wer-
den hierbei vernachléssigt. Die Herleitung der Liénard-Wiechert Felder ist in den
Biichern [61, Kapitel 14.1] und [100, Kapitel 2.1] ausfiihrlich dargestellt.

Liénard-Wiechert Potentiale und EM-Feld Reprisentation

Unter der Annahme, dass sich elektrische Stréome und Ladungsdichten durch die
Bewegung von einzelnen Punktladungen ergeben, ist es moglich, explizit die Skalar-
und Vektorpotentiale anzugeben. Hierzu betrachten wir eine Punktladung, die sich
mit Geschwindigkeit v(t) = 7#(¢) auf der Trajektorie r(t) fortbewegt. Des Weiteren
fiihren wir den Begriff der retardierten Zeit ein:

Definition 5.2.1. Wir bezeichnen
1
tret(T,t) =t — - | — 7(tret)|5
als retardierte Zeit, wobei @, v (tyer) € Q liegen (mit Q definiert in (4.12)).

Es soll somit gelten, dass sich Anderungen der elektromagnetischen Felder mit end-
licher Geschwindigkeit, Lichtgeschwindigkeit ¢, ausbreiten und nicht instantan. Ein
Signal, das von einem Beobachter am Ort & zum Zeitpunkt ¢ wahrgenommen wird,
wurde von einer Ladung zum Zeitpunkt ¢,.; am Ort 7(¢,.t) ausgesendet. Aufgrund
der impliziten Form gilt es zunédchst, diese Gleichung zu 16sen, um anschliefsend die
aus den Maxwell Gleichungen resultierenden Felder aufstellen zu kénnen.

Dariiberhinaus definieren wir R(t) := « — 7(t) und R, (t,p) := (R(t) — B(p) R(t)).
Die retardierden Skalar- und Vektorpotentiale ¢ and A sind dann gegeben als

q 1
)= M I
0 = Rl [0 B0) ), s
tTE .
Aoty — " { B(p) } _ Bt 4 g
47T|R(tret)|2 (1 - ﬁ(p) ’ Tl) t=tret ¢
wobei wir beriicksichtigt haben, dass ey = C% Hierbei ist n = i I?((tt))\z der Einheits-

vektor, der vom Sende- zum Empfangspunkt orientiert ist. Dieses Skalarpotential ¢
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und das Vektorpotential A werden die Liénard-Wiechert Potentiale genannt. Eine
ausfiihrliche Darstellung dieser Potentiale findet sich in [61, Kapitel 14.1].

Durch die Einfiihrung von Skalar- und Vektorpotentiale in (5.5) lassen sich die
elektromagnetischen Felder in der Form

E(x,t) = —V¢(x,t) — %A(w t)

B(z,t) = curl A(x, t).

darstellen. Man beachte auch hierzu das Kapitel 3.4.2 {iber Skalarpotentiale und
konservative Vektorfelder. Im néchsten Schritt differenziert man die Potentiale (5.5)
nach x und der Zeit ¢, die implizit von den retardierten Zeiten t,.; abhéngen. Somit
ergeben sich nach einigem rechnerischen Aufwand die elektromagnetischen Felder,
die die Fundamentallésungen der Maxwell Gleichungen in R? sind, zu

S
ST P ) X (Boltplt ) ¥ o)
B(z,tret) = ceum X E(,tyer)
bree = trea(a 1) = ¢ — T2

(5.6)

Man kann also feststellen, dass das so erhaltene E-Feld sich in zwei Komponenten

zerlegen lasst. Hierbei ist der erste Term des elektrischen Feldes nur abhéngig von

der Geschwindigkeit des Partikels und proportional zu ﬁ (Nahfeld), der zweite
2

Term wird durch die Beschleunigung des Partikels bestimmt und ist proportional
20 TR | (Fernfeld).

Aufgrund der Form der elektrischen und magnetischen Felder (5.6) gibt es zwei we-
sentliche Schwierigkeiten, die sich bei der Berechnung dieser Felder ergeben. Einer-
seits gilt es nun, die retardierte Zeit t,.; zu bestimmen aus ihrer implizit gegebenen
Gleichung, was sich jedoch nur fiir wenige einfache Bewegungsprobleme realisieren
lasst. Andererseits sind die oben beschriebenen Felder singulér, d.h. die Potentiale
weisen ein Singularitit auf der Weltlinie des Partikels auf. Hierbei bezeichnet die
Weltlinie des Partikels seine Trajektorie in der Raumzeit (ct, ). Da jedoch eben
in den urspriinglichen Newton-Lorentz Gleichungen die elektromagnetischen Felder
an der Position der Ladungen ausgewertet werden miissen, spielt die Singularitét
der Felder eine entscheidende Rolle. Dies wird in der Arbeit dadurch umgangen,
dass das semi-relativistische Abraham Modell eingefiihrt wird. Hierbei verwendet
man die geglittete Dirac Funktion, die in Formel (5.4) definiert ist, und faltet diese
mit den EM-Felder. Das so entstandene Integral wird mit einer gewichteten Simp-
sonregel ausgewertet, siehe hierzu Kapitel 5.2.3.

Annahme 5.2.2.

o Fir die numerische Umsetzung nehmen wir an, dass der zweite Term von
E in (5.6) verschwindet, also keine Beschleunigung auf das Partikel wirkt.
Somit vernachlissigen wir das Fernfeld in der Fundamentallésung. Es gilt
zu beachten, dass wir in unserer Anwendung annehmen, dass

1

1
|R|2 <1= |R|2 < |R|2 = <L =3
[Rl2 ~ [RI3
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o Wir vernachlissigen hierbei die retardierende Effekte und nehmen somit
an, dass tyep ~t.

Die Losungsformeln in (5.6) ergeben sich unter Beriicksichtigung der Annahme 5.2.2

zu - ,
B(z,t) = ceu|11;((tt))2 x E(x,t) (5:7)

Ulz,t): = (E(z,t), B(z,1)".

Diese Form der E- und B-Felder wird als vereinfachte Losung der Maxwell Glei-
chungen in unserer Programmierung verwendet.

Bemerkung 5.2.3. FEine ausfiihrlichen Uberblick iber die Liénard- Wiechert Po-
tential erhdlt man in [61, Kapitel 6].

Bemerkung 5.2.4. Die Kopplung der Mazwell Gleichungen und der Newton-
Lorentz Gleichungen und das Einsetzen der Fundamentallosung in die relativistische
Bewegungsgleichung fihrt zu den retardierten Bewegungsgleichungen. Beriicksich-
tigt man fir ein Bindel an Partikeln, dass die Kraft (die Krifte sind additiv),
die auf dem i-ten Partikel wirkt, einerseits aus der der eigenen Kraft besteht und
andererseits aus der Krafteinwirkung der ibrigen Partikel, gelangt man zu den re-
tardierten Gleichungen, die in [100, Kapitel 11.1] dargestellt sind.

5.2.2. Umsetzung bei der Poisson-Gleichung.

Die Diskretisierung des Gebietes 2 C R? erfolgt mittels Finiten Elementen und der
Galerkin Methode. Unser Rechengebiet () stellt hierbei einen Quader im dreidimen-
sionalen Raum da. Das Gebiet (2 sei in einem beliebigen Koordinatensystem X in
Koordinaten x gegeben. Wir halten uns bei der Definition der Finiten Elemente
an die Definition von Ciarlet [23, Kapitel 2.1]. Als eine gute Ubersicht dient das
Buch [33, Kapitel 1.2,1.3]. Hierfiir definieren wir eine Familie von Gittern {Qp} mit
Gitterweite h > 0. Das Gitter Q) besteht aus finiten Elementen @ (Hexaeder) mit
den Eigenschaften

e Die Menge Q besteht aus einer endlichen Anzahl an Teilmengen @ mit

Q= U Q.

QEQn

e Fiir jedes Q € Qy, ist die Menge @ abgeschlossen und das Innere int(Q) ist
nicht leer.

e Fiir Q1,Q2 € Qp, gilt, int(Q1) Nint(Q2) = 0.

o Fiir jedes @ € Qp, ist der Rand 9@ Lipschitz-stetig.

Als weiterfiihrende Literatur sei [18] erwéhnt. Die Gitterweite wird definiert durch

h:= Zoax hg mit hg = diam(Q),
wobei diam den Durchmesser von ) bezeichnet. Wir verwenden uniforme Hexaeder
(@ mit in jeder Raumdimension gleicher Gitterweite h. Die Anzahl der Gitterpunkte
von Qj kennzeichnen wir mit ns und die Knoten mit der globalen Nummerierung
{x1,...,xn, }. Wir definieren die Anzahl der Randpunkte als n, (mit ny < ns) und
benennen diese mit der globalen Nummerierung {«}, ..., 2}, }, sodass {x}, ..., 2} } C

9 ny
{Z1, ..., @p, } ist.



5.2 Praktische Aspekte bei der numerischen Lésung der Zustandsgleichungen 107

ABBILDUNG 5.1. Referenzelement ABBILDUNG 5.2. Uniforme Diskreti-
und lokale Nummerierung. sierung mit Hexaedern.

Aufserdem definieren wir den folgenden Testraum der stiickweisen trilinearen Finite
Elemente

Vi={veC@) :v|lgeQ, VQ e} (5.8)
wobei Q1 den Polynomraum aller Polynome von maximalen Grad 1 in jeder Kom-

ponente bezeichnet. Des Weiteren fiihren wir die Notation V}! := V}, N HJ () ein,
und V;I' bezeichne den zu V}, dazugehdrigen Spurraum.

Die Wahl der finiten Elemente fallt bei uns auf den mit am verbreitetsten Elemen-
tentyp in drei Raumdimension, den der hexahedralen Elemente. Eine ausfiihrliche
Betrachtung dieser Elemente findet sich im Buch [102, Kapitel 13.3] wieder. Die
Nummerierung der acht Knoten eines Elementes ) ist in Abbildung 5.1 gegeben,
wobei

z i=1,..,8 (5.9)

7
die lokale Nummerierung in Koordinatensystem X und somit die einzelnen Knoten
des Elementes ) darstellt.

Das Referenzelement (2, das in Abbildung 5.1 zu finden ist, ist der Einheitswiir-
fel mit den Koordinaten (—1,—1,—1)T fiir Knoten 1 und (1,1,1) " fiir Knoten 8,
sodass (¢,n, )T € [1,1> = Q und &, ms, s € {~1,1}, i = 1,...,8 sind. In Ab-
bildung 5.2 ist eine uniforme Diskretisierung des Gebiets dargestellt. Da man mit
dem Referenzelement rechnet, wird eine Koordinatentransformation der Punkte aus
Q in die Konfiguration des Referenzelementes notwendig. Die Transformation von
x € @ C () ist gegeben durch

TC; — z(w_hw?) 10 €.
1

Mit der Wahl von uniformen hexahedralen Elementen sind die Gitter auf der Ober-
fliche vorgegeben. Die nodale Basis ist in diesem Fall durch acht Basisfunktionen
gegeben, die wir mit NZ»Q7 1=1,...,8, bezeichnen. Man formuliert diese als

N 1 )
NG ) = S+ mm) (L + ), i = 1,08,
wobei

NzQ(Cj7njﬂ;uj):5Z]7 27]:1778

gilt (0;; bezeichne das Kronecker-Delta). Sei ’vg € Vp, dann bezeichnen wir mit

v = (v;)12; € R™ den Koeffizientenvektor zur Basis {Ny, ..., Ny, }, sodass vg =
S v = Zle 02 N2 gilt.

K3
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Die Diskretisierung des Randes von €2, die Oberfliche 02 des Gebiets, nehmen wir
wie folgt vor. Wir betrachten das Skelett

S:= J oQ
2Qeq
und definieren
T:=SnaonN.

Der Spurraum ist somit als V;\ = span;_; . {Ni|r} gegeben. Die Poisson Glei-
chung (4.27) sei in ihrer schwachen, diskreten Formulierung durch

(Von, Vion) =0, mple = un, Ve € V) (5.10)

gegeben. Da (5.10) eine Losung besitzt, findet man ein n;, € Vj, € H'(Q), so dass
(5.10) gilt. Hierbei sei Vj, der finite Elemente Unterraum (5.8), der auf dem gleich-
mékigen Hexaedergitter definiert ist. So lésst sich die variationelle Formulierung
(5.10) mit Hilfe der trilinearen Elemente umschreiben zu

(Vin, Vor) =0, nplr =up YVor, € VY & An= b, (5.11)

Dies bedarf einiger Klarung. Die Werte der Poisson Losung in den einzelnen Kno-
ten sind im Vektor n € R™ gegeben. Des Weiteren sind die Randwerte in den
vektoriellen GroRen n° = u® mit n°, u® € R™ befindlich. Die Matrix A € R™s*"s
bezeichnet die Steifigkeitsmatrix, die von der folgenden Gestalt ist:

Die einzelnen Komponenten A;;, 4,j = 1,...,ns, lassen sich in der nachfolgenden
Art und Weise schreiben

Aij = / VNZ(iL') . VNJ(CB) dx
supp(N;)Nsupp(N;) (512)
= > /VNl-(w) -VNj(x)dx, i,j=1,..,1,
QCsupp(N;)Nsupp(N;) * @
wobei gilt

8 h? . :
/VNi(w) CVNj(@)de = o | VN (Cn ) - VNGCn, ) dC dn dp.
Q Q
Es sei angemerkt, dass sowohl die Funktionaldeterminante, die bei der Transfor-
mation des Gebietes entsteht, als auch die Terme, die durch die Ableitung der
trilinearen Ansatzfunktionen entstehen, mitberiicksichtigt wurden. In den Rand-
punkten werden die Eintrége der Steifigkeitsmatrix A;; identisch 1 gesetzt und der

Vektor v® € R™s ist gegeben durch

h,b b b
b {Qui7 x; € {x},...,x,,

v; =
0, sonst.

Zum Abschluss dieses Unterkapitels geben wir zusétzlich die Randmassenmatrix
M an, die wir in Kapitel 5.3.3 bendtigen. Die Randmassenmatrix M € R™*™ igt
durch folgende Komponenten gegeben

Mij = / Ni‘r‘Nj‘pds i,j = 1,....,77,1, (513)
supp(N;|r)Nsupp(N;|r)

Man gelangt analog zu der Vorgehensweise wie bei der Steifigkeitsmatrix zu einer
Darstellung iiber das Referenzgebiet.
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5.2.3. Umsetzung bei den Newton-Lorentz-Gleichungen.

Wir werfen nun einen Blick auf die numerische Lésung der Bewegungsgleichung
eines Partikels und die daraus resultierende Impulse und Positionen (wir nehmen
der Ubersichtlichkeits halber zunéichst n, = 1 an). Wir werden hierfiir zunéichst uns
die Newton Lorentz Bewegungsgleichungen (3.15) gegeben durch

p(t) = g(B(r(t),t) + B(p() x Br(t).1)) ¢ €[0,7]
r(t) = v(p(t)) te[0,T] (5.14)
p(0) = py, r(0) =70

anschauen, in denen die E- und B-Felder in der Position 7(t) des Partikels ausge-
wertet werden. Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir auf die in unserer Arbeit
betrachteten Newton-Lorentz-Formulierung (4.6) und deren Diskretisierung einge-
hen.

Als Losungsverfahren von (5.14) sind Runge-Kutta Methoden (siehe z.B. [86, 87])
und das Leapfrog Schema (siehe [108, 13]) in der Literatur als klassische Zeit-
Diskretisierungsschemata weit verbreitet. Wir haben fiir unsere Implementierung
eine Variante des Leapfrog Schemas verwendet, dessen Form wir uns im Folgenden
fiir (5.14) erarbeiten wollen und damit aufferdem bergiinden wollen, weshalb wir das
so entstehende Boris Schema in unseren Ausfithrungen als Zeitintegrationsschema
implementieren. Wir werden damit beginnen das Zeitintervall dquidistant zu dis-
kretisieren und die Form des Leapfrog Schemas fiir die Bewegungsgleichung aufzu-
stellen. Zu einer iiberschaubaren Darstellung der nachfolgenden Schemata nehmen
wir die Setzung

p(t) == plt) fiir alle ¢ € [0, T7. (5.15)

vor, die auch in [17] verwendet wird.
Das implizite Leapfrog Schema
Wir wihlen folgende dquidistante Zeitintervall Diskretisierung von [0, T

tn

t_os5<to=0<tgs <t <..<ty_os<ty=Tmit At=—-—"-———
0. 0 0. 1 N-0 N nti(Nle) (

5.16)

wobei n; = 2N + 1 die Anzahl der Zeitschritte wiedergibt. Damit ist At = t;41 —
t;, V5 =0,1,2,..., N — 1. Das Leapfrog Schema ist ein zentrales, implizites Finites-

ABBILDUNG 5.3. Leapfrog Zeitschrittverfahren

Differenzen-Schema zweiter Ordnung (siehe [14, Kapitel 4.3/15.4] und [58, Kapitel
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4.7]), und angewandt auf (5.14) erhdlt man

i)z’+% 7131'—% q ) i)i+% erif% _
£ - _ A (ExH+—" " xB ) i =0,1,2,..,N —1
At mg< (r') + =57, (%) !
i+l i ~i+3
r —*_P _ i=0,1,2,..,N—1
At Aite
__1 P
p = 7(()17 ,r,O =To
my
(5.17)

mit p'2 = 51/21/2 5 = [1 4 1B und 5 = %z =0,1,.,N —1.
Wir schreiben auch im Folgenden E(r?), B(r?) als E' bzw. B*. In Abbildung 5.3
ist der schematische Ablauf des Leapfrog Schemas (auch in der Literatur zu finden
unter den Namen Stormer Verlet Verfahren [50]) dargestellt. Die EM-Felder dis-
kretisieren wir hier ausschliefslich nach der Zeit. Als weitere Literatur fiir den nicht
relativistischen Fall sei hierzu [14, Kapitel 4] angegeben.

Aufgrund der impliziten Struktur des Schemas hat sich besonders eine Modifikation
des Leapfrogs Schemas (5.17) als numerisch effizient und die Struktur der Lorentz-
kraft erhaltend bei der Berechnung der Partikelbahnen herausgestellt: Das in [17]
beschriebene und spéter als Boris Schema (auch bekannt als Boris-Buneman Me-
thode, Boris Leapfrog Methode) benannte explizite Verfahren. Diese Schema wird
in unserer Implementierung das Schema der Wahl sein.

Das explizite Boris Schema

Bei der Berechnung der Partikelbahnen in Beschleunigern mittels der relativisti-
schen Newton-Lorentz Gleichung wird das Boris Schema aufgrund folgender Eigen-
schaften héufig verwendet [87, 108] und [14, Kapitel 15.4]:

e explizites Finites-Differenzen Verfahren von 2ter Ordnung,
e symplektisch und somit Energie erhaltend,
e Struktur der Lorentzkraft wird beriicksichtigt.

Das explizite Verfahren zur Bestimmung der Position *+1,i = 0,1, ..., N — 1 ergibt
sich durch folgende Vorschrift:

- Ni,% thEZ 1
pP=p +p xs, (5.18Db)
2s?
~ ~ ~/
= 5.18
p p +p X1+‘sz|27 ( c)
YRS o . thEZ
prr=p" + ; (5.18d)
2md
, Hits
P =t At (5.18e)
Atz
pr = P00 5.18f
D md’ T 0. (5.18f)
und ,
, B At .
si= o tan( 1= BZ|2). (5.19)
|B*|2 2mgy~c

Man zerlegt somit sowohl die Beschleunigung des Partikels, die durch das E-Feld
zustande kommt, als auch die Drehung (Lorentzkraft), die das Partikel durch das
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B-Feld erfihrt, in jeweils zwei Schritte. In Formel (5.18a) wird zunéchst die Be-
schleunigung {iber das Zeitintervall % ausgefiihrt, gefolgt von einer halben Rotation
von p~ um das Magnetfeld B in (5.18b). Eine weitere halbe Rotation von p’ (5.18¢)
um das Magnetfeld und das Ausfiihren der verbliebenen Beschleunigung (5.18d) be-
stimmt die neue Geschwindigkeit f)“'% zum Zeitpunkt ¢, 1 In der Literatur [72,
Kapitel 2.3] wird

_ q| B2

q
my

QL:

als Larmorfrequenz bezeichnet. Des Weiteren vereinfacht man nach [17],

At ; At ;
tan (52— |B'l2) ~ 5= — B, (5.20)
myy~c 2mgy~c

denn

QpAt

YocC

1
~ 2 arctan (fQLAt)
2y~c
(5.21)

Qp At ( 02 At?
5 12(70)
nach der Reihenentwicklung des Arkustangens. Das Boris Schema hat die selbe
Konsistenzordnung wie das Leapfrog Schema (siehe Lemma 5.2.7). Durch die Ver-
einfachung von (5.20) verschlechtert sich die Ordnung des Verfahrens nicht, da nur
Fehlerterme der Ordnung O(At3) hinzukommen. Somit wird

- -+ (’)(At3)).

; 1QLAt B’
st = —— — .
2 37c |B'|;

(5.22)

(auch tan-Transformation genannt) in der Implementierung gesetzt. Weitere Vortei-
le, wie in [84] beschrieben, sind die sehr einfache Implementierung und, dass nur eine
Auswertung der EM-Felder pro Zeitschritt anfillt (im Gegensatz zu Runge-Kutta
Methoden). Der grofse Nachteil des Boris Schema ist der sehr kleine Stabilitédtsbe-
reich des Verfahren, der in der Literatur [84] angeben wird durch Q;At ~ O(1).
Der Boris Integrator ist wie erwédhnt symplektisch. Der Beweis findet sich in [109]
wieder.

Das Schema (5.18) wird Boris Schema genannt und kann mittels Vereinfachungen
und einer geometrischen Argumentation aus dem Leapfrog Schema (5.17) hergelei-
tet werden. Dies wollen wir in Lemma 5.2.5 zeigen. Die Idee basiert auf der Arbeit
[17] von J.P. Boris, und ist in [14, Kapitel 4] zu Teilen ausgefiihrt.

Lemma 5.2.5. Das explizite Boris Schema (5.18) ldsst sich aus dem impliziten
Leapfrog Schema (5.17) herleiten.

Beweis. Es gelte die erste Gleichung aus dem Leapfrog Schema (5.17). Wir defi-
nieren uns die Vektoren p~,p+ € R3

i1 gAtE(r)
= 2

p Pt 2m¢

1 gAtE(

p+ =p +2 — l(I )

Einsetzen in die erste Gleichung von (5.17) ergibt

~+7~7 )
L 9_(pt4+p)xB@) i=0,..,N—1, (5.23)

At 2miFic
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")/
(p s*(pi)s

8 RAVAF

)

(P7)s (p7)s x st =p~ x s

ABBILDUNG 5.4. In einer Ebene senkrecht zu B* || s

wobei E(r?) vollstindig verschwindet. Skalare Multiplikation von (5.23) einerseits
mit (p* +p~) liefert
P =1p"13 (5.24)
andererseits mit B liefert
pT-B'=p" -B's (p), =), (5.25)

und es gilt |(p~ )|z = [(pT)s|2. Dabei bezeichnet ein Vektor (w),, die zu B’ parallele
Komponente

B B
w) =— | ——w|, (), =w— (w 5.26
), = = () ), = (), (5:20
und (w), die senkrechte Komponente zu B'. Es folgt somit aus (5.24) und (5.25),
dass in (5.23) nur die Komponenten senkrecht zu B*, also (13*)8 , (ff)s, verdndert
werden. Damit miissen wir uns nur auf den Fall, in dem die Vektoren in der senk-
rechten Ebene zu B® liegen, konzentrieren. Dariiber hinaus folgt aus (5.25) und
(5.26)

B b= (07), - (), (527
Im Folgenden definiert man sich einen Vektor p’ € R? gegeben durch
p=p +p xs, (5.28)
mit s € R? und der die Eigenschaft
pPL(@ —-p) (5.29)
erfiillen soll. Nach Gleichheit (5.27) ist (5.29) dquivalent zu
P L), — (), (5.30)

und (5.28) impliziert nach (5.26)

/

P =)+ ®)p=0)+® )+ (P
= (B)s = (B )s + (P )s x 8"

Man wéhlt im néchsten Schritt s* parallel zu B°. Nach [14, Kapitel 15] ist der

Winkel 6 aus Abbildung 5.4 als § = 2arctan (259{;) und nach der Vereinfachung

(5.20) als 0 ~ QﬁL,ACt gegeben, dann gilt mit Abbildung 5.4 und |(p ™~ )s|z = |(PT)s]2,

dass

)s + (P )p) x s,

tan(2) = (B7)s x 82 _ [(B")2l2]s"]>
2 (P )2l2 |(B7)2l2
Man beachte hierbei, dass (p~)s senkrecht auf s¢ steht. Damit definiert man
; B! 0. 1Q.At B®
s': tan(z) & = — .
2 2 y7c¢ |BY

= |s']2 :tan(g). (5.31)
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Mit dieser Wahl von s* gilt somit
®)s L (@), - (@), (5.33)

und wir kénnen des Weiteren folgern
=@ ("), —(@),)=® - ®)) ((®"), - (®),)
=5 (1), - 7)) - @ ().~ (7)) s

=" ((p7), - (#7),)

),
sodass (p') L ((i)+) — (]Nf ) Unter Verwendung von (5.27) gilt zudem (i)+ — ]Nf) L
e

B‘. Daraus folgt, dass (i)Jr — ) parallel zu (p’) x B! ist und somit existiert ein

Vektor t* € R? mit
pr=p + @) xt. (5.35)
Die Form von t' bestimmt man mit (5.24) und nach [14, Kapitel 15.4] folgt
b 2s!
IRERET

Die zweite Bestimmungsgleichung fiir die Position von (5.17) entspricht (5.18e).
Damit haben wir das Boris Schema (5.18) mit Gleichung (5.22) aus dem Leapfrog
Schema entwickelt. O

Bemerkung 5.2.6. Die Ezplizitit des Schemas verdanken wir (5.35).

Wir schreiben das Boris Schema (5.18) in kompakter Form als

Sl i) o
%Zﬁgo((ﬂ,i)“%) i=0,1,2,...N—1
pitl i B o
A BT, i=0,1,2,...,N -1 (5.36)
i)i% = L%a TO =To
my
mit
Borrri ~ il qAtE’ i1 qAtE' 25!
U ) - ( + ( 2 + ) -
o ) 2mf P 2m¢ 1+ |s]3
.1 gAtE? 4 2s! gqAtE"
+ (B + ) x s’ x ) ,
2m¢ 1+ |si3 2mg
B i+1 INJH_%
CRURDES
U — (B, BT, s — EQ~L_At BZ .
2 3 ¢ |B'|,

Wir verwenden hierbei die Notation U aus (5.7) fiir die EM-Felder. Widmet man
sich genauer der Konsistenzsordnung und dem Stabilitdtsbereich von (5.18), so
ergeben sich folgende Abschétzungen fiir das Boris Schema. Betrachtet man sich
den lokalen Diskretisierungsfehler 7°,i € {0,1,..., N — 1}, so erhiilt man

Lemma 5.2.7. Das Boris Schema (5.36) ist von 2ter Konsistenzordnung.

Beweis. Sei i € {0,1,..., N — 1} beliebig. Wendet man die Taylor Entwicklung fiir
Positions- und Impulsgleichung in (5.17) um den Punkt ¢, +1 und #; an, so ergibt
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sich
r(tips + %) =7r(tiy1)+ %*(twé) + Ajﬂ%(twé) + %7‘(3)(ti+%) + O(At?)
"“(ti+% - %) = T(tw%) - %Ntwé) + Ajﬂ%(tmé) - %7’(3)(ti+§) + O(At?)
bt + 50 =it + St + Ah(e) + S5E0 (0 + 0(ar)
blt— 50 = blt) — Sp(t) + 2ot - SLp0(1) + 0.

Nach Einsetzen in die Gleichung fiir die Trajektorie in (5.17) resultiert daraus unter
Beriticksichtigung der ODE (5.14)

A 3 p ti % i+1
Ati(ty 1) + %r(?’) (tiy1) + O(At!) = +AtM +O(AtY) — 1 t2
¥ (m%)
_Aae

i+3
= Tr 2= 6 T(S)(ti+%)+O(At4)‘2,

Dlt 1
da ity 1) = v(p(tiy1)) = ( *2> . Fiir die Impulsgleichung in (5.17) gilt

(o)
3 —

. AL q (s PTTHP
Atp(t) + o p® (1, At = AL (g P 2TP 7
th(ts) + ——PV (k) + O(A) = + tm8< e

Mit (5.14) folgt

Nl

)
2

so dass die Konsistenzordnung des lokalen Diskretisierungsfehlers 7¢ von Ordnung
O(A#3) fiir das Leapfrog Schema (5.17) ist. Somit stellt das Leapfrog Schema ein
Verfahren zweiter Konsistenzordnung dar. Da die Methode von Boris nur in (5.20)
Terme der Ordnung O(At?) und hoher nach (5.21) nicht beriicksichtigt, hat diese
Annahme somit keinen Einfluss auf die Ordnung des Verfahrens. Damit folgt, dass
das Boris Verfahren (5.36) ebenso von 2ter Konsistenzordnung ist. O

, A3 .

Bemerkung 5.2.8. Um die Stabilitat von (5.18) garantieren zu konnen, kann man
folgende Stabilitatsbedingung herleiten: Das Boris Verfahren (5.36) ist fir Qi% <1
stabil. Man betrachte die Ausfihrungen in [14, Kapitel 15.4] und [107].

Bemerkung 5.2.9. Als eine Alternative zum obigen Boris Integrationsschema gibt

es Abwandlungen des Boris Integrator (Leapfrog Integrator zweiter Ordnung), so
z.B. den Vay Integrator, welcher in [107] beschrieben wird.

Dieses eingefiihrte explizite Zeitschrittverfahren werden wir nun fiir die Diskretisie-
rung von (5.2) nutzen.
Diskretisierung der vorliegenden Newton Lorentz Gleichungen

Im nun Folgenden wird die konkrete Diskretisierung von (5.2) der Newton Lorentz
Gleichungen aus Optimierungsproblem (Pj;) angeben. Zunéchst mochten wir dar-
auf hinweisen, dass die rechte Seite der reduzierten Formulierung (5.2) nicht die
relativistischen Newton-Lorentz Gleichung (5.14), bestehend aus

(), 7(O]T = [a(B(r(®),t) + B®) x B(r(®),t)),v(@(®)]T vt e 0,7),

beinhaltet, sondern aufgrund des verwendeten Abraham Modells (4.2) aus den Glei-
chungen (4.6) besteht, die diskretisiert werden. Der Zustandssystem Operator e, der
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in (5.2) definiert wird, findet sich in seiner diskreten Variante in (5.37a) — (5.37¢)
des diskreten Zustandssystems (5.37) wieder.

— AP pIitiig) =0, N—1,i=1,..,n,
(5.37b)

= mi’ T=rg, i=1,,m,. (5.37¢)
Wir verwenden hierbei wieder die Notation aus (5.36) und die Definition (5.15). Der
Index i steht hierbei fiir das i-te Partikel und der Index j fiir die Zeitdiskretisierung
aus (5.16). Damit bezeichnet p / +3:% den Impuls des i-ten Partikel zum Zeitpunkt
tj+1. Der Vektor r J+Li gibt die Position des i-ten Partikel zum Zeitpunkt ¢; an
und 77 benennt die Losung der Poisson Gleichung aus (5.11). Die genau Form der
rechten Seiten fd(r j’i,i)jfé’ﬂn) und fé(r 7% p j+%’i7n) wird in Formel (5.40)
angegeben.

Zur numerischen Berechnung der Integrale in (5.2) benutzen wir die Quadratur-
formel von Simpson [32, Kapitel 5] und nutzen die polynomiale Form der ausge-
schmierten Deltafunktion, sodass sich eine gewichtete Simpson Regel mit ¢(x — 7)
und Vo(x —7r) x B(p) ergibt. Man berechnet auf Basis von (5.4), die in (5.37a) vor-
handenen Integrale iiber ¢ und V¢ exakt und benétigt somit keine Approximation.
Dies fithren wir kurz an einem Beispiel aus. Seien in unserem Koordinatensystem X
die einzelnen Komponenten als ¢ = (2!, 2%, 2%) € X gegeben. Man betrachtet sich
einen Quader @) € Q. Des Weiteren definieren wir uns folgende Auswertungsstellen
x; € R3,i=0,1,2, im Quader @ mit lokalen Knoten wiQ,i =1,...8,

1 1
P ) I ) IR
Ty = (g;l) , By = f’% = (m2> , in Richtung =
2 2
Q Q
2 (=) + () :
jg = (le) , fc% o f“ﬁ = (x?) . in Richtung 2 (5.38)
3 3
=3 Q)’ -3 (le) +<x5Q> ~3 )\ R 3
Ty = (xl) , Ty = f“’% = (x5> , in Richtung x°.

Dann lésst sich das Integral fQ o(x — r)w(x) de mit der Simpson Regel und den
Auswetungsstellen (5.38) approximieren, wobei w : R3 — R3 eine vorgegebene
Funktion ist, als

2

/Qcp(a: —rw(x)dr ~ Z w(zl 72, 77) /Q lmmi(x)p(x —7)de.  (5.39)

m,n,l=0

Dabei ist Ly n1 (@) = L (z1) (2?1 (23), m,n, 1 = 0,1,2 mit den einzelnen Lagran-
ge Polynomen [ (z°),k € {m,n,l}, o € {1,2,3} gegeben und ¢ ist nach (5.3) zu
verstehen.

Unter Beriicksichtigung von (5.39) erhélt man unter Verwendung des expliziten
Boris Schemas und dessen Vorschrift, welche in (5.36) aufgeschrieben wurde, als
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Diskretisierung der rechten Seite von (5.37) folgenden Ausdruck
filr7,p 772" n)

2 nyp
= Y Y Y AWEH ) T fh@ee

QeQ, myn,j=0k=1
QCsupp(p(z—7 7:%))

2
4 E j i Sj—1i
B md 2 : nT?L,TL,l(/(Q lmni(2)Vo(x — ") de x B(p" ™2 ))

QeQy - myn,l=0
QCsupp(p(z—r 7))
5 I+ 30
Nd ,,, - +l’ - B - +l, _p
[ Pt plT ) = 0P = ——,
0% J+3.2

(5.40)
Dabei beschreibt ng,ml, m,n,l € {0,1,2} die Auswertungsstellen im Sinne von
(5.38) der 7, die im Quader Q liegen. Mit Gleichungen (5.40) ist das diskrete Zu-
standssystem (5.37) vollstindig beschrieben. Man beachte, dass wir hierbei iiber
die Anzahl n, der im System vorhandenen Partikel aufsummieren miissen um die
sich ergebenden Kréfte der einzelnen Partikel aufzuaddieren.

Vermeidung von Ausldschungseffekten

Des Weiteren werden wir im Folgenden kurz auf die auftretenden numerischen Aus-
16schungen eingehen. Wenden wir uns noch einmal dem Boris Schema aus Kapi-
tel 5.2.3 zu und fithren eine Enddimensionalisierung von diesem numerischen Sche-
ma durch. Die Entscheidung fiir diesen Schritt ist wie folgt begriindet:

Betrachtet man sich die in Tabelle 5.2 beschriebenen Konstanten und deren Dimen-
sionen, so liegt die Enddimensionalisierung des Boris Schemas (5.37a), (5.37b) und
(5.37c) auf der Hand. Hierbei seien nur die Masse eines Elektrons ~ 9-1073! kg und
die Lichtgeschwindigkeit ~ 3 - 108 ms~! erwihnt, sodass man Unterschiede in der
Grofenordnung von =~ 103? verzeichnen kann. Zur Enddimensionalisierung schrei-
ben wir den Impuls p des Partikels mittels zweier Komponenten p. € R, p,; € R?,
sodass die folgende Transformation

p(t) = pepy(t),

Pc:i=C¢C

gilt und sich der Lorentzfaktor als 34(p,) := /1 + |p,|3 schreiben lisst. Die Newton
Lorentz Gleichungen (5.14) ergeben sich mittels der obigen Transformation zu

pe B = o (B(r(t), 1) + Blpepa() x BGr(0),1) 1€ (0,7,
o = v(npal) te o)

P4(0) = py, r(0) =70

Unter Beriicksichtigung der Struktur der rechten Seite, bei der der Impuls nur
nichtlinear im Term B(p) eingeht, ist die Form des Lorentzfaktors die bestim-

mende Grofse bei der Setzung des Enddimensionalisierungsfaktors. Durch die Set-
P

zung p. = c ist der Bruch, der im Lorentzfaktor entsteht, 75 = 1 und es gilt
Bp(1) = Brepa(t) = P4 = R0 = Ba(pa(t)). Wendet man die No-

tation auf das Boris Schema (5.18) an, ist es nun moglich, den Term Atp,. ~ 10~*
vorab zu berechnen und somit ergibt sich das diskrete Boris Schema (5.37a) und
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(5.37b) zu
1y 1 L
i)dj+2’l :pdj 2’Z+f1d(r Jvz7ﬁdj 2’177])7 j:07"'7N_17 1= 17"'7npa
JHLE 0 App, P J+3.i 0. N-1i=1
r =r + pcf2(r 7pd an)v J=U,. y U= 7~~'7np'

(5.41)
Damit entfallt das Neuberechnen der Multiplikationen von E’—lg in den Termen von

ff und fg in jedem Zeitschritt. Die Dimension der Position der Partikel (in der
Regel bei uns r 7% a2 10~%) wird hierbei nicht veréindert.

Transformation des Integrals

Dariiber hinaus wurde in Kapitel 5.2 die ausgeschmierte, polynomiale Delta Funk-
tion (5.4) definiert, wobei das Gebiet des Trigers mit H. gekennzeichnet wurde.
Basierend auf der Form von (5.4) und dem sehr kleinen support (hdufig kleiner
als ~ 1072 in jede Raumrichtung) wird der Gradient V¢, aufgrund der Norma-
lisierung von ¢, sehr groff. Daher ist eine lineare Transformation der Integralaus-
driicke, in denen sowohl ¢ als auch Vg auftreten, als sinnvoll. Wir setzen daher

e (—1 -1 -1 T : N T . .
x = (e, '71,€, T2,€, w3) und mit € := (€;,¢€,,€,) erhalten wir die Transforma-

tionen
/HE

/ Vo(z)de = emeyez/ Vo(ex@)dt =e ! */ Vi(z)dz,
H. H; H;y

mit dem Gebiet Hy := [—1,1] x [-1,1] x [—1, 1]. Hierbei kennzeichnet * das Hada-
mard Produkt. Beriicksichtigt man, dass der Definitionsbereich der ausgeschmierte
Delta Distribution um die Position r verschoben ist, multipliziert man aufgrund
obiger Transformation ein e¢~! x 7. Unter Anwendung obiger Transformation auf
die Integrale der rechten Seite f; lassen sich somit numerische Ausloschungseffek-
te aufgrund starker Steigungen (im Fall von |e|]a ~ 11073 ist der Gradient von
GroRenordnung [V|a ~ 1-10°) vermeiden.

we(x)de = emeyez/ (€ * &) dx :/ v1(&) d,
H,

Nachdem wir uns im nun zuriickliegendem Kapitel mit der Diskretisierung der
einzelnen Komponenten des Zustandssystems beschéftigt haben, werden wir im
folgendem Kapitel auf die Diskretisierung und die Implementierung des Optimal-
steuerproblems (P) eingehen.

5.3. Beschreibung des Optimierungsalgorithmus.

In diesem Abschnitt werden wir den von uns implementierten Optimierungsalgo-
rithmus vorstellen. Dessen Darstellung findet sich in Kapitel 5.3.4 wieder. Der Al-
gorithmus basiert auf einem globalisierten Quasi-Newton-Innere-Punkte-Verfahren.
Die Approximation der Hessematrix wird mittels BFGS- Updateformel realisiert.
Der Optimierungsalgorithmus verwendet hierbei die auf die Steuerung u reduzierte
Formulierung. Man beachte, dass die Randsteuerung u zweidimensional ist, sodass
ihr Trager sich auf den Rand I' beschréankt und nicht auf das ganze Gebiet €. In
den kommenden Kapiteln (Kapitel 5.3.1-5.3.4) werden wir niher auf die Beson-
derheiten des Algorithmus eingehen. In Kapitel 5.3.1 beschéftigen wir uns mit den
Zustandsbeschriankungen unseres Optimalsteuerproblems. Dartiber hinaus blicken
wir in Kapitel 5.3.2 auf die Moglichkeiten der Findung von numerischen Lésungen.
Im nachfolgendem Kapitel 5.3.3 stellen wir das konkrete diskretisierte Optimie-
rungsproblem dar. Des Weiteren sei angemerkt, dass wir aufgrund der Verwendung
einer BFGS-Updateformel keine zweiten Ableitungsinformationen benétigen. Den-
noch sei darauf hingewiesen, dass wegen der auftretenden nichtlinearen Terme in
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der reduzierten Form e, die Ableitungen teilweise schwer zu berechnen sind. Als
Hilfsmittel werden wir deshalb Automatisches Differenzieren (AD) benutzen, wel-
ches exakte Ableitungen berechnet und im Kontext der Optimalensteuerung sich als
sinnvolles und niitzliches Tool erweist. In Kapitel 5.4 werden wir die Gelegenheit
nutzen, die Methode ausfiihrlich zu betrachten. Vor allem soll die Art und Wei-
se, wie der von AD generierte Code in die bestehende Implementierung integriert
werden kann, beleuchtet werden. Zunéchst schreiben wir das zustandsbeschrankte
Optimalsteuerproblem (P) mithilfe eines log-Barriereterms um.

5.3.1. Behandlung der Zustandsbeschrinkungen durch eine Barriere—
Methode.

Eine wesentliche Komponente des Optimalsteuerproblems (P) ist die punktweise
Zustandsbeschriankung an die Position des Partikels. Um das Verbleiben des Par-
tikels im Gebiet Q sicherzustellen, verfolgen wir den Ansatz, das Optimierungs-
problem mittels eines primalen Inneren-Punkte-Verfahrens zu implementieren. Wir
verwenden hierzu einen log-Barriereterm und einen Homotopie Parameter pf, des-
sen Update wir im Folgendem ndher beschreiben werden. Man definiert sich die
Barriere Funktion von Ordnung 1 und I(z, z7) : R x R* — R U {+00} mit beliebig
aber festen pf > 0 durch

o T e —pfIn(2), z € [0, +o0f
(27/1‘ ) T
00, z <0.

Damit lisst sich das Barrierefunktional b;(g(r), u*') um die Zustandsbeschrinkun-

genr(t) € Qbzw. gi(r(t)) <0, i = 1,...,m, die in Annahme 4.2.17 definiert werden,
im Zielfunktional schreiben als

bi(,pf): CHR?) - R U {+o0}
r [ —g;(r Hy gt
H;;Al(m(®%u)-

Das Optimalsteuerproblem (P) lésst sich nun mittels der Barriere Regularisierung
und Homotopie Parameter pff € R* formulieren als

min  J(r,u) + big(r), 47 = F(r,u)
st. (rp) eYuelU (Py)
e(r,p,u)(t) =0 vV telo,T],

Falls r(t) ¢ Q, dann gilt b;(g(r), u*) = 4c0. In den Papern [94, 93] von A. Schiela
findet man eine Diskussion und Behandlung des Innere-Punkte-Verfahren in Funk-
tionenridumen fiir eindimensionale Probleme mit dem Fokus auf deren Konvergenz.
Eine Updatestrategie fiir den Homotopie Parameter fiir Innere-Punkte-Verfahren
im Funktionenraum mit Zustandsschranken ist in [95] gegeben.

Des Weiteren befassen wir uns mit dem Ansatz, der der numerischen Umsetzung
des Optimalsteuerproblems zugrunde liegt, dem sogenannten " first-discretize-then-
optimize approach".

5.3.2. Behandlung des Optimalsteuerproblems.

Im Wesentlichen unterscheidet man, bei der Behandlung von Optimierungspro-
blemen im Funktionenraum und deren numerischen Umsetzung und Losung zwei
unterschiedliche Strategien. Der Ansatz first optimize, then discretize, stellt zu dem
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gegebenen Optimalsteuerproblem (P) die Optimalitétsbedingungen (4.68) im Funk-
tionenraum auf. Der Grundgedanke ist der, das Optimierungsproblem im Funktio-
nenraum zu betrachten und hierauf wohl bekannte Algorithmen aus der endlich-
dimensionalen Optimierung wie Gradienten Verfahren, SQP Verfahren oder Pen-
alty Verfahren an die Banachraumstrukturen anzupassen und die so modifizierten
Methoden auf die unendlichdimensionalen Optimalsteuerprobleme anzuwenden. So
wird z.B. in [16] das aus der Maxwell Gleichung entstehende Optimalitéitssystem mit
einem semismooth Newton Algorithmus im Funktionenraum gelost. Die entwickel-
ten Algorithmen losen das oben angegebene KKT System (4.68). Das entstandene
Optimalitdtssystem (4.68) wird bei dieser Strategie diskretisiert und anschliefsend
numerisch gelost.

Wiéhrend im Buch [38, Kapitel 8] von Matthias Gerdts ein Blick auf die Funktio-
nenraum Methoden fiir Optimalsteuerprobleme mit gewShnlichen Differentialglei-
chungen in den Nebenbedingungen geworfen wird, befassen sich die Biicher [104,
Kapitel 2.12, 3.7, 4.11, 5.9] und [56, Kapitel 2, 3] mit Optimierungsalgorithmen im
Funktionenraum fiir partielle Differentialgleichungen. Der Funktionenraum Ansatz
ist sehr beliebt, da die Algorithmen in den Funktionenriumen arbeiten, in denen
die Optimalsteuerprobleme formuliert sind, sodass an dieser Stelle kein Diskretisie-
rungsfehler gemacht wird. Auferdem wird hierbei die Struktur der Optimierungs-
probleme sehr stark ausgenutzt. Die Diskretisierung spielt dann erst eine Rolle bei
der numerischen Umsetzung der entwickelten Algorithmen. Bei der Diskretisierung
der Adjungierten hat man in diesem Fall die Freiheit einen passenden Diskretisie-
rungsansatz zu wahlen.

Im Gegensatz hierzu steht der Ansatz first discretize, then optimize. Bei dieser
Strategie diskretisiert man das Optimalsteuerproblem (P,) direkt und ersetzt al-
le auftretenden Funktionenrdume durch endlich dimensionale Riaume (so z.B. U
durch Uy C U durch eine konforme Diskretisierung (siche z.B. [23, Kapitel 3]) und
Kapitel 5.2.2) und alle vorhandenen Operatoren durch passende diskrete Approxi-
mationen. Wir schreiben das diskrete Optimierungsproblem in folgender kompakter
Form auf

min  Jy(r 4, uq)
st. (rq,pq) € Ya, ug € Uy, (Pa)
ed(rd, Py, ua) =0

mit Jy: Yy xUg = R, eq : Yy x Uy — Z, wobei d den Diskretisierungsparame-
ter bezeichnen soll, der sowohl fiir die Zeitdiskretisierung als auch fiir die Raum-
diskretisierung in dieser Form verwendet werden soll. Die Zustandsbeschriankung
gy : Yqa — R,9,4(rq) <0 findet sich, wie in Kapitel 5.3.1 beschrieben, in der Ziel-
funktion als Teil des Barriereterms wieder. Dabei bezeichnet e4(-) ein Schema zur
numerischen Losung der Newton-Lorentz Gleichungen. In Kapitel 5.2.3 beschéafti-
gen wir uns mit der Diskretisierung der Newton-Lorentz Gleichungen und haben
eine Abwandlung des Leapfrog Schemas kennengelernt, das sich in der Plasma Phy-
sik und besonders im Zusammenhang mit Teilchenbeschleunigern und sogenann-
ten particle-in-cell-methods als sehr bewihrt erwiesen hat (siehe hierzu [106, 108]).
Man erhélt durch diese Setzung ein endlich dimensionales Optimierungsproblem.
Zu diesem diskreten Problem stellt man Optimalitdtsbedingungen auf und 16st das
Problem numerisch mit endlichdimensionalen Optimierungsalgorithmen.

Wichtig hierbei zu erwéhnen ist, dass die Diskretisierung der Zustédnde y und Steue-
rung u, die Diskretisierung der adjungierten Variablen bestimmt. So stellt sich bei
diesem Ansatz hédufig die Frage inwieweit sich die diskrete adjungierte Gleichung
wieder als ein bekanntes Diskretisierungsschema der kontinuierlichen adjungierten
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Gleichung interpretieren und auffassen lassen. Ist das Diskretisierungsschema fiir
Zustand und Adjungierte exakt dasselbe, so nennt man dieses Schema selbstadjun-
giert. Die Diskussion beider umschriebener Anséitze findet sich in [57] und in [56,
Kapitel 3] ausfiihrlicher dargestellt wieder. Die von uns verwendete Strategie ist
first discretize, then optimize.

5.3.3. Die Formulierung des diskreten Optimierungsproblems.

Der nun folgende Abschnitt widmet sich der konkreten Formulierung des Optimal-
steuerproblems (P;), das in Kapitel 5.3.2 eingefiihrt wurde. Die in diesem Kapitel
formulierte diskrete Version des Optimalsteuerproblems (P,) wird von dem im Ka-
pitel 5.3.4 vorgestellten Algorithmus gelGst.

Die Diskretisierung des Gebiets €2 mit Hexaedern wurde in Kapitel 5.2.2 behandelt.
Wir wéhlen fiir das Gebiet 2 C €2, das wie oben erwdhnt ein Quader ist, folgende
Hexaederform

Q= [—r®, 9] x [—rb,rb] X [—r¢, re],
b

mit %, r® ¢ > 0, so dass die Punkte (—r®, —r? —r)T (72 7 r¢)T in Q liegen und

die Forderung
|z —yla>R,, VaxcQ, yel.

erfiillt wird. Dies stellt sicher, dass

supp(p(- — x)) = {y €R3 [ p(y —x) #0} C Bp, (@) CQ Vo e

ist. Wir verwenden somit als eine konkrete Realisierung der Zustandsbeschriankung
b Y ) T o6
T e e e D RRSI

Vi=0,.,N-1i=1,..,np,
(5.42)

glr 7% = (r gt —r® —p 30—, ryj’i -7
sodass fiir 7 7" € Q, g(r 9%) < 0 gilt.
Als Terme Ji1(r¢(t)), J2(r*(T)) der Zielfunktion (5.1) withlen wir im Folgendem

Ji(r'(t)) = 5lr'(t) —ra(t)l3 und

Jo(r'(T)) = 5|r'(T) — ref3.

Wir geben hierbei gewiinschte Partikelbahnen 7%(t) € R® zum i-ten Partikel iiber
den gesamten Zeithorizont ¢ € [0,T] vor. Dariiber hinaus setzen wir eine Endzeit-
bedingung um den Wunsch nachzukommen die Position der Partikel am Zeitpunkt
t =T in den Punkt ri € R3, i =1, ..., Ny zu steuern.

Die diskrete Zielfunktion und das diskrete Optimalsteuerproblem, welches von uns
gelost wird und auf (Py) basiert, hat somit aus den Kapiteln 5.2-5.3.1 resultierend,
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folgende Gestalt

n N np
. ]_ L4 B .. P9 1 - N .12 o bT b
g ZZWA“T Mo+ 2 Z%’r Sk e Phe Mu
i=1 j=0 i=1
i N m
Y3 At (g, 49
i=1 j=0 k=1
} o T ek TR PN R RO B X =0 Ne1li=1
s.t. pd _pd +f1 (r ’pd 777)7 J =Y. — L= 1., Ny,
GHLE . g Fd o i & I3 _ 1o
T =r 7"+ Atp.f5(r ", D, M), Jj=0,..N—-1i=1,.,n,.
An = Bu®
L i
-~ —3, _ Po 0,i i .
= s r o =7 s Z:].,...,n
by mg 0 P

(pf)
Dabei sind w;,v; > 0, i = 1,...,n, Gewichte fiir die einzelnen Zielfunktionsterme
und die Matrix M ist die in (5.13) definierte Randmassenmatrix. Die Diskretisie-
rung der Nebenbedingungen ist in Kapitel 5.2 beschrieben. Hierbei folgt die Dis-
kretisierung der reduzierten Form e aus (5.7), (5.37) und (5.11). Wir setzen hierbei
B%ub =: v, wobei die Matrix B € R™ *™ gegeben ist durch

1 ;= 9
By=14 ' 7% (5.43)
0, T; # T,
Damit liisst sich das diskrete auf die Randsteuerung u® reduzierte Problem angeben
als

np N
min f”b(ub) = jnb(T(ub)a ub) = %Z Z/LD'LAﬂT j’i(A_lBub) - de)ilg

i=1 j=0
1 &

~ .. Ny A—112..b 2, @ 5T b
—|—§l§:1v¢|r (A Bu)—re|2—|—§u Mu

Np N m
=Y NN iAtIn(—gg(r 7 (A Bu)))
i=1 j=0 k=1
st. ubeR™
(P

An dieser Stelle méchten wir noch einige Bemerkungen zu den einzelnen Kompo-
nenten von (PZ) bzw. (P") machen:

Die mit der Finiten-Elemente Methode diskretisierte schwache Formulierung der
Poisson Gleichung (5.10) findet sich in der Gleichung An = Bu’ wieder, deren
Losung mit dem standardméfigen konjugierten Gradientenverfahren (siehe hierfiir
z.B. [82, Kapitel 5] und [46, Kapitel 8.4]) bestimmt wird. Die Steifigkeitsmatrix A,
bestehend aus den Gradienten der trilinearen Ansatzfunktionen, ist positiv definit.
Die Berechnung der Losung des Systems (5.37) findet in den Schritten (3), (6¢)
und (6f) von Algorithmus 1 statt. Diese wird zur Neuberechnung der Zielfunktion
in Algorithmus 1 (3), (4) und (6f) benutzt.

Eine Diskussion von Inneren-Punkten-Verfahren im endlich dimensionalen Fall fin-
det sich in grofser Ausfiihrlichkeit in dem Buch [82, Kapitel 14, 19] von Nocedal
und Wright und von primal-dualen Inneren-Punkte-Verfahren in [111] wieder. Das
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Update des Homotopie Parameters u!? erfolgt durch die in [82, Kapitel 19.3] vor-
geschlagene Strategie, auf die wir in Kapitel 5.3.4 eingehen werden.

In unserer Umsetzung soll die Zuldssigkeit, (t) € Q, sichergestellt werden, sodass
das Barriere Verfahren in unseren Augen die Methode der Wahl ist. Eine Implemen-
tation einer primal-dualen Strategie erscheint sinnvoll. Dies wird jedoch in dieser
Arbeit kein Bestandteil sein. So enthélt der Artikel [8] eine konkrete Realisierung ei-
nes primal-dualen BFGS-Innere-Punkte-Verfahren. Man beachte hierbei die grofer
werdende Dimension der Systeme und den erhéhten Aufwand diese zu 16sen. Somit
belassen wir es in unserer Implementierung bei den von Fiacco und McCormick in
[36, Kapitel 3] vorgestellten primalem Barriere Ansatz.

Um einen genauen Uberblick, sowohl iiber die skalaren und vektoriellen Gréfen als
auch die auftretenden Matrizen und deren Bedeutungen, zu erhalten, fassen wir alle
Komponenten von unserem Optimierungsproblem (Pg) in Tabelle 5.1 zusammen.

Grofen Bedeutung
Zusténde

rii ¢ R3 Position des i-ten Partikels zum Zeitpunkt ¢;
g ~3l e R3 Impuls des i-ten Partikels zum Zeitpunkt ¢;_ 1
n € R" Skalarpotential. Losung der Poisson Gleichung
Steuerung

ub € R™ Randsteuerung
Matrizen

M e Rexme Randmassenmatrix (5.13) der Poisson Gleichung
A € R7sxns Steifigkeitsmatrix (5.12) der Poisson Gleichung
B € R"s*me Rechtecksmatrix aus (5.43)
Vorgegebene Vektoren

rff €R3 Vorgegebene Trajektorie, i-tes Partikel zu t;
rdt ¢ R3 Vorgegebene Endposition, i-tes Partikel zu ¢x
g(ri') € RS Realisierung (5.42) der Zustandsbeschrénkung
Konstanten & Parameter

n, € Z* Anzahl der Partikel
N eR* Endzeitpunkt ¢y
At e RT Zeitschritt
pe € RT Enddimensionalisierungsfaktor
U, W; > 0€R,i=1,..,n, Gewichtungsfaktoren
a>0eR" Tychonov-Parameter
uh e RS‘ Homotopie-Parameter

TaBELLE 5.1. Uberblick tiber verwendete Gréfien und deren Bedeutung

5.3.4. Das globalisierte BFGS-Innere-Punkte Verfahren.

Wir stellen im Folgenden den von uns implementierten Algorithmus zur Loésung
des diskreten Optimierungsproblems (P¢) bzw. (Pbd ") vor. Die einzelnen Aspekte,
die Algorithmus 1 umfasst, finden sich in den jeweiligen Kapiteln entsprechend
ausfithrlich dargestellt wieder.
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Algorithmus 1 Der Optimierungsalgorithmus

INITIALISTIERUNG DES VERFAHRENS:

(1a) Laden des ADiMat runtime environment.

(1b) Laden der physikalischen Konstanten: ¢, €, u, ¢, m¢ und Eingabe der
Toleranzen tol; > 0 und toly > 0

(1c) Initialisierung der Optimierungsparameter: Tikhonov Parameter ao > 0
und Laden der desired trajectory.

(1d) Initialisierung des Gebiets €2, Generierung des Hexaedergitters, der

Randmassenmatrix M € R™*™ und der Steifigkeitsmatrix A €
R™sXns

(le) Initiierung der Randsteuerung u$ € R™.
(1f) Setze i = 0.
BFGS INNERE PUNKTE VERFAHREN:
(2) Initialisierung der inversen BFGS-Update Matrix Hy

Hy=1¢ Rn;,xm,’

des Homotopie Parameter ufl > 0, der Parameter c1,co > 0 fiir die
Winkelbedingung und des Gebiets Q.

(3) Berechnung des Zustandes Ry € R*"»*¥N geben in (5.54) nach (5.41),
und Bestimmung der Zielfunktion f,, (u$) nach (5.53).

(4) Bestimmung des Gradienten der reduzierten Zielfunktion V f,, (u})
nach (5.55).

(5) if Vfn,(ud) =0 dann STOP, else gehe zu (6a) end if.

(6) while | fo, (u?) = fa, (uf_1)l2 > toli A [Vfy,(uf)l2 > tol (i >1)
(6a) Berechnung der Quasi Newton Suchrichtung q; = —H;V f,,, (u?).
(6b) if g, der Ungleichung

=V fu, (u) " q; > minfer, 2|V fo, (uf) 23V £, (u7) 21512
geniigt (Modifizierte Winkelbedingung), dann setze s; = q;, else
setze s; = —V f,, (ub) end if.
(6¢) Bestimme die Schrittweite 7; > 0 mit der Regel von Armijo mit
Parameter 3,7 € (0,1), m =0, 0° >0
while  fo, (uf) = fo, (U] +0™s;) < =70V fr, (uf) "s;
Setze 0™t = o™ m=m + 1
end while
und setze 7; = o™.
(6d) Setze ub,; =ul +7;s;.
(6e) Update des Homotopie Parameters pff | nach (5.44).
(6f) Berechnung des Zustandes R;y; nach (5.41), und Bestimmung
der Zielfunktion f,, (u?,;) nach (5.53).
(6g) Bestimmung des Gradienten der reduzierten Zielfunktion
V fn, (!, ) nach (5.55).
(6h) if Vfn,(ul ) =0 dann STOP end if.
(6i) Inverser BFGS UPDATE: d; = ul,; — ul, w; = Vf,, (ul, ) —
V fr, (u?) und
(d; — Hyw;)d, + di(d; — Hyw;)"
(di — Hiwi)Twi T
ol tdid,
(d; w;)?

Hip1=H; +

(6j) Setze i =i+ 1.
(7) end while.
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Das Update des Homotopie Parameters in Algorithmus 1 (6f) und die Strategie,
die uff — 0,7 — oo, konvergieren lisst, erfolgt durch

(g) "=
piy = Fi———— it
. 1-& )\’

ki = 0.1min { 0.05 3 2] (5.44)

€ = minj—1....m[§'];[2];

! (CRORES ’
wie in [82, Kapitel 19.3] beschrieben. Man bezeichnet die j-te Komponente ei-
nes Vektors v mit [v];, m = 6, und in unserem Fall ist g’ = (—g(r))’ und
PR uf{(r%, T%, %, T—l,,, %, %)T Hierbei wird der Parameter ,uf_IH aggressiv redu-

ziert, falls §; ~ 1 ist. Fiir Parameterwerte uf?, die sehr schnell nahe zur Null ge-
zwungen werden, kann das Verfahren instabil werden bzw. sich der Iterationsverlauf
verlangsamen. Néheres findet der Leser in [82, Kapitel 19].

Man kann auch eine konservative Strategie fiir den Homotopie Parameter verwen-
den, indem man

Mﬁlzﬂiﬂﬁa ,U,{I—>O,’L'—>OO,
mit x; € (0,1) setzt.

In Kapitel 5.6 werden hierzu drei Testbeispiele prasentiert. Im folgenden Abschnitt
betrachten wir zundchst jedoch eine Mdéglichkeit zur Realisierung der adjungierten
Gleichung und der Gradientengleichung mit Hilfe von automatischem Differenzie-
ren. Danach wird in Kapitel 5.4.7 auf die Berechnung des Gradienten der redu-
zierten Zielfunktion, der in Algorithmus 1 (4) und (6g) bendtigt wird, ausfiihrlich
eingegangen.

5.4. Automatisches (Algorithmisches) Differenzieren.

Zunichst werden wir einen kurzen Uberblick geben, was man unter Automatischem
Differenzieren versteht. Dabei werden wir den Grundgedanken der hinter dem ex-
akten Differenzieren steht wiedergeben und einen Blick auf die unterschiedlichen
Techniken und Methodiken von (AD) werfen. Man unterscheidet im Wesentlichen
zwei Modi beim Automatischen Differenzieren, ndmlich den Vorwérts- und den
Riickwérts-Modus. Im Folgenden nutzen wir die englischen Fachtermini forward
mode und reverse mode. Bel der Umsetzung eines AD-Codes benutzt man entwe-
der so genannte Quelltransformation (source transformation) oder die Methode
der Operatoreniberladung (operator overloading). Empfehlenswerte Literatur zum
Automatischen Differenzieren ist das Buch [45] von Griewank & Walther und die
darin enthaltenen Referenzen. Dariiber hinaus gibt die Habilitationsschrift [99] von
Thomas Slawig einen guten Einblick in AD.

5.4.1. Einfiihrung.

Das Automatische Differenzieren, auch Algorithmisches Differenzieren genannt, stellt
eine Programmtransformation dar, die die Semantik eines Programmes wie MAT-
LAB é&ndert, basierend auf der Kettenregel der Differentialrechnung. Der Grundge-
danke, der hinter dem Automatischen Differenzieren steht, ist der folgende:

e Sei ein Programm A gegeben, das eine Funktion F' berechnet.

e Dann generiert AD ein "differenziertes" Programm A’, das sowohl fiir jeden
Inputwert den Funktionswert berechnet als auch die dazugehorige Jacobi
Matrix J ausgibt.



5.4 Automatisches (Algorithmisches) Differenzieren 125

Es gilt zu beachten, dass die berechneten Ableitungen exakt (bis auf Maschinen-
genauigkeit) und keine numerischen Approximationen sind. AD ist somit fiir die
Differenzierung eines diskreten Optimalsteuerproblems sehr geeignet und eine sinn-
volle Alternative im Vergleich zu Differenzieren per Hand. Hierbei wird die Funktion
F' als Hintereinanderausfiithrung von elementaren Operationen

y=F=F,0---0F;, keN (5.45)

aufgefasst, wobei die Ableitungen der elementaren Operationen bekannt sind. Durch
die Kettenregel ergibt sich die Ableitung von F' als

J(x) = F'(x) = Fp(Fp-1(- - Fi(x))) - Fy(Fi(x)) - Fi(=), (5.46)

mit € € R® und F' : R® — R™. Der Grundgedanken, der hinter allem steht, ist,
dass die elementaren Ableitungsregeln der Differentialrechnung in einer numeri-
schen Umgebung implementiert werden kénnen.

Es gibt prinzipiell zwei unterschiedliche Methoden, die Berechnung der Jacobi Ma-
trix J durchzufiihren:

e Das Uberladen der Operatoren, d.h. zusitzlich Ableitungsinformationen
iibergeben und Neu-Definition der elementaren Operationen (Operatoren-
tberladen).

e Die zusitzliche Generierung von neuem Quellcode (Quelltransformation).

5.4.2. Operatoreniiberladen.

Die Technik ist ein Merkmal objektorientierter Programmiersprachen, bei der ma-
thematische Operatoren und Funktionen uberladen werden, d.h., dass man ihnen
flir verschiedene Datentypen verschiedene Bedeutungen zuordnet. Hierzu definiert
man Datentypen der Form
X = (z,x),

bestehend aus einer Variablen und deren Ableitung. In und fiir die zweite Kom-
ponente implementiert man die Differentationsregeln. Somit erfolgt die Funktions-
wertberechnung y = F(x) und deren Ableitung y' = F'(x) gleichzeitig durch Aus-
fiihren des urspriinglichen in der Struktur unverédnderten Programms. Es wird zu
Beginn des Verfahrens ' = S als Initialisierungsmatrix gesetzt, in Kontext des
Automatischen Differenzierens auch Seed Matrix S genannt. Nach Durchfithrung
der Differenzierung der einzelnen Operationen erhélt man am Ende den Datentyp
Y = (y,y’), in dessen erster Komponente der Funktionswert berechnet wurde und
in dessen zweiter Komponente die partielle Ableitung 3’ = JS zu finden ist, wobei
J die Jacobi Matrix von F' darstellt. Eine Einfiihrung in AD unter dem Gesichts-
punkt der objekt-orientierten Programmierung und eine konkrete Umsetzung des
Ansatzes der Operatoreniiberladung in MATLAB ist in Neidinger [76] gegeben.

5.4.3. Quelltransformation.

Der Quelltransformations-Ansatz analysiert zunéchst den vorhandenen Code und
die zu ableitenden Programmteile. Der wesentliche Unterschied zum Operatoren-
tberladen ist, dass neuer, zusatzlicher Quellcode generiert wird. Bei diesem Ansatz
koénnen eben jene Variablen identifiziert werden, fiir die derivative objects bendtigt
werden, und die einzelnen Terme, in denen diese auftreten, deren Ableitungen eben-
so berechnet werden miissen. Es wird also hierbei explizit neuer Code erstellt, der
sowohl die urspriingliche Funktion als auch deren jeweils gewiinschten partiellen
Ableitungen enthélt. Der Vorteil der Quelltransformation gegeniiber der Operator-
tberladung liegt in ihrer Effizienz, sie erfordert jedoch einen wesentlich héheren
implementatorischen Aufwand, vergleichbar mit dem Implementieren symbolischer
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Differentationtools. Eine ausfiihrliche Beschreibung der verschiedenen Arten der
Quelltransformation findet sich in [45, Kapitel 6.2] wieder.

Wir fiithren unter Beriicksichtigung der Hintereinanderausfiihrung (5.45) von F fol-
gende Notation ein

Vorschrift 5.4.1. Es sei gegeben

(.Z‘,(nfl), . 3;‘0) =x, xz €R"
v = Fi(T_(n—1), -, Ti1), 1=1,..,k
y:= F(x) = xx.

Dann bestimmt sich die Ableitung der einzelnen Komponenten nach der Kettenregel
zu
i—1
aF(Z’_ -1 7"'7I'—1) .
x; = Z ‘ (nﬁx)- ‘ af, i=1,.,k
j=—(n-1) !

Hierbei gilt :L‘; = 0, falls F; nicht von x; abhéingt. Somit muss die Summe nur iiber
die Indizes j genommen werden, deren Variable z; ein direkter Vorgénger von w;
ist. Dann ldsst sich die Relation

j=1 <& z; hingt direkt von z; ab,

definieren und die Summenformel reduziert sich zu

I E 177 ! —
./L'Z' - j.<7; Tff)j, 1= 1, 7]{7 (547)

Damit gilt F'(x) = z},. Die Quelltransformation stellt dann eine Methode dar, die
Berechnung der Jacobi Matrix zj, mittels (5.47) durchzufiihren.

5.4.4. Die verschiedenen AD Modi: Vorwéarts - vs. Riickwéarts Modus.

Die Berechnung und Auswertung von (5.46) kann prinzipiell in beiden Richtungen
passieren, d.h. entweder vorwérts von i = 1, ..., k (Vorwdrtsmodus) oder riickwirts
von i =k, ..., 1 (Rickwdrtsmodus). Dies wollen wir an einem Beispiel illustrieren.

Betrachten wir hierzu die elementare Modellfunktion F', deren Ableitung bestimmt
werden soll, gegeben durch

F:R® 5 R mit F(z) = (1 + x2)z123. (5.48)

Vorwartsmodus

Setzen wir die zu der im vorherigen Abschnitt modifizierten Vorschrift

Vorschrift 5.4.2. Es sei gegeben (in Pseudocode)

To:=T xr €R"
fori=1:k

€Tq = Fz’(mifl)
end for

y:= F(x) = xy,
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so erhélt man fiir die Jacobi Matrix der Hintereinaderausfithrung (5.45)

= [[F@i1) = Fi(ze-1)ais.

Wir definieren hierbei die Zwischenwerte
o = Fj(xj1)---Fi(zo), je{l,..,k} (5.49)

Hierbei berechnet sich das Produkt von vorne Fj(xo) nach hinten F} (ry_1). Dieser
Modus wird Vorwértsmodus (forward mode) genannt.

Die Ausgabevariable y, deren Ableitung bestimmt werden soll, nennt man beim Au-
tomatischen Differenzieren abhdngige Variable. Die Variablen bzgl. die man diffe-
renziert, in dieser verwendeten Notation x, werden unabhdngige Variablen genannt.
Als Initialisierungsmatrix im forward mode, sogenannte Seed Matrix S, setzt man

dwo
/ = / = — =
T =Ty =
Man erhélt mit dieser Notation i.A. die Richtungsableitung in Richtung §
y =1z, = F'(x)S. (5.50)

Die Wahl der seed matriz S (fiir den Fall F : R — R™, F'(x) € R™*™) ist von
entscheidender Bedeutung:

e S=ej,j€l,..,n: partielle Ableitung, j-te Spalte der Jacobi Matrix,
e S = v: Richtungsableitung in Richtung v,
e 5= (ej)}_;: volle Jacobi-Matrix.

Wir verdeutlichen dies nun am Beispiel (5.48). Als Auswertungsstelle verwenden wir
den Vektor a € R mit Komponenten a1, as, as. Der forward mode hat folgenden
Ablauf:

Fla), Fyeq y = F(x2) wy = Fy(@2)ay

T2 = F(x1) zy = Fy(x1)ry
forward pass

x) = Fi(x0) rh = Fi(z0)xg

a Tro=a xp =298

Der forward pass hat dabei folgende Gestalt

1 0 0
2z — a, a=5=[0 1 o,
0 0 1
(Iﬂo)l(:to)l a1ay 2(.’1)0)1 0 0
x1 = Fi(zo) = | (o)1(0)2 | = | @102 (20)2 (580)1 01,
(wo)g, as 0 1

_ _ ((@i)i(®1)3) _ (ara1a _ ((z1) (1)1
o = F2(w1) = ((1171)2(:121)2) = <a1a2az) F2 (131 = ( 0 3 wl (2E1)2>
y = F3(x2) = ((x2)1 + (22)2) = ((a1 + az)araz), F3(x2) = (1,1).
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Wir erhalten fiir die Ableitung von F an der Stelle a

20,1[13 + asasz
F'(x)|o=a = (xé)T = a1as
a% + ajas

Bemerkung 5.4.3. Man beachte, dass in diesem Fall mit F'(z)" € RY™™ mit
m =1 alle Produktterme F|(z;_1)x]_, mitl =1,...,2 Matrizen sind. Im Fall, dass
man die Produktterme von hinten nach vorne berechnet (Rickwdrtsmodus), sind
alle Komponenten des Produktes Vektoren. Dies fiihrt uns zum reverse mode.

Riickwartsmodus

Man definiert sich hierbei unter Verwendung von (5.49) und Vorschrift 5.4.2 als
Zwischenwerte:

dy b
.f_;r = H Fi/(xi_l).

dz; i=j+1
Damit gilt z; =z, ,F},,(z;) und die Rekursionsformel

Tj—1 = Fj{(a:j_l)Ta’:j, j=k, ..., 1

Die seed-Matrix ist im reverse mode gegeben durch

d
g::jk:( :Bk)T_

)

dzy,

und die Z; werden die adjungierten Variablen genannt. Die gesuchte Richtungs-
ableitung ist somit gegeben durch

y =) =S Fl(xp_1)-- Fi(x0) = ST F'(x). (5.51)

Die Wahl der seed matriz S (fiir den Fall F : R® — R™, F'(x) € R™*") ergibt in
diesem Fall:

o S=e;,j€{l,...,m}: j-te Zeile der Jacobi Matrix,
e 5= (ej)L;: volle Jacobi-Matrix.

Die Ableitung der elementaren Beispielfunktion F' in (5.48) ldsst sich im reverse
mode wie folgt berechnen.

F(a)7 y:Fg(IlIQ) ngS: F
xo = Fy(x1) &y = Fi(x2) " 73
forward pass reverse pass
] = F1<£L‘0) il = F2/<£L‘1)TCZ'2
a o =a o = F{(wO)T:Tcl Zo

Im forward pass finden die Auswertung
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o = a, )
(x0)1(x0)1 a101 2(x0)1 0 0
x1 = Fi(zo) = | (zo)1(x0)2 | = | ma2 Fl(zo) = | (xo)2 (o)1 0],
(%0)3 as 0 0 1

_ _ ((@i)i(x1)3) _ (ara1a / _ ((z1) 0 (zih
@2 = Folwy) = ((931)2(561)2) B (alazaz) Fp(@) = ( 0 ’ (%1)3 (331)2>
y = F3(x2) = ((x2)1 + (22)2) = ((a1 + az)araz), Fy(x2) = (1,1).

statt. Im reverse pass berechnet man

F=13=9=1,
2a1a3 + asas
— / T =
o — Fl(ﬁo) ] = ajas
a% “+ aias

Damit ergibt sich die Ableitung zu
F'(x)|z=a = Zo.

Im AD Kontext werden die Variablen F,Z3,Zs, %1, %o adjungierte Variablen ge-
nannt. Die Seed-Matrix S entspricht dem Skalar 1. Die adjungierten Variablen sind
nun in unserem Beispiel Vektoren und keine Matrizen. Man nennt die im reverse
mode differenzierte Funktion adjungiertes Modell. Die adjungierte Variable & stellt
die zu bestimmende Jacobi Matrix dar.

Damit lasst sich folgende Direktive in der Verwendung beider Modi angeben. Ist
die Dimension der Inputvariable n < m, so ist der Vorwdrtsmodus die Methode
der Wahl. Falls m < n, dann ist der Rickwdrtsmodus das effektivere Verfahren, die
Jacobi Matrix zu berechnen. Somit bietet sich der Rickwdrtsmodus im Falle einer
Funktion F': R™ — R an. Der Nachteil dieses Modus ist der sehr erhéhte Speicher-
bedarf. Neben dem Riickwértsaufruf der einzelnen F ist eine Vorwértsauswertung
der Funktionswerte notig, d.h. eine Speicherung der Werte x; wird notwendig.

Fiir Optimalsteuerprobleme ist der Rickwdrtsmodus unter Berticksichtigung eines
reduzierten Zielfunktionals 7 : R™ — R, geeignet. Im Kontext der optimalen Steue-
rung von Differentialgleichungen findet sich dariiber hinaus die gleiche Struktur
wieder, ndmlich die Losung der Zustandsgleichung vorwérts und die Losung der
adjungierten Gleichung riickwérts in der Zeit.

Der reverse mode benétigt aufgrund des forward pass zusétzlichen Speicherbedarf
ist jedoch sehr effizient im Hinblick auf die Rechenzeit verglichen mit dem forward
mode, falls die Dimension der Eingabevariablen deutlich die Dimension der berech-
neten Funktionswerte, d.h. der abzuleitenden Funktion, {ibersteigt. Im konkreten
Beispiel hat die seed matriz S des forward mode die Dimension 3 X 3 im reverse mode
ist dies nur ein Skalar. Die Nulleintrdge der Matrix S im forward mode bei grofier
Dimension der Eingabevariablen (im Vergleich zur Ausgabe) fiihren deshalb zu ei-
ner grofen numerischen Ineffizienz . Vor allem die Durchfiithrung von elementaren
Operationen ist in diesem Zusammenhang sehr kostenintensiv.

Die Kosten der Berechnung des forward mode sind fiir n unabhéngige Ausgangs-
variablen in der Grofenordnung von (n + 1)-Mal der Kosten der einfachen Funk-
tionswertberechnung von f gegeben, da bei jedem elementaren Schritt n Eintrége
zusétzlich zu der Wertberechnung entstehen. Im Gegensatz hierzu lassen sich die
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Berechnungskosten des reverse mode durch k-Mal die Kosten der Funktionswertbe-
rechnung von f, mit einer Konstanten £ > 0 unabhéngig von n, charakterisieren.
Weitere Informationen finden sich in [45, Kapitel 3.1/4.5], [44] und [99)].

5.4.5. Verwendetes AD-Tool ADiMat.

Die von uns verwendete AD-Software ADiMat ist ein Hybrid-Ansatz, d.h. sie macht
sich sowohl die Quelltransformation als auch das Operatoreniiberladen zunutze und
ist ein speziell fiir MATLAB entwickeltes Programm. Im AD-Tool sind sowohl der
Vorwiirts- als auch der Riickwértsmodus verfiighar. Hierbei macht sich ADiMat vor
allem die cell array class von MATLAB zunutze, in der die Richtungsableitungen
hinterlegt werden. Die Daten konnen dabei von unterschiedlicher Form und Typ
sein. Der Abruf der Daten erfolgt wie bei Matrizen Index basiert.

Das Programm ADiMat wird in [15] vorgestellt, worin auch dessen numerische
Effizienz untersucht wird. Im Wesentlichen gibt es zwei Typen von Funktionen, die
in ADiMat die Jacobi Matrix J berechnen. Uber das sogenannte high level user
interface sind folgende Aufrufe moglich:

e admDiffVFor(@f,S, argl,...,argN,opts): Funktion, die den Vorwérts-
modus benutzt. Als Ausgabe erhilt man das Matrizenprodukt aus Jacobi
Matrix und Saatmatrix J - S, hierzu wird als Input die zu differenzieren-
de Funktion f, die Seed-Matrix S und die Auswertungsstellen argl, ...
benétigt. Die Ubergabe der Funktion f erfolgt mittels function handle.

e admRevFor(@f,S, argl,...,argN,opts): Funktion, die den reverse mode
umsetzt. Als Ausgabe erhdlt man das Matrizenprodukt aus Saatmatrix und
Jacobi Matrix S - J. Die Eingabeparameter sind die Gleichen wie beim
forward mode.

e Zusétzlich lassen sich die einzelnen Ableitungsschritte hin zur Jacobi Matrix
J mit der Funktion admTransform manuell berechnen. Diese Funktionalitat
stellt sich im spéteren Verlauf als sehr niitzlich heraus.

Der Aufruf und die Initialisierung des ADiMat runtime environment erfolgt im
Algorithmus 1 in Schritt (1a).

5.4.6. Umsetzung in ADiMat.

Wir werden nun den in ADiMat implementierenden reverse mode genauer unter-
suchen und vor allem zeigen wie man einzelne partielle Ableitungen, die per Hand
einfach zu berechnen sind, in den von ADiMat generierten Quellcode einsetzen
kann. Wir studieren folgende Funktion. Sei « € R? und f, g,k : R? — R3 mit

f(z) = g(z) + h(z), (5.52)
mit h(x) = 22. Wir verwenden folgenden Funktionsaufruf

function f= testfu(x)

u= g(x);
f=u +x.72;

Die Testfunktion in diesem Beispiel ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit so einfach
wie moglich gehalten. Aufgrund dieser Strukturierung bietet uns die Quellcodege-
nerierung von ADiMat in wenigen Schritten die Mdglichkeit, von Hand abgeleitete
partielle Ableitungen in den Code einzubauen. Man erhélt von ADiMat den folgen-
den MATLAB Code A’ (in den wesentlichen Auszligen wiedergegeben)
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% Parameters:
% - dependents=f

% - independents=x

% - inputEncoding=IS0-8859-1

% - output-mode: plain

% - output-file: outputs/a_testfu.m
% - output-file-prefix:

% - output-directory: outputs

%

% Functions in this file: a_testfu, rec_testfu,
% ret_testfu, a_g, rec_g,

% ret_g

%

function [a_x nr_f] = a_testfu(x, a_f)

a_x = adimat_adjsum(a_x, tmpadjcl);
end

function f = rec_testfu(l x)

end

function a_x = ret_testfu(a_f)
end

function [a_x nr_u] = a_g(x, a_u)
end

function u = rec_g( x)
% Berechnung des Funktionswerts u
% Ablegen von u und x im stack
adimat_push(u, x);

end

function a_x = ret_g(a_u)
% Aufrufen der im stack abgelegten Daten x und u
[x u]l = adimat_pop;
% Initialisierung der Strukturen der partiellen Ableitungen
a_x = a_zerosl( x);
if nargin < 1
a_u = a_zerosl(u);
end
% Berechnung von Richtungsableitung
a_x
end

Es gibt folgende wesentlichen Bestandteile im oben dargestellten Code A’:

e Berechnung des Funktionswertes und der Jacobi Matrix, bzw. Komponen-
ten der Jacobi Matrix von f im Punkt x in a_testfu(x, a_f)
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e Berechnung des Funktionswertes von f in x in rec_testfu(x)

e Bereitstellung der Jacobi Matrix in ret_testfu(a_f)

e Berechnung der in der Funktion f aufgerufenen Unterfunktionen und deren
Ableitungen in a_g(x, a_u), rec_g(x) und ret_g(a_u)

e Es gilt zu beachten: Die berechneten Ableitungen von der Unterfunktion
ret_g(a_u) werden in der Hauptfunktion a_testfu(x, a_f) abgerufen

Der letzte oben angesprochene Punkt ermdoglicht es, einen von Hand hergeleite-
te partielle Ableitungen in die Quelltransformation einzufiigen. Man kann also
die Struktur des AD Codes A’ verwenden und in den Funktionen rec_g(x) und
ret_(a_u) eigene Ableitungen einbinden. Dies ergibt fiir die Funktion (5.52) fol-
genden MATLAB Code.

)
A
A
A
b
)
A
A
A
A
b
A
A

Parameters:
- dependents=f
- independents=x
- inputEncoding=IS0-8859-1
- output-mode: plain
- output-file: outputs/a_testfu.m
- output-file-prefix:
- output-directory: outputs

Functions in this file: a_testfu, rec_testfu,
ret_testfu, a_g, rec_g,
ret_g

function [a_x nr_f] = a_testfu(x, a_f)

u = rec_g(x);

tmpcal = x .~ 2;
f= u + tmpcal;
nr_f = f;
[a_u a_tmpcal a_x] = a_zeros(u, tmpcal, x);
if nargin < 2
a_f = a_zeros1(f);
end
a_u = adimat_adjsum(a_u, adimat_adjred(u, a_f));
a_tmpcal = adimat_adjsum(a_tmpcal, adimat_adjred(tmpcal, a_f));
a_x = adimat_adjsum(a_x, adimat_adjred(x, 2 .* x.”1 .* a_tmpcal));

[tmpadjcl] = ret_g(a_u);

a_x = adimat_adjsum(a_x, tmpadjcl);

end

function f = rec_testfu(x)

end

function a_x = ret_testfu(a_f)

end
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function [a_x nr_u] = a_g(x, a_u)

end

function u = rec_g(x)
u=2 % x;
uJacobi= 2*eye(3);
adimat_push(u, x,uJacobi);
end

function a_x = ret_g(a_u)
[uJacobi x u] = adimat_pop;
a_x = a_zerosl(x);
if nargin < 1
a_u = a_zerosl(u);
end
a_x{1} = a_u{1}*uJacobi;
a_x{2} = a_u{2}*uJacobi;
a_x{3} = a_u{3}*uJacobi;
end

Die Hauptfunktion des generierten MATLAB files a_testfu(x,a_f) mit seed ma-
trix S=a_f ruft sowohl
u = rec_g(x)

auf (Abruf des Funktionswertes von g an der Stelle x) als auch
[tmpadjcl]l=ret_g(a_u)
auf (Abruf der Ableitung von g mit seed matriz S=a_u). Dabei ist die Funktion

a_testfu(x,a_f) wie folgt strukturiert:

Bestimmung des Funktionswertes nr_f

Bestimmung der Ableitung von 22

Aufrufen der Ableitungsinformationen von u mittels ret_g(a_u)
Addition beider Jacobi Matrizen mit Hilfe von adimat_adjsum

Die von uns in dem ADiMat Code integrierten Ableitungen sind in den letzten
beiden Funktionen wiederzufinden:

e function u = rec_g(x): Es lassen sich in dieser Funktion nun beliebige
Funktionen realisieren und implementieren (hier als Beispiel: g(x) = 2x).
Wir berechnen hierbei ebenso die Jacobi Matrix uJacobi von g. Des Weite-
ren nutzen wir die vom ADiMat runtime environment mitgelieferte Funkti-
on adimat_push, die die einzelnen Werte auf einen Stapel legt (Zu beachten:
Die Reihenfolge der auf den stack gelegten Werte).

e function a_x =ret_g(a_u): Zunichst ruft die Funktion adimat_pop die
Werte in umgekehrter Reihenfolge vom stack ab. Die partielle Ableitung
a_x wird initialisiert. Man speichert dann im cell array object und mittels
Aufruf der einzelnen Zellen durch {-}, die jeweiligen partiellen Ableitungen.

In der Habilitationsschrift [99, Kapitel 3.3.2] findet sich eine Betrachtung von Un-
terprogrammen wieder, deren Ableitungen bekannt sind. Als Vergleich zu der in
ADiMat generierten Datei a_testfu(x,a_f) im reverse mode soll der Vollstandig-
keit halber der vom forward mode genierte Code angegeben werden.
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% Parameters:
% - dependents=f

% - independents=x
% - inputEncoding=IS0-8859-1
% - output-mode: plain

% - output-file: outputs/d_testfu.m

% - output-file-prefix:

% - output-directory: outputs

A

% Functions in this file: d_testfu, d_g
%

function [d_f f] = d_testfu(d_x, x)
[d_u u]l = d_g(d_x, x);
d_tmpcal = adimat_opdiff_epow_right(d_x, x, 2);
tmpcal = x .7 2;
d_f = adimat_opdiff_sum(d_u, d_tmpcal);
f = u + tmpcal;
end

function [d_u ul] = d_g(d_x, x)
d_u = adimat_opdiff_mult_left(2, d_x, x);
u =2 * x;

end

Man sieht auf dem ersten Blick, dass blued_testfu(d_x,x) einen wesentlich kiir-
zeren Quellcode besitzt als bluea_testfu(x,a_f). Hierbei ist die seed matriz im
ersten Inputargument mit S=d_x gegeben. Das zweite Argument x ist die Auswer-
tungsstelle. Die Kompaktheit des im forward mode differenzierten Programms legt
dessen Uberlegenheit gegeniiber dem reverse mode nahe, falls die Dimension n der
Eingabevariable sich nicht wesentlich von der Dimension (bezeichnet mit m) von
f(x) unterscheidet. Falls jedoch n > m ist, empfiehlt es sich nach Kapitel 5.4.4
den revers mode zu verwenden.

Zum Abschluss der Betrachtungen zu dem AD-tool ADiMat soll noch in aller Kiirze
aufgezeigt werden, wie der von ADiMat differenzierte Code A’ in MATLAB ausge-
flihrt werden kann. Die durch den forward mode erzeugte Datei d_testfu(d_x,x)
kann durch folgende Befehle aufgerufen werden (mit Hilfe des ADiMat runtime
environments)

x = [1 2 3]; % Auswertungsstellen
adimat_derivclass(’vector_directderivs?’); % derivative class

d_x = createSeededGradientsFor(eye(3),[1 1 1]); % Initialisierung
[d_f f] = d_testfu(d_x,x); % Ausfuehren des Codes

f; % Funktionswert

J = admJacFor(d_f); % Jacobi Matrix

I

[

reverse mode ergibt sich flir a_testfu(x,a_f) folgender Aufruf

x = [1 2 3]; % Auswertungsstellen
adimat_derivclass(’opt_derivclass’); % derivative class

a_f = createSeededGradientsRev(eye(3),[1 1 1]); % Initialisierung
[a_x f] = a_testfu(x,a_f); % Ausfuehren des Codes
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f; % Funktionswert
J = admJacRev(a_x); % Jacobi Matrix

Bemerkung 5.4.4. Die Generierung des neuen ADiMat Quellcode A’ erfolgt in
MATLAB durch das Senden des zu differenzierenden Programms an einen code
transformation server. Dieser generiert den differenzierten Code A’ und speichert
diesen in einen anzugebenden Pfad unter der Funktion A’=a_A ab (im Falle, dass
der reverse mode verwendet wird). Mittels dem installierten runtime environment
lisst sich das Programm A’ ausfiihren. Der grofie Vorteil der Quellcodegenerierung
besteht darin, dass nachdem A’ generiert wurde, der generierte Code einfach auf-
gerufen werden kann.

Bemerkung 5.4.5. In ADiMat lassen sich diinnbesetzte Matrizen (sparsity pat-
terns) mit der Option opts.JPattern effizienter losen. Auferdem bietet ADiMat
sowohl ein high level user interface zur Berechnung von Hesse Matrizen, Taylor Ko-
effizienten von Funktionen als auch Finite Differenzen Methoden zur Bestimmung
von Ableitungen.

5.4.7. AD fiir das Optimalsteuerproblem.

In diesem Abschnitt werden wir auf die Umsetzung des Optimierungsalgorithmus
eingehen und aufzeigen, wie sich der Gradient der Zielfunktion in Algorithmus 1 (4)
und (6g) berechnet. Der Gradient wird in unserem Algorithmus sowohl im BFGS
Update (Algorithmus 1 (6i)) als auch im Falle des modifizierten Winkeltests (Al-
gorithmus 1 (6b)) bendtigt. Blicken wir zuerst auf das Zielfunktional, das wir in
seiner diskreten Variante auf die Randsteuerung u® reduzieren.

Das Zielfunktional hat nach (Pbd ") und nach Einfiihrung eines Tensors der dritten
Stufe R die Gestalt

np N
= 1 . o
Fry (W?) = Ty (R(A™BUL), u®) =3 Z ZuﬁiAt\r P AT BUY) —r 2
i=1 j=0
1np~ Ny g—112..b 2, @ pT b
+§;vi|r (A Bu)fre’2+§ Mu
" N m ..
—pSOST S @At n(—g, (r (AT Bu))),
i=1 j=0 k=1
(5.53)

wobei n, die Anzahl der Partikel darstellt und die Zielfunktion sowohl aus ei-
ner tracking-type Formulierung iiber das gesamte Zeitintervall als auch aus einer
Endzeitbedingung fiir die Position der Partikel besteht. Wir schreiben R, dessen
Komponenten R;j, (Komponente zum i-ten Partikel, zum j-ten Zeitpunkt und zur
n-ten Ortskomponenten von r) sind, in der Matrixschreibweise (5.54). Die Parame-
ter w;, v; > 0,7 =1, ...,nyp, stellen Gewichtungsfaktoren dar. Wir summieren einen
Kontrollkostenterm mittels addquat gewéhltem Tychonov Parameter o > 0 hinzu.
Dabei bestehen die jeweiligen Positionen der i-ten Partikel zum j-ten Zeitpunkt
aus 794 = (i, 13,02 T € BY, v )0 = (e, (1), (1)) € B® und 10 =
(r29) g, (2%, (r21),) T € R3, versehen mit Koordinaten = = (z,y,2)" € X.

Die Losungsvektor des Poisson Problems bezeichnen wir mit n € R™s gegeben durch
1n = A7!'Bu’. Den oben eingefiihrten Tensor dritter Stufe fassen wir im Folgenden
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als

plo . pIN
T e
P00 . LIN
Y Y 3np X (N+1)
Ri=|( . . . |eR™ (5.54)
pl0 o pIN
np0 np N
zp ’I"Zp

auf. Es gilt nun die Form des Gradienten der reduzierten Formulierung £, (u®) zu
beschreiben. Hierbei geben wir an, an welcher Stelle das automatische Differenzieren
(in Kapitel 5.4.1-5.4.6 beschrieben) uns bei der Findung der Ableitung weiterhilft
und wie hierbei die Saatmatrix S (Kapitel 5.4.4) zu wéhlen ist. Abschliefend werden
wir einen Algorithmus zur Bestimmung des Gradienten, der fiir Algorithmus 1
bendtigt wird, angeben. Zunédchst bestimmt man die Richtungsableitung von f,,
in Richtung h € R™ und erhalt

np N

o, =33 At ((r;‘g‘ (A1 Bub) — (), )rid (A~  Bub) A~ Bh
i=1 j=0
+ (r (AT Bub) — (), )ri (AT Bu’) AT Bh
+ (1Y (A7 Bu") — (17).)r (A Bu) A" Bh)
+ Zﬁi ((TmiN(A—lgub) _ (Tei)w)rxiNl (A~ Bu’) A" Bh
i=1

+(r, N (AT BUY) — (r7),)r, N (AT Bub) AT BR
"‘(TziN (A_lB“b) - (Tei)z)rzm/ (A_lBub)A_lBh) + aubTMh
np N m > .
- (g V(AT Bu)))ar, Y (A7 Bu?) A BR
+ p Atw; T
: 2;; w( gr(r (A1 Bub))
(g (r V(AT Bub)))yr, 7 (A7 Bu’) A Bh
g (r 7 (A-1Bub))
L(gr(r TA BuY))).r, 7 (A7 Bub A~ BR
| gr(r 3 (A-1Bub))
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wobei 74" die Ableitung von ) — % (1)) darstellt, sodass /" € R'*"+. Somit ergibt
sich der Gradient der reduzierten Zielfunktion f,,, (u®) zu

V fu (u') = BTA” (ZZAth(w” B (AT Bu) ~ (1))

=1 j=0
+V7“;j (,A_lBub)(rij (A_lBub) — (rgj)y)
FVrY (AT BUl) (i (A7 Bul) — (1))
+ Zvl Ty A" Bu )( (A_lBub) — (Tei)x)
+Vr, N (AT Bu) (r, N (AT Bub) — (r,),,)
+sz N(ABu) (r, N (AT Bu) — (1.1).))
V(g (r (A Bu?))).
33 ( 91(r 74 TBu)

1=1 j=0 k=

1 1
(g (r YA By | Vg U (A7 Bu))

+ uH

vr,
+ — —
g(r (A1 Bub)) g(r (A1 Bub))

= ) > +aMTub.
(5.55)
Wir berechnen den Gradienten von f,, (u?) durch die Durchfiihrung der Schritte,

die in Algorithmus 2 ausgefiihrt sind. Dabei leitet AD die in der Zielfunktion f,,, (u®)
stehende Position 7%/ der Partikel ab und generiert somit

Vr;j(n),Vr;j(n),Vrij(n) eR™,i=1,.,np , j=0,..,N,

wobei die linearen Terme von (5.40) per Hand im Stil von Kapitel 5.4.6 in den von
ADiMat generierten Code eingefiigt werden.

Bei der Berechnung der einzelnen Gradienten in Algorithmus 2 Schritt (3) muss
ein besonderes Augenmerk auf die Bereitstellung der seed matriz, die von ADiMat
benétigt wird, gelegt werden. Die mit ADiMat generierte Jacobi Matrix hat die
Gestalt

8 10 a 10 o 87’;0
6771 37}2 ONng
or,” ont ot
om onz Onn g
J = 87‘2PN 8r:pN . ar”P
o on2 677”8
87‘;/0 6r;0 87‘;
am 9n2 OMng
arze™N  grpN arzeN
on on2 OMng
mit Dimension R3»(N+1)xns Tje Wahl der seed matriz ist daher von entscheiden-

der Bedeutung. So initialisieren wir die seed matriz S durch

s s s s s s s
S = (a107 Ay, oy Gy Ny bio, oo 0F Ny Cloy o CnpN)
€ RLX3np(N+1)

(5.56)
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Algorithmus 2 Bestimmung des Gradienten der reduzierten Zielfunktion

(1) Bestimmung der Losung der Poisson Gleichung:
An = Bu® e R™
mit konjugiertem Gradientenverfahren (siehe Kapitel 5.2.2).

(2) Berechnen der Eintrdge von R: Auswertung der Integrale. Verwendung des
kompakten Support der ausgeschmierten Delta-Distribution fithrt mittels
Boris Schema zur Bestimmung des Impulses und der Position der Partikel.
Die Ausfiihrung folgt dem Kapitel 5.2.3.

(3) Setzen der seed matriz S, die durch (5.56) gegeben ist. Bestimmen der
Gradienten

Vr;j(n),Vr;j(n),Vrij(n) eR™, i=1,.,np, , j=0,...,.N
mit dem reverse mode von ADiMat, wobei die Ableitung der linearen Be-
standteile des Systems per Hand, wie in Kapitel 5.4.6 beschrieben, durch-

gefiihrt wird.
(4) Bestimme

np N
w=>"3" A, (w;ﬂ (A~LBu)(rT (A~LBub) — (r7),)
i=1 j=0
+Vri (AT Bub) (r (A7 Bub) — (1))

FVrY (AT Bul) (i (A7 Bul) - (1)) )

sz r, N (AT B (r, N (AT Bub) — (1),

+Vr, N (AT Bu) (r, N (AT Bu’) = (r,7),)

+w;N(A-1Bub)(r N(AT B = (r,)).))

s Vr (A1 Bu) (g, (r ¥(A-1Bub))),

i=1 j=0 k=1
V(A Bu) (g (v (A Bu"))), V(A Bul) (g (r (A~ Bu).
gr(r 7 (A~ Bub)) gr(r YA~ Bub))

(5) Berechnen der Adjungierten p € R=
ATp=weR™
mittels konjungiertem Gradientenverfahren.
(6) Bestimme
vfnb (ub) - BTp + oz/\/lTub S Rnb,
mit symmetrischer Randmassenmatrix M und Tikhonov Parameter a > 0.

wobei die einzelnen Komponenten sich schreiben lassen als

(i Vv L ,
afj = At@i((r;? J —|-qu (9% ) firi=1,..,np, j=0,...,N =1
-9

b, = Aty — (73),) + 32 S

fir i =1,..,mp, j=0,..,N —1
w1 Ik

rY

gr(r*
Egk)y )
(

~ H . V gk:) . .
S _ . ij z _ _ _
Cij _Ath(( z o g ‘ ( l])) fiir i = L...,np, ] —0,...,N 17
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und
a? —wAt((rlN—(rlN))—i— "y V(gk)z) 5N — (r))Vi=1
iN = Wi T d Jz) TH Z iN + 0i(ry (re)e)Vi=1,...mp
= gr(r ™)
bS — A iN iN H S V(Qk)y ~ (AN i Vi=1
N = Wi At (’I’y (rd )y)+ﬂ Z N +UZ(Ty (Te)y) t=1,..,Np
= gr(r ™)
~ i i ~ V(gk)- ~ i i '
N = wiAt((TZN — (i) + Z gk((r 3\[)) + 5 (N — (r),) Vi =1,...,n,.
k=1

Damit berechnet sich die k-te Komponente, k& € {1,...,3n,(IN + 1)} der Jacobi
Matrix J in Richtung der Saatmatrix S € R?*37(N+1) g]g

orio or2o orme N
Sjk:aloix+a207m+...+a N
(87) O O, " Oy,
10 9120 87“”"N
b Y b Y R X Y
+ 010 o =+ 029 o + + On, N e
n orlo n or20 T ar?”N
C C .« e C S —
10 ank 20 aq’]k np N ank

Man berechnet in Schritt (4) zur Bestimmung des Gradienten, den Vektor w in
MATLAB in der AD typischen Notation wie folgt

-
w=(sJ7) .

Die seed matriz S beinhaltet in unserer Implementation sowohl die Konstanten, die
in der Zielfunktion vorhanden sind, als auch die Werte, die durch das Nachdiffe-
renzieren der einzelnen Terme entstehen. Bei Verwendung verschiedener Zielfunk-
tionale miissen Schritt (3) und (4) (Algorithmus 2) angepasst werden. In unserem
Algorithmus werden die Schritte (3) und (4) von dem von ADiMat generierten Co-
de vollstandig tibernommen, sodass wir durch Bereitstellung der seed matriz S den
Vektor w durch AD geliefert bekommen.

Der in Algorithmus 2 verwendete reverse mode hat den Vorteil, dass zur Berech-
nung des Produkts S - J € R " in jeder einzelnen von ADiMat berechneten ele-
mentaren Operation mit Vektoren gerechnet und multipliziert wird (und nicht mit
Matrizen). Dies ist mit der Dimension der Outputvariablen des Zielfunktionswertes,
begriindet (und der Vorgehensweise des reverse mode siehe hierzu Kapitel 5.4.4),
die eindimensional ist. Die grofie Dimension der Steuervektors u’ € R™ im Ver-
gleich zu der Dimension der Zielfunktion fiihrt deshalb dazu, dass der forward mode
keine Alternative darstellt.

5.5. Initialisierung der numerischen Beispiele.

Das von uns implementierte primale BEGS-Innere-Punkte-Verfahren (angegeben in
Algorithmus 1) soll nun an drei Beispielen studiert werden. Hierbei variieren wir
sowohl die Anfangssteuerung ug als auch die gewiinschte Bahntrajektorie bzw. den
gewiinschten Endzustand des Partikels. Wir betrachten ein Partikel. Somit wird
n, = 1 gesetzt.

Das Gebiet Q ist ein regelmifiges Hexaeder, der im Ursprung (0,0,0) " zentriert
ist, mit einer Kantenlinge von 9 - 10~ m. Als inneres Gebiet §~27 indem die Parti-
kelbahnen liegen, wird ebenfalls ein Wiirfel mit Kantenlinge 6 - 1072 m gewshlt.
Die jeweils gesetzte Endzeit betriigt T = 2 - 10710 s, wobei als gleichmiifige Zeit-
schrittweite At = 1-10712 s gewiihlt wurde. Wir verwenden als bewegtes Partikel
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im Gebiet Q ein Elektron, fiir das in Tabelle 5.2 dessen Werte sich ablesen lassen.
Die Initiierung dieser Werte findet in Algorithmus 1 (1b) statt.

Physik. Konstanten & Werte Symbol Wert (in SI Einheiten)
Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) c 2.9979 - 108 m s~!
Permittivitdt (im Vakuum) € 8.8541-10""2 Fm™*
Permeabilitit (im Vakuum) w 4r-107T Hm™*
Ruhemasse Elektron mg 9.1093 - 10731 kg
Elektrische Ladung Elektron q 1.6021-1071 C

TABELLE 5.2. Physikalische Konstanten.

Die Anzahl der unbekannten Steuervariablen w betriagt n, = 7504, was der An-
zahl der Randpunkte unseres Gebietes ) entspricht. Die Gitterpunktanzahl ergibt
sich zu ns = 17576 und ist so gewadhlt, dass die BFGS-Matrix H € R™*™ ohne
Ausnutzung von limited memory modifications (so z.B. das L-BFGS Update von
Jorge Nocedal [81]) auf einem Computer mit 4GB RAM Arbeitsspeicher aufgestellt
werden kann. Aufgrund der Wahl der Randdaten w als Steuervariablen, erhélt man
eine signifikanten Reduktion der Anzahl der Optimierungsvariablen. Diese Varia-
blen sind unabhéngig von der Zeit mit einem auf dem Rand I" begrenzten Trager.

\T

Wir 16sen (Pg) in seiner auf w reduzierten Formulierung (Pgi ). Die Parameter
¢1,co im globalisierten BFGS Verfahren (Algorithmus 1 (6)) fiir den modifizierten
Winkeltest setzen wir auf ¢; = 9- 1072 und ¢ = 1-106. Als Schrittweitensuche
wurde die Armijo-Regel implementiert.

Bei der Berechnung des Gradienten der reduzierten Zielfunktion (Algorithmus 2)
wurde ein Hybrid-Ansatz verwendet. Hierbei wurde darauf geachtet, die nichtlinea-
ren Bestandteile mit ADiMat ableiten zu lassen. Die linearen Komponenten sowohl
der Steuerungs- und Barriereterm in der Zielfunktion als auch die jeweiligen Terme
in der reduzierten Formulierung des Zustandssystems wurden per Hand abgeleitet.

Dies betrifft insbesondere die Terme des Zustandssystems, in denen die Hexaeder-
zellen bestimmt werden, in denen sich das Partikel zu dem momentanen Zeitpunkt
t befindet. Aulierdem von ADiMat ausgenommen ist der interative Loser der Pois-
son Gleichung (Algorithmus 2 (1)). Der so entstehende Gradient der reduzierten
Zielfunktion wurde mittels zentralen Finiten-Differenzen-Ansatzes verifiziert.

Die adjungierte Gleichung ergibt sich somit aus Algorithmus 2 (5). Die so ent-
stehende diskrete Gleichung (unter Verwendung des Ansatzes: first discretize then
optimize) ist fiir eine weitere Untersuchung ein interessantes Objekt, einerseits mit
der Fragestellung, ob sie sich als diskretes Schema der adjungierten Zustandsglei-
chungen (4.108), (4.109) des KKT-Systems aus Theorem 4.6.34 interpretieren ldsst.
Andererseits steht eine genauere Untersuchung der Konsistenz und der Stabilitét
des adjungierten Boris Schema aus, was im Rahmen dieser Arbeit nicht bewerkstel-
ligt wird.

5.6. Numerische Resultate.

Die von uns im Folgenden vorgestellten numerischen Resultate wurden mit den
Open Source Programmen Blender und ParaView visualisiert. Im Besonderen ist
die Software Blender [53], ausgestattet mit einer Python Schnittstelle, ein niitzli-
ches Tool zur Erstellung von Videos der optimierten Partikelbahnen, welche sich
in Abhéngigkeit der berechneten Magnetfelder ergeben. Wir verwenden hingegen
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ParaView [101] zur Darstellung des dufleren Magnetfelds, das sich aufgrund der
Optimierungsvariable - der Randsteuerung - einstellt.

5.6.1. Testbeispiel 1: Vorgegebener Endzustand.

Um einer vorgegebenen Position r. eines Partikels zum Endzeitpunkt 7" moglichst
nahe zukommen, verwenden wir in unserem Zielfunktional untenstehende Terme

1
Ji(r) =0, Jo(r) = glr —rf3.

desired state .
desired state

o
it;mtionb Iteration |
Q
(4
a
d%
7\

ABBILDUNG 5.5. Testbeispiel 1: Par- ABBILDUNG 5.6. Testbeispiel 1: Par-
tikelbahn zur Optimierungsiteration 0. tikelbahn zur Optimierungsiteration 1.

Als Tikhonov Parameter setzen wir a = 1-107? und als weitere Gewichtungspara-
meter in der Zielfunktion & = 1-10~2. Der Homotopie Parameter hat zu Beginn des
BFGS-Innere-Punkte Verfahrens den Wert p{' = 1-102. Der von uns implementier-
te Algorithmus 1 bricht nach 47 Optimierungsiterationen und nach Unterschreiten
der Toleranz tols von 1-1078 in der Norm des Gradienten ab.

Die Abbildungen 5.5-5.10 geben den Verlauf der Partikelbahn, nach der jeweils
angegebenen Optimierungsiteration, wieder. In den Bildern ist das Elektron mit
einem schwarzen Punkt markiert, die angestrebte Endposition 7. ist als grauer
Punkt dargestellt. Da die Steuerung unseres Optimierungsproblems die Randdaten
der Poisson Gleichung sind, mittels deren Losung 7 (skalares, magnetisches Poten-
tial) sich das dufere Magnetfeld b = V7 bestimmen lisst, hat die Anderung der
Randsteuerung keinen Einfluss auf die Geschwindigkeit des Partikels.

Wie in der Gleichung fiir die Lorentzkraft (3.14) ersichtlich wird, steht das Ma-
gnetfeld b senkrecht auf der Geschwindigkeit 3, sodass die einzige Moglichkeit des
Partikels den Zielzustand 7. zu erreichen darin besteht, sich auf spiralférmigen
Bahnen dem desired state zu ndhern. Dieses Verhalten der Partikelbahnen ist in
den Abbildungen 5.5-5.10 deutlich zu erkennen. In Optimierungsiteration 47 be-
tragt der Abstand zwischen der Elektronenposition und dem gewiinschten Zustand
in der euklidischen Norm

|rY — 7.y = 3.5- 108 m, relativer Fehler von : 5.8 -1076.
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desired state

Iteration 5

ABBILDUNG 5.7. Testbeispiel 1: Par-
tikelbahn zur Optimierungsiteration 5.

desired state

Iteration 40

=

ABBILDUNG 5.9. Testbeispiel 1: Par-
tikelbahn zur Optimierungsiteration
40.

desired state

Iteration 20

.

\

ABBILDUNG 5.8. Testbeispiel 1: Par-

tikelbahn zur Optimierungsiteration
20.

desired state

Iteration 47

ABBILDUNG 5.10. Testbeispiel 1: Par-

tikelbahn zur Optimierungsiteration
47.

Im Vergleich hierzu betrigt der Abstand vor der ersten Optimierungsiteration
|rN — r.]s = 6.2 - 1073 m. Dariiber hinaus stellen die Abbildungen 5.11 und 5.12
das optimale (nach 47 Iterationen), externe Magnetfeld der Ubersichtlichkeit hal-
ber nur auf dem Rand von 2 dar, das durch die Steuerung u generiert wird. Die
Normalenkomponente des Magnetfeldes ist stetig nach Kapitel 3.2. Hierzu sei noch-
mals angemerkt, dass in Kapitel 4.8 gezeigt wurde, dass sich das Magnetfeld zwar
divergenzfrei fortsetzen lasst jedoch nicht rotationsfrei. So lassen sich die Magnet-
feldlinien auf dem Rand T, die in den Abbildungen 5.11 und 5.12 zu sehen sind, von
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ABBILDUNG 5.11. Testbeispiel 1:

Y-Axis (x104-3)
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Frontalansicht auf das externe Magnetfeld.

ABBILDUNG 5.12. Testbeispiel 1: Riickansicht auf das externe Magnetfeld.

unserem Standpunkt aus als Magnetfeld eines Oberflachenstroms (mit einer dazuge-
horigen Fliachenstromdichte K, siehe Kapitel 4.8, Bemerkung 4.8.5) interpretieren.
Die Tangentialkomponente des Magnetfeldes ist auf dem Rand nicht stetig und er-
gibt sich bei dem Ubergang zwischen zweier unterschiedlicher Media zu K x n mit
auflerer Normale v (siche hierfiir Kapitel 3.2). Damit ist die Steuervariable phy-
sikalisch betrachtet ein Flachenstrom auf dem Rand des Rechengebiets, wobei das

Feld in Abbildungen 5.11 und 5.12 der Flachenstromdichte K entspricht.

Iteration F-Wert Gradient Schritt ‘ Iteration F-Wert Gradient Schritt
0 0.3835 - -1 35 0.0060 1.7E-5 BFGS
1 0.1509 0.0024 Grad | 40 1.6E-5 1.7E-5 Grad
5 0.0748 6.0E-4 BFGS | 42 9.9E-8 6.0E-6 BFGS
10 0.0091 2.6E-4 BFGS | 44 4.0E-8 2.7E-7  BFGS
20 0.0086 2.3E-4 Grad | 46 2.5E-9 1.4E-8 BFGS
25 0.0064 6.0E-5 BFGS | 47 6.1E-10 5.4E-9 BFGS
30 0.0061 3.9E-5 BFGS

TABELLE 5.3. Konvergenzverlauf des Optimierungsalgorithmus von Beispiel 1.
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Aufserdem présentieren wir in Tabelle 5.3 den Konvergenzverlauf des globalisierten
BFGS-Innere-Punkte-Verfahrens. Aufgetragen sind sowohl die Iterationsanzahl des
Verfahrens als auch der Verlauf des Zielfunktionswertes (F-Wert). In der dritten
Spalte geben wir in der euklidischen Norm den Gradient an. Des Weiteren wird die
vom Verfahren jeweils gewéhlte Abstiegsrichtung angegeben. Hierbei steht "Grad"
flir den negativen Gradienten als Richtung und "BFGS" fiir die Quasi-Newton
Suchrichtung. Der Barriereterm in der Zielfunktion tragt dazu bei, dass das Elektron
im inneren des Gebietes Q) gehalten wird, aufgrund der iibermiRigen Erhéhung und
Gewichtung der Werte - mittels der log-Funktion - in den Randbereichen.

5.6.2. Testbeispiel 2: Vorgegebene Trajektorie und Endzustand.
In einem zweiten Beispiel setzen wir die Zielfunktionsterme auf

1 1
Ji(r(®) = 5lr@) = ra@®)3,  Fa(r(T)) = SIr(T) = ref5.
Dies ist der Versuch sowohl eine vorgegebene Bahntrajektorie als auch eine ge-
wiinschte Endposition eines Partikels zu erreichen. Dies stellt sich jedoch in der
Praxis als sehr diffizil heraus.

desired state desired state

ABBILDUNG 5.13. Testbeispiel 2: In- ABBILDUNG 5.14. Testbeispiel 2: Par-
itialisierung der vorgegebenen Trajek- tikelbahn nach Optimierungsiteration
torie. 0.

Der Tikhonov Parameter verbleibt auf dem Wert o = 1-107°. Hingegen werden die
Gewichtungsfaktoren auf @ = 1-10% und ¥ = 1 - 1072 gesetzt und der Homotopie
Parameter auf pl! = 5-102. Die Abbildung 5.13 zeigt den vorgegebenen desired
state sowohl r4 als auch 7. Die vorgegebene Bahntrajektorie r4(¢) ist in den ersten
beiden Komponenten durch eine passend skalierte arctan-Funktion gegeben und die
dritte Komponente wird durch eine lineare Funktion beschrieben

—1.25-107% —1- 103 arctan ( 1525=5(2.5- 107t — 2.5-107%)
ra(t) = | —1.25-1073 — 1103 arctan ( 15-25=5 (2.5 - 107¢ — 2.5 - 103)
2.5-107¢
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It. F-Wert Gradient Schritt ‘ It. F-Wert  Gradient Schritt
0 2.55E-01 Init | 42 1.44E-02 9.80E-06 BFGS
1  6.91E-02 1.19E-03 Grad | 43 1.44E-02 1.19E-05 BFGS
2  6.02E-02 9.40E-04 BFGS |44 1.43E-02 2.27E-05 BFGS
3 6.01E-02 5.21E-04 BFGS |45 1.38E-02 6.13E-05 BFGS
4 5.98E-02 6.04E-04 BFGS |46 5.63E-03 7.16E-05 BFGS
5 5.97E-02 547E-04 BFGS |47 3.89E-03 2.58E-04 BFGS
6 5.96E-02 6.01E-04 BFGS |48 1.92E-03 2.45E-04 BFGS
7 5.88E-02 4.70E-04 BFGS |49 1.17E-04 1.21E-04 BFGS
8 5.84E-02 5.84E-04 BFGS |50 7.55E-05 6.67E-05 Grad
9 5.64E-02 3.21E-04 BFGS |51 6.69E-05 2.84E-05 BFGS
10 5.51E-02 5.14E-04 Grad | 52 6.35E-06 3.67E-05 BFGS
11 5.47E-02 2.34E-04 BFGS |53 5.11E-06 1.54E-05 Grad
12 5.21E-02 4.08E-04 BFGS |54 4.23E-06 1.48E-05 BFGS
13 5.19E-02 1.37E-04 BFGS |55 3.18E-06 1.43E-05 BFGS
14 5.18E-02 1.50E-04 BFGS |56 3.13E-06 5.06E-06 BFGS
15 5.18E-02 1.32E-04 BFGS | 57 3.13E-06 5.52E-06 BFGS
16 5.18E-02 1.37E-04 BFGS |58 3.12E-06 5.12E-06 BFGS
17 5.17E-02 1.35E-04 BFGS |59 3.05E-06 5.72E-06 BFGS
18 5.17E-02 1.51E-04 BFGS |60 2.91E-06 5.07E-06 Grad
19 5.15E-02 1.31E-04 BFGS |61 2.03E-06 1.14E-05 BFGS
20 5.08E-02 1.59E-04 Grad | 62 9.82E-07 5.50E-06 BFGS
21 4.25E-02 1.38E-04 BFGS |63 5.95E-07 5.44E-06 BFGS
22 4.07E-02 7.71E-04 BFGS |64 5.25E-07 251E-06 BFGS
23 3.90E-02 1.91E-04 BFGS |65 5.21E-07 5.61E-07 BFGS
24 3.31E-02 7.58E-04 BFGS |66 5.21E-07 1.26E-07 BFGS
25 3.00E-02 1.55E-04 BFGS |67 5.21E-07 3.94E-08 BFGS
26 2.58E-02 6.04E-04 BFGS |68 5.21E-07 292E-08 BFGS
27 2.20E-02 1.40E-04 BFGS |69 5.21E-07 2.86E-08 BFGS
28 2.01E-02 4.01E-04 BFGS |70 5.21E-07 291E-08 Grad
29 1.65E-02 2.01E-04 BFGS |71 5.21E-07 1.34E-07 BFGS
30 1.53E-02 1.43E-04 Grad | 72 5.20E-07 1.41E-07 BFGS
31 1.47E-02 1.80E-04 BFGS |73 5.14E-07 3.17E-07 BFGS
32 1.45E-02 8.87E-05 BFGS |74 282E-07 9.02E-07 BFGS
33 1.44E-02 298E-05 BFGS |75 2.58E-07 1.22E-06 BFGS
34 1.44E-02 7.57E-06 BFGS |76 8.09E-08 2.660E-06 BFGS
35 1.44E-02 4.45E-06 BFGS |77 1.61E-08 7.98E-07 BFGS
36 1.44E-02 4.24E-06 BFGS |78 1.54E-08 5.76E-07 BFGS
37 1.44E-02 4.21E-06 BFGS |79 1.25E-08 4.41E-07 BFGS
38 1.44E-02 4.26E-06 BFGS |80 1.21E-08 1.66E-07 Grad
39 1.44E-02 4.32E-06 BFGS |81 1.21E-08 2.31E-08 BFGS
40 1.44E-02 4.31E-06 Grad | 82 1.21E-08 8.64E-09 BFGS
41 1.44E-02 4.53E-06 BFGS

TABELLE 5.4. Konvergenzverlauf des Optimierungsalgorithmus von Beispiel 2.

Man beachte, dass obige Darstellung von 74(t) durch das Zeitintervall (da t €
[0s,2-1071%¢]) bedingt wird. Der Endzeitzustand r. ist gegeben durch

—92.51-1073
=|-252.10"3
5.00- 1073

Te
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desired\state

teration 6

> 4

ABBILDUNG 5.15. Testbeispiel 2: Par-
tikelbahn nach Optimierungsiteration
6.

desired state

Iteration 31

ABBILDUNG 5.16. Testbeispiel 2: Par-
tikelbahn nach Optimierungsiteration
31.

Die Abbildungen 5.14-5.18 geben den Iterationsverlauf des Optimierungsalgorith-
mus von der Oten Iteration bis zur 81ten Iteration wieder. Die spiralférmigen Bah-
nen sind wie in Kapitel 5.6.1 zu interpretieren.

desired state

Iteration 51

4

ABBILDUNG 5.17. Testbeispiel 2: Par-
tikelbahn nach Optimierungsiteration
51.

desired state

Y

ABBILDUNG 5.18. Testbeispiel 2: Par-
tikelbahn nach Optimierungsiteration
81.

Der Vollstdndigkeit halber wird in Tabelle 5.4 die Konvergenzhistorie aufgezeigt,
in der offensichtlich wird, dass man mit dem Optimierungsalgorithmus 1 eine deut-
liche Reduzierung des Zielfunktionwerts erzielt unter héufiger Zuhilfenahme der
berechneten Quasi-Newton Suchrichtung.

Dieses gewéhlte Beispiel zeigt sehr deutlich auf, dass man zwar den Endzeitzustand
r¢(T) mit einer Genauigkeit von 2.6 - 1072 m (in der euklidischen Norm gemessen)
erreicht, der vorgegebene Zustand r4(t) wird dabei nicht in einem ausreichenden
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Mafe von der berechneten Partikelbahn abgedeckt:

Cmax |rd — rzl|2 =1.32-107% m.

j€{0,....N}
Die numerisch berechnete Trajektorie dreht sich um die Bahn 74(¢) in einer Spi-
ral um 7. zu erreichen. Dieses Beispiel verdeutlich, dass sowohl das Ldsen dieses
Problems sehr stark von dem vorgegebenen Anfangsimpuls p, und Anfangsrand-
steuerung ug abhéngt als auch von der damit verbundenen Erreichbarkeit der vor-
gegebenen Trajektorie. Der globalisierte BFGS-Innere-Punkte Algorithmus erzielt

zuerst ab Iteration 46 (siehe Tabelle 5.4) wesentliche Verbesserungen im Zielfunk-
tionswert.

v OW0-v 000: 040

0.00

ABBILDUNG 5.19. Testbeispiel 2: Frontalansicht auf das externe Magnetfeld.
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ABBILDUNG 5.20. Testbeispiel 2: Riickansicht auf das externe Magnetfeld.

Die Trajektorie des Elektrons in Abbildung 5.18 in der linke Hélfte néhert sich
dem Rand des inneren Gebiets € an. Durch eine Erhohung der Magnetfeldstir-
ke, welche in Abbildung 5.19 in diesem Teilgebiet deutlich wird, wird das Partikel
vom Rand abgelenkt. Die Magnetfeldstirken, die in den restlichen Bereichen in den
Abbildungen 5.19 und 5.20 dargestellt sind, sind auffallend geringer. Die Magnet-
feldlinien auf dem Rand deuten wieder auf einen Oberflichenstrom hin (siehe hierzu
die Beschreibung in Kapitel 4.8 und Kapitel 5.6.1). Die Anfangskonfiguration des
Magnetfelds ist in Abbildung 5.21 und Abbildung 5.22 gegeben. Der Unterschied zu
den Abbildungen 5.19 und 5.20 ist ersichtlich. Die Korrelation zwischen Trajektorie
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ABBILDUNG 5.21. Anfangskonfigura- ABBILDUNG 5.22. Anfangskonfigura-
tion: Frontalansicht auf das externe tion: Riickansicht auf das externe Ma-

Magnetfeld. gnetfeld.

des Partikels und Magnetfeld, die Lorentzkraft, nimmt deutlichen Einfluss auf den
Verlauf der Trajektorie.

5.6.3. Testbeispiel 3: Vorgegebene erreichbare Trajektorie.

Um die Verfahrensweise von Algorithmus 1 an einem weiteren Beispiel zu demons-
trieren, wahlen wir

Ji(r(t) = %I'f‘(t) —ra(t)3,  Ja(r(T) =0.

ABBILDUNG 5.23. Testbeispiel 3: Par- ABBILDUNG 5.24. Testbeispiel 3: Par-
tikelbahn nach Optimierungsiteration tikelbahn nach Optimierungsiteration
0. 1.

Als wesentlicher Unterschied zur Initialisierung von Testbeispiel 2 in Kapitel 5.6.2,

wird der vorgegebene Zustand r4(t) durch eine quadratische Funktion in den Kom-
ponenten erzeugt. Der Zustand r4 hat die Form

—8.5-105¢ — 5.5 - 1016¢2

rq(t) = [ —8.5-105¢ — 5.5 - 101642
6.4-107t — 2 - 10'7¢2
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ABBILDUNG 5.25. Testbeispiel 3: Par-
tikelbahn nach Optimierungsiteration

ABBILDUNG 5.26. Testbeispiel 3: Par-
tikelbahn nach Optimierungsiteration

21. 51.
It. IA. F-Wert Gradient Schritt |It. IA. F-Wert Gradient Schritt
0 - 0.41 — - 126 14 3,06E-06 2,97E-07 Grad
1 7 1,49E-02 6,35E-03 Grad | 27 11 3,06E-06 2,78E-07 Grad
2 15 1,10E-02 1,89E-03 BFGS |28 10 3,06E-06 2,96E-07 BFGS
3 11 1,03E-02 1,63E-03 BFGS |29 11 3,06E-06 5,61E-07 Grad
4 13 7,81E-03 1,62E-03 Grad | 30 7 2,64E-06 1,03E-06 BFGS
5 12 1,94E-03 1,40E-03 BFGS |31 13 2,17E-06 1,71E-05 BFGS
6 13 1,13E-03 7,16E-04 BFGS |32 14 1,21E-06 1,09E-05 BFGS
7 14 7,551E-05 5,49E-04 BFGS |33 11 3,42E-07 6,65E-06 BFGS
8 14 147E-05 1,22E-04 BFGS |34 17 233E-07 5,99E-06 BFGS
9 13 1,30E-05 2,70E-05 BFGS |35 14 1,58E-07 4,92E-06 BFGS
10 14 5,57E-06 3,88E-05 Grad | 36 13 1,37E-07 2,13E-06 BFGS
11 13 4,73E-06 8,59E-06 BFGS |37 13 1,15E-07 2,78E-06 BFGS
12 14 365E-06 1,23E-05 BFGS|38 13 1,07E-07 1,59E-06 BFGS
13 13 3,40E-06 2,76E-06 BFGS |39 14 8,12E-08 3,45E-06 BFGS
14 13 3,32E-06 3,92E-06 BFGS |40 13 6,98E-08 6,76E-07 BFGS
15 14 3,13E-06 5,69E-06 BFGS |41 14 5,35E-08 237E-06 BFGS
16 13 3,11E-06 1,26E-06 BFGS |42 13 3,98E-08 4,93E-07 BFGS
17 13 3,10E-06 1,84E-06 BFGS |43 13 3,04E-08 1,44E-06 BFGS
18 14 3,07TE-06 2,59E-06 BFGS | 44 8 2,34E-08 1,42E-06 BFGS
19 13 3,07E-06 6,51E-07 BFGS | 45 8 2,33E-08 1,65E-07 Grad
20 14 3,06E-06 8,53E-07 Grad | 46 14 2,33E-08 1,98E-08 BFGS
21 13 3,06E-06 3,38E-07 Grad | 47 14 2,33E-08 6,11E-09 BFGS
22 13 3,06E-06 3,67E-07 BFGS |48 13 2,33E-08 4,65E-09 BFGS
23 14 3,06E-06 4,67E-07 Grad | 49 13 2,33E-08 4,65E-09 BFGS
24 13 3,06E-06 2,82E-07 BFGS |50 13 2,33E-08 4,67E-09 BFGS
25 13 3,06E-06 3,01E-07 BFGS |51 11 2,33E-08 4,61E-09 BFGS

TABELLE 5.5. Konvergenzverlauf des Optimierungsalgorithmus von Beispiel 3.

Die Optimierungsparameter sind wie folgt gewéhlt

Gewichtungsfaktor :

Homotopie Parameter :

Tikhonov Parameter :

w=1-10%,
pil =1-102,
a=5-10"Y.
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Die gewiinschte Bahntrajektorie wird von dem implementierten Algorithmus nach
51 Iteration mit der von uns vorgegebenen Genauigkeit erreicht bzw. aufgrund der
Tatsache, dass kein nennenswerter Fortschritt bei der Zielfunktion passiert und
somit die Toleranzschranke tol; unterschritten wird. Die Abbildungen 5.23-5.26
zeigen die verschiedenen Bahntrajektorien in grauer Farbe. Der vorgegebene Zu-
stand wird in diesen Abbildungen durchgehenden mit giiner Farbe gekennzeichnet.
Nach 51 Iterationen betrdgt die Abweichung zwischen der numerisch berechneten
Bahntrajektorie und dem vorgegebenen Zustand rg
Cmax |rd — r§|2 =1.18-10"% m.
j€{0,....,N}

Dieser Wert kennzeichnet die grofite Differenz in der euklidischen Norm {iber den
gerechneten Zeithorizont. (Zum Vergleich erhélt man vor der ersten Optimierungs-
iteration: max;cyo, ... N} |rd — rﬁl|2 =1.23-107% m.) Um einen besseren Uberblick
iiber den Fortschritt der Iterationen zu erhalten verbleiben die berechneten Trajek-
torien in den fortlaufenden Bildern. In Tabelle 5.5 sind neben der Iterationsanzahl
(It.), dem Funktionswert (F-Wert), dem Gradienten, der gew&hlten Suchrichtung
auch die jeweilige Armijo-Iterationsanzahl (TA.) aufgelistet. Eine erhebliche Redu-
zierung des Zielfunktionswertes wird aus der Tabelle 5.5 deutlich und die ebenso
sehr hdufige Durchfithrung der BFGS Abstiegsrichtung. Auch ist zu erkennen, dass
die globale Version des BFGS Algorithmus in den ersten 15 Iterationen den Ab-
stand zur vorgegebenen Trajektorie enorm verringert und eine gute Approximation
liefert. Nach 50 ausgefithrten Optimierungsiterationen gibt es keine grofsere Veréan-
derung der berechneten Trajektorie des Partikels. Es sei des Weiteren angemerkt,
dass eine Berechnung von w, der seeded Jacobian matriz, in Schritt (3) und (4) von
Algorithmus 2 in jeder Iteration zwischen 20-30 s in Anspruch nimmt (bei einer
Jacobi Matrix von Dimension R!296X17576 ' ghne Ausnutzung von Diinnbesetzheits-
strukturen) und unter Verwendung folgender Hardware:

Modellname: iMac, OS X Yosemite, Version 10.10.1
Prozessor: 2,5 GHz Intel Core i5

Speicher: 4GB 1333 MHz DDR3

Grafikkarte: AMD Radeon HD 6750M 512 MB

Die in den Kapiteln 5.6.1-5.6.3 vorgestellten Ergebnisse betrafen ein Partikel, ge-
nauer ein Elektron, aus einem Biindel von Partikel. Die Implementation des Algo-
rithmus ist jedoch auf eine beliebige Anzahl n, an Partikel ausgelegt. Dies wollen
wir abschliefend fiir den Fall n,, = 2 kurz demonstrieren.

5.6.4. Ergebnisse fiir zwei Partikel.

Im Folgenden wurde von uns der Optimierungsalgorithmus 1 mit n, = 2 gestar-
tet. Die Initialisierung und Anfangsdaten entsprechen ansonsten dem Setting aus
Kapitel 5.6.1.

Hierbei werden die beiden Partikel zum Zeitpunkt t = 0 um 1 - 10~*m versetzt
in das Magnetfeld eingebracht. Die Partikelbahnen sind in hellgrau, die Partikel
in schwarz und der vorgegebene Endzustand in griin in den Abbildungen 5.27-5.30
dargestellt. Die Abbildungen 5.27-5.30 zeigen den Iterationsverlauf der Optimierung
von der Oten bis zur 50ten Iteration. Dabei drehen sich teilweise die Trajektorien der
beiden Partikel um die jeweilige Nachbartrajektorie. Der Unterschied zwischen dem
vorgegebenen Zustand und den berechneten Losungen in Abbildung 5.30 verringert
sich in den nachfolgenden Iterationen nicht mehr wesentlich. Man beachte, dass die
Randdaten u als Steuerung dienen. Das durch u induziert externe Magnetfeld wird
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desired endstate
@ desired endstate °

)

pZ

ey i 5&“@1

ABBILDUNG 5.27. Zwei Partikel: Vor- ABBILDUNG 5.28. Zwei Partikel: Parti-
gegebene Endposition und Iteration 0. kelbahn nach Optimierungsiteration 10.

@ desired endstate

N

T e B S 2

ABBILDUNG 5.29. Zwei Partikel: Parti- ABBILDUNG 5.30. Zwei Partikel: Parti-
kelbahn nach Optimierungsiteration 40. kelbahn nach Optimierungsiteration 50.

deshalb i.A. nicht in der Lage sein die beiden Partikel im vorgegebenen Punkt exakt
zusammenzufiihren.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Am Ende der Arbeit wollen wir die von uns gewonnenen Erkenntnisse und Ergeb-
nisse zusammenfassen. Des Weiteren zeigen wir Ankniipfungspunkte und méogliche,
interessante, weiterfithrende Forschungsmoglichkeiten auf, die sich im Laufe der
Bearbeitung der Maxwell-Netwon-Lorentz Gleichungen im Kontext der optimalen
Steuerung ergeben haben.

6.1. Zusammenfassung der wichtigsten Resultate.

In der Dissertation wurden die hyperbolischen Maxwell Gleichungen in Kopplung
mit den relativistischen Newton-Lorentz Bewegungsgleichungen studiert. In Form
des sogenannten Abraham Modells und unter Hinzufiigung der Poisson Gleichung
mit Dirichlet Randdaten und Zustandsbeschriankungen an die Position des Partikels

wurde das so entstandene Optimalsteuerproblem (P) diskutiert.

Folgt man der chronologischen Reihenfolge der Arbeit, so befasst sich Kapitel 3 mit
den physikalischen Grundgleichungen, den Maxwell und relativistischen Newton-
Lorentz Gleichungen und deren Kopplung. In Kapitel 4 tritt, nach Einfiithrung der
einzelnen Komponenten des Zustandssystems und der Aufstellung des Optimal-
steuerproblems in Kapitel 4.2, die Losbarkeit der unterschiedlichen Gleichungen in
Kapitel 4.3 in den Vordergrund. Die Existenz einer (milden) Losung der Maxwell
Gleichung (4.16) wird mittels Halbgruppentheorie bewiesen, wobei mit dem Theo-
rem von Stone die Existenz einer Losung der adjungierten Maxwell Gleichung be-
wiesen werden kann (Theorem 4.3.26). Die (sehr schwache) Losbarkeit der Poisson
Gleichung (4.27) wird mit standardméfigen Techniken in Theorem 4.3.29 gezeigt.
Mit Einfiihrung des Zustandssystems Operators e wird das Optimalsteuerproblem
in (P) exakt formuliert (Kapitel 4.4.1) und in Theorem 4.4.5 die eindeutige Los-
barkeit des reduzierten Zustandssystems bewiesen. Hierbei gehen als Steuerung des
Optimalsteuerproblems die Randdaten der Poisson Gleichung ein.

In Kapitel 4.5 findet sich der Beweis der Existenz globaler, optimaler Losungen von
(P) wieder, woraufhin in Kapitel 4.6 zunéchst die Fréchet-Differenzierbarkeit der
reduzierten Form e gezeigt wird und darauf aufbauend die adjungierten Gleichun-
gen fiir die adjungierten Partikelpositionen und Impulse hergeleitet werden (Theo-
rem 4.6.32). Schlussendlich bestimmen wir in Theorem 4.6.34 die KK T-Bedingungen
zu (P).

Im weiteren Verlauf der Arbeit steht in Kapitel 5 das numerische Losen von (P) an
erster Stelle. Als Losung der Maxwell Gleichungen wurden die sogenannten Liénard-
Wiechert Felder verwendet und als Diskretisierungsschema fiir die ODE wurde das
aus der Teilchenphysik stammende Boris Schema implementiert. Die zu l6sende
Poisson Gleichung wird mittels CG-Verfahren behandelt. Durch die zusétzliche Im-
plementierung eines Innere-Punkte Verfahrens wird die Zustandsbeschréankung an
die Partikelposition mitberiicksichtigt und somit der Verbleib des Partikels im Inne-
ren von ) sichergestellt. Mit Verwendung des Ansatzes first discretize, then optimize
und der reduzierten Formulierung des Zielfunktionals wurde der Optimierungsal-
gorithmus 1 entwickelt. Mit diesem globalisierten BFGS-Innere-Punkte Verfahren
wird die diskrete Version von (P) gelést, wobei die numerischen Resultate, in Ka-
pitel 5.5 und 5.6 vorgestellt, sowohl eine sehr deutliche Anndherung an die vor-
gegebene Zustinde zeigen als auch physikalisch sinnvolle Resultate liefern. Als ein
wesentlicher Baustein in der Implementierung ist das Automatische Differenzieren
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(Kapitel 5.4) zu nennen, das im Kontext der Optimalensteuerung sich als sinnvolle
Hilfe erweist. Vor allem der reverse mode von (AD) spielt hier seine Stérken aus.

6.2. Ausblick.

Als weiterfiihrende Arbeit bietet sich fiir das unendlichdimensionale Optimierungs-
problem (P) die Bestimmung von Optimalitétsbedingungen zweiter Ordnung (SSC)
an. Eine, aufgrund der Komplexitit der KKT-Bedingungen, fordernde Aufgabe.
Auch erscheint es sinnvoll, ausgehend von den erhaltenen numerischen Ergebnis-
sen, den Aspekt der Zeitoptimalitdt mit in die Problemstellung aufzunehmen. Man
wiirde somit nicht nur unter dem Gesichtspunkt - eine vorgegebene Trajektorie
moglichst genau zu erreichen - optimieren, sondern dies auch mit einem moglichst
minimalen Zeitaufwand erreichen wollen.

Bei der numerischen Umsetzung erscheint der Ansatz einer Modellreduktion mit-
tels proper orthogonal decomposition (POD) als sinnvoll. Dartiber hinaus wére eine
Anbindung der Maxwell Gleichungen mit Hilfe eines DG-Maxwell Léser von Dr.
S. Schnepp (Institut fiir Geophysik, ETH Ziirich) ein néichster Schritt. Die opti-
male Steuerung von Biindeln, bestehend aus hunderten oder auch tausende von
Partikeln, kann hierbei als Zielstellung genannt werden.
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A Anmerkungen zur Halbgruppentheorie
Wir geben nun weitere fundamentale Definitionen und Theoreme der Halbgruppen-
theorie an, entnommen aus [85] und [88, Kapitel 12].

Betrachten wir folgendes inhomogenes Cauchy Anfangswertproblem

ow
E(t) = Aw(t) + f(t), t>0

w(0) = wy

(A1)

mit Inhomogenitidt f : ]0,7] — X. Hierbei sei X ein Banachraum und A ein
linearer Operator von D(A) C X — X und Anfangsdaten wy € X. Wir nennen
einen Funktion w : [0,7[— X eine klassische Losung von (A.1) auf [0,7T], falls
we C([0,T; X)NC*J0,T[; X), w(t) € D(A),0 < t < T und (A.1) erfiillt ist. Wir
fithren die Bezeichnung D(A) fiir die Doméne des Operators ein, und die wir wie
folgt definieren

Definition A.0.1. Wir nennen die Parameterfamilie G(t), 0 <t < 0o eine Halb-
gruppe beschrinkter linearer Operatoren von X nach X falls

(i) G(0) = I (Identititsoperator auf X )
(il) G(t+s) =G(t)G(s) fiir jedes t,s >0

Wir nennen G(t) gleichmaflig stetig, falls
li —1I||x =0.
im [|G(t) — I]lx =0

Der lineare Operator A ist gegeben durch

t —
D(A) = {x € X : Der Grenzwert ltiﬁ')l % existiert in X}
und ;
Az := lim Wz fir x € D(A)
t10 t

heifst infinitesimaler Generator der Halbgruppe G(t), und D(A) bezeichnet die
Domdne von A.

Fine stark stetige Halbgruppe oder Cy Halbgruppe ist eine Familie, G = {G(t) :
t € Ry} von beschrinkten linearen Operatoren von X nach X falls

ltiif(r)lg(t)x =a fir jedes x € X bzgl. der Norm auf X.
Bemerkung A.0.2.

(i) Ein linearer Operator A ist der infinitesimale Generator einer gleichmdfig
stetigen Halbgruppe genau dann, wenn A beschrinkt ist.

(ii) Sei G(t) eine gleichmaflig stetige Halbgruppe linear, beschrinkter Opera-
toren. Dann existiert ein eindeutiger linear, beschrankter Operator A mit
G(t) = e = X 1

n!

Theorem A.0.3. Sei G(t) eine Cy-Halbgruppe. Dann existieren Konstanten w > 0
und M > 1 sodass folgende Abschdtzung in der Operatornorm gilt

NG 2ex,x) < Me*t  fiir 0 <t < oo. (A.2)

Bemerkung A.0.4. Falls M = 1 und w = 0 gilt, dann nennt man G(t) eine
Cy-Halbgruppe von Kontraktionen.

Theorem A.0.5. Sei G(t) eine Co-Halbgruppe und A deren infinitesimaler Gene-
rator. Dann haben folgende Behauptungen ihre Giltigkeit
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(i) Fliir jedes beliebige x € X gilt

t+h
! /t G(s)x ds = G(t)x.

lim
(ii) Sei x € X gegeben, dann gilt

h—0 E
/t G(s)x ds € D(A), und A (/t G(s)x ds) — Gz —a.
(i) Sei « Z D(A) gegeben, dann gilt 0
61w € D), SG(1)e = AG(1)r = G(1) A
(iv) Sie @ € D(A), dann gilt

Gt)r — G(s)x = /ts G(r) Az dr = /ts AG(T)x dr.

Korollar A.0.6. Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe G(t),
dann ist die Domdne von A dicht in X und A ein abgeschlossener, linearer Opera-
tor.

Definition A.0.7. Wir nennen die Parameterfamilie G(t), —oo < t < 00, von
beschrinkten linearen Operatoren in einem Banachraum X ein Cy-Gruppe, falls
folgende Bedingungen erfillt sind

(i) G(0) = I (Identititsoperator auf X )
(il) G(t+s) =G(t)G(s) fir —oo <t,s < o0
(iii) limy o G(t)xr =2 x € X in der X-Norm.

Der infinitesimale Generator A einer Cy-Gruppe G(t) ist definiert durch
Gt)r —x
t

Az = lim
t—0

fir € D(A) falls der Grenzwert existiert. (A.3)

Dann ist die Domdne von A gegeben als Menge aller Elemente x € X fir die der
Grenzwert (A.3) existiert.

Bemerkung A.0.8. Betrachten wir die Cy-Gruppe von beschrinkten Operatoren
G(t) in X, so ist

A der infinitesimale Generator der Cy-Halbgruppe G(t) mit t > 0
und
—A der infinitesimale Generator der Cy-Halbgruppe G(—t) mit t > 0.

Umgekehrt gilt, falls A bzw. —A die infinitesimalen Generatoren der Cy Halbgrup-
pen G(t),t > 0 und G(—t),t > 0 sind, dann ist A der infinitesimale Generator der
Co Gruppe G(t), —o00 < t < 00.

Definition A.0.9. Ein linearer Operator A heifst dissipativ, falls fiir jedes x© €
D(A) ein x* in der dualen Menge F(x) := {z* : a* € X*, (x,2%)x x. = |z[% =
llz*||%-} ezistiert, sodass Re{Ax,z*) < 0.

Lemma A.0.10. Der lineare Operator A ist genau dann dissipativ wenn
(M —A)z|| = Allzf| Ve e D(A), A>0
gilt.

Im Folgenden definieren wir die duale Halbgruppe. Sei G(t),¢ > 0 eine Cy Halb-
gruppe auf X.
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Definition A.0.11. Wir nennen A* den adjungierten Operator zu dem (unbe-
schrankten) Opeator A, der wiederum ein linearer Operator von D(A*) C X™* nach
X* ist und wie folgt definiert ist. Sei

(z*, Az) = (y*,z) ¥ z € D(A). (A4)

Nach Korollar A.0.6 ist die Domdne von A dicht in X und somit existiert hochstens
ein y* € X*, das (A.4) erfillt. Dann ist die Abbildung

A X* DDA ) 22" - y" € X*
der adjungierte Operator zu A.

Korollar A.0.12. Sei A ein dichter, abgeschlossener und linearer Operator. Falls
A und A* dissipativ sind, dann ist A der infinitesimale Generator einer Cy Halb-
gruppe von Kontraktionen auf X.

Definition A.0.13. Sei G(t),t > 0 eine Cy-Halbgruppe. Dann nennen wir die
Parameterfamilie G* = {G*(t) : t € Ry} die durch A* generierte adjungierte
Halbgruppe von G(t).

Die Halbgruppeneigenschaft von G(¢)*,¢ > 0 ist durch die Definition eines adjun-
gierten Operators sichergestellt. Im Allgemeinen muss jedoch G(¢)*,¢ > 0 keine
Cy-Halbgruppe mehr sein.

Bemerkung A.0.14. FEs gilt: Falls A ein dichter, abgeschlossener Operator in X
ist, dann ist die Domdne D(A*) dicht in X*.

Dies fiihrt uns zu folgenden wesentlichen Resultat, welches die bendtigte Eigenschaft
der adjungierten Halbgruppe fiir reflexive Banachrdume sicherstellt.

Korollar A.0.15. Sei X ein reflexiver Banachraum und G(t) eine Co-Halbgruppe
auf X mit infinitesimalen Generator A. Die adjungierte Halbgruppe G(t)* von G(t)
ist eine Cy-Halbgruppe auf X*, deren infinitesimaler Generator A* ist.

Fiir Hilbertrdume kénnen wir nun das zentrale Resultat angeben, das wir fiir die
Existenz des Generators A und dessen adjungierten Generators A* bendtigen, den
Satz von Stone, der in Theorem 4.3.3 wiedergegeben wird. Hierzu bendtigen wir
die Definition

Definition A.0.16. Sei H ein Hilbertraum. Wir nennen A selbst-adjungiert
falls A = A*. Finen beschrankten Operator B in H bezeichnen wir als unitar, falls
B*=B"1

Man findet folgende Existenzaussage fiir das inhomogene Cauchy Anfangswertpro-
blem in [85] von Pazy, Seite 103ff.

Korollar A.0.17. Sei die rechte Seite f € L'(0,T;X) gegeben, dann gibt es zu
jedem wo € X héchstens eine Losung des Anfangswertproblems (A.1). Falls eine
Lésung existiert, dann ldsst sie sich wie folgt schreiben

w(t) = G(t)wo + /:0 G(t—s)f(s)ds.
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B Anmerkungen zu Funktionen von beschriankter Variation

Die Anmerkungen zu BV-Funktionen sind den Biichern [38, Kapitel 2.1] und [68,
Kapitel 2.6] entnommen.

Definition B.0.1 (Raum der Funktionen mit beschrénkter Variation). Wir be-
zeichnen den Raum

BV([0,T];R) := {b: [0,T] = R : [[b]lpy := [b(0)] + var(b, [0, T]) < oo}

als den Raum der Funktionen mit beschrinkter Variation, wobei
var(b, [0,T]) := sup {Z [b(t;) —b(ti—1)|: neN, 0=tg<t1 <..<t,=T}
Pep “

mit P := {P = {to,...,tn} : P ist Partition von [0,T)} die Menge aller Parti-
tionen. Dann sei BV([0, T]; RF) := BV([0,T];R) x ... x BV([0, T];R) der Produk-

k-mal
traum.

Lemma B.0.2 (Eigenschaften von BV-Funktionen).
Sei b € BV([0,T];R). Dann gilt:

(i) Die Variation von b auf [t1,t3] hat die Eigenschaft
var(b, [tl, tg]) = V&I‘(b, [tl, tg]) + V&I‘(b, [t2, t3]) fﬁ’l’ 0<t; <ty <tz <T.
(il) FEs existieren by (t) und b_(t) mit
=1 < T
by (t) lim b(t + ¢) 0<t<T,
b_(t) =1 — <T.
(t) lim b(t —€) 0<t<
(i) Die Regularitat von b ist L>(]0, T[;R) mit hochstens abzihlbar vielen Un-
stetigkeitsstellen.
Definition B.0.3 (Absolut stetige Funktionen).

Wir bezeichnen a : [0,T] — R als absolut stetige Funktion, falls es zu jedem ¢ > 0
ein & > 0 gibt mit, so dass

n
SIBi—al<s = Zla alay)| < €
1=0

fir jede endliche Familie {(cu,3;) : i = O,...,n)} C [0,T] von paarweise dis-
Junkten Teilintervallen. Die Menge dieser absolut stetigen Funktionen nennt man
AC([0,T];R).

Bemerkung B.0.4 (Erginzung: Eigenschaften von BV-Funktionen).

(i) Fiir jede Unstetigkeitsstelle existiert der links- und rechtsseitige Grenzwert.
(ii) Die Ableitung einer BV-Funktion existiert fast tberall in ]0,T[ und das

Integral fo t) dt ist wohldefiniert.
(iii) Jede BV- Funktwn b kann auf folgende Art und Weise dargestellt werden
b(t) = ba(t) + bd(t) + bs(t)'
Die Funktion von berschrinkter Variation b ldsst sich durch eine absolut
stetige Funktion by(.), eine Sprungfunktion by(.) mit

ba(0) = 0,
ba(t) = (b+(0 )+ > (b4 (ks () + (b(t) = b-(t)) t€[0,T]

ti<t
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und eine Funktion bs(.), die eine nicht konstante BV-Funktion ist mit Ab-
leitung Null fast diberall (singuldr), angeben.

Definition B.0.5 (Raum der normalisierten Funktionen beschrénkter Variation).

Wir nennen
NBV([0,T;R) :={b € BV([0,T];R) : b(0)=0 A b(t) =0 (t) 0<t<T}
den normalisierten Funktionenraum beschrankter Variation. Es gilt
NBV([0,T]; R¥) := NBV([0, T];R) x ... x NBV([0, T]; R) .

k-mal
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C Anmerkungen zum Riemann Stieltjes Integral

Des Weiteren bendtigen wir eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals. Als
Referenz sei hierfiir [38, Kapitel 2.1] genannt.

Definition C.0.1 (Riemann—Stieltjes—Integral) Seien f,g : [0,T] — R und die
Partition P gegeben. Sei &; € [t;—1,t;] beliebig aber fest und

= Z fE)(g(t) — g(ti1)).

9) = / £(t) dg(t)

Riemann-Stieltjes-Integral (kurz: R-S-I), falls fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert,
sodass fir jede Partition P mit maxo<i<n—1(tit1 —t;) < ¢ folgende Bedingung gilt

|Sn(f,9) - S(f7g)| < €.

Man bezeichnet dann f als Riemann-Stieltjes-integrierbar nach g. Im Falle vektor-
wertiger Funktionen f,g : [0,T] — R* definieren wir das Riemann-Stieltjes-Integral

durch
/f - dg(t) /f T dg() /fzdgz

Bemerkung C.0.2 (Anmerkungen zum Riemann—Stieltjes—Integral).

Wir nennen

(i) Mit der Wahl g(t) = t entspricht das Riemann-Stieltjes-Integral (R-S-I)
dem gewéhnlichen Riemann-Integral.

(ii) Seien f € C([0,T];R) und g € BV([0,T];R) beliebig. Dann ist f nach g
Riemann-Stieltjes-integrierbar.

Lemma C.0.3 (Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integral).
Es gelten folgende Aussagen (nachzulesen in [38, Kapitel 2.1]):

(i) Falls eines der beiden R-S-I fo - dg(t) oder fo - df(t) existiert,
dann existiert auch das jeweils Andere. Seien f € C([O T;R*) und g €
BV([0,T);R¥), dann hat folgende Formel der partiellen Integration ihre
Giiltigkeit

/O £(t) - d(t) + / olt) - df () = [£(1) - g0 (1)

(i) Sei f € C([0,T];R™**), g € C*([0,T);R*) und auf dem Intervall [0,T)]
monoton wachsend. Dann gilt

o [ 100 = 50) a0
(iii) Sei f € C([0,T);R™**) und g € BV([0,T];R™), dann ist

/0 ()T dg(r) te[0,T]

von beschrinkter Variation und es gilt
t—e

/Of(T)ng( )—l{% FO)Tdg(r) = fF&)T(9(t) —g-(1)) 0<t<T
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(iv) Seien f € C([0,T);R), h € L*([0,T);R) und

/ h(r)dr, a,t€]0,T],
dann ist g € BV(]0,T[; R) und
[ rasto / rona= [ 5
Des Weiteren seien h € C([0, T];R), b € BV([0, T];R) und

(1) = / h(r)db(r) a,t € [0,T],

[ s [ rome

eten [ € [0, und g € [0 ann gilt
(v) S f € BV([0,T]; R*) und AC([0,T7; Rk) d l

[ s [ s

(vi) Seien f € C([0,T];R™**) und u € R™ monoton wachsend, dann existiert
ein 0 € [0,T] sodass

/f T du(t) = £(6)T (u(T) — u(0)).

dann folgt
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