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Entwicklung und Validierung eines kognitiven
Diagnosemodells zur Eingangsdiagnose und -férderung in
Klasse 5 — Teilmodell zu Schriftlichen Rechenverfahren

Die empirische Modellierung mathematischer Kompetenzen beruht auf der
koh&renten Abstimmung vier grundlegender Arbeitsschritte: (1) Entwick-
lung eines theoretischen Modells, (2) Beschreibung durch ein psychometri-
sches Modell, (3) Operationalisierung mit geeigneten Messkonzepten und
Messverfahren und (4) Nutzung im Rahmen von Diagnostik und Assess-
ment. Vor dem Hintergrund des im schulischen Kontext wichtigen Anlie-
gens, kriteriale individualdiagnostische Information bereit zu stellen, spie-
len kognitive Diagnosemodelle (Rupp & Mislevy, 2007) eine zunehmend
bedeutsame Rolle (Leuders, 2014): Diese fokussieren (1) auf einen engen
Kompetenzbereich, welcher tber kognitive Theorien und Modelle definiert
wird. Mittlerweile stehen (2) eine Vielzahl psychometrischer Modelle fir
die Anwendung zur Verfugung, die in Verbindung mit (3) validen Repra-
sentationen von Kognitionen, bspw. auf Grundlage von eingesetzten Auf-
gaben, (4) individuell unterschiedliche Merkmalsauspragungen auch auf
kategorialen latenten Variablen riickmelden. Eine solche empirische Infor-
mationsgrundlage, welche in Passung zu einem kognitiven Modell tber
einen eng abgegrenzten Kompetenzbereich steht, eignet sich fir die An-
bahnung spezifischer FérdermaRnahmen.

Die kohéarente Abstimmung dieser vier Arbeitsschritte fir die Implementie-
rung einer Eingangsdiagnose in Klasse 5, die in Baden-Wirttemberg lan-
desweit und schulartentibergreifend zum Einsatz kommen soll, wird am
Beispiel der schriftlichen Rechenverfahren mit Daten aus einer Pilotie-
rungsstudie berichtet. In Entwicklung sind ebenfalls kognitive Diagnose-
modelle fiir Operations- und Zahlverstdndnis sowie halbschriftli-
ches/flexibles Rechnen.

Schriftliche Rechenverfahren sind Algorithmen, die sich der Stellenwert-
struktur und mathematischer Verkniipfungsgesetze (Kommutativ-, Assozia-
tiv- und Distributivgesetz) bedienen. lhre Effektivitat beruht darauf, dass
nicht mehr komplette Zahlen im Blick behalten und miteinander verrech-
net werden mussen, sondern dass regelgeleitete Operationen mit Ziffern
zum Ergebnis flhren. Aus Sicht der cognitive-load-Theory (vgl. Van Mer-
rienboer & Sweller, 2005) kénnen Rechenverfahren auch als doménenspe-
zifische Schemata bezeichnet werden, welche im Langzeitgeddchtnis ge-
speichert werden und welche es erlauben, Informationen so zu verarbeiten,

dass kognitive Ressourcen im Arbeitsgedéchtnis fir weitergehende Aufga-
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ben frei werden. Schriftliche Rechenverfahren ermoglichen Schilerinnen
und Schiilern zudem einen Einblick in die Bedeutung von Algorithmen als
eine der zentralen Leitideen der Mathematik, vermitteln Rechensicherheit
und vereinfachen stark das Rechnen mit groRen Zahlen (Padberg & Benz,
2011).

Mehrdimensionales Stufenmodell zu schriftlichen Rechenverfahren

Bestehende Diagnosekonzepte und empirische Studien zu schriftlichen Re-
chenverfahren konzentrieren sich tGberwiegend auf die rechenartspezifische
Erfassung und Analyse typischer Schulerfehler (bspw. Gerster, 1982/2012).
Im Gegensatz hierzu war unser Ziel, ein rechenartentbergreifendes Stu-
fenmodell zu entwickeln, welches Kompetenzen von Lernenden tber Hie-
rarchien in den Teilanforderungen schriftlicher Verfahren beschreibt. Fir
ein landesweites Screening-Instrument bietet dies den Vorteil, dass gut ver-
stdndliche Rickmeldungen (ber den Leistungsstand von Einzelschulern
und Schulergruppen generiert werden kénnen. Hierbei kann ohne den ver-
gleichsweise hohen Analyseaufwand bei der Erfassung von Fehlertypen
dennoch zielgerichtet auf differenzierte Fordermalinahmen auf unterschied-
lichen Niveaustufen hingewiesen werden. Aus Sicht der Grundlagenfor-
schung ergéanzt die Studie den Forschungsstand zum Einfluss schwierig-
keitsgenerierender Faktoren bei den schriftlichen Rechenverfahren.

Rechenartentbergreifende Beispiele Stufeninharente Schwierig-
Stufenbeschreibung Subtraktion keiten (Bsp. Subtraktion)
Stufe 1: 8078 - 4018 | - Unterschiedliche Stellenzahl
Einstellige Prozedur - Anzahl der Stellen

: oy - Null im Minuend oder Sub-

mehrstellige Prozedur - Null im Ergebnis (gleiche

Stufe 3: Mehrschrittig- 3018 - 74 | Ziffern) inkl. Wegfall der
mehrstellige Prozedur ersten Stelle
- Art des Ubertrags (auf 0, 9,
Stufe 4: 8765 | |eere Stelle, mehrfach) ab
Komplexe Prozedur - 4241 Stufe 3
- 52

Auf Stufe 1 (einstellige Prozedur) sind alle Aufgaben durch rein ziffern-
weises Rechnen losbar, es werden kein Ubertrag (Subtraktion), Behal-
tensziffer (Multiplikation) oder Teilquotientenbildung mit Rest (Division)
notwendig. Auf Stufe 2 (einschrittig-mehrstellig) erfordern die Aufgaben
einen Ubertrag, eine Behaltensziffer oder einen Teilquotienten mit Rest,
wobei diese, im Unterschied zu Stufe 3 (mehrschrittig-mehrstellig), auf
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Stufe 2 noch nicht mit zusétzlichen Schwierigkeiten im Ubertrag etc.
(Subtr.: Ubertrag auf die 0, 9 oder leere Stelle, erneuter Ubertrag) verbun-
den sind. Stufe 4 (komplexe Prozeduren) beinhaltet Aufgaben mit zweifa-
chem Minuend oder zweistelligem Multiplikator bzw. Divisor. Die Variati-
on der Aufgaben innerhalb einer Stufe ergibt sich aus den stufeninhdrenten
Schwierigkeiten (Subtr.: vgl. Tabelle). Das Stufenmodell postuliert, dass
die Schwierigkeit einer Aufgabe vorrangig vom Stufenmerkmal bestimmt
wird und nachrangig von den stufeninhdrenten Schwierigkeiten (Subtr.: u.a.
Rechnen mit der Null, ungleiche Stellenzahl, Anzahl der Stellen). Derart
wurden Stufenmodelle fiir alle vier Rechenarten entwickelt.

Die Pilotierung erfolgte in 16 Klassen (GS: 2; WRS: 4; RS: 5; GY: 5; N =
403). Die relativen Losungshaufigkeiten pro Verfahren gemittelt zeigten
(Add: 0,94; Subtr: 0,79; Mult: 0,7; Div: 0,65), dass die schriftliche Additi-
on im 4. bis 6 Schuljahr keine Schwierigkeiten mehr bereitet, sodass nur
die 58 Items zu den drei anderen Rechenverfahren analysiert wurden.

Uberprufung der Dimensionalitat

Die explorative Faktorenanalyse wies auf eine eindeutig dreidimensionale
Struktur hin, die sich in der konfirmatorischen Faktorenanalyse im Modell-
vergleich deutlich bestétigte (Kriterium AIC/BIC minimal; 1-dim.:
16120/16352; 3-dim.: 14901/15161). In die Analysen gingen 57 Items mit
einem Fit-Residual-Wert im jeweils eindimensionalen Raschmodell klei-
ner als 2,5 ein (vgl. RUMMZ2030-Manual; Sub/Mult/Div: 26/17/14 Items).
Die latenten Korrelationen sind moderat: Sub-Mult: 0,525; Sub-Div: 0,459;
Mult-Div: 0,599, die Reliabilitdten sehr gut (PSI fir Gesamtstichprobe, in
Klammern Cronbach-Alpha fur Klasse 5 als Zielstichprobe): Sub: 0,765
(0,823); Mult: 0,829 (0,871); Div: 0,845 (0,929). Damit stellen die drei Re-
chenverfahren nicht nur konzeptuell unterschiedliche, sondern auch mess-
methodisch klar voneinander abgrenzbare Fahigkeitsbereiche dar.

Uberprufung der Stufen der Items / der Anforderungen

Die Hypothese, dass die Schwierigkeit der Items (Logitskala der Raschmo-
dellierung) pro Rechenverfahren vorrangig uber deren a-priori beschriebe-
ne Stufenzugehorigkeit erklart werden kann, wurde mittels Regression der
Dummy-codierten Stufenzugehorigkeiten (Stufe 1/2/3) auf die Itemschwie-
rigkeit Gberpruft:

Itemschwierigkeit = k + by(Stufe2) + bz(Stufe3d) + by(Stufed)

Fiir die Subtr/ Mult/ Div ergab sich eine erklarte Varianz R* von 0,828/
0,868/ 0,898. Nach einer leichten Prazisierung der Stufenmerkmale (nur
noch Items mit 4-5 Stellenwerten & Gegebensein der Stufe 3-
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Anforderungen auch fiir Stufe 4 Items) fir Subtr./ Mult. vergroRerte sich
deren erklarte Varianz nochmals auf 0,934/ 0,949. Die Itemschwierigkeit
wird demnach zum allergréf3ten Teil von den origindren Stufenmerkmalen
und nicht von den stufeninhdrenten Schwierigkeiten bestimmt.

Bestimmung von Kompetenzstufen auf Personenebene

Gangiges Vorgehen zur Bestimmung von Kompetenzstufen ist es, fir das
schwierigste Item einer Stufe eine Losungswahrscheinlichkeit von 0,65
(bzw.0,5) zu fordern und diesen Itemschwierigkeitswert als Schwellenwert
auf der Personen-Fahigkeitsskala zu verwenden. Hierbei entscheidet jedoch
nur ein einzelnes Item Uber die Lage des Schwellenwertes, dabei wird die
inhaltliche Klammer um die kohé&renten Itemmerkmale der Stufe nicht be-
ricksichtigt. Daher wurde als Kriterium flr die Schwellenwerte verwendet,
dass im arithmetischen Mittel alle Items einer Stufe (anstelle nur des
schwierigsten Items) mit einer bestimmten erwarteten Wahrscheinlichkeit
gelost werden. Fir die Losungswahrscheinlichkeiten 0,5/ 0,6/ 0,65/ 0,7/ 0,8
wurde vergleichend aus der Datenmatrix ermittelt, welcher Anteil der Auf-
gaben jeweils entsprechend stufenkonform gel6st bzw. nicht gelést wurde.
Bei geforderten LAsungswahrscheinlichkeiten von wahlweise 0,6 oder 0,65
werden ca. 90% der entsprechenden Items stufenkonform beantwortet, so-
dass eine verléssliche Riickmeldung pro Schiiler ermdglicht wird.

In allen Schulformen identifizierte die gesonderte Auswertung fiir Klasse 5
in den drei Rechenverfahren substantielle Schulergruppen auf den Kompe-
tenzstufen 0-2, was bedeutet, dass diesen Schulerinnen und Schilern bei
Aufgaben mit besonderen Anforderungen im Ubertrag (bzw. bei der Behal-
tensziffer oder im Teilquotient) systematische Fehler unterlaufen. Erst ab
Kompetenzstufe 3 ist davon auszugehen, dass die Rechenverfahren hinrei-
chend sicher beherrscht werden und keine besondere Forderung/ Wiederho-
lung in Klasse 5 notwendig ist.

Literatur

Rupp, A. A., & Mislevy, R. J. (2007). Cognitive foundations of structured item response
theory models. In J. Leighton & M. Gierl (Hrsg.), Cognitive diagnostic assessment in
education: theory and applications (S. 205-241). Cambridge: Cambridge Univ. Pr.

Leuders, T. (2014). Modellierungen mathematischer Kompetenzen — Kriterien flr eine
Validitatspriifung aus fachdidaktischer Sicht. Journal fir Mathematikdidaktik.

Padberg, F. & Benz, C. (2011). Didaktik der Arithmetik. Heidelberg: Springer.

Van Merrienboer, J., & Sweller, J. (2005). Cognitive load theory and complex learning:
Recent developments and future directions. Ed. Psy. Review, 17, 147-177.

Gerster, D.(1982/ 2012). Schulerfehler bei schriftlichen Rechenverfahren. Diagnose und
Therapie. Munster: WTM.

1118





