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Mathematisches Denken. Grundvorstellungen und Meta-
phern. 

Diese Arbeit versucht die von Wittenberg (1963) formulierte Frage “Was 
ist mathematisches Denken?” zu beantworten. Einen großen Beitrag dabei 
leisten die Ergebnisse der kognitiven Neurowissenschaften, die uns hilft zu 
verstehen, was unter neurologischem Aspekt Lernen bedeutet (Kandel, 
2009). Das alleine beantwortet allerdings noch nicht die Frage, was ma-
thematisches Denken ist (MD) oder wie wir es fördern können. Vom 
Standpunkt der kognitiven- und der Entwicklungspsychologie aus gesehen 
einerseits und aus Sicht der mathematischen Didaktik andererseits wird im 
Folgenden versucht das MD zu charakterisieren. Damit werden wir eine 
fachliche Basis erhalten, um einige Komponenten des MD beurteilen und 
dann entscheiden zu können, was in Mathematikstunden gefördert werden 
sollte. 
Bei dieser Charakterisierung des mathematischen Denkens spielen die kog-
nitiven Mittel oder Werkzeuge, die die Individuen zur Kommunikation ih-
rer Kenntnisse mitbringen, eine grundlegende Rolle (Sfard, 2001). Dazu 
gehören neben Repräsentationen, Metaphern und Analogien, so glauben 
wir, auch die Grundvorstellungen (vom Hofe, 1995, 1998). Unter Meta-
phern verstehen wir hier konzeptionelle Metaphern (Lakoff & Nuñez, 
2000; Soto-Andrade 2006, 2007a). Andererseits findet die grundlegende 
Theorie der Situationen von Brousseau (1998) Anwendung, die die Entste-
hung von mathematischen  Begriffe und Verfahren bei der Schülern zu för-
dern versucht. 
1.  Mathematisches Denken 
Unter dem Begriff Denken versteht man eine aktive innere Beschäftigung 
mit sprachlichen Begriffen, bildlichen Vorstellungen und anderen mentalen 
Inhalten mit dem Ziel, neue Erkenntnisse zu gewinnen. Denken steht häu-
fig im Dienste zielorientierter Handlungen, die nicht als automatisierte 
Routinen verfügbar sind (Funke, 2006, S. xxiii). 
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Jeder Mensch kann mathematisch denken, dass es durch Widersprüche, 
Spannungen und Überraschungen hervorgerufen wird, dass es durch Unter-
richtpraxis mit Inhalten zum Nachdenken verbessert wird (Mason, Burton 
& Stacey, 1982). Lesh und Kelly (1994) sehen das MD im Konstruktivis-
mus begründet und aus dem Denken entsteht ein Sinn in den Begriffen. 
Was jedoch der Kern des MD ist, aus welchen Komponenten es sich zu-
sammen setzt und was beachtet werden muss um es zu fördern, soll im 
Folgenden geklärt werden.  
Die Kognitive Psychologie liefert die folgenden Beiträge:  Wahrnehmung, 
Aufmerksamkeit, Gedächtnis, Sprache (Hayes, 1995), Planung, Problemlö-
sen (Engel, 1998), usw. Die Didaktik der Mathematik trägt mit den folgen-
den Konzepten bei: Kommunikationsmittel oder Arten Konzepte zu erzeu-
gen/speichern, wie z. B. die Grundvorstellungen, Metaphern, die Semioti-
sche Repräsentation (Duval, 2004), Theorie der Situationen (Brousseau, 
1998), mathematische Strategien (Engel, 1998), Aufmerksamkeit (Mason, 
1989) und Sfardsche commognition (Sfard, 2008); Teile der Entwicklungs-
psychologie wie kreative, künstlerisch-visuelle und repräsentative Fähig-
keiten, numerische Fähigkeit, Wort-, Raumverständnis und Linguistische-, 
logisch-mathematische Fähigkeit (Gardner, 1983). Auch werden die Fähig-
keiten, die der Mensch auf Grund der Evolution schon inne hat, wie z.B. 
der Sinn der Zahl,  begutachtet (Dehaene, 1999). Mit diesen Konzepten er-
hält man eine Annäherung an das, was MD ist: Mathematisches Denken 
bezeichnet kognitive Prozesse (neurobiologische), die die Fähigkeiten und 
Kenntnisse verbindet;  sie bilden sich heraus, wenn man in neuen, interes-
santen und herausfordernden  Situationen ist, die mit mathematischen In-
halten verbunden sind. Das MD benutzt verschiedene Kommunikationsmit-
tel wie z.B. mentale Bilder, semiotische Repräsentationen, Grundvorstel-
lungen und Metaphern. Das MD wird durch konzeptionelle Metaphern 
verwirklicht (Soto-Andrade, 2007b).  
Das MD wird durch die folgenden Faktoren charakterisiert: Wahrnehmung 
des Objekts, (mathematik-) inhaltsbezogenes Denken (Ulm, 2010), Strate-
gien oder Prozeduren und nicht-rationale Prozesse. Zur Art und Weise, wie 
diese mit verschiedenen kognitiven Arten interagieren, werden die Vor-
schläge von Flessas and Lussier (2005) betrachtet.  
Die Wahrnehmung bezieht sich auf die Annäherung des Individuums an die 
Situation, wie z. B. dynamisch, statisch, Gleichheit, etc. Prozeduren sind 
die, die auf automatische Art und Weise bei der Problemlösung ablaufen, 
die nicht mehr als einen kognitiven Prozess benötigen. Bsp. Algorithmen. 
Strategien bilden sich, wenn man ein gesuchtes oder aufgetretenes Problem 
versucht zu lösen. Diese involvieren eine größere Anzahl kognitiver Pro-



  

zesse und dienen der Erweiterung unserer konzeptionellen Karten wie zum 
Beispiel Umstrukturierung, Modellierung, Analogieprinzip, das 
Extremalprinzip, etc.  
Das mit mathematischen Inhalten ver-
bundene Denken besteht aus: numeri-
schem-, algebraischem-, geometrischem-, 
stochastisches-, funktionalem  Denken. 
Man betrachtet es als einen Teil einer 
durch schulisches Lernen hervorgerufe-
nen konzeptionellen Karte die mit dem 
Gedächtnis verbunden sind.   Fig. 1: Komponenten des MD   
Die nicht-rationalen Fähigkeiten haben in unserem Glauben und täglichen 
Leben ihren Ursprung. Sie haben eine direkte Verbindung zu unserer Kul-
tur, unserem Umfeld, unseren Emotionen und unserer Wahrnehmung. Bei-
spiele: Intuition, Kreativität, Flexibilität, Sensibilität, Fantasie, usw. Die 
vier Komponenten interagieren untereinander. Die Kommunikationsmittel, 
wie beispielsweise Strategien zu speichern oder wiederherzustellen ge-
schieht anhand von Repräsentationen, Grundvorstellungen und Metaphern. 
2. Empirischer Teil 
Dazu werden einige Teile der Gruppentheorie als Beispiele betrachtet, bei 
denen sich einige Elemente dieser Faktoren mittels zweier Kommunikati-
onsmittel des mathematischen Denkens, der Metapher und der Grundvor-
stellung, aufzeigen lassen. Es wurden in der Untersuchung drei Fragen ge-
stellt: Welche Elemente des MD erscheinen in der Arbeit mit Gruppentheo-
rie? Welche Elemente des MD werden verwirklicht oder können in einem 
Essay erkannt werden? Welche Elemente des MD werden verwirklicht oder 
können in der Realisierung eines Mathe-Tagebuchs erkannt werden? 
Zur Beantwortung der ersten Frage wurde ein Fragebogen entwickelt, den 
137 Studenten des Proseminars Algebra der Universität Augsburg in den 
Jahren 2008 – 2010 beantworteten. Zur zweiten Frage wurde mit Schülern 
aus dem Gymnasium Sonthofen und des Gymnasium Stetten Institut Augs-
burg gearbeitet, wobei in beiden Fällen ein Essay realisiert wurde. Die drit-
te Frage wurde mit Lehramtsstudenten aus dem Proseminar Algebra an der 
Universität Augsburg verwirklicht, wobei die Studenten  Mathetagebücher 
zur Erstellung und Lösung algebraischer Problemstellungen, unter Beach-
tung der vier Komponenten des MD, schreiben durften.   
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