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0. Die Problemstallung

Jemand weil3, dass er in 5 Jahren 1.000.000 € zuriickzahlen muss oder sicher besitzen mochte.
Der Marktzinssatz i sei derzeit 4%. Er konnte jetzt ein Kapital Ko= 821.927,10 € auf ein
Sparbuch legen. Dann hitte er in 5 Jahren nach der Zinseszinsformel

Ks= Ko (1+i)’
gerade 1.000.000 €. Der Anleger iiberlegt sich, ob er jetzt giinstiger investieren konnte?
Aktien sind ihm zu unsicher. Anleihen gelten als sicherer und haben in der Regel eine gute
Rendite in Abhdngigkeit vom Marktzinssatz. Mit solchen Anleihen wollen wir uns nun
beschiftigen. Bei einer Anleihe — auch gesamtfillige Obligation, Bond genannt — erhdlt man
jahrlich einen vertraglich festgelegten Geldbetrag (Kupon), dessen Hohe j % vom investierten
Kapital betragt. Am Ende der vertraglich fixierten Laufzeit von n-Jahren erhélt man das
investierte Kapital K¢ und die letzte Kuponzahlung.
Im Folgenden werden wir uns mit allgemeinen Geldfliissen — Cashflow, auch Zahlungsstrom
genannt — beschéftigen.

1. Allgemeiner Zahlungsstrom (Cashflow)
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Wir betrachten einen sicheren (nachschiissigen) Zahlungsstrom:

Gk sei ein fester Geldbetrag am Ende des k-ten Jahres. Folgende Bezeichnungen wollen wir
verwenden (Zinssdtze, Ein- und Auszahlungen beziehen sich immer auf ein Jahr):
1...Marktzinssatz, Abkiirzung fiir: interest = Zins

e n... Laufzeit des Zahlungsstromes in Jahren

e r=1+1... Aufzinsungsfaktor

o v= L Abzinsungsfaktor
I+1

e V(0)=Ky ... Barwert (B), Present value (PV)
e V(n)=K,... Endwert (E) in n Jahren, Future value (FV)

Aufzinsen

Vereinbarung: Zinsen werden am Ende jedes Jahres zum vorhandenen Kapital hinzugefiigt (
dekursiver Zinseszins). Damit erhédlt man folgende Zinseszinsformel:
Ko=Ko (1+)"=Ko 1"
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Kurz gesprochen: ,,1 heute ist in n Jahren r" wert*
Wegen: Ko= 1 Geldeinheit (GE) — K= 1(1+i)" ="

Abzinsen (diskontieren)
Aus der Zinseszinsformel erhilt man durch Auflésen nach Ky:
K
= K, V"
a+1)"
Kurz gesprochen: ,,1 in n Jahren ist heute v" wert*

Barwert und Endwert

Um Zahlungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten vergleichen zu kdnnen, miissen sie wegen
des Zinseszinseffektes auf einem festen Zeitpunkt bezogen werden.
Barwert B oder PV des Zahlungsstromes ist dessen Wert zum Zeitpunkt t = 0.

n
PV=B=G\v+..+ GV +..+ Gv" = D GV
k=1
Bei einem konstanten Zahlungsstrom der Hohe 1: G; = G, = ... = G,, = 1 erhélt man:

k n 1-v"
ap=PV=B=v+..+tv +..+v =

[
Endwert E oder FV des Zahlungsstromes ist dessen Wert zum Zeitpunkt t = n.

FV=E=Gir" +..4 Ger™* +..4 Gy= > G, r"™ oder E=B1"
k=1
Bei einem konstanten Zahlungsstrom der Hohe 1: G; = G, = ... = G, = 1 erhélt man:

spu=FV=E=1l4r+.. .+ +. . +1"'= oder sy=a, "

i
Betrachten wir den Zwischenwert V zum Zeitpunkt t =7, so gilt:

V(r)= ZGer‘ =PVr' =Br’
k=1

Zeit t Kapital
5,00
5,50
6,05
6,66
7,32
8,05
8,86 ’

9,74
10,72
11,79
10 12,97
11 14,27
12 15,69

o
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2. Einfluss von Zinsanderungen

Was geschieht, wenn sich der Zinssatz dandert?
1. Experiment: Zinssatzanderung Ai= +k%

H. Kautschitsch, G. Kadunz

Annahme zur Modellvereinfachung. Die Zinssatzanderung erfolgt unmittelbar nach Beginn

des Betrachtungszeitpunktes t = 0"

100000 - f 105000 -
100000 1
95000
95000 1
90000 — 90000 1 —_—
= 85000 - —_—
85000 - S——— 80000 —
75000
80000 1
70000 1
75000 - ‘ 65000 - ‘
Abbildung 1: Ai>0 bzw. Ai<0; Bezugskurve: B=75.000
1. Beobachtung: Bei ein und demselben Zahlungsstrom dndern sich Bar —
und Endwerte gegenliufig!
Satz 1: Ai >0 — B kleiner, E groler, Ai <0 — B groBer, E kleiner
Begriindung:
) ) ) ) 1
Bezeichnet i den alten Marktzinssatz, dann ist vay= —.
) ) . ) ) 1 )
Bezeichnet i + Al den neuen Marktzinssatz, dann ist entsprechend vpe,= ﬁ und es gilt:
+ 1+ Al
Ai >0 Ai<0
Valt > Vneu Valt<Vneu

Ist B der alte Barwert und B + AB der neue Barwert, dann bezeichnet AB die absolute
Barwertinderung. Fiir dieses AB konnen wir folgende Gleichung angeben:
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n k k
AB=Y" G|y, ~Vyl, also: AB<0 falls Ai >0 und AB >0 falls Ai <0.

k=0

3. Der Zeitpunkt der Gleichwertigkeit: t;
Bei Anderung des Zinssatzes dndern sich Bar- und Endwerte also auch Zwischenwerte zu
einem beliebigen Zeitpunkt t. Kann es geschehen, dass geplante Werte V(t) mit tatsichlich

erreichten Werten V(t) libereinstimmen?

2. Experiment: Variiere Aiund beobachte die Werteverlaufe.

V(t) V(1)

nnnnnn

v E E+AE
F Y
aaaaaa — — '7.
BraB g / E+AE y‘ E
\Y%
nnnnn e
t t
T . . ; : ; Y .
tp fiir Ai<0 und

Ai>0

2. Beobachtung: Fiir jeden Zahlungsstrom existiert ein Zeitpunkt t= tp, in

dem der geplante Wert V (t) mit dem tatsédchlichen Wert V (t)
iibereinstimmt.

Dieses tp wollen wir nun berechnen. Aus V (tp) = V(tp) folgt

B (1+1)°= (B+AB) (1+i+Ai )
( 1+i th: B+ AB

I+i+Ai B
Die gesuchte Variable befindet sich im Exponenten. Wir miissen also “logarithmieren'” und
erhalten die Gleichgewichtsformel:
( B+ AB)
In
_ B

t = 7

b 1+i
hlf
(1+|+A|j

! Fiir die Funktion f(x):=In x gilt definitionsgemiB: In x =y & ¢* =x. Damit gilt bekanntlich
In(a®) = b In a. Spiter werden wir noch folgende Abschitzung bendtigen:
In(1+x) =x fiir ,,kleine* x.
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Aus dem zweiten Experiment konnen wir ablesen, dass fiir diesen Gleichwertigkeitszeitpunkt
tp folgende Beziehungen gelten:

Ai<0 Ai >0
t<t, V>V V<V
t=tp V=V V=V
t>1, V<V V>V
Tabelle 2

3. Experiment: Beobachten wir die Gleichwertigkeitszeitpunkte tp, fiir verschiedene

Zinssatzdnderungen Al .

V(1)

~120000

100000
:,;»t““"’

80000 /

E0000

40000 W

20000

Eine Uberraschung:

3. Beobachtung: Selbst relativ groBe Zinséinderungen, gleichgiiltig in
welche Richtung, bewirken nur kleine Anderungen von tp,
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4. Experiment: Wann tritt der Gleichwertigkeitspunkt tp in Abhéngigkeit von Al ein?

Mit Zahlenwerten:

Zinsdnderung Al to

+6% 4,6008 frither
+1% 4,6251

-1% < Ai<+1%

-1% 4,6346

-3% 4,6440 spater
Tabelle 3

Wieder eine Uberraschung:

4. Beobachtung: Je groBer der Zinsanstieg, umso frither tritt tp ein.
Je starker Zinsen fallen, umso spater tritt tp ein.




TalenteCamp 2007: Finanzmathematik

4. Zinsunempfindlichkeit

H. Kautschitsch, G. Kadunz

Beide tiberraschende Beobachtungen kdnnen wir nun ausnutzen, um uns vor unerwiinschten
Folgen von Zinssatzdnderungen zu schiitzen (Zinssatzimmunisierung).

5. Experiment: Halte den Gleichwertigkeitszeitpunkt tp fiir -1% fest. Betrachte nun

Zinssatzanderungen Ai <—1% oder Ai >+1%.

9160

9130

9140

9130 +=—

VAi<O

9120

9110

9100

9090 //////
9080

9070

9060

to(Ai=-1%)

295000

2,00000

3,05000

3,10000

hoheren Endwert.

5. Beobachtung: Fiir Ai <—1% und Ai >+1% (|Ai|>1%) ist der

geplante Wert zu t=tp immer kleiner als der tatsdchliche Wert. Jede
Zinsdnderung, unabhingig von Richtung und Ausmas, fiihrt zu einem

Begriindung:

Wenn Ai>1%, dann tritt nach Tabelle 3 der Gleichwertigkeitszeitpunkt tp fiir dieses Ai frither
ein. Also ist t*:=tp(Ai=-1%) ein spiterer Zeitpunkt als tp (t*> tp). Nach Tabelle 2 gilt dann

zum Zeitpunkt t*: V(t¥) > V (t*).

Wenn Ai<-1%, dann tritt nach Tabelle 3 der Gleichwertigkeitszeitpunkt tp, fiir dieses Ai spéter

ein. Also ist t* nun ein fritherer Zeitpunkt tp (t*< tp). Nach Tabelle 2 gilt dann V(t*) > V (t¥).
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Was geschieht, wenn die Zinsédnderung zwischen -1% und 1% liegt?

6. Experiment: Halte den Gleichwertigkeitszeitpunkt tp fiir -1% fest. Betrachte nun
Zinssatzidnderungen -1% < Ai < +1%.

8087

8986,5 W
8986

B9R55 / y

8085 /

3084,5 / /
3954

\/ Vi ivsaicio
8983,5

O
2983
8052,5 -

—_10,
o962 . (A 1/.0)

308 an2 3022 3024 3026 3028 303 3032

6. Beobachtung: Es kann es passieren, dass V <V ist. Also fallt der tatséchliche
erzielte Wert kleiner als der geplante Wert aus.

Es gibt also eine Unsicherheitszone —1% < A1 <+1% . Fiir diesen Ausdruck schreibt man
auch |Ai| <1%.

Unser Bestreben wird es sein, diese Unsicherheitszone zu verkleinern.
|Ai| < 0,1%, |Ai]<0,01%,...
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7. Experiment: Fiihre das 6. Experiment nun fiir |Ai| < 1% nummerisch durch. Verwende dazu
die Gleichgewichtsformel (Seite 5)

| | | | |

AI B+ AB A h{’B-IﬂB‘ 1+7 B = In( 1+i ) | A

S A=01I——- e = _ -

B * "Mltrie Ar 147+ Ai "
1,00000000% | 0 955051115 -0,045890415 0290476519 -0 00956545 4 805951583
0,10000000% | 0995385948 -0,004621181 0.99903939 -0 00096108 4 80833863
0,01000000% | 0999537 765 -0,000452341 0. 599903585 -0 5149E-05 4 80857513
0,00100000% | 0 999953765 -4 B2XAE3E-05 0,99999038 -9 B153E-06 4 BOea9877
0,00010000% | 0999995375 -4 F23E5E-OE 029995904 -0 B154E-07 4 80860113
0,00001000% | 0 999995538 -4 BXABRE-O7 0 5999955 -9 B154E-08 4 80860136
0,00000100% | 09999995954 -4 E23ERE-08 0 29990955 -0 515409 4 808E0133
0,00000010% | 0 999995955 -4 B23BRE-09 1 -9 B154E-10 4 BOeE0107

Tabelle 4

7. Beobachtung: Die Zahlenwerte fiir die Groen A und B werden fiir immer
kleiner werdende Ai ( Ai strebt gegen 0; symbolisch Ai — 0) auch immer kleiner.
Trotzdem scheint der Quotient tp einen bestimmten Wert anzunehmen.

Dies ist bemerkenswert, weil Quotienten aus immer kleiner werdenden Zahlen (6 ) im

allgemeinen beliebige Werte annehmen konnen. Man nennt Py in diesem Zusammenhang eine

unbestimmte Form.

Beispiele:
1 1
a=——0 oder a=——0
n n
n kn
%
a, _1*n_1 A _ 1.1 kbeliebig
b, n*2 2 b, n kn

Im Folgenden wollen wir diesen bei Zahlungsstromen auftretenden unbestimmten Ausdruck
mit einer Formel beschreiben.
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5. Der Begriff der Duration eines Zahlungsstromes

Beim vorhergehenden Experiment konnten wir beobachten, dass eine Zinssatzdnderung Ai
eine Anderung des Barwertes B auf den neuen Barwert B+AB bewirkte. B ist also eine
Funktion B(i) des Zinssatzes i (sieche auch die erste Beobachtung).
Fiir diesen neuen Barwert erhalten wir nach Umformung;:

B+ AB=B (1+A—B) ung 2+AB _ 1, AB.

B B

Da in der Gleichwertigkeitsformel der Logarithmus auftritt, erhalten wir nach Anwendung der
Abschitzung fiir den Logarithmus aus der FuBinote 1:

In

B+ AB AB AB AB Ai
B =1n 1+? ~—=——

. . AB . : AB
Strategie: Wenn wir AT abschitzen konnten, dann wiissten wir auch, wie grof3 Y und
i

. B+AB . o o o .
damit auch In ist! Dann konnte wir eine Formel fiir obigen unbestimmten Ausdruck

angeben.

Bekanntlich kann man Differenzenquotienten durch Differentialquotienten abschédtzen.
AB_dB
Al di
Aus der Summenregel und der Kettenregel erhalten wir fiir B()=X Gyv*:

i—]:j; = Z:kaVk_l (-v*) = _(Z kG, V)V,
i

-1
Dabei haben wir beniitzt: ﬂ = dd+i)—

T =)=
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Damit ist

—_— N —

AB _ABAi _ dBAi__ZkG A
B AiB diB

oder:

AB ZkaVk

k

L kG
Definition 1: Der Ausdruck ZTI‘V heil3t die Duration D des Zahlungsstromes

(Gb st Gn)

Mit dieser Definition 1 erhalten wir fiir die relative Barwertdnderung:

A—Bz -DvAi
B

Anmerkung: Das negative Vorzeichen driickt die Gegenlaufigkeit der Barwertdnderung zur
Zinsédnderung aus. Nun konnen wir den Zeitpunkt der Gleichwertigkeit bestimmen.

AB
B+AB B(H Bj AB) _AB
In hl =In =In|1+— |= —=-Dv Ai
B B B B

1+i —Ai —Ai
In| ———|=1In| 1+ - - |= - -
1+1+ Al 1+1+ Al 1+1+ Al

Damit ist
ln[B+ABj
—DvAI (1+1+Ai
tp= B ) IDVAL(HIHAD) by ian
1+1 -A1
Inf| ———
1+1+ Al

Strebt nun Ai gegen 0, dann strebt tp gegen D v (1+1)=D.

Die feste Zahl in der Tabelle 4 ist gerade die Duration D des Zahlungsstromes.
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6. Die ,,immunisierende* Eigenschaft der Duration
Aus den bisherigen Experimenten und Uberlegungen ergibt sich:

1) Wenn Ai — 0, dann ist die Unsicherheitszone immer kleiner
. . . 0 .. .
2) Wenn Ai — 0, dann nimmt der unbestimmte Ausdruck — fiir tp einen festen Wert an,

niamlich tp = D.

Damit kann man sagen:

Zu jedem Zahlungsstrom(Gy, G, Gs_..., Gy) gibt es einen Zeitpunkt, ndmlich t =D, in dem der
tatsdchliche Wert des Zahlungsstromes immer grofer oder gleich dem geplanten Wert ist,
ungeachtet, wie grofl und in welche Richtung eine Zinsédnderung erfolgt:

V(D)<V(D)

Damit kennt man schon zum Zeitpunkt t = 0, welchen Wert der Zahlungsstrom zum Zeitpunkt
t = D mindestens haben wird (der Wert ist ,,immun‘ gegen Zinsédnderungen). Es ist so, als ob
der Zinssatz zum Zeitpunkt t = 0 bis zum Zeitpunkt t = D eingefroren wird ( lock in Effekt der
Duration). Dies rechtfertigt den Namen ,, Duration®: Zeitspanne, bis zu der der Zinssatz
eingefroren ist.

Die Duration kann auch als Hebelfaktor interpretiert werden, der eine Zinsdnderung in eine
Barwertinderung umwandelt:

. AB : m . o . ,
Setzt man in: Y ~ —DvVAI fiir Dv = D™, dann erhilt man fiir die relative Barwertinderung:

L5 ~-D™ Ai
B

D™ gibt also an, wie sich eine Zinssatzinderung auf die Barwertinderung auswirkt.
D™ ist ein Hebelfaktor.

Definition 2: Die Zahl D™ = Dv heiBt die modifizierte Duration des Zahlungsstromes.

Die modifizierte Duration ist jener Wert, um den sich der Barwert eines Zahlungsstromes bei
einer Zinssatzinderung von Ai = 1% &ndert.

Beispiel: Ist D™ = 7,63 und Ai = +1%, so wird der Barwert um 7,63% fallen. Ist Ai=-1%,
so wird der Barwert um 7,63% steigen.
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7. Inmunisierung in einem Intervall

In der Regel ist es schwierig, eine Anleihe mit vorgegebener Duration zu finden.
Gliicklicherweise kann man durch eine Mischung zweier Anleihen A; mit Duration D; und A,

mit Duration D, jeden Zeitpunkt D* e [Dl, D2] als Duration erreichen! Dies folgt aus:
Sei w der Prozentsatz, mit dem in Anleihe A investiert wird und 1-w der Prozentsatz, mit

dem in Anleihe A, investiert wird.
Dann gilt fiir die Duration Dpg des ,,Portefeuilles* aus A; und A,:

Dpr=w D; + (1-w)D;,

Begriindung:

Aj habe den Zahlungsstrom (G, Gz, G3..., Gn)
A, habe den Zahlungsstrom (Zi, Z», Zs..., Zy)

Das Portefeuilles hat dann den Zahlungsstrom (G;+Z; ..., GmtZm,..., GatZy).
B sei das ,,Investitionsvolumen®.

Wird ausschlieBlich in A; investiert dann gilt:

Zm:kavk

B :ZGka und D, = IT
k=1

Wird ausschlieBlich in A, investiert, dann gilt:

Zn:kavk

B=> GV und D= ——
= B
Werden w Anteile in A; und 1-w Anteile in A, investiert, dann gilt:

B=w* Z:Gkvk +(1-w)* Z:Zkvk = Z (WG, +(1-w)Z,)v* mitr=max (m,n).
k=1 k=1 k=1
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12a Einschub
da + b =>(a +b)
D@ +b)=>a +>b,

Ganz egal welche Zinsinderung zu t= 0" eintritt!!!!
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13. Fiir die Duration des Portefenilles Dpr gilt dann:

Zr:k*[\/VGk +(1 _W)Zk]v2

— k=l
DPF -

B

WY kG, v +(1-W)D kZ, v
1 1

B

ikavk Zn:kzkvk

=W (1-W) o =WDI + (1-W)D2

l l
D1 D2

H. Kautschitsch, G. Kadunz

Will man Immunisierung zum Zeitpunkt D* = Dpg ¢ [Dl, D2] erreichen, dann gilt fiir die

,Gewichtung® W:

D* = WD1+ (1-W) D2
D* = WD1+D2-WD2
WD2-WDI = D2-D*
W(D2-D1) = D2 —D* D1<D*< D2
D2-D1#0

_ *
woD2-D
D2-DI

D* gewlinschter Immunisierungspunkt
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14. Immunisierungsstrategie:

V sei der Wert der Verpflichtung in D Jahren
i...Marktzinssatz (Rendite)

1) Suche 2 Anleihen A1 und A2 mit Durationen D1, D2 so dass D1 < D < D2

2) Durationsprinzip: Bilde ein Portefenille aus A1 und A2 so, dass dessen Duration
gerade D ist, also investiere in A1 mit W% und in A2 mit (1-W)%, wobei
D2-D

- D2-DI
Dann wird zum Zeitpunkt t= D mindestens der Betrag V vorhanden sein

3) Barwertprinzip: Investitionsvolumen= Barwert der Verpflichtung zum Zinssatz i=
Investition in A1 den Betrag von WB



