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Doppelreprasentation und mathematische Begabung — Theo-
retische Aspekte und praktische Erfahrungen

Weitgehend geteilt wird die Annahme, dass es in verschiedenen, hinrei-
chend komplexen (intellektuellen, sozialen, kinstlerischen etc.) Bereichen
spezifische Begabungen gibt. Besonders wichtig fir die Charakterisierung
mathematischer Begabungen im Hinblick auf unsere Thematik scheinen
uns die folgenden Ansatze.

Krutetskii erkundete in den 50er und 60er Jahren des 20. Jahrhunderts die
Struktur mathematischer Fahigkeiten in einer Gruppe von Schilerinnen
und Schilern der funften bis zehnten Schuljahrgangsstufe mit unterschied-
lich ausgepragten mathematischen Kompetenzen. Davon ausgehend entwi-
ckelte er eine Charakterisierung mathematischer Begabung im Schulalter
und beschrieb verschiedene Auspragungstypen, von denen sich der harmo-
nische, in Abgrenzung zu den anderen, in gewisser Weise eingeschrénkten
Typen durch ein relatives Gleichgewicht von begrifflichen und bildhaft-
anschaulichen Komponenten auszeichnet (Krutetskii, 1976).

KieRwetter formuliert auf der Grundlage seiner Uberlegungen zu Theorie-
bildungsprozessen als wesentlichen Elementen des Tatigseins eines for-
schenden Mathematikers und seiner langjahrigen Arbeit mit mathematisch
begabten Jugendlichen ,,Kategorien mathematischer Denkleistungen®, zu
denen unter anderem das Wechseln der Reprasentationsebene, das Erken-
nen und Verwenden vorhandener Muster und Gesetze in ,,neuen* Berei-
chen gehort (KieBwetter, 2006).

Auch Képnick, der in seiner grundlegenden mathematikdidaktischen Arbeit
zu mathematischen Begabungen im Grundschulalter ein Merkmalsystem
fir mathematisch potenziell begabte Dritt- und Viertklassler formuliert und
empirisch untermauert, zahlt die Fahigkeit zum Wechseln der Reprasenta-
tionsebenen zu den mathematikspezifischen Begabungsmerkmalen. Dieses
ergibt sich fur ihn auch aus der besonderen Bedeutung der gegenstandli-
chen und anschaulichen Ebene im Mathematikunterricht der Grundschule
und der erst allméhlichen Entwicklung des sprachlich-begrifflichen Den-
kens in diesem Alter (Kéapnick, 1998).

Almus untersucht derzeit die Maoglichkeit, bereits flr Zweitkl&ssler ein
Merkmalsystem mathematischer Begabungen zu formulieren. In dessen
vorlaufiger Version ist die ,,Fahigkeit zum Aufbau verschiedener interner
Représentationen und zum Umgehen mit unterschiedlichen Reprasentati-
onsformen* als Teil einer allgemeinen ,,F&higkeit zu flexiblen Denkprozes-
sen* enthalten (ABmus, 2007, S. 249). Die von AlBmus explizierte Unter-
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scheidung scheint uns wichtig. Sicher ist es gerade flr junge Schuler nicht
anspruchslos, zwischen verschiedenen Darstellungsweisen zu wechseln und
dabei den mathematischen Inhalt jeweils wiederzuerkennen bzw. zu (ber-
tragen; eine diesbezlgliche Flexibilitdt kann auf eine besondere Begabung
hinweisen. Mindestens ebenso aussagekréaftig ist unseres Erachtens jedoch
die Fahigkeit, selbststandig zwischen strukturell verschiedenen mentalen
Reprasentationen und dabei oft zwischen der begrifflichen und bildhaft-
anschaulichen Modalitat zu wechseln, um im KielRwetterschen Sinne neue
mathematische Zusammenhénge und Bezlige zu finden, die sich fiur die
weitere Problembearbeitung nutzen lassen (vgl. auch Nolte, 2004)

Die Vorteile einer solchen multimodalen Reprasentation und damit deren
Indikatorfunktion fur Begabung lassen sich auch denkpsychologisch be-
grinden (vgl. insbesondere Klix, 1992).

Doppelreprasentation

Bezuglich des Wechselns von mentalen Représentationen bleiben die bis-
her geschilderten Ansatze allerdings phdnomenologisch begrindet. An die-
ser Stelle kdnnen neurowissenschaftliche Untersuchungsmethoden weitere
Anhaltspunkte bereitstellen. So konnte bisher in verschiedenen Untersu-
chungen gezeigt werden, dass Hochbegabte (beispielsweise in Musik) oder
Hochtrainierte (beispielsweise im Kopfrechnen) bei der Bewaltigung ent-
sprechender komplexer Anforderungen verstarkt mehrere Reprasentationen
aufbauen oder zusatzliche Hirnareale aktivieren (Winner, 1998).

Seidel ging in ihrer Untersuchung mit 12 (nach Lehrerurteil) mathematisch
begabten und 12 normalbegabten Gymnasiasten der Frage nach, ob ma-
thematisch Begabte zur Bewaltigung komplexer mathematischer Anforde-
rungen in starkerem Malle sowohl begriffliche als auch bildhaft-anschau-
liche Reprasentationen — also eine Doppelreprasentation — aufbauen als
Normalbegabte. Dabei verwendete sie Probleme, die fir die Schulerinnen
und Schuler unter Berlcksichtigung ihrer Erfahrungen und Vorkenntnisse
sowohl algebraisch als auch anschauungsgeometrisch losbar waren. Erwar-
tungsgemal zeigten die mathematisch Begabten bessere Leistungen, sie
konnten mehr Probleme und diese schneller 16sen als die Normalbegabten.
Allerdings waren die besseren Leistungen durch die traditionellen Male
der Experimentalpsychologie nicht erkléarbar; beziglich 1Q, Visualisie-
rungsfahigkeit oder Gedachtniskapazitat waren Unterschiede zwischen den
beiden Versuchspersonengruppen nicht signifikant. Mittels EEG-Analysen
konnte jedoch nachgewiesen werden, dass bei mathematisch begabten
Schulerinnen und Schilern bereits innerhalb der ersten Sekunde nach dem
Instruktionsverstehen jene Hirnregionen aktiviert sind, die fur die begriffli-



che und bildhaft-anschauliche Modalitat verantwortlich gemacht werden,
wohingegen bei Normalbegabten eine solche doppelte Aktivation nicht
nachweisbar war. Bei einzelnen Schiilern aus der Versuchsgruppe konnten
aullerdem bereits innerhalb der ersten 10 Sekunden der Problembearbei-
tung mehrfache Wechsel der Aktivation zwischen Arealen der begrifflichen
und der bildhaft-anschaulichen Modalitat nachgewiesen werden, Gruppen-
unterschiede waren allerdings nicht signifikant (Krause, Seidel, & Hein-
rich, 2004).

Schlussfolgerungen

Es liegt nahe, die beschriebene Doppelreprasentation als hirnphysiologi-
sches Korrelat zum Wechseln der Représentationsebenen zu betrachten.
Damit untersttitzen die in der beschriebenen Fallstudie gewonnenen Befun-
de die Bedeutung dieser Fahigkeit als Indikator fiir mathematische Bega-
bungen.

Die wahrscheinliche Existenz eines solchen hirnphysiologischen Korrelats
darf nicht zum vorschnellen Schluss einer genetischen Determiniertheit
verleiten. Daflr gibt es zu viele neurowissenschaftliche Untersuchungen,
die die Plastizitat des menschlichen Gehirns nachweisen. Allerdings deuten
viele dieser Untersuchungen auch die Existenz von Zeitfenstern an, in de-
nen hirnorganische und —funktionale Anpassungen durch eine ,,deliberate
practice” erfolgen konnen (Winner, 1998). Fir uns liegt daher der Schluss
nahe, Schilerinnen und Schilern méglichst friihzeitig und kontinuierlich
das Sammeln von Erfahrungen im Bearbeiten von mathematischen Prob-
lemstellungen zu ermdglichen, die zum Einnehmen beider Betrachtungs-
weisen und zu Wechseln zwischen diesen anregen bzw. bei denen solche
Wechsel besonders nitzlich sind, weil sie eine Losung ermdéglichen oder
den damit verbundenen (kognitiven) Aufwand erheblich reduzieren.

Aus Platzgriinden kénnen wir hier nur ein Problemfeld ansatzweise vorstel-
len, das im Regelunterricht einer vierten Klasse eingesetzt werden kann,
sich aber insbesondere auch fur die Forderung mathematisch interessierter
und begabter Viertkl&assler eignet. Diesen gelingt es nach unseren Erfah-
rungen haufiger, die an sich geometrische Situation nicht nur mithilfe von
Zahlen zu beschreiben, sondern durch arithmetische Beziehungen auch Re-
gelmaRigkeiten auszudricken, Hypothesen zu formulieren und ,,prifende
Beispiele* zu konstruieren, die diese widerlegen oder glaubhafter machen
konnen. Damit ordnen die Schulerinnen und Schiiler die Sternfiguren in der
begrifflichen Modalitat in weiterfiihrende Zusammenhénge ein und nutzen
diese zur Problembearbeitung.



Sternfiguren

In der linken Abbildung sind 14 Punkte kreisformig angeordnet. Wenn jeder Punkt
nacheinander jeweils mit dem drittndchsten verbunden wird, so entsteht eine regelméfi-
ge Sternfigur mit 14 Zacken. Sie ist im mittleren Bild zu sehen.

Verbindet man jeden Punkt des 14-Punkte-Kreises mit dem viertndchsten, so zerfillt der
14-Punkte-Kreis in zwei regelméBige Sternfiguren. Im rechten Bild ist die zweite Stern-
figur gestrichelt gezeichnet.

1. Zeichne weitere regelmibBige Sternfiguren am 14-Punkte-Kreis. Wann entstehen
Sternfiguren mit 14 Zacken. wann zerfillt der Kreis in mehrere Sternfiguren?

2. Wie viele verschiedene regelmilBlige Sternfiguren mit 14 Zacken kénnen so ge-
zeichnet werden?

3. Statt 14 kann auch eine andere Anzahl von Punkten im Kreis gezeichnet werden.
Wie viele verschiedene regelmibige, nicht zerfallende Sternfiguren gibt es dann
jeweils?

4. Fiir welche Anzahlen gibt es besonders viele, fiir welche besonders wenige regel-
miiBige, nicht zerfallende Sternfiguren?
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