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Jurgen ROTH, Wiirzburg

Geometrie und der Bagger — Anschauung, Begriffe und Ideen
vernetzen

Kant stellt in seiner ,,Kritik der reinen Vernunft* fest: ,,... alle menschliche
Erkenntnis (fangt) mit Anschauung an, geht von da zu Begriffen und endigt
mit Ideen* (vgl. Hilbert 1999). Dieser Dreisprung ist aber keine Einbahn-
stralBe, vielmehr bleibt es eine stdndige Aufgabe des Mathematikunterrichts
und dardiber hinaus jedes selbststandig denkenden Menschen, diese Aspek-
te miteinander zu vernetzen und in Beziehung zu setzen. Das Produkt die-
ses Vernetzungsprozesses gilt es bei Problemldseprozessen konstruktiv zu
nutzen und im Sinne Piagets durch Assimilation und Adaption weiter-
zuentwickeln. Flr eine vertiefte Diskussion des h&ufig wenig reflektiert
verwendeten Begriffs ,,Vernetzung“ sei auf Hischer (2009) in diesem Band
verwiesen.

Vernetzung spielt im (Mathematik-)Unterricht eine zentrale Rolle. Lehr-
krafte sollten ihren Unterricht so gestalten, dass Beziehungen zwischen den
Unterrichtsinhalten erfasst werden. Schilerinnen und Schuler sollen lernen,
wie man Wissensnetze aufbaut, sowie vorhandene Wissensnetze nutzt und
weiterentwickelt. Vernetzung ist aber auch bei anderen Prozessen, wie etwa
der Mediennutzung ein wesentlicher Aspekt. So kann ein geeigneter und
individuell verantworteter Einsatz verschiedenster Medien eine entschei-
dende Komponente bei Problemldseprozessen sein (vgl. Roth 2009).

Hier soll gezeigt werden, wie geometrische Ideen und Anschauung durch
vernetzendes VVorgehen voneinander profitieren. Ideen kénnen aus der An-
schauung heraus verstanden werden, Anschauung lasst sich mit Hilfe von
Ideen relativieren und reflektieren. Beides kann bei ProblemlGseprozessen
helfen. Beim Problemlosen konnen aber auch die Anschauung gescharft
und die Entwicklung von Ideen angestof3en werden. Konkret werden hier
ausgehend von Aspekten der Bewegung eines Baggerarms geometrische
Uberlegungen angestellt, Vermutungen aufgestellt, untersucht und schlieB-
lich bewiesen. Es zeigt sich, dass man, bei derartiger Herangehensweise an
die Geometrie, Grundverstdndnis aufbauen, Zusammenhange erkennen und
so Wissen vernetzen kann.

1. Geometrie am Bagger entdecken — Die Anschauung nutzen

Im Alltag trifft man immer wieder auf Bagger, haben Sie sich aber schon
einmal gefragt, wie die Bewegungen eines Baggerarms gesteuert werden?
Betrachtet man einen Bagger bei der Arbeit (das Original, ein Video davon
oder eine wirklichkeitsgetreues Funktionsmodell), so kénnen einige Aspek-
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te direkt aus der Anschauung erschlossen werden (vgl. Abb. 1). Die Bewe-
gung wird Uber spezielle Gelenkdreiecke, sogenannte Krandreiecke, ge-
steuert, bei denen zwei Seiten starr sind und eine Seite (der Kolben) in der
Lange veranderlich ist. Die Langenanderung des Kolbens bewirkt eine Be-
wegung eines Eckpunkts des Krandreiecks auf einem Kreisbogen. Durch
die Kopplung mehrerer derartiger Dreiecke, wie am Baggerarm, lassen sich
auch komplexe Bewegungen steuern.
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Abb. 2: Gelenkviereck (Baggerschaufel)
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Abb. 1: Baggerarmsteuerung

Zur Steuerung der Bewegung der Baggerschaufel gibt es zusatzlich zu ei-
nem Krandreieck auch noch ein Gelenkviereck (vgl. Abb 2). Die Funktion
dieses Gelenkvierecks l&sst sich erahnen, wenn man einen Bagger beobach-
tet, der nur die Schaufel bewegt. Mit Hilfe eines Gelenkvierecksmodells
aus zusammengeschraubten Lochblechen und (noch besser) mit einer DGS-
Simulation eines Gelenkvierecks lasst sich dieses Phdnomen erforschen.
Ein Krandreieck (vgl. Abb. 3) ermdglicht tber die L&ngenanderung des
Kolbens eine Drehbewegung eines Eckpunktes um maximal 180°.
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Abb. 3: Krandreieck Abb. 4: Gelenkviereck

Bei einem geeignet dimensionierten Gelenkviereck (vgl. Abb. 4) kann man
durch Drehung eines Eckpunkts um 180° eine Bewegung eines anderen
Eckpunkts um 360° erreichen. Dies lasst sich unter der Internet-Adresse
http://www.juergen-roth.de/dynageo/lochstangen/viereck.html an Hand ei-



nes DynaGeoX-Applets Uberprifen. Durch Variation der Seitenlangen
kann dort ein entsprechendes Gelenkviereck experimentell erzeugt und
dessen Funktionsweise getestet werden. Dabei wird schnell klar, dass nur
bei speziellen Gelenkvierecken durch die Drehung einer Seite um 180° eine
Drehung der gegentberliegenden Seite um 360° erreicht werden kann.

2.  Zusammenhange beweisend erschlieRen

Welche Vierecke haben aber die genannte Eigenschaft? Gibt es evtl. sogar
verschiedene Viereckstypen die diese Bedingung erftillen? Diese Fragen
lassen sich durch geeignete Vernetzung der experimentell gewonnenen Er-
fahrungen mit einer mathematisch-systematischen Herangehensweise be-
antworten. Um eine derartige Bewegung zu realisieren, muss ein Aulien-
winkel B* (in Abb. 5 der bei B) zwischen 0° und 180° variiert werden kon-
nen und dabei ein Innenwinkel des Gelenkvierecks — hier und im Folgen-
den der Winkel o beim Eckpunkt A — den vollen Winkelbereich zwischen
0° und 360° durchlaufen.
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Abb.5: a=0° Abb. 6: a =360°

Eine Grenzlage, namlich o = 0° und B* = 0° I&sst sich nur dann erreichen,
wenn alle Punkte des Vierecks ABCD auf einer Gerade, hier AB liegen.
Damit liegen sowohl D als auch B zwischen A und C. Fur die Seitenldngen
folgt daraus (vgl. Abb. 5):

()  |AB|+|BC|=|CD| + |DA|
Die zweite Grenzlage mit oo = 360° und * = 180° wird in Abb. 6 darges-
tellt. Diese kann sich nur ergeben, wenn A sowohl zwischen C und D als

auch zwischen C und B liegt. Dies ergibt zwei weitere Bedingungen fir die
Seitenlédngen des gesuchten Gelenkvierecks, ndmlich:

(I) |CD|=|CA|+ |AD| und  (IlI1) |CB|=|CA|+ |AB]
Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die Beziehungen
|CD| = |BC| und |AB| = |DA|

und damit die Erkenntnis ableiten, das ein Gelenkviereck mit den ge-
wiinschten Eigenschaften notwendig ein symmetrisches Drachenviereck
sein muss.



3. Ideen erfassen — Axiome verstehen und nutzen

Die alles entscheidende Idee beim durchgefiihrten Beweis ist die Zwischen-
beziehung. Deren Bedeutung fur den axiomatischen Aufbau der Geometrie
war Euklid nicht bewusst, wurde erst von Pasch vollstandig verstanden und
von Hilbert (1999) in seinen 1899 erstmals erschienenen ,,Grundlagen der
Geometrie* in den Axiomen der Anordnung verbreitet. Ein erster Zugang
zum Versténdnis der Axiome der Anordnung ist bereits im Mathematikun-
terricht Gber eine Vernetzung von Modellierungs- und Problemldseaktivita-
ten mit der Reflexion von benutzten Ideen moglich. Diese Erkenntnis steht
aber nicht am Ende sondern sollte wiederum genutzt werden, um eine neue
Perspektive auf scheinbar offensichtliche Aspekte der Anschauung, zu ge-
winnen und diese kritisch zu reflektieren. Zu diesem Zweck ist etwa die
Auseinandersetzung mit dem ,,Beweis* hilfreich, dass jedes Dreieck gleich-
schenklig ist. Dazu wird (vgl. Abb. 7) der Schnittpunkt D der Winkelhal-
bierenden des Winkels bei C mit der Mittelsenkrechten der Seite [AB] be-
trachtet. Mit Hilfe von Kongruenzsatzen lasst sich jeweils zeigen, dass ent-
sprechende Dreiecke in der linken und rechten Hélfte des Dreiecks jeweils
kongruent sind, deshalb |AC| = |BC| und damit das Dreieck ABC gleich-
schenklig ist. Dies wirde bedeuten, dass jedes Dreieck gleichschenklig ist!
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Abb. 7: Gleichschenklig!? Abb. 8: Gleichschenklig? — Nein!

Wie Abb. 8 zu entnehmen ist liegt der Fehler darin, dass D nicht im Inne-
ren des Dreiecks und damit auch E nicht zwischen A und C liegt. Es gilt
also: Vorsicht mit der Anschauung im Hinblick auf die Lage von Punkten!
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