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Kegelschnitte: Ein alter Hut im neuen Gewand? Méglichkei-
ten eines umstrittenen Lehrinhalts in Schule und Hochschule

Das Thema ,,Kegelschnitte® hat, wie kaum ein anderer Unterrichtsinhalt,
die didaktische Diskussion in den letzten 200 Jahren geprigt. Im Folgenden
werden zahlreiche Argumente genannt, die die Bedeutung des Themas un-
terstreichen und die Verbindlichkeit im Lehrplan fordern. Die Moglichkei-
ten der Nutzung von dreidimensionalen Geometriesystemen wie Archime-
des Geo 3D und Cabri 3D werden ebenfalls aufgezeigt. Der Artikel schlief3t
mit einem Vorschlag, wie das Thema Kegelschnitte im Curriculum der
analytischen Geometrie eingebettet werden kann und stellt in Aussicht, wie
man von einer Papierstreifenkonstruktion der Ellipse zu Kurven sechsten
Grades gelangt.

Warum Kegelschnitte als Lehrinhalt?

Die verschiedenen nichtentarteten Kegelschnittformen Ellipse, Parabel und
Hyperbel sind anschauliche Gebilde, die uns in vielfdltigen Formen im All-
tag begegnen. Man denke an den schrdg angeschnittenen Holzstamm, die
angeschnittene Eistiite, die Kurve, welche eine Wasserfontdne beschreibt,
die Wurfparabel oder einfach die Oberfliche eines schrdg gehaltenen
Wasserglases. Weitere Beispiele hierzu finden sich in [5]. Desweiteren ist
die Behandlung von Kegelschnitten mit unterschiedlichen Methoden
moglich. Eine erste Begegnung mit Kreis und Ellipse ist bereits auf rein en-
aktiver Ebene in der Grundschule denkbar. Das Hantieren mit dem Ellip-
senzirkel oder die Durchfiithrung einer Gértnerkonstruktion, mit Hilfe zwei-
er Reilzwecke und eines Fadens, ist fiir Viertkldsser durchaus praktikabel.
Mit den Mitteln der Mathematik der zehnten Klasse ist es ebenso mdoglich,
die nichtentarteten Kegelschnitte mit Hilfe der Koordinatenmethode alge-
braisch zu beschreiben. In der Oberstufe spielen im momentanen Curricu-
lum vektorielle Methoden im Bereich der analytischen Geometrie eine
wesentliche Rolle, die zur Berechnung von Schnittkurven eines Kegels mit
einer Ebene ebenso eingesetzt werden konnen. Zur Beschreibung und Be-
rechnung der Schnittkurven werden keine Kenntnisse und Verfahren beno-
tigt, die liber elementare vektorielle Methoden hinausgehen. Die Vi-
sualisierung von Kegelschnitten, als Schnitt eines Doppelkegels mit einer
Ebene, wird mit Hilfe von Modellen oder Geometriesystemen auf jeden
Fall zur Einsicht und zum Verstdndnis beitragen. Somit sind Kegelschnitte
dullerst geeignet fiir die Anordnung im Spiralcurriculum, das sich von der
Grundschule, iiber Mittel- und Oberstufe bis in den universitiren Bereich
hin erstreckt, in dem differentialgeometrische oder projektive Methoden
zum Einsatz kommen und weitere Perspektiven auf das Thema erdffnen.
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Kegelschnitte bieten eine hervorragende Umgebung, besonders bei der Be-
handlung mit dynamischen Geometriesystemen, zum Experimentieren, Ar-
gumentieren und Beweisen. Es bieten sich verschiedene Zuginge an, die
sich sowohl mit der Kldrung einfacher Sachverhalte als auch mit komple-
xen Fragestellungen auseinandersetzen. Ersetzt man in der Brennpunktsde-
finition der Ellipse, das Wort ,,Summe* durch das Wort ,,Differenz* ergibt
sich eine Hyperbel, bei Ersatz durch die Worte ,,Produkt® oder ,,Quotient*
ergeben sich Cassinische Kurven bzw. der Apolloniuskreis. Siehe hierzu
[6]. Bei solchen Fragestellungen ergeben sich zundchst die Schwierigkeiten
der Implementation solcher Definitionen in zweidimensionale DGS-Syste-
me, wobei die Untersuchung der Konstruktion auf Korrektheit und die
Analyse der Kurve keine trivialen Aufgaben darstellen und somit den Ler-
nenden sowohl fordern als auch fordern. Es bieten sich weitere Moglichkei-
ten durch Vergleich von Hiillkonstruktionen und Brennpunktsdefinitionen,
durch Analyse von Tangentenproblemen und das Herstellen des Bezugs
zum tatsdchlich durchgefiihrten Schnitt eines Doppelkegels mit einer Ebene
iiber Dandelinsche Kugeln, an. Somit erfiillen Kegelschnittkurven viele,
wenn nicht sogar alle, Anforderungen, die von Lehrenden in den letzten
Jahren an ein ,gutes“ Unterrichtsthema gestellt wurden. Vorschldge zur
konkreten Behandlung von Kegelschnitten finden sich bei Meyer [2], Schu-
mann [3], Schupp [5] und anderen.

Zum neuen Gewand

Argumente, die einer Aufnahme der Kegelschnitte als obligatorische Unter-
richtseinheit entgegenstehen, sind im Wesentlichen die Konkurrenz anderer
Unterrichtsinhalte und somit der Zeitnot und das Problem der aufwéandigen
Darstellung der Schnittkurven, beim Schnitt eines Doppelkegels mit einer
Ebene. Mit Hilfe der dreidimensionalen Geometriesysteme Archimedes
Geo 3D und Cabri 3D kann zumindest das zweite Argument entkriftet
werden. Beide Systeme bieten bereits implementierte Beispieldateien, in
denen mit Hilfe des Zugmodus die Variation der Schnittebene ermoglicht
wird. So ist die Erzeugung aller Kegelschnittkurven moglich. Besteht das
Ziel darin, die Programme nicht nur zur Visualisierung zu benutzen, son-
dern selbst einen Doppelkegel samt Schnittebene zu konstruieren, so ist die
Konstruktion in Cabri 3D einfacher, da das Konstruktionsobjekt , Kegel-
mantel“ existiert, das zu vorgegebenem Kreis und Kegelspitze den Kegel-
mantel konstruiert. In Archimedes Geo 3D werden sowohl der Kegel als
auch die Schnittkurven als Ortsflachen bzw. —linien erzeugt, was ein tiefe-
res mathematisches Verstdndnis voraussetzt.



Datei ,,Kegelschnitt“ aus Cabri 3D Datei ,,Kegelschnitt“ aus Archimedes Geo 3D

Cabri 3DV?2 bietet zudem die Moglichkeit sowohl Winkel zwischen Ebene
und Gerade als auch zwischen Gerade und Gerade zu messen. Somit
ergeben sich fiir Schiiler bzw. Studierende interessante Moglichkeiten der
Nutzung, um die Abhingigkeit der Schnittkurve vom variablen Offnungs-
winkel des Kegels und dem variablen Schnittwinkel von Kegelachse und
Schnittebene zu untersuchen.

Winkel zwischen Kegelachse und Schnmebene(x—y—ibene) _10 In nebenstehendem Bild Sind in der
[tepsedneReekesst| B Originalkonstruktion sowohl der
o7:-19:20  Offnungswinkel des Kegels als auch

der Schnittwinkel zwischen Kegel-
achse und der blauen Schnittebene
variabel, so dass auf verschiedene
Art und Weise experimentiert
werden kann.

Um konkrete Berechnungen mit vektoriellen Methoden durchzufiihren sei

auf [1] verwiesen, in dem zunéchst die Doppelkegelgleichung
ug r., ump
(SX *a) = ‘SX ‘ cos’(o) anschaulich hergeleitet wird. Sodann wird die x-y

krbene als dchnittebene festgehalten und verschiedene Kegel betrachtet und
deren Schnittkurven mit der x-y Ebene berechnet. Die Ergebnisse konnen
an obiger Konstruktion leicht verifiziert und veranschaulicht werden.

Kurven sechsten Grades

Es ist bekannt, dass jeder Punkt eines Papierstreifens fester Linge eine El-
lipse beschreibt, wenn die Endpunkte des Streifens auf der x- bzw. y-Achse
gleiten. Zeichnet man jedoch die Ortsflache des gesamten Papierstreifens
auf, ergibt sich eine Kurve sechsten Grades, die Astroide. Fallt man das Lot
des Ursprungs auf den Papierstreifen und zeichnet die FuBpunktkurve, er-
gibt sich als Ortslinie die Rosette. Diese Kurven basieren im Wesentlichen
auf der Papierstreifenkonstruktion der Ellipse und bieten geeignete Themen
fiir weiterfiihrende Gedankenginge, Projekt- oder Facharbeiten. Inter-



essante Untersuchungsgegenstande sind Symmetrien, Winkelhalbierende,
Inkreis, Umkreis und Flicheninhalte. Ndheres hierzu in [4].

Ellipse, Astroide und Rosette als Ergebnis
der Aufzeichnung von Ortslinien verschie-
dener Punkte, ausgehend von einer Papier-

streifenkonstruktion.

Somit wurde gezeigt, dass Kegelschnitte, vor allem durch die Prédsenz
dreidimensionaler Systeme, im Unterricht implementiert werden kdénnen
und miissen, da sie fundamentale Denkweisen vereinigen und Zugidnge zu
hoheren Kurven ermoglichen.
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