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Stochastische Urnen und Modelle in der Grundschule

Urnen sind aus der Stochastik nicht wegzudenken. Im Zusammenhang mit
einer Didaktik der Stochastik ist das Konzept der Urne zweifach generativ.
Es kann (1) die Herstellung von Beispielen aus Modellklassen anregen, so-
wie (2) die Herstellung von Aufgabensystemen (Steinbring, 1991).

1. Das Konzept der stochastischen Urne

Wir verstehen Konzepte hier nicht im Sinne von notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen, sondern ,,as sets of constraints [Bestim-mungen] for
generating members of classes of models® (Nersessian 2002, p. 137). Fiir
die stochastische Urne ergeben sich die folgenden Bestimmungen:

- eine klare Abgrenzung zwischen Innen und Auflen, zwischen den einge-
schlossenen Fillen und den nicht-eingeschlossenen Féllen

- eine Situation, in der diskrete Variablen anzutreffen sind; im einfachsten
Fall Alternativeigenschaften oder auch zwei Alternativeigenschaften (auch
vorstellbar als Vierfeldertafel oder als Baumdiagramm, s. unten)

- Beliebigkeit hinsichtlich der absoluten und relativen Anzahlen fiir die ein-
zelnen Merkmale; das ,,Hinzufiigen“ und ,,Herausnehmen® von ,,Féllen*
ist beliebig realisierbar

- eine Variabilitat hinsichtlich der Transparenz; ,,offene* Urnen zur Analyse
des Inhaltes und ,,verdeckte Urnen zur Realisierung eines Zufallsgenera-
tors

- die Moglichkeit zu einem Vorgang der ,,blinden Ziehung™ einer beliebigen
Anzahl nach einem beliebigen Verfahren (z.B. sukzessiv oder simultan)

Im Zusammenhang mit Uberlegungen zur Didaktik stellen wir stochas-
tische Urnen in einen Zusammenhang mit frequentistischen Auffassungen
von Wahrscheinlichkeit (vgl. Sedlmeier & Kohlers 2001; Wollring 1994).
Diese Ausrichtung, die das Objekt der stochastischen Urne nicht primér als
Zufallsgenerator, sondern als Instrument der Modellierung betrachtet, be-
tont die Komplementaritit von ,,Daten und Zufall“ (vgl. Biehler, 1994).
Daraus ergibt sich:

- frequentistische Urnen sind ineinander ,,verschachtelt”, d.h. gehorchen
einer ,,Baumstruktur” im Sinne von natiirlichen Hdufigkeiten (Gigerenzer
& Hoftrage 1995).

- Urnen ,,provozieren“ weitere Urnen: Urnen legen Fragen der Art ,,was
passiert wenn...“ nahe und damit simulatives Denken. Impliziert in diesem
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Denken ist letztlich auch die Frage nach der Giinstigkeit von Urnen im Ver-
gleich.

Auf diesem Hintergrund konnen Aufgabensysteme fiir den Unterricht in der
Grundschule entwickelt werden (Kurz-Milcke & Martignon 2006). Dabei
werden in der Regel nicht alle der genannten Bestimmungen im konkreten
Modell, bzw. der konkreten Modellsituation realisiert sein. Nach Steinbring
(1991) zeichnen sich Aufgabensysteme durch ein gemeinsames Objekt aus.
Konkrete Urnenmodelle als spezifische Beispiele fiir Klassen von
Modellen eignen sich in diesem Sinne als Kristallisationsobjekte fiir Auf-
gabensysteme.

2. Urnenmodelle in der Grundschule

Die “Wir-Urne”

Wir verwenden Tiirmchen aus Steckwlirfel zur
Modellierung von Verteilungen von Merkmalen
' l (s. Martignon & Kurz-Milcke 2006). Die Ab-

bildung links zeigt vier Konjunktionen, welche
die moglichen Kombinationen der Auspri-
gungen in zwei Alternativmerkmalen dar-
stellen.

Je nach Situation, die im einzelnen Fall modelliert werden soll, konnen die
Anzahlen der einzelnen Konjunktionen in der Grundgesamtheit variieren.
Zum Beispiel, in einer Klasse der Jahrgangsstufe 4 zogen die SuS (Schiile-
rinnen und Schiiler) zu Beginn der Arbeit mit stochastischen Urnen
Namenskdrtchen in zwei Farben. Zusammen mit einem zweiten Steck-
wiirfel fiir jedes Kind, der das Geschlecht kodierte, ergab sich daraus eine
Verteilung an Konjunktionen fiir eben diese Kodierung der Schulklasse.
Eine Schiilerin taufte die entsprechende Urne daraufhin: die ,,Wir-Urne“.
Diese Form der Modellierung wurde dann mit den SuS fiir die Beispielsi-
tuationen ,,Kino“ (Kinder und Erwachsene, Film A und Film B) und ,,Stadi-
on“ (Spieler und Zuschauer, Mannschaft A und Mannschaft B) bearbeitet
(Kurz-Milcke & Martignon 2006). Hierbei wurden auch die sprachlichen
Differenzierungen in der Bezeichnung von Anteilen mit den SuS entwi-
ckelt, z.B. wie viele Spieler sind an diesem Tag im Stadion? und wie viele
der Spieler im Stadion spielen fiir Mannschaft A?

Haufigkeits-Baume

Konkrete Urnen-Modelle 6ffnen Riume der Re-reprdsentation. Mit einer
Klasse der Jahrgangsstufe 4 wurden sog. Urnen-Bdume entwickelt und im
Anschluss regulire Baumdiagramme (Kurz-Milcke & Martignon 2006).
Fiir Urnen-Bdaume werden Container und Steckwiirfel zur frequentistischen



Analyse von Urnen-Modellen im Sinne von natiirlichen Hdufigkeiten
(Gigerenzer & Hoffrage 1995) eingesetzt.

Jede Ebene des Urnenbaums enthilt eine
Kopie der Grundgesamtheit. Die Urnen auf
der nichst hoheren Stufe konnen durch ,,Zu-
sammenschiitten® der zugeordneten Urnen
auf der ndchst unteren Stufe hergestellt
werden; umgekehrt entstehen die zugeord-
neten Urnen auf der ndchst unteren Stufe
durch Sortieren nach einem Merkmal.

Aquivalente bzw. dhnliche Urnen

Urnenvergleiche sind ein klassisches Thema fiir die Didaktik der Stochastik
(e.g., Fischbein, Pampu, & Manzat 1970, Martignon & Wassner 2005).
Aquivalente Urnen spielen hierbei eine herausragende Rolle. Auch fiir
diese konnen Modellsituationen mit konkreten Urnen hergestellt werden,
z.B. die Kodierung der Zutaten in einem Kochrezept (s. Kurz-Milcke &
Martignon 2006). Dabei steht nicht das Pizza-Rund im Mittelpunkt, son-
dern die Grundgesamtheit (z.B. Pizzateig fiir 3, 6 oder 12 Personen).

Urnenmodelle in der Grundschule

Als Objekte 6ffnen stochastische Urne Raume der Re-repridsentation, die
im Unterricht mit verschiedenen Medien (z.B. Steckwlirfel und Container,
konkrete Urnen-Bdume, Baumdiagramme, symbolisch-numerische Darstel-
lungen) gestaltet werden konnen (vgl. Engel, Varga, Walser 1974). Urnen-
modelle sprechen ein bedeutsames und weit reichendes Thema des Mathe-
matikverstandnisses, insbesondere auch in der Grundschule, an: Das
,,Sichtbare® und das ,,Unsichtbare®. Das Ziehen aus stochastischen Urnen
kann als eine Modellsituation fiir Entscheidung unter Unsicherheit genutzt
werden, in denen wir charakteristischerweise die Situation und die kogni-
tiven Bestimmungsgriinde zum Zeitpunkt der Ziehung/Entscheidung zu be-
riicksichtigen haben (vgl. Luhmann, 1991). Die vorgeschlagenen und ande-
re Aufgabensysteme zu stochastischen Urnen (s. Kurz-Milcke & martignon
2006) und verwandten Modellsituationen stellen im Weiteren eine beson-
ders gute Grundlage fiir den Aufbau des Verstindnisses von Nor-
malisierung im Anschluss an die Grundschulmathematik dar.
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