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��� 
��������� ������ ������������ � �������� f : S → � �� ��� ��������
������ �
��� S �� �� � ��� ����������� ���������� 
������� �� �������� ������
�
����� ���� {0, 1}n�  � ��� ��� ���! 
������ � ����������� 
��������� ����
�"#� ���
� ������� � $����% �$��� �� �������� ������ �
����� �n �� ���������
 � ��� ��� 
������ � ������������ 
��������� �����  ��� �����������& ����

������ ��� ��'��� �! ������� � �������� �
�!������ � ������ d� k������ ����
����������� ��������� ������ (��! 
�������
���'� ��������� ��$� ���� ��������
�� ���� � ��� �  ��������� ����������� ����� �� � ����! � ��������� �����
��������� ��� �� ����!��� ��� ��
�����

)� �� ����� �������� ��� ������ � ������ � 
�������
���'� �������� � ���
�� ����� ���� ��� 
����� �������� �� �� ��*������ � �$��� ����� ���������
���� ��������� ������ ���������� ��� ���� � �� ���������$�� +������ ���,�����!
�

���� �� 
������� �! � � ���� ���������� ��$� 
������ ��! ������ �������� � ����
���������� ��� ��� � ���� 
�
�� �� � ����� ��� ����!��� � �$�������! ���������
� �������� ������ �
����  ��� ��� ��� ��� ��� 
��
�� � ��������� ��������
����!�

-� �������� �����$�� � ��� ���
�� �./.� �$����� �������!  ����0���
���
��� ���
������0��� ���� �

����  ��� ���
������ �������� ��� ���� 1�$�����
�������!2 �� ��� � 3���������  ��� .456 �� ���������		�
����� ��� �� ����
�� �� � ��� �������� 
���� � �$�������! ��
������� ��� ���� ��������� �
��� �./.�7" ���������� ��� ������� f : �n → � �� ��$�� �! ��� ��� ��� ��'����
�
�

��������������

"�� ��� ������� ������ 
��� c ∈ �n ��� ��� ������� ����� s ∈ � � ��� ��$��
����� $������
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.� 8��� m̃ ∈ �n �������� � ��� ��$�� ������� ������������
9� "�� ��� �������� ������� $����� m := s · m̃ ∈ �n

6� :������� ��� ������� x := c + m ∈ �n

;� ��� ��$�� 	�������� 
��� ���������� ��! f�  ������ c := x � ���

+ ������ �%������ � ��� �
 �� ������ � 	��� � ��� �./.�7"� ����������� ���
���������� �������� �	 �������� ��� ��� ������ x �� �������� �� ����� ��� �������
������ 
��� c�� )� ���� ����� ��� ���
 �� ������ � 	����		� ��� ���
����� � ���
������� ����� s �� �������� ��� ������ ��� �
� <��������!� ��� ���
����� � ���
������� $����=� ������ �� ����� � ��� �������$�� ���,����! � ���������� ���
� ��� �
������� ������ � ��������$� ���
��� ���� ��� ������ ��� 
��������� ��� $���� � s
�� ������� �������� � � ��$�� ���������� 
��� ����� � ���� ���,����!� >�������!�
�� �

�������� � ��

��� �������� �� ������ � ������ ����������� !�� ���� �� ��
��� ������� ��
��� �� �� ����!���� -� ��$�������� ��� �./.�7" �� �� ��'���� 
�����
��� ��� ���������� �� ����� $�������� ���������� 
�
������ � ��� ������ 
������
?�� Xf ����� ��� '��� 
��� �� ����� �������� �� ��� ������ � ���
��  ��� ���
�� �$��� ��

���� �� �������� ��� '��� 
��� �� ����  ��� f(c) ≤ b �� � '%��
���� b� ����  � ��� ���������� �� E[Xf ]0�� �� �%����0��� �� P{Xf ≤ t}� ���

��������! ���� ��� �� �$��� ��

���  ����� ��� '��� t ���
�� )� 
����������  �
��� ���������� �� ��!�
���� �������  ��� ���
��� � ��� �������� � ��� ������
�
��� �n�

��� 
��������! ��� ��������� ������� �� ��� '��� � 7+� �� ��� ������ �
���
�

n ��������� ����� ����!��� �� ��� ���
��� ��� ����������� ������ ������� ���
'��� �! ������(x) := x2

1 + · · ·+x2
n �� x = (x1, . . . , xn) ∈ �n� <�$����!� ������

�,���� ��� L2���� �,������ �� ����  ���� ��� �,���� � ��� 7�������� ��������
��� ��� ������ ��� ������� � ������� ���� ������� ��� � �������� ������ 
����
����	
 : {0, 1}n → � ��'��� �! ����	
(a) := a1 + · · · + an� )� ����	
 ��
��%������� ��� ������ � ��� �� ��%������� � �,��$������!� ��� @������ ����
����� ��� ��� 
����� (1, . . . , 1) ∈ {0, 1}n �� ���������� ��� �������� ������

��� � ��� �./.�7"� ��� �������� �./.� �$�������! �������� ��./.�7+��  ��
�������! ����!��� � ����	
 ���� (	�������� �.449� �� �� O(n log n) ����
� ��� �%
����� ��������� ����� ������� ��� ���! � ������ !�� ��� �
����������

�
��� � ��� �./.�7+ ��$� ���� 
��������� ��� �./.�7+ ��� ���� ��$���������
� ������ �������� �A����� ������� ��� -������ �9BB9��� � ,�������� 
�!������
�-������ ��� -��� �9BB9�� ��� � ����� 
�!������ �-������ �9BB.��� 7$��
��� �C��� � ����������� ��� ���� ����!��� �� ��� ������ �
��� {0, 1}n �������
��� -������ �9BB9� 9BB.��� ��� ��� ������ � 
�
��� ������� � ���������� �����
!��� �� �����������

��� �������� �� �������� ������ �
���� �� ��C������ @���� ��� $��� ��D���!
� ������� � 7+� ��� � ��
������ ������� <��! $��! �� 
�
��� ������� � ���
�������� ����!��� ��$� ���� 
�������� ����� ��� ������� ������� ��� 3���������
 � ��
������� ��� ��
������ � ������ �! ������� ���� ��� ����������� �
������ ����� ��� ����������� ���� � � ������� �� ���! ���� �������� ����
��� .44; �� ���������		�
����� ��� �� 7%�����$� ��� �������� ��$���������� ���
��� � E�!�� ��� ��� �� ���� �� ��� 9BB. �� ��� ����
� �� ��������� 	�
����
��	� ��� �� ���������� 
��� � $�� � � �$��� ����� ������� ��� �� �%������$��
7����� ��! � ���� � ��� ��������� 
����� �� ��$��������� ���� ���� ��� �������
��$� � �� $���'�� �! �%
��������F���������� ��� �!
�����! 
������� �� 
�!�����
� ���
���!��� �����
���� �� ����������� ��� ����  ����� ��������� ��� ����
��������� "������� �� n� ��� ������ � ���������� ��� ����� n → ∞ �� �����
� ��� ��� � 1��
�������2 ����� �� ��� ����������� ���� ���� ��� �����'����� �
��� ������� ��������� ��� n���
������� �� ����
���� (��$��� ��� ������� ����
 ��� ��� �C���� � � ������ ���
 ��� ��� �� ����� ����� � ����� ������� � ���
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������� ����$��� +� ��� ��  � �� � � ������� ��������� � ������ � � ���
���
����� � ��� ������� $����=� ������ �C���� ��� ������� � ��� �./.�7" ��$�
���� 
�������� !���

��� ������� ������
��� � ��� �./.�7" ��$�� ��$� ��
����� ��������� ���
������� �� ��������� ��� ������� �./.�7" ���� �� ����!��� ���� � ������ �� �
��������� ���� �������� �����!� ��� ������ x ��
����� ��� ������� ������ 
��� c
��� f(x) ≤ f(c)� ��� ����������� � ��� ������� $���� �� ������� � ��$� ���
��� ��� 
�
���!�

�������� �� ��
 m ∈ �n ��� |m| ������ ��	 ������L2���
� ��� m̂ := m/|m|
��� ��
������� �����
� ��� 
����� �������� �����
 m �	 ����
�����! �����������
��� |m| �	 ����������� �� m̂ ��� m̂ �	 �����
��� ��	�
������ ���� ��� ���� ����
�
	���
� U := {x ∈ � | |x| = 1}� ����� �	 ��
 u, v ∈ U ��� �
��������� ���	��� ��
{m̂ = u} �!���	 ��� ��� �� {m̂ = v}�"

)� ���� �����  ���� �� � ������� �� ����
��� ��� ��������� ��� �,��
������ ���
��� ������� ������ � ��� ������� $���� �� ����
������ � ��� ��������� �����
�  �����
���� �� ��� �������� ���� ��� ��� ������� $����=� ������������ ���
����� �� ��� � �� ���� � ��� �%
����� ������� � ��� �./.�7" � ������� 8��
��,�����!� ���� ������ �� $���� �� ��! ���
����� � ��� ������ � ����
�� �������
$������

�� ��� �

�� ���� � ��� ��%
������ ������� �� � ���� ��� ��� ��� �!
�
� ������� �� ���������  ���� �� ���� �� 
��������

�������� �� #�� m̃ ∈ �n �� (N1(0, 1), . . . , Nn(0, 1))���	�
������ ����� ���������
�	 ������������� 	�����
� ��
��� ��	�
������"� $ �������� �	 ������ :������������
��� ��� �������� �����
�	 ��	�
������� �!���	 ��� ��� �� λ · m̃ λ ∈ �+�

)� ����� :������������� ��� ����
�����! ����������� ���� ?���� G�� �� ��� �

��
����� ��� ������ � ��� :������������ $����� �� ��D����� �! �� ������������
� ���  ������ .FH����� �� ��� ���
����� � ��� ������� ����� s ���� ��� �
3�����������

��� ���� ���� ���������� ��� ������� ����� s  ����� � ��� � ��� �./.�7" ��
������ %�&�
��� ��� �� ���� � ������ ���� �� ���� ���
 ��� ������ �� ����
���
 ��� 
��������! 0.2 ��� ���� �� ��� ��������� ��! ��� �������$�� ���,����!
� ���������� ���
��

)� "����� 9 � ����� �� �� ����� �� ����
�� �������� ��� ��� �������� 
�
�
������ � ������ ��� ���������� "����,�����!� ����� ������� ��� �

���� �� "����� 6
� ����� ��� 
��������! ������! ������� � �� ����
�� �������=� �
����� ���� ���
��� ������ �
��� �n� 
������� � � '%�� ��������� )� "����� ; ���� ������! �������
�� ���� � �������� ��� ������� 
��������! � � ���
� ��� �� "����� H ��� �%
�����
�
����� ���� �� �� ���
 � ��� �./.�7" �� ���������� ��� ���� ������� ��������� ��
��� �������� ��� '����! ������� �� "����� G� +�� ����� ��� 
�������� �� ���� 
�
���
!�� ��� ����������� ��� ������� �� �� �

�������� ��� ��� ��� �����$������
 ��� �� ���� �� ������ ����������!�

�������� �� $ �
��������� p(n) �	 �%
��������! ����� �� n ��� ��
 � ��	����� ����
	���� ε p(n) = exp(−Ω(nε))� $� ����� A(n) ������	  ��� $�� ������� 
�������
��! � � � 
�� '��� 
�	���� �� n ��� P{¬A(n)} �	 �(����������� 	���� �� n�

)� ��� 
�������� �� �  ���� � 
��������! �� ���� �%
��������! ����� �� ����� ���
��� ����%� ������ �� �%
������! ��! �� �������
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	 �����
��� ��� ������

��� �
����� 
�
������ � ����
�� �������� ��� �� �������� � �������� � 	����	
	����		 �
���������� ��� 
��������! ���� �� ����
����� ������ �� ��������� �� ����
���
� ?�� m ∈ �n �� ��������� �! �� ����
�� �������� ��� ��� c ∈ �n �����
��� ������� ������ 
���� ��� ����
������� � |m| ��� m̂ �� ������� � ��� ����!���

�������� ����� )� ������� ��� �

������� � ��� ����
� � 1�������� ���������2
-� ��! ������ ���� ��� ������� $����=� ������ l �� ����� �������� � |m|=�
����������� '��� ���� ���� ��� ��������� ������ 
��� �� �������! ����������� �
�
��� n��
���� ����� �! ��� 
���� ��$��� �������� l ��� c� ?�� Sc,l ⊂ �n �����
���� �!
����
���� ��� Ac := {x ∈ �n | x  ��� ��
���� c} ��� ��� � ��� ����
�����

����� +� � �!
��������� ���� �� �� (n−1)�$�����

P{c + m �� ����
��� | |m| = l} =
(n−1)�$���� � Sc,l ∩ Ac

(n−1)�$���� � Sc,l
.

����������� �� #�� G ������ ��� 	������ ��� ��'�
�	 ��� ������� �� � 	��� ��
��� �%)%" �*� +� ��� �������� �����
 m �	 �	��
�������� ��	�
������ ���� E[G] =
E[ E[G | |m| ] ] �� ���	 	���� +� g := supl E[G | |m| = l ] �(�	�	 ���� E[G] ≤ g�

)� �������� ��������� ��� ���� ��  ���� A ∩ S ⊂ �
n ��! �� �������� � �����

���! ��
�!� ����������� �$�� �� A ∩ S �� ����������� �� ��! ��$� ��� (n−1)�
$����0��
�!��� ��� 
��������! � ������� �� ��� ���
 ���������

8������ � ��� ������������ � ������ �� ���� ��� � ��� �������� ���� ���
�������� ��� ��� 
����� �� ������������� ����� ������(x) ≤ ������(c) ⇔
|x| ≤ |c|� �� r ∈ �

+ ��� ��� {x ∈ �
n | ������(x) = r2} �,���� ��� �!
���

�
����  ��� ������ r �������� �� ��� ����� ��� {x ∈ �n | ������(x) ≤ r2} ���
�����
����� �!
�������� 8���,�����!�  ��� ������ �� ���������� A ∩ S ��� �

����$� (n−1)�$���� ��� 0 < |m| < 2 |c|� ������� |c| �,���� ��� �������� ��� ���
����� o = (0, . . . , 0)  ���� �� ��� 
����� � ������� ��� A �,���� ��� n�����  ���
������ |c| �������� �� ��� �����F
������

o c

i

p

j
x

��� n��
���� {c′ ∈ �n | |c′| = |c|}  ��� �� ������ ,��
��		 	���
� ��� ��� n��
���� {x ∈ �

n | |x − c| = |m|}
�������� 	���
�� ?�� I ⊂ �n ����� ��� ����������� � ���
�  �
������ "���� �� ��� i, j ∈ I� |i − c| = |j − c| ���
|i| = |j| ���
�!��� ���� ��� �  ��������� ��'��� �! i, o, c
���
� j, o, c ��� ���������� I �� � ������ � � �!
��
���� P
 ���� �� ������� � ��� ���� ������� oc� ?�� p ∈ P ����� ��� 
���  ���� ����
���� ���������� P � ���� |i − p| = |j − p| �� ��� i, j ∈ I� ����� �� ��� I�� (n−1)�
����
��� P � I ���� � �!
����
���� �������� �� p� )� ����� ��� ������� �
����=�

��� �!��� ������ ��� '����� �
���� ���� � �!
����
������� ��
� "���� ��� ���������
������ 
��� �� �������! ����������� �
� ��� ������� �
����� ��� ������� 
����
�����! � ��� ������� ��������� �,���� ��� ������$� ����� ���������� �!
���������
����� � ��� ������� �
���� �!��� ������ ��� '����� �
����� > � ��� �����������
,������ �� � ���� ���� ��
���� � ��� 	����� ��	����� �
�� ��� ������� |c|/|m|
��� ��� ������ � ��������� n�

+� 1#!������� �� �����2 �� ��! ��������� �� |c − p| ≤ |c| ��� ��! i ∈ I�
|i|2 − |p|2 = |i−p|2 = |i− c|2 − |c−p|2� "���� |i| = |c| ��� |i − c| = |m|� ��$���
|c|2 − |p|2 = |m|2 − |c − p|2 !����� |c − p| = |m|2/(2|c|) �� |m| ≤ √

2|c|� �����
��� ������ � ��� ������� �
����=� ��
 ���� �� ��� C �! ��� '����� �
���� �,����
|m| − |c − p| = |m| − |m|2/(2|c|) ��� ��� ���� � ������ � ������ |m| �,����
1 − |m|/(2|c|)� +� �� � �� +

����% +� �� n��
���� n ≥ 3� ��� ���� ����������
�!
��������� ����� � � �!
����
������� ��
 ������� h� � ��� �!
����
���� �� �� ���
C ������� �� �,���� Ψn−2(arccos(1 − h/r))/Ψn−2(π)  ���� Ψk(γ) :=

∫ γ

0
(sin β)kdβ�



.

"���� ��� ������$� ������ � ��� ������� �
����=� ��
 �,���� 1−|m| /(2 |c|)� ��� ����
�,���� Ψn−2

(
arccos( |m| /(2 |c|) )

)
/ Ψn−2(π) �� ��� �������� ��$�� ���� ������

��! �� �������! ���� � �������� � ���
=� ������� 
��������!� !�� �� ��� ��� ��
�������� � �������� ��� 
��������! ���� �� ����
�� ������� ���� �� ����������!
'%�� ��
 � ��� ������� �
�����

� ������
�
�� ����
�� �� ��� �����
���� ���
�� ��
�

+������ ��� �
����� ���� � ���� ��� 
����� �� � ���
 � ��� �./.�7" � ������
�� ��� ������������ �D����$�� �� ��� �����  � ���������� � ��� ����� $�������
Gm ���� �����
��� � ��� �������=� �
����� ���� 
������� � � '%�� �������� ��
��� ����� $������� |m| ����� ��� $���� l� "���� m �� ����
�����! ������������
��� ������� $���� �� �������! ����������� �
� ��� �!
����
����  ��� ������ l�
>�� ���� D��� ��� ������� �� ��$���������� ���� ��� ��� �������� 
��� �������� ��
�%������� �� ��������� Gm �,���� m1 �� ��� �
����� ���� ���� ��� '��� �%�� �� �
�� �����������

<�$����!� P{Gm > g} = P{Gm < −g} ��� P{Gm > l} = 0 = P{Gm < −l}�
?�� S ����� ��� �!
��������� ���� � �� n��
����  ��� ������ l� ��� C(h) ��� ����
� � ��
 ���� �� ��� C S ��� ��� ������ h ∈ [0, l]� �� � '%�� �
����� ���� g ∈ [0, l]�
P{Gm ≥ g} = C(l − g)/S  ���� ��� ��
=� 
�� ���� � ��� ���� ���� ��'��� �! ���
������ ������ 
��� ��� ��� �������� ���������& ��� �!
��
���� ���� ������� ���
������! � ��� ��
 �� ������� � ��� �������� ��� ��� �������� g ��� ���
������� ������ 
���� ?�� k = n − 2 ≥ 2 �� '%��� "���� h = l − g� ��� ������ ��
��� ���� C(h)/S �� (k + 2)��
��� !����� �� ĝ := g/l ∈ [0, 1]

P{Gm < g} = 1 − P{Gm ≥ g} = 1 − C(l − g)
S

= 1 − Ψk(arccos ĝ)
Ψk(π)

.

����� Fk(x) := 1 − Ψk(arccos x)/Ψk(π) �� x ∈ [0, 1] �� ��� 
��������! �����������
� Gm/l � [0, 1]� "���� Ψk �� ��������� ��� 
��������! ������! � {Gm/l = ĝ} ��
ĝ ∈ [0, 1] �,���� dFk(x)

dx (ĝ) = F ′
k(ĝ)�

F ′
k(x) =

−1
Ψk(π)

· d

dx
Ψk(arccosx) =

−1
Ψk(π)

· d

dx

∫ arccos x

0

(sin β)k dβ .

@����� ��� ,������ �� � ��� $���� � ��� �������� � ��� ����� �������  ��� x� +�
sink �� ��������� ��� "��k ����� ��� ��������$���$� ���� ���� "��k(0) = 0� ����∫ arccos x

0
(sin y)k dy = "��k(arccos x)� ��� �����

d

dx
"��k(arccosx) = "��k

′(arccos x) · arccos′ x = (sin arccos x)k · arccos′ x .

"���� sin arccos x =
√

1 − x2 ��� arccos′ x = −1/
√

1 − x2� '����!

d

dx
"��k(arccos x) =

(
1 − x2

)k/2 · −1√
1 − x2

= −1 · (1 − x2
)(k−1)/2

.

���� 
�$�� ���� ��� 
��������! ������! � {Gm = g} �� g ∈ [0, l] �,����

F ′
k(g/l) =

−1
Ψk(π)

· (−1) · (1 − (g/l)2
)(k−1)/2

= Ψk(π)−1
(
1 − (g/l)2

)(k−1)/2

�� (k+2)��
���� +����� ���� �� ��� ������! � ��� �������=� �
����� ���� 
�������
� �� ����������! '%�� ��������0����
�������! � ��� ������� 
�������0�� |m|
����� ��� $���� l� �� ��� �� � ���� ��� 
����� ����� ���������



2

� ���
���
�� � ����� ��		��� �����
�
��

E����  � ��� ��� ������! ������� D��� ����$�� � �������� ��� �
����� ���� � ����
��� 
����� �� � ���
 � ��� �./.�7" � �������  � ������ � ��� ������� 
���
������! � � ���
�  ���� ��� ������! ���� ��� ���D��� �� "����� 9� ��� ����$� ��
���������$� ������ ���� ������� �� � �������� � ���
=� ������� 
��������! ���
��������!�

)� ��� ����� $������� |m| ����� ��� $���� l ��� ��������� ��� ������ �! l−1 ����
d := |c| /l ������ ��� ������ �������� ��� ��� 
����� ��� ��� ������ ������ �
��� ������� �
����=� ��
 ��� C �! ��� '����� �
���� �,���� 1−1/(2d) ���� "�����
9�� 8���,�����!� ��� ������� �� ����
��� ��� ��� �������=� ������ �
����� ����

������� � co �� �� ����� 1/(2d)0������� ���� ��� ��! ���� ��� ������� ���� ����
��
 ��������� ��� ����
����� ������ 
�����

����������� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ ��� ��� c, m ∈ �
n n =

k+2 ≥ 4 ������ ��� ��

��� 	��
�� ����� 
�	�� ��� �	��
�������� ��	�
������ ��������
�����
 �� 	��� 	���� +� |m| ��-�	 ��� ����� l ��� 	����		 �
��������� �� ���	 	��� �!���	

Ψk(π)−1 · ∫ 1

1/(2d)

(
1 − x2

)(k−1)/2
dx '��
� Ψk(π) =

∫ π

0
(sin x)kdx ��� d = |c| /l�

-��� ���
��� � ��� .FH������  ����  ��� �� ���� �� ��� �

�� ���� � ��� �%
�����
�������� �� ����� ���  ���� ������ � ��� ������� $���� ������� �� � ���
 � ���
�./.�7" ��$��� ������� 
��������! 0.2� ���� ,������ ��� � �� ��� �����

����� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ ��� ��� c, m ∈ �
n ������ ���

��

��� 	��
�� ����� 
�	�� ��� �	��
�������� ��	�
������ �������� �����
 �� 	��� 	����
���	 	����	 	����		 �
��������� �	 ��'�
 ������� �� � ���	���� 
����
 ���� 0 ���
����
 ������� �� � ���	���� 	�����
 ���� 1/2 ��� |m| = Θ(|c|/√n)�

.
���� ����
√

2π/
√

k + 1 < Ψk(π) <
√

2π/
√

k �� k ≥ 2 ��� �� ���� �� +
�

����% E� ��� ����� Ψk(π) = Θ(1/

√
k)� ?�� n = k + 2 ≥ 4 ��� d = |c|/|m| =

|c|/Θ(|c|/√k) = Θ(
√

k)� ��� �
����� ���� 
������� � co ���� Gm �� "����� 6� ��
������$� ���
� 
����$�  ��� 
��������! 1/2� ���
����$��!& �� �� �� ������$�� � �������
�� 
��������� -��� 
��������!

Ψk(π)−1

∫ 1/(2d)

0

(1 − x2)(k−1)/2dx > Ψk(π)−1 (2d)−1 (1 − (2d)−2)(k−1)/2

= Ψk(π)−1 Θ(1/
√

k) (1 − Θ(1/k))(k−1)/2

= Ψk(π)−1 Θ(1/
√

k) Θ(1) = Θ(1)

�� �� 
����$�� ��� ����� ��� ������ ���� ������ ��� '����� �
���� ���� ���� ���
������� �� ��D������ ������!�  ��� 
��������!

Ψk(π)−1

∫ 1

1/(2d)

(1 − x2)(k−1)/2dx > Ψk(π)−1

∫ 1/d

1/(2d)

(1 − x2)(k−1)/2dx

> Ψk(π)−1 (1/d − (2d)−1) (1 − (1/d)2)(k−1)/2

= Ψk(π)−1 (2d)−1 (1 − Θ(1/k))(k−1)/2

= Ψk(π)−1 Θ(1/
√

k) Θ(1) = Θ(1)

��� ������ ���� ������ ��� '����� �
���� ��� �� ����
���� 
�
+� |m| = Θ(|c|/√n) �� �,��$����� � ��� ������� �
����=� ��
 ���� �� ��� C
�! ��� '����� �
���� ��$��� ������ ������ 1 − 1/(2d) = 1 − Θ(1/

√
n)� ��� ������

��� �� ���� �� ��� �� +� ����
�� ������� m ∈ �n ���� � ��
 ��$��� ������
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|m| · (1 − Θ(1/
√

n)
)
 ��� � 
��������! �� [a, b] ⊂ (0, 1/2) �� �  �������� a ���

b  ���� ��
��� � ��� �������� �� ��� Θ��������
)� �� ����� ���� � ���
=� ������� 
��������! �

������ 1/2 �� |m| / |c| → 0&

��� ����������� ,������ �� � ��� ������� 
��������! �������  ��� ��� �������
$���� ���� � ���� )� ����� �� ����� �� ���� � ������� �� ��D�����  � � 
� ��
|m| = Ω(|c| · nε−1/2) �� � 
����$� ������� ε �� ��� ���
 ����������

� ���	��� ���
�� ��
� 
� ��� ���

+� ?���� . ��
���� ���� ��� ������ � ��� ������� $����  ��� �� �� Θ(|c|/√n)
�� ��� .FH�����  �� ���� � ������ � ������� 
��������! � �%����! 0.2 �� ��� ���
 ���
�������� ��� �������=� �%
����� �
����� ���� � ���� ��� 
����� �� ���� ��������
�� � 
��������� �������� ��� �� ��������� �� ��� ��� ����

����� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ ��� ��� c, m ∈ �
n ������ ���

��

��� 	��
�� ����� 
�	�� ��� �	��
�������� ��	�
������ �������� �����
 �� 	��� 	����
+� |m| = Θ(|c|/√n) ���	 	����	 	������ ��� �	 �� Ω(|m|/√n) = Ω(|c|/n) '���
�
��������� Θ(1) ��� ���	 ��� �(������ ���
��	� �� ��	����� �� ��� ������� �	 ��	�
�� Ω(|m|/√n) = Ω(|c|/n) �� ���	 	����

.
���� ��� ������� !����� d = |c|/|m| =
√

n/λ  ��� λ = Θ(1)& d ������ ���
������ �������� ��� ��� 
������ ?�� C ����� ��� ������� �
����=� ��
 ����
�� ��� C �! ��� '����� �
����� ���� ��� ������ ������ � C �,���� 1 − 1/(2d) =
1 − λ/(2

√
n) = 1 − Θ(1/

√
n)� ��� ��� ��������� ������ 
��� ������ � ���� ��


 ��� � ������� 
��������! �� (0, 1/2) �������� � ?���� .�
?�� B ⊂ C ����� ��� ��
  ��� ������ 1 − 1/d = 1 − λ/

√
n ���� ���� ��� 
��

��������  ��� ��� �� � C� ���� ���� 
��� �������� � B �� �� ����� 1/d−1/(2d) =
1/(2d) ������ �������� ����� ����� � ��� 
����� ���� � 
��� �������� � ���
������! � C� "���� ��� ������! � C �,���� ��� ����������� � ������� �
����
��� '����� �
����� ��� �������� � ��� 
����� �� ��������� �! �� ����� 1/(2d) =
Θ(1/

√
n) ������ �������� ����� �� ��� ��������� ������ 
��� �� �� B� ���� ��

���

 ��� 
��������! Θ(1) ������� ��� ������ ������ � B �,���� 1−Θ(1/
√

n) ���� ��� ��
� C� "���� � ������$� �
����� ���� �� 
��������� ��� �%
����� �������� �� �������� �
��� 
����� �� � �� ������ �! Θ(1) · |m| · Ω(1/

√
n) = Ω(|m|/√n) = Ω(|c|/n)�


�
8���,�����!� �� ��� .FH����� �� ��
���� � ��D������ ��� ������� $����=� ������
���� ���� ��� ������� 
��������! �� ���� � 0.2� ��� �������� � ��� 
����� ��
�%
����� � �������� �! �� Ω(1/n)��������� >�������!� �� ����� ��� �� ��� ����
������� �������� ������ �� �%
����� �
����� ���� ���� �� �� ω(|c|/n)� )� �����  �  ���
�� ���� ��� �%
����� �
����� ���� � ���� ��� 
����� �� �� O(|c|/n) ����������
� ��� ���
����� � ��� ������� $����=� ������0�� ��� �� ����
�� ��������
��� ����� +� � ����,������ ��� .FH����� ������ ����� � ��D��� ��� ������ � ���
������� $���� � ��$� 
����� ���� Θ(|c|/√n) ���� ���� ��� �%
����� �
�����
���� � ���� ��� 
����� ��� ��%���� ���� Θ(|c|/n)�

<�$����!� ��� �
����� ���� � � ���
 �,���� 0 �� ��� ������� �� ��D����� ����
������ �� �� ��������� ��� �� �

�� ������ �! ��� �������=� �
����� ���� 
�������
� c o� ���� ���� +� �������� ��$��  ��� ������ �� ���������� � ������� ��
����
��� ��� ��� �
����� ���� � ��� ������� 
������� � c o �� �� ����� |m|/(2d)�
d = |c|/|m|� J���� ��� 
��������! ������! � � �������=� �
����� ���� �
������� �
� '%�� ��������� ����� �� "����� 6 �F ′

k � 
��� H�� ��� �%
����� �
����� ���� � �

���
 �� �

�� ������ �! |m| · ∫ 1

1/(2d)
x F ′

k(x) dx� "����∫
x (1 − x2)(k−1)/2 dx =

(1 − x2)(k+1)/2

−(k + 1)
,
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E[����] ≤ |m|
Ψk(π)

∫ 1

1/(2d)

x (1 − x2)(k−1)/2dx =
|m| · (1 − (2d)−2)(k+1)/2

Ψ(π) · (k + 1)
.

+� Ψk(π) >
√

2π/
√

k + 1� '����!

E[����] <
|m|√

2π(k + 1)
· (1 − (2d)−2

)(k+1)/2

�� (k + 2)��
���� ��������� E[����] = O(|m|/√n) �$�� �� d = |c|/|m| → ∞�
����������� ���� ���,�����! ������� ��� 
�� ���� ��� �%
����� �
����� ���� ��

�� O(|c|/n) �� ��! ����� � ��� ������� $����=� �������

����� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ ��� ��� c ∈ �n ������ ��� ��

���
	��
�� ������ +� ��� �������� �����
 �	 ���
���� �	��
�������� ��� �(������ 	������
��� ��'�
�	 ��� ������� �	 �� O(|c|/n)�

.
���� � 
�$� ���� ����� �� ���� �� �� � ���� �$�� �� ��� ������� $����=�
������ �� ����� ���� ���� ��� �%
����� �
����� ���� �� ��%������� ���� �%
�����
���� �� �� O(|c|/k)� k = n − 2 ≥ 4� -��� ��������� ��� ������ �! |m|−1� ���
������� ,������ ��  ���� ������ �������� ��� ��� 
����� ��%������ ��� ����
� �%
����� ������ ���� � ������ ���������

?�� d = |c|/|m| ����� ��� ������ �������� ��� ��� 
������ +

�!��� ���
�

�� ���� � ��� �%
����� �
����� ���� ��� ��$� !�����

E[������ ����] / d <
1√

2π (k + 1)
· (1 − (2d)−2

)(k+1)/2
/ d︸ ︷︷ ︸ .

=: wk(d)

@����� �� �

�� ���� � E[������ ����] /d ��� �� ����$�� �! ��%������� ���
������� wk. ���� �� ��� �� +

����% 8  ��� ��� ������ wk(d) ≤ wk(

√
k/2) ��

d > 0� "���� E[������ ����] /d < wk(d)/
√

2π(k + 1) ���

wk(d) ≤ wk(
√

k/2) = (2/
√

k) · (1 − 1/k)(k−1)/2 = (2/
√

k) · Θ(1) = Θ(1/
√

k) ,

'����! E[������ ����] /d < Θ(1/
√

k)/
√

2π(k + 1) = Θ(1/k)� @����� �$�� �� ��� ���
������ �������� ��� ��� 
����� d = |c|/|m| �� 
������

E[����] =
|c| · |m| · E[������ ����]

|c| =
|c| · E[������ ����]

d
= |c| · O(1/k). 
�

���� ��� �%
����� �
����� ���� �� �� O(|m|/√n) ��� �$�� �� O(|c|/n) ���������� �
��� ������� $����=� ������ ��� �� 
������� ���� ��� �
����� ���� ��� � �������
����  ��� � ������� 
��������!� )� ����� ��� ������� ������� ������ ��� 
�� ����
��� �
����� ���� �� o(|m| · nε−1/2�  � � 
� �� ��! 
����$� ������� ε�

� ���	��� ��
� 
� ����
�� ���� � ���	��� ����
��

+� ��� �./.�7" ��� �������� ����=� 
������� ��� �������! �

�%������ �������
�� �� �� �$�����  ��� ��� ���� 1�������2 ������ )� ������� �� ��'��� �� ��� ������
� ���
� ��������! � ���$� ��� �������� ��� ���F�� 
������ ���� ������ �������
������  ��� ������ ��$�������� �� ���������

<�$����!� ��� ������� ��
���� � ��� ������� ���
����� ��� �./.�7" ����
 ��� ���������� ������& ��� � � �� ���� � ��� ��%
������ ������� ��� ���
�� 
����� ������� ���
����� ��� �� �������� "���� ��� �%
����� �
����� ����
�� �� ���
 �� ��%������ �� ��� ����������� � |m| �� ����������� � � ������



5

��
������ � ��� ������� �������� |c|� �������� ��!� ���� ��� ��� ��� 1�����!2
������� ���
����� �� �����������! 
������ )� ���� ���
m=� ����
�� �����������
�� ����� ���� ���� |m| �� ����������� �� ��� $���� ��%������� ��� �%
����� �
�����
���� �� ���� ������ ���
�

����� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ ��� ��� c ∈ �n ������ ��� ��

���
	��
�� ������ +� ��� �������� �����
 �	 ���
���� �	��
�������� ��� �����
 �� 	���	
����		�
� �� ������ �� �(������ 	������ ��� �� Θ(|c|) �	 �� Ω(n)�

.
���� +� �� � �� "����� H� �� �� � ��$�� ������ 
��� y ∈ �
n ��� �������

�������� �� ����� ���� ���� ��� �%
����� �
����� ���� �� ��%������� �� �� ��Θ(|y| /n)�
A�� � ��� �!�����! ��� ����������! 
�
������ � ������� ��� ��%���� �%
�����
�
����� ���� �,���� ξ · |y| /n �� ��� ξ = Θ(1)  ���� �� ����
������ � |y|� ?�� Dr,M

����� ��� ����� $������� ���� �����
��� � ��� �������� ��� ��� 
����� �����
� ���
 ��  ���� ��� y  ��� |y| = r �� ������� ����� ��� ����������� M �� ���
������� $����=� ������� ��� ������� �� ���� 
�
�� !���� ���� �� '%�� ������ �
��� '����� �
���� r� E[Dr,M ] �� ������� �� M �� ����������� �� � �
���'� �������
8���,�����!� arg minM E[Dr,M ] �%����� ��� ���$��� minM E[Dr,M ] = r − ξ ·
r/n = r · (1 − ξ/n)�

> ��� �������� �� �%������ ��  ���� ��� ���� �%
����� �
����� ���� � s ���
������$� ���
� �� � �� ��%������� >�������!� �� ��� ���� ���
 ��� ������� ��������
�� ����� �� ���  �! ���� ��� �
����� ���� ��� ���� ���� ���
� �� ��%������� "���� ���
��%���� �%
����� �
����� ���� �� ����� �� ��� �������� ��� ��� 
������ �� ��
�! � ����� �$��� ���� ����� �����! �� ���� ���
 ��%������ ��� ���� �%
�����
�
����� ����& ��� ��������  ��� 
�$� ����� �� ���� �����

?�� Ds−1 ����� ��� ����� $������� ���� �����
��� � ��� �������� ��� ���

����� ����� ��� '��� s − 1 ���
� ��� fs−1 ��� ������! ���������� >�������!� fs−1

��
���� � ��� ������� �������� ��� ��� 
����� ��� ��� ����� � ��� �������
�������� �� ��� '��� s − 1 ���
�� ����������� ��� Ds ����� ��� ����� $�������
���� �����
��� � ��� �������� ��� ��� 
����� ����� ��� s��� ���
� "���� �� ����
���� ���
 ��� ������� �������� �� ����� �� ���  �! ���� ��� ��������� �%
�����
�������� ��� ��� 
����� �� ����������

E[Ds] =
∫ ∞

−∞
min
M

E[Dr,M ] · fs−1(r) dr =
∫ ∞

−∞
r · (1 − ξ/n) · fs−1(r) dr

= (1 − ξ/n) ·
∫ ∞

−∞
r · fs−1(r) dr = (1 − ξ/n) · E[Ds−1]

���� ����� �,�����! �� ��� � ξ=� ����
������� � r�� 8���,�����!� E[Ds] ������ �����
��� ������� �� E[Ds−1] �� �������� @����� � ��%����� ��� �%
����� �
����� ���� ��
s ���
� ��� �%
����� �
����� ���� �� ��� '��� s−1 ���
� �� � �� ��%������� "�������
 ��� s = 2� �! �������� �� ��� � ���� ������ ��� ������� �������� �� ����
���
 ���� ���� ��� �%
����� �
����� ���� �� ��%����� ���
����$��!� ��� ��%������
��� ���� �%
����� �
����� ����� +���� s �����! ���
� ��� �%
����� �������� ��� ���

�����0 ���� �� � 
�$�� �������0�,���� |c| · (1 − ξ/n)s ��� � ��������!
� �%
�������� ������!� (1 − ξ/n)s ≤ 1 − ε �� ξ ∈ Θ(1) ��� � ������� ε ∈ (0, 1)
��
���� s = Ω(n)� 
�
���� ������ ������ ��� ��D������ ���� ��� �%
����� ������ � ���
� � ����� �

����'��� �
����� ���� � Θ(|c|)0�� ��������� � ���$� ��� �������� ��� ���

�����0�� �� Ω(n) �$�� �� ��� ������� ���
�����  ��� �����������! 
�������
���� ��� �� 
�$��  ��� ��� ��� ��� ���'����� � -���=� �,������

����� �� #�� X1, X2, . . . ������ 
����� ��
�����	 '��� ������� 
���� ��� T ���

����� ��
����� ��,��� �� T = min{ t | X1 + · · · + Xt ≥ g} ��
 � ���� g > 0� +�
E[T ] �(�	�	 ��� E[Xi | T ≥ i] ≤ u ��
 i ∈ � ��� u > 0 ���� E[T ] ≥ g/u�

� 
�	
 �  inf Xi 	�� sup Xi �)� 
 ��� i ∈ �
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.
���� <�$����! T ≥ 1� ��� �� i ≥ 2 ��� ������� T ≥ i �� �,��$����� � X1 +
· · · + Xk < g �� 1 ≤ k < i� "���� ��� Xi ��� ������� E[X1 + · · · + XT ] ��� �%����
�� E[T ] �%����� ��� 
�� ��� � ��� �� � -���=� �,����� ��
 � ��� 
���  ����
��� �

�� ���� � E[Xi | T ≥ i] �� �������� ������ ���� ��� ������� �����
���
���� ��� Xi ��� ����
������ ��� ����������! �������������

g ≤ E[X1 + · · · + XT ]

=
∞∑

t=1

P{T = t} · E[X1 + · · · + Xt | T = t]

=
∞∑

t=1

P{T = t} ·
t∑

i=1

E[Xi | T = t]

=
∞∑

t=1

t∑
i=1

P{T = t} · E[Xi | T = t]

����� ��� ������ ��$����� ��������! ��� � ��� ���������� � ��� Xi

=
∞∑

i=1

∞∑
t=i

P{T = t} · E[Xi | T = t]

=
∞∑

i=1

∞∑
t=i

P{T = t | T ≥ i} · P{T ≥ i} · E[Xi | T = t]

=
∞∑

i=1

P{T ≥ i} ·
∞∑
t=i

P{T = t | T ≥ i} · E[Xi | T = t]

����� t ≥ i, T = t ��
���� T ≥ i

=
∞∑

i=1

P{T ≥ i} ·
∞∑
t=i

P{T = t | T ≥ i} · E[Xi | T = t ∧ N ≥ i]

����� t < i ��
���� P{T = t | T ≥ i} = 0

=
∞∑

i=1

P{T ≥ i} ·
∞∑

t=1

P{T = t | T ≥ i} · E[Xi | T = t ∧ T ≥ i]

=
∞∑

i=1

P{T ≥ i} · E[Xi | T ≥ i]

≤
∞∑

i=1

P{T ≥ i} · u

= E[T ] · u 
�
������� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ �	�� �	��
���� ��������	 ���
��� c ∈ �n ������ ��� ��

��� 	��
�� ������ +������������ �� ��� �������� ����������
�	�� ��� �(������ �����
 �� 	���	 ����		�
� �� �� ������ � 	������ ��� �� Θ(|c|) �	
�� Ω(n)�

.
���� �� i ≥ 1 ��� Xi ����� ��� ����� $������� ���� �����
��� � ��� �
��
���� ���� � ���� ��� 
����� �� ��� i��� ���
� ����������� ��� T ����� ���
������� ������ � ���
� ��� �./.�7" ����� � ������� ��� 
�������� ����� +�
������ �� ����� �� ��� �������� ��� ��� 
������ Xi ≥ 0� ��� ����� �$��!
����
��� ������ �� �� ��� |c| �������� ����� � �! ��� ��� 
������ Xi ≤ |c|
��� E[Xi | T ≥ i] = O(|c|/n) �������� � ?���� 6� )� E[T ] �%����� ���� 0 < g :=
supi E[Xi | T ≥ i] = O(|c|/n)� ��� ����,�����!� E[T ] ≥ Θ(|c|)/g = Ω(n) ��������
� ?���� H�

)� ��� ������ ���� �����
��� � E[T ] ��� �� ��$���� ��������!� �� ��!
��������! ����� ���� 1E[T ] = ∞ = Ω(n)2 ����� T �� 
����$�� 
�



��

(��$��� �� ��� �� 
�$�� ���� ��� ������ � ���
� ��������! � ����� � �
�����
���� � Θ(|c|) �� �� ω(n1−ε)  � � 
� �� ��! 
����$� ������� ε�

��� � �� ���� � ��� �%
����� ������� ���� ����
�������! � ��� �����
��� ���
����� �

���� ����� �����������! 
����� ���
����� �� �������� +� �
�

�� ����� � �$��� ��������! ��
���� � ��� ������� ���
����� ����� >�%��
� �������� �

�� ���� � ��� �%
����� ������� � �./.�7" � ������ �����
:������������� ��� ��� ��� ��� ������������ � ��� .FH����� � ���
� ��� �����
��� $����=� ������ �� �� ��

7$��! n ���
� ��� ������$� ������� ���,����! � ��� ���� n ���
� �� �$��������
)� �� �� ������� ���� 0.2 ��� ������� ����� �� ���$��� ���� ��� �������

��� ��� ��� 
�
������ � :������������� ��� 
�$�� �� +

����% A�

����� �� $ /��		��������� m ∈ �n �	 �	��
�������� ��	�
������ ��� ��
����
 
l := E[|m|] �(�	�	 ��� P

{∣∣ |m| − l
∣∣ ≥ δ · l} ≤ δ−2/(n − 1/2)�

#�� m1, . . . , mn ������ ����������� �����	 �� m� ���� ��
 ��� ���	���� λ < 1 
�'� ��	����� ���	����	 a(λ) ��� b(λ) �(�	� 	��� ���� ��
 ��� ��
�������� �� I := {i |
a(λ) · l ≤ |mi| ≤ b(λ) · l} '� �� �� #I ≥ λ n�

+� ��� ���
����� � ��� ������� ����� �� ��� �$��! n ���
�� ��� ��� � ���
�./.�7" �� $�������! 
��������� ��� 
����� ���� �  ���� ����� n ���
� ���� ����
E[|m|] �� ������� �� ���� 
����� ?�� si ����� ��� ������� ����� ���� ��������
��� i��� 
���� ��� li ��� �����
����� �%
����� ������ � ��� ������� $������
����������� ��� ri ����� ��� ������$� ���,����! � ���������� ���
� �� ��� i���

���� ��� di ��� �������� ��� ��� 
����� �� ��� ��������� � ���� 
����& ������
di − di+1 �,���� ��� �
����� ���� �� ��� i��� 
����� ����������� ��� pi ����� ���
������� 
��������! �� ��� '��� ���
 � ��� i��� 
����� >�� ����� ���
��� ��� �������
����� ���� ��� ��� � ��� �!�����!F����������! � ������� A����� � 
���� ��� ���
�=
������� 
����������� ��� ������������� ��� ��� �������� ��� ��� 
����� �� ���
������������ ��� pi > pj ��� di/si > dj/sj �

����� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ �	�� /��		���������	 ��� ���
%�&�
��� ��,��� ������ +� ri≥0.2 ��� ri+1 <0.2 
�	�� �� ri <0.2 ��� ri+1≥0.2 ����
di+2 = di − Ω(di) '� �� �� ���� �	 ��� ��	����� �
�� ��� ������� �	 
������ �� �
���	���� �
������ '� �� �� �� ���	� �'� ���	�	�

.
���� +����� ��� 

���� ������
��� +.�� di+2 = di − o(di)� +� +. ��
����
di+2 = Θ(di+1) = Θ(di) ��� ������� � di+2 ≤ di+1 ≤ di�� ��� ���� � �������� ���
��� 
����� ��� �� ������ �� ��� �  
������ +� si+1 = 2si ���
� si+1 = si/2�
li+1 ∈ {2 li, li/2}� �� ����  ���� E[|m|] $����� ��! �! � ����� � 9 �� ��� � 

������

+����� ���� E[|m|] = Θ(di/
√

n)) �� ��� �  
����� ������
��� +9�� ����
?���� G !����� ����  � � 
� |m| = Θ(di/

√
n) �� 0.9n ���
� �� ���� � ��� � 


������ +������� � ?���� .� ��� ������� 
��������! �� ������ �� o(1) � � ��
������ �! 1/2 − o(1) �� ���� � ����� ���
�� E! 8����C������� ��� 
��������!
� �� ����� 0.2n ���������� ���
� �� ��� �� 
���� ��� �� �� ���� 0.2n �� ��� ���� ��
�%
��������! ����� ������  �!� �����  � � 
� E[|m|] = Θ(di/

√
n) �� ��� �  
�����

���� ����  � � 
� ¬+9�
������!� �� ���� �� �� � ���� E[|m|] = Θ(di/

√
n) �� ��� �  
����� ��
���� ����

 � � 
� ¬+.� �� � ������ 
���  ��� �������� Θ(di) ��� ��� 
����� ��� �
�����
���� �� �� Ω(di/n)  ��� 
��������! Θ(1) �� |m| = Θ(di/

√
n) �! ?���� 9� +� |m| =

Θ(E[|m|]) = Θ(di/
√

n)  � � 
� �� 0.9n ���
� �� ���� � ��� �  
����� ��������
� ?���� G� ��� ������ � ���
� �� ���� �  ���� ��� �
����� ���� �� �� Ω(di/n)
��  � � 
� �� Θ(n) �� ���� � ��� �  
����� �! 8����C������� 8���,�����!�
��� ���� �
����� ���� �� �� Ω(di)  � � 
� �� ���� � ��� �  
�����0��
�!��� ����
 � � 
� ¬+.� 
�



��

+ ��� � ��� �./.�7" �� ��������� �� � ��,����� � 
�����& ���� ��,����� �� ������
�� ��� �� + 
���� ��  ���� ri < 0.2� ���� ��� ������� ����� �� ���$��� �� �!�������
�! 1÷2 ��� 1×2 �!������� � 
���� ��  ���� rj ≥ 0.2� ���� ���� ��� ������� ����� ��
������� "
����!��� ��,������ � 
����� �! ������� �%
�������� $�� ��� ��
�����
{×,÷}� ��� ����� ��$� �����  ��� ×÷ ���
� ÷× �����,������ ��� ��
���� ����
��� �./.�7" ��$����� �������!  � � 
� �� 
�!������! ���! 
����� �� ��� �����
�
����� ��,����� �� �� {÷×,×÷}∗� � ����� ��� ���� ������� ��� ������������
�� ��� 
�� � ?���� 5 ���� �� �%������ � �����,������ ÷×b ��� ×÷b �� b ≥ 3�

������� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ �� �n �	�� /��		���������	
��� ��� %�&�
��� ��,��� ������ #�� ��� i��� ���	� �� ��� ,
	� ��� 	��� ���� ri <0.2
��� ri+1 ≥ 0.2 �
 	��� ���� ri ≥ 0.2 ��� ri+1 < 0.2� 0������ '��� ��� i��� ���	�
��� �%)%" �* �����
�	 �����
�� ��
 ��� ���������� �����
 �� ���	�	 '� �� �� ����
�	 di+t+1 ≤ 2−Ω(t) · di '� �� �� ��
 t ∈ ����(n) ���	�	 ���� �� '���� ��	�	 n 	���	�

.
���� ��� ��,����� � ��� 
����� ��������� ������ ������  ��� ×÷ �  ��� ÷×�
"����,������ �� {÷×,×÷}∗ ��� �$���� �! ?���� 5�

�����  � ��$�������� ��� �����,����� ÷×b � 
����� �� b ≥ 3� +����� ����� ���
��� 
����� j, . . . , j + b ���� ���� ��� 
����� j + a� 2 ≤ a ≤ b� ��� �� �$���� �!
?���� 5� >�$���������� ��� 
�� � ���� ����� !����� ����  � � 
� lj = Θ(dj/

√
n)

��� ���� ����  � � 
� ������� �� dj+1 = dj − Ω(dj)� -� �� ���� ��� �������� ��
��� (j+a)��� 
���� ���  � � 
� ������� � ��� ��� �� ��� j��� 
����� "���� sj+a ≥
sj � ��� lj+a ≥ lj � ����������� dj+a ≤ dj � ��� ����� 1lj = Θ(dj/

√
n)  � � 
�2

��
���� ����  � � 
� lj+a = Ω(dj+a/
√

n)� ���� ���  � � 
� lj+a = O(dj+a/
√

n)
��� �� 
�$�� �! �� ��� ���� ��� �����
��� lj+a = ω(dj+a/

√
n) ����� � ��

�%
��������! ����� 
��������! �� rj+a ≥ 0.2 ���� ��� 
�� � ?���� 5�� @�����
 � � 
� lj+a = Θ(dj+a/

√
n) ��
�!��� ����  � � 
� dj+a+1 = dj+a − Ω(dj+a) ������

��� ��� 
�� � ?���� 5��

> ��� �����,����� ×÷b � 
����� �� ��$��������� �� b ≥ 3� +����� 2 ≤ a ≤ b
��� ��� '��� 
���� � ��� ��,����� �� ��� j��� �� �� ��� ��� � ��� �./.�7"� ���

�� � ?���� 5 !����� ����  � � 
� lj+1 = Θ(dj+1/

√
n) ��� ���� ����  � � 
�

������� �� dj+2 = dj+1 − Ω(dj+1)� )� pj+a ≥ pj+1� ���� dj+a/sj+a ≥ dj+1/sj+1

 ���� �� �,��$����� � lj+a/dj+a ≤ lj+1/dj+1� )� ���� ����� ��� (j+a)��� 
����
��������� ��� (j+1)���� >����!� 1lj+1 = Θ(dj+1/

√
n)  � � 
�2 ��
���� ����  � � 
�

lj+a = O(dj+a/
√

n)� ����������� rj+a < 0.2 ��
���� ����  � � 
� ��� lj+a =
Ω(dj+a/

√
n) ���� ��� 
�� � ?���� 5�� 8���,�����!� �� pj+a ≥ pj+1 ����  � � 
�

lj+a = Θ(dj+a/
√

n) ��
�!��� ����  � � 
� dj+a+1 = dj+a − Ω(dj+a) ������ ��� ���

�� � ?���� 5�� ������!� ��� ������ ���� pj+a < pj+1 �� ��$���������� >�� ����
sj+a = sj+1/2a−1� ��� ����� pj+a < pj+1 ��� dj+a < dj/2a−1� +��������� ������
 � � 
� ��� �������� ��� ��� 
����� �� ������� �! � ������� ������� �� ���
(j+a)��� 
���� � �� ��� 
�������� a−1 
����� ��� �������� ��� ��� 
����� ��
�� ����� ���$�� a−1 ������ E! �� ��������������� ��������� �� ��� ������ ����
dj+a+1 ≤ λadj �� � ������� λ ∈ (1/2, 1) �$�� �� ��� (j+a)��� 
���� !����� �
�
����� ����� �3������� ���� ������$� �
����� ���� �� 
����������

+�� �� ���� ��� �����
��� ���� ��� ��,����� � ��� t ∈ 
�!(n) 
����� ���������
������  ��� ×÷ �  ��� ÷× !����� ���� ����� ��� tn ���
� di+t+1 ≤ λtdi  � � 
� ��
� ������� λ ∈ (0, 1)� 
�

������!� ��� ������ D��� 
�$�� �������  ��� ������ . !���� ��� ���� �
��� �%
����� �������� ��� �%
����� ������ � ���
� ��� �./.�7" ����� � �������
� 
����'��� �������� � ��� �������� ��� ��� 
����� �� ��� ������ �
����

� ��� 
��  �
 W �� $��� W ∗ ����
� 
�� 7����� &�� ����



�1

������� �� #�� ��� �%)%" �* �������� ������ �	�� /��		���������	 ��� ���
%�&�
��� ��	�
���� �� ���	 	������� +� ��
 ��� ������� 	��
�� ����� a ∈ �n ��� ���
������� 	����� �����
 s1 |a| /s1 = Θ(n) ���� ��� �(������ �����
 �� 	���	 �� ������
� 	��
�� ����� c 	��� ���� |c| ≤ |a| · 2−t ��
 t ∈ ����(n) �	 �� Θ(t · n)�

.
���� ��� � �� ���� Ω(t ·n) ��� � ����������! ��� ������ .� ��� �����
�
��� � ��� �������� $����� ������ ���� l1 = Θ(

√
n)·s1 = Θ(d1/

√
n) ���� +

����% A

�� ��� �%
����� ������ Θ(
√

n) � ��� �������� ������� $������ )� ����  ����
��� �%
����� ������ � ��� ������� $���� ��� 
����� ���� ���� ?���� 9�� )�

���������� ���� �����
��� � ��� �������� �������� ��
�! ��� �������� ��������
���� �� ��� 
�� � ������ 9 � ���� ��$� ���� ������� ����� �! ��� �����
���
���� ��� ��,����� � 
����� ������  ��� ×÷ � ÷×�� @����� ������ 9 !����� ����
��� ������ � 
����� ���� ���� ��� �%
����� �������� ��� ��� 
����� �� �������
���� |a| · 2−t/2 �� �� O(t)� E! (���$=� ���,�����!� P{|c| ≤ |a| · 2−t} ≥ 1/2 �����
����� O(t) 
������ )� ���� �� �� ��� ����� ��� �������� ��� ��� 
����� �� ��
������� ���� |a| ���� ���� �����  ��� 
��������! �� ����� 1/2� |c| ≤ |a| · 2−t �����
������ O(t) 
������ 3�
������ ���� ��������� ��� �%
����� ������ � 
����� ��
�

�� ������ �!

∑
i≥1 2−i · i · O(t) = 2 · O(t)� ��� ��� �%
����� ������ � ���
�

�� �� O(t · n)� 
�

�� ��C����� �������� �������� ��� ��%
������ ������ � ���
� ��������! � ���
���� ��� ������=� �����
���� ���� �� ��������� ����� ��� ������ ��� ��
�

����0�� �������� �! ���������� ��� ������ � ���
� ����� ��� ������� �����
�� ���$�� ��� ������ �� ����� ���� ���
����$��!� ���� �� � ������ ���
�� ����  ���
��������� ��� ������� ���� ��$� ���� 
���������

 
��
������

+������ :� E� �.44B�� 1����������� 1�����	 ��
 .��	���	�	� +������� #����� "��
A���� 8+� 6�� �������

E�!��� @��:� �9BB.�� ��� ����
� �� ��������� 	�
�����	� "
������� E������
A����� "�� ������� ��� ��� -������� )� �9BB9�� <� ��� ����!��� � ��� �./.� �$���
�����! ��������� ���������� 8�
���� "������ 95G� H.KL9�

:������ 3� ?�� M����� A� 7�� ��� #��������� <� �.4L4�� 2���
��� 1���������	3 $
���������� ��
 2������
 *������� +������-����!� 3������� (+�

������� �� ��� -������� )� �9BB.�� 3��� �!�� ��� �������� K  ���� ����$��

�$���! �� ���������� .
��� �� ��� 4
� /������ ��� ����������
� 2����������
2����
���� �/�225 677%"� 65HK6L9�

������� �� ��� -������� )� �9BB9�� ��� ����!��� � �$�������! ��������� K �

�� ���� ����$�� �����! ��� ���
� +���������� 6;� ;5KGG�

M������� (� :� �.4G.�� $ 2��
	� �� ��� /�����
� �� � 8����	���	� 8������ :��*�
N 8� ?���� ?����

(� ���� 3� ��� 3����$��� #� �.44H�� 9��������� $��
����	� 8�������� J���
$�����! #�����

(	��������� @� �.449�� @ ������� ���������� �����!  ��� (������ ��� �����
��������� 3� (����� ��� 3� (��������� ������� .
��� �� ��� 6�� .�
����� .
�����
*����� �
�� :���
� �..*: ++"� >����@������ +��������� ��� >�����������
.HK9H�

3���������� )� �.456�� ���������		�
������ ��������@����� "��������� :���
���!�

3���������� )� �.44;�� ���������		�
����� ���� ��������@����� "���������
:�����!�



��

-������� )� �9BB.�� ���������� ��
���� � �$�������! ���������� .
��� �� ��� 6;��
+���� 2����!���� �� $������� #�����	 ��� .
�
����� �+2$#." ?>8"
9B5G� G;K5L�

-������� )� ��� -���� 8� �9BB9�� <� ��� ����!��� � � ���
�� �$�������! ����
����� � ,�������� 
���������� ��������� ������ � A������� +��������� �
�

����

! "��������	� ���� �� � ����#����
	�� 	�

)� ��� ��� ���� 
���F�
������� ��������� ��� ����� ��������� ��� r ����� ���
�������� ��� ��� ������ α ��� ��������� �����  ��� ����� [0, 2π) ��� β3, . . . , βn

��� ��������� ������  ��� ����� [0, π]� ��� �������� � � 8�������� ��������
�!���� �� ��� ��� ���� �� ��� ��$�� x ∈ �n ��� x′ ����� ��� ������� 
�D���
��� �� ��� x1�x2�
����� )� x′ �,���� ��� ������ α := 0� ���� ��� α �� ��� �����
��� ��� ���� 
����$� ���� �� ��� x1��%�� ��� ��� ���� ������� o x′ � ���� ���� ������
��� x1�x2�
������ ����������� �� i ∈ {3, . . . , n}� βi �� ��� ����� ��� ��� ���� 
���
��$� ���� �� ��� xi��%�� ��� ��� ���� ������� o x� +� � ����,������ ��
����������
�! �
������� ��������� ��  ������'����

?�� ρ ����� �� ��������! 
��������� � {3, . . . , n}� ��%��� r �� n��
���� ���

��� � ��� ������ ��'��� � 
��� ��� S
(n)
r ������ �� n��
����  ��� ������ r&

����������! '%��� βρ(n) ������� �� �� (n−1)��
���� S
(n−1)
r ⊆ S

(n)
r ��$��� ������

r sin βρ(n)& '%��� βρ(n−1) �� ������� � r ��� βρ(n) ������� �� �� (n−2)��
����
S

(n−2)
r ⊆ S

(n−1)
r ⊆ S

(n)
r  ��� ������ r sin βρ(n) sin βρ(n−1)� ��� � � ���� M������

�.4G.���
����� ��� �!
��������� ���� � �� n��
����  ��� ������ r ≥ 0 �,����∫ π

βn=0

∫ π

βn−1=0

· · ·
∫ π

β3=0

∫ 2π

α=0

(r sin βn · · · sin β3 dα)(r sin βn · · · sin β4 dβ3) · · ·

· · · (r sin βn dβn−1)(r dβn).

7��� � ��� n−1 ������ �� 
���������� �����
��� ��������� � �� �������� �
��� ��'��������� �!
��������� ������� �� ��� 
��� (r, α, β3, . . . , βn)�  ���� �� ������
�����$��! ��������� �! ������������! �������� ��� n−1 ������ �! dα, dβ3, . . . , dβn�

���
����$��!� 3�����
��� ��� ������� ��$��� ��� α��������� �
∫ 2π

0
dα = 2π� ���

��'���� Ψi(γ) :=
∫ γ

0
(sin β)i dβ !����� rn−1 · 2π ·∏n−2

i=1 Ψi(π) �� ��� ���� � �� n�
�
����  ��� ������ r�

γ
h

��� ���� � �� n����������� �
������� ��
 �� ����������
�! ��D������ βn=� �

�� ����� �

�
������!� )� ��� '���� �
��� ������ ��� �������
������� ��� ��� ��� �

�� ����� �γ� �
βn ��� ��� ������ �h� � � �
������� ��
 �� �� � � ���� ���
����� ���� '���� �� ��� � � �����
��� � ��� x1�xn�
����
�� α = 0�� )� ��� ���� ������ h = 1− cos γ �� γ ∈ [0, π]� �����
��� ���� � � �!
����
������� ��
  ��� ������ r ��� ������

r ·(1−cos γ) ∈ [0, 2r] �,���� rn−1 ·2π ·
(∏n−3

i=1 Ψi(π)
)
·Ψn−2(γ)�

8���,�����!� ��� ���� � ��� �!
��������� ���� � � �!
����
������� ��
 � ���
�!
��������� ���� � ��� �!
����
���� �� �� ��� C �,���� Ψn−2(γ)/Ψn−2(π)  ����
��� ����� γ = arccos(1 − h/r) ∈ [0, π] �����
��� � ��� ��
=� �������
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 $
��� ������ ��� Ψk(π) =
∫ π

0
(sin x)k dx

E! ��� ��'����� � ��� ���� ������� ���� +����� �.44B��� �����!

B(m + 1, n + 1) = 2 ·
∫ π/2

0

(cosx)2m+1(sin x)2n+1dx ,

�� k ∈ � ∫ π/2

0

(sin x)kdx =
1
2
· B
(

1
2
,
k + 1

2

)
.

+� B(m, n) = Γ (m) · Γ (n)/ Γ (m + n) ��� Γ (1/2) =
√

π�∫ π

0

(sin x)kdx = 2·
∫ π/2

0

(sin x)kdx = B

(
1
2
,
k + 1

2

)
=

√
π ·Γ

(
k
2 + 1

2

)
Γ
(

k
2 + 1

) .

����������� ����� ��� ��$�� ��� �� � �%������ 4�GB �� O:������ M����� ���
#�������� �.4L4�P� �����!

Γ (n + 1/2)
Γ (n)

=
√

n

(
1 − 1

23n
+

1
27n2

+
5

210n3
− 21

215n4
+ O(n−5)

)
,

�� k ≥ 2 √
2

k + 1
<

Γ
(

k
2 + 1

2

)
Γ
(

k
2 + 1

) <

√
2
k

.

+��������� �� k ≥ 2√
2π

k + 1
<

∫ π

0

(sin x)kdx = Ψk(π) <

√
2π

k
,

��� ��������� Ψk(π) = Θ(1/
√

k)�

% &��
�
'
�� wk

��� ����$���$� �

wk(x) =
(

1 − 1
4x2

)(k+1)/2

· 1
x

�,����

w′
k(x) =

−1
x2

(
1 − 1

4x2

)(k−1)/2

+
1
x

(
1

2x3

k − 1
2

(
1 − 1

4x2

)(k−1)/2−1
)

=
−1
x2

(
1 − 1

4x2

)(k−1)/2−1
((

1 − 1
4x2

)1

− k − 1
4x2

)
,

��� ����,�����!� �� x > 0�

w′
k(x) = 0 ⇔

(
1 − 1

4x2

)
− k − 1

4x2
= 0 ⇔ x =

√
k

2
.

"���� wk(x) > 0 �� x > 0 ��� lim wk(x) = 0 �� x → ∞� ��� ���,�� �%������ �
��� ������� wk ��

√
k/2 �� �� ���� � ��%�����
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( ����� �� )���� �

2����� 1+ :������������ m ∈ �n �� ����
�����! ������������ ��� ���$��� l :=
E[|m|] �%���� ��� P{| |m| − l | ≥ δ · l} ≤ δ−2/(n − 1/2)�

)� m1, . . . , mn ����� ����
������ �
��� � m� ���� �� ��! ������� λ < 1�
�  
����$� �������� a(λ) ��� b(λ) �%��� ���� ���� �� ��� ����������! � I := {i |
a(λ) · l ≤ |mi| ≤ b(λ) · l}  � � 
� #I ≥ λ n�2

.
���� ?�� m̃ �� (N1(0, 1), . . . , Nn(0, 1))������������ ���� A�'����� 9�� ���� |m̃| ��
χ������������ � ��� n ������� � ������& ��� +����� �.44B��� ��� ������

E[|m̃|] =
√

2 · Γ (n/2 + 1/2)
Γ (n/2)

= Θ(
√

n) .

"���� |m̃|2 �� χ2������������� E
[|m̃|2] = n� ��� ����,�����!�

Var[|m̃|] = E
[|m̃|2]− E[|m̃|]2 = n − 2 ·

(
Γ (n/2 + 1/2)

Γ (n/2)

)2

.

)� ��� �� �� � ���� Var[|m̃|] �

������ 1/2 ��� ��� �� n → ∞� ��� �����
Var[|m̃|] ≤ 1/2 ��� E[|m̃|]2 ≥ (n − 1/2)/2�

)� �� � ����� $������� Y � E
[
Y 2
]
�%���� ��� E[Y ] > 0� ���� 8���!���$=� ���

�,�����! !����� ����

P
{∣∣Y − E[Y ]

∣∣ ≥ δ · E[Y ]
} ≤ Var[Y ]

(δ · E[Y ])2

�� ��! δ > 0� "���� E[|m|] = λ · E[|m̃|] ��� Var[|m|] = λ2 · Var[|m̃|] �� λ ∈ �+�
�

�!��� ���� ���� � |m| !����� ��� l = E[|m|]�

P{| |m| − l | ≥ δ · l} ≤ λ2 · 1/2(
δ · λ · E[|m̃|] )2 ≤ 1

δ2 · (n − 1/2)
.

����������� �� ��� �� �� � ���� x ������� (N1(0, 1), . . . , Nn(0, 1))������������
 ��� � ������� � ������ 8�������� �������� �!���� �! �� ��������! �������
������������ ���� E�!�� �9BB.��� )� ����  ���� m=� ����������� �� ��$������  ���
���
��� � ��� ������ � ��� �������� �!����& ���� ��
���� ��� ����
! � m=�
������������

������!� ��� �������� � n ��� :�������������� "���� |m| = Θ(E[|m|]) ��!  ���

��������! O(1/n)� E[#I] = n − O(1) ��� 8����C������ ��� �� �

����� 
�


