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Sujet de la thèse
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4.3 Énergie de fissuration et méthodes de régularisation . . . . . . . . . 141
4.4 Étude comparative des formulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques



Table des matières iii
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4 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

Conclusions et perspectives 191
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1.4 Développement de la fissuration et de la compaction en compression. . . . 11
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normalisées de l’effort de contact normal et de la raideur. . . . . . . . . . . 50
2.9 Influence du prédicteur sur la convergence de l’algorithme. . . . . . . . . . . 54
2.10 Mouvement des deux particules en contact étudiées. . . . . . . . . . . . . . . 55
2.11 Influence de la relaxation numérique et de la taille de l’incrément de char-
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2.20 Faciès de fissuration finaux en compression uni-axiale avec supports adhérents. 67
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3.5 Influence des paramètres de rupture sur la réponse normalisée en flexion

trois-points. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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[1993] simplement entaillées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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4.8 Évolution de la contrainte en fonction de l’ouverture de fissure donnée par
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2 Introduction générale

1 Contexte sociétal

Qu’il s’agisse des premiers ouvrages en béton de la Rome antique ou encore d’ouvrages en
pierre de taille du Paris de la Renaissance, de tous temps, les matériaux quasi-fragiles ont
été employés dans l’élaboration de structures du génie civil. Aujourd’hui plus que jamais,
les matériaux quasi-fragiles sont les matériaux de construction par excellence, à la fois des
plus “écologiques”, mais surtout excessivement faciles à mettre en œuvre.

Aussi populaires qu’ils puissent être, les matériaux quasi-fragiles sont pourtant complexes.
Leur simple comportement mécanique résulte du couplage d’une multitude de phénomènes
d’origines physiques différentes. Les matériaux quasi-fragiles vieillissent, pour le meilleur
(amélioration des propriétés au jeune âge) et pour le pire (fluage pouvant induire une
perte de précontrainte sur le long terme) ; interagissent avec leur environnement, chimi-
quement (réaction alcali-silicate, réaction sulfatique interne) et mécaniquement. À cela
s’ajoutent, des phénomènes liés à une forte hétérogénéité (retrait de la pâte de ciment
et incompatibilités de déformations, effets d’échelles), et à la teneur en eau (pression ca-
pillaire). Une liste non-exhaustive qui illustre le défi, des plus stimulants, que représente
la compréhension et la modélisation du comportement mécanique des matériaux quasi-
fragiles. Relever ce défi est une nécessité afin d’optimiser la construction des ouvrages en
matériaux quasi-fragiles ; et ce, en assurant leur performance structurale, conditionnée par
des critères choisis relatifs à l’intégrité, ou plus spécifiquement pour l’industrie nucléaire,
à l’étanchéité structurale.

Comprendre l’origine et les conséquences de la dégradation et de la fissuration est un
des enjeux clés de ce défi. Ce travail a été entrepris depuis le début du xxe sicle, il est
toujours d’actualité. Aujourd’hui, en revanche, il s’étend à des chargements mécaniques
plus sophistiqués. Multi-axialité et cyclicité sont deux traits caractéristiques d’une solli-
citation sismique. L’étude du comportement mécanique des matériaux quasi-fragiles dans
de telles conditions n’est pas, à proprement parler, nouvelle. Mais compte tenu des récents
événements survenus au Japon ou en Häıti, l’intérêt pour les chargements multi-axiaux
et cycliques s’intensifie.

Lorsqu’une structure est soumise à une onde sismique, une certaine quantité d’énergie
lui est fournie. Afin de retourner dans un état d’équilibre, la structure doit dissiper cette
énergie. L’initiation et la propagation de fissures sont un moyen d’y parvenir, malheureu-
sement elles sont aussi une cause de l’effondrement de cette structure. Contrairement à
l’acier seul, les matériaux quasi-fragiles renforcés, subissent une perte de capacité structu-
rale progressive, ils laissent donc apparâıtre des signes avant-coureurs de l’effondrement,
pouvant s’avérer salvateurs pour les usagers de la structure. Par ailleurs, au caractère
diffus de la fissuration, s’ajoutent les mécanismes hystérétiques initiés sous chargements
cycliques, capables de dissiper une quantité importante d’énergie. Bien que l’énergie volu-
mique dissipée par un matériau quasi-fragile soit tout de même plus faible que celle d’un
acier, les volumes mis en jeu à l’échelle de la structure sont sensiblement différents. Dans le
contexte du génie parasismique, leur utilisation laisse donc apparâıtre certains avantages.
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Afin d’en quantifier la contribution à l’amortissement structural, il devient nécessaire
d’être en mesure de modéliser le comportement mécanique des matériaux quasi-fragiles
sous chargement mutli-axial et cyclique.

2 Démarche scientifique

La valeur ajoutée d’études de structures complètes du génie civil est conditionnée par le
développement de méthodes de modélisation en mesure de reproduire, mais surtout de
prédire, le comportement mécanique des matériaux les constituant. L’objectif de cette
thèse est de contribuer à l’amélioration des méthodes de modélisation des matériaux
quasi-fragiles, et tout particulièrement sous chargement cyclique.

Afin de simuler la réponse d’une structure, celle-ci est discrétisée en éléments dont le
comportement mécanique est connu et peut être modélisé. Or les structures du génie ci-
vil sont de taille conséquente, il est donc nécessaire de développer des modèles capables
de reproduire le comportement mécanique du matériau, sur une dimension suffisamment
grande, pour pouvoir réduire le nombre de ces éléments, et ainsi limiter les coûts de
calculs. La dimension du volume associé à un élément est choisie de manière à pouvoir
considérer le matériau comme homogène, il est appelé volume élémentaire représentatif
(VER). La notion de VER peut être illustrée en imaginant une succession de prélèvements
de matériau d’un volume donné dans un volume de taille infinie. Plus le matériau est in-
trinsèquement hétérogène, plus la taille du VER est importante. Ainsi une relation de com-
portement identique est attribuée aux éléments de discrétisation de la structure. Une telle
modélisation fondée sur la théorie de la mécanique des milieux continus et s’appuyant sur
la méthode des éléments finis (FEM) est, ici, appelée modélisation “macroscopique”.

En revanche, il va de soit que, pour traduire l’ensemble des mécanismes physiques se ma-
nifestant, la complexité d’un modèle de comportement mécanique crôıt avec la dimension
des éléments auxquels il est associé. En effet, les combinaisons possibles de mécanismes,
certes simples à des échelles inférieures, sont nombreuses. Dans la suite de ce manuscrit,
chaque manifestation sur la réponse d’un VER, d’une combinaison de mécanismes sur-
venus à une échelle inférieure, est qualifiée de phénomène macroscopique. Concernant les
matériaux quasi-fragiles, fortement hétérogènes, la dimension d’un VER est de l’ordre du
décimètre. De nombreuses campagnes expérimentales, ont été et sont toujours nécessaires
pour appréhender le comportement d’un tel volume. Mais des lacunes persistent en re-
gard notamment du comportement sous chargements cycliques et multi-axiaux. Plutôt que
d’emprunter, la voie de l’expérimentation en laboratoire, affichant des complexités qui lui
sont propres, cette étude propose de tirer parti de simulations à une échelle inférieure à
celle du VER, pour tenter de combler une partie de ce manque de connaissances.

À une telle échelle, il devient intéressant d’adapter la théorie mécanique employée, et
la méthode numérique associée, en fonction du matériau décrit. Une modélisation ici
dite “fine”, fondée sur la mécanique des solides indéformables, mélangeant méthode des
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éléments discrets (DEM) et réseaux de poutres, est donc retenue. Les matériaux quasi-
fragiles sont ainsi assimilés à un empilement de grains rigides, cohésif, ayant une forte
propension à se décomposer.

La présente thèse propose une démarche de modélisation à deux échelles reposant sur
l’utilisation d’un modèle discret et d’un modèle continu, qui, sur la base de quelques
données expérimentales permet de remonter jusqu’à la réponse de structures soumises à
une sollicitation sismique. Cette démarche de modélisation est illustrée tout au long des
six chapitres qui constituent ce manuscrit.

3 Organisation

Ce manuscrit s’articule autour de six chapitres, au sein desquels une démarche de modélisa-
tion des matériaux quasi-fragiles à deux échelles est justifiée, développée et mise en
œuvre.

Le premier chapitre fournit une justification des choix de démarche et de méthodes de
modélisation, au travers d’une revue bibliographique générale. Il constitue un état de l’art
des connaissances sur le comportement mécanique des matériaux quasi-fragiles sollicités
en chargement monotone ou en chargement cyclique, des démarches multi-échelles cou-
plant modélisations fine et macroscopique, et des méthodes de modélisation numérique
fines aptes à reproduire explicitement les hétérogénéités géométriques du matériau, et
notamment la fissuration.

Le second chapitre décrit le modèle de comportement fin, nommé DEAP2D, fondé sur les
méthodes des éléments discrets et réseaux de poutres, initialement développé au LMT-
Cachan. Les développements effectués lors de cette thèse y sont aussi présentés. Ces
développements concernent d’une part l’introduction du contact et la modification de
l’algorithme de résolution de l’équilibre mécanique dans l’objectif de simuler des charge-
ments cycliques, et d’autre part la description de la fissuration d’un réseau de poutres,
et plus particulièrement le choix d’un critère de rupture adapté à des chargements multi-
axiaux.

Le troisième chapitre illustre l’utilisation et valide la modélisation fine, discrète, des
matériaux quasi-fragiles ainsi développée. La relative simplicité du processus d’identi-
fication du modèle est d’abord mise en avant, puis la validation de la description de la
rupture choisie, et de l’algorithme de résolution élaboré, est effectuée. Enfin une analyse
détaillée de la simulation d’un essai de traction cyclique uni-axiale, et des mécanismes à
l’origine des phénomènes macroscopiques observés est proposée.

Le quatrième chapitre établit la formulation de la modélisation macroscopique, continue,
de la fissuration dans les matériaux quasi-fragiles. Il débute par une étude bibliographique
décomposée en deux parties : la modélisation des phénomènes de dégradation du matériau,
associés à l’initiation de la fissuration ; et la modélisation des phénomènes observés sous
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chargement cyclique, associés au caractère unilatéral de la fissuration. À l’issue de cette
étude, un formalisme physique, fondé sur les principes de la thermodynamique des pro-
cessus irréversibles, est retenu pour la formulation de modèles de comportement continus
phénoménologiques, simples et robustes. En faisant interagir les modélisation discrètes
et continues, des propositions de modélisation des différents phénomènes macroscopiques
liés à la fissuration sont effectuées. Ces propositions sont réalisées, de manière à s’inscrire
dans le formalisme retenu et sur la base d’observations issues de simulations discrètes.
Finalement un modèle continu, en mesure de reproduire les phénomènes macroscopiques
associés à l’initiation et à la fermeture de la fissuration, est défini.

Le cinquième chapitre continue de mettre en avant l’interaction entre les modélisations
discrètes et continues, et pousse l’utilisation de la seconde jusqu’au calcul de structures.
Une stratégie d’identification du modèle continu à partir du modèle discret est d’abord
établie. Et ensuite, des simulations de la réponse d’une structure du génie civil sujette à des
chargements cycliques sont réalisées avec le code de calcul Cast3M développé par le SEMT
du DM2S au CEA-Saclay. Afin de démontrer l’efficacité de la démarche de modélisation à
deux échelles proposée ; il est vérifié que le modèle macroscopique formulé est capable de
reproduire non seulement l’état de dégradation de la structure sous un chargement donné,
mais aussi d’évaluer correctement la dissipation énergétique induite par le matériau, et
donc par extrapolation la contribution à l’amortissement structural.
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8 État de l’art et motivations

1 Introduction

La formulation de modèles de comportement nécessite une connaissance détaillée des
mécanismes influençant la réponse du matériau à décrire. L’étude des phénomènes macro-
scopiques exhibés par ce matériau est une étape importante pour développer ces connais-
sances. En ce qui concerne les matériaux quasi-fragiles, celles-ci sont déjà nombreuses,
une description non-exhaustive en est fait dans la première partie de ce chapitre.

Cependant des essais, dans une multitude de configurations de plus en plus complexes,
doivent encore et toujours être réalisés. Pour plusieurs raisons, et notamment un meilleur
contrôle de l’essai, l’accès à de nouvelles quantités observables, ainsi qu’une économie
matérielle, il est fait le choix de remplacer une part de l’expérimentation en laboratoire
par de l’expérimentation numérique. Les détails de ce choix, parmi d’autres démarches
multi-échelle sont explicités dans la seconde partie de ce chapitre.

Dès lors qu’une démarche d’expérimentation numérique est retenue, un choix de modèle
numérique s’impose. L’expérimentation numérique ne peut être conduite avec des modèles
macroscopiques, comme ceux formulés pour le calcul de structure. L’objectif étant de
comprendre la phénoménologie du matériau, un modèle fin, à une échelle inférieure est
nécessaire. Plusieurs possibilités de méthodes de modélisation numérique sont explorées
dans la troisième partie de ce chapitre.

2 Mécanique des matériaux quasi-fragiles

Le comportement des matériaux quasi-fragiles, hétérogènes dans le cas du béton ou des
roches, est complexe et multi-physique. De nombreux phénomènes peuvent être observés
à l’échelle macroscopique lorsqu’un volume élémentaire représentatif (VER) de matériau
est sollicité.

Afin de développer des modèles capables de prédire le comportement mécanique d’un
matériau, la connaissance de sa phénoménologie est primordiale. La qualité d’un modèle
de comportement mécanique est évaluée par rapport à sa capacité à prédire et à repro-
duire ces phénomènes. La phénoménologie du comportement macroscopique du matériau
à modéliser est exploitée afin d’orienter et de valider la formulation des modèles présentés
dans ces travaux. En avoir une connaissance approfondie semble donc nécessaire.

Comprendre l’origine des phénomènes macroscopiques et déterminer les mécanismes sous-
jacents permet d’en améliorer la description. Dans le cas d’une modélisation fine, ces
mécanismes peuvent être introduits directement dans le modèle. Dans le cas d’une modéli-
sation macroscopique, le choix de la formulation (plasticité, endommagement, autre) peut
être adapté. Néanmoins, il n’est pas nécessaire de considérer l’intégralité du comporte-
ment mécanique quel que soit le cas de chargement. Certains phénomènes macroscopiques
peuvent ne pas se manifester. De manière à réduire les coûts de calculs et à en améliorer
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la robustesse, les phénomènes en question peuvent être négligés. À titre d’exemple, dans
le cas de structures en béton renforcées et de chargements sismiques, les phénomènes ma-
croscopiques liés à la dégradation complète du matériau en compression peuvent ne pas
être considérés dans une modélisation macroscopique.

Les phénomènes macroscopiques observés expérimentalement lors de la sollicitation d’un
VER de matériau quasi-fragile sont en grande partie, de près ou de loin, des conséquences
de la fissuration, qu’elle soit diffuse ou localisée. Une revue des phénomènes macrosco-
piques connus est ici proposée.

Les phénomènes observés sous chargement monotone ne seront que brièvement détaillés,
puisqu’il ne font pas l’objet principal de ces travaux. Au contraire les phénomènes observés
sous chargement cyclique seront plus longuement présentés.

2.1 Conséquences de la fissuration sous chargement monotone

2.1.1 Perte de rigidité et adoucissement

Un essai de traction uni-axiale met en avant les phénomènes de perte de rigidité et d’adou-
cissement présentés par les matériaux quasi-fragiles.
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Figure 1.1: Réponse contrainte-déformation en traction uni-axiale [Terrien, 1980].

Avant d’atteindre le pic de résistance de l’éprouvette, la fissuration est diffuse. Des micro-
fissures apparaissent en de multiples endroits de l’éprouvette, principalement induites par
une concentration de contraintes à proximité de défauts ou de pores. Dans cette première
phase, d’un point de vue macroscopique l’éprouvette de matériau semble peu affectée par
la fissuration, la réponse uni-axiale du matériau reste d’ailleurs quasiment linéaire (fig.
1.1). Après avoir atteint le pic de résistance de l’éprouvette, la fissuration se localise.
Les conséquences de la fissuration sont alors plus visibles, la rigidité (raideur sécante)
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de la réponse uni-axiale se dégrade. Cette perte de rigidité s’observe sur les résultats
d’expérience de Terrien [1980]. La réalisation de cycles de charge-décharge, à niveau de
dégradation constant (lignes en pointillés, fig. 1.1), met en évidence une diminution de la
pente de la réponse contrainte-déformation.

La fissuration se développe dans des plans orthogonaux à la direction de chargement
(mode I). En conséquence, en chacun de ces plans, la section capable de transmettre des
efforts assurant la cohésion du matériau est réduite, ce qui explique la perte de rigidité. La
propagation de la fissuration provoque aussi une instabilité de l’éprouvette accompagnée
d’un comportement adoucissant. Une fois le pic de résistance initial atteint, l’évolution de
la contrainte en fonction de la déformation est décroissante. L’instabilité du comportement
des matériaux quasi-fragiles est la conséquence de la diminution du pic de résistance de
l’éprouvette avec la propagation de la fissuration.

Les deux types de fissuration mentionnés précédemment peuvent être mis en évidence
par une technique de mesure par émission acoustique [Maji et Shah, 1988]. La figure 1.2
met en évidence l’apparition de vides (fissures) chacun représenté par une croix sur les
différents schémas. Des micro-fissures apparaissent d’abord de manière diffuse avant de
localiser et former une macro-fissure.

Figure 1.2: Mise en évidence par émission acoustique de la fissuration lors d’un charge-
ment de traction [Maji et Shah, 1988].

2.1.2 Dissymétrie du comportement en traction et en compression

Le pic de résistance en compression est généralement estimé une dizaine de fois supérieur
au pic de résistance en traction. De plus, bien qu’il soit fortement dépendant des conditions
aux limites de l’essai (frettage des supports) et de l’élancement de l’éprouvette testée, le
comportement post-pic en compression est moins fragile que le comportement post-pic en
traction (fig. 1.3).
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Figure 1.3: Réponse contrainte-déformation en compression uni-axiale [Ramtani, 1990].

Une perte de rigidité moins importante est observée en compression. La dissymétrie
des réponses observées en traction et en compression s’explique par la différence des
mécanismes impliqués. En compression la fissuration est la conséquence de l’effet Poisson
(fig. 1.4). Les extensions locales ne sont plus directes, mais induites. La fissuration se
propage ainsi colinéairement à la direction de chargement, d’où une influence moindre,
dans un premier temps, sur la perte de raideur de l’éprouvette.

L’adoucissement, moins prononcé qu’en traction, est atténué par l’écrasement de la poro-
sité du matériau (fig. 1.4). La compaction se manifeste à l’échelle macroscopique par un
comportement plastique durcissant, ce qui contraste avec la fragilité d’un comportement
endommageant.

Figure 1.4: Développement de la fissuration et de la compaction en compression.
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2.1.3 Comportement bi-axial

Deux campagnes expérimentales, plus [Lee et al., 2004] ou moins [Kupfer et al., 1969]
récentes font foi en matière de comportement bi-axial. Ces campagnes d’essais donnent
une idée assez semblable de la forme de la surface de chargement à la rupture. Elles
mettent aussi en évidence une légère dépendance de la forme de la surface à la résistance
en compression fc du béton (fig. 1.5).
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Figure 1.5: Surface de chargement à la rupture du béton normalisée par rapport à la
résistance en compression.

À noter l’absence du cisaillement (−1/ + 1) pur pour les trajets de chargements étudiés
lors de ces deux campagnes expérimentales. Il n’existe d’ailleurs que peu, si ce n’est aucun
résultat expérimental de la réponse en cisaillement pur jusqu’à la rupture d’une éprouvette
de matériau quasi-fragile.

2.1.4 Dilatance

La dilatance est observée principalement en compression, elle se manifeste par une aug-
mentation du coefficient de Poisson apparent du matériau, lorsque la fissuration se dévelop-
pe (fig. 1.6). La déformation transversale est mesurée lors de l’essai de compression
uni-axiale présenté en figure 1.3. Le rapport des déformations transversale et axiale de
l’éprouvette est initialement constant. Ce rapport évolue peu jusqu’à l’instant auquel la
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déformation axiale associée au pic de résistance est atteinte (fig. 1.3), soit −2.5×10−3. Dès
lors, le phénomène de dilatance se manifeste.

La coalescence de fissures colinéairement à la direction de chargement facilite l’expansion
latérale de l’éprouvette de matériau : des bandes de matériau se forment, menant à une
diminution de la rigidité transverse de l’éprouvette, alors que la rigidité axiale reste peu
affectée.
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éf
or
m
at
io
n
tr
an

sv
er
sa
le

(×
10
−3 )

(a) évolution de la déformation transversale
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Figure 1.6: Phénomène de dilatance observé en compression uni-axiale [Ramtani, 1990].

2.1.5 Anisotropie induite par le chargement

Une fissure est délimitée par deux surfaces libres de contraintes et de normales opposées,
elle possède donc une orientation spécifique. Les propriétés du matériau ne sont ainsi
pas affectées par le développement de la fissuration de manière isotrope. L’orientation
est déterminée par plusieurs facteurs, et en particulier la direction du chargement. Bien
que pour la plupart des matériaux quasi-fragiles, le comportement mécanique puisse être
considéré initialement isotrope, la dégradation induite par chargement mécanique peut
conduire à une certaine anisotropie.

2.1.6 Effets d’échelle

Selon les dimensions d’un volume de matériau, les propriétés mécaniques de ce dernier,
même adimensionnelles, varient. La réalisation de deux essais de traction en tous points
identiques, à l’exception des dimensions de l’éprouvette. Par exemple une éprouvette d’une
taille donnée et une seconde dont toutes les dimensions sont doublées, l’élancement de
l’éprouvette est donc préservé, ne conduira pas aux mêmes valeurs de contraintes limites
(élastique ou à la rupture). De plus grandes dimensions d’éprouvettes conduisent à une
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plus faible résistance (fig. 1.7). Selon la dimension de l’éprouvette, l’origine de l’effet
d’échelle n’est pas identique [Bažant, 1999].
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Figure 1.7: Influence du diamètre de l’éprouvette sur la résistance en traction [Van Vliet
et Van Mier, 2000].

D’une part, l’effet d’échelle est attribué à un effet purement statistique [Rossi et Richer,
1987], pour de petites dimensions. Les matériaux quasi-fragiles ne sont pas des matériaux
homogènes, et parmi les hétérogénéités incluses se trouvent des défauts et des pores. Ces
derniers sont des zones privilégiées pour l’amorce de fissures. Statistiquement, plus le
volume de matériau est important, plus la quantité de défauts et de pores est impor-
tante. De fait, la propagation de fissures est facilitée par l’augmentation du volume de
matériau.

D’autre part, l’effet d’échelle est attribué à un effet énergétique déterministe [Bažant et
Novak, 2000], pour de plus grandes dimensions. Cet effet d’échelle est expliqué par la
mécanique linéaire élastique de la rupture.

2.1.7 Effets de vitesse

La vitesse de chargement, autrement dit le temps écoulé pour atteindre un chargement
donné, influence certaines propriétés mécaniques des matériaux quasi-fragiles. Diverses
études [Watstein, 1953; Reinhardt et al., 1990] ont notamment mis en évidence qu’une
augmentation de la vitesse de chargement est accompagnée par :

— une augmentation des contraintes limites ;
— une augmentation de la déformation au pic de résistance ;
— une augmentation du module d’élasticité.

L’augmentation de la vitesse de chargement implique donc une dissipation énergétique
plus importante, la phase de fissuration diffuse est plus importante.
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Inversement, pour une vitesse de chargement réduite, voire nulle, donc pour un charge-
ment maintenu constant (fluage), il est possible d’observer la rupture pour une contrainte
inférieure à la contrainte limite mesurée pour un chargement considéré quasi-statique.

La dépendance du comportement mécanique des matériaux quasi-fragiles à la vitesse
de chargement s’explique par la prédominance de mécanismes différents selon l’ordre de
grandeur de la vitesse d’application. À faible vitesse de chargement, le comportement
visqueux du matériau (fluage) prédomine [Bažant et Gettu, 1992] ; le matériau continue
de se déformer malgré une contrainte appliquée constante. À forte vitesse de chargement,
en revanche, les effets inertiels prédominent [Bischoff et Perry, 1991], ils s’opposent à
la déformation induite par le chargement ; par exemple lors d’un essai de compression
uni-axiale un effet de confinement latéral est observé. Enfin, à vitesse de chargement in-
termédiaire, le comportement visqueux de l’eau libre présente dans les vides du matériau
prédomine [Rossi, 1991] ; l’eau libre exerce une force de rappel sur les parois opposées
des vides, s’opposant donc à leur expansion, phénomène connu sous le nom d’effet Ste-
fan.
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Figure 1.8: Influence du taux de chargement sur la résistance en traction [Rossi et al.,
1994].

Néanmoins, étant donné les vitesses auxquelles sont appliqués les chargement dans la
présente étude, les effets de vitesse dans les matériau quasi-fragiles seront négligés. L’hy-
pothèse de chargements quasi-statiques sera d’ailleurs retenue dans le cadre de la modélisa-
tion fine.

2.2 Conséquences de la fissuration sous chargement cyclique

Dans le cadre de calculs de structures, le comportement mécanique sous chargement cy-
clique peut être associé et limité à la réponse du matériau en chargement uni-axial al-
terné, soit une succession de tractions endommageantes et de compressions élastiques. De
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prime abord, des effets plus complexes liés au cisaillement pur d’une fissure ne sont pas
considérés.

2.2.1 Effet unilatéral et déformations résiduelles

Si les phénomènes observés sous chargement monotone sont tous causés, directement
ou indirectement, par l’ouverture de fissures, les phénomènes observés sous chargement
cyclique sont tous causés par leur fermeture.

L’effet unilatéral est le nom attribué au phénomène de reprise de rigidité observé lors d’un
passage en compression suite à un premier chargement de traction endommageant (fig.
1.9).

La reprise de rigidité, donc l’effet unilatéral, est la conséquence du contact initié entre
les deux surfaces d’une fissure lorsque l’éprouvette est déchargée. La section du matériau
capable de transmettre une sollicitation, préalablement réduite par la propagation de la
fissuration lors du chargement de traction, tend à nouveau vers sa valeur initiale, saine,
lorsque le matériau est déchargé, puis comprimé.

Dans le cas particulier d’une fissure sollicitée en mode II, soit en cisaillement, il n’est pas
fait mention d’effet unilatéral dans la littérature. En revanche, il est plutôt fait mention
du phénomène d’engrènement des granulats (aggregate interlocking) [Walraven, 1980],
auquel est associé la récupération d’une part de la rigidité initiale lors de chargement
alterné.
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Figure 1.9: Mise en évidence de l’effet unilatéral [Mazars et al., 1990].

Des essais cycliques uni-axiaux effectués sur un plus grand nombre de cycles [Reinhardt
et Cornelissen, 1984; Nouailletas, 2013] mettent en évidence la progressivité de l’effet
unilatéral : les fissures ne se ferment ni simultanément, ni instantanément (fig. 1.10).
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L’évolution de la rigidité apparente du matériau, d’une valeur affaiblie vers sa valeur
initiale, est continue.

En parallèle, des déformations résiduelles sont observées. Lors d’une décharge, à la suite
d’un chargement de traction endommageant, le matériau ne retourne pas à un état de
contraintes et de déformations nulles.

La transition progressive de l’effet unilatéral et l’apparition de déformations résiduelles
sont expliquées par un unique mécanisme. Lorsque le matériau est déchargé, des incom-
patibilités géométriques des surfaces de part et d’autre des fissures sont observées. Au-
trement dit, les profils topologiques des deux surfaces ne correspondent plus. L’analyse
par corrélation d’images d’une fissure (fig. 1.11) met en évidence ces incompatibilités
géométriques. Dans le cas d’une fermeture parfaite, le champ de déplacement (représenté
par le gradient de couleur) est lisse et continu. Dans le cas présent, des gradients du champ
de déplacement importants et inhomogènes sont observés, même après la fermeture de la
fissure. Ceci traduit la présence de contraintes localisées, et donc d’un contact entre des
topologies non-concordantes des surfaces de la fissure.
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(a) [Reinhardt et Cornelissen, 1984]
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(b) [Nouailletas, 2013]

Figure 1.10: Réponse contrainte-déformation à un chargement uni-axial cyclique.

En résumé, des déformations résiduelles apparaissent mais ne sont pas irréversibles, au sens
des déformations plastiques. Les déformations résiduelles sont simplement la conséquence
des incompatibilités topologiques des surfaces des fissures, dont l’origine n’est pas encore
clairement établie dans la littérature. Dès lors que ces incompatibilités géométriques sont
effacées, les déformations résiduelles ne se manifestent plus.
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(a) fissure ouverte (b) amorce du contact (c) fissure fermée

min. max.

Figure 1.11: Analyse par corrélation d’image du champ de déplacement vertical lors de
la fermeture d’une fissure [Nouailletas, 2013].

2.2.2 Effets hystérétiques

Les incompatibilités en front de fissures sont responsables d’un troisième phénomène ma-
croscopique : la génération de boucles d’hystérésis (fig. 1.10). Les effets hystérétiques
sont très souvent le signe de la présence de frottement, et d’une dissipation énergétique
associée. Dans le cas d’un chargement cyclique uni-axial, c’est effectivement ce dont il
s’agit. À l’amorce de la fermeture des fissures, en conséquence de la non-concordance des
surfaces des fissures, des contacts sur des plans inclinés sont initiés propices au glissement
(fig. 1.12).

Bien que l’origine lointaine des effets hystérétiques (incompatibilités géométriques) ne soit
pas remise en cause, il est possible d’envisager une origine directe différente. En effet, dans
un contexte différent, celui de la mécanique des roches, l’origine des effets hystérétiques
observés sur un joint rocheux irrégulier, rugueux [Goodman, 1976] est attribuée non pas
à de la friction, mais à l’écrasement des aspérités des surfaces des fissures. L’écrasement
se produit suite aux concentrations de contraintes localisées aux extrémités des aspérités
entrant en contact. Ainsi bien que le chargement global n’excède pas la résistance en
compression du matériau, ces localisation de contraintes entrâınent des ruptures localisées
(écrasements).

Il a d’ailleurs été observé que la reprise de rigidité d’un matériau sous chargement cy-
clique, l’effet unilatéral, est d’autant plus soudaine que la résistance en compression du
matériau est élevée [Duffaut et Homand, 2000]. Puisque le fait d’augmenter la résistance en
compression influence effectivement les phénomènes macroscopiques observés sous charge-
ment cycliques, l’implication du mécanisme d’écrasement des aspérités est mis évidence,
lui-même directement influencé par la résistance en compression du matériau.

Néanmoins, cette hypothèse qui consiste à expliquer les effets hystérétiques par l’écrase-
ment des aspérités, impliquerait qu’à endommagement constant, ceux-ci s’estompent ra-
pidement après quelques cycles. En effet, si aucune nouvelle fissure ne se développe, la
proportion d’aspérités restantes après plusieurs cycles de charge-décharge tend à devenir
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nulle. Dans le cas d’un joint rocheux, l’atténuation rapide des effets hystérétiques a été
observée par Bandis et al. [1983] en pratique après trois cycles.

En revanche, il est tout aussi possible que des effets hystérétiques causés par de la friction
s’atténuent à mesure des cycles de charge-décharge, en considérant l’érosion des surfaces
de frottement. Des observations récentes effectuées par Crambuer [2013], lors d’un essai de
flexion trois-points alternée sur des poutres en béton, appuient davantage cette hypothèse.
Ainsi de manière générale, il n’est pour l’instant pas contesté que dans le cas du béton,
les effets hystérétiques sont principalement expliqués par un mécanisme de friction.

Quoi qu’il en soit, et étant donné le manque de consensus dans la littérature, il serait
donc intéressant de pouvoir analyser plus en détails le comportement sous chargement
cyclique du béton pour éclaircir le type de mécanisme directement à l’origine des effets
hystérétiques.

 
Perturbation

Zone de friction

Figure 1.12: Fissure soumise à des cycles de charge-décharge [Mihai et Jefferson, 2011].

2.2.3 Incompatibilités géométriques

Bien que les phénomènes macroscopiques observés sous chargement cycliques aient fait
l’objet de nombreuses recherches, l’origine d’incompatibilités géométriques des surfaces de
fissures justifiant de ces phénomènes l’est en revanche beaucoup moins. Diverses explica-
tions peuvent être trouvées dans la littérature. D’un côté, l’hypothèse d’incompatibilités
générées par une perturbation locale, au niveau de la fissure, en opposition. D’un autre
côté, l’hypothèse d’une perturbation globale introduite par une sollicitation mécanique
extérieure incontrôlée.

Une perturbation locale se justifie principalement de deux manières :
— comme une conséquence du comportement au jeune âge du béton : le retrait [Brif-

faut et al., 2013] ;
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— comme une conséquence de la présence partielle d’eau libre dans les pores du
matériau : dans le cas de roches, une dépendance des effets hystérétiques au degré
de saturation du matériau a été observée [Van Den Abeele et al., 2002].

Dans les deux cas, un champ de contraintes hétérogène auto-équilibré est présent dans le
volume de matériau étudié. La figure 1.13 met évidence la présence ce champ hétérogène,
elle illustre la répartition de déformations locales, après séchage, obtenues par corrélation
d’images [Hilaire, 2014].

La propagation de la fissuration dans le volume, crée des surfaces libres de contraintes
et induit la relaxation d’une partie des contraintes internes. La ré-équilibration de ces
contraintes vient alors perturber la position des surfaces de la fissure venant de s’ouvrir,
et conduit aux incompatibilités géométriques constatées. Toujours dans le contexte des
perturbations locales, une troisième justification pourrait être la présence dans les fissures
de débris de matière, détachés du volume principal de matériau lors de l’initiation de la
fissuration. Ces débris, libres de déplacements dans le vide formé par la fissure, seraient
alors responsable d’incompatibilités géométriques.

(a) mésostructure du VER (b) trace des déformations locales

Figure 1.13: Déformations locales dans un VER de béton après séchage mesurées par
corrélation d’images [Hilaire, 2014].

Une perturbation globale, moins souvent proposée, affecte directement les conditions aux
limites. Dans le cas d’un chargement uni-axial, il s’agirait par exemple d’un désaxage du
vérin appliquant la sollicitation, conséquence d’une propagation non-symétrique de la fis-
suration et observé expérimentalement, entre autres, par Hordijk et al. [1987]. L’hypothèse
d’une perturbation globale est appuyée par l’étude sous chargement cyclique d’un joint
rocheux. Gentier [1987] a montré que des cycles de pré-chargement permettent d’atténuer
les effets hystérétiques. Ces cycles ont pour effet de réaligner les deux blocs constituant le
joint rocheux et donc de diminuer la perturbation globale introduite dans les conditions
aux limites.
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3 L’expérimentation numérique

Les matériaux quasi-fragiles peuvent être qualifiés de complexes, d’une part en raison
de leur comportement fortement adoucissant, et d’autre part en raison de leur forte
hétérogénéité structurelle. Ces deux caractéristiques impliquent une forte propension des
matériaux quasi-fragiles à présenter des discontinuité de champs de déplacement ou de
déformation, et rendent difficile une modélisation à l’échelle du VER, l’échelle à laquelle le
matériau doit être considéré comme homogène. Ce type de modèle est qualifié de modèle
macroscopique, par opposition au terme modèle fin employé par la suite, et trouve
son utilité pour la simulation de réponses de structures complètes.

La formulation de modèles constitutifs macroscopiques, directement à partir de résultats
expérimentaux requiert une quantité d’informations importante, comme il a pu l’être
remarqué dans la partie précédente, ce qui rend le processus trop coûteux en termes
d’essais en laboratoire. De plus cette démarche présente encore de nombreuses lacunes
qualitativement parlant. Ainsi pour contourner le problème, des méthodes dites multi-

échelle sont employées, et nécessitent le développement de modèles de comportement à
une échelle inférieure. Ce type de modèle est qualifié de modèle fin.

3.1 Une démarche multi-échelle

Une démarche multi-échelle consiste à reproduire le comportement d’un matériau à l’aide
de plusieurs modèles. À chaque échelle d’intérêt, un modèle est associé. Le passage par une
échelle de modélisation inférieure permet de réduire la complexité des équations employées.
Les phénomènes d’influence, et donc à reproduire, sont d’autant plus simples et moins
nombreux que l’échelle diminue. Le retour à une échelle supérieure de modélisation est
ensuite nécessaire pour permettre la réalisation de calculs de structures complètes, dans
des temps de calculs raisonnables.

Dans le cadre de ces travaux, seulement deux niveaux de modélisation sont utilisés, s’ap-
puyant sur les modèles qualifiés de fin et de macroscopique. Cependant, le nombre de
modèles exploités dans une démarche multi-échelle n’est pas toujours aussi limité. À titre
d’exemple, une succession de trois modèles ont été utilisés par Qian [2012] pour décrire un
VER de béton. Les modèles permettent de décrire des échelles allant de la pâte de ciment,
en passant par le mortier, pour remonter jusqu’au béton. Ainsi à partir de connaissances
sur les phases considérées comme homogènes constituant le béton (pâte de ciment, granu-
lats) Qian [2012] extrapole les propriétés d’un VER de béton. À noter que, si les équations
utilisées à l’échelle de la pâte de ciment sont amplement simplifiées par rapport à celles
employées pour décrire le comportement d’un VER de béton, l’obtention des propriétés
du matériau à une échelle aussi fine, en revanche, est fortement complexifiée.

Il n’existe pas une unique démarche multi-échelle, les différentes approches sont nuancées
par la manière dont elles font dialoguer les différents modèles relatifs à chaque échelle.
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Dans un premier temps, il est possible de distinguer un groupe de démarches multi-échelle,
pour lesquelles les différents modèles sont sollicités au sein d’un même calcul [Belytschko
et Song, 2010] :

— un couplage fort des modèles, ou utilisation simultanée [Guidault et al., 2007] :
Cette démarche multi-échelle s’appuie sur les méthodes de décomposition de do-
maines. La structure complète est décomposée en deux types de domaines. D’un
côté, les domaines modélisés par un modèle macroscopique, dans lesquels les phé-
nomènes complexes, ou fortes non-linéarités, n’ont qu’une faible chance de se ma-
nifester. De l’autre côté, les domaines modélisés par le modèle fin, dans lesquels un
fort niveau de détail est requis. L’équilibre entre les deux types de domaines est
assuré par l’introduction d’une interface, les variables associées à chaque domaine
n’étant pas nécessairement identiques ;

— un couplage faible des modèles, ou utilisation hiérarchique (méthodes FE2) [Feyel
et Chaboche, 2000] : Cette démarche multi-échelle remplace l’emploi de lois consti-
tutives complexes par un calcul à partir du modèle fin. Les modèles fin et ma-
croscopique sont utilisés en alternance. Un état de sollicitation macroscopique est
d’abord déterminé par un calcul réalisé avec le modèle macroscopique. L’état de
sollicitation en chaque point de Gauss est ensuite transmis au modèle fin. Un nou-
veau calcul est effectué avec ce dernier pour les conditions aux limites transmises.
L’état de sollicitation obtenu dans le modèle fin est finalement homogénéisé, pour
permettre d’actualiser l’état de sollicitation en chaque point de Gauss du modèle
macroscopique.

À ce premier groupe de démarches multi-échelle, s’ajoutent deux autres types, pour les-
quels les modèles fin et macroscopique sont employés séparément :

— une utilisation en post-traitement [Oliver-Leblond et al., 2013] : Le modèle fin est
utilisé à la suite d’un premier calcul complet effectué à l’aide du modèle macro-
scopique. Le modèle fin est utilisé comme un outil de post-traitement du résultat
obtenu par le modèle macroscopique. Dans une zone restreinte, zone dans laquelle
se manifestent les discontinuités (fissures) un second calcul est effectué à l’aide du
modèle fin exploitant les conditions aux limites extraites du calcul effectué avec
le modèle macroscopique. Il est ainsi possible d’extraire des données difficilement
accessibles par l’intermédiaire du modèle macroscopique, telles que l’ouverture de
fissures. À la différence d’une utilisation hiérarchique, l’alternance entre les modèles
macroscopique et fin, n’est effectuée qu’une seule fois, lorsque le calcul sur la base
du modèle macroscopique est achevé. Il n’y a donc pas de retour des informations
obtenues à l’aide du modèle fin vers le modèle macroscopique ;

— une utilisation en pré-traitement [Delaplace et Desmorat, 2007] : Appelée “expéri-
mentation numérique”, cette démarche consiste à remplacer une part des essais en
laboratoire par des simulations. En accordant une certaine confiance à la fidélité du
modèle, il est possible d’exploiter les résultats de cette expérimentation numérique
pour développer et identifier le modèle macroscopique, ensuite utilisé pour le calcul
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de structure.

Dans ces travaux de thèse, une démarche d’expérimentation numérique est adoptée. Dans
le paragraphe qui suit, les avantages d’une telle démarche multi-échelle sont mis en avant,
relativement à une démarche d’expérimentation en laboratoire.

3.2 Complémentarité de l’expérimentation numérique

Une des limites à l’enrichissement et à l’utilisation de modèles continus macroscopiques
est leur besoin conséquent en essais de plus en plus complexes.

Concernant leur utilisation, il est principalement question d’essais répétitifs servant à
l’identification des paramètres du modèle. L’hétérogénéité des matériaux quasi-fragiles,
notamment celle des roches ou du béton, n’est que très peu contrôlée. Or la méso-structure
influence significativement la valeur que prennent les paramètres matériaux d’un modèle ;
ainsi il est souvent nécessaire d’avoir à ré-identifier ces paramètres d’un jeu d’éprouvettes
de matériau à un autre.

Concernant leur enrichissement, il s’agit d’un besoin, certes moindre, d’essais de ca-
ractérisation. Dans la section 2, il a été mis en évidence qu’une grande partie de la
phénoménologie des matériaux quasi-fragiles a déjà été appréhendée, toutefois il reste
encore des configurations de chargement qui n’ont pas ou peu été explorées (chargements
cycliques, chargements multi-axiaux) et ce, principalement à cause du caractère fragile de
ces matériaux qui pose des problèmes de contrôle de l’expérience. De plus, même si les
phénomènes sont quantifiés, les mécanismes en cause ne sont pas nécessairement assimilés.
C’est notamment le cas pour les incompatibilités géométriques auxquelles est attribuée
l’origine des déformations résiduelles et des effets hystérétiques observés sous chargement
cyclique. La cause de ces incompatibilités n’est pas encore clairement expliquée.

Finalement, qu’il s’agisse d’identification ou de caractérisation, les besoins expérimentaux
sont importants. Mais l’expérimentation numérique n’a pas pour seule vocation de servir
comme simple substitut à l’expérimentation en laboratoire. Au-delà d’un investissement
moindre en temps et en ressources matérielles, l’expérimentation numérique permet de
lever des obstacles auxquels l’expérimentation en laboratoire est confrontée de manière
récurrente, comme :

— garantir la reproductibilité des essais et des résultats ;
— étudier des cas de chargement nécessitant un dispositif complexe ;
— évaluer des quantités difficilement accessibles.

Pour les matériaux quasi-fragiles, les essais de traction illustrent bien ces obstacles. Dans
le cas d’un chargement uni-axial, les conditions aux limites en régime post-pic sont dif-
ficilement contrôlables. Dès lors que la fissuration ne se propage pas symétriquement,
de la flexion peut être induite dans l’éprouvette, il n’est alors plus possible de parler de
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traction pure (fig. 1.14). Et dans le cas tri-axial, l’essai n’a tout simplement jamais été
réalisé.

Figure 1.14: Flexion induite par la propagation asymétrique de la fissuration lors d’un
essai de traction directe.

L’expérimentation numérique permet ainsi de répondre à ces problématiques. Delaplace
et Desmorat [2007] ont exploité cette démarche afin de calibrer la sensibilité à l’endom-
magement h(D) du module de compressibilité hydrostatique effectif, dans le modèle d’en-
dommagement anisotrope de Desmorat et al. [2007]. La calibration de cette sensibilité
nécessite la réalisation d’un chargement de traction tri-axiale endommageante, suivie de
chargements de traction uni-axiale, successivement, dans les trois directions orthogonales.
Cette procédure est nécessaire afin de pouvoir évaluer le tenseur d’endommagement D à

la suite d’un chargement tri-axial. Étant donné la complexité de ce processus, une cali-
bration du modèle de Desmorat et al. [2007] ne pourrait donc tout simplement pas être
réalisée en laboratoire.

Dans le cadre de l’étude menée par Delaplace et Desmorat [2007], la complexité de l’essai
est le facteur limitant l’accès à l’information, mais il s’avère aussi que parfois l’information
recherchée elle-même, soit inaccessible. En cause, le fait que l’information, ou quantité
d’intérêt, ne possède que peu ou pas de fondement physique. Chose fréquente dans le
cas de modèles macroscopiques phénoménologiques, voire empiriques. En cause, aussi, le
fait que d’accéder à la quantité d’intérêt requerrait une instrumentation trop poussée de
l’essai, entre autres, la mesure d’une énergie dissipée spécifique à un mécanisme spécifique
(fissuration, friction) ou encore l’estimation de la proportion de fissures ouvertes et fermées
dans un volume de matériau dégradé.

Les quantités qui viennent d’être mentionnées sont celles qui feront l’objet d’une expé-
rimentation numérique par la suite, notamment pour caractériser les effets unilatéral et
hystérétiques.
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Néanmoins, avant de procéder à une quelconque expérimentation numérique, il est néces-
saire de pouvoir accorder une confiance certaine au modèle fin utilisé, notamment en
termes de fidélité et de robustesse. Le choix de la méthode de modélisation numérique
adaptée au développement du modèle fin est détaillé dans ce qui suit.

4 Méthodes de modélisation pour l’expérimentation

numérique

Le modèle fin se positionne à une échelle inférieure à celle du VER, autrement dit une
échelle à laquelle le matériau ne peut plus être considéré comme homogène. L’intérêt du
modèle fin est bien évidemment de pouvoir tenir compte des conséquences de la présence
d’hétérogénéités. Pour les matériaux quasi-fragiles les hétérogénéités dont il faut tenir
compte sont la fissuration, les pores et les défauts, et les autres phases, spécifiques au
matériau, se distinguant à l’échelle de modélisation choisie. Dans le cas du béton à l’échelle
mésoscopique, par exemple, il s’agit du mortier, de l’interface de transition, et des granu-
lats.

Dès lors qu’il est nécessaire de tenir compte d’hétérogénéités, une modélisation issue de
la Méthode des Éléments Finis ou Finite Element Method (FEM), entièrement continue,
s’avère peu efficace. Reproduire des hétérogénéités initialement présentes dans le matériau
(phases de propriétés mécaniques différentes) n’est pas irréalisable, mais nécessite soit
l’emploi de maillages adaptés, soit la modification des fonctions de formes associées aux
éléments finis traversés par une discontinuité de phase [Nguyen et al., 2010]. Un maillage
adapté implique qu’un élément fini ne peut appartenir qu’à une unique phase. Cette
solution est coûteuse, car elle impose que le maillage soit suffisamment fin pour que
la répartition spatiale de chaque phase soit respectée. La modification des fonctions de
formes sur un élément fini constitué de deux phases est réalisée de sorte que la discontinuité
des déformations conséquence du changement de propriétés, soit lissée sur l’ensemble de
l’élément fini.

Cependant reproduire des hétérogénéités apparaissant lors de l’essai, pour ne pas dire
plus simplement des fissures, est plus ardu. Décrire explicitement une fissure dans une
modélisation classique par la FEM ne peut se faire autrement que par remaillage complet
du volume de matériau modélisé pour laisser apparâıtre le vide formé. Cette solution n’est
évidemment pas envisageable, étant donné les coûts de calculs engendrés par le remaillage
complet, d’autant plus lorsqu’il s’agit de matériaux quasi-fragiles dont la fissuration est
d’abord diffuse avant de localiser. La seule solution viable reste donc, comme pour des
modèles macroscopiques, de répartir la fissuration sur un ou plusieurs éléments, par le
biais de la théorie de l’endommagement. Néanmoins, l’emploi de cette théorie pose le
même problème au sein d’un modèle fin qu’au sein d’un modèle macroscopique, à savoir
celui d’un manque d’objectivité vis-à-vis de la finesse du maillage. Il est donc nécessaire
d’utiliser une méthode de régularisation [Wriggers et Moftah, 2006].
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Compte tenu des limitations rencontrées par une modélisation issue de la FEM classique,
et la démarche d’expérimentation numérique étant réalisée au préalable des calculs de
structures (offline), il semble raisonnable de se tourner vers des méthodes plus adaptées
et plus réalistes, même si cela se fait parfois au détriment des coûts de calculs. Ainsi
dans ce qui suit, l’attention sera portée sur les méthodes numériques de modélisation
permettant de prendre en compte explicitement des discontinuités de champs.

4.1 Méthodes issues de la mécanique des milieux continus

Plusieurs méthodes de modélisation s’inspirent directement la FEM, et se fondent donc sur
la mécanique des milieux continus. Ces méthodes sont ensuite enrichies afin de permettre
une description explicite des discontinuités de champs de déplacement et de déformation,
sans nécessiter de remaillage complet de la structure modélisée.

Outre l’introduction ponctuelle d’éléments d’interface [Rossi et Richer, 1987; Snozzi et al.,
2011], l’enrichissement de la cinématique de la FEM nécessite l’utilisation de fonctions de
formes supplémentaires. Pour leur proximité avec la FEM, et donc profitant de nombre
de ses développements, la Embedded Finite Element Method (E-FEM) [Ortiz et al., 1987]
et la eXtended Finite Element Method (X-FEM) [Moës et al., 1999], sont parmi les plus
populaires.

La première (E-FEM) consiste en un enrichissement local des éléments finis traversés
par une discontinuité de champ, des fonctions de formes spécifiques sont introduites (fig.
1.15). Contrairement à ce qui a été mentionné précédemment pour tenir compte d’un
changement de phase [Nguyen et al., 2010], les fonctions de formes peuvent ici être dis-
continues, à l’image de la fonction Heaviside, pour reproduire une discontinuité du champs
de déplacement (1.1). La fonction de forme introduite permet de corriger le champ dis-
continu sur l’élément fini concerné, de manière similaire à un modèle constitutif, ainsi
d’un point vue global, le nombre d’inconnues du problème (déplacements nodaux) reste
inchangé. D’où le nom de méthode d’enrichissement local.

uE−FEM = ∑
i∈I uiφi + ∑

e∈E βe

⎛
⎝H − ∑k∈N+e φk

⎞
⎠ (1.1)

avec ui les déplacements du nœud i, φi les fonctions de forme classiques du nœud i, I
l’ensemble des nœuds, β

e
le saut de déplacement de l’élément enrichi e, E l’ensemble des

éléments enrichis,N+e l’ensemble des nœuds de l’élément e situés au-delà de la discontinuité
Γd, donc appartenant à Ω+ (fig. 1.15), et H la fonction de Heaviside.

La seconde méthode (X-FEM), à l’inverse, consiste à enrichir globalement les nœuds
des éléments finis traversés par une discontinuité de champ, en introduisant des degrés de
liberté supplémentaires (fig. 1.15). Le champ discontinu est approché par une combinaison
linéaire de fonctions de formes classiques et des degrés de liberté initiaux, à laquelle est
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ajoutée une combinaison linéaire de fonctions de formes fondées sur la partition de l’unité
[Babuska et Melenk, 1997] et des degrés de libertés supplémentaires introduits (1.2). Cette
seconde partie du champ discontinu fait office d’enrichissement global.

uX−FEM = ∑
i∈I uiφi +∑

j∈J bjφjH (1.2)

avec b les déplacements nodaux additionnels, J l’ensemble des nœuds additionnels.
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Figure 1.15: Description d’une discontinuité par la E-FEM et la X-FEM, et modifications
associées des fonctions de forme [Jirásek et Belytschko, 2002].

Les degrés de liberté supplémentaires introduits dans la X-FEM (b2 et b3 sur la figure
1.15) permettent de découpler entièrement les déplacements de deux sous-divisions de
l’élément fini délimitées par la discontinuité.

Au contraire dans le cas de la E-FEM, il n’est possible d’introduire une discontinuité du
champ discrétisé qu’à l’ordre 0 mais pas de ses dérivées d’ordre supérieur. Ainsi, dans
une formulation variationnelle classique – le champ discrétisé est le déplacement – il est
possible d’observer une discontinuité du champ de déplacement, mais pas de sa dérivée,
le champ de déformation. En conséquence, des incompatibilités du champ de déformation
peuvent apparâıtre, ainsi que des contraintes artificielles. Une manière de remédier à
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ce problème, en restant dans le cadre de la E-FEM, consiste à utiliser une formulation
variationnelle mixte en déplacements et en déformations [Washizu, 1975]. Les deux champs
sont alors introduits indépendamment dans la formulation du problème.

Il faut noter que bien d’autres méthodes tout aussi populaires existent dans la littérature
et permettent de tenir compte de discontinuités de champs. Elle sont fondées sur un
enrichissement de FEM, entre autres la Generalized Finite Element Method (G-FEM)
[Strouboulis et al., 2000] et la Meshfree Galerkin Method [Belytschko et al., 1994], mais
leur emploi pour la modélisation de matériaux quasi-fragiles reste rare.

4.2 Méthodes issues de la mécanique des solides indéformables

À l’inverse des méthodes fondées sur la mécanique des milieux continus, les méthodes
fondées sur la mécanique des solides indéformables, décrivent la matière comme un mi-
lieu entièrement discontinu. Il s’agit d’un ensemble de solides, dont la position est ici
définie en un point, auxquels peuvent être associés une masse et un volume. Les notions
de contraintes et de déformations n’ont plus lieu d’être et sont remplacées par les notions
d’efforts et de moments, et de déplacements et de rotations. Toutefois, il est souvent fait
appel aux notions de contrainte et de déformation dans le contexte des méthodes fondées
sur la mécanique des solides indéformables, pour tenter d’homogénéiser les résultats ob-
tenus.

La Méthode des Éléments Discrets ou Discrete Element Method (DEM) [Cundall et
Strack, 1979] décrit la matière comme un ensemble de particules rigides complètement
indépendantes. Une particule est définie par un centre et une enveloppe, délimitant son
volume. Le mouvement d’une particule est entièrement décrit par les degrés de liberté
(déplacements et rotations) de son centre. Contrairement à la FEM, la DEM n’est pas une
méthode de résolution numérique d’équations aux dérivées partielles. La DEM consiste,
assez trivialement, à résoudre l’équilibre de forces ponctuelles appliquées à un ensemble
de points, constitué des centres des particules. Les forces dont il est question dans les
premiers travaux exploitant la DEM sont le contact et frottement, ces interactions sont
suffisantes pour modéliser des empilements granulaires. Par la suite, la cohésion y a été
ajoutée, par le biais de réseaux de poutres [Kawai, 1978], pour décrire des matériaux
quasi-fragiles.

Dans le cadre de la DEM, les particules sont parfaitement rigides donc incapables de subir
une quelconque déformation. Afin de permettre la déformation du milieu, chose nécessaire
lorsque la DEM est utilisée pour modéliser un milieu initialement continu, les particules
sont autorisées à se recouvrir. Une raideur de pénalisation, calculée à partir de la rigidité
élastique du matériau, est utilisée pour restreindre de manière réaliste le recouvrement
des particules.

La Discontinuous Deformation Analysis (DDA) [Shi et Goodman, 1985] palie à cette li-
mitation en permettant une déformation élastique des particules, ou blocs, comme elles
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sont appelées dans le contexte de cette méthode. Dans les premières versions de la DDA,
les blocs sont caractérisés par les déplacements et rotations de leur centre, comme pour
la DEM, ainsi que par un tenseur de déformation, unique pour le bloc entier. Plus au-
cun recouvrement des blocs n’est permis, le contact est donc géré par une méthode de
pénalisation à proprement parler, ou par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
L’équilibre est trouvé de manière à satisfaire un minimum d’énergie totale du système
entier de blocs étudié. Dans des développements plus récents, le calcul de la déformation
des blocs s’apparente de plus en plus à un calcul par la FEM [Ghaboussi, 1988], une
discrétisation du bloc en sous-élément est réalisée afin de permettre une description plus
précise de sa déformée. La DDA tend alors vers un compromis entre les deux méthodes
de modélisation numériques que sont la DEM et la FEM.

4.3 Discussion

Chacune des méthodes mentionnées ci-dessus présente un certain nombre d’avantages et
d’inconvénients vis-à-vis d’une modélisation fine du comportement des matériaux quasi-
fragiles sous chargements cycliques. Le choix de la méthode employée dans le reste de ces
travaux s’est fait selon les arguments suivants :

— La E-FEM et ses dérivées sont légères en termes de coûts de calculs grâce à un
enrichissement de la cinématique uniquement local. Néanmoins, ces méthodes ont
le désavantage de générer des contraintes résiduelles artificielles dans les fissures
[Jirásek, 2000], à moins d’employer un enrichissement plus complet des fonctions de
formes, pour permettre la discontinuité des déplacements et des déformations quel
que soit le mode de sollicitation de la fissure. De plus, l’enrichissement cinématique
étant local à l’élément, il ne permet pas de garantir au niveau global de la structure
la continuité de la discontinuité, et donc du trajet de fissuration.

— La X-FEM et ses dérivées ont l’avantage de permettre une discontinuité parfaite
des champs décrits de part et d’autre d’une fissure ou d’un changement de phase,
par l’introduction de degrés de liberté supplémentaires. Ainsi, il est possible de
suivre le trajet de fissuration et d’en obtenir une description précise. Cependant,
cet enrichissement global du modèle numérique est coûteux en temps de calculs, car
les degrés de liberté d’un élément fini traversé par une discontinuité sont dédoublés.
La taille du problème à résoudre crôıt donc rapidement. Ce point est d’autant plus
pénalisant que pour les matériaux quasi-fragiles la fissuration est largement diffuse
dans les premiers stades de dégradation, avant de localiser. Une quantité plus
importante de discontinuités est à prévoir que pour des matériaux à rupture plus
fragile.

— La DEM et ses dérivées ont l’inconvénient d’avoir recours à des particules indé-
formables. Sans une discrétisation suffisamment fine, la description du comporte-
ment continu du matériau est en partie dégradée. De plus, les fissures ne peuvent
se propager qu’entre les particules, celles-ci étant indéformables et donc indivi-
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sibles. Le chemin emprunté par la fissuration n’est donc pas totalement objectif.
Néanmoins, encore une fois, le raffinement de la taille des particules permet de
compenser cette lacune. Par ailleurs, la mésostructure d’une partie des matériaux
quasi-fragiles, notamment le béton, est un ensemble d’inclusions rigides (granulats)
incorporées dans une matrice souple (mortier/pâte de ciment) dans laquelle se lo-
calisent les déformations et donc les discontinuités. Cette description se rapproche
considérablement de celle d’un empilement granulaire cohésif, structure pour la-
quelle la DEM s’avère très efficace, sans même considérer de distinction de phases.

— La DDA et ses dérivées semblent les plus complètes, elles permettent une des-
cription sans contre-parties cinématiques, aussi bien du milieu continu que des
discontinuités. Leur seul inconvénient, de taille, reste les coûts de calculs, ceux-
ci augmentent rapidement avec le nombre de blocs considérés. La DDA n’est pas
conçue pour l’étude d’un grand nombre de blocs. Or le nombre de blocs ne peut
être réduit sans limiter l’objectivité du trajet de fissuration. Les coûts de calculs
sont amplifiés par la résolution de problèmes de contact (problèmes non-linéaires)
tout en autorisant la déformation des blocs, ce qui implique un nombre de degrés
de liberté bien plus conséquent qu’avec la DEM.
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Figure 1.16: Modèle discret d’une éprouvette rompue et profil de fissuration mesuré
[Delaplace, 2008].

En conclusion, aucune méthode de modélisation n’est à exclure impérativement, d’ailleurs
la E-FEM [Benkemoun et al., 2010], la X-FEM [Sukumar et Prévost, 2003], la DEM [D’Ad-
detta et al., 2002], et la DDA [Pearce et al., 2000] ont déjà toutes été utilisées pour tenter
de reproduire le comportement de matériaux quasi-fragiles jusqu’à la rupture. Toutefois
compte tenu de l’objectif de ces travaux, à savoir modéliser le comportement mécanique
sous chargement cyclique de matériaux quasi-fragiles, la DEM semble être l’alternative
la plus intéressante. En effet, dans la section précédente abordant la phénoménologie des
matériaux quasi-fragiles, il a été mis en avant que la plupart des phénomènes macrosco-
piques observés sous chargements cycliques sont fortement influencés par la description
géométrique de la fissuration. Bien que la DEM reste encore loin d’une reproduction fidèle
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de la topologie d’une fissure, elle permet tout de même d’obtenir des informations exploi-
tables sur la rugosité et la tortuosité [Delaplace, 2008] (fig. 1.16). De plus, les méthodes
issues de la mécanique des solides indéformables possèdent une aisance supplémentaire
pour reproduire explicitement les mécanismes de contact et de friction au niveau des
discontinuités.

5 Synthèse

Au travers de cette introduction bibliographique, le fondement du travail à venir a été
éclairci.

Le comportement mécanique des matériaux quasi-fragiles est déjà largement appréhendé.
Une grande partie des phénomènes macroscopiques observés expérimentalement sous char-
gement monotone est déjà clairement expliquée et physiquement justifiée. Inversement,
sous chargement cyclique, des lacunes persistent. Du moins, un consensus ne se dégage
pas systématiquement sur l’explication physique qui leur est attribuée. La complexité
des essais à concevoir est à mettre en cause. En effet, expérimentalement, il n’est pas
simple d’évaluer la dépendance de l’effet unilatéral ou des effets hystérétiques, au niveau
de dégradation du matériau, ou encore à la présence partielle d’eau et au comportement
au jeune âge.

Bien que l’objectif d’ensemble de cette étude soit la simulation de la réponse de struc-
tures complètes, tenter de lever certaines indéterminations du comportement mécanique
des matériaux quasi-fragiles à l’échelle du VER est aussi intéressant. Ainsi le choix d’une
démarche d’expérimentation numérique, au sein de laquelle les modèles fins et macro-
scopiques ne sont que faiblement couplés est adaptée. En effet, une telle démarche per-
met de porter séparément une attention particulière à l’analyse du comportement fin
du matériau, d’une part, et au développement et à la mise en œuvre de modèles ma-
croscopiques, d’autre part. L’homogénéisation des résultats obtenus à l’échelle fine par
la formulation d’un modèle macroscopique n’est cependant pas systématique, contraire-
ment aux méthodes mutli-échelle fortement couplées. Le soin de ce travail est laissé à la
discrétion du modélisateur, comme il est fait classiquement à partir de résultats d’essais
en laboratoire.

Le choix d’un modèle fin fondé sur la méthode aux éléments discrets est propre aux
matériaux quasi-fragiles et au besoin d’étudier le comportement sous chargement cyclique.
La capacité des modèles discrets à décrire une discontinuité du champ de déformations
sans introduire la moindre contrainte parasite, à reproduire un trajet de fissuration continu
et relativement réaliste, et à reproduire le comportement mécanique unilatéral d’une fis-
sure par une gestion simple du contact, en fait l’outil adéquat aux besoins l’étude.
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3 Description du modèle discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1 Maillage et forme des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2 Interactions entre particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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1 Introduction

L’outil d’expérimentation numérique développé dans ce travail s’appuie sur un modèle dis-
cret existant DEAP2D initialement conçu par Delaplace [2008]. Une présentation détaillée
en est faite. Celle-ci s’attarde sur les choix de modélisation effectués au cours de son
élaboration, en vue d’une utilisation de l’outil comme un intermédiaire entre les résultats
d’expérience et la mise en œuvre de modèles de comportement macroscopiques pour le
calcul de structures. Toutefois, ce modèle discret est encore à un stade de développement
où seuls des chargements monotones peuvent être étudiés, et possède une efficacité li-
mitée pour des modes de fissuration autres que la fissuration en mode I. Ainsi, à travers
cette thèse deux développements sont proposés : l’introduction du contact frottant et
l’utilisation d’un critère de rupture adapté.

L’introduction du contact dans le modèle initial DEAP2D n’est pas, à première vue, un
point délicat. Le contact est l’interaction principale considérée dans les modèles issus de
la DEM, et ce depuis le premier modèle de ce type développé par Cundall et Strack [1979].
Cependant, les modèles issus de la DEM ne sont pas classiquement utilisés pour étudier le
comportement de matériaux cohésifs sujets à fissuration. Les applications scientifiques de
ces modèles étant sensiblement différentes, les schémas de résolution numérique utilisés
le sont tout autant. Il s’agit très souvent d’une résolution explicite réalisée dans un cadre
dynamique. Dans le contexte de ces travaux, et donc l’étude de la fissuration de matériaux
cohésifs soumis à des chargements lents, un cadre quasi-statique est plus adapté. Dans le
modèle initial DEAP2D, la résolution numérique est réalisée avec le schéma Saw-Tooth

[Rots et Invernizzi, 2004]. L’usage de ce schéma permet de résoudre de manière stable
le problème de fissuration. Cependant lorsque l’interaction de contact est introduite, le
schéma Saw-Tooth n’est plus fonctionnel, du fait de son caractère explicite et du cadre
quasi-statique de l’étude. En effet, la non-linéarité du problème de contact, ne permet
plus de conserver la stabilité des résultats. Et l’abandon des effets dynamiques, notam-
ment l’amortissement visqueux, induit des oscillations numériques. Le choix est donc fait
d’approfondir le développement du schéma de résolution numérique Saw-Tooth, afin de le
rendre implicite.

Les problèmes de contact et de résolution numérique mis à part, le modèle initial DEAP2D
soulève les mêmes problèmes que les réseaux de poutres en ce qui concerne la dissipation
énergétique conséquence de la fissuration. En effet, il est généralement admis que les
réseaux de poutres affichent un comportement à la rupture en traction bien trop fragile
[Schlangen et Van Mier, 1992]. Pour reproduire un comportement quasi-fragile en traction,
les hétérogénéités du matériau sont considérées par le biais de distributions statistiques
des paramètres matériaux influençant la rupture. La tendance des réseaux de poutres
à afficher un comportement fragile en compression est une problématique moins connue
mais qui reste importante. Ainsi la formulation du critère de rupture local est discutée
pour répondre à cette problématique.
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2 Philosophie de modélisation fine

Le modèle fin développé dans ce travail se caractérise par une combinaison de la DEM
et d’un réseau de poutres. L’objectif des développements à venir est de permettre la
reproduction fidèle du comportement mécanique de matériaux quasi-fragiles à une échelle
inférieure à celle du VER, et ainsi, par la suite, d’effectuer des expériences numériques,
notamment sous chargements cycliques.

Dans le but de mettre en place un modèle discret prédictif, il est nécessaire de s’assurer que
le modèle soit aisément identifiable. Peu d’intérêts pourraient être trouvés en ne faisant
que reporter à une échelle inférieure, les problèmes rencontrés à l’échelle macroscopique
avec les modèles continus. Contrairement à ces modèles, le modèle discret se doit de
s’orienter vers une description enrichie de la géométrie et de la physique du milieu et
donc vers un usage d’équations constitutives simples. Dans le modèle discret développé,
hormis l’introduction d’un modèle de friction et la prise en compte de la rupture fragile,
l’ensemble des comportements considérés sont donc réversibles.

Il existe aujourd’hui de nombreuses méthodes pour reproduire des morphologies méso-
scopiques, voire microscopiques, réalistes. Des morphologies peuvent être, par exemple,
reproduites par analyse d’images [D’Addetta, 2004] ou par seuillage de champs aléatoires
corrélés spatialement [Roubin et al., 2015]. Néanmoins, aucune distinction de phase n’est
faite dans le modèle discret. Seuls les vides induits par la propagation de la fissuration
sont naturellement pris en compte. Ce choix se justifie par le souhait de simplifier, dans
la mesure du possible, la procédure d’identification du modèle. Ne pas faire de distinc-
tion de phases permet de ne pas avoir à introduire de paramètres matériaux spécifiques
à chaque phase, qui à des échelles relativement fines peuvent s’avérer difficiles à iden-
tifier [Bažant, 2010]. La discrétisation du milieu dans le modèle discret est effectuée en
volumes (particules) rigides et indépendants. En conséquence du choix qui vient d’être
effectué, chaque particule représente donc un élément de volume de matériau homogène.
En revanche, deux aspects aléatoires sont introduits, d’une part lors de la procédure de
discrétisation, et d’autre part lors de l’attribution des propriétés mécaniques. Ainsi, le
matériau hétérogène est discrétisé en milieux homogènes probabilistes.

En l’état initial, le modèle DEAP2D ne peut être utilisé qu’à l’étude de chargements
monotones, n’impliquant donc que l’ouverture des fissures. En effet, la seule interaction
considérée entre les particules est la cohésion. Cette dernière est considérée par le biais
d’un réseau de poutres [Hrennikoff, 1941]. Dans la démarche de conserver la simplicité du
modèle discret, la fissuration est introduite dans le modèle discret par la possibilité de
rupture parfaitement fragile de ces poutres. Aucun mécanisme dissipatif supplémentaire,
comme peuvent l’introduire les modèles de zone cohésives [Barenblatt, 1962], n’est pris
en compte.

Dans l’objectif d’étendre le domaine de validité du modèle discret issu de DEAP2D à des
chargements plus complexes (cycliques, multi-axiaux) une partie de ces travaux de thèse
s’intéresse à l’enrichissement des interactions et des modes de fissuration considérés par
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le modèle.

3 Description du modèle discret

Les modèles particulaires fondés sur la mécanique des solides indéformables sont in-
trinsèquement adaptés à la descriptions de mécanismes discontinus. Lorsque ces modèles
sont appliqués à l’étude matériaux cohésifs, il est souvent fait le choix de les coupler à
un réseau de poutres, pour assurer la cohésion des particules. Le modèle DEAP2D [Dela-
place, 2008], dont est issu le modèle discret décrit ci-dessous, s’inspire de ces deux types
de modélisations.

Puisque le modèle discret est formulé en deux dimensions, dans l’ensemble des équations
à venir, la troisième dimension est prise de valeur unitaire.

3.1 Maillage et forme des particules

Le maillage du milieu étudié dans le contexte de la DEM est une étape importante. Il
n’existe pas d’objectivité des résultats d’une simulation par éléments discrets vis-à-vis du
maillage. Contrairement à un calcul par la FEM, pour lequel le maillage est simplement
une discrétisation formelle, lors d’un calcul par la DEM la taille et la forme des particules
a un sens particulier. Les interactions mécaniques entre les particules sont directement
déterminées à partir de la géométrie des particules.

3.1.1 Géométrie des particules

Le choix de la géométrie des particules consiste à en choisir la forme et la régularité du
contour.

Forme Il existe principalement deux types de forme de particule, circulaire (ou ellip-
tique) [Hentz et al., 2004] et polygonale [Tillemans et Herrmann, 1995]. La première
présente l’intérêt de pouvoir être décrite de manière analytique, l’équation d’un cercle
étant connue, les efforts de contact calculés à partir de l’intersection de deux particules
sont facilement estimés. Le choix de particules circulaires implique donc une réduction
importante des coûts de calculs comparativement au choix de particules polygonales. En
revanche, des particules polygonales sont plus adaptées à la description fine de la struc-
ture des matériaux quasi-fragiles [Potyondy et Cundall, 2004]. Par exemple, il n’est pas
nécessaire de procéder à un enrichissement des interactions entre particules pour repro-
duire le rapport entre les résistances en traction et en compression [Scholtès et Donzé,
2013]. Des particules polygonales sont aussi plus adaptées à la description des phénomènes
inhérents à la fermeture de fissures, impliquant le contact et la friction, notamment sous
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chargement cyclique, car une représentation plus réaliste de la rugosité de la fissuration
est permise. De plus, des particules polygonales permettent d’éviter l’introduction d’une
porosité non-souhaitée [Issa et Nelson, 1992], inévitable avec un empilement de particules
circulaires dont la compacité est limitée, quelle que soit la taille des particules (fig. 2.1).
En conséquence une meilleure représentation de certains phénomènes macroscopiques,
tels que la dilatance, est obtenue avec des particules polygonales [Bashir et Goddard,
1991]. Pour ces raisons, des particules polygonales sont souvent retenues lorsqu’il s’agit
de modéliser des matériaux cohésifs et frictionnels.

n=21 n=36 n=50

Figure 2.1: Arrangement volumique optimal dans un carré d’une quantité n de cercles
[Nurmela et Österg̊ard, 1997].

Régularité Le choix d’une forme polygonale effectué, vient le choix de la régularité
des polygones maillés. En réalité, il s’agit plutôt du choix de la régularité du réseau de
poutres utilisé pour modéliser la cohésion, mais les deux notions sont intrinsèquement
liées. Bien qu’il n’ait pas encore été présenté en détails, le processus de génération du
maillage est utilisé afin d’illustrer l’influence de la régularité de la forme des particules.
Comme expliqué ci-après à la section 3.1.2, l’aléa du positionnement des centres de par-
ticules a dans une grille permet de contrôler la régularité du maillage (fig. 2.2a). Plus
l’aléa est grand, plus la forme des polygones est irrégulière. L’orientation des poutres du
réseau, introduites par la suite pour reproduire la cohésion du matériau (section 3.2.1) est
déterminée par le contour des particules. La cohésion entre deux particules est assurée, en
reliant leurs centres à l’aide d’une poutre ; la direction de cette poutre est perpendiculaire
au côté commun des deux particules (propriété du diagramme de Voronoi). La figure 2.2b
montre la corrélation entre l’aléa et l’orientation de ces poutres. Plus l’aléa est grand, plus
l’orientation des poutres est répartie de manière uniforme dans toutes les directions. Étant
donné qu’initialement la cohésion est la seule interaction se manifestant, une répartition
homogène des poutres assurant la cohésion, est nécessaire pour assurer l’isotropie des
propriétés élastiques du modèle. En conclusion, afin de décrire un matériau initialement
isotrope, le choix de particules de forme irrégulière semble inévitable. Une discrétisation
régulière trouve davantage d’intérêt pour la modélisation de milieux organisés, à l’échelle
moléculaire [Born et al., 1955].
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38 Description et développements d’une modélisation fine
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Figure 2.2: Influence de l’aléa a de la position du centre des particules [D’Addetta, 2004].

3.1.2 Génération du maillage

Le milieu est donc décrit comme un ensemble de particules de forme irrégulière, polygo-
nales, et de taille homogène. La génération du maillage suit la proposition de Moukarzel
et Herrmann [1992] et se trouve résumée par la figure 2.3.

D’abord, une grille est superposée à l’élément de matériau à discrétiser. L’espacement des
mailles de la grille correspond à la taille moyenne lp des particules. Ensuite, des points sont
générés aléatoirement dans chaque cellule de la grille, ces points représentent les centres
de chaque particule. L’hétérogénéité du maillage peut ainsi être contrôlée en ajustant de
le positionnement aléatoire des centres. Puis, la triangulation de Delaunay est appliquée
à l’ensemble formé par les centres des particules. Les segments délimitant les triangles
de Delaunay constituent le réseau de poutre qui assurera la transmission des interactions
de cohésion entre les particules. Enfin, la forme polygonale des particules, exploitée pour
l’évaluation des interactions de contact, est obtenue par diagramme de Voronoi.

Figure 2.3: Étapes successives de la génération du maillage [Delaplace, 2008] (de gauche
à droite) : génération des centres, triangulation de Delaunay, diagramme de Voronoi,
intersection du diagramme de Voronoi et du contour.
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3.2 Interactions entre particules

3.2.1 Cohésion

La cohésion entre les particules dans un modèle issu de la DEM est le plus souvent repro-
duite par un réseau de poutres. Le premier réseau de poutres a été introduit par Hren-
nikoff [1941] pour résoudre des problèmes d’élasticité classiques. Le matériau élastique
est discrétisé en utilisant des éléments uni-dimensionnels (barres ou poutres) qui per-
mettent de transmettre les efforts entres les nœuds formant le réseau de poutres. Le
développement de la simulation numérique a permis l’extension des réseaux de poutres à
l’étude des métaux en ajoutant un comportement fragile aux barres ou aux poutres du
réseau [Herrmann et al., 1989]. Bažant et al. [1990] et Schlangen et Van Mier [1992] ont
ensuite modifié cette approche de modélisation pour l’appliquer à la rupture quasi-fragile
du béton sous chargement de traction.

i

j

+

+

kt

kn

1

2

3

4

5

Figure 2.4: Deux particules liées par une interface cohésive.

Une alternative aux réseaux de poutres, consiste à utiliser des interfaces cohésives plutôt
que des barres ou des poutres [D’Addetta, 2004]. La modélisation de la cohésion par inter-
faces cohésives s’inspire de travaux effectué dans le cadre de la FEM, afin de prendre en
compte des discontinuités. Les éléments d’interfaces ont été introduits plus d’une décennie
avant le développement la DEM dans les travaux de [Goodman et al., 1968; Ngo et Scor-
delis, 1967], dont l’objectif était d’utiliser les éléments d’interface afin de remplacer les
vides introduits par les fissures tout en assurant la continuité des déplacements et des
déformations dans le modèle.

En comparaison des réseaux de poutres, la modélisation par interfaces cohésives consiste,
non plus à placer une unique barre ou poutre entre les centres de deux particules, mais
un nombre fini le long de leur interface. Les liens ne relient donc plus les centres de deux
particules adjacentes, mais sont répartis sur une bande d’épaisseur nulle au niveau du
côté commun aux deux particules, et constituent un élément d’interface.

Contrairement aux liens utilisés dans les réseaux de poutres, les éléments d’interfaces
sont des éléments intégrés, dont les points d’intégration sont les barres ou poutres qui le
constituent (2.4). Par sommation des différents efforts transitant dans chacun des liens
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constituant l’interface, le torseur des efforts peut y être intégré. Il est alors transporté au
centre des particules concernées.

Dans le cadre de ces travaux, un réseau de poutres d’Euler-Bernoulli a toutefois été retenu.
Le formalisme des réseaux de poutres, basé sur un réseau de nœuds reste bien plus proche,
et donc adapté, à un couplage avec un modèle particulaire.

Dans un réseau, la poutre i− j, liant les particules i et j, possède quatre paramètres (fig.
2.5). Deux d’entre eux, la longueur lb,ij et la section Ab,ij – en 2D, égale à la longueur
du côté commun aux deux particules – sont directement imposées par la géométrie du
maillage généré. Du fait de l’aléa de forme des particules, ces deux paramètres ont des
valeurs propres à chaque couple de particules, et donc à chaque poutre. Les deux autres
paramètres, le module de Young Ē et le coefficient d’inertie α sont à l’inverse considérés
égaux pour chaque poutre. Le coefficient d’inertie α est introduit pour modifier le moment
d’inertie de flexion des poutres (Ib,ij = αA2

b,ij/64π) et ainsi contrôler le coefficient de
Poisson macroscopique du réseau de poutres.

i

j

+

+

θi

θj

E, α, Ab

lbui

uj

Figure 2.5: Deux particules liées par une cohésion de type poutre (réseau de poutres).

Les forces et moment de cohésion entre deux particules i et j sont formulés de la manière
suivante :

F coh,ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

FN,ij = ĒAb,ij

lb,ij
(ui − uj) .nb,ij

FT,ij = 12ĒIb,ij

l3b,ij
(ui − uj) .tb,ij − 6ĒIb,ij

l2b,ij
(θi − θj)

MZ,ij = 6ĒIb,ij

l2b,ij
(uj − ui) .tb,ij + 4ĒIb,ij

lb,ij
(θi − θj

2
)

(2.1)

où nb,ij et tb,ij sont les vecteurs normal et tangent de la section de la poutre i − j.
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3.2.2 Contact frottant

La modélisation de la dégradation du béton sous chargements cycliques ou multi-axiaux
requiert de tenir compte du contact frottant pouvant avoir lieu entre couples de particules,
et ce, de manière à capturer certains mécanismes spécifiques, tels que la fermeture de
fissures ou l’engrènement de rugosité (”aggregate interlocking”).

Les poutres assurant la cohésion possèdent un comportement élastique identique en trac-
tion et en compression. Afin de ne pas redoubler l’action des poutres lorsque deux par-
ticules s’interpénètrent, le contact frottant n’est introduit qu’entre particules non liées
par une poutre. L’amplitude, la direction, le sens et le point d’application des efforts
de contact frottant sont exprimés comme des fonctions de la surface de recouvrement
du couple de particules concerné. Un recouvrement des couples de particules en contact
est nécessaire pour permettre la déformation du matériau. En effet, comme cela a été
mentionné précédemment, les particules sont indéformables.

Détection
Pour quantifier l’effort de contact frottant entre deux particules, il est d’abord nécessaire

de caractériser leur intersection. Étant donné la forme polygonale des particules, leur
intersection ne peut être estimée analytiquement, comme ce peut être le cas pour les
particules circulaires. Un algorithme de détection numérique est donc requis. La détection
du contact est une opération coûteuse en temps de calculs pour deux raisons :

— Une première raison pour laquelle l’étape de détection du contact est coûteuse est
le nombre élevé de couple de particules potentiellement en contact. En effet, si
l’algorithme de détection étudie, pour chaque particule du modèle, la possibilité
de contact avec toutes les autres particules, le nombre d’opérations est de l’ordre
de O(n2) avec n le nombre de particules de la structure. Sachant que chacune
de ces opérations est, elle-même, coûteuse et qu’il serait dommageable de devoir
restreindre le nombre de particules dans la structure, il n’est pas raisonnable de
procéder ainsi.
Afin de limiter les coûts de recherche, le nombre de couples de particules poten-
tiellement en contact est réduit. La méthode de tri utilisée dans le modèle discret
est basée sur une grille de taille constante, étant donné que la taille des particules
dans le modèle discret est homogène. Il faut noter qu’il existe d’autres méthodes de
tri, plus complexes, basées sur des grilles de tailles adaptatives ou encore sur une
organisation en arbre. Une description plus exhaustive des différentes méthodes
peut être trouvée dans [Williams et O’Connor, 1995; O’Connor, 1996]. Quant à la
méthode choisie, à l’image du processus de disposition des centres de particules
lors de la création du maillage, les particules sont à nouveau ordonnées dans une
grille à taille de maille constante. L’algorithme de contact n’étudie la possibilité
de contact qu’entre des particules situées dans des cases voisines. La taille des
mailles de la grille est choisie suffisamment grande pour s’assurer que des parti-
cules n’étant pas situées dans la même case ou des cases voisines ne sont pas en
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contact. En ce qui concerne l’algorithme de détection employé, la taille des mailles
de la grille est choisie deux fois plus grande que la taille des mailles de la grille
utilisée pour la création du maillage ; le plus grand segment contenu dans n’importe
quelle particule du maillage ne dépassera donc pas la taille de maille de la grille de
détection.

— Une seconde raison pour laquelle l’étape de détection du contact est coûteuse,
ne concerne que les modèles dont le contour des particules ne peut être décrit
analytiquement. C’est précisément le cas des particules polygonales. Il s’agit de
savoir si les deux particules étudiées sont effectivement en contact, et quelle est
l’aire de la surface de recouvrement. En ce qui concerne les particules dont la
forme ne peut s’écrire sous la forme d’une équation (cercles, ellipses, etc...), cette
opération se fait simplement en résolvant un système d’inéquations, décrivant les
domaines occupés par les deux particules étudiées. Ceci est bien moins coûteux
que les méthodes mentionnées ci-après pour des particules polygonales.
Du fait de l’intérêt pour diverses applications en mécanique, en électronique ou
encore en robotique, et de la complexité du problème, notamment pour réduire
le nombre d’opérations nécessaires, les algorithmes de calcul d’intersection de po-
lygones ont fait l’objet de recherches importantes. Un algorithme développé par
[O’Rourke et al., 1982] pour le cas des particules polygonales convexes est em-
ployé ici. Le nombre d’opérations nécessaire pour calculer l’intersection de deux
particules est en O(n +m) avec n et m leur nombre de côtés respectifs des deux
particules.

L’algorithme utilisé pour déterminer le polygone convexe d’intersection de deux particules,
elles-mêmes convexes, est développé par O’Rourke et al. [1982].

L’évaluation numérique de l’intersection d’un couple de particules est une procédure
coûteuse en temps de calculs. Afin de limiter les coûts de calculs de la phase de détection,
le nombre de couples potentiellement en contact à analyser est restreint. Seules deux
particules situées relativement proches feront l’objet d’une détection de leur potentielle
intersection [Perkins et Williams, 2001].

i

j

+ +
Oi

Oj

nc

tcSr

+
C

Lc

Figure 2.6: Deux particules en contact.
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Une fois l’intersection de deux particules caractérisée, les propriétés listées ci-dessous
peuvent être déterminées (fig. 2.6) :

- la surface d’intersection Sr qui est celle du polygone d’intersection.
- la largeur de la bande contact Lc qui est le plus long segment contenu dans le
polygone d’intersection.

- les vecteurs normal n⃗c et tangent t⃗c de contact, déterminés par rapport au plus
grand segment contenu dans le polygone d’intersection.

- le point d’application C de l’effort de contact frottant choisi comme le centre
d’inertie du polygone d’intersection.

Ces propriétés sont enfin utilisées pour évaluer l’effort de contact frottant.

Effort de contact
La théorie des poutres utilisée pour la cohésion s’avère aussi adaptée à la description

de l’effort de contact normal élastique entre deux particules polygonales [Tillemans et
Herrmann, 1995; D’Addetta et al., 2002]. Une légère modification est effectuée de manière
à introduire la surface d’intersection Sr dans le calcul de l’effort normal transitant dans
une poutre fictive de longueur lc,ij et de section 1 ×Lc,ij (en 2D) :

F cont,ij = −Ē (1 ×Lc,ij)
lc,ij

Sr,ij

Lc,ij

nc,ij = −ĒSr,ij

lc,ij
nc,ij (2.2)

où lc,ij est une longueur caractéristique fonction des diamètres des deux particules en
contact (2.3) :

1

lc,ij
= 1

2
( 1

Di

+ 1

Dj

) (2.3)

Le rapport de la surface d’intersection Sr,ij et de la largueur de la bande de contact Lc,ij

peut être assimilé à un enfoncement moyen d’une particule dans l’autre. C’est pourquoi il
est utilisé pour remplacer le déplacement relatif normal dans la formule de l’effort normal
de la théorie des poutres.

Effort de frottement
La volonté de vouloir s’affranchir autant que possible de l’emploi de modèles consti-

tutifs en augmentant le détail de la description géométrique du matériau est limitée. Le
mécanisme de friction en est un exemple. Même en ayant fait le choix de particules poly-
gonales, dont la présence permet une meilleure description géométrique de la fissuration,
il n’est pas possible de s’affranchir complètement de modèles constitutifs. Un raffinement
important de la taille des particules serait nécessaire, ce qui impliquerait des coûts de
calculs trop élevés.
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Néanmoins, la finesse de particule qu’il est possible d’atteindre permet tout de même de
représenter correctement la rugosité macroscopique de la fissuration ainsi que sa tortuosité.
En conséquence, dans le cadre de modèles discrets appliqués à la modélisation du compor-
tement de matériaux quasi-fragiles, il est rarement fait appel à des modèles constitutifs
de frottement plus complexes que le modèle de Coulomb. Le modèle de Coulomb permet
de palier au manque de description géométrique de la rugosité microscopique.

Le modèle de friction de Coulomb peut être décrit à l’aide de la seule équation sui-
vante :

∣∣F fric∣∣ =min (∣∣F el
fric∣∣, µ∣∣F cont∣∣) (2.4)

Cette équation traduit que les deux solides sont considérés adhérents tant que la valeur
l’effort tangent élastique est strictement inférieure à la valeur de l’effort normal à la surface
de contact pondérée par un coefficient de frottement µ. Le glissement entre les deux solides
est atteint lorsque ∣∣F el

fric∣∣ excède µ∣∣F cont∣∣. Dans ce cas, ∣∣F fric∣∣ est alors égal à µ∣∣F cont∣∣
ce qui revient à un glissement parfait entre les deux solides.

L’effort normal FN a déjà été défini, il faut maintenant définir la valeur élastique de
l’effort tangent F el

fric. Classiquement la partie élastique est définie par une fonction de la
vitesse tangente entre les deux particules. Par exemple dans les travaux de [Tillemans et
Herrmann, 1995], la partie élastique est écrite en fonction de la vitesse relative tangentielle
vrelfric entre les deux particules pondérée par un coefficient d’amortissement γfric et une
masse équivalente meff calculée à partir de la masse des deux particules :

F el
fric,ij = −meff

ij γfric,ij ∣∣vrelfric,ij ∣∣.tc,ij (2.5)

Bien que physiquement complètement justifiée, cette formulation de la partie élastique de
l’effort tangent n’est pas admissible dans le cadre du modèle discret, tel que formulé dans
cette étude. Dans un cadre quasi-statique, la vitesse relative entre deux particules n’est
pas définie.

Une fois de plus la théorie des poutres est utilisée, la partie élastique de l’effort tangent est
donc écrit comme l’effort tranchant dans une poutre en fonction du déplacement relatif
de contact tangent auquel est soustrait le déplacement relatif de glissement :

F el
fric,ij = ĒIc,ij

l3c,ij
[(uc,ij − uc,ji) .tc,ij − δus,ij] .tc,ij (2.6)

où le moment d’inertie Ic,ij s’écrit : Ic,ij = 1 ×L3
c,ij

12
. L’effort élastique est alors exprimé en

fonction des déplacements uc,ij et uc,ji qui sont respectivement les déplacements enregistrés
par les particules i et j depuis leur entrée en contact avec les particules j et i, et de δus
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mesurant le déplacement relatif de glissement entre les deux particules. Le déplacement
relatif δus est actualisé de manière à vérifier le critère de Coulomb. Les deux déplacements
uc et δus sont remis à zéro lorsque le contact est perdu.

ut+1
c,ij =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ut
c,ij +∆ut+1

c,ij si i et j sont en contact

0 si i et j sont disjointes
(2.7)

3.3 Mécanisme de rupture

La rupture des poutres de cohésion est parfaitement fragile. Le critère de rupture Pij de
la poutre liant les particules i et j dépend de la déformation axiale de la poutre ǫij , et
des rotations des deux particules θi,j :

Pij ( ǫij
ǫcrij

,
∣θj − θi∣
θcrij

) > 1 (2.8)

où les paramètres de rupture de la poutre i − j sont ǫcrij , la limite en extension, et θcrij ,
la limite en rotation. Les déformations axiales ǫ sont classiquement calculées à partir du
déplacement relatif des deux particules :

ǫij = ∣∣ui − uj ∣∣
lb,ij

(2.9)

Lorsque le critère de rupture Pij est atteint, la poutre est retirée du modèle, et une
fissure apparâıt au niveau du côté commun des deux particules anciennement liées. Une
ouverture de fissure locale eij peut être évaluée en calculant le déplacement relatif de ces
deux particules.

4 Algorithme de résolution implicite quasi-statique

Les équations du modèle discret ont été décrites, elles ont une importance certaine sur
la réponse obtenue. Toutefois, les équations ne sont pas le seul paramètre d’influence, le
choix de l’algorithme de résolution est aussi primordial. D’autant plus, lorsque l’objectif
du modèle mis en place est de produire des résultats prédictifs et quantitatifs, comme
l’implique une démarche d’expérimentation numérique.

Le modèle discret présenté ici décrit les efforts internes F int comme une fonction non-
linéaire du déplacements des centres de particules. La non-linéarité des efforts internes est
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due au caractère non-linéaire élastique des efforts de contacts, et au caractère inélastique
de la rupture et de la friction.

Les réseaux de poutres sont généralement utilisés pour l’étude de chargements monotones,
et des modes de fissurations en ouverture (mode I ou mode mixte I et II). En ce qui
concerne ces applications le contact n’est pas un mécanisme prédominant, ainsi le schéma
de résolution Saw-Tooth développé par Rots et Invernizzi [2004], spécifiquement développé
pour la gestion de la fissuration, s’avère très efficace. Ce schéma de résolution assure la
stabilité des résultats, même dans le cas d’un comportement fragile.

Dans le cas de chargements complexes, et plus particulièrement de chargements cycliques,
la fermeture de fissures se manifeste, le contact devient alors un mécanisme prédominant.
Les nombreux comportements locaux non-linéaires sont la source d’imprécisions pour
un schéma de résolution explicite. L’introduction d’effets visqueux ou d’amortissement,
inhérents au contexte dynamique, permet bien souvent de lisser les oscillations numériques
liées aux non-linéarités de contact. Néanmoins, il est fait le choix de rester dans un
cadre quasi-statique. L’introduction de paramètres arbitrairement identifiés, comme peut
l’être un coefficient d’amortissement, est évitée. De plus, un cadre quasi-statique permet
d’étudier la propagation de la fissuration de manière objective, vis-à-vis d’effets dyna-
miques tels que la réflection d’ondes au niveau des interfaces. Ces effets sont encore diffi-
cilement modélisés et fortement dépendants des hétérogénéités du matériau, qui comme
expliqué précédemment ne sont pas prises en compte. Toutefois, l’algorithme de résolution
explicite Saw-Tooth ne peut plus être utilisé tel quel. Il est communément accepté, dans
le cadre d’autres méthodes discrètes, tels que les Contact Dynamics [Moreau, 1988] ou la
DDA [Shi et Goodman, 1985], qu’un algorithme de résolution implicite est nécessaire pour
obtenir des résultats aussi bien quantitatifs que qualitatifs lorsque le contact est intro-
duit. En effet, il n’est alors plus nécessaire d’utiliser des artifices tels que l’amortissement
numérique pour obtenir des valeurs convergées des efforts de contact ou de frottement
[Jing, 1998].

Dans l’objectif de surmonter les problèmes d’oscillation et d’imprécision du schéma Saw-

Tooth en présence de contact et de friction, une version complètement implicite de ce
schéma de résolution est proposée. La résolution est menée itérativement de sorte que
l’équilibre quasi-statique des efforts internes et des efforts externes F ext au pas de temps
t puisse s’écrire :

F t+1
int (ut+1) = F t+1

ext (2.10)

En raison de son caractère itératif, une résolution implicite nécessite de faire attention à
la robustesse de l’algorithme développé. Par conséquent, le schéma de résolution proposé
est séparé en deux étapes, d’une part la résolution de l’équilibre des efforts (cohésion,
contact et friction), et d’autre part l’évolution de la fissuration.

L’équilibre est calculé à partir d’un schéma prédicteur-correcteur implicite, alors que
l’évolution de la fissuration est traitée à l’aide du schéma Saw-Tooth tel que proposé par
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Rots et Invernizzi [2004]. La gestion séparée du mécanisme de rupture permet de simplifier
la prédiction lors de la résolution de l’équilibre, qui n’a alors plus à tenir compte des varia-
tions de rigidité induites par la propagation de la fissuration. Par ailleurs, une relaxation
numérique est introduite pour corriger les problèmes de robustesse restants.

Bien que le développement du modèle discret dans un cadre quasi-statique induise des
coûts de calculs réduits et évite la représentation arbitraire des phénomènes d’amortis-
sement, l’abandon de ces phénomènes ainsi que des effets inertiels rend les mouvements
de corps rigides problématiques. Les particules indépendantes de la structure principale,
sur lesquelles aucune condition aux limites en déplacement n’est appliquée, nécessitent un
traitement particulier afin de conserver une solution unique au problème d’équilibre.

À noter que pour les résultats présentés dans cette section, la normalisation des valeurs
est effectuée par rapport aux valeurs maximales atteintes lors de chaque simulation. Par
ailleurs, le temps fait référence en réalité au pseudo-temps, étant donné le caractère quasi-
statique des simulations.

4.1 Résolution linéaire séquentielle de l’évolution de la fissura-
tion

Pour les réseau de poutres particulaires, la fissuration consiste à progressivement retirer
les poutres du réseau, lorsque celles-ci sont considérées comme rompues, et à actualiser la
matrice de raideur globale du système, lorsque les conditions de chargement évoluent. À
chaque nouvel incrément de chargement, la solution élastique du problème est calculée à
partir de la matrice de raideur actualisée à la fin de l’incrément précédent. Cette manière
de procéder est par définition explicite.

Le schéma de résolution Saw-Tooth est appliqué aux réseaux de poutres particulaires par
Delaplace [2008]. L’efficacité de ce schéma de résolution réside dans la manière spécifique
dont sont retirées les poutres du réseau. Il se distingue des algorithmes explicites clas-
siques, en recalculant l’équilibre des efforts après le retrait de chaque poutre. Le problème
d’équilibre est donc résolu comme une succession de problèmes linéaires vis-à-vis de la
dégradation de la raideur globale induite par la fissuration. Cette méthode est, elle aussi,
explicite, mais s’avère extrêmement stable, le faciès de fissuration obtenu est complètement
indépendant de la taille des incréments de chargement.

Dans le modèle discret, l’évolution de la fissuration n’est plus le seul mécanisme non-
linéaire, elle est aussi combinée avec le contact et la friction, le chargement ne peut
plus être entièrement contrôlé par la rupture des poutres. Dans la version originale de
l’algorithme Saw-Tooth, le chargement total n’est pas décomposé en incréments. Le char-
gement entier est appliqué à chaque itération, et une décharge élastique est effectuée
jusqu’au point de chargement où rompt le premier élément poutre du réseau. La matrice
de raideur globale du réseau est actualisée, puis le chargement complet est à nouveau
appliqué. Ce schéma est répété jusqu’à ce que l’ensemble des poutres devant rompre pour
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le chargement complet aient rompu. L’introduction du contact et de la friction, ne per-
met plus de réaliser une décharge élastique jusqu’au point où la première poutre rompt.
Il est donc nécessaire de décomposer, de manière classique, le chargement complet en
incréments. Néanmoins le critère pour choisir l’élément poutre devant être retiré à une
itération donnée reste le même que dans l’algorithme original, il s’agit de l’élément poutre
le plus éloigné de son critère de rupture, tel que défini dans la section 3.3. Voici la des-
cription d’une itération du schéma de résolution linéaire séquentiel, tel qu’utilisé dans le
modèle discret :

1. Début de l’itération m + 1 au pas de temps t

2. Résolution de l’équilibre des forces et actualisation des déplacements globaux :
ut,m+1 = ut,m +∆ut,m+1, en inversant la matrice de raideur globale Kt,m.

3. Calcul de l’inverse du critère de rupture pour chacun des couples de particules i et

j lié par une poutre : γij = 1

Pij

4. Si mini,j γij > 1 passage à l’incrément de chargement t + 1 et actualisation de
Kt+1,0 =Kt,m, sinon procéder à l’étape suivante.

5. La poutre dont la valeur γ de l’inverse du critère de rupture est la plus faible est
considérée rompue, et la matrice de raideur globale K

coh
du réseau de poutres est

actualisée : Kt,m+1
coh

=Kt,m

coh
− tT

ij
K loc

coh,ij
T

ij

où la poutre reliant i et j est celle de plus faible valeur γ, K loc

coh,ij
est sa matrice

de raideur exprimée dans son repère local et T
ij
est la matrice de passage de ce

repère local au repère global.

6. Procéder à l’itération suivante m+2 au même pas de temps t et retourner à l’étape
1.

Il faut noter que l’implémentation d’un tel algorithme est grandement favorisée par le com-
portement élastique, parfaitement fragile des poutres du réseau. Le schéma de résolution
Saw-Tooth devient coûteux en temps de calculs en présence de modèles constitutifs plus
complexes [Cusatis et al., 2011a], car le nombre d’évènements non-linéaires crôıt rapi-
dement. Toutefois, des tentatives d’application ont été menées pour des comportements
plastiques [Rots et al., 2008].

4.2 Résolution implicite de l’équilibre

Comme expliqué précédemment, l’équilibre des interactions est calculé en considérant
simultanément la cohésion, le contact et la friction. Le problème d’équilibre est résolu de
manière itérative à l’aide d’un schéma prédicteur-correcteur. Ce type de schéma consiste à
effectuer une prédiction des efforts internes, puis à venir les corriger pour que les équations
constitutives du modèle soient vérifiées. Le caractère implicite de ce schéma implique que
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les étapes de prédiction et de correction sont répétées jusqu’à ce que la modification des
efforts internes apportée par l’étape de correction soit négligeable devant la valeur de ces
efforts.

L’attention est portée sur le choix d’un prédicteur adapté aux non-linéarités considérées.
Grâce à l’utilisation du schéma Saw-Tooth, la fissuration n’évolue pas lors de la résolution
du problème d’équilibre, l’interaction de cohésion est donc linéaire élastique. L’interaction
de friction est modélisée à l’aide d’un modèle de Coulomb, il s’agit donc d’un comporte-
ment linéaire élastique, puis parfaitement plastique. Par conséquent seule l’interaction de
contact s’avère compliquée à gérer.

4.2.1 Non-linéarités induites par le contact

Les non-linéarités induites par l’interaction de contact ont deux origines. La première
est due à la description géométrique du milieu, autrement dit la forme polygonale des
particules, et donc de leur intersection. La seconde origine est mécanique, en raison de
l’aspect unilatéral du contact.

L’effort de contact normal est défini comme une fonction de la surface d’intersection
des deux particules concernées. Or les degrés de liberté du système à résoudre sont les
déplacements et rotations des centres de particules. La forme polygonale des particules
rend impossible l’expression analytique de la surface d’intersection de deux particules en
fonction de leur degrés de liberté (déplacements et rotations). De plus, étant donné que
les particules sont de forme irrégulière, la relation entre l’intersection et le déplacement
normal relatif n’est ni lisse, ni monotone, comme ce peut être le cas pour des particules
circulaires.
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Figure 2.7: Non-linéarité géométrique de contact induite par la forme des particules.
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En guise d’illustration, une comparaison entre l’évolution de la surface d’intersection avec
le déplacement relatif normal des centres de deux particules polygonales et circulaires est
effectuée en figure 2.7. Le mouvement appliqué aux deux particules est d’abord un simple
rapprochement, puis (après le trait vertical pointillé) une rotation est ajoutée. L’ajout de
la rotation induit temporairement une diminution de la surface d’intersection du couple
de particules polygonales, alors que naturellement aucune influence n’est observée pour
des particules circulaires.

La non-linéarité mécanique causée par l’aspect unilatéral du contact induit, quant à elle,
un problème de continuité du comportement local lors de l’initiation du contact. Selon
le modèle constitutif de contact utilisé dans le modèle discret, fondé sur la théorie des
poutres, la raideur de contact s’écrit kc,ij = ĒLc,ij/lc,ij, où Lc,ij est la largeur de la surface
d’intersection des deux particules en contact. Dans le cas d’un contact ponctuel, contact
sommet-sommet ou côté-sommet (fig. 2.8a), la première dérivée de l’effort de contact par
rapport à la pénétration (Sr,ij/Lc,ij), autrement dit la raideur de contact, est continue, mais
la seconde dérivée ne l’est pas. Dans le cas d’un contact linéique (fig. 2.8b), contact côté-
côté, il n’y a même plus continuité de la première dérivée puisque Lc passe immédiatement
d’une valeur nulle à une valeur finie. Les problèmes liés à ce défaut de continuité seront
davantage mis en avant lors de simulations à venir (section 4.2.4).

Des évolutions non-monotones et des discontinuités de la relation de comportement de
contact peuvent mener à des singularités ou des instabilités numériques. En effet, il n’est
plus garanti que la matrice de raideur globale du système soit définie positive. De plus
lorsque le contact est initié ou perdu, des oscillations ou des problèmes de convergence
de l’algorithme de résolution itératif peuvent se produire, car la position d’équilibre du
système ne peut pas être trouvée.
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Figure 2.8: Non-linéarité mécanique de contact induite par l’aspect unilatéral : évolutions
normalisées de l’effort de contact normal et de la raideur.
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4.2.2 Description du prédicteur : Modèle de contact linéarisé

Habituellement dans les modèles issus de la DEM, et donc formulés dans un cadre dyna-
mique explicite, l’évolution de degrés de liberté, que sont les déplacements et rotation des
centres de particules, sont prédits sans avoir besoin d’inverser la matrice de raideur glo-
bale. Ils sont prédits à partir des accélérations au pas de temps précédent. Dans le cadre
quasi-statique, une telle information n’est pas disponible. Par conséquent, le choix est fait
de déterminer l’incrément des déplacements et rotation à l’aide d’une matrice de raideur
sécante du système. La définition des interactions non-linéaires est simplifiée, de manière
à pouvoir les écrire comme des fonctions linéaires des degrés de liberté du système :

F̃ int ≃ K̃.u (2.11)

De manière simplifiée, puisque les interactions de cohésion prédominent, un premier
prédicteur est testé, négligeant les interactions de contact et de friction. Il est espéré
que la correction des efforts internes, pour vérifier les équations constitutives de contact
et de friction, soient faibles devant les efforts de cohésion, ainsi l’algorithme pourrait
converger rapidement.

La matrice de raideur sécante, n’est autre que la matrice de raideur du réseau de poutres,
autrement dit la matrice utilisée dans l’algorithme Saw-Tooth original :

K̃ = A
i=1,...,nparticles

⎛
⎝ ∑
j=1,...,nbeam(i)

(tT ijK loc,ij

coh
T ij)⎞⎠ (2.12)

où K̃ est la matrice sécante utilisée pour la prédiction, l’indice j réfère aux particules liées

par une poutre aux particules i. T ij est la matrice de passage du repère local de la poutre
(nb,ij,tb,ij,z) au repère global du système (x,y,z) :

T ij =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos(β) sin(β) 0 0 0 0

−sin(β) cos(β) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos(β) sin(β) 0

0 0 0 −sin(β) cos(β) 0

0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.13)

avec β l’angle (nb,ij,x).

La matrice locale de raideur 6x6 de cohésion K loc,ij

coh
est écrite directement à partir de la

définition des interactions de cohésion (section 3.2.1) :
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K loc,ij

coh
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĒAb,ij

lb,ij
0 0 − ĒAb,ij

lb,ij
0 0

12ĒIb,ij

l3
b,ij

−6ĒIb,ij

l2
b,ij

0 −12ĒIb,ij
lb,ij

6ĒIb,ij

l2
b,ij

4ĒIb,ij
lb,ij

0
6ĒIb,ij

l2
b,ij

−2ĒIb,ij
lb,ij

ĒAb,ij

lb,ij
0 0

sym.
12ĒIb,ij

l3
b,ij

0

4ĒIb,ij
lb,ij

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.14)

La simulation d’une configuration simple (fig. 2.9) présente déjà des oscillations. Le contact
entre les deux particules concernées est successivement détecté puis perdu après chaque
itération de prédiction-correction, car l’effort de contact est sous-estimé (nul) pendant
la prédiction et sur-estimé lors de la correction. La convergence des efforts internes ne
peut pas être obtenue, une prédiction des efforts de contact et de friction semble donc
nécessaire.

Sur la base de la méthode nommée open-close iteration introduite par Shi et Goodman
[1989], une contribution linéarisée du contact et de la friction est considérée lors de la
prédiction. Lorsqu’un contact est détecté entre les particules i et l, à une itération donnée,
à l’itération suivante, la contribution de ce contact est ajoutée par le biais d’une matrice de

raideur sécante de contact K̃
loc,il

cont
à la matrice de raideur globale utilisée pour la prédiction.

La matrice K̃
loc,il

cont
est calculée à partir des propriétés du contact à l’itération donnée. Ceci

implique que la matrice de raideur globale du système utilisée pour la prédiction est
actualisée après chaque itération.

K̃ = A
i=1,...,nparticles

( ∑
j=1,...,nbeam(i)

(tT ijK loc,ij

coh
T ij) + ∑

l=1,...,ncontact(i)
(tT ilK̃

loc,il

cont
T il)) (2.15)

où l’indice l réfère aux particules dont l’intersection avec la particule i est non-nulle à
l’itération donnée.

De manière similaire avec ce qui est fait avec la FEM, la méthode des multiplicateurs
de Lagrange ou ses dérivées [Simo et Laursen, 1992] auraient pu être utilisée pour tenir
compte du contact entre deux particules. Cependant, avec la DEM un recouvrement des
particules (indéformables) doit être autorisé pour reproduire la déformation macrosco-
pique du milieu, ainsi une prédiction linéaire fondée sur les méthodes de pénalisation a
été retenue.

Étant donné que le modèle constitutif de contact est déjà très similaire à celui d’une
poutre, la prédiction de l’effort de contact entre deux particules est considérée égale
à l’effort engendré par l’introduction d’une poutre d’épaisseur égale à la largeur de la
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surface d’intersection Lc et de longueur lc. Au final, cela revient à faire les hypothèses
suivantes :

- Pour l’effort de contact normal : l’incrément de pénétration est supposé égal à
l’incrément de déplacement normal relatif des deux particules en contact :

∆F̃cont,ij = ĒLc,ij

lc,ij
(∆ui −∆uj) .nij (2.16)

- Pour l’effort de friction tangent : la prédiction élastique est simplement égale à l’ex-
pression exacte puisque l’incrément des déplacements cumulés depuis l’initiation
du contact est égal à l’incrément des déplacements totaux :

∆uc,ij =∆ui ⇒ ∆F̃fric,ij = ĒIc,ij

(lc,ij)3 (∆ui −∆uj) .tij (2.17)

- Pour le moment induit par les efforts de contact et de friction : en réalité aucun
parallèle ne peut être fait avec la théorie des poutres puisque le moment est pro-
voqué par le bras de levier entre le point d’application des efforts de contact et de
friction – le centre d’inertie de l’intersection des deux particules en contact – et les
centres des particules. Néanmoins l’introduction d’une raideur en flexion de poutre
est tout de même introduite, car elle permet une amélioration de la prédiction
vis-à-vis du moment réel induit :

∆M̃
f
c,ij = 4ĒIc,ij

lc,ij
(∆θi − ∆θj

2
) (2.18)

Pour résumer, voici la matrice locale de raideur 6x6 utilisée pour la prédiction des inter-
actions de contact et de friction :

K̃
loc,ij

cont
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĒLc,ij

lc,ij
0 0 − ĒLc,ij

lc,ij
0 0

12ĒIc,ij

l3
c,ij

0 0 −12ĒIc,ij
lc,ij

0
4ĒIc,ij
lc,ij

0 0 −2ĒIc,ij
lc,ij

ĒLc,ij

lc,ij
0 0

sym.
12ĒIc,ij

l3
c,ij

0
4ĒIc,ij
lc,ij

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.19)

Avec une telle étape de prédiction, le schéma prédicteur-correcteur implémenté ici est
proche d’une méthode de résolution de Newton. La matrice de raideur globale utilisée pour
la prédiction peut être qualifiée de sécante puisque elle suit à chaque itération l’évolution
des propriétés du contact et relie les efforts internes aux degrés de liberté totaux. L’uti-
lisation d’une matrice de raideur tangente a été évitée à cause des fortes non-linéarités.
En effet, l’évolution de la surface d’intersection en fonction des déplacements nodaux
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n’est pas monotone, le caractère défini positif de la matrice de raideur tangente n’est pas
assuré.

La configuration simple utilisée précédemment (fig. 2.9), pour montrer la nécessité d’une
prédiction tenant compte du contact, est simulée à nouveau avec la nouvelle prédiction
mise en place. La convergence de la valeur de l’effort de contact, et donc des efforts
internes, est obtenue rapidement, en deux itérations.
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E
ff
or
t
d
e
co
n
ta
ct

Sans prédiction du contact

Avec prédiction du contact

(a) convergence de l’effort de contact normalisé
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Figure 2.9: Influence du prédicteur sur la convergence de l’algorithme.

4.2.3 Relaxation numérique

En raison de la non-linéarité de contact qualifiée de mécanique, l’algorithme de résolution
proposé est sujet à des problèmes de convergence lorsque le contact est initié ou perdu.
L’introduction d’amortissement visqueux est une solution pratique pour réduire l’effet de
ce type de problème. L’énergie dissipée par l’intermédiaire de l’amortissement permet de
limiter les oscillations. Cependant les effets dynamiques n’étant pas considérés, le choix
d’introduire une relaxation numérique est effectué.

La relaxation numérique consiste à ne tenir compte que d’une certaine proportion h de
l’incrément de déplacement prédit lorsque les variations du résidu relatif (par rapport à
la norme des efforts extérieurs) de résolution r sont trop importantes (ici, lorsque celles-ci
excèdent 10−4) :

uk+1 = uk + hk+1∆uk+1 hk+1 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

hk si ∣∆rk+1∣ ≤ 10−4
hk

2
si ∣∆rk+1∣ > 10−4

(2.20)

où ∆uk+1 est l’incrément des degrés de liberté (déplacements et rotation) prédit, ∆rk+1
est la variation d’incrément et hk+1 est le facteur de relaxation à l’itération courante
k + 1.
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4.2.4 Validation locale de la résolution implicite de l’équilibre

Dans l’objectif de mettre en évidence l’efficacité du prédicteur choisi, ainsi que la nécessité
d’introduire une relaxation numérique, l’étude isolée du mouvement de deux particules
en contact est réalisée. Les deux particules sont considérées dans un ensemble carré de
5x5 particules pré-fissuré afin de complexifier leur mouvement par rapport à la première
simulation réalisée (fig. 2.9). L’ensemble est pré-fissuré en de multiples endroits, et notam-
ment au niveau de l’interface entre les deux particules étudiées, de manière à permettre
plusieurs contacts sans avoir à activer le mécanisme de rupture lors de la simulation, et
ainsi éviter d’introduire un biais supplémentaire. La figure 2.10 montre le mouvement des
deux particules en contact étudiées (particules aux bords oranges au centre des images).
Le contact est mis en valeur par la nuance rouge.

L’ensemble est soumis à un chargement de compression horizontal (images 1 à 3), afin
d’établir le contact entre les deux particules puis à un chargement de traction dans la
même direction (images 4 à 9), de manière à rompre le contact.

Figure 2.10: Mouvement des deux particules en contact étudiées.

Lors de la simulation de l’essai les parties géométriques et mécaniques de la non-linéarité
de contact sont observées. La première se manifeste, car des rotations des deux particules
sont induites par des effets structuraux. Et la seconde se manifeste car le contact est
presque rompu puis maintenu sur une fine bande : du pas de temps 1200 (image 6)
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au pas de temps 1700 (image 8). Dans cette période, comme le montre l’illustration du
mouvement des particules, la localisation du contact se déplace du bas vers le haut des
deux particules, avant d’être complètement rompu.
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Figure 2.11: Influence de la relaxation numérique et de la taille de l’incrément de char-
gement sur l’évolution normalisée de l’effort de contact.

La simulation montre la stabilité vis-à-vis de l’incrément de chargement de l’algorithme de
résolution implicite de l’équilibre sans relaxation numérique (fig. 2.11). Quelle que soit la
discrétisation du chargement choisie la réponse suit une évolution identique. Cependant à
la fin de la simulation des problèmes de convergence du schéma prédicteur-correcteur sont
observés pour une discrétisation fine (1700 pas) du chargement, à cause de la discontinuité
de la relation de comportement lorsque le contact est rompu.

La figure 2.12 montre plus en détails ce qui se produit lors des 500 derniers pas de
chargement, aux environs du moment de la perte du contact, de la simulation finement
discrétisée (1700 pas de chargement) en termes d’effort de contact et de résidu.

Comme observé lors de l’étude de la stabilité, la résolution implicite sans relaxation
numérique est sujette à des oscillations. L’étude du résidu (fig. 2.12b) met en avant que,
sans relaxation numérique, sur certains intervalles la convergence du schéma de résolution
implicite n’est pas obtenue – la convergence étant considérée comme atteinte lorsque le
résidu est inférieur à 10−7. Les oscillations peuvent s’expliquer par de multiples positions
d’équilibre voisines et l’incapacité du schéma de résolution à converger vers l’une d’entre
elles.

L’addition de la relaxation numérique au schéma de résolution implicite aide grandement
à surmonter cette difficulté, et donc améliore la robustesse du schéma de résolution de
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manière générale.
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Figure 2.12: Influence de la relaxation numérique lorsque le contact est rompu pour une
discrétisation pseudo-temporelle fine.

4.3 Particules indépendantes

Une particule ou un groupe de particule est considéré comme indépendant, lorsque l’en-
semble des poutres du réseau, le reliant avec le reste de la structure, sont rompues. Si une
particule ou un groupe de particule indépendant n’est plus soumis directement, ou indirec-
tement par l’intermédiaire du réseau de poutres, à des conditions aux limites suffisantes,
un mouvement de corps rigide est autorisé.

Dans le cas classique de la DEM, les groupes de particules indépendants ne sont pas
un problème particulier. Le problème d’équilibre est résolu dans le cadre dynamique, au
sein duquel les effets inertiels et visqueux sont considérés, ainsi une solution unique au
problème existe, même en présence de mouvements de corps rigide. En revanche dans le
cadre quasi-statique, les mouvements de corps rigide doivent être empêchés pour préserver
l’unicité de la solution.

4.3.1 Détection

La détection de groupes de particules indépendants n’est pas triviale. Lorsqu’un groupe
d’au moins deux particules se détache de la structure principale, un critère simple, pour
identifier un groupe indépendant, tel que si une particule ne possède plus aucune poutre

de cohésion, et donc est déconnectée du réseau, alors elle est considérée indépendante, qui
fonctionnerait pour un groupe constitué d’une seule particule, n’est plus adapté.
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Afin de résoudre ce problème d’identification, il est possible de s’inspirer de la théorie des
graphes, dont le contexte d’application est similaire aux réseaux de poutres, autrement
dit un ensemble de nœuds et de connexions. Les algorithmes développés dans le cadre de
la théorie des graphes pour détecter des composantes interconnectées s’avèrent très utiles
pour résoudre le problème d’identification de groupes de particules indépendants.

Figure 2.13: Illustration de la procédure de parcours en largeur des particules.

Une composante interconnectée est un ensemble de nœuds dans un graphe, entre lesquels
un chemin direct ou indirect existe, par le biais d’une ou plusieurs connexions. Dans le
cas de réseaux de poutres particulaires, les nœuds sont les particules et le chemin une
succession de poutres. Ainsi un groupe de particules indépendant peut être défini comme
une composante interconnectée du graphe qui représente les particules et les poutres de
la structure modélisée.

Parmi les algorithmes disponibles pour explorer un ensemble de nœuds et leurs connexions,
un algorithme simple et efficace a été retenu : l’algorithme de parcours en largeur [Moore,
1959] (Breadth-First Search). La méthode de parcours utilisée par cet algorithme consiste
à partir d’un nœud, et à explorer l’ensemble des nœuds qui y sont directement liés.
Successivement, pour chaque nœud nouvellement exploré, l’ensemble des nœuds inexplorés
qui y sont liés sont explorés. Ce schéma est répété jusqu’à ce que plus aucun nouveau
nœud ne soit exploré ; une composante interconnectée, et donc un groupe de particules
indépendant est alors défini. Cette procédure est répétée à partir d’une nouvelle particule
du maillage, ou nœud du graphe, inexplorée, jusqu’à ce que l’ensemble des groupes de
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particules indépendants soient définis, et donc que l’ensemble des particules du maillage
aient été explorées. La figure 2.13 illustre la procédure de parcours en largeur, et propose
une possibilité d’ordre d’exploration des particules. Les coordonnées X-Y représentent
l’ordre dans lequel sont parcourus les groupes (X) et les particules (Y) à l’intérieur du
groupe (X).

Dans le cas le plus défavorable, l’algorithme de parcours en largeur explorera chaque
particule autant de fois qu’elle possède de poutres. En conséquence, la complexité de
l’algorithme dépend de la densité de poutres dans le réseau. Dans la situation la plus
dense, autrement dit si chaque particule est liée à l’ensemble des particules de la structure,
la complexité est O(n2), avec n le nombre de particules de la structure.

Maintenant que la procédure pour identifier les groupes de particules indépendants est
établie, il reste à déterminer la possibilité de mouvement de corps rigide. Si un groupe de
particules indépendant ne vérifie pas les conditions suivantes, un traitement spécifique,
décrit à la section 4.3.2, doit lui être appliqué :

1. une condition aux limites appliquée sur au moins 3 degrés de liberté différents ;

2. une condition aux limites appliquée sur au moins un déplacement dans chaque
direction (ux et uy).

4.3.2 Traitement numérique

Contrairement à la procédure de détection des groupes de particules indépendants, le
traitement numérique d’un groupe de particules susceptible de subir un mouvement de
corps rigide est plutôt simple. Les groupes de particules indépendants concernés sont
considérés comme n’interagissant plus avec le reste de la structure et sont donc retirés.
Ce traitement numérique exprime le fait que dans la plupart des situations, le phénomène
d’écaillage induit une perte de matière lorsque des morceaux de matériau quasi-fragile se
détachent et s’éloignent de la structure. Cependant, il peut aussi s’avérer limité, lorsque
des morceaux de matière se détachent à l’intérieur d’une fissure horizontale, dans ce cas
il se peut que ces morceaux influencent encore le comportement mécanique.

Un traitement numérique alternatif pourrait consister à bloquer le mouvement d’un groupe
de particules susceptible de subir un mouvement de corps rigide jusqu’à ce que il entre en
contact avec le reste de la structure encore considérée. Mais dans certains cas, comme par
exemple si l’interaction de contact n’est appliquée qu’en un seul point sur le groupe de
particules concerné, l’effort de contact n’est pas équilibré, il en résulte alors un mouvement
infini et incontrôlé. Par conséquent le choix de retirer les groupes de particules susceptibles
de subir un mouvement de corps rigide a été conservé.
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4.4 Algorithme de résolution global

Les algorithmes de résolution des problèmes d’équilibre, de rupture et de gestion des
particules indépendantes ont été introduits séparément. Ils sont assemblés au sein de
l’algorithme de résolution global de la manière suivante :

→ Boucle sur les pas de temps t.↰

Boucle sur les itérations m de l’algorithme de résolution du problème de
rupture et exploration des groupes de particules indépendants.↰

Boucle sur les itérations k de l’algorithme de résolution du problème
d’équilibre des interactions mécaniques.

Un schéma de l’algorithme de résolution global est présenté en figure 2.14. À noter que
la convergence du schéma prédicteur-correcteur est considérée comme atteinte pour un
résidu relatif par rapport à la norme des efforts extérieurs, inférieur à 10−7. Cette valeur
a conduit à des résultats satisfaisants en termes de précision et de coûts de calculs.
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Boucle sur les pas de pseudo-temps t

Boucle sur les itérations m de l’algorithme “Saw-tooth”

Boucle sur les itérations k
de l’algorithme prédicteur-correcteur

Début du pas de temps t, les efforts extérieurs F t
ext sont

acutalisés. Les variables connues sont : ut,0,0,ut,0,0
c ,ut,0,0

s

Actualisation du résidu global :
rt,0,0 = rt−1 + (F t

ext − F t−1
ext)

Actualisation de la matrice de rigidité élastique globale K̃
t,m,k

utilisée pour l’étape de prédiction :

K̃
t,m,k = A

i=1,...,nparticles

⎛⎜⎜⎝ ∑
j=1,...,nbeam(i) (tT

t,m

ij
K loc,t,m

coh,ij
T t,m

ij
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
+ ∑

l=1,...,ncontact(i) (tT
t,m,k−1
il

K̃
loc,t,m,k−1
cont,il

T t,m,k−1
il

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⎞⎟⎟⎠
K t,m

coh
K̃

t,m,k−1
cont

où j sont les particules interagissant par cohésion et l les parti-
cules interagissant par contact avec la particule i (à t,m, k − 1)

Prédiction de ut,m,k+1 :

ut,m,k = ut,m,k−1 + (K̃t,m,k)−1 rt,m,k−1

Actualisation des caractéristiques des contacts à partir de ut,m,k et de la forme des particules :
surface d’intersection S

t,m,k
r,il , directions normale n

t,m,k
c,il et tan-

gentielle tt,m,k
c,il

du contact, largeur de la bande de contact Lt,m,k
c,il

Actualisation du déplacement de contact :

u
t,m,k
c,il = u

t,m,k
c,il + ((Kt,m,k)−1 rt,m,k−1)

i

Calcul des efforts de contact de l sur i :
F

t,m,k
cont,il = f (St,m,k

r,il , u
t,m,k
c,il , u

t,m,k
s,il ,L

t,m,k
c,il , n

t,m,k
c,il , t

t,m,k
c,il
)

Actualisation du résidu global :

Rt,m,k = F t
ext − Kt,m

coh
ut,m,k − ∑i∑l (T t,m,k

il
F

t,m,k
c,il )

∣∣Rt,m,k∣∣
∣∣F t

ext∣∣ < ǫ = 1.10
−7

Calcul de l’inverse des critères de rupture γ
t,m
ij :

γ
t,m
ij = ⎛⎝

ǫ
t,m,k
ij

ǫcr,ij
+ ∣θ

t,m,k
i − θt,m,k

j ∣
θcr,ij

⎞
⎠
−1

où j interagissent par cohésion avec i (à t,m)

minij (γt,m
ij ) < 1 ?Suppression de la poutre avec le γ le plus faible

Détection des groupes de particules indépendants
et blocage si mouvement de corp-rigide possible

Remise à zéro des déplacements accumulés de
contact et de glissement en cas de perte de contact :
St,m,k
r,il

= 0 ⇒ ut+1,0,0
c,il

= 0 et ut+1,0,0
s,il

= 0

non

oui

k = k + 1

oui

non

m =m + 1, k = 0

t = t + 1, m = 0, k = 0

Figure 2.14: Schéma de l’algorithme de résolution global.
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5 Comportement à la rupture et fragilité

L’utilisation de la combinaison d’un modèle discret et d’un réseau de poutres muni d’un
comportement à la rupture simple, parfaitement fragile, permet de modéliser aisément
des faciès de fissuration. Néanmoins, ce type de modèle est toujours limité en termes
de dissipation énergétique. En effet, un comportement fragile est aussi observé pour la
réponse globale du modèle [D’Addetta et al., 2002]. De plus, la dissipation énergétique
est aussi dépendante de la finesse du maillage [Schlangen et Van Mier, 1992].

En traction, la dissipation énergétique en régime post-pic est expliquée par l’apparition de
ponts de fissures (crack face bridging) due à la présence d’hétérogénéités dans le matériau.
Dans le cas du béton, les défauts (pores ou interfaces) forment un chemin préférentiel pour
la propagation de la fissuration. Ce chemin n’étant évidemment pas le plus court, comme
cela pourrait être le cas dans un milieu homogène, il en résulte une dissipation énergétique
plus importante. Pour cette raison, il a été suggéré qu’une description mésoscopique du
matériau (description explicite des différentes phases) soit nécessaire pour obtenir une
dissipation plus réaliste [Cusatis et al., 2003, 2006]. Cependant, une telle description im-
plique d’introduire des paramètres propres à chacune des phases. La calibration du modèle
discret en serait significativement alourdie. Dans le cadre du modèle discret ici développé,
il a été choisi d’introduire les hétérogénéités simplement, au moyen de distributions sta-
tistiques des paramètres matériaux [Rossi et Richer, 1987]. Seuls les seuils de rupture
en extension ǫcrij et en rotation θcrij sont affectés par ces distributions statistiques, comme
proposé par Van Mier et al. [2002]. Une distribution statistique des paramètres élastiques
s’avère sans influence significative sur la réponse du modèle. En réalité, les potentielles
conséquences d’un aléa des propriétés élastiques sont déjà retranscrites par l’orientation
et les dimensions aléatoires des poutres de cohésion, obtenues lors de la génération du
maillage (section 3.1).

Afin de reproduire correctement le comportement en traction et d’assurer une certaine
indépendance à la finesse du maillage, plusieurs auteurs ont proposé de remplacer le com-
portement parfaitement fragile des poutres de cohésion par un comportement adoucissant
[Davie et Bićanic, 2003; Grassl et Jirásek, 2010]. Il est montré dans cette section qu’il n’est
pas nécessaire d’introduire de telles lois. En effet, la seule introduction de la variabilité des
seuils de rupture est suffisante. Par ailleurs, la taille des particules, et donc la densité du
maillage, est considérée comme un paramètre matériau, par conséquent les problématiques
d’indépendance au maillage sont en-dehors du cadre du modèle discret.

En compression, le comportement en régime post-pic n’est pas aussi influencé par les
propriétés matérielles et la présence d’hétérogénéités, qu’en traction. La ductilité relative
du comportement en compression est plutôt expliquée par des effets structuraux. Les
différents mécanismes ayant lieu lors de la dégradation d’un matériau quasi-fragile en
compression, selon Rossi et al. [1996] ou Van Mier [2009], sont schématisés en figure
2.15. D’abord, la fissuration est diffuse et n’est visible qu’à basse échelle (microscopique).
Ensuite, l’effet Poisson induit des extensions dans la direction perpendiculaire à celle
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du chargement appliqué. Des colonnes de matériau sont alors créées, mais à ce point,
encore aucune perte de rigidité significative ne peut être observée. Enfin, le chargement
au pic est atteint, les fissures commencent à se localiser. Les colonnes préalablement
formées s’effondrent sous un chargement en flexion excessif entrâınant la rupture complète
de l’éprouvette de matériau. La prédominance des effets structuraux pousse à étudier
la formulation du critère de rupture P des poutres de cohésion, défini dans la section
3.3.

(a) contraintes principales (à gauche) et faciès de
fissuration (à droite) [Vonk, 1992]

ft
fn

(b) schémas des étapes de dégradation

Figure 2.15: Dégradation en compression avec supports adhérents.

5.1 Aspects statistiques

Pour une représentation correcte du comportement post-pic en traction, une distribution
statistique des seuils de rupture est introduite [Delaplace, 2008]. Des distributions de
Gauss ou de Weibull ont été proposées et explorées. Morice [2014] a montré que le champ
de déplacement en pointe de fissure est sensiblement le même tant que les distributions
utilisées sont identiques en termes de moyenne et d’écart-type. Néanmoins, d’après les
conclusions émises par Van Mier et al. [2002] concernant les faciès de fissuration, une
distribution de Weibull a été utilisée. La densité de probabilité d’une distribution de
Weibull s’écrit :

f(x) = k

λ
(x
λ
)k−1 e−(x/λ)k (2.21)

avec λ le facteur d’échelle et k le facteur de forme de la distribution de Weibull.

Faute de contre-indication, la variabilité spatiale pour les deux seuils de rupture est
considérée comme identique. En d’autres termes, l’hypothèse est faite que l’hétérogénéité
du matériau influence de manière identique les deux seuils de rupture. Par conséquent le
facteur de forme k est identique pour les distributions des deux seuils. Un tirage unique
pour les deux seuils de rupture de chaque poutre est effectué, les facteurs d’échelle λ lui
sont ensuite appliqués, afin de distinguer le seuil en extension du seuil en rotation. Par
ailleurs, aucune valeur limite minimale ou maximale n’a été assignée au tirage des seuils
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de rupture contrairement à la proposition de Van Mier et al. [2002] visant à éviter des
valeurs de seuils trop éloignées de la valeur moyenne. Ce choix est fait de manière à limiter
l’introduction de paramètres additionnels. En effet, l’identification de ces valeurs limites
s’avèrerait difficile, et leur nécessité n’est pas évidente.

La figure 2.16 compare la réponse du modèle en traction uni-axiale pour des seuils de rup-
ture établis de manière déterministe (identiques pour chaque poutre, k ≃ ∞) et suivant
une distribution de Weibull (variation spatiale non corrélée). L’essai de traction directe
effectué par Terrien [1980] est utilisé comme référence. Un adoucissement en traction sa-
tisfaisant n’est obtenu que si les seuils sont déterminés de manière probabiliste. Pour cette
comparaison, les facteurs d’échelle utilisés sont λǫcr = 2.39 10−4 et λθcr = 3.26 10−3.
Une prise en compte plus avancée de la variabilité spatiale des seuils de rupture impli-
querait l’introduction d’une covariance spatiale des distributions statistiques. Ce procédé
est déjà plus complexe et reviendrait à construire des morphologies numériques de méso-
structures [Roubin, 2013].
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Figure 2.16: Influence de la variabilité des seuils de rupture sur la réponse en traction
uni-axiale normalisée par rapport à la limite élastique.

5.2 Formulation du critère de rupture

Une variabilité spatiale des seuils de rupture ǫcrij et θcrij vient d’être introduite de manière
à améliorer la dissipation énergétique du modèle en traction. Toutefois, les réseaux de
poutres particulaires sont aussi connus pour afficher un comportement excessivement fra-
gile en compression [D’Addetta, 2004]. Afin de résoudre ce problème, la formulation du
critère de rupture (2.8) a été étudiée.

De nombreuses formulations peuvent être trouvées dans la littérature [Davie et Bićanic,
2003]. Certaines d’entre elles s’avèrent efficaces pour décrire l’intégralité du comportement
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jusqu’à la rupture. Les quelques formulations étudiées sont fondées notamment sur des
critères de type Rankine ou Mohr-Coulomb.

Étant donné l’intérêt porté à la dissipation énergétique post-pic de résistance, dans les
simulations qui suivent, des supports parfaitement adhérents sont considérés. Il s’agit de
la configuration la plus dissipative. Les résultats sont comparés aux essais effectués par
Vonk [1992] avec une interface non-traitée entre les supports et l’éprouvette, présentant
donc du frettage.

Le critère de rupture le plus simple, en accord avec la cause principale de l’apparition d’une
fissure (une extension locale) est un critère de Rankine fonction de l’extension axiale de
la poutre (fig. 2.17a) :

P
R,ext
ij = ǫij

ǫcrij
> 1 (2.22)

Ce critère permet de reproduire correctement la rupture en traction ; cependant au-
cune perte de rigidité n’est observée en compression (fig. 2.19). Il n’est pas possible de
dépasser le stade de micro-fissuration diffuse orientée selon la direction de chargement
(fig. 2.20).

Un seuil unique en extension n’est donc pas suffisant, et un second seuil en rotation est
alors introduit (fig. 2.17b) :

P
R,rot
ij = ∣θi − θj ∣

θcrij
> 1 (2.23)

ǫij

(θi − θj)

ǫcr

O
+ +

(a) Rankine en extensions

ǫij

(θi − θj)

ǫcr

θcr

O
+ +

+

(b) Rankine en extensions et en ro-
tations

Figure 2.17: Forme des critères de rupture de type Rankine.

L’introduction du seuil en rotation permet d’observer une perte de rigidité en compression,
mais un comportement trop fragile en régime post-pic est observé (fig. 2.19). La rupture
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a effectivement lieu de manière simultanée sur toute la largeur de l’éprouvette. Qu’une
poutre du réseau soit située au cœur de l’éprouvette ou à l’extérieur n’a aucune influence,
celles-ci rompent pour un niveau de chargement identique. Le faciès de fissuration est
donc horizontal (fig. 2.20).

Ainsi, il s’avère nécessaire d’introduire une dépendance du seuil en rotation au niveau de
confinement de la poutre. Plus le niveau d’extension axiale de la poutre est faible, plus il
est difficile d’atteindre le seuil en rotation. Un critère de rupture de type Mohr-Coulomb
est aini formulé (fig. 2.18a) :

PMC
ij = ǫij

ǫcrij
+ ∣θi − θj ∣

θcrij
> 1 (2.24)

Le résultat obtenu avec ce critère couplé est satisfaisant. La réponse en compression uni-
axiale avec supports adhérents affiche la perte de rigidité et l’adoucissement post-pic
souhaités (fig. 2.19). Il est aussi possible de distinguer sur le faciès de fissuration, les trois
étapes observées expérimentalement de la dégradation en compression (fig. 2.15) : l’étape
de micro-fissuration, l’étape de localisation de la fissuration en colonnes et la rupture
finale de l’éprouvette affichant un faciès de fissuration bi-conique (fig. 2.20).

Il faut noter que le terme fonction de l’extension axiale n’est pas mis au carré comme le
suggère Herrmann et al. [1989]. En effet, un tel choix annulerait l’influence du confinement
lorsque la poutre est comprimée. En conséquence de la forme symétrique du critère local
résultant (fig. 2.18b), il résulte une perte totale de la dissymétrie traction/compression
du comportement global du modèle.

ǫij

(θi − θj)

ǫcr

θcr

O
+ +

+

(a) Mohr-Coulomb avec extensions
simples

ǫij

(θi − θj)

ǫcr

θcr

O
+ +

+

(b) Mohr-Coulomb avec extensions
au carré

Figure 2.18: Forme des critères de rupture de type Mohr-Coulomb.

En conclusion le critère de rupture retenu peut être vu comme un critère de type Mohr-
Coulomb à deux paramètres (fig. 2.18a), dont le premier, ǫcrij , contrôle la position de la
pointe du cône formé par la surface seuil et le second, θcrij , l’ouverture de ce cône. Une
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formulation ainsi enrichie, ne dépendant plus uniquement des extensions locales, s’avère
nécessaire du fait de l’échelle toujours trop grossière du modèle discret développé. Un
critère de type Mohr-Coulomb est une homogénéisation des mécanismes ayant lieu à plus
basse échelle, comme la compaction de pores, omis par le modèle.
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Figure 2.19: Influence de la formulation du critère de rupture sur la réponse en com-
pression uni-axiale normalisée par rapport à la limite élastique.

Quant au type de variable à utiliser dans la formulation du critère de rupture, il a été
observé que des variables cinématiques (déplacements, rotations) donnent des résultats
identiques à des variables statiques (efforts, moments). Ainsi, seuls les résultats obtenus
avec des variables cinématiques ont été présentés.

(a) Rankine – extensions (b) Rankine – extenstions et ro-
tations

(c) Mohr-Coulomb

Figure 2.20: Faciès de fissuration finaux en compression uni-axiale avec supports
adhérents.

Le choix des variables cinématiques ou statiques ne permet pas de prendre en compte
des mécanismes de dégradation additionnels, bien que les deux critères ne combinent pas

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
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identiquement les sollicitations locales. Les réseaux de poutres emploient classiquement
des critères formulés en variables statiques [Schlangen et Van Mier, 1992], mais de manière
à simplifier l’écriture du critère de rupture, et à rester dans le cadre de la formulation
cinématique des degrés de liberté du modèle discret, des variables cinématiques sont re-
tenues.

5.3 Surface de chargement à la rupture

La capacité du modèle à décrire les chargements au pic en traction (fig. 2.16) et en
compression (fig. 2.19) uni-axiales a déjà été établie. En complément, la surface de char-
gement à la rupture bi-axiale est simulée (fig. 2.21). Le chargement est appliqué en effort
afin de pouvoir établir une comparaison avec les résultats expérimentaux de Lee et al.
[2004].

Le modèle est purement bi-dimensionnel, ni déformations, ni contraintes ne sont considérées
dans la troisième dimension, les fissures ne peuvent donc se développer sous chargement
de bi-compression. L’enveloppe des chargements au pic n’existe simplement pas. Quel que
soit le chargement appliqué, une micro-fissuration diffuse peut apparâıtre, mais comme
cela peut être le cas lors d’un chargement de tri-compression [Poinard et al., 2010], aucune
perte de rigidité, ni rupture ne sont observées.

Afin de confirmer le rôle de la formulation bi-dimensionnelle du modèle, il a virtuellement
été introduit un effet “tri-dimensionnel”, pour cette simulation uniquement, sous la forme
d’une déformation dans la troisième dimension ǫTij. Cette déformation est calculée dans
chaque poutre, reliant les particules i et j, comme une fonction du coefficient de Poisson
macroscopique élastique de l’éprouvette de matériau testée ν (= 0.2) et de la déformation
longitudinale de la poutre ǫij :

ǫTij = −νǫij (2.25)

La rupture d’une poutre peut maintenant avoir lieu, si le critère de rupture est atteint,
mais aussi si la déformation dans la troisième dimension atteint le seuil en extension ǫcr.
Le critère de rupture s’écrit alors :

Pij = ǫij

ǫcrij
+ ∣θi − θj ∣

θcrij
+ ǫTij

ǫcrij
> 1 (2.26)

Le résultat montre une enveloppe des chargements au pic (fig. 2.21) de forme très similaire
aux enveloppes observées expérimentalement. Une légère surestimation des valeurs des
chargements au pic en bi-compression est encore observée. Elle peut être expliquée par
la manière dont sont calculées les déformations dans la troisième dimension. En effet, ne
tenir compte de déformations dans la troisième dimension induites uniquement par effet
Poisson est nécessairement conservatif.
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Figure 2.21: Surfaces de chargement à la rupture normalisées.

6 Synthèse

Le modèle discret à vocation d’outil d’expérimentation numérique a été introduit en
détails. Aussi bien le modèle initial DEAP2D, que les développements effectués ont été
présentés. Il s’agit donc d’une combinaison de DEM et de réseau de poutres. Cette se-
conde composante est avant tout utilisée pour assurer la cohésion, mais le modèle discret
retient aussi des réseaux de poutres, le schéma de résolution numérique et la description
de la rupture. Dans l’objectif d’étendre le domaine de validité du modèle discret à des
applications multi-axiales et cycliques, la résolution numérique et la modélisation de la
rupture ont fait l’objet de développements. Ceux-ci ont été réalisés en tentant de préserver
les caractères simple et facilement identifiable du modèle d’origine, prépondérants dans
l’objectif d’une utilisation comme machine d’essai virtuelle.

Une modification du schéma de résolution Saw-Tooth a été proposée afin de conserver
la résolution séquentielle linéaire du mécanisme de rupture des poutres du réseau, prin-
cipal atout du schéma Saw-Tooth, tout en permettant de considérer les non-linéarités
induites par le contact et la friction. Il en a résulté un algorithme de résolution globale-
ment incrémental implicite, formulés dans un cadre quasi-statique. La stabilité vis-à-vis
du mécanisme de rupture, apportée par la résolution de l’équilibre à la suite de la rup-
ture de chaque élément poutre, propre à l’algorithme initial, a été préservée. La stabilité
relative au mécanisme de contact, ainsi que la robustesse ont, elles, nécessité l’introduc-
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tion d’une étape de prédiction linéaire des efforts de contact fonction des déplacements
nodaux. Ces aspects ont été vérifiés en simulant une configuration impliquant un effort
de contact hautement non-linéaire en fonction des déplacement nodaux. Les caractères
qualitatif et quantitatif, des résultats fournis par le modèle discret sont, quant à eux,
vérifiés au chapitre suivant.

La modélisation du mécanisme de rupture a été modifiée afin d’améliorer la dissipation
énergétique reproduite par le modèle discret pour des chargements complexes. Des as-
pects statistiques, déjà présents dans DEAP2D, permettaient de reproduire la dissipation
énergétique conséquence de l’hétérogénéité du matériau, particulièrement notable sur des
chargements de traction à la rupture. Un critère de rupture local de type Mohr-Coulomb,
classiquement issu de l’analyse limite de milieux poreux, a été retenu. Il a permis de tenir
compte de mécanismes associés à des échelles plus fines, notamment liés à la présence
de pores, non représentés par le modèle. La ductilité du comportement en compression a
ainsi pu être reproduite.

La description et le développement du modèle discret maintenant achevés, sa mise en
œuvre et sa validation sont maintenant abordées. Le chapitre suivant porte sur la pré-
sentation de la procédure d’identification du modèle, relativement simple, du fait des
choix de modélisation effectués dans ce chapitre, ainsi que sur la simulation du compor-
tement d’éléments de structure sous chargements complexes, ceci dans le but de valider
le modèle discret décrit, et alimenter la modélisation macroscopique continue à venir du
comportement sous chargement cyclique des matériaux quasi-fragiles.
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2 Identification des paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.1 Taille des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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1 Introduction

La formulation du modèle discret est maintenant établie. Elle se base sur une combinaison
de la DEM et de réseau de poutres, dont l’algorithme de résolution a été adapté et la
gestion de la fissuration, revisitée. Il en résulte un modèle simple à mettre en œuvre,
car contenant peu de paramètres et donc identifiable à partir de peu d’essais. Ainsi, une
stratégie d’identification systématique est proposée dans un premier temps.

Une validation détaillée des différents développements est proposée dans un second temps.
La validité de la stratégie d’identification proposée et les capacités du modèle discret sont
illustrées simultanément sur différents essais issus d’une même campagne expérimentale
[Grégoire et al., 2013]. Deux campagnes expérimentales supplémentaires impliquant des
modes de fissuration plus complexes sont aussi simulées afin de valider le choix du critère
de rupture. Et l’efficacité de l’algorithme de résolution implicite élaboré, est comparée et
vérifiée sur un essai de compression uni-axiale.

Le modèle discret alors validé, la simulation d’un essai cyclique de traction uni-axiale
est alors entreprise. Les mécanismes mis en jeu, impliquant l’apparition des phénomènes
associés au caractère unilatéral frottant de la fissuration, sont longuement étudiés. Il
s’agit d’une première tentative d’expérimentation numérique, pour expliquer l’origine de
ces phénomènes, connaissant les aptitudes et lacunes du modèle discret.

À noter, sauf mention du contraire, que tous les résultats discrets présentés dans ce cha-
pitre sont une moyenne arithmétique sur 50 tirages.

2 Identification des paramètres

2.1 Taille des particules

La densité du maillage est contrôlée en ajustant la taille moyenne des particules lp. Un
compromis doit être trouvé de manière à limiter les coûts de calculs tout en respectant
l’homogénéité macroscopique du matériau. Bien qu’il s’agisse d’un paramètre numérique,
puisqu’il ne peut être lié directement à une propriété du matériau, lp se doit d’être d’un
ordre de grandeur proche des plus petites fissures qu’il est souhaité reproduire. Ainsi,
lp est d’une dimension comprise entre la taille des plus petits défauts et la taille des
granulats. Toutefois, la taille des particules est, avant tout, déterminée selon les critères
ci-après.

D’une part, Delaplace [2008] a montré qu’au minimum une cinquantaine de particules
doivent être incluses dans la plus petite dimension du milieu discrétisé afin d’observer la
convergence des propriétés élastiques (fig. 3.1). D’autre part, le nombre de particules doit
rester relativement faible – de manière pragmatique inférieur à 50000 – afin de limiter les
coûts de calculs.
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En revanche, les propriétés à la rupture, telles que le chargement au pic ou la dissipation
énergétique, ne convergent pas lorsque la taille de particule est raffinée, avec ce type
de modèle [Oliver-Leblond et al., 2013]. Pour cette raison, la taille de particule lp est
considérée comme un paramètre matériau à part entière. Le reste des paramètres identifiés
par la suite n’est valable qu’à taille de particule donnée.
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Figure 3.1: Influence de la densité de particules sur les propriétés élastiques macrosco-
piques.

La dépendance des résultats vis-à-vis de la taille de particule peut être illustrée en pre-
nant l’exemple du béton. Bien qu’ici aucune distinction de phase du matériau ne soit
faite, il est possible de comparer l’influence de la taille des particules et l’influence de la
taille des granulats. En effet, les propriétés mécaniques inélastiques du béton sont forte-
ment dépendantes de la taille des granulats choisis lors de la formulation. Tout comme la
taille des granulats contraint le trajet de fissuration dans le béton, la taille des particules
(indéformables et incassables) restreint les possibilités de trajets empruntés par la fissu-
ration. Ces restrictions expliquent la dépendance des propriétés mécaniques à la rupture
simulées vis-à-vis de la taille des particules.

2.2 Élasticité

Une procédure pour identifier les deux paramètres élastiques, le module de Young Ē et le
coefficient d’inertie des poutres α, a été proposée par Delaplace et Desmorat [2007]. Ces
deux paramètres sont identifiés par analyse inverse de manière à retrouver le module de
Young macroscopique E et le coefficient de Poisson macroscopique ν du matériau. Ces
deux propriétés sont obtenues en simulant un essai de traction uni-axiale. L’analyse de
sensibilité des deux propriétés macroscopiques aux deux paramètres élastiques du modèle
(fig. 3.2), a montré que E est proportionnel à Ē et que ν ne dépend pas de Ē. Ainsi
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les deux étapes successives de la procédure d’identification des paramètres élastiques du
modèle sont :

— Calibrer α de manière à retrouver ν.
— Calibrer Ē de manière à retrouver E.
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Figure 3.2: Influence des paramètres élastiques des poutres sur les propriétés élastiques
macroscopiques.

2.3 Rupture

La procédure d’identification des paramètres contrôlant la rupture consiste, elle-aussi, en
une analyse inverse effectuée sur des essais de rupture standard. En conséquence du choix
de distribution statistique des seuils et d’un critère de type Mohr-Coulomb, les paramètres
à identifier sont les facteurs d’échelle des distributions de Weibull du seuil en extension
λǫcr et du seuil en rotation λθcr , ainsi que le facteur de forme commun k.

Au moyen d’analyses de sensibilité effectuées par la suite lors de la validation de la
procédure d’identification, l’influence ou non de chacun de ces trois paramètres sur la
réponse de matériaux jusqu’à la rupture a été déterminée. Dans le cas d’un essai quel-
conque, impliquant de la fissuration mixte en extension (mode I) et en cisaillement (mode
II), les trois paramètres ont une influence notable sur la réponse. En revanche, lorsque
l’essai sur lequel est effectué l’analyse inverse, ne présente plus que de la fissuration en
mode I, l’influence du paramètre λθcr n’est pas significative. Enfin pour un même type
d’essai, seul le paramètre k influence le comportement post-pic.

La procédure d’identification des paramètres de rupture suivante est ainsi proposée :

— calibrer k sur le comportement post-pic d’un essai impliquant majoritairement de
la fissuration en mode I : essai de traction directe, essai de flexion trois-points ;
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— calibrer λǫcr sur le chargement au pic du même type d’essai ;
— calibrer λθcr sur le chargement au pic d’un essai impliquant aussi bien de la fissu-

ration en mode I qu’en mode II : essai de compression.

Étant donné qu’un aspect aléatoire est introduit par la génération du maillage et le tirage
des seuils de rupture, une moyenne de cinquante simulations du même essai est utilisée
pour effectuer une comparaison avec un résultat expérimental.

Il s’agit d’une procédure assez générale, car il n’existe pas de jeu unique d’essais standard
permettant de déterminer les paramètres du modèle. Mais il s’avère que les quelques
essais proposés ci-dessus présentent une forte sensibilité aux paramètres à identifier, tout
en restant simples à mettre en œuvre expérimentalement. Les essais de fendage, de flexion
trois-points et de compression sont d’ailleurs des essais fréquemment rencontrés dans la
littérature, et exploités afin de caractériser une formulation de béton.

Une réserve est toutefois à émettre concernant l’essai de compression. Les effets du frot-
tement entre les supports de chargement et le matériau influence significativement la
réponse de l’éprouvette, aussi bien le chargement au pic que le comportement post-pic.
C’est pourquoi dans la mesure du possible, à moins de pouvoir estimer précisément le ni-
veau de frottement à l’interface support-matériau, l’essai de fendage doit lui être préféré.
Comme montré par la suite (fig. 3.7), la réponse à l’essai de fendage apparâıt être signi-
ficativement sensible au paramètre λθcr .

Une procédure d’identification alternative peut être proposée, basée sur des résultats
expérimentaux uniquement scalaires : la résistance en traction, la résistance en compres-
sion et l’énergie de fissuration. Ces trois résultats expérimentaux, traduisant des compor-
tements mécaniques différents, très souvent fournis dans la littérature, seraient utilisés
pour déterminer les trois paramètres contrôlant la rupture dans le modèle discret. Tou-
tefois cette alternative est limitée, et n’est donc pas retenue pour le moment. En effet, la
connaissance des conditions aux limites de l’essai de compression est problématique, et à
cela s’ajoute le fait que la simple valeur de l’énergie de fissuration obtenue lors d’un essai
de flexion trois-points fournit moins d’informations que la réponse complète en régime
post-pic.

2.4 Frottement

La prise en compte du frottement, par l’intermédiaire du critère de Coulomb, introduit le
dernier paramètre à identifier : le coefficient de frottement µ.

Une fois de plus, l’identification est effectuée par analyse inverse. Les essais fortement
dépendants du coefficient de frottement sont rares. Un essai de compression avec confine-
ment latéral est généralement employé [Tran et al., 2011]. En effet, en se replaçant dans
le contexte des mécanismes de dégradation présentés auparavant (fig. 2.15), juste avant
d’atteindre le pic de chargement, des colonnes se forment dans le matériau. Le confine-
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ment latéral supplémentaire appliqué force ces colonnes à rester en contact, et accrôıt
donc l’importance du frottement lors des étapes de dégradation post-pic. La simulation,
avec le modèle discret, d’un essai de compression avec un confinement latéral de 10 MPa,
pour différentes valeurs du coefficient de frottement, est présentée en figure 3.3. Une
dépendance notable de la réponse post-pic au coefficient de frottement est effectivement
observée.

Tout comme pour l’identification des paramètres de rupture, dans la mesure où les condi-
tions aux limites entre les supports et le matériau, et en plus ici, la manière dont le confi-
nement est appliqué sont bien connues, l’essai de compression sous confinement latéral est
un essai adéquat à l’identification du coefficient de frottement. Dans le cas contraire, il
est toujours possible de se référer à la littérature, où la valeur du coefficient de frottement
est très souvent considérée égale à µ = 0.7 [Cusatis et al., 2011b].
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Figure 3.3: Influence du coefficient de frottement sur la réponse en compression sous
confinement latéral de 10 MPa.

3 Illustration de la procédure d’identification

Dans la section 2, plusieurs essais ont été introduits pour réaliser l’identification du modèle
discret. Ces essais doivent être effectués sur le même échantillon de matériau ; dans le cas
du béton, il s’agit d’au moins considérer la même formulation, voire la même gâchée.

Dans cette section, les données expérimentales sont issues de la campagne expérimentale
réalisée par Grégoire et al. [2013]. Cette campagne contient de nombreux essais de flexion
trois-points (F3P), dont la configuration est détaillée en figure 3.4, des essais de fendage
et des essais de compression uni-axiale.
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Force

CMOD
(Crack Mouth Opening Displacement)

Figure 3.4: Dispositif de l’essai de flexion trois-points [Grégoire et al., 2013].

3.1 Calibration

La taille de particule est fixée à lp = 2 mm. Cette taille garantit une densité minimale de
particules correcte pour la majeure partie des essais. Seule la plus petite taille de poutre
des essais de flexion trois-points risque de poser problème, car elle ne contient que 25
particules dans la plus petite dimension. Cet essai ne sera donc utilisé que pour valider
la prise en compte de l’effet d’échelle, en plus des trois autres tailles de poutres, plus
grandes, disponibles. À noter que la dimension des granulats utilisés pour les essais de
Grégoire et al. [2013] est comprise entre 4 mm et 10 mm, donc relativement proche de la
dimension lp choisie.

Les paramètres élastiques, le module de Young et le coefficient d’inertie des poutres sont
fixés respectivement à Ē = 46 GPa et α = 0.83 de manière à retrouver les propriétés
macroscopiques du béton utilisé, soit E = 37 GPa et ν = 0.21.
Avant de calibrer les paramètres de rupture k, λǫcr et λθcr , l’analyse de sensibilité dont il
a été question précédemment est effectuée sur un essai de flexion trois-points réalisé sur
une poutre non-entaillée, de longueur 0.35 m et de hauteur 0.10 m, et un essai de fendage
réalisé sur un cylindre de diamètre 0.215 m.

Dans un premier temps l’influence des trois paramètres de rupture est observée sur la
réponse post-pic de l’essai de flexion trois-points (fig. 3.5). Sur cette figure, la réponse
normalisée est tracée, soit F /Fmax en fonction de CMOD/CMODmax (composante nor-
male de l’ouverture de fissure). De cette manière, l’influence des paramètres sur la réponse
post-pic ne dépend pas du chargement au pic. Seul le facteur de forme k influence la
réponse post-pic en flexion trois-points, sa valeur est alors calibrée à k = 1.4.
Dans un second temps, l’influence des deux paramètres restant à identifier, les facteurs
d’échelle, est observée sur le chargement au pic de la réponse au même essai de flexion
trois-points (fig. 3.6). La fissuration de cet essai est du mode I, ainsi une influence du
paramètre λǫcr est remarquée, mais pas du paramètre λθcr , sa valeur est alors calibrée à
λǫcr = 4.34 10−4.
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(b) facteur d’échelle en rotation λθcr
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Figure 3.5: Influence des paramètres de rupture sur la réponse normalisée en flexion
trois-points.
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Figure 3.6: Influence des paramètres de rupture sur la réponse en flexion trois-points.
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Figure 3.7: Influence du facteur d’échelle du seuil en rotation λθcr sur la réponse au
fendage.

L’ensemble des paramètres matériaux identifiés pour simuler le comportement du béton
de Grégoire et al. [2013] est résumé dans le tableau 3.1.

lp (m) α Ē (GPa) λǫcr λθcr k µ

0.002 0.83 46 4.34 10−4 1.85 10−3 1.8 0.7

Table 3.1: Valeur des paramètres identifiés sur le béton de la campagne d’essais de
Grégoire et al. [2013].

3.2 Validation

Le jeu de paramètres identifié sur un essai de flexion trois-points non-entaillé, de longueur
0.35 m et de hauteur 0.10 m, et sur un essai de fendage sur un cylindre de 0.215 m de
diamètre, est à présent utilisé pour simuler des essais de flexion trois-points de différentes
dimensions et longueurs d’entaille, ainsi qu’un essai de compression uni-axiale.

3.2.1 Effets d’échelle et effets de forme sur un essai de flexion trois-points

La capacité d’un modèle de comportement mécanique à reproduire les effets d’échelle et
de forme est essentielle lorsque ce modèle est utilisé pour décrire un matériau quasi-fragile.
De manière générale, une reproduction correcte de ces effets sur le chargement au pic et
la réponse post-pic de résistance requiert une calibration du modèle sur différentes tailles
d’éprouvettes. Ce point est souligné par Le Bellégo et al. [2003], en ce qui concerne les
modèles continus d’endommagement non-locaux, et par Hoover et Bažant [2014], en ce qui
concerne les modèles de fissuration cohésive. Par ailleurs, les jeux de paramètres identifiés
sont généralement limités à un faible intervalle de tailles et de géométries d’éprouvettes
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[Grégoire et al., 2013]. Enfin, la reproduction de l’effet d’échelle pour les modèles continus
d’endommagement non-locaux nécessite l’identification d’une longueur interne.

Dans le cas du modèle discret, la longueur interne est la taille caractéristique des particules
déterminée selon des critères qui ne sont absolument pas influencés par le respect des effets
d’échelle et de forme. Le modèle, calibré sur une unique taille d’éprouvette (0.35 m par
0.10 m) et une unique longueur d’entaille (nulle), fournit des résultats prédictifs pour trois
tailles d’éprouvettes et deux longueurs d’entaille différentes (figs. 3.8 et 3.9). Le modèle
discret est capable de reproduire les effets d’échelle et de forme observés, non seulement sur
l’effort appliqué au pic de résistance, mais aussi sur l’allure de la réponse post-pic. Cette
aptitude est principalement acquise en considérant la variabilité des propriétés matérielles
à l’échelle de la modélisation par le biais d’aspects statistiques.
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Figure 3.8: Influence de la taille de l’éprouvette sur la réponse en flexion trois-points
entaillé au cinquième de la hauteur : expérimental (pointillé), simulation (plein).
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Entaille à la moitié

Figure 3.9: Influence de la longueur initiale de l’entaille sur la réponse d’une éprouvette
de 0.35 m par 0.10 m en flexion trois-points : expérimental (pointillé), simulation (plein).

La validation des effets d’échelle et de forme est poursuivie avec l’étude des faciès de fissu-
ration. La fissuration n’est pas seulement localisée en pointe de macro-fissure, mais s’étale
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sur un certain volume appelé fracture process zone [Hillerborg et al., 1976]. L’étude des
faciès de fissuration obtenus à maillage identique, avec et sans entaille (fig. 3.10 et 3.11),
montre que le modèle discret est aussi capable de reproduire les processus d’initiation et
de propagation de la fissuration.

Figure 3.10: Faciès de fissuration d’une poutre entaillée à mi-hauteur.

Figure 3.11: Faciès de fissuration d’une poutre sans entaille.

3.2.2 Dispersion des résultats

La dispersion des réponses fournies par le modèle discret est étudiée sur un essai de
flexion trois-points sur une poutre entaillée jusqu’au cinquième de la hauteur, de longueur
0.35 m et de hauteur 0.10 m (fig. 3.12). La variabilité des réponses simulées semble plus
importante que la variabilité des réponses expérimentales. Plusieurs explications peuvent
être fournies :

— seules trois expériences ont été effectuées sur chaque essai de flexion trois-points,
ce qui n’est peut-être pas suffisant pour capturer la variabilité réelle de la réponse
expérimentale ;

— le facteur de forme des distributions des seuils de rupture k, utilisé pour contrôler
la réponse post-pic de l’essai, influence aussi significativement la dispersion des
résultats, et sa valeur est peut-être sous-estimée ;

— le maillage n’est peut-être pas suffisamment raffiné pour ces dimensions d’éprouvette,
ce qui conduirait à un faciès de fissuration excessivement influencé par la forme
des particules.
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Échantillons sim.

Figure 3.12: Variabilité de la réponse en flexion trois-points.

Étant donné que les données expérimentales sont limitées à trois résultats, et qu’il n’est
pas possible de modifier le paramètre k sans modifier la qualité des résultats, seule la
responsabilité de la quantité de particules dans le maillage peut être explorée.

Le nombre de particules augmente avec la taille de l’échantillon, l’étude de l’influence de
la taille de l’échantillon sur le coefficient de variation des chargements au pic (relatif au
chargement moyen au pic) présente donc un intérêt (fig. 3.13). Il est possible de noter
que le coefficient de variation simulé décrôıt lorsque la taille de l’éprouvette, et donc
le nombre de particules dans l’éprouvette, augmente et semble converger vers la valeur
expérimentale. Deux conclusions opposées peuvent être tirées de cette observation.

D’un côté, il peut être conclu que la taille de particule influence non seulement la conver-
gence des propriétés élastiques mais aussi la convergence du coefficient de variation du
chargement au pic. Autrement dit, la faible densité du maillage serait la cause de la
dispersion des résultats.

D’un autre côté, il peut être conclu que l’augmentation des dimensions de l’éprouvette
masque les effets de l’aléa local des propriétés mécaniques à la rupture, à l’échelle de la
structure. Cela revient à dire, qu’avec l’augmentation des dimensions de l’éprouvette, les
propriétés globales du matériau sont homogénéisées.

En faisant abstraction de la première valeur, le coefficient de variation expérimental ap-
parâıt crôıtre en fonction de la taille d’éprouvette. Les résultats expérimentaux vont donc
à l’encontre de la seconde conclusion. Cette croissance pourrait s’expliquer par une aug-
mentation de l’incertitude induite par une augmentation de la présence de défauts dans le
matériau. Mais en admettant que la seconde conclusion soit véridique, il est alors possible
de considérer que la dispersion observée expérimentalement est non représentative de la
réalité et ce, du fait de la quantité limitée de réalisations expérimentales.
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Figure 3.13: Influence de la densité du maillage sur la dispersion des chargements au
pic.

Quoi qu’il en soit, une densité de particule grossière, comme c’est le cas ici, reste une
option intéressante à faible coûts de calculs. De plus, la dispersion des réponses si-
mulées est conservative. En effet, les réponses simulées englobent intégralement le faisceau
expérimental (fig. 3.12).

3.2.3 Réponse complète en compression

Les essais de compression sont généralement compliqués à simuler, du fait du manque
d’information sur les conditions aux limites réellement appliquées. Le niveau de frotte-
ment à l’interface entre l’éprouvette et les supports de chargement est difficile à évaluer.
Ce frottement a une importance notable sur la réponse en compression. En effet, des
états de contraintes fortement multi-axiaux peuvent être générés selon le niveau de frot-
tement.

Par ailleurs, du fait de la formulation dans le cadre quasi-statique du modèle, les conditions
aux limites au niveau des supports doivent être appliquées de manière à ne permettre
aucun mouvement de corps rigide, ni induire de déformations restreintes injustifiées.

Conditions aux limites partiellement restreintes
La figure 3.14 illustre l’application de conditions aux limites partiellement restreintes.

Le support de chargement interagit avec la première couche de particules (en rouge sur
la fig. 3.14). Afin de simuler une interface parfaitement glissante entre l’éprouvette et le
support, seul un déplacement vertical devrait être appliqué sur les particules rouges, sans
appliquer de déplacement horizontal. Cependant, un mouvement de corps rigide horizon-
tal serait alors permis. Une solution, généralement utilisée dans le cadre de simulations
en éléments finis, consisterait à bloquer horizontalement un élément (une particule en
éléments discrets) de la ligne rouge. Mais dans le cas très probable où la fissuration locali-
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serait autour de cette particule, et une fois celle-ci détachée complètement de l’éprouvette,
le problème initial de mouvement de corps rigide initial surviendrait de nouveau.

loading-platen

Figure 3.14: Description schématique de l’application de conditions aux limites partiel-
lement restreintes.

La solution finalement retenue consiste à appliquer les conditions aux limites sur deux
couches de particules. Sur la première couche (rouge) le déplacement vertical est toujours
appliqué, et les déplacements horizontaux sont bloqués. Sur la seconde couche (orange sur
la fig. 3.14), seul le déplacement vertical est appliqué. Jusqu’ici, les conditions aux limites
appliquées sont équivalentes à une interface parfaitement adhérente entre l’éprouvette et
le support.

De manière à simuler une adhérence partielle entre le support et l’éprouvette, le niveau
des contraintes de cisaillement transmises entre le support et l’éprouvette est ajusté.
La rigidité des poutres de cohésion (bleues sur la fig. 3.14) reliant les particules des
première (rouge) et seconde (orange) couches est réduite. Ces poutres de cohésion sont
aussi considérées incassables pour éviter la localisation de la fissuration entre ces deux
couches de particules. Le coefficient de correction de rigidité des poutres de cohésion
bleues est nommé kp. Une rigidité nulle (kp = 0) de ces poutres de cohésion équivaut à
une interface parfaitement glissante entre le support et l’éprouvette, alors qu’une rigidité
intacte (kp = 1), comme expliqué précédemment, équivaut à une adhérence parfaite.

Simulations
Les réponses expérimentales et simulées en compression d’un cylindre de hauteur 0.140

m et de diamètre 0.074 m sont présentées en figure 3.15. La sensibilité de la réponse au
niveau d’adhérence à l’interface entre le support et l’éprouvette est étudiée.

Selon le rapport expérimental une plaque de Teflon a été placée à l’interface entre le sup-
port et l’éprouvette, ainsi peu ou pas d’adhérence était attendue (kp = 0). Toutefois, la
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réponse expérimentale en compression n’est correctement reproduite que pour des condi-
tions aux limites partiellement restreintes avec kp = 0.0015.
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Figure 3.15: Influence des conditions aux limites simulées sur la réponse en compression
uni-axiale.

Expérimentalement, il a été observé que l’inclinaison de la bande de localisation de la fissu-
ration dépend du niveau d’adhérence entre les supports et l’éprouvette [Kotsovos, 1983].
Plus l’adhérence est forte, plus la bande de localisation est inclinée. Le modèle discret
reproduit correctement cette observation expérimentale, en augmentant la valeur du pa-
ramètre kp, la bande de localisation simulée s’incline (trait rouge pointillé, fig. 3.16).

friction

a) Simulation

friction

b) Expérimental

Figure 3.16: Influence des conditions aux limites sur le faciès de fissuration d’un essai
de compression uni-axiale.
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4 Étude de cas de fissuration complexes

La validation du modèle est poursuivie sur des essais quasi-structuraux. La capacité du
modèle discret à reproduire une fissuration en mode I a déjà été évaluée précédemment,
ainsi seules des situations de fissuration en mode mixte (I/II) sont étudiées. Les paramètres
du modèle discret identifiés précédemment ne peuvent être utilisés directement pour ces
essais. Malheureusement, les propriétés des matériaux utilisés pour ces essais ne sont pas
identiques à celles des matériaux utilisés pour les essais de Grégoire et al. [2013], sur les-
quels se base l’identification réalisée précédemment. De plus, les résultats expérimentaux
fournis avec les rapports des essais quasi-structuraux ne sont pas suffisants pour effec-
tuer la procédure d’identification complète du modèle, telle que proposée dans la section
2.1.

Ainsi, l’ensemble des paramètres identifiés sur la campagne d’essais de Grégoire et al.
[2013] sont globalement réutilisés, mais le module de Young des poutres du réseau Ē et le
facteur d’échelle de la distribution du seuil de rupture en extension λǫcr sont légèrement
ajustés de manière à optimiser la réponse du modèle. L’optimisation est réalisée, pour
chaque campagne d’essais quasi-structuraux, sur le résultat obtenu sur une des configu-
rations fournies. Pour cette raison, les résultats présentés dans cette section ne peuvent
être qualifiés de totalement prédictifs. Néanmoins, il est montré que le modèle discret est
capable de prédire la conséquence d’un changement de géométrie ou de conditions aux
limites sur la réponse du matériau et les faciès de fissuration.

4.1 Fissuration en mode mixte I/II

(a) dispositif de chargement (b) dimensions des poutres

Figure 3.17: Dispositif des essais des poutres de Schlangen.

Schlangen [1993] a testé des poutres simplement entaillées (SEN) et doublement entaillées
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(DEN) soumises à des chargements de flexion complexe sur quatre appuis (fig. 3.17).
L’évolution de l’effort appliqué, de l’ouverture des lèvres de fissure (CMOD), et du glisse-
ment des lèvres de fissure (CMSD) sont observées pour des appuis glissants et fixes.

Comme expliqué précédemment, le modèle est identifié à nouveau sur la réponse effort-
CMOD d’une poutre SEN sur appuis glissants. Le module de Young Ē est calibré de
manière à retrouver la pente initiale de la réponse. Le facteur d’échelle de la distribution
du seuil en extension λǫcr est modifié pour ajuster le chargement au pic. L’ensemble des
paramètres matériaux utilisés pour les simulations de la campagne d’essais de Schlangen
[1993] est résumé dans le tableau 3.2.

lp (m) α Ē (GPa) λǫcr λθcr k µ

0.002 0.83 42 3.26 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7

Table 3.2: Valeur des paramètres identifiés sur le béton de la campagne d’essais des
poutres de Schlangen [1993].

4.1.1 Appuis glissants

Dans un premier temps, les réponses obtenues des poutres SEN et DEN avec appuis
glissants sont simulées. Trois des quatre supports ont des déplacements horizontaux libres,
alors que l’appui à gauche sous la poutre est bloqué horizontalement pour éviter les
mouvements de corps rigide.

Le modèle discret est capable de reproduire correctement aussi bien les réponses ex-
périmentales effort-CMOD que effort-CMSD, qu’il s’agisse d’une poutre simplement ou
doublement entaillée (fig. 3.18).
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Figure 3.18: Réponses simulées (plein) et expérimentales (pointillé) des poutres de
Schlangen [1993] avec appuis glissants.
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Les faciès de fissuration simulés sont aussi en très bon accord avec les faciès observés
expérimentalement. Le faciès de fissuration d’une réalisation est présenté en figure 3.19.
Le faciès de fissuration n’est évidemment pas identique pour chaque réalisation mais les
tendances expérimentales sont toujours observées.

(a) poutre simplement entaillée (b) poutre doublement entaillée

Figure 3.19: Faciès de fissuration simulés et expérimentaux des poutres de Schlangen
[1993] avec appuis glissants.

4.1.2 Appuis fixes

D’après une analyse par la FEM des essais des poutres de Schlangen [1993] effectuée
par Geers et al. [2000], la modélisation des appuis fixes requiert une attention parti-
culière. En effet, les appui fixes ne peuvent être considérés comme parfaitement rigides.
Par conséquent, la méthodologie exposée dans la section 3.2.3, a de nouveau été utilisée
pour assouplir la rigidité des appuis. Le coefficient de correction de la rigidité des appuis
est modifié pour passer de conditions aux limites aux appuis parfaitement fixes (kp = 1) à
des à des conditions aux limites considérées comme glissantes (kp = 0).
Pour les poutres SEN, la seule donnée expérimentale est le déplacement relatif δ2 (voir
[Schlangen, 1993]) de l’appui du coin supérieur gauche de la poutre par rapport à une
barre fixée sur la ligne moyenne de la poutre. Ce déplacement relatif est grandement
influencé par les mouvements de corps rigide du dispositif de chargement expérimental.
Pour cette raison, il n’a pas été possible de reproduire l’évolution de l’effort par rapport au
déplacement δ2 (fig. 3.20). Cette justification s’appuie notamment sur le fait que, comme il
est montré par la suite (fig. 3.22), des résultats intéressants ont tout de même été obtenus
concernant le faciès de fissuration lors de cette simulation, ce qui laisserait penser que la
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simulation n’est pas totalement erronée.
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Figure 3.20: Influence de l’adhérence des appuis sur la réponse des poutres de Schlangen
[1993] simplement entaillées.

Pour les poutres DEN, une moyenne des mesures expérimentales du CMOD et du CMSD
est exploitée. L’évolution de l’effort et de ce déplacement moyen a pu être simulée. La
réponse obtenue est comparée avec la réponse expérimentale en figure 3.21. Pour des
appuis parfaitement fixes, la partie centrale de la poutre où se forment les fissures ne peut
pas se dilater dans la direction horizontale. La fissuration ne peut donc pas se propager
correctement. Ni le pic de résistance, ni la rupture de la poutre ne sont atteints. En
revanche, une réponse correcte est obtenue pour un coefficient de correction de la rigidité
des appuis de kp = 0.001.
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Figure 3.21: Influence de l’adhérence des appuis sur la réponse des poutres de Schlangen
[1993] doublement entaillées.

En ce qui concerne les faciès de fissuration (fig. 3.22 et 3.23), pour la poutre simple-
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ment entaillée la fissure incurvée entre le sommet de l’entaille et le support de chargement
inférieur est correctement reproduite, il en est de même pour la fissure verticale remontant
jusqu’au support de chargement supérieur. Pour la poutre doublement entaillée, la simu-
lation permet d’obtenir deux fissures incurvées antisymétriques initiées aux extrémités
de chaque entaille ainsi qu’une fissure centrale au cœur de la poutre, toutes observées
expérimentalement.

(a) simulé avec appuis fixes (b) simulé avec appuis modifiés (c) expérimental

Figure 3.22: Faciès de fissuration pour les poutre simplement entaillée.

(a) simulé avec appuis fixes (b) simulé avec appuis modifiés (c) expérimental

Figure 3.23: Faciès de fissuration pour une poutre de Schlangen [1993] doublement en-
taillée.

4.2 Fissuration en mode II

L’essai proposé par Fenwick et Paulay [1968] permet d’étudier le comportement d’une
éprouvette de béton entièrement fissurée, soumise à un chargement de cisaillement (fig.
3.24). L’éprouvette de longueur 0.450 m et de hauteur 0.100 m est d’abord chargée en
traction uni-axiale pour former une fissure localisée entre les deux petites entailles à mi-
longueur. La génération de la fissuration par chargement, plutôt que par découpe permet
d’assurer une certaine rugosité des lèvres de la fissure. Ensuite, l’espacement des entailles
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est maintenu de manière à conserver une ouverture d’entaille constante, et le chargement
de cisaillement est finalement appliqué.

Figure 3.24: Dispositif et faciès de fissuration de l’essai de cisaillement de Fenwick et
Paulay [1968].

L’évolution de la contrainte de cisaillement en fonction du déplacement de cisaillement
(imposé verticalement) pour différentes ouvertures de fissures, autrement dit différents
niveaux de confinement, est disponible expérimentalement [Walraven, 1980]. Le facteur
d’échelle de la distribution du seuil en extension λǫcr est à nouveau identifié de manière
à retrouver la réponse expérimentale pour la plus petite ouverture de fissure (cw =
0.00006m). Cette ouverture de fissure est retenue, car il s’agit de la configuration la plus
proche d’un matériau sain, non-fissuré. Le module de Young Ē des poutres du réseau,
n’est cette fois-ci pas modifié, car il n’influence que très peu la réponse. L’ensemble des
paramètres matériaux utilisés pour les simulations de la campagne d’essais de Fenwick et
Paulay [1968] est résumé dans le tableau 3.3.

lp (m) α Ē (GPa) λǫcr λθcr k µ

0.002 0.83 46 5.23 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7

Table 3.3: Valeur des paramètres identifiés sur le béton de la campagne d’essais de
Fenwick et Paulay [1968].

Le modèle discret est capable non seulement de reproduire les valeurs de chargement au
pic de résistance, mais aussi l’allure des réponses pré-pic expérimentales lissées (fig. 3.25).
Il faut noter sur la partie pré-pic des réponses un passage à tangente horizontale parti-
culièrement visible pour de forts confinements, soit une ouverture de fissure faible. Ce pas-
sage peut être interprété comme la manifestation du phénomène d’aggregate interlocking.
Les contraintes de cisaillement transitent au travers de la fissure par l’intermédiaire d’in-
compatibilités géométriques. Ce transfert de contraintes est interrompu, et un glissement,
traduit par un passage à tangente nulle de la réponse, se produit lorsque les particules à
l’interface de la fissure, responsables d’incompatibilités géométriques, se détachent du fait
de la rupture de toutes les poutres les reliant au réseau. Le glissement produit perdure
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jusqu’à ce que de nouvelles incompatibilités de géométries au niveau de la fissure soient
générées.
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Figure 3.25: Réponse à l’essai de cisaillement de Fenwick et Paulay [1968] : expérimental
(pointillé), simulation (plein).

Il semble peu probable que le modèle discret reproduise correctement le phénomène
d’aggregate interlocking sans l’usage de particules polygonales. Ce phénomène peut être
observé en figure 3.26 dans les zones mises en évidence par les pointillés. Un ensemble de
particules, initialement attaché à la partie gauche de l’éprouvette, est en contact avec la
partie droite et assure le transfert des contraintes dans la fissure.

Figure 3.26: Agrandissement de la zone pré-fissurée pour une ouverture de fissure im-
posée à cw = 0.00006 mm.

Cependant, les points de contact entre les deux parties de l’éprouvette sont peu nom-

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
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breux. Des concentrations de contraintes sont alors induites en ces points. L’ensemble de
particules mis en relief par les pointillés voit la totalité des poutres le reliant au reste du
réseau se rompre, il se retrouve détaché. La restriction imposée sur le déplacement d’une
partie de l’éprouvette par l’autre est donc levée, la partie de gauche peut ainsi glisser
librement vis-à-vis de la partie droite.

Concernant le faciès de fissuration de l’éprouvette dans sa totalité (fig. 3.27), la simulation
est qualitativement similaire à l’expérience (fig. 3.24). En effet, les fissures secondaires
verticales sont reproduites, tout comme les fissures primaires diagonales.

Figure 3.27: Faciès de fissuration pour une ouverture de fissure imposée à cw = 0.00032
mm.

5 Étude de l’efficacité de l’algorithme de résolution

L’objectif de cette section est de valider sur une simulation entière l’efficacité du schéma de
résolution numérique proposé au chapitre 2, lors duquel il n’a été validé que localement. Un
essai de compression uni-axial est retenu pour mettre en avant les qualités du schéma de
résolution proposé. L’essai de compression possède l’intérêt de provoquer simultanément
les non-linéarités de contact et de rupture. Ainsi un schéma classique de type Saw-Tooth

risque de s’avérer instable. Les résultats obtenus par les deux types de schéma de résolution
sont comparés.

Les simulations sont réalisées pour différentes tailles d’incrément de déformation normale
∆ǫ. Les tailles d’incrément testées sont définies de manière à être capable de suivre les
non-linéarités de la réponse en compression. Par ailleurs, des tailles d’incréments excessi-
vement fines ne sont pas étudiées, les coûts de calculs en termes de temps et de mémoire
étant trop importants. Un récapitulatif des coûts de calculs est proposé en figure 3.32a.
Les simulations sont donc réalisées pour les tailles d’incrément de déformation imposée
suivants : ∆ǫ = 7.10−5, ∆ǫ = 7.10−6, ∆ǫ = 7.10−7, ∆ǫ = 7.10−8.
Il est à noter que les simulations sont réalisées sur dix tirages de maillage et des seuils de
rupture, les résultats scalaires proposés en sont une moyenne.
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L’essai de compression avec contact direct entre l’éprouvette et les supports de charge-
ment, réalisé par Vonk [1992] sur un cube de béton de 0.1 m de côté est utilisé comme
référence. La réponse du matériau présente l’intérêt de se prolonger longtemps après le
pic de chargement, là où les non-linéarités de contact et de rupture sont prédominantes.
Les conditions aux limites appliquées pour simuler l’essai de compression uni-axiale de la
campagne de Grégoire et al. [2013] sont conservées. Néanmoins, une fois de plus il a été
nécessaire d’ajuster le module de Young Ē des poutres du réseau en fonction du module
de Young macroscopique et le facteur d’échelle de la distribution du seuil de rupture en
extension λǫcr en fonction du pic de résistance. Le jeu de paramètres ajusté est valable
pour les deux schémas comparés. L’ensemble des paramètres matériaux utilisés pour les
simulations de l’essai de compression uni-axial de Vonk [1992] est résumé dans le tableau
3.4.

lp (m) α Ē (GPa) λǫcr λθcr k µ

0.002 0.83 48 3.57 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7

Table 3.4: Valeur des paramètres identifiés sur le béton de Vonk [1992].

Lors des simulations, plusieurs résultats sont analysés :
- L’évolution de la contrainte normale en fonction de la déformation normale.
- L’évolution de l’énergie dissipée par fissuration Ed

F en fonction du pseudo-temps
calculée incrémentalement selon Rinaldi et Lai [2007], comme suit :

E
d,t+1
F = Ed,t

F + 1

2
(Tut+1.Kt

coh
.ut − Tut.Kt+1

coh
.ut+1) (3.1)

- L’évolution de l’énergie dissipée par friction Ed
µ en fonction du pseudo-temps cal-

culée incrémentalement par la méthode des trapèzes, comme suit :

Ed,t+1
µ = Ed,t

µ +
∑

i=1,...,nparticules

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ ∑
j=1,...,ni

contact

1

2
(T (F t+1

fric,ij + F t
fric,ij) . (∆δus,ijtc,ij)t+1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(3.2)

avec ni
contact le nombre de contacts détectés sur la particule i.

- Le faciès de fissuration.

D’un côté, les trois premiers résultats procurent une information globale quantitative sur
la réponse simulée. Les énergies dissipées permettent d’étudier spécifiquement l’efficacité
des schémas de résolution vis-à-vis de chaque mécanisme non-linéaire, en distinguant
la rupture du contact frottant. D’un autre côté, les faciès de fissuration procurent une
information locale qualitative, et permettent d’évaluer le réalisme physique de la réponse
simulée.

La réponse expérimentale en compression uni-axiale est relativement ductile (fig. 3.28).
À paramètres identifiés, la réponse obtenue reste toutefois fortement dépendante du
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schéma de résolution choisi. Quelle que soit la taille de l’incrément de chargement, les
réponses obtenues par l’intermédiaire du schéma explicite sont visiblement trop fragiles, la
dégradation complète de l’éprouvette intervient rapidement après avoir le pic de résistance.
Au contraire les réponses obtenues avec le schéma implicite sont plus ductiles. Les réponses
du schéma explicite, pour différents incréments de déformation, sont relativement proches,
les pics de résistance sont identiques et la dégradation complète est toujours observée dans
un intervalle restreint de déformation allant de 3.5.10−3 à 4.5.10−3. Bien que des problèmes
de convergence ne soient pas observés, à haut niveau de déformation de l’éprouvette, les
réponses obtenues par le schéma explicite restent éloignées des réponses obtenues par le
schéma implicite ou expérimentalement.
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Figure 3.28: Influence de l’incrément de chargement sur la réponse en compression uni-
axiale.

Les simulations réalisées à l’aide d’un schéma de résolution explicite affichent une dissipa-
tion énergétique par fissuration plus importante que celles réalisées avec un schéma impli-
cite (fig. 3.30). Les faciès de fissurations observés en fin de simulation (fig. 3.29) montrent
que dans le cas d’une résolution explicite la propagation des fissures est irrégulière et
désordonnée du fait de la rupture fragile des éprouvettes, alors que dans le cas d’une
résolution implicite, la propagation des fissures est classique des essais de compression
avec supports adhérents. Les éprouvettes simulées avec un schéma explicite semblent avoir
rompu entièrement sans localisation particulière de la fissuration, ce qui expliquerait la
quantité plus importante d’énergie dissipée par fissuration.

En parallèle, la réponse post-pic des éprouvettes simulées avec un schéma explicite étant
quelque peu chaotique, de la friction est potentiellement induite dans l’intégralité de
l’éprouvette. Il semble donc raisonnable de conclure que les énergies dissipées par friction
sont complètement faussées (fig.3.31).
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(a) exp. : ∆ǫ = 7.10−5 (b) exp. : ∆ǫ = 7.10−6 (c) exp. : ∆ǫ = 7.10−7 (d) exp. : ∆ǫ = 7.10−8

(e) imp. : ∆ǫ = 7.10−5 (f) imp. : ∆ǫ = 7.10−6

déplacement horizontal (m)

-0.01 +0.01

Figure 3.29: Influence de l’incrément de chargement sur le faciès de fissuration en com-
pression uni-axiale.
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Figure 3.30: Influence de l’incrément de chargement sur l’énergie dissipée par fissuration
en compression uni-axiale.
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Étude de l’efficacité de l’algorithme de résolution 97

0 20 40 60 80 100

0

0.5

1

1.5

2

Pseudo-temps (%)

É
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Figure 3.31: Influence de l’incrément de chargement sur l’énergie dissipée par friction en
compression uni-axiale.

Les difficultés de résolution numérique de l’équilibre lors de la simulation d’un essai de
compression peuvent s’expliquer de la manière suivante. D’abord, lors de la phase de fis-
suration diffuse, le mécanisme de rupture est prédominant, cependant après la coalescence
de la micro-fissuration diffuse en fissures macroscopiques colinéaires à la direction du char-
gement, les mécanismes de rupture et de contact interagissent fortement. La propagation
des fissures macroscopiques est alors hautement influencée par le mécanisme de contact
frottant intervenant aux surfaces des fissures. En conséquence, si le mécanisme de contact
frottant n’est pas correctement intégré, les conséquences sont directement observées sur
les faciès de fissuration et la réponse post-pic de l’éprouvette. D’autant plus qu’un nombre
important de contact est initié et que, comme il a été remarqué lors de la mise en place
du schéma de résolution implicite (sec. 4), les efforts de contact frottant peuvent être
rapidement mal évaluées si une attention particulière n’est pas portée sur la résolution de
l’équilibre

Dans le cas présent de l’essai de compression, la nécessité d’avoir recours à un schéma
de résolution numérique ne se fait pas sentir par un besoin de limiter les temps de cal-
culs. La résolution implicite est presque aussi longue que la résolution explicite avec un
incrément de chargement ∆ǫ = 1.10−8. Néanmoins l’utilisation de la résolution implicite
reste inévitable pour des essais de compression, si la réponse complète d’éprouvettes de
matériau quasi-fragile doit pouvoir être suivie jusqu’à la rupture. Le faible caractère quan-
titatif de l’estimation des efforts de contact frottant dû à la résolution explicite, conduit
à une perte complète du caractère qualitatif de la réponse simulée, ce qui se manifeste
par une rupture irréaliste et fragile de l’éprouvette. Une résolution itérative de l’équilibre
des forces semble indispensable pour corriger les problèmes d’oscillations, générées par les
non-linéarités comportementales liées à l’initiation de contacts et amplifiées par l’absence
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d’amortissement visqueux. D’ailleurs, en plus d’une convergence inconditionnelle et d’une
meilleure précision des résultats, le schéma de résolution implicite ne présente pas de
soucis de robustesse, le résidu n’excède que rarement la valeur de 10−5 (fig.3.32b).
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Figure 3.32: Influence de l’incrément de chargement sur le temps de calculs et sur le
résidu.

6 Expérimentation numérique en traction cyclique

uni-axiale

Un essai de traction uni-axiale cyclique est une succession de cycles constitués d’une
phase de charge en traction, donnant lieu à l’initiation et à la propagation de la fissura-
tion, et d’une phase de décharge jusqu’à un niveau de compression suffisant pour observer
la fermeture complète de l’ensemble des fissures développées lors des phases de charge,
autrement dit la reprise totale de raideur de l’éprouvette de matériau sollicitée. Le char-
gement est imposé en déplacement et appliqué à l’extrémité supérieure de l’éprouvette
(fig. 3.33). La déformation totale résultante imposée suit une évolution telle que celles
proposées en figure 3.34.

Les résultats disponibles dans la littérature pour un essai de traction cyclique avec ferme-
ture complète de la fissuration restent rares, étant donné la complexité de leur réalisation
[Reinhardt et Cornelissen, 1984; Nouailletas, 2013]. Ainsi l’analyse des résultats reste
avant tout qualitative.

Les récents essais de traction cyclique effectués par Nouailletas [2013] sont utilisés comme
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référence (fig. 3.35a) pour les simulations à venir. L’éprouvette sollicitée est un prisme de
0.3m de hauteur, de 0.15 m de largeur, et 0.05 m d’épaisseur, entaillé à mi-hauteur sur
toute l’épaisseur afin de localiser la macro-fissuration (fig. 3.33). Une taille de particule
de 0.002 m est, à nouveau, retenue. Les paramètres du modèle discret sont ajustés pour
retrouver les propriétés de la gâchée de béton mesurées au préalable, au moyen d’essais
standard par Nouailletas [2013]. Le module de Young et la résistance en traction du
matériau à retrouver sont respectivement égaux à 37 GPa et 3 MPa. Étant donné l’objectif
d’étudier le comportement cyclique, l’accent est mis sur la reproduction de la dégradation
de l’éprouvette observée expérimentalement, afin de s’affranchir autant que possible d’un
biais induit par des états de fissuration différents entre l’expérience et la simulation.

Figure 3.33: Dimensions, modélisation de l’essai de traction cyclique uni-axial de
Nouailletas [2013].

L’ensemble des paramètres matériaux utilisés pour les simulations de la campagne d’essais
de Nouailletas [2013] est résumé dans le tableau 3.5.

lp (m) α Ē (GPa) λǫcr λθcr k µ

0.002 0.83 37.5 4.45 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7

Table 3.5: Valeur des paramètres identifiés sur le béton de la campagne d’essais de
Nouailletas [2013].

La simulation d’un essai de traction cyclique uni-axiale avec le modèle discret est l’oc-
casion d’explorer les hypothèses justifiant l’apparition d’incompatibilités géométriques
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des surfaces de fissures, présentées auparavant (voir chapitre 1). Une validation quanti-
tative de l’hypothèse retenue est proposée. Il est peu probable que des incompatibilités
géométriques se manifestent avec le modèle discret, tel qu’il a été développé, lors de la
simulation d’un chargement cyclique de traction pure. L’introduction de perturbations
représentatives des hypothèses mentionnées semble nécessaire.

Deux types de perturbations sont introduites. La première, dite globale, est induite par
un biais expérimental, les conditions aux limites n’induisent pas de la traction pure. La
seconde, dite locale, est la conséquence de la relaxation, par fissuration, d’un champ de
contraintes hétérogène auto-équilibré interne à l’éprouvette, causé par le retrait au jeune
âge ou la présence partielle d’eau libre dans les pores du matériau.

L’hypothèse d’incompatibilités géométriques engendrées par la présence de débris de
matériau, détachés de l’éprouvette, dans les fissures n’est pas étudiée. Compte tenu de la
formulation du modèle discret dans un cadre quasi-statique, l’étude du mouvement de ces
débris n’est pas possible (voir chapitre 2).
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Figure 3.34: Trajets de chargement en déformation imposées.

Dans un premier temps, les deux hypothèses sont donc étudiées en simulant la réponse
de l’éprouvette entaillée soumise à deux cycles de chargement d’amplitude croissante (fig.
3.34a). L’objectif est de tirer des conclusions qualitatives quant à l’hypothèse justificative
la plus réaliste. Pour alimenter l’étude comparative, l’évolution de la contrainte globale
en fonction de la déformation globale de l’éprouvette est analysée et mise en rapport avec
les observations expérimentales. L’évolution du nombre de contacts détectés à chaque
instant, traduisant la quantité de fissures fermées, et de l’énergie dissipée par friction (voir
l’équation 3.2 pour le calcul), quantifiant l’implication du mécanisme de friction activé en
surface de fissure, tout au long de l’application du chargement sont aussi fournies.

Dans un second temps, le chargement complet appliqué par Nouailletas [2013] est simulé.
L’éprouvette est soumise à 9 cycles de charge-décharge (fig. 3.34b), tout en introduisant
le type de perturbation retenu de manière quantitative.
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6.1 Étude de l’influence d’une perturbation

6.1.1 Sans perturbation

Avant d’explorer les conséquences de l’introduction de chaque perturbation, une simu-
lation de référence est menée en l’absence de contraintes internes initiales et pour un
chargement cyclique de traction pure (fig. 3.33). Les résultats sont présentés en figures
3.35b, 3.36a, 3.36b.
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Figure 3.35: Réponse d’un essai uni-axial cyclique.
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Figure 3.36: Évolutions de l’énergie dissipée par friction et du nombre de contacts au
cours d’un essai uni-axial cyclique simulé sans perturbation.

6.1.2 Perturbation globale

La première perturbation étudiée est d’ordre expérimental. La perturbation est globale
et affecte les conditions aux limites de l’essai. Il peut s’agir d’un désalignement du vérin
appliquant le chargement, ce qui engendre un décalage horizontal des parties inférieure et
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supérieure de l’éprouvette, une fois la fissuration localisée ; ou encore, d’une rotation de
la partie supérieure de l’éprouvette causée par une fissuration asymétrique.

Dans le cas présent, une rotation est introduite, car elle a été observée expérimentalement
par Nouailletas [2013] (fig. 3.43). Néanmoins, pour avoir été simulé, un désalignement du
vérin conduit à des résultats très similaires aux résultats qui vont suivre. La rotation est
simulée en appliquant un gradient linéaire de déplacement vertical dans la largeur l de
l’éprouvette (fig. 3.37b). Le gradient de déplacement est lié à l’angle de rotation θ de la
partie supérieure de l’éprouvette par la relation :

θ = arctan(h2 − h1

l
) = arctan(uR

l
) (3.3)

La rotation est appliquée proportionnellement au déplacement de traction pure imposé
uT , lors de chaque phase de charge. L’incrément de rotation est calculé de la manière
suivante :

∆θ = arctan(∆uR

l
) = arctan(α∆uT

l
) (3.4)

En faisant varier le coefficient de proportionnalité α, une analyse de sensibilité est menée
au niveau de rotation θmax atteint à la fin de la seconde phase de charge. À titre d’exemple,
en prenant α = 0.1 et une déformation à la fin de la seconde phase de charge égale à
ǫ = 5 × 10−4, il vient θmax ≃ 0.0057°.

h2

h1

θ

(a) rotation expérimentale (b) rotation simulée

Figure 3.37: Configuration d’un essai uni-axial cyclique avec une rotation de l’éprouvette.

Les résultats sont présentés en figures 3.38, 3.39a, 3.39b.
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Figure 3.38: Réponse simulée lors d’un essai uni-axial cyclique avec une rotation de
l’éprouvette.
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Figure 3.39: Évolutions de l’énergie dissipée par friction et du nombre de contacts au
cours d’un essai uni-axial cyclique simulé avec une rotation de l’éprouvette.

6.1.3 Perturbation locale

La seconde perturbation étudiée est d’ordre poromécanique. Qu’il s’agisse du retrait au
jeune âge ou de la présence partielle d’eau libre, un champ de contraintes interne à
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l’éprouvette est induit. Ce champ est en équilibre initialement et hétérogène, du fait
de la mésostructure du matériau (voir chapitre 1, fig. 1.13).

La propagation de la fissuration rompt l’équilibre de ce champ de contraintes. Une fissure
étant constituée d’un couple de surfaces libres de contraintes, les contraintes initiale-
ment présentes sont relaxées. La mésostructure du matériau se déforme alors de manière
permanente pour retrouver son équilibre, et la topologie des surfaces des fissures est per-
turbée.

uL

Figure 3.40: Schématisation de la conséquence de la relaxation, induite par fissuration,
de contraintes internes auto-équilibrées.
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Figure 3.41: Réponse simulée lors d’un essai uni-axial cyclique avec une perturbation
locale.

Seule la conséquence de ce mécanisme sur le mouvement des particules du modèle discret
est simulée. Autrement dit, lorsqu’une poutre du réseau rompt, les deux particules ancien-
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nement liées subissent un mouvement, dont l’amplitude, la direction et le sens sont corrélés
au champ de contraintes internes initial. Par soucis de simplicité, la direction et le sens
sont considérés aléatoires et l’amplitude suit une distribution statistique équiprobable
dans l’intervalle de valeurs défini par [0;uL]. Aucune rotation des particules n’est ap-
pliquée, celle-ci n’ayant qu’une faible influence. Le procédé mis en place est schématisé en
figure 3.40.

Les résultats sont présentés en figures 3.41, 3.42a, 3.42b.
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Figure 3.42: Évolutions de l’énergie dissipée par friction et du nombre de contacts au
cours d’un essai uni-axial cyclique simulé avec une perturbation locale.

6.1.4 Discussion des résultats

La simulation de deux cycles de chargement de traction sans introduire de perturbation
conduit à une réponse de l’éprouvette peu satisfaisante (fig. 3.35b). Parmi l’ensemble
des phénomènes observés expérimentalement sous chargement cyclique, seul l’effet uni-
latéral est reproduit, et n’est d’ailleurs pas progressif. L’évolution du nombre de contacts
lors de l’essai (fig. 3.36a) subit deux sauts de valeurs importants, chacun correspon-
dant à la fermeture suivie de l’ouverture simultanée d’une grande majorité des fissures
formées. L’évolution de l’énergie dissipée par friction (fig. 3.36b), analysée conjointement
à l’évolution du nombre de contacts lors de l’essai, montre que lorsque la majorité des
fissures sont fermées aucune énergie n’est dissipée. Par contre, une certaine dissipation est
observée en fin de charge et début de décharge du second cycle, instant auquel le nombre
de contacts augmente progressivement. Le niveau d’effort normal dans les fissures est alors
suffisamment faible pour permettre le glissement frottant. Sur la réponse de l’éprouvette
(fig. 3.35b), il peut d’ailleurs être observé la formation d’une boucle d’hystérésis de petite
taille à l’instant correspondant (entre la seconde décharge et la troisième charge).

En résumé, sans introduire de perturbation, peu ou pas d’incompatibilités géométriques
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des surfaces des fissures sont engendrées. La fermeture des fissures étant simultanée, aucun
glissement frottant n’a lieu. L’introduction d’une perturbation semble donc nécessaire afin
de différer la fermeture des fissures.

La simulation de deux cycles de chargement de traction en introduisant une perturbation,
locale ou globale, conduit à des résultats plus satisfaisants. Pour une amplitude de per-
turbation suffisamment conséquente, l’ensemble des phénomènes attendus sont observés
sur les réponses de l’éprouvette (fig. 3.38 et 3.41). En effet la reprise de raideur, et donc
l’effet unilatéral, sont progressifs, et des déformations résiduelles ainsi que des boucles
d’hystérésis de taille significative se manifestent. Avec l’augmentation de l’amplitude de
la perturbation, les évolutions du nombre de contacts (fig. 3.39a et 3.42a) sont davantage
lissées, à tel point que l’évolution ne semble pas saturer vers un plateau, lors de décharges.
Par ailleurs, les évolutions de l’énergie dissipée par friction (fig. 3.39b et 3.42b) atteignent
des niveaux significativement plus élevés.

Il apparâıt qu’une perturbation locale (fig. 3.42a) est plus efficace qu’une perturbation glo-
bale (fig. 3.39a) pour différer la fermeture des fissures. En parallèle, les niveaux d’énergie
dissipée par friction atteints sont plus élevés avec une perturbation locale (fig. 3.42b)
qu’avec une perturbation globale (fig. 3.39b).

Néanmoins, une perturbation locale ne possède qu’un réalisme limité. Pour une ampli-
tude permettant d’observer des boucles d’hystérésis de taille intéressante (uL = 3 × 10−6
ou uL = 4 × 10−6) l’introduction de la perturbation affecte par la même occasion le com-
portement monotone. En effet, la contrainte limite élastique est amoindrie (fig. 3.41). Les
incompatibilités géométriques engendrées pour de telles amplitudes de perturbation sont
exagérées, il en résulte des concentrations de contraintes irréalistes aux niveau des sur-
faces des fissures, et une dégradation de l’éprouvette supplémentaire. Il est notamment
possible d’observer, pour uL = 4×10−6 des irrégularités de la réponse (fig. 3.41), traduisant
l’amorce de nouvelles fissures, même en phase de décharge. Autre témoin d’incompatibi-
lités géométriques exagérées, l’évolution du nombre de contacts (fig. 3.42a), dont la valeur
minimale reste anormalement élevée pour une amplitude uL = 4 × 10−6 par rapport aux
évolutions associées à des amplitudes de perturbation moindres.

En conclusion, l’introduction de chacune des perturbations conduit à un comportement
sous chargement cyclique plus réaliste. Toutefois, une perturbation globale semble d’au-
tant plus justifiée qu’elle ne dégénère pas le comportement monotone du matériau. Les
incompatibilités géométriques ne sont pas amplifiées au point d’induire une fissuration
parasite.

6.2 Simulation d’un essai complet avec rotation de l’éprouvette

Suite à l’étude comparative menée, le chargement complet de l’essai mis en place par
Nouailletas [2013] est simulé en considérant une perturbation induite par rotation de la
partie supérieure de l’éprouvette.
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Expérimentalement, Nouailletas [2013] a mesuré la rotation du support supérieur de son
éprouvette au cours de chaque cycle. La valeur de l’incrément de rotation est déterminé
de manière à ce qu’à la fin de chaque phase de charge, la rotation simulée soit équivalente
à la rotation mesurée par Nouailletas [2013] (fig. 3.43).
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Figure 3.43: Évolution de la rotation maximale de la partie supérieure de l’éprouvette
en fonction des cycles de charge-décharge d’après Nouailletas [2013].
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Figure 3.44: Réponse complète simulée lors d’un essai uni-axial cyclique avec une rotation
de l’éprouvette quantifiée par Nouailletas [2013].

La réponse complète de l’éprouvette simulée est présentée en figure (fig. 3.44). Il est
intéressant de noter la proximité de la réponse obtenue et de la réponse expérimentale
(fig. 3.35a) pour des niveaux de rotation de la partie supérieure de l’éprouvette quantita-
tivement identiques.
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7 Synthèse

Une procédure d’identification générale du modèle discret a été proposée. Comme sou-
haité, elle reste simple et nécessite peu d’essais. Les trois paramètres contrôlant la rup-
ture peuvent être idéalement identifiés à partir de deux essais, sollicitant des modes de
fissuration différents. Ainsi, l’identification du modèle a été réalisée et a été validée sur
plusieurs essais issus d’une même campagne. Un essai de flexion trois-points a été utilisé
afin d’évaluer les paramètres k et λǫcr contrôlant l’énergie de fissuration, et la résistance
en fissuration en mode I du matériau. Puis un essai de fendage a été utilisé, moins adapté,
mais affichant tout de même une certaine sensibilité au paramètre λθcr contrôlant plutôt
la résistance en mode II du matériau. Les paramètre identifiés ont permis de retrouver, de
manière prédictive, les résultats expérimentaux relatifs aux effets d’échelles et de forme,
sans modifications. En compression, des résultats quantitatifs ont aussi été retrouvés,
mais dans ce cas particulier les conditions aux limites de l’essai ont dû être ajustées, car
indéterminées. Les simulations n’ont donc pu être qualifiées de prédictives.

Pareillement, les simulations cherchant à valider le comportement du modèle discret sous
des modes de fissuration complexes (mixte I/II et II) ont fourni des résultats satisfaisants,
mais ont, cette fois-ci, requis une identification nouvelle de certains paramètres pour
s’adapter au béton utilisé. Les résultats d’essais de caractérisation pour ces bétons n’étant
pas fournis, comme c’est d’ailleurs rarement le cas lors de campagnes d’essais complexes,
une analyse inverse a dû être conduite pour procéder à l’identification. Pour ces campagnes
d’essais le caractère qualitatif du modèle discret a donc été validé, mais le caractère
prédictif ne l’a été que partiellement, par la reproduction de la réponse expérimentale
dans des configurations de chargement alternatives.

L’étude de la performance de l’algorithme de résolution développé, en termes de qualité
des résultats plus qu’en termes d’efficacité numérique, a ensuite été menée. Des résultats
représentatifs de l’échelle macroscopique (réponses et énergies dissipées) ainsi que de
l’échelle locale (faciès de fissuration) ont affiché une stabilité supérieure lorsque l’algo-
rithme implicite a été utilisé. Cette étude a ainsi confirmé que le choix effectué concer-
nant une résolution implicite, et surtout concernant le prédicteur linéaire des efforts de
contact, est d’un intérêt non-négligeable dans le contexte de simulations quasi-statiques.
Cet aspect est particulièrement important pour la suite du travail, car dans l’objectif
de procéder à une identification numérique du modèle continu, il est nécessaire que les
résultats fournis par le modèle discret soient quantitatifs.

La confiance ainsi accordée au modèle discret, tant au niveau de la représentativité des
mécanismes de rupture, qu’au niveau de la résolution numérique de l’équilibre, a per-
mis d’en faire une première utilisation comme outil d’expérimentation numérique. La
simulation d’un essai de traction cyclique uni-axiale a alors été entreprise. Il n’a pas été
possible de reproduire les effets hystérétiques en simulant l’essai avec le modèle tel quel.
Le mécanisme physique expliquant leur origine, et plus spécifiquement l’origine d’une in-
compatibilité géométrique des surfaces d’une fissure, était donc nécessairement absent. De
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ce constat, deux explications ont été envisagées, et les mécanismes associés ont été intro-
duits. D’un côté, une incompatibilité géométrique induite localement, par les conséquences
supposées de la relaxation d’un champ de contraintes initial interne, induit par exemple
par la présence d’eau libre ou par les effets du retrait au jeune âge. De l’autre côté, une
incompatibilité géométrique induite globalement, par une rotation de l’éprouvette lors
de l’essai. Au vu des réponses obtenues, et notamment des phénomènes macroscopiques
observés pour chaque tentative d’explication, même si la manière dont elles ont été intro-
duite est discutable, une incompatibilité associée à une rotation de l’éprouvette semble
plus réaliste. Cette observation a d’ailleurs été appuyée par une simulation plus réaliste
effectuée en introduisant une rotation quantifiée directement d’après les mesures effectuées
lors de l’essai en laboratoire.

Dans le chapitre suivant, la formulation du modèle de comportement continu sera proposée
notamment en s’appuyant sur une modélisation phénoménologique fondée sur la théorie
de l’endommagement et la thermodynamique des processus irréversibles. Ce cadre général
sera ensuite précisé, de manière à reproduire des comportements spécifiques caractérisés
à l’aide du modèle discret ainsi validé.

Concernant la modélisation continue des phénomènes associés au caractère unilatéral frot-
tant des fissures (effets unilatéral et hystérétiques) les simulations discrètes servant de
référence tiendront compte des observations tirées de la courte campagne d’expérimentation
numérique sur essai cyclique, et la rotation de l’éprouvette sera donc prise en compte.
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Chapitre 4

Formulation et caractérisation d’une
modélisation macroscopique
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4.1 Modèle initial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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1 Introduction

L’outil d’expérimentation numérique discret est à présent défini, adapté aux chargements
cycliques et multi-axiaux, et validé. L’attention est dorénavant portée sur l’élaboration
d’un modèle de comportement macroscopique pour matériaux quasi-fragiles, en vue du cal-
cul de structures sujettes à des sollicitations sismiques. À une telle échelle de modélisation,
il devient trop coûteux de chercher à décrire explicitement la fissuration, comme cela peut
être le cas avec le modèle discret. Une modélisation continue basée sur la FEM est donc
proposée.

L’outil d’expérimentation numérique peut être exploité pour fournir des résultats de
référence permettant de caractériser les comportements mécaniques à introduire dans le
modèle continu. Afin de préciser les points nécessitant une amélioration et donc une ana-
lyse à l’échelle fine, une revue bibliographique des modélisations existantes des phénomènes
associés à l’ouverture, mais surtout à la fermeture des fissures est réalisée.

Sur la base de cette revue, un choix de modélisation est effectué. Celui-ci est ancré dans
le formalisme des Matériaux Standards Généralisés (MSG) [Halphen et Nguyen, 1975]
fondé sur la thermodynamique des processus irréversibles. Des conditions d’admissibilité
sont ainsi posées sur les aspects du modèle continu à définir. Une première ébauche des
équations du modèle continu est alors proposée. Le comportement mécanique global d’un
VER est décomposé en une partie associée au comportement de matériau restant non-
fissuré, et une partie associée au comportement des fissures. Les équations permettant de
décrire le comportement de chaque partie sont formulées à partir d’essais numériques de
caractérisation simulés à l’aide du modèle discret.

Le cas du comportement de la matrice saine décrit par le potentiel Ψm est d’abord traité.
Les expressions du potentiel de dissipation ϕm et de Ψm,D contrôlant l’évolution de la
variable d’endommagement scalaire sont encore libres de choix. Leurs expressions sont
déterminées de manière à améliorer le comportement multi-axial jusqu’à la rupture. Les
réponses en cisaillement et en compression sont notamment analysées. Davantage d’im-
portance est accordée à la première, car il est considéré qu’elle joue un rôle prédominant
dans la réponse de structures, notamment celles en béton armé. Il est souvent fait le
choix d’identifier les modèles de comportement de manière à obtenir un comportement en
traction et en compression satisfaisant. Cependant, les non-linéarités du comportement
en compression sont rarement impliquées dans la réponse d’une structure. Au contraire,
l’influence du comportement en cisaillement pourrait être davantage significative.

Le cas du comportement des fissures décrit par le potentiel Ψf est ensuite abordé. Contrai-
rement à la partie associée au comportement de la matrice saine, l’intégralité du potentiel
thermodynamique et des potentiels de dissipations est à définir, il s’agit de deux contri-
butions novatrices de ce travail. L’objectif recherché lors de la formulation du potentiel
est l’amélioration de la description des effets hystérétiques, par rapport à des modèles
existants tels que le modèle de Richard et Ragueneau [2013]. Il est aussi recherché une
plus grande robustesse, qui n’est à ce jour par garantie par des modélisations de l’effet
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unilatéral introduisant une discontinuité de la relation de comportement.

À noter, sauf mention du contraire, que tous les résultats discrets présentés dans ce cha-
pitre sont une moyenne arithmétique sur 50 tirages.

2 État de l’art des approches continues de la fissura-

tion

La revue bibliographique suivante est décomposée en deux parties : la première, générale,
concernant la modélisation des phénomènes liés à la dégradation induite par l’apparition
de la fissuration, sous chargement monotone, et la seconde, plus détaillée, relative aux
phénomènes associés au caractère unilatéral frottant de la fissuration, sous chargement
cyclique.

2.1 Initiation et propagation de la fissuration

2.1.1 Approche phénoménologique

Une approche phénoménologique consiste à modéliser le comportement mécanique d’un
matériau tout en se fondant sur des notions théoriques, conceptuelles, à la différence d’une
approche empirique. Historiquement afin de considérer la fissuration tout en développant
une modélisation continue, deux théories se sont distinguées : les théories de la plasticité et
de l’endommagement. Une grande majorité des modèles constitutifs continus développés
peut être associée à l’une des deux théories, si ce n’est les deux.

Les théories de la plasticité et de l’endommagement ont été longuement développées.
La théorie de la plasticité introduite initialement pour modéliser le comportement des
métaux, a seulement ensuite été appliquée aux matériaux quasi-fragiles [Chen et Chen,
1975]. La théorie de l’endommagement, quant à elle, a été introduite plus récemment
[Kachanov, 1958]. Un tel développement de ces théories en fait une base robuste pour
la formulation de modèle constitutifs continus. De plus les théories de la plasticité et de
l’endommagement sont aisément retranscrites dans le formalisme des MSG, garantissant
ainsi le respect des principes fondamentaux de la thermodynamique. Ce formalisme est
présenté en section 3.1. Dans le cadre d’une approche phénoménologique, le respect du
formalisme des MSG est un atout majeur, car très souvent les modèles issus de ce type
d’approche perdent toute justification physique.

Les modèles continus fondés sur les théories de la plasticité ou de l’endommagement sont
en réalité similaires, ils ne se distinguent que la manière dont sont réparties dans le milieu
continu les déformations inélastiques liées à la fissuration.
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114 Formulation et caractérisation d’une modélisation macroscopique

Les modèles continus fondés sur la théorie de la plasticité appliqués au béton [Feenstra et
De Borst, 1996; Grassl et al., 2002] utilisent une décomposition de la déformation totale
d’un VER de matériau ǫ, en une déformation élastique ǫe associée à la fraction volumique
de matériau sain déformé, et une déformation plastique ǫp associée à la fraction volumique
des fissures ouvertes. La contrainte dans le VER de matériau σ est calculée en utilisant
la loi de Hooke (4.1) en fonction du tenseur d’élasticité d’ordre 4 C, de ǫ et ǫp.

σ =C ∶ ǫe =C ∶ (ǫ − ǫp) (4.1)

Les modèles continus fondés sur la théorie de l’endommagement [Kachanov, 1958; Rabot-
nov et Leckie, 1969; Hult, 1979], différemment, considèrent la conséquence de la fissuration
sur la raideur du VER de matériau. Cette raideur diminue lorsque la fissure se propage.
Une variable d’endommagement D, pouvant aussi bien être scalaire que tensorielle, est
ainsi introduite dans la relation de comportement (4.2). Aucune déformation inélastique
n’est explicitement introduite, mais il est possible de considérer que la théorie de l’en-
dommagement décompose aussi la déformation totale en une partie saine (1 −D) ǫ et une
partie fissurée Dǫ.

σ = (1 −D)C ∶ ǫ =C ∶ (ǫ −Dǫ) (4.2)

Par définition, dans la théorie de la plasticité, la déformation inélastique est plastique
et donc irréversible. À l’inverse, dans la théorie de l’endommagement, la déformation
inélastique est proportionnelle à la déformation totale. Lorsque le matériau est déchargé,
dans le premier cas, des déformations résiduelles apparaissent, au contraire du second. Par
ailleurs, dans la théorie de la plasticité, la raideur du VER de matériau reste intacte même
après propagation de la fissuration, alors que dans la théorie de l’endommagement, cette
raideur est diminuée de manière irréversible. Les deux théories se rejoignent toutefois
sur le fait que, une fois la déformation totale décomposée, la partie inélastique de la
déformation, associée à la fissuration, très logiquement, n’induit aucune contrainte.

De par leurs différences, les théories de la plasticité et de l’endommagement s’avèrent
adéquates dans des configurations de chargement précises. En traction, comme expliqué au
premier chapitre, la fissuration se propage orthogonalement à la direction de chargement.
Dans une section de VER orthogonale à la direction de chargement, la propagation des
fissures en réduit la capacité à transmettre des sollicitations. Le terme “section efficace”
est utilisé pour décrire la fraction de section de VER capable de transmettre des efforts
[Simo et Ju, 1987; Lemaitre, 1984; Chaboche, 1988]. La réduction de la section efficace
du matériau peut être directement associée avec une baisse de la raideur du VER de
matériau :

D = S0 − S̃
S0

⇌ 1 −D = S̃

S0

(4.3)
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avec S0 la section initiale du matériau sain, et S̃ la section efficace du matériau fis-
suré.

De plus peu de déformations résiduelles sont engendrées directement par la propagation
de fissures en traction. Des déformations résiduelles peuvent être observées mais sont ex-
pliquées par des mécanismes différents (sec. 2.2). La théorie de l’endommagement semble
donc plus appropriée à la modélisation continue de la dégradation induite par un charge-
ment de traction.

En revanche, en compression, la fissuration se propage, avant tout, colinéairement à la
direction de chargement par effet Poisson local. Une réduction de la section efficace du
VER de matériau n’est que peu observée avant la rupture complète. Mais la compaction
de la porosité, et plus largement la fermeture de défauts d’épaisseur non nulle dans la
direction orthogonale au chargement, s’ajoute aux mécanismes présents (fig. 1.4). D’un
point de vue continu, ce mécanisme est associé à une réduction permanente du volume
de matériau. De plus, à une échelle mésoscopique, voire microscopique, le comportement
de la porosité implique de la friction. Ainsi la réponse en compression met davantage en
avant des déformations inélastiques irréversibles qu’une diminution de la raideur appa-
rente [Willam et Warnke, 1975; Menetrey et Willam, 1995]. La théorie de la plasticité
semble donc plus appropriée à la modélisation continue de la dégradation induite par un
chargement de compression.

Afin d’utiliser au mieux les capacités des deux théories, des modèles mixtes dits Plastic-
Damage Models ont été développés [Lubliner et al., 1989; Lee et Fenves, 1998].

Une troisième théorie, la mécanique linéaire élastique de la rupture (LEFM), est aussi à
l’origine de plusieurs modèles continus de la fissuration [Rice, 1968]. La LEFM a a servi de
fondement pour la formulation des modèles dits smeared-crack [Rashid, 1968; De Borst et
Nauta, 1985; Rots et al., 1985], crack-band [Bažant et Oh, 1983] et fictitious crack [Hiller-
borg et al., 1976]. Toutefois, ces modèles continus issus de la LEFM sont forts similaires
aux modèles issus la théorie de l’endommagement. Il est possible d’envisager les modèles
smeared-crack et crack-band comme des modèles d’endommagement anisotrope.

2.1.2 Approche micro-mécanique

En opposition à l’approche phénoménologique, représentée par les théories de la plasti-
cité et de l’endommagement, une approche fondée sur une considération micro-mécanique
de la fissuration s’est développée, plus récemment, depuis le début des années 1980. Les
fondements de l’approche micro-mécanique ont été posés, notamment, par les ouvrages
rédigés par Mura [1987]; Nemat-Nasser et Hori [1999]. Des applications directes de cette
approche aux matériaux quasi-fragiles ont été réalisées par [Andrieux et al., 1986; Gam-
barotta et Lagomarsino, 1993; Pensée et al., 2002]. Les modèles continus issus d’une
approche micro-mécanique sont établis à partir d’une description précise et quantitative
des mécanismes observés à une échelle inférieure. L’information acquise à une échelle
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inférieure est “remontée” à l’échelle de la description macroscopique par intégration. Les
mécanismes observés à une échelle inférieure sont moyennés sur un VER.

Homogénéisation
À l’échelle fine le matériau n’est pas considéré comme homogène. Les modèles issus

d’une approche micro-mécanique ont recours à une méthode dite “d’homogénéisation”,
analytique ou numérique, pour effectuer la “remontée” d’information depuis l’échelle fine
et recouvrer une certaine continuité et homogénéité.

u
M,i

f

σm

M

M

τ
M,i

f

M,i
n

M,i
t

m

σ

Figure 4.1: Décomposition du problème de fissuration [Pensée et al., 2002].

Les schémas d’homogénéisation de Mori-Tanaka [Mori et K, 1973], de Ponte Castaneda-
Willis [Ponte Castaneda et Willis, 1995] ou encore fondé sur la solution du problème
d’Eshelby [Eshelby, 1957] sont les plus employés. Ces schémas diffèrent de par leur ni-
veau de complexité, chacun permettant de considérer avec plus ou moins de détails les
mécanismes présents à l’échelle inférieure.

À titre d’exemple, lors de l’homogénéisation d’une structure matrice-fissures (fig. 4.1),
l’interaction entres les fissures est souvent négligée. Selon le cas de chargement simulé
et donc le mode de propagation de fissuration impliqué, les hypothèses simplificatrices
pourront être adaptées. Il résulte de la méthode d’homogénéisation un tenseur de rai-
deur effectif du VER de matériau, tenant compte de la dégradation subie. Ce type de
modèle peut ainsi être considéré comme un modèle d’endommagement continu issu d’une
approche, non plus phénoménologique, mais micro-mécanique.

L’homogénéisation est réalisée par réécriture de l’énergie libre volumique, permettant
de déduire le tenseur de raideur homogénéisé C̃ du VER de matériau fissuré. Avant
homogénéisation, l’énergie libre volumique Ψ d’un VER Ω constitué d’une matrice (.)m
et de N familles de fissures (.)fi , définies par leur normale n, peut s’écrire en fonction des
quantités microscopiques (.)M de la manière suivante [Pensée et al., 2002] :

Ψ = Ψm + ∑
i∈N Ψf

i
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= 1

2∣Ω∣
y

Ω

ǫm
M
∶ σm

M
dV + ∑

i∈N
⎛⎝ 1

2∣Ω∣
y

Ωi

ǫf
M,i
∶ σf

M,i
dV
⎞⎠

= 1

2∣Ω∣
y

Ω

ǫm
M
∶Cm ∶ ǫm

M
dV + ∑

i∈N
⎛⎝ 1

2∣Ω∣
x

ωi

{τ fM,i. [uf
M,i]t + σf

M,i
∶ (nM,i ⊗ nM,i) [uf

M,i]n}dS⎞⎠
(4.4)

où σ
M

et ǫ
M

sont les tenseurs de contraintes et de déformations microscopiques ; τM et[uM]t les vecteurs efforts et sauts de déplacement tangents, [uM]n les sauts de déplacement
normal et ω la surface de la fissure.

L’objectif de l’homogénéisation est de pouvoir écrire cette énergie sous forme intégrée, en
fonction des quantités macroscopiques, et ainsi définir C̃ :

Ψ = ǫ ∶ C̃ ∶ ǫ (4.5)

où ǫ est le tenseur de déformation macroscopique du VER.

Le schéma d’homogénéisation permet de passer de l’écriture microscopique détaillée des
variables d’état (σ

M
, ǫ

M
, τM , et [uM]), tenant compte explicitement de la fissuration ainsi

que de son ouverture et de son orientation, à l’écriture macroscopique (ǫ et σ) moyennée
sur le VER. Le passage d’une écriture à l’autre est effectué sous certaines hypothèses, qui
permettent de faciliter l’écriture d’une solution analytique ou la résolution numérique du
problème mécanique élémentaire posé, par exemple une absence d’interaction entre les
fissures, ou une forme elliptique des fissures.

Après application de différentes hypothèses et l’utilisation de solutions élémentaires de
problèmes d’élasticité et de mécanique de la rupture, Pensée et al. [2002] obtiennent
l’écriture suivante de l’énergie libre volumique pour un VER élastique affaibli par une
famille de méso-fissures d’orientation identique n :

Ψ = ǫ ∶Cm ∶ ǫ
−D8(1 − νm)

3Em
{⟨ǫ ∶Cm ∶∆⟩2+ + 4µm

1 − νm/2 [(ǫ.ǫ) ∶∆ − ǫ ∶ (∆⊗∆) ∶ ǫ]} (4.6)

avec D la densité de micro-fissures, ∆ = n⊗n et Em, νm et µm, respectivement le module
de Young, le coefficient de Poisson, et le second coefficient de Lamé de la matrice.

Peu de variables internes (D et n) doivent finalement être introduites pour décrire la
dégradation d’un VER.

À partir de l’équation de Ψ, l’écriture de C̃ se déduit, mais par soucis de légèreté, elle ne
sera pas précisée ici.
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Modèles microplans
Les modèles dits “microplans” développés par Bažant et Oh [1985], bien que n’étant

pas directement fondés sur une approche micro-mécanique, s’en rapprochent d’un point de
vue méthodologique. Le point commun des modèles microplans et des modèles issus d’une
approche micro-mécanique est le passage préalable par l’écriture du comportement à une
échelle fine avant d’homogénéiser cette écriture par le biais d’une méthode d’intégration
numérique fondée le principe des travaux virtuels dans le cas des modèles microplans.

Alors que les approches micro-mécaniques classiques fondées sur un schéma d’homogénéi-
sation résolvent des problèmes élémentaires de type matrice-inclusion, pour homogénéiser
la réponse d’un VER, les modèles microplans moyennent la réponse d’une quantité finie
de modèles simples phénoménologiques (e.g. des modèles d’endommagement scalaires)
chacun pouvant caractériser par exemple la réponse d’un groupe de fissures de même
orientation. Ainsi en se limitant localement à un endommagement isotrope, il est possible
de reproduire l’anisotropie induite par le chargement.

Chaque modèle simple est associé à un microplan, définissant son orientation. Un ensemble
de plans est défini en chaque point de Gauss. La figure 4.2a représente un point de Gauss
discrétisé en microplans.

(a) discrétisation d’un point de
Gauss

(b) définition d’un microplan

Figure 4.2: Description d’un point de Gauss dans un modèle microplans [Bažant et al.,
2000].

La transition entre l’état de sollicitation global (σ, ǫ, moyenné, et l’état de sollicitation
local au niveau de chaque microplan (σM , ǫM), comme défini en figure 4.2b, est effectuée
par l’intermédiaire du principe des travaux virtuels écrit sur une demi-sphère de surface
Ω faisant office de VER :

σ ∶ ǫ = 3

2π ∫Ω (σM .ǫM)dS (4.7)
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Les modèles microplans sont ainsi fondés sur une approche intermédiaire aux approches
phénoménologiques et micro-mécaniques. Ces modèles permettent de remplacer l’utilisa-
tion de modèles constitutifs complexes, qu’ils soient issus d’une approche micro-mécanique
analytique ou d’une approche phénoménologique, par la réponse homogénéisée, au moyen
d’une méthode d’intégration numérique d’une succession de modèles simples.

2.1.3 Discussion

En raison d’une description, au plus large, mésoscopique du matériau et des équations
simples qui régissent ces échelles, la quantité de données d’entrée requises pour la mise en
œuvre d’un modèle issu d’une approche micro-mécanique ou d’un modèle microplan est
relativement faible.

Néanmoins, dans le cas d’une approche micro-mécanique, et d’une méthode d’homogéné-
isation analytique, la dégradation modélisée reste sommaire notamment quant à la des-
cription de l’anistropie réelle induite par la fissuration. Les modèles issus d’une méthode
homogénéisation numérique (e.g. modèles microplans) pêchent quant à eux par des coûts
de calculs élevés. En effet, l’homogénéisation est réalisée lors de la simulation, les équations
mises en œuvre restent donc toujours simples, puisque définies à une échelle fine, mais
en contre partie une intégration numérique est nécessaire à chaque itération. Dans les
deux cas, le domaine d’application des modèles issus de ce type d’approche est encore
restreint, peu de simulations à l’échelle de la structure ont été réalisées. Ainsi, l’ap-
proche phénoménologique de la modélisation continue de la dégradation des matériaux
quasi-fragiles reste à ce jour la plus utilisée pour sa relative légèreté et sa robustesse
numérique.

La justification physique de modèles issus d’une approche phénoménologique est moins
évidente que celle de modèles issus d’une approche micro-mécanique, toutefois par la for-
mulation de tels modèles en respectant le formalisme des MSG, il est possible de garantir
le respect des principes fondamentaux de la thermodynamique.

2.2 Fermeture de la fissuration

La modélisation des phénomènes liés au caractère unilatéral frottant des fissures pose
deux problèmes distincts. D’une part, un problème de formulation mathématique, car la
prise en compte de l’effet unilatéral mène à une discontinuité de la relation de comporte-
ment du matériau, car la raideur passe d’une valeur endommagée à une valeur saine, et
donc à une perte de robustesse du modèle [La Borderie, 1991]. D’autre part, un problème
de description, car peu de modèles sont capables de reproduire fidèlement le compor-
tement expérimental observé par Reinhardt et Cornelissen [1984] ou encore Nouailletas
[2013].
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Néanmoins, dans le cas des matériaux quasi-fragiles, du fait des incompatibilités géomé-
triques en surface de fissure, l’effet unilatéral est progressif, car l’ensemble des fissures
contenues dans un VER ne se referment pas simultanément. Le problème de disconti-
nuité de relation de comportement est donc régularisé dans la mesure où l’ensemble du
problème physique est considéré, autrement dit que les conséquences de l’incompatibilité
géométrique sont considérées.

Les méthodes de modélisation ne visant qu’à annuler l’effet de l’endommagement sans
tenir compte des autres phénomènes observés sous chargement cyclique ne seront donc
pas présentées. Il s’agit en général de décompositions en parties positive et négative [La-
devèze, 1983; La Borderie, 1991] ou décomposition spectrale [Ju, 1989; Chaboche, 1993;
Halm et Dragon, 1996] des contraintes ou des déformation. La robustesse de ce second
groupe de méthodes est limitée, car elles engendrent une perte d’unicité du potentiel
thermodynamique [Cormery et Welemane, 2002].

La revue bibliographique qui suit s’attarde en revanche sur les modèles proposant une
description empirique, phénoménologique ou mésoscopique de l’ensemble des phénomènes
induits par les mécanismes impliqués lors du chargement cyclique d’une fissure.

2.2.1 Approche empirique

Dès les années 1980, après la publication des premiers résultats d’essais d’éprouvettes de
béton soumises à un chargement cyclique [Reinhardt et Cornelissen, 1984], des modèles
empiriques de comportement ont été proposés [Gylltoft, 1984; Reinhardt et al., 1986;
Yankelevsky et Reinhardt, 1989; Hordijk, 1991]. Ces premières tentatives de modélisation
proposent dans un formalisme uni-dimensionnel, un jeu d’équations capable de reproduire
l’ensemble des phénomènes associés à la fermeture des fissures (fig. 4.3).

La réponse uni-axiale du matériau est décomposée en intervalles délimités par un niveau
de sollicitation (σ ou ǫ), et une vitesse de chargement (σ̇ ou ǫ̇) qui permet principalement
de distinguer s’il s’agit d’une charge ou d’une décharge.

Les limites de chaque intervalle sont annotées sur les réponses uni-axiales (fig. 4.3) par
un point noir. Selon le modèle, la réponse uni-axiale est décomposée en un plus ou moins
grand nombre d’intervalles. À chaque intervalle i correspond une relation de comportement
spécifique :

σi = Eǫe + f i(w) (4.8)

L’expression de la contrainte σi sur l’intervalle est fonction de la déformation élastique ǫe

et de l’ouverture de fissure w. La composante de σi associée à ǫe est toujours déterminée
par la loi de Hooke. Pour l’expression de la composante de σ associée à w, en revanche,
une fonction f i empirique spécifique à l’intervalle i est introduite.
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(a) [Yankelevsky et Reinhardt, 1989] (b) [Hordijk, 1991]

Figure 4.3: Évolution de la contrainte en fonction de l’ouverture de fissure pour des
modèles empiriques.

Pour le modèle proposé par Hordijk [1991], en cas de décharge, soit l’intervalle I sur la
figure (4.3b), la relation s’écrit :

σ

ft
= σeu

ft

1

3 (weu/wc) + 0.4 {0.014 [ln(weu

wc

)]5 − 0.57(1 − weu

wc

)1/2} (4.9)

en cas de recharge, soit l’intervalle III, la relation s’écrit :

σ

σL

= 1 + ( c3

c3 + 1)(σer

σL

){ 1
c3
( w −wL

wer −wL

)c3/5 + [1 − (1 − w −wL

wer −wL

)2]c4} (4.10)

avec : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c3 = 3 (3ft−σL

ft
)−(1+weu

2wc
) + [1 − (weu

wc
)0.71ft/ft − σL]

c4 = [2 (3ft−σL

ft
)−3 + 1

2]−1
(4.11)

De manière plus générale, la relation de comportement définie sur chaque intervalle peut
être, soit linéaire (fig. 4.3a), ce qui nécessite de déterminer un nombre important d’inter-
valles pour obtenir une réponse fidèle, soit non-linéaire (fig. 4.3b).

Le modèle proposé par Hordijk [1991] présente l’avantage d’utiliser des fonctions non-
linéaires, dont la continuité entre chacune est assurée, ainsi le risque de problèmes de
convergence de l’intégration numérique au passage d’un intervalle à un autre est réduit.
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2.2.2 Approches phénoménologique

Une compréhension plus approfondie des mécanismes à l’origine du comportement irré-
versible observé sous chargement cyclique a permis d’y associer des concepts mécaniques
existants, notamment la friction, et ainsi de développer des modèles de comportement
phénoménologiques. Deux classes de modèles phénoménologiques sont distinguées.

Modèles rhéologiques
Le modèle de comportement proposé par Duda et Konig [1991] consiste en une décom-

position de la contrainte totale σ en trois termes σs avec s = {A,B,C}. Le modèle peut
être schématisé comme trois séries de ressorts de raideur Ks,i et de patins glissants de
contrainte seuil σs,i

y en parallèle avec i = [0; 2] (fig. 4.4).
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Figure 4.4: Description du modèle de comportement rhéologique de Duda et Konig
[1991].

(a) série A (b) série B (c) série C

Figure 4.5: Évolution de la contrainte normée en fonction de l’ouverture de fissure dans
chaque série du modèle rhéologique de Duda et Konig [1991].

Phénoménologiquement, d’après l’auteur, une première série A de patins et de ressorts
reproduit le comportement cohésif endommageant et hystérétique entre la pâte de ciment
et les granulats (fig. 4.5a). Une seconde série B traduit le comportement hystérétique de
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friction entre la pâte de ciment et les granulats (fig. 4.5b). Enfin, une troisième série C,
consitutée d’un unique patin hyperbolique, retranscrit le niveau de compression requis
pour atteindre progressivement la fermeture totale des fissures (fig. 4.5c).

Similairement aux modèles empiriques (4.8), la contrainte totale σ (fig 4.6a) est obtenue
par la somme de la contribution de la partie élastique, ici un ressort de raideur Ke, et
d’une combinaison de la contribution σs(w) de chaque série en parallèle.

σ = σe (Ke) + f(σA, σB, σC) (4.12)

La réponse obtenue est présentée en figure 4.6b.

(a) évolution de la contrainte totale normée
en fonction de l’ouverture de fissure

ε (x10-4)

σ(MPa)

6 8 10 124
0

1

2

-1

-2

(b) évolution de la contrainte totale en fonc-
tion de la déformation totale

Figure 4.6: Réponse complète du modèle de comportement rhéologique de Duda et Konig
[1991].

Modèles plastiques
Bien qu’associés à un unique mécanisme, l’initiation de contact frottant entre les sur-

faces des fissures, l’effet unilatéral et les effets hystérétiques sont considérés séparément.

Effet unilatéral
L’effet unilatéral peut être introduit de différentes manières :

— par une séparation de la variable d’endommagement de manière à affecter indé-
pendamment les parties positives et négatives des tenseurs de contraintes ou de
déformations [Ladevèze, 1983] :

Ψe = 1

2
(1 −D+) ⟨ǫ⟩+ ∶C ∶ ⟨ǫ⟩+ + 1

2
(1 −D−) ⟨ǫ⟩− ∶C ∶ ⟨ǫ⟩− (4.13)

soit :
σ = (1 −D+)C ∶ ⟨ǫ⟩+ + (1 −D−)C ∶ ⟨ǫ⟩− (4.14)
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où D+ et D− sont respectivement les variables d’endommagement associées aux
parties positives et négatives de la contrainte (en supposant que ∂⟨x⟩+/∂ (x) = 1) ;

— par l’introduction d’une variable interne [Matallah et La Borderie, 2009] :

Ψe = 1

2
(ǫ − SDǫin) ∶C ∶ (ǫ − SDǫin) (4.15)

soit :
σ =C ∶ (ǫ − SDǫin) (4.16)

avec ǫin un tenseur de déformations permanentes et S la variable interne de refer-
meture de fissures, dont la valeur évolue entre 1 lorsque les fissures sont ouvertes et
0 lorsque les fissures sont fermées ce qui a pour effet d’annuler l’effet de la variable
d’endommagement D. L’évolution de S peut suivre une évolution simple, linéaire
dépendante de la trace de σ [Richard et Ragueneau, 2013], ou plus complexe, à
l’image d’une variable plastique régie par de multiples potentiels de dissipation
définis pour chaque phase de charge et de décharge [Oliveira, 2003].

Effets hystérétiques
Les effets d’hystérétiques sont le plus souvent expliqués par un mécanisme de fric-

tion engendré par une incompatibilité géométrique au niveau des surfaces d’une fissure.
D’un point de vue macroscopique, ce mécanisme de friction peut être reproduit par une
modélisation fondée sur la théorie de la plasticité.

Tout comme pour l’effet unilatéral, les effets hystérétiques sont décrits de multiples façons
dans la littérature [Ragueneau et al., 2000; Matallah et La Borderie, 2009; Richard et
Ragueneau, 2013; Sellier et al., 2013], mais il est possible d’observer une méthodologie
commune.

La contrainte totale σ est décomposée de manière à faire apparâıtre une contrainte

σfr chargée de retranscrire le comportement mécanique frottant en cisaillement des fis-
sures.

σ = σe + σfr (4.17)

avec σe chargée de retranscrire le reste du comportement élastique du matériau affecté
par les variations de raideur effective du VER, autrement dit l’endommagement et l’effet
unilatéral.

La théorie de la plasticité est donc appliquée à la contrainte σfr :

σfr = f (DC ∶ ((ǫ)D − ǫfr)) (4.18)

avec ǫfr la déformation déviatorique plastique associée au glissement.

L’équation (4.18) illustre la dépendance de la contrainte de cisaillement dans les fissures
σfr à la déformation de cisaillement élastique associée aux fissures D (ǫD − ǫfr) et au
tenseur d’élasticité du milieu C.
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Enfin, le glissement, et donc la plasticité sont activés par le potentiel de dissipation ϕfr

suivant :

ϕfr = g (√J2 (σfr −Xfr)) (4.19)

avec Xfr la contrainte de rappel de l’écrouissage associé au glissement.

La description des effets hystérétiques ne diffère selon les modèles que par le choix des fonc-
tions f et g, dont la modification permet de tenir compte de mécanismes supplémentaires
pouvant influencer l’évolution du glissement frottant dans les fissures.

Un exemple de réponse obtenue est proposé en figure 4.7.
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Figure 4.7: Réponse du modèle de Richard et Ragueneau [2013].

2.2.3 Approche intégrée

Les modèles ici qualifiés d’intégrés sont sur le fond similaires aux modèles issus d’une
approche micro-mécanique, à un détail près : ils traitent non pas de l’ouverture des micro-
fissures, mais de leur fermeture. Les modèles intégrés dérivent des modèles hystérétiques
de Preisach-Mayergoyz [Mayergoyz, 1991].

Le tenseur des contraintes macroscopiques s’écrit :

σ =C ∶ (ǫ −Dǫf(w)) (4.20)

avec ǫf le tenseur des déformations associées à l’ouverture des fissures w estimée par
intégration sur le VER.

Une description du comportement mésoscopique d’une fissure soumise à un cycle de
décharge-charge est établie. Autrement dit, il est fait le choix d’une évolution de la
contrainte transitant dans une fissure en fonction de son ouverture. Le modèle proposé
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par Guyer et al. [1995] se base sur des opérateurs hystérétiques dits “relais” pour décrire
ce comportement (fig. 4.8).

!
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~

γ

Figure 4.8: Évolution de la contrainte en fonction de l’ouverture de fissure donnée par
un opérateur relais.

L’opérateur relais associe à des niveaux de contrainte distincts σc et σo, les transitions,
respectivement, d’un état ouvert à fermé, et d’un état fermé à ouvert, de la fissure. L’ou-
verture d’un opérateur relais est constante et vaut γ. L’aire située à l’intérieur du trajet
(σ-wR) suivi par l’opérateur relais correspond à l’énergie dissipée par friction dans la
fissure. Le cas où σc = σo correspond à un comportement réversible de l’opérateur re-
lais.
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(a) exemple de distribution ρ(σc, σo)
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(b) espace S de Preisach-Mayergoyz

Figure 4.9: Distribution des opérateurs relais en fonction du couple de contraintes (σc,
σo) associé [Mertens, 2009].

Ensuite, un aspect statistique est introduit concernant les contraintes σc et σo de chaque
opérateur relais. L’emploi d’une densité ρ(σc, σo) de distribution des opérateurs relais
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dans l’espace S (σc, σo), appelé espace de Preisach-Mayergoyz (fig. 4.9) traduit le fait que
les fissures ne se ferment pas à des niveaux de contraintes identiques, et de même en
ouveture. Cette observation est justifiable par l’explication de l’origine des phénomènes
macroscopiques par des incompatibilités géométriques entre les surfaces des fissures.

À noter que la forme de la distribution ρ (fig. 4.9a) retranscrit une plus forte probabilité
de voir une fissure se fermer et s’ouvrir pour un même niveau de contrainte, ce qui physi-
quement représente un état sans incompatibilités géométriques. De plus, il est impossible
d’observer une fissure telle que σc > σo ce qui impliquerait une production d’énergie.

Enfin pour déterminer la quantité de fissures ouvertes et la quantité de fissures fermées,
l’espace S est décomposé en une partie So associée au fissures ouvertes et Sc associée au
fissures fermées (fig. 4.9b). La décomposition de S dépend du niveau de contrainte σ̃ ainsi
que de l’historique de chargement.

À chaque fissure ouverte correspond une ouverture de fissure wR = γ et à chaque fissure
fermée, une ouverture de fissure nulle wR = 0 (fig. 4.8). Par intégration de la distribution
ρ sur l’espace S, l’ouverture de fissure totale w est calculée :

w =x

S

wRρ(σc, σo)dσcdσo

= γx

So

ρ(σc, σo)dσcdσo (4.21)

Un exemple de réponse obtenue est proposé en figure 4.10.
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Figure 4.10: Réponse d’un modèle de Preisach-Mayergoyz [Minga, 2013].

2.2.4 Discussion

La réponse en traction cyclique uni-axiale de chacun des modèles présentés est intéressante.
Dans un formalisme uni-dimensionnel, les modèles permettent tous de reproduire l’effet
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unilatéral et les effets hystérétiques. Toutefois, la fidélité de la réponse fournie varie d’un
type de modèle à l’autre. De manière générale, les modèles phénoménologiques fondés sur
la théorie de la plasticité peinent à reproduire qualitativement l’intégralité des phénomènes
associés au caractère unilatéral frottant des fissures. L’exemple du modèle de Richard et
Ragueneau [2013] (fig. 4.7) met notamment en avant des boucles d’hystérésis dont la
courbure n’est pas réaliste.

Le manque de contrôle de la réponse est le contre-coût de la robustesse garantie par
le formalisme des MSG. Ce formalisme contraint l’évolution des variables internes, et
permet facilement d’en réaliser l’extension tri-dimensionnelle. Inversement, une extension
des modèles empiriques, rhéologiques et intégrés semble difficilement envisageable.

En ce qui concerne les modèles empiriques une formulation tri-dimensionnelle pose des
problèmes de robustesse, au vu des discontinuités introduites par la décomposition de
la réponse en intervalles, entre lesquels la relation de comportement n’est pas continue
[Gylltoft, 1984; Reinhardt et al., 1986; Yankelevsky et Reinhardt, 1989]. Et même si la
continuité est assurée [Hordijk, 1991], il apparâıt clairement que les équations établies
sont trop complexes pour être mises sous forme tensorielle.

Le même reproche peut être fait aux modèles rhéologiques. De plus, bien que des no-
tions physiques aient été introduites par l’intermédiaire de ressorts et de patins, leur lien
respectif avec un mécanisme précis reste peu évident. La souplesse du modèle est garan-
tie par un nombre important de patins et de ressorts, ce qui explique la fidélité de la
réponse obtenue, mais le nombre de paramètres introduits est prohibitif pour permettre
une identification simple du modèle.

L’extension des modèles de Preisach-Mayergoyz est elle limitée par l’utilisation impérative
de variables scalaires. En effet, l’ouverture des fissures w et le niveau de contrainte σ̃

sont utilisées pour déterminer la proportion de fissures ouvertes et fermées. Cependant
une première tentative de généralisation bi-dimensionnelle a été effectuée avec succès par
Mertens [2009] en s’appuyant sur une décomposition de Kelvin. En outre, contrairement
aux modèles empiriques et rhéologiques, le nombre de paramètres introduits est limité.
Seules l’ouverture de l’opérateur relais γ et la densité de distribution des opérateurs ρ sont
à identifier. L’analogie entre des incompatibilités géométriques et un aspect statistique de
l’ouverture et de la fermeture des fissures semble donc justifiée.

Dans l’objectif de simuler la réponses de structures, une modélisation robuste hors du
cadre uni-dimensionnel est nécessaire. De ce fait, et par consistance avec la modélisation
de la dégradation retenue à la section précédente, une modélisation des phénomènes dissi-
patifs associés à la fermeture des fissures fondée sur la théorie de la plasticité, s’inscrivant
dans le formalisme des Matériaux Standards Généralisés est retenue. En revanche il est
nécessaire d’améliorer la qualité de la réponse obtenue par ce type de modèle. Dans la
suite des travaux, une nouvelle description est ainsi proposée, tenant compte des résultats
obtenus avec le modèle discret, ainsi que de la piste avancée par les modèles de Preisach-
Mayergoyz, à savoir l’introduction d’un caractère statistique dans la description de la
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fermeture des fissures, pour en observer une évolution progressive.

3 Définition d’un formalisme de modélisation conti-

nue

À la suite de cette étude, une approche phénoménologique fondée sur les théories bien
connues de l’endommagement et de la plasticité est retenue. La relative facilité à intégrer
ce type d’approche dans le formalisme des MSG s’avère tout à fait adaptée au besoin de
définir un cadre de modélisation continue, précisé plus en détails par la suite en s’appuyant
sur des simulations issues du modèle discret.

Un tel cadre est maintenant proposé. Le formalisme des MSG fondé sur la thermody-
namique des processus irréversibles est introduit. Puis une première forme de potentiel
thermodynamique est proposée basée sur une distinction du comportement mécanique du
matériaux sain, et du comportement mécanique des fissures.

3.1 Thermodynamique des processus irréversibles

La thermodynamique des processus irréversibles fournit un fondement théorique qui per-
met la formulation de modèles constitutifs continus. Le formalisme des Matériaux Stan-
dards Généralisés a ainsi été proposé par Halphen et Nguyen [1975] ; il permet de faire
le lien entre des modèle constitutifs phénoménologiques et les principes fondamentaux
de la thermodynamique. La justification physique, et par la même occasion la robustesse
numérique, des modèles développés respectant ce formalisme sont fortement améliorées.
Dans le contexte des matériaux quasi-fragiles et donc d’une approximation continue de
comportements intrinsèquement discontinus - fissuration - une telle garantie est loin d’être
superflue, tant le choix de modélisation (continue) est en inadéquation avec le problème
réel (discret). Le formalisme des MSG a initialement été appliqué à la modélisation, fondée
sur la mécanique de l’endommagement, du comportement de matériaux quasi-fragiles par
Lemaitre [1984].

3.1.1 Potentiel thermodynamique

L’application du formalisme des MSG consiste à définir un potentiel thermodynamique,
dont découle un ensemble de lois d’état. Le potentiel peut s’écrire de manières différentes :
soit comme l’énergie libre volumique de Helmholtz, soit comme l’enthalpie libre de Gibbs
du système étudié. La différence entre ces deux classes de potentiels est le type de formu-
lation résultant, respectivement en déformations ou en contraintes.

L’énergie libre volumique d’Helmholtz Ψ est écrite en fonction du tenseur des déformations :
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Ψ = Ψ(ǫ, T, V k
i ) (4.22)

L’enthalpie libre volumique de Gibbs χ s’écrit, elle, en fonction du tenseur des contraintes :

χ = χ(σ,T, V k
i ) (4.23)

avec V k
i les i variables internes du phénomène k.

Une ou plusieurs variables internes peuvent être attribuées à chaque phénomène macro-
scopique. Par exemple en ce qui concerne le phénomène de dégradation, en général deux
variables internes sont introduites, D l’endommagement et z un écrouissage. Les variables
dont est fonction le potentiel thermodynamique choisi sont appelées variables d’état. Leurs
variables duales sont appelées variables associées.

À noter qu’il est possible de passer d’un potentiel thermodynamique à l’autre en effectuant
la transformée de Legendre-Fenchel :

χ = σ ∶ ǫ −Ψ (4.24)

L’utilisation de l’énergie libre volumique d’Helmholtz comme potentiel conduit à un
modèle piloté par l’évolution des déformations. Dans le cadre de l’implémentation du
modèle dans un code de calcul par éléments finis, c’est un avantage, car les calculs sont
allégés par l’emploi de schémas d’intégration locaux explicites. En effet, l’évolution de la
sollicitation est contrôlée par des incréments de déformation. L’état de déformation est
donc toujours connu.

3.1.2 Lois d’état

Le potentiel une fois défini, les lois d’état sont déterminées à partir de l’inégalité de
Clausius-Duhem. Cette inégalité découle du second principe de la thermodynamique et
retranscrit la positivité de la dissipation intrinsèque du système notée Φ. Les lois d’état
sont donc déterminées tout en s’assurant de la validité thermodynamique du modèle.

Le second principe de la thermodynamique s’écrit :

Φ = σ ∶ ǫ̇ − ė + T ṡ − q⃗.∇⃗T
T
≥ 0 (4.25)

avec T la température, s l’entropie volumique, e l’énergie interne volumique et q⃗ le flux
de chaleur volumique.

Or l’énergie libre volumique de Helmholtz s’écrit :

Ψ = e − Ts (4.26)
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Le second principe devient donc :

σ̇ ∶ ǫ − Ψ̇ − Ṫ s − q⃗.∇⃗T
T
≥ 0 (4.27)

Or dΨ est une différentielle totale exacte, car Ψ est un potentiel d’état :

Ψ̇ = ∂Ψ

∂ǫ
∶ ǫ̇ + ∂Ψ

∂T
Ṫ + ∂Ψ

∂V k
i

V̇ k
i (4.28)

D’où :

(∂Ψ
∂ǫ
− σ) ∶ ǫ̇ + (∂Ψ

∂T
− s) Ṫ + ∂Ψ

∂V k
i

V̇ k
i − q⃗.∇⃗T

T
≥ 0 (4.29)

Une première loi d’état est obtenue en supposant une transformation élastique, donc au
cours de laquelle aucune variable interne n’évolue (V k

i = 0) et isotherme (T = 0 et ∇⃗T = 0).
L’inégalité de Clausius-Duhem devant être vérifiée quel que soit ǫ̇ :

σ = ∂Ψ

∂ǫ
(4.30)

Une seconde loi d’état est obtenue en supposant un chargement thermique uniforme (∇⃗T =
0) impliquant une dilatation élastique (V k

i = 0) non retreinte (σ = 0) :
s = −∂Ψ

∂T
(4.31)

La variable interne associée du phénomène décrit par V k
i est notée Ak

i :

Ak
i = ∂Ψ

∂V k
i

(4.32)

Afin de vérifier la positivité de la dissipation intrinsèque, il est donc nécessaire de vérifier
en tout instant :

Ak
i V̇

k
i − q⃗.∇⃗T

T
≥ 0 (4.33)

3.1.3 Potentiel de dissipation

Un potentiel de dissipation est associé à chaque phénomène macroscopique décrit. Soit
le potentiel de dissipation ϕk, homogène et convexe par rapport aux variables associées
(Ak

i ), attribué au phénomène k.
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Les lois d’évolutions des variables d’état (V k
i ) en fonction des variables associées (Ak

i )
peuvent maintenant être déduites par la condition de normalité. Les variables internes
doivent évoluer orthogonalement au convexe défini par le potentiel de dissipation ϕk afin
de vérifier le principe de Hill [Hill, 1950]. Ce principe stipule que la solution d’un problème
d’équilibre est la solution qui engendre une dissipation énergétique maximale. Les lois
d’évolution des variables internes d’état attribuées à un même phénomène, régies par le
même potentiel de dissipation, sont alors liées par un unique multiplicateur de Lagrange
λk.

V̇ k
i = λ̇k ∂ϕ

k

∂Ak
i

(4.34)

Pour un mécanisme, un couple (ϕk, λk) est donc défini. L’évolution de ce couple est régie
par les conditions de Kuhn-Tucker :

λ̇k ≥ 0 ; ϕk ≤ 0 ; λ̇kϕk = 0 (4.35)

Lorsque le phénomène k en question est activé, la valeur de λ̇k est obtenue grâce à une
nouvelle condition, qui garantit que l’état du matériau reste dans le domaine admissible
défini par le potentiel de dissipation :

ϕ̇k = 0 (4.36)

Cette égalité est appelée condition de consistance, il s’agit de la dernière condition néces-
saire pour déterminer λ̇k et donc l’évolution des variables internes d’état.

3.2 Décomposition de la contrainte totale

Au vu des modélisations existantes du problème de fissuration sous chargement cyclique,
il est décidé de suivre une méthodologie similaire, autrement dit le comportement total du
matériau fissuré est décomposé en deux parties : d’une part le comportement de la partie
restante de matériau sain, et de l’autre le comportement des fissures, incluant toutes les
interactions se manifestant lorsque celles-ci se ferment.

Afin de distinguer le comportement mécanique de la matrice saine et des fissures, la
contrainte totale de l’élément de volume σ est décomposée en deux tenseurs distincts,
comme proposé par Sellier et al. [2013] :

— σm la contrainte effective transitant dans la matrice saine de l’élément de volume,

classique des modèles d’endommagement, soit : σm = C̃ ∶ ǫ.
— σf la contrainte transitant dans l’ensemble des fissures de l’élément de volume,

lorsque celles-ci se referment. En contrôlant l’évolution de cette contrainte, les
phénomènes liés à la fermeture des fissures sont introduits.
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Deux potentiels thermodynamiques Ψm et Ψf sont définis et respectivement associés aux
comportements mécaniques de la matrice saine et des fissures :

Ψ = Ψm +Ψf (4.37)

À ce stade, le potentiel thermodynamique associé au comportement des fissures est laissé
entièrement libre, et sera déterminé au chapitre suivant à partir des résultats issus de
simulations discrètes. Sur ce dernier point, il en est de même pour le potentiel thermo-
dynamique associé au comportement de la matrice saine, cependant avant de procéder
à sa détermination complète, les possibilités de formulation sont réduites, en statuant
sur la définition de la variable d’endommagement et par application du formalisme des
MSG.

3.3 Application à la théorie de l’endommagement

Dans un premier temps, la problématique de la définition de la variable d’endommage-
ment, notamment sa signification et les degrés de liberté qui lui sont associés sont main-
tenant discutés. Dans un second temps, le raisonnement duquel découle l’expression de
la loi d’évolution de la variable d’endommagement est présenté. L’objectif est d’expliciter
les composantes du modèle continu, issues du formalisme MSG, contrôlant cette évolution
dans l’objectif de les modifier par la suite.

L’endommagement est un phénomène qui dépend fortement de l’historique du chargement.
Il se décrit physiquement comme la diminution de section efficace du VER, suite à l’appa-
rition de micro-fissures. Or le développement des micro-fissures a lieu, préférentiellement,
dans la direction normale aux extensions locales. L’endommagement peut donc évoluer
indépendamment dans chaque direction de l’espace. Bien que dans un état initial non-
endommagé un matériau puisse être caractérisé comme isotrope, cette hypothèse n’est
plus valable lorsque les micro-fissures se développent, il est alors fait mention d’anisotro-
pie induite. L’anisotropie induite complexifie la description de l’endommagement, d’au-
tant plus lorsque qu’un regain de rigidité est considéré en cas de fermeture mécanique des
fissures.

3.3.1 Définition de la variable d’endommagement

Théoriquement, l’endommagement est considéré comme une détérioration des propriétés
élastiques du matériau. L’endommagement affecte donc le tenseur d’élasticité C d’ordre 4.
Dans le cas le plus général d’anisotropie, il est donc nécessaire de considérer une variable
d’endommagement tensorielle d’ordre 8 pour relier le tenseur d’élasticité non-endommagé
C au tenseur d’élasticité effectif, endommagé, C̃. Cette approche n’est toutefois pas rai-
sonnable. Numériquement, d’abord, une gestion indépendante de l’évolution de chaque
composante d’un tenseur d’ordre 8 limite la robustesse d’un modèle. Expérimentalement,
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ensuite, les paramètres associés à l’évolution de chaque composante doivent être iden-
tifiés.

Une représentation vectorielle de l’endommagement est exclue, le potentiel thermodyna-
mique associé n’est plus invariant par changement de base [Murakami et Kamiya, 1997].
Un tenseur d’endommagement d’ordre 2 symétrique est donc la représentation la plus
simple de l’anisotropie admissible. Il s’avère qu’elle est suffisante dans la plupart des cas
de chargement d’après [Kachanov, 1992].

La définition de la variable d’endommagement est un compromis entre efficacité numérique
et fidélité physique. Cette définition est établie afin de réduire l’ordre de la variable d’en-
dommagement, tout en conservant un modèle thermodynamiquement admissible. Dans la
littérature diverses définitions de la variable d’endommagement ont été explorées.

Principe de contrainte effective
La variable d’endommagement D, par le biais d’une fonction tensorielle d’endomma-

gement M , relie la contrainte totale et la contrainte effective :

σm =M (D) ∶ σ̃m (4.38)

En s’appuyant sur l’écriture de la contrainte effective, le cas le plus général d’anisotro-
pie correspond donc à un tenseur d’endommagement D d’ordre 8. Une restriction à un
endommagement orthotrope permet de supposer un tenseur d’ordre 2 symétrique. Le
tenseur d’endommagement peut être diagonalisé, cette représentation correspond à un
matériau contenant trois groupes orthogonaux de micro-fissures colinéaires. Les normales
respectives à chaque groupe sont les directions principales de la fonction tensorielle d’en-
dommagement.

La relation de comportement élastique du matériau endommagé, reliant le tenseur des
contraintes σm au tenseur des déformations ǫm, est déduite en effectuant l’hypothèse
d’équivalence (ou conservation) d’une quantité, entre le matériau sain et le matériau
endommagé. L’hypothèse d’équivalence est le plus souvent faite en déformations ou en
énergie.

Dans le cas d’une équivalence en déformation, il advient :

ǫ̃m = ǫm ⇔ C ∶ ǫ̃m =C ∶ ǫm
⇔ σ̃m =C ∶ ǫm
⇔ σm =M (D) ∶ (C ∶ ǫm) (4.39)

La partie élastique du potentiel thermodynamique s’écrit enfin :

Ψm,e = 1

2
ǫm ∶M (D) ∶C ∶ ǫm (4.40)
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Décomposition de l’endommagement
Une manière de conserver une variable d’endommagement d’ordre réduit, tout en enri-

chissant la représentation de la fissuration, est de décomposer la variable d’endommage-
ment en plusieurs variables indépendantes, auxquelles sont attribuées un type fissuration
spécifique. La quantité de scalaires descriptifs de la fissuration est tout de même aug-
mentée, mais dans une moindre mesure qu’en augmentant l’ordre de la variable d’endom-
magement.

Le procédé est illustré en considérant des variables d’endommagement scalaires. En con-
sidérant un modèle d’endommagement isotrope, le potentiel s’écrit :

Ψm,e = 1

2
(1 −D) ǫm ∶C ∶ ǫm (4.41)

avec D l’unique variable d’endommagement scalaire.

Les décompositions suivantes peuvent alors être appliquées [Ladevèze, 1983] :

— Une décomposition en parties hydrostatique et déviatorique

Ψm,e = 1

2
(1 −DH)3K (tr (ǫm))2 + 1

2
(1 −DD)2G (ǫm)D ∶ (ǫm)D (4.42)

où DH et DD sont respectivement les variables d’endommagement associées aux
parties hydrostatique et déviatorique de la contrainte totale.
Relativement à un modèle d’endommagement isotrope, une telle décomposition
permet de tenir compte d’une dépendance du coefficient de Poisson à la fissuration,
et ainsi reproduire le phénomène de dilatance.

— Une décomposition en parties positive et négative

Ψm,e = 1

2
(1 −D+) ⟨ǫm⟩+ ∶C ∶ ⟨ǫm⟩+ + 1

2
(1 −D−) ⟨ǫm⟩− ∶C ∶ ⟨ǫm⟩− (4.43)

où D+ et D− sont respectivement les variables d’endommagement associées aux
parties positive et négative de la contrainte (en supposant que ∂⟨x⟩+/∂ (x) = 1).
Relativement à un modèle d’endommagement isotrope, une telle décomposition
permet à la fois de différencier le comportement en traction et en compression du
matériau, et de reproduire l’effet unilatéral.

Il ne s’agit là que d’une courte illustration, de multiples décompositions ont été explorées
dans la littérature, comme par exemple, la décomposition fondée sur les tenseurs propres
de Kelvin. Elle permet une séparation de la variable d’endommagement selon 6 invariants
du tenseur d’élasticité [Rychlewski, 1984].

À noter tout de même qu’une décomposition de la variable d’endommagement revient
à postuler qu’il existe effectivement différents types de fissures. D’un point de vue phy-
sique, cette hypothèse est peu justifiée, le comportement mécanique d’une fissure n’est
pas différentiable, par exemple, selon le type de chargement qui en est à l’origine.
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136 Formulation et caractérisation d’une modélisation macroscopique

Choix d’un modèle d’endommagement isotrope
Les quelques propositions de définitions de la variable d’endommagement illustrent qu’il

est possible d’ajuster la quantité de variables scalaires, descriptives de la dégradation du
matériau, aux exigences en terme de représentativité. Une diversification des phénomènes
liés à la fissuration pris en compte passe nécessairement par une démultiplication des
degrés de liberté dans la description de l’endommagement. Seul un choix judicieux de ces
derniers permet d’en limiter le nombre.

Une amélioration de la représentativité d’une variable d’endommagement se fait nécessai-
rement au détriment de la robustesse d’un modèle de comportement. La complexité est
proportionnelle à la quantité de variables à faire évoluer. Compte tenu de l’objectif final
de ces travaux, à savoir le calcul de structure, la robustesse du modèle continu proposé
est primordiale.

Par la suite il est donc fait le choix d’un modèle d’endommagement continu isotrope.
Aucune décomposition de la variable d’endommagement scalaire n’est employée. Il est
laissé au potentiel de dissipation et à la loi d’évolution de la variable d’endommagement
le soin de tenir compte notamment de la dissymétrie du comportement en traction et en
compression. En ce qui concerne l’effet unilatéral, il n’est pas géré par le modèle associé
à la dégradation du matériau. Comme les autres phénomènes observés sous chargement
cyclique, il sera reproduit par un modèle continu dédié à la fermeture des fissures, dont
la variable d’endommagement est un paramètre d’entrée.

Le potentiel thermodynamique retenu s’écrit donc sous la forme la plus simple :

Ψm = 1

2
(1 −D) ǫm ∶C ∶ ǫm +Ψm,D(z) (4.44)

Les choix des potentiels de dissipation ϕm et de la partie du potentiel thermodynamique
Ψm,D associés au phénomène d’endommagement sont laissés en suspens. Ces deux points
sont gardés comme degrés de liberté pour la proposition de modèle à venir (voir chapitre
5). Une étude comparative de différentes combinaisons de potentiels de dissipation et de
fonctions de consolidation sera menée afin d’en montrer les limites.

3.3.2 Évolution de l’endommagement

Compte tenu du caractère purement irréversible de la fissuration, la variable d’endom-
magement est une fonction strictement croissante. Conventionnellement, la variable d’en-
dommagement passe d’une valeur nulle dans le cas d’un matériau sain, à une valeur égale
à 1 dans le cas d’un matériau ayant atteint la ruine.

L’évolution de la variable d’endommagement est définie par une fonction critère, qui
n’est autre que le potentiel de dissipation dans le formalisme des MSG, et une fonction
de consolidation. La fonction critère définit les conditions de sollicitation du VER selon
lesquelles la variable d’endommagement peut crôıtre. La fonction de consolidation permet
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de faire évoluer la forme de la fonction critère afin de garantir la stricte croissance de la
variable d’endommagement. À noter que la fonction critère peut être dissociée du potentiel
de dissipation, mais l’évolution des variables internes n’est plus considérée “associée”, alors
le respect de l’inégalité de Clausius-Duhem n’est plus garanti.

L’écriture de l’évolution de la variable d’endommagement est maintenant explicitée en
utilisant les principes imposées par le formalisme des MSG.

Soit le potentiel thermodynamique, dans une forme générale, Ψm :

Ψm (ǫm,D, z) = Ψm,e (ǫm,D) +Ψm,D (z) (4.45)

avec Ψm,e la partie élastique du potentiel thermodynamique, ǫm le tenseur des déformations
totales, D la variable interne d’endommagement, z la variable interne d’écrouissage, et
Ψm,D la partie du potentiel thermodynamique associée à l’écrouissage appelée fonction de
consolidation.

En exploitant l’inégalité de Clausius-Duhem (4.25), les lois d’état sont :

σm = ∂Ψm

∂ǫm
= ∂Ψm,e

∂ǫm
Y = −∂Ψm

∂D
= −∂Ψm,e

∂D
Z = −∂Ψm

∂z
= dΨm,D (z)

dz
(4.46)

avec Y le taux de restitution d’énergie et Z, respectivement les variables associées de
l’endommagement et de l’écrouissage.

Le potentiel de dissipation ϕm, qui doit être choisi comme une fonction convexe des
variables internes associées, est aussi laissé dans une forme générale, soit :

ϕm = ϕm,D (Y ) −Z (4.47)

avec ϕm,D la partie du potentiel de dissipation associée à l’endommagement.

Bien souvent le potentiel de dissipation n’est qu’une fonction linéaire de l’écrouissage. Ici,
ce choix est effectué pour simplifier les calculs suivants.

Et d’après la seconde de condition de Kuhn-Tucker (4.35) :

ϕm (Y,Z) ≤ 0 (4.48)

D’après le principe de Hill :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ḋ = λ̇∂ϕm

∂Y

ż = λ̇∂ϕm

∂Z
= −λ̇

⇒ Ḋ = −ż (∂ϕm

∂Y
) ⇒ D = −(∂ϕm

∂Y
) z (4.49)

La dernière implication est possible puisque initialement l’endommagement et l’écrouissage
sont égaux et nuls.
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Or d’après la condition de consistance (4.36) :

ϕ̇m = 0 ⇔ ∂ϕm

∂Y
Ẏ + ∂ϕm

∂Z
Ż = 0

⇔ Ẏ = (∂ϕm

∂Y
)−1 Ż (4.50)

Enfin, en intégrant :

∫
Y

Y0

du = ∫ Z

Z0

(∂ϕm

∂Y
)−1 dv⇔ Y − Y0 = ∫ z

0
(∂ϕm

∂Y
)−1 dv

dw
dw

⇔ Y − Y0 = (∂ϕm

∂Y
)−1∫ z

0

d2Ψm,D

dz2
dz

⇒ Y − Y0 = (∂ϕm

∂Y
)−1 (dΨm,D

dz
(z) −

✟
✟
✟
✟
✟✟dΨm,D

dz
(0))

⇒ z = (∂ϕm

∂Y
)(dΨm,D

dz
)−1 (Y − Y0)

⇒D = −(∂ϕm

∂Y
)2 (dΨm,D

dz
)−1 (Y − Y0) (4.51)

le terme dΨm,D

dz (0) disparâıt car Z est initialement nul.

L’évolution de la variable d’endommagement est donc clairement déterminée par le choix
du potentiel de dissipation ϕm et de Ψm,D.

4 Modélisation de la dégradation de la matrice

Les choix de modélisation en terme de dégradation du matériau effectués jusqu’à présent
suivent une volonté de proposer un modèle de comportement continu dont la robustesse
est suffisante pour permettre de mener à terme des calculs de structures sous charge-
ment cyclique. Ainsi un modèle d’endommagement isotrope établi dans le formalisme des
Matériaux Standards Généralisés a été retenu pour décrire la dégradation du matériau.
La partie associée à la matrice saine Ψm du potentiel thermodynamique Ψ s’écrit :

Ψm = 1

2
(1 −D) ǫ ∶C ∶ ǫ +Ψm,D(z) (4.52)

Dans la continuité de cette démarche, il est décidé de limiter les degrés de liberté d’évolution
de l’unique variable scalaire d’endommagement. Il a été montré (4.51) que l’évolution de
la variable d’endommagement D est déduite de l’écriture du potentiel de dissipation ϕm

et de la fonction de consolidation Ψm,D. Ainsi une écriture unique, quel que soit l’état de
sollicitation dans le matériau, de ϕm et Ψm,D est recherchée.
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À partir d’une évolution de D de référence, dérivant des travaux de Mazars [1984], deux
améliorations sont proposés afin d’améliorer le comportement sous sollicitations multi-
axiales. L’une affecte ϕm, et donc la surface élastique du matériau ; l’autre affecte Ψm,D

et donc le comportement adoucissant.

4.1 Modèle initial

Le critère de Mazars [1984] est ici reformulé dans un cadre thermodynamique, ce qui
donne lieu à l’écriture d’un potentiel de dissipation non-associé ϕm en fonction d’un taux
de restitution d’énergie Ȳ et de la variable interne associé de l’écrouissage Z :

ϕm = Ȳ − (Y0 +Z) (4.53)

Le taux Ȳ est écrit en fonction de la déformation équivalente ǫeq :

Ȳ = 1

2
Eǫ0ǫ

eq (4.54)

avec la limite de déformation élastique ǫ0, la déformation équivalente de Mazars [1984]

ǫeq =√⟨ǫ⟩+ ∶ ⟨ǫ⟩+, et le paramètre seuil Y0, écrit de la même manière : Y0 = 1
2Eǫ20.

La fonction de consolidation Ψm,D est choisie selon la forme proposée par Feenstra et
De Borst [1996] :

dΨm,D

dz
(z) = − 1

B0

ln [Y0

Ȳ
(1 + z)] (4.55)

Un tel choix permet d’écrire explicitement et simplement la relation entre l’énergie de
fissuration GF,0, une longueur caractéristique de l’élément fini hc et le paramètre B0.
Dans le cadre d’une régularisation en énergie de fissuration, la fonction de consolidation
de Feenstra et De Borst [1996] autorise une souplesse plus importante que celle proposée
par Mazars [1984], en terme de dimension hc admissible d’élément fini.

À partir de l’équation (4.51), en utilisant le potentiel non-associé et en remplaçant Y par
Ȳ , l’évolution de D s’écrit :

D = 1 − Y0

Ȳ
exp [−B0 (Ȳ − Y0)] (4.56)

Pour la suite le modèle initial sera notée “formulation ∅”.

4.2 Améliorations

Le modèle initial reproduit déjà convenablement le comportement en traction. Les deux
améliorations sont élaborées de manière à n’avoir aucune incidence sur cette partie du com-
portement, celle-ci fera office d’étalonnage lors du comparatif effectué ensuite (voir 4.4).
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Chaque amélioration introduit un paramètre supplémentaire k0 permettant d’influencer
le comportement sous sollicitation multi-axiale, du cisaillement à la compression.

4.2.1 Potentiel de dissipation

De multiples formulations de ϕm permettent de considérer les effets d’un chargement
multi-axial [Drucker et Prager, 1952; De Vree et al., 1995; François, 2008]. Nombre d’entre
elles peuvent être assimilées à une actualisation de Ȳ , comme le propose Ragueneau et al.
[2008]. La dépendance de ϕm à Ȳ restant inchangée, l’équation (4.56) est donc toujours
valable.

Une reformulation de ϕm n’a de conséquences attendues que sur la forme de la surface de
chargement à la rupture. Néanmoins, l’évolution de Ȳ est affectée et donc par la même
occasion D (4.56). Dans le cas du potentiel de dissipation proposé par François [2008],Ȳ
est formulée selon l’équation (4.57) ce qui permet d’obtenir une surface de chargement
à la rupture hautement fidèle à l’expérience quel que soit le chargement multi-axial ap-
pliqué. Néanmoins, il devient nécessaire de modifier Ψm,D pour compenser l’évolution
exponentielle de Ȳ dans l’estimation de D, et éviter une rupture trop fragile.

Ȳ = 1

2
ǫ0σ

eq = 1

2
ǫ0
⎛⎝[J2 (C ∶ ǫ)]

1/2 + k0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩[exp(

C ∶ ǫ
k0
) ∶ exp(C ∶ ǫ

k0
)]1/2 − 31/2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

⎞⎠ (4.57)

Ici, un potentiel de dissipation dont la formule est une fonction linéaire du tenseur des
déformations est retenue (4.58) [Ragueneau et al., 2008]. Une dépendance au niveau
contraction volumique du matériau est introduite par rapport au potentiel de dissipa-
tion initial. Cette dépendance est contrôlée par le paramètre k0.

Ȳ = 1

2
Eǫ0ǫ

eq = 1

2
ǫ0 (√⟨ǫ⟩+ ∶ ⟨ǫ⟩+ + k0

K
⟨I1 (C ∶ ǫ)⟩−) (4.58)

avec K le module de compressibilité.

Contrairement à la proposition de Ragueneau et al. [2008], un passage par le tenseur de
contraintes (C ∶ ǫ) est effectué. Ainsi, en traction ⟨I1 (C ∶ ǫ)⟩− = 0. Ceci s’avère utile dans
l’objectif d’une comparaison des formulations améliorées sur la base d’un comportement
en traction uni-axiale identique.

Pour la suite la formulation dont le potentiel de dissipation a été amélioré sera notée
“formulation ϕm”.

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
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4.2.2 Fonction de consolidation

La formulation de Ψm,D est adaptée en considérant que la propagation de la fissuration
dans un volume de matériau est ralentie lorsque ce-dernier est confiné :

dΨm,D

dz
(z) = − κ

B0

ln [Y0

Ȳ
(1 + z)] (4.59)

avec la variable κ chargée de retranscrire le niveau de confinement :

κ = 1 + k0 ⎛⎝
⟨σm⟩− ∶ ⟨σm⟩−(σm) ∶ (σm)

⎞⎠
1/2
= 1 + k0 ⎛⎝

⟨C ∶ ǫ⟩− ∶ ⟨C ∶ ǫ⟩−(C ∶ ǫ) ∶ (C ∶ ǫ)
⎞⎠

1/2
(4.60)

Ainsi, pour cette formulation, le paramètre k0 mesure l’influence du niveau de confinement.
Une écriture de κ en fonction du tenseur des contraintes σm est préférable pour les mêmes
raisons que précédemment. L’évolution de l’endommagement s’écrit finalement :

D = 1 − Y0

Ȳ
exp [−B0

κ
(Ȳ − Y0)] (4.61)

Pour la suite la formulation dont la fonction de consolidation est améliorée sera notée
“formulation Ψm,D”.

4.3 Énergie de fissuration et méthodes de régularisation

Le comportement en traction uni-axiale des trois formulations est identique. En effet,
dans le cas de la formulation Ψm,D, κ vaut 1 pour un chargement de traction ; dans le cas
de la formulation ϕm, la dérivée partielle du potentiel de dissipation par rapport à Ȳ est
inchangée. La loi d’évolution de la variable d’endommagement est donc identique pour
chaque formulation.

En l’absence d’autre mécanismes dissipatifs, l’aire sous la courbe contrainte-déformation,
jusqu’à la rupture (ǫ = +∞) représente l’énergie volumique dissipée par fissuration gF,0.
L’expression de la loi d’évolution de D permet de la calculer analytiquement en fonction
des paramètres ǫ0 et B0 :

gF,0 = ∫ +∞
ǫ=0 σmdǫ

= ∫ +∞
ǫ=0 (1 −D)Eǫdǫ

= 1

2
Eǫ20 +∫ +∞

ǫ=ǫ0 E(1 −D)ǫdǫ
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= 1

2
Eǫ20 +∫ +∞

ǫ=ǫ0 Eǫ
Y0

Ȳ
exp [−B0 (Ȳ − Y0)]dǫ

= 1

2
Eǫ20 +∫ +∞

ǫ=ǫ0 Eǫ0exp [−B0Eǫ0

2
(ǫ − ǫ0)]dǫ

= 1

2
Eǫ20 + [− 2

B0

exp [−B0Eǫ0

2
(ǫ − ǫ0)]]+✚✚∞

ǫ=ǫ0
= 1

2
Eǫ20 + 2

B0

(4.62)

En admettant les paramètres matériaux figés, l’énergie volumique dissipée par fissuration
jusqu’à la rupture gF,0, écrite de cette manière, est donc une constante. L’énergie dissipée
par fissuration est donc proportionnelle au volume dégradé. Elle s’écrit :

GF,0 = hc × gF,0
= hc (E

2
ǫ20 + 2

B0

) (4.63)

avec hc la dimension du volume dégradé dans la direction normale au plan de fissura-
tion.

Or d’après la théorie de la mécanique de la rupture, l’énergie dissipée par fissuration dans
un volume dépend plutôt de la surface de fissures ouvertes. L’énergie surfacique dissipée
par fissuration GF,0 doit donc être constante. En pratique, lors d’une simulation continue,
le volume dégradé correspond à celui d’un élément fini, ou plus précisément une bande
d’éléments finis située le long de la fissure, d’un unique élément fini dans l’épaisseur duquel
se localise l’endommagement. L’énergie dissipée par fissuration dépend donc de la finesse
du maillage par lequel le milieu est discrétisé.

Dans la mesure où le maillage est homogène, gF,0 peut être ajustée au préalable d’une
simulation en fonction de hc, de manière à retrouver l’énergie de fissuration GF,0 me-
surée expérimentalement ou par le biais de simulations discrètes (fig. 2.1). La limite de
déformation élastique ǫ0 possède un sens physique bien déterminé et indépendant de hc,
elle n’est donc pas modifiée, mais ce n’est pas le cas de B0. Le paramètre B0 est donc
ajusté en fonction de hc :

B0 = 2hc

GF,0 − Eǫ2
0
hc

2

(4.64)

En revanche lorsque la finesse de maillage est fortement hétérogène, deux solutions existent
afin de palier ce problème de dépendance au maillage :

— Les méthodes dites de “régularisation” en énergie de fissuration [Hillerborg et al.,
1976], consistent simplement en une modification de l’énergie volumique dissipée
spécifique pour chaque élément fini. Les méthodes de régularisation n’ajoutent au-
cun coût de calculs supplémentaires, puisqu’elles consistent simplement en une
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Modélisation de la dégradation de la matrice 143

modification des propriétés matérielles de chaque élément fini. De plus le faciès de
fissuration est préservé, dans la mesure où la réponse mécanique de chaque élément
fini reste adoucissante. Cependant, les méthodes de régularisation nécessitent, dans
un premier temps de pouvoir calculer analytiquement l’expression de l’énergie vo-
lumique dissipée par le modèle, et dans un second temps de pouvoir exprimer un
paramètre du modèle en fonction de cette dernière. Ces conditions ne sont pas
systématiquement vérifiées, et limitent les choix des expressions de la fonction de
consolidation et du potentiel de dissipation.

— Les méthodes dites “non-locales” [Pijaudier-Cabot et Bažant, 1987], qui comme
leur nom l’indique, consistent à délocaliser l’endommagement, ou plutôt limiter la
localisation. L’endommagement n’évolue donc plus dans une bande de l’épaisseur
d’un unique élément fini, mais dans une bande dont l’épaisseur est déterminée par
un paramètre supplémentaire, appelé “longueur de corrélation”. Les méthodes non-
locales sont simples d’utilisation, elles présentent l’avantage d’être systématiques,
et nécessitent uniquement de définir la valeur de la longueur de corrélation. Il
n’est pas nécessaire de pouvoir écrire l’énergie de fissuration en fonction des pa-
ramètres du modèle, donc de pouvoir calculer analytiquement l’énergie de fissura-
tion. Néanmoins, afin de répartir l’endommagement sur plusieurs éléments finis, il
est nécessaire d’effectuer des itérations supplémentaires entre l’équilibre global, et
la résolution des équations du modèle de comportement local. Les méthodes non-
locales sont donc coûteuses numériquement, puisqu’elles démultiplient le nombre
de résolutions de l’équilibre global à chaque incrément de chargement. Par ailleurs,
puisque l’endommagement est réparti sur une bande de plusieurs éléments finis
d’épaisseur, la fidélité du faciès d’endommagement est réduite en comparaison aux
méthodes de régularisation.

Les deux méthodes sont compatibles avec les formulations proposées, et pourront être
utilisées si nécessaire lors de calculs de structures effectués avec Cast3M.

4.4 Étude comparative des formulations

L’influence du paramètre k0 sur le comportement bi-axial de chacune des formulations est
maintenant étudiée. Cette étude est menée pour autres paramètres restant constants.

La comparaison des formulations est effectuée sur les réponses en cisaillement et en com-
pression pure, ainsi que sur la surface de chargement à la rupture. Une analyse de sensi-
bilité de chacun de ces résultats au paramètre k0 est effectuée pour les deux formulations
améliorées.

Pour chaque essai, le résultat obtenu par la formulation ∅ n’est pas présenté, mais il est
identique aux résultats obtenus avec les deux autres formulations pour k0 = 0.

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
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(a) essai de compression pure (b) essai de cisaillement simple

Figure 4.11: Dispositif des essais de comparaison entre les modèles discret et continu.

4.4.1 Essai de compression pure

Un essai de compression pure (fig. 4.11a), donc en absence totale de friction au niveau
des supports, est simulé avec le modèle discret selon le protocole présenté précédemment
(voir chapitre 3), en utilisant un coefficient correction de rigidité kp nul. À noter que la
réponse obtenue par simulation discrète est relativement fragile en l’absence totale de
friction entre l’éprouvette et les supports de chargement.

Le comportement initial du modèle continu en compression, celui obtenu avec la formula-
tion ∅, possède une ductilité correcte en comparaison au résultat de référence, cependant
la contrainte au pic de résistance est largement sous-estimée, celle-ci se situe aux envi-
rons de 10 MPa. La dégradation en compression n’est pas différenciée de la dégradation
en traction, si ce n’est que les extensions qui l’engendrent sont induites par effet Pois-
son.

La formulation ϕm permet de retarder l’apparition du pic de résistance en compression,
sans affecter le comportement adoucissant post-pic, ainsi la fragilité de la réponse en
compression est identique à celle de la réponse en traction.

La formulation Ψm,D ne modifie pas la limite élastique du matériau en compression, ainsi la
non-linéarité du comportement apparâıt dès 10 MPa comme pour la formulation ∅. Mais
la modification de la fonction d’écoulement permet d’atteindre le pic de résistance pour
des niveaux de déformation bien plus élevés, l’évolution de la variable d’endommagement
est suffisamment lente pour que le comportement inélastique ne soit pas immédiatement
adoucissant. En revanche, pour atteindre un niveau de résistance au pic similaire à la
référence, le comportement post-pic devient excessivement ductile. La ductilité est plutôt
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similaire à celle obtenue pour un essai de compression avec une friction non-nulle entre
les supports de chargement et l’éprouvette.

−6 −4 −2 0

−60

−40

−20

0
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Figure 4.12: Analyse de sensibilité des réponses en compression pure à k0.

4.4.2 Essai de cisaillement simple

Dans l’idéal un essai de cisaillement pur aurait été utilisé, cependant il est difficile de
garantir un état macroscopique de cisaillement pur avec un modèle mésoscopique, une
fois le pic de chargement et l’initiation de la fissuration atteints. Un essai de cisaillement
simple (fig. 4.11b), facilitant l’étude de la réponse du VER, est finalement retenu.

La formulation ∅ atteint un pic de résistance en cisaillement simple à 0.25 MN, une valeur
presque deux fois inférieure au pic de résistance obtenu avec la simulation de référence
discrète. Relativement, le comportement post-pic semble plus fragile. Il est intéressant
de noter, toutefois, que le pic de résistance est proche de la première perte de linéarité
observée sur le résultat de référence. Cette perte de linéarité est expliquée par l’amorce
de fissures horizontales dans les coins supérieur droit et inférieur gauche de l’éprouvette,
au début de l’essai, avant l’apparition de la fissuration oblique (fig. 4.11b).

La formulation ϕm permet, tout comme en compression pure, de retarder l’apparition du
pic de résistance, sans affecter le comportement adoucissant. Cependant la formulation
ϕm est, cette fois-ci, bien moins sensible à la variation du paramètre k0. Afin d’atteindre
un pic de résistance similaire à la référence discrète, il est nécessaire d’augmenter signifi-
cativement la valeur de k0.
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La formulation Ψm,D retarde, encore une fois l’apparition du pic de résistance, tout en
maintenant la valeur de la limite élastique à sa valeur d’origine. Bien que l’évolution de
la variable d’endommagement soit ralentie avant le pic de résistance, une fois ce dernier
atteint, il ne semble pas que la variation de k0 affecte la ductilité de la réponse. La vitesse
d’adoucissement semble similaire quelle que soit la valeur de k0. Le décalage entre la limite
élastique et le pic de résistance, permis par la modification de la fonction de consolidation,
permet en quelque sorte de reproduire la première de non-linéarité induite par l’amorce
de fissures horizontales.
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Déplacement (×10−4 m)

E
ff
or
t
(M

N
)

Discret k0 = 0.0 (ou form. ∅) k0 = 0.2
k0 = 0.3 k0 = 0.4 k0 = 1.0

(a) formulation ϕm

0 1 2 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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Figure 4.13: Analyse de sensibilité des réponses en cisaillement simple à k0.

4.4.3 Essais bi-axiaux de chargement à la rupture

La surface de chargement à la rupture est évaluée à partir de chargements bi-axiaux
appliqués en efforts. Les points de chargement à la rupture correspondent à l’état de
contrainte appliqué au pic de résistance, ce qui se traduit numériquement par une diver-
gence des algorithmes de résolution des modèles discrets et continus.

Bien que la surface de chargement simulée par le modèle discret ait nécessité une modifica-
tion du critère de rupture (voir chapitre 2), pour tenir compte d’un effet tri-dimensionnel
à l’origine de la rupture en bi-compression, elle conserve une forme proche des surfaces
de chargement à la rupture obtenues expérimentalement. Elle ne sert pas ici de référence,
mais plutôt d’indicateur.
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Figure 4.14: Analyse de sensibilité des surfaces de chargement à la rupture à k0.

La surface de chargement obtenue avec la formulation ∅ est, comme attendue, largement
sous-estimée. Néanmoins, elle possède une forme correcte, tant que le chargement n’est
pas en bi-compression.

La formulation ϕm permet efficacement d’étendre la surface de chargement, en conservant
la dissymétrie de résistance en traction et en compression. Puisque la formulation dont le
potentiel de dissipation a été amélioré tient compte de la trace de la partie négative du
tenseur des contraintes, les directions de chargement correspondant à une combinaison de
contraintes principales positives ne sont pas affectées.

La formulation Ψm,D influence semblablement la surface de chargement à la rupture.
Par contre, la formulation Ψm,D permet d’étendre plus significativement la surface de
chargement dans les directions associées au cisaillement, moins dans celles associées à la
compression, inversement à la formulation ϕm.

Pour finir sur les surfaces de chargement à la rupture, aucune formulation n’est capable
de traduire l’influence du caractère hydrostatique du chargement en bi-compression sur
le pic de résistance, observé expérimentalement ou sur les simulations discrètes.

4.4.4 Bilan

Chacune des formulations présente un intérêt différent selon la direction de chargement
préférentielle :
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— La formulation ϕm peut être exploitée de deux manières différentes :
• Si la compression est privilégiée, alors k0 est choisi dans l’intervalle [0.3; 0.4],
ce qui permet d’obtenir, en plus d’une réponse en compression satisfaisante,
une surface de chargement correcte. Par contre la résistance en cisaillement est
clairement sous-estimée.

• Si le cisaillement est privilégié, alors k0 est choisi à une valeur proche de 1.0, la
réponse en cisaillement est alors correcte, bien que toujours trop fragile, mais
il n’est plus possible de rompre en compression ou en bi-compression.

— Le même raisonnement peut être appliqué pour la formulation Ψm,D, mais la nuance
selon le choix de direction préférentielle est moins significatif. Au vu des aptitudes
très intéressantes en cisaillement de cette formulation, cette direction de charge-
ment est privilégiée. Ainsi en choisissant k0 dans l’intervalle [3.0; 6.0], la réponse
en cisaillement est très proche de la référence discrète, aussi bien en terme de
pic de résistance qu’en terme d’adoucissement ; et la réponse en compression pure
est légèrement plus faible que la référence, le pic de résistance est compris dans
l’intervalle [20; 30] MPa.

Finalement, pour les calculs de structures à venir, la compression sera privilégiée pour
le choix du paramètre k0 de la formulation ϕm, ainsi deux formulations améliorées du
modèle initial sont tenues à disposition, chacune permettant de décrire convenablement
un comportement spécifique. Il sera donc possible sur le calcul de structure en question
de déterminer quel comportement est prédominant en observant la qualité de la réponse
fournie par chaque formulation.

5 Modélisation du caractère unilatéral frottant des

fissures

La description du comportement mécanique des fissures est réalisée en deux temps.
D’abord, afin de considérer la fermeture progressive des fissures lors de la décharge
d’une éprouvette endommagée et donc l’augmentation progressive de la raideur, une
modélisation élastique non-linéaire est employée. Cette modélisation se fonde sur l’idée,
confirmée à l’aide du modèle discret, que les valeurs de la déformation à laquelle se ferment
les fissures ouvertes suivent une distribution normale. Ensuite seulement, la notion de
mécanisme dissipatif est introduite. Par similarité avec le modèle de frottement de Cou-
lomb, la théorie de la plasticité, et plus précisément une modélisation plastique parfaite
est employée pour retranscrire les effets hystérétiques associés au glissement frottant initié
entre les surfaces des fissures.
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5.1 Définition du comportement mécanique des fissures

Le comportement mécanique des fissures, décrit par la contrainte σf , est dans un premier

temps considéré comme élastique. La contrainte σf est définie comme une fonction de la

déformation associée aux fissures de l’élément de volume étudié ǫf :

ǫf =D × ǫ (4.65)

Une telle définition du tenseur de déformation associé aux fissures est aussi trouvée dans
les travaux de Matallah et al. [2010], dans lesquels il est d’ailleurs dénommé tenseur
d’ouverture des fissures.

L’évolution élastique de σf en fonction de ǫf est supposée de la forme suivante :

σ̇f = ϑC ∶ ǫ̇f (4.66)

En d’autres termes, le module tangent de l’évolution de la contrainte transmise par les
fissures est proportionnel au module d’élasticité sain C et à une fonction scalaire ϑ.
La fonction ϑ retranscrit la proportion de raideur saine récupérée, soit la proportion de
fissures dans le VER qui se sont fermées. ϑ évolue ainsi entre les valeurs 0, lorsque toutes
les fissures sont ouvertes, et 1, lorsque toutes les fissures sont fermées. La fonction ϑ est
considérée comme dépendante de ǫf , soit : ϑ = ϑ (ǫf).
Le comportement mécanique des fissures σf = f (ǫf) suit donc un comportement élastique
non-linéaire.

La partie élastique du potentiel thermodynamique associé aux fissures est donc de la
forme :

Ψf,e = ∫ (∫ ϑ (ǫf)C ∶ dǫf)dǫf (4.67)

en admettant que ϑ (ǫf) soit de classe C0, alors le potentiel Ψf,e vérifie les conditions
d’admissibilité thermodynamique.

Le cadre de modélisation des phénomènes associés au caractère unilatéral frottant de
la fissuration est ainsi établi, le modèle discret est à présent exploité pour définir une
expression analytique de la fonction ϑ.

5.2 Caractérisation de la fonction de fermeture

Comme expliqué auparavant, la fonction ϑ traduit la proportion de fissures refermées,
autrement dit qui participent à la transmission des effort dans l’élément de volume étudié.
L’évolution de ϑ est caractérisée en observant, à l’aide du modèle discret, l’évolution de
la quantité de contacts détectés lors d’un cycle de charge-décharge de traction uni-axiale
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(fig. 4.15a). L’étude est menée pour différents niveaux d’endommagement, c’est-à-dire
différents niveaux de chargement maximal appliqués lors de la phase de charge notés
ǫ
f
max.

Afin d’observer une quantité homogène à ϑ, le nombre de contacts détectés est normalisé
par rapport au nombre de fissures induites par le chargement. La proportion de fissures
fermées est ainsi tracée en fonction de la déformation liée aux fissures axiale appliquée
ǫf .
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Figure 4.15: Influence de ǫ
f
max sur l’évolution de la proportion de fissures refermées lors

d’une décharge.

Quel que soit ǫfmax, l’évolution de la proportion de fissures fermées tend vers une sigmöıde,
centrée en ǫf = 0. Autrement dit, la quantité de fissures nouvellement fermées suit une
distribution gaussienne centrée en 0. Les notions probabilistes introduites par le modèle de
Preisach-Mayergoyz (voir 2.2.3) sont aussi mises en évidence par les simulations discrètes.
ϑ (ǫf) est ainsi définie comme une sigmöıde centrée :

ϑ = 1 − 1

1 + exp [−f (ǫf)] (4.68)

Le niveau de chargement maximal appliqué semble avoir une certaine influence sur l’évolution
de la proportion de fissures fermées. L’évolution est d’autant plus rapide que ǫ

f
max est

faible. Cette dépendance semble toutefois saturer pour des valeurs élevées de ǫfmax. D’où :

ϑ = 1 − 1

1 + exp [−f (ǫf , ǫf
max
)] (4.69)

avec ǫf
max
= ǫf,tm , et le pseudo-temps tm tel que I1 (ǫf,tm) =max∀t [I1 (ǫf,t)].
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Afin de conserver le caractère scalaire de ϑ dans un formalisme tri-dimensionnel, la fonc-
tion f s’appuie sur le premier invariant des tenseurs de déformations, et sur un paramètre
α0 pour garder un contrôle sur l’inclinaison de la pente à l’origine de ϑ.

ϑ = 1 − 1

1 + exp [−α0

I1(ǫf)
I1(ǫf

max
)]

(4.70)

Avec une telle formulation et un paramètre α0 = 6.5, l’influence de ǫ
f
max sur l’évolution

de ϑ (fig. 4.15b) est semblable à l’influence sur la proportion de fissures fermées observée
grâce au modèle discret (fig. 4.15a).

À paramètre α0 identifié (voir 2.2.1), la réponse complète du modèle incluant le compor-
tement élastique non-linéaire associé aux fissures sous chargement de traction cyclique
uni-axiale est présentée en figure 4.16.
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Figure 4.16: Réponse du modèle sans dissipation énergétique associée à la friction.

Le modèle continu ainsi formulé reproduit correctement la reprise de raideur progressive,
parabolique, observée expérimentalement. Des déformations résiduelles sont d’ores et déjà
observables en traction, mais sont ensuite compensées au passage en compression. Lorsque
la décharge se poursuit en compression, la réponse tend vers le comportement sain du
matériau (en rouge sur la figure 4.16) sans présence de décalage des déformations.

Concernant la robustesse du modèle, l’expression de ϑ étant continue, Ψf est thermo-
dynamiquement admissible et la relation de comportement établie est donc entièrement
continue.

Le parallèle entre ce modèle et les modèles de Preisach-Mayergoyz ne s’arrête pas à
la considération d’un aspect statistique, ϑ est en fait semblable à la distribution ρ des
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opérateurs relais dans le domaine de Preisach. Plus précisément ϑ possède la même signi-
fication que ρ le long de la diagonale σo = σc, à ceci près, que la première est fonction des
déformations et la seconde des contraintes.

Par ailleurs, aucune loi dissipative n’a encore été introduite dans la description du com-
portement des fissures, il est donc normal de n’observer aucun effet hystérétique. Le choix
de la loi dissipative à adopter fait l’objet de ce qui suit.

5.3 Ajout d’un mécanisme dissipatif

L’association des effets hystérétiques à un glissement frottant des surfaces des fissures
justifie la description de ce phénomène par la théorie de la plasticité. Une généralisation
tri-dimensionnelle du modèle de frottement parfait de Coulomb est employée.

5.3.1 Formulation

Potentiel thermodynamique et lois d’état
De manière générale en théorie de la plasticité, le potentiel thermodynamique Ψf s’écrit

comme une partie élastique Ψf,e complétée d’une partie plastique Ψf,p, afin de tenir compte
du glissement par l’introduction de deux variables internes, la déformation plastique dans
les fissures ǫf,p telle que ǫf = ǫf,e + ǫf,p, et un écrouissage cinématique αf :

Ψf = Ψf,e (ǫf − ǫf,p) +Ψf,p (α)
= ∫ (∫ ϑ (ǫf − ǫf,p)C ∶ d (ǫf − ǫf,p))d (ǫf − ǫf,p) + 1

2
γ0α

f ∶ αf (4.71)

avec γ0 le module d’écrouissage cinématique.

Or ǫf,p est indépendant de ǫf . De plus ǫf,p est une déformation plastique et traduit une

déformation à volume constant, son premier invariant est ainsi nul, d’où ϑ (ǫf − ǫf,p) =
ϑ (ǫf). De plus, un écrouissage n’est pas considéré ici nécessaire pour traduire un frotte-
ment parfait, donc γ0 est considéré nul. Alors :

Ψf = ∫ (∫ ϑ (ǫf)C ∶ dǫf)dǫf − 1

2
ϑ (ǫf) ǫf,p ∶C ∶ ǫf,p (4.72)

Soit :

Ψf = Ψf,e (ǫf) − 1

2
ϑ (ǫf) ǫf,p ∶C ∶ ǫf,p (4.73)

D’après l’inégalité de Clausius-Duhem (4.25), les lois d’états s’écrivent :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σf = ∂Ψf

∂ǫf
= ∫ ϑC ∶ dǫf − 1

2
∂ϑ
∂ǫf

ǫf,p ∶C ∶ ǫf,p
σf = − ∂Ψf

∂ǫf,p
= ϑC ∶ ǫf,p

(4.74)
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La continuité de la relation de comportement, requiert une continuité de l’évolution de
σf , il faut donc s’assurer que ϑ soit C2. Étant donné que ϑ est une fonction sigmöıde, la
continuité de la relation de comportement découlant de ce potentiel est vérifiée.

Potentiel de dissipation et lois d’évolution
Concernant le potentiel de dissipation retenu, il prend la forme d’un critère de Drucker-

Prager :

ϕf =√J2 (σf) + µ0I1 (σf) (4.75)

avec µ0 un paramètre assimilé à un coefficient de frottement.

Petit aparté sur la signification physique du modèle. Un rapprochement peut être fait entre
le choix de ce potentiel de dissipation et la justification physique des effets hystérétiques.
Le terme en J2 du critère est une fonction du déviateur du tenseur des contraintes, il
quantifie donc le cisaillement dans les fissures. Lorsque ce terme excède le terme en µ0I1,
fonction de la trace du tenseur des contraintes, qui peut donc être assimilé à la pression
normale dans les fissures, le glissement frottant est observé.

En outre, le terme J2 quantifiant le niveau de cisaillement dans les fissures, est fonction
de ϑ par l’intermédiaire de σf . Le niveau de cisaillement dépend alors de la proportion de
fissures ouvertes. Lorsque les fissures sont ouvertes le terme en J2 tend à être nul. En ce
point le modèle ici proposé se distingue notamment du modèle de Richard et Ragueneau
[2013], pour lequel la contrainte utilisée dans le potentiel de dissipation de glissement
ne tient pas compte de l’ouverture des fissures (4.18). Le terme quantifiant le niveau de
cisaillement est évalué en considérant les fissures fermées en permanence, soit à partir

d’un tenseur des contraintes σfr =DC ∶ ((ǫ)D − ǫfr). Le niveau de cisaillement est estimé

à partir d’un tenseur des contraintes dont le sens physique est limité, ce qui pourrait être
une explication à la forme peu réaliste des boucles d’hystérésis.

Retour à présent sur l’écriture des lois d’évolutions du modèle plastique. La condition
de normalité des écoulements des variables d’état par rapport au potentiel de dissipation
fournit les lois d’évolution en fonction d’un unique multiplicateur de Lagrange λf , lorsque
le glissement est activé :

ǫ̇f,p = λ̇f
∂ϕf

∂σf
(4.76)

En exploitant les lois d’état (4.74), il advient :

σ̇f = λ̇fϑC ∶ ∂ϕf

∂σf
(4.77)

Le potentiel de dissipation n’est plus formulé en déformations, comme cela a pu être le
cas pour la modélisation de la dégradation, les variations de contraintes et d’écrouissage
sont donc implicites. La valeur du multiplicateur de Lagrange est toujours obtenue en
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vérifiant la condition de consistance (4.36) déduite des conditions de Kuhn-Tucker (4.35),
mais son obtention requiert une résolution itérative. L’algorithme Return-Mapping [Simo
et Taylor, 1986] est alors employé.

À l’itération n il s’écrit :
∆ϕf,n =

✚
✚✚ϕf,n −ϕf,n−1 (4.78)

Or :

∆ϕf,n = (∂ϕf

∂σf
)n ∶∆σf,n

= (∂ϕf

∂σf
)n ∶ (∆λf,nϑn

C ∶ (∂ϕf

∂σf
)n) (4.79)

Donc :

∆λf,n = −ϕf,n−1
ϑn (∂ϕf

∂σf )n ∶C ∶ (∂ϕf

∂σf )n (4.80)

Une fois le multiplicateur de Lagrange évalué, le tenseur des contraintes associé aux fissures
σf peut être actualisé.

5.3.2 Résultat et limites

À paramètre µ0 identifié (voir 2.2.2), la réponse finale du modèle continu avec prise compte
des phénomènes liés à la fermeture de la fissuration est présentée en figure 4.17.
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Figure 4.17: Réponse du modèle complet.
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La représentativité du modèle sous chargement cyclique, vis-à-vis de la réponse du modèle
discret (fig. 3.44) ou des réponses expérimentales (fig. 1.10), est significativement améliorée.
L’intégralité des phénomènes recherchés (effet unilatéral progressif, effets hystérétiques,
déformations permanentes) sont correctement reproduits. Une dépendance au niveau d’en-
dommagement de la taille des boucles d’hystérésis est même observée.

Une limite de ces choix de modélisation des effets cycliques doit toutefois être relevée.
Lorsque l’éprouvette est déchargée puis comprimée, le glissement frottant des fissures ne
cesse d’être activé, ce qui explique les décalages observés en fin de chaque décharge (fig.
4.17). La figure (4.18) illustre plus en détails ce problème, un chargement de compression
élevé est appliqué à la suite d’un premier chargement de traction ayant initié l’endomma-
gement.
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Figure 4.18: Évolution des variables d’état du modèle complet lors d’un cycle de charge-
décharge.

Sur la réponse de l’éprouvette (fig. 4.18a), le trait pointillé rouge représente la raideur
saine. Contrairement à la réponse obtenue avant l’introduction du glissement (fig. 4.16),
il semble que la raideur tangente ne retrouve plus sa valeur initiale, même à des niveaux
de compression élevés.

Une explication peut être trouvée en regardant l’évolution de la déformation plastique
ǫf,p (fig. 4.18b) traduisant le glissement. En déchargeant puis en comprimant l’éprouvette

le potentiel de dissipation ϕf est activé, et les déformations plastiques augmentent. Ce-
pendant il apparâıt que leur évolution ne sature pas, et ce quelle que soit l’amplitude
du chargement de compression appliqué. Puisque le glissement ne cesse pas, une partie
de la raideur de l’éprouvette n’est jamais récupérée ; plus précisément, puisque ǫf,p est
déviatorique et que l’écrouissage est nul, l’intégralité de la raideur en cisaillement associée

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
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au module de cisaillement élastique G n’est pas récupérée. À noter qu’en recharge, le
glissement est désactivé et donc la raideur tangente est bien égale à la raideur saine.

Cette observation est une contre-partie de la simplicité du modèle établi. Lorsque en
décharge, les fissures se ferment, un glissement frottant est effectivement généré, ce qui
est en accord avec le choix d’un comportement plastique parfait. Néanmoins, lorsque les
fissures sont complètement fermées, l’embôıtement des aspérités empêche tout glissement
(fig 4.19), bien que le niveau de cisaillement local puisse être élevé. Un modèle de plasticité
cinématique parfait ne suffit pas pour représenter ce mécanisme. En effet, dans le potentiel
ϕf les termes en J2 et en I1 évoluent proportionnellement, donc il n’est pas possible que
le terme en I1 reprenne le dessus, et que le glissement soit désactivé.

 

Zone de friction

Figure 4.19: Fissure à deux instants de la fermeture.

Aucune piste d’amélioration du modèle de plasticité n’a pour l’instant été trouvée, ce-
pendant de manière presque empirique une évolution non-linéaire du terme en I1 pourrait
être considérée afin de permettre la saturation du glissement.

5.4 Comportement cyclique sous chargement multi-axial

Le comportement multi-axial, résultant du couplage des modélisations de la dégradation
(voir 4) et des effets cycliques, est maintenant analysé. La modélisation des effets cycliques
n’a pas été établie en prenant en considération ce type de chargement, il est donc nécessaire
de vérifier, que le couplage ne détériore pas significativement le comportement multi-
axial.

L’étude est menée en considérant les paramètres du modèle d’endommagement identifiés
sans tenir compte des effets cycliques (2.1). Ainsi, les réponses sous différents chargements
étant étudiées à paramètres identiques, seule l’introduction de la modélisation des effets
cycliques peut être tenue pour responsable des différences observées.

Les réponses cycliques en compression pure et en cisaillement simple, ainsi que la surface
de chargement à la rupture sont analysées (fig. 4.20).
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(a) compression pure

−2 −1.5 −1 −0.5 0
−20

−15

−10

−5

0
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Figure 4.20: Influence de l’ajout de la considération des effets cycliques sur les compor-
tements à la rupture.

L’influence de l’introduction des effets cyclique dans le modèle de d’endommagement n’est
pas identique dans chaque direction de chargement :

— En compression pure, le comportement à la rupture est fortement altéré. Le pic
de résistance est sensiblement augmenté, et en particulier pour les formulations∅ et Ψm,D. La réponse est aussi plus fragile. En compression la trace du tenseur
des déformations, et donc la trace du tenseur des déformations dans les fissures
est négative, ϑ est donc non-nulle, et contre-balance l’effet de l’endommagement.
Il est intéressant de noter qu’en considérant l’effet de la fermeture des fissures, la
formulation ∅ atteint un pic de résistance en compression pure convenable, sans,
finalement, modifier la modélisation de la dégradation à proprement parler. Par

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
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ailleurs, sous chargement alterné, dans la mesure où le comportement n’est pas
rendu trop fragile, des effets hystérétiques ainsi que des déformations résiduelles
peuvent être observées. Les déformations résiduelles sont de l’ordre de celles qu’in-
duiraient un modèle plastique, or ici le seul comportement plastique introduit est
celui associé au glissement.

— En cisaillement simple, il n’y a tout bonnement aucune influence, ni sur le compor-
tement à la rupture, ni sur le comportement cyclique. Aucune reprise de raideur
n’est à noter lors de l’alternance du chargement.

— Sur la surface de chargement à la rupture, l’unique conséquence est l’impossibilité
d’atteindre un pic de résistance lors d’un chargement de bi-compression. Bien que la
variable d’endommagement soit proche de 1, aucune perte de rigidité n’est observée,
puisque immédiatement compensée par la fermeture des fissures, qui se traduit par
la fonction ϑ, elle aussi proche de 1.

Dès lors que la modélisation des effets cycliques est introduite dans le modèle d’endomma-
gement, un état de contraction (I1 (ǫf,tm) < 0) retarde la rupture, et plus fortement un état
de bi-compression, l’empêche. Comme il l’a été mentionné lors de l’analyse de sensibilité
du paramètre k0 (voir 4.4), pour l’identification de la formulation Ψm,D, le comportement
en cisaillement est privilégié, ainsi aucun changement de l’identification du paramètre k0
n’est à attendre avec l’introduction des effets cycliques. En revanche, pour l’identification
de la formulation ϕm, le comportement en compression est privilégié pour l’identification
de k0, la valeur du paramètre doit donc être adaptée, dans la mesure où les effets cycliques
sont considérés.

6 Algorithme d’intégration du modèle continu

Le modèle continu ainsi établi, incluant la modélisation du comportement de la matrice,
laissant libre le choix de la formulation du modèle d’endommagement, et la modélisation
du comportement des fissures est récapitulé en figure 4.21. Ce schéma décrit l’algorithme
permettant de résoudre la relation de comportement non-linéaire entre l’état de contrainte
dans le VER et l’état de déformations. L’intégration de l’endommagement et de la reprise
de rigidité est explicite, et l’intégration de la plasticité est implicite.
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Matrice
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Figure 4.21: Diagramme de l’algorithme de résolution local du modèle continu.
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7 Synthèse

Une revue bibliographique des modélisations continues existantes des phénomènes as-
sociés à la fissuration, aussi bien sous chargements cycliques que monotones, a per-
mis d’explorer différentes approches de modélisation : empirique, phénoménologique et
intégrée. Les modélisations empiriques, qui se basent directement sur le contenu qu’elles
cherchent à reproduire, en général la réponse du matériau, ont évidemment montré une
bonne représentativité du comportement, mais souffrent d’une formulation souvent uni-
dimensionnelle, difficilement extensible à trois dimensions. Les modèles phénoménologiques,
qui se fondent sur des théories constitutives telles que la plasticité ou l’endommagement,
n’affichent pas nécessairement une telle représentativité, mais ont l’avantage d’exploiter
des théories longuement et toujours développées, d’ores et déjà formalisées en trois di-
mensions. Les modèles intégrés, incluant les modèles micro-mécaniques, micro-plans et
de Preisach, qui s’appuient sur une description à une échelle inférieure à l’échelle du
VER, allient réalisme physique, représentativité et formalisme tri-dimensionnel. Ce der-
nier est inhérent aux procédures d’homogénéisation sur lesquelles reposent ces modèles.
Néanmoins, il leur en coûte leur simplicité d’utilisation et leur légèreté.

Une modélisation phénoménologique a finalement été retenue comme base pour le cadre de
modélisation continue élaboré. Ce choix a notamment été influencé par la facilité à intégrer
cette approche de modélisation dans le formalisme des MSG, permettant de définir des
conditions d’admissibilité, qui éviteront par la suite d’élaborer une modélisation continue
en contradiction avec les principes fondamentaux de la thermodynamique. Les évolutions
des variables internes d’un même phénomène devront être liées à l’expression d’un unique
potentiel de dissipation, et ne pourront donc être complètement indépendantes. Dans
l’objectif d’entreprendre des simulations structurales, une garantie de robustesse, ainsi
que des coûts de calculs faibles ont ainsi été décisifs dans le choix d’une approche phéno-
ménologique.

Dans la foulée, il a aussi été proposé pour l’élaboration du modèle continu, de distinguer
dès le début, les contributions mécaniques de la matrice de matériau saine et des fissures.
La description de la dégradation permettant d’isoler le comportement de la partie saine est
fondée sur la théorie de l’endommagement. Toujours sur des considérations de robustesse,
une unique variable d’endommagement scalaire a été retenue. L’évolution de cette variable
a pu être décrite intégralement en appliquant le formalisme des MSG, en fonction du
potentiel thermodynamique Ψm,D et du potentiel de dissipation ϕm. La description du
caractère unilatéral frottant des fissures a, lui, été laissé entièrement libre de choix.

Le modèle discret a ainsi pu être exploité pour la production de résultats numériques de
référence pour caractériser les comportements mécaniques indéfinis du modèle continu,
décrits par les potentiels Ψm,D, ϕm et Ψf , ainsi que d’éventuels potentiels de dissipation
liés au comportement irréversible des fissures. Le modèle discret a pu notamment être
mis à profit en simulant la réponse de matériaux quasi-fragiles, difficilement mesurée
expérimentalement, à un chargement de cisaillement ; ainsi qu’en analysant la proportion
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de fissures ouvertes et fermées à tout instant d’un chargement de traction cyclique uni-
axiale.

La modélisation de la dégradation de la matrice a été réalisée de manière à affiner le
représentativité du comportement multi-axial. Sur la base d’un résultat de référence issu
de simulations discrètes, en cisaillement simple, et d’une formulation des plus triviales de
l’endommagement, un modèle initial et deux formulations améliorées ont été proposées,
pour lesquelles les potentiels Ψm,D et ϕm ont été définis : la formulation ∅ ; une première
formulation améliorée Ψm,D pour laquelle la fonction de consolidation de l’endommage-
ment a été adaptée ; et une seconde formulation améliorée ϕm pour laquelle le potentiel de
dissipation a été modifié. Les lacunes affichées par la formulation ∅ sous chargement multi-
axial ont pu être partiellement corrigées par les deux formulations, tout en préservant la
réponse en traction. La première formulation améliorée a notamment permis d’augmen-
ter la ductilité de la réponse du VER pour des chargements allant du cisaillement à la
compression, ainsi que d’agrandir partiellement la surface de chargement à la rupture. La
seconde formulation améliorée a, quant à elle, très peu affecté la ductilité du comporte-
ment, qui, d’après les résultats issus de simulations discrètes ne semblait pas nécessiter
d’amélioration significative en compression pure. En revanche, la surface de chargement
à la rupture a été adaptée de manière à obtenir un pic de résistance correct en compres-
sion.

La modélisation du caractère unilatéral frottant des fissures a été formulée afin de re-
produire le comportement expérimental observé par Nouailletas [2013] et simulé à l’aide
du modèle discret au chapitre 3. Plus spécifiquement, l’objectif visé était de reproduire
l’évolution de la proportion de fissures fermées quel que soit l’état de chargement. Cette
donnée a été extraite par l’intermédiaire de simulation discrètes. Une fonction ϑ chargée de
retranscrire cette quantité, a ainsi été intégrée dans une modélisation, d’abord élastique
non-linéaire du comportement des fissures. Le niveau de déformation associé à la fer-
meture d’une fissure affichant un aspect statistique centré autour d’une déformation
moyenne nulle, la fonction ϑ a pu être associée à une fonction de répartition, autrement
dit une sigmöıde. Une telle fonction présentant l’avantage d’être continue et continument
dérivable, elle a permis de régulariser la modélisation de l’effet unilatéral et de vérifier cer-
taines conditions d’admissibilité du potentiel Ψf établies par le formalisme des MSG, tout
en améliorant la représentativité du modèle. Le caractère frottant a été ajouté, ensuite,
par le biais d’une modélisation plastique des plus simples. Un potentiel de dissipation de
type Drucker-Prager, généralisation tri-dimensionnelle du critère de frottement Coulomb,
a été utilisé. Aucun écrouissage n’a été nécessaire à l’image d’un modèle de glissement
frottant parfait. Aux déformations résiduelles déjà introduites par la fermeture progres-
sive des fissures induite par l’expression sigmöıdale de ϑ, les effets hystérétiques ont ainsi
été ajoutés.

Seule la réponse sous chargement de traction cyclique uni-axiale n’a été considérée pour
caractériser le comportement des fissures. L’influence de l’incorporation du comportement
des fissures sur la réponse multi-axiale du modèle continu a alors été analysée. Malheureu-

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
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sement aucune influence n’a été observée sur le comportement en cisaillement cyclique.
Par contre le comportement en compression cyclique a été enrichi, des effets hystérétiques
ont ainsi pu être observés en compression, sans le moindre ajout de plasticité dans le com-
portement de la matrice, ainsi qu’une élévation significative du pic de résistance, même
pour le modèle initial. Un point négatif est tout de même à noter, l’incorporation du
comportement des fissures élimine toute possibilité de rupture sous sollicitation de com-
pression bi-axiale. Néanmoins, cet aspect ne devrait pas être pénalisant car ce type de
rupture n’est que rarement rencontré à l’échelle de la structure.

De manière plus générale, il est à noter que la modélisation continue du comportement
des fissures est relativement indépendante du modèle de dégradation choisi. Ainsi a partir
du moment où ce dernier permet d’exprimer la densité de fissuration sous la forme d’une
variable scalaire, la modélisation du comportement des fissures peut lui être adjointe.
Celle-ci peut donc être perçue comme un module complémentaire pour la plupart des
modèles de dégradation existants.

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques



Chapitre 5

Identification numérique d’une
modélisation macroscopique et

application au calcul de structures

Sommaire
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

2 Stratégie d’identification de la modélisation continue . . . . . . . 164

2.1 Identification des modélisations de l’endommagement . . . . . . . . 165

2.2 Identification de la modélisation des effets cycliques . . . . . . . . . 174

3 Application au calcul d’un voile en béton armé . . . . . . . . . . . 176
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1 Introduction

Une modélisation continue du comportement des matériaux quasi-fragiles a été proposée
au chapitre précédent. L’identification des paramètres du modèle continu est la dernière
étape avant de pouvoir procéder aux calculs de structures. L’identification des paramètres,
tout comme la caractérisation des équations de la modélisation continue, permet d’exploi-
ter l’outil d’expérimentation numérique proposé. Par équivalence de résultats obtenus
avec les modèles continu et discret, ce-dernier considéré comme référence, l’ensemble des
paramètres matériaux introduits dans le modèle continu sont identifiés. L’utilisation d’un
premier modèle comme référence permet une mâıtrise parfaite des conditions aux limites
des essais de comparaison lors de l’identification du second. La démarche d’identification
numérique est illustrée avec les paramètres du modèle discret identifiés sur le béton de
Grégoire et al. [2013].

Des calculs de structures peuvent maintenant être réalisés. Le cas d’un voile en béton armé
soumis à un chargement de cisaillement alterné est traité. Avant d’étudier le comporte-
ment cyclique, il est fait en sorte de retrouver une dégradation identique, ou du moins
similaire. Puisque les paramètres du modèle continu sont déjà figés, la possibilité de pou-
voir adapter la modélisation spécifique de la dégradation de la matrice est intéressante.
Une fois le modèle continu complètement établi, des analyses de la réponse sous charge-
ment cyclique, ainsi que du comportement dissipatif de la structure sont menées.

L’objectif de ce chapitre est de mettre en avant l’intérêt de la démarche de modélisation
à deux échelles, comme outil d’identification de modèle macroscopique. Ainsi pour l’en-
semble des simulations réalisées au cours de ce chapitre, les paramètres du modèle continu
identifiés ne sont pas recalibrés. Le béton utilisé pour le voile étudié est considéré similaire
au béton de Grégoire et al. [2013]. Ainsi un paramètre du modèle continu n’est modifié
que si une valeur est directement fournie par le rapport d’expérience, et s’avère différente.
À noter que seuls le module de Young et la résistance élastique sont concernés, les valeurs
pour d’autres paramètres ne sont pas fournies.

À noter, sauf mention du contraire, que tous les résultats discrets présentés dans ce cha-
pitre sont une moyenne arithmétique sur 50 tirages.

2 Stratégie d’identification de la modélisation conti-

nue

L’identification est réalisée en comparant les résultats de simulations discrètes et continues
sur une même éprouvette. Ainsi, la comparaison entre les deux modèles n’est pas altérée
par les effets d’échelles. L’éprouvette simulée est supposée représenter un VER, elle est
modélisée, d’un côté par un ensemble de particules discrètes, et de l’autre, par un unique
élément fini muni du modèle continu.
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La campagne d’essais expérimentaux de Grégoire et al. [2013] a permis d’identifier complètement
le modèle discret, qui peut maintenant être utilisé pour produire des résultats de référence.
La comparaison des trois modèles continus est effectuée sur la base de ces résultats. Pour
rappel, les paramètres du modèle discret figurent dans le tableau 3.1. En ce qui concerne
le comportement cyclique, l’introduction de la perturbation expérimentale mesurée par
Nouailletas [2013] est aussi introduite (voir chapitre 3).

2.1 Identification des modélisations de l’endommagement

L’identification est entièrement réalisée sur un essai de traction uni-axiale en comparant les
comportements d’un élément fini cubique de 0.1 m de côté simulés avec chaque formulation
du modèle continu, et le comportement moyen sur 200 réalisations d’un carré de 0.1 m de
côté simulé avec le modèle discret.

Le comportement en traction étant identique quel que soit k0, cette stratégie d’identifica-
tion est commune à chaque formulation.

Après avoir identifié les paramètres élastiques macroscopiques du modèle continu (E = 37
GPa, ν = 0.21) par analyse inverse, les paramètres contrôlant le comportement à la rupture
sont identifiés en réalisant une équivalence en énergie entre les deux modèles.

Dans le modèle discret, l’énergie totale Etot introduite dans l’éprouvette à un instant
donné se décompose en une énergie élastique EE, une énergie dissipée par fissuration Ed

F

et une énergie dissipée par friction Ed
µ, l’énergie cinétique reste nulle puisque la vitesse de

déformation est négligeable :
Etot = EE +Ed

F +Ed
µ (5.1)

Puisque l’identification est réalisée sur un essai de traction, l’énergie dissipée par friction
reste négligeable tout au long de l’essai.

À la rupture, l’énergie totale est donc égale à l’énergie dissipée par fissuration.

L’énergie totale Etot est obtenue à partir de l’aire sous la courbe de la contrainte en
fonction de la déformation de l’éprouvette issue de simulations discrètes (fig .5.3).

L’énergie dissipée par fissuration Ed
F est calculée incrémentalement selon Rinaldi et Lai

[2007], comme suit :

E
d,t+1
F = Ed,t

F + 1

2
(Tut+1.Kt

coh
.ut − Tut.Kt+1

coh
.ut+1) (5.2)

Cette expression est la somme de l’énergie élastique contenue dans chaque poutre du réseau
ayant rompu, à laquelle est soustraite l’énergie redistribuée dans le réseau de poutres, au
moment de la rupture de chaque poutre.

L’énergie élastique est calculée comme la différence entre l’énergie totale et l’énergie dis-
sipée par fissuration.
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Figure 5.1: Évolution moyenne des énergies lors d’un essai de traction.

L’évolution de l’énergie élastique Ed
E (fig. 5.1) et la réponse en traction (fig. 5.3) mettent

en évidence des ponts de fissures (crack face bridging) [Schlangen et Van Mier, 1992].
Ce phénomène consiste en une superposition de plusieurs fissures macroscopiques dans
la partie dégradée de l’éprouvette. Ici en figure 5.2, deux fissures se sont propagées, ces
fissures ne cöıncidant pas, l’éprouvette continue de se déformer sans rompre. Bien que
la déformation atteigne 3.0 × 10−3, la rupture complète de l’éprouvette n’est toujours pas
observée (fig. 5.3). Un regain d’énergie élastique est observé, puisque l’éprouvette continue
d’accumuler de l’énergie, sans que le ligament de matériau à la jonction entre les deux
fissures ne cède (fig. 5.1). Ce regain d’énergie élastique semble quelque peu exagéré. Bien
que l’apparition de ponts de fissures soit avérée expérimentalement, il est raisonnable de
penser que ce ligament de matériau aurait dû rompre pour des déformations plus faibles.
Pour la suite de l’identification, afin de contourner cette limite du modèle discret, il sera
fait abstraction de l’écart final entre l’énergie totale et l’énergie dissipée. L’énergie en
théorie dissipée par fissuration à la rupture Ed

F,0 sera prise comme l’énergie dissipée par

fissuration à la fin de l’essai : Ed
F (ǫ = 3.0 × 10−3), bien que la rupture complète n’ait pas

encore eu lieu.

Figure 5.2: Faciès de fissuration en traction pour ǫ = 3.0 × 10−3.
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2.1.1 Identification de ǫ0

D’abord, une équivalence en énergie élastique volumique (5.3) est effectuée pour déterminer
ǫ0. Ce paramètre décrit la limite de déformation élastique, qui est associée au pic d’énergie
élastique EE,0 atteint avant la propagation de la fissuration (en trait pointillé sur la figure
5.1), estimé ici à : EE,0 = 2.023 J.

EE,0

V d
= Y0 = 1

2
Eǫ20 (5.3)

avec V d le volume de l’éprouvette discrète, ici, 0.1x0.1x1.0 m3.

Soit :

ǫ0 =
√

2EE,0

V dE
(5.4)

La limite de déformation élastique vaut alors : ǫ0 = 1.042 × 10−4.

2.1.2 Identification de B0

Ensuite une équivalence en énergie surfacique (5.5) est effectuée pour déterminer B0 à
partir de l’énergie dissipée par fissuration à la rupture, estimée ici à : Ed

F,0 = 5.683 J.

Ed
F,0

Sd
= gcF,0 × hc (5.5)

avec Sd la section de l’éprouvette discrète dans le plan de la fissure, ici, 0.1x1.0 m2, hc

la dimension de l’élément fini dans la direction orthogonale au plan de la fissure, ici 0.1
m, et gcF,0 est l’énergie volumique dissipée à la rupture par le modèle continu définie selon
l’équation (4.62).

Soit l’expression de B0 d’après (4.64) :

B0 = 2hcSd

Ed
F,0 − hc

hdE
d
E,0

(5.6)

avec hd la dimension de l’éprouvette discrète dans la direction orthogonale au plan de la
fissure, ici 0.1 m.

Le paramètre B0 vaut alors : B0 = 4.483 × 10−3J−1.m3.

La réponse obtenue avec le modèle continu identifié sur le modèle discret par équivalences
en énergies est comparée à la réponse obtenue avec le modèle discret en figure 5.3.
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Figure 5.3: Réponses en traction des modèles continus et discret.

Compte tenu de cette identification du comportement à la rupture du modèle continu uni-
quement basée sur une équivalence énergétique, la similarité des réponses obtenues permet
de conclure que les modèles discrets et continus ne sont pas si distincts énergétiquement
parlant. Cependant, plusieurs disparités de comportement peuvent être notées :

— Le pic de résistance et le début de l’initiation de la dégradation cöıncident pour
le modèle d’endommagement, contrairement au modèle discret, ce qui explique la
surestimation de la limite de déformation élastique.

— La fissuration se propage d’abord rapidement, puis ralentit lorsque des ponts de
fissures apparaissent, pour le modèle discret ; inversement, pour le modèle d’endom-
magement, la propagation de la dégradation semble plus régulière, ainsi à énergie
dissipée équivalente, la déformation à la rupture est plus faible. Une évolution de la
fonction de consolidation asymptotique comme proposée par Mazars et Pijaudier-
Cabot [1989] pourrait permettre de résoudre ce problème.

2.1.3 Identification de k0

À l’exception de k0, tous les paramètres des modèles d’endommagement sont maintenant
déterminés. En ce qui concerne l’identification du paramètre k0, il faut se référer à l’ana-
lyse de sensibilité à ce paramètre des réponses en cisaillement simple et en compression
pure, et tenir compte des conclusions de l’étude du couplage des modélisations de l’en-
dommagement et des effets cycliques (voir chapitre 4). Ainsi k0 est identifié à 0.28 pour
la formulation ϕm si le couplage avec la modélisation des effets cycliques est présent, à
0.31 dans le cas contraire de manière à réajuster le pic de résistance en compression. Il
est identifié à 4.5 pour la formulation Ψm,D quel que soit le cas, puisque le comportement
en cisaillement n’est pas influencé par le couplage.
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2.1.4 Variabilité des paramètres

Bien qu’en théorie un VER est défini tel que les propriétés mécaniques, et donc la
répartition des défauts, soient identiques d’un volume à un autre, en pratique, il est
fréquent de considérer qu’une incertitude persiste. Ainsi un aléa des paramètres du modèle
de comportement est introduit. Ce choix de description présente aussi l’avantage de provo-
quer la localisation de la fissuration, dans une ou plusieurs zones de résistance faible.

En admettant que l’aléa sur la valeur des paramètres soit introduit simplement au moyen
d’une distribution normale, il convient de déterminer les propriétés de ces distributions.
Une étude statistique est donc menée sur les 200 réalisations de l’essai de traction.
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Énergie (J)

F
ré
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Figure 5.4: Histogrammes des énergies élastiques et dissipées des 200 réalisations de
l’essai de traction.

Observations
Les histogrammes des énergies Ed

E,0 et E
d
F,0 (fig. 5.4) permettent de déduire les moyennes

et les coefficients de variation de chaque paramètre (5.1).

Ed
E,0 Ed

F,0 ǫ0 B0

x̄ (J) cv x̄ (J) cv x̄ cv x̄ (J−1.m3) cv
2.023 0.151 5.683 0.278 1.042 × 10−4 0.076 4.483 × 10−3 0.455

Table 5.1: Moyenne et coefficient de variation des résultats de l’essai de traction.

La variabilité du pic d’énergie élastique est faible comparativement à la variabilité de
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l’énergie dissipée à la rupture. En conséquence, la variabilité du paramètre ǫ0 est aussi
limitée, par contre, la variabilité du paramètre B0, fonction à la fois de Ed

E,0 et de Ed
F,0,

est importante. La variabilité de B0 est d’ailleurs plus élevée que celle de Ed
F,0, ce qui

laisse présumer que les variabilités de Ed
E,0 et de Ed

F,0 ne sont pas corrélées. Puisque
B0 est fonction de ces deux énergies, la variabilité de B0 est fortement dépendante de
leur covariance. Effectivement, la mesure de la covariance des deux énergies est faible
cov (Ed

E,0,E
d
F,0) = 0.047, soit un coefficient de corrélation ρEd

E,0
,Ed

F,0
= 0.103. Il n’y a donc

pas lieu de considérer qu’une résistance élastique élevée implique une dissipation à la
rupture importante.

À noter que la variabilité du module de Young macroscopique E est nulle d’une réalisation
discrète à une autre. Les réalisations sont effectivement simulées pour une densité de
particules à laquelle les propriétés élastiques de l’éprouvette discrète sont convergées, et
aucune variabilité du module d’Young Ē des poutres du réseau n’est introduite.

Les histogrammes des énergies Ed
E,0 et E

d
F,0 (fig. 5.4) ont été obtenus pour 200 réalisations

de l’essai de traction pour lesquels le maillage (diagramme de Voronoi avec aléa de la
position des nœuds) ainsi que les seuils de rupture des poutres du réseau (distributions de
Weibull) présentent une certaine variabilité. Il est intéressant de constater que, pour un
tel échantillon de réalisations, la distribution de Ed

E,0 semble tendre vers une loi normale
centrée, et s’éloigne donc de l’aspect statistique introduit localement ; alors que la distri-
bution de Ed

F,0 tend vers une distribution non-centrée dont le maximum de probabilité est
inférieur à la médiane de la distribution, ce qui pourrait être considéré comme une distri-
bution log-normale ou de Weibull. Il est à noter que des observations similaires, concernant
la limite élastique, ont été effectuées par Wang et al. [2015] en simulant explicitement la
morphologie mésoscopique du matériau.

De manière générale, il pourrait être recommandé, dans la mesure où des distributions
probabilistes des paramètres du modèle continu contrôlant l’énergie élastique et l’énergie
de fissuration à la rupture sont employées, d’utiliser respectivement une distribution nor-
male et une distribution de Weibull (ou log-normale).

Par ailleurs, les types des distributions probabilistes associées aux énergies macroscopiques
peuvent être interprétées de la manière suivante :

— il est aussi probable de rencontrer un VER à haute limite qu’un VER à basse limite
élastique. L’énergie élastique serait donc caractérisée par la résistance moyenne des
poutres locales ;

— il est plus probable de rencontrer un VER à basse énergie à la rupture qu’un
VER à haute énergie à la rupture. L’énergie à la rupture serait donc davantage
influencée par la probabilité de rencontrer des poutres faibles, autrement dit la
théorie du “maillon le plus faible” retranscrite macroscopiquement par la loi de
Weibull. Conclusion somme toute cohérente, puisque le trajet de fissuration, et no-
tamment la tortuosité, correspondent au trajet nécessitant un minimum d’énergie.

Afin d’appuyer la validité de ces conclusions, il est maintenant fait l’étude de l’influence de
l’incertitude locale, induite par le maillage et le choix de la distribution des seuils de rup-
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ture, sur l’incertitude globale, représentée par la variabilité des énergies macroscopiques
Ed

E,0 et Ed
F,0.

Influence de l’incertitude fine sur l’incertitude macroscopique
Il est intéressant de regarder si ces différents constats sont influencés, d’une part par la

variabilité du maillage, et d’autre part par la forme de la distribution des seuils de rupture
locaux. Les histogrammes des énergies Ed

E,0 et E
d
F,0 sont donc à nouveau construits à partir

des résultats de 1000 réalisations de l’essai de traction, à maillage strictement identique,
pour des distributions des seuils uniforme, normale (tronquée de ses valeurs négatives) et
de Weibull. Les premier et second moments des distributions normales et uniformes des
seuils sont calibrés de manière à obtenir une réponse en traction satisfaisante, en terme
de résistance au pic et de fragilité. Les premier et second moments des distributions de
Weibull des seuils, sont conservés tels qu’identifiés auparavant. Les réponses obtenues sont
présentées en figure 5.5.
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Figure 5.5: Influence de la forme de la distribution des seuils de rupture sur la réponse
moyenne de traction.

Les histogrammes des énergies Ed
E,0 et Ed

F,0 pour chaque forme de distribution sont
présentés en figure 5.6. La réalisation des essais de traction sur un maillage identique et la
modification de la distribution des seuils de rupture locaux ne semble pas influencer les his-
togrammes. Il apparâıt que les observations effectuées sur la forme de la distribution du pic
d’énergie élastique et de l’énergie de fissuration à la rupture sont valables indépendamment
de ces deux aspects contrôlant la variabilité de la structure de l’éprouvette. La forme de la
distribution des seuils locaux et les formes des distributions des énergies macroscopiques
ne semblent pas liées. Il n’y aurait donc pas transfert de la distribution des incertitudes
de l’échelle fine à l’échelle macroscopique.

La question de la nécessité de l’emploi d’une loi de Weibull localement pour la distribution
des seuils de rupture peut alors se poser. L’emploi d’une loi normale ou de Weibull semble
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plus justifiée qu’une loi uniforme. En effet, l’incertitude sur la valeur des seuils de rupture
locaux n’est pas suffisante pour qu’il ne soit pas possible de dégager une valeur dominante.
En comparaison à la loi normale, la loi de Weibull présente l’avantage d’être par définition
positive. Cependant elle implique des hypothèses supplémentaires sur la répartition de
l’incertitude par rapport à une loi normale tronquée, qui finalement ne s’avèrent pas
nécessaires, au regard des résultats obtenus sur l’essai de traction.
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Énergie de fissuration (J)

F
ré
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Figure 5.6: Influence de la forme de la distribution des seuils de rupture sur la variabilité
du pic d’énergie élastique et de l’énergie de fissuration en traction.
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Les conclusions précédentes sur la forme et la signification des distributions de Ed
E,0 et

Ed
F,0 peuvent donc être tirées indépendamment de la distribution locale choisie et de l’aléa

introduit par la discrétisation de l’éprouvette.

2.1.5 Choix de l’essai d’identification

Toujours dans l’objectif de réaliser des calcul de structures, la question peut se poser de
savoir si l’énergie de fissuration en traction, et plus largement l’essai de traction, est la
plus adaptée pour quantifier la dissipation énergétique du volume de matériau décrit par
un élément fini.

D’une part, il n’est pas certain qu’une seule fissure se propage dans l’élément, une identifi-
cation du comportement par rapport à l’énergie nécessaire pour ouvrir une unique fissure
est donc contestable. Néanmoins, il n’est pas plus certain qu’une unique fissure se propage
lors d’un essai de traction, comme l’illustre l’apparition de ponts de fissures. Sur ce point,
le choix de l’énergie que doit avoir dissipé un élément fini à la rupture, ne peut être ef-
fectué qu’en connaissance des dimensions du volume qu’il décrit, du chargement appliqué
sur la structure, et des modes de dégradation qui en découlent.

D’autre part, il faut dissocier l’énergie nécessaire à la propagation, et l’énergie nécessaire
à l’initiation puis à la propagation d’une fissure. Selon la manière dont l’élément fini est
situé dans le maillage de la structure, il se peut qu’il ne soit que simplement traversé
par une fissure initiée auparavant, dans un autre élément. Ainsi tenir compte de l’énergie
dissipée pour initier la fissure n’est peut-être pas nécessaire.

Des essais de flexion trois-points sur une poutre entaillée à mi-hauteur ou non, peuvent être
envisagés, pour isoler respectivement, la propagation seule, ou l’initiation et la propagation
d’une unique fissure.
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Figure 5.7: Évolution moyenne des énergies de fissuration obtenues avec le modèle discret
selon l’essai.
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Une comparaison de l’énergie de fissuration obtenue pour chacun de ces essais est effectuée
en figure (5.7). Les énergies de fissuration pour chaque essai sont données en fonction du
pseudo-temps, la rupture complète dans chaque configuration étant survenue à l’instant
t = 1. Les nuances entre chaque essai ne sont pas significatives, et notamment entre les
essais de flexion trois-points sur poutres entaillée et non-entaillée. Le coût énergétique
supplémentaire nécessaire à l’initiation d’une fissure serait donc faible, ici : δEF,0 = 1.35
J.m−2 (écart final entre les courbes jaune et bleue), autrement dit négligeable. Comme
attendu, l’énergie de fissuration mesurée lors de l’essai de traction est plus élevée, du fait
de la multi-fissuration de l’éprouvette.

2.2 Identification de la modélisation des effets cycliques

La modélisation des phénomènes liés à la fermeture des fissures n’introduit que deux
paramètres matériau supplémentaires, α0 et µ0. Une stratégie d’identification de ces pa-
ramètres peut facilement être mise en place, toujours sur la base du modèle discret.

2.2.1 Identification de α0

Le paramètre α0 est calibré en comparant l’évolution de ϑ avec l’évolution de la proportion
de fissures fermées, issue de simulations d’un cycle de charge-décharge (fig. 4.15a). La
comparaison est effectuée à un niveau de chargement maximal appliqué donné, ici ǫfmax =
2.0 × 10−4 (fig. 5.8).
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Figure 5.8: Analyse de sensibilité de l’évolution de la fonction ϑ au paramètre α0.

La valeur du paramètre est identifiée à α0 = 6.5. La calibration, ainsi que le choix de la
fonction ϑ est validée en comparant l’évolution de la fonction ϑ avec des résultats discrets
pour d’autres niveaux de chargement ǫfmax (fig. 5.9).
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Tout en conservant la valeur identifiée du paramètre α0, la fonction ϑ reproduit correc-
tement l’influence du niveau de chargement maximal sur l’évolution de la fermeture des
fissures. En conclusion, ce résultat confirme le choix de formulation de la fonction de
fermeture ϑ effectué, et notamment concernant la dépendance au niveau de chargement
maximal appliqué introduit grâce à la normalisation par rapport à déformation maximale
enregistrée ǫ

f
max.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

0.5

1
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Figure 5.9: Analyse de sensibilité de l’évolution de la proportion de fissures fermées au
niveau de chargement maximal appliqué : ϑ (trait plein), Discret (trait pointillé)

2.2.2 Identification de µ0

Une fois α0 identifié, le paramètre µ0 reste le seul point de contrôle de l’énergie dissipée
par friction du modèle. Il est aussi identifié par analyse inverse. L’énergie dissipée par
friction sur un cycle de charge-décharge-recharge à endommagement constant est utilisée
comme point de comparaison des deux modèles.

L’énergie dissipée par friction par un élément de volume de matériau est évaluée par une
méthode propre à chaque modèle :

— Pour le modèle discret, pour rappel, l’énergie dissipée est calculée incrémentalement
comme la somme de l’énergie localement dissipée sur l’ensemble des couples de
particules en contact ij détectés, soit :

Ed,t+1
µ = Ed,t

µ +
∑

i=1,...,nparticules

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ ∑
j=1,...,ni

contact

1

2
(T (F t+1

fric,ij + F t
fric,ij) . (∆δus,ijtc,ij)t+1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(5.7)

avec ni
contact le nombre de contacts détectés sur la particule i.
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— Pour le modèle continu, l’énergie dissipée par friction est calculée incrémentalement
comme l’intégrale sur l’élément de volume Ω du produit tensoriel de la contrainte
dans les fissures et de la déformation plastique associée aux fissures, soit :

Ec,t+1
µ = Ec,t

µ +∫
Ω
[1
2
(σf,t+1 + σf,t) ∶∆ǫf,p,t+1]dV (5.8)

L’évolution des énergies dissipées par les modèles discret et continu lors d’un cycle de
charge-décharge-recharge pour une déformation maximale enregistrée ǫfmax = 2.0×10−4 est
tracée en figure 5.10.
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É
n
er
gi
e
d
is
si
p
ée

(J
)

Modèle discret

µ0 = 2.95
µ0 = 2.85
µ0 = 2.89
µ0 = 2.75
µ0 = 2.65

Figure 5.10: Analyse de sensibilité de l’évolution de l’énergie dissipée par friction au
paramètre µ0 lors d’un cycle de charge-décharge-recharge.

Le paramètre µ0 est ainsi calibré à une valeur µ0 = 2.89.
À noter que les énergies dissipées par friction, retranscrites par chaque modèle, suivent
des évolutions fortement similaires tout au long du cycle de charge-décharge-recharge.
Cette observation conforte le choix de modélisation effectué pour tenir compte des effets
hystérétiques malgré la limite soulignée au chapitre précédent.

3 Application au calcul d’un voile en béton armé

Le modèle continu est à présent complètement calibré, le travail effectué peut être validé
plus largement en procédant à la simulation de la réponse d’une structure constituée de
béton.

L’essai structural étudié correspond à un voile en béton armé soumis à un chargement ho-
rizontal cyclique non-alterné et alterné. Dans les deux cas de chargement, une dégradation
induite par cisaillement est attendue. À cela s’ajoute, dans le cas d’un chargement cyclique
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alterné, une fissuration fortement multi-directionnelle. La complexité de ce cas d’étude
permet ainsi d’analyser, non seulement la qualité du modèle macroscopique, mais aussi
sa robustesse.

Avant d’étudier le comportement cyclique du voile, le choix de la formulation du modèle
d’endommagement de la matrice est donc prédominant, car la qualité de la représentation
de la fissuration conditionne la reproduction des effets hystérétiques. Ainsi les simulations
de la réponse du voile en béton armé, s’organiseront en deux étapes. D’abord, le choix de
la formulation du modèle d’endommagement est effectué, par la simulation d’un charge-
ment monotone, qui n’est autre que l’enveloppe du chargement cyclique non-alterné. Le
modèle d’endommagement le plus efficace en termes de réponse et de faciès de fissuration
est retenu. Ensuite, la simulation des chargements cycliques, non-alterné et alterné, est
réalisée.

3.1 Descriptif de l’essai

L’essai de voile en béton armé simulé a été réalisé dans le cadre du projet CEOS.fr pour le
benchmark ConCrack [Rivillon et Gabs, 2011]. Le détail de la géométrie et du ferraillage
du voile est décrit par la figure 5.11.
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Figure 5.11: Dimensions du voile en béton armé du benchmark ConCrack [Rivillon et
Gabs, 2011].

La structure étudiée est composée de trois parties, un voile mince central dans lequel
se concentre l’ensemble des non-linéarités mécaniques, et deux longrines épaisses en par-
ties supérieure et inférieure, dont le comportement mécanique reste vraisemblablement
élastique. La longrine inférieure est maintenue sur le bâti par le biais de tiges précon-
traintes verticales, disposées de part et d’autre du voile. Ainsi un effort de précontrainte
vertical de 1 MN est appliqué de chaque côté dans la longrine inférieure. L’application de
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la précontrainte permet de réduire les mouvements horizontaux et verticaux de la longrine
inférieure, et ainsi limiter la rotation de la structure autour de l’axe normal au plan du
voile.

Le voile en béton armé est soumis à un chargement cyclique horizontal qui engendre
une sollicitation de cisaillement (fig. 5.12). L’effort est appliqué au niveau des surfaces
de charges (fig. 5.11). Dans le cas d’un chargement non-alterné (succession de charges
et de décharges) l’effort horizontal n’est appliqué que sur une seule surface de charge.
Dans le cas d’un chargement alterné, l’effort est appliqué, à tour de rôle, sur les deux
surfaces de charge. Les deux configurations de chargement correspondent respectivement
aux maquettes numérotées 2 et 3 dans le rapport d’expérience [Rivillon et Gabs, 2011].
Le chargement est appliqué en effort, et à faible vitesse, de manière à pouvoir négliger les
effets dynamiques.
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Figure 5.12: Évolution des chargements imposés en effort.

Les propriétés moyennes du béton et des aciers constituant les voiles sont respectivement
récapitulées dans le tableau 5.2. Les propriétés des matériaux sont considérées identiques
pour les voiles 2 et 3.

Module de Young (GPa) 22.0
Résistance en traction (MPa) 3.3

Résistance en compression (MPa) 42.5

(a) béton

Module de Young (GPa) 169.7
Limite élastique (MPa) 555.0

Contrainte à la rupture (MPa) 641.8

(b) acier

Table 5.2: Propriétés moyennes mesurées des matériaux [Rivillon et Gabs, 2011].

Trois extensomètres sont disposés horizontalement sur la structure afin d’acquérir le
déplacement total au niveau du point 8 et le déplacement relatif entre les points 9 et
10 (fig. 5.11).
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3.2 Modélisation et calibration

La structure en béton est modélisée à l’aide d’éléments finis cubiques (en vert et gris sur
la figure 5.14). Pour les armatures en acier (en orange, rouge et marron sur la figure 5.14),
des éléments poutre de Timoshenko sont utilisés. Le choix de ce type d’éléments poutre
a été effectué, après avoir tenté sans succès de simuler les réponses des voiles, en utilisant
des éléments barre ou poutre d’Euler. Dans les deux cas, la réponse du voile obtenue
est excessivement fragile (fig. 5.13). Les éléments barre et poutre d’Euler, possédant une
rigidité en cisaillement limitée, une fois la fissuration amorcée à l’interface entre le voile et
la longrine inférieure, celle-ci s’y localise entièrement, plus aucun transfert d’efforts n’est
assuré entre le voile et la longrine, ce qui prévient l’apparition de la fissuration oblique
répartie dans le voile observée expérimentalement (fig. 5.16). D’ailleurs, il est possible
d’observer que la structure renforcée avec des éléments poutre de Timoshenko possède
une rigidité initiale plus importante, et plus proche de celle de la structure expérimentale,
que les structures renforcées avec des éléments barre ou poutre d’Euler, pour lesquelles la
rigidité initiale est d’ailleurs identique (fig. 5.13). Des éléments poutre de Timoshenko se
sont donc avérés nécessaires, ce qui pourrait être expliqué par le fait que la dégradation
de l’interface du béton aux interfaces entre les longrines et le voile central, y induit une
localisation des déformations de cisaillement. Cette localisation se produit dans une bande
de hauteur faible, en conséquence l’élancement de la portion des armatures en acier chargée
de reprendre ces déformations de cisaillement est fortement réduit. Des éléments poutre
d’Euler ou des éléments barre ne sont alors plus adaptés.
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Figure 5.13: Influence du type d’élément fini retenu pour les armatures sur la réponse à
un chargement monotone pour hc = 0.10 m et le déplacement mesuré (9 - 10).

À ce propos, deux types de discrétisation sont utilisées. Pour la première, grossière, la
longueur des éléments poutres et le coté des éléments cubiques mesure approximativement
hc = 0.1 m ; pour la seconde, plus fine, cette même dimension mesure hc = 0.03 m. La
première longueur est retenue, car elle correspond à la dimension généralement associée
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à un VER de béton. L’efficacité du modèle continu est ainsi évaluée à l’échelle à laquelle
il a été conçu. La seconde longueur, quant à elle, n’est retenue qu’afin d’analyser le faciès
de fissuration.

La longrine inférieure est supposée encastrée au bâti selon sa face inférieure, et quatre
efforts ponctuels de 0.5 MN, sont appliqués de chaque côté par le biais de deux barres
d’ancrage (en marron sur la figure 5.14), pour une précontrainte totale de 2 MN.

Le chargement est appliqué horizontalement, de manière répartie, alternativement sur les
surfaces de charge (en bleu sur la figure 5.14).

L’interface entre l’acier et le béton est considérée parfaite.

Figure 5.14: Maillage du voile en béton armé du benchmark ConCrack pour une dimen-
sion de maille de hc = 0.1 m.

Le comportement des armatures en acier est reproduit par un modèle plastique à écrouissage
isotrope, dont les paramètres correspondent directement aux propriétés du matériau (tab.
5.2b). La déformation à la rupture n’étant pas précisée dans le rapport d’expérience, une
valeur standard est utilisée, soit 10 %.

Le comportement du béton des longrines (en vert sur la figure 5.14) est considéré élastique.
Le comportement du béton du voile central (en gris sur la figure 5.14) est à ce stade
laissé libre, les trois formulations du modèle continu sont utilisées avant de choisir la plus
adaptée. La calibration des trois formulations ne diffère que pour le paramètre k0 dont les
valeurs sont directement issues des simulations discrètes de la réponse multi-axiale d’un
VER, conduites au chapitre précédent. Pour les paramètres restant, le module de Young
et la moyenne de la limite de déformation élastique sont ajustés aux propriétés du béton
mesurées expérimentalement. À noter que bien que le module de Young du béton soit
faible, pour les résistances en traction et en compression mesurées, il est tout de même
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conservé. Le paramètre B0 est réévalué en fonction de la dimension du maillage, afin
de conserver l’énergie de fissuration estimée à l’aide du modèle discret. Les paramètres
contrôlant le comportement cyclique et l’aléa, et k0 sont maintenus inchangés par rapport
à l’identification réalisée au chapitre précédent. Les paramètres utilisés pour le béton sont
récapitulés dans le tableau 5.3.

E (GPa) ǫ0 (x̄) ǫ0 (cv) B0 (J−1.m3) k0 α0 µ0

22 1.5 × 10−4 0.076
3.53 × 10−3 (hc = 0.10 m) 4.5 (form. Ψm,D)

6.5 2.89
1.06 × 10−3 (hc = 0.03 m) 0.28 (form. ϕm)

Table 5.3: Valeur des paramètres des modèles continus de béton.

3.3 Résultats

3.3.1 Chargement monotone

Le comportement mécanique du voile central sous chargement monotone est d’abord
étudié. L’objectif est de vérifier la qualité de la réponse et du faciès de fissuration ob-
tenu, et de déterminer la formulation la plus adéquate, avant de procéder à l’étude sous
chargement cyclique.

Réponse globale
L’évolution de l’effort horizontal appliqué en fonction du déplacement relatif entre les

extensomètres 9 et 10 est étudié (fig. 5.15a). Suite à l’emploi de poutres de Timoshenko,
pour la modélisation des armatures d’acier, les réponses obtenues avec chacun des modèles
d’endommagement sont très similaires. La forte densité d’armatures est en partie respon-
sable. Ainsi, avec chaque modèle d’endommagement il est possible d’observer une réponse
bi-linéaire du voile. Dans la première phase, élastique, la raideur du voile est correctement
reproduite. Dans la seconde phase, faisant suite à l’amorce de la fissuration dans le béton,
la raideur du voile n’est alors plus correctement estimée qu’avec les modèles révisés, la
formulation ∅ fourni une réponse inélastique légèrement trop souple, car la fissuration est
surestimée.

Identiquement à la réponse expérimentale, des sauts sont observés tout au long de la
seconde phase de la réponse. Ceux-ci correspondent à l’apparition progressive de fissures
obliques dans l’intégralité du voile. En revanche, quel que soit le modèle, la rupture fi-
nale du voile n’est pas reproduite. Expérimentalement, la rupture finale a été attribuée à
une ruine en compression du béton au niveau de l’appui du verin pour un effort de 4.71
MN. Ce mécanisme de ruine n’est pas observé ici, car le comportement de la longrine
supérieure sur laquelle est appliqué l’effort est considéré élastique. Néanmoins, d’impor-
tantes déformations longitudinales de compression sont relevées, dans le coin supérieur
gauche du voile (fig. 5.17), mais celles-ci n’aboutissent pas à la rupture.
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Pour l’analyse de la réponse globale du voile, seule l’évolution de la force en fonction du
déplacement relatif entre les extensomètres 9 et 10 a finalement été retenue. En effet,
le déplacement mesuré par l’extensomètre 8 n’est pas cohérent. La réponse obtenue est
plus rigide que la réponse obtenue à partir d’un déplacement relatif, or ce devrait être le
contraire (fig. 5.15b).

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

5
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Figure 5.15: Influence de la formulation et du déplacement étudié sur la réponse à un
chargement monotone pour une taille d’élément fini hc = 0.10 m.

Faciès de fissuration
L’analyse de l’état de fissuration du voile est réalisée à partir d’une photographie du

voile à la rupture (fig. 5.16) et du champ de déformation longitudinale (dans la plus grande
dimension) du voile pour un effort de 4.2 MN (fig. 5.17). Concernant les résultats issus des
simulations, les résultats obtenus pour hc = 0.10 m ne sont pas détaillés. Une telle taille
d’éléments finis ne permet pas d’observer des quantités locales (fig. 5.17d). À la place, les
résultats obtenus pour hc = 0.03 m sont présentés.

Les tendances principales de l’état de fissuration sont retrouvées par les simulations, et
notamment l’orientation de la fissuration. Celle-ci varie selon le modèle utilisé, mais suit
toujours une direction oblique similaire à la fissuration photographiée. En revanche, la
densité de fissure semble bien inférieure à ce qui a été observé expérimentalement. De
plus, la localisation des déformations longitudinales, censée correspondre à l’ouverture
de fissures, est largement sous-estimée par les simulations, au moins d’un ordre de gran-
deur.

L’absence de dégradation de l’interface acier-béton est un début d’explication de l’écart
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obtenu entre l’expérience et les simulations. En effet, deux simulations d’un même es-
sai tirant, l’une avec une interface parfaite et l’autre avec une interface dégradable,
géométriquement représentative (description explicite des nervures de l’acier), ont mis
en évidence l’apparition d’une fissuration plus diffuse et donc moins ouverte, lorsque l’in-
terface entre l’acier et le béton est fidèlement reproduite [Michou, 2015]. Toutefois, cette
explication ne justifie pas, pour autant, un tel écart de concentration de déformation lon-
gitudinale, environ cinquante fois inférieure. Cet écart s’explique davantage par la taille
des éléments finis employés toujours trop importante, même pour hc = 0.03 m. En effet, la
localisation de la déformation longitudinale est limitée par cette dimension, celles-ci sont
donc davantage réparties en comparaison des déformations mesurées expérimentalement.
Des tailles d’éléments finis plus faibles n’ont pas été simulées en raison de temps de cal-
culs prohibitifs. De plus, pour de si faibles dimensions, la signification d’une modélisation
macroscopique perd de son sens, l’échelle de modélisation du comportement du matériau
n’est plus en accord avec la dimension des volumes attribués à un élément fini.

Figure 5.16: Vue du voile central à la fin de l’essai [Rivillon et Gabs, 2011].

Comparativement, les différents modèles ne se distinguent que très peu au niveau du faciès
de fissuration obtenu. Les déformations longitudinales obtenues sont de valeurs similaires.
Il peut être noté que la densité de fissuration est plus importante avec la formulation ∅,
ce qui est cohérent avec la perte de raideur plus conséquente obtenue avec cette même
formulation, et le fait que ce modèle ait une surface de chargement à la rupture plus
petite, donc une propension à fissurer plus importante en cisaillement et en compression.
Les deux modèles révisés présentent des faciès proches, moins denses, et ne se distinguent
que par la localisation d’une fissure différente. Au vu du faciès expérimental issu de la
corrélation d’image, les deux faciès sont cohérents. En revanche, le faciès obtenu avec
la formulation Ψm,D semble plus proche du faciès relevé sur la photographie du voile, à
savoir une ouverture de fissure importante à proximité de la longrine supérieure, qui ne
se propage obliquement vers la longrine inférieure qu’à l’approche de l’extrémité opposée
du voile.

Pour la suite des simulations seul le modèle considéré comme le plus efficace est retenu.
Les résultats, notamment globaux, sont davantage fidèles à l’expérience lorsque simulés à
partir de l’une des deux formulations améliorées. Sur le dernier constat effectué en matière
de faciès de fissuration, la formulation Ψm,D a été retenue pour la suite.

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques



184 Identification numérique d’une modélisation macroscopique et application au calcul de structures

(a) formulation ∅ – hc = 0.03 m (b) formulation Ψm,D – hc = 0.03 m

(c) formulation ϕm – hc = 0.03 m (d) formulation Ψm,D – hc = 0.10 m

(e) expérimental (ǫ × 5.10−2)

0.0000 -0.0015 0.0015

Figure 5.17: Influence de la formulation sur la répartition de la déformation longitudinale
dans le voile en béton pour un effort de 4.2 MN

3.3.2 Chargement cyclique non-alterné

Une première analyse de la réponse du modèle sous chargement cyclique est effectuée
pour un chargement non-alterné, ainsi la qualité de la réponse n’est pas dégradée par une
potentielle incapacité du modèle à reproduire l’anisotropie de la fissuration induite par
un cisaillement alternativement dans deux sens opposés.

L’enveloppe de la réponse simulée est toujours proche de la réponse expérimentale, elle
laisse aussi entrevoir l’apparition d’une dissipation énergétique par effets hystérétiques (fig.
5.18). En effet, des déformations résiduelles et des boucles d’hystérésis sont générées.

Au premier abord cette dissipation énergétique semble sous-estimée par rapport à la
réponse expérimentale. Toutefois, ce constat est atténué par l’observation sur les résultats
expérimentaux d’un glissement à effort nul en fin de décharges. Ce-dernier tend à pro-
voquer la surestimation des boucles d’hystérésis. À noter, cependant, que même si ces
déplacements de glissement parasites avaient été soustraits, les boucles d’hystérésis expé-
rimentales resteraient bien plus importantes que les boucles simulées.

Afin de proposer une analyse quantitative de la dissipation énergétique, l’aire des boucles
d’hystérésis associées à chaque décharge, correspondant à une énergie dissipée, ont été
estimées (fig. 5.19).
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Figure 5.18: Réponse à un chargement cyclique non-alterné.

Les dissipations énergétiques expérimentales et simulées suivent une évolution similaire.
Effectivement, les effets hystérétiques sont croissants avec le développement de la fissu-
ration. De plus, une même diminution de l’énergie dissipée aux environs de 3 MN est
observée. Par contre, en accord avec les premières observations qualitatives, les effets
hystérétiques sont bien sous estimés. Un rapport entre 2 et 3 est constaté.
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Figure 5.19: Énergie dissipée à chaque décharge lors d’un chargement cyclique non-
alterné.

Une dernière analyse est effectuée sur ce cas de chargement afin de déterminer le matériau
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à l’origine de la dissipation énergétique. Le champ de déformation plastique axial dans
les armatures d’acier est tracé pour le chargement maximal simulé, soit 5.1 MN (fig.
5.20). Seuls deux éléments sur l’ensemble du ferraillage ont atteint leur limite élastique.
Autrement dit, peu d’énergie est dissipée par le treillis d’armatures, confortant donc les
capacités dissipatives d’un volume de béton fissuré.
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Figure 5.20: Répartition de la déformation plastique axiale dans les armatures pour un
chargement de 5.1 MN.

Il est à noter que les armatures plastifiées sont situés à proximité de la surface d’application
du chargement (cercle rouge). La déformation axiale atteinte par ces armatures est proche
de leur limite de déformation à la rupture (10 %). Ceci laisse imaginer que la rupture finale
du voile simulée est proche, et comme observé expérimentalement, par rupture au niveau
du point d’application de l’effort.

3.3.3 Chargement cyclique alterné

Dernière simulation de cette étude, un chargement alterné. Chose complexe, car la fissu-
ration devrait posséder deux orientations différentes selon le sens de chargement, l’emploi
d’un modèle d’endommagement isotrope pourrait s’avérer pénalisant.

Une fois de plus, l’enveloppe de la réponse est correctement reproduite, dans les deux
sens de chargement (fig. 5.21). L’anisotropie induite par la fissuration du voile n’est donc
pas préjudiciable pour la réponse globale, même pour des éléments de taille hc = 0.10
m. Comme sous chargement monotone, le faciès de fissuration n’est montré qu’avec des
éléments de taille hc = 0.03 m, il illustre que les deux familles de fissures générés, res-
pectivement par chaque sens de chargement, ne se recoupent qu’en peu d’éléments finis
(fig. 5.22). Il semble donc que tant que les zones où se localisant des fissures d’orienta-
tion différente sont de dimensions réduites, une variable d’endommagement scalaire est
suffisante pour reproduire la réponse globale de la structure.
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Figure 5.21: Réponse à un chargement cyclique alterné.

Dans l’incapacité d’obtenir le détail des points composant la courbe expérimentale, l’éner-
gie dissipée par cycle n’a pu être évaluée, mais l’équivalent pour les simulations est tout
de même fourni (fig. 5.23). Il est ainsi possible de remarquer que d’importants niveaux
d’énergie sont dissipés à chaque cycle. En comparaison à de simples cycles de charge-
décharge, un cycle sous chargement alterné dissipe plus du double d’énergie. Par exemple
pour un effort de 3.5 MN, l’énergie passe de 0.4 kJ à 2.3 kJ.

(a) pour un effort de 3.9 MN (b) pour un effort de −3.9 MN

Figure 5.22: Répartition de la déformation longitudinale dans le voile en béton avec
hc = 0.03 m (légende, voir fig. 5.17f).

Toutefois, à l’approche de l’origine, la réponse simulée semble différer de la réponse
expérimentale. Alors qu’expérimentalement, une phase de glissement est observée, à la
transition entre l’ouverture d’une famille de fissures et la fermeture de l’autre famille.
Ce glissement, n’est pas reproduit par les simulations, ce qui conduit, cette fois-ci à des
boucles d’hystérésis surestimées, la réponse ne passant pas par un état d’effort et de
déplacement nul. Ce mécanisme de glissement est généralement observé expérimentalement
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pour des structures en béton armé [Lowes et Altoontash, 2003], une explication spécifique,
telle que la dégradation du béton en compression au niveau des appuis pouvant induire
des déformations résiduelles importantes est à proscrire. Il semblerait qu’une fois de plus
l’explication la plus probable, de l’incapacité du modèle à reproduire le glissement, soit
l’absence d’un comportement dégradable de l’interface acier-béton.
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Figure 5.23: Énergie dissipée à chaque inversion du chargement lors d’un chargement
cyclique alterné.

4 Synthèse

Une stratégie d’identification du modèle continu, complètement défini, a été établie.
Comme la première étape de caractérisation, effectuée au chapitre précédent, cette se-
conde étape a été l’occasion de mettre à profit des résultats issus des simulations discrètes.
Pour l’identification du modèle continu, le modèle discret a davantage été employé pour sa
capacité à fournir une quantification de la dissipation énergétique de chaque mécanisme,
aussi bien de la fissuration que de la friction. Le modèle discret a aussi été utile quant
à sa capacité à tenir compte de l’incertitude relative à la structure interne d’un VER
de matériau quasi-fragile, et ainsi permettre de réaliser des analyses statistiques de son
influence sur les résultats macroscopiques, ici les énergies élastique au pic de résistance
et de fissuration à la rupture. L’intérêt de l’outil d’expérimentation réside alors dans la
possibilité d’effectuer des analyses statistiques sur la base d’un très grand nombre de
réalisations et à faible coût matériel.

L’identification des paramètres communs à chaque formulation du comportement de la
matrice a pu être effectuée entièrement par équivalence énergétique avec le modèle dis-
cret. Des équivalences en énergies volumique et surfacique ont été réalisées pour identifier,
respectivement la limite élastique, et le comportement adoucissant en traction. Ainsi à
taille d’élément fini fixée, puisque l’identification est réalisée par équivalence en énergie
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surfacique, l’énergie de fissuration est régularisée dès l’identification. Le dernier paramètre
du modèle de dégradation, contrôlant différemment le comportement multi-axial des deux
formulations améliorées n’a, quant à lui, pas pu être identifié de manière plus élaborée
que par analyse inverse. L’identification des paramètres de la modélisation du comporte-
ment des fissures a été réalisée de manière identique. Le paramètre contrôlant la vitesse
d’évolution de la proportion de fissures fermées a été identifié par analyse inverse, et le
coefficient de frottement des fissures a été identifié par équivalence en énergie dissipée par
friction.

L’élaboration de la modélisation continue du problème de fissuration alors achevée et ca-
librée, l’efficacité du modèle continu proposé a été évaluée lors d’un calcul de structure. Le
modèle continu, incluant différentes formulations du modèle de dégradation de la matrice,
a été utilisé pour simuler le comportement d’un voile en béton armé soumis à un charge-
ment de cisaillement cyclique alterné. L’intégralité des simulations ont été conduites avec
le modèle identifié à partir du modèle discret, seules les propriétés matérielles mises à
disposition dans les rapports d’expérience ont été ajustées. Autrement dit, les paramètres
associés aux comportements adoucissant et hystérétiques sont restés inchangés.

Avant tout, la robustesse du modèle continu proposé a été mise en avant. Des chargements
monotones et cycliques, alterné ou non, ont pu être simulés sans difficultés. La robustesse
du modèle continu est en grande partie due à son intégration explicite des mécanismes
d’ouverture et de fermeture de la fissuration, seul le mécanisme de friction y fait exception.
À cela, s’ajoute l’emploi d’une variable d’endommagement scalaire, limitant fortement les
difficultés associées à l’inversion de la relation de comportement. Ainsi, comme peu de
modèles le proposent, des résultats satisfaisants de simulations d’un voile en béton armé
sous chargement alterné quasi-statique ont pu être obtenus.

En termes de résultats globaux, le modèle continu a montré des résultats satisfaisants,
et plus particulièrement lorsqu’il s’agissait de reproduire la dégradation. La raideur ap-
parente de la structure a toujours été correctement estimée, quel que soit le chargement,
monotone ou cyclique, appliqué. Les effets hystérétiques ont aussi été reproduits, tant les
boucles d’hystérésis que les déformations résiduelles, et ont pu être associés intégralement
au comportement mécanique du béton. En effet, des résultats concernant le compor-
tement des armatures en acier, ont montré que peu voire aucun phénomène dissipatif,
n’y était activé. Cependant les effets hystérétiques sont encore fortement sous-estimés,
comme l’a montré l’analyse du voile sous chargement cyclique non-alterné. Deux explica-
tions peuvent être proposées, d’un côté la négligence de certains mécanismes dissipatifs,
principalement la dégradation de l’interface entre l’acier et le béton ; d’un autre côté,
une mauvaise description locale de la fissuration, ne permettant donc pas d’activer les
phénomènes hystérétiques de manière précise.

En termes de résultats locaux, effectivement, le modèle continu a montré des résultats
moins satisfaisants. Néanmoins, le faciès de fissuration a été relativement bien reproduit,
et en particulier son orientation. Mais la densité de fissures, ainsi que leur ouverture n’ont
pu être correctement estimées. Une raison potentielle est encore une fois la négligence de la

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques



190 Identification numérique d’une modélisation macroscopique et application au calcul de structures

dégradation de l’interface entre l’acier et le béton, celle-ci pourrait notamment expliquer
une faible densité de fissuration.

Quelles que soient les lacunes mises en avant par le modèle continu, celles-ci semblent
difficilement imputables à la description isotrope de l’endommagement. Ainsi, le choix
d’une formulation du modèle continu d’endommagement à variable scalaire, et le gain de
robustesse associé, est entièrement justifié, tant que celui-ci est capable de retranscrire
le comportement inélastique du matériau dans l’ensemble des directions de chargement,
et en particulier les directions associées à la traction et au cisaillement lorsqu’il s’agit de
matériau quasi-fragile.

Pour conclure, il résulte de cette étude que l’amortissement structural observé dans les
structures en béton armé, ne peut être uniquement expliqué par les effets hystérétiques
introduits par le béton et les aciers seuls. Des phénomènes dissipatifs supplémentaires
doivent être introduits, et notamment la dégradation de l’interface acier-béton.
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1 Réalisations et perspectives

1.1 Modélisation discrète

Afin de constituer un outil d’expérimentation numérique à l’échelle d’un VER de matériau
quasi-fragile, un modèle de comportement pour matériaux quasi-fragiles fin, fondé sur la
méthode aux éléments discrets et des réseaux de poutres, a été élaboré. Les développe-
ments de ce modèle se sont appuyés sur un modèle bi-dimensionnel existant, DEAP2D,
capable de décrire efficacement et explicitement l’initiation et la propagation de la fissu-
ration en mode I, sous chargement monotone. Une extension aux chargements cycliques
et multi-axiaux a été proposée, tout en préservant un caractère simple et facilement iden-
tifiable. Deux refontes essentielles du modèle ont donc été nécessaires et entreprises lors
de cette thèse.

1.1.1 Algorithme et temps de calculs

La première refonte du modèle discret a concerné la conception d’un nouvel algorithme de
résolution de l’équilibre mécanique pour accueillir les interactions de contact. Initialement
le modèle discret était résolu comme une succession de problèmes élastiques linéaires, en
accord avec la présence d’un unique mécanisme non-linéaire : la fissuration. Il tirait parti
du caractère discret de la description parfaitement fragile de la rupture dans un réseau
de poutres. Ainsi la rupture de chaque élément du réseau définissait la transition d’un
problème élastique au suivant, avec une matrice de raideur actualisée. L’introduction du
mécanisme de contact frottant, un mécanisme hautement plus non-linéaire, du point de
vue des modèles discrets à particules polygonales, n’a plus permis l’utilisation seule d’un
tel algorithme de résolution linéaire séquentiel. En cause, la nécessité d’une actualisation
de la raideur sécante du système bien plus fréquente. Cependant, l’intérêt de ce type
d’algorithme reste indéniable afin de traiter de problèmes de fissuration, avec stabilité
et robustesse. Il a donc été adapté au sein d’un algorithme de résolution incrémental et
implicite, de type prédicteur-correcteur.

La qualité des résultats, en termes de robustesse et de stabilité, a fait l’objet de toutes
les attentions lors de la conception de l’algorithme de résolution ; elle a été validée dans
l’objectif d’étudier le comportement du matériau sous chargement quasi-statique. En effet,
la fiabilité des résultats fournis par le modèle discret a été démontrée, comparativement à
un algorithme explicite, démuni de prédiction des efforts de contact. Ainsi, il a été possible
d’extraire des résultats quantitatifs, auxquels une certaine confiance a pu être accordée,
tels que des énergies dissipées par fissuration ou frottement, exploités dans le cadre de la
mise en œuvre du modèle continu. En revanche la performance numérique de l’algorithme
en tant que telle n’a pas été une préoccupation. Des choix, contestables, ont ainsi été
effectués afin de privilégier la qualité des résultats. Des choix, qui, dans un cadre bi-
dimensionnel ne sont que légèrement pénalisants, mais, qui, dans un cadre tri-dimensionnel
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pourraient devenir prohibitifs. Une résolution implicite, impliquant une actualisation des
surfaces d’intersection des contacts à chaque itération ; et un prédicteur dépendant de
l’état des contacts, et imposant donc l’assemblage de la matrice de raideur sécante à
chaque itération, sont extrêmement coûteux en temps de calculs. Une résolution explicite,
à partir d’un algorithme prédicteur-correcteur à faible nombre d’itérations, pourrait être
envisagée bien que l’ajout d’effets dynamiques, et surtout visqueux, soit probablement
nécessaire pour maintenir une robustesse identique. Il est d’ailleurs aussi contestable de
vouloir maintenir une formulation quasi-statique. Même si celle-ci évite l’introduction
de paramètres identifiés arbitrairement, elle est particulièrement pénalisante en présence
de mouvements de corps rigides, et prive de la possibilité d’étudier le comportement de
particules, seules ou groupées, une fois détachées du volume sur lequel sont appliquées les
conditions aux limites.

Par ailleurs, une évolution vers un cadre tri-dimensionnel semble tout a fait justifiée. Dans
l’objectif d’étudier des éléments de structure en béton armé par exemple, et ainsi pouvoir
caractériser le comportement de l’interface acier-béton, les travaux de Heitz [2013] ont
montré qu’une formulation bi-dimensionnelle n’est pas suffisante, et passe largement à côté
des effets de confinement. Le modèle initial DEAP est déjà implanté en trois dimensions,
mais les améliorations apportées au modèle bi-dimensionnel doivent lui être adaptées.
Le problème principal relève de l’introduction du contact, et plus particulièrement de la
phase de détection. En effet, la détection du volume d’intersection de deux polyèdres est
bien plus coûteuse que la détection de la surface d’intersection de deux polygones. Deux
solutions peuvent être envisagées à l’avenir. La dégradation de l’estimation des efforts
de contact, par une approximation sphérique de la forme des particules polyédrales, ou
alors, une solution plus pérenne, qui consisterait à la parallélisation du modèle discret, et
notamment de la procédure de détection. Les gains en termes de coûts de calculs seraient
conséquents, du fait de son caractère hautement parallélisable. En effet, l’estimation de
l’intersection d’un couple de particules est entièrement indépendante de celle du couple
voisin. La barrière majeure limitant un usage tri-dimensionnel serait alors levée.

1.1.2 Mécanismes de rupture

La seconde refonte du modèle discret a concerné la modélisation du mécanisme de rupture
des poutres du réseau. Une étude a été menée sur l’influence du critère de rupture, afin
d’en retenir une formulation adaptée aux chargement multi-axiaux. Il a été fait en sorte
de conserver le caractère simple du critère, à un nombre de paramètres faible, pour qu’il
reste aisément identifiable. Un critère de Mohr-Coulomb à deux paramètres, formulé en
variables cinématiques a ainsi été retenu. L’emploi d’un tel critère a permis de reproduire
le caractère ductile d’un essai de compression. Néanmoins, la question se pose encore de
savoir, quels mécanismes manquent encore au modèle discret, pour reproduire ce type
de comportement sans faire appel à un critère issu d’analyses limites. Dans la mesure
où le niveau de représentativité du modèle discret serait suffisant, un critère basé sur la
définition même de la fissuration, à savoir un mécanisme induit par des extensions locales,
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devrait suffire. Au vu des travaux menés par D’Addetta [2004], il ne semble pas que la
simplicité de description induite par l’utilisation d’un réseau de poutres soit en cause. En
effet, un critère de Mohr-Coulomb apparâıt aussi comme nécessaire en présence d’inter-
faces cohésives entre les particules. Par contre, il serait intéressant d’explorer l’influence
de la porosité sur les mécanismes de rupture en compression, et notamment sur la ducti-
lité de la réponse. L’ajout de la porosité pourrait être réalisé par l’introduction explicite
de vides, plutôt que par l’introduction d’un caractère plastique des poutres du réseau.
Contrairement à l’état actuel, une implication plus importante du mécanisme de friction,
au niveau des pores écrasés, pourrait être attendue.

La procédure d’identification, reposant sur une analyse inverse et ne nécessitant que deux
essais courants, a été validée sur une campagne d’essais variés réalisés sur un même béton.
Le modèle discret a ainsi pu démontrer sa capacité à reproduire, de manière prédictive, des
effets d’échelles et de formes sans recalage. Il s’est aussi avéré efficace pour des configura-
tions de chargement plus complexes impliquant de la fissuration en mode mixte. Toutefois,
pour ces configurations complexes, une réidentification partielle du modèle discret sur la
base de quelques données matérielles a été nécessaire. La prédictivité du modèle n’a donc
pu être garantie. Sur ce point, la validation du modèle discret a été particulièrement li-
mitée par le manque de connaissance précise des conditions aux limites, et, bien que peu de
paramètres aient à être calibrés par le manque de données sur le matériaux utilisé.

1.2 Modélisation continue

À partir de la théorie de l’endommagement inscrite dans le formalisme des Matériaux Stan-
dards Généralisés, une modélisation phénoménologique continue isotrope de la dégradation
des matériaux quasi-fragiles a été proposée. L’écriture de ce modèle, et notamment des
potentiels contrôlant l’évolution de la variable d’endommagement, a été enrichie afin de
reproduire l’augmentation de la résistance et de la ductilité pour des états de contraintes
à composante de compression croissante. Une attention toute particulière a été portée sur
la réponse en cisaillement, qui a pu être caractérisée et identifiée à partir de simulations
discrètes. L’introduction, notamment, d’une dépendance au niveau de confinement du
matériau, dans la fonction de consolidation de l’endommagement a permis de reproduire
correctement la réponse en cisaillement jusqu’à la rupture.

À partir d’un formalisme identique fondé, cette fois-ci, sur une combinaison d’élasticité
non-linéaire et de théorie de la plasticité, une modélisation continue des phénomènes
associés à la fermeture de la fissuration a été développée. La caractérisation de ces
phénomènes a été réalisée à partir de résultats originaux issus du modèle discret, tels
que la proportion de fissures fermées et l’énergie dissipée par friction. Il en a résulté une
modélisation continue vérifiant les conditions dictées par la thermodynamique des pro-
cessus irréversibles et fidèle à la réponse observée sous chargement de traction cyclique
uni-axiale. Le modèle continu a aussi présenté des aspects intéressants, bien que non
recherchés initialement, en compression cyclique.
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Un modèle robuste a donc été élaboré, grandement aidé par l’emploi d’une variable d’en-
dommagement scalaire. Ce modèle, effets hystérétiques mis à part, est entièrement expli-
cite, puisque constitué uniquement de potentiels formulés en déformations. Par ailleurs,
les continuités de la réponse et de la relation du comportement sont vérifiées quelques
soient les phénomènes macroscopique activés. Le modèle continu ainsi mis en place est
donc particulièrement adapté au calcul de structures.

Les capacités du modèle continu formulé ont été vérifiées par la simulation du comporte-
ment cyclique d’un voile en béton armé. À la suite d’une identification des paramètres du
modèle continu sur la base de simulations discrètes et de quelques données expérimentales,
une bonne fidélité des résultats globaux en terme de dégradation de la structure a été
obtenue. L’introduction des effets hystérétiques induits par le béton a été significatif,
mais insuffisamment, pour expliquer à lui-seul l’origine l’amortissement structural. La
dégradation de l’interface acier-béton est apparue, par son absence, comme tout aussi
nécessaire que le caractère unilatéral frottant des fissures pour reproduire l’amortisse-
ment structural réel.

Finalement peu d’intérêt a été porté aux résultats locaux, tels que l’ouverture de fissure.
Sur ce point, la modélisation continue a rapidement été mise en défaut. Mais la question
se pose plutôt de savoir si la démarche de modélisation elle-même n’est pas davantage
responsable. À de si importantes dimensions de VER, et donc de modélisation, tenter de
déterminer une ouverture de fissure peut sembler être une extrapolation abusive de la
capacité initiale du modèle continu. Par ailleurs contourner cette limitation en affinant la
taille des éléments finis employés, sans en modifier le modèle constitutif, pour se rappro-
cher de la dimension de la quantité d’intérêt peut parâıtre tout aussi discutable. Une telle
démarche signifie qu’il est possible de décorréler entièrement la dimension des éléments
finis du modèle de comportement qu’il leur est attribué. Or, dans le cas de matériaux
quasi-fragiles, les effets d’échelles sont prédominants. De plus, à l’échelle du VER certains
types de dégradation sont pertinents, par exemple en compression, mais semblent peu
réalistes à des échelles inférieures.

Ainsi lorsqu’il s’agit d’analyser des résultats à des échelles inférieures à l’échelle du VER,
des méthodes de post-traitement de calculs menés à l’aide de modèles macroscopiques
semblent plus adaptées [Oliver-Leblond, 2013]. Elles constituent une alternative efficace,
dans l’attente de pouvoir employer des modèles numériques formulés à l’échelle de la gran-
deur d’intérêt, qu’il s’agisse de méthodes permettant de décrire la fissuration de manière
discrète ou continue. D’ailleurs, des calculs de structure effectués à l’aide de modèles
discrets, en partie simplifiés, affichent déjà des résultats prometteurs [Yamamoto et al.,
2014].
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1.3 Expérimentation numérique

La démarche de modélisation mise en place a consisté à développer un modèle continu pou-
vant être perçu comme une réduction du modèle discret. Après avoir ciblé les phénomènes
prépondérants, et devant être reproduits pour le calcul de structures, ils ont été étudiés par
le biais du modèle discret, avant d’en proposer une modélisation réduite, continue. Dans le
cas présent, cette stratégie de modélisation a été exploitée à la fois pour le comportement
en cisaillement dans l’objectif de simuler la réponse du voile du benchmark ConCrack ; et
pour le comportement sous chargement cyclique, afin d’être en mesure d’évaluer la part
d’amortissement attribuée au matériau quasi-fragile.

L’intérêt d’utiliser une modélisation fine a résidé dans sa capacité à jouer le rôle d’in-
termédiaire entre l’expérience et la modélisation macroscopique. Le modèle discret n’a re-
quis que très peu d’essais pour être identifié, et a permis ensuite d’extrapoler les résultats
nécessaires. Une infinité de cas de chargement ont pu être simulés, pour lesquels les condi-
tions aux limites comme les quantités mesurées ont été idéalement mâıtrisées, ce qui a
facilité l’exploitation des résultats issus du modèle fin avec le modèle macroscopique. Il
a pu être possible de simuler la réponse d’un VER de béton en cisaillement simple, et
d’extraire des énergies dissipées spécifiques à chaque mécanisme dissipatif. Une stratégie
d’identification de l’ensemble des paramètres du modèle continu a alors été proposée sur
la base de résultats issus du modèle discret.

1.4 Effets hystérétiques et incompatibilité géométrique

La courte campagne d’expérimentation numérique menée sur le comportement cyclique
en traction uni-axiale a permis d’effectuer quelques observations intéressantes, tirées de la
connaissance des mécanismes capable d’être reproduits par le modèle discret. Le modèle tel
que développé n’a pas permis de reproduire directement les effets hystérétiques attendus.
L’influence de mécanismes supplémentaires a alors été étudiée. Il est ressorti de cette
étude, qu’une perturbation d’ordre expérimental est probablement à l’origine des effets
hystérétiques, de la présence de déformations résiduelles et du caractère progressif de l’effet
unilatéral. Ces phénomènes macroscopiques ont pu être liés, au moins qualitativement, à
la rotation de l’éprouvette lors d’un essai de traction.

En poursuivant ce raisonnement, en cause de leur origine liée à une erreur expérimentale,
les effets hystérétiques pourraient être exclus du comportement idéalisé en traction cy-
clique uni-axial d’un VER de béton. Cependant, ce raisonnement est peut être excessif,
notamment si l’explication d’une incompatibilité géométrique induite par des effets in-
ternes (retrait, présence d’eau libre) était aussi avérée. Une campagne expérimentale,
en laboratoire, en l’absence de perturbation sur des essais de traction cyclique indirecte
tels que proposés par Morice [2014], ou une simulation plus précise des effets du retrait,
pourrait permettre d’apporter des réponses supplémentaires.
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Mais dans l’hypothèse où se raisonnement soit justifié, il serait intéressant de se poser la
question de savoir s’il existe un réel besoin de modéliser les effets hystérétiques observés,
comme des phénomènes induits par un chargement de traction uni-axiale (mode I). En
effet, il apparâıt peu probable qu’ils se manifestent ainsi à l’échelle de la structure, et donc
en l’absence de perturbation expérimentale. Il semblerait alors davantage nécessaire de
s’attarder sur la modélisation de ces mêmes effets hystérétiques, associés à de la friction en
surface de fissure, lorsqu’une fissure se propage en mode II, autrement dit la modélisation
du phénomène d’aggregate interlocking [Jefferson et al., 2014].

2 Synthèse finale

L’objectif initial de ce travail était de contribuer à la modélisation du comportement, sous
sollicitation sismique, des matériaux quasi-fragiles. Le besoin sous-jacent était d’évaluer
l’apport de l’emploi de matériaux quasi-fragiles dans la réalisation d’ouvrages structuraux,
vis-à-vis de la problématique parasismique et d’amortissement structural.

Une modélisation macroscopique, continue, phénoménologique, fondée sur les théories de
l’endommagement et de la plasticité, adaptée au calcul de structures à été proposée. Elle
permet à la fois de mener à terme, avec certitude, des calculs à grande échelle, tout en
considérant des phénomènes prépondérants à l’échelle du matériau. Pour y parvenir, une
démarche reposant sur l’expérimentation numérique à été mise en place. Elle a permis
de faire le lien entre les données expérimentales matérielles disponibles, généralement
en faible quantité, et les équations sophistiquées des modèles continus. L’expérimentation
numérique n’a été rendue possible que par l’élaboration, en amont, d’une modélisation fine,
basée sur une description géométrique détaillée du matériau, autorisant une description
mécanique triviale, pouvant être mise en œuvre à partir des seules données expérimentales
à disposition. En accordant aux simulations issues de cette modélisation fine une confiance
équivalente aux expériences réalisées en laboratoire, sur la base de la campagne de va-
lidation réalisée, un outil d’expérimentation numérique a ainsi été conçu, en mesure de
fournir des résultats de référence à l’échelle du VER, en quantité illimitée et à faible coût.
En outre, un outil d’expérimentation entièrement mâıtrisé, des conditions aux limites aux
limites mécaniques.

L’exploitation d’un tel outil a nécessité la définition d’un cadre de formulation des modèles
macroscopiques afin d’orienter le choix des essais numériques à conduire. Une partie de ce
cadre a été imposée par le contexte de l’étude, autrement dit la sollicitation sismique, et
les chargements multi-axiaux et cycliques en résultant. En y ajoutant certaines exigences
en termes de robustesse numérique et de justification physique, qui se sont traduites
par l’inscription du modèle macroscopique dans le formalisme des Matériaux Standards
Généralisés, le nombre de points indéterminés restant, à caractériser et à identifier, a
été réduit. L’indétermination concernant ces points a été levée, à partir de simulations
fines sur des configurations spécifiques, notamment des chargements de cisaillement et de
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traction cyclique uni-axiale. L’intérêt de l’expérimentation numérique a ainsi été montré
par la production de résultats originaux, en termes de configurations d’essais (cisaillement)
ou de quantités analysées (quantité de fissures fermées, analyses statistiques).

Le modèle macroscopique à finalement été mis en œuvre et appliqué au calcul de struc-
tures, dans une tentative de répondre à la problématique initiale, à savoir évaluer la
contribution du matériau quasi-fragile à l’amortissement dans une structure qu’il consti-
tue. Le modèle macroscopique a d’abord été caractérisé et identifié à partir de quelques
données expérimentales extrapolées à l’aide du modèle fin, puis exploité pour simuler le
comportement cyclique de structures simples (poutres en béton armé) et plus complexes
(voile précontrainte en béton armé), impliquant donc la présence de sollicitations multi-
axiales. Il est ressorti des simulations, une capacité du modèle macroscopique à prédire,
autrement dit sans recallage, le comportement mécanique global d’une structure sous
chargement cyclique, ainsi que la quantification de la contribution partielle du béton à
l’amortissement structural sous sollicitation cyclique.

La démarche d’élaboration du modèle macroscopique proposée dans ce travail est fina-
lement identique à la démarche de modélisation constitutive classique. D’une campagne
d’expérimentation un certain nombre d’observations et de conclusions est tiré, permet-
tant d’alimenter la formulation de modèles phénoménologiques. L’unique différence se
fait par la substitution de l’expérience en laboratoire par l’expérience numérique. Au
contraire du reste des démarches multi-échelles, le couplage entre les deux modèles n’est
pas numérique, il est opéré par l’utilisateur, selon des considérations qui lui semblent les
plus adaptées.

Bien que dans l’application l’expérimentation numérique donne l’accès à une quantité illi-
mitée de données nouvelles, l’expérimentation numérique reste cependant limitée fonda-
mentalement. À l’inverse de l’expérimentation en laboratoire, les résultats qu’elle fournit
ne découlent pas d’une vérité absolue, qu’est la réalité intégrant la totalité des mécanismes
existants, mais ils découlent d’un système n’intégrant que les mécanismes que le mécanicien
a su observer et modéliser. L’expérimentation numérique accorde une confiance totale en
des modèles, certes des plus fins et détaillés, mais qui par définition resteront toujours
limités par l’incertitude humaine sur le comportement de la matière à des échelles encore
inférieures.
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doctorat, Universität Stuttgart.

D’Addetta, G. A., Kun, F. et Ramm, E. (2002). On the application of a discrete model
to the fracture process of cohesive granular materials. Granular Matter, 4:77–90.
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Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques



202 Bibliographie

Eshelby, J. D. (1957). The determination of the elastic field of an ellipsoidal inclusion,
and related problems. Proceedings of the Royal Society of London. Series A. Mathe-
matical and Physical Sciences, 241(1226):376–396.

Feenstra, P. H. et De Borst, R. (1996). A composite plasticity model for concrete.
International Journal of Solids and Structures, 33(5):707–730.

Fenwick, R. C. et Paulay, T. (1968). Mechanisms of shear resistance of concrete beams.
Journal of the Structural Division, 94:2235–2350.

Feyel, F. et Chaboche, J. (2000). Fe2 multiscale approach for modelling the elasto-
viscoplactic behaviour of long fibre sic/ti composite materials. Computer Methods in
applied Mechanics and Engineering, 183:309–330.

François, M. (2008). A new yield criterion for the concrete materials. Comptes Rendus
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Thèse de doctorat, T.U. Delft, The Netherlands.

Matériaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques



208 Bibliographie

Rabotnov, I. U. N. et Leckie, F. A. (1969). Creep problems in structural members.
North-Holland Publishing Company Amsterdam.

Ragueneau, F., Desmorat, R. et Gatuingt, F. (2008). Anisotropic damage modelling
of biaxial behaviour and rupture of concrete structures. Computers and Concrete,
5(4):417–434.

Ragueneau, F., La Borderie, C. et Mazars, J. (2000). Damage model for concrete
like materials coupling cracking and friction, contribution towards structural damping :
first uniaxial application. Mechanics Cohesive Frictional Materials, 5:607–625.

Ramtani, S. (1990). Contribution a la modélisation du comportement multi-axial du
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