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émanant des établissements d’enseignement et de
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Résumé

Une onde acoustique qui rencontre un obstacle exerce, en moyenne, une force sur sa
surface. La pression associée est appelée pression de radiation et résulte d’une interaction
non linéaire entre l’onde et l’obstacle.

Initialement, la faible manifestation de cette force ne suggérait pas d’applications po-
tentielles. Néanmoins, avec l’avènement de sources acoustiques de haute puissance mais
aussi avec le développement de l’acoustique ultrasonore, il a rapidement été envisagé de
manipuler de petits objets à distance par pression de radiation. Depuis, c’est via l’exci-
tation d’ondes stationnaires dans des cavités que cette méthodologie connait son essor.
On parle alors de lévitation acoustique ou bien d’acoustophorèse lorsqu’il s’agit de trier
et séparer de particules dans un milieu fluidique.

Parallèlement, la pression de radiation de la lumière a elle aussi rapidement permis
de piéger et de manipuler des objets de taille nanométrique à micrométrique. Grâce à
un unique laser fortement focalisé, la pince optique a donné une grande flexibilité aux
techniques de manipulation sans contact et est devenue un outil fondamental pour de
nombreuses disciplines scientifiques. Cependant, les faibles forces développées, les impor-
tantes intensités lumineuses et la petite taille des objets en sont d’importantes limites,
particulièrement pour leur application en biologie.

Alors que les domaines de l’acoustique et de l’optique présentent un certain nombre de
similitudes, il n’existe pas l’équivalent de la pince optique en acoustique utilisant un unique
faisceau pour piéger des particules. Le travail de recherche présenté ici donne un ensemble
d’éléments théoriques et expérimentaux profitables à la fois pour la compréhension de la
pression de radiation en acoustique et le dimensionnement d’une pince acoustique utilisant
un unique faisceau ultrasonore : le vortex acoustique. Ce travail trace l’esquisse d’une
nouvelle méthode de manipulation sans contact et qui promet de donner une véritable
dextérité de préhension à la pince acoustique à l’échelle de la particule unique. Les faibles
intensités nécessaires associé aux larges forces développées sont des caractéristiques qui
sauront se montrer attractives pour imaginer un large panel de nouvelles applications
scientifiques.
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Abstract

As an acoustic wave impinges an obstacle, a mean force is exerted on its surface. This
so-called radiation pressure arises from the non linear interaction between the wave and
the object.

The early history of this force did not suggest any application of such a feeble effect.
Nevertheless, as technological advances improved the prospects of new powerful sound
sources so as the fast development of ultrasonics, it was rapidly considered to use the
acoustic radiation pressure as a mean of non-contact manipulation of small objects. Ever
since, standing wave schemes excited in cavities has been the preferred strategy that is
becoming considerably popular. Such methodologies are known as acoustic levitation or
acoustophoresis when particle sorting and separation in fluidic channels is considered.

In the same time, the radiation pressure of light was also recognised to accurately trap
and manipulate small objects ranging in size from hundreds of nanometres to micrometres.
Using a single focused laser beam, optical tweezers brought a great dexterity to non contact
manipulation techniques and rapidly grew to become a fundamental tool in many scientific
fields. However, the minuteness of the force, the very high intensities required and the
smallness of trappable objects are important and well-known limitations in particular for
biological applications.

Although optics and acoustics have shown many similarities, a strict acoustical ana-
logue to optical tweezers using a single beam to trap small objects is yet to be demonstra-
ted. Theoretical and experimental efforts are presented in this thesis and shed light on the
underpinning physical mechanisms of single-beam acoustical tweezers. The analysis of a
peculiar beam’s radiation pressure, i.e. acoustical vortices, unveiled new characteristics for
single-beam trapping and manipulation. Our experimental demonstration along with the
low intensities required and the large forces developed show promise for a wide spectrum
of new scientific applications.
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Introduction

Les techniques de manipulation d’objets, à distance et sans contact, ont une impor-
tance pour un vaste domaine de disciplines scientifiques. Un objet qui est piégé et isolé des
contraintes imposées par son environnement, peut ensuite être étudié en détail ou servir
d’outil pour une autre application. L’emploi de ces méthodes donne fréquemment une
information riche sur des mécanismes fondamentaux et variés, qui peut être associée à la
force utilisée pour manipuler. Dans le cas de l’expérience célèbre de Millikan, la force élec-
trostatique permettant de léviter des gouttelettes d’huile contre leur poids, a donné une
première mesure du quanta de charge électrique attribué à l’électron [1]. Les expériences
de lévitation magnétique ont permis, entre autre, une compréhension de la supraconduc-
tivité et l’effet Meissner qui lui est associé [2]. Par ailleurs, le piégeage optique à l’aide de
faisceaux lasers a donné accès à un nombre considérable d’études fondamentales sur les
objets qui pouvaient être manipulés de cette façon [3] mais aussi sur les propriétés intrin-
sèques de la lumière elle-même. Concernant les forces qu’exercent les ondes acoustiques,
elles ont permis d’étudier les propriétés fondamentales de liquides en suspension dans des
cavités à ondes stationnaires [4], ou encore, de donner un cadre approprié pour l’étude du
phénomène spectaculaire qu’est la sonoluminescence [5].

La pression de radiation acoustique est le cadre dans lequel s’inscrit ce travail. Cet effet
ondulatoire non linéaire caractérise la force moyenne exercée sur un objet en interaction
avec l’onde. Les pinces optiques, qui utilisent la pression de radiation de la lumière, per-
mettent de piéger et de manipuler une particule avec la pression de radiation d’un unique
faisceau laser. Ce schéma, très simple, rend la pince optique performante et facilement
manœuvrable dans l’espace. Sa dextérité en ont fait un outil très puissant pour de nom-
breuses études scientifiques. Parallèlement, les techniques de manipulation sans contact
en acoustique commencent à révéler de nombreux atouts et suscite un net regain d’inté-
rêt d’une vaste communauté scientifique. Néanmoins, à l’heure actuelle, aucun dispositif
n’a intégré le concept de pince à faisceau unique qui a donné une véritable dextérité de
préhension à son homologue optique, limitant ainsi le dessein favorable offert à la force
acoustique. Par une analyse détaillée de la pression de radiation acoustique, l’objectif
de cette thèse est donc de comprendre les mécanismes de la manipulation sans contact
d’un objet à l’aide d’un unique faisceau ultrasonore focalisé. Dans ce premier chapitre
introductif, nous retraçons l’historique des concepts de pression de radiation à la fois en
optique et en acoustique. Nous dressons ensuite un bilan des applications de ces forces à
la manipulation d’objets sans contact. Pour finir, nous présentons les objectifs principaux
de cette étude ainsi que l’organisation du manuscrit.
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Introduction

I.1 Pression de radiation optique : échange de quantité
de mouvement

Historiquement, l’idée que la lumière puisse posséder une quantité de mouvement et
ainsi exercer une force sur un objet neutre, ou encore une pression de radiation 1, remonte
aux observations astronomiques de Kepler (1612). Afin de proposer une explication à
l’orientation particulière de la queue de poussière 2 des comètes orbitant à proximité du
soleil, il invoque un effet mécanique de la lumière provenant de celui-ci. En 1873, Maxwell
dans sa théorie de l’électromagnétisme a écrit : "Hence in a medium in which waves are
propagated there is a pressure in the direction normal to the waves and numerically equal
to the energy in unit volume", formulant ainsi théoriquement l’existence de la pression
de radiation 3. Les contraintes électromagnétiques qui régissent l’action mécanique de la
lumière s’écrivent :

σij = ε1EiEj +
1

µ1

BiBj −
1

2

(
ε1E

2 + 1
µ1
B2
)
δij, (1)

où Ei et Bi sont la i−ème composante du champ électrique et magnétique. ε1, µ1 sont
respectivement la permittivité et la perméabilité diélectrique du milieu (supposé transpa-
rent) et δij le symbole de Kroenecker. Ce tenseur de rang deux se rencontre sous le nom
de tenseur des contraintes de Maxwell ou encore tenseur de Minkowski 4. On peut alors
calculer la force moyenne exercée sur un objet rencontrant l’onde électromagnétique par :

Fi =

∫
S

〈σij〉nj dS. (2)

où Fi est la force qui s’exerce dans la direction i sur l’objet et la convention de sommation
d’Einstein a été adoptée. S est une surface qui l’entoure complètement et de vecteur normal
extérieur nj. La force nette est donc un effet obtenue en prenant la moyenne temporelle
〈·〉 des contraintes électromagnétiques. Si la lumière se réfléchit en incidence normale sur
une surface plane, la pression associée à cette force se réduit à :

P =
〈N〉
c

= 〈w〉 (3)

1. Aussi usuellement rencontrée sous le nom pression de rayonnement.
2. La queue de poussière provenant de la fonte de la comète à proximité du soleil est électriquement

neutre. Une deuxième queue est distinguée de la première car les ions légers qui la composent sont eux
poussés par le vent solaire.

3. Notons dès à présent, que le concept de pression est utilisé comme une force par unité de surface et
non pas comme une pression hydrostatique. Dans le cadre de l’acoustique, cette différence sera à l’origine
de nombreuses confusions.

4. La version de ce tenseur donnée par Maxwell est réservée la propagation de la lumière dans le vide.
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Pression de radiation acoustique : influence du milieu de propagation

où N est le module du vecteur de Poynting, ~N = ~E ∧ ~B. Cet effet est donc non linéaire et
est proportionnel au carré de l’amplitude du champ, plus exactement à la densité d’énergie
électromagnétique, 〈w〉. La force appliquée peut aussi être comprise par la deuxième loi
de Newton et la quantité de mouvement que possèdent les photons. La surface exerce
une force sur un photon qui la percute par vertu de la modification de sa quantité de
mouvement (après réflexion). La troisième loi de Newton indique alors que la surface
ressent une force égale mais de direction opposée.

En appliquant cette expression au calcul de la pression de radiation exercée par notre
soleil, Maxwell trouve une pression très faible dont l’effet mécanique serait difficilement
observable. En effet, il faudra attendre le début du XXème siècle pour avoir la première
confirmation expérimentale des valeurs avancées par la théorie de Maxwell. Indépendam-
ment, Lebedev [6] (1901) et Nichols et Hull [7] (1903) ont mesuré la pression de radiation
exercée par un faisceau de lumière 5. Depuis, de nombreuses applications de cette force
ont vu le jour et nous détaillerons plus loin une des manifestations les plus spectaculaires :
la manipulation d’objets sans contact.

I.2 Pression de radiation acoustique : influence du mi-
lieu de propagation

I.2.1 Définitions

Peu de temps après la vérification de l’existence d’une pression de radiation en op-
tique, son analogue acoustique a été recherché et comme souvent, l’histoire commence
avec Rayleigh. En 1905, il publie une expression pour la pression de radiation qui porte
aujourd’hui son nom [8]. Dès ses débuts, le concept a connu des difficultés. En effet, Ray-
leigh lui même avait déjà donné une autre expression pour cette pression [9] en 1902 6. La
situation est différente de celle rencontrée en optique puisque le milieu dans lequel l’onde
se propage est lui-même mis en mouvement. Cette surpression acoustique, liée uniquement
à la présence de l’onde, pourrait en principe participer elle-même à la pression de radia-
tion. Par ailleurs, il est aisé de vérifier qu’une onde mécanique ne possède pas de quantité
de mouvement [10], et la vision corpusculaire propre à l’optique n’est pas adéquate pour
une onde mécanique. Une erreur pourtant commise par Rayleigh en reprenant les propos
de Poynting s’exprimant sur le sujet et qui lui valu une critique de Brillouin [11].

Ainsi en acoustique, la pression de radiation ne peut pas se résumer à une simple force
par unité de surface, exercée par un faisceau qui transporte une quantité de mouvement.

5. Le dispositif expérimental menant à la démonstration porte le nom de radiomètre de Nichols. Il
n’est pas à confondre avec le radiomètre de Crookes dont la rotation avait initialement été attribué par
l’inventeur à la pression de radiation, initiant ainsi une controverse scientifique. L’explication finale de la
propulsion de ce système réside dans la force résultant de l’apparition d’un gradient de température.

6. Rayleigh l’a obtenue en prenant l’hypothèse d’une onde plane se propageant dans un gaz isotherme.
Cette deuxième expression est aujourd’hui celle connue pour la pression de radiation de Langevin qui a
été obtenue dans l’hypothèse, correcte, de transformation adiabatique.
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Introduction

Le point de départ est de calculer "l’excès de pression" moyen qui existe à la surface de
l’objet, et qui, intégré sur cette surface, donne la force moyenne. Procédant ainsi, Rayleigh
donne pour une onde plane en incidence normale sur un objet plan :

〈pL〉 − p0 =
β

2
〈E〉 (4)

où 〈E〉 est la densité moyenne d’énergie Lagrangienne transportée par l’onde, β le coeffi-
cient de non-linéarité du milieu et p0 sa pression hydrostatique au repos. Pour obtenir la
force, il faut ensuite évaluer l’excès de pression moyen (dans le temps) dans le repère lié
à la surface mobile de l’objet. Les coordonnées matérielles sont utilisées et la pression la-
grangienne, pL, est de rigueur 7. L’excès de pression selon Rayleigh semble donc purement
non linéaire puisqu’il est nécessaire de considérer les termes d’ordre deux dans la propa-
gation de l’onde pour obtenir l’excès de pression à l’ordre deux et proportionnel à β 8. Le
cas qu’il traite pour obtenir cette expression est celui d’une onde plane d’extension infinie
incidente sur une surface plane. De manière équivalente, cette situation peut être repré-
sentée par une onde plane confinée dans son milieu de propagation sans communication
avec le milieu extérieur au repos.

Langevin qui s’est lui aussi intéressé au problème après Rayleigh, donne une deuxième
expression pour l’excès de pression statique qui s’écrit [13] 9 :

〈pL〉 − p0 = 〈V 〉+ 〈T 〉 = 〈E〉 (5)

cette équation porte le nom de première relation de Langevin où 〈V 〉 et 〈T 〉 sont respec-
tivement les densités d’énergies potentielle et cinétique de l’onde. Dans le cas de l’onde
plane, l’équipartition de l’énergie donne 〈E〉. Le cas traité par Langevin est foncièrement
différent. L’onde plane n’est plus confinée mais peut communiquer avec le reste du milieu
au repos. D’après Hertz et Mende [14], cette communication implique un équilibrage de
la pression statique entre la région excitée et celle au repos. Une fois équilibré, l’excès
de pression statique dans la région excitée demeure d’ordre deux mais se calcule avec
suffisamment de précision à partir de la densité d’énergie transportée par la perturbation
acoustique 〈E〉. Il apparait alors inutile de faire intervenir les non-linéarités du milieu.

En somme, l’influence du milieu de propagation apparaît donc aussi par l’existence
de deux méthodes pour calculer l’excès de pression. Il existe alors deux expressions de
la pression de radiation qui intégrées sur la surface excitée donnent la force acoustique
moyenne :

7. Il est bien sûr possible d’utiliser les coordonnées d’Euler à la condition de remarquer que les quantités
de second ordre ne sont pas égales dans les deux représentations [12].

8. Ceci est fait en cherchant le premier terme qui viole la loi de Hooke dans l’équation d’état.
9. Les développements de Langevin exposés au sein du Collège de France ont été publiés par son

étudiant, Pierre Biquard en 1932.
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Pression de radiation acoustique : influence du milieu de propagation

pR = 〈pL〉 − p0 =
β

2
〈E〉 (6)

pL = 〈pL〉 − p0 = 〈E〉 (7)

où pR et pL sont respectivement les pressions de radiation de Rayleigh et de Langevin.
Il est régulièrement avancé que cette différence de point de vue est la conséquence d’un
problème mal posé. D’après Hertz et Mende [14], les conditions nécessaires pour obtenir
l’expression de Rayleigh apparaissent comme purement théoriques. En effet, en milieu
libre, la communication avec le milieu au repos est inévitable et rares sont les systèmes
donnant lieu à la propagation d’une onde plane dans un milieu confiné 10. Les configura-
tions expérimentales conduisent majoritairement à la pression de radiation de Langevin.
La deuxième moitié du XXème siècle a alors vu apparaitre un ensemble de confusions sur
le sujet. La lecture des articles de synthèse [15, 11, 16, 17] est recommandée.

Par ailleurs, une autre portion de la littérature est venue défier les deux précédents
concepts sous l’élan de Brillouin. Dans son analyse du problème [18, 19], il donne une
toute autre dimension à la pression de radiation. De prime abord, il peut être pensé que
la pression de radiation de Langevin (Eq. (5)) est applicable dans un problème tridimen-
sionnel et indépendamment de la nature de l’onde (l’hypothèse d’onde plane n’est pas
nécessaire pour obtenir la première relation de Langevin). La densité d’énergie 〈V 〉+ 〈T 〉
serait alors la quantité scalaire universelle appelée pression de radiation. Il n’en est rien.
Brillouin a montré en coordonnées Eulériennes que la force se calcule à partir d’un tenseur
de rang deux homogène à une pression. Nous verrons en détail au chapitre suivant que la
force moyenne qui s’exerce sur l’objet s’écrit alors :

Fi =

∫
S

〈Πij〉nj dS, (8)

où le tenseur de radiation de Brillouin a pour expression :

〈Πij〉 = 〈pE〉δij + 〈ρvivj〉. (9)

S est une surface entourant complètement l’objet et immobile dans le repère Eulérien.
Le vecteur ~n est la normale sortante de cette surface. Remarquons une analogie formelle
avec la force électromagnétique. Les contraintes sont elles aussi tensorielles (Eq. (1)) 11.
L’excès de pression, 〈pE〉, se calcule en coordonnées Eulériennes. Une deuxième relation
rapportée par Biquard [13] est :

〈pE〉 = 〈V 〉 − 〈T 〉+ C (10)

10. Un tube à ondes stationnaires excité à basse fréquence peut rendre compte de cette situation.
11. L’analogie s’arrête là. Le photon a une quantité de mouvement bien définie alors que la pseudo-

particule appelée phonon n’en a simplement pas.
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qui est la deuxième relation de Langevin. C est une constante en temps et en espace
qui, dans le cadre des équations (8) et (9), ne contribue pas à la force (l’intégration
s’effectuant sur une surface fermée). Par contre, elle importe pour trouver le lien entre
l’excès de pression Eulérien (10) et la pression de radiation de Rayleigh [20]. Il est à noter
que l’équation (10) est une relation qui n’est valable qu’au second ordre acoustique [12]
et s’écrit :

〈pE〉 =
1

2ρ0c2
〈p2

1〉 −
1

2
ρ0〈|~v(1)|2〉 = −L (11)

où c est la vitesse de propagation acoustique et ρ0 la masse volumique du milieu au repos.
L est la densité Lagrangienne d’énergie de l’onde. L’excès de pression qui intervient dans
le tenseur de Brillouin se calcule donc avec la seule connaissance du champ de pression
p1 et de vitesse ~v(1) au premier ordre. Puis, seulement dans le cas où l’onde incidente est
plane, disons ~v(1) = (v, u = 0, w = 0), on a alors pour un objet plan orienté suivant la
direction de propagation ~e1 :

F1 =

∫
S

〈Π11〉 dS =

∫
S

〈E〉 dS,

F2 =

∫
S

〈Π12〉 dS = 0, (12)

F3 =

∫
S

〈Π13〉 dS = 0. (13)

puisque L = 0 en conséquence de l’équipartition de l’énergie d’une onde plane et ρ0v
2 =

2〈T 〉 = 〈E〉. Ce n’est que dans ce cas que l’on retrouve la pression de radiation de Lan-
gevin. Par contre, si l’onde n’est pas plane ou l’objet quelconque, la force n’est pas direc-
tement proportionnelle à la densité d’énergie portée par l’onde. On rejoint le concept de
Brillouin ; il n’existe aucune quantité scalaire qu’on pourrait appeler pression de radia-
tion et qui serait définie universellement. Le concept de force moyenne qui est tensorielle
dépend fondamentalement de la forme de l’objet et de la nature du champ incident 12.
Pour illustrer ce point, la figure 1 est extraite du travail de Hertz et Mende. Elle montre
très clairement que l’interface entre deux fluides immiscibles est sujette à une pression de
radiation provenant du faisceau ultrasonore qui s’y propage. De plus, on voit que le sens
de la déformation dépend du contraste d’impédance entre les deux fluides et ne dépend
pas uniquement du sens de propagation. La pression de radiation dépend donc de la va-
leur du tenseur de Brillouin dans chaque milieu qui par voie de conséquence dépend des
coefficients de réflexion et de transmission de l’énergie à l’interface.

À la lumière de nos connaissances, nous résumons la situation comme suit. Il y a une
controverse pour calculer l’excès de pression qui, in fine, exerce une force sur un objet.

12. Brillouin préféra parler de "tensions de radiation" puisqu’en général ce tenseur ne correspond pas
à une contrainte isostatique. Nous garderons ici la terminologie de pression de radiation pour désigner la
force acoustique.
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Pression de radiation acoustique : influence du milieu de propagation

Figure 1 – Photographie reproduite de l’expérience de Hertz et Mende [14]. Une onde se
propage dans un milieu constitué de deux fluides immiscibles, l’eau et le Tétrachloromé-
thane (CCl4). La déformation de l’interface sujette à une pression de radiation dépend de
l’impédance acoustique de chaque milieu.

Alors que la pression de radiation de Langevin a été confirmée a plusieurs reprises expé-
rimentalement, la pression de radiation de Rayleigh semble plus en difficulté même si le
débat n’est probablement pas clos [21, 22]. Il s’agit donc de rester prudents. Néanmoins,
la vision tensorielle de Brillouin associée à la seconde relation de Langevin, est une pro-
cédure sure et confirmée à plusieurs reprises dans la littérature que ce soit théoriquement
ou expérimentalement. C’est notamment le cas pour la pression de radiation qui s’exerce
sur une sphère, un problème que nous allons maintenant aborder.

I.2.2 Pression de radiation de Langevin sur une sphère

Louis King [23] est le premier à avoir considéré ce problème (1935). Dans le formalisme
des harmoniques sphériques, il calcule la pression de radiation qu’exerce une onde plane
(progressive ou stationnaire) sur une sphère rigide (la sphère est un réflecteur parfait
pour l’onde). Il obtient un résultat important en considérant une sphère de petite taille
devant la longueur d’onde ; la force est beaucoup plus élevée dans une onde stationnaire.
Son approche est reprise pour des fronts d’onde sphériques par Embleton [24]. Yosioka et
Kawasima (1955 [25]) étendent l’approche de King pour prendre en compte l’élasticité de
la sphère. Ils observent alors des pics de résonance dans la force attribués à des ondes qui se
propagent à la surface de la sphère. De manière remarquable, ils confirment leur prévision
théorique dans une expérience utilisant une sphère de silice suspendue à un fil [26, 27].
Une application rapidement visée était l’étalonnage des transducteurs ultrasonores utilisés
dans les applications médicales. L’intensité du faisceau peut être déduite de la force. Une
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méthode proposée par Dunn [28] utilise une sphère suspendue sur un pendule et permet
de mesurer la pression de radiation exercée. Néanmoins, il a rapidement été reconnu
que l’hypothèse d’onde plane, propre aux travaux de King, Yosioka et Kawasima, était
rarement rencontrée en expérience. Chen et Apfel [29, 30] s’intéressent alors au problème
de la force exercée sur une sphère élastique positionnée sur l’axe de propagation d’un
faisceau focalisé. Il ressort de leur étude l’importance de la position relative de la sphère
par rapport à la focale du transducteur. Ils ne traitent pas le cas d’une sphère positionnée
hors de l’axe de propagation. Les études citées précédemment supposent une symétrie
importante : dans le repère lié à la sphère, le champ incident doit être axisymétrique.
Il est évident que positionner une sphère hors de l’axe d’un faisceau, ou bien supposer
un champ aux fronts d’onde quelconques suffit à briser cette hypothèse forte. Marston,
dans une série de publications dédiée à l’étude des faisceaux de Bessel 13, calcule la force
qu’ils exercent sur une sphère élastique [31, 32, 33, 34, 35]. Procédant astucieusement à
une décomposition du champ incident en une superposition d’ondes planes, il applique les
résultats bien connus pour celles-ci. Son analyse est cependant elle aussi restreinte au cas
d’une sphère placée sur l’axe du faisceau. Son approche montre clairement l’importance
du calcul du champ diffusé et la difficulté qui en résulte quand elle est située hors de l’axe
du faisceau.

Pourtant, la position de la sphère dans la scène sonore est un élément très important
pour l’ensemble des applications qui peuvent être imaginées. En effet, sous l’action de la
pression de radiation, la sphère ne restera pas statique. Hormis le cas spécial de l’onde
plane, la force ressentie par la sphère différera souvent fortement suivant sa position.
Animés par les applications visant à manipuler un objet avec un faisceau acoustique,
Shung et al. [36, 37] ont considéré la force exercée sur une sphère par un faisceau de type
Gaussien. Ils se placent dans le régime de l’acoustique géométrique ; la taille de la sphère
est contrainte à être grande devant la longueur d’onde du faisceau.

Prenant l’hypothèse inverse, i.e. une sphère très petite devant la longueur d’onde,
Gor’kov (1962) donne une expression élégante de la force pour une sphère placée n’im-
porte où dans un champ de type stationnaire [38]. Il remarque alors que dans le cas
d’ondes stationnaires, la pression de radiation acoustique est une force conservative et
donc qui dérive d’un potentiel. La topologie de ce potentiel (soit aussi la stabilité de la
force acoustique) dépend de deux contrastes différents. Le premier compare la compres-
sibilité du fluide et celui de la sphère. Il caractérise la capacité de la sphère à rentrer en
oscillation monopolaire. Un deuxième contraste dit d’inertie, caractérise la capacité de
l’onde à accélérer une particule dans un mouvement dipolaire et dépend de la densité du
fluide et de l’objet. Du fait de la simplicité de son expression analytique, mais aussi de son
large champ d’application, il est devenu possible de prévoir la force ressentie par la sphère
pour une position quelconque de celle-ci. Son expression est de loin la plus utilisée pour
les applications de la pression de radiation en acoustique. Récemment, Settnes et Bruus
[39] ont étendu la théorie de Gor’kov pour prendre en compte la viscosité du milieu.

13. Ce sont des solutions particulières de l’équation de Helmholtz en coordonnées cylindriques. Nous
les décrirons en détail au chapitres II et III.
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L’étude des vortex (des faisceaux particuliers aux fronts d’onde hélicoïdaux 14) ont dé-
montré d’importantes propriétés pour la manipulation d’objets en optique. Obtenus plus
récemment en acoustique, l’étude de leur pression de radiation a aussi suggéré des poten-
tialités. Marston [34] étudie le cas des faisceaux de Bessel hélicoïdaux et leur découvre
la propriété de pouvoir tirer de manière continue un objet vers la source du faisceau. Un
effet qui a été rediscuté par la suite [40]. Kang et al. [41] appliquent l’analyse de Gor’kov
à un exemple particulier de ces faisceaux mais ne semblent pas avoir considéré que leurs
fronts d’onde étaient progressifs (la théorie de Gor’kov ne s’appliquant pas).

Prenant en compte un champ acoustique aux fronts d’onde quelconques ainsi qu’une
position et une taille de la sphère arbitraires, il semble, qu’à l’heure actuelle, aucun modèle
analytique suffisamment général n’existe pour traiter un ensemble de situations impor-
tantes (faisceaux tridimensionnels, progressifs et stationnaires). Bien que des approches
numériques utilisant la méthode des différences finies [42], des volumes finis [43] et des
éléments finis [44] aient donné des résultats satisfaisants en deux dimensions (problèmes
axisymétriques), aucune ne propose de traiter un problème général à trois dimensions.

I.3 Application de la pression de radiation à la mani-
pulation d’objets sans contact

I.3.1 Pièges optiques

La faiblesse des forces optiques prédites par la théorie de Maxwell (Eq. (2)) ne lais-
saient pas envisager de réelles applications. Seulement en astronomie, où les intensités lu-
mineuses sont énormes, voyait-on une manifestation de l’effet mécanique de la lumière 15.
Il a fallu attendre l’avènement des premiers lasers pour significativement changer la si-
tuation. En 1970, Arthur Ashkin observe pour la première fois l’accélération de particules
micrométriques et leur piégeage dans un puits de potentiel stable [3]. Le schéma de ses
expériences est montré à la figure 2. Procédant dans l’eau, la pression de radiation d’un
seul laser accélère les particules de latex dans la direction de propagation du faisceau.
Elles viennent alors percuter la boite à échantillons et restent piégées latéralement. Il a
alors l’idée de contrer l’accélération axiale en utilisant un deuxième laser. Les particules
étaient alors confinées entre la focale des deux faisceaux. Dès le départ, il entrevoit la
possibilité de piéger des molécules et même des atomes. Ses recherches ont finalement
mené au refroidissement d’atomes par laser [46, 47] 16. En accordant la fréquence du laser
à une des transitions atomiques, l’absorption et l’émission spontanée d’un photon permet

14. Ses faisceaux particuliers seront aussi présentés en détail au chapitre II.
15. Poynting avait écrit en 1905 : "A very short experience in attempting to measure these forces is

sufficient to make one realize their extreme minuteness... a minuteness which appears to put them beyond
consideration in terrestrial affairs... " [45]
16. Les développements d’Ashkin ont largement contribué aux travaux de Tannoudji, Chu et Phillips

qui se sont vus décerner le prix Nobel de physique en 1997. Steven Chu a longtemps collaboré avec Ashkin
au sein des Bell labotatories.
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dans ce cas de ralentir les atomes et diminuer ainsi leur agitation thermique.

Figure 2 – Schéma reproduit de la première expérience d’Ashkin (1970). Il observe
l’accélération de particules micrométriques sujettes à la pression de radiation d’un laser
en (a) et les piège dans un puits de potentiel stable à l’aide d’un deuxième laser en (b).

Ce n’est qu’en 1986, qu’il propose d’utiliser la force de gradient d’un seul laser for-
tement focalisé pour piéger des particules en trois dimensions [48]. Pour y parvenir, il
fallait trouver une méthode pour contrer la forte accélération axiale qu’il observait dans
ses premières expériences. L’utilisation de lentilles convergentes avec une forte ouverture
numérique (atteignant le plus souvent un angle d’ouverture de 70◦) a permis de faire
dominer la force attractive de gradient devant la force de poussée axiale résultant de la
rétrodiffusion de la lumière. L’utilisation de particules transparentes devient aussi néces-
saire (leur indice optique doit être proche de celui du milieu de propagation). Grâce a un
laser fortement focalisé, la force agit donc localement comme un "ressort", maintenant la
particule dans une unique position d’équilibre stable. Sur la figure 3 (a), il est possible
de comprendre l’action du faisceau par la conservation du moment des photons incidents
et réfractés par une sphère transparente. Cette expérience concluante marque l’invention
des pinces optiques qui sont depuis devenues un outil formidable pour un vaste champ
d’applications en chimie, biologie, robotique et en physique [49, 50, 51, 52]. Block [53] met
l’emphase sur la grande dextérité offerte par ce schéma utilisant un faisceau unique et ses
avantages pour les applications en biologie.
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(a) (b)

Figure 3 – Principe de fonctionnement d’une pince optique. En (a), la force de gradient
exerce un rappel sur une particule transparente quelque soit sa position près de la focale
(schéma extrait de la référence [51]). En (b), photo prise par Ashkin d’une particule piégée
dans un laser fortement focalisé.

Depuis, le développement de nouvelles fonctionnalités pour les pinces optiques en ont
fait des outils courants d’investigation scientifique. Allen [54] a démontré l’existence d’un
moment cinétique orbital bien défini pour les faisceaux de Gauss-Laguerre (un exemple
de vortex optiques). Ce degré de liberté supplémentaire a permis de mettre en rotation
des particules par absorption [55] pendant qu’elles étaient piégées. En outre, Simpson
et al. ont pu distinguer l’action combinée du moment cinétique intrinsèque (de spin) et
extrinsèque (orbital) que possèdent les photons d’un vortex optique [56, 57]. La dyna-
mique de la particule piégée dépend fortement du milieu dans laquelle elle évolue. Une
particule piégée peut ainsi devenir un outil pour sonder la rhéologie de divers fluides à
l’échelle microscopique [58] et parfois même dans des conditions extrêmes de pression et
de température [59]. La sphère piégée peut aussi agir sur le fluide comme le démontrent
Leach et al. avec la mise en place d’une "micropompe" [60]. Grier a introduit le concept
des "holographic optical tweezers" pour une reconfiguration en temps réel de la forme et
des propriétés de multiples pièges [61, 62] donnant ainsi une importante flexibilité à cette
méthode de micromanipulation.

Concernant les applications en biologie, il a dès le départ été reconnu que l’utilisation
de pinces optiques pouvait causer un dommage irréversible sur les objets fragiles 17. En
effet, typiquement, l’intensité à la focale du faisceau fortement focalisé peut atteindre 107

à 108 W/cm2 pour développer des forces faibles de l’ordre du piconewton. Ainsi le faisceau
échauffe à la fois l’objet et le milieu et il devient nécessaire d’accorder le laser à une lon-

17. Dans l’expérience d’Ashkin (1986), les particules de latex piégées finissaient par fondre en quelques
minutes voire secondes suivant l’intensité du faisceau. Il baptise "opticution" le dommage optique exercé
sur les particules biologiques [63].
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gueur d’onde proche de l’infrarouge 18. Aussi, l’intensité nécessaire pour piéger augmente
avec la taille de l’objet. Néanmoins, la dextérité de l’outil reste très prisée des biologistes
et biophysiciens. La technique privilégiée est d’utiliser une sphère micrométrique piégée
comme une poignée attachée à une entité biologique pour venir mesurer son élasticité
ou toute autre propriété. Cette technique a été appliquée à l’étude de molécules (telle
l’ADN), virus ou bactéries [49, 64] .

I.3.2 Pièges acoustiques

À une toute autre échelle, il semblerait que la première observation d’un objet lévité
par une onde acoustique ait été faite par Allen et Rudnick [65] en 1947. En rapportant
sur la fabrication d’une sirène haute puissance dans les fréquences audibles, ils ont éga-
lement observé, pour leur simple amusement, la lévitation de pièces de monnaie placées
dans le champ acoustique ; un effet confirmé plus en détail peu après [66]. Les techniques
de lévitation ont alors rapidement été développées sous l’élan de potentielles applications
aérospatiales [67]. Elles utilisent un transducteur ultrasonore (émettant à une fréquence
de 20 à 100 kHz environ), la plupart du temps focalisé, et un réflecteur pour créer une
onde stationnaire dans une cavité. Les particules solides sont ainsi piégées dans les nœuds
de pression du champ acoustique (voir Fig. 4). Finalement, en variant la fréquence d’émis-
sion dans la cavité, les particules piégées peuvent être déplacées unilatéralement avec les
lignes nodales [68]. La lévitation aérienne a rapidement mené à l’étude des oscillations
de surface de gouttes excitées dans un environnement contrôlé [69]. Ceci est devenu un
moyen d’obtenir une mesure directe de leur tension de surface [70] ainsi que de leur seuil
de rupture [71]. Les dispositifs modernes de lévitation aérienne ont intégré la possibilité
de contrôler davantage le puits de potentiel piégeant l’objet. De cette façon, un contrôle
électronique de la position de l’objet dans l’espace a pu être démontré [72, 73]. Crum
[74] a également démontré la possibilité d’utiliser une onde stationnaire pour piéger des
gouttelettes fluides dans un tube rempli d’eau. Éventuellement, en remplaçant les gouttes
par une bulle de gaz, ce sont des phénomènes tels que la sonoluminescence qui ont pu être
étudiés [5].

Wu, en 1991, s’est inspiré du concept d’Ashkin pour tenter de piéger des particules à
l’aide d’un seul faisceau ultrasonore focalisé. Dans son article intitulé "Acoustical twee-
zers" [76] c’est avec deux faisceaux contrapropagatifs qu’il piège de petites particules de
latex et des agglomérats d’œufs de grenouille. Sur la figure 5, nous montrons le schéma
de son montage et une photographie d’agglomérats d’œufs piégés près de la focale des
deux faisceaux acoustiques. Il justifie l’utilisation d’un deuxième émetteur par l’appari-
tion d’un écoulement induit par l’atténuation de l’onde acoustique (le "vent de quartz"
ou vent acoustique). Le deuxième faisceau permet d’annuler l’écoulement et crée aussi
une onde stationnaire axiale. Ce système, à la manière des systèmes de lévitation, permet
d’obtenir un puits de potentiel stable pour les particules élastiques. Notons la similitude
de son dispositif avec le premier montage d’Ashkin (Fig. 2) qui préféra distinguer la pince

18. Cette longueur d’onde minimise l’absorption de l’énergie électromagnétique dans l’eau.
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Figure 4 – Photographie d’un système de lévitation acoustique (d’après Xie et al. (2001)
[75]). Une onde stationnaire est créee entre un émetteur concave (en bas) et un réflecteur.
Les particules solides sont piégées aux nœuds de pression.

optique de son piège à onde stationnaires. Lee et al. proposent des faisceaux ultrasonores
haute fréquence (100 à 200 MHz) pour piéger latéralement des petites gouttelettes d’huile
de silicone [77, 78]. À l’aide d’une fine membrane transparente aux ondes acoustiques, ils
contrent l’accélération axiale induite par la pression de radiation du faisceau. C’est alors
uniquement la force latérale qui permet de piéger et déplacer les particules. L’utilisa-
tion d’un faisceau ultrasonore pour manipuler des particules est d’autant plus importante
qu’elle est motivée par des avantages considérables offerts par l’acoustique. Nous avons vu
que la force était proportionnelle à la densité d’énergie de l’onde à la fois en optique et en
acoustique. Soit encore, au flux d’intensité divisé par la vitesse de propagation. La force
d’une pince acoustique pourrait donc théoriquement dominer de cinq ordres de grandeur
celle retrouvée en optique. Il serait alors possible de manipuler des objets macroscopiques
et avec des forces abondantes, toute en réduisant les risques d’endommagement.

L’utilisation d’un faisceau acoustique pour manipuler des objets en trois dimensions
semble encore difficile et l’idée n’a par la suite jamais été reprise. L’utilisation de la pres-
sion de radiation acoustique à ainsi été limitée à des applications médicales. Ce n’est que
très récemment et avec le développement rapide du domaine de la microfluidique [79] et
des technologies de laboratoire sur puce ("Lab on a chip") qu’il y a eu un nouvel essor
pour les forces acoustiques. Ces environnements fluidiques contrôlés permettent de réa-
liser de nombreuses études chimiques et biologiques sur des quantités infimes de fluide
ou sur des objets du vivant. La nécessite d’agir mécaniquement dans ces environnements
a naturellement ouvert le domaine à l’utilisation de la pression de radiation acoustique.
On parle alors d’une nouvelle discipline nommée "acoustofluidique" [80, 81]. Suivant la
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Figure 5 – Schéma du montage à deux faisceaux de Wu et une photographie d’œufs
de grenouille piégés dans l’eau. Deux transducteurs focalisés émettent des faisceaux ul-
trasonores dans des directions opposées. Notez l’apparition de bandes axiales, signe de
l’existence d’une onde stationnaire.
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pression de radiation acoustique exercée sur un objet, l’acoustophorèse consiste à trier et
séparer de multiples particules et à de hautes vitesses dans des micro-canaux [82, 83] et
trouve des applications de concentration et de décontamination en biologie et médecine.
Prenant le cas des bulles, leur excitation simultanée permet d’étudier des forces d’in-
teraction qui expliquent leur auto-organisation [84]. Des bulles excitées dans ces milieux
exercent à leur tour un pouvoir d’attraction dur les objets voisins et permettent de pié-
ger et déplacer des microparticules dans ces milieux confinés [85]. Une autre technique
émergente consiste à utiliser des ondes acoustiques de surface. Elles peuvent être générées
par des multiples transducteurs inter-digités déposés sur un substrat piézoélectrique. On
peut alors émettre des ondes progressives pour agir par exemple sur des gouttes [86, 87].
À l’instar de l’acoustophorèse et des techniques de lévitation acoustique, on peut aussi
créer des puits de potentiels complexes dans les microcanaux à partir d’ondes de surface
contre-propagatives. Trouvant dans un premier temps des applications pour le tri [88], il
a rapidement été envisagé de déplacer et manipuler avec précision un objet unique dans
cet environnement 2D [89] grâce à une configuration en temps réel du puits de potentiel.
Néanmoins, ces techniques ne semblent pas pouvoir agir de manière localisée sur une seule
particule puisque l’ensemble du milieu est excité.

Concernant la rotation contrôlée de particules, il est aussi connu que les ondes acous-
tiques peuvent exercer un couple sur un objet. Ainsi, Dual et al. ont démontré la rotation
de fibres de verre [43]. En déphasant deux modes orthogonaux d’une chambre microflui-
dique rectangulaire, ils peuvent contrôler la carte spatio-temporelle du potentiel acous-
tique et donc le couple qui s’exerce sur des particules non sphériques. Comme nous l’avons
déjà évoqué pour l’optique, les faisceaux hélicoïdaux (ou vortex), possèdent un moment
cinétique orbital et plus précisément un flux orbital de quantité de mouvement en ce qui
concerne l’acoustique. Il a alors été démontré le transfert de ce flux angulaire avec des
disques absorbants à la fois dans l’air avec des vortex acoustiques audibles [90, 91] et dans
les liquides avec des vortex ultrasonores [92, 93].

I.4 Objectifs de l’étude

La volonté d’obtenir un direct analogue de la pince optique avec un unique faisceau
ultrasonore a servi de fil conducteur pour l’ensemble de cette étude. Les méthodes acous-
tiques de manipulation contrôlée reposent jusqu’à maintenant sur des systèmes d’ondes
stationnaires essentiellement. Le concept d’Ashkin rapporté à l’acoustique semble pro-
metteur pour obtenir une véritable dextérité de préhension et de manipulation à trois
dimensions tout en présentant de nombreux avantages offerts par l’acoustique.

Au sujet des développements théoriques sur la pression de radiation qui s’exerce sur
une sphère, nous avons montré qu’il n’existait aucun modèle suffisamment général pour
analyser le comportement d’une sphère arbitrairement placée dans la scène sonore. La
synthèse bibliographique ci-dessus a fait apparaitre les limitations suivantes :

– Le modèle de King applicable à une sphère rigide, et celui de Yosioka et Kawasima
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prenant en compte la compressibilité de celle-ci sont tous deux limités à l’étude
d’ondes planes.

– Leur généralisation au cas de faisceaux focalisés (Chen et Apfel) ou de Bessel (Mars-
ton) constitue un premier pas pour la prise en compte de fronts d’onde arbitraires.
Néanmoins dans leur étude, la sphère est contrainte à être placée sur l’axe de pro-
pagation du faisceau.

– Dans la limite de petite sphère devant la longueur d’onde, la formulation analy-
tique de Gor’kov a constitué un réel progrès pour modéliser l’action d’un champ
stationnaire sur une sphère élastique dans un contexte tridimensionnel.

La première étape de ce travail est donc de développer une théorie tridimensionnelle de
la pression de radiation qui s’exerce sur une sphère élastique. Le premier chapitre est
consacré à ce point. Dans une première partie, nous montrons la procédure pour traiter
le problème de la diffusion d’un champ arbitraire par une sphère élastique. De manière
équivalente, cela permet aussi de considérer une position arbitraire de la sphère dans
un champ incident fixé. Une fois déterminé, le champ acoustique total du premier ordre
permet d’obtenir les éléments du tenseur de Brillouin et calculer les composantes de la
force qui s’exerce sur la sphère. Ce calcul est montré dans une deuxième partie. La fin de
ce chapitre est consacré à une comparaison et validation du résultat avec des expressions
issues de la littérature.

Le résultat analytique obtenu pour les trois composantes de la force se présente sous la
forme de séries infinies de plusieurs coefficients introduits pendant le calcul. Cette forme
ne favorise pas l’interprétation physique de la pression de radiation exercée dans le cas
général. Dans le deuxième chapitre, nous nous plaçons dans l’hypothèse de petite sphère
devant la longueur d’onde et calculons la forme limite que prend la force. Dans ce régime,
l’excitation de la sphère se résume à sa vibration monopolaire et son oscillation dipolaire.
On retrouve alors la force de gradient de Gor’kov qui domine dans une onde stationnaire
et s’exprime simplement à partir des dérivées du champ acoustique du premier ordre. Un
deuxième terme est trouvé pour la force et est aussi exprimé à partir du champ est ses
dérivées. Ce terme devient important pour toutes les ondes de nature progressive comme
c’est le cas pour un faisceau acoustique ou d’autres systèmes d’ondes progressives.

Concernant les applications de la pression de radiation à la manipulation d’objets sans
contact. La partie qui précède fait apparaitre les points suivants :

– Les pinces optiques d’Ashkin, ont bénéficié à un large spectre d’études scientifiques.
Cette méthode de manipulation à faisceau unique est la plus simple à implémenter
et présente une très bonne dextérité. Elle est limitée aux particules de taille na-
nométrique à micrométrique. Les forces développées sont très faibles et des fortes
intensités optiques sont requises.

– La manipulation d’objets en acoustique utilise majoritairement des systèmes à ondes
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stationnaires. De la lévitation jusqu’aux applications d’acoustofludique, la pression
de radiation acoustique a montré une très bonne adéquation pour l’étude d’objets
macroscopiques, et plus spécifiquement, les organismes biologiques. La dextérité de
ces méthodes pour l’étude à l’échelle de la particule unique reste une limite.

– Les tentatives pour reproduire en acoustique le concept de pince tel que défini par
Ashkin ne sont pas totalement concluantes. Il reste a comprendre et analyser les
mécanismes de répulsion axiale qui mènent à une forte accélération de la particule
dans la direction de propagation.

Dans un quatrième chapitre, nous appliquons la théorie obtenue dans l’objectif de com-
prendre les mécanismes menant aux observations documentées et proposer une méthode
satisfaisante pour piéger et manipuler des particules avec un unique faisceau ultrasonore.
Théoriquement, une solution trouvée est d’utiliser des faisceaux focalisés particuliers : les
vortex acoustiques. Nous examinons en détail la pression de radiation que peuvent exercer
ces faisceaux dans un contexte tridimensionnel.

Un dernier chapitre est dédié aux réalisations expérimentales de cette thèse. Pour
vérifier les conclusions tirées de notre modèle, nous proposons une méthode de synthèse
performante pour générer des vortex acoustiques focalisés dans une première partie. Les
prévisions théoriques de la pression de radiation sont mises en contexte et utilisées pour
procéder à la réalisation expérimentale de la pince acoustique à faisceau unique.
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Chapitre II

Théorie tridimensionnelle de la pression
de radiation exercée sur une sphère

Introduction

Ce premier chapitre théorique va permettre de donner un cadre formel général et utile
pour l’ensemble des études de cette thèse. Il s’agit de calculer la pression de radiation
qui s’exerce sur une sphère élastique plongée dans un champ acoustique. Comme nous
l’avons vu dans le chapitre d’introduction, il semble manquer une approche suffisamment
générale pour convenablement traiter le problème pour des champs acoustiques aux fronts
d’onde arbitraires et pouvant donc être de nature tridimensionnelle. Les travaux de King
[23] et de Yosioka et Kawasima [25] ont montré que le problème pouvait être traité dans
une base sphérique centrée sur la sphère. La présente étude a pour but de lever l’ensemble
des limitations des études précédentes pour pouvoir modéliser la pression de radiation ap-
pliquée sur une sphère arbitrairement positionnée dans un champ acoustique quelconque.
Nous commencerons par fixer le cadre de la théorie de la pression de radiation qui est
celle établie par Brillouin. Puis, dans la deuxième et troisième partie, nous revisitons le
problème de la diffusion d’une onde par une sphère élastique pour fixer un cadre général
et exprimons la force moyenne qui s’applique. Pour finir le chapitre, les résultats sont
comparés aux expressions obtenues pour l’onde plane progressive et aussi pour le cas inté-
ressant des faisceaux de Bessel. Une partie du contenu de ce chapitre à fait l’objet d’une
publication [94].

II.1 Pression de radiation de Langevin : l’approche de
Brillouin

II.1.1 Avant propos

Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’il existait deux concepts de la pression de
radiation en acoustique : la pression de radiation de Rayleigh et de Langevin. Nous avons
aussi précisé à cette occasion que dans un milieu libre, c’était le concept de Langevin qui a
pu être rigoureusement vérifié par les expériences. Aussi, l’étude de la pression de radiation
exercée sur une sphère en interaction avec un champ acoustique répond aux relations
établies par Brillouin. Avant de présenter la théorie que nous avons développée pendant
la thèse, il convient de présenter son approche qui a généralisé le concept de Langevin.

27



Chap. II – Théorie tridimensionnelle de la pression de radiation exercée sur
une sphère

Son apport important consiste à prouver que le concept de "pression" de radiation est en
réalité une grandeur tensorielle.

II.1.2 Tenseur de radiation de Brillouin

La force qui s’exerce sur une particule en interaction avec un champ acoustique dans un
fluide supposé parfait est définie comme une grandeur moyenne sur une période acoustique
T = 2π/ω. Elle est obtenue en intégrant l’excès de pression sur la surface mobile de l’objet :

Fi =

〈∫
S(t)

pni dS

〉
(14)

où p(~x, t) est le champ de pression totale dans le fluide et ~n le vecteur entrant et normal
à la surface de l’objet. C’est un effet moyen à distinguer de la force instantanée appliquée
à l’objet et qui ne contribue qu’à la mise en oscillation de celui-ci. La surface S(t) de
l’objet est donc en oscillation et rend le calcul de la force moyenne délicat. Obtenir la
force nette impose de se placer dans le repère mobile lié à l’objet. Ce qui revient à se
placer en coordonnées Lagrangiennes pour évaluer l’intégrale. Cette méthode est adoptée
par King [23] mais a rarement été reprise par la suite [24]. Des difficultés mathématiques
supplémentaires compliquent le calcul de la force en suivant ce schéma 1. Pour les éviter,
tout en se plaçant en coordonnées Euleriennes, il suffit de partir de la loi de conservation
de la quantité de mouvement [95] :

∂ρvi
∂t

+
∂Πij

∂xj
= 0, (15)

avec :

Πij = pδij + ρvivj. (16)

où vi est la vitesse du fluide, Πij est le tenseur flux de quantité de mouvement. C’est
précisément un bilan sur la quantité de mouvement qui va nous permettre d’exprimer la
force. En intégrant l’équation (15) sur le volume contenu entre la surface mobile S(t) et
une surface fixe SR entourant l’objet (voir la figure 6), on obtient :

∫
V (t)

∂ρvi
∂t

dV =

∫
S(t)

Πijnj dS +

∫
SR

Πijn
′
j dS (17)

1. La sphère étant libre d’osciller, King montre que la prise en compte de ces oscillations donne
naissance à des termes de pression supplémentaires qui s’ajoutent à l’excès de pression de Langevin.
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où ~n est le vecteur sortant normal à la surface S(t) (pointant donc vers l’intérieur de
l’objet) et ~n le vecteur sortant normal à la surface SR. Il convient maintenant de réexprimer
le membre de gauche en faisant usage du théorème de transport de Reynolds :

∂

∂t

∫
V (t)

ρvi dV =

∫
V (t)

∂ρvi
∂t

dV +

∫
S(t)

ρ(vivj)nj dS (18)

qui stipule qu’en présence d’une paroi mobile dans le volume V , la variation totale de la
quantité de mouvement est due à une variation interne de celle-ci et de son flux traversant
la surface mobile S(t). Or, en ce qui concerne la propagation d’ondes dans un fluide
supposé parfait, en moyenne, la quantité de mouvement totale se conserve. En prenant la
moyenne de l’équation (18), le membre de gauche est donc nul et la relation (17) devient :

〈∫
S(t)

(Πij − ρ(vivj))nj dS

〉
= −

∫
SR

〈Πijn
′
j〉 dS (19)

Finalement, en utilisant la définition du tenseur flux de quantité de mouvement (16) et
l’expression (14), l’équation (19) nous donne pour la pression de radiation la relation
suivante :

Fi = −
∫
SR

〈Πij〉nj dS (20)

Le tenseur 〈Πij〉 est communément dénommé tenseur de Brillouin qui a été le premier
à révéler la nature tensorielle de la pression de radiation. Nous remarquons qu’aucune
hypothèse n’est nécessaire sur la forme de l’objet pour établir l’équation (20). La force
moyenne peut donc s’obtenir à partir de ce tenseur intégré sur n’importe quelle surface
immobile entourant complètement un objet quelconque. La situation peut être décrite de
la façon suivante. L’onde acoustique ne transporte pas de quantité de mouvement (pas
de transport de masse en moyenne). Par contre, localement à travers une surface, on
peut quantifier le flux de quantité de mouvement moyen qui la traverse. Ainsi la présence
de tout obstacle va modifier ce flux. Grâce à la conservation moyenne de la quantité de
mouvement (ou mathématiquement parce que le tenseur de Brillouin est à divergence
nulle), cette modification peut être quantifiée sur une surface de contrôle quelconque. On
remonte ainsi à la fraction de quantité de mouvement cédée à l’objet et qui est responsables
de la force appliquée.

La pression de radiation est calculée avec suffisamment de précision à partir des quan-
tités acoustiques du second ordre. Il faut donc donner l’expression de l’excès de pression
acoustique à l’ordre 2, 〈p2〉. Pour l’obtenir, il convient dans un milieu parfait d’utiliser la
seconde relation de Langevin introduite au chapitre précédent (Eq. 11) :

〈p2〉 =
1

2ρ0c2
〈p2

1〉 −
1

2
ρ0〈|~v(1)|2〉 = −L (21)
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Objet

Surface 
immobile

Onde incidente

Figure 6 – Objet suspendu dans un fluide parfait dans lequel se propage une
onde acoustique. La surface S(t) de l’objet est en oscillation sous l’effet du champ
acoustique incident avec un vecteur d’onde ~k. SR est une surface arbitraire entourant
complétement l’objet.

où p1 et ~v(1) sont les quantités acoustiques calculées au premier ordre. Finalement, le
tenseur de Brillouin devient au second ordre :

Πij =

(
1

2ρ0c2
〈p2

1〉 −
1

2
ρ0〈|~v(1)|〉

)
δij + ρv

(1)
i v

(1)
j . (22)

Quelques remarques sont importantes à ce point. Premièrement, la pression de ra-
diation peut être calculée directement à partir du champ de pression et de de la vitesse
au premier ordre, les non-linéarités du milieu n’interviennent pas. Ainsi, d’une manière
générale, le calcul de la pression de radiation exercée sur un objet peut se décomposer en
deux étapes :

1. Traiter le problème de diffusion. Il conduit au calcul de l’amplitude des ondes diffu-
sées dans toutes les directions de l’espace par l’objet,
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2. Le champ à l’ordre 1 étant déterminé, le calcul du tenseur de Brillouin permet
d’obtenir la force résultante sur l’objet dans une direction donnée.

Onde incidente

Milieu fluide

Particule

Onde diffusée 

Figure 7 – Repère sphérique du problème. Sphère de rayon a suspendue dans un
fluide. Elle diffuse le champ acoustique incident avec un vecteur d’onde ~k. Un repère
sphérique (r, θ, ϕ) est défini au centre de la sphère O. Des ondes sont excitées à l’intérieur
de la particule de masse volumique ρp et se propagent avec des vitesses c` et ct pour les
composantes longitudinales et transverses respectivement.

Nous allons maintenant présenter le développement de ces étapes pour calculer la pression
de radiation exercée sur une sphère élastique dans un champ acoustique quelconque. On
se munit d’un repère en coordonnées sphériques (r, θ, ϕ) centré sur la sphère (voir figure
7). Les ondes acoustiques se propagent à la célérité c dans le milieu fluide. La sphère est
élastique, homogène et isotrope, de masse ρp et de rayon a. Les ondes longitudinales et
transverses se propagent respectivement aux célérités c` et ct. Après l’extinction de tous
les phénomènes transitoires du système, la perturbation est supposée harmonique et la
convention temporelle adoptée est (e−iωt). Le problème sera traité de manière suffisam-
ment générale pour obtenir un cadre théorique tridimensionnel de la pression de radiation
exercée sur une sphère.
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II.2 Problème de la diffusion d’un champ acoustique
par une sphère élastique revisité

II.2.1 Avant propos

L’analyse classique de la diffusion d’une onde plane par une sphère liquide est due à
Anderson [96] et reconsidérée pour le cas d’une sphère élastique par Faran [97]. Ils ont
introduit la théorie générale du traitement de la diffraction en acoustique quand la sphère
est de taille quelconque devant la longueur d’onde. Epstein et Carhart [98] ainsi que Allegra
et Hawley [99] ont intégré les effets thermiques et visqueux à ces modèles. L’hypothèse
d’axisymmétrie du champ incident supposé par ces auteurs permet de traiter le problème
de manière directe à partir de l’équation de Helmhotz scalaire. De manière remarquable,
une façon de briser cette symétrie est de considérer le problème d’une inclusion élastique
dans un milieu lui aussi élastique et dans lequel se propage une onde plane cette fois-ci
polarisée transverse. C’est un problème résolu par Truell et al. [100] qui ont fait usage
pour la première fois des potentiels scalaires de Debye que nous introduirons à notre tour
plus loin. Considérant des objets de forme quelconque, Waterman formula une nouvelle
analyse de la diffraction en introduisant ce qu’il appelle alors la "T-matrix" [101]. Malgré
la généralité de son étude et de ses avantages d’un point de vue numérique, cette matrice
ne possède d’expression analytique que pour des cas bien connus comme celui de la sphère
ou du cylindre élastique.

Ici nous allons montrer qu’il est possible de généraliser la méthodologie introduite par
Anderson et Faran à un champ acoustique aux fronts d’onde arbitraires, ou de manière
équivalente, à une sphère placée à une position arbitraire dans un champ acoustique
déterminé. Le cadre formel approprié pour traiter le problème pour une sphère est celui
des harmoniques sphériques.

II.2.2 Potentiels acoustiques dans le formalisme des harmoniques
sphériques

Les équations de la mécanique des fluides se réduisent, dans le cadre de l’acoustique
linéaire, à l’équation de propagation acoustique (voir par exemple [102]). En particulier, le
champ de vitesse linéaire est supposé irrotationnel (~∇∧~v(1) = ~0) et un potentiel acoustique
peut être défini de la manière qui suit : ~v1 = ~∇φ. Dans l’hypothèse harmonique supposée
ici, l’équation de propagation devient de manière classique l’équation de Helmholtz :

(∆ + k2)Φ = 0 où k =
ω

c
(23)

Φ pouvant être de manière indifférente, une des quantités physiques suivantes : ρ1, p1, φ
où une des composantes du vecteur vitesse, ~v(1).
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Base des harmoniques sphériques

Dans le repère sphérique défini, il est possible de trouver une base orthogonale de
fonctions sur laquelle n’importe quelle solution de l’équation de Helmholtz pourra être
décomposée. En coordonnées sphériques, les solutions de l’équation (23) s’écrivent (An-
nexe A) :

Φm
n = fn(k0r)Y

m
n (θ, ϕ) (24)

où Y m
n (θ, ϕ) = eimϕPm

n (cos θ) sont les harmoniques sphériques constitués d’une fonction
sinusoïdale en ϕ et des polynômes de Legendre associés Pm

n (x). fn est une fonction de
Bessel sphérique : jn(x) et yn(x) ou bien toute combinaison linéaire de celles-ci. On utilise
fréquemment les fonctions de Hankel sphériques de première et seconde espèce h(1)

n (x) et
h

(2)
n (x) liées aux précédentes par :

h(1)
n (x) = jn(x) + iyn(x) et h(2)

n (x) = jn(x)− iyn(x)

Plusieurs relations importantes liées à cette base sont données dans l’annexe A. En
particulier pour le développement d’une fonction (indépendante de r) dans la base des
harmoniques sphériques [103] (page 403) :

f(θ, ϕ) =
∞∑
n=0

m=n∑
m=−n

cmn Y
m
n (θ, ϕ), (25)

où f est une fonction arbitraire sur la surface d’une sphère et qui est continue ainsi que ses
deux premières dérivées. Une relation fondamentale est alors l’expression des coefficients
cmn obtenus à partir des propriétés d’orthogonalité des harmoniques sphériques (Annexe
A) :

cmn =
(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!

∫ 2π

0

∫ π

0

f(θ, ϕ)Y m∗
n dΩ. (26)

où dΩ = sin θ dθ dϕ est l’angle solide.

Décomposition des potentiels du problème

Potentiels dans le fluide : En présence de la sphère, le potentiel acoustique est com-
posé de la somme du champ incident φi et du champ diffusé φd :

φ = φi + φd, (27)

qui se décomposent de la manière la plus générale comme suit :
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φi = φ0

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Amn jn(kr)eimϕPm
n (cos θ), (28)

φd = φ0

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Rm
n A

m
n h

(1)
n (kr)eimϕPm

n (cos θ). (29)

φ0 est l’amplitude réelle du champ incident. Les coefficients Amn sont à déterminer en
connaissant le champ incident et le caractérisent complètement dans la base sphérique.
On les appellera les coefficients de forme du champ incident. Le champ incident étant
défini en absence de la sphère, on utilise pour l’évolution radiale, la fonction de Bessel
sphérique jn qui est la seule à être définie à l’origine. Rm

n sont les coefficients de diffusion
que l’on recherche. Chaque coefficient représente l’amplitude de réflexion associée à chaque
onde partielle sphérique de degré n et d’ordre m. De manière à satisfaire la condition de
Sommerfeld en espace libre quand r → ∞, l’onde diffusée doit diverger à partir de la
sphère. Ainsi, on utilise la fonction sphérique de Hankel de première espèce (h(1)

n ). Dans
la suite nous poserons h(1)

n ≡ hn pour alléger les notations. Remarquons que les équations
(28) et (29) font intervenir en principe une infinité de termes pour chaque champ. En ce
qui concerne le champ incident, la convergence de la série dépend fortement de la variation
spatiale des fonctions utilisées. De manière intuitive, plus le champ s’éloigne du cas d’une
onde sphérique convergente ou divergente, plus il faudra de termes pour correctement le
caractériser. Ainsi une onde plane nécessite un spectre dense d’harmoniques sphériques
pour la caractériser dans une région de l’espace.

Potentiels dans la sphère : Dans la sphère élastique, l’équation du mouvement linéa-
risée s’écrit [104] :

− ρpω2~u = (λp + µp)~∇(~∇ · ~u) + µp∆~u, (30)

où ~u(~x) est la dépendance spatiale du champ de déplacement et λp et µp sont les deux
coefficients de Lamé. Suivant la décomposition de Helmholtz, on peut scinder le champ
de déplacement en une partie "irrotationnelle" et une partie "solénoïdale" :

~u = ~∇Φ + ~∇∧ ~A. (31)

Notons au passage que nous sommes passés d’un vecteur ~u ayant trois inconnues à deux
potentiels et quatre inconnues au total. Pour lever cette indétermination, il est d’usage
d’utiliser la condition de Jauge : ~∇·~A = 0. Cette condition permet d’établir que le potentiel
scalaire Φ et le potentiel vecteur ~A sont alors solution d’une équation de Helmholtz scalaire
et vectorielle respectivement :
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(∆ + k2
` )Φ(r, θ, ϕ) = 0 , k` =

ω

c`
= ω

√
ρp

λp + 2µp
, (32)

(∆ + k2
t ) ~A(r, θ, ϕ) = ~0 , kt =

ω

ct
= ω

√
ρp
µp
. (33)

À ce stade, le problème est considérablement simplifié lorsque la sphère est illuminée
par une onde plane. Par symétrie de révolution autour de l’axe de propagation, les champs
ne dépendent pas de ϕ et il en résulte qu’une seule composante du potentiel ~A est non
nulle : ~A = (0, 0, Aϕ). En réutilisant la condition de jauge, on pouvait alors simplement
montrer que cette composante satisfait l’équation de Helmholtz scalaire. Jusqu’ici, aucune
restriction n’a été imposée au champ incident ni à la position de la sphère en fonction
de celui-ci. Dans ce cas, il n’y a pas de solution formelle simple à l’équation (33) dans
la plupart des repères. Néanmoins, dans le repère sphérique, il est possible de démontrer
que le potentiel vecteur ~A peut s’écrire en fonction de deux potentiels scalaires, parfois
dénommés potentiels scalaires de Debye (cette démonstration est donnée en annexe B) :

~A = ~∇∧ (r~erψ) + ~∇∧ ~∇∧ (r~erχ)/kt, (34)

où ~er est le vecteur unitaire radial de la base. Ces potentiels de Debye satisfont à leur tour
l’équation de Helmholtz scalaire :

(∆ + k2
t )(ψ, χ) = 0. (35)

Il devient alors possible de décomposer les potentielles (Φ, ψ, χ) dans la base des harmo-
niques sphériques :

Φ =
φ0

ω

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Smn A
m
n jn(k`r)e

imϕPm
n (cos θ) (36)

ψ =
φ0

ω

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Tmn A
m
n jn(ktr)e

imϕPm
n (cos θ) (37)

χ =
φ0

ω

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Um
n A

m
n jn(ktr)e

imϕPm
n (cos θ) (38)

Φ caractérise la propagation des ondes de compression dans le solide alors que ψ et χ
représentent deux polarisations transverses. Les normalisations en 1/ω permettent de
garder des coefficients de décomposition Amn , Rm

n , Smn , Tmn et Um
n sans dimension. La

dimension de φ0 étant le m2/s.
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II.2.3 Application des conditions aux limites

Quatre inconnues Rm
n , S

m
n , T

m
n et Um

n ont été introduites et peuvent être déterminées
en appliquant les conditions aux limites sur la surface de la sphère, en r = a. À l’interface,
on doit vérifier la continuité des déplacements normaux et la continuité des contraintes :

u
(f)
i + u

(f)
d = ur (39)

pi + ps = −τrr (40)
0 = τrθ (41)
0 = τrϕ (42)

où u(f)
i,d est le déplacement radial des particules fluides à la surface de la sphère. Le milieu

incident est ici fluide et dépourvu de viscosité. Ceci explique le membre de gauche des
équations (41) et (42). Les éléments du tenseur des contraintes de Cauchy, τij, sont reliés
aux composantes du vecteur déplacement ui par la loi de comportement linéaire :

τij = λpεkkδij + 2µpεij où εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(43)

avec εij le tenseur des déformations linéarisées et εkk sa trace. δij est le symbole de Kro-
necker. À ce stade, on pourrait inclure les pertes visqueuses dans la sphère. Dans le cadre
du modèle de Kelvin-Voigt par exemple [105], il suffirait alors d’introduire des nombres
d’ondes complexes à la place de k` et kt et la suite du calcul ne serait pas formellement
modifiée. D’après l’équation d’Euler linéarisée :

ρ0
∂ ~v1

∂t
= −~∇p1, (44)

on peut exprimer, dans le fluide, la pression au premier ordre et le déplacement radial en
fonction du potentiel φ uniquement :

p1 = iρ0ωφ ; ur =
1

−iω
∂φ

∂r
. (45)

De façon similaire dans le solide, il est nécessaire d’exprimer le déplacement ~u et les com-
posantes du tenseur des contraintes τij en fonction des potentiels (Φ, ψ, χ) que nous avons
introduits. On fait alors usage des équations (31), (34) et (43) en traitant méthodiquement
les multiples rotationnels qui apparaissent. L’identité suivante :

~∇∧ (~∇∧ ~a) = ~∇(~∇ · ~a)−∆~a (46)
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s’avère utile pour regrouper astucieusement les différents termes. On peut ensuite recon-
naitre l’équation de Helmholtz (35) qui s’applique aux deux potentiels (ψ, χ). On obtient
ainsi :

ur =
∂

∂r

(
Φ +

∂

∂r
(rψ)

)
+ k2

t rψ

uθ =
1

r

∂

∂θ

(
Φ +

∂

∂r
(rψ)

)
+

k2
t

sin θ

∂χ

∂ϕ

uϕ =
1

r sin θ

∂

∂ϕ

(
Φ +

∂

∂r
(rψ)

)
− k2

t

∂χ

∂θ
(47)

τrr = −λpk2
`Φ + 2µp

(
∂2

∂r2

(
Φ +

∂

∂r
(rψ)

)
+ k2

t

∂

∂r
(rψ)

)
τrθ = µp

(
2
∂

∂r

1

r

∂

∂θ

(
Φ +

∂

∂r
(rψ)

)
+ k2

t

(
∂ψ

∂θ
+

1

sin θ

∂2χ

∂r∂ϕ
− 1

r sin θ

∂χ

∂ϕ

))
τrϕ = µp

(
2

sin θ

∂

∂r

1

r

∂

∂ϕ

(
Φ +

∂

∂r
(rψ)

)
+ k2

t

(
1

sin θ

∂ψ

∂ϕ
− ∂

∂θ

(
∂χ

∂r
− χ

r

)))

Il reste à appliquer les conditions aux limites définies aux équations (39)-(42) pour ex-
primer les quatre coefficients Rm

n , S
m
n , T

m
n et Um

n encore inconnus. Néanmoins, il faut au
préalable continuer à exprimer les équations (45) et (47) en utilisant l’expression des diffé-
rents potentiels dans la base des harmoniques sphériques (28),(29),(36),(37) et (38). Si ce
calcul ne présente pas de difficulté technique majeure, il reste que les étapes sont quelque
peu fastidieuses et leur exposé intégral serait ici mal venu. Par contre, nous précisons tout
de même que le calcul consite essentiellement à dériver avec soin tous les potentiels et de
remarquer alors que les équations différentielles suivantes :

(1− x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+

(
n[n+ 1]− m2

1− x2

)
y = 0 avec y = Pm

n (x) (48)

x2 d
2y

dx2
+ 2x

dy

dx
+
(
x2 − n[n+ 1]

)
y = 0 avec y = jn(x), yn(x) ou h(1,2)

n (x)

(49)

qui sont celles obtenues par Bessel et Legendre, permettent de factoriser la majorité des
termes en faisant apparaitre les inconnuesRm

n , S
m
n , T

m
n et Um

n en facteur lorsqu’on applique
les conditions aux limites en (r = a). En ayant introduit alors trois paramètres sans
dimension, x = ka, x` = k`a et xt = kta, on obtient :
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ix (j′n(x) +Rm
n h
′
n(x)) = Smn x`j

′
n(x`) + n(n+ 1)Tmn jn(xt) (50)

iρ0ω
2 (jn(x) +Rm

n hn(x)) = −λpx2
`S

m
n jn(x`) + 2µp

[
x2
`j
′′
n(x`)S

m
n

+n(n+ 1)Tmn (xtj
′
n(xt)− jn(xt))] (51)

0 = µp sin θ
dPm

n

dθ
[2Smn (jn(x`)− x`j

′
n(x`)) + Tmn

(
(n2 + n− 2)jn(xt) + x2

T j
′′
n(xt)

)]
+ imµpP

m
n U

m
n

(
xtjn(xt)− x2

t j
′
n(xt)

)
(52)

0 = imµpP
m
n [2Smn (jn(x`)− x`j

′
n(x`)) + Tmn

(
(n2 + n− 2)jn(xt) + x2

T j
′′
n(xt)

)]
− µp sin θ

dPm
n

dθ
Um
n

(
xtjn(xt)− x2

t j
′
n(xt)

)
(53)

On remarque maintenant que les équations (52) et (53) font encore intervenir une dépen-
dance angulaire alors que les conditions aux limites doivent être vérifiées quelque soit θ
ou ϕ. En fait, nous allons montrer que ces deux équations dégénèrent en deux relations
redondantes. Les polynômes de Legendre associés forment une base orthogonale telle que
[106] :

〈Pm
k |Pm

` 〉 =
2(`+m)!

(2`+ 1)(`−m)!
δk,`, (54)

et :

〈 Pm
`√

1− x2
| P n

`√
1− x2

〉 =


0 si m 6= n

(`+m)!
m(`−m)!

si m = n 6= 0

∞ si m = n = 0

(55)

où nous avons défini le produit scalaire suivant :

〈Pm
n |Pm′

n′ 〉 =

∫ π

0

Pm
n (cos θ)Pm′

n′ (cos θ) sin θ dθ =

∫ 1

−1

Pm
n (x)Pm′

n′ (x) dx en posant x = cos θ

Ensuite faisant usage des relations de récurrence suivantes [106, 107] :

(1− x2)Pm
n = (n−m+ 1)(n+m)

√
1− x2Pm−1

n +mxPm
n+1

(2n+ 1)
√

1− x2Pm−1
n = Pm

n−1 − Pm
n+1

(2n+ 1)xPm−1
n = (n−m+ 1)Pm

n−1 + (n+m)Pm
n+1
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On montre alors assez simplement que :

〈Pm
n | sin θ

dPm
n

dθ
〉 = 0

〈Pm
n |Pm

n 〉 6= 0

〈sin θdP
m
n

dθ
| sin θdP

m
n

dθ
〉 6= 0

Ces relations d’orthogonalité appliquées aux équations (50) et (51) donnent deux nouvelles
équations et le système (50)-(53) peut être mis sous la forme matricielle suivante :

A


Rm
n

Smn
Tmn
Um
n

 = B (56)

où les éléments de la matrice A sont :

A =


ixh′n(x) −x`j′n(xh′n(x)) n(n+ 1)j′n(xt) 0

iρ0ω
2hn(x) λpx

2
`jn(x`)− 2µpx

2
`j
′
n(x`) n(n+ 1)(jn(xt)− xtj′n(xt)) 0

0 2 (jn(x`)− x`j′n(x`)) (n2 + n− 2)jn(xt) + x2
t j
′′
n(xt) 0

0 0 0 jn(xt)− xtj′n(xt)


(57)

et ceux du second membre B :

B =


−ixj′n(x)

−iρ0ω
2jn(x)

0

0

 (58)

Plusieurs remarques sont à faire sur ce système d’équations. Premièrement, tous les élé-
ments des matrices A et B sont indépendants du paramètre azimutal m. Le problème
de la sphère isotrope plongée dans un fluide parfait est donc invariant par rotation et
cela quelque soient les propriétés du champ incident. Notamment, nous discuterons plus
loin dans ce manuscrit, le cas de champs ayant une variation azimutale et de fait un flux
de moment angulaire. Le système montre que ce flux de moment angulaire ne sera pas
transmis à un objet sphérique. Pour exercer un couple sur un objet, il faut soit briser
la symétrie sphérique, soit que l’objet absorbe l’énergie acoustique. Deuxièmement, la
dernière équation impose qu’on ait identiquement Um

n = 0. Le système dégénère à 3 in-
connues seulement. Un seul potentiel ψ était nécessaire pour caractériser les polarisations
transverses dans la sphère. En effet ce résultat qui peut paraître surprenant s’explique to-
talement par la décomposition de Debye (Eq. 34). Le potentiel vecteur ~A a été décomposé
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en deux ondes transverses. L’une d’entre-elles, représentée par le potentiel χ, est toujours
localement tangente à la surface de la sphère. Le fait que cette onde ne soit pas générée
dans le solide est le problème analogue à l’incidence d’une onde sur une surface plane, qui
ne donne jamais lieu à l’onde secondaire horizontale "SH" lorsque le milieu incident est
fluide. On a montré (calculs non faits ici) que ce deuxième potentiel χ n’intervient dans
le problème de diffusion que si l’onde incidente possède une polarisation transverse.

Ainsi, le système est réduit à :

A

Rn

Sn
Tn

 = B (59)

où on a retiré la dernière ligne à la matrice A et au vecteur B. On écarte également
la dépendance en m des coefficient Rn, Sn et Tn. Pour trouver l’expression de chaque
coefficient, il faut procéder à la résolution du système de trois équations à trois inconnues.
Une méthode parmi d’autres retenue ici est celle de Cramer. Il vient finalement pour le
coefficient de diffusion :

Rn = − jn(x)ξn − xj′n(x)

hn(x)ξn − xh′n(x)
= αn + iβn (60)

où nous avons posé αn = <(Rn) et βn = =(Rn). ξn est un coefficient qui ne dépend que
des propriétés du matériau élastique et s’écrit :

ξn =
1

2

ρ0

ρp
x2
T

an/bn − cn/dn
en/bn − fn/dn

, (61)

où :

an = x`j
′
n(x`),

bn = x`j
′
n(x`)− jn(x`),

cn = 2n(n+ 1)jn(xt),

dn = −2xtj
′
n(xt)−

(
x2
t − 2n(n+ 1) + 2

)
jn(xt), (62)

en = 2x`j
′
n(x`) +

(
x2
t

2
− n(n+ 1)

)
jn(x`),

fn = 2n(n+ 1) (jn(xt)− xtjn(xt)) .

avec x = ka, x` = k`a et xt = kta les paramètres sans dimension introduits précédemment.
Les coefficients Sn et Tn de transmission des ondes longitudinales et transverses peuvent
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être calculés en suivant la même procédure mais ne seront pas nécessaires pour la présente
étude.

Le coefficient de diffusion Rn ne dépend donc que des paramètres mécaniques de la
sphère (ρp, c`, ct), de son rayon (a), de la fréquence d’excitation (k = ω/c) et du milieu
incident ρ0. À ce stade, il faut remarquer que le fait de n’avoir invoqué aucune symétrie n’a
pas eu de conséquence sur l’expression finale obtenue pour les coefficients de diffusion. Nos
résultats correspondent identiquement à ceux obtenus classiquement par Faran et Carhart
[97, 98] dans le cas d’une onde plane incidente. En toute généralité, nous venons de montrer
que quelque soit le champ incident dans un milieu fluide, si on peut le décomposer dans
la base sphérique centrée sur la sphère, alors le problème de diffusion dégénère et les
coefficients sont identiques à ceux de la diffusion d’une onde plane par une sphère élastique.
Il s’avère aussi que pour le cas encore plus général d’une inclusion sphérique élastique dans
un milieu élastique, ce résultat reste vrai. La conclusion étant que pour le problème de
diffusion, la seule symétrie à invoquer est celle de l’objet.

II.2.4 Illustrations de la diffusion par une sphère élastique

Comme nous le verrons en détail dans le chapitre IV, le champ incident est com-
plètement caractérisé par ses coefficients de forme Amn introduits à l’équation (28). Ils
contiennent l’information du poids à donner à chaque mode sphérique pour correctement
le décrire. De plus, comme nous venons de traiter le problème de diffusion dans un cadre
formel général vis à vis des symétries du problème, les coefficients de forme pourront très
bien décrire un faisceau ultrasonore focalisé par exemple, ou tout autre type de champ.
De manière plus importante encore, ils vont permettre d’obtenir analytiquement le champ
pour une sphère placée n’importe où dans l’espace. Plus de détails sur la méthodologie
analytique mise en place seront donnés au chapitre IV. En ce qui concerne l’illustration
que nous donnons ici, il suffit de savoir que c’est une des possibilités importante de la
théorie développée.

Prenons une sphère élastique de rayon a = 0, 5λ où λ est la longueur d’onde acous-
tique déterminée par la fréquence d’excitation et le milieu de propagation. On se donne
un faisceau acoustique focalisé (obtenu grâce à un transducteur de forme concave par
exemple). Sur la figure 8 a), nous représentons (en unités arbitraires) la carte d’intensité
du champ acoustique obtenu. Le faisceau se propage suivant l’axe z. Si nous plaçons la
sphère à la focale du faisceau (position (0,0,0) dans le repère cartésien), elle diffracte le
champ incident. Le calcul des coefficients de diffusion Rn correspondants permet de tracer
le champ de pression total en b). On aperçoit facilement l’effet de la sphère. De la même
manière, on peut grâce au modèle, translater la sphère hors de l’axe de propagation (po-
sition (0, 0.5λ, 0)). L’effet est évidemment différent et le champ diffracté contribue à un
champ de pression total autour de la sphère distinct.

Cette même opération peut être répétée quelque soit la position de la sphère, ses
propriétés mécaniques et la nature du champ incident.
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(a) Faisceau focalisé incident

(b) Champ incident et diffusé pour une sphère en (0, 0)

(c) Champ incident et diffusé pour une sphère en (0, 0.5λ)

Figure 8 – Champ diffusé par une sphère. En a), Un faisceau acoustique incident.
En b), La sphère de rayon 0, 5λ est placée à la focale du faisceau. Elle diffuse le faisceau
incident et la pression totale est représentée. En c) la même sphère est placée hors de l’axe
de propagation et diffracte le faisceau différemment.
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II.2.5 Conclusion

Dans cette section nous avons exposé le calcul de la diffusion d’un champ acoustique
de fronts d’onde arbitraires. La perte de l’axisymétrie du champ incident a nécessité un
traitement plus général de l’équation vectorielle de Helmholtz, satisfaite par le potentiel
vecteur qui décrit les polarisations transverses dans la sphère élastique. On montre que ce
potentiel vecteur peut être décomposé à son tour en deux potentiels scalaires dits de Debye.
Ces potentiels sont solutions de l’équation scalaire de Helmhotz et donc décomposables
dans le base des harmoniques sphériques. Une fois que tous les potentiels du milieu ont
été définis, l’application des conditions aux limites à la surface de la sphère conduisent
aux coefficients de diffusion recherchés. De manière assez surprenante, le problème final
dégénère et les résultats établis dans le cadre de l’onde plane sont retrouvés. Il semblerait
donc que seul la symétrie de l’objet importait. Néanmoins, il était nécessaire de s’assurer
que nous étions en mesure de calculer le champ diffusé pour une position arbitraire de
la sphère et quelque soit le champ incident. Nous pouvons maintenant aller plus loin et
donner une analyse tridimensionnelle de la pression de radiation qui s’applique sur une
sphère.

II.3 Expression de la force résultante dans le repère
cartésien centré sur la sphère

Le champ acoustique total autour de la sphère est maintenant déterminé. La deuxième
étape pour obtenir la pression de radiation agissant sur la sphère est de calculer les élé-
ments du tenseur de Brillouin 〈Π(2)

ij 〉 et d’appliquer l’équation (20). Nous allons nous placer
dans le repère cartésien dont le centre O coïncide avec le centre de la sphère. La surface SR
entourant l’objet est naturellement sphérique et l’élément de surface infinitésimale s’écrit :
~dS = dS~er où ~er est le vecteur normal à la surface pointant vers l’extérieur de celle-ci (voir
la figure 6). Faisant usage de l’équation (21) et en introduisant de nouveau le potentiel de
vitesse φ(r, θ, ϕ) = (φi + φd)e

−iωt, la projection du tenseur sur ~er donne les éléments du
tenseur de Brillouin Eq. (22) qui contribuent à la force :

〈Πrr〉 =〈p2 + ρ0v
2
r〉 = ρ0〈−

1

2

((
∂φ

∂r

)2

+

(
1

r

∂φ

∂θ

)2

+

(
1

r sin θ

∂φ

∂ϕ

)2
)

+
1

2c2

(
∂φ

∂t

)2

+

(
∂φ

∂r

)2

〉,

〈Πrθ〉 =〈ρ0vθvr〉 = ρ0〈
1

r

∂φ

∂θ

∂φ

∂r
〉, (63)

〈Πrϕ〉 =〈ρ0vϕvr〉 = ρ0〈
1

r sin θ

∂φ

∂ϕ

∂φ

∂r
〉.

Puis dans le repère cartésien, le vecteur force sera obtenu à partir de :
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~F = R2

∫ 2π

0

∫ π

0

~f(R, θ, ϕ) sin θ dθ dϕ (64)

où ~f est la densité surfacique de force définie telle que :

fxfy
fz

 =

sin θ cosϕ cos θ cosϕ − sinϕ

sin θ sinϕ cos θ sinϕ cosϕ

cos θ − sin θ 0

〈Πrr〉
〈Πrθ〉
〈Πrϕ〉

 (65)

II.3.1 Passage en champ lointain

En établissant l’équation (20), nous avons précisé que le choix de la surface SR était
arbitraire. Un choix judicieux qui va simplifier le calcul analytique de la force, est de
prendre le rayon de la surface tel que R→∞. En pratique il suffit de vérifier kR� 1, et
les fonctions de Hankel et de Bessel sphériques prennent la forme limite suivante [107] :

h(1)
n (kR) ' (−i)n+1 e

ikR

kR
(66)

et on a aussi :

jn(kR) =
h

(1)
n (kR) + h

∗(1)
n (kR)

2
(67)

on peut alors écrire le champ de diffusion (Eq. 29) en approximation de champ lointain
comme :

φd = φ0
a

R
eikRFd(θ, ϕ), (68)

où la fonction Fd est une série d’harmoniques sphériques souvent appelée fonction de forme
de diffusion. Elle permet de décrire la distribution du champ diffusé dans la direction
(θ, ϕ) :

Fd(θ, ϕ) =
−i
ka

∞∑
n=0

∑
|m|<n

i−nRnA
m
n e

imϕPm
n (cos θ). (69)

A l’instar de φd, le potentiel incident (Eq. 28) en champ lointain peut s’écrire :

φi = (φ0a)

(
eikR

2R
F

(1)
i (θ, ϕ) +

e−ikR

2R
F

(2)
i (θ, ϕ)

)
, (70)
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où les fonctions F (1)
i et F (2)

i s’écrivent :

F
(1)
i (θ, ϕ) =

−i
ka

∞∑
n=0

∑
|m|<n

i−nAmn e
imϕPm

n (cos θ), (71)

F
(2)
i (θ, ϕ) =

i

ka

∞∑
n=0

∑
|m|<n

inAmn e
imϕPm

n (cos θ). (72)

pour évaluer l’équation (63), on doit se rappeler que les champs définis jusqu’à maintenant
sont complexes et en prendre la partie réelle, ou bien, on utilise les propriétés suivantes :

〈ab〉 =
1

2
<{ab∗} (73)

(a+ b)(a∗ + b∗) = |a|+ |b|+ 2<(ab∗) (74)

pour toute paire de fonctions complexes a et b harmoniques en ω. De plus, on remarque
alors que l’approximation de champ lointain pour φi et φd permet d’écrire :

(
φd, φi,

∂φi,d
∂θ

,
∂φi,d
∂ϕ

)
r=R

∝ 1

R
(75)

Et de manière importante on a alors :

〈Πrθ〉r=R ' 〈Πrϕ〉r=R ∝
1

R4
' 0 quandR→∞ (76)

et

〈Πrr〉r=R ' ρ0〈
1

2

(
∂φ

∂r

)2

+
1

2c2

(
∂φ

∂t

)2

〉 ∝ 1

R2
(77)

donne la seule contribution finie à la force puisque dS = R2 sin θ dθ dϕ. On mesure alors
l’intérêt de passer en champ lointain pour calculer la force ; une seule composante du ten-
seur de Brillouin intervient et qui ne fait intervenir que le flux de quantité de mouvement
radial transporté à travers la surface.

Finalement, en utilisant les expressions (68) et (70) on obtient :

〈
(
∂φ

∂r

)2

〉r=R =
φ2

0(ak)2

2R2

(
|Fd|2 + <

{
Fd

(
F

(1)∗
i − e−2ik0rF

(2)∗
i

)})
, (78)

1

c2
〈
(
∂φ

∂t

)2

〉r=R =
φ2

0(ak)2

2R2

(
|Fd|2 + <

{
Fd

(
F

(1)∗
i + e−2ik0rF

(2)∗
i

)})
, (79)
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où nous avons négligé tous les termes proportionnels à 1/R4 au calcul de l’équation (77).
Aussi, les termes qui ne font intervenir que des combinaisons du champ incident seul ne
contribuent pas. En effet, ces termes doivent s’annuler entre-eux, ce qui revient à dire
qu’en absence de la sphère, bien évidemment aucune force n’en résulte. Cela nous donne :

〈Πrr〉r=R = ρ0
φ2

0(ak)2

2R2

(
|Fd|2 + <

{
FdF

(1)∗
i

})
. (80)

II.3.2 Composantes du vecteur force

En projetant la composante 〈Πrr〉r=R qui vient d’être obtenue en suivant la relation (65)
et puis en intégrant sur la surface de la sphère (64), on obtient pour les trois composantes
de la pression de radiation des relations du type :

Fx,y,z = −ρ0(ka)2φ2
0

2

(
I(1)
x,y,z + I(2)

x,y,z

)
(81)

qui font intervenir 6 intégrales I(1)
x,y,z et I(2)

x,y,z dépendantes de l’expression trouvée pour
〈Πrr〉 et de l’angle solide dΩ = sin θ dθ dϕ. Le calcul de ces intégrales n’est ni trivial ni
immédiat. Il requiert un soin particulier quant au choix des propriétés d’orthogonalité
des polynômes de Legendre associés et des fonctions trigonométriques utilisées à partir
de l’expression des séries définissant les fonctions de forme Fd et F (1)

i . Pour arriver à des
simplifications convenables, tous les détails de calcul sont donnés en annexe (Annexe C).
Après manipulation et simplification de ces intégrales, on obtient finalement :

Fx = −πρ0φ
2
0

2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

Qm
n

[
(V m

n ={Amn Am+1∗
n+1 } − ={Amn Am−1∗

n+1 })D1
n

−(V m
n <{Amn Am+1∗

n+1 } − <{Amn Am−1∗
n+1 })D2

n

]
, (82)

Fy = −πρ0φ
2
0

2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

Qm
n

[
−(V m

n <{Amn Am+1∗
n+1 }+ <{Amn Am−1∗

n+1 })D1
n

−(V m
n ={Amn Am+1∗

n+1 }+ ={Amn Am−1∗
n+1 })D2

n

]
, (83)

Fz = −πρ0φ
2
0

2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

2(n+m+ 1)Qm
n

[
<{Amn Am∗n+1}D2

n −={Amn Am∗n+1}D1
n

]
. (84)

où D1
n = αn +αn+1 + 2(αnαn+1 +βnβn+1) , D2

n = βn+1−βn + 2(βn+1αn−αn+1βn). (85)
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et Qm
n =

2(n+m)!

(2n+ 1)(2n+ 3)(n−m)!
, V m

n = (n+m+ 1)(n+m+ 2). (86)

Ces trois équations viennent terminer le calcul général de la pression de radiation
exercée sur une sphère dans un milieu parfait. La généralité provient de trois points de
vue essentiels :

1. Premièrement, aucune hypothèse n’a été formulée sur la nature du front d’onde
incident. Ce champ pourra alors être plan, sphérique, cylindrique, hélicoïdal, focalisé,
divergent, stationnaire ou progressif, etc . . . Il suffit d’obtenir de manière convenable
les coefficients de forme, Amn , décrivant la décomposition du champ dans la base
sphérique (voir par exemple la section qui suit).

2. Deuxièmement, comme nous l’avons rapidement aperçu lors du calcul de la diffusion,
il est possible d’envisager une position quelconque pour la sphère dans un champ
incident défini initialement. Encore une fois, il suffit de déterminer les coefficients
de forme du champ incident Amn dans le repère adéquat (voir section IV.1).

3. Finalement, la généralité provient aussi de l’objet lui même, le problème de la diffu-
sion a été traité pour une sphère élastique. Cependant, le cas de la sphère liquide ou
la bulle de gaz en sont des cas limites (si considérés dépourvues de viscosité et en né-
gligeant les échanges thermiques)[108]. Ensuite, comme mentionné, nous pourrions
facilement prendre en compte le comportement visco-élastique de la sphère [105] et
évaluer ainsi l’influence de son absorption sur la pression de radiation. Aussi, un
système de sphère cœur - coquille aurait pu être considéré à la section II.2. La seule
condition étant encore une fois de trouver l’expression des coefficients de diffusion
Rn = αn + iβn dans le repère lié à la sphère.

La théorie décrite ici semble donc appropriée pour l’analyse de la dynamique d’un dif-
fuseur sphérique quelconque placé arbitrairement dans un champ acoustique quelconque.
La seule limite étant, à priori, la forme de l’objet lui même. La théorie de la pression de ra-
diation qui vient d’être présentée a fait l’objet d’une publication [94]. En arrivant au terme
de ce calcul et au moment d’en proposer une implémentation numérique efficace, force a
été de constater la remarquable similitude entre les développements propres à l’acoustique
et une théorie bien connue des opticiens, la Generalized Lorenz-Mie Theory. La GLMT est
très utilisée en électromagnétisme et fut proposée originellement par Gouesbet et Gréhan
[109, 110].

II.4 Cas particuliers : onde plane et faisceau de Bessel

Nous allons maintenant retrouver avec nos expressions quelques exemples issus de la
littérature. Nous commencerons d’abord par le cas bien connu de l’onde plane, initialement
traité par King [23] dans le cas de sphère incompressible puis par Yosioka et Kawasima [25].
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Puis nous introduirons un concept bien plus récent, celui de la force acoustique exercée
par un vortex en nous appuyons sur des résultats publiés par Marston. Cette section est
une première vérification de la justesse des expressions analytiques pour la pression de
radiation. Cette vérification ne concerne que la composante Fz (Eq. 84) qui est la seule à
avoir reçu un traitement dans les études citées.

II.4.1 Force exercée par une onde plane progressive : King, Yo-
sioka et Kawasima

Considérons d’abord le cas d’une onde plane. Pour calculer la force Fz donnée à l’équa-
tion (84), il faut trouver l’expression des coefficients de forme Amn de l’onde. En coor-
données cartésiennes, lorsqu’elle est incidente suivant l’axe (Oz), elle est décrite par le
potentiel acoustique suivant :

φi(~x, t) = φ0e
i(kz−ωt), (87)

qui devient en coordonnées sphériques :

φi(~x, t) = φ0e
i(kr cos θ−ωt). (88)

On peut alors chercher la décomposition de sa dépendance spatiale dans la base des
harmoniques sphériques sous la forme suivante (Eq. (25)) :

ei(kr cos θ) =
∞∑
p=0

cpPp(cos θ), (89)

puisque aucune dépendance azimutale n’est attendue. En multipliant chaque membre par
Pn(cos θ), puis en intégrant sur θ, on utilise l’orthogonalité des polynômes de Legendre
associés (Annexe A), pour obtenir :

cn =
2n+ 1

2

∫ π

0

e(ikr cos θ)Pn(cos θ) sin θ dθ, (90)

Puis, en utilisant l’écriture intégrale suivante pour les fonctions de Bessel sphériques [103]
(page 410) :

jl(x) =
1

2i`

∫ π

0

eixcosθP`(cos θ) sin θ dθ, (91)

on obtient :
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ei(kr cos θ) =
∞∑
n=0

in(2n+ 1)Pn(cos θ), (92)

Par identification avec l’équation (28), le coefficients de forme d’une onde plane sont donc :

Amn = An = cn = in(2n+ 1). (93)

Cette expression implique aussi que <{AnA∗n+1} = 0 ∀n dans l’équation (84) et on
obtient pour la force exercée par l’onde plane progressive :

Fz = 2πρ0φ
2
0

∞∑
n=0

(n+ 1)D1
n (94)

Fz = 2πρ0φ
2
0

∞∑
n=0

(n+ 1)[αn + αn+1 + 2(αnαn+1 + βnβn+1)] (95)

c’est le résultat obtenu par Yosioka et Kawasima [25] étendant la théorie de King [23] aux
sphères élastiques. Le paramètre m est absent de l’analyse pour une onde plane dans ce
repère et reflète son axisymétrie. De ce fait, Fx et Fy, qui couplent les ordres m + 1 et
m − 1, sont identiquement nulles. Ceci est tout à fait consistant avec une onde plane se
propageant suivant l’axe z qui ne peut donner lieu qu’à une force poussant la sphère dans
la direction de propagation.

II.4.2 Force exercée par un faisceau de Bessel : l’approche de
Marston

Un travail remarquable sur la diffusion et la pression de radiation exercée sur une
sphère est celui de Marston. Dans une série de publications [31, 32, 33, 34], il s’attache à
calculer et analyser l’interaction entre une sphère et un faisceau particulier dit de Bessel.
Il a ouvert la voie à la généralisation que nous venons de présenter en pointant clairement
dans ses travaux les difficultés liées à prendre en compte des faisceaux aux fronts d’onde
arbitraires et/ou une position quelconque du diffuseur. Le cas particulier qu’il traite est
celui du faisceau de Bessel :

φi = φ0Jm′(krρ)ei(kzz+m
′ϕ−ωt) (96)

où on a écrit son expression dans un repère cylindrique (ρ, ϕ, z) centré sur la sphère. Cette
onde est une solution à variables séparées de l’équation de Helmholtz en milieu libre et qui
fait intervenir les fonctions de Bessel cylindriques d’ordre m′, Jm′ . Tout comme l’ onde
plane, c’est une solution physique dépourvue de diffraction. L’amplitude du champ ne
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varie pas avec la distance de propagation z. Les fonctions de Bessel apparaissent très na-
turellement dans de nombreux problèmes de diffraction dans une configuration à symétrie
de révolution (e.g. la diffraction d’une onde plane par une fente circulaire, le rayonnement
d’un piston circulaire . . .). Durnin a proposé d’utiliser cette solution naturelle de l’équation
de Helmholtz scalaire comme un faisceau optique à part entière [111, 112]. Comme nous le
verrons en détail dans le chapitre IV, la pression de radiation exercée par ces faisceaux a
des propriétés remarquables et uniques. En particulier Marston démontra théoriquement
pour la première fois, le concept de faisceau "attracteur", le célèbre tractor beam prisé
des auteurs de science fiction et qui initia une certaine compétition pour sa vérification
expérimentale à la fois en optique et acoustique.

Pour mieux comprendre la construction d’un tel faisceau, partons d’une onde plane
ayant une incidence quelconque ~k. La propagation est décrite dans un repère cartésien
centré sur le diffuseur auquel on adjoint les coordonnées cylindriques (ρ, ϕ, z) (Fig. 9).
Ainsi ~r = (x, y, z) et ~k = (kρ cosϕ, kρ sinϕ, kz). Pour chaque composante plane nous
avons :

Figure 9 – Décomposition d’un faisceau de Bessel en ondes planes. Des compo-
santes planes d’angle d’incidence fixé β réparties sur un cône (paramétrée par ϕ), inter-
fèrent pour former un faisceau de Bessel.

dφ = ei
~k·~r = eikρ(x cosϕ+y sinϕ)eikzz, (97)

Fixons maintenant l’angle d’incidence de cette composante par rapport à l’axe z à une
valeur β :

kρ = k cos β, (98)

Ainsi la composante radiale du vecteur d’onde ne varie pas avec ϕ. Si nous considérons
une somme de ces ondes planes ayant le même angle d’incidence β mais chacune partant
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d’un azimute ϕ distinct, d’après le principe de superposition, le champ total s’écrit :

φ =
1

2π

∫
dφ =

1

2π
eikzz

∫ 2π

0

eikρ(x cosϕ+y sinϕ) dϕ, (99)

où le facteur 1/2π est introduit par commodité. Dans l’équation (99), l’intégrale n’est
autre qu’une représentation de la fonction de Bessel cylindrique J0(kρρ) et on obtient
pour la superposition :

φ = J0(kρρ)eikzz. (100)

Ce potentiel est aussi la solution fondamentale de l’équation de Helmholtz en coordonnées
cylindriques. On parle de solution fondamentale puisqu’on fixe l’ordre de la fonction de
Bessel à l’ordre le plus bas dans l’équation (96). De manière plus générale, la fonction
suivante :

φ =
1

2π
eikzz

∫ 2π

0

A(ϕ)eikρ(x cosϕ+y sinϕ) dϕ (101)

est aussi une solution de l’équation des ondes en milieu libre. A(ϕ) peut être une fonction
quelconque de ϕ mais doit être suffisamment régulière [113]. Si chaque ondelette plane est
déphasée de sa voisine de la quantité A(ϕ) = eim

′ϕ oùm′ est un nombre entier, on retrouve
l’ensemble des solutions cylindriques de Helmholtz (Eq. (96)) y compris les faisceaux tels
que (|m′| > 0). Autrement dit, le faisceau de Bessel est le résultat d’une superposition de
fronts d’onde plans répartis sur un cône d’angle d’ouverture β. Ce constat, et le principe de
superposition, ont permis à Marston d’utiliser les résultats bien connus de la diffraction
d’une onde plane par une sphère, et ainsi de calculer la diffusion due à un faisceau de
Bessel [32, 33] puis la force axiale [31, 34].

En ce qui concerne notre approche qui est différente, il suffit de remarquer qu’une
onde cylindrique peut s’exprimer directement dans le repère sphérique ( [103], p. 413) de
la manière qui suit :

φi = φ0

∞∑
n=m

i(n−m) (n−m)!

(n+m)!
(2n+ 1)jn(kr)eimϕPm

n (cos θ)Pm
n (cos β) (102)

On identifie alors les coefficients de forme du champ incident Amn (28) :

Amn = in−m
′
(2n+ 1)

(n−m′)!
(n+m′)!

Pm′

n (cos β)δm,m′ (103)
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où nous avons introduit le symbole de Kronecker δm,m′ pour signaler que tous les coeffi-
cients de forme Amn sont nuls quand l’ordre m des harmoniques sphériques n’est pas en
adéquation avec la variation azimutale m′ choisie pour le faisceau cylindrique. De nouveau
on remarque que <{Amn Am∗n+1} = 0 et ces coefficients rapportés dans l’expression (84) nous
donne :

Fz = 2πρ0φ
2
0

∞∑
n=m′

(n−m′ + 1)!

(n+m′)!
Pm′

n (cos β)Pm′

n+1(cos β)[αn + αn+1 + 2(αnαn+1 + βnβn+1)]

(104)

Dans le cas particulier du faisceau de Bessel axisymétrique m′ = 0, on retrouve [31] :

Fz = 2πρ0φ
2
0

∞∑
n=0

(n+ 1)Pn(cos β)Pn+1(cos β)[αn + αn+1 + 2(αnαn+1 + βnβn+1)] (105)

En outre, en prenant β = 0 on a alors Pn(1) = 1∀n , et on retrouve l’expression pour
une onde plane progressive de Yosioka et Kawasima. Lorsque le paramètre m′ est non nul,
nous sommes en présence de faisceaux acoustiques particuliers : les vortex. Un concept
que nous allons maintenant introduire.

II.4.3 Définition et description d’une dislocation hélicoïdale : Force
d’un vortex acoustique

Définition

D’après Nye et Berry, les dislocations en hélice sont des structures ondulatoires tridi-
mensionnelles qui possèdent une singularité de phase de type "vis" [114]. Ces singularités
se rencontrent fréquemment dans la nature et sont le signe de phénomènes de diffraction
ondulatoire [115]. Quand ces structures possèdent un axe de propagation privilégié au-
tour duquel les fronts d’onde s’enroulent de manière hélicoïdale, on parle alors de vortex
(acoustique ou optique suivant la nature de l’onde). Sur la figure 10 a), nous montrons
l’hélicoïde équiphase d’un vortex. Sur l’axe de propagation, la phase est non définie et
l’amplitude de l’onde y est nulle. Un nombre entier important est la charge topologique
m′ qui fixe le pas de l’hélice. Plus la charge est élevée, plus la structure est allongée rela-
tivement à la longueur d’onde. Le signe de la charge impose le sens de rotation du front
d’onde (direct pour m′ > 0). Sur la même figure en b), nous avons tracé les variations
de phase et d’intensité dans la plan transverse à l’axe de propagation. Nous retrouvons
la variation azimutale de la phase qui subit m′ sauts de 2π lorsqu’on parcourt un cercle
autour du centre du vortex. On voit par exemple pour m′ = 1 que chaque point de part
et d’autre du cœur du vortex est déphasé de π. Les interférences destructives contribuent
alors à l’amplitude acoustique nulle dans cette région.
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(a) hélicoïde équiphase

1

0

0

(b) Phase et Intensité (u.a.) dans le plan transverse

Figure 10 – Structure d’un vortex acoustique En a), les fronts équiphase décrivent
une hélicoïde. La phase s’enroule autour de l’axe de propagation et le pas de l’hélice est
fixé par par la charge topologiquem′. En b), dans le plan transverse à l’axe de propagation
z, on retrouve la variation azimutale de la phase pour des chargesm′ = 1, 2 et 3 (de gauche
à droite). Les interférences destructives qui résultent de la singularité de phase annulent le
champ et forment le cœur du vortex. Ce cœur est entouré d’un anneau de forte intensité.

Alors que les vortex ont une nouvelle fois reçu une attention particulière en optique, un
nombre restreint d’études existent dans le cadre de l’acoustique. Hefner et Marston sont
les premiers à avoir synthétisé un vortex de charge topologique m′ = 1 [116]. Marchiano
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et Thomas les ont caractérisés en régime linéaire pour des charges élevées et ont étudié
leur comportement en régime non linéaire. Ils ont ainsi pu établir la loi de conservation
de la charge topologique [117, 118, 119].

Pression de radiation

Une caractéristique très importante des vortex acoustiques est le flux orbital de quan-
tité de mouvement qu’ils possèdent [116, 117]. Le vecteur de flux d’intensité (ou de "Poyn-
ting") est toujours normal au front d’onde. Ainsi dans le cas particulier des vortex, ce
vecteur prend une structure tridimensionnelle et comporte une composante azimutale.
L’absorption de ce flux d’intensité azimutal donne lieu à un couple exercé par l’onde.
Ainsi, quand ce moment angulaire est cédé, un obstacle peut être mis en rotation. L’ac-
tion de ce couple sur des disques absorbants a été démontré dans l’air [90, 91] et dans
des fluides avec des vortex ultrasonores [92, 93]. Le moment angulaire est directement
quantifié par la charge topologique m′. Plus la charge est élevée et plus le vecteur de
Poynting est incliné par rapport à l’axe de propagation (augmentation du pas de l’hélice)
lui donnant une composante azimutale importante. De manière surprenante, la pression
de radiation de ces ondes a reçu peu d’attention théorique et elle n’a fait l’objet d’aucune
étude expérimentale. Pourtant, leur structure tridimensionnelle particulière (amplitude
nulle sur l’axe de propagation et flux angulaire de quantité de mouvement) devrait leur
conférer des propriétés uniques pour la manipulation d’objets sans contact. Notamment,
si un un vortex permet de piéger un objet dans son cœur "silencieux", celui-ci sera forte-
ment protégé de l’excitation acoustique et isolé du milieu extérieur. Une caractéristique
qui pourrait avoir une grande importance pour les applications biologiques.

En reprenant l’équation (104), pour le cas particulier important m′ = 1, on obtient :

Fz = 2πρ0φ
2
0

∞∑
n=1

1

(n+ 1)
P 1
n(cos β)P 1

n+1(cos β)[αn + αn+1 + 2(αnαn+1 + βnβn+1)] (106)

En accord avec Marston [34]. Son étude est la première analyse de la pression de radiation
sur une sphère due à un faisceau hélicoïdal. Nous reviendrons dans le chapitre IV sur une
étude approfondie des faisceaux hélicoïdaux de Bessel et d’autres exemples de vortex.

II.5 Conclusions du chapitre

Ce premier chapitre a été l’occasion d’asseoir les bases théoriques fondamentales pour
la suite du travail de cette thèse. Ainsi, nous avons introduit dans un premier temps,
l’approche de Brillouin pour définir la pression de radiation. Elle se calcule à partir du
tenseur moyen de flux de quantité de mouvement à travers une surface entourant l’ob-
jet qui diffracte l’onde incidente. À ce stade, il a été pointé que la seule connaissance des
champs acoustiques à l’ordre 1 suffisait pour calculer cet effet du second ordre. C’est pour-
quoi, nous avons d’abord traité le problème linéaire de la diffusion d’un champ acoustique
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arbitraire par une sphère élastique afin d’obtenir le champ acoustique total, puis, dans le
contexte général fixé pour le calcul, l’expression de la force résultante dans un repère carté-
sien centré sur la sphère a abouti aux trois équations principales de ce chapitre, à savoir les
composantes Fx, Fy et Fz de la pression de radiation (Eqs. (82)-(84)). L’ensemble donne
un cadre formel suffisant pour traiter un ensemble important de problèmes de pression
de radiation. La force peut désormais être calculée pour n’importe quel type de sphère
(élastique, fluide, gazeuse, coque etc...) et pour un champ incident quelconque.De manière
importante, le modèle permet avant tout de prendre en compte un position arbitraire de
la particules dans un champ incident fixé. Pour illustrer l’étendue des problèmes pouvant
être traités, nous avons retrouvé l’expression de la pression de radiation exercée par une
onde plane progressive qui avait été donnée originellement par King et Yosioka et Kawa-
sima [23, 25]. Puis, nous avons discuté les travaux plus récents de Marston [31, 34] qui ont
introduit le cas intéressant des faisceaux de Bessel. Bien que ces faisceaux soient par leur
structure intrinsèquement tridimensionnels, seule l’expression de la force axiale Fz a été
retrouvée. Dans le chapitre IV, nous proposerons une analyse complète de la pression de
radiation de ces faisceaux. Avant, nous allons aller plus loin dans l’analyse de la théorie
que nous venons de présenter. En considérant le cas d’une particule sphérique supposée
petite devant la longueur d’onde acoustique, une expression limite de la force sera établie.
Elle permet ainsi de révéler plus explicitement la physique du problème de l’interaction
d’une particule avec un champ acoustique. Le lecteur intéressé par les applications de la
théorie est invité à passer directement au chapitre IV.
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Chapitre III

Pression de radiation dans l’hypothèse
d’une petite sphère : généralisation de

l’approche de Gor’kov

Introduction

La théorie présentée dans le chapitre précédent, est valable quelque soit la taille de
la sphère. Or du point de vue de la diffusion d’une onde, il existe deux cas limites pour
traiter le problème. Ainsi, lorsque la sphère est grande devant la longueur d’onde (a� λ),
le cadre de l’acoustique géométrique permet de calculer le champ réfléchi et transmis aux
interfaces de celle-ci et peut servir à obtenir une expression de la pression de radiation
[120, 36]. Inversement, lorsque le diffuseur est petit devant la longueur d’onde (a � λ),
le cadre de la diffusion de Rayleigh montre que la sphère n’est excitée que sur ses modes
monopolaire et dipolaire. D’après Gor’kov [38], pour une sphère plongée dans un champ
de type stationnaire, la pression de radiation est une force conservative qui dérive alors
d’un potentiel acoustique. Le succès de son approche réside dans sa simplicité formelle
et la possibilité de positionner la particule n’importe où dans ce puits de potentiel. Les
expressions de la force (Eqs. (82), (83) et (84)) données au chapitre précédent, sont plus
générales dans le sens où aucune restriction n’est imposée quant à la taille du diffuseur et
le champ peut être progressif. De ce fait, elles contiennent, à priori, au moins les mêmes
informations présentes dans la formulation de Gor’kov. Dans l’hypothèse de diffusion de
Rayleigh, nous allons présenter dans ce chapitre la forme limite que prend l’expression de
la force et la généralisation qui en résulte. Dans un premier temps, nous procédons à des
développements limités sur plusieurs équations établies au chapitre précédent. Puis, une
expression de la force est donnée pour laquelle une interprétation physique est possible.
On obtient des expressions analytiques pour une sphère élastique, une bulle de gaz et une
sphère élastique dans un milieu visqueux.
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III.1 Expression de la force dans la limite de petite
sphère

III.1.1 Coefficients de diffusion monopolaire R0 et dipolaire R1

L’hypothèse de grande longueur d’onde suppose que la taille du diffuseur est telle
que a/λ << 1. C’est un régime initialement étudié par Rayleigh pour la diffraction de
la lumière. Dans ce régime la particule voit le champ extérieur varier "lentement", on
parle donc de manière équivalente de régime quasi-statique. Suivant l’équation (29) in-
troduite au chapitre II, le champ diffusé peut être décomposé en une superposition de
modes sphériques. Les deux premiers sont le monopôle et le dipôle. Les modes supérieurs
(quadrupoles, etc. . .) correspondant à des variations spatiales toujours plus rapides de la
surface de la sphère. Dans le régime quasi-statique, nous allons montrer que la seule dé-
formation que peut subir la sphère sous l’action des compressions et dilatations du milieu
extérieur est la somme d’une "respiration" monopolaire et d’un déplacement dipolaire de
son centre de masse.

Partant maintenant de l’expression des coefficients Rn (Eqs. (60), (61) et (62) du
chapitre II), nous allons chercher une expression de R0 et R1, les coefficients de diffusion du
mode monopolaire et dipolaire sous l’hypothèse de grande longueur d’onde x, x`, xt << 1.
Le développement limité des fonctions de Bessel sphériques est donné par [107] :

lim
x→0

jn(x) =
xn

(2n+ 1)!!
(107)

lim
x→0

yn(x) = −x−n−1(2n− 1)!! (108)

et

h(1)
n (x) = jn(x) + iyn(x) (109)

Après avoir développé les termes de l’équation (62) jusqu’à l’ordre dominant, on trouve
pour l’équation (61) :

ξ0 ' −x
2

3

ρ0c
2

ρp(c2
l − 4

3
c2
t )

+O(x4
`) (110)

ξ1 '
ρ0

ρp
+O(x2

`) +O(x2
t ) (111)

Les termes d’ordre supérieurs auront une contribution négligeable. Il faut ensuite déve-
lopper le numérateur et le dénominateur de l’équation (60) tout en gardant les termes
dominants à la fois pour la partie réelle et imaginaire introduite par le développement de
la fonction h(1)

n . Ce développement peut être évalué en effectuant une division euclidienne
selon les puissances croissantes de x. Cela donne :
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R0 = −(ka)6

9

(
1− ρ0c

2

ρp(c2
l − 4

3
c2
t )

)2

− i(ka)3

3

(
1− ρ0c

2

ρp(c2
l − 4

3
c2
t )

)
= α0 + iβ0 (112)

R1 = −(ka)6

9

(
ρp − ρ0

2ρp + ρ0

)2

+ i
(ka)3

3

(
ρp − ρ
2ρp + ρ

)
= α1 + iβ1 (113)

où nous avons de nouveau introduit les notations αn et βn pour les parties réelles et
imaginaires de ces coefficients de diffusion. Les termes qui suivent dans les expressions de
R0 et R1 sont d’ordre O(x8) pour la partie réelle et O(x5) pour la partie imaginaire. En
ce qui concerne les coefficients de diffusion Rn pour les modes sphériques tels que n > 1 :

Rn>1 ' O(x4n+2) + iO(x2n+1) (114)

qui sont d’ordre croissant en x et à négliger par rapport aux deux termes R0 et R1.

III.1.2 Implication sur la pression de radiation

Puisque la diffusion des termes multipolaires tels que n > 1 sont négligeables, la
force va elle aussi être dominée par la réponse monopolaire et dipolaire du diffuseur. Les
équations (82), (83) et (84) pour la force s’écrivent pour les termes dominants :

F̃x =
2

3

[
(<{A0

0A
−1∗
1 } − 2<{A0

0A
1∗
1 })(β1 − β0)− (={A0

0A
−1∗
1 } − 2={A0

0A
1∗
1 })(α0 + α1 + 2β0β1)

]
− 2

15

m=1∑
m=−1

(m+ 1)!

(1−m)!

[
(<{Am1 Am−1∗

2 } − (m+ 2)(m+ 3)<{Am1 Am+1∗
2 })β1

+(={Am1 Am−1∗
2 } − (m+ 2)(m+ 3)={Am1 Am+1∗

2 })α1

]
, (115)

F̃y = −2

3

[
(={A0

0A
−1∗
1 }+ 2={A0

0A
1∗
1 })(β1 − β0) + (<{A0

0A
−1∗
1 }+ 2={A0

0A
1∗
1 })(α0 + α1 + 2β0β1)

]
+

2

15

m=1∑
m=−1

(m+ 1)!

(1−m)!

[
(={Am1 Am−1∗

2 }+ (m+ 2)(m+ 3)={Am1 Am+1∗
2 })β1

−(<{Am1 Am−1∗
2 }+ (m+ 2)(m+ 3)<{Am1 Am+1∗

2 })α1

]
, (116)

F̃z =
4

3

[
<{A0

0A
0∗
1 }(β1 − β0)−={A0

0A
0∗
1 }(α0 + α1 + 2β0β1)

]
− 4

15

m=1∑
m=−1

(m+ 2)!

(1−m)!
[<{Am1 Am∗2 }β1 −={Am1 Am∗2 }α1] . (117)

où nous avons posé :

~F = −πρ0φ
2
0

2
(F̃x~ex + F̃y~ey + F̃z~ez) (118)
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Les coefficients α0, α1, β0 et β1 ont déjà pris une forme révélant les propriétés physiques de
l’objet. L’examen de l’expression de la force montre qu’il est encore nécessaire de chercher
une signification physique pour les coefficients de forme du champ incident Amn et pour
n = 0, 1 et 2. D’après l’équation (26) du chapitre précédent, ces coefficients répondent à
l’équation fondamentale suivante :

Amn =
1

φ0jn(kr)

(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!

∫
Ω

φiY
m∗
n dΩ (119)

Les coefficients de forme peuvent ainsi être obtenus par des quadratures sur la surface
d’une sphère de rayon r quelconque. Puisque la taille de la sphère est très petite, ka� 1,
il est possible de donner le développement de Taylor du champ incident au voisinage de
la sphère de la manière qui suit :

φi(~r) = φi(~0) + ~∇φi(~0) · ~r +
1

2
(H(φi)|(~0)~r) · ~r + . . . (120)

où H(φi) est la matrice Hessienne du potentiel φi définie comme :

Hjk(φi) =
∂2φi
∂xj∂xk

(121)

En utilisant l’équation (120) pour évaluer (119), on obtient les coefficients Amn recherchés.
Le calcul n’est néanmoins pas immédiat. Il faut faire de nouveau usage des propriétés d’or-
thogonalité des harmoniques sphériques et de leur expression pour n = 0, 1, 2 (Annexe A)
et du développement limité des fonctions de Bessel sphériques (Eq. (E.58)). Les étapes
importantes ont été résumées dans l’annexe D et on trouve les expressions suivantes :
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A0
0 =

1

φ0

φi

A0
1 =

1

φ0

3

k

∂φi
∂z

A1
1 =

1

φ0

3

2k

(
−∂φi
∂x

+ i
∂φi
∂y

)
A−1

1 =
1

φ0

3

k

(
∂φi
∂x

+ i
∂φi
∂y

)
A0

2 =
1

φ0

(
5

2
φi +

15

2k2

∂2φi
∂z2

)
(122)

A1
2 =

1

φ0

5

2k2

(
− ∂2φi
∂x∂z

+ i
∂2φi
∂y∂z

)
A−1

2 =
1

φ0

15

k2

(
∂2φi
∂x∂z

+ i
∂2φi
∂y∂z

)
A2

2 =
1

φ0

5

8k2

(
∂2φi
∂x2
− ∂2φi

∂y2
− 2i

∂2φi
∂x∂y

)
A−2

2 =
1

φ0

15

k2

(
∂2φi
∂x2
− ∂2φi

∂y2
+ 2i

∂2φi
∂x∂y

)
où le champ φi et ses dérivées sont à évaluer à l’origine de la sphère, ~r = ~0. Avant de
proposer une expression explicite de la force nous rappelons le concept de monopole et de
dipole acoustique qui aidera à l’interprétation physique du résultat.

III.1.3 Rappel sur la notion de monopole et dipôle acoustique

Un monopôle est décrit par un potentiel acoustique qui s’écrit (voir par exemple Morse
et Ingard [121]) :

φmon(~r) = − Q

4πr
ei(kr−ωt) (123)

où Q est le débit volumique d’éjection de masse de fluide pour une sphère pulsant avec
une vitesse radiale Ue−iωt. Ainsi Q = 4πa2U . Un champ acoustique monoplaire requiert
donc une source qui retire puis éjecte une masse de fluide périodiquement. Une sphère
qui se contracte et dilate alternativement et radialement répond à cette description. Un
champ dipolaire répond à la description du champ généré par une portion du fluide qui
oscille linéairement autour d’un barycentre. Cette situation est simulée simplement par
deux sphères pulsantes en opposition de phase et séparées d’une petite distance d devant
la longueur d’onde λ. On trouve que le potentiel acoustique de ce système est donné par :
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φdip(~r) = −~D ·
(
~r

r

)(
1

r
− ik

)
ei(kr−ωt)

4πr
(124)

où ~D = Q~d est la force dipolaire de la source. Dans le cas ~d = d~ez on retrouve le résultat
de Morse [121].

III.1.4 Formulation finale et interprétation

On peut maintenant écrire le champ diffusé par un petit diffuseur en champ lointain.
L’équation (68) devient :

φd = φ0
eikr

kr

(
−iR0A

0
0 −R1

m=1∑
m=−1

Am1 Y
m

1

)
(125)

puisque nous avons vu que les termes d’ordre supérieur sont négligeables. En utilisant les
équations (122) et (A.6) ainsi qu’en remarquant que :

~vi ·
(
~r

r

)
= −~∇φi ·

(
~r

r

)
= −

(
sin θ cosϕ

∂φi
∂x

+ sin θ sinϕ
∂φi
∂y

+ cos θ
∂φi
∂z

)
, (126)

on obtient :

φd =
eikr

4πr

(
−i4π

k
R0φi +

12π

k2
R1~vi ·

(
~r

r

)
.

)
(127)

Il est convenable de définir deux nouveaux paramètres αm et αd à partir des coefficients
de diffusion :

αm = i
4πR0

k3
= α0

m − i
k3

4π
(α0

m)2 avec α0
m =

4

3
πa3

(
1− ρ0c

2

ρp(c2
l − 4

3
c2
t )

)
, (128)

αd = −i12πR1

k3
= α0

d + i
k3

12π
(α0

d)
2 avec α0

d = 4πa3

(
ρp − ρ0

2ρp + ρ0

)
, (129)

pour obtenir ainsi :

φd =
eikr

4πr

(
−k2αmφi + (ik)αd~vi · (

~r

r
)

)
. (130)

On remarque alors que le diffuseur rayonne bien comme la superposition d’un monopole
et d’un dipôle. Une comparaison avec les équations (123) et (124) permet de constater que
le débit de la source monopolaire s’écrit Q = αm(−k2φi) et la force dipolaire ~D = αd~vi. Si
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bien que nous avons défini deux paramètres qui relient de manière proportionnelle le champ
extérieur φi au rayonnement de la source secondaire qu’est le diffuseur. L’efficacité de la
source secondaire dépend naturellement du contraste de compressibilité pour le mode de
respiration monopolaire et du contraste d’inertie (termes de masse ajoutée et d’Archimède)
entre la particule et le fluide pour le mode dipolaire. Ces paramètres sont complexes, la
sphère ne suit pas exactement les particules fluides dans le champ incident mais peut dans
une certaine mesure être déphasée. La réponse instantanée de l’objet étant proportionnelle
au volume ((ka)3), domine. Le déphasage proportionnel au volume au carré ((ka)6) est en
général très faible. Notons également que le diagramme de directivité du dipôle dépend
exclusivement de l’orientation locale du front d’onde incident via ~vi. Pour le cas particulier
des vortex, le dipôle ne sera pas orienté dans la direction de propagation.

De la même manière, en utilisant les paramètres αm et αd définis aux équations (128)
et (129) et l’expression des coefficients de forme du champ incident (122), on obtient deux
contributions pour la force :

~F = ~FG + ~FD (131)

, où :

~FG = −1

2

(
<(αm)

1

2ρ0c2
~∇|p|2 −<(αd)

1

2
ρ0
~∇|~v|2

)
, (132)

et :

~FD = −1

2

[(
k

c
=(αm)− k4

12πc
<(αm)<(αd)

)
<(p~v∗) + ρ0=(αd)=((~v · ~∇)~v∗)

]
. (133)

~FG est une force qui dépend du gradient des densités d’énergie cinétique et potentielle de
l’onde. Ce terme a initialement été obtenu par Gor’kov [38] en traitant, dès le départ, le
problème de diffusions dans l’hypothèse quasi-statique. Ce terme domine la force totale
dans tous les cas où la densité d’énergie n’est pas uniforme. C’est une situation typique-
ment rencontrée pour les ondes stationnaires avec des fortes variations spatiales de la
densité d’énergie du champ. La direction de cette force de gradient dépendra à la fois du
champ, et des contrastes <(αm) et <(αd) proportionnels au volume de la sphère.

Pour les ondes dont le gradient de leur densité d’énergie est négligeable, voire nul,
une situation rencontrée pour les ondes de type progressif (planes, cylindriques, sphé-
riques), un terme qu’on appelle force de diffusion, ~FD, domine la force totale. Ce nom lui
est donné puisque c’est la contribution qui provient du flux de quantité de mouvement
(Eq. (77)) porté exclusivement par les ondes diffusées. Elle est proportionnelle au volume
de la particule au carré (ka)6 et est par conséquent beaucoup plus faible en amplitude
que pour une sphère plongée dans un champ stationnaire. Le premier et dernier terme de
~FD proviennent de la réponse décalée en phase du diffuseur proportionnelle à =(αm) et
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=(αd). On comprend alors l’importance de prendre en compte le rayonnement déphasé
de la particule alors qu’il reçoit peu d’égard dans le traitement de problèmes linéaires. Le
deuxième terme provient d’un couplage entre les deux modes d’oscillation de la sphère. Si
l’onde incidente est plane, l’expression (133) retombe sur le calcul de Gor’kov [38], et de
celui de King [23] dans la limite sphère incompressible.

Il est important de noter que ~FD fait figure d’une généralisation de la théorie de
Gor’kov. En prenant un champ aux fronts d’onde quelconques, on peut trouver des si-
tuations pour lesquelles les deux forces peuvent contribuer. Pensons notamment à un
faisceau. Dans la direction de propagation, les fronts d’onde sont progressifs. Les termes
de la composante ~FD pourront jouer dans une certaine mesure. Mais aussi, l’extension
finie du faisceau introduit de forts gradients de la densité d’énergie et qui agiront sur
la sphère suivant l’équation (132) de Gor’kov. Aussi, toutes les régions d’interférence de
fronts d’onde, guides d’ondes, le champ proche d’une source, etc..., pourront donner lieu à
l’expression mutuelle des deux contributions à la force. Historiquement, King avait mon-
tré que la force exercée par une onde plane stationnaire est beaucoup plus importante
que celle due à une onde plane progressive [23]. Dès lors, la partie progressive n’a été
traitée que comme une correction à la force de gradient. Nyborg a donné une expression
à cette correction sans faire apparaitre explicitement le rôle du champ et de ses premières
dérivées [122]. Cette procédure a été reproduite par la suite par Wu et Du [123]. Ici, à
partir de l’expression générale de la force, nous donnons une expression explicite pour les
deux contributions en fonction du champ et de ses dérivées. Dans le cas où les gradients
ne peuvent pas expliquer une force, en aucun cas la force de diffusion représente une cor-
rection mais le mécanisme principale de l’interaction entre l’onde et l’objet. Par la suite,
nous verrons plusieurs exemples où la force n’est pas une force de gradient.

III.2 Cas d’une petite bulle de gaz

Le traitement du problème de diffraction de l’objet à la section II.2 et donc de sa
diffusion en basse fréquence a été traité dans le cas d’un objet solide élastique. Pour le cas
d’une gouttelette fluide ou une bulle de gaz, les coefficients de diffusion, Rn, originellement
obtenus par Anderson [96] diffèrent du cas élastique. De plus, tant que la série définie à
l’équation (29) est considérée sans approximation, le cas de la bulle de gaz (sans dissipation
de volume) est évidemment inclus. Néanmoins, en passant à la limite basse fréquence
(x, xf << 1) où xf = (ωa)/cf , nous montrons à l’annexe E que les développements limités
doivent être examinés avec une certaine attention pour inclure le cas d’une bulle de gaz.
On y conclut que les coefficients monopolaire R0 et dipolaire R1 restent identiques aux
expressions (113) pour une sphère fluide respectant σ̃ = cf/c ∼ O(1) et λ̃ = ρf/ρ0 ∼ O(1),
à condition de remplacer l’expression de la compressibilité de la sphère élastique par
χf = 1/ρfc

2
f dans l’expression de R0.

Maintenant prenons pour exemple le cas d’une bulle d’air dans l’eau. On a alors λ̃ ∼
10−3 << 1 pendant que σ̃ ∼ O(1). Puisque les développements limités sont effectués pour
x, xf << 1, la petitesse de λ̃ a une influence dans la retenue des termes dominants. Ainsi
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à λ̃ fixé, il est nécessaire d’autoriser un régime basse fréquence tel que λ̃ ∼ O(x2
f ). Nous

obtenons ainsi le coefficient monopolaire R(b)
0 d’une bulle :

R
(b)
0 = −x

6

9

(
χf
χ

)2

[
x3

3

χf
χ

]2

+
[
1− x2f

3λ̃

]2 + i
x3

3

χf
χ

(
1− x2f

3λ̃

)
[
x3

3

χf
χ

]2

+
[
1− x2f

3λ̃

]2 (134)

Ce développement limité fait alors apparaître une résonance basse fréquence de la bulle
(Annexe E), telle que x2

f = 3λ̃ soit :

ω2
R =

3γpA
ρ0a2

(135)

c’est la fréquence de résonance de Minnaert où pA est la pression ambiante du gaz et γ le
coefficient polytropique [124].

Le coefficient dipolaire R1 garde la même expression définie à l’équation (113). Dans
la limite λ̃ << 1, il se réduit à :

R
(b)
1 ' −

x6

9
− ix

3

3
(136)

Près de la résonance, le terme monopolaire domine de manière importante la diffusion
dipolaire. Le rapport montre une dominance d’un facteur 1/λ̃2 ' O(1/x4) pour la partie
réelle du coefficient R(b)

0 et d’un facteur 1/λ̃ ' O(1/x2) pour sa partie imaginaire. Ainsi
la force de gradient pour une bulle proche de sa résonance basse fréquence se réduit à :

~F
(b)
G = −1

2
<(α(b)

m )
1

2ρ0c2
~∇|p|2 (137)

=
1

2
V

1

2ρ0c2
~∇|p|2
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χ

(
1− x2f

3λ̃

)
[
x3

3

χf
χ

]2

+
[
1− x2f

3λ̃

]2 (138)

<(α
(b)
m ) se déduit directement de l’équation (128) après avoir introduit l’expression (134).

La force est proportionnelle au volume V de la bulle et de la densité d’énergie potentielle
de l’onde. Cette force change de signe de part et d’autre de la fréquence de résonance
(voir le graphique pour R(b)

0 Fig. 11). Dans le cas d’une bulle excitée par une onde plane
stationnaire, on retrouve l’expression de la première force de Bjerknes [25, 125, 126] 1.

De la même manière, la force de diffusion donne pour la bulle :

1. Yosioka et Kawasima [25] ont évalué une force 1/x2f fois trop grande.
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Figure 11 – Coefficient de diffusion monopolaire d’une bulle. Partie réelle et
imaginaire de R0 (Eq. (134)). Forte résonance de la bulle près de la fréquence de résonance
de Minnaert ωR et donc de la force.
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~F
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=
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3λ̃
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Cette force est toujours dans la direction du flux d’intensité et est maximale à la résonance.
Il est important de préciser que la prise en compte de la viscosité de volume du gaz peut
donner une forte contribution à la force [125]. Cette contribution est ici négligée tout
autant que la tension superficielle de la bulle.

III.3 Correction de la force due à la viscosité dyna-
mique

La théorie développée jusqu’ici considère un milieu fluide supposé parfait. Pourtant,
divers milieux réels possèdent une viscosité et dissipent dans une certaine mesure l’énergie
acoustique. En outre, l’excitation dipolaire de la sphère doit prendre en compte une couche
limite visqueuse δ pour satisfaire les conditions aux limites à sa surface. Cette couche limite
visqueuse a pour expression :

δ =

√
2µ

ρ0ω
(141)

où µ est la viscosité dynamique du fluide. Cette couche est donc proportionnelle à l’inverse
de la racine carré de la fréquence. Dans cette couche, des ondes transverses de nombre
d’onde kν = (1+ i)

√
(ρ0ω/2ν) sont générées et décroissent exponentiellement avec l’épais-

seur δ [127]. La dissipation d’ondes visqueuses dans cette couche va profondément modifier
l’oscillation dipolaire d’un petit diffuseur. La correction au problème de diffusion réside
dans la modification du coefficient R1. Dès les travaux sur la diffusion dans le cadre de
la théorie ECAH (Epstein Carhart Allegra et Hawley) [98, 99] la modification à apporter
fut donnée. Allegra et Hawley écrivent dans la limite basse fréquence (x << 1) (équation
15 dans [99]) :

R
(AH)
1 = i

x3

3

(ρp − ρ)h
(1)
2 (xν)

2(ρ− ρp)h(1)
0 (xν) + 3 ρ

ρp
h

(1)
2 (xν)

(142)

où h(1)
n est de nouveau la fonction de Hankel de première espèce. xν = (1 + i)a/δ est le

produit du nombre d’onde de l’onde visqueuse par le rayon de la sphère a. Ainsi, il suffit
de chercher une éventuelle écriture plus fonctionnelle de R(AH)

1 pour corriger l’expression
de la force que nous avons donnée. En annexe F nous trouvons :
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R
(ν)
1 = i

x3

3

(ρp − ρ0)(1− γ)

(2ρp + ρ0 − 3γρ0)
+
x6

9

(
ρp − ρ
2ρp + ρ

)2

(143)

où γ = −3
2
δ̃(1 + i + iδ̃) et le paramètre sans dimension δ̃ = δ/a a été introduit. En

utilisant cette équation avec les expressions (133), (132) et (129) nous obtenons la force
pour un fluide visqueux quelle que soit l’épaisseur de la couche limite. Pour aller plus
loin, il convient de nous placer dans la limite δ̃ = δ/a << 1. La couche limite est prise
petite devant la taille de la sphère. En effet en dehors de cette limite, il semblerait que les
corrections apportées à la pression de radiation ne seraient pas complètes sans considérer
les complications liées à l’écoulement qui est aussi généré dans la couche limite [128, 129,
130].

Dans la limite δ̃ << 1, nous montrons en annexe F, que le coefficient dipolaire devient :

R
(ν)
1 = i

x3

3

ρp − ρ
2ρp + ρ

(
1 + 3

ρp − ρ
2ρp + ρ

δ̃ +O(δ̃2)

)
− x3

3

(
ρp − ρ
2ρp + ρ

)2(
3δ̃ +

x3

3
+O(δ̃2)

)
(144)

Ce résultat est la combinaison de l’expression due à Allegra et Hawley, R(AH)
1 , et la réponse

déphasée de la sphère obtenue à l’équation (113). En omettant le terme d’ordre O(x)6, il
est en accord avec la relation donnée par Bruus [39] dans la même limite.

Pour exprimer la force, on utilise la relation (129) pour obtenir α(ν)
d . Le terme mono-

polaire R0 ainsi que la force de gradient ~FG ne sont pas modifiés par la prise en compte
de la viscosité. Par contre, la force de diffusion est augmentée d’un terme :

~FD = −1

2

[(
k

c
=(αm)− k4

12πc
<(αm)<(αd)

)
<(p~v∗) + ρ0=(α

(ν)
d )=((~v · ~∇)~v∗)

]
(145)

où

=(α
(ν)
d ) =

4

3
πa3x3

(
ρp − ρ
2ρp + ρ

)2
(

9δ̃

x3
+ 1

)
(146)

La viscosité introduit donc un déphasage supplémentaire à la réponse dipolaire du
diffuseur qui est cette fois-ci proportionnel à δ̃/x3. Partant de ce constat, il est souvent
conclu que la force due à une onde plane progressive est dominée par la contribution
visqueuse uniquement. Effectivement, à première vue, la force est augmentée d’un facteur
1/x3 par rapport à la force dans un milieu supposé parfait. Or dans la limite adoptée
( x << 1), cela suppose que la condition δ̃ >> x3 soit simultanément respectée et la
conclusion est à mitiger. Sur la figure 12, nous avons tracé pour plusieurs fréquences les
deux quantités en fonction du nombre sans dimension x = ka. Le milieu de propagation
est de l’eau de viscosité dynamique µ = 1, 013 mPa·s à 20◦C. On voit que dans l’intervalle

68



Correction de la force due à la viscosité dynamique

0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.1
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0.3

Figure 12 – Prise en compte de la viscosité - Ordres de grandeur. Couche limite
visqueuse δ̃ = 1

a

√
2ν
ρ0ω

dans l’eau en fonction de x = ka. Le milieu est de l’eau, µ =

1, 013 mPa·s, pour f = 0, 5, 1 , 5 et 10 MHz. La valeur de δ̃ est à comparer avec x3 pour
déterminer l’impact de la viscosité sur la force de pression de radiation.
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de validité de l’hypothèse de basse fréquence x << 1 2, les plus petites sphères seront
effectivement dominées par la viscosité et la force ~FD devient :

~FD = −ρ06πa3δ̃V

(
ρp − ρ
2ρp + ρ

)2

=((~v · ~∇)~v∗) (147)

qui, pour une onde plane, est en accord avec Bruus. Néanmoins, on voit aussi clairement
que pour les sphères les plus grosses ; toute une région existe où x3 ∼ δ̃. Il n’y est alors
pas question de négliger les autres termes de l’équation (145) qui contribueront tout
autant. Il est utile d’ajouter que ces termes sont d’autant plus importants que la particule
est compressible. Une particule peu inertielle mais compressible sera vite dominée par
les termes proportionnels à αm (comme nous l’avons vu de manière extrême pour les
bulles). Pour finir, ce résultat vaut pour un fluide faiblement visqueux (tel l’eau ou les
mélanges eau-NaCl couramment employés dans des applications biologiques). Par contre
si la viscosité du fluide est augmentée, il est évident que nous transitons plus rapidement
dans un régime dominé par la correction visqueuse de la pression de radiation mais aussi
éventuellement par les écoulements de couche limite.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons donné une expression de la pression de radiation dans la
limite où la sphère est supposée petite devant la longueur d’onde. Le fait que les réponses
monopolaire et dipolaire du diffuseur dominent réduit aussi les mécanismes responsables
de la pression de radiation. Les coefficients de diffusion correspondants sont complexes. Il
existe donc une réponse statique mais aussi déphasée de la sphère à l’excitation extérieure.
Cette hiérarchisation a permis de trouver deux contributions à la force. Ainsi, dans un
champ présentant de forts gradients de sa densité d’énergie acoustique, la pression de
radiation est dominée par une force dite de gradient dont l’expression est identique à celle
donnée par Gor’kov (1962). Cependant, il existe de nombreux exemples en acoustique où
le champ est de nature progressive ou une combinaison des deux et pour lesquels d’autres
mécanismes contribuent à la force. Nous avons alors proposé une deuxième contribution
à la force sous la forme d’une force dite de "diffusion" (à l’instar d’un calcul similaire
en optique pour des faisceaux propagatifs focalisés [3]). En outre, la théorie de Gor’kov
n’incluait pas originellement deux cas physiques intéressants. Premièrement, considérant
le cas d’une bulle de gaz dans un fluide, la résonance monopolaire de Minnaert n’était
pas prise en compte et nous l’avons intégrée dans la théorie. Le coefficient de diffusion
monopolaire d’une bulle près de la résonance peut être utilisé pour retrouver l’expression
de la première force de Bjerknes et donner une expression pour la force de diffusion

2. Une comparaison entre les expressions approchées (132) et (133) avec les expressions exactes établies
aux équations (82), (83) et (84) permet de montrer que pour la majorité des matériaux, une faible
différence commence à apparaitre aux alentours de x = ka ∼ 0, 3 soit a ∼ λ/20.
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exercée par une onde de type progressive. Deuxièmement, dans le régime de petite sphère,
la viscosité du milieu joue un rôle important dans le terme de diffusion dipolaire. Partant
des résultats de Allegra et Hawley (1971), nous avons trouvé des corrections visqueuses
de la pression de radiation en accord avec une étude récente de Settnes et Bruus (2012).
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Chapitre IV

Application à la manipulation d’objets
par pression de radiation

Introduction

Dans le chapitre II, nous avons proposé une généralisation de la théorie de la pression de
radiation qui s’exerce sur une sphère. Utilisant le formalisme des harmoniques sphériques
dans le repère centré sur le diffuseur, il est possible d’exprimer les trois composantes de
la pression de radiation Fx, Fy et Fz ((82)-(84)). Nous nous intéressons dans ce chapitre à
différents cas d’application. Le chapitre II a aussi été l’occasion d’introduire les faisceaux
de Bessel qui ont récemment attiré l’attention à la fois en optique et en acoustique. D’un
point de vue de la pression de radiation, certaines de leurs propriétés particulières ont
déjà été explorées en optique [131, 132]. En acoustique, c’est d’un point de vue théorique
qu’ils ont reçu une attention particulière. Marston [31, 34] a mis en évidence une propriété
remarquable, ces faisceaux peuvent théoriquement attirer une particule vers la source du
faisceau de manière continue. Cette force négative a successivement été prédite en optique
[29, 133]. Rapidement des tentatives pour démontrer expérimentalement le concept ont
été menées [134, 135, 136] mais à notre connaissance aucune d’entre-elles n’a démontré
le concept tel que prédit par Marston. Sa vérification expérimentale passera certainement
par une prévision théorique plus complète de cette force d’attraction et en particulier
une analyse tridimensionnelle de la pression de radiation semble nécessaire. La première
application de ce chapitre y sera consacrée.

Concernant l’utilisation d’un faisceau focalisé comme une pince pour manipuler des
objets, nous rappelons que le concept de pince optique tel qu’introduit par Ashkin en
optique [3, 48] n’a pas été obtenu en acoustique. La pression de radiation acoustique a
de nombreux potentiels pour les applications de manipulation sans contact. À intensités
égales, il est prévu que la pression de radiation acoustique exerce une force 5 ordres de
grandeurs supérieurs à celle accessible à la pression de radiation optique (nous avons
vu dans l’introduction que les forces sont toutes les deux proportionnelles à l’intensité
divisée par la vitesse de propagation). De plus, le large spectre fréquentiel couvert par
les sources cohérentes en acoustique permettrait de manipuler des objets microscopiques
jusqu’à macroscopiques et indépendamment de leurs propriétés optiques. La prédiction
et la compréhension des forces exercées par un faisceau acoustique focalisé sont d’autant
plus importantes qu’elles sont motivées par l’accès à un large panel d’applications et
particulièrement en biologie. Des études dans ce sens ont tenté de démontrer le piégeage
de particules avec des faisceaux ultrasonores. Peu après Ashkin, Wu [76] a proposé le
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concept de pince acoustique en utilisant deux faisceaux contre-propagatifs pour piéger des
particules élastiques. Le groupe de Shung et al. propose de manipuler des particules avec
un faisceau mais latéralement uniquement. Il semblerait alors que les particularités de
l’acoustique ne permettent pas d’obtenir un puits de potentiel tridimensionnel et stable
pour une sphère avec un unique faisceau focalisé. La deuxième application de la théorie
a été motivée par la compréhension de ce phénomène. Dans un premier temps, nous
développons un modèle pour calculer la pression de radiation exercée par un faisceau
acoustique fortement focalisé, à ce stade nous identifions la physique du piégeage avec un
faisceau unique, puis nous introduisons le concept de vortex acoustique focalisé qui permet
de répondre à ce problème. Les résultats de cette partie ont fait l’objet d’une publication
[137].

Mais avant de présenter les applications, la procédure permettant d’implémenter la
théorie du chapitre II dans un algorithme de calcul de la pression de radiation est présentée
dans la partie qui suit.

IV.1 Calcul numérique de la force sur une sphère

IV.1.1 Avant propos

La procédure pour calculer la force dans un cas concret peut être décomposée en trois
étapes principales :

1. Premièrement, pour une position donnée de la sphère, il faut déterminer les coef-
ficients de forme du champ incident Amn , qui le décrivent dans la base sphérique
centrée sur la sphère. Les différentes méthodologies qui existent seront discutées
dans la première section de cette partie, et nous justifierons le choix retenu ici.

2. On fixe ensuite les paramètres physiques de la sphère (rayon, densité et vitesses de
propagation) pour calculer les coefficients de diffusion Rn (Eq. (60)). Nous avons
déjà démontré au chapitre II que ces coefficients sont indépendants de la nature du
champ incident et de la position de la sphère.

3. Finalement, le calcul des équations (82), (83) et (84) donne les trois composantes
de la force qui s’exerce sur la sphère.

Dans cette section, nous commençons par justifier et présenter brièvement la méthode
retenue pour le calcul des coefficients de forme, Amn . La procédure d’un calcul type est
illustrée puis une application sur la force exercée par une onde plane permet de valider la
procédure.

IV.1.2 Détermination des coefficients Am
n pour une position don-

née de la sphère.

D’après l’équation (28) obtenue au chapitre II, les coefficients Amn déterminent la forme
du champ incident dans le repère lié à la sphère. Il existe différentes méthodes analytiques
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ou numériques pour les déterminer. Rappelons que dans le cas de l’onde plane et du
faisceau de Bessel, des expressions analytiques ont été exprimées. L’équation fondamentale
de la décomposition a été rencontrée dans le chapitre III et s’écrit :

Amn =
1

φ0jn(kr)

(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!

∫
Ω

φiY
m∗
n dΩ (148)

Naturellement, connaissant φi, la première méthode consiste à calculer cette double in-
tégrale en procédant à des quadratures numériques dans le repère centré sur la sphère.
Cette procédure peut être répétée quelque soit la position de la sphère. Cette méthode a
été utilisée en acoustique pour calculer la diffusion d’une sphère placée hors de l’axe de
propagation d’un faisceau de Bessel [138]. Malheureusement, ces opérations sont numéri-
quement couteuses et le temps de calcul pour traiter un problème tridimensionnel complet
(c’est à dire le calcul de la force pour de nombreuses positions de la sphère) augmente
très rapidement [139, 140, 141]. Cette méthode n’est donc pas optimale. Faisant usage des
propriétés d’orthogonalité de la base des harmoniques sphériques, il est possible d’obte-
nir des opérateurs de rotation et de translation de la base. Ainsi, en principe il suffit de
connaitre les coefficients de forme Amn pour une seule position de référence de la sphère
(soit analytiquement ou par une première quadrature numérique). Puis, en appliquant les
opérateurs de translation et de rotation, les coefficient de forme du faisceau sont obtenus
quelque soit la position de la sphère. Des algorithmes rapides et efficaces permettent de
calculer ces opérateurs [142, 141]. Cette méthodologie a été retenue pour le calcul de la
force. Des détails supplémentaires sur la définition de ces opérateurs sont donnés dans ce
qui suit.

Opération de translation des harmoniques sphériques

Pour chaque nouvelle position de la sphère, la redéfinition du champ incident dans un
nouveau repère repose sur des transformations de translation et de rotation connues pour
les harmoniques sphériques. Ces transformations sont utilisées par une large communauté
scientifique passant par la chimie quantique et le calcul d’orbitales atomiques, le calcul
des matrices de Fock [143], la résolution numérique des équations de Maxwell [144] et
de Helmholtz pour des applications à la diffusion multiple en électromagnétisme ou en
acoustique [145, 146].

Se donnant deux bases B et B′, on définit un repère centré en O et un deuxième en
O′ (voir la figure 13 (a)). La transformation des fonctions d’onde sphériques entre deux
bases translatées l’une par rapport à l’autre d’un vecteur ~r′′ s’écrit :

jn(kr)Y m
n (θ, ϕ) =

∞∑
n′=0

n′∑
`=−n′

Cm,`
n,n′(~r

′′)jn′(kr′)Y `
n′(θ′, ϕ′) (149)
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(a) Translation (b) Rotation

Figure 13 – Translation et rotation des harmoniques sphériques d’une base B
vers une base B′.

Ce théorème est appelé théorème d’addition de translation à cause de la relation ~r = ~r′+~r′′.
Plusieurs méthodes permettent d’exprimer et calculer l’opérateur Cm,`

n,n′ . Celles-ci peuvent
faire intervenir le coefficient de Gaunt [146] ou les symboles de Wigner 3−j [147] bien
connus en mécanique quantique. Ou alors, on peut faire usage de relations de récurrence
apparaissant naturellement avec les propriétés de dérivation des ondes sphériques [144].
C’est cette dernière option qui a été adoptée. La translation axiale telle que ~r′′ = d~ez est la
plus efficace à calculer numériquement. Les coefficients de translation ne dépendent alors
plus de ` : Cm,`

n,n′(~r′′) = Cm
n,n′(kd) et (149) devient :

jn(kr)Y m
n (θ, ϕ) =

∞∑
n′=0

Cm
n,n′(kd)jn′(kr′)Y m

n′ (θ′, ϕ′) (150)

Les relations de récurrence permettant d’obtenir l’opérateur de translation Cm
n,n′(kd) sont

données dans les références [144, 145]. Ainsi, pour un champ incident initialement défini
dans la base B par les coefficients Amn :

Φ(~r) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

Amn jn(kr)Y m
n (θ, ϕ) (151)

en recherchant dans B′ son écriture sous la forme suivante :

Φ(~r′) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

Ãmn jn(kr′)Y m
n (θ′, ϕ′) (152)
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on voit qu’en injectant (150) dans (151) et en échangeant convenablement les variables
muettes, la comparaison avec (152) donne immédiatement :

Ãmn =
∞∑
n′=0

Cm
n′,n(kd)Amn′ (153)

En appliquant l’équation (152) avec les coefficients Ãmn obtenus, on aura alors la description
du même champ incident initialement décrit dans la base B dans une nouvelle base centrée
sur la sphère. Cette base B′ a été translatée d’un vecteur d~ez par rapport au repère initial.
Ceci revient à déplacer la sphère dans le champ acoustique considéré.

Opération de rotation des harmoniques sphériques

À l’instar des propriétés de translation, les harmoniques sphériques Y m
n satisfont la

propriété suivante :

Y m
n (θ, ϕ) =

n∑
m′=−n

Dm,m′

n (R)Y m′

n (θ′, ϕ′) (154)

où l’opérateur Dm,m′
n transforme l’expression des harmoniques sphériques d’une base à

l’autre quand celles-ci gardent la même origine (Fig. 13 (b)). La matrice R est la matrice
de rotation qui relie les vecteurs de base des deux repères B et B′. Une rotation générale
s’écrit :

R = Rx(α)Ry(β)Rz(γ) (155)

et les matrices de rotation de la base cartésienne sont :

Rx(α) =

1 0 0

0 cosα − sinα

0 sinα cosα

 , Ry(β) =

 cos β 0 sin β

0 1 0

− sin β 0 cos β

 , Rz(γ) =

cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1


(156)

Les éléments de l’opérateur Dm,m′
n peuvent de nouveau être calculés à partir de propriétés

de récurrence des harmoniques sphériques [143]. Les coefficients de forme du champ décrit
par Amn dans la base B deviennent dans la base B′ :

Ãmn =
n∑

m′=−n

Dm′,m
n (R)Am

′

n (157)
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R1

R2

T

Figure 14 – Translation arbitraire. Une translation de vecteur ~r′′ est décomposée en
deux rotations et une translation.

Pour déplacer la sphère nous nous sommes restreints, jusqu’ici, à une unique translation
axiale suivant l’axe z. Néanmoins, il est possible d’obtenir une translation arbitraire à
partir de la combinaison d’une translation axiale et deux opérations de rotation. En effet,
une translation d’un vecteur arbitraire ~r′′ peut se décomposer comme suit :

Ãmn =
n∑

ν=−n

Dν,m
n (R2)

∞∑
n′=0

Cm
n′,n(kr′′)

n∑
m′=−n

Dm′,m
n (R1)Amn (158)

Comme nous l’avons illustré à la figure 14, la première rotation R1 permet d’orienter l’axe
z pour qu’il soit colinéaire à ~r′′. Puis, on translate le repère dans cette nouvelle direction
d’une distance r′′. La rotation R2 permet de revenir à des axes colinéaires entre les bases
B et B′. Les relations de récurrence permettant d’obtenir les opérateurs Cm

n,n′ et Dm,m′
n ont

été utilisées dans le cadre du calcul de la pression de radiation optique [142]. Nieminen et
al ont mis à disposition un ensemble de routines en accès libre que nous avons adapté et
utilisé pour le calcul de la pression de radiation acoustique.

Pour résumer, il suffit de déterminer les coefficients Amn pour une seule position de
référence de la sphère. On les obtient soit analytiquement quand cela est possible, soit
on procède à une unique quadrature de l’équation (148). Leur rotation et translation
permet ensuite des les redéfinir pour chaque nouvelle position de la sphère de manière
numériquement efficace.
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Paramètres du milieu et de la 
sphère :

 

Calcul des coefficients du 
champ incident :

 

Calcul des coefficients de 
Diffusion  :

 

Translation et rotation des 
coefficients du champ incident 

incident  :
 

Evaluation du vecteur force :
 

Nouvelle position de la 
sphère dans le champ?

Fin du calcul : Analyse de 
la pression de radiation en 

3 dimensions 

NON

OUI
Nouvelle taille de la 

sphère? 

choix de la fréquence

choix de la taille de la sphère

choix de la position de la 
sphère

Figure 15 – Organigramme du code de calcul analytique.
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IV.1.3 Procédure et validation

Organisation des données

Le langage de programmation retenu est de type matriciel. Toutes les séries vues
jusqu’ici, (pour le champ incident, le champ diffusé et les composantes de la force) sont
infinies sur le degré n des polynômes de Legendre et des fonctions de Bessel sphériques
et avec m ∈ [−n, . . . , n]. On sera amenés à les tronquer à un nombre entier N bien
déterminé. Dans l’annexe G, nous exposons certains des arguments qui permettent de
choisir la troncature. Notamment, le choix N = (ka+d)+3(ka+d)1/3 où d est la distance
de translation maximale qui sera effectuée, a assuré une convergence du calcul de diffusion
dans tous les cas traités. Ainsi, les coefficients Amn seront pensés comme des vecteurs de
taille P = (N+1)2 puisque m prend 2n+1 valeurs distinctes pour chaque n. Remarquons
que les P valeurs ne sont pas toutes utilisées. Suivant les symétries des champs beaucoup
d’entre elles seront fixées à zéro 1. Les opérateurs de translation Cm

n,n′ , de rotation Dm,m′
n

mais aussi les coefficients de diffusion Rn seront pensés comme des matrices et sont de
taille P 2. Heureusement, ces matrices sont aussi en général fortement creuses et le coût
numérique reste limité. Notamment, la matrice représentant les coefficients de diffusion
Rn est diagonale et redondante enm. Elle est diagonale à cause de la symétrie de l’objet. Il
n’y a pas de couplage entre les différents nombres azimutaux m. Une ondelette sphérique
d’ordre m sera diffractée en une ondelette sphérique aussi d’ordre m 2. Au chapitre II,
nous avons conclu que les coefficients de diffusion ne dépendaient pas du nombre azimutal
m et ceci explique la redondance. La matrice ainsi construite est l’exact analogue de la
matrice T de diffusion pour un objet sphérique [101].

Procédure générale

L’organisation du calcul de la force est résumé par la figure 15 et reprend les étapes
principales énumérées au début de cette partie. Les paramètres physiques du problème
sont d’abord choisis (milieu de propagation, fréquence d’excitation, choix du matériau
pour la sphère). On fixe ensuite la forme du champ incident dans un repère de référence
initial (sphère sur l’axe d’un faisceau de Bessel, à la focale d’un champ focalise, ...). Puis,
pour une taille de la sphère donnée, on calcul les coefficients de diffusion Rn correspon-
dants. Lorsqu’on veut placer la sphère dans une position particulière (hors de l’axe de
propagation par exemple), on calcul les opérateurs de translation et de rotation pour en-
suite les appliquer aux coefficients de forme initiaux. Finalement, les équations (82), (83)
et (84) sont calculées pour obtenir la force qui s’applique sur la sphère. Si on conserve la
même sphère mais on change sa position, il suffit uniquement de recalculer les opérateurs
de translation et de rotation. Si on veut au contraire regarder l’influence de la taille de
celle-ci, il est nécessaire de recalculer les coefficients de diffusion.

1. On parle de vecteurs et matrices creux ou creuses, ou "sparse" en anglais.
2. Notez que ceci n’est pas vrai pour une sphéroïde ou un objet de forme quelconque. Il y a alors un

couplage entre les ordres azimutaux et on peut y voir le signe d’échange d’un moment cinétique.
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Illustration et validation

Il est important de valider chaque nouvel apport au code de calcul grâce à une
comparaison directe à une référence. Ainsi, le cas de l’onde plane traité correctement
par la théorie de Yosioka et Kawasima [25] est une référence validée expérimentalement
[26, 27, 28, 148]. Dans le chapitre II, nous avons vérifié analytiquement que notre expres-
sion de la force axiale Fz (Eq. (84)) donnait correctement le résultat pour l’onde plane.
Nous allons maintenant valider l’expression des composantes restantes Fx et Fy numéri-
quement ainsi que les opérations de translation et de rotation par la même occasion. Pour
cela, nous utilisons une généralisation de l’équation (93) qui décrit une onde plane dont
l’incidence est quelconque en coordonnées sphériques [149] :

ei
~k·~r =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

in(2n+ 1)
(n−m)!

(n+m)!
Y m∗
n (α, β)jn(kr)Y m

n (θ, ϕ) (159)

où dans le repère cartésien nous avons le vecteur d’onde ~k = (k cos(α) sin(β), k sin(α) sin(β), k cos(β)).
Les coefficients Amn de l’onde sont donc :

Amn = in(2n+ 1)
(n−m)!

(n+m)!
Y m∗
n (α, β) (160)

Nous choisissons une onde plane telle que (α, β) = (π/2, π/3). Le vecteur d’onde est alors
perpendiculaire à l’axe z et incliné de π/3 par rapport à l’axe x. Sur la figure 16 sont
représentées les forces Fx et Fy exercées par cette onde sur une sphère de rayon a = 0, 5λ.
La translation de la position de la sphère est effectuée dans la direction de propagation. On
voit donc, premièrement, que la force est invariante dans cette direction comme attendu.
Les courbes en trait plein représentent la force obtenue à partir des expressions de Fx et
Fy et les coefficients Amn de (160) sans faire usage de rotations. Les cercles sont obtenus
à partir des coefficients d’une onde plane se propageant suivant z (équation (93)) mais
auxquels nous avons appliqué deux rotations pour obtenir Ãmn ; une première autour de
l’axe y de π/2 et une seconde autour de l’axe z de π/3. On obtient ainsi la direction
de propagation discutée précédemment (α, β) = (π/2, π/3). Les courbes se superposent
convenablement et valident ainsi la procédure de rotation. En addition, en noir et trait
plein, nous avons calculé la force Fz exercée par une onde plane de même amplitude se
propageant suivant l’axe z et en fonction de la distance de translation ~d = d~ez. Les cercles
sont obtenus à partir de

√
F 2
x + F 2

y qui est le module de la force dans le cas de l’onde plane
inclinée. Leur égalité prouve que les composantes Fx et Fy ont donné les bonnes valeurs
numériques. Ce module calculé à partir des équations (82) et (83), valide leur expression.
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Figure 16 – Validation des composantes Fx et Fy et la procédure de rotation.
Analyse tridimensionnelle de la pression de radiation acoustique exercée par une onde
plane sur une sphère. En noir le cas de référence de la force axial Fz d’une onde plane se
propageant suivant z. En cyan et violet, les composantes de force Fx et Fy pour une onde
de vecteur d’onde ~k = (k cos(π/3), sin(π/3), 0) dans le repère cartésien.

IV.1.4 Conclusion

Nous venons d’exposer les informations importantes pour construire efficacement un
algorithme de calcul à partir de la théorie générale donnée au chapitre II. La procédure
peut être résumée par la figure 15. La section qui suit permet de retrouver et étendre une
discussion intéressante entamée dans la littérature : la pression de radiation exercée par
un faisceau de Bessel.

IV.2 Pression de radiation d’un faisceau de Bessel

Les faisceaux de Bessel ont été introduits à la section II.4.2 du chapitre II. Dans
le cas idéal, ils sont dépourvus de diffraction à cause de l’invariance de leur amplitude
avec la distance de propagation z. Cette invariance par translation axiale leur confère en
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principe une capacité de transport de particules de longue portée. La pression de radiation
qu’ils exercent est constante quelque soit z. Il a été démontré en optique qu’ils avaient la
capacité de s’auto-reconstruire après avoir rencontré un obstacle [131]. Cette robustesse
a notamment permis de piéger optiquement plusieurs particules simultanément à des
cotes z différentes [132]. De manière plus intrigante encore, le changement de signe de la
force axiale prédit par Marston [31, 34] permettrait d’obtenir un faisceau "attracteur", le
célèbre tractor beam. La particule serait alors attirée de manière continue vers la source du
faisceau. Un effet qu’il reste à démontrer malgré des tentatives en optique [133, 134, 135] et
en acoustique [136] utilisant d’autres champs ondulatoires. Avec la théorie présentée, nous
avons l’opportunité d’analyser la pression de radiation de ces faisceaux dans un contexte
tridimensionnel et d’étendre les discussions de la littérature.

Nous rappelons que les coefficients de forme d’un faisceau de Bessel s’écrivent pour
une sphère sur l’axe de propagation :

Amn = in−m
′
(2n+ 1)

(n−m′)!
(n+m′)!

Pm′

n (cos β)δm,m′ (161)

où l’angle β a été défini comme l’angle du cône d’incidence décrit par les fronts d’onde
du faisceau de Bessel (section II.4.2). Nous avons tracé un exemple de faisceau de Bessel
à la figure 17 pour une charge unité m′ = 1 et un angle d’incidence β = 25◦. L’angle
β détermine l’inclinaison des fronts d’onde par rapport à l’axe de propagation. Plus, cet
angle est fort et plus le flux d’intensité à une forte composante radiale. Si nous regardons
l’intensité dans le direction de propagation, en (a), le faisceau est invariant suivant z et
présente une singularité de phase sur l’axe de propagation. Dans la direction transverse,
on retrouve l’anneau caractéristique des vortex et la variation azimutale de la phase.

Les coefficients Amn permettent de calculer le champ acoustique à l’ordre 1 d’un faisceau
de Bessel d’ordre hélicoïdal m′. Combiné au calcul du champ diffusé par une sphère
positionnée arbitrairement dans la scène sonore, la pression de radiation qui s’applique
est déterminée. Elle sera exprimée dans un repère cylindrique (ρ, ϕ, z) (voir figure 18) dont
l’origine est prise sur l’axe de propagation du faisceau (le problème est invariant suivant
z). Le vecteur force s’exprime alors :

~F = (Fρ, Fϕ, Fz) (162)

Avec cette convention, Fz est la force qui s’exerce dans la direction de propagation
du faisceau et Fρ la force radiale qui s’exerce dans un plan transverse à la direction de
propagation. Une force radiale positive expulse la sphère hors de l’axe de propagation alors
qu’une force négative l’attire. Fϕ est une éventuelle force azimutale qui résulte du couple
exercé sur la sphère autour de l’axe de propagation et une valeur non nulle indique que la
sphère est mise en rotation autour de l’axe de propagation. Son signe détermine le sens
direct ou indirect de cette rotation. Les composantes de la force dépendront du rayon de
la sphère et de sa position dans le repère cylindrique. La sphère de rayon a sera immergée
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a)

b)

1

0

0

Figure 17 – Faisceau de Bessel hélicoïdal. En a), intensité dans la direction de
propagation z. En b), intensité et phase dans le plan transverse.
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Figure 18 – Repère pour l’analyse de la force ~F . La force sera caractérisée par
une composante axiale dans la direction de propagation du faisceau et d’une composante
radiale et éventuellement azimutale dans le plan transverse.

ρp(kg/m3) c`(m/s) ct(m/s)
Polystyrène 1080 2350 1120
PMMA 1190 2690 1340
Aluminium 2700 6400 3000
Tungstène 19300 5200 2900
Air 1,2 340 /
Huile de silicone 1004 970 /
Eau 1000 1500 /

Table IV.1 – Liste des matériaux et leur propriétés

dans l’eau de densité ρ0 = 1000 kg/m3 et la célérité de propagation des ondes est prise
égale à c = 1500 m/s. Dans toute l’étude qui suit, le faisceau de Bessel est hélicoïdal de
charge topologique m′ = 1. Son amplitude est p0 = 0.1 MPa. La fréquence d’émission est
fixée à f = 1 MHz correspondant à une longueur d’onde λ = 1.5 mm. Dans le tableau
IV.1 sont regroupés les propriétés de quelques matériaux qui seront étudiés à travers les
applications numériques.

IV.2.1 Force sur une petite sphère a � λ dans un faisceau de
Bessel

Nous avons discuté au chapitre III du régime de diffusion de Rayleigh (a � λ) et de
l’expression limite que prend la pression de radiation. On peut distinguer deux contribu-
tions à l force : une composante dite force de gradient et une composante dite force de
diffusion. Par sa structure particulière, un faisceau de Bessel va combiner l’effet des deux
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forces et non pas seulement une force de gradient comme suggéré par une étude récente
[41].

Prenons une sphère en polystyrène de rayon a = 0, 01λ. Sur la figure 19, nous traçons
la force radiale (en a) et azimutale (en b) en fonction de la distance ρ qui sépare le centre
de la sphère à l’axe de propagation. Nous avons aussi représenté l’évolution radiale de
l’intensité du champ (en pointillés). En ce qui concerne la force radiale, on peut voir que
la sphère est attirée vers les nœuds de pression. En effet, une position d’équilibre stable
requiert une force qui passe par zéro et avec une pente négative. Autour de cette position,
la force est alors une force de rappel. La position de ces nœuds est déterminée par les zéros
de la fonction J1([k cos β]ρ) où β est fixé à 25◦. De manière remarquable, pour cet exemple
de vortex, l’axe de propagation est une position d’équilibre radiale. Ce comportement est
cohérent avec la théorie de Gor’kov et le contraste acoustique entre le polystyrène et l’eau.
À des fins de comparaison, les cercles superposés à cette courbe correspondent à la force
calculée à partir de l’expression de la force de gradient (Eq. (132) de la section III.1.2)
et sont en très bon accord. La force d’attraction radiale est maximale pour ρ ' 0.35λ et
vaut Fρ = −3.310−12N. C’est donc dans la pente intérieure de l’anneau du vortex que nous
avons les plus forts gradients du champ. Concernant la composante Fϕ, c’est la première
confirmation théorique du transfert d’une fraction de la quantité de mouvement orbital
entre le faisceau et un objet sphérique non absorbant. Cette fonction est positive pour
une sphère écartée de l’axe et la rotation induite est cohérente avec le sens de rotation
direct des fronts d’onde. Le front d’onde hélicoïdal peut être compris comme une onde
progressive azimutale. Ceci explique que l’amplitude de la force est beaucoup plus faible
que pour la force radiale. C’est une composante qui peut être obtenue à partir de la
force de diffusion. Le couple exercé est maximal au sommet de l’anneau du vortex. La
force axiale est aussi beaucoup plus faible (Fz ' 1.5x10−18N) pour la sphère située sur
l’axe de propagation. Ceci vient du fait que pour une sphère sur l’axe de propagation, la
structure du vortex annihile l’excitation du mode monopolaire de respiration (∝ αm dans
l’équation (133) de la force de diffusion). Il ne reste que le contraste d’inertie entre l’eau
et le polystyrène qui est naturellement faible. Notons que les deux composantes Fϕ et Fz
n’auraient pas pu être calculées à partir de la théorie de Gor’kov.

Pour ces petites sphères élastiques, le faisceau les attire vers les zéros de la fonction
de Bessel et peut ensuite les pousser dans le direction de propagation.

IV.2.2 Comportement axial et transverse de grandes sphères

On étend maintenant la discussion à des sphères de taille comparable à la longueur
d’onde (a ∼ λ). Nous montrons à la figure 20 la force axiale Fz pour la même sphère de
polystyrène en fonction de son rayon a. Il est intéressant de noter que dans le cas d’une
sphère élastique comme le polystyrène, des pics de résonance apparaissent nettement dans
la force. Ils sont attribués à des ondes guidées par la surface de la sphère. Ces pics ont
depuis longtemps été observés dans la diffusion de sphères élastiques. Leur présence à
notamment été vérifiée en étudiant la fonction de forme expérimentale du champ diffusé

86



Pression de radiation d’un faisceau de Bessel

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

−12

ρ/λ

F
ρ
[N

]

(a) Force radiale

0 1 2 3 4
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

−16

ρ/λ

F
φ
 [
N

]

(b) Force azimutale

Figure 19 – Composantes de force latérale sur une petite sphère. En a) la force
radiale exercée par le faisceau de Bessel en fonction de la distance du centre de la sphère
à l’axe de propagation ρ. En b), force azimutale. La sphère peut être mise en rotation
autour de l’axe de propagation.
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[105]. Il était donc aussi attendu que ces pics se retrouvent aussi dans l’amplitude de la
pression de radiation. La terminologie exacte pour caractériser ces ondes de surface est
vaste (Rayleigh généralisées, Stoneley, Scholte-Stoneley, etc. . .) et le lecteur est renvoyé
aux références [32, 150, 151] pour une discussion étendue sur le sujet.
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Figure 20 – Force axiale exercée sur une sphère élastique. Composante Fz pour le
polystyrène sur l’axe du faisceau en fonction du rayon de la sphère a et pour trois valeurs
de l’angle d’incidence β.

En ce qui concerne cette étude, il suffit de remarquer que l’excitation de ces ondes
de surface subsoniques (ct < c), et faiblement amorties, concentre une partie de l’énergie
acoustique à la périphérie du solide. Ces ondes de surface rayonnent à leur tour dans le
fluide. La conséquence étant une influence majeure sur la pression de radiation. De plus,
on a ici l’opportunité de regarder précisément leur effet sur la force latérale exercée sur
une sphère hors de l’axe.

Pour l’angle d’incidence fixé à β = 50◦, la figure 21 a) montre l’évolution radiale de
la force Fρ pour a = 0, 3λ (trait plein) qui correspond à une situation non résonnante
du graphique de Fz (Fig. 20) et aussi pour a = 0, 33λ où le pic est excité (courbe en
pointillés). Dans le premier cas, la force radiale est exclusivement positive et repousse
la sphère du centre du vortex. Par contre, quand la résonance est excitée, le signe de
la force change. Ceci indique que le faisceau va venir confiner la sphère sur l’axe de
propagation. Cette inversion de signe est analogue au piégeage d’une bulle dans une onde
stationnaire de part et d’autre de sa fréquence de résonance monopolaire. Le changement
de signe se retrouve aussi pour le couple qu’exerce le faisceau sur la sphère. En b), on
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(b) Force azimutale

Figure 21 – Effet d’une résonance sur les composantes latérales de la force.
Courbes pour β = 50◦ et les rayons sélectionnés a = 0, 3λ (courbe en trait plein) et
a = 0, 33λ (courbe en pointillés) correspondent à l’excitation ou non du premier pic de la
figure 20.

voit que pour une distance à l’axe ρ ' 0.46λ, la force azimutale change brutalement de
signe. De manière surprenante, ceci signifie que près du cœur du vortex, la sphère sera
mise en rotation dans la direction opposée au flux angulaire de quantité de mouvement.
Une représentation vectorielle qualitative des forces a été tracée sur une carte latérale
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de l’intensité du faisceau (Fig.22). Ceci permet de voir l’action latérale du faisceau. Une
sphère initialement située loin du cœur du vortex est attirée par la force radiale négative
tout en orbitant dans le sens direct défini par l’hélicité du vortex. Puis brusquement, le
sens de rotation de l’orbite s’inverse jusqu’à ce que la sphère atteigne l’axe de propagation.

Figure 22 – Force latérale exercée par le faisceau de Bessel. On superpose sur la
carte d’intensité latérale un tracé vectoriel de la force transverse (Fϕ, Fz).

Une autre inversion de signe concerne cette fois-ci la force axiale. On peut la voir sur la
figure 20 pour les forts angles d’incidence β=60◦ et 70◦ dans les régions : 0.34λ≤a≤0.39λ

et 0.28λ≤a ≤0.32λ respectivement. Ceci suggère que la force négative permet de tirer la
sphère vers la source du faisceau et donc, de manière contre-intuitive, contre son flux de
quantité de mouvement. C’est le faisceau "attracteur" mis en avant par Marston. Il existe
un lien direct entre l’effet d’inversion de la force et la section efficace de diffusion de la
sphère. Quand la rétrodiffusion est minimisée, grâce à un angle d’incidence du faisceau
maximal, la projection du flux de quantité de mouvement exercé sur la sphère peut devenir
négatif. Néanmoins, la prévision de Marston pouvait sembler incomplète sans l’analyse de
la force latérale qui détermine aussi la stabilité de la sphère. La force radiale en fonction
de ρ est tracée à la figure 23. Nous avons sélectionné les paramètres correspondants aux
extrema de la force négative de la figure 20. Pour la courbe en longs pointillés nous avons
alors (a, β) = (0.35λ, 60◦) et (a, β) = (0.32λ, 70◦) pour la courbe en pointillés courts.
Pour ce dernier cas, la sphère n’est pas piégée sur l’axe de propagation, elle ne trouvera
un premier équilibre radial que pour ρ = 0.48λ. Il n’y a donc aucune chance de voir la
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force négative se manifester puisqu’en dehors de l’axe elle est positive. Par contre pour le
cas où β = 60◦, elle peut être confinée sur l’axe du faisceau par la force radiale négative et
successivement tirée vers la source du faisceau par la force de traction négative. La figure
24 permet de visualiser la carte latérale de la force. Dans le premier cas discuté, la sphère
est mise en orbite près d’un nœud de pression alors que dans le deuxième, la sphère peut
être attirée vers l’axe.
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Figure 23 – Stabilité latérale d’un faisceau attracteur. Suivant l’angle d’incidence
β et la taille a de la sphère, la force latérale peut attirer ou non la sphère sur l’axe de
propagation.

IV.2.3 Conclusion

Nous avons pu analyser la pression de radiation en trois dimensions due à un fais-
ceau de Bessel hélicoïdal. L’invariance axiale de faisceau permet de discuter séparément
le comportement axial et latéral d’une sphère dans ce type de champ. Nous pouvons
ainsi prévoir des situations où l’effet de "tractor beam" permettrait d’attirer de manière
continue une sphère dans la direction contraire à la propagation. Cependant, pour ce
type de faisceau qui ne possède pas de gradient axial de sa densité d’énergie, il ne peut
pas exister une unique position d’équilibre stable pour la sphère. Au contraire, les forces
dites non-conservatives, s’appliquent de manière continue. Nous allons maintenant essayer
de trouver un faisceau développant des forces, au contraire, conservatives. La sphère sera
alors sujette à un puits de potentiel et éventuellement être attirée vers une unique position
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(a) Sphère mise en orbite (b) Sphère piégée dans le cœur du vortex

Figure 24 – Force latérale d’un faisceau "attracteur" En a) la sphère n’est pas
confinée sur l’axe de propagation mais mise en orbite près d’un autre nœud de pression,
elle ne sera donc pas attirée par la force axiale négative. En b), la sphère peut être piégée
sur l’axe et ensuite être tirée par la force axiale négative vers la source acoustique.

d’équilibre stable.

IV.3 Modélisation d’un champ acoustique focalisé dans
le formalisme des harmoniques sphériques

IV.3.1 Avant propos

Dans cette partie, nous proposons d’obtenir une expression des coefficients de forme
Amn dans le cas d’un faisceau focalisé par un transducteur concave. Elle permettra dans
la partie suivante, de calculer la pression de radiation exercée par un champ qui n’est
plus invariant suivant l’axe de propagation comme le faisceau de Bessel, mais au contraire
présente une forte focalisation. Nous allons généraliser une approche proposée par Chen
et Apfel [29], pour calculer les coefficients Amn d’un faisceau focalisé aux fronts d’onde
arbitraires. Ainsi le cas du vortex acoustique focalisé pourra aussi être discuté.

IV.3.2 Coefficients de forme d’un faisceau acoustique focalisé

La géométrie du problème est schématisée à la figure 25. Le champ focalisé est obtenu à
partir d’un piston concave qui rayonne dans un milieu semi infini. Le repère sphérique est
centré sur la cible en O. Le point P décrivant la surface ST du piston a pour coordonnées
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Figure 25 – Géométrie du piston concave. rayon de l’émetteur a0, rayon de courbure
r0 et angle d’ouverture α0. Le repère sphérique (r, θ, ϕ) est centré sur la particule de rayon
a placée au centre de courbure.

(r0, θ
′, ϕ′) où r0 est le rayon de courbure de la surface concave. L’ouverture de l’émetteur

est donnée par l’angle α0 relié au rayon du piston et la distance focale par sin(α0) = a0/r0.
Nous cherchons une solution pour le champ acoustique sous la forme :

φi(~r) = φ0

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Amn jn(kr)Pm
n (cos θ)eimϕ (163)

Quand le rayon de l’émetteur est beaucoup plus grand que la longueur d’onde, i.e. ka0 � 1

et l’angle d’ouverture α0 faible, il est reconnu que le champ rayonné peut être obtenu à
partir de l’intégrale de Rayleigh [152, 153, 154] :

φi(~r) =
1

2π

∫∫
ST

u
eikR

R
dS (164)

avec R2 = r2 + r2
0 − 2rr0 cos γ

où u est la vitesse normale de vibration de la surface du piston et R la distance sé-
parant le point d’observation M(r, θ, ϕ) et le point source sur la surface P (r0, θ

′, ϕ′).
dS = r2

0 sin θ′ dθ′ dϕ′ est l’élément de surface infinitésimal de l’émetteur. Cette intégrale
est une solution exacte de la formulation de Helmholtz-Huygens uniquement pour un pis-
ton plan ; c’est à dire quand la fonction de Green de l’espace semi-infini est connue. Dans
cette représentation, chaque point de la surface émettrice peut être considéré comme une
source ponctuelle secondaire. Si la surface est plane, il est évident que chaque source émet
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une onde hémisphérique. Par contre, lorsque la surface est courbée, la situation est diffé-
rente. Chaque point de la surface diffracte une partie des ondelettes émises par les points
source voisins et l’amplitude de vibration de la surface ST ne peut plus être considérée
comme uniforme sur toute la surface. Néanmoins, Coulouvrat [155] a montré numérique-
ment que les conditions de validité de l’intégrale de Rayleigh pour un piston concave
sont moins contraignantes que ce qui est généralement admis. Ainsi, dans la limite haute
fréquence ka0 � 1, l’influence de la diffraction par les bords de la surface émettrice est
négligeable sur le champ rayonné dans le volume et ceci à faible et même à fort angle
d’incidence α0.

La décomposition en ondes sphériques de la fonction de Green en espace libre prend
la forme suivante [106, 149] :

eikR

ikR
=

∞∑
n=0

(2n+ 1)h(1)
n (kr0)jn(kr)Pn(cos γ) pour r<r0

et cos γ = sin θ sin θ′cos(ϕ− ϕ′) + cos θ cos θ′ (165)

Cette expression peut-être réécrite en faisant usage d’un deuxième théorème d’addition
qui est celui des polynômes de Legendre associés [103] :

Pn(cos γ) =
n∑
`=0

(2− δ`,0)
(n− `)!
(n+ `)!

P `
n(cos θ)P `

n(cos θ′)cos `(ϕ− ϕ′) (166)

Avant de procéder à l’intégration, il reste à préciser la vitesse de vibration u du transduc-
teur. Dans l’essentiel des problèmes traités, cette vitesse est supposée uniforme sur toute
la surface et le champ rayonné est alors axisymétrique [29]. Pourtant, le choix de u donne
une grande liberté sur la variété des fronts d’onde qui peuvent ainsi être propagés. Par
exemple, dans le but de modéliser le champ d’un vortex acoustique focalisé, la fonction
pupille est choisie de la forme :

u(θ′, ϕ′) = U0e
im′ϕ′

f(θ′) si π − α0 ≤ θ′ ≤ π

u(θ′, ϕ′) = 0 sinon (167)

U0 est l’amplitude de la vitesse de vibration supposée constante. Ainsi la surface peut
vibrer avec une variation périodique de sa phase régie par un nombre azimutal m′. La
fonction f(θ′) peut être utilisée pour introduire une variation de la vitesse avec l’élévation
θ′ (par exemple une apodisation).

En reportant les équations (165), (166) et (167) dans (164), il faut traiter succes-
sivement deux intégrales. L’intégration sur ϕ′ peut être évaluée en utilisant la relation
d’orthogonalité suivante :
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∫ 2π

0

eim
′ϕ′

cos[`(ϕ− ϕ′)] dϕ′ =


πeim

′ϕ si ` = m′ 6= 0

2π si ` = m′ = 0

0 sinon
(168)

L’intégrale de Rayleigh (164) est donc non nulle à condition que ` = m′ dans l’équation
(166) réduisant cette série à un unique terme à intégrer sur θ′ :

Im
′

n =

∫ π

π−α0

f(θ′)Pm′

n (cos θ′) sin θ′ dθ′ (169)

En posant φ0 = iU0/k, on peut identifier à partir de l’équation Eq.(163) les coefficients
de forme du champ incident pour un faisceau focalisé :

Amn = δm,m′(2n+ 1)
(n−m′)!
(n+m′)!

fm
′

n (α0, r0), (170)

où

fm
′

n (α0, r0) = (kr0)2h(1)
n (kr0)Im

′

n . (171)

fm
′

n (α0, r0) est une fonction qui matérialise l’ouverture finie du piston concave. En parti-
culier, cette fonction est directement liée au gain d’antenne résultant de la focalisation.
Plus le rayon de courbure r0 est faible à angle d’ouverture α0 et fréquence constants, et
plus l’amplitude du paramètre fm′

n croît. Le symbole δm,m′ est utilisé pour souligner que
toutes les ondelettes sphériques dont le front d’onde ne varie pas azimutalement avec la
périodicité eim′ϕ ne contribuent pas à la description du faisceau focalisé. Ainsi le champ
résultant contient d’après Berry une singularité de phase [114]. La charge topologique est
fixée par m′ et est conservée pendant la propagation. On parlera en conséquence de vortex
acoustique focalisé pour tous les cas tels que m′ 6= 0. Concernant l’intégrale Im′

n , elle ne
possède pas de solution analytique en général et sera évaluée numériquement.

Sur la figure 26, nous avons représenté le champ rayonné par un piston vibrant unifor-
mément (i.e. m′ = 0 et f(θ′) = 1). La fréquence d’excitation est de 1 MHz correspondant
à une longueur d’onde λ = 1, 5 mm. L’angle d’ouverture vaut α0 = 39◦ et le rayon de cour-
bure est de r0 = 6 cm. Qualitativement le résultat correspond bien à ce qui est attendu
(dimensions de la tâche focale, etc...).Dans ce cas, l’intégrale de Rayleigh (Eq. (164)) a
une solution exacte lorsqu’on calcule le champ sur l’axe acoustique (θ = 0 ouθ = π) et
s’écrit :

φi(r, 0, 0) = −φ0
r0

r

(
eik
√
r20+r2+2r0r cosα0 − eik(r0+r)

)
(172)

φi(r, π, 0) = −φ0
r0

r

(
eik
√
r20+r2−2r0r cosα0 − eik(r0−r)

)
(173)
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Le graphique en bas de la figure 26 compare cette solution exacte avec le champ calculé
à partir d’une superposition d’harmoniques sphériques. L’accord est très bon, le seul
écart peu visible est en champ proche où les oscillations rapides sont moins captées par le
formalisme des harmoniques sphériques. La convergence est significativement améliorée en
augmentant le nombre N d’harmoniques sphériques utilisées pour décomposer le champ
incident.

IV.4 Pression de radiation d’un faisceau focalisé sur
une sphère

L’équation (170) permet de calculer le champ acoustique à l’ordre 1 rayonné par un
transducteur focalisé. Comme précédemment, nous allons pouvoir déterminer la force de
pression de radiation qui s’applique en déterminant le champ que diffuse la sphère en
interaction avec ce type de faisceaux. Nous choisirons d’exprimer la force acoustique sous
une forme adimensionnelle et dans un repère cylindrique (ρ, ϕ, z) dont l’origine est ici le
centre de courbure du piston concave :

~F = F0
~Q = F0(Qρ~eρ +Qϕ~eϕ +Qz~ez)

où F0 = (πa2)
ρ0k

2

2
φ2

0 = (πa2)
1

2ρ0c2
p2

0 (174)

F0 a la dimension d’une force (N) et est obtenue en multipliant la section efficace géomé-
trique πa2 de la sphère par la densité d’énergie de l’onde. Les fonctions sans dimension
(Qρ, Qϕ, Qz) dépendront du rayon de la sphère et de sa position dans le repère cylindrique.
Sauf précision du contraire, la fréquence d’émission est fixée à f = 1 MHz correspondant
à une longueur d’onde λ = 1.5 mm. Nous regardons la force pour un piston ayant pour
caractéristiques un rayon de courbure r0 = 10 cm et un angle d’ouverture α0 = 39◦, soit,
sauf précision du contraire, les conditions sont celles de la figure 26.

IV.4.1 Faisceau axisymétrique

Influence du matériau de la sphère

Le premier cas examiné est celui d’un faisceau focalisé au front d’onde axisymétrique.
La forme spatiale du champ de pression a été montrée à la figure 26. Nous allons analyser
la pression de radiation qui résulte de la diffraction de ce faisceau par la sphère. Dans un
première temps, l’influence de la taille de la sphère a/λ (relative à la longueur d’onde)
est examinée pour différents matériaux (table IV.1) . Sur la figure 27 sont tracées les
composantes Qz et Qρ de la force. Dans le premier cas, la sphère est positionnée à la focale
du faisceau (~r = (0, 0, 0)). On voit que la force est ici toujours positive et pousse donc la
sphère. De nouveau, on voit apparaître des résonances apparaissent pour le polystyrène
dues aux ondes guidées par la surface de la sphère.
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1

Figure 26 – Champ rayonné par un piston concave vibrant avec une vitesse
uniforme. Le rayon de courbure vaut r0 = 6 cm et l’angle d’ouverture α0 est de 39◦. En
bas la pression est tracée sur l’axe de propagation z et comparée à la solution exacte de
l’intégrale de Rayleigh. 97
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Figure 27 – Force axiale et radiale en fonction du rayon a de la sphère. La
fréquence du faisceau est fixée à 1 MHz et on fait varier la taille de la sphère. Par souci
de clarté, les courbes ont été normalisées. Force axiale pour une sphère en ~r = (0, 0, 0).
La composante Qρ est obtenue pour une sphère située en ~r = (0, 5λ, 0, 0).

En comparaison, le comportement d’un matériau plus rigide comme l’aluminium ou
liquide comme l’huile de silicone est plus régulier dans le sens où il est plus difficile de
déceler un comportement résonant. La force radiale Qρ a été tracée pour une sphère hors
de l’axe acoustique ~r = (0, 5λ, 0, 0). En effet, par symétrie, la force radiale est nulle pour
un sphère positionnée sur l’axe. Les résonances détectées pour le polystyrène affectent
naturellement la force radiale et peuvent dans ce cas causer un changement de signe
de cette composante. L’habilité d’un faisceau à confiner une particule près de la focale

98



Pression de radiation d’un faisceau focalisé sur une sphère

dépend pour beaucoup du signe de la force et l’effet de ces résonances doit être analysé.
Toujours dans le cas du polystyrène, sur la figure suivante (Fig. 28), nous avons tracé cette
fois-ci, les forces en fonction de la position de la sphère dans le faisceau incident. Nous
avons sélectionné pour le rayon de la sphère a = 0, 21λ et a = 0, 25λ qui correspondent
à deux positions distinctes de part et d’autre du premier pic de résonance observé à la
figure 27. Comme on peut le voir sur le graphique (a), l’inversion du signe de Qρ se
confirme quelque soit la distance ρ séparant le centre de la sphère et l’axe du faisceau.
L’excitation d’une résonance peut donc permettre de sélectionner le comportement du
faisceau, peu avant le pic de résonance (a = 0, 21λ) la force radiale est une force de rappel
qui confine la sphère sur l’axe du faisceau, après celui-ci (a = 0, 25λ), la sphère est au
contraire éjectée par une force radiale toujours positive. On peut tenter de donner une
explication à ce comportement en analysant le champ diffusé. Le graphique (b) représente
la fonction de forme de diffusion Fd(θ, ϕ) introduite à l’équation (69) du chapitre II. Cette
fonction est directement liée au diagramme de directivité caractérisant le rayonnement de
la sphère. Pour placer la sphère hors de l’axe de propagation, elle est écartée de la distance
ρ = 0, 5λ dans la direction θ = 270◦. On peut remarquer que dans le cas précis d’une force
attractive (Qρ < 0, courbe en trait plein), la fonction de forme est fortement asymétrique
(la section efficace de diffusion est plus grande pour θ ∈ [π : 2π]). La sphère rayonne
essentiellement l’énergie acoustique de manière "centrifuge" ce qui a comme résultat la
force centripète observée. Nous rappelons que la force de pression de radiation résulte d’un
excès de pression à une interface. Ici l’excès qui résulte de l’asymétrie du champ diffusé
semble pouvoir orienter la force vers le centre du faisceau. Nous avons vérifié que pour
une gouttelette d’huile qui manifestement est toujours attirée vers le faisceau (Fig. 27),
une forte asymétrie est systématiquement présente dans le diagramme de diffusion.

La possibilité d’attirer une particule vers le faisceau acoustique est une première ma-
nière de la manipuler à distance. Néanmoins, comme nous pouvons le voir sur la courbe
de la force axiale (Fig. 28), elle est toujours orientée dans la direction de propagation
du faisceau quelque soit la position z du centre de la sphère. Elle sera systématiquement
pousée dans la direction de propagation.

Piège pour une gouttelette fluide

Le contraste de compressibilité et d’inertie entre la sphère et le milieu régit, tout comme
dans une onde stationnaire, la direction que prend la force. On le voit avec la différence
de signe de la force radiale entre une gouttelette d’huile et une sphère solide (aluminium
et polystyrène hors résonance) sur la figure 27. En réduisant la taille de la sphère, on
atteint le régime de Rayleigh (a/λ� 1), et on remarque que le faisceau focalisé peut agir
comme un puits de potentiel stable pour l’huile de silicone. En effet, pour une sphère de
rayon a = 0, 01λ, nous montrons sur la figure 29 que l’action des deux composantes de
la force peuvent se combiner pour définir une unique position d’équilibre stable pour la
goutte. Cette position requiert une force qui passe par zéro et avec une pente négative.
Ainsi la force radiale attire la goutte vers l’axe de propagation et la force axiale assure
qu’elle rejoigne une position d’équilibre stable qui se situe légèrement en amont de la focale
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(a) Force radiale (b) Fonction de forme de diffusion en champ
lointain

(c) Force axiale

Figure 28 – Effet d’une résonance sur le comportement de la force. En (a), la
force radiale pour une sphère de part et d’autre du premier pic de résonance, a = 0, 21λ

et a = 0, 25λ. En (b), la fonction de forme est tracée dans un diagramme polaire pour les
deux tailles de sphère. En (c), la force axiale en fonction de la distance à la focale z.

du piston concave. Tout comme dans un système à ondes stationnaires, c’est la force de
gradient qui attire la sphère vers la tâche focale où l’intensité est maximale. Notons que le
gradient de pression radial est plus fort que celui obtenu axialement par focalisation. Ceci
explique que le force radiale est en règle générale plus importante. À notre connaissance, il
n’existe pas de démonstration expérimentale de ce piège stable pour des gouttes liquides
utilisant un faisceau axisymétrique. D’un point de vue applicatif, avec une pression au
foyer p0 = 1 MPa, la force de rappel radiale vaut au maximum Fρ ' 2, 7 nN et axiale
Fz ' 600 pN. Ces forces suffiraient certainement à convenablement manipuler la goutte
de rayon a = 15µm. Néanmoins, il ne sera pas possible d’établir des conditions de stabilité
similaires pour des matériaux solides. Du fait d’une forte réflexion spéculaire, la force axiale
est toujours répulsive (voir figure 30). Le contraste acoustique ne donne tout simplement
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pas le bon signe à la force. Une exception peut être faite pour les matériaux très denses et
incompressibles (e.g. le tungstène). Sous certaines conditions, on peut établir une position
d’équilibre (voir les discussions dans les références [123, 137]). Pour finir, quelque soit le
matériau, en augmentant de nouveau le rayon de la sphère la force axiale de diffusion
domine rapidement et pousse la sphère dans la direction de propagation.

Conclusion sur le faisceau axisymétrique

Un faisceau ultrasonore axisymétrique ne permet pas, en général, de manipuler une
sphère en trois dimensions. Par contre, la force de poussée axiale pourra être bloquée par
une contrainte extérieure (par exemple en utilisant une membrane non réfléchissante). La
sphère pourra ensuite être manipulée latéralement. C’est une technique adoptée dans les
travaux du groupe de recherche de K.K Shung et al. [77, 78, 156]. Suivant les propriétés
des particules, elles ne seront pas manœuvrées de la même manière (expulsion ou répulsion
latérale). Ceci, ajouté à l’apparition de résonances élastiques étudiées ici, laisse entrevoir
une manière efficace de trier des particules par leur taille et/ou propriétés élastiques.

Figure 29 – Force sur une petite gouttelette d’huile de silicone. Forces de type
rappel suivant l’axe de propagation et latéralement. La goutte est confinée à une position
d’équilibre stable.
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Figure 30 – Force sur des petites sphères élastiques. La force axiale repousse les
particules de la focale du faisceau. On ne peut obtenir une position d’équilibre stable.

IV.4.2 Système de faisceaux contra-propagatifs

Nous venons de voir qu’un unique faisceau axisymétrique n’était pas adéquat pour
confiner une particule en trois dimensions. Une force axiale qui pousse la particule dans
la direction de propagation empêche d’établir une position d’équilibre stable. L’étude
pionnière de Wu [76] avait justement pour objectif d’obtenir l’analogue acoustique des
pinces optiques introduites par Ashkin [48]. Pour plusieurs raisons dans son étude, il n’a
pas pu démontrer la faisabilité du concept de piège à faisceau unique sur des particules de
latex. Il n’a alors pas reconnu que le contraste acoustique était clairement en sa défaveur et
préféra évoquer des complications liées à l’écoulement induit par l’atténuation du faisceau
acoustique. Quoiqu’il en soit, écoulement ou non, sa méthodologie n’était pas adaptée à
l’application visée. La force d’entrainement visqueuse appliquée par l’écoulement sur les
particules venait renforcer la poussée axiale de pression de radiation. Pour remédier à
son problème, il utilisa donc deux faisceaux contra-propagatifs pour établir un puits de
potentiel stable. C’est une solution analogue à celle adoptée par Ashkin qui rencontra
initialement des problèmes similaires de fuite axiale [3].

Le champ représenté à la figure 31 est obtenu avec deux faisceaux qui se propagent
dans des directions opposées et qui sont générés par des transducteurs ayant les mêmes
caractéristiques (r0 = 10cm, α0 = 39◦). On voit qu’un système axial d’ondes stationnaires
se crée. Des nœuds et des ventres d’amplitude sont séparés de λ/4 dans la direction de
propagation z. Comme dans l’étude de Wu, les foyers focaux de chaque faisceau sont
séparés de quelques millimètres, ici 4λ. En ce qui concerne la force, on peut s’attendre à
ce que la composante axiale soit modifiée à cause de cette stationnarité. Sur la figure 32,
nous avons tracé pour deux particules distinctes (huile de silicone et PMMA) de rayon
a = 0, 01λ, les composantes axiale et radiale de la force. La stationnarité de l’onde se
retrouve clairement dans l’évolution de Qz en fonction de la position z de la sphère. Ainsi,
comme classiquement observé dans les systèmes d’ondes planes stationnaires, la goutte
est attirée vers les ventres de pression et la sphère élastique en PMMA vers les nœuds. Le
nombre de positions axiales d’équilibre stable est déterminé par l’extension du domaine
stationnaire obtenu avec les deux faisceaux. Ce nombre augmente quand on rapproche les
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Figure 31 – Champ de deux faisceaux contra-propagatifs. Deux faisceaux contra-
propagatifs de même amplitude forment un système stationnaire dans la direction de
propagation z. Des nœuds et des ventres d’amplitude sont séparés de λ/4. Les foyers
focaux de chaque faisceau sont séparés d’une distance 4λ.

deux foyers focaux. Nous pouvons aussi analyser la force radiale sur cette même figure.
Pour la goutte d’huile, les ventres de forte intensité génèrent une force attractive dirigée
vers l’axe acoustique. De manière plus singulière, pour la sphère de PMMA décalée de
z = 0, 25λ, le nœud de pression axiale permet aussi d’attirer la sphère vers l’axe. C’est cette
force qui a permis à Wu de confiner en trois dimensions des particules de latex. C’est aussi
cette force qui permet dans les expériences de lévitation acoustique de maintenir dans une
certaine mesure les particules alignées. La focalisation dans ces expériences créent toujours
un faible gradient latéral de pression.

Les deux cas qui viennent d’être illustrés entrent dans le régime de diffusion de Ray-
leigh. Analysons maintenant le comportement de ce piège pour des sphères plus grandes.
Toujours pour les deux mêmes matériaux, nous prenons des sphères de rayon a = 0, 25λ.
Nous pouvons voir pour la composante Qz sur la figure 33, que la sphère élastique possède
encore plusieurs positions d’équilibre axial. Par contre, la goutte n’est plus aussi sensible
aux gradients de pression du champ stationnaire. Ainsi, elle sera piégée à égale distance des
deux transducteurs et l’ensemble du champ agit comme un unique puits de potentiel. En
comparant au cas d’un seul faisceau, la goutte piégée peut ici être beaucoup plus grande,
les forces de poussée des deux faisceaux se superposent et forment une force de rappel au
niveau du barycentre du système. Sur la figure 34, nous montrons que ce barycentre est
pondéré par l’amplitude respective des deux faisceaux. L’amplitude du faisceau arrivant
des z positifs est augmenté de 10, 50 et 100% par rapport à l’autre. On voit alors qu’il
est possible de déplacer la position d’équilibre stable vers la gauche et déplacer ainsi la
goutte piégée. Le PMMA reste sensible à la présence de nœuds et de ventres et plusieurs
positions d’équilibre stable existent. La force radiale Qρ reste encore attractive permet-
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Figure 32 – Composantes radiale et axiale de la force. L’onde stationnaire axiale
de la figure 31 défini un nombre fini de positions d’équilibre pour les deux sphères. La
gouttelette d’huile est attirée vers les ventres de pression pendant que le PMMA va vers
les nœuds. Pour les deux, la force radiale confine les particules sur l’axe acoustique.

tant de confiner la particule sur l’axe acoustique. En augmentant davantage la taille de la
particule, ce piège semble redevenir rapidement instable.

Ce montage introduit par Wu au début des années 1990 n’a pas été exploité par la suite.
Pourtant son analogue optique a reçu plus d’attention [50, 157, 158] et cette configuration
semble bien adaptée à l’étude de grands organismes biologiques. Notamment, suivant
l’élasticité de l’objet biologique étudié, il semble possible de l’étirer dans la direction de
propagation des faisceaux grâce au différentiel de force qui apparaît à chacune de ses
extrémités [157]. On peut donc concevoir une machine à traction sans contact macro- ou
microscopique.

IV.4.3 Vortex acoustique focalisé : dimensionnement d’une pince
acoustique

Description du champ incident

Sur la figure 35, nous représentons à la fois l’intensité et la phase de vortex pour
plusieurs valeurs de la charge topologique m′ = 1, 2 et 3. Contrairement aux conditions
requises pour les faisceaux hélicoïdaux de Bessel vus précédemment, cette fois-ci ils sont
focalisés par un transducteur concave. On retrouve la forme caractéristique déjà décrite,
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Figure 33 – Composantes radiale et axiale de la force. Forces axiale et radiale pour
des sphère plus grandes de rayon a = 0, 25λ.
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Figure 34 – influence d’un déséquilibre en amplitude des faisceaux. Ici nous
montrons la position d’équilibre axiale est pondéré par l’amplitude respective de chaque
faisceau. L’amplitude du faisceau arrivant des z positifs est augmenté de 10, 50 et 100%

par rapport à l’autre.

un anneau de forte intensité entourant un cœur où l’amplitude est nulle. Dans la direction
de propagation z, on peut observer l’effet de la focalisation. L’intensité est décrite par un
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"tube de focalisation" et la singularité de phase, très robuste, semble se maintenir quelque
soit z.

106



Pression de radiation d’un faisceau focalisé sur une sphère

(a) intensité (u.a.)

y
 /
λ

−2 0 2

−2

0

2

0

(b) phase

Figure 35 – Intensité et phase en fonction de la charge topologique m′ d’un
vortex focalisé. De gauche à droite, la charge vaut m′ = 1, 2 et 3. En a) l’intensité dans
la direction de propagation et dans le plan transverse. En b), variation azimutale de la
phase. 107
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Piège tridimensionnel pour une sphère élastique

Comme premier exemple nous analysons la force exercée par un vortex de charge
topologiquem′ = 1 qui est focalisé par le même émetteur que dans les sections précédentes.
En fixant le paramètre m′ à l’équation (170), nous obtenons les coefficients de forme du
champ incident pour la position de référence (sphère placée à la focale du transducteur).
Les composantes radiale, azimutale et axiale de la force sont montrées à la figure 36.
La sphère de rayon a = 0.15λ est en aluminium. Dans le plan transverse à l’axe de
propagation (le plan focal z = 0), les composantes Qρ et Qϕ sont fonctions de la distance
à l’axe acoustique ρ. La composante axiale est elle calculée pour une sphère positionnée
sur l’axe acoustique en fonction de sa position par rapport au foyer de focalisation z. De
manière très importante, on constate qu’à la fois la force radiale et axiale attirent la sphère
vers une unique position d’équilibre. La force radiale assure son attraction vers l’axe de
propagation, puis, elle rejoint ensuite un position d’équilibre en aval de la focale, zeq ∼ 0.5λ

déplacée sous l’action de la force axiale. Sur les graphiques pour Qρ et Qϕ est aussi tracée
la variation de l’intensité du champ (courbe en pointillés). La force radiale est maximale
à l’intérieur de l’anneau du vortex (ρ ' 0, 23λ) où les gradients de l’énergie acoustique
sont importants. Néanmoins, la force demeure attractive jusqu’à approximativement le
sommet de l’anneau du vortex, ρmax ∼ 0.6λ, ce qui suggère une portée d’action du piège
suffisamment grande devant la taille de l’objet. Concernant la composante Qϕ, comme
dans le cas du faisceau de Bessel hélicoïdal, elle confirme une nouvelle fois le transfert
d’une fraction de la quantité de mouvement orbital entre le faisceau et l’objet sphérique
non absorbant. Cette fonction est positive pour une sphère écartée de l’axe et la rotation
induite est cohérente avec le sens de rotation direct des fronts d’onde.

Le comportement de la force axiale mérite d’être discuté plus en détail. Pour la pre-
mière fois, on observe une action du faisceau de type "ressort" qui permet de piéger une
sphère élastique. Revenant à l’analyse grande longueur d’onde de la pression de radiation
(section III.1.2), il est possible de donner un sens physique à ce comportement. Pour une
petite sphère, contrairement au cas du faisceau de Bessel que nous avons étudié au début
de ce chapitre, la force axiale est ici dominée par la force de gradient. L’équation (132)
s’écrit pour la force de gradient axiale dans le repère cylindrique (ρ, ϕ, z) :

F z
G = −∂U

∂z
(175)

et cette force conservative dérive du potentiel acoustique qui prend la forme :

U(ρ, ϕ, z) = −ρ0πa
3

(
ρp − ρ0

2ρp + ρ0

)
|~v|2 (176)

En effet partant du constat que le pression acoustique est nulle sur l’axe de propagation
du vortex, le terme monopolaire n’est plus excité puisque ∂|p|2

∂z
= 0. Il ne reste alors que
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Figure 36 – Force d’un vortex de charge m′ = 1. Composantes Qρ et Qϕ pour une
sphère de rayon a = 0, 15λ en aluminium en fonction de la distance radiale ρ. L’intensité
du champ (unités arbitraires) a aussi été représenté en pointillés. La force Qz est tracée
pour la sphère sur l’axe acoustique en fonction de son éloignement à la focale.

l’excitation dipolaire proportionnelle au contraste d’inertie entre la particule et le milieu
de propagation. Faisant usage de l’équation d’Euler linéarisée, le potentiel peut s’écrire
en fonction de la pression uniquement :

U(ρ, ϕ, z) = − πa3

ρ0ω2

(
ρp − ρ0

2ρp + ρ0

)((
∂p

∂ρ

)2

+
1

ρ

(
∂p

∂ϕ

)2

+

(
∂p

∂z

)2
)

(177)

or la variation azimutale du champ de pression est périodique en eimϕ ce qui implique que
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le terme
(
∂p
∂ϕ

)2

soit nul. On retrouve le fait que la force azimutale n’est pas une force de
gradient (voir aussi section IV.2.1) et le potentiel tel qu’il est défini est indépendant de
ϕ. Finalement U devient plus simplement :

U(ρ, z) = − πa3

ρ0ω2

(
ρp − ρ0

2ρp + ρ0

)((
∂p

∂ρ

)2

+

(
∂p

∂z

)2
)

(178)

Pour le cas particulier de la force sur l’axe de propagation (ρ = 0), elle se réduit à :

F z
G(z) =

πa3

ρ0ω2

(
ρp − ρ0

2ρp + ρ0

)
∂

∂z

(
∂p

∂ρ

)2

ρ=0

(179)
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Figure 37 – Puits de potentiel dont dérive la force de gradient. Le potentiel
acoustique U est représenté dans le plan (x, z) par les courbes bleues. La force axiale
est tracée pour trois position latérales différentes x = −2λ 0 et 2λ. Sur l’axe acoustique
(courbe magenta) le puits de potentiel est tel que la force axiale définit une position
d’équilibre pour la sphère. L’ensemble des courbes ont été normalisées à l’unité.

La clé pour obtenir la force de rappel axiale réside ainsi dans la variation axiale du
gradient radial de la pression pris en ρ = 0. Sur la figure 37 nous avons tracé le potentiel
acoustique (−U pour être exactes) à partir du champ de pression d’un vortex ainsi que
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la force axiale FG
z qui en résulte pour trois positions latérales différentes. L’examen des

courbes pour le potentiel (en bleu) montre que ce n’est que sur l’axe acoustique (x = 0)
que le gradient axial du potentiel produit un point d’inflexion dans la bonne direction
pour la courbe de la force (courbe magenta). Hors de l’axe (x = ±2λ) ce point d’inflexion
est inversé et la force (courbes noires) est répulsive.

En résumé, la topologie particulière du vortex (pression nulle sur et son gradient radial
qui en résulte), une annihilation du terme monopolaire et un contraste inertiel favorable
pour des particules plus denses que le milieu de propagation sont les trois ingrédients pour
établir la force de rappel attractive d’un vortex acoustique sur des sphères élastiques.

Trajectoire d’une particule dans un vortex acoustique

Le puits de potentiel qui agit sur la sphère est tridimensionnel et varie dans l’espace.
Nous pouvons calculer la trajectoire d’une particule dans le piège pour mieux comprendre
l’action de la pression de radiation. Le bilan des forces qui s’exerce sur la sphère s’écrit :

m
∂~vp
∂t

= ~F + ~Fs + ~P , (180)

où

~Fs = −6πµa~vp. (181)

m est la masse de la sphère et ~vp sa vitesse. Les forces à prendre en compte sont le
poids apparent de la sphère ~P (poids moins la poussée d’Archimède). Une force visqueuse
d’entrainement notée ~Fs, et calculée à partir du modèle de Stokes où µ = 0.001 Pa·s est
la viscosité dynamique de l’eau. Et ~F la pression de radiation acoustique. Un schéma
explicite de Runge-Kutta a été couplé au calcul analytique de la force acoustique pour
résoudre l’équation (180). Pour chaque pas temporel, la pression de radiation est calculée
pour la nouvelle position de la sphère et la force d’entrainement est obtenue à partir de
la vitesse qu’elle a atteinte. La trajectoire de la sphère en aluminium est montrée sur
la figure 38. La pression sur la surface d’émission est fixée à 0, 1 MPa. On obtient pour
la valeur maximale de la pression de radiation Fz ' 7µN, Fϕ ' 35µN et Fρ ' 53µN
pour les courbes de la figure 36. Partant de la position (0.4,−0.4, 0) en unités de λ et
sans vitesse initiale, elle est d’abord rapidement attirée vers l’axe de propagation contre
son propre poids (qui vaut ∼ 80nN dirigée dans cette configuration suivant l’axe y ).
Tant qu’elle n’a pas atteint l’axe de propagation, la force axiale est positive et pousse la
sphère dans la direction de propagation (direction z). Simultanément, l’échange du flux de
moment angulaire l’entraine dans une trajectoire orbitale autour de l’axe de propagation.
Ce n’est qu’une fois sur l’axe z que la sphère est ensuite, plus lentement, attirée par la
force axiale négative vers sa position d’équilibre stable (0, 0, 0.5). Ceci démontre que le
vortex de charge m′ = 1 peut piéger une sphère solide et sera approprié pour être utilisé
comme une véritable pince acoustique. Une fois la sphère piégée, il est concevable de
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pouvoir la manœuvrer avec précision en déplaçant le champ acoustique. Bien entendu,
suivant la taille de la sphère, sa densité et le milieu dans lequel on opère, un pré-requis est
de développer une force suffisante pour dominer les autres forces mises en jeu (le poids,
l’accélération de la particule, un éventuel écoulement, etc...).

Influence de la focalisation du champ acoustique

Nous avons vu que la force de type "gradient" était responsable de l’attraction de
la sphère vers une position d’équilibre. On est naturellement amené à penser que les
caractéristiques de focalisation jouent un rôle important dans l’apparition de cet effet.
Pour un rayon d’ouverture du transducteur fixé à a0 = 5 cm, nous avons fait varier l’angle
d’ouverture α0 en changeant le rayon de courbure r0. Sur la figure 39, pour les angles
α0 = 19, 5◦, 30◦, 38, 7◦ et 56, 5◦, nous avons tracé l’évolution des forces axiale Fz et radiale
Fρ de la force (en Newtons). Pour obtenir chaque courbe, nous avons normalisé le champ
acoustique rayonné par le gain d’antenne correspondant à chaque angle d’ouverture. On
conserve ainsi une pression au foyer fixe p0 = 1 MPa. On remarque que pour les deux
composantes, la force augmente avec la focalisation et l’augmentation des gradients du
champ (et non sa valeur absolue au foyer). L’extension spatiale de la tâche focale étant
de plus en plus petite, le champ d’action latéral est aussi fortement réduit et devient plus
raide. De manière remarquable, l’effet de raidissement est beaucoup plus important pour
la force axiale. Alors qu’on augmente la force d’approximativement un ordre de grandeur
pour Fρ, la force axiale croit de deux ordres de grandeur. On conclut donc que le choix
de l’angle d’ouverture du transducteur concave est très important pour l’application à
la pince acoustique. Une forte focalisation assure d’importants gradients de pression. La
force dite de gradient qui établit la position d’équilibre stable dominera alors de manière
plus robuste la force de poussée axiale issue de la rétrodiffusion.

Influence de la taille de la sphère

Sur la figure 40, le piégeage d’une sphère en polystyrène est aussi démontré et nous
regardons l’influence de la taille de la sphère. Pour les sphères répondant au critère de
Rayleigh a � λ, la position d’équilibre stable est sensiblement le centre de courbure du
transducteur concave. En augmentant progressivement la taille de la sphère, la force est
rapidement modifiée et la position d’équilibre stable se situe plus en aval de la focale.
Ceci résulte d’une compétition entre la force de gradient qui l’attire vers la focale pendant
que la force de diffusion tend à la pousser dans la direction de propagation. La force de
poussée est en première approximation modélisée par l’équation (133) dans le régime de
Rayleigh. Lorsque la taille de la sphère augmente, les termes multipolaires supplémentaires
qui s’ajoutent poussent aussi fortement et proviennent d’une forte diffusion spéculaire du
faisceau par la sphère. Ainsi en passant de a = 0, 15λ à a = 0, 18λ la position d’équilibre
est décalée de zeq ∼ 0.45λ à zeq ∼ 1.3λ. Pour a = 0, 2λ, la force devient exclusivement
répulsive. Notons qu’au contraire, la composante radiale Qρ confine toujours la sphère sur
l’axe et semble plus résistante à l’augmentation de la taille de la sphère. En réalité son

112



Pression de radiation d’un faisceau focalisé sur une sphère

(a) Trajectoire tridimensionnelle
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Figure 38 – Trajectoire tridimensionnelle d’une sphère dans un vortex de
charge m′ = 1. Les forces agissant sur la sphère sont la pesanteur (‖~g‖ = 9.8 m/s2),
la force d’Archimède, la pression de radiation acoustique et la force de Stokes. La sphère
est lâchée sans vitesse initiale de la position ~r = (0.4,−0.4, 0).
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Figure 39 – Influence de la focalisation. Effet de l’augmentation de l’angle d’ouverture
(de haut en bas α0 = 19, 5◦, 30◦, 39◦ et 56, 5◦) sur la force axiale Fz en (a) et radiale Fρ
en (b). Les forces sont données en newtons.

signe dépendra de l’existence ou non d’un régime résonnant favorable comme dans le cas
du faisceau axisymétrique.

La forte force de répulsion provient d’une importante rétrodiffusion du faisceau et en
modérant l’interaction entre le faisceau et la sphère on peut espérer affaiblir cette force.
Une manière d’y parvenir sans modifier la fréquence d’émission est d’augmenter le rayon
de l’anneau du vortex. Comme nous l’avons vu à la figure 35, ceci peut être fait en prenant
des vortex de charge topologique plus élevée. Sur la figure 41, nous traçons la force exercée
par des vortex de charge m′ = 1, m′ = 3 et m′ = 4 pour une sphère en polystyrène en
fonction du rayon a de la sphère. Comparant les graphiques pour les différentes charges,
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Figure 40 – Influence de la taille de la sphère. Force d’un vortex de charge m′ = 1

sur une particule de polystyrène de rayon croissant a = 0.15λ, a = 0.18λ et a = 0.2λ. Très
rapidement, la force de gradient axiale est dominée par la force de diffusion qui éjecte la
sphère.

on peut attribuer à chaque pic de Qz le mode sphérique excité. Par définition du champ
(Eq. (170)), les modes d’ordre n < m′ ne sont pas excités et ne contribuent pas à la force.
Ainsi pour m′ = 1, le premier pic est attribué à un mode de diffusion de degré n = 2

puisqu’il n’est pas excité par le vortex de charge m′ = 3. Le deuxième pic de la courbe
bleue est bien attribué au mode n = 3 et à son tour n’est pas excité par le vortex de charge
m′ = 4. Par contre pour la force radiale Qρ, le fait de désaxer la sphère de ρ = 0, 5λ (on
rappelle qu’autrement la force radiale est nulle sur l’axe) couple les modes azimutaux
de différentes charges m′. Il en résulte que tous les modes résonants peuvent encore être
excités et le signe de la force radiale en est impacté.
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(a) Force axiale

(b) Force radiale

Figure 41 – Résonances pour des vortex de charge supérieure. Composantes de
la force pour des vortex de charge m′ = 1, 3 et 4. En a) la composante axiale pour une
sphère à la focale ~r = (0, 0, 0).

Il n’est pas perceptible sur la figure 41 que la force axiale Qz n’est pas exclusivement
positive. En faite pour chaque courbe, la force axiale demeure faiblement négative avant
chaque premier pic de résonance. Ceci est le signe que la sphère est certainement attirée
vers une position d’équilibre stable sur l’axe. Pour retrouver un piège tridimensionnel
pour de plus grandes sphères, il suffit donc de sélectionner dans ce domaine de a une
valeur qui répond à une force radiale négative également. Celle-ci confinera alors la sphère
sur l’axe. Ainsi, comme nous pouvons le voir à la figure 42, en sélectionnant pour les
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Figure 42 –Augmentation de la charge m′. Dans une certaine mesure en augmentant
la charge on peut retrouver une position d’équilibre stable pour des sphères de taille
plus importante. La position axiale d’équilibre est rétablie mais l’efficacité de la force est
beaucoup plus faible.

vortex de charge m′ = 3 et m′ = 4 respectivement des sphères en polystyrène de taille
a = 0, 25λ (courbe en trait plein) et a = 0, 35λ (courbe en trait pointillés), il est possible
de retrouver une unique position stable et piéger la sphère en trois dimensions. Notons
toutefois la très faible amplitude de la force axiale en comparaison à la composante radiale
qui demeure forte. Ceci pourra être un problème majeur pour manœuvrer convenablement
dans l’espace des sphères de grande taille qui auront un poids important.

Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons proposé une implémentation numérique de la théorie
de la pression de radiation exercée sur une sphère présentée au chapitre II. Ceci étant
fait, nous avons illustré les capacités du modèle à capter les mécanismes de la manipu-
lation d’objets sans contact avec la pression de radiation d’un faisceau acoustique. La
première application concernait les faisceaux de Bessel. Motivés par l’application du fais-
ceau "attracteur" introduit par Marston (2006 et 2009), nous avons, entre autre, analysé
le comportement latéral de grosses sphères dans un tel faisceau et axé notre discussion
sur la possibilité de les attirer de manière continue vers la source du faisceau. Les condi-
tions d’apparition de cette force négative sont restrictives et le comportement latéral des
sphères devait impérativement être pris en compte. Les résultats forment une bonne base
pour la vérification future du concept de faisceau "attracteur". La possibilité d’attirer la
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particule contre le flux d’intensité du faisceau n’est pas uniquement réservé aux faisceaux
de Bessel. C’est d’ailleurs le phénomène clé pour le piégeage de particules avec des pinces
optiques. Il faut établir un puits de potentiel stable qui attire la particule vers la focale
du faisceau et qui domine la force de poussée de diffusion concomitante. La possibilité
d’utiliser un faisceau comme une pince n’ a pas encore été démontrée en acoustique. Nous
avons consacré une section à modéliser le champ émis par un transducteur concave et
ainsi calculer la pression de radiation qui s’exerce sur une sphère. À ce stade, nous avons
identifié les mécanismes responsables d’une forte force de répulsion exercée par un faisceau
acoustique sur une sphère élastique et qui a défié le concept de pince en acoustique depuis
de nombreuses années. Ceci explique les observations des études de Wu et de l’équipe de
Shung et al. Introduisant le concept de vortex acoustique focalisé, nous avons détecté un
tout autre comportement. La singularité de phase sur l’axe de propagation du faisceau
permet d’obtenir un puits de potentiel stable qui établie une unique position d’équilibre
pour des sphères élastiques [137]. Ainsi, nous prévoyons qu’un vortex fortement focalisé
de charge topologique m′ = 1 permettra de manipuler convenablement des particules élas-
tiques dont le diamètre n’excède pas un tiers de la longueur d’onde. Pour des sphères plus
grandes, les mécanismes de rétrodiffusion dominent et la sphère est expulsée axialement.
Forts de ces résultats théoriques, le prochain chapitre réuni l’ensemble des développements
expérimentaux pour vérifier l’existence de la pince acoustique.
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Chapitre V

La pince acoustique : démonstration
expérimentale

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons appliqué le modèle théorique développé au cha-
pitre II au calcul de la pression de radiation exercée sur une sphère dans des cas concrets
de manipulation en acoustique. En particulier, nous avons identifié les mécanismes respon-
sables d’une forte force de répulsion axiale lorsqu’il s’agit de faisceaux axisymétriques. Par
ailleurs, nous avons prévu qu’un vortex acoustique focalisé pourrait permettre de rétablir
l’effet de pince acoustique et il faut maintenant trouver une méthodologie expérimentale
efficace pour générer ces faisceaux particuliers. Dans ce chapitre, nous allons procéder à la
démonstration expérimentale de la manipulation d’objets élastiques avec un vortex acous-
tique. Nous présentons dans une première section le dispositif expérimental et la technique
retenue pour la synthèse de vortex acoustiques. Les forces nécessaires pour créer une pince
requièrent une forte focalisation du faisceau émis. L’objectif de la deuxième section est
alors de démontrer que des vortex peuvent être fortement focalisés avec fidélité utilisant
la technique de synthèse. Enfin, nous exposons les différentes étapes qui ont mené à la
vérification expérimentale de la pince.

V.1 Synthèse expérimentale de vortex acoustiques

V.1.1 Avant propos

Les premières réalisations expérimentales d’un vortex en optique remontent aux années
1990. Bazhenov et al ont utilisé des hologrammes pour imposer la dislocation de phase à
un mode Gausssien de leur cavité laser [159, 160]. D’autres techniques comme les masques
de phase ou l’utilisation de cristaux liquides comme modulateurs spatiaux de la lumière
("Spatial Light Modulator") ont donné une très grande flexibilité à la synthèse de vortex
en optique [161, 162, 61]. En acoustique, l’étude pionnière de Hefner et Marston [116] a
démontré pour la première fois en acoustique la production de fronts d’ondes hélicoïdaux
de charge topologique m′ = 1. Ils ont utilisé deux dispositifs distincts ; un premier où
un émetteur plan est scié et mécaniquement déformé pour donner une "rampe de phase"
adéquate à l’émission. Le deuxième dispositif a permis de montrer qu’il suffisait de quatre
sources indépendantes pilotées en phase pour générer le vortex le plus simple.
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Le chapitre IV suggère qu’un vortex acoustique peut être obtenu grâce à un trans-
ducteur acoustique qui aurait une surface active vibrant de manière non-uniforme (IV.3).
La singularité de phase est imposée aux fronts d’onde dès la vibration de la surface de
l’émetteur. Une première solution est alors d’utiliser un réseau d’émetteurs ultrasonores
dont la position de chacun est connue dans le plan d’émission. Ainsi pour chaque voie,
on peut calculer le retard de phase à lui appliquer. C’est le choix récemment adopté dans
la littérature [90, 91, 93] mais semble néanmoins peu robuste et flexible. Pour obtenir un
contrôle optimal de la synthèse du champ acoustique, la méthode retenue est celle du filtre
inverse spatio-temporel, une technique fréquemment employée en imagerie médicale. Elle
a été introduite par Marchiano et Thomas pour synthétiser des vortex de charge élevée
et les caractériser en régime non linéaire [117, 118, 119, 163]. Ici nous allons la réutiliser
pour réaliser des vortex ultrasonores fortement focalisés.

V.1.2 Dispositif expérimental

Les expériences de cette thèse ont été réalisées dans une cuve en PVC (de dimen-
sions 1305x805x600 mm) remplie d’eau du robinet. Un schéma du dispositif est montré
à la figure 43. Une température de 22◦ C est contrôlée et la vitesse de propagation cor-
respondante est c ' 1490 m/s. L’émission acoustique est assurée par un réseau de 127
éléments piézoélectriques indépendants de fréquence centrale f = 1, 15 MHz. Les éléments
peuvent être contrôlés à la fois en amplitude et en phase par une électronique propre à
chaque voie. Ils sont moulés dans une calotte sphérique pour obtenir une pré-focalisation.
L’émetteur peut être assimilé à un traducteur concave d’ouverture a0 = 5, 5 cm et de
rayon de courbure naturelle r0 ∼ 45 cm. Ce degré de focalisation est insuffisant pour la
démonstration visée. Nous avons donc décidé d’utiliser des lentilles acoustiques usinées à
partir de blocs de PMMA pour augmenter l’angle d’ouverture à l’émission. Nous utilisons
un hydrophone pour mesurer le champ acoustique. Il est composé d’un capteur à aiguille
et d’un pré-amplificateur (Precision Acoustics LTD, U.K.). A l’extrémité de l’aiguille, un
film très fin de PVDF (polyfluorure de vinylidène) aux propriétés piézoélectriques est mé-
tallisé. Elle est ainsi rendue sensible au champ acoustique incident tout en le perturbant
le moins possible. Le faible diamètre de la partie sensible (disque de 75µm de diamètre)
permet d’avoir une bonne résolution spatiale du champ acoustique en évitant autant que
possible un moyennage spatial. Le fabricant garantie une erreur maximale de 13% sur
la valeur de la sensibilité. Afin de mesurer le champ dans une région donnée de la cuve,
l’hydrophone peut être déplacé avec précision grâce à un système motorisé à 3 axes. Les
moteurs (Micro-Contrôle/Newport) sont alimentés et pilotés par un contrôleur (Newport,
MM-4006) avec une précision maximale de 5µm. Le signal capté par l’hydrophone est
conditionné puis acquis par un oscilloscope numérique (Tektronix, TDS 5104, U.S.A).
L’élément central du dispositif est la baie électronique d’amplification (Lecoeur Electro-
nique, France). Elle est constituée parallèlement du bloc P.C. et d’une baie d’amplification
de 128 voies indépendantes. Ainsi, on peut assigner à chaque voie du réseau acoustique,
une forme d’onde d’arbitraire et une amplitude indépendante. La tension nominale de
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sortie pour chaque voie est de 50 Vc à 50 Ω soit une puissance moyenne de 25 W. En
parallèle, le bus au protocole GPIB de la baie permet de synchroniser et piloter à la fois
l’émission, le contrôleur des moteurs et l’acquisition avec l’oscilloscope. Cette gestion lo-
gicielle est programmée via des librairies dynamiques (dll) compilées et utilisées dans un
environnement Matlab.

Baie 
électronique Oscilloscope

Moteurs

Hydrophone
Émetteur

x

y
z

Synchronisation

Lentille

Figure 43 – Schéma du dispositif expérimental. Un émetteur acoustique (multi-
éléments), génère un champ acoustique qui se propage dans la cuve. L’hydrophone est
monté sur un système de positionnement motorisé à trois axes et peut mesurer le champ à
une position donnée de la cuve. La baie électronique synchronise les tirs, pilote les moteurs
et assure l’acquisition des données via l’oscilloscope.

Pour l’application aux expériences de pression de radiation, il a été obligatoire d’éva-
luer la tenue en puissance du dispositif. En effet, la baie électronique ainsi que le réseau
d’émetteurs piézoélectriques n’étaient, à priori, pas conçus pour une excitation à haute
puissance sur de longues durées. Une première étape a été de simuler numériquement l’élé-
vation de température d’un transducteur unique que nous possédions 1. Le comportement
prédit a été vérifié expérimentalement et les résultats transposés au réseau acoustique

1. La simulation numérique est basée sur la méthode des éléments finis. Une collaboration avec Danielle
Fournier a permis d’estimer les paramètres thermiques des matériaux composant un transducteur piézo-
électrique de type composite par une méthode photothermique pompe sonde [164].
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entier pour en dégager des conditions limites d’utilisation. En ce qui concerne la baie
d’amplification, il a été observé qu’en régime continu et à partir d’une certaine puissance,
les signaux électriques à sa sortie commençaient à fluctuer. Nous avons conclu qu’une
puissance moyenne maximale de 2, 5 W par voie devait être respectée pour éviter ce pro-
blème. Dans ce régime, aucun risque d’endommagement n’est prévisible pour le réseau de
transducteurs.

En ce qui concerne la visualisation des expériences, nous avons utilisé dans la majorité
des cas une caméra rapide (Neo sCMOS, Andor LTD, U.K.). Un système d’objectifs
permet d’atteindre un grossissement convenable de la zone d’intérêt.

V.1.3 Le filtre inverse spatio-temporel pour la synthèse de vortex

La technique repose sur la linéarité et l’invariance par translation dans le temps du
système physique séparant l’excitation électrique des émetteurs et la réception acoustique
quelque part dans la cuve. Le couplage électro-mécanique des transducteurs, l’équation
de propagation dans le milieu ainsi que la transduction de l’hydrophone remplissent cette
condition. L’opération de synthèse se décline en deux étapes principales. Une première
phase d’acquisition expérimentale de l’opérateur de propagation qui caractérise complè-
tement le milieu et la géométrie de l’expérience, puis une étape de traitement numérique
de cet opérateur pour déterminer les signaux d’émission optimaux pour obtenir un champ
acoustique cible choisi.

Avant d’acquérir l’opérateur de propagation, on fixe la géométrie de l’expérience. On
considère ensuite l’ensemble M = 127 voies d’émission et on définit N points de récep-
tion (ou de contrôle) où on viendra successivement positionner l’hydrophone (Figure 44).
Ces points sont souvent définis sur un plan de contrôle. Le système physique est alors
caractérisé par un système de N équations :

fj(t) =
M∑
i=1

hji(t) ∗ ei(t) (182)

fj(t) est l’ensemble des signaux reçus au point j du plan de contrôle et émis par les voies
i. Le signal fj(t) est le résultat de l’interaction des signaux émis ei(t) avec le milieu de
propagation et modélisé par le produit de convolution ∗ avec la réponse impulsionnelle
hji(t) du couple émetteur récepteur (i, j). La réponse impulsionnelle hji(t) est obtenue
grâce à une impulsion dont la fréquence centrale est choisie en fonction de la bande
passante des transducteurs piézoélectriques (ici on est centré autour de 1MHz) et émise
par la voie i (Fig. 45a). La réponse est mesurée par l’hydrophone en j (Fig. 45b). Une
analyse de la trace temporelle du signal reçu permet de voir la résonance du transducteur.
Il résonne après l’excitation électrique d’un seul cycle. Plus tard dans le signal, on voit
apparaitre un premier écho causé par les interfaces multiples que traverse l’onde acoustique
dû à la présence de la lentille.
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Figure 44 – Principe de la méthode du filtre inverse spatio-temporel. Pour un
ensemble M d’émetteurs, un plan de contrôle P de N points est balayé par l’hydrophone.
Toute l’information liée au système physique est contenue dans la matrice des réponses
impulsionnelles hji(t).
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Figure 45 – Mesure de la réponse impulsionnelle du système. En (a), l’impulsion
électrique à l’entrée du système. En (b), réponse impulsionnelle.
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Dans l’espace de Fourier, nous avons sous forme matricielle :

F (ω) = H(ω)E(ω) (183)

H est alors la matrice de transfert du système de taille N × M . E(ω) et F (ω) sont
les spectres des signaux émis et reçus respectivement. On peut alors écrire l’opération
d’inversion suivante :

E(ω) = H−1(ω)F (ω) (184)

Le calcul de la matrice H−1(ω) se fait en prenant quelques précautions. Contrairement à
ce qui est suggéré par l’Eq. (182), la mesure de l’impulsion hji(t) s’accompagne toujours
d’un bruit de mesure. On maximise alors le ratio signal-sur-bruit en moyennant plusieurs
réalisations du bruit pour chaque couple (i, j). Malgré cette précaution, la matrice H(ω)

demeure en général mal-conditionnée et une étape de régularisation est nécessaire. Elle
est d’abord décomposée en ses valeurs singulières (méthode S.V.D.) puis on élimine les
valeurs inférieures à un seuil énergétique fixé par le rapport signal-sur-bruit. On évite ainsi
d’amplifier le bruit de mesure résiduel pendant l’inversion. L’étape de synthèse consiste
enfin à fixer le champ "cible" dit aussi le gabarit F (ω), pour calculer les signaux à émettre
par le réseau de transducteurs. On obtient donc in fine par une transformée de Fourier
inverse, les signaux ei(t) à émettre pour s’approcher de manière optimale du gabarit cible
fj(t). En effet, on corrige les différentes sources d’aberrations liées à l’émission (sensibi-
lité inhomogène de l’ensemble des émetteurs et résonance des transducteurs) et au milieu
de propagation (aberrations géométriques, échos et atténuation dans une lentille acous-
tique) 2.

Pour la synthèse et l’étude des vortex focalisés, il faut premièrement faire le choix de
la lentille acoustique utilisée. Dans l’annexe H, nous avons donné quelques détails sur la
conception et la fabrication de ces lentilles. De plus, au chapitre IV, il a été démontré
que l’angle d’ouverture α0 du transducteur concave influençait très considérablement la
pression de radiation du faisceau (voir Fig. 25 pour la définition de cet angle). C’est
pourquoi une lentille optimisée biconcave a été conçue et usinée à partir d’un bloc de
PMMA. Concernant le choix du plan de contrôle pour faire l’acquisition de la matrice des
réponses impulsionnelles, la définition d’un disque transverse à la direction de propagation
s’est avéré être la géométrie optimale. Un maillage rectangulaire régulier donne de moins
bons résultats pour synthétiser des faisceau à géométrie "cylindrique". En effet les bords
de ce rectangle imposaient des contraintes spatiales inutiles au filtrage inverse. Le disque
retenu est de rayon 3, 5 mm. Chaque point entrant dans ce disque est réparti sur un
maillage régulier de pas 0, 1 mm dans les directions x et y. Au total, le disque de contrôle
est composé de 3853 points d’écoute. La distance que nous fixons entre les émetteurs

2. Il est important de noter avec précision la position de la lentille qui est emboitée sur le réseau. En
effet, à chaque position correspond un arrangement particulier des aberrations introduites.
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du réseau et le plan de contrôle est estimée par un premier tir test. Il consiste à tirer
en phase toutes les voies d’émission du réseau et de vérifier que l’hydrophone reçoit le
signal de chaque voie avec approximativement le même temps de vol. Pour la lentille
choisie, ce temps de vol est de τ ∼ 55µs. La distance entre le plan d’émission et le
plan de contrôle est donc d’environ 82 mm. Une fois cette distance focale naturelle de la
lentille déterminée, nous pouvons acquérir la matrice hji(t) pour M = 127 et N = 3853.
Pour augmenter le ratio signal-sur-bruit, 20 moyennes sont effectuées pour chaque point
d’écoute. Typiquement pour les N ×M × 20 = 9 247 200 formes temporelles à tirer et
écouter, l’expérience demande près de 20 heures de mesure. Une fois cette longue étape
terminée, on peut à loisir utiliser l’opérateur inverse H−1(ω) pour des expériences variées
de synthèse de champ.

V.1.4 Propagation de vortex acoustiques focalisés

Comme gabarit imposé F (ω), nous utilisons la solution analytique d’un vortex focalisé
établie au chapitre IV. Il est calculé sur les points de contrôle correspondants de l’expé-
rience. En outre, pour appliquer la formule (Eq. (170)), il faut fixer les deux paramètres
a0 et r0, respectivement l’ouverture et le rayon de courbure du transducteur concave. Or,
l’émission est assurée expérimentalement par le réseau auquel nous avons adjoint une len-
tille bi-concave. Il a été déterminé empiriquement que les paramètres de "transducteur
concave équivalent" à notre système étaient convenablement donnés par : r0 = 6 cm et
a0 = 4, 05 cm ce qui correspond à un angle d’ouverture α0 ' 42, 5◦. Les champs synthétisés
sont monochromatiques de fréquence f = 1, 15 MHz. Les signaux à émettre sont calculés
et émis à une amplitude suffisamment faible pour rester dans le régime de propagation
linéaire.

Synthèse d’un vortex de charge m′ = 1

À la figure 46, nous avons tracé le module et la phase du gabarit F (ω) que nous impo-
sons sur le disque de contrôle. Nous avons fixé la charge du vortex à m′ = 1 et regardons
son évolution sur 15 périodes acoustiques (T = 1/f). En appliquant l’opérateur de propa-
gation inverse, nous obtenons le vecteur d’émission E(ω) et par une transformée de Fourier
inverse de ses composantes, les signaux ei(t) à émettre par chaque transducteur sont dé-
terminés (Fig. 47). Ainsi pour chaque voie, le filtre inverse optimise à la fois l’amplitude,
la phase et la forme d’onde à émettre. Sur les traces temporelles, on voit que toutes les
voies sont déphasées entre-elles. Ceci était attendu puisque la variation hélicoïdale de la
phase doit se mettre en place dès l’émission. On remarque aussi que l’amplitude entre les
voies n’est pas homogène alors qu’on aurait pu le supposer. Dans le modèle, l’amplitude
de la vitesse de vibration de la surface varie en phase mais pas en amplitude absolue. Cette
modulation provient de la correction de l’inhomogénéité en sensibilité des transducteurs
mais aussi de l’atténuation acoustique et les aberrations géométriques introduites par la
lentille. Enfin, pour un autre jeu de paramètres r0 et α0 fixé pour le gabarit, on pourra
forcer plus ou moins la focalisation.
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Figure 46 – Gabarit cible, vortex acoustique de charge m′ = 1. Module (a) et
phase (b) du gabarit F (ω) imposés sur le disque de contrôle de rayon 3,5 mm.

Les signaux obtenus sont appliqués au réseau. Le champ acoustique émis est mesuré
sur un nouveau disque de contrôle (de rayon 3,5 mm avec une résolution de 0,1 mm),
supposé être identique à celui défini pour l’acquisition des réponses impulsionnelles 3. Sur
la figure 48, nous montrons en (a) la carte spatiale du champ où pour chaque point de
mesure est représenté le module du spectre calculé à partir du signal temporel acquis par
l’hydrophone. L’amplitude du spectre est normalisée par la valeur absolue de la pression
mesurée en MPa. La pression maximale sur l’anneau est ici de l’ordre de 0, 55 MPa. En
(b), la phase est représentée pour les mêmes points de mesure. À première vue, la cor-
respondance entre le gabarit imposé (Fig 46) et la mesure expérimentale de la pression
dans un plan transverse à l’axe de propagation est très bon. Concernant l’amplitude du
spectre, l’anneau principal est homogène et bien défini tout autant que les lobes (ou an-
neaux) secondaires. La phase hélicoïdale est également fidèlement reproduite. Un mauvais
alignement entre le réseau et le plan de contrôle aurait été facilement visible sur la phase.
Ce n’est pas le cas ici, le faisceau a été convenablement mesuré dans un plan transverse
à son axe de propagation. On peut aussi distinguer les "lignes équiphase" (pour chaque
valeur de la phase on peut suivre une ligne jusqu’à la sortie du cercle principal). Ceci
est un signe que nous étions bien placés à la distance focale de la lentille. Si cela n’avait
pas été les cas, nous aurions observé des "spirales équiphase" qui sont la signature de la

3. Chaque nouvelle expérience demande de réaligner le réseau avec les axes des moteurs. Il n’est pas
garanti de garder le même plan de contrôle pendant les différentes journées demandées pour l’expérience.
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(a) (b)

Figure 47 – Signaux d’émission ei(t) calculés par filtre inverse. En (a), les formes
temporelles calculées pour les 120 voies d’émission du réseau. On voit que les voies ont
chacune une phase et une amplitude indépendante. En (b), forme temporelle de la voie
80.

convergence ou de la divergence des fronts d’onde de part et d’autre du foyer.
Pour aller plus loin dans la comparaison entre la théorie et la réalisation expérimentale,

nous avons tracé sur la figure 49 en (a), une coupe radiale du module du champ de pression
(y = 0). L’accord quantitatif est très bon pour l’anneau principal du vortex mais aussi les
lobes secondaires qui sont bien reproduits. Un diamètre de 1, 1λ = 1, 44 mm est mesuré
pour l’anneau principal du vortex et témoigne de la forte focalisation de la lentille. Il est
important de noter que les gradients de la pression sont aussi strictement respectés. Ceci
renforce la possibilité de produire une pression de radiation radiale en adéquation avec le
modèle. En (b) nous avons examiné l’homogénéité de l’anneau du vortex. En parcourant
un cercle de rayon 0, 72 mm autour du cœur, nous traçons à gauche l’amplitude normalisée
du champ de pression. On voit qu’elle fluctue légèrement sous la valeur nominale de 1. Sur
la figure de droite, la phase est comme attendu linéaire avec la variation azimutale ϕ. Pour
ce vortex de charge m′ = 1, il n’y a qu’un saut de 0 à 2π de la phase sur un tour. Nous
avons aussi procédé à une mesure du faisceau dans la direction de propagation. Un plan
contenant l’axe de propagation de dimension [−7 : 0, 25 : 7] × [−2, 5 : 0, 075 : 2, 5] a été
sondé. Sur la figure 50, nous montrons de nouveau le module du spectre des signaux reçus
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Figure 48 – Champ expérimental d’un vortex de charge m′ = 1. Module (a)
normalisé avec la valeur absolue de la pression [MPa] et la phase [rad.] en (b) du vortex
synthétisé mesuré sur le disque de contrôle de rayon 3,5 mm et de pas de résolution
0,1 mm.

à chaque point de mesure. Alors que toutes les contraintes physiques ont été imposées
au filtre inverse sur un plan orthogonal à l’axe de propagation, on voit que la solution
expérimentale produite est aussi en conformité sur le degré de liberté laissé libre : l’axe de
propagation. Ceci indique que le gabarit cible demandé est proche d’une solution physique,
solution de l’équation des ondes et réalisable avec la géométrie fixée pour l’expérience. La
tâche focale "hélicoïdale" s’étend approximativement sur∼ 5λ = 6, 5 mm dans la direction
de propagation.

Synthèse de vortex de charge élevée

Le nombre élevé de voies d’émission combiné à la flexibilité de la méthode de syn-
thèse offrent la possibilité d’explorer la génération de vortex de charge topologique élevée.
Nous avons repris l’ensemble des étapes qui viennent d’être décrites pour générer expé-
rimentalement des faisceaux de charge topologique m′ = 0 à 5. Le module du spectre
des faisceaux mesurés, avec leur phase, sont représentés sur la figure 51. Chaque grille
est un carré de 2,5 mm de côté mais expérimentalement seulement un disque de 2,5 mm
de rayon a été sondé. Une comparaison des modules expérimentaux obtenus (colonne du
milieu) avec celui attendu analytiquement (colonne de gauche) montre un très bon accord
même lorsque une charge élevée telle que m′ = 5 est considérée. Focaliser un vortex de
charge élevée requiert une variation de la phase de la vibration de la surface émettrice de
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(b) Évolution de l’amplitude et de la phase sur l’anneau principal

Figure 49 – Comparaison expérience/théorie. En (a) le module normalisé du vortex
réalisé expérimentalement est comparé à la solution analytique. Le diamètre de l’anneau
du vortex vaut approximativement 1, 2λ. En (b), nous parcourrons azimutalement l’anneau
du vortex et regardons l’homogénéité de l’amplitude et de la phase.
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Figure 50 – Faisceau dans la direction de propagation.
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Figure 51 – Synthèse de vortex de charge m’. De haut en bas, m′ = 0 à 5. De
gauche à droite, module du vortex analytique, module et phase expérimentales. Le champ
est mesuré sur un disque de rayon 3, 5 mm.
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Figure 52 – Évolution spatio-temporelle du champ de pression. De gauche à
droite, faisceaux de charge m′ = 0, 1 et -2. La valeur instantanée du champ de pression
mesurée dans le disque de contrôle est représentée aux instants t = 0, T/4, T/2 et 3T/4.
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Estimation de la force exercée sur une sphère en polystyrène.

plus en plus rapide. Néanmoins il semble que les 127 voies suffisent, même si des limites
pourraient apparaître pour des charges encore plus élevées. Il est possible de remarquer en
analysant la phase pour m′ = 3, 4 et 5, qu’au cœur du vortex elle devient indéterminée.
Même si on distingue clairement les lignes équiphase, elles ne sont pas jointes au centre.
Ce phénomène est connu comme l’instabilité structurelle des vortex d’ordre élevé. Il a été
montré qu’un vortex de charge m′ est structurellement instable et dégénère en |m′| vortex
de charge m′/|m′| pendant la propagation [118, 163, 165]. Grâce à la forte focalisation, le
phénomène est moins marqué sur les distances de travail considérées.

Sur la figure 52, l’évolution spatio-temporelle du champ de pression instantané est
tracée pour des faisceaux de charge topologique m′ = 0, 1 et -2. Le premier cas est bien
axisymétrique. L’évolution de ce mode de type "piston" est convenablement décrit par un
cycle entier de détente, de surpression puis encore de détente en une période acoustique
(T ). La structure hélicoïdale est facilement visible pour le vortex de charge m′ = 1. Dans
le plan focal, les cycles de surpression et de détente ne sont pas figés dans l’espace. Bien au
contraire, il existe deux pics de pression (de surpression et de détente) qui tournent autour
de l’axe de propagation. Chaque pic effectue une révolution complète de 2π pendant une
période acoustique. En ce qui concerne le faisceau de charge négative m′ = −2, notons
d’abord que le sens de rotation est effectivement inversé et que nous avons cette fois-ci
deux pics de surpression et deux de dépression qui tournent deux fois plus lentement
autour du centre (une flèche permet de suivre la rotation d’un des pics).

V.2 Estimation de la force exercée sur une sphère en
polystyrène.

Toujours dans l’optique de procéder à la réalisation expérimentale de la pince acous-
tique, nous nous basons sur les résultats expérimentaux qui viennent d’être présentés pour
quantifier théoriquement la force que nous allons pouvoir exercer. Dans la section IV.4.3,
nous avons identifié qu’un vortex focalisé de charge topologique m′ = 1 était optimal
pour piéger en trois dimensions des particules dont le rayon n’excédait pas a ∼ 0, 15λ. Ce
vortex a été expérimentalement obtenu et reproduit fidèlement le modèle théorique utilisé
pour le décrire. Les paramètres d’émission appropriés pour l’obtenir expérimentalement
sont : un rayon de courbure r0 = 6 cm, et un angle d’ouverture α0 = 39◦. Une donnée
tout aussi importante est la pression instantanée maximale obtenue au foyer du vortex
propagé. Dans les limites d’utilisation de la baie d’amplification (puissance maximale sur
de longues durées d’émission), la pression maximale sur l’anneau du vortex à prévoir est
de l’ordre de 0,8 MPa, soit une intensité acoustique I = p2

0/ρ0c ' 40 W/cm2.
Nous disposons de sphères en polystyrène de diamètre compris entre 190µm et 400µm

et de densité ρp = 1050 kg/m3. En utilisant les paramètres énumérés pour le transducteur
concave équivalent et une pression instantanée de 0,8 MPa sur l’anneau du vortex, nous
pouvons estimer théoriquement la force disponible pour les piéger. À l’examen de la figure
53, on retrouve des constatations faites à la section IV.4.3. À savoir que la force radiale
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est la composante dominante et que son action combinée à la composante axiale établit
une position d’équilibre stable pour la particule. Pour une sphère en polystyrène de rayon
intermédiaire a = 150µm, sur les courbes on lit une valeur maximale de la force radiale
Fρ ' 0, 9µN atteinte à une distance radiale ρ ∼ 0, 25λ de la focale. La force azimutale
est au moins un ordre de grandeur plus faible et sa manifestation dans le plan latéral
sera vraisemblablement négligeable. La force axiale est elle aussi plus faible. Elle pousse
fortement en z ∼ −1, 8λ où Fz ' 50 nN. Sa capacité maximale d’attraction est atteinte en
z ∼ 1, 6λ et vaut Fz ' −35 nN. Rappelons que cette asymétrie de la force axiale est due
à la force de diffusion (Eq. (133)) qui pousse la sphère dans la direction de propagation
et qui se superpose à la force de gradient (voir la discussion à la section IV.4.3) qui tend,
au contraire, à la piéger.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−4

−2

0

2

4

x 10
−8

Figure 53 – Force prévue pour l’expérience. Force en Newtons attendue pour une
pression absolue mesurée à p0 = 0.8 MPa.

Le poids de la sphère de 150µm de rayon vaut environ 7 nN (poids effectif prenant en
compte la poussée d’Archimède). Il apparait donc que la force disponible pour l’expérience
suffira à manipuler les particules de ce gabarit que ce soit dans une configuration hori-
zontale ou verticale d’émission. L’application numérique a été donnée pour a = 050µm.
Cependant, la force de gradient varie comme le volume de la particule tout autant que le
poids. En principe, la dominance de la force acoustique est assurée pour une large gamme
de taille de sphères.
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V.3 Piégeage et manipulation d’une sphère avec la pince
acoustique

V.3.1 Avant propos

Tous les éléments sont maintenant réunis pour vérifier expérimentalement la manipu-
lation d’une sphère en trois dimensions avec une pince acoustique. Dans cette partie, nous
allons décrire les différentes expériences de manipulation que nous avons mené. Nous com-
mençons dans la section suivante par observer l’action de la pince dans une configuration
d’émission horizontale du faisceau. Suite aux observations dans cette configuration, il a
été nécessaire de quantifier un effet que nous nous sommes permis de négliger jusqu’ici :
l’apparition d’un écoulement induit par la dissipation visqueuse de l’onde acoustique.
Un écoulement souvent rencontré sous le vocable de "vent acoustique" ou nommé par
l’anglicisme "streaming acoustique". La section V.3.3 a pour objectif de quantifier ex-
périmentalement ce nouvel effet non linéaire. Nous terminerons ce chapitre par une série
d’expériences qui ont été menées dans une configuration verticale. La pince acoustique per-
met alors de piéger la sphère contre son propre poids et la force d’entrainement visqueuse
induite par l’écoulement généré.

V.3.2 Pince dans une configuration horizontale

Description de la procédure

L’action de la pince a d’abord été démontrée dans une configuration horizontale (une
configuration similaire à celle utilisée pour réaliser la synthèse de champs à la section
V.1.2). Une première étape a été de trouver une méthode pour positionner la particule
dans la zone de propagation du vortex. Pour se donner une idée des échelles, rappelons que
le volume de la cuve avoisine un mètre cube et que le diamètre du vortex acoustique qui se
propage a été mesuré à 1,5 mm. Bien entendu c’est dans l’anneau du vortex qu’il faut venir
déposer la sphère. On comprend alors mieux la délicatesse de cette étape. Pour y parvenir,
nous avons conçu un support en forme de "tee" (par analogie au support utilisé par les
joueurs de golf). Il s’agit d’un tube creux en acier inox de diamètre intérieur de 300 µm ne
laissant pas passer les particules 4. La figure 54 montre une photo décrivant la procédure de
positionnement de la bille. Le "tee" est monté sur le système de positionnement motorisé
et est approché de l’orifice d’une pipette qui sert de réserve pour les billes. Il s’insère de
manière ajustée dans la pipette. Une fois redescendu, il peut le plus souvent débloquer
une bille de la réserve. Une fois que celle-ci se positionne convenablement sur le tee, il
est descendu à vitesse très lente (pour éviter sa chute) vers la position de référence 5. La
figure (b) montre une photo de la bille posée sur le "tee" et prête à recevoir le tir.

4. Il a été initialement rempli de paraffine pour éviter d’y piéger des bulles d’air.
5. La position de référence est initialement repérée à la focale du faisceau grâce à la pointe de l’aiguille

de l’hydrophone qui au préalable permet de mesurer le champ.
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"Tee" 

Réserve de 
billes

lentille acoustique 

(a) (b)

Figure 54 – Photo de la configuration horizontale. En (a) est montré le dispositif
pour déposer une bille sur le "tee" de support. Une pipette sert de réserve de billes. En
(b), photo d’une bille déposée sur le "tee".
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Bille en lévitation

Figure 55 – Bille de polystyrène en lévitation.

Observation du piège tridimensionnel

La baie d’amplification est utilisée à sa puissance maximale. Aux incertitudes de me-
sure près, la pression instantanée sur l’anneau du vortex atteint alors p0 ∼ 0, 78±0, 1 MPa.
Les signaux ei(t) à émettre avaient été calculés sur une courte durée dans la section précé-
dente (typiquement 10 périodes acoustiques). Il convient alors d’extraire l’amplitude et la
phase du signal pour chaque voie et de l’appliquer sur un tir monochromatique beaucoup
plus long. Pour l’application à la pince, un tir dure 400µs 6 et est tiré en boucle autant
de fois que nécessaire. Lorsque le vortex est émis en continu, on observe instantanément
un déplacement de la bille. Elle est le plus souvent soulevée d’une très faible distance
au-dessus du "tee". Suivant la position initiale de la bille on peut soit constater qu’elle
est poussée vers la position d’équilibre soit qu’elle y est attirée. Une fois stable, on retire
alors rapidement le "tee" pour éviter de perturber le champ et donc le piège. Sur la figure
55, une photo montre la bille piégée dans une position d’équilibre stable par la pression
de radiation acoustique. Pendant toute la durée d’émission, elle reste en lévitation.

La phase de chute s’est révélée être instructive. En effet cela a été l’occasion d’observer
l’action d’un effet que nous avions négligé ; celui de l’écoulement de volume induit par
l’atténuation de l’onde dans le milieux. Lorsque l’émission est interrompue, la bille chute
en prenant une trajectoire parabolique que nous montrons à la figure 56. Ceci est l’évidence
qu’une force supplémentaire s’applique sur la sphère dans la direction de propagation

6. La mémoire maximale de la baie est de 8 ko par voie et les signaux sont échantillonnés à 20MHz.
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Figure 56 – Phase de chute de la bille en "stop motion". Observation de l’effet
d’entrainement visqueux dû à l’écoulement établi pendant l’émission. Les différents prises
de vue d’une vidéo sont compilées sur une seule photo ("stop motion").

pendant et après le tir. L’analyse de cette trajectoire serait une première méthode pour
évaluer l’écoulement dans les premiers instants après l’arrêt de l’émission. Néanmoins c’est
une autre méthode qui a été choisie.

Conclusion sur le piège horizontal

Cette première configuration a permis d’observer l’action de la pince acoustique à
faisceau unique pour la première fois. Nous avons donc observé une situation pour laquelle
la force de gradient qui piège la sphère domine toutes les autres forces qui tendent à
pousser la sphère. À ce stade, nous avons aussi observé que l’écoulement généré dans le
volume par dissipation visqueuse du faisceau est venu défier une force pouvant sembler
déjà fragile. Une forte focalisation est requise pour définitivement supplanter la force
d’entrainement visqueuse et observer un comportement stable de la pince. De plus, la
procédure de positionnement de la sphère est lourde. Une configuration verticale et plus
flexible est donc fortement désirée. Avant d’y parvenir, il a été nécessaire de quantifier
l’écoulement acoustique.

V.3.3 Évaluation de l’écoulement acoustique

Dans cette section nous proposons une méthode pour mesurer expérimentalement la
vitesse de l’écoulement acoustique.
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Configuration pour la mesure

La configuration expérimentale est identique à celle utilisée dans la section précédente
(émetteurs, lentille, etc. . .) à ceci près que le faisceau est émis à la verticale et en direction
du fond de la cuve. Du reste, le même vortex est sélectionné et émis à la même amplitude
que pour la pince en configuration horizontale. Pour visualiser l’écoulement généré, il
nous fallait d’abord trouver un traceur adéquat. Même si diverses méthodes existent pour
analyser un écoulement (comme l’ensemencement du milieu en microparticules, P.I.V.
ou l’anémométrie à fil chaud), celle retenue ici est certes plus limitée mais a le mérite
d’être très simple et facile à mettre en œuvre dans un environnement expérimental déjà
suffisamment encombré. Nous pouvons résumer la méthode en deux étapes principales :

1. On commence par injecter de l’encre dans la zone d’intérêt. Ceci est fait grâce à une
seringue connectée à son aiguille via un tuyau souple. Ainsi la pointe de l’aiguille
est approchée de la focale du faisceau sans introduire la seringue dans la cuve.

2. Rapidement après l’injection, l’encre se diffuse. Une fois une tache homogène est
obtenue, le vortex est émis. L’ensemble de la procédure est filmé avec la caméra
rapide.

temps [s]

Figure 57 – Visualisation de l’écoulement induit par dissipation visqueuse du
vortex acoustique. L’évolution spatio-temporelle du "front" de propagation de l’encre
est filmée à haute cadence. Ici des images de stades successifs d’évolution de la tache
d’encre permettent de visualiser l’écoulement. L’échelle de temps n’est pas linéaire.
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Des clichés successifs de visualisation de l’écoulement sont montrés à la figure 57. La pre-
mière photo (à gauche) montre l’injection de l’encre par l’aiguille (le faisceau ne se propage
pas encore). Ensuite, une fois la tache d’encre diffusée le champ acoustique est émis. Les
photos qui suivent (qui ont reçu un post-traitement pour l’analyse qui va suivre) montrent
l’évolution dans le temps de la tache d’encre. L’entrainement des fines particules d’encre
permettent donc de visualiser indirectement l’écoulement généré. La région capturée dans
ces clichés est un rectangle de 4 mm de largeur et 8 mm de hauteur. La focale du faisceau
acoustique est approximativement située à la hauteur de l’aiguille et centrée latéralement.

Vitesse axiale de l’écoulement

Pour analyser l’écoulement, les images extraites de la vidéo sont post-traitées 7. Cette
étape permet de faire sortir un meilleur contraste des images et de diminuer autant que
possible le scintillement à 50Hz de l’éclairage. Ainsi, toujours sur la figure 57, la première
photo n’a reçu aucun traitement et est à comparer aux autres qui ont été traitées. Suite
à cette première étape, il a été possible d’écrire un algorithme de détection du "front
de propagation" de la tache d’encre. Ainsi, quelque soit la position latérale x, on peut
extraire l’évolution axiale z(t) du contour inférieure de la tache. Pour maximiser la réso-
lution temporelle, la vidéo initiale est capturée à une cadence de 166 images par seconde.
Les différentes étapes pour finalement obtenir la vitesse axiale de l’écoulement, vz, sont
montrées à la figure 58. Premièrement en (a), en traçant pour x = 0 (c’est à dire sur l’axe
de propagation acoustique) la position z du front d’encre pour toutes les images (560 au
total), nous obtenons une carte altitude/temps du contour (l’encre est en couleur claire
sur l’image et le reste du milieu reste sombre). Ainsi jusqu’à l’instant t ∼ 1, 15 s, l’encre
stagne en haut de l’image. Le champ acoustique n’est effectivement pas encore émis. Par
contre, dès que l’écoulement se forme, le front d’encre descend progressivement dans le
plan de l’image. Le contour du front est suffisamment net pour pouvoir repérer clairement
son altitude à chaque instant t (courbe en noire). Les positions z(t) sont sélectionnées
manuellement en (a) et reproduites et interpolées à la figure (b). Nous n’avons représenté
les courbes qu’à partir de l’instant t = 1, 15 s. Bien entendu, une simple dérivation numé-
rique permet d’obtenir la vitesse axiale instantanée vz(t). Il convient de préciser le type de
vitesse que nous avons calculé. En effet, on l’obtient en suivant la particule fluide pendant
son mouvement (particule d’encre en occurrence). Il s’agit donc de la vitesse Lagrangienne
de la particule fluide (contrairement aux techniques de P.I.V. et du fil chaud). Ainsi, si la
vitesse décroit avec le temps, ce n’est pas que l’écoulement s’est affaibli, mais plutôt que
nous sommes dans une région où il est, et demeurera, plus faible. Par conséquent, il est
utile de se représenter la vitesse en fonction de l’altitude (hypothèse de stationnarité). En
(c), nous montrons la courbe de la vitesse de l’écoulement vz en fonction de la distance
à la focale zf . Comme attendu, l’écoulement est fort près de la focale (vz ∼ 4, 4 mm/s
pour zf = 0 mm) et plus faible en amont (vz ∼ 2, 8 mm/s pour zf = 3 mm par exemple).
Près de la focale, une particule de rayon a = 150µm devrait donc ressentir une force

7. Les post-traitements ont été effectuées avec le logiciel sous licence libre ImageJ [166].
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Figure 58 – Mesure de la vitesse axiale de l’écoulement. En (a), contour de la
tâche d’encre en fonction du temps. En (b) son altitude et vitesse instantanée en fonction
du temps. En (c), vitesse de l’écoulement en fonction de la distance à la focale du faisceau
zf . 141
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d’entrainement (loi de Stokes) :

Fs = 6πνavz ∼ 12, 5 nN (185)

où ν = 1 mmPa.s est la viscosité dynamique de l’eau. Cette force additionnelle de poussée
est évidemment à prendre en compte pour une démonstration verticale de la pince.

Pour terminer cette section, nous allons discuter un effet un peu plus singulier qui a pu
être observé. Sur les images du front d’encre de la figure 57, on peut noter ce qui serait, à
priori, la présence d’un écoulement azimutal. En effet, la tache d’encre semble montrer un
front qui s’enroule autour de l’axe de propagation de la gauche vers la droite. Rappelons
que le flux d’intensité du vortex possède une composante azimutale. La dissipation du
front d’onde hélicoïdal permettrait ainsi de mettre en rotation le fluide autour de l’axe de
propagation. Cet écoulement azimutal n’a été observé, à notre connaissance, que dans une
seule étude [93] et à fait l’objet d’une étude théorique récente [167]. Ce dispositif pourrait
permettre dans le future de quantifier et caractériser cette vitesse azimutale en fonction
de la charge topologique par exemple, ou le degré de focalisation du faisceau.

Conclusion

Dans cette section, nous avons obtenu par une procédure simple une bonne estimation
de la vitesse axiale de l’écoulement généré par la dissipation visqueuse du vortex acous-
tique. On a alors obtenu une estimation de la force d’entrainement de Stokes qui vient
déséquilibrer la balance dans le comportement axial de la pince acoustique. Cette donnée
était indispensable pour démontrer le fonctionnement de la pince dans une configuration
verticale que nous allons maintenant présenter.

V.3.4 Pince dans une configuration verticale

Avant propos

La majorité des expériences utilisant des pinces optiques s’effectuent dans une confi-
guration verticale. Même si dans les échelles accessibles aux pinces optiques, la gravité
ne joue pas de rôle majeure, c’est cette configuration qui permet une intégration efficace
d’un microscope pour visualiser la zone de piégeage [53]. En ce qui nous concerne, la gra-
vité joue un rôle important. Nous avons déjà montré dans la section V.3.2, que la mise
en place d’une configuration horizontale était techniquement difficile. Il faut trouver une
méthode pour approcher les billes près de la zone d’intérêt alors qu’elles ne demandent
qu’à rejoindre le fond de la cuve. Aussi, dans la configuration verticale, la terminologie de
pince acoustique prend tout sons sens. On entend par là, pouvoir sélectionner une parti-
cule parmi d’autres, les trier, les manipuler, etc. . . Assez naturellement, c’est dans cette
configuration qu’on peut espérer l’essor de nouvelles applications de la pince acoustique
dans un milieu sujet à la force gravitationnelle. À l’instar des pinces optiques, nous pré-
sentons dans cette section l’implémentation verticale de la pince acoustique. Nous avons
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prédit une force de gradient négative suffisante pour soulever les billes à l’encontre de leur
poids et de la force d’entrainement visqueuse estimée dans la section précédente.

Montage vertical

Nous avons schématisé le montage à la figure 59. Le réseau est maintenu dans la
cuve par un support. Il émet le champ acoustique vers le fond de la cuve où nous avons
disposé un ploc absorbant de 4 cm d’épaisseur en polyuréthane pour éviter des réflexions
acoustiques parasites dans la zone piégeage. Un film très fin en polyéthylène 8 est tendu sur
un support muni d’une tige et qui est monté sur le système de positionnement motorisé.
Sa très faible épaisseur (de l’ordre de 13µm) assure une réflexion acoustique minimale.
L’objectif de la caméra regarde à travers une fenêtre optique placée sur un côté de la cuve
et permet une visualisation de la zone d’intérêt.

Une première étape consiste à repérer la zone de propagation du vortex. Au préalable,
l’hydrophone permet de mesurer et repérer le cœur du vortex et la distance focale. Ensuite,
la mise au point de l’image optique est faite sur l’aiguille de l’hydrophone. C’est aussi
l’occasion de calibrer les dimensions de l’image. Une photo est prise de deux positions
successives de la pointe de l’hydrophone déplacé de manière très précise avec le système
de positionnement. Finalement, les billes sont déposées sur le film et approchées de la
zone de propagation 9. Nous disposons de petites sphères de diamètre proche de 190µm
et d’une deuxième gamme de taille plus grande de diamètre compris entre 355 − 425µm.
Une bille correctement positionnée à la focale optique et donc dans le plan de propagation
apparait nettement sur l’écran de visualisation.

Lévitation d’une sphère unique

Une fois la bille bien positionnée, on émet le vortex acoustique. L’effet est immédiat.
La force attire rapidement la sphère et la soulève jusqu’à sa position d’équilibre stable.
Elle reste en lévitation pendant l’intégralité de la durée d’émission. Elle ne retombe sur
la membrane qu’à la fin du tir. Une photo d’une sphère piégée de 170µm de rayon est
montrée à la figure 60. À la position d’équilibre, la pression de radiation négative est
au moins égale au poids de la sphère (∼ 10 nN). En réalité, elle contre aussi la force
d’entrainement additionnelle générée par l’écoulement produit. Puisqu’une multitude de
particules sont déposées sur le film, il a été possible d’explorer la propriété de sélectivité
de la pince acoustique. Ainsi, si deux particules sont initialement proches l’une de l’autre,
il est aisé de viser avec le vortex la zone qui permet de n’en piéger qu’une seule. En effet,
si on se souvient de la courbe théorique pour la force radiale (Fig. 53 à la section V.2),
elle n’est attractive que sur un certain domaine (jusqu’à 600µm de l’axe acoustique pour
ce faisceau). Au-delà de ce rayon, la force devient répulsive. Il est donc possible d’éjecter

8. Ici ce n’est autre qu’une couverture de survie.
9. Elles sont laissées dans l’eau au moins 30 minutes pour s’assurer qu’aucune bulle d’air ne reste piégée

à leur surface. Les bulles d’air étant très échogènes, elles pourraient perturber la pression de radiation
exercée.
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Figure 59 – Montage vertical de la pince acoustique. Le faisceau est émis vertica-
lement vers le fond de la cuve. Un bloc absorbant assure qu’aucune réflexion ne vienne
perturber la zone d’intérêt.
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Figure 60 – Lévitation d’une sphère par la pince acoustique. Photo de la lévitation
d’une sphère dans sa position d’équilibre. La barre d’échelle représente 200µm.

la deuxième. D’ailleurs sur la même photo, la bille située en bas à gauche a été expulsée
du piège. On peut ensuite la voir se déplacer à cause des forces exercées dans les anneaux
secondaires du vortex. Par contre si le film est retiré (vers le bas), en aucun cas celle-
ci se verra collectée dans la position d’équilibre déjà occupée. Cette caractéristique est
importante pour les applications. Elle assure une opération avec précision à l’échelle de
la particule unique. On lève ici une grande limitation des pinces optiques [53] et cette
opération sélective semble difficile pour les pièges acoustiques à ondes stationnaires. En
effet, à moins que le milieu ne soit peuplé initialement que d’une seule particule, elles
seront majoritairement toutes piégées dans le réseau de nœuds et de ventres du système
stationnaire.

Pendant le processus de piégeage, nous avons observé, comme prévu, une forte do-
minance de la force radiale. La sphère est accélérée très fortement vers l’axe acoustique
avant même de commencer à léviter. À une cadence d’acquisition rapide (476 images/s),
nous filmons l’attraction radiale d’une sphère initialement désaxée d’environ 600µm avant
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Figure 61 – Attraction latérale de la sphère. Une sphère initialement déportée hors
de l’axe est rapidement accélérée vers celui-ci. La barre d’échelle représente 200µm.
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d’émettre le faisceau. L’altitude du film est positionnée au niveau de la focale du faisceau.
C’est à ce niveau que la force radiale est prévue maximale par la théorie. Sur la figure
61, nous pouvons voir une succession de 10 photos prises pendant qu’elle était attirée
vers l’axe. Partant de la droite, elle accélère vers la gauche. Elle finit par dépasser l’axe à
cause de son inertie avant d’être finalement bloquée au niveau de celui-ci. Cette procédure
prend approximativement 20 ms. En calculant la trajectoire puis l’accélération radiale de
la particule, nous avons pu estimer la force radiale exercée. Elle avoisine 0,4µN pour
ρ ' 420µm.

Une fois la particule piégée, il est désirable de pouvoir convenablement la manœuvrer
dans l’espace. Malheureusement dans le présent dispositif, l’émetteur est encombrant et
lourd, et il n’a pas pu être fixé au système de positionnement motorisé. Néanmoins, il
est possible d’intervenir de manière simple sur la séquence de tir du faisceau. De cette
façon, en introduisant de manière périodique des temps de pause dans la séquence de tir,
il est possible de voir chuter la bille avant qu’elle ne soit rapidement rattrapée au vol
lorsque l’émission reprend. Il en résulte des oscillations rapides de la sphère autour de sa
position d’équilibre peuvent être initiées. On a alors une première méthode de contrôler
la dynamique de la particule. En principe, les oscillations rapides de la sphère pourraient
initier des écoulements de manière locale dans le milieu. La technique du filtre inverse
utilisée permet, en principe, de reconfigurer le champ spatio-temporel. Dans la présente
configuration, les capacités du bloc PC et sa mémoire ne permettent pas de calculer en
temps réel des nouvelles configurations du piège. Néanmoins dans le futur, ceci serait une
amélioration intéressante du dispositif.

Rotation contrôlée de la sphère

Un autre effet observé est la mise en rotation de la sphère autour d’un axe intrinsèque
(qui coïncide avec l’axe de propagation). Cette observation est indirecte et difficile à
montrer par l’usage d’images ici. Lorsqu’une bille est piégée, il est fréquent d’observer des
poussières ou impuretés initialement présentes dans l’eau qui restaient accrochées à la bille.
Leur présence met en évidence la rotation de la sphère autour de l’axe de propagation.
Cet effet n’avait pas été pris en compte dans notre théorie et provient de l’absorption
acoustique du flux angulaire de quantité de mouvement par le polystyrène. À l’instar de
la rotation observée sur des disques absorbants [91, 90, 92, 93], le couple exercé met en
rotation la sphère. Cet effet a récemment été prédit théoriquement par Marston [168].
Ici nous le vérifions dans le contexte d’une pince acoustique. Intrigués par cet effet et
de son intérêt potentiel pour des applications, nous avons recherché une méthode pour
contrôler la rotation de la sphère. De manière attendue, en inversant le signe de la charge
topologique du vortex et donc le sens de rotation du front d’onde synthétisé, la sphère
tourne aussi dans la direction opposée. Il a été montré qu’un dispositif de synthèse de
champs similaire à celui-ci, permettait de générer deux vortex en même temps [118, 163].
On pourrait alors imaginer inverser la charge d’un d’entre eux pour annuler le couple.
Cependant, cette même étude a montré que ces deux vortex de charge opposée fusionnent
pour donner un champ axisymétrique pendant la propagation. Cela détruirait le puits de

147



Chap. V – La pince acoustique : démonstration expérimentale

potentiel et le piège. Alors, pour conserver l’effet de pince, nous avons regroupé dans un
même tir deux vortex de même amplitude mais de charge opposé, qui se succèdent de
manière alternative dans le temps. Ainsi, le puits de potentiel qui est proportionnel à la
densité moyenne d’énergie du champ garde la même forme quelque soit la charge. Pendant
le tir de charge positive, la sphère ressent un couple dans le sens directe, puis, on alterne
avec le couple en sens inverse. En moyenne, l’effet est une annulation totale de la rotation
de la sphère alors qu’elle reste piégée dans le même puits de potentiel. En prolongeant ce
raisonnement, nous pouvons judicieusement contrôler la vitesse de rotation de la particule
en dosant le temps d’émission du vortex d’une des charges données.

Lévitation d’un système à deux sphères

Nous avons démontré la sélectivité de la pince qui permet de ne piéger qu’une sphère
à proximité d’autres. Néanmoins, si deux particules sont suffisamment proches et que rien
n’est fait pour les départager, il est alors possible de les piéger simultanément. Les photos
de la figure 62 montrent des systèmes à deux particules en lévitation. L’examen des deux
photos indique que la taille relative des deux billes peut déterminer l’arrangement du
système dans le puits de potentiel. À gauche, deux sphères de rayon 177 et 108µm sont
piégées et maintenues en contact. Par contre à droite, les sphères de rayon 98 et 67µm
sont tenues de manière stable à une distance d ' 336µm. L’explication est à chercher dans
l’interaction mutuelle entre les deux particules. En effet, à l’instar des forces secondaires de
Bjerknes [169] pour une bulle, après avoir diffusé le champ acoustique primaire du faisceau,
la première sphère reçoit le champ secondaire de la deuxième particule qui exerce alors
une nouvelle force à prendre en compte. À notre connaissance, aucun modèle ne permet
de prévoir ce comportement dans cette configuration même si quelques études seraient
une bonne base de départ [24, 170, 171]. Une approche serait de généraliser la théorie
développée au chapitre II en intégrant des modèles existants pour la diffusion multiple
de deux voire trois sphères. Le piège montré semble toute à fait convenable pour prouver
expérimentalement ce type de théories.

Lévitation et rotation d’un système à trois sphères

Pour finir, nous montrons à la figure 63 qu’il est possible de piéger trois sphères de taille
différente avec le vortex acoustique. De manière remarquable, ce système à trois objets
est mis en rotation autour de l’axe de propagation. Ainsi parcourant les photos de gauche
à droite, on voit que la sphère centrale tourne autour des deux autres. Elle commence par
passer derrière le plan de l’image pour réapparaitre par la droite. La séquence a été acquise
à une cadence de 116 images par seconde et il faut entre 4 et 5 images pour observer une
révolution de la sphère centrale. Cela correspond à une fréquence de rotation du système
de l’ordre de 25 Hz. L’axe défini par le centre des sphères supérieure et inférieure est aussi
en précession tel une toupie déséquilibrée.

De nouveau, aucune théorie ne permet de prévoir ce comportement. On observe dans
ce système une combinaison riche de phénomènes. Il y a l’interaction entre les trois par-
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Figure 62 – Lévitation de systèmes à deux sphères. Les sphères sont de rayon 177

et 108µm à gauche et de rayon 98 et 67µm à droite. La barre d’échelle représente 200µm.

149



Chap. V – La pince acoustique : démonstration expérimentale

ticules influençant la pression de radiation, un échange de flux angulaire de quantité de
mouvement entre le vortex et les particules (dû cette fois-ci à l’asymétrie du système) qui
exerce le couple, éventuellement une force d’entrainement azimutale due à l’écoulement
rotationnel et le couple exercé par absorption acoustique sur chaque sphère. Sur ce dernier
point, il n’a pas été possible de distinguer une rotation de chaque sphère autour de son
propre axe.

Figure 63 – Lévitation et rotation d’un système à trois sphères. Sur ces photos
prises à des instants successifs, on voit le système qui est en rotation autour de l’axe de
propagation. La barre d’échelle représente 200µm.

Conclusion sur la configuration verticale

Dans cette section, nous avons démontré le fonctionnement de la pince dans une confi-
guration verticale. Premièrement, la force de gradient négative permet d’opérer contre la
gravité et l’écoulement acoustique qui exerce une force d’entrainement dans la direction de
propagation du faisceau. Une fois piégée, elle pourra être manipulée en trois dimensions,
le faisceau étant ici statique. Dans un dispositif allégé, un contrôle micrométrique de la
position de la pince est facilement envisageable en trois dimensions. Dans la configura-
tion actuelle, il est déjà possible de faire de la particule un objet pouvant être lâché puis
rattrapé à différentes périodes. La pince démontre une excellente sélectivité pour opérer
à l’échelle de la particule unique mais peut aussi manipuler deux à trois particules en
même temps. Le transfert de quantité de mouvement angulaire a été détecté. Ainsi pour
une particule unique, c’est l’absorption du polystyrène qui permet au vortex d’exercer
un couple sur la sphère piégée. Cette rotation contrôlée devient une caractéristique in-
téressante de la pince acoustique à faisceau unique. La possibilité d’exercer des torsions
est un avantage important ajouté aux facultés de translation en trois dimensions. Puis,
s’agissant de l’agrégat de trois particules, c’est le transfert du flux angulaire de quantité
de mouvement avec un un système asymétrique qui est responsable du couple exercé.

Conclusion du chapitre

Les résultats de ce chapitre constituent la première démonstration de la pince acous-
tique telle que définie par les travaux pionniers d’Ashkin [48]. Nous avons d’abord décrit le
dispositif expérimental pour la synthèse de vortex acoustiques focalisés. La technique du
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filtre inverse spatio-temporel nous a permis de reproduire avec fidélité les faisceaux acous-
tiques modélisés analytiquement au chapitre précédent. Cette méthode flexible et robuste
a permis de synthétiser des vortex ayant une charge topologique atteignant m′ = 5. À
partir de la mesure de la valeur absolue du champ de pression, il a alors été possible de
prévoir avec suffisamment de précision la pression de radiation qui allait s’appliquer à des
particules de diamètres compris entre 190µm et 400µm. Puis, nous avons confirmé qu’un
vortex focalisé de charge m′ = 1 permettait de piéger la particule dans un puits de po-
tentiel stable et tridimensionnel à la fois dans une configuration horizontale puis verticale
dans un second dispositif. Il a alors été observé la présence de l’écoulement de volume gé-
néré par la dissipation du faisceau incident. Cet écoulement exerce alors une force axiale
positive qui n’avait pas été modélisée. Une forte focalisation du faisceau est nécessaire
pour faire dominer la force de gradient négative qui attire la sphère vers la focale. Dans
le montage vertical, la pince acoustique a démontré un ensemble de caractéristiques qui
confirment son analogie avec la pince optique dans son sens strict. Grâce à un unique fais-
ceau ultrasonore, elle peut sélectionner, tirer et pousser, contrôler à la fois la position de
la particule et la force qu’elle exerce en trois dimensions. Ces caractéristiques lui confèrent
donc une bonne dextérité de préhension. En principe, une fois piégée, elle pourra dans un
montage optimisé (poids et taille de l’émetteur) être facilement manœuvrée dans l’espace
et avec précision. Une première méthode pour agir simplement sur la particule est de
périodiquement la laisser retomber et de la rattraper au vol initiant ainsi son oscillation
autour d’une position d’équilibre. En outre, le flux de moment cinétique du vortex per-
met aussi de mettre la bille en rotation de manière contrôlée. Le mécanisme responsable
est la faible absorption viscoélastique du flux angulaire de quantité de mouvement par le
polystyrène.
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Conclusions et perspectives

L’historique des applications de la pression de radiation à la manipulation d’objets
en optique et en acoustique a souvent démontré de surprenantes similitudes. Pourtant, il
semblait manquer un élément important pour mener entièrement la comparaison : démon-
trer qu’un faisceau ultrasonore pouvait piéger et manipuler une unique particule élastique.
Pour parvenir à démontrer l’existence de la pince acoustique, cette thèse a abordé l’étude
de la pression de radiation acoustique tant d’un point de vue théorique qu’expérimental.

Le contexte de l’étude a rapidement exigé de modéliser avec précision la dynamique
tridimensionnelle d’une sphère dans une scène sonore. Nous avons alors proposé une théorie
tridimensionnelle de la pression de radiation exercée sur une sphère élastique. Ainsi, pour
la première fois, la force acoustique peut être calculée pour une position arbitraire de
l’objet et quelque soit la nature du champ incident. Concernant la taille des objets, le
modèle couvre les régimes de Rayleigh (a � λ), de Mie (a ∼ λ) et de l’acoustique
géométrique (a � λ). La généralisation concerne dans un premier temps le problème de
la diffusion par une sphère élastique. Il était nécessaire de démontrer que nous pouvions
calculer le champ diffusé quelque soit la position de la sphère et pour un champ incident
quelconque. Puis, ce résultat a été combiné à la théorie de Brillouin-Langevin pour obtenir
les trois composantes, Fx, Fy et Fz de la force dans le repère cartésien centré sur la sphère.
La confrontation du modèle avec plusieurs résultats issus de la littérature a donné un
résultat positif.

Dans le régime de Rayleigh, le vecteur force prend une forme limite qui autorise une
discussion plus approfondie de la physique derrière le problème de pression de radiation.
Ainsi, pour un champ arbitraire, la force peut être séparée en une force dite de gra-
dient (originellement obtenue par Gor’kov) et une force de diffusion. Régulièrement, cette
deuxième contribution ne représente qu’une correction mineure à la force de gradient.
Néanmoins, la structure à la fois progressive et focalisée d’un faisceau, nécessite de consi-
dérer l’effet combiné des deux types de force. D’autres cas, qui ne concernaient pas cette
étude, pourraient être traités avec cette expression. Par exemple, de nombreuses applica-
tions de manipulation dans des environnements microfluidiques combinent aujourd’hui des
systèmes progressifs et stationnaires et la formule de référence de Gor’kov ne s’applique
pas rigoureusement. Par ailleurs, à cette échelle, il est connu que les forces visqueuses
jouent un rôle important, à la fois d’un point de vue hydrodynamique et acoustique. Nous
avons alors montré que la correction du terme dipolaire de la diffusion, pour prendre en
compte la viscosité du milieu, permettait d’obtenir son influence sur la force et retrou-
vons des résultats récemment publiés. Cependant, il est possible que des difficultés liées
à l’écoulement acoustique de couche limite ne soient pas prises en compte par ces correc-
tions. Ceci est une question ouverte. La correction des coefficients de diffusion suffit-elle
à prendre en compte tous les effets liés à la viscosité ? Une chose sure est qu’un deuxième
effet lié à la viscosité, l’écoulement généré dans le volume, n’est pas pris en compte par
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la théorie de couche limite récemment publiée [39]. Cet écoulement a joué un rôle pré-
pondérant dans nos expériences et une modélisation appropriée reste nécessaire pour les
futurs développements de la pince acoustique et une confrontation rigoureuse entre notre
modèle et nos observations expérimentales. Enfin, il serait utile de considérer d’autres
géométries pour les particules, à commencer par le cas des sphéroïdes qui semble acces-
sible. Nous pouvons alors nous attendre à un couple acoustique qu’il serait intéressant
d’intégrer dans la modélisation. Toutes les étapes du chapitre II seraient à reprendre dans
la base sphéroïdale.

La première application du modèle a eu pour objet d’étendre la discussion sur un
effet surprenant introduit par Marston [31]. Les faisceaux de Bessel et leur effet "tractor
beam". Il semblerait que ces faisceaux puissent tirer la particule de manière continue vers
la source. Nous avons démontré que cette conclusion restait valable dans un contexte tri-
dimensionnel. Basé sur la décomposition en ondes planes de ce type de faisceau, il devrait
être possible de concevoir un émetteur acoustique qui répond au critères d’apparition de
cet effet. Il faut nécessairement un angle d’incidence des fronts d’onde β très élevé. En-
suite, il faut explorer le régime résonant des particules élastiques. Dans ces conditions,
il sera peut-être possible de trouver le régime adéquat pour inverser le signe de la force
axiale tout en confinant la sphère sur l’axe de propagation. L’effet de "tractor beam" a
éveillé la curiosité de nombreux physiciens et devrait pouvoir trouver sa démonstration
en acoustique.

L’application à la pince acoustique nécessite une forte focalisation du faisceau ultraso-
nore. Après avoir modélisé le champ émis par un transducteur concave dans le formalisme
des harmoniques sphériques, nous avons pu identifier le majeur problème pour obtenir
une pince et qui a mis à défaut les études de Wu et Shung et al. Dans le cas de petites
sphères, le contraste des propriétés acoustiques entre le milieu et la particule donne un
potentiel acoustique instable. En ce qui concerne les particules élastiques plus grandes,
c’est tout simplement une forte rétrodiffusion qui résulte en une accélération axiale im-
portante. En introduisant le concept de vortex acoustique focalisé, nous avons observé une
modification intéressante de la force de gradient exercée par ces faisceuax. Par symétrie,
un vortex est incapable d’exciter le diffuseur sur son mode monopolaire. Pour des petites
particules élastiques, le puits de potentiel devient alors stable et est piloté par le contraste
inertiel entre la particule et le milieu. Un vortex acoustique de charge topologique m′ = 1

est donc adéquat pour réaliser une pince acoustique pour piéger des particules élastiques
dont le diamètre ne dépasse pas un tiers de la longueur d’onde. Lors des applications
numériques, nous avons majoritairement axé notre discussion pour des sphères élastiques.
Il serait néanmoins intéressant d’évaluer, plus en détail, le comportement des différents
faisceaux introduits sur des bulles, des gouttes ou encore des systèmes cœur-coquille dont
le comportement est directement accessible par le modèle.

Le choix du dispositif expérimental a été guidé par le soucis de maitriser au mieux la
synthèse de vortex acoustiques. Ces faisceaux aux fronts d’ondes particuliers nécessitent de
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développer un dispositif expérimental performant pour leur génération. La technique du
filtre inverse spatio-temporel est une méthode optimale pour synthétiser ce type de fronts
d’ondes hélicoïdaux. À l’aide d’un réseau d’émetteurs piézoéléctriques et d’une lentille
acoustique fortement focalisée, nous avons pu obtenir un vortex de charge topologique
m′ = 1 avec une très bonne précision pour procéder aux expériences de manipulation
d’objets. Sa forte focalisation a permis d’introduire des forts gradients de pression au
cœur du vortex permettant ainsi de maximiser la force qui servira à piéger les particules.
La technique de synthèse a su prouver sa flexibilité avec la génération de vortex ayant de
charges topologiques atteignant m′ = 5.

Sous réserve de connaitre la décomposition du champ incident dans la base des harmo-
niques sphériques, le modèle théorique développé peut traiter une multitude d’autres cas.
La synthèse de fronts d’ondes complexes est une thématique très active en optique et en
essor en acoustique. On pourra prédire la force exercée par des ondes plus "exotiques" en-
core et couplé a la technique du filtre inverse, de nouvelles applications à la manipulation
d’objets sont directement accessibles.

Nous avons terminé ce travail de thèse par une démonstration expérimentale de la
pince acoustique à faisceau unique qui est le direct analogue des pinces optiques. La pince
permet pour la première fois de sélectionner, soulever et pousser, et contrôler à la fois
la position et la force qui s’exerce sur la particule. Ce schéma à faisceau unique semble
pouvoir donner une véritable dextérité de préhension à la pince. Nous pouvons opérer de
manière sélective dans un milieu vaste et composé de nombreuses particules. La génération
du piège ne repose sur aucune réflexion du milieu ou d’une deuxième source pour établir un
système d’ondes stationnaires. Dans le dispositif actuel, il n’a pas été possible de déplacer
dynamiquement le faisceau et donc la particule piégée. Même si beaucoup d’expériences en
optique reposent aussi sur un faisceau statique, il est désirable d’alléger le dispositif pour
permettre un positionnement mécanique du faisceau avec un précision micrométrique.
La méthode de filtre inverse semble aussi appropriée pour dépointer électroniquement le
piège. Cette possibilité devra être explorée pour une application à la reconfiguration en
temps réel de la forme sptatio-temporelle du piège.

La pince utilisée ici développe un intensité acoustique d’environ 40 Watts/cm2 au
niveau de son anneau principal de focalisation. Outre le fait que cette intensité soit re-
marquablement faible, les objets sont piégés dans le cœur silencieux du vortex. À titre
de comparaison, les pinces optiques nécessitent une intensité de l’ordre de 108 Watts/cm2

et ne développent des forces que de l’ordre de ∼ 100 pN. Ceci est leur majeure limi-
tation pour les applications de type biologiques. Ici, la force radiale est de l’ordre de
0,5µN pour les différentes sphères en polystyrène. À l’échelle macroscopique le gain est
donc très conséquent et attractif pour développer de nouvelles applications. Ramené à
l’échelle microscopique, la pince acoustique devrait conserver un avantage de cinq ordres
de grandeur.

La pince utilisant un vortex acoustique peut aussi exercer un couple sur une sphère
absorbante. De cette manière, nous avons pu contrôler la direction et la vitesse de rotation
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d’une particule sans modifier sa position dans le piège et donc la force de gradient qui
la maintient en lévitation. À l’instar des pinces "magnétiques", qui offrent également ce
degré de liberté, de nombreuses applications exploitant la rotation contrôlée pourront
certainement être imaginées.

Toutes les caractéristiques démontrées, laissent penser à un vaste panel d’applications
potentielles pour la pince acoustique. Les domaines concernés seraient la biologie, la flu-
dique et la rhéologie ainsi que la manipulation sans contact pour des applications en
robotique. Pour ce qui est des applications en biologie, nous envisageons, à l’instar des
pinces optiques, d’utiliser la sphère piégée comme une véritable poignée. Cette poignée
peut être attachée à un organisme pour venir sonder son module viscoélastique et même
son module de cisaillement grâce à la torsion. Il est de plus en plus reconnu que le mi-
lieu dans lequel évoluent les cellules et en particulier, les contraintes extérieures exercées,
régissent in fine les mécanismes de l’expression cellulaire. Les forces proposées dépassent
largement le cadre des pinces optiques et pourraient adresser des problèmes tels que la
morphogénèse et l’organogénèse mais aussi la mesure locale de l’adhésion cellulaire avec
le risque d’un éventuel endommagement largement diminué.

Pour rendre l’utilisation de la pince plus performante et confortable, il est impératif
de simplifier le dispositif actuel. Dans cet objectif, nous avons envisagé des pistes réa-
listes pour miniaturiser le système d’émission et augmenter la fréquence d’émission pour
atteindre une efficacité sur des objets micrométriques. Cette amélioration passera par la
conception d’un émetteur simplifié et mono-élément qui permettra d’obtenir un vortex se
propageant dans un milieu plus confiné.

En somme, cette étude a mis en place un cadre théorique qui a rapidement mené
à une application importante pour la manipulation d’objets en acoustique. Les connais-
sances développées vont permettre, dans le futur, d’envisager de nouvelles fonctionnalités
pour la pince, de nouveaux modes de piégeage mais aussi des méthodes efficaces pour ré-
pondre aux différents besoins scientifiques. Les démonstrations expérimentales esquissent
ici une ébauche de la pince acoustique du futur et pour laquelle nous pouvons espérer une
application aux études fondamentales de demain.
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Annexe A

Formalisme des harmoniques sphériques

Lorsqu’on recherche les solutions à variables séparées φ = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ), on est amené
à résoudre trois équations différentielles bien connues en physique. D’une part pour la
dépendance radiale en posant x = k0r, R(r) est solution de l’équation de Bessel sphérique :

x2 d
2y

dx2
+ 2x

dy

dx
+
(
x2 − n[n+ 1]

)
y = 0 (A.1)

Elle a pour couple de solutions les fonctions de Bessel et de Neumann sphériques [107] :
jn(x) et yn(x). Mais aussi toute combinaison linéaire de celles-ci. On utilise fréquemment
les fonctions de Hankel sphériques de première et seconde espèce h(1)

n (x) et h(2)
n (x) liées

aux précédentes par :

h(1)
n (x) = jn(x) + iyn(x) et h(2)

n (x) = jn(x)− iyn(x)

Leur comportement à l’infini est le suivant [107] :

lim
x→∞

h(1)
n (x) = (−i)n+1 e

ix

x
et lim

x→∞
h(2)
n (x) = (i)n+1 e

−ix

x
(A.2)

Ces deux fonctions permettent de rendre compte de la propagation d’ondes sphériques
divergentes et convergentes respectivement. Pour la dépendance en θ, en posant x = cos(θ)

la fonction Θ(θ) est solution de l’équation généralisée de Legendre :

(1− x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+

(
n[n+ 1]− m2

1− x2

)
y = 0 (A.3)

Dont les solutions physiquement acceptables sont les polynômes associés de Legendre :
Pm
n (x). Ils sont reliés aux polynômes orthogonaux de Legendre par [107] :

Pm
n (x) = (−1)m(1− x2)m/2

dmPn(x)

dxm
tel que 0 ≤ m ≤ n

L’équation différentielle pour la dépendance azimutale en ϕ est plus classique et a pour
solution : eimϕ. Finalement, l’équation de Helmholtz (Chapitre II, équation (23)) en coor-
données sphériques a pour solution :
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Chap. A – Formalisme des harmoniques sphériques

φ(r, θ, ϕ) = A0fn(k0r)Y
m
n (θ, ϕ) avec fn ≡ jn, yn ouh(1,2)

n (A.4)

Y m
n (θ, ϕ) sont les harmoniques sphériques complexes, telles que :

Y m
n (θ, ϕ) = Pm

n (cos θ)eimϕ avec |m| ≤ n (A.5)

Les premières harmoniques sphériques s’écrivent

Y 0
0 = 1

Y 0
1 = cos θ

Y 1
1 = −eiϕ sin θ (A.6)
Y 1

2 = −3eiϕ cos θ sin θ

Y 2
2 = 3ei2ϕ sin2 θ

et de manière importante :

Y −mn = (−1)m
(n−m)!

(n+m)!
Y m∗
n (A.7)

Des propriétés fondamentales suivantes :

∫ 2π

0

eimϕe−i`ϕ dϕ = 2πδm,` (A.8)∫ π

0

Pm
n (cos θ)Pm

p (cos θ) sin θ dθ =
2(n+m)!

(2n+ 1)(n−m)!
δp,n (A.9)

on obtient la relation d’orthogonalité des harmoniques sphériques :

∫ 2π

0

∫ π

0

Y m
n (θ, ϕ)Y `∗

p (θ, ϕ) dΩ =
4π(n+m)!

(2n+ 1)(n−m)!
δp,nδm,` (A.10)

où dΩ = sin θ dθ dϕ est l’angle solide infinitésimal. La solution (A.4) est un mode propre
de l’équation de Helmholtz en espace libre. Les harmoniques sphériques constituent une
base sur laquelle tout champ acoustique peut être décomposé.

Ces résultats combinés à la solution de l’équation de Helmholtz vectorielle donnée en
Annexe B permettent de déterminer les fonctions dites harmoniques sphériques vectorielles
largement utilisées en mécanique quantique et électromagnétisme.

172



Annexe B

Potentiels scalaires de Debye

On a classiquement la décomposition du champ de déplacement ~u en une partie longi-
tudinale totalement décrite par un potentiel scalaire ~∇Φ et la partie solénoïdale, elle est
décrite par le potentiel vecteur ~A, qui satisfait :

(∆ + k2
t ) ~A(r, θ, ϕ) = ~0 , kt =

ω

ct
= ω

√
ρp
µp

(B.11)

Comme nous l’avons évoqué à la section II.2. Cette dernière équation n’est utilisable en
pratique que dans peu de cas. Par exemple dans un repère cartésien orthogonal. Chaque
composante de ~A est alors solution de l’équation de Helmholtz scalaire. Dans un repère
sphérique, l’écriture du Laplacien montre immédiatement que cette propriété n’est pas
vérifiée dans cette base. On réécrit cette dernière équation sous la forme :

− ~∇∧ ~∇∧ ~A+ k2
t
~A(r, θ, ϕ) = ~0 (B.12)

où la condition de Jauge ~∇ · ~A = 0 a été utilisée. Faisons l’usage d’un potentiel scalaire
χ(r, θ, ϕ) et d’un vecteur radiale f ~er pour définir les opérateurs :

~M = ~∇∧ (χf ~er) , ~N = 1/kt~∇∧ ~∇∧ (χf ~er) (B.13)

On va alors montrer que ces deux opérateurs satisfont l’équation (B.12) sous certaines
conditions. Les composantes de ~M s’écrivent facilement :

Mr = 0 ,Mθ =
1

r sin θ

∂(χf)

∂ϕ
,Mϕ = −1

r

∂(χf)

∂θ
(B.14)

Nous allons maintenant procéder à l’étape plus délicate d’exprimer les composantes de
l’opérateur −~∇∧ ~∇∧ ~M + k2

t
~M . Sa composante en ~er s’écrit :

∂

∂θ

[
sin θ

(
Mθ + r

∂Mθ

∂r

)]
+

∂

∂ϕ

[
Mϕ + r

∂Mϕ

∂r

]
= 0 (B.15)
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Chap. B – Potentiels scalaires de Debye

qui d’après les propriétés de ~M est identiquement nulle. Après quelques étapes de simpli-
fications, la composante suivant ~eθ donne :

1

r sin θ

(
∂

∂r

[
sin θ

∂

∂r
(rMθ)

]
− ∂

∂ϕ

[
1

r2 sin θ

(
∂

∂θ
(r sin θMϕ)− ∂

∂ϕ
(rMθ)

)])
+ k2

tMθ

(B.16)

qui se réduit à :

1

sin θ

∂

∂ϕ

[
1

r

∂2

∂r2
(χf) +

1

r3 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
(χf)

)
+

1

r3 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(χf) +

k2
t

r
(χf)

]
(B.17)

Sous réserve de poser ~f = r~er, jusqu’à maintenant la fonction était supposée quelconque,
on identifie que le vecteur ~M qui satisfait l’équation (B.12) est tel que :

(∆ + k2
t )χ = B(r, θ) (B.18)

La projection suivant ~eϕ nous donne de manière très similaire :

(∆ + k2
t )χ = C(r, ϕ) (B.19)

Il n’y alors que deux solutions possibles. Soit, la fonction scalaire χ introduite est fonction
de r uniquement. On est alors en train d’écrire la solution triviale ~M = ~0. Sinon on doit
supposer que les fonctions d’intégration B(r, θ) et C(r, ϕ) sont identiquement nulles. On
conclue alors que le vecteur ~M est solution de l’équation vectorielle de Helmholtz si et
seulement si le potentiel scalaire χ satisait l’équation de Helmholtz scalaire :

(∆ + k2
t )χ = 0 (B.20)

En prenant le rotationnel de l’Eq. (B.12) et en remarquant que kt ~N = ∇∧ ~M , on montre
immédiatement que ce deuxième opérateur satisfait l’équation de Helmholtz vectorielle.
Par la définition donnée à ~M et ~N , on a construit deux solutions indépendantes et ortho-
gonales. Ainsi tout vecteur ~A solution de Helmholtz peut s’écrire comme une combinaison
linéaire de ces deux opérateurs :

~A = ~∇∧ (r~erψ) + ~∇∧ ~∇∧ (r~erχ)/kt (B.21)
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Les potentiels ψ et χ sont souvent appelés les potentiels scalaires de Debye même si
successivement Mie en 1908 et Debye en 1909 en ont fait usage pour traiter le problème
électromagnétique de la diffraction d’une sphère diélectrique [103, 172, 173]. De manière
très convenable pour les calculs en géométrie sphérique, ils pourront être décomposés dans
la base des harmoniques sphériques.
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Annexe C

Composantes du vecteur force

Nous avons vu dans la section II.3.2 que les trois composantes de la force prenaient la
forme suivante :

Fx,y,z = −ρ0(ka)2φ2
0

2

(
I(1)
x,y,z + I(2)

x,y,z

)
(C.22)

d’après les équations (64) et (65) de la section II.1, ces intégrales s’écrivent :

I(1)
x =

∫ 2π

0

∫ π

0

|Fd|2 sin2 θ cosϕ dθ dϕ (C.23)

I(1)
y =

∫ 2π

0

∫ π

0

|Fd|2 sin2 θ sinϕ dθ dϕ (C.24)

I(1)
z =

∫ 2π

0

∫ π

0

|Fd|2 sin θ cos θ dθ dϕ (C.25)

et

I(2)
x =

∫ 2π

0

∫ π

0

<{FdF (1)∗
i } sin2 θ cosϕ dθ dϕ (C.26)

I(2)
y =

∫ 2π

0

∫ π

0

<{FdF (1)∗
i } sin2 θ sinϕ dθ dϕ (C.27)

I(2)
z =

∫ 2π

0

∫ π

0

<{FdF (1)∗
i } sin θ cos θ dθ dϕ (C.28)

Il faut maintenant exprimer les deux intégrants qui apparaissent. On peut scinder |Fd|2
en deux doubles séries :

|Fd|2 =
1

(ka)2

∑
n,m

i−nRnA
m
n e

imϕPm
n (cos θ)×

∑
p,`

ipR∗pA
`∗
p e
−i`ϕP `

p(cos θ) (C.29)

et de manière analogue

FdF
(1)∗
i =

1

(ka)2

∑
p,`

i−pRpA
`
pe
i`ϕP `

p(cos θ)×
∑
n,m

inAm∗n e−imϕPm
n (cos θ) (C.30)
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Chap. C – Composantes du vecteur force

Ainsi les intégrales I(1)
z et I(2)

z sur ϕ seront proportionnelles à :

Im` =

∫ 2π

0

ei(m−`)ϕ dϕ = 2πδm,` (C.31)

où δm,` =

{
1 if m = `

0 if m 6= `

et l’intégrale sur θ s’écrit alors :

Inp =

∫ 1

−1

Pm
n (x)Pm

p (x) x dx (C.32)

où on a posé x = cos θ. Faisant usage des relations d’orthogonalité et de récurrence
suivantes [107] :

∫ 1

−1

Pm
n (x)Pm

p (x) dx =
2(n+m)!

(2n+ 1)(n−m)!
δk,` (C.33)

(2n+ 1)xPm
n (x) = (n−m+ 1)Pm

n+1(x) + (n+m)Pm
n−1(x) (C.34)

on obtient finalement :

Inp = Sm+
n δp,n+1 + Sm−n δp,n−1 (C.35)

Sm+
n =

2(n+m+ 1)!

(2n+ 1)(2n+ 3)(n−m)!
= Sm−n+1 (C.36)

Sm−n =
2(n+m)!

(2n+ 1)(2n− 1)(n−m− 1)!
(C.37)

Il vient pour les intégrales I(1)
z et I(2)

z :

I(1)
z =

2π

(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

[
RnA

m
n

(
iSm+

n R∗n+1A
m∗
n+1 − iSm−n R∗n−1A

m∗
n−1

)]
(C.38)

I(2)
z =

2π

(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

<
{[
Am∗n

(
−iSm+

n Amn+1Rn+1 + iSm−n Amn−1Rn+1

)]}
(C.39)

D’après la définition des coefficients du champ incident Amn (section II.2, Eq. (28)) et
la propriété Pm

n ≡ 0 si n < 0, on doit vérifier Am−1 ≡ 0. Il est donc nécessaire de ré-indexer
le deuxième terme de chaque intégrale en remarquent que Sm−n+1 = Sm+

n pour continuer les
simplifications et regroupements de termes. Il vient :
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I(1)
z =

−4π

(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

Sm+
n

[
={Amn Am∗n+1}(αnαn+1 + βnβn+1)

+<{Amn Am∗n+1}(βnαn+1 − αnβn+1)
]

(C.40)

I(2)
z =

2π

(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

Sm+
n

[
−={Amn Am∗n+1}(αn + αn+1)

+<{Amn Am∗n+1}(βn+1 − βn)
]

(C.41)

où on a introduit les parties réelles et imaginaires du coefficient de diffusion, Rn = αn+iβn.
On obtient l’expression de Fz (Eq. (84)) en utilisant les équations (C.40) et (C.41) dans
(C.22). Pour la suite, le coefficient Qm

n est défini tel que :

Qm
n =

2(n+m)!

(2n+ 1)(2n+ 3)(n−m)!
(C.42)

et Sm+
n = (n+m+ 1)Qm

n

En ce qui concerne les intégrales restantes pour Fx et Fy, une première intégration sur
ϕ donne cette fois-ci :

Ixm` =

∫ 2π

0

ei(m−`)ϕ cosϕ dϕ = π (δ`,m+1 + δ`,m−1) (C.43)

Iym` =

∫ 2π

0

ei(m−`)ϕ sinϕ dϕ = −iπ (δ`,m+1 − δ`,m−1) (C.44)

Par conséquent, il y a maintenant deux contributions distinctes pour l’intégration sur
θ. En utilisant la relation de récurrence suivante :

√
1− x2(2n+ 1)Pm

n (x) = Pm+1
n−1 (x)− Pm+1

n+1 (x)

On a alors pour les termes proportionnels à δ`,m+1 et δ`,m−1 les deux intégrales suivantes
respectivement à traiter :

I1
np =

1

(2n+ 1)

∫ 1

−1

(
Pm+1
n−1 (x)− Pm+1

n+1 (x)
)
Pm+1
p (x) dx

I2
np =

1

(2p+ 1)

∫ 1

−1

(
Pm
p−1(x)− Pm

p+1(x)
)
Pm
n (x) dx
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En utilisant de nouveau l’orthogonalité des polynômes de Legendre associés (C.33). Il
vient :

I1
np = Qm+1

n−1 δp,n−1 − V m
n Q

m
n δp,n+1

I2
np = Qm

n δp,n+1 − V m−1
n−1 Q

m−1
n−1 δp,n−1

où le coefficient Qm
n est donné à l’équation (C.42) et V m

n = (n + m + 2)(n + m + 1). On
peut maintenant écrire pour la composante sur x :

I(1)
x =

π

(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

iRnA
m
n

[
Qm
n

(
Am−1∗
n+1 − V m

n A
m+1∗
n+1

)
R∗n+1

+
(
V m−1
n−1 Q

m−1
n−1 A

m−1∗
n−1 −Qm+1

n−1 A
m+1∗
n−1

)
R∗n−1

]
(C.45)

I(2)
x =

π

(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

iRnA
m
n

[
Qm
n

(
Am−1∗
n+1 − V m

n A
m+1∗
n+1

)
+
(
V m−1
n−1 Q

m−1
n−1 A

m−1∗
n−1 −Qm+1

n−1 A
m+1∗
n−1

)]
(C.46)

De la même manière que pour I(1,2)
z , la deuxième partie de ces intégrales doit être ré-

indexée. On sera amené à poser n′ = n− 1, m′ = m+ 1 et m′′ = m− 1 pour obtenir des
séries avec des variables muettes telles que 0 ≤ n′ ≤ ∞ et −n′ ≤ m′,m′′ ≤ n′. On obtient
alors :

I(1)
x =

−2π

(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

Qm
n

[
(={Amn Am−1∗

n+1 } − V m
n ={Amn Am+1∗

n+1 })(αnαn+1 + βnβn+1)

+(<{Amn Am−1∗
n+1 } − V m

n <{Amn Am+1∗
n+1 })(βnαn+1 − αnβn+1)

]
(C.47)

I(2)
x =

−π
(ka)2

∞∑
n=0

∑
|m|<n

Qm
n

[
(={Amn Am−1∗

n+1 } − V m
n ={Amn Am+1∗

n+1 })(αn + αn+1)

−(<{Amn Am−1∗
n+1 } − V m

n <{Amn Am+1∗
n+1 })(βn+1 − βn)

]
(C.48)

Qui introduites dans l’équation (C.22) donne directement l’expression de Fx (Eq. (82))
obtenue à la section II.3.2. Le calcul des intégrales I(1)

y et I(2)
y est tout à fait similaire

partant de l’équation (C.44) au lieu de (C.43).
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Annexe D

Expression des coefficients du champ
incident

Dans la section III.1.2, nous avons établi que les coefficients du champ incident intro-
duits pour la décomposition (28) du chapitre II.2, pouvaient être déduits de :

Amn =
1

φ0jn(kr)

(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!

∫
Ω

φiY
m∗
n dΩ (D.49)

où dΩ = sin θ dθ dϕ est l’angle solide, Y m
n un harmonique sphérique et φi le champ incident.

A proximité du centre de la sphère, le champ incident possède un développement de
Taylor :

φi(~r) = φi(~0) + ~∇φi(~0) · ~r +
1

2
(H(φi)|(~0)~r) · ~r + . . . (D.50)

où H(φ) est la matrice Hessienne du potentiel φi :

Hjk(φi) =
∂2φi
∂xj∂xk

(D.51)

Les produits scalaires ~∇φi · ~r et (H(φi)~r) · ~r s’écrivent :

~∇φi(~0) · ~r = r sin θ cosϕ
∂φ

∂x
+ r sin θ sinϕ

∂φ

∂y
+ r cos θ

∂φ

∂z
(D.52)

(H(φi)|(~0)~r) · ~r = r sin θ cosϕ

(
r sin θ cosϕ

∂2φ

∂x2
+ r sin θ sinϕ

∂2φ

∂x∂y
+ r cos θ

∂2φ

∂x∂z

)
+r sin θ sinϕ

(
r sin θ cosϕ

∂2φ

∂y∂x
+ r sin θ sinϕ

∂2φ

∂y2
+ r cos θ

∂2φ

∂y∂z

)
+r cos θ

(
r sin θ cosϕ

∂2φ

∂z∂x
+ r sin θ sinϕ

∂2φ

∂z∂y
+ r cos θ

∂2φ

∂z2

)
(D.53)

Les expressions des harmoniques sphériques ont été données en Annexe A à l’équation
(A.6). Le calcul des coefficients Amn en utilisant les équations (D.49), (D.50) et (D.51) se
résumera à linéariser des puissances de sinus et de cosinus :
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sin2 x = (1− cos 2x)

sin3 x =
1

4
(− sin 3x+ 3 sinx)

sin4 x =
1

8
(cos 4x− 4 cos 2x+ 3)

sin5 x =
1

16
(sin 5x− 5 sin 3x+ 10 sinx)

et

cos2 x =
1

2
(cos 2x+ 1)

cos3 x =
1

4
(cos 3x+ 3 cosx)

cos4 x =
1

8
(cos 4x+ 4 cos 2x+ 3)

cos5 x =
1

16
(cos 5x+ 5 cos 3x+ 10 cosx)

et utiliser les résultats suivants :

∫ 2π

0

e±iϕ cos(ϕ) dϕ = π∫ 2π

0

e±iϕ sin(ϕ) dϕ = ±iπ

(D.54)

ainsi que :

lim
x→0

jn(x) =
xn

(2n+ 1)!!
(D.55)

On obtient après un peu d’algèbre :
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A0
0 =

1

φ0

φi

A0
1 =

1

φ0

3

k

∂φi
∂z

A1
1 =

1

φ0

3

2k

(
−∂φi
∂x

+ i
∂φi
∂y

)
A−1

1 =
1

φ0

3

k

(
∂φi
∂x

+ i
∂φi
∂y

)
A0

2 =
1

φ0

(
5

2
φi +

15

2k2

∂2φi
∂z2

)
(D.56)

A1
2 =

1

φ0

5

2k2

(
− ∂2φi
∂x∂z

+ i
∂2φi
∂y∂z

)
A−1

2 =
1

φ0

15

k2

(
∂2φi
∂x∂z

+ i
∂2φi
∂y∂z

)
A2

2 =
1

φ0

5

8k2

(
∂2φi
∂x2
− ∂2φi

∂y2
− 2i

∂2φi
∂x∂y

)
A−2

2 =
1

φ0

15

k2

(
∂2φi
∂x2
− ∂2φi

∂y2
+ 2i

∂2φi
∂x∂y

)
où le champ φi et ses dérivées sont évaluées en ~r = ~0 à l’origine de la sphère.
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Annexe E

Diffusion basse fréquence d’une bulle

Les coefficients de diffusion définis à la section II.2, équation (60), pour une sphère
élastique prennent une expression légèrement différente pour une sphère fluide [96]. Pour
une sphère fluide de rayon a et de densité ρf et dans laquelle les ondes se propagent à la
vitesse cf on a [96, 174] :

R(f)
n = − jn(x)j′n(xf )− σ̃λ̃j′n(x)jn(xf )

hn(x)j′n(xf )− σ̃λ̃h′n(x)jn(xf )
(E.57)

où x = ka dans le milieu incident, xf = kfa, σ̃ = cf/c et λ̃ = ρf/ρ0.
On ne s’intéresse ici qu’à l’approximation basse fréquence de la section III.1.2, c’est à

dire x, xf << 1. Dans ce régime on a vu que :

lim
x→0

jn(x) =
xn

(2n+ 1)!!
(E.58)

lim
x→0

yn(x) = −x−n−1(2n− 1)!! (E.59)

et
h(1)
n (x) = jn(x) + iyn(x)

Ainsi on a besoin pour le mode monopolaire R(f)
0 de :

j0(x) = 1− x2

6
(E.60)

j′0(x) =
x

3
+
x3

30
(E.61)

h0(x) = − i
x

+ 1 + i
x

2
(E.62)

h′0(x) =
i

x2
+
i

2
− x

3
(E.63)

Pour mener correctement le développement limité du coefficient R0, il faut discuter
des ordres de grandeur de σ̃ et λ̃. Que ce soit pour une sphère de fluide ou de gaz,
nous aurons en général σ̃ = O(1). Pour ce qui est des masses volumiques, pour prendre
en compte la réalité d’une bulle, il faudra envisager que λ̃ << 1. Les développements
limités étant effectués en tendant vers zéro, ceci va avoir une influence sur l’expression du
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coefficient. Pour la suite nous autorisons λ̃ à être de l’ordre O(x2). En gardant tous les
termes pertinents, R0 s’écrit :

R
(f)
0 = −

−xf
3

+ σ̃λ̃x
3

−xf
3

+ σ̃λ̃x
3

+ i
(
xf
3x
− σ̃λ̃

x2

) (E.64)

En introduisant la compressibilité des fluides χ = (1/V )(∂V/∂p) = 1/(ρc2) cette expres-
sion peut s’écrire :

R
(f)
0 =

−x3

3

(
1− χf

χ

) [
x3

3

(
1− χf

χ

)
+ i
(

1− x2f

3λ̃

)]
[
x3

3

(
1− χf

χ

)]2

+
[
1− x2f

3λ̃

]2 (E.65)

Dans le cas d’une gouttelette fluide, λ̃ = O(1) soit x2
f/λ̃→ 0, cette expression redonne :

R
(f)
0 = −x

6

9

(
1− χf

χ

)2

− ix
3

3

(
1− χf

χ

)
(E.66)

C’est exactement l’expression (Eq. (113)) du coefficient monopolaire d’une sphère élastique
où on prend alors comme compressibilité celle du solide χp = 1/(ρp(c

2
` − 4/3c2

t )). La
contribution monopolaire est du même ordre de grandeur que le terme dipolaire R1.

Par contre, pour le cas d’une bulle avec λ̃ = O(x2), on alors χf/χ >> 1 et on obtient :

R
(b)
0 = −x

6

9

(
χf
χ

)2

[
x3

3

χf
χ

]2

+
[
1− x2f

3λ̃

]2 + i
x3

3

χf
χ

(
1− x2f

3λ̃

)
[
x3

3

χf
χ

]2

+
[
1− x2f

3λ̃

]2 (E.67)

Qu’il s’agisse de la partie réelle ou imaginaire, on voit alors apparaître une résonance
satisfaisant :

x2
f = 3λ̃ (E.68)

ω2
R =

3λ̃c2
f

a2
(E.69)

ω2
R =

3ρfc
2
f

ρ0a2
(E.70)

qui pour un gaz tel que l’air peut se mettre sous la forme :
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ω2
R =

3γpA
ρ0a2

(E.71)

c’est la fréquence de résonance de Minnaert où pA est la pression ambiante de l’air et γ
le coefficient polytropique [124]. Cette résonance basse fréquence est typique des bulles
et autres diffuseurs très compressibles en comparaison au fluide ambiant. Notons que le
coefficient monopolaire R(b)

0 dans ce régime domine le terme dipolaire R(b)
1 d’un facteur

1/λ̃2 ' O(1/x4) pour la partie réelle et 1/λ̃ ' O(1/x2) pour la partie imaginaire. Le terme
dipolaire prend une valeur limitée dans ce régime :

R
(b)
1 = −x

6

9
− ix

3

3
quand λ̃ << 1 (E.72)

Enfin, a λ̃ fixé, si on continue à faire tendre la fréquence vers zéro, i.e. xf → 0, on
retrouve un comportement du coefficient monopolaire décrit par l’équation (E.66).
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Annexe F

Correction visqueuse au coefficient
dipolaire R1

Dans les travaux fondateurs de Epstein et Carhart [98] puis de Allegra et Hawley
[99], il a été question d’évaluer l’atténuation d’une onde acoustique se propageant dans
un système de multiples petits diffuseurs. Les deux travaux ont considéré l’importante
influence de la viscosité du milieu incident et éventuellement celui du diffuseur [98]. La
viscosité dynamique ν intervient dans le calcul du coefficient de diffusion dipolaire R1.
Lorsque la viscosité est prise en compte dans le fluide, l’excitation dipolaire de la sphère
doit prendre en compte une couche limite visqueuse δ pour satisfaire les conditions aux
limites à la surface de celle-ci. Cette couche limite visqueuse a pour expression :

δ =

√
2ν

ρ0ω
(F.73)

et est donc proportionnelle à l’inverse de la racine carré de la fréquence. Dans cette
couche des ondes transverses de nombre d’onde kν = (1 + i)

√
(ρ0ω/2ν) sont générées et

décroissent exponentiellement avec l’épaisseur δ. Allegra et Hawley donnent une expression
du coefficient R1 dans le régime de petite sphère (a� λ) (équation 15 dans [99]) :

R
(AH)
1 = i

x3

3

(ρp − ρ0)h
(1)
2 (xν)

2(ρ0 − ρp)h(1)
0 (xν) + 3ρ0

ρp
h

(1)
2 (xν)

(F.74)

où x = ka << 1, xν = (1 + i)a/δ, ρp et ρ0 sont la densité de la particule et du fluide
respectivement. Il va être possible de trouver une expression explicite de ce coefficient
en fonction de x et du paramètre sans dimension δ̃ = δ/a. Les fonctions de Hankel de
première espèce [107] d’ordre 0 et 2 ont pour expression :

h
(1)
0 (x) = −ie

ix

x
(F.75)

h
(1)
2 (x) =

(
i

x
− 3

x2
− 3i

x3

)
eix (F.76)

La fonction de Hankel de seconde espèce peut se réécrire de la manière qui suit :
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h
(1)
2 =

(
iδ̃

1 + i
− 3δ̃2

2i
− 3iδ̃3

2i(1 + i)

)
eixν (F.77)

=
iδ̃

1 + i

(
1 +

3

2
δ̃(1 + i+ iδ̃)

)
eixν (F.78)

=
iδ̃

1 + i
(1− γ) eixν (F.79)

(F.80)

où le paramètre γ = −3
2
δ̃(1 + i + iδ̃) a été défini. On trouve alors de façon directe le

coefficient R(AH)
1 défini en (F.74) :

R
(AH)
1 = i

x3

3

(ρp − ρ0)(1− γ)

(2ρp + ρ0 − 3γρ0)
(F.81)

quelque soit δ̃. Dans la limite de grande sphère devant l’épaisseur de la couche limite, i.e.
δ̃ � 1, mais toujours en respectant x� 1, on reprend l’équation (F.74) pour écrire :

R
(AH)
1 = i

x3

3

(ρp − ρ0)
(

i
xν
− 3

x2ν
− 3i

x3ν

)
2(ρ0 − ρp)

(
−i
xν

)
+ 3ρ0

ρp

(
i
xν
− 3

x2ν
− 3i

x3ν

) (F.82)

qui devient :

R
(AH)
1 = i

x3

3

(ρp − ρ0)

(2ρp + ρ0)

1 + 3i
(i+1)

δ̃ +O(δ̃2)

1 + 3ρ0
ρp

1
2ρp+ρ0

(
3i

(i+1)
δ̃ +O(δ̃2)

) (F.83)

et le développement limité de ce quotient pour δ̃ << 1 devient :

R
(AH)
1 = i

x3

3

(ρp − ρ)

(2ρp + ρ0)

(
1 + 3(1 + i)

(ρp − ρ0)

(2ρp + ρ0)
δ̃ +O(δ̃2)

)
(F.84)

Allegra et Hawley n’étaient intéressés que par la réponse statique de la particule d’ordre
0(x3) pour calculer la diffusion de la particule. Nous rappelons que la particule a également
une réponse en quadrature par rapport à l’excitation d’ordre O(x6). On donne ainsi une
expression du coefficient dipolaire en milieux visqueux, R(ν)

1 , qui s’écrit :

R
(ν)
1 = i

x3

3

ρp − ρ
2ρp + ρ

(
1 + 3

ρp − ρ
2ρp + ρ

δ̃ +O(δ̃2)

)
− x3

3

(
ρp − ρ
2ρp + ρ

)2(
3δ̃ +

x3

3
+O(δ̃2)

)
(F.85)
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Dans cette limite, il apparait donc que la viscosité introduit un déphasage supplémentaire
cette fois-ci proportionnel à δ̃x3.
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Annexe G

Critères de convergence du calcul de la
force au chapitre IV

Au chapitre II, les expressions (28) du champ incident, (29) du champ diffusé et les
trois composantes de la force (82), (83) et (84) sont des séries infinies sur l’ordre n des
harmoniques sphériques. Il faut donc les tronquer à un nombre entier N suffisamment
grand. Deux mécanismes sont importants et doivent guider son choix :

1. La force sera calculée à partir des coefficients de diffusion Rn. Nous avons déjà vu
qu’en régime basse fréquence ka << 1 seul les deux premiers n = 0 et 1 étaient
non négligeables. Quand la valeur de ka est quelconque, une loi empirique préconise
de tronquer les séries à partir de N ∼ 1, 6ka [32, 175]. Ici nous avons adopté la loi
N = ka+3(ka)1/3 [142] qui a donné une convergence du calcul de diffusion dans tous
les cas traités. Ceci assure que même en présence de résonances de la sphère (ceci
peut exciter des modes sphériques pour des n élevés), le calcul du champ diffusé et
de la force converge.

2. Le plus souvent, le champ incident sera translaté d’une distance d suivant l’axe z
avant de calculer la force. Il faut un certain nombre de termes N pour s’assurer que
le champ incident est bien décrit au voisinage de la sphère.

Pour illustrer le choix de N, à la figure 64, le champ d’une onde plane stationnaire suivant
z est tracé dans le plan (y, z). On y voit que pour N = 20 le champ obtenu par les (N+1)2

ondelettes sphériques définissant le champ incident est convenablement décrit au voisinage
de la sphère (figure du haut). En revanche il l’est beaucoup moins au-delà de z ∼ 2λ. Ainsi
sur les deux autres graphiques de la figure 64, les coefficients de forme du champ incident
Amn ont été translatés de d = 1, 5λ (milieu) et 3λ (bas) suivant z. Le cercle blanc rappel
que le champ est toujours réécrit dans le repère centré sur la sphère. On conclut donc que
pour un N initial trop faible et une translation de la base suffisamment grande, le champ
représenté par une superposition d’harmoniques sphériques ne converge plus.

Bien évidemment ceci va avoir une conséquence sur le calcul de la force. Sur la figure 65,
nous avons calculé la force pour une sphère (une bulle d’air dans l’eau de rayon a = 0, 5λ)
dans cette onde plane stationnaire. Le champ stationnaire est initialement avec N = 10,
20 ou 40. Pour des translations de distances d ∈ [−5λ, 5λ] la mauvaise définition du champ
impacte la valeur de la force calculée. En effet seul le cas N = 40 fourni la valeur de la force
attendue quelque soit z pour un tel système stationnaire. Dans les deux autres cas, la force
ne converge plus à partir d’une certaine distance de translation. Ceci arrive exactement à
la distance d pour laquelle le champ incident lui même n’est plus convergent au voisinage
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de la sphère (Fig. 64). Un pré-requis est donc de trouver un nombre N de termes qui
suffisent pour parfaitement décrire le champ au voisinage de la sphère après avoir effectué
la translation demandée. Empiriquement, nous avons vérifié que la divergence pouvait être
évitée avec un nombre N ∼ k(a + d) + 3(k(a + d))1/3, soit un nombre de termes requis
par une sphère fictive de rayon a+ d.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−2

0

2

Figure 64 – Convergence du champ incident et translations. Influence du nombre
maximal N de termes dans les séries définissant le champ incident. En haut sans transla-
tion, Au centre et en bas les translations des Amn initiaux sont obtenues pour des distances
d = 1, 5λ et 3λ respectivement.

Quant à la rotation des ondelettes sphériques, le comportement est similaire à l’opé-
ration de translation.
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Figure 65 – Convergence de la force axiale. La force Fz pour chaque position z/λ de
la sphère correspondant à des translations telles que d ∈ [−5λ, 5λ]. Pour chaque courbe
de force le champ est défini initialement par N = 10, 20 et 40 termes d’amplitude Amn .
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Annexe H

Conception des lentilles

Dans cette annexe sont détaillés les quelques pistes de réflexion qui ont conduit à la
conception de lentilles acoustiques pour focaliser davantage le faisceau ultrasonore inci-
dent.

Comme toute lentille, la convergence ou divergence des rayons acoustiques repose sur le
contraste d’indice entre le milieu incident et le matériau de la lentille. Le PMMA présente
l’avantage de pouvoir être facilement usiné avec une machine à commande numérique. La
célérité des ondes transverses et longitudinales est de 1100 et 2700 m/s respectivement.
Avant de choisir la géométrie exacte des lentilles, il faut s’assurer que l’énergie ne se perde
pas en réflexion aux interfaces. On peut assez facilement programmer les coefficients de
réflexion et de transmission à une interface liquide-solide et inversement en prenant en
compte toutes les polarisations [104]. Sur la figure 66 sont représentés pour l’interface
eau-PMMA (en a), le coefficient de réflexion de l’onde longitudinale ainsi que les deux
coefficients de transmission dans le solide. On peut voir qu’aux alentours d’une incidence
à 33◦, il y a une résonance du coefficient de réflexion des ondes longitudinales mais accom-
pagnée d’une résonance des ondes longitudinales transmises. C’est donc un angle critique
pour la conversion en ondes transverses seulement. Par contre, après ce pic le coefficient
de transmission des ondes longitudinales chute brusquement pendant que le coefficient de
réflexion augmente fortement. Il est nécessaire d’éviter des angles supérieurs à environ 35◦

à cette interface. Concernant l’interface de sortie de la lentille (en b)), c’est à dire PMMA-
eau, le coefficient de transmission de la polarisation longitudinale chute rapidement après
un angle de 50◦.

A l’aide d’un logiciel de tracé de rayons optique (Optgeo [176]) nous pouvons simuler
la trajectoire des rayons acoustiques dans le PMMA. Pour chaque rayon la démarche
consiste à appliquer la loi de Snell-Descartes à chaque interface. Cette même loi nous dit
qu’un rayon venant de l’eau va avoir tendance à s’éloigner de la normale à l’interface en
passant dans le PMMA. Par conséquent une interface concave permet de faire converger
les rayons vers un foyer focal. Sur la figure 67 nous voyons que dans un premier temps nous
appliquons la focalisation "naturelle" du réseau 127 éléments introduit à la section V.1.3.
Cela est fait en introduisant une lentille mince de focale 450 mm. La lentille de focale
F = 110 mm, correspondant à un angle de convergence α0 ' 36◦, n’utilise que l’interface
de sortie pour focaliser les rayons (Fig. 67a). Pour focaliser davantage nous avons pensé
à utiliser la première interface eau-PMMA. Prenant la précaution de ne pas introduire
des angles supérieurs aux 35◦ mentionnés précédemment, cette première interface incline
les rayons une première fois avant que la deuxième interface ne focalise de nouveau. Son
rayon de courbure convexe est de 210 mm. A l’interface PMMA-eau de sortie, les rayons
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Figure 66 – Coefficients de réflexion transmission aux interface Eau -PMMA
en fonction de l’angle d’incidence. RLL : coefficient de réflexion des polarisations
longitudinales. TLT : coefficient de transmission de la polarisation longitudinale vers une
polarisation transverse. TLL : transmission longitudinal vers longitudinale. RLT : Ré-
flexion longitudinale vers transversale.
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convergent encore davantage. La rayon de courbure concave de cette interface est de
37,8 mm. Cela nous a permis d’atteindre un angle de convergence d’environ 42◦. Il est
à noter que cette deuxième lentille présente toutefois des inconvénients. Premièrement,
l’épaisseur de PMMA à traverser pour les rayons les plus éloignés de l’axe acoustique est
plus importante. Ceci introduira une atténuation non négligeable de l’énergie des voies
périphériques du réseau (le PMMA atténue de 0.65 dB/cm à 1 MHz). Ensuite, cette
lentille pâti d’abbérations géométriques visibles par la caustique qui apparait au foyer de
focalisation. Cette deuxième limitation sera néanmoins facilement corrigée par la technique
du filtre inverse spatio-temporelle utilisée pour la synthèse des faisceaux.
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(a) Lentille simplement concave

(b) Lentille bi-concave

Figure 67 – Tracé de rayons acoustiques aux interfaces EAU-PMMA d’une
lentille.
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