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Résumé

Méthodes d’Eclatement Basées sur les Distances de Bregman pour les Inclusions
Monotones Composites et ’Optimisation

Le but de cette these est d’élaborer des méthodes d’éclatement basées sur les distances de
Bregman pour la résolution d’inclusions monotones composites dans les espaces de Ba-
nach réels réflexifs. Ces résultats nous permettent d’étendre de nombreuses techniques,
jusqu’alors limitées aux espaces hilbertiens. De plus, méme dans le cadre restreint d’es-
paces euclidiens, ils donnent lieu a de nouvelles méthodes de décomposition qui peuvent
s’avérer plus avantageuses numériquement que les méthodes classiques basées sur la dis-
tance euclidienne. Des applications numériques en traitement de 'image sont proposées.

Mots-clés : distance de Bregman, dualité, espace de Banach, Haugazeau, inclusion mo-
notone, meilleure approximation, algorithme d’éclatement, algorithme a métrique va-
riable, opérateur monotone, restauration d’images.

TOm tat

Cac phuong phap chia tach toan t& dua trén khoang cach Bregman véi cac bao
ham thic don diéu chita hgp thanh va bai toan tbi uu

Muc dich ctia luin 4n 13 nghién ctu mét sb phuong phap chia tach toan ti st dung
khoéng cach Bregman d€ gidi quyét cic bao ham thitc don diéu trong cac khdng gian
Banach thyc phan xa. Céc két qua ctia ludn 4n cho phép mé rong nhiéu ky thuat ma cho
dén hién tai mdi chi gi6i han trong cac khong glan Hilbert. Hon nita, ngay ca khi han
ché trong cac khéng g1an Euclid, nhitng két qua nay cung cap cac phuong phap chia tach
moéi v6i nhiéu vu di€m vé mit tinh toan khi so sanh vdi cac phuong phap 6 dién dua
trén khoang cach Euclid. Ching t0i cling dé xuét cac ung dung thuc té trong bai toan xit
ly anh.

T khoa : bao ham thic don diéu, thuit toan bién thién metric, dbi ngﬁu, Haugazeau,
khoang cach Bregman, khoi phuc anh, khéng gian Banach, thuét toan chia tach, toan tu
don diéu, x4p xi tot nhét.

Abstract

Splitting Methods Based on Bregman Distances for Composite Monotone Inclusions
and Optimization

The goal of this thesis is to design splitting methods based on Bregman distances for sol-
ving composite monotone inclusions in reflexive real Banach spaces. These results allow
us to extend many techniques that were so far limited to Hilbert spaces. Furthermore,
even when restricted to Euclidean spaces, they provide new splitting methods that may
be more avantageous numerically than the classical methods based on the Euclidean
distance. Numerical applications in image processing are proposed.
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Key words : Banach space, best approximation, Bregman distance, duality, Haugazeau,
image restoration, monotone inclusion, monotone operator, splitting algorithm, variable
metric algorithm.



Notations et Glossaire

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la theése. De plus, nous rappelons
certaines définitions de base en analyse convexe.

Notations générales

e X, ) : Espaces de Banach réels.

e X*, V* : Duaux topologiques de X et ).

e (-,-) : Crochet de dualité entre un espace de Banach et son dual topologique.
e || - || : Norme d’'un espace de Banach.

e B(z;p) : Boule de centre x € X et de rayon p € |0, +o0].

e 7 : Espace hilbertien réel.

e Id : Opérateur identité.

e 2% : Ensemble des parties de X.

e ['4(X) : Ensemble des fonctions de X dans |—oc, +o0], convexes, propres, et
semicontinues inférieurement.

e B(X,)) : Espace des opérateurs linéaires bornés de X dans ).
o B(X):B(X,X).

e L* : Adjoint de 'opérateur L € B (X, ).

e — : Convergence forte.

e — : Convergence faible.

e lim o, : Limite supérieure de la suite («,,),cn de [—o0, +-00].

e lim v, : Limite inférieure de la suite («,),en de [—o0, +00].

Soit C' un sous-ensemble de X.

e Fonction indicatrice de C :

0, si x e,
Lo T )
+oo, si x g C.

e Opérateur cone normal a C' :

Ne:x— {{x* €

sup (C' — z,z*) < 0}, si v eC;
sinon.

Y

Xi



intC : Intérieur de C.

e C : Adhérence de C.

bdry C' : Frontiere de C.

cone C' = (J,., AC.

stiC = {z € C | cone (C' — x) =5pan (C — z)} : Intérieur relatif fort de C.

Notations et définitions relatives a un opérateur multivoque ) : X — 2Y

dom M = {z € X | Mz # @} : Domaine de M.

graM = {(z,y) € X x Y | y € Mz} : Graphe de M.
MY =2y~ {ze€X|yec Mz} : Inverse de M.
zer M = {z € X |0 € Mx} : Zéros de M.

ranM = {y €Y | (Jz € X) y € Mz} : Image de M.

Fix M = {z € X | x € Mz} (o Y = X) : Points fixes de M.

Définitions relatives a un opérateur multivoque M : X — 2%
e )M est monotone :
(V(xy,27) € graM)(V(xq,z5) € graM) (x; — x9, 2] — x5) = 0.

e )M est maximalement monotone : M est monotone et il n’existe pas d’opérateur
monotone de X dans 2*" dont le graphe contient strictement gra M.

e M est uniformément monotone en z; € dom M s'il existe une fonction stricte-
ment croissante ¢: [0, 400 — [0, +0o0] qui sannule seulement en 0 telle que

(Vo] € Mxy)(V(wp,75) € graM)  (xy — 29,77 — 75) = ¢([|z1 — 22)).

Notations relatives a une fonction f € I'y(X)

Domaine de f : dom f = {z € X | f(z) < +o0}.

Ensemble des minimiseurs de f : Argmin f.

Conjuguée de f : f*: X* — |—00, +00] : &* = sup ((z,z*) — f(2)).
zeX

Sous-différentiel de f :

8f:X—>2X*:x>—>{x*EX*

(Vy € X) (y—z,2%) + f(z) < f(y)}-

xii



Si f € ['h(X) est Gateaux différentiable sur intdom f # & :

e Distance de Bregman associée a f :
DI X x X = [0,400] :
x) — —(x—y,V , siy € intdom f;
@.5) {f( )= F) = (=9, VIW). siy f

~+00, sinon.

D/-résolvante de M : X — 2% :

R, =(Vf+M) ' oVf: X —2%.

f-résolvante de M: X — 2% :
JL = (Vf+M)™: xr— 2%,

Opérateur D/-proximal de ¢ € T'y(X) :

prox/: X —2%: y — Argmin (p(z) + D/ (z,y)).
TEX

Opérateur f-proximal de ¢ € T'y(X) :

Prox/: X* — 2%: 2* — Argmin (p(z) + (f(z) — (z,2") + f*(z"))) .

zeX

D/ -projecteur sur un sous-ensemble convexe C de X.

Pl x — 2% y— Argmin D' (z,y).
zeC

DY -distance a un sous-ensemble convexe C' C X :

DL X —[0,4+00] 1 y > inéDf(a:,y).
Te

Quelques fonctions dans I';(R)

e Entropie de Boltzmann-Shannon

Elng—¢, sié > 0;
f:R—]—00,400]: £~ 10, sié&=0;
400, sinon.
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e Entropie de Burg

—In&, si £€>0;

f:R—>]—oo,+oo]:§r—>{ )
+00, simon.

e Entropie de Fermi-Dirac

Ené+(1-¢§n(1-¢), si0<&<1;
fiR—]—00,400]: &= 10, si¢ € {0,1};
+00, sinon.

e Fonction de type Hellinger

iR —=]—00 +c>o]:§r—>{_v 1-¢ sice-L1)

—+00, sinon.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Inclusions monotones

La théorie des opérateurs monotones a émergé au début des années 1960 comme une
branche bien structurée de I'analyse non linéaire [4, 15, 21, 45, 53, 54, 65] et elle
reste trés active [12, 15, 16, 35, 57, 60, 66]. L'une des raisons principales du succes
de la théorie est qu'un nombre considérable de problémes dans divers domaines (par
exemple, 'optimisation, '’économie, les inégalités variationnelles, les équations aux dé-
rivées partielles, la mécanique, le traitement d’images et du signal, le transport optimal,
I'apprentissage automatique, la théorie des jeux, et la théorie du trafic) peut étre réduit
a la résolution du probléeme d’inclusion monotone suivant.

Probleme 1.1 Soit X’ un espace de Banach réel réflexif, soit X'* le dual topologique de
X, et soit M : X — 2% maximalement monotone. Le probléme est de

trouver x € X telque 0 € Mx. (1.1)
L’ensemble des solution de (1.1) est noté zer M.

Une spécialisation du Probleme 1.1 est le probleme de minimisation convexe sui-
vant.

Probleme 1.2 Soit X’ un espace de Banach réel réflexif, soit X'* le dual topologique de
X, et soit ¢ € I'y(X). Le probleme est de
minimiser ¢(x). (1.2)
zeX
Un objectif de la théorie des opérateurs monotones et de 'optimisation est de conce-

voir des méthodes itératives qui engendrent des suites convergeant vers une solution du
Probléme 1.1 ou du Probleme 1.2.



1.1.1 Méthode proximale

Dans le cadre d’espaces hilbertiens, une méthode classique pour résoudre le Pro-
bleme 1.1 est 'algorithme du point proximal.

Théoreme 1.3 [23] et [12, Theorem 23.41] Dans le Probléme 1.1, supposons que X soit
un espace hilbertien réel et que zer M # @. Soit zy € X et 50it (Y )nen € |0, +o0o telle que
> nen Vo = +oo. Alors la suite (x,)ncn engendrée par Ualgorithme

(Yvn €N) 2,41 = (Id +y, M) Y (z,) (1.3)

converge faiblement vers un point dans zer M.

Une variante du Théoreme 1.3 pour résoudre le Probleme 1.2 est la suivante.

Théoreme 1.4 [23] et [12, Theorem 27.1] Dans le Probléme 1.2, supposons que X soit
un espace hilbertien réel et que Argmin ¢ # . Soit

prox,: X — X: x + argmin (¢ + || - —z[|*/2), (1.4)

soit xy € X, et s0it (o )nen € J0,+00[" telle que 3, .y vm = +oc. Alors la suite (2,)nen
engendrée par Ualgorithme

(VneN) x,41 = prox. ., (1.5)

converge faiblement vers un point T € Argmin .

Au ceeur de I'analyse de convergence des algorithmes (1.3) et (1.5) se trouvent le
Théoréme de Minty [54] qui dit que Id + M est surjective, et la monotonie fejérienne de
(n)nen sous la forme suivante [33, 40]

(Vz € zer MY(Yn € N) ||z — 2oyt || < ||z — 2] (1.6)

La notion de monotonie fejérienne et ses variantes jouent un réle primordial dans
I'analyse de la convergence de nombreux algorithmes de point fixe et d’optimisation
dans les espaces hibertiens [8, 12, 32, 33, 40, 58]. Un développement récent dans ce
domaine est I'extension de la notion de suite monotone (quasi)-fejérienne au cas ou la
métrique sous-jacente est autorisée a varier [37].

En cherchant une variante similaire des algorithmes (1.3) et (1.5) dans des espaces
de Banach, on essaie de trouver une généralisation de 'opérateur (Id +M)~! en méme
temps qu’une notion convenable de monotonie similaire a (1.6). Dans le cas d’un espace
hilbertien réel identifié & son dual topologique, 'application de dualité A = 9(|| - ||/2)
se réduit a 'opérateur identité. Dans un espace de Banach réel réflexif X’ tel que X'* est
strictement convexe, A est univoque [22, I.1, Remarque 2] et le Théoreme de Brézis-
Browder [15, Theorem 3] affirme que A + M est surjective. En utilisant ce résultat, il

2



est démontré dans [46] que s'il existe y € X tel que 0 € int My alors la suite (z,)nen
engendrée par 'algorithme

(Vn €N) zpi1 = (A +7M)" o A)(z,) (1.7)

converge vers un point dans zer M en un nombre fini d’itérations. Notons qu’en raison de
la convexité stricte de X'*, la fonction ||-||?/2 est GAteaux différentiable et son gradient est
A. Tl en résulte que A pourrait étre remplacé par le gradient d’'une fonction convenable.
Dans cette direction, [10] unifie et propose une généralisation de (1.3) dans les espaces
de Banach réels réflexifs. Ces travaux utilisent les définitions ci-apres qui se basent sur
la notion de distance de Bregman, apparue initialement dans [20].

Définition 1.5 [10] Soit X’ un espace de Banach réel réflexif, soit X'* le dual topologique
de X, et soit f € T'o(X) une fonction Gateaux différentiable sur intdom f # @. La
distance de Bregman associée a f est

D X x X = [0, +o¢]

f(x) = fly) = (x—y,Vf(y)), siyeintdom f; (1.8)
<x,ym{” (v) — ),
+00, sinon.
La D/-résolvante de M: X — 2% est
R, =(Vf+ M) oVf: X —2% (1.9)
lopérateur D/-proximal de ¢ € I'y(X) est
prox/: X — 2%: y — Argmin (¢(z) + D' (z,y)), (1.10)
TeEX
et le D/-projecteur sur C' C X est
Pl x —2%. yHArgnC}in Df (z,y). (1.11)
e

Les distances de Bregman ne sont pas des distances au sens usuel, car elles ne
sont pas symétriques. Leurs propriétés sont toutefois suffisamment proches de celles
d’une «vraie» distance pour qu’on puisse construire ds nouvelles méthodes adaptées aux
géométries non euclidiennes (voir [10, 11, 13, 29] et leurs bibliographies). Du point
de vue des applications, elles apparaissent dans de nombreuses disciplines telles que la
théorie de l'information, 'apprentissage, les statistiques, le traitement de I'image et du
signal [7, 14, 28, 30, 31, 39, 63, 47].

La notion de monotonie au sens de Bregman a été introduite dans [10].
Définition 1.6 [10, Definition 1.2] Soit X’ un espace de Banach réel réflexif, soit X*
le dual topologique de X, soit f € I'y(X) une fonction Gateaux différentiable sur

intdom f # @, et soit C C X tel que C Ndom f # &. Une suite (x,),eny dans X’ est
monotone au sens de Bregman par rapport a C' si elle satisfait les conditions suivantes :

3



(1) (x,)nen est dans intdom f.
(i) (Vz € Cndomf)(Vn € N) Df(z,2,41) < DI (z,2,).

Considérons le Probleme 1.1 et supposons que zer M # &. En utilisant le cadre de
suites monotones au sens de Bregman, il est montré dans [10, Theorem 5.18] que sous
des hypothéses convenables sur f et M, étant donnée une suite (7,),en dans |0, +oo]
telle que inf,cy vy, > 0, la suite engendrée par I'algorithme

xg €intdomf et (VneN) z,. = RﬁnMxn (1.12)

converge faiblement vers un point dans zer M.

Les auteurs dans [11] proposent un algorithme du type Haugazeau/Bregman pour
résoudre le Probléme 1.1. Pour décrire ce résultat, soit f € I'o(X) Gateaux différentiable
sur int dom f # @. On définit, pour (z,y, 2) € (intdom f)3,

H (z,y) = {ue X | (u—y,Vf(x)—Vf(y) <0}, (1.13)

et on désigne par Q/(z,y, z) le minimiseur de f — Vf(x) sur H'(z,y) N H'(y, 2), i.e.,
la projection au sens de Bregman (1.11) de z sur H/(z,y) N H'(y, z). Il est démontré
dans [11] qu’étant donnés z, € intdom f et une suite (7,),eny dans |0, +oof telle que
inf,en v, > 0, sous des hypotheses convenables sur f, 1a suite engendrée par 'algorithme

(vn €N) 2,4, =QF (:CO, T, Rme:cn) (1.19

converge fortement vers P, , 7.

1.1.2 Méthodes d’éclatement d’opérateurs monotones

Le principal inconvénient de l'algorithme (1.12) est qu’en général les opérateurs
(Rﬁn 1 )nen sont difficile, voire impossible, a évaluer. Par exemple lorsque M = A+ L*BL
ol A: X — 2% et B: Y — 2Y" sont monotones et L: X — ) est linéaire, une bonne
méthode itérative devrait exploiter la structure de M et utiliser ces opérateurs séparé-
ment. Une telle méthode s’appelle une méthode d’éclatement d’opérateurs. Le probleme
générique est le suivant.

Probleme 1.7 Soient X’ et ) des espaces de Banach réels réflexifs, soient X* et V* les
duaux topologiques de X et ), respectivement, soient A: X — 2% et B: ) — 2V°
maximalement monotones, et soit L. € B (X, )). Considérons l'inclusion primale

trouver z € X tel que 0 € Az + L*B(Lx), (1.15)
et l'inclusion duale

trouver y € V* tel que 0 € — LA™ (—L*y*) + B~ y*. (1.16)
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Les ensembles des solutions du Probléme (1.15) et du Probleme (1.16) sont notés &2 et
9, respectivement.

De nombreuses méthodes d’éclatement existent dans le cadre des espaces hilber-
tiens ot 'on compte deux types de méthodes :

e Les méthodes classiques pour résoudre le probléme primal sans composition 0 €
Az + Bz : algorithme explicite-implicite [55], algorithme de Douglas-Rachford
[50], algorithme de Peaceman-Rachford [50], algorithme doublement implicite
[49, 55], le méthode de I'inverse partiel de Spingarn [61] ; voir aussi [12].

e Les méthodes dites «primales-duales» pour résoudre le Probleme 1.7 : [1, 2, 3,
17, 18, 24, 34, 36, 62].

Dans la suite, nous rappelons des résultats récents concernant des méthodes d’écla-
tement dans des espaces hilbertiens qui vont servir de base a certains travaux de la these.
Dans [38], les auteurs construisent une extension de I’algorithme explicite-implicite clas-
sique ou la métrique est autorisée a varier a chaque itération.

Théoreme 1.8 [38, Theorem 4.1] Dans le Probléme 1.7, supposons que X soit un espace
hilbertien, que ¥ = X, que L = 1d, que Z = zer(A + B) # &, et que B! — g1d
soit monotone pour un certain 8 € 10, +ool. Soient (n,)nen € (4 (N) et (U,)nen une suite
d’opérateurs auto-adjoints dans B (X) tels que j = sup,,cy ||Un|| < +o0 et

(VneN)(Vz € X) (z,Upz) = allz|* et (14 n,){z,Upr1z) = (z,Uyz). (1.17)

Soient ¢ € 10, min{1,28/(u+ 1)}], (A\)nen une suite dans [e, 1], (V,)nen une suite dans
e, (28 —e)/ul, zo € X, et (an)nen €t (bn)nen des suites absolument sommables dans X.
Posons

1.18
Tpyl = Tp + )\n((Id +YUnA) Yy + ay — xn) ( )

(Vn € N) {

Alors, il existe T € Z tel que les propriétés suivantes soient satisfaites :
@ z, — T
(i) >, ey [1Bxn — BT|]* < +o0.
(iii) Supposons que l'une des conditions suivantes soit satisfaite.
(@) limdy(z,) =0.

(b) En tout point dans Z, A ou B est demirégulier (i.e., en tout point © € Z, si,
pour toute suite ((z,,}))nen dans gra A (respectivement gra B) et pour tout
x* € Az (respectivement x* € Bx) tels que x,, — z et x} — x*, alors x,, — x).

(© intZ # @ et il existe (vp)pen € (L(N) tel que (Vn € N) (Vo € X)
(1+ I/n)<l‘, Unx> > <IE, Un+1x>.



Alors x,, — T.

Dans I'approche primale-duale [2, 3, 24], on considere l'inclusion monotone com-
posite et son inclusion duale simultanément. On leur associe 'ensemble de Kuhn-Tucker,
et on construit des méthodes pour trouver un point dans cet ensemble. Nous rappelons
les deux résultats suivants dans le cadre d’espaces hilbertiens. Le premier concerne les
approximations fejériennes successives de 'ensemble de Kuhn-Tucker et le deuxiéme
concerne la meilleure approximation d’un point initial (z¢,y5) € X x Y de Z, i.e, la
projection Pz(xg,y;) de (xo,yg) sur Z.

Proposition 1.9 [2, Proposition 3.5] Dans le Probléme 1.7, supposons que X et ) soient
hilbertiens et désignons par

Z={(z,y") e X xY| Ly €Azx et Lze B 'y} (1.19)
lensemble de Kuhn-Tucker associé. Soient (xo,ys5) € X x Y ete € )0, 1]. On itére

pourn =20,1,...

(Vs i) € [, 1/¢)?
an = (Id +7,4) (@ — v L*y2)

bn = (Id +1n B) ™ (I + pnyy;)
S = Vo (@0 — @) + i, L (1 — )
t, = b, — La,
Tn = |5 117 4 lltnll?
sit,=0
T =a,
T =y + 1, (= bn)
terminer.
A € [6,2 — €]
Tpi1 = Ty — O8]
Yn 1= Yn — Ontn.

(1.20)

Alors, soit (1.20) termine a une solution (z,y*) € Z ou il engendre des suites infinies
(Tn)nen et (Y )nen et les propriétés suivantes sont satisfaites :

D Yenllsill? < 4ocet 3o, oy lltnll? < +oc.
(D) 3 pen lzner = 2nll* < Fooet 32 oy 1nsr — ynll® < +oo.
(D) D, en l2n — anl]? < +ooet 3 x| La, — by ||* < 4-oc.

(iv) (z,)nen converge faiblement vers un point T € 2, (y:)nen converge faiblement vers
un pointy* € 9, et (z,y°) € Z.



Proposition 1.10 [3, Proposition 3.5] Dans le Probléme 1.7, supposons que X et ) soient
hilbertiens et désignons par

Z={(z,y") e X xY|-L'y €Az et LzecB 'y} (1.21)
lensemble de Kuhn-Tucker associé. Soient (zo,y5) € X x Vete €0, 1]. On itére

pourn=20,1,...
(Vs pin) € [€,1/€)?
a, = (Id +7nA)_1<xn —Lyy)

by = (Id +p, B) Y, + pnyl)
Sn = Yo (Tn = an) + 1 LIy — bn)
t, = b, — La,
7o = U2+ it
sitT,=0
6, =0
sit, >0
{ A, € [g,1]
O = )‘n('ynlgxn — an|]* + M;lnln - bn||2)/7_n
Tpi1/2 = Tp — Ops)
Vooags = s — 1.2
Xn = <l‘0 = Tny Tn — xn+1/2> + <y8 — Y Yn — y;+1/2>
fn = ||z0 — 2l + llyg — ynll®
Up = ||xn - xn+l/2||2 + Hy; - y;;+1/2||2
Pn = UnVp — X?z
sip,=0etx, =0
Tp1l = Tnt1/2
| Ynt1 = Yni1/2
St pp, > 0 et XnVy = pn
Tpi1 = To + (1 4+ Xn/Vn) (Tng1/2 — 2n)
CYnr =Y+ (L X/ V) (U1 g0 — Un)
St pp > 0et XnVn < pn
Tpi1 = Tn + (Vn/pn) (Xn<x0 — ) + /~Ln<xn+1/2 - xn))
L Y = U W 0n) (6 (95— Y) F (U1 j0 — U2))-

Alors (1.22) engendre des suites infinies (x,)nen et (U )nen et les propriétés suivantes sont
satisfaites :

D X ew o — zall* < +ooet 3o o llynin — wnll® < +oo.
() D, llsill? < +ooet 3o, oy lltall* < +oc.
(i) Y ,en llzn — anll* < +ooet 35 | Lay — by||* < +o0.

(iv) z, —» T ety — y*, ou (Z,y*) est la meilleure approximation de (zy, y5) dans Z.
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1.2 Objectifs et motivations

Dans cette these, nous proposons des méthodes d’éclatement pour résoudre I'inclusion
monotone composite primale-duale ci-apres. Dans le cadre hilbertien, des algorithmes
pour résoudre ce type de probleme ont été introduits dans [24] et divers raffinements
et extensions ont depuis été proposés [1, 2, 17, 36, 38]. Cependant, une inclusion mo-
notone du type (1.1) est importante non seulement dans le cadre d’espaces hilbertiens
mais aussi dans le cadre d’espaces de Banach réels. On trouve par exemple ce probleme
dans la théorie des équations aux dérivées partielles non-linéaires [25, 48, 26, 59, 66],
dans le calcul des variations [27], en automatique [5], et en optimisation [16, 64] dans
des espaces de Banach non-hilbertiens tels que les espaces de Lebesgue LP(R™), les
espaces de Sobolev WP(R™), les espaces de Besov B; (R™) [66]. La théorie des opé-
rateurs monotones non-linéaires dans des espaces de Banach réels demeure tres active
[6, 15, 16, 41, 60, 66].

Probléeme 1.11 Soient X et ) des espaces de Banach réels réflexifs tels que X # {0}
et Y # {0}, soient X'* et V* les duaux topologiques de X’ et )/, respectivement, soient
A: X — 2% et B: Y — 2Y" maximalement monotones, et soit L € B (X, )). On consi-
deére l'inclusion primale

trouver x € X telque 0 € Ax + L*BLx (1.23)
et I'inclusion duale
trouver y* € V* telque 0 € —LA™'(—L*y*) + B~ 'y*. (1.24)

On désigne par & 'ensemble des solutions de (1.23), par 2 I'ensemble des solutions de
(1.24), et par

Z={(z,y") e X x Y

—L*'y* € Axr et Lx € B’ly*} (1.25)

I'ensemble de Kuhn-Tucker associé a (1.23)—(1.24).

Dans cette thése, nous étudions aussi une synthese des notions de monotonie fe-
jérienne avec métriques variables [37] et de monotonie par rapport a une distance de
Bregman au sens de la Définition 1.5. Ensuite, nous proposons un algorithme d’éclate-
ment pour résoudre le probleme suivant qui consiste a minimiser la somme composite
pour deux fonctions convexes et un opérateur linéaire, ou 'une des fonctions est diffé-
rentiable.

Probléeme 1.12 Soient X et ) des espaces de Banach réels réflexifs, soit ¢ € I'y(X), soit
¥ € I'y()) Gateaux différentiable sur intdom vy # @, et soit L € B (X', )). Le probleme
est de

minimiser ¢(x) + ¥ (Lx). (1.26)

reX



La convergence de I'algorithme proposé est démontrée en utilisant I'analyse d’une
suite monotone par rapport a des distances de Bregman variables. Nous déduisons, dans
le cadre d’espaces euclidiens, des algorithmes nouveaux et les appliquons en traitement
de I'image avec les modeles proposés dans [28, 43, 51]. Plus généralement, notre cadre
permet de résoudre le probleme multivarié suivant.

Probleme 1.13 Soient m et p deux entiers strictement positifs, soient (&X;);<;<,, des es-
paces de Banach réels réflexifs, et soient ()} )1<x<, des espaces de Banach réels. Pour tous
ie{l,...,m}etk € {l,...,p},soient y; € ['y(X;) ety € T'o(Vx), et soit Ly; € B (X, Vk)
non nul. Le probleme est de

m P m
ey 3o+ Yoo S ) 127

Du point de vue du développement de méthodes itératives, la principale difficulté
a laquelle on est confronté dans les espaces de Banach non-hilbertiens est que des mé-
thodes aussi élémentaires que (1.3) n’ont pas de sens puisque M est a valeurs dans I’es-
pace dual X* et qu’il est donc impossible d’effectuer le calcul Id +M ni dans X’ ni dans
X'*. De plus, 'opérateur proximal défini par (1.4) est difficile voire impossible a manipu-
ler a cause de la non-linéarité de I'application de dualité. En revanche, les distances de
Bregman donnent lieu a des outils biens plus flexibles et effectivement applicables dans
ces espaces [10]. Une motivation pour nos travaux est d’utiliser ce type de distances
pour construire des algorithmes d’éclatement dans les espaces de Banach réels réflexifs.
Cette étude nous permet non seulement de résoudre des inclusions monotones dans ces
espaces mais aussi de construire un cadre qui unifie les algorithmes existants dans des
espaces hilbertiens réels. En particulier, dans le cadre d’espaces euclidiens, ces résultats
nous donnent des algorithmes nouveaux.

Dans un espaces de Banach réel non-hilbertien, peu d’algorithmes sont disponibles
pour résoudre les Problemes 1.12 et 1.11, et il n’existe aucun algorithme pour résoudre
le Probléeme 1.13. Un algorithme est proposé dans [19] pour résoudre un cas particulier
du Probleme 1.12 dans lequel L = Id. Cet algorithme impose que Vi soit (p — 1)-
holdérien sur les sous-ensembles bornés de X' pour un certain p € |1,2] et il se décrit
brievement ainsi : étant donné x,,, I'itérée suivante est déterminée en résolvant le pro-
bléme
TR [ il
minimiser

TEX p

+ 7 ({2, V() + @(x)), (1.28)

ol (7,)nen €St une suite de parametres convenables. Les résultats obtenus sont la pro-
priété descente de ((¢ + w)(a:n))neN. La convergence de (z,),cn N'est pas assurée, sauf
quand ¢ + ¢ admet un unique minimiseur. L utilisation du terme || - ||?/p dans (1.28)
d’une part, rend ce probléme difficile a résoudre, et d’autre part, implique que cet al-
gorithme n’est pas une vraie technique d’éclatement. Une de nos stratégies est d’utiliser
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les distances de Bregman au lieu du terme || - ||”/p et nous proposons des algorithmes
d’éclatement plus avantageux numériquement et démontrons leur convergence.

Dans le cas particulier ou L = Id dans (1.23), un algorithme d’éclatement est pro-
posé dans [44]. Cet algorithme trouve un point dans

Se(A,B) = {(z,y") € X x X*

y € Aret —y* e Bx} (1.29)

par la méthode qui se décrit brievement ainsi :

— (xn,y;) est donné.

— Deux parametres v, et ju, sont choisis dans |0, +oc].

— Des points (a,,a)) € gra A et (b,, b)) € gra B sont obtenus en utilisant les opé-
rateurs (Vf + v, A) et (Vf + u,B)~ .

— Un demi-espace affine H,, C X x X* séparant (z,,y;) de S.(A, B), est construit
en utilisant (a,, a’) et (b,, b).

— L’itérée suivante est déterminée par la résolution du probléme

minimiser D7 (z,z,) + D?(y, ), (1.30)
(zy*)eHn

ol g: X* — |—00, +o0] est une fonction convenablement choisie.

Les auteurs montrent que ((xn,y;))neN converge faiblement vers un point (7, y*)
dans S.(A, B) et donc, T est une solution de (1.23). Notons que S.(A, B) est en fait
une spécialisation de Z défini dans (1.25) et donc, un point dans cet ensemble donne
une solution primale-duale. Cette observation n’est pas faite dans [44] mais elle est
exploitée dans [2, 3]. De plus, les fonctions [ et g utilisées dans cet algorithme sont ex-
cessivement restrictives, par exemple, elles doivent étre supercoercives, uniformément
convexes avec des gradients faiblement séquentiellement continus. Beaucoup de fonc-
tions utiles qui apparaissent en traitement de I'image et du signal comme les entropies
ne vérifient pas ces conditions. En utilisant les distances de Bregman, combinées avec
I'approche hilbertienne de [2, 3], nous visons a construire des méthodes pour résoudre
le Probleme 1.11 et établir leur convergence sous des conditions tres générales ; en parti-
culier, nous pourrons utiliser une classe de fonctions qui contient les principales notions
d’entropie.

Finalement, une autre motivation pour nos travaux vient du point vue des applica-
tions et des aspects numériques pour des problemes posés dans des espaces euclidiens.
Dans ces espaces, les techniques basées sur la distance euclidienne ne sont pas toujours
facilement applicables. Par exemple, afin d’utiliser I'algorithme explicite-implicite pour
trouver un minimiseur de la somme de deux fonctions convexes, il faut qu'une fonction
soit différentiable avec un gradient globalement lipschitzien et cette condition n’est pas
vérifiée dans certains cas, par exemple, en traitement de 'image avec des modeles basés
sur des entropies [14, 28, 43, 51]. De plus, pour certaines classes de fonctions, le calcul
de 'opérateur proximal par rapport a une distance de Bregman défini par (1.10) s’avere
plus avantageux numériquement que sa variante classique définie par (1.4).
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1.3 Organisation

Au Chapitre 2, nous proposons un algorithme pour résoudre le Probléme 1.13 en trou-
vant dans Z la meilleure approximation pour une distance de Bregman d’un point de
référence.

Au Chapitre 3, nous étudions des variantes de 'algorithme du Chapitre 2 en utilisant
les distances de Bregman en présence d’erreurs.

Au Chapitre 4, nous présentons un algorithme pour résoudre le Probleme 1.13 en
trouvant un point dans Z par les approximations bregmaniennes successives.

Au Chapitre 5, nous introduisons la notion de suites quasi-monotones au sens de
Bregman et nous analysons leur comportement asymptotique. Nous appliquons ces ré-
sultats pour analyser le comportement asymptotique d’un algorithme du point proximal
basé sur des distances de Bregman variables et d’'un algorithme pour résoudre les pro-
bléemes d’admisibilité convexe dans des espaces de Banach réels réflexifs.

Au Chapitre 6, nous proposons une version de 1’algorithme explicite-implicite dans
des espaces de Banach réels réflexifs pour résoudre le Probleme 1.11 et présentons des
applications du modele en restauration d’images.

Au Chapitre 7, nous étudions les notions de contractivité basées sur les distances de
Bregman dans des espaces de Banach. Nous unifions et étudions une notion de cocoerci-
vité en utilisant les distances de Bregman. Un algorithme d’approximations successives
pour trouver un point fixe commun a une famille de contractions est aussi considéré.
Nous présentons également une version particuliere de I'algorithme explicite-implicite
pour résoudre (1.23) lorsque B est le gradient d’une fonction convexe différentiable.

Au Chapitre 8, nous présentons nos conclusions et des questions ouvertes.

1.4 Contributions principales

e Conception des premieres méthodes pour résoudre les inclusions monotones
primales-duales composites dans des espaces de Banach réels réflexifs.

e Conception et étude d’un algorithme pour trouver la meilleure approximation
pour une distance de Bregman d’un point de référence dans ’ensemble Kuhn-
Tucker associé a des inclusions monotones composites primales-duales dans des
espaces de Banach réels réflexifs.

e Introduction de la notion de suites quasi-monotones au sens de Bregman qui
unifie la notion de suites quasi-fejériennes a métrique variable et celle de suites
monotones au sens de Bregman. Les résultats obtenus sont les outils fondamen-
taux pour démontrer la convergence de processus itératifs dans des espaces de
Banach réels réflexifs.
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e Conception et étude asymptotique de I'algorithme du point proximal basé sur les
distances de Bregman variables qui, d’'une part, unifie les algorithmes du point
proximal existants et d’autre part, donne des algorithmes nouveaux dans des
espaces euclidiens.

e Conception et étude asymptotique de I'algorithme explicite-implicite pour ré-
soudre les probléemes de minimisation convexe. Il constitue une nouvelle mé-
thode d’éclatement dans des espaces de Banach réels. D’autre part, il donne lieu
a de nouveaux algorithmes lorsqu’on 'appliquera au cadre d’espaces euclidiens.

e Analyse de diverses notions de contractivité et de cocoercivité basées sur les
distances de Bregman qui nous permettent de proposer des algorithmes d’écla-
tement dans des espaces de Banach réels réflexifs.

e Unification des méthodes itératives pour trouver un point fixe commun a une
famille de contractions dans des espaces de Banach réels réflexifs.
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Chapitre 2

Algorithme de meilleure approximation
des points de Kuhn-Tucker d’inclusions
monotones

Nous proposons la premiere méthode d’éclatement pour des inclusions monotones com-
posites primales-duales en dehors des espaces hilbertiens. La méthode primale-duale
proposée construit successivement la meilleure approximation au sens de Bregman d’un
point de référence dans I'ensemble de Kuhn-Tucker associé a une inclusion monotone
composite. La convergence forte est établie dans des espaces de Banach réels réflexifs
sans exiger de restriction supplémentaire sur les opérateurs monotones ou la connais-
sance de la norme de 'opérateur linéaire impliqué dans le modele. Les opérateurs mono-
tones sont activés via des résolvantes basées sur les distances de Bregman. La méthode
est nouvelle méme dans des espaces euclidiens, ou elle fournit une alternative aux mé-
thodes proximales basées sur les distances euclidiennes.

2.1 Description et résultats principaux

Nos résultats sont basés sur les définitions suivantes.

Définition 2.1 [7] Soit X un espace de Banach réel réflexif. Une fonction f € I'o(&X)
est de Legendre si elle est essentiellement lisse au sens ou Jf est a la fois localement
borné et univoque sur son domaine, et essentiellement strictement convexe au sens ou
df* est localement borné sur son domaine et f est strictement convexe sur les sous-
ensembles convexes de dom df. De plus, f est Gateaux différentiable sur int dom f # &

17



et la distance de Bregman associée a f est
DI X x X — [0, +00)]
z) — —{(x—y,V ., si y €intdom f; (2.1)
@5 {f( )= F) = (= 9. VIW). siy f

400, sinon.

Soit C' un sous-ensemble convexe fermé de X tel que CNint dom f # @. Le D/-projecteur

4

FIGURE 2.1 — Distance de Bregman.

sur C' est

P(’;: intdom f — C' Nintdom f

y — argmin D7 (z, ).
zeC

(2.2)

Posons
(V(z,y) € (intdom f)*) H'(z,y)={2€ X |(z =y, Vf(z) = Vf(y)) <0} (2.3)
et soit (z,y, z) € (intdom f)? tel que H' (x,y) N H'(y, 2) Nintdom f # &. Alors

Q' (z,y,2) = Péf(w)me(W)x. 2.4
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Pour (z,y, z) € (int domf)? :
HY (z,y) ={ue X | (u—y, Vf(x) = V() <0

; _ of
QN y,2) = Py pomrwn®

Hl (z,y)

V()= Vi) Vf(y) - VF(z)

z

Pf

HY (z,y)NHY (y,2)

Hf(y,Z) Qf(l',y, Z) = Z

Hl(z,y) N H'(y, 2)

FIGURE 2.2 — H et (/.

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme suivant.

Probleme 2.2 Soient X’ et ) des espaces de Banach réels réflexifs tels que X # {0} et
Y # {0}, soit X l'espace vectoriel X x }* muni de la norme (z, y*) — +/[|z|]* + [|y*]|?, et
soit X* le dual topologique de X, i.e., X* x) muni de la norme (z*, y) — /||z*[|2 + ||y||2.
Soient A: X — 2% et B: Y — 2¥° maximalement monotones et soit L € B (X,)).
Considérons I'inclusion primale

trouver x € X' telque 0 € Ax + L*BLzx, (2.5)
I'inclusion duale

trouver y* € V* telque 0 € —LA™'(—L*y*) + B 'y*, (2.6)
et 'ensemble de Kuhn-Tucker associé

Z={(z,y)eX|-L'y" €Az et LxreB 'y} (2.7)

Soient f € T'y(X) et g € T'y()) des fonctions de Legendre, soit =, € intdom f, et soit
yo € intdom g*. Posons

f: X = ]—00,+0]: (x,y") — f(x)+ g"(y*), (2.8)
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et supposons que Z Nintdom f # &. Le probleme est de trouver la meilleure approxi-
mation au sens de Bregman (Z,7*) = P} (o, y) de (o, ;) dans Z.

y*

&

FIGURE 2.3 — Ensemble de Kuhn-Tucker.

Nous utilisons la condition suivante dans la suite.
Condition 2.3 Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit h € T'o(X) Gateaux
différentiable sur intdomh # @. Pour toute suite (x, ),y dans intdom h et toute suite

bornée (y,),en dans intdom h,

DMzp,yn) =0 = 2, —y, — 0. (2.9)

Pour énoncer nos résultats, nous rappelons la notion de coercivité d’'un opérateur
multivoque.

Définition 2.4 Soit X’ un espace de Banach réel réflexif tel que X # {0}, soit X* le dual
topologique de X, et soit M : X — 2", Alors M est coercif si

—z, M
(32 € dom M) lim i11f<x/27’3j>

(||| —+o00 |||

Le résultat principal dans ce chapitre est le théoreme suivant.

Théoréme 2.5 Considérons le Probléme 2.2. Soient h € T'y(X) et j € I'o(Y) des fonctions
de Legendre telles que intdom f C intdomh, L(intdom f) C intdom j, et qu’il existe et

20



d dans |0, +oo| tels que Vh + A et Vj + § B sont coercifs. Soit o € [max{e,d}, +oo[ et on
itére

pourn=20,1,...
(’Vm/in) [e, 0] x [0, 0]
= (Vh +7,A4)" ( h(@n) —%L*y,’;)
ar =, (Vh(xn) an))

Vh(
bn = (Vj + pnB)"H(Vi(Lay, )+unyn)
b, = i (Vi(Lan) = Vi(ba)) + y
H, = {(:L’,y*) € X xYV* | (z,al + L*b:) + (b, — La,,y*) < (an,al) + <bn,b;‘l>}
("En+1/2> y;+1/2) = PI{In(xnv y:)
L (Tn1, y:wrl) = Qf ((:Uo, yé)v (Tns Y3, (xn-i-l/?v y:z+1/2))'

(2.11)

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites.
(i) Soit n € N. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
@ (zn,y,) = @,7°)
(b) (zn,yk) € Z.
©) (zn,y)) € H,.
(d) z, =a,ety; =0
(e) La, =b,eta’, =—L*D;.
6 H,=X.
(8 (Tnt1/2: Yppry2) = (Tns Y-
(h) ($n+1, y;kz—f—l) = (ffna y;Z)
() >,cn DY (i1, 20) < +o0et >, DI (yiiy, ys) < +oc.
(i) Y,y DY (@nt1j2,20) < +ooet >, DI (19;+1/27 yr) < +oo.
(iv) Supposons que f, g*, h, et j vérifient la Condition 2.3, et que Vh et Vj soient

uniformément continus sur les sous-ensembles bornés de intdomh et intdom j,
respectivement. Alors x,, — T ety — 7"

Nous considérons a présent une spécialisation du Probleme 2.2 au probleme de
minimisation multivarié.

Probleme 2.6 Soient m et p des nombres entiers strictement positifs, soient (X;)1<;<m €t

m

(Vk)1<k<p des espaces de Banach réel réflexifs, et soit X' I'espace vectoriel ( X¢:1Xz’ X

( Xizly;;) muni de la norme

m p
(@, y") = ((@)r1icm: Widrerep) = | D Mzl + D Iyl (2.12)
i=1 k=1

21



FIGURE 2.4 — Algorithme de meilleure approximation.

Pour tout i € {1,...,m} et pour tout k € {1,...,p}, soit p; € T'y(&X};), soit Y € To(Vy), et
soit Ly; € B (X;, V) . Considérons le probléme primal

m p m
minimiser () + Liiz: ). 213
mimiser, 2 () kgw’“@: ”) (2.13)

.....

le probléeme dual
m p
minimiser ¥ L 1), 2.14
T 12:1:% ( Z kzyk> kz:; (k) ( )
et 'ensemble de Kuhn-Tucker associé
Z:{(x,y*)eX‘(Vz’E{l,..., ZLmykeﬁgoZ x;) e
e (L)) S L e fwz(yz)}. (2.15)
=1

Pour tout i € {1,...,m}, soit f; € I'y((X;) une fonction de Legendre et soit z;, €
intdom f;. Pour tout k& € {1,...,p}, soit g € T'¢()x) une fonction de Legendre et soit
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Yo € intdom g;. Posons zo = (;,0)1<i<m> Y5 = (Yi0)1<h<p» €L

f: X = ]—00,+00|: (z,y") — Zf’(x’) + Zg,’;(y;), (2.16)

1=1 k=1

et supposons que Z Nintdom f # &. Le but est de trouver la meilleure approximation
au sens de Bregman ((T:)1icm (T)1<k<) = P (w0, ) de (w0, ) dans Z.

Proposition 2.7 Considérons le Probléme 2.6. Pour tout i € {1,...,m}, soit h; € I'y(X;)
une fonction de Legendre telle que intdom f; C intdom h; et h; +¢;p; est supercoercive pour
un certain ; € |0, +oo[. Pour tout k € {1,...,p}, soit jx € I'y(Y)) une fonction de Legendre
telle que >"\" | Ly;(intdom f;) C intdom jj et ji + 0x1)y, est supercoercive pour un certain
Ok € ]0,400[. Posons £ = maxi<i<m &; €t § = maxj<kep Og. SOit 0 € [max{e,d}, +o0[, et on
itére
pourn=20,1,...
(Y n) € [, 0] X [0, 0]
pouri=1,...,m
Wi = (Vhi +7,00;) 7" (th(llfzn) — Yn D e L};zy;:n>
a5 =Y (Vhi(2in) — Vhiain)) = 30_1 Libi,
p_ourk:zl,...,p
e = (Vik + 1n00k) ™ (Vik (30 Liittin) + bnljin)
b = t (Vi (7 Liittin) = Vik(brn)) + Vi
e = bk — 2oy Litin
p-ouri: 1,....m
{ S;{,n = a’;‘k,n + Zgzl LZzbZ,n
T = Egl <ai,n7 a;‘,n> + Ziﬂ <bk7n7 Z,n>

Hn = {(:c,y*) € X EZI <xi7 S;'k,n> + Ei:l <tk,n7 y;’;) < nn}

(Tn+1/2, y;+1/2) = P (@0, yy)
(xn+17 y;’kL+1) = Qf ((x07 yS)a (:Ena y;)v (:En+1/27 y:H_l/Q))a

(2.17)

out nous utilisons les notions (Vn € N) z,, = (z;n)1<i<m €t i, = (Y} ,,)1<k<p- SUPPOSONS que
les conditions suivantes soient satisfaites.

(i) Pourtouti € {1,...,m}, f; et h; satisfont la Condition 2.3 et V h; est uniformément
continu sur les sous-ensembles bornés de int dom h,.

(ii) Pour tout k € {1,...,p}, gi et ji satisfont la Condition 2.3 et V j, est uniformément
continu sur les sous-ensembles bornés de int dom 7.

Alors
(Vie{l,....m}) @, —w et (VE€{l,....p}) WYpn— Ur (2.18)
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Dans les espaces de dimensions finies, la convergence de I'algorithme 2.11 peut-étre
obtenue sous des hypothéses plus générales.

Proposition 2.8 Dans le Probleme 2.2, supposons que X et ) soient de dimensions finies.
Soient h € I'o(X) et j € ['x()) des fonctions de Legendre telles que intdom f C intdom b,
L(intdom f) C intdom j, et il existe ¢ et § dans |0, 400 tels que Vh +cA et Vj + 0B sont
coercifs. Soit o € [max{e, 0}, +oo] et on exécute Ualgorithme 2.11. Alors (z,,y:) — (Z,7%).

2.2 Article en anglais

SOLVING COMPOSITE MONOTONE INCLUSIONS IN REFLEXIVE
BANACH SPACES BY CONSTRUCTING BEST BREGMAN
APPROXIMATIONS FROM THEIR KUHN-TUCKER SET !

2.2.1 Introduction

Let X be a reflexive real Banach space with norm || - || and let (-, -) be the duality
pairing between X and its topological dual X*. A set-valued operator M : X — 2% with
graph gra M = {(z,z*) € X x X* | 2* € Mz} is monotone if

(V(z1,2]) € graM)(V(xq,x3) € graM) (xy —x9, 2] —x5) >0, (2.19)

and maximally monotone if, furthermore, there exists no monotone operator from X’ to
2%" the graph of which properly contains gra M. Monotone operator theory emerged in
the early 1960s as a well-structured branch of nonlinear analysis [23, 28, 29, 40], and
its remains very active [9, 10, 34, 41]. One of the main reasons for the success of the
theory is that a significant range of problems in areas such as optimization, economics,
variational inequalities, partial differential equations, mechanics, signal and image pro-
cessing, optimal transportation, machine learning, and traffic theory can be reduced to
solving inclusions of the type

find € X suchthat 0¢ Muz, (2.20)

where M : X — 2% is maximally monotone. Conceptually, this inclusion can be solved
via the Bregman proximal point algorithm, special instances of which go back to [21, 24,
35]. To present its general form [7], we need the following definitions, which revolve
around the notion of a Bregman distance pioneered in [13].

1. P. L. Combettes and V. Q. Nguyen, Solving composite monotone inclusions in reflexive Banach
spaces by constructing best Bregman approximations from their Kuhn-Tucker set, submitted.
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Definition 2.9 [6, 7] Let X be a reflexive real Banach space and let f: X —
]—00, +00] be a proper lower semicontinuous convex function, with conjugate f*: X* —
]—00, +00] : &* > sup,cr({x, 2*) — f(x)) and Moreau subdifferential [31]

(Vy e X) (y—x,2%) + f(z) < f(y)}- (2.21)

Then f is a Legendre function if it is essentially smooth in the sense that 0f is both locally
bounded and single-valued on its domain, and essentially strictly convex in the sense that
df* is locally bounded on its domain and f is strictly convex on every convex subset
of dom 0f. Moreover, f is Gateaux differentiable on int dom f # @ and the associated
Bregman distance is

6f:X—>2X*:$>—){ZE*EX*

D7 X x X — [0, +00]
(2.y) > {f(fc) — f(y) =z —y,Vf(y), if yeintdom f; (2.22)

~+00, otherwise.

Let C be a closed convex subset of X such that C'Nint dom f # @. The Bregman projector
onto C' induced by f is

P({:: intdom f — C' Nintdom f

y — argmin D7 (z,y).
zeC

(2.23)

It follows from [7, Theorem 5.18] that, under suitable assumptions on f and M,
given a sequence (7, )nen in |0, +oo[ such that inf, 7, > 0, the sequence defined by

zo € intdom f and (Vne€N) z,. = (Vf+yM) 1 oVf(r,) (2.24)

converges weakly to a solution to (2.20) (in the case when X is a Hilbert space and
f=1-I%2, (Vf+~.M)"oVfreduces to the standard resolvent .J,, ,; and we obtain
the classical result of [33, Theorem 1]). A strongly convergent variant of (2.24) was
proposed in [8]. In applications, however, M is typically too complex for (2.24) to be
implementable. For instance, given a real Banach space ), a typical composite model is
M = A+ L*BL, where A: X — 2% and B: Y — 2Y" are monotone, and L: X — )
is linear and bounded. In Hilbert spaces, if ¥ = ) and L = Id, several well-established
splitting methods are available to solve (2.20), i.e., to find a zero of A + B using A
and B separately at each iteration [9, 26, 27, 36]. Splitting methods for the more ver-
satile composite model M = A + L*BL in Hilbert spaces were first proposed in [14]
(see [1, 11, 12, 18, 19, 37] for subsequent developments). These methods provide in
general only weak convergence to an unspecified solution and, in addition, they require
knowledge of ||L|| or potentially costly inversions of linear operators. The recent method
primal-dual method of [3] circumvents these limitations and, in addition, converges to
the best approximation to a reference point from the Kuhn-Tucker set relative to the
underlying hilbertian distance. The objective of this paper is to extend it to reflexive
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Banach spaces and to best approximation relative to general Bregman distances. Let us
stress that the theory of splitting algorithms in Banach spaces is rather scarce as most
hilbertian splitting methods cannot be naturally extended to that setting ; in particular,
to the best of our knowledge there exists at present no splitting algorithm for finding
a zero of M = A + L*BL outside of Hilbert spaces. By contrast, the geometric primal-
dual construction of [3], which consists in projecting a reference point onto successive
simple outer approximations to the Kuhn-Tucker set of the inclusion 0 € Ax + L*BLxz,
lends itself to such an extension. Our analysis will borrow tools on Legendre functions
and Bregman-based algorithms from [6] and [7], as well as geometric constructs from
[3] and [8]. The proposed results will provide not only the first splitting methods for
composite inclusions outside of Hilbert spaces, but also new algorithms in Hilbert, and
even Euclidean, spaces.

The problem under consideration is the following.

Problem 2.10 Let X and ) be reflexive real Banach spaces such that & # {0} and
Y # {0}, let X be the standard product vector space X x }* equipped with the norm
(x,y*) = /l|z||*> + |ly*||?, and let X* be its topological dual, that is, X* x ) equipped
with the norm (z*,y) — +/||z*]|2 + [|y||?. Let A: X — 2*" and B: Y — 2" be maximally
monotone, and let L: X — ) be linear and bounded. Consider the inclusion problem

find x € X suchthat 0 € Ax + L*BLx, (2.25)
the dual problem

find y* € Y* suchthat 0 €¢ —LA™'(—L*y*) + B 'y, (2.26)
and let

Z={(z,y")eX|-L'y* €Az and Lze B 'y'} (2.27)

be the associated Kuhn-Tucker set. Let f: X — |]—o00,400] and g: ) — |—o0, +00] be
Legendre functions, set

f: X = ]—o00,+00]: (z,y") — f(x) + g"(y"), (2.28)

let xy € intdom f, let y; € intdom ¢*, and suppose that ZNintdom f # @. The problem
is to find the best Bregman approximation (Z,7*) = PJ(zo,4) to (zo,y;) from Z.

Notation. The symbols — and — denote respectively weak and strong conver-
gence. The set of weak sequential cluster points of a sequence (z,),cn is denoted by
2 (z,,)nen. The closed ball of center x € X and radius p € |0,+oo] is denoted by
B(x;p). Let M: X — 2% be a set-valued operator. The domain of M is dom M =
{z € X | Mz +# &}, the range of M isran M = {2* € X* | (3z € X)2* € Mz}, and the
set of zeros of M is zer M = {x € X | 0 € Mz }. I'o(X) is the class of all lower semiconti-
nuous convex functions f: X — ]—oo, +oo] such that dom f = {z € X | f(z) < 400} #
@.Let f: X — |—00, +oc]. Then f is coercive if lim ;| f(2) = +0c and supercoercive
if limyjg 100 f(2)/||2]| = +o00.
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2.2.2 Preliminary results
2.2.2.1 Properties of the Kuhn-Tucker set

The following proposition revisits and complements some results of [2] and [14] on
the properties of the Kuhn-Tucker set in the more general setting of Problem 2.10.

Proposition 2.11 Consider the setting of Problem 2.10. Then the following hold :

(i) Let &2 be the set of solutions to (2.25) and let & be the set of solutions to (2.26).
Then the following hold :

(a) Z is a closed convex subset of & x 9.

(b) Set Qx: X — X: (z,y*) — zand Qy+: X — YV*: (x,y*) — y*. Then & =
Qx(Z)and 9 = Qy-(2).

0 P+ 72+ 9D+ .

(ii) Forevery a = (a,a*) € graAand b = (b,b*) € gra B, set s}, = (a* + L*"b*,b— La),
Nap = (a,a*) + (b,b*), and H,p, = {x € X | (2, s},,) < nap}. Then the following
hold :

(@) (VacgraA)(vbegraB)[s;, =0 & H,, =X = (a,b") € Zand n,p, =
0].

(b) Z = ﬂaegraA mbegraB Ha7b :

(iii) Let (an,a’)nen be a sequence in gra A, let (b, b ),en be a sequence in gra B, and
let (z,y*) € X. Suppose that a,, — z, b — y*, a + L*b> — 0, and La,, — b, — 0.
Then (z,y*) € Z.

Proof.Set M : X — 2% : (z,y*) — Az x B~'y*and S: X — X*: (z,y*) — (L*y*, —Lx).
Since A and B! are maximally monotone, so is M. On the other hand, S is linear,
bounded, and positive since

(V(z,y") € X) (S(x,y"), (x,y")) = (2, L"y") + (—Lax,y") = 0. (2.29)

Thus, it follows from [34, Section 17] that S is maximally monotone with dom S = X.
In turn, we derive from [34, Theorem 24.1(a)] that

M + S is maximally monotone. (2.30)
(i)(a) : Let (z,y*) € X. Then

0€ M(z,y*) +S(z,y*) & 0€Azx+ Ly and 0€ B 'y*— Lx
& —L'y*e€Ar and Lz e B 'y
& (x,y") e Z. (2.31)
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Therefore, we derive from (2.30) and [15, Lemma 1.1(a)] that Z = zer(M + S) =
(M + S)~1(0) is closed and convex.

(i)(b) : Letx € X.Thenz € & < 0 € Ar + L*BLx < (3y* € Y*) [-L*y* €
Az and y* € BLx] & (Jy* € V*) (x,y*) € Z.Hence & + & < Z # &. Likewise, let y* €
V. Theny* € 2 0€ —LA ' (—L*y*)+ B ly* & 3z € X) [r € A~ (—L*y*) and 0 €
—Lr+ By & (3r e X)[-L*'y* € Arand Lz € B 'y*] & (3z € X) (z,y*) € Z.

(i) (c) : Clear from (i) (b) (see also [32, Corollary 2.4]).

(ii)(a) : Let a € graA and b € gra B. Then s;p = 0= [-L"0" = a" € Aa and
La=be B™'b*] = (a,b*) € Z. In addition,

s;b =0 = 1n.p=(a,a")+(b,b") = (a,—L"b") + (La,b")
= —(La,b*) + (La,b") = 0. (2.32)

Thus s;,=0= H,, = X. Conversely, H,, = X = s}, =0 = 1,;, = 0.
(i) (b) : First, suppose that z = (2,y") € (\,cgra 4 [ locgra 5 Ha,p- Then

(Va € gra A)(\V/b € gra B) <(a’7 b*) - ("L‘ay*)a (a*ab) - (_L*y*v LZL‘))
((a—z,b" —y"), (a" + L*y*,b — Lx))
={(a—xz,a"+ L'y*) + (b — Lz, b* — y*)
Tab — <IE, S:,b>
0.

WV

(2.33)
On the other hand, since
{((a,b%),(a*,b)) |a€ graA,becgraB} =graM, (2.34)

it follows from (2.30) and (2.33) that ((x,y*), (—L*y*, Lz)) € gra M, i.e., x € Z. Thus

N () H.CZ (2.35)

acgra A begra B

Conversely, let a € gra A, let b € gra B, and let (z,y*) € Z. Then (z, —L*y*) € gra A and
(Lx,y*) € gra B. Since A and B are monotone, we obtain

(a —x,a"+L*y*) >0 and (b— Lx,b" —y*) > 0. (2.36)
Adding these two inequalities yields
(x —a,a” + L'y") + (Lx — b,b" —y*) <0 (2.37)
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and, therefore,

(x, s} b> (x,a" + L*b") + (b — La,y")
= (x,a" + L*y*) + (Lz,b* —y*) + (b — Lz, y*) + {(x — a, L*y*)
= (r —a,a"+ L'y") + (a,a") + (La, y")
+ (Lx — b,b" —y*) + (b,0*) — (b,y*) + (b — Lz, y") + (x — a, L'y")
< (a,a”y + (b, b") + (La — b,y*) + (b — Lz, y*) + (x — a, L*y")
= (a,a") + (b,b")
= Nab- (2.38)

This implies that (z,y*) € H,,. Hence, Z C H,,.

(iii) : Set (Vn € N) @, = (a,, b)) and «}, = (a}, + L*b}, b, — La,,). Then x, — (x,y*),
x; — 0, and (Vn € N) (x,,x}) € gra(M + S). Howevey, it follows from (2.30) that
gra(M + S) is sequentially closed in X" x X*™"8 [15 Lemma 1.2]. Hence, 0 €
(M + S)(z,y%), i.e., by (2.31), (z,y*) € Z.[

2.2.2.2 Best Bregman approximation algorithm

The approach we present goes back to Haugazeau’s algorithm [22, Théoreme 3-2]
(see also [9, Theorem 29.3]) for projecting a point onto the intersection of closed convex
sets in a Hilbert space using the projections onto the individual sets. The method was
extended in [17] to minimize certain convex functions over the intersection of closed
convex sets in Banach spaces. The adaptation to the problem of finding the best Bregman
approximation from a closed convex set was investigated in [8].

Definition 2.12 [7, Definition 3.1] and [8, Section 3] Let X be a reflexive real Banach
space, let f € I'y(X) be a Legendre function, let ¢, € intdom f, let € intdom f, and
let y € intdom f. Then

H(z,y) ={z € X | (z—y, Vf(z) - Vf(y)) <0}
={zeX | DI(zy)+ D' (y,x) < D¥(z,x)} (2.39)

is the closed affine half-space onto which y is the Bregman projection of x if  # y.
Moreover, if H¥ (x, ) N Hf (x,y) Nintdom f # @, then

Qf<w07 T,y) = P]{rf(wo,m)me(%y)wO- (2.40)
Lemma 2.13 [7, Lemma 3.2] Let X be a reflexive real Banach space, and let C and C,
be convex subsets of X such that C is closed and C; NintCy, # @. Then C;NintC, =
CinC,.
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Proposition 2.14 Let X be a reflexive real Banach space, let f € I'y(X) be a Legendre
function, let C be a closed convex subset of dom f such that C N intdom f # @, let
xy € intdom f, and set T = Péaco. At every iteration n € N, find x,, 11/, € intdom f such
that C C HY (x,, ,11/2) and set

o1 = QF (o, Ty, T1)2)- (2.41)

Then the following hold :
(D) (vn eN)C c Hf (zy, z,,).
(i) (@,)nen is a well-defined bounded sequence in int dom f.
(iii) Suppose that, for some n € N, x,, € C. Then (Vk € N) x,, .\, = .
(V) X ,en D (i1, ) < +oc.
() (Vn € N) D¥(zi1/2, ®n) < D ()11, x0).
(V) 3, en D (@ni1/2, @) < +o00.
(vii) [z, — T and f(z,) = f(T)] & DI (z,,T) = 0 < W(x,).en C C.

Proof. Item (i) is found in [8, Proof of Proposition 3.3]. The first equivalence in (vii)
follows from [8, Propositions 2.2(ii)]. To establish the remaining assertions, set

(VneN) T,=rP! (2.42)

Hf(wnvwn+l/2) ’

Then, for every n € N, Definition 2.12 yields T,,&,, = ®,1/2, [7, Proposition 3.32(ii) (b)]
yields Fix T}, = HY (z,,, x4 s2) Nintdomf, and we derive from Lemma 2.13 that

C C H¥(z,, @, 1/2) Ndom f = Hf(z,,2,1/2) Nintdomf = Fix T,. (2.43)
On the other hand,
(vn € N) @ # Cnintdom f C HY(z,,x,1/») Nintdom f = Fix T, (2.44)

and, therefore, (", .y FixT,, # @. Altogether, [8, Condition 3.2] is satisfied and it follows
from [8, Propositions 3.3 and 3.4] and [8, Proof of Proposition 3.4(vii)] that the proof
is complete. [

Remark 2.15 Proposition 2.14 addresses the problem of finding the Bregman projection
of xy onto C by replacing it with a sequence of much simpler problems, namely those
of finding at each iteration the Bregman projection of x, onto the intersection of two
half-spaces. The latter amounts to minimizing the convex function f — V f(x,) subject
to two linear inequality constraints.
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2.2.2.3 Coercivity and boundedness of monotone operators

Definition 2.16 Let X’ be a reflexive real Banach space such that X # {0} and let
M: X — 2% . Then M is coercive if

(32 € dom M) lim inf (&= 2z Ma)

~ too, (2.45)
||| —+o00 ||

and it is bounded if it maps bounded sets to bounded set.

Lemma 2.17 Let X be a reflexive real Banach space such that X # {0} and let M : X —
2%". Suppose that one of the following holds :

(i) dom M is nonempty and bounded.

(ii)) M is uniformly monotone at some point z € dom M with a supercoercive modulus :
there exists a strictly increasing function ¢: [0, +oo[ — [0, +00] that vanishes only
at 0 such that tli]Jfrn ¢(t)/t = +o0 and

——+o00

(V(z,2*) e graM)(Vz" € Mz) (x—z,2"—2") = ¢(||lx — 2|). (2.46)

(iii) M = Oy, where ¢ is a supercoercive function in I'g(X).

Then M is coercive.

Proof. (i) : Let x € X and let z € dom M. Then, if ||z| is sufficiently large, we have
Mz = @ and therefore inf (z — z, Mxz)/||z|| = +oo.

(ii) : We have
(V(z, %) e graM)(Vz" € Mz) (x—z,2"—2") = ¢(||lz — 2|). (2.47)

Hence, for every € dom M such that ||z|| > ||z||, we have

=

(Vz* € Mz)(Vz" € M=z)

||x|| ||$||
=2 (¢<H:c—z|!) _ ||z*||)- (2.48)
=\ e — =]
Thus,
o ot E- MO (249
|| ]|—+o00 ]l

(iii) : In view of (i), we suppose that dom M is unbounded. Let z € dom M. Then
we derive from (2.21) that, for every x € dom M ~ {0},

(V2" € Mz) ‘p(x)H;”“)(Z) Jlozzah) (2.50)



Hence, the supercoercivity of ¢ yields

lim inf =400 (2.51)

(||| — +o0 |||
and M is therefore coercive. [

Lemma 2.18 Let X be a reflexive real Banach space such that X # {0}, let M;: X — 2%,
and let My: X — 2% be monotone. Suppose that there exists z € dom M, N dom M, such
that

lim inf A e A +00. (2.52)

Then M, + M, is coercive.

Proof. Suppose that x € (dom M; N dom M) ~ {0}, let 2* € (M; + M)z, and let z* €
(M; + Ms)z. Then there exist x] € Mz, x5 € Msyx, z; € Mz, and z; € M,z such that
x* =zt + b and z* = 2§ + z5. In turn, the monotonicity of M, yields

<IE—Z,$‘*> <$—Za$T—ZT> <ZL‘—Z,I‘;—Z;> <IL‘—Z,Z*>

E—. ] ] ]

<‘T_Zvl§> <ZL‘—Z,Z;>

] ]

(x — z,23) — ||z — 2|| || 23] (2.53)

edl
and (2.52) implies that M; + M, is coercive. [

Lemma 2.19 Let X be a reflexive real Banach space such that X # {0}, let M;: X — 2%,
let My: X — 2% be monotone, let (x}),cn be a bounded sequence in X*, and let (7, )nen
be a bounded sequence in |0, +00|. Suppose that there exists = € dom M; N dom M, such
that

—z. M
lim inf w = 400, (2.54)
[|]|— +o0 |||
and that
(Yn €N) z, € (M) + v, M) a7 (2.55)

Then (z,)nen is bounded.

Proof. Set f = sup,y||z}|| and o = sup,,cy V». It follows from (2.55) that, for every
n € N, there exist a} € Mz, and b} € Msx, such that 2 = af + 7,0, If (,)nen
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is unbounded, there exists a strictly increasing sequence (k,).en in N such that 0 <
|zk, || T +00. Therefore, (2.54) yields

<xkn — z,a};n> B

lim = +o00. (2.56)

notoo g, |

Now let z* € M,z. By monotonicity of M, (Vn € N) (x4, — z,b;, —z*) > 0. Hence,
(2.56) implies that

(0 d2) 5 (e 1)
el ) =7\ T |

. glre = =]
N
<xkn - 2, x};n>
2,
_ (xh, — 2,0}, ) N (xy, — 2,05 —2") N (xg, — 2,2%)
ENI T T ]
(wr, = 2,05) o, — 212
N N
><mm—aaa>_gww<1+|uu)
N EN
— 400, (2.57)

and we reach a contradiction.

Corollary 2.20 Let X be a reflexive real Banach space such that X # {0} and let M : X —
2% be coercive. Then M~ is bounded.

Proof. Take M; = M and M; = 0 in Lemma 2.19. 0

Proposition 2.21 Let X be a reflexive real Banach space such that X # {0}, let h € T'y(X)
be essentially smooth, and let M : X — 2% be such that dom M Nintdom h # @. Suppose
that one of the following holds :

(i) dom M nintdom A is bounded.
(ii) There exists z € dom M N intdom A such that

—z. M
lim o £ 2 M)

= +00. (2.58)
[|]|— +o0 |||

(iii) M is uniformly monotone at a point z € dom M N intdom h with a supercoercive
modulus.

(iv) M is monotone and h is supercoercive.
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(v) M is monotone and h is uniformly convex at a point z € dom M Nintdom h, i.e.,
there exists an increasing function ¢: [0, +oo[ — [0,400| that vanishes only at 0
such that

(Vy € domh)(Va € ]0,1]) h(ay+(1—a)z)+a(l—a)o(||ly—2z]) < ah(y)+(1—a)h(z).
(2.59)

Then Vh+M is coercive. If, in addition, M is maximally monotone, then dom (Vh+M)~! =
X

Proof. We first observe that [34, Theorem 18.7] and [6, Theorem 5.6] imply that VA is
maximally monotone and that dom Vh = intdom .

(i) : Lemma 2.17(i).

(ii) : It follows from Lemma 2.18 that Vh + M is coercive.

(iii) : Since Vh + M is uniformly monotone at z with a supercoercive modulus, the
claim follows from Lemma 2.17(ii).

(iv) : Let 2 € dom M Nintdom h = dom M N dom dh. Then we derive from (2.51)
that

lim = +400. (2.60)

Thus, Vh satisfies (2.52) and it follows from Lemma 2.18 that VA + M is coercive.

(v) : It follows from [38, Definition 2.2 and Remark 2.8] that V4 is uniformly mono-
tone at z with a supercoercive modulus. Hence, VA + M is likewise and Lemma 2.17(ii)
implies that Vh + M is coercive. Alternatively, this is a special case of (iv).

Finally, suppose that M is maximally monotone. Then [34, Theorem 24.1(a)] asserts
that Vh + M is maximally monotone. Consequently, since Vi + M is coercive, it follows
from [41, Corollary II-B.32.35] that dom (Vi + M)~! =ran(Vh+ M) = X*.00

Lemma 2.22 Let X’ and Y be real Banach spaces, let D C X be a nonempty open set, and
let C' be a nonempty bounded convex subset of D. Suppose that T: D — ) is uniformly
continuous on C'in the sense that

(Ve €10, +00[)(F6 € ]0, +o0)(Vz € C)(Vy € C)  |jlz—y|| <0 = [|[Tz—Ty| <e. (2.61)
Then T is bounded on C.
Proof. In view of (2.61), there exists ¢ € |0, +oc[ such that
(VzeC)VyeC) fz—yl<d = |[To-Ty|<L (2.62)
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Now fix z € C'and p € ]0, +oo[ such that C C {z € X | |z — 2| < p}, and take an integer
m > 1+ p/d. Let z € C and set

(Vn € {0,...,m}) xn:x+%(2—x)60. (2.63)
Then, for every n € {0,...,m — 1}, ||[zp11 — x| = ||z — z||/m < p/m < 6 and (2.62)

yields || Tz, 1 — T, | < 1. Hence, ||Tz —Ta|| < 3.7 |T#ns1 — T,|| < m and therefore
|Tz|| < ||Tz|| + m. We conclude that sup,. [|Tx| < || Tz]| +m.O

2.2.3 Best Bregman approximation algorithm

Proposition 2.11(i)(a) asserts that Problem 2.10 reduces to finding the Bregman
projection of a reference point (o, y;) onto the closed convex subset C = Z N dom f of
dom f. Our strategy is to employ Proposition 2.14 for this task. The following condition
will be used subsequently (see [7, Examples 4.10, 5.11, and 5.13] for special cases).

Condition 2.23 [8, Condition 4.3(ii)] Let X be a reflexive real Banach space and let
h € To(X) be Gateaux differentiable on intdom h # &. For every sequence (z,),en in
intdom % and every bounded sequence (y,,) ey in intdom h,

DMy, yn) =0 = 2, —y, — 0. (2.64)

We now derive from Proposition 2.14 our best Bregman approximation algorithm
to solve Problem 2.10.

Theorem 2.24 Consider the setting of Problem 2.10. Let h € T'o(X) and j € T\(Y)
be Legendre functions such that intdom f C intdom#h, L(intdom f) C intdom j, and
there exist ¢ and 0 in ]0,+oo[ such that Vh + €A and Vj + 0B are coercive. Let
o € [max{e, d}, +oo[ and iterate

forn=0,1,...
(’Vn, tn) € [e, 0] x [0, 0]
= (Vh+7,A)" ( h(z,) — VnL* *)
ay, = v, (Vh(z,) — Vh(an)) —
by = (Vj + 1 B) " (Vi(La,) + unyn) (2.65)
0 = 1 (Vi(Law) = Vi(ba)) +
H, = {(az,y*) cXx ’ (x,a + L*b%) + (b, — Lay, y*) < {an, at) + (b, b;}}
(Tns1/2, y;;Jrl/Q) Pf NCANT
| (Tng1, Y1) = (('T()ayO) (Tn, ), (xn+1/27y;+1/2))-

Then the following hold :
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(i) Let n € N. Then the following are equivalent :
@ (zn,y,) = (T, 7).
() (zn,y) € Z.
(©) (zn,y)) € H,,.
(d) z,=a,and y! = b;.
(e) La, =10, and a} = —L*b}.
" H,=X.
(& ($n+1/2,y;;+1/2) = (Tn, Yp)-
(1) (Zns1,95041) = (20, 97)-
() > ,en DY (g1, 20) < oo and Y-, o DY (yi 1, yh) < 400
(i) >, cn DM (@ng1y2, ) < +o0and Y, DY (Y1720 Yn) < o0

(iv) Suppose that f, g*, h, and j satisfy Condition 2.23, and that Vh and Vj are uni-
formly continuous on every bounded subset of int dom h and intdom j, respectively.
Then z, — T and y: — y*.

Proof. We apply Proposition 2.14 to
C =Zndom f. (2.66)

It follows from Proposition 2.11(i)(a) and our assumptions that C is a closed convex
subset of dom f and that CNintdom f # @. Moreover, since f and g are Legendre func-
tions, so are f* and ¢g* [6, Corollary 5.5]. Therefore, it follows from [6, Theorem 5.6(iii) ]
that 0f and dg* are single-valued on dom df = intdom f and dom d¢* = intdom ¢*, res-
pectively. On the other hand, we derive from (2.28) that dom f = dom f x dom ¢g* and
that

Of : X = 2% (z,y") = Of (x) x dg*(y*). (2.67)
Thus, 0f is single-valued on

domOdf = dom0dfxdom dg* = intdom f xintdom ¢* = int (dom fxdom ¢*) = intdom f.
(2.68)

Likewise, since
fro X" = ]—o0,4o00] : (2%, y) = fr(2") + g(y), (2.69)

we deduce that 0f" is single-valued on dom 0f* = intdom f*. Consequently, [6, Theo-
rems 5.4 and 5.6] assert that

f is a Legendre function. (2.70)
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Now let v € [e,+o00[ and let p € [0, +oo[. Since h is strictly convex, Vh is strictly mo-
notone [39, Theorem 2.4.4(ii)] and Vh + ~A is likewise. Let (z*,z;) and (z*,z5) be
two elements in gra(Vh + yA)~! such that z; # z,. Then (x,z*) and (z,2*) lie in
gra(Vh + ~vA) and the strict monotonicity of Vi + A implies that

0= (z7 —x9, 2" —2") >0, 2.71D)
which is impossible. Thus,

(Vh +~A)~" is at most single-valued. (2.72)
The same argument shows that

(Vj+uB)™! isat most single-valued. (2.73)

On the other hand, by assumption, there exists (z,y*) € Z Nintdom f. It follows from
(2.27) that x € dom A and Lz € dom B. Furthermore, (2.68) yields € intdom f.
Therefore

(2.74)

x € dom ANintdom f C dom A Nintdom A
Lz € dom B N L(intdom f) C dom B Nintdom j.

Thus, dom A Nintdomh # & and dom B N intdomj # @. It therefore follows from
Lemma 2.18 that

Vh+~yA = (Vh+eA)+(y—e)A and Vj+uB = (Vj+6B)+(n—9)B are coercive.
(2.75)

Altogether, (2.72), (2.73), (2.75), and Proposition 2.21 assert that the operators

{(VhﬂA)—l; X* — dom A Nintdom h 2.76)
(Vj+ pB)™t: ¥* — dom B Nintdom j
are well defined and single-valued. Now set
(VneN) @, = (zn,y,) and x,i1/2 = (Tnt1/2, Yni1)2)- (2.77)
Since (2.65) yields
(Vn e N) (ap,a;) cgraA and (b,,0b)) € graB, (2.78)
it follows from (2.66), Proposition 2.11(ii) (b), (2.65), and Definition 2.12 that
(WneN) @£CCZCH,=H(z, x,1) (2.79)
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Hence, appealing to (2.70) and (2.23), we see that

(Vn € N) Plf,n: intdom f — H, Nnintdom f (2.80)
and that
(vn €N) @z =QF (:I:o, z,, wn+1/2). (2.81)

Thus, we derive from (2.77), (2.79), and Proposition 2.14(ii) that (z,),eny and (y)nen
are well-defined sequences in intdom f and int dom g*, respectively.

(i) : We prove the following implications.
(1) (a)=()(b) : Clear.
(i) (b)=-(i) (a) : Proposition 2.14(iii).
(1) (b)=-(1) (c) : Clear by (2.79).
(1) (0)=(1)(d) : In view of (2.65),
0> (2, a, + L°b,) + (bn — Lan, y,) — {(an, az,) — (bn, by,)
= (T, — an,a, + L*y}) + (Lx, — by, by — y)
= v, (@ — an, V() — Vh(ay)) + pu, ' (Lxy, — by, Vi(La,) — Vi) . (2.82)

Consequently, the strict monotonicity of Vi and Vj yields

r, =a, and Lz, =0b,. (2.83)
Furthermore,
by =t (Vi(Lan) = Vi(ba)) +yn = ' (Vi(ba) = Vi(ba)) + 45, =y (2.84)

(i) (d)=()(e) : We derive from (2.65) that a = ~,(Vh(x,) — Vh(a,)) — L*y: =
—L*yr = —L*b. On the other hand, since

(Lan = bn, Vij(Lan) = Vj(bn)) = (Lan — by, Vj(Lan) = Vj(bn))
= i (Lxn, = by, by, — )
=0, (2.85)
the strict monotonicity of V;j yields La,, = b,.
(i) (e)< (i) (D) : Proposition 2.11(ii) (a).
(D) (H=(@)(g) : Indeed, 412 = Py T, = .
(1) (g)=({) (h) : We have

_ pf —
Lnt1 = Qf(mo’ Ly $n+1/2) - Péf(w(),illn)ﬁH‘f(wn,$n+1/2)m0 - PHf(:l:o,acn)mO = z,. (2.86)
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(D) (h)=(1)(g) : By Proposition 2.14(v), 0 < D¥(xps1/2,x,) < D (@yi1,2,) = 0.
Therefore D¥ (x,,, /2, %,) = 0 and we derive from [6, Lemma 7.3(vi)] that x,1/» = z,.

(1) (g)=@{)(0) : Indeed, z, = T 11/2 = Pf; x, € H,.
(1) (d)=()(b) : We derive from (2.65) that
Vh(x,) — Ly € Vh(a,) + vnAa, = Vh(x,) + v Az,. (2.87)
Hence —L*y} € Ax,. Likewise, as in (2.85), we first obtain Lz, = b, and then
Vi(Lxy,) + pnys € Vi(by) + pnBb, = Vj(Lxy,) + pnB(Lxy,). (2.88)
Thus, v € B(Lx,), i.e., Lz, € B~'y*. In view of (2.27), the implication is proved.

(ii) : Proposition 2.14(iv) yields

> DM (wnir, ) + Y DT (Yo un) = Y D (@1, @) < o0 (2.89)

neN neN neN
(iii) : Proposition 2.14(vi) yields

> DM wnsrjpwn) £ DT Wiy b)) = Y DI (@ns1j0, @) < F00. (2.90)

neN neN neN

(iv) : Proposition 2.14(ii) implies that («,,).cn is @ bounded sequence in intdom f.
In turn,

(Zn)nen € (intdom )Y and  (y}).en € (intdom g*)Y  are bounded. (2.91)

On the other hand, by (2.65),

(\V/TL € N) (l’n+1/2, y;kz—l—l/Z) = $n+1/2 = P}_}nmn € Hn (292)

and

(Vn € N)  (@pq1/2, a5 + L) + (b, — Lan,y;+1/2> = (an,a,) + (by,b:) .  (2.93)

Therefore,

(VR €N)  lzn = znr1pell llay, + L7 + 1bn — Lanl| |y — vpga

P <£17n — Tnt1/2, Ay + L*b;> + <bn — Lay,y, — y;+1/2>

= (T, ay, + L) + (bp — Lan, y,) — (an, ay) — (bn, by,)

= (z, — an,a; + L*y}) + (Lx, — by, b; — y)

= %:1 (Tn — an, Vh(zn) — Vh(a,)) + N;1 (Lxy — by, Vj(Lxy) — Vj(bn))
(DM, an) + D"(an, x) + D’ (L, by) + D7 (by, Lx,))
(DM@, an) + DY (Lay, by)). (2.94)
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However, since (iii) yields

D (2p41/2:2,) =0 and DY (Yns1/2:Yn) — 0 (2.95)
and since f and ¢* satisfy Condition 2.23, (2.64) yields

Tpi1j2 — T, — 0 and y;+1/2 —yr — 0. (2.96)

Since Vh is uniformly continuous on every bounded subset of intdom /, Lemma 2.22
asserts that Vh is bounded on every bounded subset of intdom A and hence, since
intdom f C intdom#% and L* is bounded, it follows from (2.91) that (Vh(xz,) —
%L*y;)neN is bounded. We therefore deduce from (2.76), (2.65), and Lemma 2.19 that

(an)nen € (intdom h)Y is bounded. (2.97)

Similarly, since Vj is uniformly continuous on every bounded subset of intdom j and
L(intdom f) C intdom j, it follows from (2.91) and Lemma 2.22 that (Vj(Lz,) +
,uny;j)neN is bounded and hence (2.76), (2.65), and Lemma 2.19 yield

(bp)nen € (intdom )M is bounded. (2.98)

Thus, (Vh(z,))nen, (VA(an))nen, (Vi(Lxy,))nen, and (Vj(b,))nen are bounded and we
deduce from (2.65) that

(@ )nen and (b} )neny are bounded. (2.99)
We therefore derive from (2.94), (2.96), (2.97), and (2.98) that

D",,a,) — 0 and DI(Lx,,b,) — 0. (2.100)
Since h and j satisfy Condition 2.23, we get

Tn —a, —0 and Lz, —b, — 0. (2.101)

Therefore, since Vh is uniformly continuous on every bounded subset of intdom 4 and
Vj is uniformly continuous on every bounded subset of intdom j,

Vh(z,) — Vh(a,) -0 and Vj(Lx,)— Vj(b,) — 0. (2.102)
Hence, using (2.65), we get
ar+ L'y, —0 and b —y: — 0. (2.103)

Now, let = (z,y*) € 2 (% )nen, saY T, — . Thenz,, — randy; — y*, and we
derive from (2.101) and (2.103) that

- Laj — by — 0
B =T and Hhn — Ok = (2.104)
b — oy ai + L°b; — 0.
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It therefore follows from (2.78), Proposition 2.11(iii), and (2.91) that x € ZNdom f =
C. Hence, we derive from Proposition 2.14(vii) that

DY (x,, %) + DY (y:,7") = Df (x,,®) — 0, (2.105)

where T = (7,7"). Hence, D/ (z,,Z) — 0, D9 (y*,7*) — 0, and, since f and g¢* satisfy
Condition 2.23, we conclude that z,, - 7 and y} — y*.

Remark 2.25 We provide a couple of settings that satisfy the assumptions of Theo-
rem 2.24.

(i) In Problem 2.10, suppose that X and ) are Hilbert spaces, that f = | - ||*/2,
and that g = || - ||?/2. Furthermore, in Theorem 2.24, set h = f and j = g, and
note that, for any ¢ € ]0,4+o00[, Vh + A = Id +¢4 and Vj + ¢B = Id +¢B are
strongly monotone and hence coercive by Lemma 2.17(ii). Then we recover the
framework of [3], which has been applied to domain decomposition problems
in [4].

(ii) Let (€, F1, 1) and (€, Fo, o) be measure spaces, let p and ¢ be in |1, +oo],
and set p* = p/(p — 1) and ¢* = ¢/(¢ — 1). In Problem 2.10, suppose that
X = LP(, From), Y = L9y, Fo o), f = |- IP/p, and g = || - ||*/q. Then
X = P (Y, Fi,m), V' = LT (Q, Fo, p2), and g* = || - ||9°/q*. Moreover, it
follows from Clarkson’s theorem [16, Theorem II1.4.7] that X, X*, ), and V*
are uniformly convex and uniformly smooth. Hence, we derive from [6, Corol-
lary 5.5 and Example 6.5] that f, g, and ¢* are Legendre functions which are uni-
formly convex on every bounded set, and which therefore satisfy Condition 2.23
by virtue of [7, Example 4.10(i)]. Now set h = f and j = ¢ in Theorem 2.24. We
derive from [16, Theorem I1.2.16(i)] that VA and V; are uniformly continuous
on every bounded subset of X and ), respectively. In addition, h and j are su-
percoercive and therefore, for any ¢ € |0, +-oo[, Proposition 2.21(iv) asserts that
Vh+eA and Vj+¢B are coercive. Finally, it follows from [16, Proposition I11.4.9]
that Vh: z — |z[P~!sign(z) and Vj: y — |y|7 'sign(y).

Next, we consider a specialization of Problem 2.10 to multivariate structured mini-
mization.

Problem 2.26 Let m and p be strictly positive integers, let (X;)i<i<m and (Vi)i<k<p
be reflexive real Banach spaces, and let X be the standard vector product space

( XZM@-) X ( Xzzly;;) equipped with the norm

m p
(@, y") = ((@)r1icm: Widrerep) = | D Mzl + D Iyl (2.106)
i=1 k=1
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For every i € {1,...,m} and every k € {1,...,p}, let ¢; € T'y(X;), let Y € T'y(Vx), and
let Ly;: X; — Y be linear and bounded. Consider the primal problem

m P m
 minimize 2 o) + ; Ui < Z; Lkixi) : (2.107)

.....

the dual problem

p
‘minimize L (), 2.108
minimise, 32 (=3 rii) + 3 vit) (2108)
and let
Z:{(x,y*)eX‘(‘v’iE{l,..., ZL,ﬂyke&pl x;) and

e {Loepl) D L € OG0 (2109
=1

be the associated Kuhn-Tucker set. For every i € {1,...,m}, let f; € I'y(&X;) be a Legendre
function and let x; ; € intdom f;. For every k € {1,...,p}, let g, € ['y())) be a Legendre
function and let y; , € intdom g;. Set xg = (Zi0)1<i<ms> Yo = (Vi 0)1<k<p> and

f:X = ]—00,+00]: (,y") = Y _ filz:) + Y gilup), (2.110)
- _

and suppose that Z Nintdom f # &. The objective is to find the best Bregman approxi-
mation ((Z:)1<icm, (i) 1<k<p) = Pg(0,45) to (2o, y;) from Z.

We derive from Theorem 2.24 the following convergence result for a splitting algo-
rithm to solve Problem 2.26.

Proposition 2.27 Consider the setting of Problem 2.26. For every i € {1,...,m}, let
h; € To(X;) be a Legendre function such that intdom f; C intdomh; and h; + €;p; is
supercoercive for some ¢; € |0, 4+oc[. For every k € {1,...,p}, let ji. € I'o()Vx) be a Legendre
function such that )" Ly;(intdom f;) C intdom j, and j; + dxtx is supercoercive for
some Jy, € |0, +00[. Set € = maxj<icm £; and 0 = maxj<y<, g, let o € [max{e, 0}, +o00[, and
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iterate

forn=0,1,...
(Yns pn) € [€,0] x [0, 0]
fori=1,....m

ain = (Vh; + ’Vna%')*l (th(llfzn) — Tn 221 LZz?/Zn)
a;‘k,n = ’7;1 (Vhi($i,n) - Vhi(ai,n)) - Z:1 L}Ziy/ﬁ,n

fork=1,...,p

bk = (Vi + 10200) " (Vik (0 Leition) + Hn¥i )

Vi = 1t (Vi (0 Liittin) — Vik(bin)) + Yin

|tk = Ok — > iy Likitin

fori=1,....m

{ Sin = a;‘k,n + Zgzl L;;ib;::,n

Nn = Z:il <ai,n> a;‘k,n> + Zgzl <bk7nv b’é,n>

H, - {(x,zm cx ) S (anst) 4 Y0 () < nn}

($n+1/2v yZ+1/2) - PI{I” (0 yn)
(anrlu y;kz—f—l) = Qf ((.',Uo, y6)7 ('xVH y;kz)7 (xn+1/27 y:z+1/2))’

(2.111)

where we use the notation (Vn € N) , = (%;n)1<icm and y,, = (Y ,)1<k<p- SUppose that
the following hold :

(i) For every i € {1,...,m}, f; and h; satisfy Condition 2.23 and Vh; is uniformly
continuous on every bounded subset of intdom h;.

(ii) For every k € {1,...,p}, g; and j satisfy Condition 2.23 and Vjj, is uniformly
continuous on every bounded subset of intdom jy.

Then

(Vie{l,....,m}) @, =7 and (Vke{l,....p}) Yin = Ui (2.112)

Proof. Denote by X and ) the standard vector product spaces XZ;X@' and Xizlyk
equipped with the norms = = (z)icicm = VOor lzil? and v = (Ya)ickep =
V> P_, llyx]%, respectively. Then X* is the vector product space leé\fi* equipped with
the norm z* — /> | [[#}]|? and Y* is the vector product space Xzzly; equipped with
the norm y* — /> ¢_, [ly;]|%. Let us introduce the operators

A X = 2Y oz lea%(ﬂfi)
B:Y =2y~ Xzzlﬁi/}k(yk) (2.113)
L: X = Y:ia— (X0 L)

1<k<p
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and the functions

(5 & 500, +oc] 0o 0 file)
h: X — ]—o00,400] : x— Y " hi(x;)
01 X = |00, +o0] x> Y " 190@(:102) (2.114)
9: Y = ]—o0,+oo] 1y = 370 gr(vk)
(J: Y = ]=00,+00] : y = 370 k()

Then it follows from [39, Theorem 3.1.11] that A and B are maximally monotone. In
addition, the adjoint of L is L*: Y* — X*: y* — (D h_, L}.Yi)1<i<m, and, as in (2.70),
f and g are Legendre functions. Thus, Problem 2.26 is a special case of Problem 2.10.
Furthermore, h and j are Legendre functions,

intdom f = X intdom f; ¢ X intdom h; = intdom A, (2.115)
=1 =1
and
m p
(1nt domf Z ri(intdom f;) C X intdom j; = intdom j. (2.116)
k=1 = k=1
Next we observe that, for every i € {1,...,m}, since h; + cyp; is supercoercive, (h; +cp;)*

is bounded above on every bounded subset of A* [6, Theorem 3.3]. As a result, (h +
gp) ra* 3" (hy + ep;)*(2f) is bounded above on every bounded subset of X*, and
it follows from [6, Theorem 3.3] that i + ¢ is supercoercive. In turn since, as in (2.74),
& # dom A Nnintdom f € dom p Nintdom f, we derive from [39, Theorem 2.8.3] and
Lemma 2.17(iii) that

Vh+eA=Vh+edp=0(h+ep) (2.117)

is coercive. We show in a similar fashion that Vj + § B is coercive. Now set, for every
nc N’ ap = (ai,n)lgiém, a:; = (CL;n)lgigm, bn = (bk,n)lgkgp’ and b:; = (bzm)lgkgp. Then, for
every n € N, we have

(Vi e{l,....m}) ain=(Vh;+7,00;)" <Vh (Tin) — Tn Z Lkzy;n)

p
e Vie{l,...,m}) Vhi(@in) =7 Y Ligin € Vhiain) + 100:(ain)

k=1
< Vh(z,) — L'y, € Vh(a,) + vAay,
& ay = (VA +7,4) 7 (VA(2n) = 7Ly (2.118)
Likewise,
(Vn € N) b, = (Vj+ uB) " (Vi(Lan) + pays)- (2.119)
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Thus, (2.111) is a special case of (2.65). In addition, it follows from our assumptions
and (2.114) that f, ¢g*, h, and j satisfy Condition 2.23, and that Vi and V; are uniformly
continuous on every bounded subset of int dom 4 and int dom j, respectively. Altogether,
the conclusions follow from Theorem 2.24(iv), with T = (7;)1<i<m and 7* = (75 )1<k<p- U

Remark 2.28 In Problem 2.26, suppose that, for every i € {l1,...,m} and every
k€ {1,...,p}, p; and ¢ are supercoercive Legendre functions satisfying Condition 2.23,
that Vy; and Vi, are uniformly continuous on bounded subset of intdom ¢; and
intdom v;, respectively, and that > )" L,;(intdom¢,;) C intdom4),. Then, in Propo-
sition 2.27, we can choose, for every i € {1,...,m} and every k € {1,...,p}, h; = ¢;
and j, = vy, and in (2.111), we obtain

iy = Vh: (i) = ) oy L, (2.120)
’ L+
and
VJk <221Lm$m) + Y
bk = Vi (2.121)

1+ pn

For example, suppose that, for every : € {1,...,m} and every k € {1,...,p}, &i = R,
Vi = R, and ¢; = h; is the Hellinger-like function, i.e.,

—/1—22, if 2, €[-1,1];
it R = |—00, +00] : a5 { i zel-11] (2.122)
~+00, otherwise.
Then (2.120) becomes
LTin — In <Zz:1L;;zylz,n> 1- xz%n
iy = (2.123)

)
\/ (14 31— a2,) + ( . (zLy) e x)

Furthermore, as shown in the next section, in finite-dimensional spaces, we can re-
move Condition 2.23 and the assumption on the uniform continuity of (V;)1<i<m and

(Ve ) 1<hsp-
2.2.4 Finite-dimensional setting
In finite-dimensional spaces, the convergence of algorithm (2.65) can be obtained

under more general assumptions. To establish the corresponding results, the following
technical facts will be needed.
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Lemma 2.29 Let X be a finite-dimensional real Banach space and let f € ['o((X) be a
Legendre function. Then the following hold :

(i) fand V f are continuous on intdom f [9, Corollaries 8.30(iii), 17.34, and 17.35].

(ii)) Vf:intdom f — intdom f* is bijective with inverse V f*: intdom f* — intdom f
[6, Theorem 5.10].

(iii) Let x € intdom f, let y € dom f, and let (y,)nen € (intdom f)N. Suppose that

y, — y and that (DY (x,y,))nen is bounded. Then y € intdom f and D/ (y, y,) — 0
[5, Theorem 3.8(ii)].

(iv) Let € intdom f, let y € intdom f, let (x,),en € (dom )N, and let (y,)nen €
(intdom f)N. Suppose that D’ (z,,y,) — 0. Then z = y [5, Theorem 3.9(iii)].

(v) Let y € intdom f. Then D’(-,y) is coercive [6, Lemma 7.3(v)].
(vi) Let {x,y} C intdom f. Then D' (z,y) = D" (Vf(y),Vf(z)) [6, Lemma 7.3(vii)].

Proposition 2.30 In Problem 2.10, suppose that X and ) are finite-dimensional. Let
h € Ty(X) and j € T'o()) be Legendre functions such that intdom f C intdomh,
L(intdom f) C intdomj, and there exist ¢ and § in |0,+oco[ such that Vh + A and
Vj + 0B are coercive. Let o € [max{e,d},+oo[ and execute algorithm (2.65). Then

(@n,yn) = (T,77):
Proof. Set C = Z N dom f. We first observe that, as in (2.91),
(Zn)nen € (intdom )Y and (y}).en € (intdom g*)Y  are bounded. (2.124)

In addition, we deduce from (2.77), (2.81), and Proposition 2.14(i) that € = (Z,7") €
C C Nyen HY (%o, z,), and hence from (2.39) that

(Vn e N) D/ (z,z,)+ D (", y;) = DI (T, @,) < DI (T, ). (2.125)

By virtue of Proposition 2.14(vii) and (2.124), it suffices to show that every cluster point
of (z,,y!)nen belongs to Z. To this end, take x € X, y* € ), and a strictly increasing
sequence (ky)ney in N such that ;, — v and y;, — y*. Then Lx;,, — Lz, v € dom f, and
y* € dom g*. Since T € intdom f and since (2.125) implies that (D’ (T, x,))nen is boun-
ded, it follows from Lemma 2.29(iii) that x € intdom f. Analogously, y* € intdom ¢*. In
turn, Lemma 2.29(i) asserts that

Vf(:ckn) — Vf(z) and Vyg* (y;;n) — Vg*(y"). (2.126)

Furthermore, since intdom f C intdom#h and L(intdom f) C intdomj, we obtain
x € intdomh and Lz € intdom j. Thus, there exists p € ]0,4oo[ such that B(x;p) C
intdom h and B(Lx; p) C intdom j. We therefore assume without loss of generality that

(zx, Jnen € B(z; p)Y  and (L, )nen € B(Lax; p)Y. (2.127)
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In view of Lemma 2.29(i), h(B(x; p)) and Vh(B(x; p)) are therefore compact, which im-
plies that (h(xy,))neny and (Vh(zy, ))nen are bounded. Hence (D"(7, xy, ) )nen is bounded
and, moreover, it follows from (2.65), (2.124), Lemma 2.19, and (2.76) that (ay, )nen is
a bounded sequence in int dom i. We show likewise that (D’(LzZ, Ly, ) )nen and (by,, )nen
are bounded. Next, since the convexity of 4 yields

(Vn € N) DT, ay,) = h(T) — h(aw,) — (T — ax,, Vh(a,))
= h(T) — h(xy,) — (T — xx,, Vh(xy,))
+ (T — ax,, Vh(zy,) — Vh(ay,))
— (h(ay,) — Mazk,) — {(aw, — T, Vh(zy,)))

< D"z, xy,,) + (T — a,, Vh(zy,) — Vh(ak,)), (2.128)
we derive from (2.65) that
(vn € N) o 'D"Z,a1,) < ykn "z, an,)
<e 'DM@,an,) + (T — ap,, v, (Vh(zk,) — Vi(ay,)))

D'(z
1Dh(ac Ty,) + <x ay,,ay, + L Zn>
=c 1Dh(:c xy,) + <3: g,y + L*y*>

+ <LSL’ — Lag,,y,, — 7 > ) (2.129)
Similarly;,
(Vn €N) o 'DI(LT,by,) < 6 DI(LT, Lay,) + (LT — by, b — vi )
<6 'DI(LT, Lay,) + (LT — by, b, —T")

+ (LT — by, T — v}, - (2.130)

Since (2.79) entails that

TeCC ﬂ H, = ﬂ {(z,y") e X ‘ (x — ak,,ay, + Ly*) + (Lx — by, by, —y*) <0},
neN neN

(2.131)
we deduce from (2.129) and (2.130) that

(VvneN) o (D", an,) + D'(LT,by,))
< e 'DMT, ap,) + 0 DI(LT, Lay, ) + (LT — Lay,,y;, — 7))+ (LT — by, T — yp.)
1Dh($ Tk,) + 0 ' DY (LT, Lag,) + (br, — Lax,. yi, —7")
)

< e 'DM@,an,) + 07 DY(LT, Lay,) + ([bw, | + 120 law, D (lye, |+ 17°1). (2.132)

Hence, the boundedness of (ax, )nen, (b, Jnens (Uf, Jnens (DM@, 21, ) )nen, and (D’ (L, Ly, ) )nen
implies that of (D"(Z, ay, ))neny and (DI (LT, by, ) )nen. In turn, by Lemma 2.29 (vi),

(Dh*(w(akn),w(f))) and (DJ*(vj(bkn),Vj(Lf))) _, arebounded (2.133)

neN
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and, since Lemma 2.29(v) asserts that D" (-, Vi(T)) and D7 (-, Vj(Lz)) are coercive,
it follows from (2.133) that (Vh(ag,))nen and (Vj(by,))nen are bounded. Thus, since
(Y, Jnens (VA(xr,))nen and (Vj(Lay, ) Jnen are bounded, we infer from (2.65) that

(ar, Jnen and  (b; )nen are bounded. (2.134)

On the other hand, since (2.79) yields € € C C (), oy Hf(:ckn,wkn+1/2), (2.39) and
(2.125) imply that

(Vn € N)  DI(Z, 24, 112)+D7 (¥, Yent1/2) = DY (T, 2, 41/2) < D7 (%, @) < DY (T, ).

(2.135)
Thus, Lemma 2.29(vi) yields
(Vn e N) D7 (Vf(zk,41/2), V(@) + D' (Vg (i, 11/2) VI T))
= D/(T, xp,4102) + DY (T, Yent1/2)
< DY (z, o) (2.136)

and, since D/ (-, Vf(z)) and D9(-, Vg*(y*)) are coercive by Lemma 2.29(v), it follows
that

(Vf(2r,41/2))nen  and  (Vg*(yy,41/2))neny  are bounded. (2.137)

However, as in (2.95), Df(a:kn+1/2,xkn) — 0 and DY (y;;nﬂ/z,y;;n) — 0, and it therefore
follows from Lemma 2.29(vi) that

DY (Vf(xr,), Vf(2r,412)) =0 and D! (Vg*(yi.), Vg (Ui, 412)) = 0. (2.138)

In view of Lemma 2.29(iv), we infer from (2.126), (2.137), and (2.138) that there exists
a strictly increasing sequence (py, Jnen in N such that

V (2, +12) = Vf(x) and Vg*(y5, 110) = Vg* (). (2.139)

Since, by Lemma 2.29(i)-(ii), (V f)~! = V f* is continuous on intdom f* and (Vg*)~! =
Vg is continuous on intdom g, we obtain z,, t1» =z andy; ., — y*. Thus,

Ty, +1/2 — Tp,, — 0 and y;kn+1/2 — y;kn — 0. (2.140)

On the other hand, as in (2.94),

(Vn € N) |z, — @py, 172l [0y, + L6, ||+ by, — Lap,, 1Y, — U5, 112l
> 0_1(Dh(:ppkn,apkn) + DI(Lzy, by, ), (2.141)
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and hence, since (a,, )Jnen and (b, )nen are bounded, we deduce from (2.134) and
(2.140) that

(D" (xpk",apkn) —0
Di(Lay, by, ) —0
e

(2.142)
L:L’pkn — Lz

(ap,, Jnen has a cluster point

{ (Dp,, Jnen has a cluster point.

Consequently, by dropping to a subsequence if necessary and invoking Lemma 2.29(iv),
we get

ap, — v and b, — L. (2.143)

Hence, using the fact that Vh(x,, ) — Vh(z) and Vj(Lz,, ) — Vj(Lx), we derive that
Vh(zp, )—Vh(ay,, ) — 0and Vj(Lxz,, )—Vijb, )— 0, which, in view of (2.65), yields

a’ T+ L*y;kn — 0 and b;kn — y;kn — 0. (2.144)

Pr

Thus, since y; — y*, it follows that a;  — —L*y* and b; — y*. In summary,

grad > (ay,,,q,, ) — (x,—L"y") and graB > (b, b, )— (Lz,y"). (2.145)

Pkn "Dy

Since graA and graB are closed [9, Proposition 20.33(iii)], we conclude that
(x,—L*y*) € gra A and (Lz,y*) € gra B, and therefore that (z,y*) € Z.[O

Let us note that, even in Euclidean spaces, it may be easier to evaluate (Vh+~vydp) !

than the usual proximity operator prox., = (Id +70p)~! introduced by Moreau [30],
which is based on i = || - || /2. We provide illustrations of such instances in the standard
Euclidean space R™.

Example 2.31 Let y € |0, +00|, let ¢ € I'4(R) be such that dom ¢ N0, +oo[ # &, and let
v be the Boltzmann-Shannon entropy, i.e.,

g —¢, if §€]0,+oof;
V: € <0, if £=0; (2.146)
~+00, otherwise.

Set ¢©: (&)i<icm — Yooy @(&) and h: (§)1<i<cm — 2_ioq U(&;). Note that h is a super-
coercive Legendre function [5, Sections 5 and 6] and hence Proposition 2.21(iv) asserts
that Vh + 79y is coercive and dom (Vh + y9p)~t = R™. Now let (&)i<icm € R™, set
()1<icm = (Vh + 400)71(&)1<icm,> let W be the Lambert function [20, 25], i.e., the
inverse of & — &e® on [0,+oof, and let i € {1,...,m}. Then »; can be computed as
follows.
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(i) Let w € R and suppose that

Ené —wé, if € €]0,+ool;
b &40, if ¢€=0;
~+00, otherwise.
Then N = el&itw—1)/(v+1)
(ii) Let p € [1, 400 and suppose that either ¢ = | - |P/p or
P/p, if €€ [0, +o0l;
¢:@%{§hﬂ §el [

+o00, otherwise.

Then

, if p €1, 4oo;
e, if p=1.
(iii) Let p € [1,4o0[ and suppose that

bins {&‘p/p, if £ €]0,+oo;

+o00,  otherwise.

Then

(W(p + 1e-rDE) b1
”Z‘( W+ 1) ) |

(iv) Let p € |0, 1[ and suppose that

b s {—ép/p, if ¢ € [0, +oo;

~+00, otherwise.
Then
W(f)/(l — p)e(p_l)gi) E
n; = .
(1 —p)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

Example 2.32 Let ¢ € I'y(R) be such that dom ¢N]0, 1[ # & and let ¥ be the Fermi-Dirac

entropy, i.e.,

{Ing—(1-&n(l-¢), if £€]0,1[;
P:E— <0 if £€{0,1};
+00, otherwise.
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Set v: (&)i<icm > Yoy #(&) and h: (&)1<i<m — 2_ieq U(&;). Note that h is a Legendre
function [5, Sections 5 and 6] and that intdom 4 = |0, 1[" is bounded. Therefore, Pro-
position 2.21(i) asserts that Vi + dyp is coercive and that dom (Vh + d¢)~! = R™. Now
let (&)i<icm € R™, set () 1<icm = (Vh + 00) 71 (&) 1<icm, and let i € {1,...,m}. Then
can be computed as follows.

(i) Let w € R and suppose that

Ing —ws, if §€]0,+ool;
¢: &40, if ¢ =0; (2.155)
~+00, otherwise.

Then 1, = —c&+4-1/  \/@To D1 § c&rT,
(i) Suppose that

P E— <1, if £=1; (2.156)
+00, otherwise.

Thenn, =1+ e 6/2 — /e & + e % /4.
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Chapitre 3

Algorithme d’Haugazeau-Bregman avec
erreurs

Dans [4] (cf. Chapitre 2), les auteurs introduisent un algorithme de type Haugazeau-
Bregman pour trouver la meilleure approximation au sens de Bregman d’un point donné
dans un sous-ensemble convexe fermé d’un espace de Banach réel réflexif. Nous étudions
dans ce chapitre le comportement de cette méthode en présence d’erreurs.

3.1 Notations et introduction

Nous rappelons les notations et les définitions qui seront utilisées dans ce chapitre.

Notation 3.1 La norme d’'un espace de Banach est noté || - || et le crochet de dualité
entre un espace de Banach et son dual topologique est noté <-, > Les symboles — et
— représentent la convergence faible et forte, respectivement. L’ensemble des points
faiblement adhérents a une suite (x,,),cn est noté 2W(x,, ) nen.

Définition 3.2 [1, 2, 4] Soit X un espace de Banach réel réflexif. Une fonction f €
[y (X) est de Legendre si elle est essentiellement lisse au sens ou O f est a la fois localement
borné et univoque sur son domaine, et essentiellement strictement convexe au sens ou
Of" est localement borné sur son domaine et f est strictement convexe sur les sous-
ensembles convexes de dom Jf. De plus, f est Gateaux différentiable sur int domf # &
et la distance de Bregman associée a f est

DI X x X — [0, +00]
(z,y) {f(w) — fly) — (& —y,Vf(y)), siyeintdomf; (3.1

400, sinon.
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Soit C un sous-ensemble convexe fermé de X" tel que C Nintdomf # @. Alors

PJ:intdomf — C Nintdomf

y — argmin D7 (x, ). (3.2)
xzeC
De plus, posons
(V(z,y) € (intdomf)*) H'(z,y)={z€ X |(z -y, Vf(z) - VF(y)) <0}
={ze X | D¥(z,y)+ D/ (y,x) < D¥(z,x)}.
(3.3)
Soit (z,y, z) € (intdomf)? tel que HY (x,y) N Hf (y, z) Nintdom f # @. Alors
Qf(w y,z) = Pfflf(m y)INHT (y,2)T" (3.4)

Nous rappelons le résultat suivant, qui lui-méme comprend le cadre hilbertien de
[3], ce dernier remontant aux travaux de [7] (cf. [5]).

Proposition 3.3 [4, Section 5.1] Soit X un espace de Banach réel réflexif, soit C' un
sous-ensemble convexe fermé de dom f, soit f € To(X) une fonction de Legendre telle que
C Nnintdomf # @, et soit ¢y € intdomf. A chaque itération n € N, on prend 41/, € X
tel que C C HY (x,,, T, 11/2), et on pose

Lpt1 = Qf(iBm Ly, mn-l—1/2)- (35)
Alors [, — Plxget f(x,) — f(Plxy)] & Df(x,, PLxy) — 0 © W(x,)nen C C.

Remarque 3.4 Dans la démonstration de convergence de I'algorithme (3.5), on utilise
le fait que

C c () H (w0, ). (3.6)
neN

Cette inclusion est une conséquence des inclusions
(VneN) Cc Hf (z,, zni1)2)- (3.7)

Lorsque C = zer M ot M : X — 2% est un opérateur maximalement monotone, il est
proposé de choisir dans [4]

(VneN) @10 = (VF+7M) " (Vi()), (3.8)

011 (Y, )nen € ]0, +00[" est telle que inf,cy 7, > 0. Puisque les opérateurs ((V £+, M) ‘o
V f)nen peuvent étre difficiles a évaluer, il est utile d’introduire des tolérances dans
(3.8) pour le calcul de la suite (x,, 1 /2)n€N. Dans ce cas, les inclusions (3.6) et (3.7) ne
sont pas nécessairement satisfaites et nous nous proposons d’étudier le comportement
asymptotique de la méthode dans ce contexte.
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3.2 Algorithme d’Haugazeau-Bregman abstrait avec er-
reurs

Dans l'algorithme (3.5), on projette l'itérée courante sur l'intersection de deux demi-
espaces affines fermés séparant cette itérée et C. On peut remplacer I'un des demi-
espaces par un sous-ensemble convexe fermé convenable.

Proposition 3.5 Soit f € ['((X) une fonction de Legendre, soit C un sous-ensemble
convexe fermé de dom f tel que C N intdomf # &, soit xy, € intdomf, et soit
T = Pé:vo. Pour chaque n € N, soit C,, C X un sous-ensemble convexe fermé tel que
C,NHY (xzy,z,) Nintdomf # &, et soit

Lnt1 = PénﬁHf(mo,wn)mO' 3.9)
Supposons qu'il existe (a,),en € X" telle que a,, — 0 et que
(Vn eN) Z+a, € H (xo, z,). (3.10)

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) (@,)nen est une suite bornée dans int domf.
() >, Df (x,,41,®,) < +o00.
(iii) [z, — T et f(x,) — f(T)] < Df(z,, =) = 0 < W(x,)wen C C.

Démonstration. Pour tout n € N, parce que C, N H(xq,x,) est un sous-ensemble
convexe fermé et non vide de X et C,, N H¥(xy, x,) N intdomf # @, on déduit de
(4.7) que

Pf

&1 (@0 MEdOmf — C, N HY (zg,2,) Nint domf. (3.11)

En raisonnant par récurrence, on déduit que (x,),cn est une suite bien définie dans
intdomf. Il résulte de (3.9) que

(VneN) x,, € Hf(wo, ), (3.12)
et donc on déduit de (3.3) que

(vn € N) D¥(x,41,2,) + D (x,, 20) < DI (2111, 20), (3.13)
et en particulier,

(Vn € N) D¥f(x,,x0) < Df (€p41,20). (3.14)
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Cela implique que (DY (z,, xo))qen €st croissante. Comme int domf est ouvert et = +
a, — T € intdomf, on suppose sans perte de généralité que (Z+a,,),en € (int dom f)N.
Par ailleurs, comme (3.10) implique que

(Vn € N) (T + a, — @, Vf(xo) — Vf(z,)) <O, (3.15)
on obtient

(vn € N) D+ a,, x,) + D¥(x,, ) < DI (T + a,, x), (3.16)
et donc

(vn € N) Df(x,,z0) < DI (T + a,, o). (3.17)

De plus, comme Z + a,, — T, et comme f est continue sur int dom f, on obtient
D (z + a,,xy) — DI (z, x). (3.18)

Par suite, on déduit de (3.17) que (DY (x,,, x)),en st bornée. Elle est donc convergente.

(i) : Puisque DY (-, x,) est coercive [1, Lemma 7.3(v)], on déduit que (x,),cn €st
bornée.

(ii) : On déduit de (3.13) que

> D@ m) <Y (D (@nir, @) — D (@, m0)) < sup D (x,, ) < +00. (3.19)

neN neN neN

(iii) : La premiere equivalence est établie dans [4, Proposition 2.2(ii)]. Pour la
deuxiéme équivalence, soit * € 2 (x,)nen, i-€., Tx, — . D’abord, supposons que
Df(x,, =) — 0. Alors, il résulte de [1, Lemma 7.3(ii)] que

DY (x,Z) < lim DY (xy, , &) = 0, (3.20)

et donc D¥ (x, ) = 0. Par suite, x = T € C. Maintenant, supposons que 25(x,, ),en C C.
On déduit de [1, Lemma 7.3(ii)], de (3.17), et de (3.18) que

DY (x, x) < lim DY (x4, x9) = lim DY (z,,, zy) < lim D (Z+a,,, zy) = DI (x, z0), (3.21)

et ainsi « = . Cela montre que 2 (x,).en = {Z}, et donc, comme (x,,),cn est bornée,
x,, — . Par conséquent, comme (3.21) implique que

DY (=, xy) < lim DY (z,,, 2y) = DI (z, o), (3.22)
on obtient D¥ (x,,, xy) — D7 (z, x,), ce qui implique que

D¥(z,.z) = DI (x,,z) — DI (Z,x0) — (x,, — Z, Vf(20)) — 0. (3.23)
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Remarque 3.6 Considérons la Proposition 3.5. Dans l'algorithme (3.9), une petite er-
reur se produit a chaque itération n € N. On n’exige pas que HY(x,, x,) contienne C
mais qu’il contienne = + a,,.

Remarque 3.7 Dans la Proposition 3.5, supposons que C = (.., zer A;, ou [ est un
ensemble totalement ordonné au plus dénombrable et (A;);c; sont des opérateurs maxi-
malement monotones de X dans 2¥ tels que (), zer A; # @.

(1)

(i)

(iii)

(iv)

V)

A chaque itération n € N, on prend i(n) € I, 7, € ]0,+oc[, et on pose
Cy = HY (2, (VF + 9 Ai) " (VF(20)))- (3.24)

Alors on retrouve les résultats de [4, Section 5.3]

Supposons que [ soit fini et que

(V\neN) C, = ﬂ {:L' eX ’ D (x, (Vf + 7 A)  (VF(x,) + bin))

iel

< DI (2, VF (V) +b,) |, (3.25)

ot1 (Y )nen € 10, +oo[ telle que infpen v, > 0 et (Vi € I) (b}, )nen € (XN telle
que b;,, — 0. Alors on récupere [8, Theorem 4.1].

Supposons que [ soit fini et que

(VneN) Co={weX | D! (2, (VF+rA) (Vi) < D (@,m0+bin) |,
(3.26)

ol (Yn)nen € 10, +oo[N telle que inf,ey vy, > 0 et (Vi € I) (b;)nen € X telle que

b;» — 0. Alors on retrouve [8, Theorem 4.2].

Supposons que X soit hilbertien et que f = || - |2/2. A chaque itération n € N,

on prend i(n) € I, 7, € ]0, +00|, et on pose

Alors on récupere [3].

Supposons que X soit hilbertien, que f = || - ||*/2, et que I = {1}. Soient
o € [0,1] et (stn)nen € ]0,+00[". A chaque itération n € N, on prend y, =
(Id +u, AN N, — i te,) ety = pn(T, —y,,) — €, oll e, € X tel que e, || <
o max{||z}|, inlly, — x| }. De plus, posons

(VneN) C,={xecX|{x-y,y,) <0} (3.28)

Alors on retrouve les résultats de [9].
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Notons que les résultats ci-dessus imposent que les opérateurs monotones aient des
zéros communs. Notons aussi que C C (). C, et par le méme raisonnement que dans
la démonstration de [4, Proposition 3.3], on déduit que C' C ", .y HY (xo, ).

Nous présentons deux cas particuliers.

Corollaire 3.8 Soit f € I'y(X) une fonction de Legendre, soit C un sous-ensemble convexe
fermé de dom f tel que C'Nint domf # @, soit x, € int domf, et soit T = P(’;:vo. A chaque
itération n € N, on prend x, 1/, € intdomf et b, € X tels que © € Hf(x, +b,, Tpi1/2),
et on pose

Zosr = P! (3.29)

Hf(w07wn)mH‘f(wn+bnymn+1/2)w0.

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) (@,)nen est une suite bornée dans int domf.
(D) >,en D¥ (x, 41, 2,) < +o00.
(i) Y,y Df (@yi1)2, 0 + by) < H00.
(iv) [z, — met f(x,) = f(T)] & Df(x,, ) = 0 < W(x,)nen C C.

Démonstration. Posons (Vn € N) C,, = H (x,, + b,, T, /2). Alors le Corollaire est un cas
particulier de la Proposition 3.5 avec a,, = 0. U

Corollaire 3.9 Soit f € I'y(X) une fonction de Legendre, soit C un sous-ensemble convexe
fermé de dom f tel que CNintdomf # @, soit xy € intdomf, et soit ©T = Péaco. A chaque
itération n € N, on prend x, 1/, € intdomf et b, € X tels que T HY (x,, Zyi1/2 + b)),
et on pose

Zpi = P (3.30)

Hf (zo,zn)NHT (wn,mn+1/2+bn)w0'

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) (xn)nen est une suite bornée dans int dom f.
() >,en D (@i, ) < o0
(i) Y,y D (@pi1)2 + b, ) < 400
(iv) [z, — T et f(z,) = f(T)] & D¥(x,,T) = 0 W(x,)nen C C.

Démonstration. Posons (Vn € N) C,, = HY (x,,, x,, 1 /2 + by,). Alors le corollaire est un cas
particulier de la Proposition 3.5 avec a,, = 0. U
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3.3 Une application

Nous revisitons le cadre du Chapitre 2 avec une version perturbée du Théoreme 2.24.

Probleme 3.10 Soient X" et ) des espaces de Banach réels réflexifs tels que X # {0} et
Y +# {0}, soit X l'espace vectoriel X x Y* muni de la norme (z, y*) — +/[|z||* + [|y*]|?, et
soit X* le dual topologique de X, i.e., X* x)) muni de la norme (z*,y) — +/||z*||* + ||y||2.
Soient A: X — 2% et B: Y — 2Y° maximalement monotones et soit L € B (X,)).
Considérons l'inclusion primale

trouver x € X' telque 0 € Ax + L*BLzx, (3.31)
I'inclusion duale

trouver y* € Y* telque 0 € —LA™'(—L*y*) + B 'y*, (3.32)
et 'ensemble de Kuhn-Tucker associé

Z={(z,y") e X|-L'y' €Az et Lzec B 'y} (3.33)

Soient f € I'o(X) et g € T'o()) des fonctions de Legendre, soit z, € intdom f, et soit
Yo € intdom g*. Posons

f: X —]—o00,+00]: (x,y") — f(x)+ g"(v"), (3.34)

et supposons que Z Nintdom f # &. Le probleme est de trouver la meilleure approxi-
: = %) f * *
mation au sens de Bregman (7, 7*) = P (zo,y5) de (2o, y5) dans Z.

Pour énoncer nos résultats, nous rappelons la notion de coercivité d’'un opérateur
multivoque et la condition suivantes.

Définition 3.11 Soit A un espace de Banach réel réflexif tel que X # {0}, soit X* le
dual topologique de X, et soit M : X — 2", Alors M est coercif si

(32 € dom M) lim inf
||| —+o00 |||

— 1oo. (3.35)

Condition 3.12 Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f € I'y(X) Gateaux
différentiable sur intdom f # . Pour toute suite (z, ),y dans int dom f et toute suite
bornée (y,)nen dans int dom f,

DY (zp,yn) =0 =  x,—y, —0. (3.36)

Le résultat principal dans cette section est le suivant.
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Proposition 3.13 Dans le Probléme 3.10, soient h € T'o(X) et j € I'y()) des fonctions
de Legendre telles que intdom f C intdom#h, L(intdom f) C intdom j, et il existe ¢ et
d dans |0, 4o00| tels que Vh + €A and Vj + 6B soient coercifs. Soit 0 € [max{e,d},+o0],
soit (¢} )nen une suite dans X* telle que ¢, — 0, et soit (d}),en une suite dans )* telle que
d: — 0. On itére

pourn =20,1,...

(Yo, t1n) € [e, 0] x [0, 0]

an = (Vh+7,A) " (Vh(z,) — Ly + c)

al =, (Vh(z,) — Vh(a,) + ;) — L*y;,

by = (Vj + 1o B) " (Vi(Lay) + pnys + di) (3.37)
by, =y, (Vi(Lan) = Vj(bn) + d;,) + yph

H, = {(z,y") € X | (x,a}, + L*b}) + (b, — Lan,y*) < (an.a}) + (ba, V) }

(xn+1/27 y;+1/2) = P{In(xn, Yyn)

| (@ni1,U51) = QF (20, 49)s (s ), (Tavrj2, Uiy o))

Alors (3.37) engendre des suites infinies (x,,)nen et (y5)nen et les propriétés suivantes sont
satisfaites :

D X, en D (@ng1,2,) < +ooet Y, DY (i1, yk) < 400
(i) EneN Df($n+1/2, Tn) < +oo et EnEN DY (ZUZ+1/27ZU:L) < +o0.

(iii) Supposons que f, g*, h, et j satisfassent la Condition 3.12 et que Vh et Vj soient
uniformément continus sur les sous-ensembles bornés de intdomh et intdom j,
respectivement. Alors x,, — T et y: — y*.

Démonstration. (i)—(ii) : Raisonner comme dans la démonstration du Théoréme 2.24 (i) &(ii).

(iii) : Notons que (c¢)nen €t (df).en sont bornées. Comme dans (2.91), (2.97),

n

(2.98), et (2.99), on déduit que

(Zn)nen € (intdom f)N) (y7)nen € (intdom g*)V, (a,)nen € (intdomh)Y,
(bp)nen € (intdom §)N, (aX),en, et (b))nen sont bornées. (3.38)

D’une part, comme (i) implique que D (x,1/2,2,) — 0 et DY (y: ., oY) — 0, et
comme f et g* vérifient la Condition 3.12, on obtient

Tny12 — T = 0 €0 yoyym —y, = 0. (3.39)
D’autre part, on déduit de (3.37) que (Vn € N) (2,412, y,’;H/Q) € H,, et donc
(Vn € N)  (Zpy1jo, a5 + L) + (by — Lan, yiy12) < (an,ap) + (bn,by).  (3.40)

62



Par conséquent,

(Vn € N)  [[#n — @nprpell [lag, + L705 || + 1160 — Laa|l [lyn — vn 12l
2 <$n — Tn+1/2; a, + L*b2> + <bn — Lan,y,, — ?/:L+1/2>
> <xn, a, + L*b,*1> + <bn — Lay,, y,’;> — <an, a,*1> — <bn, b,*1>
= (xp — an,a, + L*y}) + (Lzy, — by, b — y)
= fy;l<a:n — ap, Vh(z,) — Vh(a,) + c,*1>
+ u;1<an — by, Vj(Lx,) — Vi(b,) + d;>
> 7, (DM@, ) + D" (an, x) = [lp]] |20 — anl)
+ M;l(Dj(anv bn) + Dj(bm an) - Hd;H Han - bn”)
> a_l(Dh(xn, an) + DI (La,, bn))
— e enllzn = anll = 07 ldy | [ Ly, — b (3.41)

Ainsi

(Vn € N) Dh(xnv an) + Dj(anv by) < oz, — xn+1/2|| lay, + L7y ||
+0llbn = Lag|| 1y, = Yns1joll + o7 epll 120 — anll + 067 [ [ Ly — ball.
(3.42)

En faisant tendre n vers 4+-oo dans (3.42) et ensuite en utilisant (3.39), on obtient
D"(x,,a,) =0 et D¥(Lx,,b,) — 0. (3.43)
Comme h et j satisfont la Condition 3.12, il résulte de (3.43) que
T, —a, —0 et Lx,—b, — 0. (3.44)

Par suite, puisque Vi et Vj sont uniformément continus sur les sous-ensembles bornés
de intdom h et intdom j, respectivement, et puisque c¢; — 0 et d’. — 0, il vient

. (Vh(z,) = Vh(an) + ) =0 et p,'(Vj(Lx,) — Vi(b,) +di) — 0. (3.45)
En combinant avec (3.37), on obtient

ay+ Ly, -0 et b, —y: —0, (3.46)
ce qui implique que

a, + L*b;, — 0. (3.47)
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Maintenant, soit z = (z,y*) € 2(x,)nen, i€, T, — T. Alors z,, — zety; — y*
Par suite, on déduit de (3.44), (3.46), (3.47), et (3.37) que

4
Qg

n - x’

b, — ¥,

bk, — Lax, — 0,
ap + L*b;, — 0,
(ak,,ay ) € gra A,
( (bk,, b}, ) € gra B.

(3.48)

Ainsi, la Proposition 2.11(iii) et (3.38) impliquent que (z,y*) € Z N dom f, i.e.,
W(x,)neny € Z N dom f. La convergence résulte donc de la Proposition 2.14(vii) et
de (3.36).0

Remarque 3.14 Comparons le Théoréme 2.24 et la Proposition 3.13. Dans les algo-
rithmes (2.65) et (3.37), a chaque itération n € N, les opérateurs monotones A et B sont
activés via les opérateurs (Vh +v,A) ! et (Vj + u, B)~! pour construire (a,,a) € gra A
et (b,,b’) € gra B. Dans l'algorithme (2.65), ces points sont déterminés par une résolu-
tion du probléme

trouver (a,a”) € graA telque 0= Vh(a)— Vh(z,)+ Ly, + yma’, (3.49)
et
trouver (b,b*) € graB telque 0= Vj(b) — Vj(Lxy,)+ pny, + pab" (3.50)

Notons que (3.49) et (3.50) peuvent étre difficiles a résoudre exactement. Par consé-
quent, les résolutions approchées sont considérées dans l'algorithme (3.37), i.e., on
cherche une solution (a,, a}) du probleme

trouver (a,a*) € graA telque ¢, = Vh(a)— Vh(z,)+ Ly, +ya", (3.51)
et une solution (b,, b}) du probleme
trouver (b,0*) € graB telque d;, = Vj(b) — Vj(Lxy,)+ pny, + pnb". (3.52)

Remarque 3.15 Dans la Proposition 3.13, supposons que X et ) soient hilbertiens, que
f=h=|"|%/2 etqueg=j=]|-|?/2. Les suites d’erreurs (c),en €t (d}),en peuvent
étre choisies suivant 'une des regles suivantes.

; <9 n — Ynlly, In , Ly, )
& (v ey [0 < Omallan = anll lli + Lyl
[ < O max (| Ly — bull, |0, — w71},

Ce type d’erreurs est utilisé dans [9].

ouf € [0,1].
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(i) (Vn € N) 32l l® + 2N doll® < O0(llen — anll® + [|Lan — 0,]1%) 016 € 0,07 On
récupere le résultat de [6] pour le cas de somme de deux opérateurs monotones
et L=1d.

Démonstration. 1l suffit de montrer que ¢} — 0 et d} — 0.
(i) : D’abord, on montre que
(Vn €N)  (x, — an,al, + L*y;) = (1—0) max{y, |z, — anl|®, yallal + L*y;||*}. (3.53)

On fixe n € N et on considere deux cas.
(@) Si ||z, —an| < yullal+ L*yk|| alors ||c
de (3.37) que

07, ||ak + L*b, = ||. Par suite, on déduit

nll <

(0 — an, ap + Ly ) = (wlal + L*yl) — ¢ ah + Ly
= Yallay + Lysll? = (c, al, + L*yy:)
> Vo1 = 0)||ak + L*ys|?
= (1 = 0) max{y, ||z, — anl’ Ynllal + L*yi]*}. (3.54)

(b) Si ||z, — an|| = Yullal + L*y|| alors ||c
(3.37) que

“|| < 0||z, — a,]|- Par suite, on déduit de
(T — ap, @l + LYY = 9 o0 — @, 00 — ap + )

= Yo 2 = aull® + 77" (20 = an, c3)

= ’77:1(1 - Q)Hxn - an||2

= (1= 0) max{7, " lzn — au|*, yulla, + L7y, |} (3.55)

Par le méme raisonnement,
(Vn e N)  (Lay = by, b —yn) = (1= 0) max{p, || Ly — ball®, ||}, — 95 ]|*}. (3.56)
Il résulte de (3.40), de (3.53), et de (3.56) que
(Vn € N)  [lzn, — zngap2| lay, + L4 + [[bn — Lan|| lyn — yngayel
P <£17n — Tpg1/2, Ay + L*b*> + <b — Lan, y, — y;+1/2>
> (zn,al + L) + (b, — Lan, y) — (an, at) — (bn, b},)
— <xn — ap, a, + L*y;> + <L:L‘n — by, by — y;>
= (1= 0) max{v, ||z, — an|? valla;, + L7y |1}
+ (1= 0) max{p, || Ly, — by 1%, a0}, — i l*}- (3.57)

Par suite, (3.38) et (3.39) impliquent que
max {7y, |2, — anll®, yllay, + Ly |12} + max{p,, | Lan = ba |12, |6 — 3]} = 0. (3.58)
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Il en découle que

7;1”1% - an”2 — 0,
Yullay, + L*y3ll* = 0,
:uglann - bn||2 — 0,
pin |05, = yil[* = 0.

(3.59)

Par conséquent, ¢; — 0 et d} — 0.
(ii) : On déduit de (3.40), de (3.53), et de (3.56) que

(Vn € N) [lan = znprpoll [lag, + L7004+ (00 — Lan | [lyn — vis 2]l
P <$n —'$n+4/27a2'+=L*bZ> +—<bn-—ALa%,yZ-—-yZ+4/2>
2:<xn,a;—+pL*b;> +f<bn-—.Lan,y;> —»<an,a;> —»<bn,b;>
= (xn — an, al, + L*ys) + (L, — by, b — yi)
= %:1<xn — Ay, Ty — Ay + c;> + ,u;1<an —b,, Lx, — b, + d2>
> 7 o — anll* = e 12 — anll
+ pi | L, — ba|* — g || || v — B
= ’77:1”%1 - an||2 + M;lann - bn”2
= (v HlenlHlan = anll + g Iy | | L2 — all)
> U_l(Hxn - an||2 + || Ly — bn||2)
= V12l ? + p2lld 112 Vs — anll? + (| L, — b2
> (07! — 9) (Hxn —ay|]* + || Lay, — anz). (3.60)

Ainsi ||z, — a,|| — 0 et || Lz,, — b,|| — 0. Par conséquent, ¢; — 0 etd: — 0.0
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Chapitre 4

Approximations bregmaniennes
successives de ’ensemble de
Kuhn-Tucker d’inclusions monotones

Dans le Théoréme 2.5, (z¢,y;) est un point de référence duquel on veut s’éloigner au
minimum (par exemple parce que c’est la solution d’un probléme voisin). Dans ce cha-
pitre, on cherche un point de Kuhn-Tucker quelconque. A chaque itération, les opéra-
teurs monotones sont activés via leurs résolvantes au sens des distances de Bregman
pour construire des points dans leurs graphes. Ces points sont utilisés pour construire
un demi-espace contenant I’ensemble de Kuhn-Tucker associé au systeme. La mise a jour
primale-duale est ensuite obtenue via une projection relaxée, basée sur les distances de
Bregman, de I'itérée courante sur ce demi-espace. Ce travail étend la méthode proposée
dans [1] qui utilise la métrique classique dans les espaces hilbertiens.

4.1 Introduction et notations

Dans ce chapitre, nous considérons le probléeme suivant.

Probleme 4.1 Soient X’ et ) des espaces de Banach réels réflexifs tels que X # {0} et
Y # {0}, soit X I'espace vectoriel X x J* muni de la norme (z, y*) — +/||z||? + [|y*]|?, soit
X le dual topologique de X, i.e., X* x Y muni de la norme (z*,y) — /||z*[|2 + ||y||2,
soient A: X — 2% et B: Y — 2" maximalement monotones, et soit L. € B (X,)).
Considérons l'inclusion primale

trouver x € X telque 0 € Ax + L*BLzx, “4.1)
l'inclusion duale

trouver y* € V* telque 0 € —LA ' (—L*y*) 4+ B 'y*, (4.2)
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et désignons par
Z = {(x,y*) eX } —L'y* € Ar et Lxe€ B_ly*} 4.3)

I'ensemble de Kuhn-Tucker y associé. Le probleme est de trouver un élément de Z. Les
ensembles des solutions de (4.1) et de (4.2) sont notés & et ¥, respectivement.

Nous avons montré, dans la Proposition 2.11 du Chapitre 2, que Z est un sous-
ensemble convexe fermé de & x & et donc un point dans cet ensemble donne une
solution primale-duale du Probleme 4.1. De plus, une telle solution est obtenue dans le
Probleme 2.2 en cherchant dans Z la meilleure approximation basée sur une distance de
Bregman d’un point de référence. Dans ce chapitre, nous proposons une méthode pour
trouver un point a priori arbitraire dans Z en utilisant les projections successives sur les
demi-espaces séparant l'itérée courante et Z. Ce résultat unifie et étend les travaux de
[4] ou L = 1Id et les travaux de [1], ou X et ) sont hilbertiens.

Notation 4.2 Les symboles — et — représentent la convergence faible et forte, respec-
tivement. L’ensemble de tous points faiblement adhérents d'une suite (z,),cn est noté
(2 )nen- Une fonction f: X' — |—o00, 4-00] est coercive si lim, |- 400 f(2) = +00 et su-
percoercive si lim,|—40 f(2)/||2] = +o0. Soit f € I'g(X) une fonction de Legendre (i.e.
f est essentiellement lisse au sens ou Jf est a la fois localement borné et univoque sur son
domaine, et essentiellement strictement convexe au sens ou Jf* est localement borné sur
son domaine et f est strictement convexe sur les sous-ensembles convexes de dom df).
Alors la distance de Bregman associée a f est

D' X x X = [0, +oq]
(5.5) {f(x) ~ ()~ (x =y, Vf(). siyeintdom f 4.4)

400, sinon.
De plus, soit g € I'y(X) Gateaux différentiable sur int dom ¢ O int dom f. Alors
fs9g < (Vxrecdomf)(Vycintdomf) D(z,y)> D(z,y). (4.5)
Un opérateur M: X — 2% est coercif si

(3z € dom M) lim inf M = 400. (4.6)

[|2]|— +o0 |||
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4.2 Projections successives basées sur une distance de
Bregman

Soit f € T'y(X) une fonction de Legendre et soit C C X un sous-ensemble convexe
fermé tel que C Nintdomf # @. Alors le Df-projecteur sur C' est

PL:intdomf — C Nintdomf

y — argmin D7 (x, y). (4.7)

xzeC

Par ailleurs, [3, Proposition 3.32 et Corollary 3.35] affirment que Fix Pé = CNintdomf
et que

(Vx € Cnintdomf)(Vy € intdomf) Df (x, Ply) +Df (PLy,y) < Df(z,y). (4.8)

Exemple 4.3 Soit 7 € ]0, +oo], soit s* € X*\{0}, soit C = {x € X | (x,s*) < n}, et soit
f € I'y(X) une fonction de Legendre telle que C' Nint domf # @. Il résulte de (4.7) que
Pé: intdomf — Cnintdom f. Maintenant, soit y € int domf. Siy € C alors Péy = .
Sinon, (y,s*) > 5. Soit bdryC = {x € X | (z,s*) =n} la frontiére de C. Comme
Cnintdomf # @ et (X\C)Nintdomf = {y} # &, on obtient (bdry C)Nint dom f # .
On alors déduit de [3, Corollary 3.35(ii)] que

z = PbJ:iryCy & [z €bdryCl et [bdryC c H (y, 2)]
< [zebdryClet[(30 € R) s =V f(y) — Vf(z)]
& [B0€R) (VI (VI(y)—0s), ) —nl et [z = VI (VI@) —0s)]. (49

Ensuite, supposons que z et ¢ satisfassent (4.9). Alors, il résulte de la monotonie de V f
que

0((y,s*) —(z,8")) =(y— 2, Vf(y) - Vf(z)) =0, (4.10)
et comme (y, s*) — (z,s*) > 0, on obtient # > 0. De plus,
(Ve € C) <:13 -z, fly) — Vf(z)> =0(x—y,s") = 9( (x,s") —(y,s*)) <0, (4.11)

et donc z € bdryC c C C Hf(y,z). Il donc résulte de [3, Corollary 3.35(ii)] que
Ply =2z =V (Vf(y) —0s*), ol § € |0, +oo] vérifie (VI (Vf(y) —0s*),s") =n.

Le résultat suivant considere le probleme de trouver un point dans un sous-ensemble
convexe fermé en utilisant les projections successives basées sur une distance de Breg-
man sur des demi-espaces qui le contiennent. Ce résultat est démontré sous d’autres
hypotheéses dans [3, Section 4.2].
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Proposition 4.4 Soit f € ['((X) une fonction de Legendre, soit C un sous-ensemble
convexe fermé de X tel que C N intdomf # @, soit ¢ € |0, 1], et soit =, € intdomf. A
chaque itération n € N, on cherche un demi-espace affine fermé H, C X tel que C C H,,
on prend A\, € |e, 1], et on itére

Tpi1 = Vf*((l AV (@) + )\an(PIf,nmn)>. (4.12)

Supposons que (Vx € intdomf) Df(x,-) soit coercive. Alors les propriétés suivantes sont
satisfaites :

(i) Soit x € C Nnintdomf. Alors (Df(x, x,,))nen est bornée.
(i) (@,)nen est une suite bornée dans int domf.
(i) 3, oy D (Pf @0, z0) < +00.
(iv) Supposons que pour tout y, € X et pour tout y, € X,

yl € w(mn)neN N C
y2 € w(mn)neN N C = yl = y2' (413)
((y1 — v, Vf(wn)>)n€N converge

De plus, supposons que 2(x,,),eny C C Nintdomyf. Alors (x,),en converge vers
un point dans C Nintdom f.

Démonstration. Notons d’abord que

(VneN) @ #Cnintdomf C H, Nintdomf, (4.14)
et il donc résulte de (4.7) que

(Vn € N) PI{,n: intdomf — H, Nintdomf. (4.15)

Par ailleurs, d’aprés [2, Theorem 5.10], Vf: intdomf — intdomf* est bijective
avec pour inverse Vf*: intdomf* — intdomjf. Par suite, en utilisant le fait que
xo € intdomf, (4.12), (4.15), et le raisonnement par récurrence, on déduit que

(€, )nen € (intdomf)Y  est bien définie. (4.16)
Ensuite,on déduit de (4.12), du Lemme 7.6, et de (4.8) que

(Vx € C ndom f)(Vn € N)

(1—=X\)D¥(z, z,) + \, DI (:B, PI{,nmn)

(1= \) DY (2, ) + M (DY (2, ) — DI (P @, 2,))

= D¥(z,x,) — \, D (P} x,,x,)

< D (x, ). 4.17)

<
<
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(i)-(ii) : Soit * € C N intdomf. Comme (4.17) implique que (D7 (x,x,)) ey €st
décroissante, elle converge. Ainsi (D7 (x, x,)),cn est bornée. Par suite, comme DY (z, -)
est coercive, (&, ),cn est bornée.

(iii) : Soit € C Nnintdomf. On déduit de (4.17) que

Z D7 (P};nmn, z,) <p! Z (DY (z,z,) — Df (x, 2041)) < p ' DI (z,20). (4.18)

neN neN

(iv) : Comme X est réflexif, on déduit de (ii) que W (x, ), ey # <. Pour montrer la
convergence, il suffit de montrer que (x,),cny admet au plus un séquentiellement faible-
ment adhérent. On suppose que y, € W(x,)en et Y, € W(x,)nen. Alors y, et y, sont
dans C Nint domf. Par suite, il résulte de (4.17) que (D* (y,, ) )nen €t (DF (Yo, 1) ) nen
convergent. En outre, comme

(VneN) (y, —yy, VI(xa)) = f(y,) — f(ys) — D/ (1, 9,) + DY (yy, @), (4.19)
on déduit que ({(y, — y,, V.f(2n))))nen converge et donc (4.13) implique que y, = y,. [

Remarque 4.5 La Proposition 4.4 requiert I’évaluation de la projection au sens d’une
distance de Bregman sur des demi-espaces. Au vu de 'Exemple 4.3, ceci revient a ré-
soudre une équation dans |0, +oo].

Remarque 4.6 Soient X un espace de Banach réel réflexif, f € ['((X) Gateaux diffé-
rentiable sur intdomf # @, (x,,).en € (intdomf)N, et C C X. Supposons que

(Vx € CNndom f)(Vn € N) Df(z,x,.1) < Df(x,x,). (4.20)

De plus, supposons qu’une des conditions suivantes soit satisfaite :
(i) C Nndom f est un singleton.

(ii) C C intdomf est convexe, f|c est strictement convexe, et V f|c est faiblement
séquentiellement continu.

(iii) X est de dimension finie, f est une fonction de Legendre telle que dom f* est
ouvert, et C Ndom f # @.

(iv) W(x,)neny C intdomf, flincdoms €St strictement convexe, et V f est faiblement
séquentiellement continu.

(v) Cnintdomf # @ et f est une fonction de Legendre telle que dom f* est ouvert
et que V f et V f* sont faiblement séquentiellement continus.

Alors (4.13) est vérifiée.

Démonstration. (i)—(iii) : [3, Examples 4.6, 4.7, 4.9].

(iv) : Soient y, € W(x,),enNC ety, € W(x,)nenNC, ie., @y, — y, etx, — y,.
Alors (4.20) implique que (D¥(y,, Z,))nen €t (D¥ (y,, ,,))nen sont convergentes. Comme

(Vn € N) <y1 — Yo, Vf(fL‘n)> = Df(yh x,) — Df(y2> x,) — f(y,) + fly,), (4.21)
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on déduit que ((y; — Yo, Vf(x,)))nen converge. Par conséquent, en passant a la limite
dans les sous-suites (@, )nen €t (@, )nen, on obtient (y, —y,, VF(y,) — VF(y,)), et
ainsi, la monotone stricte de V f implique que y, = y,.

(v)=(iv) : Soient & € W(x,)neny et « € C N intdomf. Alors il existe une suite
strictement croissante (k, ),y dans N telle que x,, — . D’aprés [2, Theorem 5.9],
Vf(x) € intdomf* et il résulte de [2, Lemma 7.3(v)] que D¥ (-, Vf(x)) est coercive.
Comme (4.20) implique que (Df(x, xy, ))nen st bornée et comme [2, Lemma 7.3(vii)]
affirme que

(Vn e N) DI (Vf(x), VF(z)) =D (x,z,), (4.22)

on déduit que (V f(xx, ))nen est bornée. Ensuite, soient ** € X* et (py, )nen Une suite
strictement croissante dans N tels que V f(x,, ) — =". Comme [2, Lemma 7.3(ii)]
affirme que D¥" (-, Vf(x)) est semi-continue inférieurement, on déduit de (4.22) que

D¥ (", Vf(z)) < lim DI (Vf(z,, ), VF(x)) <limDf(z,z,, )< +oo, (4.23)
ce qui montre que * € dom f* = int domf*. Ainsi, d’apres [2, Theorem 5.10], il existe
z; € intdomf tel que ¢ = Vf(x,). Puisque V f* est faiblement séquentiellement

continu, & — x,, = Vf'(Vf(x,,)) = VF (@) = . Par conséquent, T = T; €
intdomf. [

4.3 Approximation d’un point de Kuhn-Tucker

Nous utilisons la condition suivante dans la suite.

Condition 4.7 Soit f € I'o(X) Gateaux différentiable sur intdom f # @. Pour toute
suite (x,)nen dans int dom f et toute suite bornée (y,,),en dans int dom f,

DY (zp,yn) =0 =  , —y, — 0. (4.24)

Nous déduisons de la Proposition 4.4 le résultat suivant pour résoudre le Pro-
bléme 4.1.

Théoréme 4.8 Considérons le Probléme 4.1. Soient f € T'y(X) et g € I'q()) des fonctions
de Legendre. On pose

f: X —]—o00,400]: (x,y") — fx)+ g"(y"), (4.25)

et on suppose que Z Nintdomf # &. De plus, on suppose que pour tout x € intdom f
et pour tout y* € intdomg*, D’(z,-) et DY (y*,-) soient coercives. Soient h € T'y(X) et
j € T'o(Y) des fonctions de Legendre telles que intdom f C intdomh, L(intdom f) C
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int dom j, et qu’il existe ¢ et ¢ dans |0, +oo[ tels que Vh + A et Vj + § B soient coercifs.
Soit o € [max{e,d}, +oo|, soit p € |0, 1], soit (zo,y;) € intdom f x int dom g*. On itére

pourn=20,1,...
(vn,un) € [e,0] x [0, 0]

= (Vh+v,A)" ( h(zn) — ’VnL* *)
ar =, (Vh(xn) h<an))
bn = (Vj + i B) " (Vii(Lan) + unyn)
b = 1 (Vi(La,) — Vi(ba)) +
st |Jay, + L0 |12 + [|bn — Lay||> =0

T = a, (4.26)
7 =0,
terminer.

H,={(z,y") € X | (z,a}, + L*b;) + (b — Lan,y*) < (an, a}) + (by, b5) }
("En+1/27 y:L+1/2) = PI{In (xnay;;)

A € [p, 1]

Tni1 = V(1= M)V F (@) + AV f(@n41/2))

Vi = V(1= M)V ) + AV (4,1 ))-

Alors (4.26) converge vers une solution (Z,y*) € Z en un nombre fini d’itérations ou il
engendre deux suites infinies (x,)nen et (Y5 )nen telles que les propriétés suivantes soient
satisfaites :

(1) (n)nen est une suite bornée dans intdom f et (y*),cn est une suite bornée dans
int dom g*.
(D) 3 ,en D (Tngaye; on) + 32,0 DY (Uns1/20Yn) < F00.
(iii) Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :
@) f, h, g, et j vérifient la Condition 4.7.
(b) Vf et Vg* sont faiblement séquentiellement continus.

(c) Ou bien Vh et Vj sont uniformément continus sur les sous-ensembles bornés
de int dom A et int dom j, respectivement, ou bien h* et j* vérifient la Condi-
tion 4.7 et il existe et 3 dans |0, +oo tels que f = ah et f = [5j o L.

(d) Oubien & C intdom f et Z C intdom g* ou bien dom f*, dom g sont ouverts
et Vf*, Vg sont faiblement séquentiellement continus.

Alorsz, =~ T€ 2, y, — J € 9, et (T,¥") € Z.

Démonstration. Comme dans (2.76), les opérateurs ((Vh + v,A) V)en et (V5 +
tnB) 1) nen sont bien définis, univoques, et coercifs. Tout d’abord, supposons qu’il existe
n € N tel que La,, = b, et a};, = —L*b:. Comme (4.26) implique que (a,,a’) € gra A et
(b,,b*) € gra B, on obtient —L*b* = a’ € Aa, et La, = b, € B~'b}, i.e., (a,,b) € Z.
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FIGURE 4.1 — Approximations successives des points de Kuhn-Tucker.

Ainsi l'algorithme se termine en (7,7"*) = (a,, b)) € Z. Maintenant, supposons que l'al-
gorithme (4.26) engendre des suites infinies (x,),en €t (y),en. Comme dans (2.70), f
est une fonction de Legendre. En outre, il résulte de la Proposition 2.11(ii) (b) que

(VneN) @o#£ZCH,. (4.27)
Ensuite, posons

(VneN) x, = (zn,y,) € Turij2 = (Tot1/2:Yni1/2)- (4.28)

Alors on récrit (4.26) comme suit

an_H/g = PffI L,
vn €N ; 4.29
( " ) {mn—H - Vf* ((1 - )\”)Vf(mn) + Anv.f(mn+1/2))- ( )

On montre ensuite que (Vx € intdomf) D7(x,-) est coercive. En fait, soit x =
(z,y*) € intdomf et soit n € ]0,+oc[. Comme {z = (u,v*) € X } Df(x,z) <n} C
{ue X|D!(x,u) <n}x{v €| DY (y*,v*) < n} et deux ensembles dans le membre
de droite de cette inclusion sont bornés [5, Page 100], 'ensemble dans le membre de
gauche de I'inclusion ci-dessus est borné, et ainsi D¥(x, ) est coercive.

(i) : Il résulte de la Proposition 4.4(ii) que (x,),ey est une suite bornée dans
intdomf, ce qui implique que (x,),en est une suite bornée dans intdom f et (y)nen
est une suite bornée dans int dom g*.
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(ii) : La Proposition 4.4(iii) implique que

Z DY (p41/2, T0) + Z Df(y,’;H/Q, yr) = Z DY (@112, ) < 400. (4.30)

neN neN neN

(iii) : Premiérement, il résulte de (i) que 2(x,,),en # 2. Ensuite, on démontre que
W (x,)nen C Z. On suppose que = (z,y*) € W(x,)nen, i-€., xx, — x. Alors

Tp, — r et oy, — y (4.31)
On déduit de (ii) que
DY (g, 4172, 0k,) = 0 €t DY (yi 1120 45,) = 0. (4.32)

Ainsi, comme [ et ¢* vérifient la Condition 4.7, on obtient

Tho+1/2 = Tk, — 0 €0 yp yp =Yg, — 0. (4.33)

Par ailleurs, on déduit de (4.26) et de (4.29) que

(Vn € N)  (xy, 4172, a;, + L*b; Y+ (b, — La,, y,’;n+1/2> < (ag,, ap )+ (bg,, b5, ), (4.34)

et donc

(Vn eN) o '(D"(xy,, ar,) + D’ (Lay, , by,))

o' (D"(a,, ar,) + D"(ax,, z1,) + D (Lay, , by, n) + D7 (by,, Lay,))

Vi (T = any s V(1) = Vh(ar,)) + p,) (Law, — bi,, Vi(Lay,) = Vi(by,))

= (k, — ar,, ap, + Lyi, ) + (L, — be,, bp, = y5,)

= <:pkn, ay, + L*b,’;n> + <bkn — Lay,,, y,’gn> — <akn, a,’;n> — <bk", b2n>

< (@h, — Thqry2, ag, + L0 ) + (br, — Lag,, vy, — ?//:n+1/2>

< @k, = wrorrpell lag, + L7 || + 1ok, — Law, || 19k, — Yk,11/2ll- (4.35)

VAN/AN

On considere deux cas.

e Si Vh et Vj sont uniformément continus sur les sous-ensembles bornés de
intdomh et intdomj, respectivement, alors le Lemme 2.22 implique que
(VR(zg,))nen €t (Vi(Lxy,))nen sont bornées et donc il résulte du Lemme 2.19
et de (4.26) que (ag, )nen €t (bx, )nen sont bornées. Par suite, (Vh(ag,))nen et
(V3j(bk,))nen, et donc (a; )nen €t (b )nen, sont bornées. Ainsi, on déduit de
(4.35) que D"(xy,,ap,) — 0 et DI(Laxy,, by, ) — 0, et ainsi, comme h et j véri-
fient la Condition 4.7, xy,, —ay, — 0 et Lxy, — by, — 0. Ceci et (4.31) impliquent
que

ag, — x et Lakn — bkn — 0. (436)
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De plus, Vh(ay,) — Vh(zg,) — 0 et Vj(Lxy,) — Vj(bg,) — 0. Par suite, il résulte
de (4.26) que a;, + L*y; — Oetb; —y; — 0, et ainsi

b =y et ai + L, — 0. (4.37)

Par conséquent, on déduit de (4.36), de (4.37), et de la Proposition 2.11 (iii) que
(x,y*) € Z.

Supposons que h* et j* satisfassent la Condition 4.7 et qu’il existe « et § dans
10, +oo[ tels que f = ah et f = Bjo L. Soit T = (x 7*) € ZNintdomf. Comme
la Proposition 4.4(i) implique que k = sup,,cy DY (T, x1, ) < +oo, on obtient

(vn e N) D/ (z,2,,) < D/ (T, 21,,)+ DY (7", yr ) = DY (Z, ;) < k. (4.38)
Par ailleurs, on déduit du fait que f = ah et de [2, Lemma 7.3(vii)] que
(Vn € N) D" (Vh(zk,), VR(Z)) = D", 21,) < o "D (T, 21,) < a”'k. (4.39)

Comme Vh(T) € intdomh*, D" (-, Vh(T)) est coercive [6, Lemma 7.3(v)],
et comme (4.39) implique que (D" (Vh(zy, ), VA(Z)))nen est bornée, on dé-
duit que (Vh(zg,))nen est bornée. Ainsi, on déduit de (4.26), de (i), et du
Lemme 2.19 que (ay, )nen st bornée. On montre pareillement que (by,, )nen €St
bornée. Comme la convexité de h implique que

(vn € N) D"(x,ar,) = h(
= h(

z) — h(ay,) — (T — ax,, Vh(ag,))
Z) — h(zg,) — (T — zg,, Vh(zk,))
+ (T — ay,, Vh(xy,) — Vh(ag,))
(h (ax,) — h(xy,) — (ag, — x,,, Vh(:pkn)))
< D"z, x1,) + (T — ag,, Vh(zy,) — Vh(ag,))
(4.40)
on déduit de (4.26) que

(Vn € N) o 'D"Z,a,) < ygnth(f, ag, )
<e 'DMZ, ) + (T — ap,, v (Vh(zr,) — Vh(a,)))
1Dh(a: xr,) + (T — ax,, a5, + L'y},
<ela v+ (T —ap,,ap, + L'Y")
+ <L:c — Lag,,y,, — 7 > . (4.41)

De méme,

(YneN) o 'DI(LT,by,) <6 B K+ (LT — by, b, —7)
+ (LT — by, , T —yp.. ) - (4.42)
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Comme (4.27) implique que
TcZc()H;,

neN

= ﬂ {(z,y") e X ‘ (x — ax,,a;, + L*y*) + (Lz — by, by, —y*) <0},
neN

(4.43)

on déduit de (4.41) et de (4.42) que

(VvneN) o (D", a,) + D’ (L7, by,))

< (5_10z_1 + 5_15_1)14 + <LE — Lay,,y;, — §*> + <LE —bg,, g — y;;n>

= (e ta ' + 687K+ (b, — Lay,.y5 —T")

< (et a0 BT+ ok, |+ (120 e 1D N, [T+ 11771D- (4.44)
Ainsi, comme (a,)nen, (Dk,)nen, €t (¥, Jnen sont bornées, (D"(Z, ar, ) )nex
et (DI(LZ,by,))neny sont également bornées. Par suite, il résulte de [2,
Lemma 7.3(vii)] que (D" (Vh(ay,), VA(T)))nen et (DV"Vij(by,), Vi(LT)))nen
sont bornées. Puisque [2, Lemma 7.3(v)] affirme que D" (-, Vh(Z)) et
D7 (-,V4(L7)) sont coercives, on déduit que (Vh(ay,))nen €t (Vi(bg, ))nen sont

bornées. Il résulte donc de (4.26) et (i) que (a;, )Jnen €t (b )nen sont bornées.
Par conséquent, on déduit de (4.33) et de (4.35) que

Dh ({L‘kn, akn) —0 et D’ (Ll‘kn, bkn) — 0, (4.45)

et puisque h et j vérifient la Condition 4.7, x, — ap, — 0 et Lz, — by, — 0, ce
qui implique que

Lay, — b, -0 et a, — . (4.46)
En outre, comme [2, Lemma 7.3(vii)] affirme que

(Vn € N) D" (Vh(a,), Vh(zy,)) = D"(zy,, ar,) (4.47)
et

(Vn € N) D7 (Vij(by,), Vj(Lay,)) = D?(Lag,, by,), (4.48)

on déduit de (4.45) que
D" (Vh(ay,), Vi(zy,)) = 0 et DI (Vj(by,), Vi(Lay,)) — 0. (4.49)

Par suite, comme h* et j* vérifient la Condition 4.7, Vh(ay,) — Vh(zg,) — 0
et Vj(bi,) — Vj(Lxy,) — 0. Cela et (4.26) impliquent que a; + L*y; — 0 et
by, — Y. — 0, et ainsi

a, + L, —0 et b, —y" (4.50)
Par conséquent, on déduit de (4.46), de (4.50), et de la Proposition 2.11 (iii) que
(x,y*) € Z.
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Finalement, au vu de la Proposition 4.4(iv), il suffit de montrer que (4.13) est satisfaite.
On considere deux cas.

e Si & C intdom f et ¥ C intdom ¢* alors on déduit de la Proposition 2.11(i) que
W(x,)nen C Z C P x P C intdomf, et il donc résulte de la Remarque 4.6(ii)
que (4.13) est satisfaite.

e Si dom f* et dom g sont ouverts et que V f* et Vg sont faiblement séquentielle-
ment continus alors dom f* est ouvert et V f* est faiblement séquentiellement

0 continu. Ainsi, il résulte de la Remarque 4.6(v) que (4.13) est satisfaite.

Remarque 4.9 On reprend les notations dans le Théoréme 4.8. Pour tout n € N, soit
6 € )0, 4+o00[ une solution de I'équation

(VI (V@) + 0(ay, + L*0})), ay, + L0,
+ (by — La,, Vg(Vg*(ys) + 0(b, — Lay))) = (an, a’) + (by, b)) . (4.51)

Alors, au vu de 'Exemple 4.3, on a

{xn+1/2 =Vf* (Vf(l’n) +0(al + L*bZ))S (4.52)

Ynt1/2 = Vg~ (Vg*(y;;) +6(b, — Lan)).

Remarque 4.10 Dans le Probleme 4.1, supposons que X et ) soient uniformément
convexes et uniformément lisses et que leurs applications de dualité soient faiblement
séquentiellement continues. Alors, dans le Théoréme 4.8, on peut choisir f = || - ||*' /sy,
ho=1-11°*/s2 J = || - |°*/s3, et g = || - ||**/s4 OU (51, S2, S3,54) € ]1,+oo[4. Les espaces
possédant ces propriétés contiennent les espaces hilbertiens et les espaces ¢?(N) avec
p €1, +00].

Remarque 4.11

(i) Dans le Probléme 4.1, supposons que X’ et ) soient hilbertiens. De plus, dans le
Théoréme 4.8, on prend h = f = || - ||*/2 et j = g = | - ||*/2. On note que, pour
tout ¢ € ]0,+oo[, Vh +eA = Id +eA et Vj + eB = Id +e¢B sont fortement
monotones et donc coercifs d’aprés le Lemme 2.17(ii). Alors, on retrouve le
cadre de [1].

(i) Dans le Probleme 4.1, supposons que X = ) et L. = Id. Dans le Théoreme 4.8,
onprend h=j=f: X > Retg": X* - R et on suppose en plus que h, f, j, et
g* sont supercoercives et uniformément convexes sur les sous-ensembles bornés
de X et X*, respectivement. Alors, on récupere le cadre de [4].

Dans le cadre d’espaces de dimension finie, en reprenant la démonstration de la
Proposition 2.30, la convergence de I'algorithme (4.59) est obtenue sous des hypotheses

plus générales.
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Proposition 4.12 Dans le Probléme 4.1, supposons que X et ) soient de dimension finie.
Soient f € I'y(X) et h € I'y(X) des fonctions de Legendre telles que intdom f C intdom A
et Vh + €A est coercif pour un certain ¢ € |0,+o0[, soient g € I'y(Y) et j € T'o(Y) des
fonctions de Legendre telles que L(intdom f) C intdomj et Vj + 6B est coercif pour un
certain § € ]0,+oo], soit p € |0,1], soit o € [max{e,d}, +oo|, soit xy € intdom f, soit
yo € intdom g*, et on exécute Ualgorithme (4.59). Supposons que dom f* et dom g soient
ouverts. Alors (z,,y:) — (T,7*) € Z.

Démonstration. D’abord, puisque dom f* et dom g sont ouverts, pour tout z € intdom f
et tout y* € intdom g*, D/ (x,-) et DY (y*,-) sont coercives [2, Lemma 7.3(ix)]. Ensuite,
la Proposition 4.4 (i) signifie que (z,)nen € (intdom f)N et (y),en € (intdom g*)N sont
bornées. Ensuite, soit T = (Z,7*) € Z N intdomf. D’'une part, la Proposition 4.4(i)
implique que

(DN, 20)), 0y €€ (DU (T 4p)), oy SODt bornées. (4.53)
D’autre part, on déduit de (4.29) et de [3, Proposition 3.3(i) et Corollary 3.35(i)] que
(\V/TL € N) Df(fa xn+1/2) + Dg*(y*ayr*z—f—l/Q) = Df(ja mn+1/2) < Df(ia wn) (454)

En utilisant (4.53), (4.54), et le méme raisonnement de la Proposition 2.30, on obtient
(z,y*) € Z. Finalement, la convergence est donc un corollaire de la Proposition 4.4 (iv)
et la Remarque 4.6(v).

Nous appliquons a présent le résultat du Théoréeme 4.8 au probléme de minimisa-
tion convexe multivarié.

Probleme 4.13 Soient m et p des nombres entiers strictement positifs, soient (X;)1<i<m
et (Vi)i<k<p des espaces de Banach réels réflexifs, et soit X I'espace vectoriel

( XZM&) X ( Xzzly;;) muni de la norme

m p
(. y") = ((@)ricm: Wirerep) = | D Mzl + D Iyl (4.55)
i=1 k=1

Pour touti € {1,...,m} et pour tout k € {1,...,p}, soit ; € ['o(&X;), soit ¢y € ['y(Vx), et
soit Ly; € B (X;,)x) . Considérons le probléme primal

m P m
i i i 1 1 L g 9 4-56
miimiser 3 e + > ve( 3 b 459
le probléme dual
m p p
minimiser 3 _ ¢; ( - kak) + > ), (4.57)
VIEI W= k=1 k=1
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et désignons par

Z = {(x,y*) eX ’ (Vie{l,... Z:L,,ﬂyﬁC € 0p;(z;) e

(Vk e {1,...,p}) ZLkixi S azp;;(y;;)} (4.58)
=1

I'ensemble de Kuhn-Tucker associé. Le probleme est de trouver un point dans Z.

Proposition 4.14 Considérons le Probléme 4.13. Pour tout i € {1,...,m}, soient f; €
Lo (X;) et h; € T'o(&X;) des fonctions de Legendre telles que intdom f; C intdom h; et h;+¢;;
est supercoercive pour un certain ¢; € [0, +oo[. Pour tout k € {1, ..., p}, soient g; € To(Vx)
et jr. € T'o(Yy) des fonctions de Legendre telles que Y ." | Ly;(intdom f;) C intdom jj et
Jr + 0ty est supercoercive pour un certain oy, € [0, +oo[. Posons ¢ = maxjci<m €, €t 0 =
MaX <y O et f1 X = |00, +oo] ¢ (,y") > S, fila) + S0, g7 (v, et supposons
que Z Nintdomf # @. Soit p € |0,1], soit o € [max{e,d}, 00|, s0it zo = (Ti0)1<i<m €
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m . P, o
X._,intdom f;, soit y5 = (Yko)r<kep € X,_,intdom g;, et on itére

pourn=20,1,...

(Yns pn) € J€, 0] % ]0, 0]

pourt=1,...,m

Qin = (Vh + 7n8¢i>_1 (Vhi(xi,n> — Tn Z:1 inyl’;n)
aln =" (Vhi(zin) — Vhi(ain)) = > by Ly

pourk=1,...,p

bk = (V7 + i) ™ (Vi (720 Litin) + Habis )

Vi = 1t (Vi (0 Liittin) — Vik(ben)) + vin

|tk = Ok — > iy Liittip

pourt=1,...,m

{ Sin = Ui n + 2021 Liibin

sty IsEnll? 4 22k ltkanll* = 0
pourt=1,...,m

(4.59)

T; = Qin
pourk=1,...,p
| U=t

| terminer.
T = Z;il <ai,n7 a;‘k,n> + Zg:l <bk7n7 bz,n>

H, - {(x,zm c x ' S (e sin) £ S e t) < nn}

(($i,n+1/z)1<z‘<ma (?/Z,n+1/2)1<k<p) = szzn ((%n)l@‘gm, (yk,n)1<k<p)
A € [p, 1]
pourt=1,...,m
{ Tin+1 = Vfi*((l — )V i) + )\nvfi(xi,n+1/2>)
pourk=1,....p

| Vhnin = Vor((1 = M) VL) + MV 1))

Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Pour tout i € {1,...,m}, f; et h; vérifient la Condition 4.7, Vh; est uniformément
continu sur les sous-ensembles bornés de int dom h;, V f; est faiblement séquentiel-
lement continu, et (Vz; € intdom f;) D/i(x;,-) est coercive.

(ii) Pour tout k € {1,...,p}, g; et ji vérifient la Condition 4.7, Vjj est uniformément
continu sur les sous-ensembles bornés de int dom jj, Vg; est faiblement séquentiel-
lement continu, et (Vy; € intdom g;) D% (y;, ) est coercive.

(iii) Ou bien Z C intdomf ou bien pour tout i € {1,...,m} et pour tout k €
{1,...,p}, dom [ et dom g, sont ouverts et V[, Vg, sont faiblement séquen-
tiellement continus.
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Alors il existe ((T;)1<i<m: (Yp)1<k<p) € Z tel que

Vie{l,....m}) @, —w et (VEe{l,....,p}) Vi, — Vi (4.60)

)g . ;. . m p
Démonstration. D’abord, on désigne par X et ) les espaces vectoriels Xi:1Xi et X w1 Vi

munis des normes = = (2;)i1<icm — V2o Til12 €ty = (W) i<k<p = V 2oney Ykll?

m
respectivement. Alors X* est l'espace vectoriel X _ X muni de la norme z* —

V2o, |lzF]|? et Y* est I'espace vectoriel X:Zly,’; muni de la norme y* — /> 1_, lyi[|*

Ensuite, on introduit les opérateurs suivants

A X = 2% o X dpi(x))

B:Y =2y X 0v(u) (4.61)
L: X =Yz~ (Z:il Lkixi)Kkgp'

Notons que A et B sont maximalement monotones [5, Theorem 3.1.11] et que

AL xr 2% v s X:ilé‘wi‘(ﬁ)
By =2V gyt e X::18¢Z(y2) (4.62)
L*: V" = Xy = ( 2:1 Ly 1<i<m-

Par suite, le Probleme 4.13 est un cas particulier du Probléme 4.1. Ensuite, on introduit
les fonctions suivantes

= | =00, +oo] r @ = Y filzy)
h: X — |—o00,+o0] : & +— Y " hi(x;)
0: X = ]—00,+00] : x> > i) (4.63)
g: Y = ]—o00,+00] 1y = 377 gr(yr)
(2 Y = =00, +00] sy = 370 (k)

Alors f, g, h, et j sont de Legendre, intdom [ = leint dom f; C leint domh; =
intdom A, et L(intdom f) = X:Zl S, Li;(intdom f;) C X:Zlint dom j, = intdom j.
Par le méme raisonnement que le Théoreme 4.8, on déduit que, pour tout x € int dom f
et pour tout y* € intdom g*, D/(x,-) et DY (y*,-) sont coercives. Par ailleurs, pour tout
i€ {l,...,m}, comme h; + cp; est supercoercive, (h; + cp;)* est majorée sur tout sous-
ensemble borné de X" [2, Theorem 3.3]. Ainsi (h +ep)*: z* +— > " (h; +ep;)*(x}) est
majorée sur tout sous-ensemble borné de X'*, et il résulte de [2, Theorem 3.3] que h+cp
est supercoercive. Par conséquent, comme & # dom A Nintdom f C dom ¢ Nintdom f,
on déduit de [5, Theorem 2.8.3] et du Lemme 2.17(iii) que Vh + cA = Vh + edp =
J(h + ) est coercif. De méme facon, Vj + § B est coercif. Maintenant, on pose, pour
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tout n € N, ay, = (ain)1<i<ms a5 = (05 ) 1<i<ms> On = (brn)1<k<p €L b, = (b ;) 1<k<p- Alors,
pour toutn € N, on a

(Vie{l,....m}) a;n=(Vhi+7,00;)" (Vh Tin) — Vn Z Ly n)

& (Vie{l,...,m}) Vhi(zin) — 7 Z Lyir. € Vhi(ain) + 1m0pi(ain)

< Vh(z,) — v L'y: € Vh(a,) + ”ynAan
< a, = (Vh+v,A4)" 1(Vh(:1:n) — fynL*ny). (4.64)

On montre de méme que
(Vn €N) b, = (Vj+ p,B) " (Vi(Lxn) + pnyy). (4.65)

Ainsi (4.59) est un cas particulier de (4.26). Par ailleurs, on déduit de (4.63) et des
hypothéses que f, g*, h, et j vérifient la Condition 4.7, que Vh et Vj sont uniformément
continus sur les sous-ensembles bornés de intdom & et int dom j, respectivement, et que
V f et Vg* sont faiblement séquentiellement continus. Par conséquent, I’assertion est un
corollaire du Théoreme 4.8. []
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Chapitre 5

Suites quasi-monotones au sens de
Bregman

Nous introduisons une notion de suites quasi-monotones au sens de Bregman qui unifie
la notion de suites quasi-fejériennes a métrique variable et celle de suites monotones au
sens de Bregman. Les résultats sont appliqués a ’'analyse du comportement asymptotique
d’itérations proximales basées sur des distances de Bregman variables et d’algorithmes
pour résoudre le probleme d’admissibilité convexe dans des espaces de Banach réels
réflexifs.

5.1 Description et résultats principaux

Nos résultats sont basés sur la notion suivante de distance de Bregman.

Définition 5.1 [3, 4] Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f € I'y(X') Gateaux
différentiable sur int dom f # @. La distance de Bregman associée a f est

D7 X x X — [0, +00]
(2,1) > {f(x) — fly) — (& -y, Vf(y), siyeintdom f; (5.1)

+00, sinon.

De plus, f est de Legendre si elle est essentiellement lisse au sens ou Jf est a la fois
localement borné et univoque sur son domaine, et essentiellement strictement convexe au
sens ou Jf* est localement borné sur son domaine et f est strictement convexe sur les
sous-ensembles convexes de dom df. Soit ¢ € I'o(X) bornée inférieurement telle que
dom ¢ Nint dom f # @. L opérateur D/-proximal de ¢ est

prox/,: intdom f — dom ¢ N int dom f

y ~ argmin op(z) + DY (z,y). (5.2)

zeX
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Soit C' un sous-ensemble convexe fermé de X tel que CNint dom f # @. Le D’-projecteur
sur C' est

P/ intdom f — C Nintdom f

y — argmin D’ (z,7), (5.3)
zeC
et la Df-distance a C est
DL x = 0,400
© [ ] (5.4)

y > inf DY (C, y).

Définition 5.2 Soit A un espace de Banach réel réflexif et soit f € I'o(X) Gateaux
différentiable sur int dom f # @. Alors

F(f) = {g € To(X) | g est Gateaux différentiable sur int dom g = int dom f}. (5.5)
De plus, si g; et g, appartiennent F(f), alors

g=92 < (Vredomf)(Vy €intdom f) D% (x,y) > D% (z,y). (5.6)
Pour tout a € [0, +00[, posons

Pu(f)={9€F(f)]| 9= af} (5.7)

Définition 5.3 Soit X un espace de Banach réel réflexif, soit f € I'y(X) Gateaux diffé-
rentiable sur int dom f # @, soit (f,,)neny dans F(f), soit (2, )neny € (int dom f)N, et soit
C C X tel que C Ndom f # @. Alors (x,,),en €St :

(i) quasi-monotone au sens de Bregman par rapport a C relativement a (f,,)nen Si

(El(nn)neN € Ei(N))(\V/l’ edn dom f)(zl(gn)neN S E}k(N))(vn S N)
DIz, 2p41) < (1+ m0) D (2, 3,) + €45 (5.8)

(i) stationnairement quasi-monotone au sens de Bregman par rapport a C' relative-
ment a (f,,)nen Si

(B(enners € CLN))E)ncx € £1(N))(Yo € C dom f)(vn € N)
DIz ayq) < (14 1,) D™ (2, 2,) + €,. (5.9)

Remarque 5.4

(i) Dans la Définition 5.3, supposons que (Vn € N) f, = f etn, = ¢, = 0. Alors on
récupere la notion d’'une suite monotone au sens de Bregman définie dans [4].

(ii) Dans la Définition 5.3, supposons que X soit hilbertien, que f = || - [|?/2, et
que (Vn € N) f, = (-,U,-) /2 ot (U,),en sont des opérateurs auto-adjoints dans
B (X) tels que (Vn € N) (-,U,-) > a| - ||* avec a € [0, +oc[. Alors on récupere [9,
Definition 2.1] pour ¢ = | - |?/2.
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Nous présentons quelques propriétés élémentaires des suites quasi-monotones au
sens de Bregman dans la proposition suivante.

Proposition 5.5 Soit X' un espace de Banach réel réflexif, soit f € I'o(X) Gdteaux diffé-
rentiable sur intdom f # &, soit « € |0, +00[, soit (fn)nen dans P, (f), soit (z,)nen €
(int dom f)N, soit C' C X tel que C' Nintdom f # &, et soit z € C' N intdom f. Suppo-
sons que (x,)nen SOit quasi-monotone au sens de Bregman par rapport a C' relativement a
(fn)nen- Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

() (D' (z,2,))nen converge.

(ii) Supposons que D’ (z,-) soit coercive. Alors (z,,)en est bornée.

Nous avons le résultat suivant pour la convergence faible des suites quasi-
monotones au sens de Bregman.

Proposition 5.6 Soit X' un espace de Banach réel réflexif, soit f € T'\(X) Gdteaux
différentiable sur intdom f # @, soit (z,)nen € (intdom f)N, soit C C X tel que
C nintdom f # @, soit (,)nen € (1 (N), soit a € ]0,+00], et s0it (fn)nen dans P (f)
telle que (Vn € N) (1 +n,) fn = faur1. Supposons que (x,)nen SOit quasi-monotone au sens
de Bregman par rapport a C relativement a (f,)nen, quil existe g € F(f) telle que pour
toutn € N, g = f,, et que, pour tout y; € X et pour tout y, € X,

Y1 € W(wy)nen N C
Y2 € mj('rn)neN nc = Y1 = Ya. (510)
((y1 = v2, VSulzn)) )neN converge

De plus, supposons que (Vx € intdom f) D/ (z,-) soit coercive. Alors (x,)nen converge
faiblement vers un point dans C' N int dom f si et seulement si 25(x,,),eny C C' Nintdom f.

Pour énoncer et démontrer notre résultat de convergence forte, nous avons besoin
de la condition suivante.

Condition 5.7 [4, Condition 4.4] Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f €
[h(X) Gateaux différentiable sur intdom f # &. Pour toutes suites bornées (x,,),cn et
(Yn)nen dans int dom f,

Df(a:n,yn) -0 = z,—y,—0. (5.11D

Proposition 5.8 Soit X' un espace de Banach réel réflexif, soit f € I'o(X') une fonction de
Legendre, soit a € ]0, 400l soit (f,)nen dans P, (f), soit (z,)nen € (int dom f)N, et soit C
un sous-ensemble convexe fermé de X tel que C' Nintdom f # &. Supposons que (,)nen
soit stationnairement quasi-monotone au sens de Bregman par rapport a C relativement a
(fn)nen, que f satisfasse la Condition 5.7, et que (Vz € int dom f) D/(x, ) soit coercive. De
plus, supposons qu’il existe 5 € |0, +oo[ tel que (Vn € N) Sf = f,. Alors (x,)nen converge
fortement vers un point dans C' N dom f si et seulement si lim DY, (x,,) = 0.
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Le résultat suivant concerne la convergence d’un algorithme du point proximal qui
utilise des distances de Bregman différentes a chaque itération.

Théoreme 5.9 Soit X un espace de Banach réel réflexif, soit p € T'q(X), soit f € ['y(X)
une fonction de Legendre telle que Argminy Nintdom f # @, soit (n,)nen € (4 (N), soit
a €10, 400], et soient (f,)nen des fonctions de Legendre dans P, (f) telles que

(VneN) (14+n,)fn = far1- (5.12)
Soit xy € intdom f et soit (V,)nen € 0, +oo[N telle que inf, c 7y, > 0. Posons
(Yne€N) x4 = proxéjlwxn. (5.13)

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) (xn)nen est stationnairement quasi-monotone au sens de Bregman par rapport d
Argmin @ relativement a (f,,)nen-

(i) D’ (zni1,20) — 0 et (2,)nen est une suite minimisante de .

(iii) Supposons que pour tout x € intdom f, D/(x, ) soit coercive, et qu’une des condi-
tions suivantes soit satisfaite.

(a) Argmin p Ndom f est au plus un singleton.

(b) Ou bien Argmin ¢ C intdom f ou bien dom f* est ouvert et V f* est faiblement
séquentiellement continu, il existe g € F(f) telle que, pour tout n € N, g = f,,
et, pour tout y; € X et pour tout y, € X,

hn € w(xn)neN
Y2 € 22ﬂ("L‘n)neN = Y1 = Yo. (514)
((y1 — yo, Vfu(z)) )neN converge

Alors il existe T € Argmin ¢ tel que z,, — 7.
(iv) Supposons que f satisfasse la Condition 5.7 et que (Vz € intdom f) D/ (z,-) soit

coercive. De plus, supposons que liﬂDﬁrgmm gO(xn) = 0 et qu’il existe 5 € |0, +o0] tel

que (Vn € N) Bf = f.. Alors il existe T € Argmin o tel que x,, — 7.
Remarque 5.10 Dans le Théoreme 5.9, supposons que (Vn € N) f, = f, v, = 7, et
N, = 0. Alors on retrouve I'algorithme du point proximal avec des distances de Bregman
de [4] :

(Yne€N) x4 = prox%xn. (5.15)

Nous rappelons la notion suivante.

90



Définition 5.11 [4, Definition 3.1] Soit A un espace de Banach réel et soit f € I'y(&X)
Gateaux différentiable sur intdom f # @. Pour tout x € intdom f et pour tout y €
int dom f, posons

Hl(z,y)={2€ X | (z -y, Vf(z) - V[(y) <0} (5.16)

Alors

B(f) = {T: X — 2 ’ ran7 C dom7 = intdom f
et (V(z,y) € graT) FixT C Hf(:p,y)}. (5.17)
Enfin, nous proposons une méthode pour résoudre le probléeme d’admissibilité

convexe, i.e., le probleme de trouver un point dans l'intersection d’'une famille d’en-
sembles convexes fermés dans un espace de Banach réel réflexif.

Théoréme 5.12 Soit X’ un espace de Banach réel réflexif, soit I un ensemble totalement
ordonné au plus dénombrable, soit (C;);c; une famille de sous-ensembles convexes fermés
de X telle que C = (,c; C; # 9, soit f € I'((X) Gateaux différentiable sur int dom f, soit
(M )nen € C1(N), soit o € 10, +o00|, soient (f,)nen des fonctions de Legendre dans P, (f)
telles que

(Vn e N)  (L4m)fn = fri1- (5.18)
Soit i: N — [ telle que

(Vj e I)(3M; e N\{0})(Vn e N) je{i(n),...,i(n+ M; —1)}. (5.19)
Pour tout i € I, soit (1}, )nen une suite d’opérateurs tels que

(vn €N) T;, € B(f,), C;NFixT;, #2, et C;CFixT,. (5.20)
Soit xo € intdom f et posons

(VneN)  zp41 € Tin) nn. (5.21)

Supposons que f satisfasse la Condition 5.7 et que (Vz € intdom f) D’ (z,-) soit coercive.
Alors, il existe T € C' tel que les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Supposons qu’il existe g € F(f) telle que, pour tout n € N, g = f,, que, pour tout
y1 € X et pour tout iy, € X,

U1 € QH(Jjn>n€N Nnc
Y2 € w(xn)neN NncC = Y1 = Yo, (522)
((y1 =2, Viu(zn)) ), oy converge
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et que, pour toute suite strictement croissante (1, ),en dans N, pour tout © € X, et
pour tout j € 1,

xr, — X

n

T,
Yin € J’l"x’"o = zeC, (5.23)
Y, — L1, —

(Vn € N) j =i(l,)

De plus, supposons que 2(x,,)neny C intdom f. Alors x,, — .

(ii) Supposons que f soit de Legendre, que h_mDé(xn) =0, et qu'il existe 5 € |0, +oo[
tel que (Vn € N) 5f = f,. Alors x,, — 7.

Remarque 5.13

(i) Dans le Théoreme 5.12, supposons que (Vn € N) f, = f et n, = 0. Alors on
retrouve les résultats de [4, Section 4.2].

(ii) Dans le Théoreme 5.12, supposons que X soit hilbertien, que f = || - ||?/2, et que
(Vn € N) f, = (-,Uy,") /2, ot (U,)nen est une suite d’opérateurs auto-adjoints
dans B (X) tels que sup,,cy ||U,|| < +oo et

(Yne N)(Vz € X)  (x,Upx) > o|z||* et (1+n,) (z,Upz) > (x,Uy17).
(5.24)

Alors on retrouve la version sans erreurs de [9, Theorem 5.1] avec (Vn € N)
A = 1.

Le corollaire suivant est une application du Théoréme 5.12 a la méthode de projec-
tions périodiques avec des distances de Bregman variables.

Corollaire 5.14 Soit X un espace de Banach réel réflexif, soit m un entier strictement
positif, soit (C;)1<i<m une famille de sous-ensembles convexes fermés de X telle que C' =
Nie, C; # 2, soit f € I'o(X) Gdteaux différentiable sur int dom f telle que C'Nint dom f #
@, soit (1, )nen € L1 (N), soit a € |0, +00], et soient (f,)nen des fonctions de Legendre dans
Po(f) telles que

(VneN) Vi e {1,....m}) (L+n)fn = for1- (5.25)
Soit xq € intdom f et posons

(Vn e N) x4, = P Tn, (5.26)

Cl+rem(n,m)

ott rem(-,m) est le reste de la division par m. Supposons que f satisfasse la Condition 5.7,
et que (Vo € intdom f) D/ (z,-) soit coercive. Alors il existe T € C' tel que les propriétés
suivantes soient satisfaites :
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(i) Supposons qu’il existe g € F(f) telle que, pour tout n € N, g = f,, et que, pour
tout y; € X et pour tout y, € X,

n € mj('rn)nEN nc
Yo € W(xy)pen N C = Y1 =Y. (5.27)
({y1 — 2, Vfulzs)) )neN converge

De plus, supposons que 2J(z,)n,eny C intdom f. Alors z, — 7.

(i) Supposons que f soit de Legendre, que mDé(:cn) =0, et qu'il existe € |0, +o0|
tel que (Yn € N) gf »= f,. Alors z,, — 7.

5.2 Article en anglais

VARIABLE QUASI-BREGMAN MONOTONE SEQUENCES !

5.2.1 Introduction

The concept of Fejér monotonicity and its variants plays an important role in the
convergence analysis of many fixed point and optimization algorithms in Hilbert spaces
[1, 5,7, 8,11, 17]. A recent development in this area is the extension of the notion of
(quasi)-Fejér sequence to the case when the underlying metric is allowed to vary over
the iterations [9]. Since Fejér monotonicity is of limited use outside of Hilbert spaces, the
notion of Bregman monotonicity was introduced in [4] to provide a unifying framework
for the convergence analysis of various algorithms for solving nonlinear problems. The
main objective of the present paper is to unify the work of [9] on variable metric Fejér
sequences and that of [4] on Bregman monotone sequences by introducing the notion of
a variable quasi-Bregman monotone sequence and by investigating its asymptotic pro-
perties. We apply these results to a variable Bregman proximal point algorithm and to
convex feasibility problems in Banach spaces. Our paper revolves around the following
definitions.

Definition 5.15 [3, 4] Let X be a reflexive real Banach space, let X* be the topological
dual space of X, let (-, -) be the duality pairing between X’ and X*,let f: X — |—00, +0]
be a lower semicontinuous convex function that is Gateaux differentiable on int dom f #
@, let f*: X* — |—o00,4+00] : ¥ — sup,cr({x,2*) — f(x)) be conjugate of f, and let

of 1 X 2% o {a"eX* | (WeX) (y—z,2") + f(z) < fy)}, (5.28)

1. V. Q. Nguyen, Variable Quasi-Bregman monotone sequences, submitted.
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be Moreau subdifferential of f. The Bregman distance associated with f is
DI X x X — [0, +00)]
x) — —(z—y,V ., if y € intdom f; (5.29)
@.4) o {f( )= )= =y, VI@), ify f

~+00, otherwise.

In addition, f is a Legendre function if it is essentially smooth in the sense that 0f is both
locally bounded and single-valued on its domain, and essentially strictly convex in the
sense that 0f* is locally bounded on its domain and f is strictly convex on every convex
subset of domdf. Let p: X — |—o0, +oc| be a lower semicontinuous convex function
which is bounded from below and dom ¢ N int dom f # @. The D/-proximal operator of

pis
! ;
prox;,: intdom f — dom ¢ N intdom f

y — argmin ¢(z) + D' (z,y). (5.30)

reX

Let C be a closed convex subset of X such that C'Nint dom f # @. The Bregman projector
onto C induced by f is

P(’;: intdom f — C' Nintdom f

y +— argmin D’ (z, ), (5.31)
zeC
and the D/-distance to C' is the function
DL X = 0,4
© : | (5.32)

y — inf DY (C, y).

The paper is organized as follows. In Section 5.2.2, we introduce the notion of a
variable quasi-Bregman monotone sequence and investigate its asymptotic properties.
Basic results on D/-proximal operators are reviewed in Section 5.2.3. Applications to
a variable Bregman proximal point algorithm and to the convex feasibility problem are
considered in Section 5.2.4.

Notation and background. The norm of a Banach space is denoted by || - ||. The symbols
— and — represent respectively weak and strong convergence. The set of weak sequen-
tial cluster points of a sequence (z,).en is denoted by 2(x,),en. Let M: X — 2%,
The domain of M is domM = {z€ X | Mz # @}, the range of M is ranM =
{ye X| (32 € X)y e Mz}, thegraphof MisgraM = {(z,y) € X x X |y € Mz}, and
the set of fixed points of M is Fix M = {z € X | € Mz}. A function f: X — |—00, +00]
is coercive if lim g4 f(2) = +00. Denote by I'y(&X’) the class of all lower semiconti-
nuous convex functions f: X — ]—oo, +oo] such that dom f = {z € X | f(z) < 400} #
. Let f € T'y(X). The set of global minimizers of f is denoted by Argmin f. Finally,
(% (N) is the set of all summable sequences in [0, +oc].
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5.2.2 Variable Bregman monotonicity

Definition 5.16 Let X be a reflexive real Banach space and let f € ['((X') be Gateaux
differentiable on int dom f # @. Then

F(f) = {g € To(X) | g is Ghteaux differentiable on int dom g = intdom f}. (5.33)
Moreovey, if g; and g» are in F(f), then

91792 < (Vzedomf)(Vye€intdom f) D9 (x,y) = D%(x,y). (5.34)
For every a € [0, +o00], set

Po(f)={9€T(f) | 9= af}. (5.35)
Remark 5.17 In Definition 5.16, suppose that X is a Hilbert space and let « € |0, +o0].
Then the following hold :

(i) Suppose that f is Fréchet differentiable on X. Then || - ||*/2 € P,(f) if and only
if Vf is a~!-Lipschitz continuous.

(ii) Let 8(&X') be the space of self-adjoint bounded linear operators from X to X'. The
Loewner partial ordering on 8$(X) is defined by

(VU, € 8(X)(VU, € 8(X)) Ui =zUy, = (VxeX) (z,Uiz) > (z,Usz).
(5.36)

Set Po(X) = {U € 8(X)| U > ald}. Let U € 8(X) and V € §(X) be such that
V = aU. Suppose that f: x +— (z,Uzx) /2and g: = — (z,Vx) /2. Then g € P,(f).

Proof. (i) : First, since f is Fréchet differentiable, 0f = V[ [5, Proposition 17.26] and
hence, by [5, Corollary 16.24], (Vf)~' = (9f)' = df*. Now, we have
I-17/2 € Pa(f) & (Vo € X)(Vy € X) ||z —y|[*/2 > aD(z,y)
& (Vo e X)(Vy € X) [la —y[I*/(20) = f(2) = fy) — (& — 4, VI(y)
& (Vo e X)(Vy e X) f(z) < f(y) + (& -y Vi) +lz—yl*/(2q).
(5.37)

The assertion therefore follows by invoking [5, Theorem 18.15].
(ii) : We observe that f and g are Gateaux differentiable on X with Vf = U and
Vg = V. Consequently,
(Vo € X)(Vy € X) D(x,y) = (z,Va) /2= (y,Vy) /2= (z =y, Vy)
=(x—y,Voe—-Vy) /2
= an(:c, Y). (5.38)
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Example 5.18 Let X" be a reflexive real Banach space, let f € I'((X') be Gateaux diffe-
rentiable on intdom f # @, let a € [0, +00[, and let g € I'y(X') be Gateaux differentiable
on intdom g = intdom f. Suppose that and g — o f is convex (which means that g is
more convex than af in the terminology of J. J. Moreau [14]). Then g € P,(f).

Proof. Since [ and g are Gateaux differentiable on intdom f, h = g — «of is likewise.
Furthermore,

(Vz € dom f)(Vy € intdom f) DY(z,y) — aD’(z,y) = D"(z,y) > 0. (5.39)

The following definition brings together the notions of Bregman monotone se-
quences [4] and of variable metric Fejér monotone sequences [9].

Definition 5.19 Let X be a reflexive real Banach space, let f € I'y(X) be Gateaux dif-
ferentiable on int dom f # &, let (f,,)nen be in F(f), let (x,)nen € (intdom f)N, and let
C' C X be such that C Ndom f # @. Then (z,)pen is :

(i) quasi-Bregman monotone with respect to C relative to (f,,)nen if

(El(nn)neN € Ei(N))(\V/l’ edn dom f)(zl(gn)neN € Ei(N))(vn S N)
DIz x,0) < (1 +0,) D™ (2, 2,) + &, (5.40)

(ii) stationarily quasi-Bregman monotone with respect to C relative to (f,,)nen if

(3(en)nen € L (N)(FN)nen € €L (N))(Vz € C Ndom f)(Vn € N)
DIz x,0) < (1 +n,) D™ (2, 2,) + &, (5.41)

Remark 5.20

(i) In Definition 5.19, suppose that (Vn € N) f, = f and n, = ¢, = 0. Then we
recover the notion of a Bregman monotone sequence defined in [4].

(ii) In Definition 5.19, suppose that X is a Hilbert space, that f = || - ||*/2, and that
(Vn € N) f,: x — (x,U,x) /2, where (U,),en are operators in P,(X) for some
a € [0, +00[. Then we recover [9, Definition 2.1] with ¢ = | - |?/2.

Here are some basic properties of quasi-Bregman monotone sequences.

Proposition 5.21 Let X be a reflexive real Banach space, let f € T'((X') be Gateaux dif-
ferentiable on intdom f # @, let o € |0,+00[, let (fn)nen be in Pu(f), let (n)nen €
(int dom f)N, let C C X be such that C Nintdom f # &, and let x € C' N int dom f. Sup-
pose that (x,),en IS quasi-Bregman monotone with respect to C' relative to (f,)nen. Then
the following hold :

(i) (D' (z,2,))nen converges.
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(ii) Suppose that D’ (z,-) is coercive. Then (z,,),en is bounded.

Proof. (i) : Let us set (Vn € N) &, = D/(x, z,,). Since (z,,)nen is quasi-Bregman monotone
with respect to C' relative to (f,)nen, there exist (1,),en € 1 (N) and (g,,)nen € (4 (N)
such that

(Vn €N)  &uir < (1+170)n + en. (5.42)

It therefore follows from [16, Lemma 2.2.2] that (£,),cn converges, i.e., (D' (x, x,))nen
converges.

(ii) : Since (f,)nen is in P, (f), we deduce that
(Vn e N) D'(x,2,) <a'D™(z, x,). (5.43)

Therefore, since (i) implies that (D/"(z, z,,)),ey is bounded, (D7 (x, z,,))nen is bounded.
In turn, since D/ (z,-) is coercive, (1, ),cn is bounded. O

The following result concerns the weak convergence of quasi-Bregman monotone
sequences.

Proposition 5.22 Let X’ be a reflexive real Banach space, let f € T'q(X) be Gdteaux
differentiable on intdom f # @&, let (z,)nen € (intdom f)N, let C' C X be such that
C nintdom f # @, let (n,)nen € (2 (N), let a € |0, 400, and let (f,)nen in Po(f) be such
that (Yn € N) (1 +n,) fn = far1- Suppose that (z,).en 1S quasi-Bregman monotone with
respect to C' relative to (f,,)nen, that there exists g € F(f) such that foreveryn € N, g = f,,
and that, for every y; € X and every y, € X,

Y1 € mj('rn)neN N C
Yo € W(xn)nen N C = Y1 =Y. (5.44)
({y1 — 2, Vfulzn)) )neN converges

Moreover, suppose that (Vx € intdom f) D7(z,-) is coercive. Then (x,),cn converges
weakly to a point in C'Nintdom f if and only if W (x,,)neny € C' Nintdom f.

Proof. Necessity is clear. To show sufficiency, suppose that every weak sequential cluster
point of (z,,),en is in C'Nintdom f and let y; and y» be two such points. First, it follows
from Proposition 5.21(i) that

(DM(y1,20)), o and (D' (yz,2,)), ., are convergent. (5.45)
Next, let us define the following functions
¢: [0,1] = Rt = (1 — y2, Vg(yo + t(y1 — 12)) — V(1)) (5.46)

and

(VneN) ¢n: [0,1] = R:t = (g1 — yo, Vifu(yo + t(yr — y2)) — Vulya)).  (5.47)
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Then

[ o gt and en) [ o0t = 1) - ). 549
For every n € N, since (1 + n,) f, = fai1, for every ¢ € |0, 1]), we have

Grr1(t) = (y1 — Y2, Vi1 (2 + t(y1 — v2)) — Vfur1(12))
=t (ya + t(y1 — v2) — Yo, Va1 (y2 + t(y1 — 42)) — Vs1(y2))
= 71D (y2 + (s — y2),92) + D7 (Y2, 42 + Hyr — 12)))
< (L4 m)t (D (y2 + t(yr — 2), 12) + D (y2, 12 + £y — 112)))

= (L4 mu)t (Y2 + t(yr — y2) = y2, Vifulyz + 1y — 42)) — Vfuly2))
= (14 10) (1 — Y2, Viulyz + t(yr — 12)) = Vul2))
= (14 1) 1) (5:49)
Consequently,
(Vn e N)(Vt €10,1]) 0 < ¢pp1(t) < (1 +n,)0n(t). (5.50)

It is clear that (5.50) is valid for ¢ = 0 since in this case, all terms are equal to 0. In turn,
we deduce from [16, Lemma 2.2.2] that

(dn)nen converges pointwise. (5.51)

On the other hand, for every n € N, since g = f,, the same argument as above shows
that

(V€ [0,1]) 0< ¢nlt) < B(1). (5.52)

By invoking (5.51), (5.52), and Lebesgue’s dominated convergence theorem, we obtain

that
1
< / qbn(t)dt> converges, (5.53)
0 neN

which implies that

(fn(y1) - fn(y2)> converges. (5.54)
neN
We also observe that

(Vn € N) Df"(yla Tn) — Df"(y% zn) = fu(y1) — fuly2) — (y1 — y2, Vfu(zn)), (5.55)
and hence, it follows from (5.45) and (5.54) that

((v1 = y2, Vuln)) )neN converges. (5.56)

In turn, (5.44) forces y; = y». Since Proposition 5.21(ii) asserts that (z,),cn is bounded
and since X is reflexive, we conclude that z,, — y; € C Nintdom f. 0
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Example 5.23 Let X be a reflexive real Banach space, let f € ['((X’) be Gateaux diffe-
rentiable on intdom f # @, let (f,)nen be in F(f), let (z,)neny € (intdom )N, and let
C' C X. Suppose that C' Ndom f is a singleton. Then (5.44) is satisfied.

Proof. Since (x,)nen € (intdom f)N, W(x,),en C dom f, and therefore, W(x,),en N C is
at most a singleton. [

Example 5.24 Let X’ be a reflexive real Banach space, let f € I'y(X) be Gateaux dif-
ferentiable on intdom f # @, let (x,),eny € (intdom f)N) let C' C intdom f, and set
(Vn € N) f, = f. Suppose that f|incdom s is strictly convex and that V f is weakly sequen-
tially continuous. Then (5.44) is satisfied.

Proof. Suppose that y; € W (x,)neny N C and yo € W(z,)neny N C are such that
((y1 — yo2, V fu(zn))nen converges and y; # y». Take strictly increasing sequences (ky,)nen
and (l,)nen in N such that z;, — y; and z;, — y». Since Vf is weakly sequentially
continuous, by taking the limit in (5.44) along subsequences (zy, )neny and (x;, )nen, We
get

(Y1 =2, VI(y) = V() =0 (5.57)
Since f|intdom s i strictly convex, V f is strictly monotone [19, Theorem 2.4.4(ii)], i.e.,
<y1 — Y2, vf(yl) - Vf(y2)> > 07 (558)

and we reach a contradiction. [

Example 5.25 Let X be a real Hilbert space, let f = || - ||?/2, let C C X, let (x,),en be
a sequence in X, let « € 0, +o0], let U and (U, ),cn be self-adjoint linear operators from
X in & such that U, — U pointwise, and set (Vn € N) f,, = (-,U,-) /2. Suppose that
(-,U-) = al| - ||*. Then (5.44) is satisfied.

Proof. It is easy to see that, for every n € N, f, is Gateaux differentiable on X with
Vf. = U,. Suppose that y; € W(x,)ueny N C and yo, € W(x,)neny N C are such that
((y1 — y2, V fu(zn))nen converges. Take strictly increasing sequences (k,)nen and (1,,)nen
in N such that x;, — w; and x;, — .. We have

(1 — v, Vi (2h,)) = (v1 — 2, Upu i, ) = (Up vt — Up 2, T, ) = (Uys — Uy, 1),
(5.59)
and
(1 = 2, Vi, (21,)) = (g1 — v, U, ) = Uy — Uz, @1, ) = (Uyr — Uya, 12, (5.60)
and hence, 0 = (Uy; — Uyz, 41 — y2) = aly1 — y2||?, and therefore, y; = y,. [0

The following condition will be used subsequently (see [4, Examples 4.10, 5.11,
and 5.13] for special cases).
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Condition 5.26 [4, Condition 4.4] Let X’ be a reflexive real Banach space and let f €
I'g(X) be Gateaux differentiable on int dom f # @. For every bounded sequences (z,,)nen
and (Y, )nen in int dom f,

DY (zp,yn) =0 =  , —y, — 0. (5.61)

We now present a characterization of the strong convergence of stationarily quasi-
Bregman monotone sequences.

Proposition 5.27 Let X’ be a reflexive real Banach space, let f € T'y(X) be a Legendre
function, let o € 0, +o0|, let (fn)nen be in Po(f), let (2,)neny € (intdom f)N, and let
C' be a closed convex subset of X such that C' N intdom f # @. Suppose that (x,)nen 1S
stationarily quasi Bregman monotone with respect to C relative to (f,)nen, that f satisfies
Condition 5.26, and that (Vo € intdom f) D/(x,-) is coercive. In addition, suppose that
there exists § € ]0, +oo[ such that (Yn € N) 5f = f,. Then (z,)nen converges strongly to a
point in C'N dom f if and only if lim Dé(xn) = 0.

Proof. To show the necessity, suppose that z, — T € C Ndom f and take x € C'N
int dom f. Since Proposition 5.21(i) states that (D' (z, z,,))nen is bounded and since

(vn € N) D'(x,2,) < D™(z, x,), (5.62)
we deduce that (D/(z, z,,))nen is bounded. However, by [3, Lemma 7.3(vii)],
(Vn €N) D/ (Vf(zn),Vf(z)) = D! (z,2,). (5.63)

Therefore (DY (V f(z,), Vf()))nen is bounded. In turn, since D/ (-, V f(z)) is coercive
[3, Lemma 7.3(v)], we get (Vf(z,))nen is bounded and hence (z — z,,, Vf(z,)) — 0.
Since

(Vn € N)  DL(z,) = inf Df(C, z,)
< inf D/(C'ndom f, z,)
< DY (T, z,,)
= f(@) = f(@n) = (T — 20, V(2n)), (5.64)
we obtain
lim DL(v,) < f(7) — lim f(2,) — Um (T — 2,,, Vf(2,)) = f(T) — im f(2,).  (5.65)
Since f is lower semicontinuous,
f@) < lim f (@) < Tim f (@) (5.66)
Altogether, (5.65) and (5.66) yield
lim DL (z,,) — 0. (5.67)

100



We now show the sufficiency. First, since f is Legendre and C' N intdom f # @, (5.31)
yields

Pé: intdom f — C' Nintdom f. (5.68)
Next, we set

(VneN) g, =DL(z,) and ¢, = inf D'(z,z,). (5.69)

zeCndom f

Then lim g, = 0. For every n € N, since Sf = f, = af, we obtain

(Ve € Cndom f) 0<aD!(z,x,) <D™z x,) <BD(2,z,). (5.70)
In the above inequalities, after taking the infimum over € C' N dom f, we get

(VneN) 0<ag, <G < fBon (5.71)
and therefore,

0 < alimp, <lim(, < Slimg, = 0. (5.72)

On the other hand, since (z,),cn is stationarily quasi Bregman monotone with respect
to C' relative to (f,)nen, there exist (1,)nen € 2 (N) and (g,)nen € £ (N) such that

(Vz € Cndom f)(¥n € N) D"+ (2, 2,41) < (1 +n0,) D (2, 2,) + €. (5.73)
Taking the infimum in (5.73) over C' N dom f yields
(VneN) (G < (149G + €n- (5.74)

It therefore follows from [16, Lemma 2.2.2] that ((,),en converges, and thus, we deduce
from (5.72) that (,, — 0. Appealing to (5.71), we get o, — 0, i.e.,

D (Play,x,) — 0. (5.75)
Now let x € C' Nintdom f. Then = € Fix P(J; [4, Proposition 3.22(ii) (b)] and it follows
from Proposition 5.21(i) that (D/"(x, z,,))nen is bounded, and hence, (D’ (z,7,))nen iS
likewise. In turn, since [4, Proposition 3.3(i) and Theorem 3.34] yield

(vn € N) D (z, Plw,) < DY (2,2,), (5.76)

we deduce that (D/(z, PLz,))sen is bounded, and hence, since D/(z, -) is coercive, we
obtain that

(Péf:pn)neN € (intdom f)" is bounded. (5.77)

101



Therefore, since f satisfies Condition 5.26, it follows from (5.75) that

Plx, —x, — 0. (5.78)
Since (5.68) entails that

(Vn €N) Plz, € Cnintdom f = Fix P/, (5.79)
we obtain

(VneN) 0<do(z,) = ;Iel(fj |2 — 2 || < ||Phan — ]| (5.80)

Altogether, (5.78) and (5.80) imply that
de () — 0. (5.81)

Set 7 = [[,en(1 4 7). Then 7 < 400 [12, Theorem 3.7.3]. By invoking (5.79) and [4,

Proposition 3.3(i) and Theorem 3.34], we get
(vn € N)(Vm € N) D! (Plz,, Plamin) < DY (Plan, 2min)

a~ L DIm+n (Péxn, xm+n)

n+m—1
<ot DI (Play, x,) + Z 5k>

k=n

NN

< rta”t| BD! (Pg:cn, SL’n) + Z 8k>

k>n

— ra ! Bo, + ng> , (5.82)
k>n
After taking the limit as n — +o0o0 and m — +oo in (5.82), we obtain
D (PLayin, Plan) — 0, (5.83)
and thus (5.77) yield
Plyyn — Pla, — 0. (5.84)
However,

(Vn € N)(Vm € N) || 4n—2n| < ||xm+n_P(];xm+n”+HP(],:xm—f—n_P(iian+||P£$n_xn||-
(5.85)

After taking the limit as n — +o0 and m — +oo in (5.85) then using (5.78) and (5.84),
we get

|Tntm — xa|| — 0. (5.86)

Thus, (x,)nen is @ Cauchy sequence in X, and hence, there exists T € X such that z,, — 7.
By (5.81) and the continuity of d¢ [5, Example 1.47], we obtain d¢(Z) = 0 and, since C'
is closed, T € C'. Because (z,,),en is in int dom f, we conclude that ¥ € dom f. [
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Remark 5.28 In Proposition 5.27, suppose that X is a Hilbert space, that f = || - ||?/2,
and that (vn € N) f,: x — (z,U,z) /2, where (U,),en are operators in P, (X) such that
sup,.en |Un |l < +o0c. Then we recover [9, Theorem 3.4] with ¢ = | - |?/2.

5.2.3 Bregman distance-based proximity operators

Many algorithms in optimization in a real Hilbert space H are based on Moreau’s proxi-
mity operator [13] of a function ¢ € T'y(H)

prox,: H — H: x — argmin (o + || - —2[*/2). (5.87)

Because the quadratic term in (5.87) is difficult to manipulate in Banach spaces since its
gradient is nonlinear, alternative notions based on Bregman distances have been used
(see [4] and the references therein). This leads to the notion of D/-proximal operators.
In this section, we investigate some their basic properties.

Lemma 5.29 [4, Section 3] Let X be a reflexive real Banach space, let ¢ € I'y(X) be boun-
ded from below, and let f € T'y(X) be a Legendre function such that dom ¢Nint dom f # .
Then the following hold :

6)) prox£ is single-valued on its domain.
(ii) ranprox/, C dom prox/ = int dom f.
(iii) prox/ = (Vf+dp)t o V.
(iv) Fix prox/ = Argmin N intdom f.
(v) Let x € Argmin ¢ Nintdom f, let y € intdom f, and let v = proxgy. Then

Df(:c, v) + Df(v, y) < Df(a:, ). (5.88)
The following result in an extension of [5, Proposition 23.30].

Proposition 5.30 Let m be a strictly positive integer, let (X;)1<;<m be reflexive real Ba-

nach spaces, and let X be the vector product space XZLXZ- equipped with the norm
v = (2)1cicm = /Yoy |lzil|2 For every i € {1,...,m}, let v; € I'o(X;) be bounded
from below and let f; € T'y(X;) be a Legendre function such that dom ¢; Nint dom f; # @.
Set f: X — ]—o0,+00]:x — Y., fi(z;) and p: X — ]—o0,400] : x> > ().
Then

(vx e X intdom fi) prox/z = (prox/ z;) (5.89)

’ 1<i<m’
i=1

m
Proof. First, we observe that X'* is the vector product space Xi:1Xz‘* equipped with the
norm z* = (z})1<i<m > \/Dioy ||27]]?. Since, for every i € {1,...,m}, ¢, is bounded
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from below, so is . Next, we derive from the definition of f that dom f = ledom fi
and that

8fi X — QX*Z (xi)léiém — >< 8]‘;([[’2) (590)

=1
Thus, Jf is single-valued on

domdf = X domdf; = X intdom f; = int ( X dom fi> = int dom f. (5.91)
=1 i=1

=1

Likewise, since
7 X" = ]=00, 400l 1 ())iciem = ) f(7), (5.92)

we deduce that 0f* is single-valued on dom df* = int dom f*. Consequently, [3, Theo-
rems 5.4 and 5.6] assert that f is a Legendre function. In addition,

m m

dom ¢Nintdom f = ( X domgoi) N ( X int domfl-> = X (dom y;Nint dom f;) # @.
i=1 i=1 i=1
(5.93)

Now Lemma 5.29 asserts that proxg;: intdom f — dom ¢ Nint dom f. For the remainder
of the proof, let z € intdom f, set p = prox/z, and set ¢ = (prox/ z;)i<i<m. Since
Lemma 5.29(iii) yields V f(z) — Vf(p) € d¢(p), we deduce from (5.28) that

(Vzedomy) (z—p,Vf(x)—Vf(p))+ep) < plz). (5.94)
Setting z = ¢ in (5.94) yields

{g—p, VI(x) = V[p) +elp) < el (5.95)
For everyi € {1,...,m}, setq = proxﬁixi. The same characterization as in (5.94) yields

(Vie{l,...,m})(Vz; € dom ;) (zi — q;, Vfi(z:) — Vfila) +pi(a:) < pi(2). (5.96)

By summing these inequalities over i € {1,..., m}, we obtain

(Vz € domyp) (2 —¢q, Vf(z) = Vf(g) +¢(q) <o(z). (5.97)
Upon setting z = p in (5.97), we get

(p—q,Vf(x) = Vf(q) +elq) < op) (5.98)
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Adding (5.95) and (5.98) yields
(p—q,V[(p) —Vf(qg) <0. (5.99)

Suppose that p # ¢. Since f is essentially strictly convex, f is strictly convex on every
convex subset of dom df. In particular, since intdom f C domdf, flincdom s iS strictly
convex. Hence, by [19, Theorem 2.4.4(ii)], V f is strictly monotone, i.e.,

(p—a,Vf(p)—Vf(q) >0, (5.100)

and we reach a contradiction. Consequently, p = ¢ which proves the claim. [l

Let us note that, even in Euclidean spaces, it may be easier to evaluate proxg; than
Moreau’s usual proximity operator prox,,, which is based on f = || - ||?/2. We provide
illustrations of such instances in the standard Euclidean space R™.

Example 5.31 Let vy € |0, +o00[, let ¢ € T'4(R) be such that dom ¢ N ]0, +oo[ # &, and let
v be Boltzmann-Shannon entropy, i.e.,

Eng—¢, if £€]0,+oo[;
V: & — <0, if £=0; (5.101)
~+00, otherwise.

Set ¢: (&)icicm — Doy 0(&) and f: (&)icicm — Yopey ¥(&). Note that f is a Le-
gendre function [2, Theorem 5.12 and Example 6.5] and hence, Lemma 5.29 asserts
that dom prox/, = 10, +oo[™. Let (&)1<i<m € ]0,+00[™", set (1:)1<icm = Prox! (&) 1<i<m,
let W be the Lambert function [10], i.e., the inverse of £ — &ef on [0, +oof, and let
i€ {l,...,m}. Then », can be computed as follows.

(i) Let w € R and suppose that

Ing —wg, if §€]0,+o0];
P: & <0, if £€=0; (5.102)
+00, otherwise.

Then n; = ¢~ V/0FD,

(2

(ii) Let p € [1,4o0] and suppose that either ¢ = | - |?/p or
P 1 .
by {5 /p, i €€ 0,400 5.103)
+o00, otherwise.
Then
Wi~ 1)&“)) o
k , if pe]l, +oo[;
= ( v(p—1) p el tool (5.104)
Sie 7, if p=1.
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(iii) Let p € [1, 4+o0[ and suppose that

. §P/p, if £€]0,+o0[;
b:Em {+oo, otherwise. (5.105)
Then
W (y(p+ 1)6_”_1)) o
i = - . 5.106
! ( v(p+1) ( )
(iv) Let p € |0, 1[ and suppose that
& {+oo, otherwise. (5.107)
Then
S\ P
= W(y(1-p)§&) _ (5.108)
v(1 —p)

Example 5.32 Let ¢ € I'y(R) be such that dom¢ N ]0,1[ # & and let ¥} be Fermi-Dirac
entropy, i.e.,

EIné— (1)1 -¢), if £€]0,1[;
P: &< 0 if £€€{0,1}; (5.109)
+00, otherwise.
Set 1 (&)iciem = 2oin 6(&) and f: (§)icicm > 301, U(&). Note that f is a Le-
gendre function [2, Theorem 5.12 and Example 6.5] and hence, Lemma 5.29 asserts

that dom prox/, = ]0, 1[™. Let (&)1<i<m € ]0,1[", set (17:)1<icm = Prox/,(&)1<i<m, and let
i€ {l,...,m}. Then n, can be computed as follows.

(i) Let w € R and suppose that
g —wg, if §€]0,+oof;
¢: & <0, if £=0; (5.110)
~+00, otherwise.
Then 7; = e(2 — 2§) 7 (=& + /46 — 367).
(ii) Suppose that
b {1 if ¢=1; (5.111)
~+00, otherwise.

Thenr; = 1/2+&71/2 — /&2 /4 + 671 /2 - 3/4.
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Example 5.33 Let ¢ € I'4(R) be such that dom¢ N ]0,+o0[ # @ and let ¥ be Burg
entropy, i.e.,

19:5'_){—1115, if £ €10, +oo[; (5.112)

+oo,  otherwise.

Set ¢: (&)icicm = >y 0(&) and f: (&)i<icm — Yooy U(&). Note that f is a Le-
gendre function [2, Theorem 5.12 and Example 6.5] and hence, Lemma 5.29 asserts
that dom prox/ = |0, +oo[™. Let (&)i1<icm € |0, +00[™, set (m:)i1<icm = Prox/(&)i<icms
and leti € {1,...,m}. Then »; can be computed as follows.

(i) Let v € ]0, +oo[ and suppose that ¢ = v1. Then n; = (1 + 7)&;.

(i) Let (v, ) € [0, +oo[*, let w € R, and suppose that

b1 {—71I1§+w§+a§1, if £€]0,+o00; (5.113)

~+00, otherwise.

Then 7; = (2 4+ 2w&) ™ (v + 1)& + /(v + 126 + (1 + w&)).
(iii) Let (v,a) € [0,400[, let p € [1, +00], and suppose that

b€ {—7ln§+a§p, if £€]0,400]; (5.114)

+00, otherwise.
Then 7, is the strictly positive solution of paé;n* + p = (v + 1)&;.
(iv) Let a € [0, +o0, let p € [1, +o0], and suppose that

¢:§H{O‘§_p’ if £ €]0,+ool; (5.115)

+o00, otherwise.
Then 7, is the strictly positive solution of pnP™ — &nP = apé;.

Example 5.34 Let f: (&)i<i<m — ooy ¥(&), where ¢ is Hellinger-like function, i.e.,

19:5»—>{_\’1_€2’ if ¢ €[-11]; (5.116)

+00, otherwise,

let v € 10,400, and let ¢ = f. Note that f is a Legendre function [2, Theorem 5.12
and Example 6.5] and hence, Lemma 5.29 asserts that domprox/, = ]—1,1[". Let
(E)i<icm € ]-1,1[" and set (ni)icicm = Prox!,(&)icicm- Then (Vi € {1,...,m})
i =&/ (v + 1)+ (37 + 27 + 2)€7.
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5.2.4 Applications
5.2.4.1 Variable Bregman proximal point algorithm

The convex minimization problem, i.e., the problem of minimizing a convex function,
can be solved by proximal point algorithm (see [5, 9] for Hilbertian setting and [4] for
Banach space setting). In this section, we develop a proximal point algorithm which em-
ploys different Bregman distances at each iteration. This provides a unified framework
for existing proximal point algorithms.

Theorem 5.35 Let X' be a reflexive real Banach space, let ¢ € T'g(X), let f € [y(X)
be a Legendre function such that Argminy Nintdom f # &, let (n,)nen € (L(N), let
a € ]0,400], and let (f,)nen be Legendre functions in P, (f) such that

(VneN)  (1+n.)fn = fat1: (5.117)
Let xq € intdom f, let (7V,)nen € |0, +c>o[N be such that v = inf,cn 7y, > 0, and iterate
(Vn €N) @,y = prox!" z,. (5.118)

Then the following hold :

(1) (zn)nen is stationarily Bregman monotone with respect to Argmin ¢ relative to
(fn)neN-
(i) (z,)nen is @ minimizing sequence of .

(iii) Suppose that, for every x € intdom f, D/(x,-) is coercive, and that one of the
following holds :

(a) Argminp Ndom f is a singleton.

(b) Either Argmin ¢ C int dom f or dom f* is open and V f* is weakly sequentially
continuous, there exists g € F(f) such that, for every n € N, g = f,, and, for
every y; € X and every y, € X,

U S w(xn)neN
Yo € W(xp)nen = Yy =y (5.119)

((v1 = y2, Vful2n))), oy cOnverges

Then there exists T € Argmin ¢ such that x,, — T.

(iv) Suppose that that f satisfies Condition 5.26 and that (Vx € intdom f) D/(x,")

is coercive. Furthermore, assume that liﬂDj;gmm o(zn) = 0 and that there exists
B € 10, +oo| such that (Vn € N) f = f,. Then there exists T € Argmin ¢ such that
Ty — T.
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Proof. First, for every n € N, since @ # Argmin ¢ Nintdom f C domp Nintdom f =
dom ¢ Nint dom f,,, Lemma 5.29 asserts that

proxf;:@: int dom f,, — dom 0y N int dom f,, (5.120)

is well-defined and single-valued. Note that x, € int dom f. Suppose that z,, € int dom f
for some n € N. Then z,, € intdom f,, and hence, we deduce from (5.120) that z,,,; €
dom 0y Nintdom f,, C intdom f. By reasoning by induction, we conclude that

(Tp)nen € (int dom f)N is well-defined. (5.121)

(1) : We first derive from (5.118) and Lemma 5.29(iii) that
(VneN) Vi.(z,) — Vi(ni1) € 100 (Tni1)- (5.122)

Next, by invoking (5.28) and (5.122), we get

(Vx € dom pNdom f)(Vn € N) 7;1<x — Tpat1, Vn(z,) — an(xn+1)>+<p(xn+1) < ().
(5.123)

It therefore follows from [3, Proposition 2.3(ii)] that

(Vz € domyp ndom f)(VYn € N) 4, (D™ (2, 2041) + D™ (2011, 20) — DI (2,2,))
+(nt1) < p(z), (5.124)

and, in particular,
(Vo € Argmin pndom f)(Vn € N) D' (z,2,.1) < D™ (x,2,) — D™ (2,41, 2,). (5.125)
Since (5.117) yields
(Vo € Argminp Ndom f)(¥n € N) D+ (z,2,,1) < (1 +1,) D" (2, 2041), (5.126)

it follows from (5.125) that

(Vo € Argminp Ndom f)(Vn € N) D"+ (2, 2,,1) < (1 +n,) D" (2, 2,)
-1+ nn)Df”(:L’nH,xn). (5.127)

In particular,
(Vo € Argminp Ndom f)(Vn € N) D+ (2, 2,,1) < (1 +n,) D" (2, 2,). (5.128)

This shows that (x,),cn is stationarily Bregman monotone with respect to Argmin ¢
relative to (f,)nen.
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(ii) : Let z € Argmin ¢ Nint dom f. It follows from (i) and Proposition 5.21(i) that
(D (2,2,)),y converges (5.129)

and, since (5.127) yields

(Vn € N) Dfn<xn+1u zn) < (1+ TIn)Df"(anH, Tn)
< (14 n,)D™(z,2,) — DI (2, 20 14), (5.130)
we deduce that
DI (241, 1,) — 0. (5.131)

On the other hand, since (f,)nen is in P, (f), we obtain
(Vn € N) oD’ (2,41, 2,) < D (2h41, 1) (5.132)
Altogether, (5.131) and (5.132) yield
DY (x40, 2,) — 0. (5.133)
We also deduce from (5.124) that
(VR €N)  @(xn11) < 7 (DI (@0, pi1) + DI (241, 20)) +0(2011) < (7). (5.134)

This shows that (¢(x,)).en is decreasing, and hence, since it is bounded from below by
inf p(X), it converges. We now derive from (5.124) and (5.126) that

1 1
(Vn € N) 5 (1 g D\ (2,20 11) + DI (240, 2,) — Df”(%ﬂz)) + o(Tnt1)

< (1 DI ) + D (a,n,) = D m) +p(@n)
< ola). (5.135)

Hence, by using (5.129) and (5.131) after letting n — 400 in (5.135), we get
inf (X)) <limp(z,) < ¢(z) = inf p(X). (5.136)

In turn, ¢(z,) — inf p(X), i.e., (2, )nen is therefore a minimizing sequence of ¢.

(iii) : We show actually that 23(z,,),ey C Argmin . To this end, suppose that = €
W (x )nen, i-€., T, — x. Since p is lower semicontinuous and convex, it is weakly lower
semicontinuous [19, Theorem 2.2.1], and hence,

inf p(X) < () < lim p(xg,) = inf (X). (5.137)
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In turn, ¢(x) = inf p(X), i.e., x € Argmin ¢.

(iii)(a) : Since X is reflexive, we derive from (i) and Proposition 5.21(ii) that
W(x,)neny # . Let us fix T € W(x,)nen. Since (5.121) yields W(z,)peny C Argmin p N
dom f, we get 2W(z,, )nen = {T}. In turn, z,, — 7.

(iii) (b) : We shall show that 20(z,,),ey C intdom f. To this end, let 7 € 20(x,,)nen,
ie, rp, — 7T.If Argminy C intdom f then T € Argminy C intdom f. Now
suppose that dom f* is open and V f* is weakly sequentially continuous. Let = €
Argmin ¢ N intdom f. Then Vf(x) € intdom f* [3, Theorem 5.9] and it follows from
[3, Lemma 7.3(v)] that D/ (-, Vf(z)) is coercive. Since (D’ (z, x1,))nen is bounded and
since [3, Lemma 7.3(vii)] asserts that

(vn e N) DI (Vf(xy,),Vf(z)) =D (x, ), (5.138)

we deduce that (V f(z,))nen is bounded. Take 78 € X'* and a strictly increasing se-
quence (pi,)nen in N such that Vf(z, ) — 7*. Since [3, Lemma 7.3(ii)] states that
DY (-, V f(x)) is a proper lower semicontinuous convex function, we derive from (5.138)
that

D (z*,Vf(z)) <lim D" (Vf(xp, ), Vf(z)) < lim D' (z,z,, ) < +o0, (5.139)

which shows that 7 € dom f* = int dom f* and thus, by [3, Theorem 5.10], there exists
7, € intdom f such that T* = Vf(7;). Since V f* is weakly sequentially continuous, we
get

T, =V (Vf(z,,)) — V@) =7. (5.140)

In turn, T = 7; € intdom f. Finally, the claim follows from Proposition 5.22.

(iv) : Since ¢ € I'y(X), Argmin ¢ is convex and closed, and the assertion therefore
follows from Proposition 5.27. 0

Remark 5.36 In Theorem 5.35, suppose that (Vn € N) f, = f, v, =7, and n,, = 0. Then
(5.118) reduces to the Bregman proximal iterations [4]

(Vn € N)  x,1 = prox! m,. (5.141)

5.2.4.2 An application to the convex feasibility problem

In this section, we apply the asymptotic analysis of variable Bregman monotone se-
quences to study the convex feasibility problem, i.e., the generic problem of finding a
point in the intersection of a family of closed convex sets. We first recall the following
results.
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Lemma 5.37 [4, Definition 3.1 and Proposition 3.3] Let X’ be a reflexive real Banach
space, let f € T'y(X) be Gdteaux differentiable on int dom f # &, set

(V(z,y) € (intdom f)*)  H'(z,y) = {2 € X | (z =y, Vf(z) = V[(y)) <0}
= {2 € X | D/(z,y) + D(y,2) < D/(2,2)}
(5.142)

and

B(f) = {T: X —2% ’ ran7T C dom7 = intdom f

and (¥(z,y) € graT) FixT C Hf(x,y)}. (5.143)

Let T' € B(f) be such that FixT # @. Suppose that f|intdom IS Strictly convex. Then the
following hold :

(i) FixT is convex.
(i) (Vo € FixT)(V(y,v) € graT) D/ (x,v) + D' (v,) < D' (x,y).

The class of operators 9 includes types of fundamental operators in Bregman opti-
mization (see [4] for more discussions). We illustrate our result in Section 5.2.2 through
an application to the problem of finding a common point of a family of closed convex
subsets with nonempty intersection.

Theorem 5.38 Let X’ be a reflexive real Banach space, let I be a totally ordered at most
countable index set, let (C;);c; be a family of closed convex subsets of X such that C' =
Nic; Ci # 9, let [ € T'y(X) be Gdteaux differentiable on intdom f # @, let (1,)nen €
(1 (N), let o € ]0, +o0], and let (f,)nen be Legendre functions in P,(f) such that

(VneN) (14+n,)fn = fat1. (5.144)
Leti: N — I be such that

(Vj e IN(3M; e N\{0})(Vn e N) jed{i(n),...,i(n+M; —1)}. (5.145)
For every i € I, let (1} ,)nen be a sequence of operators such that

(vneN) T;, € B(f,), C;NFixT;, #a, and C;C FixTj,. (5.146)
Let xy € intdom f and iterate

(Vn e N) 11 € Tign)n®n. (5.147)

Suppose that f satisfies Condition 5.26 and that (Vx € intdom f) D/(x,-) is coercive. Then
there exists T € C such that the following hold :
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(i) Suppose that there exists g € F(f) that, for everyn € N, g = f,, and that, for every
y1 € X and every y; € X,

U1 € QH(Jjn>n€N Nnc
Y2 € w(xn)neN NncC = Y1 = Y2, (5148)
((y1 — vo, an(xn)»neN converges

and that, for every strictly increasing sequence (1,)nen in N, every x € X, and every
Jel,
x, — I

e
Y J’lnxlno = z€C; (5.149)
Y, — X, —

(Vn e N) j =i(l,)

In addition, assume that 23(z,,),eny C intdom f. Then x, — 7.

(ii) Suppose that f is Legendre, that lim Df,(z,) = 0, and that there exists (3 € |0, 4+o0]
such that (Yn € N) gf = f,. Then x,, — T.

Proof. For every n € N and every ¢ € I, we observe that ran7;,, C dom7;, =
intdom f,, = intdom f. Hence, it follows from (5.146) and (5.147) that (z,).en iS a
well-define sequence in int dom f. We now derive from (5.142), (5.146), and (5.147)
that

(Vz € Cndom f)(vn € N) D"(x,2,.1) + D" (2py1, 2,) < D™ (2, 2,).  (5.150)
Since (5.144) yields
(Vz € Cndom f)(vVn € N) D (2, 2,41) < (1 +n,) DI (2, 2041), (5.151)

we deduce that

(Vx € CNdom f)(Vn € N) Df"“(:p,xnﬂ) < (1+77n)Df" (x, :En)—(1+?7n)Df"(:pn+1, Tp).
(5.152)

In particular,
(Vz € Cndom f)(vn € N) D+ (2, 2,41) < (1 +n,) DI (2, 2,), (5.153)

which shows that (z,,),cy is stationarily Bregman monotone with respect to C' relative to
(fn)nen. In addition, we derive from (5.146) that (Vi € {1,...,m}) C;Nintdom f # @.
Hence, C' Nintdom f # .

(i) : In view of Proposition 5.22, it suffices to show that 23(z,,),ey € C' Nintdom f.
To this end, let T € (2, )nen, let (k,)nen be a strictly increasing sequence in N such
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that x;, — 7,letj € I, and let x € C Nintdom f. By (5.145), there exists a strictly
increasing sequence ([, ),cy in N such that

kjnglngkn+Mj_1<kn+1<ln+la

, (5.154)
j =i(ln)-

(Vn € N) {

Since D/(x,-) is coercive, it follows from Proposition 5.21 that (z,)cy is bounded and
(D?" (241, Tn))nen converges. In turn, since (5.152) yields

(Vn € N) Dfn(xn-i-lv r,) < (1+ %)Df"(%ﬂa Tn)
< (14 n,)D™(z,2,) — DI (2, 20 14), (5.155)

we deduce that

DI (241, 1,) — 0. (5.156)
However, since

(Vn € N) oD’ (2,41, 2,) < D (2h41, 1), (5.157)
it follows from (5.156) that

D (241, 1,) = 0 (5.158)
and hence, since f satisfies Condition 5.26,

Tni1 — Tp — 0. (5.159)

Altogether, (5.154) and (5.159) imply that

Fon+ M —2
ot =zl € 3 omin=anll < (6-1), o, i =zi] = 0, (5160
mM=~Kn
and therefore
T, — T. (5.161)

n

Now let (Vn € N) y,,, € T}, z;,,. We deduce from (5.154) and (5.159) that
Y, — x1, — 0. (5.162)

By invoking successively (5.149), (5.161), and (5.162), we get7 € C}, and hence, 7 € C.
Consequently, 20(x,,)neny € C' Nintdom f.

(ii) : Since C is closed, the assertion follows from Proposition 5.27. [

114



Remark 5.39

(i) In Theorem 5.38, suppose that (Vn € N) f,, = f and 7, = 0. Then we recover
the framework of [4, Section 4.2].

(ii) In Theorem 5.38, suppose that X is a Hilbert space, that f = || - [|?/2, and that
(Vn € N) f,: © — (x,U,x) /2, where (U,),en are operators in P,(X) such that
SUP,en ||Unl| < +00and (Vn € N) (14n,)U,, = U,41. Then we recover the version
of [9, Theorem 5.1(i) and (iii)] without errors and (Vn € N) A\, = 1.

Our last result concerns a periodic projection method that uses different Bregman
distances at each iteration.

Corollary 5.40 Let X be a reflexive real Banach space, let m be a strictly positive integer;
let (C;)1<i<m be a family of closed convex subsets of X such that C = (-, C; # &, let f €
['o(X) be Gdteaux differentiable on int dom f such that C' Nintdom f # &, let (1,)nen €
(% (N), let o € ]0, +o0], and let (f,)nen be Legendre functions in P, (f) such that

Let x( € intdom [ and iterate

(VneN) z,.4 =Pl T, (5.164)

Cl+rem (n,m)

where rem(-,m) is the remainder of the division by m. Suppose that f satisfies Condi-
tion 5.26 and that (Vx € intdom f) D’ (z,-) is coercive. Then there exists T € C such that
the following hold :

(i) Suppose that there exists g € F(f) such that, for every n € N, g = f,, and that, for
every y; € X and every y; € X,

Y1 € W(Tp)nen NC
Y2 € W(xy)nen NC = Y = Y. (5.165)
({1 = y2, Vful2n))), o cOnverges

In addition, suppose that 23(z,,),eny C intdom f. Then x, — .

(ii) Suppose that f is Legendre, that h_mDé(xn) = 0, and that there exists 3 € ]0, +o0]
such that (Vn € N) 5f = f,. Then x, — 7.

Proof. First, we see that the function i: N — {1,...,m}: n — 1+ rem(n,m) satisfies
(5.145), where (Vj € {1,...,m}) M; = m. Now set

(Vie{l,...,m})(¥neN) T,,=Pl. (5.166)
Then, by [4, Theorem 3.34], for every n € N and every i € {1,...,m}, we have

T, € B(f,) and C;Nndom fNFixT;, = C;Nintdom f D CNintdom f # @. (5.167)
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In addition, it follows from [4, Lemma 3.2] that

(vn e N)(Vi € {1,...,m}) Cindom f = C;Nintdom f = C; Nintdom f, = FixT;,,.
(5.168)

Therefore, (5.164) is a particular case of (5.147). We shall actually apply Proposi-
tion 5.38 with the family (C; N dom f)i<;<n-

(i) : Let us fix j € {1,...,m} and suppose that

x, — T, EJnl‘l" —x;, — 0, and (\V/TL € N) j = l(ln) (5.169)
Then C; > Péi”:cln = Tj1,71, — x, and hence, v € (; since C; is weakly closed [18,
Corollary 4.5]. Moreover, since (z,,)nen is in intdom f, x € dom f and hence z € C; N

dom f. This shows that (5.149) is satisfied. Consequently, the assertion follows from
Proposition 5.38(i).

(ii) : We have

(Vn € N) inf  D'(z,z,) < inf Df(z,x,) = DL(z,), (5.170)

zeCndom f zeCndom f

and hence, lim D 5. f(SCn) = 0. The claim therefore follows from Proposition 5.38(ii).
0
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Chapitre 6

Algorithme explicite-implicite avec des
distances de Bregman

Nous proposons un algorithme explicite-implicite basé sur des distances de Bregman
pour les problemes de minimisation convexe composite dans des espaces de Banach réel
réflexifs. La convergence est établie en utilisant la notion de suites quasi-monotones au
sens de Bregman étudiée dans le Chapitre 5. De nombreux exemples sont présentés, y
compris dans des espaces euclidiens, ou des algorithmes nouveaux sont obtenus. Des
applications numériques en traitement d'images sont proposées.

6.1 Description et résultats principaux

Nous considérons dans ce chapitre le probleme suivant.

Probleme 6.1 Soient X’ et ) des espaces de Banach réels réflexifs, soit p € I'y(X), soit
1 € T'y(Y) une fonction Gateaux différentiable sur intdom v # &, et soit L € B (X,))).
Le probleme est de

minirgiser o(x) + ¢(Lx). (6.1)
S
L’ensemble des solutions de (6.1) est noté 8.

Nos résultats sont basés sur les définitions suivantes.

Définition 6.2 [6] Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f € I'o(X) Gateaux
différentiable sur int dom f # @. La distance de Bregman associée a f est

D7 X x X — [0, +00]
(2.y) > {f(:c> — fly) = (x =y, Vf(y)), siyeintdom f; (6.2)

+00, sinon.
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Soit p € I'y(X). Alors I'opérateur f-proximal est
Prox/: X* — 2%

6.3
e {z e X | o)+ flz) — (z,2") =min (¢ + f — 2°)(X) < +o0}. (63)

De plus, f est de Legendre si elle est essentiellement lisse au sens ol Jf est a la fois
localement borné et univoque sur son domaine, et essentiellement strictement convexe au
sens ol Jf* est localement borné sur son domaine et f est strictement convexe sur les
sous-ensembles convexes de dom df. Soit C' un sous-ensemble convexe fermé de X tel
que C Nintdom f # @. Le D’-projecteur sur C est

P/,: intdom f — C N int dom f

y ~ argmin D’ (z, y), (6.4)
zeC
et la Df-distance a C est
DL x — o,
C [0, +o0] (6.5)

y — inf DY (C, y).

Nous rappelons la définition et la condition suivantes utilisées dans le Chapitre 2.

Définition 6.3 Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f € I'o(X) Gateaux
différentiable sur int dom f # @. Alors

F(f) ={g € Lo(X) ] g est Gateaux différentiable sur dom g = intdom f}.  (6.6)
De plus, si g; et g, appartiennent F(f), alors

G179 < (Vxedomf)(Vy €intdom f) D% (x,y) > D%(z,y). (6.7)
Pour tout « € [0, +oo[, posons

Puf)={9€F(f)]| 9= af}. (6.8)

Notation 6.4 Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f € I'y(X') Gateaux diffé-
rentiable sur int dom f # &. Alors

A

f: X = ]—00,+]
L { f(z), siz € intdom f; (6.9)

400, sinon.

Condition 6.5 [4, Condition 4.4] Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f €
[o(X) Gateaux différentiable sur intdom f # &. Pour toutes suites bornées (x,,),en €t
(Yn)nen dans int dom f,

DY (zp,yn) =0 = 2z, —yp, — 0. (6.10)
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Nous introduisons un algorithme explicite-implicite basé sur les distances de Breg-
man variables pour résoudre le Probleme 6.1.

Théoréme 6.6 Considérons le Probléme 6.1. Soit f € ['o(X) une fonction de Legendre
telle que S Nintdom f # @, L(intdom f) C intdom ¢, et f = [ o L pour un certain
B € 10,400l Soient (n,)nen € €1 (N), a € ]0,+00|, et (f,)nen des fonctions de Legendre
dans P, (f) telles que

Supposons que ou bien —L*(ran V) C dom ¢* ou bien (Vn € N) f, soit cofinie. Soient
e €10,a8/(af + 1)[ et (7,)nen une suite dans R telle que

(VneN) e<y, <af(l—c) et (14 1)% — Ynr1 < afn,. (6.12)
Soit =y € intdom f et posons
(Vn € N) @y =Prox!" (Vfu(zn) — 1LV (Lz,)). (6.13)

De plus, supposons que (Vx € intdom f) D7 (z, ) soit coercive. Alors (z,,),en est une suite
bornée dans intdom f et 2 (x,)neny C 8. De plus, il existe T € § tel que les propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i) Supposons que S N dom f soit un singleton. Alors x,, — T.

(ii) Supposons qu'il existe g € F(f) telle que, pour tout n € N, g = f,, et que, pour
tout y; € X et tout y, € X,

hn € w(xn)neN
Y2 € QB(:Un>n€N = Y1 = Ya. (614)
((y1 = y2, V() — %L*Vw(an»)neN converge

De plus, supposons qu’une des conditions suivantes soit satisfaite.
(a) 8 C intdom f.
(b) dom f* est ouvert et V f* est faiblement séquentiellement continu.
Alors xz,, — T.
(iii) Supposons que f satisfasse la Condition 6.5 et qu’une des conditions suivantes soit
vérifiée.
(a) ¢ est uniformément convexe en T.

(b) ¢ est uniformément convexe en LT et il existe x € |0, +oo[ tel que (Vz € X)
[ Lz]| = k|-

(©) h_ng(xn) = 0 et il existe ;1 € |0, +oo[ tel que (Vn € N) pf = fp.

Alors z,, — 7.
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Le théoréme suivant constitue la premiéere version de I'algorithme explicite-implicite
dans les espaces de Banach réels réflexifs.

Théoreme 6.7 Considérons le Probleme 6.1. Soit f une fonction de Legendre telle que
S Nintdom f # @, L(intdom f) C intdom ¢, et f = (¢ o L pour un certain § €
10, +00[. Supposons que ou bien f soit cofinie ou bien —L*(ran V) C dom ¢*, et que
(Vo € intdom f) DY(x,-) soit coercive. Soient ¢ € 10,8/(B+ 1), (Nu)nen € (L(N), et
(Vn)nen une suite dans R telle que

(vn € N) € g Tn g B(l - 5) et (1 + 77n)7n — Tn+1 g Bnn (615)
De plus, soit xy € intdom f et posons
(vn €N) @1 =Prox! (Vf(z,) — 1Ll V(Lz,)). (6.16)

Alors il existe T € 8 tel que les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) Supposons qu’une des conditions suivantes soit satisfaite.
(a) SNdom f est un singleton.
(b) Vf et Vi sont faiblement séquentiellement continus et 8§ C int dom f.
(c) dom f* estouvertet V f, V f*, et Vi) sont faiblement séquentiellement continus.
Alors z,, — T.

(ii) Supposons que f satisfasse la Condition 6.5 et qu’une des conditions suivantes soit
satisfaite.

(a) o est uniformément convexe en T.

(b) 1 est uniformément convexe en LT et il existe x € |0, +o0| tel que (Vx € X)
L] = &l

(@) lim D{(x,) = 0.
Alors z,, — 7.

Nous obtenons le corollaire suivant qui concerne les espaces de dimension finie.

Corollaire 6.8 Dans le Probléme 6.1, supposons que X et ) soient de dimension finie. Soit
f € T'o(X) une fonction de Legendre telle que SNint dom f # &, L(intdom f) C int dom 4/,
f = Py o L pour un certain 5 € ]0,4o00]|, et dom f* est ouvert. Supposons que ou bien
—L*(ran V¢)) C dom ¢* ou bien f soit cofinie. Soient € € 10, 3/(8 + 1)[, (N )nen € €1(N),
et (Yn)nen une suite dans R telle que

(VneN) e<y, <f(1—¢) et (1+1.)% — Yar1 < B (6.17)
De plus, soit xy € intdom f et posons
(vn €N) @1 =Prox! (Vf(zn) — 1Ll V(Lz,)). (6.18)

Alors il existe T € 8 tel que x,, — 7.
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Notre cadre permet de résoudre le probleme multivarié suivant.

Probleme 6.9 Soient m et p des entiers strictement positifs, soient (&X;)1<i<m et (Vi)1<k<p
des espaces de Banach réels réflexifs. Pour tout i € {1,...,m} et pour toutk € {1,...,p},
soit ¢; € I'o(X;), soit ¢ € T'g()y) Gateaux différentiable sur int dom v, # @, et soit
Lix € B (X, Vx). Le probleme est de

m p m
g, S+ X (S ) 619
L’ensemble des solutions de (6.19) est noté 8.

Proposition 6.10 Considérons le Probléme 6.9. Pour tout k € {1,...,p}, supposons qu’il
existe oy, € |0, +oo] tel que pxour tout (yx)1<i<m €t (Vik)1<i<m dans int dom ¢y, satisfaisant
ST v € intdom ¢y, et Y vy € intdom ¢y, on a

m

D¥» (Z Yiks Z Uz‘k) < oy Z DY* (Yir, vir)- (6.20)
=1 =1

=1

Pour tout i € {1,...,m}, soit f; € TI'o(X;) une fonction de Legendre telle que
(Vz; € intdom f;) DJi(x;,-) est coercive. Pour tout k € {1,...,p}, supposons que
>, Li(intdom f;) C intdom v, que pour tout i € {1,...,m}, il existe [ €
10, +o0[ tel que f; = Bty o Ly, et posons [ = minjc;<m B De plus, supposons
que 8 N leint dom f; # @ et que ou bien (Vi € {1,...,m}) f; soit cofinie ou bien
(Vi € {1,...,m}) ¢; soit cofinie. Soient € € |0,1/(1 4+ >4_, 0%8: ") [, (Mn)nen € C4(N), et
(Vn)nen une suite dans R telle que

1—¢ Tin

NP 531 - <
Zi:1 O-kﬁk_l et (1 + nn)f}/n Tn+l X i:1 O'kﬁk_l . (621)

(VneN) e< vy, <

m
De plus, soit (x;0)1<i<m € Xizlint dom f; et posons
pourn =20,1,...

{pourizl,...,m (6.22)
| Tin1 = PTOX&% (VSi(@in) — o >y L Vb ( > Lixjy))-

Alors il existe (T;)1<i<m € S tel que les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Supposons que 8N ledom fi soit un singleton. Alors (Vi € {1,...,m}) z;,, — ;.

(ii) Pour tout i € {1,...,m} et pour tout k € {1,...,p}, supposons que V f; et Vi),
soient faiblement séquentiellement continus, et qu'une des conditions suivantes soit
satisfaite.

(a) domp; C int dom f;.
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(b) dom f; est ouvert et V f} est faiblement séquentiellement continu.

Alors (Vi e {1,...,m}) z;, — 7.

Nous faisons des comparaisons avec les algorithmes existants pour résoudre le Pro-
bléme 6.1.

e Le cadre des espaces de Banach : les méthodes des Chapitres 2, 3, et 4 de la
thése demandent plus de calculs : il faut évaluer deux opérateurs proximaux, des
opérateurs linéaires L et L*, la projection sur le demi-espace affine et le calcul
de @/, alors que I'algorithme explicite-implicite (6.16) demande les calculs d’un
seul opérateur proximal, des opérateurs linéaires L et L*, et des gradients de f
et .

e Le cadre d’espaces euclidiens :

e La méthode explicite-implicite classique n’est pas applicable si ¢ n’est pas a
valeurs rélles, ou Vi n’est pas lipschitzien. De plus, 'opérateur proximal au
sens de Bregman peut étre plus facile a évaluer.

e L’algorithme de Douglas-Rachford n’est pas applicable puisqu’on ne sait pas
calculer prox,,; en général.

e Avec I'algorithme monotone+antisymétrique de [12] :

L’algorithme (6.16) L’algorithme de [12]

pourn =0,1,...
Vin = Tn — MLy,
,U;,n =y, + YLy,

pourn =0,1,... DP1n = PrOX, ,Uin
Yy = Vf(@n) = L Vi(Lay,) P5, = PIOX, U5,
Tpt1 = Proxgwy;. in = Pin — ’VnL*pg,n

* ok
QQ,n - pQ,n + ’Yanl,n
Tn+1 = Tp — U1n + di.n

* % * *
| Ynt1 = Yn — U2,n + Q2,n'

Bilan : Bilan :
e Il faut évaluer un opérateur proxi- | e I faut évaluer deux opérateurs
mal, deux gradients et une fois les | proximaux et deux fois les opérateurs

opérateurs linéaires L et L*. linéaires L et L*.
e Peu de stockage en mémoire : une | e Stockage en mémoire important : 8
seule variable a stocker. variables a stocker.
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6.2 Article en anglais

FORWARD-BACKWARD SPLITTING WITH BREGMAN DISTANCES !

6.2.1 Introduction

We consider the following composite convex minimization problem.

Problem 6.11 Let X and ) be reflexive real Banach spaces, let ¢ € I'o(X), let v € ['y())
be Gateaux differentiable on intdom v # &, and let L: X — ) be a bounded linear
operator. The problem is to

minimize ¢(z)+ ¢ (Lz). (6.23)

zeX

The set of solutions to (6.23) is denoted by 8.

A particular instance of (6.23) is when ¢ = D9(-,r), where g € I'y()) is Gateaux
differentiable on intdomg > r, i.e.,

mir;iergize o(x) + DI(Lx,r). (6.24)
This model provides a framework for many problems arising in applied mathematics.
For instance, when X and ) are Euclidean spaces and ¢ is Boltzmann-Shannon entropy,
it captures many problems in information theory and signal recovery [10]. Besides, the
nearness matrix problem [21] and the log-determinant minimization problem [15] can
be also regarded as special cases of (6.24).

An objective is constructing effective splitting methods, i.e, the methods that acti-
vate each function in the model separately, to solve Problem 6.11 (see [19] for more
discussions). It was shown in [19] that if X and ) are Hilbert spaces and if ) possess
a 3~1-Lipschitz continuous gradient for some 3 € |0, +oc[, then Problem 6.11 can be
solved by the standard forward-backward algorithm

(Vn €N) 24 = prox, (o, — 1 L*(VY(Lay))), where 0<~, <28. (6.25)

Here, (prox, ,).en are the Moreau proximity operators [25]. However, many problems
in applications do not conform to these hypotheses, for example when X and ) are
Euclidean spaces and v is Boltzmann-Shannon entropy. This type of functions appears
in many problems in image and signal processing, in statistics, and in machine lear-
ning [2, 14, 15, 22, 23, 24]. Another difficulty in the implementation of (6.25) is that
the operators (prox,, ,).cy are not always easy to evaluate. The objective of the present

1. V. Q. Nguyen, Forward-backward splitting with Bregman distances, submitted.
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paper is to propose a version of the forward-backward splitting algorithm to solve Pro-
blem 6.11, which is so far limited to Hilbert spaces, in the general framework of reflexive
real Banach spaces. This algorithm, which employs Bregman distance-based proximity
operators, provides new algorithms in the framework of Euclidean spaces, which are, in
some instances, more favorable than the standard forward-backward splitting algorithm.
This framework can be applied in the case when ¢ is not everywhere differentiable and
in some instances, it requires less efforts in the computation of proximity operators than
the classical framework. This paper revolves around the following definitions.

Definition 6.12 [5, 6] Let X be a reflexive real Banach space, let X* be the topological
dual space of X, let (-, -) be the duality pairing between X and X*,let f: X — |—00, +<]
be a lower semicontinuous convex function that is Gateaux differentiable on int dom f #
@, let f*: X* — ]—00,400| : "+ sup,cr((x,2*) — f(x)) be conjugate of f, and let

Of : X = 2% o {a" e X

(Vy € X) (y —a.2") + f(2) < f()}, (6.26)
be the Moreau subdifferential of f. The Bregman distance associated with f is
DI X x X — [0, +00)]
x) — —{(z—y,V ., if y ¢ intdom f; (6.27)
@.4) o {f( )= )~ (&= 9. VI), if y /

~+00, otherwise.

In addition, f is a Legendre function if it is essentially smooth in the sense that df is both
locally bounded and single-valued on its domain, and essentially strictly convex in the
sense that 0f* is locally bounded on its domain and f is strictly convex on every convex
subset of dom df. Let C be a closed convex subset of X such that C' Nintdom f # @.
The Bregman projector onto C' induced by f is

P/ intdom f — C Nint dom f

y — argmin D’ (z, ), (6.28)
zeC
and the D/-distance to C' is the function
DL x = 0,+
c 0, +o0] (6.29)

y > inf DY (C, y).

The paper is organized as follows. In Section 6.2.2, we provide some preliminary
results. We present the forward-backward splitting algorithm in reflexive Banach spaces
in Section 6.2.3. Section 6.2.4 is devoted to an application of our result to multivariate
minimization problem together with examples.

Notation and background. The norm of a Banach space is denoted by | - ||. The
symbols — and — represent respectively weak and strong convergence. The set of
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weak sequential cluster points of a sequence (x,),cy iS denoted by 20(z,).en. Let
M: X — 2% . The domain of M is domM = {z € X | Mz # @} and the range
of M is ranM = {2 € X* | (3z € X)z* € Mxz}. Let f: X — ]—o0,+00]. Then f
is cofinite if dom f* = X, is coercive if lim,|_400 f(2) = 400, is supercoercive if
limyg| 400 f(@)/]|2]| = +o0, and is uniformly convex at € dom f if there exists an
increasing function ¢: [0, +o00[ — [0, +oc] that vanishes only at 0 such that

(Vy € dom f)(Va €0, 1) flaz+(1—-a)y)+a(l—a)é(lz—yl|) < af(z)+(1-a)f(y).
(6.30)

Denote by I'g(X') the class of all lower semicontinuous convex functions f: X —
]—00, +00] such that dom f = {z € X | f(z) < 400} # @. Let f € T'y(X). The set of
global minimizers of f is denoted by Argmin f. Finally, ¢ (N) is the set of all summable
sequences in [0, +oo.

6.2.2 Preminarily results

First, we recall the following definitions and results.

Definition 6.13 [26] Let X be a reflexive real Banach space and let f € I'((X) be
Gateaux differentiable on int dom f # &. Then

F(f) = {g € To(X) | g is Ghteaux differentiable on int dom g = intdom f}. (6.31)
Moreovey, if g; and g» are in F(f), then

g1%=g2 < (Vzedomf)(Vy €intdom f) D9 (z,y) > D%(x,y). (6.32)
For every a € [0, +o00], set

Pu(f)={9€T(f)]| 9= af} (6.33)

Definition 6.14 [26] Let X be a reflexive real Banach space, let f € I'o(X') be Gateaux
differentiable on int dom f # &, let (f,)nen be in F(f), let (x,)nen € (int dom f)N, and
let C' C X be such that C Ndom f # @. Then (z,,),en iS :

(i) quasi-Bregman monotone with respect to C' relative to (f,,)nen if

(El(nn)nEN S f}i_(N))(VZL’ eCn dom f)(zl(en)neN € E}F(N))(VTL € N)
DItz x,0) < (14 0,) D™ (2, 2,) + &5 (6.34)

(ii) stationarily quasi-Bregman monotone with respect to C relative to (f,),en if

(3(en)nen € L2 (N)(F(n)nen € €1 (N)) (Vo € CNdom f)(Vn € N)
DI+ (2, 2040) < (1 +n9) DI (2, 2,) +€,. (6.35)
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Condition 6.15 [6, Condition 4.4] Let X’ be a reflexive real Banach space and let f €
I'g(X) be Gateaux differentiable on int dom f # @. For every bounded sequences (z,,)nen
and (Y, )nen in int dom f,

DY (zp,yn) =0 =  , —y, — 0. (6.36)

Proposition 6.16 [26] Let X be a reflexive real Banach space, let f € T'o(X') be Gdteaux
differentiable on intdom f # @, let o € ]0,+00], let (f,)nen be in Po(f), let (x,)nen €
(intdom f)N, let C C X be such that C Nintdom f # @, and let x € C N intdom f.
Suppose that (z,)nen 1S quasi-Bregman monotone with respect to C relative to (f,)nen-
Then the following hold.

(i) (D'*(x,z,))nen converges.
(ii) Suppose that D’ (z,-) is coercive. Then (x,,)nen is bounded.

Proposition 6.17 [26] Let X be a reflexive real Banach space, let f € T'o(X') be Gdteaux
differentiable on intdom f # @&, let (z,)nen € (intdom f)N, let C' C X be such that
C nintdom f # &, let (n,)nen € 2 (N), let o € )0, +00[, and let (f,)nen in Po(f) be such
that (Yn € N) (1 + n,)fn = far1- Suppose that (z,).en is quasi-Bregman monotone with
respect to C' relative to (f,,)nen, that there exists g € F(f) such that foreveryn € N, g = f,,
and that, for every y; € X and every y, € X,

Y1 S m(xTL)nEN Nnc
Y2 € m(xn>n€N nc = Y1 = Ya. (637)
((vr = 92, Vful2n))), oy cOmVerges

Moreover, suppose that (Vox € intdom f) D/(z,-) is coercive. Then (,)n,en converges
weakly to a point in C' N intdom f if and only if W(x,,)neny C C Nintdom f.

Proposition 6.18 [26] Let X be a reflexive real Banach space, let f € I'y(X') be a Legendre
function, let a € |0, +oo|, let (f,)nen be in Po(f), let (z,)nen € (intdom )N, and let C
be a closed convex subset of X such that C' N intdom f # @. Suppose that (x,)nen IS
stationarily quasi-Bregman monotone with respect to C' relative to ( f,,)nen, that f satisfies
Condition 6.15, and that (Vx € intdom f) D/(x,-) is coercive. In addition, suppose that
there exists § € ]0, +oo[ such that (Yn € N) 5f = f,. Then (z,)nen converges strongly to a
point in C' N dom f if and only if lim Dé(:cn) =0.

We discuss some basic properties of a type of Bregman distance-based proximity
operators in the following proposition.

Proposition 6.19 Let X’ be a reflexive real Banach space, let f € T'y(X) be Gateaux diffe-
rentiable on intdom f # @, let ¢ € T'o(X), and let

Proxé: X — 2%

6.38
= {reX ‘ () + f(x) = (z,2*) =min (p + f —2™)(X) < +o0} ( )

be f-proximity operator of . Then the following hold.
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(i) ranProx/, C dom f N dom ¢ and Prox/, = (O(f + ¢))~".

(i) Suppose that dom ¢ Nintdom f # @ and that domdf N domdy C intdom f.
Then the following hold.

(a) ranProx/, C intdom f and Prox/, = (Vf + d¢)~".
(b) int(dom f* + dom ¢*) C dom Prox/,
(c) Suppose that f|intdom s is Strictly convex. Then Prox£ is single-valued on its do-
main.
Proof. Let us fix z* € X* and define f,«: X — ]—o00,+o0] : x — f(z) — (z,z*) + f*(x*).
Then dom f,- = dom f and ¢ + f,« € I'q(X). Moreover, O(¢ + f.«) = (¢ + f) — z™*.

(i) : By definition, ran Prox£ C dom f Ndom ¢. Suppose that dom f Ndom ¢ # @
and let z € dom f N dom ¢. Then

z € Prox/z* & 0 € (¢ + fur)(2)
S0e€d(e+ flz) —2"
&zt edle+ f)l(x)
sze(@p+ ) (@) (6.39)

(ii) : Suppose that z* € int(dom f* + dom ¢*). Since dom ¢ N intdom f # &, it
follows from [1, Theorem 1.1] and [29, Theorem 2.1.3(ix)] that

z* € int (dom f* + dom ¢*) = intdom (f + ¢)". (6.40)

(i) (a) : Since domy Nintdom f # @, d(¢ + f) = dp + df by [1, Corollary 2.1],
and hence (i) yields

ranProx/, = dom 0(f +¢) = dom (9 4+ d¢) = domdf Ndom dp C intdom f. (6.41)

In turn, ran Prox£ C dom ¢ Nintdom f. We now prove that Proxff, = (Vf + 0p)~'. Note
that dom (Vf+0y) C dompNintdom f. Let x € dom pNintdom f. Then O(f +¢)(z) =
Of (z) + 0p(x) = V f(z) + 0p(x) and therefore,

x € Proxéx* St cd(f+yp)(z)=Vf(x)+0p(r) < xc (VF+0op) (z¥). (6.42)
(ii) (b) : We derive from (6.40) and [5, Fact 3.1] that ¢ + f,- is coercive. Hence, by
[29, Theorem 2.5.1], ¢ + f,+ admits at least one minimizer, i.e., x* € dom Proxé.

(ii) (c) : Since f|intdom f is strictly convex, so is (¢ + fu+)|intdom  and thus, in view of
(i) (b), ¢ + f,+ admits a unique minimizer on int dom f. However, since

Argmin (¢ + f,+) = ran ProxfJ C intdom f, (6.43)

it follows that ¢ + f,~ admits a unique minimizer and that Proxé is therefore single-
valued. U

129



Proposition 6.20 Let m be a strictly positive integer, let (X;)1<i<m be reflexive real Ba-
nach spaces, and let X be the vector product space Xizlé\fi equipped with the norm

T = (Ti)i<icm — /Doy |xil|? For every i € {1,...,m}, let f; € T'o(X;) be a Le-
gendre function and let p; € ['o(X;) be such that dom¢; Nintdom f; # @. Set f: X —
|—o00,+o0] rx = Y fi(z) and p: X — |—o0, +00] : = >0 @ilx;). Then

(vx* = (27)1<i<cm € X:ilint (dom f+dom gpj)) Prox/z* = (Prox/ 7 . (6.44)

i)lgigm

m
Proof. First, we observe that X'* is the vector product space Xilei* equipped with the
norm z* = (2)1<icm — /iy ||25||?. Next, we derive from the definition of f that
m
dom f = X _ dom f; and that

=1

Thus, 0f is single-valued on

domdf = X domdf; = X intdom f; = int ( X dom fi> — int dom f. (6.46)

=1 1=1 =1

Likewise, since

oo X = =00, +00] : (2})1<icm = Y [ (x}), (6.47)
we deduce that 0f* is single-valued on dom df* = int dom f*. Consequently, [5, Theo-
rems 5.4 and 5.6] assert that

f is a Legendre function. (6.48)

In addition,

m

dom ¢Nint dom f = ( X domgpi) N ( X int dom fi> = X (dom y;Nint dom f;) # @.
=1 =1 =1
(6.49)

Hence, Proposition 6.19(ii) (b)&(ii) (c) assert that int (dom f* + dom ¢*) C dom Prox£
and Prox/, is single-valued on its domain. Now set z = Prox/z* and ¢ = (Prox/; 2} )1<i<m-
We derive from Proposition 6.19(ii) (a) that

x = Proxix* o= (Vf+0p) (z%) & 1" — Vf(r) € dp(x). (6.50)
Consequently, by invoking (6.26), we get
(Vz edomy) (z—=z,a" = Vf(z))+ o(z) < p(2). (6.51)
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Upon setting z = ¢ in (6.51), we obtain
(g—z,2" = Vf(2)) + o(x) < ¢(q)- (6.52)

For every i € {1,...,m}, letus setq; = Proxgix;‘. The same characterization as in (6.51)
yields

By summing these inequalities over i € {1,...,m}, we obtain

(Vzedome) (z—q,2° =V [(q))+¢(q) < ¢(z). (6.54)

Upon setting z = = in (6.54), we get

(x —q,Vf(x) = V@) +ela) < o). (6.55)

Adding (6.52) and (6.55) yields

(x—q,Vf(x)—Vf(g) <0. (6.56)

Now suppose that © # ¢. Since flincdom s 1S strictly convex, it follows from [29, Theo-
rem 2.4.4(ii)] that Vf is strictly monotone, i.e.,

(x—q,Vf(x)—Vflg) >0, (6.57)

and we reach a contradiction.

In Hilbert spaces, the operator defined in (6.38) reduces to the Moreau’s usual
proximity operator prox, [25] if f = | - ||*/2. We provide illustrations of instances in the

standard Euclidean space R™ in which Proxf; is easier to evaluate than prox,.

Example 6.21 Let v € |0, +00], let ¢ € I'4(R) be such that dom ¢ N0, +oo[ # &, and let
v be Boltzmann-Shannon entropy, i.e.,

Eng—¢, if £€]0,+oo[;
V: € <0, if £=0; (6.58)
~+00, otherwise.

Set : (&)i<icm > Doy @(&) and f: (&)i<icm — Diey ¥(&). Note that f is a supercoer-
cive Legendre function [4, Sections 5 and 6], and hence, Proposition 6.19(ii) (b) asserts
that dom Prox/, = R™. Let (&)1<i<m € R™, set (1;)1<icm = Prox/,,(&)1<i<m, let W be the
Lambert function [20], i.e., the inverse of ¢ — £ef on [0, +oo|, and let i € {1,...,m}.
Then 7; can be computed as follows.
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(i) Let w € R and suppose that

Ené —wé, if € €]0,+ool;
b &40, if ¢€=0;
~+00, otherwise.
Then N = el&itw—1)/(v+1)
(ii) Let p € [1, 400 and suppose that either ¢ = | - |P/p or
P/p, if €€ [0, +o0l;
¢:@%{§hﬂ §el [

+o00, otherwise.

Then

, if p €1, 4oo;
e, if p=1.
(iii) Let p € [1,4o0[ and suppose that

bins {&‘p/p, if £ €]0,+oo;

+o00,  otherwise.

Then

(W(p + 1e-rDE) b1
”Z‘( W+ 1) ) |

(iv) Let p € |0, 1[ and suppose that

b s {—ép/p, if ¢ € [0, +oo;

~+00, otherwise.
Then
W(f)/(l — p)e(p_l)gi) E
n; = .
(1 —p)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)

Example 6.22 Let ¢ € I'y(R) be such that dom¢ N ]0,1[ # & and let ¥ be Fermi-Dirac

entropy, i.e.,

Ing—(1-&n(1-¢), if £€]0,1[;
P:E— <0 if £€{0,1};
+00, otherwise.
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Set p: (&)icicm — 2o 0(&) and f: (&)i<icm — 2oioq U(&). Note that f is a cofi-
nite Legendre function [4, Sections 5 and 6], and hence Proposition 6.19(ii)(b) as-
serts that domProx/, = R™. Let (&)1<icm € R™, set (1;)1<icm = Prox’(&)i<icm, and
let: € {1,...,m}. Then 1; can be computed as follows.

(i) Let w € R and suppose that

Ing —wg, if §€]0,+o0];
¢: &0, if £=0; (6.67)
+00, otherwise.

Then 7; = —e&t9™1/2 4 | /e2(Eitw=1) /4 4 efitw-1,
(i) Suppose that
(1-6)In(l—¢)+¢, if € €]—o0,1[;
P89l if &=1; (6.68)

~+00, otherwise.
Thenn; =1+e % /2 — /e & +e % /4,

Example 6.23 Let f: (&)i<icm — oo ¥(&), where ¢ is Hellinger-like function, i.e.,

bt {—\/1 —&, if £e[-1,1]; 6.69)

~+00, otherwise,

let v € ]0, +00[, and let ¢ = f. Since f is a cofinite Legendre function [4, Sections 5 and
6], Proposition 6.19(ii)(b) asserts that dom Proxf;w = R™. Let (&)1<i<m € R™, and set

(i) 1<i<m = Prox! (&)1<icm- Then (Vi € {1,...,m}) n; = &/+/ (v +1)% + €2

Example 6.24 Let v € |0, +00], let ¢ € I'4(R) be such that dom ¢ N |0, +oo[ # &, and let
Y be Burg entropy, i.e.,

. (6.70)
+oo,  otherwise.

by {—mg, if £ €10, +o0[;

Set p: (&)rcicm = 200 ¢(&) and [ (&)1<icm = D20, 9(&), let (§)1<icm € R™, and set
(Mi)1<i<cm = Proxi(&)KKm. Leti € {1,...,m}. Then 7, can be computed as follows.

(i) Suppose that ¢ =9 and &; € |—00,0]. Then 1, = —(1 + ) 7&,.
(ii) Suppose that ¢: & — al¢| and &; € |—o0,val]. Then n; = (ya — &)L

The following result will be used subsequently.
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Lemma 6.25 Let X be a reflexive real Banach space, let f € I'y(X) be a Legendre function,
let x € intdom f, and let (x,)nen € (int dom f)N. Suppose that (D7 (z, z,,))nen is bounded,
that dom f* is open, and that V f* is weakly sequentially continuous. Then 2(x,)nen C
int dom f.

Proof. [26, Proof of Theorem 4.1].0

6.2.3 Forward-backward splitting in Banach spaces

The first result in this section is a version of the forward-backward splitting algorithm in
reflexive real Banach spaces which employs different Bregman distance-based proximity
operators over the iterations.

Theorem 6.26 Consider the setting of Problem 6.11 and let f € I'o(X) be a Legendre
function such that SNintdom f # &, L(intdom f) C intdom ¢, and f = v o L for some
B €10, +ool. Let (n,)nen € L4 (N), let o € ]0, +o0], and let (f,,)nen be Legendre functions in
Po(f) such that

(Yn € N) (1 4n,)fn = fos1: (6.71)

Suppose that either —L*(ranVi) C domy* or (Yn € N) f, is cofinite. Let ¢ €
10,a8/(af + 1) and let (7,)nen be a sequence in R such that

(VneN) e<y,<af(l—¢) and (14 10.)V — Yor1 < afBn,. (6.72)
Furthermore, let xy € int dom f and iterate
(vn €N) @1 =Prox!" (Vfu(zn) — 1LV (Lz,)). (6.73)

Suppose in addition that (Vo € intdom f) D/(x,-) is coercive. Then (z,,)nen is a bounded
sequence in intdom f and W (x,),en C 8. Moreover, there exists T € § such that the
following hold.

(i) Suppose that S "dom f is a singleton. Then x,, — T.

(ii) Suppose that there exists g € F(f) such that for every n € N, g = f,, and that, for
every y; € X and every y, € X,

Y1 € w(xn)neN
Y2 € w(xn)neN = Y1 = Ya. (674)

((y1 = y2, Viulan) = LV (Lay))) ., converges

In addition, suppose that one of the following holds.
(a) 8 C intdom f.
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(b) dom f* is open and V f* is weakly sequentially continuous.
Then z,, — 7.

(iii) Suppose that f satisfies Condition 6.15 and that one of the following holds.
(a) ¢ is uniformly convex at 7.

(b) ® is uniformly convex at LT and there exists x € |0, +oo[ such that (Vz € X)
[ Lz]| = k|-

(¢) lim D{(x,) = 0 and there exists j1 € |0, +-o00[ such that (Vn € N) puf = fn.
Then z,, — =.

Proof. We first derive from Proposition 6.19(ii)(c) that the operators (Proxéw)%N are
single-valued on their domains. We also note that xy € intdom f. Suppose that z, €
intdom f for some n € N. If f, is cofinite then Proposition 6.19(ii) (b) yields

V ful@n) — 1 L*Vi(Lx,) € X* = dom Prox/" . (6.75)
Otherwise,

V fulxn) — LV (Lz,) € intdom f + v,dom ¢* = int (int dom f; + ~,dom ¢™)
C int(dom f,; 4+ v,dom ¢*) = int (dom f, + dom (v,¢")).
(6.76)

Since int (dom f + dom (v,¢*)) C dom Proxﬁw by Proposition 6.19(ii) (b), we deduce
from (6.73), (6.75), (6.76), and Proposition 6.19(ii)(a) that x,, is a well-defined ele-
ment in ran Prox% = dom dyp Nintdom f,, = dom dp Nintdom f C intdom f. By reaso-
ning by induction, we conclude that

(2n)nen € (intdom f)N  is well-defined. (6.77)
Next, let us set ® = ¢ + ¢ o L and
(VneN) g,: X = |—o0, +0]

. fn(x) = v(Lz), if x € intdom f; (6.78)
~+00, otherwise.

Since L(intdom f) C intdom ¢, it follows from (6.78) that (Vn € N) g, is Ga-
teaux differentiable on domg, = intdomg, = intdom f. Since v is continuous on
intdom ¢ O L(intdom f) and the functions (f,),cn are continuous on intdom f [27,
Proposition 3.3], we deduce that (Vn € N) g,, is continuous on dom g,,. In addition,

(VneN) gp—eaf =1-e)(fu—aBol)+e(fn—af)+ (aB(l—e)—y,)voL. (6.79)
Note that f = ¢ o L and (Vn € N) f,, = af. Hence, (6.79) yields
(VneN) f,=afol, (6.80)
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and hence, we deduce from (6.72) and (6.79) that (Vn € N) g, = eaf. In turn,
(Vn € N)(Vz € dom g,,)(Vy € dom g,,) <:zc —y,Vgu(z) — Vgn(y)>
= D% (z,y) + D*(y,z) > ea(D'(z,y) + D’ (y,2)) >0, (6.81)

and it therefore follows from [29, Theorem 2.1.11] that (Vn € N) g, is convex. Conse-
quently;,

(Vn €N)  gn € Pealf)- (6.82)

Setw =1+ 1/e. Then

(\V/TL € N) (1 + wnn)gn — gn+1 = (1 + wnn)(fn - ’an o L) - (fn+1 - %+1¢ o L)
= (1 +m)fn— fay1 + TInE*l (fn = (W +eaB)ypo L)
+ (B + Ynsr — (14 nn) )b o L. (6.83)

We thus derive from (6.72) and (6.80) that

(Vn e N) (1 +win)gn = gni1- (6.84)
By invoking (6.73) and Proposition 6.19(ii) (a), we get

(VneN) Vin(zn) =1l Vi(Len) € V fo(Tni1) + 1m0 (Tni1), (6.85)

and therefore,

(Vn e N)  V/fulzn) = 1L VY(Lrn) € V fr(2nt1) — WLV (Layi1)
+ Y (0p(Tps1) + L'V (La,i1)). (6.86)
Since [29, Theorem 2.4.2(vii)—(viii)] yield

(Vn € N)  9¢(p11) + L*Vip(Layy1) C 0p(pi1) + L (00 ( L))
CI(e+1volL)(xyi1) = 0P(xpy1), (6.87)

we deduce from (6.86) that
(Vn e N) Vg.(zn) — Vgu(Tni1) € 10P(py1). (6.88)
By appealing to (6.26) and (6.88), we get

(Vz € dom®ndom f)(Vn € N) 7,z — 21, Vgu(2s) — Vgu(pi1))+P(zpr1) < O(2),
(6.89)

and hence, by [6, Proposition 2.3(ii],

(Vz € dom® Nndom f)(Vn € N) 4, (D (z, zpy1) + DI (2ps1, 30) — D7 (2, 3,))
+ ®(2y41) < P(x). (6.90)

136



In particular,
(Vx e 8Nndom f)(Vn € N) D (x,2,41) + D (xps1, ) — DI (2, 2,) < 0. (6.91)

By using (6.84), we deduce from (6.91) that

(Vx e SNdom f)(Vn € N) D9+ (z,x,41) + (1 + wny) D (xpa1, Ty)
< (14 wnp) D9 (x,2,), (6.92)

and therefore,
(Ve € 8Nndom f)(Vn € N) D9*+'(x,2,,1) < (14 wny,) DI (x, x,). (6.93)

This shows that (z,,),cn is stationarily quasi-Bregman monotone with respect to § rela-
tive to (g, )nen. Hence, we deduce from Proposition 6.16(ii) that

(2n)nen € (intdom )Y is bounded (6.94)
and, since X is reflexive,

W (T )nen # 2. (6.95)
In addition, we derive from (6.93) and Proposition 6.16(i) that

(Vo € 8 nintdom f) (D% (z,x,)),., converges, (6.96)
and thus, since (6.92) yields

(Vz € 8nintdom f)(Vn € N) 0 < D9 (2,41, %)

<
< (1 + Wln)Df" (anrla xn)
< (1+ wnn)Df" (x,z,) — Df”“(:p, Tnt1), (6.97)

we obtain

D9 (zp 41, x,) — 0. (6.98)
On the other hand, it follows from (6.82) that

(vn € N) eaD!(2p41,20) < DI (i1, 2), (6.99)
and hence, (6.98) yields

DY (2,41, 2,) — 0. (6.100)
Now, it follows from (6.90) that

(Vn € N)  ®(2p41) < 7 (D7 (s Tpg1) + DI (1, ) ) + P(2041) < @(,), (6.101)
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which shows that (®(z,,)).cn is decreasing and hence, since it is bounded from below by
inf (), it is convergent. However, (6.90) and (6.93) yield

(Vz € SNnintdom f)(¥n € N)

1
871 (1 -+ Wln, b (x’ anrl) + Dr (anrh .'L'n) - Do (.’L‘, .Tn)> * (I)<'rn+1)

1
S %71 (1 + wny D9n+1<x’ anrl) + D" (anrl? xn) — Do <x7 xn)) + (I)<xn+1)

< O(x). (6.102)

Since 7, — 0, by taking the limit in (6.102) and then using (6.96) and (6.98), we get

inf @(X) < lim (x,) < inf ¢(X), (6.103)
and thus,
O (z,) — inf (X). (6.104)

We now show that
W (x)nen C 8. (6.105)

To this end, suppose that = € 20(x,,),en, i-€., rx, — . Since ¢ is weakly lower semi-
continuous [29, Theorem 2.2.1], by (6.104),

inf &(X) < () < lim (xy,) = lim @(z,) = inf O(X). (6.106)

This yields ®(z) = inf ®(X), i.e., z € Argmin & = 8.

(i) : Let T € W(x,)nen- Since (6.94) and (6.105) imply that 23(z,,),en € S Ndom f,
we obtain 20(x,,),en = {7}, and in turn, (6.95) yields z,, — =.

(ii) : In view of (6.105) and Proposition 6.17, it suffices to show that 23(z,,),en C
intdom f.

(ii) (a) : We have 2 (x,,)eny C S C int dom f.
(ii) (b) : This follows from Lemma 6.25.
(iii) : Let T € 8 Nintdom f. Since f satisfies Condition 6.15, (6.100) yields

Tpi1 — Tp — 0. (6.107)
Now set
(Vn€N) z,=z,41 and 2z, =7, (Vgn(2s) — Vgn(z,)). (6.108)
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Then (6.88) and (6.107) imply that
(VneN) 2z e€0¥®(z,) and z,—x, —0. (6.109)
Since (6.92) yields

(Vn e N) DI T, x,41) = DI(T, 2,)
< (1+w) D (7, 2)
= (14 W) D (T )
< (14 wn,)DI(T, xy,), (6.110)

we deduce that

(Vn € N) (14 wn,) 'D9 (T, 2,41) < DI(T, 2,) < DI (T, z,). (6.111)
Altogether, (6.96) and (6.111) yield

D9 (%, z,) — D" (T, x,) — O. (6.112)
In (6.89), by setting = = 7, we get

(VneN) 0< v, (z—7, %)
<Zn Z,Vgn xn) VQn(Zn)>
= D9 (T, x,) — DI(T, z,) — DI (2, Tp)
< DINZ, ) — DINT, 2). (6.113)

By taking to the limit in (6.113) and using (6.112), we get

(zn — T, 2,) — 0. (6.114)

(iii) (a) : In this case 8§ = {Z}. Since ¢ is uniformly convex at 7, ¢ is likewise and
hence, there exists an increasing function ¢: [0, 4+o0o[ — [0, +00] that vanishes only at 0
such that

(Vn e N)(Vr €]0,1)) ®(rT+(1—7)zp) +7(1=7)0(||zn —Z||) < 7@(T)+ (1 —7)P(2,)-
(6.115)

It therefore follows from [29, Page 201] that 09 is uniformly monotone at 7 and its
modulus of convexity is ¢, i.e,

(VneN) (z,—T,2;) = o]z — T||) = 0. (6.116)

rn

Altogether, (6.114) and (6.116) yield ¢(||z,—Z||) — 0, and thus, 2z, — Z. In turn, (6.109)
yields z,, — T.
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(iii) (b) : By the same argument as in (iii) (a), § = {Z} and there exists an increasing
function ¢: [0, +oo[ — [0, +00] that vanishes only at 0 such that

(Vn € N) (2, — T, Vi(Lz,) — VY(LT) = ¢(|| Lz, — LT]|). (6.117)
In turn, it follows from (6.87) and [29, Theorem 2.4.2(iv)] that

(VneN) (z,—7,z2) > é(|| Lz, — LT||). (6.118)

e n

This yields ¢(|| Lz, — LZ||) — 0, and hence, Lz, — LZ. Since
(Vn e N) ||Lz, — LZ|| = k|2, — 7|, (6.119)

we obtain z, — 7 and in turn, (6.109) yields z,, — 7.

(iii) (c) : First, we observe that § is closed and convex since ® € T'y(&X’). Next, for
every n € N, since uf = f,, we derive from (6.78) that uf = g,. Finally, the strong
convergence follows from Proposition 6.18. [

The following corollary of Theorem 6.26 appears to be the first version of the
forward-backward algorithm outside of Hilbert spaces.

Theorem 6.27 Consider the setting of Problem 6.11 and let f € T'y(X) be a Legendre
function such that § Nintdom f # @, L(intdom f) C intdom ¢, and f = [ o L for
some 3 € |0, +oo[. Suppose that either f is cofinite or —L*(ran V1)) C dom ¢*, and that
(Vo € intdom f) D/(z,-) is coercive. Let € € ]0,3/(B + 1), let (n,)nen € (4 (N), and let
(7n)nen be a sequence in R such that

(VneN) e<v, <p(l—¢) and (14 17)% — Yns1 < B0n- (6.120)

Furthermore, let x, € int dom f and iterate
(vn €N) @1 =Prox! (Vf(zn) — 1Ll V(Lz,)). (6.121)

Then there exists T € 8 such that the following hold.

(i) Suppose that one of the following holds.
(@) SNndom f is a singleton.
(b) Vf and Vv are weakly sequentially continuous and 8 C int dom f.
(c) dom f*is open and V f, V f*, and Vi are weakly sequentially continuous.
Then z,, — .

(ii) Suppose that f satisfies Condition 6.15 and that one of the following holds.
(a) ¢ is uniformly convex at .

(b) 4 is uniformly convex at LT and there exists x € |0, +o00| such that (Vx € X)
[Lz|| = kx|
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(©) lim D{(z,) = 0.

Then z,, — =.

Proof. Set (Vn € N) f,, = f. Then

fn € iPl<f>7
(vneN) { f= fo, (6.122)

(i)(a) : This is a corollary of Theorem 6.26(i).

(i) (b)-(@{)(c) : Firstly, the proof of Theorem 6.26(ii)(a)-(ii)(b) shows that
W (2, )neny C intdom f. Next, in view of Theorem 6.26(ii), it suffices to show that (6.74)
holds. To this end, suppose that y; and 1y, are two weak sequential cluster points of
() nen such that

((y1 — 2, V. (xn) = L*Vip(Lan))), ., converges. (6.123)

Then, there exist two strictly increasing sequences (k,),en and (1,),eny in N such that
xy, — vy and z;, — yo. We derive from (6.120) and [28, Lemma 2.2.2] that there
exists 0 € [, B(1 — ¢)] such that 7,, — 6. Since V f and V1) are weakly sequentially conti-
nuous, after taking the limit in (6.123) along the subsequences (xy, )neny and (x;, )nens
respectively, we get

(1 — 2, Vf (1) — 0L VY (Lyr)) = (y1 — Y2, Vf (y2) — 0LV (Lyp)). (6.124)

Let us define
h: X — |—00,+o9]

= f(x) —0y(Lz), ifx € intdom f; (6.125)
x
+00, otherwise.

Then h is Gateaux differentiable on intdom /A = int dom f and (6.124) yields

{y1 — Y2, VR(y1) — Vh(y2)) = 0. (6.126)
On the other hand,

h—ef=f—0poL—cf=(1—e)(f—BYoL)+ (B(l—e)—0)poL.  (6.127)
In turn, since f = S o L and 6 < (1 — ¢), we obtain h = € f, and hence,

D"y1.y2) > eD*(y1,y2) and  D"(ya,41) > D’ (y2, 1) (6.128)
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Therefore, (6.126) yields

0= (y1 — y2, Vh(y1) — Vh(y2))
= Dh(yl, Ya) + Dh<y2ayl)
> 5(Df(?/1, Ya) + Df(yz,yl))
= €<y1 — Yo, Vf(y1) — Vf(?/2)>' (6.129)

Suppose that y; # ys. Since flincdom s 1S strictly convex, V f is strictly monotone [29,
Theorem 2.4.4(ii)], i.e.,

(Y1 =2, V() = V(ya)) >0 (6.130)
and we reach a contradiction.

(ii) : The conclusions follow from (6.122) and Theorem 6.26(iii). O

Remark 6.28 In Problem 6.11, suppose that L = Id. We rewrite algorithm (6.121) as
follow

(Vn € N) =z, = argmin (cp(x)+<x — T, V@/}(xn)>+@/)(xn)+%:1Df(x,xn)). (6.131)
reEX

Another method to solve Problem 6.11 was proposed in [11]. In that method, instead of

solving (6.131), the authors solve

(Vn € N) 2,4, = argmin (gp(x)+<x — 2, Vw(xn)>+w(xn)+7;1||x—xn||p), (6.132)
reX

for some 1 < p < 2. The weak convergence is established under the assumptions that

Problem 6.11 admits a unique solution, Vi is (p — 1)-Holder continuous with constant

B, and 0 < inf,en ¥, < sup,eny7n < (1 —9)/8, where 0 < § < 1. The high nonlinearity of

the regularization in (6.132) compared to (6.131) makes the numerical implementation

of this method difficult in general. Furthermore, since (6.132) yields

(Vn € N) 0 € dp(zni1) + Vo(2,) + 7, O([|nr — zal?), (6.133)

and since (Vn € N) 9(|lz,11 — z,||) is not separable, this method is not a splitting
method.

Remark 6.29 We can reformulate Problem 6.11 as the following joint minimization pro-
blem

minimize ¢(x) + ¥(y), (6.134)
(z,y)eV

where V = gral = {(z,y) € X x Y } y = Lz }. This constrained problem is equivalent
to the following unconstrained problem

minimize ¢(x)+ ¥ (y) + v (x,y). (6.135)

(z,y)€X XY
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In [9], a different coupling term between the variables x and y was considered and the
problem considered there was

minimize (z) +¥(y) + D! (z,y), (6.136)

(z,y)€XXY

in the Euclidean spaces. Their method activates ¢ and ¢ via their so-called left and
right Bregman proximity operators alternatively (see also [7] for the projection setting).
This method does not require the smoothness of ) but it requires the computation of
Bregman distance-based proximity operator of ).

Next, we provide a particular instance of Theorem 6.27 in finite-dimensional spaces.

Corollary 6.30 In the setting of Problem 6.11, suppose that X and ) are finite-
dimensional. Let f € T'((X) be a Legendre function such that § N intdom f # &,
L(intdom f) C intdom ¢, f %= B¢ o L for some € ]0,+oc|, and dom f* is open.
Suppose that either f is coﬁmte or —L*(ranVy) C domy*. Let ¢ € ]0,5/(8+1)], let
(N )nen € €4 (N), and let (v,)nen be a sequence in R such that

(VneN) e<y, <B(l—¢) and (14 7)Y — Ynt1 < B0 (6.137)
Furthermore, let x( € int dom f and iterate

(vn € N)  @n1 =Prox! (Vf(zn) — 1L Vi (Lz,)). (6.138)
Then there exists T € 8 such that x,, — T.

Proof. Since dom f* is open, [5, Lemma 7.3(ix)] asserts that (Vz € intdom f) D/(x,") is
coercive. Hence, the claim follows from Theorem 6.27(i)(c). O

Remark 6.31 We provide some special cases of Problem 6.11 and Theorem 6.27.

(i) Let I and K be totally ordered countable index sets. In Problem 6.11,
suppose that X' and ) are separable Hilbert spaces, and that ¢: y —
>okerc | (W —7,uk) [?/2, where r € Y and (yi)rex is a frame in Y, i.e.,

(B, v) €10, +00l) Wy € Y) pllyl> <D 1) P <viyl*  (6.139)

keK

Then in Theorem 6.27, we can choose f: z — Y, ;| (z, ;) |*/2, where (x;);c; is
a frame in X, i.e.,

(e, B) €10, +00[)(Vz € X)) allz|? < Z| x,7;) |2 < Bz (6.140)
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(ii)

It follows from [17, Corollary 1] that f and 1) are Legendre functions and that
V f and V1) are weakly sequentially continuous. Now let z and z be in X'. Then

D¥(La,Lz) =Y _|{Lx — Lz,y) |*/2 < v||Lx — Lz||*/2

keK
SYILPllz = 2lP/2 S VIL[Pa™t ) e — 2, 20) [P/2
iel
= v|L||*Pa" D! (z, 2), (6.141)
which implies that f 3= av~!||L|| 2% o L and in addition, D/ (x, ) is coercive.

Let pand g bein |1, + 00| and set p* = p/(p—1) and ¢* = q(p—1). In Problem 6.11,
suppose that X = (?(N) and Y = ((N), that » € ¢?(N), that ¢: y — ||y||?/q —
(y —r,||I7|*"*r) —||r||?/q, and that there exists x € ]0, +oo[ such that (Vz € ¢?(N))
|Lz|| > k||z||. It follows from [16, Theorem 4.7] that ¢?(N) is uniformly convex
and hence, strictly convex. Therefore, ¢ is strictly convex and supercoercive. The
property of L implies that ¢)o L is strictly convex and supercoercive, and ¢+ o L
is likewise. In turn, Problem 6.11 admits a unique solution. Let f € T'z(¢?(N))
be a cofinite Legendre function such that f = §||L - || for some 3 € |0, +oc], let
x € (P(N), and set

¢: [0, +o0[— [0, +0o0]: t — o 1nf (H:L’Hp—p<x—z [2][P7%2) — || 2]]7). (6.142)

Then

(Vz € (°(N)) D'(x,2) > pBDY(Lx,Lz) > pé(| Lz — Lz|). (6.143)
If p € [2,+o0[ then we derive from [13, Lemma 1.4.10] that

(Vz € (/(N)) o¢(|Lz — Lx||) = 2P| Lz — La||P > 2 PkP||z — |P. (6.144)
Thus, it follows from (6.143) that

(Vz € °(N)) D'(x,2) > 2" PrPB||z — |7, (6.145)

and D/(x,-) is therefore coercive. If p € ]1,2[ then we derive from [13,
Lemma 1.4.8] that

(V2 € *(N)) (| Lz—La|) > (L2 — La|| +[|L2]))" — [|L2||” — pl| 2|~ || Lz — La]],
(6.146)

and hence, (6.143) yields

(Vz € (°(N)) D' (z,2) > B ((I1L2]l + 1Lz = La|l)” — || L2|” — pl| Lz||"~"[| Lz — La]]) .
(6.147)
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On the other hand, since

i B2l A (122 = La))” — || L2||” — pl|Le|P | Lz — La]]
| L2]—+o0 (20 — 1 —p)||L=P

— 1, (6.148)

and since 2? — 1 — p > 0, it follows from and (6.147) and the property of L that

lim DY (z,2) = +oo0, (6.149)

[zl =00

and D/(z,-) is therefore coercive. Consequently, Theorem 6.27(i) (a) can be ap-
plied.

6.2.4 Application to multivariate minimization

We propose a variant of the forward-backward algorithm to solve the following multiva-
riate minimization problem.

Problem 6.32 Let m and p be strictly positive integers, let (X;)i<i<n and (Vk)i<k<p be
reflexive real Banach spaces. For every ¢« € {1,...,m} and every k € {1,...,p}, let
vi € To(X;), let Yy, € Ty()x) be Gateaux differentiable on intdom v, # @, and let
L;.: X; — Yy, be linear and bounded. The problem is to

m p m
_ minimize Zl oi(x;) + ; i (Zl ka> . (6.150)

.....

Denote by 8 the set of solutions to (6.150).

We derive from Theorem 6.27 the following result.

Proposition 6.33 Consider the setting of Problem 6.32. For every k € {1,...,p}, sup-
pose that there exists o;, € |0, +oo[ such that for every (yir)i<i<m € intdom ¢ and every
(Vik)1<i<m € intdom vy, satisfying > " |y, € intdom ), and )", vy, € intdom 1)y, one
has

m

DU (3 i > vie) < 0 0 D (g vi) (6.151)
=1 =1

i=1
Foreveryi € {1,...,m}, let f; € ['y(X;) be a Legendre function such that (Vz; € intdom f;)
DJi(x;,-) is coercive. For every k € {1,...,p}, suppose that > " Ly(intdom f;) C
int dom vy, that, for every i € {1,...,m}, there exists Sy € |0,+oo[ such that f; =

Birtr © L, and set B, = mini<;<,, Bir- In addition, suppose that 8 N Xilint dom f; # @
and that either (Vi € {1,...,m}) f; is cofinite or (Vi € {1,...,m}) ; is cofinite. Let
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e€]0,1/(14+ >0 018 ") [, let ()nen € €1 (N), and let (v,)nen be a sequence in R such
that

1—¢ Tn
VneN) e<vm<=—>7 and (1+0.)%m — " <7 (6.152)
Furthermore, let (z;0)1<i<m € leint dom f; and iterate
forn=0,1,...
{forizl,...,m (6.153)
| Zimir = Proxli  (Vfi(win) = Yopey LV (370, Litin))-

Then there exists (T;)1<i<m € S such that the following hold.
(i) Suppose that SN inzldom fi is a singleton. Then (Vi € {1,...,m}) z;, — T;.

(ii) For every i € {1,...,m} and every k € {1,...,p}, suppose that V f; and Vi are
weakly sequentially continuous, and that one of the following holds.

(a) dom p; C intdom f;.
(b) dom f} is open and V f; is weakly sequentially continuous.
Then (\V/Z S {1, R ,m}) Tin — T

Proof. Denote by X and ) the standard vector product spaces X:L)(i and X:Zlyk
equipped with the norms =z = (z;)i<icm — VDo l|zil]? and v = (Yu)i<k<p
VO P llykl[?, respectively. Then X* is the vector product space X._ X} equipped with

: p . :
the norm z* s /Y| [lz7]|> and Y* is the vector product space X, _,V; equipped with
the norm y* — /> 7_, ||lyi]|?. Let us introduce the functions and operator

©: X — |00, +0o0]| : x = Y " i)
f: X = ]—o00,400]:x— " filz;)
¥ Y |00, +oo] t y = 30 Yil(yk)
L: X =Y 2+~ (Z:ilekxz)

(6.154)
1<k<p’

Then v is Gateaux differentiable on int dom v = Xzzlint dom v, and Problem 6.32 is a
special case of Problem 6.11. Since (6.154) yields dom f* = Xildom f# and dom ¢* =
ledom ©f, we deduce from our assumptions that either f is cofinite or ¢ is cofinite.
Asin (6.48) and (6.49), f is a Legendre function and dom pNint dom f # &. In addition,

p

p m
L(intdom f) = X Z Ly;(intdom f;) ¢ X intdom t, = intdom ¢».  (6.155)
k=1

=t =1 k=1
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Now let 2 € int dom f. First, to show that D/(z, ) is coercive, we fix p € R. On the one
hand,

{z = (zi)1<icm € X ‘ DY (z,2) < p} c X {zi c X, ‘ D7z, %) < p}. (6.156)

=1
On the other hand, for every i € {1,...,m}, since D/i(x;,) is coercive, we deduce that
{z € X | D""(x;,z) < p} is bounded. (6.157)

Hence (6.156) implies that {z € X | D/(z, z) < p} is bounded and D/(x,-) is therefore
coercive. Next, set 3 = 1/Y % _ 0.8, . We shall show that f = (1 o L. To this end, fix
2 = (2;)1<i<m € intdom f. We have

Y(Lx, L?) Z DYx ( > L, Z lez,>
< Z Z 0, DY (Ligs, Lizi)

k=1 =1

< i zm: UkﬁﬂﬁlDfi (i, 2;)

k=1 =1

p
< onBy ' Dl (x, 2). (6.158)
k=1

Now let us set (Vn € N) z,, = (2;,)1<i<m- By virtue of Proposition 6.20, (6.153) is a
particular case of (6.121).

(i) : Since 8 Ndom f is a singleton, the claim follows from Theorem 6.27(i) (a).

(ii) : Our assumptions on (f;)1<i<m and (¢ )1<k<, imply that V f and V) are weakly
sequentially continuous.

(ii)(a) : Since 8§ C X::ldom ©; C X:;int dom f; = intdom f, the claim follows
from Theorem 6.27(i) (b).

(ii)(b) : Since, for every i € {1,...,m}, dom f is open and Vf; is weakly se-
quentially continuous, we deduce that dom f* is open and V f* is weakly sequentially
continuous. The assertion therefore follows from Theorem 6.27(i)(c). O

Example 6.34 In Problem 6.32, suppose that m = 1, that X; and ()x)1<k<, are Hilbert
spaces, and that, for every k € {1,...,p}, or = wi|- —7%|[*/2, where (wi)1<k<p € ]0, 400"

and let (7y)1<k<p € Xzzlyk. Then the weak convergence result in [18, Proposition 6.3]
without errors is a particular instance of Proposition 6.33 with f; = || - ||?/2.
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Example 6.35 Let m and p be strictly positive integers. For every i € {1,...,m} and
every k € {1,...,p}, let wy, € ]0,+o0[, let gr € ]0, +o0], and let ¢; € T'y(R) be cofinite.
The problem is to

mlnlmlze ZSDZ gl + Z < z 1W2kgl + Zizl Wikgi _ 1) . (6159)

(51 7777 +oo[m Qk?

Denote by 8§ the set of solutions to (6.159) and suppose that 8§ N0, +oo[™ # @. Let

¢, if €>0;

) (6.160)
+o00,  otherwise

¥: R = |—00,4+00]: £ = {
be Burg entropy, let e € 10,1/(1 + p)], let (1,)nen € ¢}(N), and let (v, )nen be a sequence
in R such that

(VneN) e<y<pt(1—¢) and (1+1)% — Ynt1 <P 1. (6.161)

Let (&0)1<icm € 0, +oo[™ and iterate

forn=0,1,...
fori=1,....m
i . . (6.162)
in :Prox W Wikl =+ — | |-
67 ! § N 7 kz_: g E] 1w_]k£jn Ok

Then there exists (£;)1<i<m € 8 such that (Vi € {1,...,m}) &n — &,

Proof. For every i € {1,...,m} and every k € {1,...,p}, let us set X; = R, V, = R,
Yp = D?(-, 0), and Ly : & +— wi&;. Then (6.159) is a particular case of (6.150). Since
1 is not differentiable on RP?, the standard forward-backward algorithm is inapplicable.
We show that the problem can be solved by using Proposition 6.33. First, let (&;)1<i<m
and (7;)1<i<m be in ]0, +00[™, and consider

—Iné+€6—1, if £€]0,+oo[;

. (6.163)
~+00, otherwise.

¢: R —]—00,400] : £ — {
We see that ¢ is convex and positive. Thus,

Y& (N & N S vy b 6.164
Qﬁ(ZTlm) (b(;ZTlnjm)\;ZTlm(b(m)\;(b(m)’ (©. )

and hence,

S 2 s oy (S S 6.165
"o S \2 Yuw ) (6.165)
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In turn,

(Z&, Zm) Z (&) (6.166)

This shows that (6.151) is satisfied with (Vk € {1,...,p}) or = 1. Next, let us set
(Vi € {1,...,m}) fi = 9. Fixi € {1,...,m} and k € {1,...,p}, and let & and 7; be
in |0, +00|. Then

DY (Lip&i, Ligmi) = D? (wir&s, wirmi) = D (&,mi) = DT (&, my), (6.167)

which implies that f; = ¢ o L. In addition, since dom f = |—o0,0[ is open, [5,
Lemma 7.3(ix)] asserts that D7i(¢;, -) is coercive. We therefore deduce the convergence
result from Proposition 6.33(ii) (b). O

Example 6.36 Let m and p be strictly positive integers. For every i € {1,...,m} and

every k € {1,...,p}, let wy € ]0, +o0], let g € ]0, +o0[, and let ¢; € I'x(R). The problem
is to

S ZWQ Wik&i =
mlnlmlze Z 4 + Wik&; ln —n=1 ""v>" Wi z+ ) (6.168)

.....

Denote by 8 the set of solutions to (6.168) and suppose that 8 N0, +oo[" # @. Let

Elng — ¢, if € €]0,400];

¥: R — |—00,400] : £ <0, if £ =0; (6.169)
~+00, otherwise
be Boltzmann-Shannon entropy, let § = max max wy, let ¢ € ]0,1/(1+ 3)[, let

1<k<p 1<i<m
(N )nen € €4 (N), and let (v, ),en be a sequence in R such that

(VneN) e<y <(PB)'(1—¢) and (149.)m = Yot < (pB) ' (6.170)
Let (£.0)1<i<m € |0, 4+00[™ and iterate

forn=0,1,...
fori=1,....m

p (6.171)
9 m
L Simt1 = PI‘OX%% ( & n— kgl Wik ( In (Ejzl wjkﬁj,n) —In Qk))
Then there exists (£;)1<i<m € 8 such that (Vi € {1,...,m}) & — &,

Proof. For everyi € {1,...,m}and every k € {1,...,p},letusset X; = R, Yy = R, ¢}, =
DY(-, o), and Ly, : & — wy.&;. Then (6.168) is a particular case of (6.150). We cannot
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apply the standard forward-backward algorithm here since v is not differentiable on R?.
We shall verify the assumptions of Proposition 6.33. First, let (&;)i<i<m and (7;)1<i<m be
in 0, +oo[™. Since

§Ing, if £ €]0,+o0(;
¢: R —|—00,400] : £ <0, if £€=0; (6.172)
+o00, otherwise

is convex, we have

DN S S) oy &
=& i S o J S, (6.173)
¢<Z¢:17h> (b(;zj:ﬂljm) ; j:177j¢<77i>

and hence,
S YT m GG > & lné
i=150 1y, 2ai=1 51 /T P B (6.174)
Do M Dy M i—1 DM i it T
In turn,
- anl fz G gz
& | In =2 < &ln =, (6.175)
(z; ) i1 T z; i
which implies that
5 m m B m Z;n:l £Z m m
D> &> | =D &|mET" =D 6G+>
i=1 i=1 i=1 Zl=1 o=l i=1
S &
<Y &> =g+
=1 v
=> D&, ). (6.176)

This shows that (6.151) is satisfied with (Vk € {1,...,p}) o, = 1. Next, let us set
(Vi € {1,...,m}) f; = 0. Fixi € {1,...,m} and k € {1,...,p}, and let & and 7; be
in |0, +00|. Then

DY (Ligi, Lini) = D? (win&s, wirmi) = wi. DY (&, m:) < BD(&,m3), (6.177)
which implies that f; = 37!, o L. In addition, since f; is supercoercive, f; is cofinite

and [5, Lemma 7.3(viii)] asserts that D/i(&;, ) is coercive. Therefore, the claim follows
from Proposition 6.33(ii) (b). U
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Remark 6.37 The Bregman distance associated with Burg entropyj, i.e., the Itakura-Saito
divergence, is used in linear regression [3, Section 3]. The Bregman distance associated
with Boltzmann-Shannon entropy, i.e., the Kullback-Leibler divergence, is used in infor-
mation theory [3, Section 3] and image processing [14].

Acknowledgment. I would like to thank my doctoral advisor Professor Patrick L. Com-
bettes for bringing this problem to my attention and for helpful discussions.

6.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous illustrons une application de l'algorithme (6.121) en res-
tauration d’images. Pour chaque simulation, I'algorithme est exécuté avec n = 5000
itérations afin de trouver une solution approchée fiable x5y . Ensuite, chaque al-
gorithme est relancé avec le test d’arrét relatif ||z, — s000|/||Tn — Tol| < 107° et
DY (25000, ) / D? (5000, 7o) < 107° ol f est une fonction indiquée dans chaque simu-
lation.

Soient N € N* et (v, 3) € ]0, +oc[’. Pour toute image z € RV*N, 2, (z) € RV*N est
limage bruitée a partir de z par un bruit de Poisson de parametre «, et ¥, s(z) € RV*N
est 'image bruitée a partir de x par un bruit I'-distribué de parameétres « et 5. Nous
considérons les modeles de dégradation suivants

r = Z,(L7) (6.178)
et

r=%,3(L7), (6.179)
ou T € RN est I'image originale dégradée par un opérateur de convolution L et
contaminée par un bruit de Poisson (le modele (6.178)) ou un bruit I'-distribué (le mo-

dele (6.179)). Le vecteur r représente I'image dégradée. Le modele que nous utilisons
est [24]

minimiser 7||z|* + D?(Lz,7), (6.180)
:L‘ERNXN

ou 7 € |0, +oc|, g est I'entropie de Boltzmann-Shannon définie sur RV*", et L est un
opérateur de convolution défini par L: x — h x x ol h est un noyau uniforme de taille
m x m. Notons que DY(L-,r) n’est pas différentiable partout et donc on ne peut pas
appliquer I'algorithme explicite-implicite classique [19].
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6.3.1 Bruit de Poisson

Le modele (6.180) apparait dans le probleme de restauration d’images avec des bruits de
Poisson, par exemple, [10]. Nous utilisons un bruit de Poisson de parametre o = 0, 95.
Le niveau de bruit est donné par le rapport image floutée-sur-bruit
ILzZ|
Yy - Lz

Nous utilisons l'algorithme (6.121) en choisissant pour f l'’entropie de Boltzmann-
Shannon pour le modeéle (6.180) avec N = 256, m = 13, et 7 = 1/1000. Nous obtenons
les résultats des figures 6.3, 6.4, et 6.5.

FIGURE 6.1 — Image originale.
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FIGURE 6.2 — Image dégradée.

FIGURE 6.3 — Image restaurée.
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w N [ o
T T
I I I

log_{10}(/Ix_n-x_{5000}{l[Ix_0-x_{5000}])

5 I I I I
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Iterations

FIGURE 6.4 — Distance euclidienne a la limite normalisée ||z, — z||/||Z0 — Zco||-

w N [ o

Iog_{lO}(D"f(x_{SQOO},x_n)(D"f(x_{SQOO},x_O))

&
IS}

20 40 60 80
Iterations

FIGURE 6.5 — Distance de Bregman a la limite normalisée D/ (2., x,,)/D’ (2o, o).

154



6.3.2 Bruit ['-distribué

Le modele (6.180) apparait aussi dans le probléeme de restauration d’images avec des
bruits I'-distribués, par exemple, [28]. Nous utilisons un bruit I'-distribué de parametres
a = [ =0,95. Le niveau est donné par le rapport image floutée-sur-bruit :
|| L]
g — Lz

Nous utilisons I'algorithme (6.121) en choisissant pour f l’entropie de Boltzmann-
Shannon pour le modeéle (6.180) avec N = 256, m = 13, et 7 = 1/1000. Nous obtenons
les résultats des figures 6.7, 6.8, et 6.9.

FIGURE 6.6 — Image dégradée.
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FIGURE 6.7 — Image restaurée.

log_{10}(]Ix_n-x_{5000}}/[lx_0-x_{5000})

! !
0 500 1000 1500 2000

Iterations

FIGURE 6.8 — Distance euclidienne a la limite normalisée ||z, — 2 ||/||Z0 — Zool|-
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Chapitre 7

Contractivité et cocoercivité relatives
aux distances de Bregman

Nous étudions la notion de contraction basée sur les distances de Bregman dans des
espaces de Banach réels et contruisons des algorithmes pour trouver des points fixes
de ces contractions. Nous étudions le lien entre la notion de cocoercivité classique et
celle basée sur les distances de Bregman. La convergence d'une version de 'algorithme
explicite-implicite pour résoudre des inclusions monotones est démontrée en utilisant la
notion de suites quasi-monotones au sens de Bregman étudiées dans le Chapitre 5.

7.1 Résultats techniques

D’abord, nous rappelons les notions de convexité et de lissité d'un espace de Banach.
Définition 7.1 [5] Soit X un espace de Banach réel. Le module de convexité de X" est
dx:]0,2] = [0, +00]

5»—)1nf{1—”x+y

(7.1)
| | vy e 22 ol =gl =1, o =yl > <},

et le module de lissité de A" est
Px: [07 +OO[ — [07 +OO[
1 (7.2)
r s sup {S(lle+yll + oz —yl) = 1| (@y) € X iz = 1, yll <7}

On dit que X est uniformément convexe si  s’annule seulement en zero, et uniformément
lisse si lim, o px(7)/7 = 0.

Exemple 7.2 [16, Theorem I1.4.7] Soient p € |1, +oo] et (2, F, 1) un espace mesuré.
Alors L?(Q, F, i) est uniformément convexe et uniformément lisse.
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Voici quelques rappels sur I'application de dualité d'un espace de Banach.

Définition 7.3 [16, Definition 4.1] Soient X’ un espace de Banach réel réflexif, X'* le
dual topologique de X, et ¢: [0, +00] — [0, +oo[ une fonction croissante telle que ¢(0) =
0 et lim;_,, - ¢(t) = +oo. L’application de dualité A, de X’ par rapport a ¢ est

A¢:X—>2X*:x»—>{x*€X*

(w,2%) = ||zl [|2"[| et l="]| = o([lz]) }- (7.3)

Exemple 7.4 [16, Propositions 4.8(i) et 4.14] L’application de dualité d’un espace hil-
bertien réel par rapport a la fonction [0, oo > ¢t — t et I'application de dualité de
¢*(N) par rapport a la fonction [0, 400[ 3 ¢ — ", ot1 (p,r) € ]1, 400, sont faiblement
séquentiellement continues.

Lemme 7.5 [2, Section 5] Soient X un espace de Banach réel réflexif, X* le dual topo-
logique de X, et f € T'g(X). Alors f est de Legendre (i.e., f est essentiellement lisse au
sens ot Of est a la fois localement borné et univoque sur son domaine, et essentiellement
strictement convexe au sens ou 0f* est localement borné sur son domaine et f est stricte-
ment convexe sur les sous-ensembles convexes de dom d0f) si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) Of est univoque sur domdf = intdom f # @.
(i) Of* est univoque sur domdf* = int dom f* # @.

De plus, f* est de Legendre et Vf: intdom f — int dom f* est bijective avec pour inverse
Vf*:intdom f* — int dom f.

Le lemme suivant sera utilisé dans la suite.

Lemme 7.6 Soient X un espace de Banach réel réflexif, f € I'o(X) une fonction de Le-
gendre, x € dom f, y € intdom f, z € intdom f, et A € [0, 1]. Alors

DNz, Vf* AV f(y) + (1 =NV f(2)) < AD/(z,y) + (1 — \) D/ (x, 2). (7.9

Démonstration. Notons que v = Vf*(AVf(y) + (1 — A)f(z)) € intdom f d’apres le
Lemme 7.5. Maintenant, la convexité de f* implique que
Df(ﬂj U) = f(@) = f(u) = (z —u,Vf(u))
—(z, V() + f Vf ))

= f <:c AV f(y) + (2)) + (Wf<y) + (1= NV f(2))
< ( — {2,V f(y > +f Vf ) + (1 =N (f(x) = (2, Vf(2)) + [(VF(2)))
= )\Df(:c, y) + (1 = \)D¥(z, 2). (7.5)

Nous aurons également besoin de la condition suivante.
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Condition 7.7 [3, Condition 4.4] Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit f €
[y(X) Gateaux différentiable sur intdom f # @&. Pour toutes suites bornées (z,,),cn €t
(Yn)nen dans int dom f,

DY (zp,yn) =0 =  ,—y, —0. (7.6)

7.2 Contractivité et résolvante relatives aux distances de
Bregman

Une contraction 7" d'un espace de Banach X dans lui-méme est une application lipschit-
zienne de constante 1, i.e.,

(Vo € X)(Vy € X) ||Te —Tyl| < |z - y]. (7.7)
En outre, T est une contraction ferme [12] si
(Ve e X)(Vy € X)(Va €]0,4]) [|[Tx—Ty| < |la(z—y)+(1—a)(Tx—Ty)||. (7.8)

Dans un espace de Banach, il est difficile a manipuler les inégalités (7.7) et (7.8). Leurs
variantes basées sur les distances de Bregman sont étudiées dans un nombre de travaux
(voir [3, 14] et leurs bibliographies). Un tel exemple est la classe 8.

Définition 7.8 [14] Soient X’ un espace de Banach réel, f € T'((X) Gateaux différen-
tiable sur intdom f # @, et T: X — X tel que ran7T Udom T C int dom f. Alors

Fix T = {z € dom f | 3(z;)nen € (intdom f)" telle que z, — z eta, — Tz, — 0}.
(7.9)

Définition 7.9 [3, Definition 3.1] et [14] Soient X un espace de Banach réel et
f € I'y(X) Gateaux différentiable sur intdom f # @. On pose, pour tous x et y dans
intdom f,

Hl(z,y)={2€ X |(z =y, Vf(z) = Vf(y)) <0}. (7.10)
Alors

B(f) = {T: X — 2% ) ranT C dom7T = int dom f
et (V(z,y) € graT) FixT C Hf(:c,y)}, (7.11)
et
B(f) = {T: X — 2% } ranT C dom7T = int dom f

et (V(z,y) € graT) FixT C Hf(:c,y)}. (7.12)
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Définition 7.10 [3, Definition 3.4] Soient X un espace de Banach réel et f € I'y(&X)
Gateaux différentiable sur intdom f # @. Un opérateur T: X — 2% tel que ranT U
dom 7T C intdom f est D/-ferme si

(V(z1,51) € graT)(V(z2,12) € graT)  (y1 — 2, V.f(y1) — Vf(12))
< <y1 — Y2, Vf(21) — Vf(x2)>. (7.13)

Remarque 7.11 Soient X’ un espace de Banach réel réflexif, f € I'y(X') une fonction de
Legendre, T € B(f), « € 0,1, et T, = Vf*((1 — a)Vf +aVfoT). Alors T, € B(f).

Démonstration. D’abord, ranT,, C ranV f* = intdom f = dom7T = dom7T, et FixT, =
Fix T'. Ensuite, soit z € Fix T, et soit (z,y,) € graT,. Alors y € FixT et il existe y € Tz
tel que Vf(z) — Vf(yo) = a(Vf(x) — Vf(y)). Puisque V f est monotone,

(Y=o V(@) =V (y) =1—a)(y— ya,Vf( ()) /(e —1)
= (Y= ¥a, Vf(y >/ a—1)
<0. (7.14)

Par conséquent,

<Z ~ Yo, Vf () = vf(ya)>

= (z =y, V(@) = VI (¥a)) + U = Yo V() = V(1))

= oz =y, V(@) = V) + aly —ya, V() = VI(y))

<0, (7.15)

ce qui implique l'assertion. []

Définition 7.12 [3, Definition 3.7] Soient X’ un espace de Banach réel, X'* le dual topo-
logique de X, f € I'y(X) Gateaux différentiable sur intdom f # @, et A: X — 2% . La
D/-résolvante de A est

R =(Vf+A) oV x—2¥ (7.16)
et la f-résolvante de A est
JL=(Vf+ A" a2t (7.17)

Lemme 7.13 [3, Propostion 3.8] Soient X' un espace de Banach réel, X* le dual topolo-
gique de X, f € T'y(X) Gdteaux différentiable sur intdom f # @, et A: X — 2%, Les
propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) dom R/, C intdom f, ran R/, C intdom f, et Fix R/, = zer A N int dom f.
(ii) Supposons que A soit monotone. Alors :
(@) R/ est Df-ferme.
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(b) Supposons que fintdom f SOt strictement convexe. Alors RQ est univoque sur son
domaine.

(c) Supposons que ranV f C ran (V f + A). Alors Rfl € B(f).

Exemple 7.14 Soient m un nombre entier strictement positif, (X}, | - ||l;)i1<i<m des es-
m

paces de Banach réels réflexifs, X I'espace vectoriel Xizlé\fi muni de la norme x =

(T )1<icm = /2oy l|lzi]|?, et X* le dual topologique de X, i.e., I'espace vectoriel

m
Xilei* muni de la norme x* = (2})1<i<m — /Yy |27 Pour tout i € {1,...,m},
soit f; € T'o(X;) une fonction de Legendre et soit 4;: X; — 2% un opérateur monotone
tel que ran Vf; C ran (V f; + A;). Posons

f: X = ]—00,400]: @+ Zfz(xz) et A:X 2%z XZIAixi. (7.18)
i=1

Alors R, = leR’:{'i.

Démonstration. Le Lemme 7.13(ii) implique que, pour tout: € {1,...,m}, 'opérateur
Rf{'i :intdom f; — dom A; N int dom f; (7.19)
est bien défini et univoque. D’une part, pour tout i € {1,...,m}, comme f; est de Le-

gendre, il résulte du Lemme 7.5 que Jf; est univoque sur dom 0f; = intdom f;. D’autre
part, on déduit de (7.18) que dom f = Xizldom fi et que Of: X — 2% . x
XL%(%). Ainsi 9f est univoque sur domdf = ledom of; = X:Lint dom f; =
int ( X,_,dom f;) = intdom f. De méme fagon,

X" = ]—o00,4+00] : " Zfl*(:pf), (7.20)
i=1

et Jf* est univoque sur domdf* = intdom f*. Par conséquent, le Lemme 7.5 affirme
que f est une fonction de Legendre. Par ailleurs,

ranVf = leran VfiC leran (Vfi+A;)=ran(Vf+ A). (7.21)
Notons que, pour tout i € {1,...,m}, A; est monotone, et donc, il résulte de (7.18) que
A est monotone. Ainsi, d’aprés (7.21) et le Lemme 7.13(ii),

Rf‘: intdomf — dom A Nintdomf. (7.22)

Maintenant, soit « € int domf, soit p = Rf‘m, et soit (p;)1<i<m € X. Alors
(Vie{l,...,m}) p; = Rfixl- < Vie{l,...,m}) Vfi(x;)—Vifip) € Aipi
& (Vfi(z:))1cicm — (Vfi(pi) )1<icm € X_ Aips

& VI(x) — VI((pi)icicm) € A(pi)i<icm

54 (pi)lgigm = Rf‘w = p. (723)

165



O

Lemme 7.15 Soient X un espace de Banach réel réflexif, X* le dual topologique de X,
f € To(X) une fonction de Legendre cofinie, et A: X — 2¥ maximalement monotone tel
que dom A Nintdom f # @. Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Jﬁ: X* — dom A Nint dom f est univoque.
(i) Soient z* € X* et B = z* + A. Alors JL, = Jh (- — 2*).

Démonstration. (i) : D’abord, comme [ est une fonction de Legendre cofinie, ranVf =
int dom f* = X*, et donc, [8, Proposition 2.6 et Lemma 2.7] impliquent que dom J/ =
X*. Ensuite, comme f|inrqom s €St Strictement convexe, Vf est strictement monotone
[17, Theorem 2.4.4(ii)] et Vf + A l'est aussi. Si (z*,x1) et (z*, x2) sont deux éléments
dans gra.J} tels que x; # x alors (z1,2*) et (x5, 2*) appartiennent a gra (Vf + A) et la
monotonie stricte de V f + A implique que 0 < (x; — xq, 2" — z*) = 0, qui est absurde.
Cela montre que J%: X* — dom A Nint dom f est univoque.

(ii) : Par le méme raisonnement que précédemment, .J ]_’;: X* — dom B Nnintdom f
est bien défini. Soient x € X et 2* € X'*. Alors

r=Jlr* &2 eVf(x)+Br o a* — 2 e Vf(x)+ Az & x = Ji(z* — 2%). (7.24)
O

Définition 7.16 [1, Definition 3.58] Soit X un espace de Banach réel réflexif et soit
X* le dual topologique de X. La suite d’opérateurs (A,),cy de X dans 2*" converge

graphiquement vers Popérateur A: X — 2% (noté A, s A si:

(i) Pour tout (z,z*) € gra A, il existe une suite (z,,z),ey dans X x X* telle que
(X, x}) = (x,2%) et (Vn € N) (z,,2)) € gra A,,.

(ii) Soit (z,, z}),en une suite dans X x X* telle que (Vn € N) (z,,z}) € gra A,. Si
(kn)nen st une suite strictement croissante dans N telle que (w,,, 2}, ) — (z,2%)
alors (z,z*) € gra A.

Nous démontrons le résultat suivant qui étend [1, Proposition 3.60] pour le cas
hilbertien.

Proposition 7.17 Soit X' un espace de Banach réel réflexif, soit X* le dual topologique
de X, et soit f € T'y(X) une fonction de Legendre supercoercive, soient A et (A, )nen des
opérateurs maximalement monotones de X dans 2% tels que dom A U (U,eydom A,,) C
int dom f, et soit (z,)nen € (intdom f)N. Supposons que V f soit uniformément continu

sur les sous-ensembles bornés de int dom f, que A, <, A, et que x, — = € intdom f.
Alors Rflnxn — Rl
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Démonstration. Comme f est une fonction de Legendre supercoercive, V f est maxima-
lement monotone et ranVf = X* [16, Theorem 18.7] and [2, Theorem 5.6]. On alors
déduit du [3, Theorem 3.13] et du Lemme 7.13 que les opérateurs Rfl et (Rf‘n)neN sont
bien définis et univoques sur int dom f. Posons

(VneN) y, =Rz, et yi=Vf(w,) — V(Y. (7.25)

Alors (Vn € N) (y,,y;) € gra A,,. Ensuite, soit (u,u*) € gra A. Comme A4, %, A, il existe
une suite (u,,u’),eny dans X x X* telle que (u,,u’) — (u,u*) et (Vn € N) (u,,u’) €
gra A,,. Comme z,, — x, u,, — u, et f et V f sont continus sur int dom f, on déduit que

p = supd|zall, llunll, 1wl 1F (@)l L ) IV F (@) IV F(un) [} < +o0. - (7.26)

Comme les opérateurs (A, ),en SOnt monotones,

(Vn € N) 0 < (Yo — tn, Vf(wn) = Vya) — up), (7.27)

et ainsi

(VneN)  f(yn) — flu,) — <yn — Up, Vf(ZEn)>
= Df(ym xn) - Df(“m xn) Df(um yn) + Df(ym xn) - Df(“na xn)
= (tp = Yo, VF(@0) = VI (n)) < {ty — Yooy < pllgnl| + 0% (7.28)

Par suite,

(Vn € N)  f(ya) < p+2pllynll + 0. (7.29)

Si (yn)nen N'est pas bornée alors il existe une suite strictement croissante (£, ),y dans N
telle que ||y, || T +o0 et il résulte de (7.29) que

2
oo LW) o) (7.30)

7% I 701

qui est absurde, i.e., (y,)nen est bornée. Par suite, il résulte de (7.25) et le Lemme 2.22
que (y)nen est bornée. Soit y € X, soit y* € X, et soit (k,),eny Une suite strictement
croissante dans N tels que 3, — yety; — y*. Ensuite, on déduit de la monotonie de
Vf que

(Yn e N)(Ym € N)  (yn — Ym, Vf(¥n) = VI(yn)) =0, (7.31)

et en combinant avec (7.25), on obtient
(Vn e N)(Vm € N)  (Yn = Ym> Up — U) < (Un = Ym> V. (20) = V(2m)).  (7.32)
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Ainsi
(VR e N)(Vm € N) (Y, un) + Wms Y) < (Yo Yn) + (Yo Un)
+ (Yo — Yms V(@) = Vf(2m)). (7.33)

En fixant m € N et en passant a la limite dans (7.33) quand n — +oco par rapport a la
sous-suite (yx, )nen, ON Obtient

(Vm e N) - T (ye,, vk, ) + Wms Yi) < Umo U + U, Up)
+ (Y = ym, VI (2) = V(2)). (7349

Ensuite, en passant a la limite dans (7.34) quand m — +oo par rapport a la sous-suite
(Y, )nen, ON obtient

Lim (e, v ) < (W, %) - (7.35)

Par ailleurs, comme les opérateurs (A, ),y sont monotones,

(Vn e N)  (yn — up,y; —ut) =0, (7.36)
et donc,
(Vn e N)  (yn,un) + (Un, Yy < (Y, yin) + (un, uy) - (7.37)

Ainsi, en combinant avec (7.35), on obtient

(U, u*) + (u,y") = lim <ykn, u’,;n> + lim <ukn, y,’;n>
= lim ( <ykn, u’,;n> + <ukn, y,’;n> )
< Him ((ye.. vk, ) + (o up, )
< i (Y, i, ) + lim (ug,, )
< (Y97 + (u,u’). (7.38)
Par conséquent, (y — u,y* — u*) > 0 et comme (u,u*) est arbitraire dans gra A et A est

maximalement monotone, on en déduit que (y,y*) € gra A. En remplacant (u,u*) par
(y,y*) et utilisant le méme raisonnement que précédemment, on obtient

={y.y"). (7.39)

Par suite, il résulte de (7.35) que
Yk Ui ) = W 07) - (7.40)
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Ensuite, on définit B = Vf — Vf(x) et (Vn € N) B, = Vf — Vf(z,). Alors B est
maximalement monotone et (Vn € N) B, est monotone et (y,, —y:) € graB,. Soit
(v,v*) € gra B, soit (v,),en une suite dans X telle que v, — v, et on pose (¥n € N)
v = Vf(v,) — Vf(x,). Alors v — Vf(v) — Vf(z) =v* et (Vn € N) (v,,0v}) € graB,,.
Puisque les opérateurs (B,,),en SONt monotones,

(VR €N)  (vn — Yo, vy + ) 20, (7.41)
et ainsi

(Vn e N) - (vn, vp) + (Un, Y) = Yy V) = (Yo ) = 0. (7.42)
En particulier,

(VneN) (v, vp )+ (ve v ) = (Yrnsvr ) — (Yrs yre, ) = 0. (7.43)

En utilisant (7.40) et en faisant tendre n vers +oo dans (7.43), on obtient
(v —y,v* 4+ y*) > 0, ce qui implique que (y, —y*) € gra B. Par suite,

V(@) =Viy)+ Vi) =Vl =Viy) +y € Vi) + Ay, (7.44)
et donc, y = R/,z. Cela implique que y,, — .0

Corollaire 7.18 Soit X un espace de Banach réel réflexif, soit X'* le dual topologique de X,
et soit f € I'o(X) une fonction de Legendre supercoercive, soit (x,),en € (intdom f)N telle
que x, — = € intdom f, et soient (¢, )nen Une suite de fonctions dans I'y(X) convergeant

au sens de Mosco vers ¢ € I'y(X) (noté v, M, ©), e,

(i) Pour toute suite (z,),en € XN telle que z, — x € X et pour toute suite strictement
croissante (k,)neny dans N, on a lim ¢y, (2x,) = ¢().

(ii) Pour tout z € X, il existe (z,)neny € XN telle que z, — z et p,(z,) — ©(2).
q ¥ ¥

Supposons que dom dpU(U,endom dy,,) C int dom f et que V f soit uniformément continu
sur les sous-ensembles bornés de intdom f. Alors prong,nxn — proxsf;x. En particulier;

soient C' et (C,)nen des ensembles convexes fermés non vides de X tels que ic, M, Lo et
C' U (UpenC,,) C intdom f. Alors Pén:cn — Pé:c.

Démonstration. 1l résulte de [1, Theorem 3.36] que Oy, N Oy et donc, l'assertion est

un corollaire de la Proposition 7.17. 0

7.3 Cocoercivité relative aux distances de Bregman

La notion de cocoercivité joue un réle important dans l'algorithme explicite-implicite
dans les espaces hilbertiens [11]. Un opérateur B d’un espace hilbertien réel dans lui-
méme est 3-cocoercif pour un certain 3 € |0, +oo[ si B~! — S1d est monotone.
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Définition 7.19 [9, Definition 3.3] Soient X un espace de Banach réel réflexif, X'* le
dual topologique de X, f € I'((X) une fonction de Legendre, B: X — X™* tel que
dom B Nnintdom f # &, et 8 € |0, +o0[. Alors B est d'inverse fortement monotone relati-
vement a f si

(Vz; € dom B Nintdom f)(Vz, € dom B N int dom f)
<Vf* (Vf(a:l) — B:cl) —Vf* (Vf(:cg) — Ba:Q), Bz, — B:c2> > 0. (7.45)

De plus, B est f—cocoercif relativement a f si 5B est d'inverse fortement monotone
relativement a f.

Remarque 7.20 Soient X un espace de Banach réel rélfexif, X* le dual topologique de
X, f € I'o(X) une fonction de Legendre, B: X — X* tel que dom B Nintdom f # &,
et § € |0, +oo[. Alors B est f—cocoercif relativement a f si et seulement si 7 = V f* o
(Vf — BB) est D!-ferme.

Démonstration. D’abord, dom 7" C intdom f et on déduit du Lemme 7.5 que ranT C
ranV f* = intdom f. Ensuite, soient (z1,y;) € graT et (z3,y2) € graT. Alors Bx; =
BNV f(x1) — Vf(y1)) et Boy = B~V f(z2) — V f(y2)). Ainsi I'inégalité (7.45) est équi-
valente a I'inégalité

(1 — 2, (Vf(@1) = V() — (Vf(22) = V(ya))) =0, (7.46)

qui est elle-méme équivalente au fait que 7" est D/-ferme. [

Nous étudions du lien entre la notion de cocoercivité classique et la notion dans la
Définition 7.19.

Remarque 7.21 Soient X un espace de Banach réel réflexif, X* le dual topologique de
X, [ € I'o(X) une fonction de Legendre, B: X — X* tel que dom B Nintdom f # &, et
B €10, +o0].

(i) Supposons que X soit hilbertien et que f = || - ||*/2. Alors la cocoercivité au sens
classique et la cocoercivité définie dans la Définition 7.19 sont identiques.

(ii) La cocoercivité au sens classique n’implique pas la cocoercivité au sens de la
Définition 7.19. Par exemple, supposons que X = R, que B = Id, et que f =
|- [1/4. Alors Vf: R — R: £ = E et V'R — R: & — /£ 1l est clair que
B est (1/2)-cocoercif. Si B est J—cocoercif relativement a f pour un certain
B € 10, +o0], alors

(V&1 eR) (V& €R) (& — 52)(\3/5% —B& — {’/55’ — &) >0, (7.47)

ce qui est impossible si 'on prend 0 < &; < /B et & = 0.
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(iii) La cocoercivité au sens de la Définition 7.19 n’implique pas la cocoercivité au
sens classique. Par exemple, supposons que X = R, que § € ]0,1], que f soit
I'entropie de Boltzmann-Shannon, et que

Ing, si€ > 0;

. (7.48)
a, sinon.

B:R—>R:&— {
Alors Vf*: R — R: ¢ — ¢f. Comme In est croissante, pour tout (£1,&) €
10, 400[*, on a

(B&1 — B&) (VI (Vf(&) — BBE) — VI (V (&) — BBE))
= (1-5)"11 = B)(Iné& — In&)(et=Amar _ (1=F)ine)

= ( —B)fl(lnf% —hlfé )( 17 - 217[3)
>0, (7.49)

ce qui montre que B est J—cocoercif relativement a f. Si B est 5-cocoercif alors
(V(&,&) €]0,400[) B]In& —In&)? < (n& —In&) (4 —&).  (7.50)

En prenant & = 1 et & = 2-/(612) dans (7.50), on obtient 1 < 1 — 2772, qui
est impossible. Cela implique que B n’est pas 3-cocoercif.

Exemple 7.22 Soient X un espace de Banach réel réflexif, f € I'y(X) une fonction de
Legendre telle que Argmin f # &, 5 € |0, 1[, x; € intdom f, et x5 € intdom f. Alors

i =V f(xy) — BV f(x1) = (1—-B)Vf(x)+ B0 € intdom f*,
=V f(x2) — BV f(x2) = (1 — )V [f(xs) + S0 € int dom f*.

Ainsi la monotonie de V f* implique que
(BV f(21) = BV f(22), V f*(27) — Vf*(x§)>
<ZE1 a5, V[ (x) — Vf*(x3)) >0, (7.52)

(7.51)

ce qui également montre que V f est f—cocoercif relativement a f.

Nous présentons une caractérisation d’'un opérateur cocoercif au sens de Bregman
dans R dans la proposition suivante.

Proposition 7.23 Soient i) € ['((R) une fonction de Legendre deux fois différentiable sur
intdom ¢, 8 € ]0,+o0c, et B: R — R un opérateur monotone. Supposons que B soit
différentiable sur dom B N int dom ) # & et que

(V€ € dom Bnintdom ) BB'(£) < ¢"(€). (7.53)

Alors B est 3—cocoercif relativement a ).
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Démonstration. Comme v est de Legendre, ¢’: int dom ¢» — int dom ¢* est une bijec-
tion. Puisque ¢ |incdom ¢ €St strictement convexe et deux fois différentiable, ¢ > 0 [17,
Theorem 2.1.10] et dong, il résulte du Théoreme d’inversion que (v*)” = ((¢')7') =
1/1". Ensuite, posons T = (1/*) o (¢/ — 3B) et supposons que & et & soient deux élé-
ments génériques dans dom B N intdom . Comme 7" = (¢" — BB')/(¢" o T), (7.53)
implique que 7" > 0 sur dom B Nint dom 1, i.e., T" est croissant sur dom B N int dom 1.
Par suite,

(T(6) = T(&)) (& — &) = 0. (7.54)

Comme B est monotone, (B(&;) — B(&))(&1 — &) = 0, et il résulte de (7.54) que

(&1 — &) (T(&) — T(&)) (B(&) — B(&)) = 0. (7.55)

Par conséquent, (T'(&) — T(&))((B(&) — B(&)) = 0, ce qui montre que B est $-D¥-
cocoercif. []

Exemple 7.24 Soient § € |0, +o0o[, ¢ € I'o(R) une fonction de Legendre, et B: R — R
monotone et différentiable. Alors B est §—cocoercif relativement a ) dans chaque cas
suivant :

(i) ¢ est entropie de Boltzmann-Shannon et (V¢ € ]0, +oo[) AB'() < &7
(i) ¢ est I'entropie de Fermi-Dirac et (V¢ € ]0,1[) SB/(€) <11 —¢)

(iii) ¢ est 'entropie de Burg et (V¢ € ]0, +oo|) BB'(§) < &1

(iv) ¢ est la fonction de type Hellinger et (V¢ € |—1,1[) 8B'(£) < (1 —£2)73/2,
(v) % est la fonction exponentielle et (V€ € R) 3B'(€) < €.

Démonstration. Proposition 7.23. [J

7.4 Construction de points fixes de contractions

Dans cette section, nous construisons les approximations successives du point fixe d'une
famille de contractions pour des distances de Bregman. Nous reprenons les Défini-
tions 5.2 et 5.3 du Chapitre 5.

Proposition 7.25 Soient X un espace de Banach réel réflexif, I un ensemble totalement
ordonné au plus dénombrable, (C;);c; une famille de sous-ensembles de X tels que C' =
Nicr Ci # 9, [ € I'o(X) une fonction de Legendre telle que CNint dom f # @, a € |0, +00],
(M )nen € €4 (N), et (fy)nen des fonctions de Legendre dans P, (f) telles que

(Yn € N)  (14n,)fn = frs1: (7.56)
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Soit i: N — I une application telle que
(VjeI)(3M; e N\{0})(Vn e N) je{i(n),...,i(n+ M; —1)}. (7.57)

Pour tout i € I, soit (1}, )nen une suite d’opérateurs tels que

(Vn €N) T,, € B(f,) et C; = Fix T}, (7.58)
Soient £ €10, 1], (A)nen € |e, 11", o € int dom f, et posons
(Vn €N)  zpi1 = Vi (Vi(@n) + M (Va(Tinyntn) — Via(zn))) - (7.59)

Supposons que f satisfasse la Condition 7.7 et que (Vx € intdom f) D/ (z,-) soit coercive.
Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Soit x € C Nnintdom f. Alors (D’ (x,x,,))nen est bornée.
(ii) (xy,)nen est une suite bornée dans int dom f.
(i) Y ,en Df(ﬂ(n)mxn, Tp) < +o00.
(iv) Supposons qu’il existe g € F(f) telle que, pour tout n € N, g = f,, et que, pour
tout y; € X et pour tout y; € X,

Y1 € w(xn)neN nC
Y2 € w(xn)neN NncC = Y1 = Ya. (760)
((y1 =y, Vu(xn)) ), oy converge

De plus, supposons que 2(x,,),eny C intdom f. Alors il existe T € C tel que x,, — .

(v) Supposons que C' soit convexe et fermé, que li_mDé(:cn) = 0, et qu'il existe § €
10, +ocf tel que (Vn € N) 5f = f,. Alors il existe T € C' tel que z,, — 7.

Démonstration. Notons que xy € intdom f. Supposons que z, € intdom f pour un
certain n € N. Alors (Vi € I) T, ,z,, € ranT;,, C intdom f,,. Puisque Vf,,: intdom f,, —
int dom f; est bijective avec pour inverse est Vf*: intdom f — intdom f,, d’apres le
Lemme 7.5, V f.(2,,) + A (V fo(Tin) n%n) — V fn(2,)) € intdom f, et il résulte de (7.59)
que z,.1 € intdom f,, = int dom f. En raisonnant par récurrence,

(Zn)nen € (intdom )N est bien définie. (7.61)

Ensuite, on déduit de (7.59) et du Lemme 7.6 que

(Vo € Cndom f)(Vn € N) D™ (2,2,41) < (1= \) DI (2, 2,,) + M\ DI (2, Ty )
(7.62)

Comme (7.58) implique que
(Vz € Cndom f)(Vn € N)  (z — Tinynn, Vfu(zn) = V fa(Lin)ntn) ) (7.63)
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on obtient
(Vz € Cndom f)(Vn € N) Df”(x,Ti(n)vn:cn) < D™ (x,2,) — D (Tinyn®n, ). (7.64)
D’autre part, il résulte de (7.56) que
(Vz € Cndom f)(Vn € N) D (z,2,.1) < (1 +n,) D/ (2, 2ny1), (7.65)
et donc, en combinant avec (7.62) et (7.64), on obtient
(Vz € Cndom f)(Vn € N) D+ (2, 2,,1) < (1 +n,) D' (2, z,)
— (1 + 0) M DI (Tiy o, 20). (7.66)

Cela implique que (z,),cn €st stationnairement quasi-monotone au sens de Bregman par
rapport a C relativement a (f,,),en. Donc, il résulte de la Proposition 5.5(i) que

(Vz € Cnintdom f) (D/*(z,x,)) est convergente. (7.67)

neN

(i) : On note que (Vn € N) D/(z,2,) < a~'D/(x,z,). Par suite, on déduit que
(7.67) que (D’ (z,x,))qen est bornée.

(ii) : Proposition 5.5(ii).

(iii) : Soit z € C'Nintdom f. Il résulte de (7.66) et de (7.67) que

Z Df(ﬂ(n),nxnu xn) < 0471 Z Dfn (Crl(n),na;nu xn)

neN neN
< a_lg_l Z(l + nn))‘ann (ﬂ(n),nxna "L‘n)
neN
<o e (1 5) D (@, 20) = DI (2, 00)
neN
< a e tsup DIz, x,) (1 + Z nn)
< +o0. (7.68)

(iv) : Soit + € C N intdomf. On déduit de (7.64) et de (7.67) que
(DI (z, Ti(n)nTn))nen €st bornée, et donc, comme

(Vn € N) Df(x, Tin)nTn) < a D (2, Tin) nn), (7.69)

on déduit que (D’ (x, Ti(n),nTn) )nen €t bornée. Par suite, (7i(,) n%n)nen €St bornée. D’autre
part, on déduit de (iii) que D/ (Ti(n),nTn, ©,) — 0, et comme [ satisfait la Condition 7.7,

Ti(n)ml‘n —x, — 0. (770)
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Comme (7.59) implique que

on obtient

(Vn € N) D' (Tiyntn, Tns1) + D7 (2ns1, Tin) @)
= <xn+1 - CZji(n),nxna an(anrl) - vfn(ﬂ(n),nxn)>

= (1 - )\n) (Dfn (anrlu ﬂ(n),nxn) + Df" (Crl(n),nxn7 xn) - Dfn (xn+17 xn))
< DI (xn+1, Ti(n),nxn) + D (Ti(n)mxn, :pn) (7.72)
Ainsi
(Vn € N) D! (T n@n, @ni1) < @ D (T, Tos1) < a7 DI (L un, 7). (7.73)

Comme (7.68) implique que D/r (Tin)n®n, Tny1) — 0, on déduit de (7.73) que
Df(Ti(n)mSCn, Tp41) — 0. Par suite, Tj(,) , o, — 1 — 0 et il résulte de (7.70) que

Tpi1 — Ty — 0. (7.74)

Maintenant, soient z € 20(x,, )nen, (kn)neny Une suite strictement croissante dans N telle
que z, — z,etj € I. D’apres (7.57), il existe une suite strictement croissante (I,,)nen
dans N telle que

(¥ € N) {kn <l <t M5 =1 < Fony <l 775
J =i(l,).
Par conséquent,
kn+M;—2
|21, — 2, || < 2; |1 — 2| < (M;—1) . |Zmi1 — Tl — 0, (7.76)

et donc,

Ty, — Z. (7.77)
Par ailleurs, on dérive de (7.70) et (7.75) que

Tj ., — @1, = Tig) 12, — 21, = 0. (7.78)

En invoquant (7.77) et (7.78), on obtient = € C; et donc, z € C, i.e., W(x,,)neny C C.
Finalement, I'assertion résulte de la Proposition 5.6.

(v) : C’est un corollaire de la Proposition 5.8. [
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Remarque 7.26 La Condition (7.57) est introduite dans [7, Definition 5]. Dans le cas
oul ={1,...,m}, onpeut choisiri = 1+rem(-,m) ou rem(-,m) est le reste de la division
par m.

Remarque 7.27 Dans la Proposition 7.25, supposons que I = {1,...,m}, que f € I'g(X)
soit de Legendre et uniformément convexe, et que (Vn € N) f,, = f. Alors, on récupere
[3, Section 4.2].

Remarque 7.28 Dans la Proposition 7.25, supposonsque I = {1,...,m},que f: X — R
soit une fonction de Legendre uniformément convexe dont le gradient est faiblement
séquentiellement continu, et que (Vn € N) f,, = f. Alors, on récupere [13, Theorem 3.1].

Corollaire 7.29 Soient X un espace de Banach réel réflexif, f € I'y(X) une fonction de
Legendre, (T),)nen des opérateurs dans B(f) telle que C = (), yFixT,, # &, ¢ € ]0,1],
(A )nen une suite dans e, 1], xy € int dom f, et posons

(VneN) 21 = V(1= X) V(@) + MV (). (7.79)

Supposons que CNint dom f # &, que f satisfasse la Condition 7.7, et que (Vx € int dom f)
DY (x, ) soit coercive. Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

neN

(1) (zn)nen est une suite bornée dans int dom f.
() >en DI Tz, x,) < +o00.
(iii) Supposons que, pour tout y; € X et pour tout y, € X,
y1 € W(xy)nen N C
Y2 € W(xy)nen N C = Y1 =Y. (7.80)
((v1 = 92, Vf(2n))), oy comverge

De plus, supposons que 20(x,,),en C intdom f. Alors il existe T € C tel que x,, — 7.

(iv) Supposons que C' soit convexe et fermé et que h_mDé(xn) = 0. Alors il existe T € C
tel que x,, — 7.

Démonstration. C’est un corollaire de la Proposition 7.25 avec I = {1} et (Vn € N)

7.5 Algorithmes d’éclatement d’opérateurs monotones

Dans cette section, nous considérons le probléme suivant.

Probleme 7.30 Soient X un espace de Banach réel réflexif, X* le dual topologique de
X,et A: X — 2% et B: X — 2% des opérateurs maximalement monotones tels que
Z = zer (A + B) # ©. Le probleme est de

trouver z € X telque 0€ Ax+ Br. (7.81)
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Dans la proposition suivante, nous utilisons les notions dans les Définitions 5.2
et 5.3 du Chapitre 5.

Proposition 7.31 Dans le Probléme 7.30, supposons que B = Vg oil g € I'o(X) est une
fonction essentiellement lisse. Soit f € I'y(X) une fonction de Legendre cofinie telle que
ZNintdom f # @, intdom f C intdom g, et f = «ag pour un certain 3 € |0, +ool. Soient
e €10,8/(B+ 1), (Nn)nen € C(N), et (V,)nen une suite dans R telle que

(VneN) e<y <B(l—¢) et (1+17)% — Y1 < B (7.82)
Soit = € intdom f et posons
(Vn €N) Zpyq = J,{nA (Vf(zn) — 7 Vg(x,)) . (7.83)

Supposons que f satisfasse la Condition 7.7 et que (Vx € intdom f) D’ (z,-) soit coercive.
Alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) (z,)nen est une suite bornée dans int dom f.

(ii) Supposons que V f soit uniformément continu sur les sous-ensembles bornés de
int dom f et qu’une des condition suivantes soit vérifiée :

(a) ZNndom f est un singleton.
(b) Vf et Vg sont faiblement séquentiellement continus et Z C int dom f.
(c) dom f* est ouvertet V f, Vf*, et Vg sont faiblement séquentiellement continus.
Alors il existe T € Z tel que x,, — T.
(iii) Supposons qu’une des conditions suivantes soit vérifiée :
(a) A est uniformément monotone en 7.
(b) g est uniformément convexe en T.
(© lim D% (x,) = 0.

Alors il existe T € Z tel que =, — T.

Démonstration. Posons M = A+ Vg. Comme g est essentiellement lisse, V¢ est maxima-
lement monotone [16, Theorem 18.7] et [2, Theorem 5.6]. Puisque @ # ZNintdom f C
dom A Nnintdom f € dom A N intdom g, M est maximalement monotone d’apres [16,
Theorem 24.1(a)] et donc, Z = zer M est convexe et fermé [6, Lemma 1.1(a)]. Ensuite,
le Lemme 7.15 implique que les opérateurs (J{n 1)nen sont bien définis et univoques de
X* dans int dom f. Ainsi, on déduit de (7.83) que (x,),en €st une suite bien définie dans

int dom f. Ensuite, posons
(VneN)  f,: X = ]|—o00, +]

. f(z) —ymg(x), siz € intdom f; (7.84)
—+00, sinon.
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Notons que

(VneN)  (L4m)fo = fosr = L+ ) (f = mg) = (f = ns19)

et

(VneN) fo—ef=f—mg—ef=Q0—e)(f—Bg)+ (B1l—e)—m)g.

Par suite, en utilisant la notation de la Définition 5.2, on déduit de (7.82) que
(\V/’I’L € N) (]- + nn)fn >f_ fn-‘rl et fn € j)E(f)
D’autre part, on déduit de (7.83) que

(VneN) v Mz, =7, (A:En+1 + Vg(xn+1))
= Vf<l’n) - ’ang«vn) - vf(anrl) + ang(anrl)

Maintenant, (7.88) et la monotonie de M impliquent que

(Ve e ZNndom f)(Vn € N)  (z — 2,01, Vin(z,) — Vn(zai1)) <0,
et ainsi

(Vz € ZNndom f)(Vn € N) D™(x,2,.1) + D™ (2,11, 2,) < D™ (2, 2,,).
Par ailleurs, on déduit de (7.87) que

(Vz € ZNndom f)(Vn € N) (1 +n,) D™ (2,2p11) = D" (2, 1,41).
Ainsi, on déduit de (7.90) que

(7.85)

(7.86)

(7.87)

(7.88)

(7.89)

(7.90)

(7.91)

(Vo € ZNdom f)(Vn € N) D' (2,2,.1) < (140,) D' (z, 2,) — (14+1,) D™ (2,41, 2,,).

(7.92)

Cela signifie que (z,).cn est stationnairement quasi-monotone au sens de Bregman par
rapport a Z relativement a (f,,),en d’apres la Définition 5.3. Donc, il résulte de la Propo-

sition 5.5(i) que
(Vo € Znintdom f) (D'(x,2,)), ., estconvergente.
(i) : Proposition 5.5(ii).
(ii) : Comme (7.92) implique que

(Vo € Znintdom f)(¥n € N) D™ (zny1,2,) < (14 1,) D™ (2011, 20)

(7.93)

< (1 + n,) D (2, x,) — DI (2, 2,,41), (7.94)
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on déduit de (7.93) que D/*(x,,1,x,) — 0, et ainsi

Df(xn+1, x,) — 0. (7.95)
Comme f satisfait la Condition 7.7, on déduit de (7.95) que

Tpy1 — Tp — 0. (7.96)

Maintenant, on prend = € 2(x,, ),en et (k,)nen Une suite strictement croissante dans N
telle que x;, — x. Posons

(VneN) 28 =~ YV f(zns1) — V(@) € My (7.97)

Alors x;, .1 — x. De plus, comme V f est uniformément continu sur les sous-ensembles
bornés de int dom f, on déduit de (7.96) que z; — 0. Puisque gra M est séquentielle-
ment fermé dans xfaible . y+fort [6 Lemma 1.2], (x,0) € graM, i.e., x € zer M = Z.

(i)(a) : On a @ # W(xy)neny C Z Ndom f et done, W(x,)neny = {T}. Par suite,
€T, — T.

(i) (b)-(i) (c) : Si Z C intdom f alors 2 (x,,)neny C Z Nintdom f. Si dom f* est ou-
vert et V f* est faiblement séquentiellement continu alors 20(z,,),eny C int dom f d’apres
le Lemme 6.25. Au vu de la Proposition 5.6, il suffit de montrer que (5.10) est satisfaite.
Supposons que y; € W(xy, )nen N Z et yo € W(xy,)nen N Z tels que

(y1 = Y2, Vfulzn)) — L. (7.98)

Alors il existe des suites strictement croissantes (k,),en et (1,)neny dans N telles que
xp, — ypetx, — ys. On alors déduit de (7.82) et de [15, Lemma 2.2.2] qu'il existe
0 € [g,5(1 —¢)] tel que v, — 0. Comme V[ et Vg sont faiblement séquentiellement
continus et comme (Vn € N) f,, = f —~,g, en passant a la limite dans (7.98) par rapport
aux sous-suites (z, )nen €t (2, )nen, ON Obtient

L=y — 2. V(1) —09(1)) = (y1 — 42, Vf (y2) — 09(y2)). (7.99)
Ensuite, posons

h: X — ]—00, +00]

L {f(:c) —fg(z), siz € intdom f; (7.100)
~+00, sinon.
Alors h est Gateaux différentiable sur intdom ~ = int dom f et (7.99) implique que
(y1 = 42, VA(y1) — Vh(ya)) = 0. (7.101)
D’autre part,
h—ef=f—0g—cf =(1—e)(f—Bg)+ (B(l—¢)—0)g. (7.102)
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Ainsi, comme f = Bg et < f(1 — <), on obtient h = ¢ f et donc,

D"(y1,42) = €D (y1,y2) et D™(yz,y1) = €D (ya,11). (7.103)
Par suite, il résulte de (7.101) que
0= <y1 — Y2, Vh(y1) — Vh(y2)>

= D"(y1,42) + D"(y2, 1)
> e(D'(y1,42) + DY (12, 1))

= e{y1 =2, V(1) — V(1)) (7.104)
et la monotonie de V f implique que
(1 =2, V(1) = Vf(ya)) = 0. (7.105)

Comme f|incdom s €St strictement convexe, V[ est strictement monotone [17, Theo-
rem 2.4.4(ii)], et ainsi (7.105) implique que y; = ys.

(iii) (a)-(iii) (b) : Soit T € ZNintdom f. Si A est uniformément monotone en 7 alors
M Test aussi. Si g est uniformément convexe en 7 alors dg est uniformément monotone
en T [17, Page 201] et ainsi M l'est aussi. Soit ¢ le module de convexité uniforme de M
en 7. Il résulte de (7.97) que

(Tpi1 — T, 2h) = O(||znsr — E||). (7.106)
Comme (7.90) implique que
(Vn € N) D™(Z,2,41) < (14 7,) D™(F, 20p1) < (1 +1,) D (7, 2,),  (7.107)

on obtient

(Vn € N) (14 n,) ' D" (Z, 2p41) < DT, 20p1) < DT, 2). (7.108)
Par suite,

DI™(Z, 2p41) — D™(T, z,) — 0. (7.109)

Dongc, il résulte de (7.106) que
(Vn eN) eo(leni —TI) <y (Tni1 — T, 27,)
= <"L‘n+1 -, an(l'n) - an(l'n+1)>
= Dfn (fa xn) - Dfn (f, xn-{—l) - Dfn (:En+17 xn)
< Dz, 2,) — DT, 2py). (7.110)
En passant a la limite dans (7.110) et en utilisant (7.109), on obtient
¢(||zns1 —T|) = 0. (7.111)
Par suite, ||z,,+1 — 7| — 0 et ainsi x,, — = d’apres (7.96).

(iii) (c) : Proposition 5.8. 0
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives

8.1 Conclusions

Nous avons proposé les premieres méthodes pour résoudre des inclusions monotones
composites dans les espaces de Banach. De plus, nous avons analysé des cas particuliers
d’un algorithme de type d’Haugazeau/Bregman en présence d’erreurs.

Nous avons introduit la notion de suites quasi-monotones au sens de Bregman qui
nous permet de proposer et de démontrer la convergence d'un algorithme du point proxi-
mal avec des distances de Bregman variables. Nous I'avons appliqué pour résoudre le
probleme d’admissibilité convexe.

Nous avons proposé la premiere version de I'algorithme explicite-implicite pour ré-
soudre le probleme de minimisation convexe composite dans des espaces de Banach
réels réflexifs. Méme dans des espaces hilbertiens et euclidiens, notre cadre donne des
algorithmes nouveaux qui, dans certains cas, s’averent plus avantageux numériquement
que les algorithmes basés sur la distance hilbertienne. Nous avons appliqué les résul-
tats obtenus a divers schémas itératifs de construction de zéros et d’optimisation. Une
application en restauration d’images a été présentée pour illustrer notre algorithme.

8.2 Perspectives

Voici quelques problémes qui sont naturellement suggérés par la these.

e Pour montrer la convergence de 'algorithme explicite-implicite, nous 'avons dé-
crit sous la forme d’un algorithme du point proximal par rapport aux distances
de Bregman variables et donc, nous avons demandé que Vi soit faiblement
séquentiellement continu. Une approche qui pourrait relacher cette hypothese
dans un espace de dimension infinie serait intéressante.
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e Une construction dun algorithme explicite-implicite pour résoudre des inclu-
sions monotones générales dans des espaces de Banach est encore une question
ouverte.

e Des méthodes d’éclatement basées sur la distance hilbertienne ont été appli-
quées aux problemes d’optimisation stochastique [4, 5, 6]. Les extensions de
nos résultats dans ces problémes seraient intéressantes.

e Soit M: X — 2% un opérateur maximalement monotone tel que zer M # @ et
soit f € I'y(X’) une fonction de Legendre. Il est montré dans [2] que sous des
hypothéses convenables sur f, la suite engendrée par I'algorithme

zo €intdomf et (VneN) z,4 =Q’ (:Eo,l‘n, RiLMxn) (8.1)

converge fortement vers P, , ;. Cependant, le calcul de la D/-résolvante en gé-
néral donne un résultat avec une erreur et donc, le comportement de la variante
ci-apres de (8.1)

zo €intdomf et (VneN) wzyp1 =Qf (20,2, R yy2n +a,),  (8.2)

ou (ay,)nen représente les erreurs produites a la suite du calcul de la D/-

résolvante, est intéressant. Lorsque P.._, x, reste dans H/(z,, Rﬁn Mo+ an) A
chaque itérée n € N, alors D/ (PZ’;r %0, Tn) — 0. Plus général, cette convergence
est préservée si (Vn € N) PZJ;r o + b, € HY (29, 2,) ol b, — 0. Néanmoins, cette

condition est difficile a vérifier en pratique. Le comportement de (z,,),cn dans le
cas général est encore une question ouverte.

e En considérant une inclusion primale-duale composite comme une somme de
deux opérateurs monotones dans I'espace vectoriel produit et en utilisant les
méthodes existantes (la méthode explicite-implicite-explicite [3, 8] et la mé-
thode de I'inverse partiel [7]), les méthodes nouvelles sont obtenues [1, 3]. Une
généralisation de I'inverse partiel dans les espaces de Banach permet d’étendre
le résultat de [1] pour des inclusions monotones composites dans ces espaces.
Cependant, I'existence d’une telle généralisation est une question ouverte.

e Les algorithmes opérants par blocs de coordonnées [4] fournissent un outil pour
résoudre des probléemes d’optimisation de grande taille. Leurs versions basées
sur les distances de Bregman seraient intéressantes a développer.

Paris, le 17 juillet 2015
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