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1.4 Méthodes stationnaires appliquées aux structures axisymétriques . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.1 Présentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.2 Régime permanent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.3 cas de chargement en rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Introduction

Si la compréhension et la prévision théorique des diverses dégradations affectant la tenue des struc-
tures mécaniques en contact constituent des préoccupations majeures de l’industrie et de la recherche, il
n’en reste pas moins que, malgré l’importance des travaux effectués, des verrous demeurent sur la voie
qui mène à ces objectifs. Qu’il s’agisse de la fissuration sous ses divers aspects, macroscopiques (par
exemple tache ovale et shelling observés dans les rails) ou microscopiques (par exemple squat naissant
dans les rails, micropitting dans les engrenages), ou de l’usure sous toutes ses formes, douces ou sévères,
contre lesquels il est important de se prémunir, un des enjeux est toujours l’établissement de modèles
fiables de prédiction. Or dans la plupart des cas, cette fiabilité ne pourrait être obtenue que par l’utilisa-
tion d’une démarche globale prenant en compte la genèse de pièces et leur comportement en service. Et
c’est là que résident les obstacles ; il s’agit en somme de retrouver toute l’histoire thermomécanique des
pièces par la modélisation de leur procédé de fabrication (générateurs des contraintes résiduelles), le suivi
de l’évolution de leur état thermomécanique sous les sollicitations variables de service, et d’appliquer les
critères d’apparition et de cumul des dommages.

Ainsi, lorsqu’on considère les problèmes des endommagements induits par les contacts entre so-
lides (écaillage, fretting, fatigue, etc.) l’absence d’une démarche globale prédictive tient essentiellement
à deux raisons. La première est le manque de méthodes de calculs rapides et fiables permettant d’éva-
luer les grandeurs thermomécaniques pertinentes responsables de l’usure ou des autres dégradations au
voisinage des contacts mobiles et répétés. En effet, les méthodes de calcul classiques incrémentales y
sont mal adaptées à cause du grand nombre de cycles du chargement. La seconde provient des faiblesses
des critères destinés à évaluer certains phénomènes d’endommagement sous sollicitations multiaxiales,
comme c’est le cas des états de contraintes induits par les contacts entre solides. Devant la profusion
des propositions de critères, un premier tri s’avère déjà nécessaire pour éliminer ceux établis dans un
contexte particulier et souvent faisant intervenir des paramètres dont les définitions ne sont souvent pas
claires, encore moins intrinsèques. Il faudrait aussi éliminer ceux, qui, de formulations complexes, ne
sont pas adaptés au calcul de structure essentiellement à cause de coût ”computationnel”.

La démarche que nous développons vise précisément à surmonter ces deux difficultés dans un certain
nombre de cas spécifiques. Les axes principaux de recherche qui, naturellement s’en dégagent, sont :� la formulation et la mise en œuvre numérique d’algorithmes de calcul spécifiques pour traiter des

problèmes importants (faisant essentiellement intervenir des sollicitations mobiles : rail/roue, dud-
geonnage, roulements à billes, fretting, etc.) difficilement abordables par les méthodes classiques ;� la formulation de lois de comportement de matériaux en relation avec les structures et les pro-
cessus à étudier : divers degrés de finesse ou de sophistication sont à considérés, seuls certains
phénomènes sont à prendre en compte ; selon qu’il s’agit de modéliser le soudage (acier), le rochet
plastique dans le rail, le modèle de comportement serait bien sûr différent ;� la recherche de critères d’apparition de défauts ;� la modélisation de procédés tels que ceux d’assemblage (soudage, dudgeonnage) ou ceux desti-
nés à introduire des contraintes résiduelles (galetage, grenaillage, trempe laser, etc.) ; elle s’avère
indispensable pour une prédiction quantitative du comportement à la fatigue des structures concer-
nées.



6 TABLE DES MATIÈRES

Plus précisément, notre mémoire est organisé comme suit.

chapitre 1
Dans le chapitre 1, nous abordons les méthodes de calcul des structures sous chargements cycliques.

Il s’agit des cas de contacts répétés et mobiles sur de grandes distances (exemple du contact rail/roue) et
de ceux de contacts intermittents ou à faibles débattements (exemple du contact essieu-axe/roue) . Nous
rappelons les travaux que nous avons effectués sur la mise au point de méthodes permettant d’accéder
directement et manière fiable à l’état asymptotique de structures thermoélastoplastiques sous chargement
cyclique. Ainsi, dans le cas de chargements mobiles et répétitifs, nous avons proposé l’algorithme de
thermoélastoplasticité stationnaire. Cette procédure numérique permet de déterminer les états thermo-
mécaniques générés par des sollicitations mobiles et répétées. Cette évaluation peut être effectuée cycle
par cycle (Méthode Stationnaire Passage par Passage) ou directement à l’éventuel état stabilisé atteint
généralement au bout d’un grand nombre de cycles (Méthode Stationnaire Directe).

Actuellement, nos travaux sur les algorithmes de calcul des structures thermoélastoplastiques en
contacts intermittents ou à faibles débattements avec comme application immédiate le fretting-fatigue.
La méthode cyclique directe que nous développons, qui s’apparente à une procédure de recherche de
cycle limite à grand incrément de temps, s’appuie d’une part sur la méthode LATIN de Ladevèze et
d’autre part sur la propriété de périodicité de l’état limite.

Chapitre 2
Le deuxième chapitre est consacré à l’évaluation de l’endommagement induit par les contacts mo-

biles. Dans le cas de la fatigue oligocyclique nous avons utilisé des critères disponibles dans la littérature
(essentiellement la loi de Manson-Coffin). En ce qui concerne la fatigue polycyclique, c’est l’approche
multi-échelle initiée par Dang Van qui est développée et appliquée. Les critères qui en sont issus être
identifiés par des expériences simples à réaliser, d’une autre nature que des essais de roulement. Nous
présentons une extension de l’approche macro-méso au cas de la fatigue polycyclique anisotherme et
montrons qu’elle permet d’obtenir des formulations anisothermes cohérentes des critéres de fatigue po-
lycyclique.

Chapitre 3
Les chemins de fer constituent une source intéressante de problèmes des endommagements de contact :

de la fatigue polycyclique s’initiant en profondeur (tache ovale) ou en surface (squat) en passant par la
fatigue oligocyclique (shelling) jusqu’à l’usure douce ou sévère, régulière ou ondulatoire, une large pa-
lette d’avaries est rencontrée. C’est donc naturellement que ce domaine illustre bien l’intérêt des outils
de calcul et des modèles de fatigue que nous avions mis au point : l’utilisation de la démarche couplant
calcul stationnaire et critères de fatigue permet une étude systématique de tels problèmes en apportant
des réponses quantitatives.

Chapitre 4
On montre que le problème de fretting (endommagements induits par les contacts à faibles débatte-

ments peut être résolu par l’utilisation d’une démarche classique découplée consistant en un calcul de
l’état stabilisé mécanique (par la méthode cyclique directe) et une prévision numérique d’endommage-
ment qui est liée directement à la nature de l’état stabilisé. Ainsi la bonne concordance obtenue entre les
simulations numériques et les essais dans le cas de la fissuration du fretting indique que celle-ci relève
d’un problème de fatigue polycyclique classique.
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Chapitre 1

Méthodes de calcul des structures sous
chargements cycliques

1.1 Introduction

1.1.1 Problématique

Les zones de contacts entre solides constituent des points singuliers propices à toutes sortes de dé-
gradations (écoulements plastiques, fissurations, usure, formations de couches tribologiquement trans-
formées). Les sollicitations qui s’y exercent sont mal maı̂trisées, variables, intermittentes, au mieux cy-
cliques. Et il est clair que leur modélisation est des plus difficiles. Pour cette raison, de nombreuses
études ont été entreprises par le passé avec des résultats dont les portées ne sont pas à la hauteur des
moyens mis en œuvre. Ainsi, dans le cas de l’usure, malgré le grand nombre des études effectuées, on
ne dispose actuellement d’aucune loi d’usure véritablement prédictive et générale ; il en est de même
dans de nombreux autres problèmes d’endommagement induit par les contacts entre solides (écaillage,
fretting, etc.).

Comme nous l’avions souligné, la raison essentielle à cela est l’absence de méthodes de calcul ra-
pides et fiables permettant d’évaluer les grandeurs thermomécaniques pertinentes responsables de l’usure
ou des autres dégradations (fatigue, endommagements, fissurations, etc.) au voisinage des contacts mo-
biles et répétés. Lorsque la structure reste élastique, on dispose de solutions analytiques (Hertz, Cerruti,
Boussinesq, Hills-Nowell-Sackfiels [21], ect.). Les limitations de celles-ci sont connues : pas de prises en
compte des géométries réelles (solutions calculées sur des demi-espaces) et des contraintes résiduelles.
En effet dans la plupart des cas, les chargements de contact génèrent de la plasticité lors des premiers
cycles de leur application, ce qui inévitablement produit des contraintes résiduelles influant la tenue en
fatigue.

De même, les méthodes semi-analytiques développées par K.L. Johnson [5–10] ne permettent de
prévoir que l’état limite des structures élastoplastiques sous chargements mobiles et répétés sans pou-
voir accéder aux champs thermomécaniques locaux (contraintes, déformations plastiques, etc) qui sont
à l’origine des dégradations constatées. Quant aux méthodes des ”éléments finis” classiques, elles ne
permettent pas d’atteindre, dans de tels cas, les états limites en de temps raisonnables de calcul. Ceci est
lié au traitement incrémental du chargement qui entraı̂ne une grande lourdeur dans les calculs (comme
par exemple ceux de millions de passages de roues sur un rail, lequel est en général plastifié en surface
dès les premiers passages).

Il existe les méthodes alternatives. On peut citer la méthode simplifiée de Zarka et al. [16], appliquée
au problème du roulement par Keer et al. [17–19] mais aussi par Hassine [19], Mayeur [33]. C’est une
méthode efficace dans le cas du modèle élastoplastique à écrouissage cinématique mais dont l’extension
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au cas de couplage fort, notamment thermomécanique, reste à faire. Quant à la méthode à grand incré-
ment de temps de Ladevèze [3, 26, 28], une adaptation de la solution proposée dans [28] aux problèmes
de contacts mobiles et répétés pourrait être effectuée. Nous utiliserons plus loin la méthode à grand in-
crément de temps combinée avec la méthode proposée par Akel et Nguyen [1] pour traiter les problèmes
des chargements intermittents.

1.1.2 Méthodes stationnaires et cycliques directes

Les méthodes que nous proposons permettent d’accéder directement et manière fiable au résultat re-
cherché dans le cas de chargements mobiles et répétitifs. Il s’agit de :� Algorithme de thermoélastoplasticité stationnaire
Cette procédure numérique permet d’évaluer les états thermomécaniques au voisinage des contacts mo-
biles avec ou sans frottement, en régime d’adhérence totale ou partielle. Par cette façon de faire, il est
possible d’évaluer les grandeurs thermomécaniques cycle par cycle (Méthode Stationnaire Passage par
Passage) ou directement à l’éventuel état stabilisé atteint généralement au bout d’un grand nombre de
cycles (Méthode Stationnaire Directe). De nombreuses applications à des problèmes industriels dont les
solutions par les méthodes classiques incrémentales sont quasi-impossibles à obtenir, ont été effectuées.
Grâce à ces calculs, en utilisant les critères d’endurance sous sollicitations multiaxiales on a pu étudier
de manière systématique des phénomènes tels que le pitting-écaillage des engrenages, le squat et la tache
ovale dans les rails, et l’établissement des cartes de fatigue. Les traitements de surface tels que le gale-
tage des vilebrequins ou les procédés d’assemblage tels que le dudgeonnage des tubes de générateurs de
vapeur ont pu être optimisés.� Méthode cyclique directe
La méthode cyclique directe permet la détermination directe de l’état asymptotique d’une structure sou-
mise à un chargement périodique (général cette fois-ci, alors qu’il était mobile à vitesse constante dans
le cas stationnaire) en évitant un traitement incrémental du trajet de chargement. Elle est fondée sur la
méthode à grand incrément de temps à partir d’une proposition de Akel et Nguyen [1]. Nous l’avons
pour l’instant, essentiellement utilisée lors des études sur le fretting.
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1.2 Méthodes stationnaires

1.2.1 Historique

La méthode stationnaire a initialement été proposée par Nguyen & Rahimian [34] pour étudier numé-
riquement le mouvement permanent d’une fissure en milieu élastoplastique. Elle a ensuite été appliquée
à l’étude d’un chargement mobile sur un demi-espace élastoplastique par Dang Van et al. [9]. D’autres
développements, théoriques (unicité de la solution) et numériques avec l’utilisation des méthodes SUGP
(streamline upwind Petrov Galerkin) pour la résolution du problème thermoviscoplastique, ont été ef-
fectués dans ma thèse [1], et dans nos publications qui ont suivi [5, 10, 11, 29]. Avec Akel, Nguyen et
Ouakka akel2,ouakka0, nous avons utilisé les techniques de développement en séries de Fourier (voir
section 1.4) pour traiter les problèmes tridimensionnels de structures axisymétriques soumises à des
chargements mobiles et non axisymétriques (comme c’est le cas pour le dudgeonnage) : à cette occasion
la recherche directe du cycle stabilisé, sans la simulation des passages successifs a été élaborée. Ces
techniques ont ensuite été appliquées au problème du galetage par Hanus at al. [18]. Parallèlement, en
mécanique des roches la méthode stationnaire est utilisée, avec mon encadrement, pour le creusement
des tunnels en milieu élasto et visco-plastiques [7, 15] et dans le cadre l’interaction outil/roche lors du
processus de coupe des roches (forage) [14]. Avec Bonnet et Lederer [29], nous l’avons couplée avec les
équations intégrales dans le but de traiter les problèmes de contact et de couches minces. Rajoutons pour
finir que cette méthode est implémentée dans sysweld et Castem2000. Dans ce qui va suivre, je rappelle
le principe de la méthode ainsi que quelques unes de mes contributions dans son développement et sa
mise en œuvre.

1.2.2 Rappels sur les principes du modèle

La méthode stationnaire permet de déterminer l’état thermomécanique d’une structure soumise à un
chargement thermique et/ou mécanique mobile après un nombre fini ou un très grand nombre de passages
du chargement. Elle s’applique lorsque le chargement est stationnaire au cours du temps dans un repère
en translation sur un solide prismatique infini, ou en rotation sur un solide immobile. Les principales
hypothèses de la modélisation sont alors :� hypothèse des petites transformations en plasticité incrémentale ;� hypothèse du régime permanent par rapport au repère lié au chargement, ce dernier étant supposé

se déplacer à vitesse constante ;� hypothèse de la stationnarité de l’état limite signifiant que la réponse en contrainte et en déforma-
tion plastique (en cas de non rochet) est périodique à l’état stabilisé de roulement cyclique.

Nous verrons dans ce qui va suivre les conséquences de ces hypothèses sur les équations du problème
considéré.

1.2.3 Principe de la méthode stationnaire

Une structure prismatique, constituée d’un matériau élastoplastique, est soumise à un chargement
mobile se déplaçant à la vitesse

V = V ��� (Fig. 1.1).
On suppose qu’il y a un régime permanent dans le repère mobile lié au chargement. Ainsi toute

derivée particulaire d’une grandeur matérielle B, devient :��	��

����� � (1.1)
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V

x

y

z

Figure 1.1: Type de problème considéré

1.2.4 Équations du problème

Les équations du problème sont :

conservation de l’énergie ����������������! #" ��$&% (1.2)$ %
la source de chaleur due à la dissipation intrinsèque mécanique,

������ la source de chaleur ré-
versible correspondant au couplage thermomécanique, r la source de chaleur volumique et q le
vecteur flux de chaleur ;

équations de la dynamique �'����(  �*)+ (1.3)

loi de comportement (  ,.-�/1032!465 �87:9��;(=< (1.4)>�?  @;-8A ? (1.5)0
 B/10 2 � 0DC 9 (1.6)EFFFG FFFH �0 C  I�J'KJ ( K=L.MON IQP MON I K  M4 �A ?  IRJ�KJ >�? (1.7)

équation de compatibilité 0& TSU /WV�XZY'[\+ �^] V�XZY'[\+ 9 (1.8)

loi de conduction thermique _  �4a`bV�XZY'[ � (1.9)
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avec les conditions initiales et aux limites suivantes : :c'dfehg�ejilk�md npo�qsrut�vxwzy|{p} (1.10)~ d�i ~�md npo�qsrut�� w y|{�} (1.11)�D� y|�*�p�8} i �D� y|��} (1.12)� i � m npo�q�rut'��y|{p} (1.13)������� i �����z�a���!��� �f��� � npo�qsrut��Zy|{p} (1.14)� � ���� est la discontinuité de la vitesse au niveau du contact, �:� le coefficient de partage de la chaleur
interfaciale générée.
En fait, dans l’équation (1.14), l’équation de discontinuité correspond à l’application du premier principe
de la thermodynamique aux corps en contact. Elle est, dans le cas d’une surface de contact ne possédant
d’énergie interne propre, rigoureusement donnée par :� ��������� � i �
���!��� �f��� � (1.15)� ���������� est la chaleur générée à l’interface des deux corps. Sa distribution entre ces derniers dépend de
leurs propriétés respectives de conduction. Le second principe assure la positivité de celle-ci 13. Dans le
cas de deux corps similaires, � � est bien sûr égal à 0,5. Dans le cas d’une interface plus complexe, une
analyse énergétique peut être trouvée dans [37, 40]

Le problème mécanique

La première idée de la méthode stationnaire consiste à se placer dans le repère lié au chargement
(dans lequel le régime est supposé permanent). Toutes les équations précédentes sont alors re-écrites
sous les formes suivantes :
-équation de la dynamique ¡'¢�£ � i#¤ t¦¥*§!�©¨�¨ (1.16)

-loi de comportement � i«ª­¬ �¯®�° �=± (1.17)²´³ i¶µ·¬¹¸ ³ (1.18)� i y � ® °·�D� } (1.19)

� �D� �©¨ i«º r'»r � »=¼.�O� º­½ �O� º » i � (1.20)

¸ ³ �©¨ i«º r�»r ²�³ »=¼.�O� º.½ �O� º » i � (1.21)
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ÂzÃDÄ8Å*ÆBÇ ÈÉ ¿WÊ=ËÍÌ�ÎÏÅÑÐ�¿WÊÒËÍÌ�ÎÏÅ�ËÍÓ�Ô=ÆÕÇ ÈÉ�Ö Ê=ËÍÌ�Î Ö ËjÓ�Ô (1.22)

avec × ÆØÈÙÛÚ�Ü Ë­Ý ¾Ý Á Ð8Þ­Ð8Ã¹Â©ßáà�â�ã'Â©ßåäxæ'¿�Ý ¾Ý Á Å�ç (1.23)

Ú Æ È si
¾�Æ«è

(1.24)Ú Æ«è si
¾=é.è

(1.25)Üxê ç désigne la partie positive, et ë Æ Ý ¾Ý Á Ð¹Þ.Ð Ý ¾Ý Á à Ý ¾Ý Ì�Î ÐOì·Ð Ý ¾Ý Ì�Î (1.26)
×

est le multiplicateur plastique, (
¾�Æ«è

) définit la frontière du domaine élastique,
ÓOÔ

est la limite d’élas-
ticité,

ÁÒí
la contrainte initiale, î Î sont les paramètres internes et

Ì\Î
leurs forces associées,

Þ
le tenseur

d’élasticité et
ì

sont donnés.
Dans ces équations, les dérivées spatiales ont remplacé les dérivées temporelles. Leur intégration est
effectuée le long de la direction de mouvement, de sorte que numériquement (en utilisant les éléments
finis) ni le chargement ni la structure ne sont translatés. Le comportement du matériau peut être quel-
conque. Dans le cas des rails, il a été considéré comme élastoplastique de type von Mises à écrouissage
cinématique linéaire, ou à écrouissage cinématique non-linéaire du type proposé par Bower [4].

La seconde idée est d’utiliser la stationnarité de l’état limite (champ de contrainte périodique, champ
de déformation périodique en l’absence de rochet) pour le déterminer directement.

Les deux méthodes de détermination de l’état limite qui en résultent sont :ï la méthode Stationnaire Passage par Passage : elle n’utilise pas directement, dans son algo-
rithme de résolution, la condition de stationnarité. Elle permet de calculer la réponse de la structure
passage par passage soit pour un nombre de cycle donné, soit jusqu’à l’éventuel état stabilisé.ï la méthode Stationnaire Directe : elle utilise dans son algorithme de résolution, la condition de
stationnarité. Elle permet de calculer directement la réponse stabilisée de la structure sans donner
le nombre de cycles nécessaire à l’obtention de celle-ci.

Le problème thermique

Le couplage thermomécanique revient : (i) dans l’équation de la chaleur aux sources volumiques de
chaleur (dissipation intrinsèque

ÁlÐñðÃ Ä ËòÌ´Î¦Ðóðî Î , chaleur réversible ô ã ðõ ) et à la dissipation interfaciale;
(ii) dans les équations mécaniques à l’expansion thermique [10]. L’équation thermique s’écrit :ö'÷�ø ¿xËÒù ê3úüû¯ý�þ ã�Å´Ë ô¹ÿ�� ã�Â©ßñÆæaË � Á«Ð8Ã Ä Â©ß à��óÌ�Î¦Ð î Î8Â©ß à��óâåã=ä æ'¿1Á�Å Â©ß

(1.27)

Les détails de la procédure de résolution du problème thermomécanique peuvent être trouvés dans
[10].
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1.3 Méthodes stationnaires : cas purement mécanique

1.3.1 Méthode stationnaire passage par passage

La méthode stationnaire passage par passage permet de calculer la réponse d’une structure prisma-
tique ou axisymétrique soumise à un chargement mobile pour un cycle du chargement. Ainsi, on pourrait
suivre cycle par cycle de l’évolution des grandeurs mécaniques jusqu’à l’éventuel état stabilisé. Ceci est
effectué par intégration numérique (éléments finis) des équations (1.16 - 1.26) de la section précédente.

Une description détaillée de l’algorithme de résolution est donnée dans [5, 10, 11]. Nous rappelons
qu’il permet d’obtenir les grandeurs thermomécaniques aux points géométriques du repère mobile lié
au chargement : dans le problème tel qu’il est posé ici, la structure (domaine matériel) est en grand
déplacement et petites transformations. La résolution revient à celle d’un problème non-linéaire avec
une loi de comportement non-locale. Dans son principe, elle est identique à la construction dans un
problème incrémental classique de la solution à un instant �����	� connaissant la solution à l’instant � : la
différence réside dans le calcul non-local des variables internes. Les principales étapes :

1. état initial de la structure connu ;
2. initialisation des contraintes, des déformations et des déformations plastiques ;
3. détermination de la solution vérifiant la loi de comportement ”stationnaire” ;
4. recherche de la solution linéaire admissible (équilibre, comportement linéaire 
���
 , et liaison) ;
5. détermination de l’erreur ([28]) et arrêt éventuel ;
6. retour à 2.
Nous allons expliciter l’intégration implicite de la déformation plastique et des variables internes le

long de la ligne de courant (et éventuellement le calcul de la rigidité tangente cohérente) pour un certain
nombre de lois de comportement que nous avions utilisées.

Matériau à écrouissage cinématique linéaire et isotrope

On note par � le critère de plasticité (fonction de charge). La fonction � est donnée par :����
������ ������� ��!"�#�%$&� �'�����(�*)+���,�-��$&� �'�.� (1.28)

)/� dev 
 (1.29)

�'�+� 021354 6758
9�	: 8
�� d � (1.30)

En affectant respectivement les indices �<;=� et �<; �?>'� aux quantités évaluées aux points (de Gauss) ; et; �?> , ; en amont de ; �?> sur la même ligne de courant, le calcul de 
 � @BADC=EGF à partir de la déformation
 @HAIC=EGF et de 
 � @HAIF 
 � 3 @BADC=EGF 
 3 @BADC=EGF supposés connus, se fait de manière implicite, par projection orthogo-
nale (Nguyen [34, 35]) autrement dit par retour radial (Simo et Taylor [38]). Ce calcul s’effectue de la
même manière que l’intégration temporelle avec une différence de signification pour les variables. Ainsi
on écrit : ) @HAIC=EGF � ) 3 @BADC=EGF � 6KJ �ML @HAIC=EGF �N
 � @HAIC=EGF �! @HAIC=EGF � ) @BADC=EGF �2OP
 � @HAIC=EGF� ) 3 @BADC=EGF �2OP
 �3 @HAIC=EGF �Q�RO5� 6KJ �S
 � @HAIF � 6KJ L @BADC=EGF �T�RO5� 6KJ �U�V
 �� !9WX�Q�RO5� 6KJ �U�Y
 �
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avec ZY[ dev \ et ]V\9^_[Q\ ^ `BaDb=cGdfe \ ^ `BaDd
La déformation plastique calculée point n+1 en aval du point n est donnée par :\ ^ `HaIb=cGd [g\ ^ `HaId�hji k9lm k l m [g\ ^ `HaIdnh2iYop (1.31)i déterminé par la méthode de Newton à partir de l’équation implicite de vérification du critère de charge

au point d’arrivée (n+1) : m k l m e�q�rKs h5t+uSi e�v&q w ^ `BaDd hyx rz iXu [Q{
Dans le cas de l’écrouissage cinématique linéaire, on obtient :\ ^ `BaDb=cGd [g\ ^ `HaId h |rKs h5t q | e vm k l m u (1.32)

avec k l [?}9~ `HaIb=cGd e t \ ^ ~ `HaIb=cGd h rKs Z `HaIb=cGd eTq�rKs h�t+u \ ^ `HaId
En faisant l’analogie avec le cas de l’intégration temporelle, on voit qu’ici \ `BaDb=cGd joue le rôle de

l’incrément de déformation ]Y\ entre les instants d’intégration � a et � aDb=c et }�~ `HaIb=cGd e t \ ^ ~ `BaDb=cGd�e�q t�hrKs u \ ^ `HaId celui de } q � a u . La rigidité tangente cohérente se déduit alors par :� [ d � `HaIb=cGd
d \ `BaDb=cGd[ �z q | e�rI� u q 1l � 1l u&h rKs-qM�Xe |z 1l � 1l u e� sf�Iq |rKs h�t5h v�� op � op h im k9l m qM��e |z 1l � 1l e op � op u�u

Matériau à écrouissage cinématique non-linéaire

Nous considérons une loi qui a été proposée par Bower [4] pour pouvoir rendre compte du rochet à
taux décroissant observé sur les rails. La fonction � , critère de plasticité, est donnée par :� q ����� u [ m k m e%v&q w ^ u [ m � e dev � m e%v&q w ^ u (1.33)��� �� �\ ^ [ ��� �� ��� [ t �\ ^ e ��� c q � eN� u�� [ ��� � q � e�� u (1.34)

En affectant respectivement les indices q<� u et q<� h | u aux quantités évaluées aux points (de Gauss) n et
n+1, n en amont de n+1 sur la même ligne de courant, le calcul de \ ^ `BaDb=cGd ��� `HaIb=cGd � � `HaIb=cGd à partir de la
déformation \ `HaIb=cGd et de \ ^ `HaId \ ^ ~ `HaIb=cGd , � ~ `HaIb=cGd , � ~ `HaIb=cGd , � ~ `HaIb=cGd supposés connus, se fait de manière
implicite, on écrit :k `HaIb=cGd [ } `BaDb=cGd e � `HaIb=cGd u[ } ~ `BaDb=cGd e5q � ~ `HaIb=cGd h � ` � u�u&h rKs-q Z `BaDb=cGd e \ ^ `HaIdGu e�rKs ]V\ ^ e ]Y�[ k l e�rKs ]V\ ^ e ]Y�
avec ]Y\�^+[g\ ^ `HaIb=cGd&e \ ^ `HaId et ]Y��[g� `BaDb=cGd e � `HaId



1.3. MÉTHODES STATIONNAIRES: CAS PUREMENT MÉCANIQUE 15

Les variables internes calculés au point n+1 en aval du point n sont donnés par :�Y  ¡ ¢£*¤M¥�¦¨§ ¤ ¢*© ¥�ª�«'¦S¥�¬"­®°¯ ¤M¥�ª�± ©j² ¥ « ª�±�ª�«�¦�¤  ´³MµH¶I· ¯N¸ ³MµB¶D· ¦º¹ (1.35)�Y  ¡ ¢£*¤M¥�¦¨§ ¤ ¢*© ¥�ª�«'¦S¥�¬"­®°¯ ¤M¥�ª�± ©j² ¥ « ª�±�ª�«�¦�¤ ¸ ³MµH¶I· ¯N¸ ³MµB¶D·U¦º¹ (1.36)

avec
£*¤M¥�¦ ¡ ¢»© ¥-ª¼± © ¥-ª�« ©j² ¥ « ª¼±�ª�« et

  ³MµH¶I· ¯�¸ ³MµB¶D· ¡g  µH¶I· ¯�¸ µH¶I· ©   µB¶D½ ± · ¯¾¸ µH¶I½ ± ·¥
déterminé par la méthode de Newton à partir de l’équation implicite de vérification du critère de

charge au point d’arrivée (n+1) :¿-À9Á ¯ ¤ ²KÂ © ¢*© ¥�ª�«£»¤M¥X¦ ¬+¦S¥ ­® © ¢£»¤M¥�¦ ¥�ª ± ¤   ³MµB¶D· ¯�¸ ³MµH¶I· ¦ ¿ ¯%Ã ¡gÄ
La déformation plastique est alors donnée par :Å9Æ µH¶I½ ± · ¡ Å�Æ µB¶D· © ¥ À Á © ±Ç µHÈÉ· ¥�ª�±Ê¤  ´³MµH¶I· ¯�¸ ³MµB¶D· ¦¿»À Á © ±Ç µHÈÉ· ¥�ª�±Ê¤   ³MµH¶I· ¯�¸ ³MµB¶D·S¦ ¿ (1.37)

Dans le cas où
ª�«

est nul, on obtient :£»¤M¥�¦ ¡ ¢-© ¥-ª¼± (1.38)�Y  ¡ ¥¢-© ¥-ª¼±�§ ¬"­®°¯ ª�±'¤   ³MµB¶D· ¯�¸ ³MµH¶I· ¦º¹ (1.39)Å�Æ µB¶D½ ± · ¡ Å9Æ µH¶I· © ¢²KÂ © ¬ ¤ ¢ ¯ Ã¿-À Á ¿ ¦ (1.40)

avec
¥

déterminé par :¿»À Á ¯ ¤ ²KÂË© ¬¢»© ¥-ª¼± ¦S¥V­® © ¢¢-© ¥�ª�± ¥�ª�±  ´³MµH¶I· ¿ ¯%Ã ¡yÄÀ Á ¡?Ì9Í µH¶I½ ± · ¯ ¤  ´Í µB¶D½ ± · ©   µÏÎ ¦�¦ ©�²KÂ ¤MÐ µB¶D½ ± · ¯ Å�Æ µH¶I· ¦
Modèle associé de Cam-Clay

C’est un modèle [5, 14] destiné à rendre compte du comportement des argiles consolidées ou surcon-
solidées, fondé sur le concept de l’état critique. On considère ici un modèle élastoplastique isotrope. Le
critère est une ellipse paramétrée par ÑÓÒRÔ qui s’est :Õ ¤HÖØ×�Ù�×�ÚRÛ ÜI¦ ¡ ÖÝ¤HÖ ¯ Ñ ÒRÔ ¦ © ¤ ÙÞ ¦ « ¡gÄ (1.41)ÑÝÒ�Ô ¡ Ñ Ínß�à�á ¤<£ÝÚ Û Ü ¦ (1.42)

(1.43)

avec
Ù ¡,â ã« dev ägå dev ä ,

Ö ¡ ±ã tr ä ,
Ú Û Ü ¡

tr Å Æ , Þ est la pente de la droite caractérisant l’état critique
initial, Ñ Í est la pression effective de consolidation,

£
paramètre du matériau.æÅ Æ ¡ çéèÊêè'ë¡ ±ã ¤ ² Ö ¯ ÑÝÒ�Ô ¦ ç 1l © â ã« «�ìíYî ç ­®¡ ±ã æï Û Ü 1l © æÅ Û ð (1.44)



16 CHAPITRE 1. CALCUL DES STRUCTURES SOUS CHARGEMENTS CYCLIQUES

En affectant respectivement les indices ñ<ò=ó et ñ<ò�ô,õ'ó aux quantités évaluées aux aux points (de
Gauss) n et n+1, n en amont de n+1 sur la même ligne de courant, le calcul de ö¨÷ øHùIú=ûGü , à partir de la
déformation ö øBùDú=ûGü et de ö ÷ øHùIü supposées connus, se fait de manière implicite, par retour radial on écrit :ý øBùDú=ûGüÿþ ý�� øHùIú=ûGü ô ��� ñ�� øHùIú=ûGü�� ö
	 � øHùIú=ûGüSóþ ý�� øHùIú=ûGü ô ��� ñ�� øHùIú=ûGü�� ö
	 � øHùIüGó � ����� ö
	 �þ ý�
 � ����� ö 	 �� øBùDú=ûGü þ � � øBùDú=ûGü ô��jñ���� øBùDú=ûGü � � 	 � øHùIüSó � � � � 	 �þ � 
 � � � � 	 �þ � 
 ��� �jñ � � øHùIú=ûGü ������� øBùDú=ûGü óþ � 
 ô � � � ��� øBùDú=ûGüõ»ô � � ������ øBùDú=ûGü þ ����� øHùIü��! #" ñ%$ � � 	 � óþ � ��� øHùIü �! #" ñ%$ � ñ � � øHùIú=ûGü ��� ��� øBùDú=ûGü óþ � ��� øHùIü �! #"'& $ � � � 
 ������� øHùIú=ûGüõ»ô � � � (

� est déterminé par la méthode de Newton à partir de l’équation implicite de vérification du critère
de charge au point d’arrivée (n+1) :)��ñ+* ý 
 * � ��� � ó-,-ô�./,.ñ � 
 � � � � 	 � ó�ñ � 
 � � � � 	 � ��� ��� ó þ10
soit les deux équations)� ñ+* ý�
 * � ��� � ó , ô�. , ñ � 
 � � � � øHùIú=ûGü ô2� � ��� øHùIú=ûGü ó�ñ � 
 � � � � øHùIú=ûGü ôyñ���ôgõ'ó � ��� øHùIú=ûGü ó þ 0

� ��� øHùIü �! #"3& $ � � � 
 ��� ��� øHùIú=ûGüõ-ô � � � ( �4� ��� øBùDú=ûGü þ 0
permettant de déterminer � et � ��� øHùIú=ûGü par une méthode de Newton.

La déformation plastique est alors donnée par :

ö�	 ��øHùIú=ûGü þ ö
	 ��øBùDünô � ý 
* ý 
 *�5	 � øHùIú=ûGü þ �5	 � øBùDü ô � � � 
 � õ � ��� øHùIú=ûGüõ»ô � � �
1.3.2 Méthode stationnaire directe : stationnarité de l’état limite

Stationnarité de l’état limite

Les matériaux considérés sont à comportement élastoplastique standard. Il est connu (Halphen [16,
17], Ladevèze et Rougée [27]) que des structures constituées de tels matériaux et soumises à un charge-
ment périodique ont une réponse asymptotique périodique en contrainte ; de plus la solution en contraintes
est unique pour des conditions initiales données.
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L’état asymptotique (lorsque le temps t tend vers l’infini), caractérisé par l’évolution de la déformation
inélastique et de l’écrouissage peut être :6 une adaptation : la structure peut subir (ou non) des déformations plastiques pendant les premiers

cycles, mais sa réponse asymptotique est élastique. Autrement dit, il y a adaptation lorsque l’éner-
gie totale dissipée 7 reste bornée. Cette condition se traduit par :

798;:=<=>?A@CB D ?E D#F 7HG�IKJLIKMN8O:=<A>?A@PB D ?E DQFSR�TVUXWY[Z R�\^] M`_�a4bdc UeWf c�_-I�JLI�M est finie (1.45)

En tout point M, pour t suffisamment grand, on a alors ::=<A>?A@PBhg Y Z R�\i] Mj_�a Y Z B R�\ _ g 8O:=<A>?A@PBhg Wf c R�\i] Mj_ka Wf c B R�\ _ g 81l (1.46)

c’est-à-dire qu’en tout point la déformation permanente et l’écrouissage tendent vers des valeurs
fixes quand t tend vers l’infini.
La fatigue qui risque de survenir est donc à grand nombre de cycles (polycyclique).6 une accommodation : la réponse limite est une boucle fermée de déformation plastique. En d’autres
termes, la déformation plastique évolue pendant le cycle, mais à la fin du cycle, elle retrouve sa
valeur initiale. En tout point M, pour t suffisamment grand, on a alors :D#m�n+mporq WY[Z R�\^] M`_-IKMN8 D#m�n+m�osq Wf c R�\i] Mj_-I�MN8Vl (1.47)

La fatigue qui surviendra éventuellement sera à faible nombre de cycles (oligocyclique).6 un rochet (en parfaite plasticité) : la déformation plastique s’accumule cycle après cycle; la ruine
de la structure survient alors très vite.

σ

ε

maxσ

σmin

σ

ε

σmin

σ

ε

σmin

adaptation accommodation rochet

Figure 1.2: États limites sous chargement cyclique

L’état limite adapté ou accommodé est ainsi caractérisé par la tendance de la déformation plastique
et des variables internes à devenir périodiques. Numériquement, nous rechercherons directement une
solution possédant cette propriété, en partant d’un état initial connu. Ainsi, les solutions recherchées par
notre algorithme de résolution vérifient la relation (1.47).
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Ceci nous fournit des équations supplémentaires qui sont satisfaites lorsque l’état stabilisé est atteint.
On voit alors la différence entre cette méthode et un algorithme de plasticité incrémental classique;

elle réside d’une part dans le calcul de la déformation plastique qui se fait ici le long d’une ligne de
courant, et d’autre part dans l’existence d’un test de stationnarité de la réponse limite en déformation
plastique. Les deux méthodes de détermination de l’état limite qui en résultent sont :t la méthode Stationnaire Passage par Passage : elle n’utilise pas directement, dans son algo-

rithme de résolution, la condition de stationnarité. Elle permet de calculer la réponse de la structure
passage par passage soit pour un nombre de cycle donné, soit jusquá l’éventuel état stabilisé.t la méthode Stationnaire Directe : elle utilise dans son algorithme de résolution, la condition de
stationnarité. Elle permet de calculer directement la réponse stabilisée de la structure sans donner
le nombre de cycles nécessaire à l’obtention de celle-ci.

1.3.3 Algorithme de résolution

Une description détaillée de l’algorithme de résolution est donnée dans [5, 10, 11]. Nous en rappelons
les principales étapes :

1. initialisation des contraintes, des déformations et des déformations plastiques;
2. calcul des forces plastiques
3. calcul de la solution élastique avec un champ de déformation plastique initial;
4. vérification de l’admissibilité plastique (critère plastique) et arrêt éventuel si 4. et 6. sont vérifiés.
5. détermination de la ”déformation plastique stationnaire” par projection sur le convexe d’élas-

ticité;
6. vérification de la stationnarité de l’état limite; et retour à 2.

1.3.4 Exemples d’illustration

Dans le cas bidimensionnel, la méthode stationnaire a fait l’objet de nombreuses applications aussi
bien en mécanique, qu’en thermomécanique couplée. Nous présentons ici quelques calculs tridimension-
nels effectués sur des rails, en vue d’obtenir numériquement l’état stabilisé (adaptation, accommodation
ou rochet). La structure considérée est un rail de profil UIC 60 montré sur la figure 1.3. Le chargement
est une pression hertzienne (zone de contact circulaire de rayon u , pression hertzienne maximum vxw ) ef-
fectuant des passages répétés sur le rail. Les effets d’inertie sont négligés. Le matériau est élastoplastique
à écrouissage cinématique non-linéaire, avec les caractéristiques suivantes : E = 210 GPa, y = 0.3, zQ{
= 237 MPa, C = 20 GPa.

La figure 1.4 représente les déformations plastiques équivalentes obtenues lors du premier passage de
la charge (P w / z { = 6.7, u = 10 mm et 2 u est la longueur de la zone raffinée). La figure Fig.1.5 représente la
même quantité obtenue à l’état stabilisé. Comme on peut le voir cet état stabilisé est une accommodation :
les déformations plastiques en amont et en aval sont les mêmes alors qu’elles varient sous le chargement.
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Figure 1.3: Un exemple de maillage de rail soumis à une distribution
mobile de pression hertzienne
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Figure 1.4: Isovaleurs de déformation plastique équivalente lors du pre-
mier passage d’une distribution de pression hémisphérique
avec a = 10mm, |k} / ~�� =6.7 et � =0.
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Figure 1.5: Isovaleurs de déformation plastique équivalente à l’état sta-
bilisé lors du passage répété d’une distribution de pression
hémisphérique avec a = 10mm, �k� / ��� =6.7 et � =0.

1.4 Méthodes stationnaires appliquées aux structures
axisymétriques

1.4.1 Présentation

Dans cette partie, on s’intéresse aux structures élastoplastiques de révolution soumises à des char-
gements cycliques en rotation. L’objectif recherché est la détermination directe de l’état stabilisé obtenu
après un grand nombre de passages du chargement. Pour cela, on utilise la méthode stationnaire com-
binée avec un développement en séries de Fourier en espace, selon la direction circonférentielle (Akel,
Maitournam et Nguyen [2], Ouakka [36]). Nous ne présentons que les idées de base de la modélisation.

1.4.2 Régime permanent

1.4.3 cas de chargement en rotation

On se place ici dans le cas d’un chargement en rotation à vitesse constante, par rapport à l’axe de
la pièce à vitesse constante. L’hypothèse du régime permanent dans le repère lié au chargement signifie
qu’en tout point géométrique toute grandeur physique est indépendante du temps. La dérivée matérielle
d’une grandeur physique � devient ��^�/�����s����� . Dans la formulation mathématique du problème, seule
la loi de comportement élastoplastique fait intervenir une dérivée temporelle, car les effets d’inertie sont
négligés. Nous allons rappeler dans ce qui suit comment elle va être réécrite et intégrée.
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Le comportement mécanique est supposé élastoplastique de Mises à écrouissage cinématique li-
néaire. Il s’écrit : ���V���[��� � �H�1�������+�

(1.48)

�� � �^� �¢¡� �
avec

¡¤£�¥#¦ �S§ ¥C¨�© � ¡ � ¥
(1.49)

et ¡«ª � ¦ � ��¬ �®­N¯ ¨±° �2²�³±� � ­´²Hµ ¶�·¹¸
(1.50)

où ª ¯ ¨±° � ¬-º�» �V· º¼» ²¾½¿ ·¹À!À�Á
º¼»

(1.51)­Â¯ ¨±° �2²�³±� � ­Ã�¾Ä ª ¯ ¨±° ��²�³±� � ¬ � ª ¯ ¨±° ��²�³±� � ¬
(1.52)

c = 2 Å . Å�Æ /3/( Å - Å´Æ ) = module d’écrouissage ( Å Æ module tangent)
·¹¸

= limite d’élasticité en cisaillement
�

= tenseur d’élasticité
�

= multiplicateur plastique donné par :�Ç� ÈÂÉ
ÊÉÌË ����� ��KÍÉÌÊÉ�Ë �K��� ÉÌÊÉ�Ë �2³ É
ÊÉÌË � ÉÌÊÉ�Ë (1.53)

L’hypothèse de régime permanent permet d’écrire :

�� � �/²ÏÎX�+� Ð Ñ � �®�/²�ÎNÒ
(1.54)

d’où � � Ð Ñ �VÒÇ�Ó¡� � ª%Ô
¦`ÕQ¦`Ö ¬
(1.55)

La déformation plastique en un point de coordonnées (r, z,

Ö
) est donnée en fonction de celle d’une

origine arbitraire (r, z,

Ö�×
) et des points situés en amont par l’expression suivante :�Ã� ª%Ô
¦`ÕQ¦`Ö ¬ �1�Ã� ª%Ô�¦`ÕQ¦`Ö
Ø ¬ ²�Ù�ÚÚpÛ Ò ª%Ô�¦`ÕQ¦`Ö ¬ �Ó¡� � ª%Ô�¦`ÕQ¦`Ö ¬ ¯ Ö (1.56)

Ainsi le calcul de la déformation plastique se fera le long des lignes de courant qui sont des cercles
centrés sur l’axe de révolution de la pièce.
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Figure 1.6: Schéma de principe de l’étude :

Ü structure axisymétrique et chargement non nécessairement axisymétriqueÜ repère mobile lié au chargementÜ maillage ”éléments finis” bidimensionnelÜ intégration circonférentielle des déformations plastiques (points n et n+1, numérotés dans
le sens du mouvement du solide)

1.4.4 Stationnarité de l’état limite

Nous rappelons que le comportement asymptotique d’une structure élastoplastique soumise à un
chargement cyclique peut être :Ü adapté : la réponse limite est élastique, mais le matériau a pu se déformer plastiquement lors des

premiers cycles;Ü accommodé : la réponse en déformation plastique est périodique;Ü rochet : accumulation progressive de déformation plastique entraı̂nant la ruine de la structure.

Dans le cas d’un matériau à écrouissage strictement positif, l’état stabilisé est soit une adaptation,
soit une accommodation. La périodicité de la réponse en déformation plastique s’écrit, dans le cas d’un
chargement en rotation, sous la forme : ÝÃÞàß%á
â`ãàâ`ä
åÌæxçèÝ5Þàß%á�â`ãQâ`ä�åNé2ê�ë�æ pour tout couple (r, z).

Ceci nous fournit une équation supplémentaire qui est satisfaite lorsque l’état stabilisé de roulement
est atteint.
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1.4.5 Algorithme de résolution

Une description détaillée de l’algorithme de résolution est donnée dans 5, 10, 11. Nous en rappelons
les principales étapes :

1. initialisation des contraintes, des déformations et des déformations plastiques;
2. calcul des forces plastiques
3. calcul de la solution élastique avec un champ de déformation plastique initial;
4. vérification de l’admissibilité plastique (critère plastique) et arrêt éventuel si 4. et 6. sont vérifiés.
5. détermination de la ”déformation plastique stationnaire” par projection sur le convexe d’élas-

ticité;
6. vérification de la stationnarité de l’état limite; et retour à 2.

1.4.6 Mise en oeuvre de la résolution

Solution élastique

La méthode de résolution utilisée permet de ramener la résolution du problème élastique tridimen-
sionnel axisymétrique en une succession de problèmes bidimensionnels en combinant :ì un développement en séries de Fourier dans la direction circonférentielle : la solution globaleí î%ï�ð`ñQð`ò[ó s’exprimant alors sous la forme d’une somme sur les harmoniques de solutions bidi-

mensionnelles et par :

í´î%ï�ð`ñQð`ò[óXô õö÷�ø'ù íNú÷ î%ï�ð`ñ[óLû!üKý¢þÿò���í��÷ î%ï�ð`ñ[óLý����´þÿò (1.57)

ì une approche type ”éléments finis” pour déterminer la ”composante cosinus” í ú÷ î%ï�ð`ñ[ó et la ”com-
posante sinus” í �÷ î%ï�ð`ñ[ó de chaque harmonique; le calcul est donc effectué en dimension deux, sur
une section méridienne, à ò ù par exemple;ì une recomposition des déplacements par harmonique pour obtenir le déplacement total.

Calcul plastique

A partir du déplacement total sont calculées les contraintes et les déformations utilisées pour réali-
ser le test de plasticité et le calcul de la déformation plastique (projection plastique). Sur une ligne de
courant, la déformation plastique est construite à l’abscisse ò��
	[ò (élément n+1, Fig. 1.6) à partir de la
déformation plastique en ò (élément n, Fig. 1.6) en procédant de la manière suivante :

soit �
� ô���î�� ÷������ ��� ÷ ó�� ��� (1.58)

où � � désigne un champ de contrainte initial,
- si � î � � ð�� � ÷���� ó��! l’élément n+1 n’est pas en cours de plastification,alors :� � ÷"��� ô�� � ÷ (1.59)

- si � î � � ð�� � ÷���� ó�#! alors : � � ÷���� ô���� ÷ �%$ ÷"��� & �& � ÷���� (1.60)� î � ÷���� ð�� � ÷"��� ó«ô' (1.61)
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A ce niveau, la décomposition en séries de Fourier n’intervient pas.
En revanche, les déformations plastiques servent à calculer les ”forces plastiques” décomposées en

séries de Fourier pour effectuer le calcul élastique avec déformations initiales. Rappelons que dans la
formulation globale servant à la résolution par ”éléments finis”, les forces plastiques sont données par :

(*),+́
eléments

-
.
élément /1032546/1798*2;:�<5:�<>=5<@?BA (1.62)

où [B] désigne la matrice reliant le vecteur déformation au vecteur des déplacements des nœuds de
la maille considérée. En particularisant cette expression au cas qui nous intéresse, on a :.

élément / 032546/C7 8 26:�<5:�<@=5<>?3D .
élément2D

- .
EGFH /1032546/17 8 26<>? A :"<@:�<@= (1.63)

La déformation plastique étant connue aux points de discrétisation circonférentielle, 1 son intégration
entre 0 et 2 I se fait par la formule des rectangles.

Ce vecteur ”force plastique” est ensuite décomposé numériquement en séries de Fourier.

1.4.7 Application de la méthode

Cette méthode a été utilisée pour traiter les problèmes suivants.J Le dudgeonnage des tubes de générateurs de vapeurs dans les cuves de réacteur nucléaire. Il s’agit
du problème de l’assemblage de tubes de générateurs de vapeur et d’une plaque. Il s’effectue à
l’aide de quatre galets tournant à l’intérieur du tube en appliquant des pressions qui font qu’après
retrait des galets le tube reste collé à la plaque. Seule la méthode stationnaire (et non l’application
d’une pression axisymétrique à l’intérieur du tube) permet de retrouver les contraintes mésurées.J Les essais de roulement galet cylindrique sur galet cylindrique. La méthode stationnaire permet de
déterminer directement le cycle stabilisé de contrainte et de déformation plastique.J Les essais de roulement de billes sur un plan (butée SNR).J Le creusement stationnaire des tunnels dans des massifs (visco)plastiques. En se plaçant dans le
repère du front, on évite l’utilisation des méthodes d’activation/désactivation des éléments.

1. Rappelons que la résolution d’un problème purement élastique par cette méthode ne demande pas de discrétisation cir-
conférentielle, les relations déplacements-déformations-contraintes étant linéaires. En revanche, celle-ci est indispensable en
présence de non-linéarité plastique. Le nombre de points de discrétisation doit alors être supérieur à deux fois le nombre d’har-
moniques.
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1.5 Méthode cyclique directe

Dans la plupart des études de fatigue (à grand ou à faible nombre de cycles) la prévision numérique
des endommagements est découplée du calcul des grandeurs mécaniques telles que les contraintes, les
déformations et les déformations plastiques. Elle vient en seconde étape, comme ”post-traitement” des
résultats du calcul des structures. Dans de tels cas, seul l’état stabilisé mécanique est important ; l’évolu-
tion vers cet état présente peu d’intérêt : des méthodes alternatives évitant la démarche incrémentale avec
intégration le long du trajet de chargement sont nécessaires. La méthode simplifiée développée par Zarka
et al. [16] est en une. Elle permet de calculer directement le cycle limite d’une structure sous chargements
cycliques à partir de la connaissance de la réponse purement élastique et des domaines d’élasticité. Si-
gnalons aussi que la méthode à grand incrément de temps [Ladevève, 28], grâce à une formulation à deux
échelles de temps, permet de décrire aussi bien l’évolution ”rapide” sur un cycle que celle ”lente” d’un
cycle à un autre.

L’approche que nous proposons, la méthode cyclique directe, a été initiée par Akel et Nguyen [1].
Elle permet la détermination directe de l’état asympotique d’une structure soumise à un chargement
périodique (général cette fois-ci, alors qu’il était mobile à vitesse constante dans le cas stationnaire)
en évitant un traitement incrémental du trajet de chargement. Dans cette présentation, on se limitera
au cas du matériau élastoplastique standard. Le chargement appliqué comprend, des efforts K�L et des
déplacements M L@NPO�Q imposés imposés sur des parties complémentaires du contour de la structure, qui
sont périodiques en temps, de période R .

1.5.1 Principe de la méthode

Nous recherchons directement un état mécanique stabilisé de la structure, en re-visitant la démarche
initiée par Akel et Nguyen [1]. Dans ce but, nous utilisons les deux techniques suivantes : (i) méthode
à grand incrément de temps développée par Ladevèze et al. [3, 26], qui, à la différence des schémas
classiques ”pas-à-pas”, utilise un unique ”grand” incrément ; ici l’incrément de temps est la période tem-
porelle T ; (ii) recherche des solutions dans l’espace des réponses T-périodiques en contraintes et en
déformations inélastiques [1, 22].

Dans la méthode incrémentale, l’intervalle de temps S TVUGR�W est discrétisé en X sous-intervalles TZY O;[ Y\]\]\ Y O_^a` R . Pour chaque incrément de chargement N�b K L U bdc L Q , on évalue les quantités incrémentalesbde , bdf , baf*g de façon à satisfaire les conditions d’admissibilité statiques, plastiques et cinématiques.
Le trajet de chargement est suivi incrémentalement, cycle par cycle jusqu’à l’obtention éventuelle de la
réponse limite.
La méthode cyclique directe que nous proposons, est aussi itérative. Mais elle consiste précisémenth (i) d’abord, à déterminer pour tout le cycle, une réponse statiquement et cinématiquement admis-

sible ; dans [22], nous la déterminons en des instants particuliers O�i du cycle, par la résolution de
problèmes linéaires à déformations inélastiques données ; Ainsi, à chaque itération j , pour tout
instant Oki , nous déterminons le tenseur des contraintes e
l_mn , qui satisfait les équations d’équilibre
avec le chargement ( K L NPO n Q ) et le tenseur des déformations f�l n , compatible avec les déplacements
imposés c
L@NPO n Q à l’instant O n ; Il s’agit donc de résoudre les équations d’équilibre en déplacement;
En fait, une technique meilleure est de décomposer la réponse sur une base choisie de fonctions

temporelles, la décomposition en séries de Fourier est très bien adaptée ;h (ii) dans un second temps, à déterminer pour tout le cycle, la réponse plastiquement admissible (le

tenseur des contraintes e
l_onqp [ , la déformation plastique f g�rnqp [ , les paramètres internes s l tvu nqp [_w ) ; à

chaque instant, la déformation plastique f g rnxp [ est obtenues en projetant l’incrément de déformation



26 CHAPITRE 1. CALCUL DES STRUCTURES SOUS CHARGEMENTS CYCLIQUESy*z {q|�}�~�y*z { sur le domaine élastique défini par l’état initial (supposé connu) ��� z_�{�� yv���{���� z � {�� à l’instant� { ; � z �{q|�} alors calculé à partir de la loi de comportement écrite sous la forme incrémentale.� (iii) L’état stabilisé est atteint quand la déformation plastique y � � et les paramètres internes (
� z � )

sont périodiques i.e. leurs valeurs en début en début de cycle sont égales à celles en fin de cycle ( y5� � z
et
� z � � ) et que l’écart entre les champs statiquement admissibles et plastiquement admissibles est

acceptable ; sinon, on passe à l’itération suivante ����� en initialisant ( y5� �����} ��� z |�}� } ) à ( yv� �� ��� z |�}� � );
la procédure est répétée jusqu’à obtention d’une adaptation ou d’une accommodation. La non
convergence de l’algorithme est une indication de rochet plastique.

L’algorithme de la méthode cyclique se présente comme suit :

ssxW

W x s s[t  ,  t  +  T]

W x [t  ,  t  +  T]ss

[t  ,  t  +  T]

test d’arrêt

Recherche de solutions 

sur

par un processus itératif comprenant :

vérifications des équations linéaires

d’équilibre  sur 

vérifications des équations nonlinéaires
de comportement sur 

écart entre les deux champs précédents

W

W

périodiques définies

PRINCIPE

étape globale   sur

étape locale   sur

Figure 1.7: Principe de la méthode cyclique
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1.5.2 Application de la méthode cyclique directe : cas du chargement de
type fretting

La méthode cyclique directe est testée et validée dans la détermination des grandeurs mécaniques
stabilisées d’un demi-espace soumis à un chargement de fretting (voir la section 4 pour une étude com-
plète de ce problème). Une étude paramétrique est aussi effectuée pour établir des cartes d’adaptation et
d’accommodation pour les deux régimes de glissement [22]. On trouvera dans les références [22, 32] les
détails de sa mise en œuvre, ainsi que des tests de comparaison avec la méthode incrémentale.
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1.6 Bilan et perspectives en méthodes numériques

Rappelons que la méthode stationnaire a connu de nombreuses applications à des problèmes in-
dustriels dont les solutions par les méthodes incrémentales sont quasi-impossibles à obtenir. En plus des
problèmes de contact rail-roue (présentés au chapitre 3), d’autres phénomènes tels que le pitting-écaillage
des engrenages ont pu être étudiés de manière systématique avec l’établissement des cartes de fatigue. La
question du renforcement de la résistance à la fatigue nous a fait aborder la modélisation des traitements
de surface tels que le galetage des vilebrequins ou les procédés d’assemblage tels que le dudgeonnage
des tubes de générateurs de vapeur. Toutes ces études sont menées, en collaboration permanente avec de
nombreux industriels avec toujours pour objectif final la mise au point d’outils numériques de prédiction
quantitative 2 .

La méthode stationnaire a aussi été appliquée à des problèmes de mécanique des roches (creusement
de tunnel [7, 15], et forage [14]. Elle a aussi, grâce à un couplage avec les équations intégrales, ouvert la
voie à l’étude des structures revêtues [29]. Son extension aux transformations finies a été ébauchée [36].

Les perspectives de recherche à moyen terme, portent surtout sur la méthode cyclique avec des ap-
plications à des problèmes thermoviscoplastiques en vue de l’évaluation de la durée de vie de structures
soumises à de la fatigue thermique. Notre objectif, en matière de méthodes numériques demeure toujours
l’établissement de procédures de calcul simplifiées, rapides permettant de traiter des problèmes de struc-
tures soumises soit à des chargements thermomécaniques mobiles et ”instationnaires” (cas des freins) ou
alors des structures périodiques soumises à des chargements constants. Ainsi le cas du frein s’apparente
à celui de structure soumise à un chargement mobile mais de forme et d’intensité non constantes dans
le temps : il pourrait être traité par une extension de la méthode stationnaire qui pourrait s’identifier à
une méthode lagrangienne-eulérienne arbitraire (ALE). Un investissement sur les méthodes des volumes
finis notamment pour les problèmes où interviennent des changements de phase (soudage) est envisagé.

2. voir les rapports de contrats de recherche dans la liste des travaux
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[13] GERMAIN, P. Mécanique (tome I), Ed. Ellipses, Paris, (1986).
[14] GEOFFROY, H. Étude de l’interaction roche-outil de forage: influence de l’usure sur les paramètres
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Pierre et Marie Curie, Paris6, (1978).
[17] HALPHEN, B. L’accommodation des structures élastoplastiques à écrouissage cinématique,
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Chapitre 2

Critères de fatigue multiaxiaux

2.1 Problématique

Dans notre démarche globale pour la prévision des dégradations des structures soumises à des char-
gements variables, nous avions opté pour un découplage entre le calcul des contraintes et l’application
de critères de fatigue. Selon la nature asymptotique de l’état mécanique issu du calcul des contraintes, la
structure se trouve confrontée à de la fatigue à faible nombre de cycles (fatigue oligocyclique survenant
en régime plastique) ou à de la fatigue à grand nombre de cycles (fatigue polycyclique survenant en
régime élastique ou adapté). Nous ne nous intéressons qu’à la fatigue à grand nombre de cycles.

En fatigue polycyclique, depuis Wöhler, l’existence d’une limite d’endurance est admise ; il s’agit,
dans le cas d’une structure sollicitée de manière cyclique par une action uniaxiale, d’un seuil de sollici-
tation en dessous duquel la structure ne subit aucun endommagement de fatigue. Ce concept généralisé
conduit à la notion de critère de fatigue multiaxiale. Un critère de fatigue polycyclique est donc un outil
permettant de distinguer parmi tous les trajets de chargement dans l’espace des contraintes, ceux qui sont
endommageants de ceux qui ne le sont pas.

Actuellement, d’innombrables propositions de critères de fatigue polycyclique sont disponibles. On
pourrait consulter [Papadopoulos, 14, 15], où une revue importante est effectuée. On distingue des cri-
tères fondés sur la notion de plan critique (Findley, de McDiarmid, etc.), d’autres sur les invariants
de contrainte (Sines, Crossland, etc.), ainsi que de critères fondés des concepts énergétiques (Smith-
Watson-Topper, etc.). Une approche qui tranche avec toutes les précédentes est celle, macro-méso (ou
multi-échelle) développée par Dang Van [4, 6, 8] en fatigue polycyclique des métaux. Elle a conduit à
la formulation de critères largement utilisés dans l’industrie mécanique pour la prédiction sur structure
de l’amorçage de fissure de fatigue. Le critère originel a été formulé par Dang Van en 1973. Diverses
versions ont ensuite été proposées par ses différents collaborateurs notamment Déperrois [9] et plus
particulièrement Papadopoulos [14, 17]. Parmi les questions qui demeurent, sont celles relatives aux
chargements aléatoires, et aux chargements thermiques dans les domaines où les limites de fatigue sont
dépendantes de la température.

En effet, de nombreux systèmes mécaniques tels que les moteurs, les réacteurs, les freins sont sujets à
de la fatigue à grand nombre de cycles dans de domaines de température où les variations des caractéris-
tiques mécaniques (et de fatigue bien sûr) ne sont pas négligeables. Les critères classiques de fatigue po-
lycyclique isotherme doivent alors être ré-adaptés pour ces cas. Dans [Maitournam & Nguyen-Tajan, 11]
nous avions proposé une démarche permettant l’extension en fatigue polycyclique anisotherme de l’ap-
proche multi-échelle. Nous reprenons cette approche dans ce qui suivre, en la particularisant à d’autres
formes de critères issus de l’approche macro-méso.



32 CHAPITRE 2. CRITÈRES DE FATIGUE MULTIAXIAUX

2.2 Fatigue polycyclique anisotherme

Dans une approche multi-échelle étendue en anisotherme [ 11], nous avons proposons une formula-
tion des critères de fatigue polycyclique. Fondée sur la démarche classique de Dang Van, elle utilise un
théorème local d’adaptation établi par Mandel et al. [12], pour fournir un cadre général de définition de
critères anisothermes. Nous la reprenons pour l’étendre à d’autres formes de critères macro-méso.

2.2.1 Approche macro-méso et reformulation

Rappel de la démarche globale.
La fatigue à grand nombre de cycles est un phénomène qui apparaı̂t alors même que le matériau a un
comportement macroscopique élastique (du moins asymptotiquement). En fait, bien qu’aucune dégra-
dation ne soit détectée à l’échelle macroscopique, les observations à l’échelle mésoscopique montrent
que la fatigue est un phénomène débutant au niveau des grains, par des modifications structurales et
des apparitions de bandes de glissement localisées dans les grains les plus défavorablement orientés. La
particularité des critères de non-amorçage proposés par Dang Van et al. [ 1, 8, 17] est de porter sur les
grandeurs évaluées à l’échelle mésoscopique et de postuler l’adaptation à toutes les échelles. Les prin-
cipales étapes de leur élaboration sont : (i) détermination des contraintes macroscopiques élastiques ou
adaptées (hypothèse d’adaptation macroscopique) ; (ii) passage macro-méso permettant de déterminer
les contraintes mésoscopiques à partir des contraintes macroscopiques ; (iii) postulat d’un critère local de
fatigue portant sur les contraintes mésoscopiques à l’état adapté, et réécriture en fonction des contraintes
macroscopiques.

(i) Passage macro-méso.
Le passage des grandeurs macroscopiques aux grandeurs mésoscopiques est compliquée [2, 3] et né-
cessite la prise en compte des propriétés morphologiques et mécaniques des constituants à l’échelle
mésoscopique. Ceci s’avère impossible sans hypothèses simplificatrices qui ont été formulées dans
le cadre de plusieurs modèles (Sach : � �¢¡ , Taylor : £¤�¦¥ , Kröner généralisé par Zaoui : � �¡¨§¤©�ª�¥¬«®­¯ª�¥¬«±°!£�²5­ ). Par souci de concision, nous nous limitons au modèle de Lin-Taylor dont les
hypothèses sont les suivantes : (i) le grain est considéré comme une inclusion dans une matrice élastique
infinie ; (ii) la matrice impose sa déformation au grain ; (iii) le grain et la matrice sont isotropes et pos-
sèdent les mêmes coefficients élastiques, la relation de passage des contraintes macroscopiques ¡³ª�´¨µ·¶·­
au point M (V.E.R.) aux contraintes mésoscopiques ��ª�´¨µ·¶�µ·¸¹­ au point m du V.E.R. s’écrit sous la
forme : ��ª�´ºµ·¶�µ·¸¹­
�¨¡³ª�´¨µ·¶�­�§
»®ª�´¨µ·¶�µ·¸¹­�¼ (2.1)» , le champ de contraintes résiduelles mésoscopiques, est relié au champ de déformations plastiques
mésoscopiques par : »½�¾°�¿*ÀÁ£ ² .

(ii) Adaptation.
On dit qu’une structure soumise à un chargement variable dans le temps s’adapte lorsque sa réponse
asymptotique est élastique. Autrement dit, il y a adaptation si en tout point la déformation permanente et
l’écrouissage tendent vers des valeurs fixes et l’énergie dissipée reste bornée quand le temps ¶ tend vers
l’infini.
Le premier théorème d’adaptation statique donnant une condition suffisante d’adaptation a été établi par
Melan et précisé par Koiter dans le cas des matériaux parfaitement plastiques. Il a ensuite été généralisé
par plusieurs auteurs au cas des matériaux écrouissables. Il repose sur la détermination de la solution
purement élastique ��Â�Ã�ª�´ºµ·¶�­ et sur la recherche d’un champ de contrainte auto-équilibré »�ª�´Ä­ ainsi
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que de variables d’écrouissage cinématique ÅÇÆ�ÈÊÉ et isotrope Ë�Æ�ÈÊÉ indépendants du temps qui vérifient :Ì>Í�ÎÐÏ È ÎÑÏÓÒ�Ô
Í�Î�Õ Æ�ÖØ×�Ù�Æ�È Î·Ò ÉÁÚ
Û®Æ�ÈÄÉ Î ÅaÆ�ÈÊÉ Î Ë�Æ�ÈÊÉ·É�Ü!Ý (2.2)

où
Õ Æ�Ö Î Å Î ËÓÉ�Þ!Ý définit le domaine d’élasticité du matériau.

Ces conditions imposent au champ Û de respecter l’équilibre global avec des sollicitations nulles, ce qui
rend sa recherche assez difficile. Une condition locale, donc de vérification plus facile, a été proposée
par Mandel et al. [12]. Elle s’applique dans le cas où les coefficients élastiques sont constants et l’espace
des contraintes est de dimension finie. Elle s’énonce comme suit :

s’il existe un champ de contraintes Ö�ß"Æ�ÈÄÉ indépendant du temps t, tel que :Ì>Í�ÎÑÏ È à Ò¬ÏÓÒ�Ô
Í�Î á Æ�Ö ×�Ù Æ�È Î·Ò Éãâ�Ö ß Æ�ÈÄÉ·ÉØÜåäæÆ�Ëèç�É (2.3)

où la fonction de charge est définie par
Õ Æ�Ö Î Å Î ËÓÉêé á Æ�Ö
âëÅìÉ�âëäæÆ�ËÓÉ

et Ë ç est la plus grande valeur de Ë compatible avec l’hypothèse des petites déformations ;
si ce champ est proche d’un champ auto-équilibré Û ç et si í îïÆ�Û ç â'ÛBð6É est petit ( í
matrice des complaisances élastiques, Û ð champ des contraintes résiduelles initiales)
alors il y a adaptation par petites déformations.

L’inéquation (2.3) est équivalente à la conditionñ�òôóõBöã÷�øôùú±ûýü áÿþ Ö ×ÁÙ Æ�È Î·Ò ÉãâëÖ�� ��� Ü¤äæÆ�Ë ç É (2.4)

Pour un matériau de type Mises dont la fonction de charge est :Õ Æ�Ö Î����
	 É é ü �� þ � à�
ÿÆ�ÖïÉãâ ��� 	 � î þ � à�
BÆ�Ö�Éãâ ��� 	 � âëäæÆ�ËÓÉé �� ��� � à�
ÿÆ�ÖïÉ�â ���
	 � â�äæÆ�ËÿÉ (2.5)

La condition d’adaptation (eq:adap1) s’écrit :ä ß é ñ�ò�óõBö ÷�ø�ùú�û �� � � � à�
ÿÆ�Ö�×ÁÙÁÆ�È Î·Ò É·É â � à�
BÆ�Ö���É � � ÜåäæÆ�Ë ç É (2.6)

Autrement dit, il y a adaptation si le rayon
� � ä�ß de la plus petite hypersphère circonscrite au trajet

du déviateur des contraintes élastiques est inférieur à
� � äæÆ�Ë ç É . On obtient ainsi une condition locale

d’adaptation particulièrement facile à mettre en œuvre numériquement.

(iii) Critères de fatigue et réécriture.
Le critère de fatigue porte sur les contraintes mésoscopiques qu’on suppose adaptées. La détermination
de celles-ci se fait grâce aux hypothèses de Lin-Tayor ainsi qu’à celle d’adaptation locale qui permettent
d’écrire : Ö�Æ Ò É®é��³Æ Ò É�Ú Û (2.7)

� Æ Ò É®é �� Ò�� Æ�Ö Æ Ò É·Éêé �� Ò�� Æ��³Æ Ò É·É®é � Æ Ò É (2.8)Û désigne le champ de contraintes résiduelles mésoscopiques à l’état adapté ; il est alors indépendant du
temps. En supposant que la limite de fatigue correspond à la limite d’adaptation, on choisit le champ Û
comme le centre de la plus petite hypersphère circonscrite au trajet du déviateur des contraintes macro-
scopiques.
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La condition d’endurance illimitée en un point ! est alors écrite sur le cycle stabilisé de contrainte de
période T, sous la forme : "$#�%�# !'&)(+*�&)(-,/. 01&32546*-780 (2.9)

Les observations expérimentales montrent le rôle prépondérant du cisaillement et l’influence (bénéfique
en compression, néfaste en traction) de la pression hydrostatique sur le comportement en fatigue. La
fonction

"
doit en rendre compte.

Critère originel de Dang Van. Dans la première formulation du critère de Dang Van [1], la fonction
"

proposée est :

"$#�% *:9<;>=@?A ;B=@?CEDGF #6H &)(+*JILKNM�O # ()*QP/R
MTS (2.10)

où
H

désigne la normale à la facette considérée et KUM et R
M sont des constantes caractéristiques du maté-
riau.

On peut s’affranchir de la maximisation sur
H

, en considérant la cission mésoscopique maximale
donnée par la plus grande des demi-différences des valeurs principales du déviateur des contraintes. Le
critère précédent (2.10) s’écrit alors :

;B=@?CEDGF # (+*VILKNMWO # ()*XSY78R
M (2.11)

En posant Z�[ le tenseur de contrainte réalisant ;B\^]`_$a D ;B=@? C-b F .cZ # ()*QPdZfeJ4 b S , on écrit le critère de
Dang Van en fonction des contraintes macroscopiques sous la forme :

;>=@?CEDGF .cZ # (+*gPdZ [ 4hPiR�MjILKkMWO # (+*XSl780 (2.12)

où F .cZ�4 est la cission maximale induite par Z .

Rappelons que dans [11] c’est la version modifiée du critère de Dang Van suivante

;>=@?CmDGF # (+*XSnP/R
MoILKNMWOjpoq+r>7s0 (2.13)

qui est exprimée en fonction des contraintes macroscopiques sous la forme :

;B\t]_$a D ;B=@?C b F .cZ # (+*$PdZ e 4 b SuP/R
MoILKNMWOopjq+rB7s0 (2.14)

Version de Papadopoulos. La première modification du critère précédent a été proposée par Papado-
poulos [1], sous la forme :

;B\t]v a ;B=@?C
wx y D b5z # (+*gP z e b SnP{R�|nILK@|~}Vpjq+r�7s0 (2.15)

où K@| et R�| sont des constantes caractéristiques du matériau, et z 9 dev
# ZY* , correspond à la fonction

"
suivante :

"V#�% *�9 wx y ;B=@?CmD b dev
#�%�# (+*)* b SnP{R | ILK | } poq+r (2.16)

Version modifiée de Déperrois. Pour mieux tenir compte des chargements déphasés Déperrois a pro-
posé un critère qui souffrait d’incohérence dans sa définition. Nous le rendons intrinsèque de la manière
suivante : wx y�� P{R
M | ILKNM | }$poq+r�780 (2.17)
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�����B�@���� � �f����L�f�� �L�f�� �L�f�� �L�f�� (2.18)

où
� �

est le rayon de la plus petite hypersphère, de centre �-� � , circonscrite au trajet de chargement des
déviateurs �f�6�+���)����� �1�3�5� , � � étant les points du trajet distants du centre de

� �
; on définit � � �6�+���)���� �1�3�5� comme étant la projection sur l’hyperplan � � (dimension 4) orthogonal à � �5  �o� � du trajet de

chargement ;
� � est le plus grand de tous les rayons des petites hypersphères circonscrites aux trajets

de chargement projetés sur les hyperplans � � ; � � comme étant les points du trajet sur l’hyperplan � �
optimal, distants du centre de

� � ; on définit de la même manière
� � , puis

� � et
� � .

2.2.2 Fatigue anisotherme

Le but est d’étendre les critères précédents aux cas des chargements variables anisothermes. On sup-
pose que seuls la limite d’élasticité et les limites d’endurance du matériau dépendent de la température.
La condition locale d’adaptation pour un matériau de type von Mises à écrouissage cinématique linéaire
et isotrope devient [12] :

¡^¢U£
dev ¤¦¥ ��§G¨X©Uª«­¬�®¯ °/± dev ��²´³¶µg�¸·��)�+�)�   dev ��² � � ±  º¹U»¼ �¸½`�¸·��)�+�)�X¾l¿8� (2.19)

Il apparaı̂t que le critère écrit sous la forme (2.11) n’est plus compatible avec l’écriture anisotherme de
la condition d’adaptation. La limite

¹ »¼ �¸½`�¸·��)�+�)� dépend maintenant de la température et donc du temps.
De plus le cisaillement À¶�6�+� apparaissant dans le critère (2.11) est calculé à partir d’un centre Á » qui n’a
plus de sens en anisotherme. En revanche, en partant des expressions des critères isothermes en fonction
des grandeurs macroscopiques (2.14,2.15), et en se fondant sur la condition d’adaptation locale (2.19)
qui prend en compte les variations des limites d’élasticité en fonction de la température, on aboutit à des
extensions cohérentes de ces critères en fatigue polycyclique anisotherme.

Critère de Dang Van.
Dans le cas d’un chargement isotherme, de Dang Van, est :

�B¡^¢�`Â ¬ �B�@�« ± À¶�c���6�+�   �jÃJ� ± ¾  /Ä
Å �LÆ Å �jÇoÈXÉ�¿s�
Dans le cas d’un chargement anisotherme, une extension naturelle de la version modifiée du critère

donnée dans [11], est :

�>¡t¢�`Â ¬ �B�@�« � ± À¶�c�f�6�+�
  � Ã � ±Ê �¸½`�6�+�)�

 
® ��¾
�L�B�@�« ¬GË �¸½Ì�6�)�)��Í>�6�+�X¾l¿8� (2.20)

où Ë �¸½k� et
Ê �¸½k� sont des fonctions caractéristiques du matériau.

La détermination des fonctions Ë �¸½k� et
Ê �¸½k� peut se faire à partir des limites d’endurance en flexion

alternée Î��¸½k� et en torsion alternée ÏÐ�¸½k� évaluées sur des essais effectués à différentes températures ½
constantes. On obtient ainsi :

Ê �¸½k� � ÏY�¸½N� et Ë �¸½N� � �6ÏY�¸½k�  �Ñ ¤ÓÒ §� �)Ô1�6ÏY�¸½k� Ñ ¤¦Ò §� � .
Critère de Papadopoulos.
Une extension naturelle du critère de Papadopoulos en fatigue polycyclique anisotherme donnée dans
[11] est :

®¯ ° �B¡^¢�`Â ¬ �>�@�« � ± �f�6�+�
  � Ã ±ÊÖÕ �¸½`�6�+�)�

 
® ��¾
�d�B�@�« ¬GË Õ �¸½`�6�+�)��Í>�6�+��¾�¿s� (2.21)

où Ë Õ �¸½N� et
ÊÖÕ �¸½k� sont des fonctions caractéristiques du matériau.
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Comme pour le critère précédent, la détermination des fonctions ×¶Ø1Ù¸ÚNÛ et ÜkØhÙ¸ÚkÛ peut se faire à par-
tir des limites d’endurance en flexion alternée Ý�Ù¸ÚkÛ et en torsion alternée ÞÐÙ¸ÚkÛ évaluées sur des es-
sais effectués à différentes températures Ú constantes. On obtient ainsi : Ü Ø Ù¸ÚkÛàßáÞÐÙ¸ÚkÛ et × Ø Ù¸ÚkÛàßÙ6ÞÐÙ¸ÚkÛgâ�ã@ä¦å+æç è Û)é1Ù6ÞÐÙ¸ÚkÛTã@äÓå+æè Û .
Critère de Déperrois.
Une extension naturelle du critère modifié de Déperrois en fatigue polycyclique anisotherme est :êë ì Ù¸í<â ê Û¶îdïBð@ñòôó × Ø Ù¸Ú`Ù6õ+Û)Û�ö>Ù6õ+Û�÷�øúù (2.22)

Le calcul de í s’effectue de la même manière que dans le cas isotherme mais en remplaçant dans le
calcul des rayons íYû , í�ü , í è , í�ý et í�þ les déviateurs ÿfÙ6õ+Û par ÿ�Ù6õ)Û)é Ü Ø Ù¸Ú`Ù6õ)Û)Û× ØUÙ¸ÚkÛ et ÜÖØhÙ¸ÚkÛ fonctions caractéristiques du matériau sont les mêmes que pour le critère précédent.

2.3 Bilan

Nous avons proposé une extension au cas anisotherme des critères de fatigue polycyclique ; extension
dont la mise en œuvre numérique s’effectue avec les mêmes outils que ceux utilisés en fatigue polycy-
clique isotherme [10]. Dans ce cadre, nous avons reformulé de manière à le rendre intrinsèque le critère
proposé par Déperrois & Dang Van, critère dont la pertinence dans le cas de chargements hors-phases a
été montrée [9].

Le domaine de la fatigue polycyclique est sans conteste celui au LMS où les applications effectuées
sont les plus nombreuses et de façon concomitante la valorisation industrielle la plus large : étude de la
tache ovale et du squat des rails, fatigue de nombreux composants mécaniques d’automobile, structures
aéronautiques, etc. C’est uniquement avec un tel souci que nous [Ballard, Dang Van & Maitournam]
avons développé et commercialisé un logiciel de calcul à la fatigue polycyclique des structures, SOL-
STICE, acquis par plus d’une dizaine de sociétés. Cela a bien sûr nécessité la recherche d’algorithmes
performants pour une détermination numérique rapide des différents critères.

2.4 Perspectives en fatigue

Les premières perspectives de notre démarche en fatigue portent sur l’extension de l’approche macro-
méso en fatigue polycyclique aux matériaux anisotropes et éventuellement non métalliques et aux char-
gements variables (problème d’intérêt réel). Un autre problème important est celui de l’endurance limitée
en d’autres termes de l’introduction de la notion de nombre de cycles à la rupture de manière plus rigou-
reuse que ne le fait actuellement l’Industrie sur le critère de Dang Van (travail déjà initié par F. Morel
[13]). Une fois ce travail achévé, il s’agira ensuite de mettre au point une démarche ayant un fondement
mécanique permettant la prise en compte de chargements variables (pas forcement par la recherche d’un
chargement cyclique équivalent).

Ceci nous mènera naturellement vers la formulation d’une approche unifiée de la fatigue partant de la
fatigue oligocyclique jusqu’a l’endurance illimitée. Celle-ci assurera une synthèse de travaux au sein de
notre équipe par [Charkaluk & Constantinescu, 4], qui ont proposé un critère énergétique pour la fatigue
thermique à faible nombre de cycles, et des travaux relatifs à la fatigue polycyclique. Rappelons que cette
dernière est fondée sur le concept d’adapatation (donc d’énergie dissipée bornée).
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[6] DANG VAN, K. Sur la résistance à la fatigue des métaux, Sciences et Techniques de l’Armement, Mémorial

de l’Artillerie française, 47, 3ème Fascicule, (1973) 647-722.
[7] DANG VAN, K. Macro-micro approach in high-cycle multiaxial fatigue, in D.L. McDowell and R. Ellis (eds),

Advances in multiaxial fatigue, ASTM STP 1991, American Society for testing and Materials, Philadelphia,
(1993) 120-130.

[8] DANG VAN, K. Introduction to fatigue analysis in mechanical design by the multiscale approach, in : Dang
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Chapitre 3

Fatigue des rails

3.1 Problématique

La fatigue de roulement (RCF) est un problème important et préoccupant pour toutes les compagnies
de chemins de fer. Rappelons que certains situent le début des études à la fatigue avec l’accident (rup-
ture d’un essieu) de train Versailles-Paris en 1842. Depuis cette date, les recherches sur la fatigue de
roulement, et notamment les avaries des rails, n’ont cessé. Les défauts apparaissant dans les rails sont
de différentes natures, évoluant avec les améliorations des matériaux et du matériel. Ainsi, jusqu’aux
années soixante-dix, la tache ovale est fréquemment rencontrée sur les voies; cette fissure s’amorce dans
le champignon du rail, à partir d’impuretés, à une profondeur de l’ordre de quelques millimètres. Elle
se propage vers le bas, dans la direction du roulement, suivant un plan faisant un angle d’environ 30

�
avec la verticale. Elle peut conduire, en stade final, à une rupture brutale du rail. Elle pose un problème
d’amorçage de fissure de fatigue à grand nombre de cycles et de propagation de fissure de fatigue. Pa-
rallèlement, le shelling est observé dans les congés de roulement des rails en courbes ; c’est un écaillage
débutant aussi en profondeur et se terminant par un défibrage du congé de roulement. Il est associé à
des cycles de déformation plastiques et s’apparente donc à un problème de fatigue à faible nombre de
cycles. Actuellement, le squat et le head-check sont les défauts majeurs observés sur les voies. Le squat
est rencontré en alignement ou sur des grandes courbes ; ce sont des fissurations qui s’amorcent dans
certaines zones de la surface de roulement et quand elles atteignent une certaine taille (autour de cinq
millimètres) elles sont susceptibles de se propager vers le bas pour former une fissure transverse qui se
propage assez rapidement pour exiger un suivi de près. Les head-checks quant à eux, apparaissent en
courbes ; ils s’initient du coté de la joue active et peuvent se joindre entraı̂nant une rupture de la joue.

L’évolution de la nature des défauts observés est liée d’une part à celle métallurgique des aciers à rail
(dans les années soixante les rails contenaient beaucoup d’inclusions), d’autre part à l’augmentation de
la puissance et de la charge par essieu.

Les recherches entreprises par la SNCF en collaboration avec les fabricants de rails et les laboratoires
de recherches universitaires visent à comprendre les conditions d’apparition de ces défauts, à pouvoir
suivre leurs évolutions afin d’établir les périodicités des inspections qui garantiront un maximum de
sécurité. Ainsi, la SNCF a besoin de réponses quantitatives ; ceci a motivé tous nos travaux sur ce sujet.
Pour atteindre cet objectif quantitatif, il faudrait résoudre plusieurs problèmes.

(i) Le premier est l’évaluation de l’état thermomécanique du rail soumis au roulement répété ; en
raison de la taille de la zone de contact, les contraintes dépassent la limite d’élasticité initiale du matériau
qui plastifie lors des premiers passages du chargement générant ainsi des contraintes résiduelles dont le
rôle sur la tenue à la fatigue peut être non négligeable. De plus, comme on le verra dans l’étude du squat,
le contact réel résultant de la dynamique du système rail/véhicule est complexe avec des distributions
de contraintes de contact normale et tangentielle de formes compliquées, dont certains effets ne peuvent
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être modélisés que par une étude tridimensionnelle.
(ii) La seconde difficulté réside dans la prédiction des dommages qui sont bien sûr liés à la nature de

l’état stabilisé de roulement. Dans tous les cas, il est indispensable de disposer de critères multiaxiaux
applicables à de structures subissant des champs complexes de contraintes et de déformations anélas-
tiques.

Pour résoudre le problème (i), nous avions développé la méthode stationnaire capable de déterminer
l’éventuel état stabilisé de roulement pour n’importe quel type de lois de comportement, soit directement
soit en suivant l’évolution passage par passage. La présentation de ces méthodes a été faite au chapitre 1.

En ce qui concerne le second problème, nous utilisons dans le cas de la fatigue à grand nombre de
cycles, le critère proposé par Dang Van dont les fondements sont présentés par exemple dans [12–15].
Dans le cas de la fatigue à faible nombre de cycles, nous utilisons la loi de Manson-Coffin étendue
au cas tridimensionnel. Dans ce qui suit, nous allons montrer comment la mise en œuvre de tous ces
outils permet d’effectuer de prédictions quantitatives sur l’amorçage de tous ces défauts, en insistant
particulièrement sur le squat.

3.2 Méthodes numériques pour la détermination de
l’état limite et de la fatigue

3.2.1 Présentation du problème

La détermination de l’état thermomécanique de roulement est la première étape pour comprendre et
prévoir les différents endommagements apparaissant dans le rail. Comment nous l’avions déjà montré,
cette tâche présente des difficultés dues à la plasticité générée par les pressions élevées de contact. La
simulation de tels problèmes par l’utilisation de méthodes numériques incrémentales nécessitant des
translations de chargement est quasi impossible du fait du temps de calcul prohibitif. Rappelons aussi
l’utilisation pour ce problème de la méthode simplifiée de Zarka et al. [16] notamment par Keer and al.
[17–19]. Les insuffisances d’une telle approches sont connues : mise à part une évaluation approchée de
la déformation plastique, c’est surtout la difficulté dans le cas thermomécanique de réaliser de couplages
forts. Ce sont les raisons pour lesquelles nous utilisons systématiquement les méthodes stationnaires
(passage par passage et directe), étendue si nécessaire au cas thermomécanique couplée. Le couplage est
réalisé par l’éventuelle variation des constantes mécaniques en fonction de la température et la présence
des déformations thermiques dans la partie mécanique et par la présence de sources volumiques de
chaleur dues aux déformations anélastiques, aux variables internes, au couplage thermoélastique, de
dissipations interfaciales dues au frottement et aux micro-glissements [Dang Van et Maitournam, 4].

3.2.2 Traitement numérique de la fatigue

3.2.3 Les critères de fatigue

Nous avons utilisé deux types de critères de fatigue pour la prédiction théorique de l’amorçage de
fissure dans le rail. Dans le cas de la fatigue à faible nombre de cycles, cas où le rail subit des cycles
de déformations plastiques, la loi de Manson-Coffin est utilisée pour prédire le nombre de cycles à
l’amorçage [Maitournam, 1].

Dans le cas de la fatigue à grand nombre de cycles, c’est l’approche de Dang Van [12–14] qui est
utilisée. Rappelons dans dans sa formulation actuelle, elle ne donne pas le nombre de cycles à la rupture,
mais seulement permet de discerner parmi tous les trajets de chargement ceux qui sont endommageants
de ceux qui ne le sont pas. Le critère s’exprime comme l’inégalité suivante, portant sur les contraintes
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mésoscopiques sur tout le cycle : ������ �
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sont des caractéristiques du matériau déterminées par deux essais classiques de
fatigue. Par exemple, elles sont reliées aux limites de fatigue classiques  "!$# (flexion alternée) et


 !$#
(torsion alternée) par :

a % 
 !$#'&( )!$#+*-, )!$#�*-. b % 
 !$# (3.1)

En pratique, la résistance de la structure à la fatigue est évaluée point par point, d’une des manières
suivantes./ La première est la représentation dans le diagramme (
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) en chaque
point. Dans ce diagramme, les deux constantes
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)./ La seconde manière est l’évaluation en tout point de la quantité 45% ����� � �)�6	���
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� .
Une valeur positive de 4 est synonyme de fatigue.

Ces deux représentations sont utilisées pour analyser le comportement à la fatigue à grand nombre
de cycles des rails. Ainsi les prédictions de tache ovale et de squat sont fondées sur ce critère.

3.3 Étude de la tache ovale, du shelling et de l’usure

Toutes ces études ont été effectuées en déformations planes. Dans un premier temps nous sommes
intéressés à l’évaluation de cartes d’états stabilisés sous roulements à l’instar de celles obtenues analy-
tiquement par Johnson [5–10]. Rappelons que l’intérêt de ces diagrammes, établis en régime de glisse-
ment total ou partiel, est, pour un régime de fonctionnement donné, de connaı̂tre d’emblée la nature de
l’état limite et la localisation des points critiques vis-à-vis de l’écoulement plastique. L’apport de notre
modélisation numérique par rapport à l’énorme travail analytique de Johnson est de donner aussi les
contraintes et leurs évolutions en tout point de la structure ouvrant ainsi la voie à une étude quantitative
en fatigue. Ainsi l’application d’un critère de fatigue aux cycles de contraintes obtenus pour différentes
conditions de fonctionnement conduit à enrichir les diagrammes de Johnson en rajoutant les localisations
des points d’amorçage de fissures de fatigue pour obtenir des diagrammes de d’adaptation et de fatigue.
Cette démarche peut être retrouvée dans [3]. Une illustration est donnée sur la figure (3.1) établie dans le
cas de glissement total ; ainsi la tache ovale est le défaut apparaissant pour un point de fonctionnement
dans la région (1) : initiation en profondeur, fatigue à grand nombre de cycle entre raison de l’état stabi-
lisé élastique (adaptation). En revanche la région (2) correspond à de l’amorçage en surface qui en cas
d’accommodation conduit au shelling. En cas de frottement important, l’écoulement plastique peut être
important ce qui conduit à de l’usure sévère.

La méthodologie est maintenant appliquée au cas tridimensionnel. Nous considérons un rail de pro-
fil UIC 60 constitué d’un acier supposé comme un matériau élastoplastique à écrouissage cinématique
linéaire de caractéristiques : E = 210 GPa, 8 = 0.3, 9;: = 237 MPa, C = 20 GPa. La charge mobile
est définie par

�
=10mm et <�=
*-9>: =4.25. Les limites de fatigue de l’acier sont :  ?!$# = 460MPa and


 !$# =
270MPa.

L’état stabilisé obtenu est une adaptation.L’application du critère de fatigue de Dang Van conduit à la
détermination du point critique vis-à-vis de l’amorçage de fissure de fatigue à grand nombre de cycles.
La figure (3.2) montre les isovaleurs d’un tel critère ainsi que le trajet de chargement au point critique.
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Figure 3.1: Carte des états limites et de fatigue dans le cas d’un contact
linéique en glissement total, pour un matériau écrouissable
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Figure 3.2: Isovaleurs du critère de Dang Van ( @BADC�E�FHGJILK GNM6OQPSR K GNMTOQUU )
et trajet de chargement au point critique.

3.4 Étude du squat

3.4.1 Le problème du contact 3-D

Une analyse bidimensionnelle se révèle inefficace dans l’étude de la prévision du squat. En effet
toutes les études effectuées en 2-D avec le chargement nominal de service conduisent à une absence de
fissuration du rail.

La figure 3.3 montre une micrographie d’un squat, fissure de quelques centaines de micromètres de
taille, apparaı̂t dans une zone présentant de la déformation plastique avec en plus une couche superficielle
tribologiquement transformée (TTS). Un examen micrographique (figure (3.4))de toute la zone à squat
montre différentes orientations de couchage de fibres (en partant de la joue active vers la joue non active,
on observe une inversion du couchage), le squat apparaissant plutôt dans la zone centrale.
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Figure 3.3: Fissuration de type squat (IRSID)

Figure 3.4: Observations des orientations des fibres sous la surface de
roulement (IRSID): le squat apparaı̂t dans la zone centrale

Ces observations sont en accord avec les calculs de dynamique du système rail/véhicule effectués
par l’INRETS et fondés sur les méthodes de Kalker [20]. L’évolution du contact et des distributions des
contraintes de contact est complexe comme cela est schématisé sur la figure (3.5). Le contact rail/roue
peut s’effectuer en plusieurs points. Les contraintes tangentielles de contact qui en résultent, en raison du
mouvement ”sinusoı̈dale” sont beaucoup plus importantes (elles atteignent 500MPa) que les contraintes
nominales calculées dans l’hypothèse d’un mouvement rectiligne avec glissement partiel. Quant aux
contraintes normales, leur valeur maximale peut atteindre 1.6 GPa.



44 CHAPITRE 3. FATIGUE DES RAILS

ra
il 

ro
lli

ng
 s

ur
fa

ce

gauge side

field side

Figure 3.5: Exemple d’évolution du contact rail/roue (20).

3.4.2 Évaluation de l’état mécanique du rail

Il s’agit de simuler le mouvement décrit précédemment, et de déterminer l’état stabilisé de roulement
auquel il conduit. Pour cela on simule les passages successifs de séquence de charges mobiles. Chaque
séquence représentant le mouvement précédent est composée d’un nombre fini de charges constantes
mobiles : par exemple les quatre charges de la figure (3.5) constituent une séquence.

Le calcul tridimensionnel est alors effectué passage par passage en utilisant la combinaison calcul-
stationnaire-éléments finis-séries de Fourier. Nous présentons dans ce qui suit un seul exemple de cal-
cul où le chargement est modélisé par des séquences constituées de huit charges mobiles. Le maillage
d’une section transverse du rail est montré sur la figure (3.7). Les caractéristiques élastoplastiques du rail
comme un matériau élastoplastique de von Mises à écrouissage cinématique linéaire sont : E = 210 GPa,V = 0.3, WYX = 550 MPa, C = 20 GPa. Sur la figure (3.7), on montre une distribution des contraintes
équivalentes dans la section centrale (sous charge) du rail après le passage de la seconde charge de la
séquence.

3.4.3 Prédiction du squat et comparaison avec les observations

Dans ce cas, l’état stabilisé étant adapté, le rail est susceptible de se fatiguer à grand nombre de
cycles. Le critère de fatigue de Dang Van dans sa forme traditionnelle est alors appliqué au cycle de
contraintes stabilisé. Les limites de fatigue du matériau sont : Z"[$\ = 450 MPa and ]+[$\ = 270 MPa. Sur
la figure (3.8), on montre des trajets de chargement obtenus en différents points de la surface du rail
(joue active, zone centrale, joue non active) : comme on peut le constater, la fissure (squat) apparaı̂tra
préférentiellement dans la zone centrale.

3.5 Conclusion et perspectives

Cette étude complète des défauts du rail n’a pu être menée que grâce à la collaboration de la SNCF
qui fournit non seulement les caractéristiques du matériels roulants et de la voie, mais aussi toutes les
observations effectuées sur le terrain, de la Sidérurgie, des Laboratoires de recherche appliquée et fon-
damentale.

Elle nous a permis de mettre au point une démarche complète alliant la mise au point de méthodes
numériques spécifiques au roulement, leur perfectionnement, l’utilisation de critères de fatigue pertinents
pour permettre des prédictions quantitatives.
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Figure 3.6: Maillage de champignon utilisé pour la prédiction du squat.
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Figure 3.7: Isovaleurs des contraintes équivalentes de von Mises après
le second passage du chargement
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Figure 3.8: Prédiction de la fatigue : trajet de chargement en différents
points de la surface

C’est une travail qui se poursuit et dont les développements futurs pourraient être :^ une meilleure prise en compte des chargements d’amplitude variable, ce qui constitue déjà le pro-
longement possible de nos études en fatigue polycyclique ;^ l’étude des transformations tribologiques de surfaces, notamment les couches blanches observées
sur les rails et qui apparaissent comme un exemple de changement de phase métallurgique où la
contrainte semble jouer un rôle primordial ;^ et enfin le problème de l’usure des rails (comme celui du meulage pour lutter contre la fatigue
superficielle).
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Chapitre 4

Application au fretting-fatigue

4.1 Problématique

Ce chapitre constitue une application des méthodes numériques de calcul de structures sous charge-
ments cycliques et de prévision de la durée de vie en fatigue que nous avions développées à un problème
particulier d’endommagement de contact : le problème du fretting-fatigue.

Le ”fretting” désigne l’endommagement induit par le contact entre deux solides soumis des débatte-
ments de faible amplitude. Ces derniers en général n’entraı̂nent pas de glissement total entre les surfaces
en contact, mais produisent des glissements partiels (de l’ordre de quelques microns à quelques centaines
de microns) dans une certaine zone du contact et une adhérence dans le reste du contact. Ce phénomène
se rencontre dans les assemblages mécaniques de pièces localement en compression et soumises à des
vibrations ou des fluctuations d’efforts. Dans le domaine de l’aéronautique, il est responsable de la di-
minution de la durée de vie des pièces d’hélicoptères et d’avions, telles que les chapes, les structures
rivetées : il est crucial de le prendre en considération dans la maintenance des avions âgés. Il se mani-
feste aussi dans les essieux des trains par suite des petits débattements induits par les flexions rotatives
au voisinage des zones de calage de roues sur les essieux-axes, comme au niveau hélices ou des aubes
de moteurs de navires et d’avions. Le secteur du bâtiment et des travaux publics n’est pas à l’abri des
avaries causées par le fretting notamment la rupture des câbles utilisés dans la construction des ponts
suspendus ou à haubans du fait des frottements et des flexions répétés de service au voisinage de leur
point d’ancrage.

Le fretting est responsable d’une compétition de divers endommagements tels que l’usure, la cor-
rosion et la fissuration de fatigue. Selon le mode de sollicitation, mais en réalité selon surtout le type
prédominant de dégradation, on parle de fretting-wear, de fretting-corrosion ou de fretting-fatigue. Le
mode de fissuration est le plus dangereux pour la tenue des pièces en service. Le fretting agit comme
facteur de réduction de la durée de vie de structure. Ainsi, dans certains cas, le fretting réduit la limite de
fatigue jusqu’à de 60%. C’est pour cela qu’il constitue la préoccupation majeure des concepteurs. Son
importance généré beaucoup des travaux expérimentaux qui ont été menés pour donner des solutions
et des règles pratiques aux bureaux d’études devant concevoir des pièces soumises au fretting. Pendant
longtemps, l’influence du fretting sur la fatigue est traduite en terme d’ ”abattement” par rapport à la
limite nominal de fatigue.

Les études théoriques effectuées sur le fretting souffraient de deux types de lacunes. Le premier était
lié au calcul des contraintes induites par le contact oscillatoire. Celui est en général élastique, analytique.
Ce calcul n’est plus valable lorsqu’on est présence de déformation plastique [Waterhouse, 38]. Il est
alors nécessaire d’effectuer des calculs anélastiques jusqu’à l’obtention de l’éventuel état stabilisé. Le
deuxième type de lacunes était lié aux critères d’endommagement utilisés notamment pour l’amorçage
de fissures de fatigue. Divers critères spécifiques ont été proposés, comme le critère de Ruiz mis au point
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pour des conditions particulières d’essais et de matériaux et dont de nombreux travaux ont montré le
manque de généralité.

Il s’agit pour nous, de mettre au point une démarche permettant de prévoir par le calcul le type
de dommage ainsi que l’amorçage de fissurations de fretting. Pour atteindre cet objectif, nous avons
collaboré avec le Laboratoire de Tribologie et des Systèmes dynamiques de l’École Centrale de Lyon
spécialiste des essais dans le domaine. Nous allons succinctement parlé de la démarche expérimentale
pour surtout évoquer la méthodologie globale que nous avons adoptée et appliquée. Il s’agit pour le calcul
des contraintes dues aux contacts répétés de la méthode cyclique directe, méthode qui a initialement été
développée pour ce problème particulier, et pour la fatigue à grand nombre de cycles de l’utilisation
systématique des critères ”macro-meso” développés par Dang Van et al.

4.2 Étude expérimentale du fretting

4.2.1 Dispositifs expérimentaux

Jusqu’à présent, la démarche expérimentale est primordiale dans l’étude du fretting. Elle vise à
d’une part à comprendre le phénomène lui-même, l’interaction des différents processus mécaniques,
métallurgiques et chimiques (plasticité, changements de phase, corrosion, fissuration, etc.), à établir
des critères de sélection de matériaux et de traitements de surface. Deux types d’essais sont effectués
[9, 10, 26, 34, 36].` L’essai de fretting-wear (figure 4.1), constitué d’un échantillon fixe dont on veut tester la résistance

au fretting mis en contact avec un poinçon mobile. Le poinçon peut être de diverses formes, en
général cylindrique ou sphérique. Un effort normal constant a est exercé sur le poinçon. Ce dernier
subit un mouvement oscillatoire de faible amplitude, dont le débattement b est fixé. La valeur de
l’effort tangentiel c est mesurée tout au long de l’essai. Cette configuration est surtout utilisée
pour étudier l’usure d’où le nom de fretting-wear.

NN

D
Echantillon 
fixe

Support fixe Piston mobile

Poincon
mobile

Figure 4.1: Schéma du montage expérimental du fretting



4.2. ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DU FRETTING 51d L’essai de fretting-fatigue (figure 4.2), constitué par exemple d’une éprouvette mince d’une cer-
taine épaisseur, sur laquelle est fixé un patin de forme cylindrique ou sphérique appuyé contre la
surface de l’éprouvette avec un effort normal e . Elle est soumise à une contrainte de fatigue fhg�i�j .
Un mouvement relatif entre l’éprouvette et le patin, de débattement répétitif, est induit par la sol-
licitation de fatigue fkg�i�j . L’effort tangentiel lmg�i�j est mesuré dans le bras. Cette configuration est
surtout utilisée pour étudier la fissuration dont la propagation, après amorçage, est favorisée par le
champ de contrainte régnant dans l’échantillon.

P P

S(t)

S(t)

channel1
2
3

45

6
1 2 3

P effort normal
S(t)    contrainte de fatigue 

Smax

t

S(t)

Figure 4.2: Schéma du montage expérimental du fretting-fatigue (Pe-
tiot)

4.2.2 Régimes de contact en fretting ; cartes de fretting

L’analyse des résultats d’essais de fretting est effectuée en termes de conditions de glisssement, et
d’effort tangentiel. Ainsi, l’évolution de ce dernier en fonction du débattement et du nombre de cycles
donnent des courbes appelées ”bûche de fretting” [Vincent et al., 33, 36]. Différents régimes de glisse-
ment, fonctions de la courbe stabilisée obtenue sont répertoriés (figure 4.3).d Régime de collage. La courbe stabilisée effort tangentiel-déplacement est quasiment linéaire pour

ces petites amplitudes de débattement. Le débattement imposé est (presque) entièrement accom-
modé au niveau des échantillons de manière élastique. Dans ce régime, on n’observe pas de dégra-
dations.d Régime mixte. Lorsque l’amplitude du débattement est plus grande, les boucles de fretting prennent
une forme elliptique. Un glissement notable apparaı̂t en périphérie de la zone de contact. Ce ré-
gime est associé à de la fissuration en bordure de la zone de contact ainsi qu’à de l’usure douce
limitée.
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Figure 4.3: Régimes de frettingn Régime de glissement total. Ce mode correspond à un glissement total des surfaces des deux
échantillons. Les boucles de fretting prennent une forme de parallélogramme avec un palier de
l’effort tangentiel correspondant à la phase de glissement total. La longueur de ce palier donne le
déplacement réel à l’interface. Ce régime est caractérisé par un creusement notable au niveau de
la zone de contact révélant ainsi une usure importante.

4.2.3 Cartes de fretting

Les réponses expérimentales de la structure sont analysées en termes de cartes de fretting. La carte
définissant les différents régimes de glissement a été introduite par Vingsbo et al. [35] et complétée
par Vincent et al. [34] : c’est la RCFM (Running Condition Fretting Map). Puis la MRFM (Material
Response Fretting Map) donnant les types de dégradations obtenues pour les différents types de régimes,
est établie. La figure (4.4) est un exemple de telles cartes, montrant les types d’endommagements pour
un essai de fretting sur un alliage d’Aluminium [Zhou, 36]. Ainsi, on distingue les types suivants de
réponses du matériau.n Non dégradation. Elle survient en régime de collage, où jusqu’au délà du million de cycles, au-

cune dégradation des échantillons n’est révélée par l’expertise métallographique et la microscopie
optique. Le profil du plan après coupe ne présente pas de fissures et ne révèle aucune trace d’usure.n Fissuration. Elle apparaı̂t en régime mixte avec des fissures qui s’amorcent en surface (figure 4.5)
et se développent en périphérie de contact de manière symétrique. Les fissures se propagent, tout
d’abord, de façon oblique vers l’intérieur de la zone de contact puis tournent pour devenir per-
pendiculaires à la surface. D’autres fissures de moindre importance, peuvent se développer près
des bords, dans la zone de contact ; Elles s’arrêtent en général assez rapidement. L’examen de
la surface montre des faibles traces d’usure en périphérie. La réponse en régime mixte est donc
essentiellement de la fissuration.n Détachement de particules. Il a lieu en régime de glissement total et se traduit par une usure sévère.
Une coupe des échantillons en profondeur montre le creusement du profil dû au détachement de
particules de la zone de contact. Les coupes micrographiques ne révèlent pas de fissures. Celles-ci
peuvent s’initier mais sont éliminées par l’usure.
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Figure 4.4: Carte de sollicitation et de réponse du matériau, d’après
Zhou (1992)
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Figure 4.5: Fissuration et usure dues au fretting, d’après Zhou



54 CHAPITRE 4. APPLICATION AU FRETTING-FATIGUE

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Smax (MPa)

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

P
(N

)

 

Collage

Non degradation

regime mixte

Glissement

Amorcage de fissures

Detachement de particules

Figure 4.6: Carte de fretting-fatigue d’après C. Petiot (1994)
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4.3 Prédiction de l’endommagement en fretting-fatigue

4.3.1 Méthodologie

L’étude expérimentale du fretting a ainsi abouti à l’établissement de cartes de fretting (RCFM et
MRFM) qui, en fonction des sollicitations extérieures, donnent la nature des endommagements éventuels
subis par l’échantillon (non dégradation, fissuration ou usure). Même si ces cartes permettent de com-
prendre qualitativement le lien entre le glissement et les avaries, elles peuvent difficilement permettre de
dimensionner une structure vis-à-vis du fretting lorsque les échelles ou les configurations de celle-ci sont
trop différentes de celles ayant servi à leurs établissements. C’est donc pourquoi, une démarche quanti-
tative intrinsèque applicable aux structures est nécessaire. Dans ce but, nous avons considéré les disposi-
tifs de fretting comme des structures auxquelles nous avons appliqué une approche classique nécessitant
seulement la mise au point d’une méthode numérique appropriée. Cette méthodologie découplée, où on
suppose l’établissement d’un régime mécanique stabilisé avant l’endommagement, comprend :o le calcul, par la méthode cyclique directe, de l’état de contraintes à l’état stabilisé sous le char-

gement cyclique de fretting fatigue : cet état nous renseignera sur la nature du régime de fretting ;
adaptation signifiera fatigue à grand nombre de cycles et fissuration ; accommodation équivaudrait
à fatigue à nombre de cycles et usure ; enfin rochet entraı̂nera de l’usure sévère ;o l’application du critère d’avaries ad hoc ; ainsi dans le domaine de la fissuration nous montrons
que l’utilisation d’un critère de fatigue multiaxiale comme celui de Dang Van, permet de prédire
l’amorçage des fissures ; dans le domaine de l’usure, nous montrons que la structure est accommo-
dée, mettant ainsi en évidence le mécanisme d’usure par plasticité superficielle cyclique.

Dans ce mémoire, nous rappelons seulement l’interprétation et la simulation numérique des essais
effectués par par Petiot [26] sur l’acier 32CDV13 utilisé dans les rotors d’hélicoptères à l’Aérospatiale.
Cette étude comprend en grande partie des travaux effectués lors de la thèse de Maouche [22]. Il s’agit
donc en considérant l’éprouvette comme une structure de donner une interprétation numérique complète
de la carte de fretting (fig. 4.6).

4.3.2 Structure étudiée

Le montage considéré est celui de la figure (4.2). Il est constitué d’éprouvette plane et de deux patins
cylindriques de diamètre de 10 mm venant s’appuyer avec un effort normal constant p sur deux faces
opposées de celle-ci. Toutes les données géométriques et mécaniques de l’essai sont présentées [26].
L’éprouvette est soumise à une sollicitation de fatigue qhr�s�t variant entre u?vxw
qzy|{�} et q~y�{�} qui conduit à
un déplacement du patin à petite amplitude de débattement. Un système d’acquisition donne, à l’aide de
jauges fixées dans le bras, la déformation dans ce dernier et donc aussi l’effort tangentiel �mr�s�t pendant
le cycle. Les essais sont réalisés à une fréquence de �-u Hz. L’éprouvette est en acier 32CDV13 qui
est un matériau utilisé dans les pièces tournantes d’hélicoptères. Le patin est en acier 100C6 beaucoup
plus dur utilisé dans les bagues. Le tableau 4.1 donne les propriétés mécaniques de l’acier 32CDV13 de
l’échantillon et de l’acier 100 C6 du patin.

Les limites de fatigue du 32CDV13 obtenues par des essais de fatigue classiques en flexion et en
torsion alternée sont :

La carte de fretting-fatigue établie pour cet essai est reportée sur la figure 4.6.

4.3.3 Définition du chargement

Comme nous l’avions déjà annoncé, la détermination de l’état stabilisé sous le chargement cyclique
du contact oscillant est la première étape de notre modélisation. En fait, nous avons préféré simplifier
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(MPa) (MPa) (GPa) (GPa) (Hv)

32CDV13 980 1140 215 60 360
100C6 1700 2000 210 62

Tableau 4.1: Propriétés mécaniques des aciers 32CDV13 et 100C6
( �"� limite d’élasticité en traction, �J� limite de rupture en
traction, E module de Young, C module d’écrouissage
cinématique)

Limite de fatigue en flexion alternée 594 MPa
Limite de fatigue en torsion alternée 380 MPa

Tableau 4.2: Limites de fatigue du matériau

en ne traitant pas le problème du contact, mais en utilisant une estimation des contraintes de contact
normales et tangentielles, effectuée par Nowell et Hills [25] pour le fretting-fatigue. Ces derniers les
calculent analytiquement considérant un cylindre élastique soumis à un effort normal � en contact avec
un demi-espace élastique à un effort tangentiel � et à une contrainte en volume � , avec une loi de
frottement de Coulomb.

Les distributions de contraintes de contact obtenues, ainsi que les zones de glissement ou de collage
(de largeur c) sont données dans [Maouche et al., 23].

Dans les conditions de l’expérience de fretting-fatigue décrite auparavant, l’effort de cisaillement�m����� est lié à la contrainte cyclique de fatigue �k����� . L’effort ne peut être connu qu’en faisant un calcul
de structures en maillant le patin et l’éprouvette et en mettant des éléments de contact à l’interface. Le
calcul quoique coûteux a été effectué par Petiot [26].
On rappelle que, dans les essais, sont imposés l’effort normal � et l’effort de fatigue � , sont mesurés l’ef-
fort tangentiel � et le coefficient de frottement � . Le chargement considéré pour l’éprouvette modélisée
par un demi-espace infini correspond à :� une pression normale hertzienne constante : �����J���(�J� � ��� ���� �

où �~� et � sont calculés à partir du contact non conforme patin cylindrique de rayon � � ������� sur
la facette plane ����� � de l’éprouvette (Le calcul général Hertzien est présenté dans l’annexe B).
Pour les valeurs de l’effort normal imposé dans l’intervalle [ ¡-¢¤£2¥ �7¦ ¢¤£ ], la pression maximum
de Hertz �~� est de ce fait dans l’intervalle [545 MPa,720 MPa] et la demi-largeur de Hertz est dans
la gamme [50 �$� ,60 �$� ].� Une contrainte de fatigue �k����� variant entre �$§|¨ª©«�¬¢?­ � �~§�®�¯ et �J§|®�¯ .� Des contraintes tangentielles résultant de l’effort tangentiel cyclique qu’on définira par la suite.

A partir des régimes de glissement (partiel ou total) observé expérimentalement et des valeurs de
l’effort tangentiel maximum mesuré à l’état stabilisé, on adopte pour l’effort tangentiel et les contraintes
tangentielles les cycles stabilisés définis ci-dessous.� Glissement partiel. Il survient en régime de collage ou en régime mixte. Les courbes �m����� ��k����� (boucles de fretting) à l’état stabilisé sont quasiment linéaires avec une forme elliptique plus

prononcée pour le cas de régime mixte. La relation entre �k����� et �m����� est choisie linéaire :�m�������¬°±�k�����
où : °²�3�J§|®�¯)³¤�~§|®�¯ et �J§|®�¯ est l’effort tangentiel maximum mesuré.



4.3. PRÉDICTION DE L’ENDOMMAGEMENT EN FRETTING-FATIGUE 57

On va simuler les points correspondant aux ( ´$µ|¶�· , ¸ ) indiqués sur la carte de fretting (figure 4.6).
Le tableau 4.3 donne les valeurs des paramètres pour les points simulés:¸º¹6»5¼ ´ µ�¶�· ¹6½¾¸À¿?¼ Á µ�¶�· ¹6»5¼ (mesuré)

140 600 97
140 350 53
140 500 65
100 400 58
100 600 80

Tableau 4.3: Points simulés en régime en glissement partiel

On remarque que
´Â?Ã�ÄÆÅÈÇ ¹ÊÉÌËÎÍ ÉkË5ÁÌÏ Â ¸�¼ pour toutes les valeurs du tableau, ce qui signifie

que les contraintes tangentielles ont le profil de la figure 4.7 avec une zone d’adhérence excen-
trée. L’excentricité est peu importante (de l’ordre de Ð?ÑÓÒ-¿ ) dans les cas envisagés. Hills 25 montre
analytiquement qu’il existe peu de différence entre les calculs effectués avec ces contraintes tan-
gentielles et avec celles résultant des distributions de Mindlin. Nous avons adopter pour notre
modélisation des contraintes tangentielles de Mindlin.
L’effort tangentiel décrit un cycle entre Á µ|ÔÖÕ et Á µ|¶�· non symétrique et les contraintes tangen-
tielles deviennent cycliques au bout d’un demi cycle de chargement.

q (x)

x
+a-a c c1 2

zone d’adhrence

T

Figure 4.7: Contraintes tangentielles en fretting-fatigue

En A (figure 4.8) ( ÁØ×ÙÁ µÚÔªÕ ), les contraintes tangentielles sont la superposition de celles résul-
tantes du chargement pendant le premier demi-cycle jusqu’à Á µ|¶�· et de celles obtenues durant la
décharge de la quantité ÛmÁÎ×3Á µÚÔªÕ Ë5Á µ|¶�· .ÜÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÞ ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝß

à ¹�áJ¼Ú× Ë Â?Ã Ä¤â É�Ë á�ã¿;ã ä µÚÔªÕ Åæå á å;Å ¿à ¹�áJ¼Ú× Ë Â?Ã Ä«ç7â ÉkË á ã¿;ã Ë(Ò ä µÚÔªÕ¿ ÉkË á ãä ãµÚÔªÕzè ä µÚÔªÕ Åæå á å;Å ä µ|¶�·à ¹�áJ¼Ú× Ë Â?Ã~Ä ç â ÉkË á ã¿;ã Ë(Ò ä µÚÔªÕ¿ ÉkË á ãä ãµÚÔªÕ å á å;Å ä µ�¶�·é ä µ�¶�·¿ ÉkË á ãä µ�¶�· ãYêë
(4.1)



58 CHAPITRE 4. APPLICATION AU FRETTING-FATIGUEì+í�î�ï est donné par : ì í|î�ïð ñ ò�ó�ô í|î�ïõ�ö
et ì íÚ÷ªø par : ì íÚ÷ªøð ñ ò�ó ô í|î�ï ó ô íÚ÷ªøù õ�ö
Celles correspondant à l’effort tangentiel en B sont obtenues par superposition de celles obtenues
en A et de celles qui résultent de l’effort tangentiel ômú�û�ü ó ô íÚ÷ªø avec une zone de collage ì qui
dépend de ômú�û�ü . Soit au total :ýþþþþþþþþþþþþþþþþþþþÿ þþþþþþþþþþþþþþþþþþþ�

� ú � ü ñ õ���� � òkó ���ð � ì
	�� �
��	3ð� ú � ü ñ õ�� ��� � ò�ó � �ð � ó ù ìð � òkó � �ì ��� ì í|÷ªø 	�� �
��	3ì� ú � ü ñ õ�� � � � ò�ó � �ð�� ó ù ìð � òkó � �ì���� ù ì í|÷Öøð òkó � �ì �í|÷ªø � ì í|÷ªø 	�� �
��	3ì í�î�ï� ú � ü ñ õ���� � � ò�ó ���ð�� ó ù ìð � òkó ���ì�� � �
��	3ì+í�î�ï
� ù ì í|÷Öøð òkó ���ì �í|÷Öø ó ù ì í|î�ïð òkó ���ì í�î�ï ����

(4.2)

avec : c qui s’exprime en fonction de ô par :ìð ñ òkó ô ó ô íÚ÷ªøù õ�ö
Entre la phase � et � , les contraintes pour l’effort s’obtiennent par superposition de celles corres-
pondant à ô í|î�ï et celles de ô ó ô í|î�ï et sont données par :ýþþþþþþþþþþþþþþÿ þþþþþþþþþþþþþþ�

� ú � ü ñ ó õ���� � ò�ó � �ð � ì
	�� ����	�ð� ú � ü ñ ó õ���� � � òkó ���ð � ó ù ìð � òkó ���ì � � ì í|î�ï�	�� ����	�ì� ú � ü ñ ó õ�� � � � òkó � �ð�� ó ù ìð � òkó � �ì�� � ����	�ì í|î�ï
� ì í�î�ïð ò�ó � �ì í�î�ï!� ��

(4.3)

où c est donné en fonction de ô par : ìð ñ òkó ô í|î�ï ó ôù õ�ö
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Figure 4.8: Chargement adopté en fretting-fatigue en cas de glisse-
ment partiel

" Glissement total. Pour certaines valeurs de #%$'&)(+*-,/.�0 , il est observé expérimentalement un glisse-
ment total qui induit une usure forte et un détachement de particules. Les courbes représentant l’ef-
fort tangentiel en fonction de la contrainte ('#21/0 ont une forme de parallélogramme avec un palier
horizontal qui correspond au glissement total. L’effort tangentiel varie donc linéairement en fonc-
tion de (3#2140 avec un coefficient de proportionnalité 5 (la même qu’en glissement partiel). Lorsque
la contrainte (3#2140 atteint les valeurs critiques (+68739:(�*<;>=@?BAC5EDF$ ou (�6HG@9:(�*<,H.JIKAC5EDF$ , il
y a glissement total et l’effort tangentiel est saturé à LMDF$ suivant le sens du glissement.
La figure 4.6 montre les points simulés correspondants aux valeurs de l’effort normal $ et du
maximum de la contrainte ( *<,/. représentés dans le tableau 4.4.

$�#%NO0 (�*<,H.P#%QR$JST0
80 500
80 700

Tableau 4.4: Points simulés en régime en glissement total

On vérifie que pour ces données, les contraintes tangentielles sont de type montrées sur la figure
4.9. Le décalage U de la zone de collage due à la contrainte ('#21/0 n’est pas très important ( U est
de l’ordre de V�WXACS ). On adoptera comme dans le cas précédent des contraintes tangentielles de
Mindlin.
Le cycle des contraintes tangentielles dues à l’évolution de l’effort tangentiel en fonction de la
contrainte volumique de fatigue ('#21/0 est représenté sur la figure 4.9.
Partant de la valeur I3DF$ (configuration A), l’effort tangentiel varie donc linéairement en fonction
de ('#21/0 . Les contraintes tangentielles valent :
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Figure 4.9: Chargement adopté en fretting-fatigue en cas de glisse-
ment totalYZZZ[ ZZZ\^]T_2`�acb d�e�f!g hji `�kl k mMn�o ` o�n l]T_2`�acb d�e�f�p�g h'i ` kl k irq ml g h'i ` km k

s
o ` o�ntm (4.4)

où m vaut : ml b h'i dFuBvxwqydFuQuand celle-ci atteint la valeur z+{}| , il y a glissement total et l’effort tangentiel reste bloqué à la
valeur dFu , le chargement se déplace d’une valeur ~ dans le sens de l’effort précédent jusqu’à la
configuration E où la contrainte z _2�/a atteint son maximum z+�-�/� .
Puis à partir de la configuration E, z _2�4a commence à diminuer et l’effort tangentiel diminue pro-
portionnellement et les contraintes tangentielles résultantes valent dans cette phase :YZZZ[ ZZZ\ ]T_2`�acb i3d�e�fCg h3i ` kl k mMn�o ` o�n l]T_2`�acb i3d�e�f p g h'i `�kl k irq ml g hji `�km k

s
o ` o�ntm (4.5)
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���� �'���F� �O�� �F�Quand �'�2�/� atteint en diminuant la valeur ���)� dans la configuration G, l’effort tangentiel atteint la

valeur � �F� . Il y a glissement total et déplacement du chargement d’une distance � dans le sens de
l’effort tangentiel jusqu’à retrouver la position initiale H (qui est la même que A) décrivant ainsi
un cycle entier.
L’amplitude de déplacement est prise égale à ��� ��� � .

4.3.4 Simulation numérique et prédiction des endommagements

Le calcul est effectué en déformations planes avec un maillage de quelques milliers éléments. La
zone du contact est maillée d’une façon plus fine avec une taille de maille de l’ordre de a/10 soit ici égale
à 6 �+� - 8 �+� (de l’ordre de la taille du grain).

Le comportement du matériau est supposé élastoplastique à écrouissage cinématique linéaire avec
les caractéristiques données dans le tableau 4.1. Les limites de fatigue sont quant à elles reportées dans
la table 4.2.

Analyse numérique du cas du collage - glissement partiel

Les paramètres de chargement utilisés sont ceux du tableau 4.3. Ils conduisent tous à un état stabilisé
adapté et donc vers un état de déformation plastique fixe. Ceci génère bien sûr des contraintes résiduelles
qui se rajoutent aux contraintes purement élastiques influençans du même coup le comportement à la
fatigue. Le maximum des déformations plastiques est localisé en bordure de contact du côté en traction
sous l’effet de l’effort tangentiel ( � ��� � ).
L’état stabilisé étant élastique, le critère de fatigue multiaxiale de Dang Van est utilisé pour prédire
l’amorçage des fissures pour ces différents cas de chargements. Comme pour la déformation plastique,
le point le plus critique (susceptible de se fissurer en premier) se trouve en bordure de contact du côté en
traction sous l’effet de l’effort tangentiel. Ceci coı̈ncide bien avec les observations expérimentales. Les
trajets de cisaillement mésoscopique-pression hydrostatique pour ce point sont représentés sur la figure
4.14. Celle-ci montre, pour les régimes dits mixtes, la concordance des prédictions numériques avec les
observations expérimentales. De même, les calculs donnent pour les régime de collage des trajets �%���!���
qui ne conduisent à aucun endommagement, comme l’ont montré les expertises faites après ces essais.
A titre d’illustration, on s’intéresse au cas du chargement donné par les paramètres � ��� ���� :¡}�P�£¢<¤H¥ �¦ ����§ � � . Les isovaleurs de la déformation plastique équivalente stabilisée sont représentées sur la figure
4.10. Le niveau d’endommagement de fatigue donné par la quantité ¨ �ª©¬«y­P®+¯±° ¤³²�´ ®¶µ °P· ´ ®¶µ¯ sont montrés
sur la figure 4.11.

Analyse numérique du cas du glissement total

Les paramètres de chargement utilisés sont ceux du tableau 4.4. Ils conduisent tous à un état stabilisé
accommodé, c’està-dire à un cycle fermée de déformation plastique. Ceci génère de la fatigue plastique
en surface qui conduit à de l’enlèvement de matière. Il apparaı̂t donc que l’usure, qui est le type d’endom-
magement obtenu en glissement total, est associée à un processus de plastification cyclique du matériau
dans la zone de contact. Cette conclusion rejoint celle des travaux de Johnson et Kapoor [19] et Kim
et Ludema [29] qui soulignent que le mécanisme d’usure est dû à la plasticité cyclique au niveau de la
surface. L’usure par fatigue se fait par détachement de matière en forme de fines plaquettes connu sous
le nom de délamination (Suh [32]). Ce mécanisme a été longtemps étudié en terme de fissures parallèles
à la surface par l’application de la mécanique linéaire de la rupture [11, 16, 31]. Mais il est connu que
l’usure se produit avec un frottement important, ce qui génère des déformations plastiques et un écrouis-
sage du matériau à la surface. Ceci est confirmé par les coupes faites en dessous des zones usées mettant



62 CHAPITRE 4. APPLICATION AU FRETTING-FATIGUE

6

2 a

3
2 1 = 0.00

2 = 8.2 E-4

3 = 1.65 E-3

4 = 2.48 E-3

5 = 3.3 E-3

6 = 4.11 E-3

3
2

5
6

4

T
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Figure 4.11: Isovaleurs du critère de Dang Van

en évidence un fort couchage de fibres. Ce qui conforte la thèse que l’usure est plus un phénomène induit
par la plasticité cyclique et non par un mécanisme de fissuration fragile. Les expériences de glissement
d’un pion sur disque avec différents conditions de chargements et différents matériaux, réalisées par Kim
et Ludema [29] montrent une bonne corrélation entre le nombre de cycles à l’usure (sévère) de fatigue
et les propriétés mesurées de fatigue oligocyclique (paramètres de la loi de Manson-Coffin). Rappelons
aussi que Muller [30] a ébauché, sur cette idée, la construction d’un modèle quantitatif d’usure fondée
sur les déformations plastiques et taux de rochet calculées.

A titre d’illustration, on s’intéresse au cas du chargement donné par les paramètres ¸R¹�ÇC»�¼:½}¿PÀ Á-Â/Ã ¹È »�»�Å�¸JÆ . Les isovaleurs de la déformation plastique équivalente à l’instant du cycle stabilisé où l’ef-
fort tangentiel est nul (position F pour le cycle de chargement en glissement total dans la section 4.9)
sont représentées sur la figure 4.12. Elles sont non nulles sur une zone de la dimension du contact et at-
teignent des valeurs de l’ordre de º}»�ÉËÊ . Elles sont donc plus importantes qu’en glissement partiel où elles
sont de l’ordre de º}»�ÉËÌ (figure 4.10). Les niveaux d’endommagement de fatigue donnés par la quantitéÍ ¹ÏÎ¬ÐyÑTÒ+Ó É Â³ÔCÕ Ò¶Ö ÉP× Õ Ò¶ÖÓ sont montrés sur la figure 4.11. Le cycle contrainte-déformation à l’état stabilisé
est non linéaire en certains points (figure 4.13).
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Figure 4.13: Cycle contrainte-déformation fretting-fatigue en glissement
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4.4 Conclusion et perspectives

Un des intérêts de cette étude théorique, venant s’associer à un programme expérimental, est de mon-
trer que la fissuration par fretting-fatigue relève d’un problème classique de fatigue ; sa prédiction se fait
par un critère classique de fatigue polycyclique multiaxiale, identifié sur les essais usuels indépendam-
ment de la structure étudiée.

Ainsi, une interprétation complète de la carte de fretting-fatigue a été effectuée grâce à une modéli-
sation numérique qui allie le calcul cyclique directe et les critères de fatigue. La prédiction de l’endom-
magement est quantitative en fatigue à grand nombre de cycles, avec un bon accord avec les résultats
expérimentaux sur les valeurs limites des paramètres de chargement et les sites d’amorçage. Elle est
essentiellement qualitative en ce qui concerne les faibles nombre de cycles et l’usure. Néanmoins, les
calculs effectués dans le domaine de l’accommodation sont un précieux indicateur sur le mécanisme
d’usure dans ce régime. L’usure par fatigue est liée à la plasticité cyclique ou au rochet. Elle se ferait
par détachement de matière en fines plaquettes suite à la rupture par fatigue oligocyclique, comme le
montrent certains résultats expérimentaux.

Les suites de ce travail pour une modélisation quantitative complète de la carte de fretting porteront
sur les lois d’endommagement en régime d’accommodation et de rochet, à savoir les lois de fatigue
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Figure 4.14: Chargements calculés et leurs trajets de chargement dans
le diagramme de Dang Van

oligocyclique multiaxiale ainsi que les lois d’usure par fatigue oligocyclique. Ces deux points sont déjà
abordés au LMS, grâce aux travaux de Muller (approche expérimentale et théorique de l’usure [30]),
de Dragon-Louiset (modèle théorique de l’usure [8]) et de Charkaluk-Constantinescu (fatigue thermique
[2]). D’autres approches énergétiques de l’usure sont disponibles dans (Fouvry [9]).
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Paris (1995).
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[36] ZHOU, Z.R. Fissuration induite en petits débattement: application au cas d’alliages d’Aluminium
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Conclusion générale

”Conçue pour la prédiction la modélisation doit revêtir une forme mathématique, pour laquelle on
recherche la simplicité maximale compatible avec une représentation convenable des phénomènes ob-
servés” 1.

Cette recherche permettant, au travers d’une optimisation globale allant de la loi de comportement au
critère de dommage en passant par les stratégies de résolution des problèmes, d’aboutir à des solutions
utilisables par les ingénieurs préoccupés par la tenue de leurs structures sous chargement variable, consti-
tue notre objectif. Ainsi, les méthodes stationnaires ont pendant longtemps été les seuls outils permettant
pratiquement le suivi de l’évolution de l’état thermomécanique des structures anélastiques soumises à
des chargements mobiles jusqu’à l’état stabilisé. Leur efficacité a été accrue par l’association à d’autres
techniques telles que la décomposition en séries de Fourier ou les équations intégrales. D’autres mé-
thodes alternatives pour des sollicitations (ou des structures) périodiques plus générales, sont en cours
de développement. Ces stratégies numériques de détermination d’état thermomécanique sont associées,
très souvent de manière découplée, à des modèles de prédiction de dégradations. Nous nous sommes
plus particulièrement intéressés aux critères de fatigue polycyclique macro-méso que nous cherchons à
étendre aux domaines thermomécanique et de l’endurance limitée. Ce dernier point, ainsi que celui du
traitement des chargements variables demeurent d’une grande importance pratique et qui sont encore
sans réponse satisfaisante.

1. J. Salençon. Mécanique des milieux continus, Tome I, Les éditions de l’École polytechnique, (2000).


