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Résumé

Cette theése traite de questions mathématiques posées par des problémes issus du micro-
magnétisme; un théme central en est les champs de vecteur de rotationnel nul et de norme 1,
qu’on voit naturellement apparaitre comme configurations minimisant des énergies microma-
gnétiques.

Le premier chapitre est motivé par la question suivante : peut-on, en dimension plus grande
que deux, caractériser les champs de vecteur de rotationnel nul et de norme 1 par une formu-
lation cinétique ? Une telle formulation a d’abord été introduite en dimension 2 dans 'article
[25] de Jabin, Otto et Perthame ou elle apparait naturellement dans le cadre de la minimisa-
tion d’une énergie de type Ginzburg-Landau. Ignat et De Lellis ont ensuite montré dans [12]
qu’une telle formulation cinétique caractérise les champs de rotationnel nul et de norme 1 pos-
sédant une certaine régularité en dimension 2. Le premier chapitre de cette thése est consacré
a I’étude d’une formulation cinétique similaire en dimension quelconque ; le résultat principal
en est qu’en dimension strictement plus grande que 2, cette fomulation cinétique ne caractérise
non plus tous les champs de rotationnel nul et de norme 1, mais seulement les champs constants
ou les vortex, c’est-a-dire les champs de vecteur de la forme ié%lli'.

La caractérsation cinétique des champs de vecteur de rotationnel nul et de norme 1 en
dimension 2, prouvée par De Lellis et Ignat et que nous venons de mentionner reposait sur la
notion d’entropie. Ayant obtenu une formulation cinétique en dimension quelconque, il était
naturel de vouloir ’exploiter un tentant d’étendre également la notion d’entropie aux dimen-
sions supérieures & 2. C’est ce & quoi est consacré le deuxiéme chapitre de cette thése; nous
y définissons en particulier une notion d’entropie en dimension quelconque. Le point central
en est la caractérisation de ces entropies par un systéme d’équations aux dérivées partielles, et
leur description compléte en dimension 3, ainsi que la preuve pour ces entropies de propriétés
tout a fait semblables & celles des entropies deux dimensionnelles.

Le troisiéme chapitre de cette thése, qui expose les résultats d’un travail en collaboration
avec Antonin Monteil, s’intéresse & la minimisation d’énergies de type Aviles-Giga de la forme
Ir(m) = fJ(m) f(lm*™ —m™|) oit m est un champ de rotationnel nul et de norme 1 et ou J(m)
désigne les lignes de saut de m. Deux questions classiques se posent pour ce type d’énergie :
la solution de viscosité de I’équation eikonale est-elle un minimiseur et 1’énergie est-elle semi-
continue inférieurement pour une certaine topologie. Le résutat principal de cette partie est un
construction, qui nous permet en particulier de répondre par la négative & ces deux questions
dans les cas o f(t) = t¥ avec p €]0,1[ en donnant une condition nécessaire sur f pour que Zy
soit semi-continue inférieurement.

Enfin, le dernier chapitre de cette thése est consacré & I’étude d’une variante de 1’énergie
de Ginzburg-Landau introduite par Béthuel, Brezis et Helein ol on a remplacé la condition
de bord par une pénalisation dépendant d’'un parameétre. Nous y décrivons le comportement
asymptotique de ’énergie minimale qui, suivant la valeur de ce paramétre, soit se comporte
comme ’énergie de Ginzburg-Landau classique en privilégiant une configuration vortex, soit
privilégie au contraire une configuration singuliére suivant une ligne.

Mots-clefs : Equations cinétiques, Entropies, Micromagnétisme, Energie de ligne, Energie de
Ginzburg-Landau.



VORTICES, ENTROPIES AND LINE-ENERGIES IN MICROMAGNETISM
Abstract

This thesis is motivated by mathematical questions arising from micromagnetism. One
would say that a central topic of this thesis is curl-free vector fields taking value into the
sphere. Such fields naturally arise as minimizers of micromagnetic-type energies.

The first part of this thesis is motivated by the following question : can we find a kinetic
formulation caracterizing curl-free vector fields taking value into the sphere in dimension greater
than 2 7 Such a formulation has been found in two dimension by Jabin, Otto and Perthame in
[25]. De Lellis and Ignat used this formulation in [12] to caracterize curl-free vector fields taking
value into the sphere with a given regularity. The main result of this part is the generalization
of their kinetic formulation in any dimension and the proof that if d > 2, this formulation
caracterizes only constant vector fields and vorteces, i. e. vector fields of the form =+ é:lg‘.

The second part of this thesis is devoted to a generalization of the notion of entropy, which
plays a key role in the article of De Lellis and Ignat we talked about above. We give a definition
of entropy in any dimension, and prove properties quite similar to those enjoyed by the classical
two-dimensional entropy.

The third part of this thesis, which is the result of a joint work with Antonin Monteil,
is about the study of an Aviles-Giga type energy. The main point of this part is a necessary
condition for such an energy to be lower semi continuous. We give in particular an example of
energy of this type for which the viscosity solution of the eikonal equation is not a minimizer.

The last part, finally is devoted to the study of a Ginzburg-Landau type energy where we
replace the boundary condition of the classical Ginzburg-Landau energy introduced by Béthuel,
Brezis and Helein by a penalization within the energy at the critical scaling depending on a
parameter. The core result of this part is the description of the asymptotic of the minimal
energy, which, depending on the parameter, favorizes vortices-like configuration like in the
classical Ginzburg-Landau case, or configurations singular along a line.

Keywords : Kinetic equations, Entropies, Micromagnetism, Line-energy, Ginzburg-Landau
energy.
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Introduction

1 Une caractérisation cinétique des vortex

Soit © un ouvert de R? et m: Q C RY — R? une fonction mesurable. Pour ¢ € S,
on associe a la fonction m la fonction x définie par :

x: QxS — {0,1}
1 sim(x)-€ >0,
(©.8  — { 0 sim(z)-£<0.

L’objet de la premiére partie de cette thése est la caractérisation des champs m
vérifiant les deux conditions suivantes :

vee ST wwegt v-Vx(,&) =0 dans D'(Q), (1)
|m(z)| =1 presque partout dans €. (2)
L’intérét pour ces relations provient de Particle [25] de Jabin, Otto et Perthame dans

lequel les auteurs considérent le cas de la dimension 2. Dans cet article, ils s’intéressent,
a ’énergie

1 1
Ge(m) :8/ |Vm|2+—/(1— \m|2)2+—/ VIV - m]?
Q g Ja € Jo

ou ) est un ouvert de R? et prouvent en particulier le théoréme suivant :

Théoréme .1. (Jabin, Otto et Perthame [25]). Soit Q@ C R? et (m.).~o une suite véri-
fiant G.(m.) — 0 et de limite m dans L?, alors
e—

veeSt  ¢-Vx(., &) =0 dans D'(9), (3)
|m(z)| =1 presque partout dans ). (4)

La combinaison des deux relations précédentes est une facon de dire qu'un champ
de vecteur est de norme 1 et de divergence nulle au sens des distributions sur €.

Jabin, Otto et Perthame montrent dans ce méme article que ces deux relations ont
de fortes propriétés régularisantes pour m. En particulier on a le théoréme suivant :

Théoréme .2. (Jabin, Otto, Perthame, [25]). Soit Q0 un ouvert de R* et m vérifiant
(3) et (4), alors m est localement Lipschitz en dehors d’un nombre de points localement

fini.

Ignat et De Lellis-Ignat montrent alors dans [19] et [12] que si le champ m est
suffisamment régulier, il y a en fait équivalence entre les relations (3) et (4) et le fait
pour m d’étre de divergence nulle et de norme 1, et en déduisent le théoréme suivant :

Théoréme .3. (De Lellis, Ignat, [12]). Soit Q C R? ouvert, p dans [1,3] et m dans
1 1
wrrQ, st = {m e WP (QR2) : V-m=0 dans D'(Q) et |m| =1 p.p }, alors m

loc

est localement Lipschitz en dehors d’un nombre de point localement fini.
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En dimension plus grande, on a de bonnes raisons de penser que de tels résultats de
régularité sont encore vrais, mais si au lieu de considérer 'opérateur de divergence, on
considére 'opérateur rotationnel, c’est a dire si on s’intéresse aux champs de rotationnel
nul et de norme 1. Ce probléme est lié au probléme classique de la régularité des solutions
de I’équation eikonale, c’est-a-dire aux fonctions vérifiant :

V| = 1.

Remarquons que si on reformule les relations (3) et (4) en terme de rotationnel plutot
que de divergence, on obtient les relation suivantes :

veeSt &t Vx(,€) =0 dans D'(Q), (5)
|m(z)| =1 presque partout dans . (6)

Un premier pas dans l'obtention d'un théoréme analogue au théoréme de De Lellis et
Ignat que nous venons de citer mais pour le rotationnel et en dimension supérieure a
deux était donc de commencer par étudier les propriétés de régularisation de I'analogue
des relations (5) et (6) en dimension supérieure. C'est ce qui a motivé notre étude
des relations (1) et (2). En dimension plus grande, ces relations ont encore un effet
régularisant : la premiére partie de cette thése est consacrée a établir le théoréme suivant.

Théoréme .4. Soit Q un ouvert conneze de R? ot d > 3 et m une fonction mesurable
vérifiant (1) et (2). Alors, soit le champ m est constant, soit il existe un point P de R?
et o € {—1,1} tel que :

r— P

|z — P

m(z) =« pour presque tout x dans €.

2 Une généralisation de la notion d’entropie

La notion d’entropie au sens ou nous l'utiliserons ici apparait dans les articles [5]
d’Aviles et Giga et [29] de Jin et Kohn. La motivation, que nous reprenons de I'article
[29] de Jin et Kohn en est la suivante : 2 étant un ouvert de R?, les auteurs s’intéressent
a la minimisation de I'énergie

AG.(m) = /Qe|vm|2+ %(1 — |m|*)? (7)

ou m est de rotationnel nul avec certaines conditions de bord. Ils sont plus particuliére-
ment intéressés par le comportement asymptotique de cette énergie lorsque € tend vers
0 et remarquent qu’en introduisant la fonction :

1 1
O(x1,29) := 2(—=a® — 1 (25 — 1), gxg’ + z9(z] — 1)),

pour m de rotationnel nul, on a la relation :
V- [® om] =2(1 — [m|*) (81 — Bama),
d’ott

V . [(I) o m] S (]_ — |m|2)2 + 6|Vm|2 — 25(01m182m2 — (81m2)2). (8)

m | =
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En intégrant les deux membres, on obtient :

/ V:[®om] < AG.(m) — 25/(51m182m2 — (0ima)?), (9)
Q Q
et comme
—mey0
/;(617711627712 — (8177?,2)2) = /QV . ( 72226171’232) = o m2(61m)L -n,

si on s’intéresse a la minimisation de AG, avec comme condition de bord m = n ou n
désigne la normale au bord de €, ce dernier terme est controlé et la relation (9) nous
donne une borne inférieure pour I’énergie. I.’obtention de cette borne inférieure repose
sur 'inégalité (8) donnée par la fonction ®. Ce genre d’inégalité peut s’obtenir non
seulement, pour la fonction ® précédente mais pour une classe de fonction bien plus
large : les entropies. Nous reprenons ici la définition donnée par Ignat et Merlet dans
[22].

Définition .5. On appelle entropie une fonction réguliere ®: S' — R? et telle que pour
tout = dans S*
(Op®(z), ) =0,

ot x = e,

Voila qui résume tres briévement 1'origine de la notion d’entropie. Notre propre
intérét pour cette notion, néanmoins, était motivé par une autre application de celle-ci
trés liée a la premiére partie de cette thése : le théoréme de De Lellis et Ignat que nous
avons mentionné précédemment. Sans entrer dans les détails de la preuve de ce théoréme
ici, disons que celle-ci repose sur le fait que pour p dans [1, 3], le champs dans W%’p(Q, St
vérifient les deux équations (4) et (5) et cela se fait précisément grace a la notion
d’entropie que nous venons d’évoquer, en montrant que les fonctions ®¢(m) := {1 pes0y
sont des entropies généralisées.

Nous avions dans la premiére partie obtenu une formulation cinétique ayant des pro-
priétés régularisantes en dimension quelconque; il était naturel d’essayer de généraliser
la notion d’entropie en dimension d > 2 en vue d’obtenir des analogues au théoréme .3.

Dans la deuxiéme partie, nous donnons une définition en toute dimension de la notion
d’entropie grace aux champs de vecteur suivants :

Définition .6. Pour i,j dans {1,...,d}, posons :

Ui - R¢ — R¢
xT — Tie; — Tje€4

La définition compléte est légérement plus générale que cela (C’est la définition 32
de cette thése) mais pour une fonction réguliére, on a la définition suivante :

Définition .7. On dit qu’une fonction ®: S™1 — R? est une entropie si et seulement
si pour tout 1,75 dans {1,...,d},

Ve e ST (Dy®u; (), us j()) = 0.
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Remarquons qu’il est facile de voir qu’on retombe bien sur la définition don-
née précédemment si d = 2 puisqu’alors il n’y a qu’'une seule relation & vérifier et

D, ®Puy 5(z) = 0p®(z).

Nous prouvons ensuite pour ces entropies des propriétés tout a fait analogues a
celles des entropies définies en dimension 2. ENT ,., désignant ’ensemble des entropies
réguliéres, on a en particulier le théoréme suivant :

Théoréme .8. Soit ® € ENT ,.,, Q un ouvert de R* et m € C5,(Q,S*1). Alors, pour
tout = dans €2
V-[®om](z)=0.

Nous prouvons un théoréme caractérisant nos entropies en terme d'un systéme
d’équations aux dérivées partielles, et nous concluons cette partie par I’étude du cas
de la dimension 3, pour lequel nous donnons une description compléte de nos entropies.

3 Une condition nécessaire pour la semi-continuité in-
férieure d’une énergie de ligne

Ceci nous méne naturellement & la troisiéme partie de cette thése, qui est le fruit d’un
travail en collaboration avec Antonin Monteil. Soit f: [0, 2] — [0, +oc] une fonction-coiut
et Q un ouvert de R?. Pour m dans {m € BV (Q,R?) : |m| =1 p.p. et V-m = 0 sur Q},
nous nous sommes intéressés a 1’énergie

Iy(m) = § )f(\ﬂu—mfl)d?ll(x)-

ot m4 () désigne la trace de m sur les bords de la ligne de saut J(m) pour H!-presque
tout x dans J(m). Le premier exemple d'une énergie de ce type est di a P. Aviles. et Y.
Giga. Dans [5], ils conjecturent que pour f(t) = 1t3, Z; est la [-limite de I’énergie de

3
type Ginzburg-Landau suivante :

1
AG:(m) = / elVmP2+ =(1 — |m|*)? pour m € H'(Q,R?) et V-m =0,
£

Q
AG.(m) = 400 sinon.

Méme pour ce modéle particulier, seuls des résultats partiels sont déja connus. En ce qui
1

concerne la I'-convergence des fonctionnelles AG, vers Z; avec f(t) = gt?’, Aviles et Giga
prouvent dans [5] la T-liminf pour la convergence L' en utilisant la notion d’entropie
(voir également [29]). La compacité L? forte des suites d’énergie finie a été prouvée par
Ambrosio, De Lellis et Mantegazza dans [3] et par De Simone, Kohn, Miiller et Otto
dans [14] par un argument de compacité par compensation toujours grace a la notion
d’entropie. Dans [13| enfin, les auteurs prouvent que les configurations limites m de
I’énergie AG. ont une structure de type BV et qu’on peut en particulier parler de leur

trace le long de I'ensemble J(m) dans Z;.

Le cas ot 'on s’intéresse maintenant a 1'énergie 7, avec f(t) = t” pour p > 0 a
lui aussi donné lieu & de nombreux travaux et de nombreuses questions sont également
encore ouvertes. Dans [3], on a par exemple la conjecture suivante :



13

Conjecture .9. Soit Z; la relazée dans L' de Iy,

n—-+o00 n—-+o0o

Zi(m) = Inf {limianf(mn) . my, € BV et m, — m dans Ll} . Vm e L'(Q,R?).

Si f(t) =t ou 1 < p <3, alors I_f est semi-continue inférieurement pour la topologie
L forte.

Pour p > 3, cette conjecture est fausse (voir [3]). Le cas p = 3 est étudié par P.
Aviles et Y. Giga dans [5]. Plus récemment, le cas p = 2 a été prouvé par R. Ignat et
B. Merlet dans [22|, article dans lequel ils prouvent également que pour 1 < p < 3, il
existe une fonction-cotit f(¢) = t* pour ¢ € [0,v/2] donnant une fonctionnelle Z; s. c. i..
Ici, nous nous sommes intéressés au cas ouvert p < 1. Le point principal de cette partie
est la démonstration du critére suivant, donnant une condition nécessaire sur f pour
avoir la semi-continuité inférieure de Zy, qui exclut de fait les fonctions f(t) = ¢ pour
0<p<l

Théoréme .10. Soit f: [0,2] — [0,+00] et Q un ouvert de R?. Si Iy est s. c. i. dans
X = BV(Q,SY) muni de la topologie faible, alors f est s. c. i. et de plus :

lim sup @ < 2 limsup f(¢). (10)

t—0 t—2

En particulier, pour f(t) = t*, p €]0, 1], Z; n’est pas semi-continue inférieurement.
La solution de viscosité n’est alors pas minimale, méme pour un domaine convexe.

4 Une énergie de type Ginzburg-Landau

La derniére partie de cette thése est consacrée a l'é¢tude d’une énergie de type
Ginzburg-Landau. L’ouvrage classique sur ce type d’énergie est [6] de Béthuel, Brézis et
Helein ot les auteurs s’intéressent sur un ouvert €2 du plan a I’énergie :

GLotm) = [ v+ % [ (1= Py

avec la condition de bord m = h sur 02 ou |h| = 1. D’un point de vue mathématique,
ce modéle a été trés fructueux : il est par exemple connu (voir par exemple [6] ou [28])
que le comportement asymptotique de I’énergie minimale est déterminé par le degré de
la condition de bord A et que plus précisément,

inf GL. ~ 2r|deg h||Ine| + o(| Ine]),

ce qui nécessite de pouvoir parler du degré de h qui n’est que dans H 3 en tant que
trace d’une fonction H'. Cette simple question a été a I'origine du développement d’une
théorie du degré des fonctions dans des espaces de Sobolev & valeur dans la sphére (on
renvoie a [7] et [30] pour plus de détails).

Nous nous sommes quant & nous intéressés dans cette derniére partie & I’énergie

1
E.(m) := / [|Vm|2 +=(1- |m\2)2} + )\2\ lne\2/ |m — h\2,
2
Bgr € Br
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L

x
ou h = ﬂ et ou Bpg est la boule centré en O et de rayon R. C’est une variation de
x

I’énergie GL. sur un disque mais ot on aurait remplacé la condition de bord par une
pénalisation dépendant d’un paramétre A. Dans le cas de I’énergie de Ginzburg-Landau
classique G L., on sait que I’énergie minimale serait réalisée par un vortex de degré 1.
Dans notre cas, nous montrons dans la derniére partie de cette thése que le comportement
asymptotique de 1’énergie minimale dépend de A : si A est grand, on est comme dans
le cas de I’énergie de Ginzburg-Landau classique : une configuration d’énergie minimale
m! est donnée par :

m(r,0) = ie“" sie<r <R,
er giew sir <e.

et c’est un vortex de degré 1 sur chacun des cercles C, := {(z,y) € R? : 2% +¢y* =r?}
qui minimise I’énergie. Si A est petit par contre, la situation change : une configuration
d’énergie minimale va rester de degré nul sur chacun des C,. Pour obtenir un borne
supérieure pour I’énergie minimale dans ce cas, on construit une suite (m?).~o qui vaut
h en dehors d’un bande d’ordre |In¢| sur laquelle la phase varie rapidement pour rester
de degré 0 sur chacun des C,. Lorsque ¢ tend vers 0, I’énergie se concentre sur cette ligne
de singularité.

Le théoréme suivant décrit précisément le comportement asymptotique de I’énergie
dans chacun de ces deux cas.

Théoréme .11.

lig% e inf £, = 16AR 510 < A < ¢F,
. I . . .
lim ——inf . = 27 St A > g5
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16 NOTATIONS

5 Notations

Dans ce qui suit, d sera un entier supérieur ou égal & 2. R? désignera comme d’ha-
bitude un d-espace vectoriel sur le corps des réels, qu’on munira d'un produit sca-
laire euclidien. Pour z,y € R on notera indifféeremment z -y ou (z,y) le produit
scalaire de x et y et |.| désignera la norme associée. On notera O l'origine de RY et
e1,€ea, -, eq sa base orthonormée canonique. S™! désignera la sphére unité, c’est-a-dire
que S™1 = {z € R : |z[ =1}. Si £ est un élément de R?\ {O}, on notera &+ son
orthogonal, c’est-a-dire £+ := {a: cR?:z-¢= O}. Si Q est un ouvert de R? on notera
D(Q) I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables & support compact dans Q. D'(Q)
désignera 1’ensemble des distributions sur . Enfin, si 0 < k < d, H* désignera la mesure
de Hausdorff k-dimensionnelle. Si k = d est la dimension de ’espace et que A est un

ensemble mesurable, on notera indifferemment |A| = H%(A) la mesure de Lebesgue de
A.

6 Formulation cinétique

Soit © un ouvert de R? et m: Q C RY — R? une fonction mesurable. Pour ¢ € S 1,

définissons
x: RIxS§t — {0,1}
1 six-&>0,

On associe alors a la fonction m la fonction x

x: Qxst — {01}
(z,§)  +— x(m(x),§)

L’objet de cette partie est la caractérisation des champs m vérifiant les deux condi-
tions suivantes :

vee ST wwegt v-Vx(.,&) =0 dans D'(Q), (11)
|m(z)| =1 presque partout dans €. (12)

L’intérét pour cette relation provient de Particle [25] de Jabin, Otto et Perthame ou
I’on considére des champs de vecteur vérifiant une relation légérement différente dans le
cas ol d = 2, & savoir :

veeSt  €-Vx(,€) =0 dans D'(Q), (13)
|m(z)| =1 presque partout dans 2. (14)

La combinaison des relations (13) et (14) est une fagon de dire qu'un champ est de

norme 1 et de divergence nulle au sens des distributions sur 2. On a en effet le lemme
suivant, :

Lemme I.1. Sim vérifie (13) et (14), m est de divergence nulle au sens des distributions
sur ).
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Démonstration. Cela repose sur la remarque suivante, pour la preuve de laquelle on
renvoie le lecteur au lemme 1.9. Si v est un vecteur de S!,

v=5 [ &),
Sl

ol o désigne la mesure uniforme sur S'. Appliquant cela & m, pour ¢ dans C5°(£2)

[ vemaz=3 [ [ Ve-ex@ 9 drdoe) =0,

ce qui prouve le lemme. O
Jabin, Otto et Perthame montrent alors dans [25] que les relations (13) et (14) ont de

fortes propriétés régularisantes pour m. Plus précisément, on a les théorémes suivants :

Théoréme 1.2. (Jabin, Otto, Perthame, [25]). Soit Q un ouvert de R* et m vérifiant
(13) et (14), alors m est localement Lipschitz en dehors d’un nombre de points localement

fini.

Théoréme 1.3. (Jabin, Otto, Perthame, [25]). Soit Q = R? et m vérifiant (13) et (14).
Alors, soit le champ m est constant, c’est-a-dire qu’il existe my dans S* tel que :

m(z) = mg presque partout dans R?,
soit il existe o € {—1,1} et P dans R? tels que

(x— P)*

———— presque partout dans R?
v 7]

m(z) = «
ot + désigne la rotation directe d’angle R

Ignat montre alors dans [19] et [12] que si le champ m est suffisamment régulier, il y
a en fait équivalence entre les relations (13) et (14) et le fait pour m d’étre de divergence
nulle et de norme 1. Plus précisément, pour p > 0, notons :

Wdzp(Q,Sl) = {m € W%’p(Q,Rg) : V-m=0dans D'(Q) et [/m| =1 p.p } :
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.4. (De Lellis, Ignat, [12]). Soit p dans [1,3] et m dans Wd;i;p(Q,Sl). Alors,
m vérifie le relation (13).

En combinant le théorémes 1.2 et 1.4, on obtient donc un résultat de régularité des
champs de divergence nulle a valeur dans S' dans certains espaces de Sobolev :

Théoréme 1.5. (De Lellis, Ignat, [12]). Soit p dans [1,3] et m dans Wdé;p(Q,Sl), alors
m est localement Lipschitz en dehors d’un nombre de point localement fini.
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En dimension plus grande, on a de bonnes raisons de penser que de tels résultats de
régularité sont encore vrais, mais si au lieu de considérer 'opérateur de divergence, on
considére 'opérateur rotationnel, c’est a dire si on s’intéresse aux champs de rotationnel
nul et de norme 1. Ce probléme est lié au probléme classique de la régularité des solutions
de I’équation eikonale, c’est-a-dire aux fonctions vérifiant :

V| = 1.

Avec des méthodes tout a fait différentes, des résultats de régularité de ce type ont déja
été prouvés en dimension quelconque par Caffarelli et Crandall dans [8] et [9]. On leur
doit par exemple le théoréme suivant :

Théoréme 1.6. (Caffarelli, Crandall, [8]). Soit u: RY — R une fonction différentiable
en dehors d’un ensemble S C R? avec HY(S) = 0 et telle que :

Vr € RI\ S, |Vu|=1.
Alors, il eziste a,py dans R? tels pour tout v dans R?,

u(z) =a =+ |z — pol.

En dimension 2, les points de vue divergence/rotationnel sont équivalents puisque si
m est de divergence nulle m* est de rotationnel nul et réciproquement et les théorémes de
régularités 1.2, 1.4, 1.5 se traduisent automatiquement par des théorémes de régularité
pour les fonctions de rotationnel nul & valeur dans la sphére. Ce n’est plus le cas en
dimension supérieure.

L’étude des relations (11) et (12) en dimension quelconque était donc motivée par la
volonté d’établir un analogue du théoréeme 1.2, du théoréme 1.4 et du théoréme 1.5 pour
le rotationnel en toute dimension.

Pour commencer se posait une question naturelle : peut-on trouver une formulation
cinétique analogue a (13) et (14) et qui implique pour m d’étre de rotationnel nul? La
réponse est oui, et ce sont précisément les relations (11) et (12). On a plus précisément
le lemme suivant :

Lemme 1.7. Soit m un champ mesurable sur Q0 vérifiant les relations (11) et (12).
Alors rotm = 0 dans D'(Q).

Démonstration. Cela repose sur la remarque suivante, pour la preuve de laquelle on
renvoie encore le lecteur au lemme 1.9. Si v est un vecteur de S 1,

v=cq | &x(v,§)do(§).

Sd—1
oll ¢4 est une constante dépendant seulement de d et o désigne la mesure uniforme sur
S-1,
Soit i,j € {1,---,d}, i # j. Pour p € C§°(Q),
/ Oipm — djpm; da =/ Vi - (mje; —mye;) da
Q Q

=Cq /Sd_1 /QVSO - (&ei — &iej)x(x, §) dr da(§).
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Comme &je; — &e; € 4, par la relation (11)

/ Oipm; — 0;om; dz = 0,
Q
ce qui prouve le lemme. O

L’ objet de cette partie est de montrer qu’en dimension d > 2 les relations (11) et (12)
sont néanmoins beaucoup plus contraignantes au sens ou elles caractérisent les champs
constants ou de la forme m(z) = £ é:; ol P est un point de R?. En particulier, il n’y a
donc aucune chance pour qu’elles soient vérifiées par toutes les fonctions de rotationnel

nul et de norme 1.

7 Principaux résultats

Le théoréme suivant est le centre de cette partie

Théoréme 1.8. Soit Q un ouvert conneze et m une fonction mesurable vérifiant (11)
t (12). Alors, soit le champ m est constant, c’est-a-dire qu’il existe mg € ST tel que :

m(x) =mgy pour presque tout = dans (2,

soit il existe un point P de R? et o € {—1,1} tel que :

— P
m(x) =« |x P pour presque tout x dans €.
'r —_

Autrement dit en dimension strictement plus grande que 2, les relations (11) et (12)
x—P

jz = P|’

caractérisent seulement les champs constants et les configurations de la forme «

que 'on appelera par la suite vortex.

La démonstration de ce théoréme va se faire en deux parties; la premiére partie suit
les idées de Jabin, Otto et Perthame développées dans [25] pour montrer que 1’on peut
définir la trace le long d’une droite d’une fonction mesurable vérifiant les relations (11)
et (12). Dans une seconde partie, on va montrer que les relations (11) et (12) ont de
fortes conséquences géométriques pour finir par en conclure qu’elles caractérisent les
champs constants ou les vortex. Dans toute la suite de cet article m sera toujours une
fonction mesurable vérifiant (11) et (12).

Nous allons tout d’abord prouver le théoréme dans le cas o {2 est un ouvert convexe.
Le cas d'un ouvert connexe, qui en découle, sera traité dans la derniére partie.
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8 Trace le long d’une droite

On va commencer par démontrer le lemme géométrique que nous avons utilisé dans
le préambule et qui montre qu’on peut exprimer un vecteur u de norme 1 en fonction

des x(u,§).

Lemme 1.9. [] existe une constante cq dépendant seulement de la dimension d telle que
pour tout u dans S,

u=cy Ex(u, &) do(§) (15)

gd—1
ot o désigne la mesure uniforme sur S®'. De plus,

d—1 Cand—1_ [d—1
= qaa(giry T T T =)

Démonstration. 1l suffit de prouver ’égalité (15) pour un vecteur particulier, par
exemple e;. En effet, supposons I'égalité (15) prouvée pour e;. Si u est dans S¢1, il
existe R dans O4(R) tel que Re; = u et

d

u=Rer =i [ Rexedol©) =a [ ex(u R do(¢)

=cCq Ex(Rey, &) do(€)

gd-1

et

d

= [ 9o

Il suffit donc de prouver I’égalité (15) pour e;. Or pour ey,

Ex(er, €) do(€) = / £do(c).

Sd—1 SA-1n{&; >0}

Pour i # 1, le changement de variable (§1,...,&;,...,&) — (&1,..., =&, ..., &) laisse le
domaine d’intégration S~1 N {£; > 0} et la mesure sur la sphére invariants et :

/ & do(€) = - / &do(e),
Sd=1n{¢&1 >0} Sd-1n{¢&1 >0}

donc pour 7 # 1,

/ & do(€) = 0.
Sd=1n{¢&1>0}
Enfin, en notant &' := (&, ..., &),

1
/ sldo@):/ EHP({E R S ye=1-a)) B
Se-1n{&1 >0} 0

1
—H2(52) / &(1— )4 dey.
0
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Comme )
1 d_1 1
1 — £2)53 — T (1 —g2)e el =
| at-eitan -~ - -
on obtient finalement :
1
/ 6 do() = ———HI(E)
S9-1n{¢; >0} d—1
et
€ _ _
- Ex(er,§)do(§) = ﬁHd 2(s772).
Comme d’autre part
o1’z
Hd—Z Sd—Z — ’
ST
ceci prouve le lemme. O

Soit m € L} (). Rappelons qu’on dit que  est un point de Lebesque de m s’il existe

loc
une constante C' dépendant de x telle que :

lim Im(y) — C|dy = 0. (16)

r—0 BT‘ ($)

Si z est un point de Lebesgue de m, on écrira alors m(x) := C. On sait (voir par exemple
[16]) qu’il existe un ensemble F C R? de H%mesure nulle tel que tout point z de Q\ E
est un point de Lebesgue de m.

Les deux lemmes suivants vont nous permettre relier les points de Lebesgue de m a
ceux de x(.,&).

Lemme 1.10. Si z est un point de Lebesque de x(.,€&) pour o presque tout & sur S1,
c’est un point de Lebesque de m et de plus, m(x) = cd/ Ex(z,€)do(§).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme (I1.9) & m. Supposons que z soit un point
de Lebesgue pour x(.,&) pour o presque tout &, alors,

];m Im(y) — ca /S Ex(z,€) do(€)| dy S«:d][r@ /S €(x(y,€) — x(x,€))| do(€) dy
SCa L&) = x(x, ) dydo(€).
2 A CCERCIIES

et lorsque r tend vers 0, le membre de droite tend vers 0 par convergence dominée, ce qui

prouve que z est un point de Lebesgue de m et que m(z) = cd/ Ex(z,€)do(§). O
Sd-1

Le lemme suivant en est une une réciproque partielle.

Lemme 1.11. Si x est un point de Lebesgue de m et m(x) - & # 0, x est un point de
Lebesgue de x(.,€). De plus, x(x,&) = Lpn.esoy ().
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Démonstration. On va le prouver dans le cas ot m(z)-§ > 0, le cas ot le produit scalaire
est strictement négatif étant similaire. Pour cela, il suffit de remarquer que {m - £ < 0}
est de densité nulle en x. En effet,

B(x)nfm-£<0}| _ 1

| B, | ~ |5, Br(y)N{m-£<0}
1

~ B ()

m(z) - § m(x) - & —m(y) - £dy

[m(x) —m(y)| dy.

Passant a la limite quand r tend vers 0,

| Br(x) N {m - £ < 0} |
|B7"| r—0

Comme

1

T Ix(y,§) — 1| dy = —~
|BT| B, (z)

. (. ) — 1] dy
‘ 7" By (z)N{m-£<0}

_|B.&)n{m-£ <0}
B, /

on a prouvé que x est également un point de Lebesgue pour x(., &) et que x(z,§) =1 =

Timesoy ().
]

Remarquons avant de poursuivre que le lemme .11 est optimal au sens ou sans
I'hypothése m(x)-£ # 0, on peut trouver un champ m vérifiant les relations (11) et (12)
tel que x soit un point de Lebesgue pour m mais ne soit pas un point de Lebesgue pour

x(.,€). En effet, considérons dans R? le champ m = —.

||
Pour ¢ € C§°(92),

Y dr = V- -odr = CEAHT Y ().
/Rd ox(x, &) dx /{x.w} pdz /{gl}wé”H (z)

Par conséquent, Vx(z,&) = §’Hd_1|_{£l} et m vérifie donc les relations (11) et (12). 11

est clair que tout point différent de O est un point de Lebesgue pour m mais pour &
dans S9!, les points de £ ne sont pas des points de Lebesgue pour = — x(z, ). Par
exemple, prenant £ = e; et x € £+,

1
‘BT‘ By (x)

x(y, &) dy = —|B,(z) N {z1 > 0} | = %

|Br|

mais
1

|BT’| Br(x)

1 1
— ldy=->0.
Ix(y, &) 2| y=5>0

On peut maintenant prouver la proposition suivante, qui sera centrale dans notre preuve
du théoréme I.8.
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Proposition 1.12. Soit y,z € Q\ E et £ € S*1. Si le segment reliant y a z est inclu
dans Q et si z —y € £+, alors

m(y)-§£>0 = m(z) ¢
€

0. (17)
m(y) - &€ <0 = m(z) 0

IN IV

Par conséquent, si |m| = 1 presque partout dans Q, alors pour presque tout x € ),
HI 1 pp. £ €S et Hi L pp. v € & tel que [z, 0 +v] CQ -

x(7, &) = x(z +v,£). (19)

Démonstration. Nous allons montrer I'implication (17), 'implication (18) se montrant
de maniére tout a fait analogue. Soit y € Q\ E tel que m(y)-& > 0. D’aprés le lemme I.11,
y est également un point de Lebesgue pour x(.,&) et x(y,&) = 1. Fixons maintenant
£ € S et posons :

X: = pe * X(5€)

1
ou p. = EHBE. Alors la fonction x — x_.(z) est uniformément continue sur tout
3

compact et en tout point de Lebesgue z de x(.,¢)
X(r) — x(, ). (20)
e—0

La régularité de = — x_.(z) est standard (voir par exemple [1]). Montrons donc la
convergence en tout point de Lebesgue. Soit  un point de Lebesgue de x. Fixons ¢ > 0
tel que B.(z) C Q. Alors,

1
|B€| B ()

|Xa(x) _X(xa§)| S |X(57€) —X($,€)|d8

Passant a la limite lorsque € tend vers 0, on a prouvé ’égalité (20).

D’autre part, si

Xs('r) :) S {07 1}7 (21)
x est un point de Lebesgue de x(.,€) et x(z,&) = [. En effet
1 1
x(5,§) — | ds =—==|B(x) N {x(s,§) # I} |
|Be| B.(z) ‘Bs‘
1),

= X(Sag) —lds
|Be| /B ()

=[x (z) = 1I.

Ce qui prouve I’assertion précédente. Nous pouvons maintenant finir de prouver la pro-
position. Soit & > 0 fixé et v € £+ tel que z = y + v. Posons

5(? = 577 * Xe
ol (0y)y>0 est une famille d’approximation de I'unité réguliére a support compact dans
B,,. On va montrer que x7(y) = x”(y + v). Pour cela introduisons la fonction :
g:[0,1] — R
t o — Xy +tv)
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g est réguliére et

) =0 TR+ t0) = [ 018,50 (0 = s)x(s.€)d.

Par convexité de €2, le segment liant y a z est dans 2 et quitte a prendre n et ¢ assez
petit 0, * p. est dans C§°(Q2). Par conséquent, la relation (11) impose ¢'(t) = 0. En
particulier, x7(y) = g(0) = g(1) = x?(z). Comme X est continue, passant a la limte en
7, on obtient ponctuellement

X:(y) = x.(2).

Comme y est un point de Lebesgue de x(.,£) passant a la limte en ¢

1=x(y,¢) = limx.(2).

e—0

Comme x.(2) — 1, z est également un point de Lebesgue pour x(.,¢) et x(z,&) = 1.
E—

Comme z est également un point de Lebesgue de m, on peut écrire :

m(z) - & = lim m(z) - € dx

r—0 Br(2)
> lim m(x) - &dx + lim m(x) - dx
r=0.J B (=)n{m >0} r=0J B, (z)n{m£<0}

Mais reprenant ’argument du lemme I.11,

][ m(zx) - &dr| <
B, (z)N{m-£<0}

m(z) ’ g > 07
ce qui prouve la premiére partie de la proposition. Pour conclure, remarquons que pour
presque tout x dans 2, x est un point de Lebesgue de m et |m(x)| = 1. Ensuite, pour
He1-p.p. direction & dans S¥, m(z) - € # 0 et x + v est un point de Lebesgue de m
pour H4Lp.p. v € &+ avec [z, + v] C Q. Par ce qui précéde, ceci prouve (19). O

|[Br(2) N {m-§ <0} r0,

> 0
|Br|

donc

Le lemme suivant va permettre de donner un sens a la trace de m le long d'une
droite.

Proposition 1.13. Pour simplifier les notations, on supposera ici que ) = R%. Soit
L := [=1,1] x {0}, Il existe une fonction 7 de x, mesurable et bornée, trace de m
sur L au sens ot :

l_}o @) /[_M / |m(x1,2") — m(x1)|dz; da’ = 0. (22)

De plus, pour H' presque tout x, € [—1,1],

~ T 1 / / ~ _
m(xy) _llgtl)W/ o lm(xl,:p)dx et |m(z) =1 (23)

Enfin, pour H' presque tout x € L\ E, m(z) = m(zy).
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Démonstration. Notons D 1'ensemble des directions £ € S~ pour lesquelles &; # 0 et
I'égalité (19) est vraie pour le triplet (z,&,v) pour presque tout y € Q et Hé l-p.p.
v € & (avec le segment [z, 2 + v] C Q). Par la proposition 1.12, on sait que D recouvre
S9! a un ensemble de H%~! mesure nulle prés. Pour un tel vecteur ¢ € D, il existe
ye € Q (dans un voisinage de L) tel que pour H' presque tout ¢ € R, le point ye +t£ € Q
est un point de Lebesgue de x(+, &), et la relation (19) est vérifié pour (ye +t£,&, v) pour
H4! presque tout v dans £+ et la foncion d’une variable

X(5 &) it x(t+ye - &€ = x(ye +1€,€) € {0,1}
est H! mesurable. Par conséquent, pour presque tout z € 2 dans un voisinage de L,
- (19)
X(2 &8 =x(Ye —ye - €€+ - €6, §) = x(x,9), (24)

puisquev:yg—y5-££+x-§§—:cE§L.

Notons 2’ = (zg,...,x4). Alors,

1
][ / Ix(z,8) — x(x1&1, &) | day da’
[-rr]d-1J -1

1
:][ / Ix(x1&1 + - §/7£) — x(1&,6)| day da’
[—rﬂﬂd*1 -1

&1
sup /5 IX(y1 + 2, &) — x(y1,€) ] dys.
—Gq1

|§1\ ly2|<(d—1)r

La fonction y — x(y,€) est bornée et mesurable donc admet un L'-module de
continuité et le membre de droite de ’équation précédente tend vers O lorsque r tend
vers 0 et donc :

lim ——— /[ / Ix(z,&) — x(x1&1,€)|dxy d2’ = 0.

%ﬁ0(2

On vient de fabriquer une trace pour x au sens défini en début de lemme. Cela nous
fournit également une trace pour m. En effet, grace au lemme 15,

m(x) = cq Ex(,€) do (). (25)

Sd-1

La trace obtenue pour x fournit donc une trace pour m : il suffit de poser

m(z1) = cq Ex(21&1,€) do(§).

§d—1

Alors,

][ / im(a, 2') — (e das do?

1
<ai [ f ] KO X ol e dote)



26 TRACE LE LONG D’UNE DROITE

Pour r tendant vers 0, le membre de droite tend vers 0 par convergence dominée, ce
qui prouve la premiére partie du lemme. Prouvons maintenant (23). Pour la premiére
partie, il suffit de remarquer que :

/.

Par conséquent,

1
m(l‘l) — ][[ i m(xl, IL‘I) dl‘/ de‘l S ]{ o /1 |T7L(ZL‘1) - m(;pl’x/” dl‘l dx/.

1 , . . X
W /[—r,r}d—l m(fﬁ, . ) dz m m(xl) dans ([_17 1])

Pour une sous-suite (ry)gen, on a donc :

1

— m(xy,2") da’ —— m(z;) H'-presque partout,
(2Tk)d_1 /[_rkﬂnk}dl ( ! ) k—o00 ( 1) presq p

ce qui prouve la premiére égalité dans (23). On prouve la seconde en écrivant
1 1
J Vit = tide =f [ )| = ) do s
-1 [—rr]d-1 J-1
1
g][ / |m(z1) — m(xy,2")|dz; da’ — 0
[—T‘,T‘}d71 1 r—0

donc H'-presque partout dans [—1,1], [m(x)| = 1.

Il reste & montrer que pour H! presque tout # € L\ E, m(z) = m(z;). Pour cela,
posons

fr(xy) = ]{_ - m(xy,x') dx’ — m(xy)

et pour a >0, |r| <aetse[-1+a,1—aqal,

s+r
FT(S) = ][_ fr(ﬂfl) d.Tl.

Alors, F, — 0 presque partout sur [—1 + «, 1 — «]. En effet,
r—

11—« 11—« 1 1
[ meas < [ Sl [ e an s
—1+a ~l+4a 2T -1

l—«
|

1
1
S / _‘f7’<x1> ]1[1177',:1314»7"](8) dS dxl
-1 2r “1ta

< / 1fr(o)]de

Cette derniére quantité tend vers 0 d’aprés ce qui précéde. Quitte & extraire une sous-
suite, on a donc le résultat souhaité. Or

S+r
][ m(xy,x') dr — ][ m(xy)dzy| < Fo(s)
s+[—r,r]d s—r
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ou s+ [—rr]:={z eR?: |z; —s| <deta’ € [—r,r]"'}. Mais si z := (s,2/) est un
point de Lebesgue de m,

][ m(zy,x') de — m(x)
+[—7" 7"} r—0

et si s est un point de Lebesgue de m,

][+ () dey — 1(s)

r—0

Passant a la limite en r, ceci prouve la derniére partie de la proposition. O

8.1 Définitions alternatives de la trace

Remarquons que dans ce qui précéde, on aurait pu procéder légérement différemment.
Par exemple, on montre de méme qu’il existe une fonction mesurable et bornée g de x;
telle que :

1 1
lim —— / / |m(xq,2") — g(z1)|dzy dz’ =0
r=0r [0,7]x[—r,r]d=2 J —1

g est alors la trace de m sur L au sens suivant : pour presque tout z; € [—1, 1],

]' / /
g(x1) = lim 7/ m(xy,2") dz
r=07(2r)472 Jig =] d-2
On peut de méme définir une trace en prenant pour intervalle [—r, 7] x [0, 7] X [—r, 7]
ou [—7,7]% x [0,7] x [—=r,r]474, etc... Montrons que ces différentes définitions donnent la
méme trace. On va se contenter de montrer que la trace définie & la proposition 1.13 et
la trace définie ci-dessus coincident.

[ lote) )

1

d—3
)

1 1 1

(99 \d—2 ! d L — / d / d
(2r)d 2/[07"><[—rr}d 2m(an,:lf) A TR /[—r,r]d1m<x17x) | day

<lim ——— / / m(zy,2") — m(—z1,2')|dz’ dzy = 0
[0,r] % [—r,r]d—

r—0 2T d—1

<M

r—0

ce qui prouve que m = g presque partout. Les différentes notions de trace ainsi définies
sont donc équivalentes.

9 Preuve du théoréme 1.8 : cas d’un ouvert convexe

On va commencer par prouver des lemmes mettant en évidence les conséquences
géométriques des relations (11) et (12).

Prouvons d’abord un lemme de constance le long des droites :
Lemme 1.14. Soit Q un ouvert convere tel que L = [—1,1] x {0}* ' c Q et O € Q\ E.
Si m(O) = ey alors pour presque tout xy € [—1,1], m(z1) = Ley o m est la trace
définie a la proposition 1.183.
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m(Po)

m(Pr)
Py

Py

FIGURE 1 — Constance le long d’une droite

Démonstration. Prenons z; € [—1, 1], z; # 0 un point de Lebesgue de m. On va montrer
que toutes les composantes de m(x;) autres que la premiére sont nulles, ce qui concluera.
Soit ¢ > 0 et 2 <17 < d, notons :

EXf={2€Q\FE : z = |n1|, e|a1| > £z > 0}.

Posons y = —z;e1 + |z1|e;. Pour z € E;r, il est clair que z -y = 0. Par convexité de

Q, le segment liant O & z est inclu dans §2 pour € petit donc d’aprés le lemme 1.12,
—z;=m(0) -y <0 = m(z)-y<0
= my(2)(—2) +m(2)]z1] <0

Z<
= m;(z) < —my(z) <e.

|1]
De méme que pour z € E; ,
—z;=m(0)-y>0 = m(z)-y>0
— ma(2)(= Zz)+mz( )|a1| >0

my(z) > —e.

— my(z) >
Iw "
Cela impose m;(x1) = 0 pour i # 1. Montrons-le en détail pour ¢ = 2. On va utiliser
la remarque suivant la proposition .13 sur les définitions alternatives de la trace. On
prend x; tel que :

1
o~ J— 1 - / d /
ma(x1) = lim (2] /[o,r}x[r,r}d—Z ma(xy, 2') dz

Pour 7 assez petit, {,} x [0,7] x [—r, 792 C EJ donc my(z;) < . De méme, on peut
également écrire

1
i~ _1 - / d /
) =B s [

Pour r assez petit, {z1} x [-r,0] x [-r,r]?"2 C E; donc my(x;) > —c. Passant a la
limite pour ¢ tendant vers 0, ms(x1) = 0 presque partout. O



8.1 - Définitions alternatives de la trace 29

Le lemme I.14 qu’on a par commodité formulé et démontré pour le segment de droite
L =[—1,1]x{0}* " est valable pour une droite quelconque et s’énonce en tout généralité
ainsi :

Lemme 1.15. Soit Q2 un ouvert convere, D un segment de vecteur directeur unitaire e
et P € (D\ E). Si m(P) = e alors pour presque tout x € QN D, m(z) = +e.

Démonstration. On le déduit directement du lemme 1.14 par changement de base. [
On peut maintenant prouver le théoréme I.8 annoncé en début d’article :

Démonstration. Si m n’est pas constant, il existe deux points Py et P, dans Q \ E tels
que m(FPy) # m(Py). Appelons Dy la droite affine dirigée par m(Fp) et passant par P, et
Dy celle dirigée par m(P;) et passant par P;. Nous allons monter par ’absurde que D
et D sont coplanaires. Supposons ainsi que Dy et D; ne sont pas coplanaires. Il existe
alors une droite D orthogonale & Dy et D;, passant par les points A et B déterminés

par la relation :
d(A,B) = min d(zx,y).

xz€Dg,ye Dy

On est donc dans la configuration de la figure 2 :

DO A PO m(PO)

\ 4

Dy

m(Pr)

FIGURE 2 — Dy et D; non coplanaires
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—
OA
Ot on a noté O le milieu du segment AB. Posons maintenant u; = m(F), us = |:—|
OA

et ug = auy + fm(Py) ot « et B sont choisis de maniére a ce que la base g, us, ug soit
orthonormée. Comme on a déja que us - uz = 0, il suffit de trouver « et [ tels que :

ul'U3:O et |u3|2 = 1,
ie.
a+ pm(Py) -m(Py) =0
o+ 2a8m(Py) -m(P) + 52 =1

qui est encore équivalent & :

{ a = —pm(F) - m(P)
B2 (1= (m(FPy) - m(P1))?) = 1

__ m(R) -m(P)
V1= (m(FRy) -m(Py))?

Et le systéme est vérifié en prenant par exemple a = et

1
0
VI (m(Bo) - m(P)?

Dans la base orthonormée (uq,us,us3), les vecteurs m(Fy) et m(P;) ont pour compo-
santes :

8=

m(Py) = (1,0,0) et m(P) = (—=,0,>).

™| e

D’autre part, comme . .
POP1 :P(]A—FB_'_BPM

il existe trois réels A\;, Ao # 0 et A3 tels que :
s
PoPy =X\juy + Xug + Asm(P)

1
=AUy + Aug + A3 (BU?, - %m) .

—
Py Py a donc pour composantes dans la base (ug, ug, us3) :

— o) A
PPy = (A= 5 A, ).
. « _1 )\3 U d*l
Posons maintenant v := (1,s,—1) ot s := )\—()\1 - E(OhLl)) et & 1= ol € S Alors,
2
—_— 1 o A3 A3
PoP-{=— (M —=X3— (M —— 1)——=1]=0
(FEIES M(l 53 (A1 ﬁ(a+)) ﬁ) )
1
P &= —
m(Fy) - & ] >0,
m(Py) & =—— <0
)=

Ce qui contredit la proposition 1.12. On a donc prouvé par ’absurde que Dy et D,
sont, nécessairement coplanaires.
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FIGURE 3 — Dy et D; paralléles mais non confondues

Montrons maintenant que Dy et D sont soit confondues, soit concourantes. En effet,
si I’'on n’est dans aucun de ces deux cas, les droites Dy et D; sont paralélles sans étre
confondues et comme on a supposé m(Fy) # m(P;), quitte & changer m en —m on est
dans la configuration de la figure 3 :

C’est absurde puisque alors ﬁPl) =0, m(By)-£>0et m(Py)-€<0.
Traitons d’abord le cas ou les droites Dy et Dy sont concourantes. Si les droites Dy et
D se coupent en un point O quitte a changer m en —m, seules deux configurations sont
possibles : celle de la figure 4 et celle de la figure 5.

m(Pr)

Py

Do o

Py m(Po)

FIGURE 4 — Dqy et D; concourantes : configuration 1
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Do O 13

Py m(PO)

D1

FIGURE 5 — Dy et D; concourantes : configuration 2

Comme illustré sur la figure 5, la seconde configuration est impossible puisqu’on a
m(Fy)-£ > 0, m(P)-£ < 0et PyP-£ = 0. Prouvons-le en passant en coordonnées. Notons
uy = m(Py) et ug = auy+ Bm(P;) ou « et [ sont choisis de maniére a ce que (ug, us) Soit
une base orthonormeée. Des calculs identiques a ceux faits au début de cette preuve dans
m(Fy) - m(Py)

V1= (m(B)-m(Py))?

le cas ou Dy et Dy ne sont pas coplanaires montrent que oo = —

1
et = > ( conviennent. Dans cette base,
V1= (m(Ry) - m(Pr))>?
a 1
m(Py) = (1,0) et m(P)= (—E, B)
Ecrivant

POPIIPOO+OP17

s —
il existe deux réels A\j, \y tels que : PoP, = Aym(Py) + Aam(Py). PoP; a donc pour
composante dans la base (uy,us) :

]Tpi = (A1 — %)\2, E)

Montrer que la configuration de la figure 5 ne peut advenir équivaut & montrer que :

)\1§0 = )\220

Par 'absurde, si A\; < 0 et Ay < 0, posons v := (1,s) ou s := —E(Al — g)\2) et

Az B

£ = |v_| e St Alors
v

—_— 1 a o

PP - = ol (>\1 — =X — (A — —)\2)) =0,
1
v

1 « 1 o A
m(P)- &= m (_B - )\—2()\1 — B)\Q)) = _)\2|v| <0.

m(F) - € =
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Ce qui contredit la proposition [.12. On est donc néssairement dans la configuration
de la figure 4. Concluons maintenant la preuve du théoréme I.8. C’est ici que le fait
qu’on soit en dimension strictement plus grande que 2 va intervenir. Soit P, un point de
Lebesgue pour m qui n’est pas dans le plan contenant Dy et Dy. Alors m(P,) # m(Fp)
ou m(P,) # m(P;). Supposons pour fixer les idées que m(Py) # m(F). Notons D, la
droite dirigée par m(P,) passant par P,. Par I'analyse faite précédemment, Dy et Do
sont, coplanaires et comme P, n’est pas sur Dy, elles ne sont pas confondues donc se
coupent en un point O. Mais ceci impose m(P,) # m(Py) et Dy et D; se coupent. Il
est clair que comme Dy coupe a la fois Dy et Dy et n’est pas dans le plan engendré
par (m(Fy), m(Py)), elli>ne peut les couper qu’en O et I'analyse faite précédemment

montre que m(FP) = %' Ceci étant vrai pour tout point de Lebesgue en dehors du
2
plan engendré par m(F,) et m(P;), on vient de prouver que si m n’est pas constant,
O

m(P) = presque partout et le théoréme est prouvé.
0P|

Pour étre tout a fait exhaustif, il nous faudrait également traiter le cas ou les droites
Dq et Dq sont confondues que nous avons mentionné précédemment. Il suffit de prendre
un point de Lebesgue en dehors de la droite Dy et on se raméne au cas déja traité. U

10 Preuve du théoréme 1.8 : cas d’un ouvert connexe

Nous pouvons maintenant finalement prouver le théoréme [.8. Remarquons tout
d’abord que si on suppose {2 non connexe, le théoréme 1.8 est faux : il est facile de
construire des champs vérifiant (11) et (12) mais qui ne sont ni constants, ni des vortex :
il suffit par exemple de prendre une constante distincte sur chacune des composantes
connexe ou bien un vortex sur une composante et des constantes sur les autres.

Enoncons pour commencer un lemme facile.

Lemme 1.16. Soit ) un ouvert conveze de R, B une boule ouverte incluse dans Q) et
m un champ mesurable vérifiant (11) et (12) sur Q. Fizons mg € S, a € {—1,1} et
P e R4

St m = mg sur B, alors m = mg sur ) entier et si m = «
sur ) entier.

z—P
z—P)|

z—P

lz—P|

sur B alors m = ay

Autrement dit la connaissance d’une fonction vérifiant les relations (11) et (12) sur
un ouvert convexe ) quelconque est déterminé par son comportement sur une boule.

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.8, comme les relations (11) et (12) sont vérifiées
sur ) entier, soit il existe m; € S¢! tel que m = my sur €, soit il existe a; € {—1,1} et
un point P; de R? tels que m = a; \i:gl sur ). Si m = myq sur B, on est dans le premier
cas est m; = mg. Sim = a‘fJ:I;‘ sur B, on est dans le second cas, a; = a et P, = P, ce
qui prouve le lemme. O

On peut maintenant finir de prouver le théoréme I.8.
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Démonstration. Sur chacune des parties convexes de €2, le champ est déterminé grace
au cas d'un ouvert convexe traité précédemment. Supposons qu’il existe deux parties
convexes (] et (5 et deux champs de vecteurs distincts mg et mq tels que m = m; sur
C7 et m = my sur (5. Par connexité de 2, ces deux composantes ont un point x de
leur frontiére en commun. Il existe alors r > 0 tel que B(x,r) C Q, B(z,r) N Cy # 0 et
B(z,r) N Cy # (). Mais alors, par convexité de C4, il existe B' C B(z,r) N Cy. sur B,
m = my. D’aprés le lemme précédent, on devrait donc avoir m = my sur B(z,r). C’est
absurde puisque B(z,r) intersecte Cs.

O
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36 INTRODUCTION

11 Introduction

La notion d’entropie au sens ou nous l'utiliserons ici apparait dans les articles [5]
d’Aviles et Giga et [29] de Jin et Kohn. Dans 'article de [29] de Jin et Kohn,  étant
un ouvert de R?, les auteurs s’intéressent a la minimisation de I’énergie suivante :

AG.(m) ::/Qe\Vm\QjLé(l—\mF)? (26)

ou m est de rotationnel nul avec certaines conditions de bord. Plus précisément, ils sont
intéressés par le comportement asymptotique de cette énergie lorsque ¢ tend vers 0 et
remarquent qu’en introduisant la fonction :

Blar,2) 1= 2ot = (0 — 1), g + ol - ),
pour m de rotationnel nul, on a la relation :
V- [® om] =2(1 — [m|*)(dvm1 — Bama), (27)
d’ou

V. [®om] gé(l )2 + £ Vml? — 25(Bumadams — (Dyma)?). (28)

En intégrant les deux membres, on obtient :

/ V- [h o) m] S AGa(m) — 25/(817’)11827’)12 — (81m2)2). (29)
Q Q
Comme
—ms0
/Q(ﬁlml@ng — (81m2)2) = /QV . ( 722281;:?,’:2) = o m2(81m)l N,

si on s’intéresse a la minimisation de AG. avec comme condition de bord m = n ou n
désigne la normale au bord de , ce dernier terme est controlé et la relation (29) nous
donne une borne inférieure pour I’énergie. Dans certain cas, un ansatz adéquat nous
permet de construire une suite de fonction (m.).so pour laquelle I’énergie asymptotique
est du méme ordre que la borne inférieure fournie par ®, ce qui donne le comportement
asymptotique de I'énergie.

L’obtention de la borne inférieure repose donc sur I'inégalité (28) donnée par la fonc-
tion ®. Ce genre d’inégalité peut s’obtenir non seulement pour la fonction ® précédente
mais pour une classe de fonction bien plus large : les entropies. Nous reprenons ici la
définition donnée par Ignat et Merlet dans [22].

Définition II.1. On appelle entropie une fonction régqulicre ®: St — R? et telle que
pour tout x dans S*

(0p®(x), ) =0,

ot x = e,
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Toute entropie donne une inégalité du type de l'inégalité (29), mais obtenir une
inégalité optimale pour ’énergie AG. lorsque ¢ tend vers 0 demande une compatibilité
entre la condition de bord imposée et I'entropie choisie. On renvoit le lecteur a [29] pour
plus de détails sur cette question. La notion d’entropie est féconde et a été utilisée a des
fins trés diverses : par Ignat et Merlet dans [22] et [21] pour prouver des résultats de
semi-continuité inférieure de fonctionnelles liées au micromagnétisme. De Simone, Kohn,
Miiller et Otto 'utilisent dans [14] associée a des outils issus des mesures de Young pour
prouver un résultat de compacité des minimiseurs de 1’énergie AG,.. De Lellis et Otto
l'utilisent dans [13] pour définir un espace de fonctions pour lequel ils prouvent des
propriétés proches de celles des espaces BV'.

Dans larticle [19] de Ignat, enfin, et c’est sur cet aspect que nous nous sommes foca-
lisés, les entropies sont utilisées pour montrer le théoréme 1.4 que nous avons mentionné
dans le premier chapitre, a savoir, le fait que pour £ un ouvert de R? et p dans [1, 3],
les champs dans

WPP(Q, 1) = {m e WYPP(Q,R?) : V-m=0et |m| =1}
vérifient la formulation cinétique :
veeS' ¢-Vx(,&) =0 dans D'(Q)
ou comme dans le premier chapitre,

1 sim(x)-£>0,
x( &)= { 0 sim(x)-£<0.

Cette formulation cinétique a, comme nous I’avons vu, des propriétés régularisantes pour
le champ m et est la clef du théoréme 1.5 issu de [12].

Nous avons trouvé dans le premier chapitre une formulation cinétique ayant des effets
régularisants en dimension quelconque ; pour espérer obtenir des résultats analogues au
théoréme 1.5 en dimension supérieure, il était donc naturel d’essayer d’étendre la notion
d’entropie en dimension plus grande que 2.

Avant de poursuivre, nous allons donner une propriété des entropies qu’on peut égale-
ment prendre comme définition alternative : c’est par exemple celle qui est prise dans
article [13]| de De Lellis et Otto.

Proposition I1.2. ®: S! — R? est une entropie si et seulement si pour tout ouvert Q
de R? et toute fonction régulicre m: Q — S,

V-m=0—= V-[®om]=0.

Le lien entre la définition II.1 et la propostion I1.2 , notamment le fait qu’elles sont
équivalentes sera discuté plus en détail dans la section 14.

12 Principaux résultats

Définition I1.3. Pour x € R? et i,j dans {1,...,d} , on définit les opérateurs :
Di,j = ZL‘iaj - x]& (30)
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Ces opérateurs s’interprétent en terme de dérivées angulaires, de sorte qu’on peut
les faire agir sur les fonctions de C*°(S%1). Plus précisément,

Lemme I1.4. Pour x dans S™' et 1 <i<j<d,

0

Dij=——
) 8‘91'7]'

(31)
ou 0; ; est l’angle dans le plan engendré par (e;, e;).

Nous renvoyons au préambule pour la preuve de ce lemme et pouvons maintenant
donner notre définition d’entropie :

Définition I1.5. On appelle entropie une fonction ® € L*(S¥1 RY) telle que pour tout
1<i<j3<d

oo (Qd—1 (2D ;[ x)do = (x)D; |2, x)ao
wec @) [ w@Dyld@dr = [ o@Dy d@de (2

gd—1
ot o désigne la mesure uniforme sur la sphére S1.

On notera par la suite ENT ['ensemble des entropies et ENT,.,, := ENT N
C>=(S¥1 R?) I’ensemble des entropies régulicres.

Nous verrons qu’avec cette définition, il existe des entropies en toute dimension et
que déja en dimension 2, la fonction considérée comme une entropie élémentaire en tant
que limite ponctuelle d’entropie dans l'article [14] de DeSimone, Kohn, Miiller et Otto
est bien une entropie au sens précédent : c’est ’'objet du premier exemple de la section
14.

Remarquons également qu’il n’est pas tout a fait clair que cette définition soit équivalente
a la définition I1.1 d’entropie si d = 2 et que ® est un fonction réguliére. C’est bien le
cas et c’est 'objet de la remarque I1.26.

Une fois cette définition posée, nous montrons qu’en étendant radialement une en-
tropie réguliére h avec la formule :

(o) = sl )

ou p désigne une fonction réguliére vérifiant p(1) = 1 (voir la définition I1.27), on a le
théoréme attendu pour nos entropies, a savoir :

Théoréme I1.6. Soit & € ENT reg- 1l existe une fonction ¢ € C°(R%,RY) telle que
pour tout ouvert Q de R et tout champ m dans C,(Q, R?),

rot

v [&) om] = (¢b(m), V [|m|* — 1]) (33)

ou ENT ,., désigne I’ensemble des entropies réguliéres prolongées radialement. D’ou
on déduit que si ® est une entropie réguliére, on a le théoréme suivant :

Théoréme II.7. Soit ® € ENT,.,, Q un ouvert de R et m € C2%,(Q,S%1). Alors,

rot
pour tout x dans 2
V-[®om](z)=0.
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A la lumiére de la proposition I1.2, le théoréme précédent souléve une question na-
turelle :

Conjecture I1.8. Si ® est une fonction dans C*°(S*1,R?) telle que pour tout ouvert
Q de R? et tout champ m dans C,(Q,S41),

V-[®om]=0, (34)

® est-elle nécessairement une entropie ?

Cette conjecture est vraie si d = 2 : c’est la proposition 11.2. Nous la pensons égale-
ment vraie dans notre cas, bien que nous n’en ayons pas encore de preuve.

Nous consacrons la section 15 & prouver un certain nombre de théoréme permettant
de caractériser les entropies réguliéres, notre but étant de pouvoir exhiber des exemples
d’entropie réguliére en dimension d > 2. Nous avons pour cela besoin de la définition
suivante :

Définition I1.9. Pour i,j dans {1,...,d}, posons :

Ui - R¢ — R¢
xT — Ti€; — T;€4

Ces fonction sont liées aux opérateurs D; ; définis précédemment ; nous y reviendrons
dans la section 13. On montre alors qu’en dimension quelconque, on a le théoréme
suivant :

Théoréme I1.10. Soit ® dans C=(S¥1 RY) et désignons par Ay Uensemble des ma-
trices antisymétriques de R%. Alors,

® = (aid + Bz (35)
ou

a = (®(z),z) € CP(ST 1, RY),
et

f= Z (@ (), up,g(2))(8g,p — Gpq) € C(S", Ag).

1<p<q<d

® ¢ ENT,., si et seulement si a et 3 sont solutions du systeme de (g) équations
auzr dérivées partielles : pour tout 1 <1 < j <d,

0‘|ui7j|2: Z (Up,gs Wi,7) D jBp.g (36)

1<p<q<d

ot B = (Bpq)- On a de plus lidentité suivante :

1
*=T1 Z Dy gBp.q- (37)

1<p<g<d
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Si d > 2, ce théoréme semble malheureusement inutilisable pour construire des en-
tropies réguliéres. Nous avons donc consacré une partie de nos efforts a comprendre ce
qui se passe en dimension 3 : c’est 'objet des deux théorémes et du corollaire suivants.

Théoréme I1.11. Soit ® € C°°(S* R3). Ecrivons en coordonnées sphériques sur S? :

O =ar+ab + by

sin  cos ¢ cos 6 cos —sinp
r= | sinfsinp 0 = | cosfsiny p=| cosp
cosf —sind 0
Notons Py = (0,0,1), Py = (0,0, 1), & = —— et b= —
otons Py := = —1), a:= et b:= .
0 e o ’ sin 0 sin 6

Alors, si ® est une entropie (o, a,b) vérifient sur S*\ {Py, P} :

+acosf + 0, b—O
= —sin 09,b (38)

a+
0
0y sin 60pa

a4
b=
et de plus, sur S* \ { Py, P}

Ag2d = 0 et Ag2b = 0.

Corollaire II.12. Soit ® une entropie sur S*. Alors,

Ag2 (M) (x) =0  pour x dans S? \ {Ju12| =0},

|UL2|2

Ag2 (M) (x) =0  pour x dans S? \ {Ju13[ =0},

|UL3|2

Ago (M) (x) =0  pour x dans S? \ {|ug;3| = 0}.

\U2,3\2

Théoréme I1.13. Soit f = v + iu une fonction holomorphe sur C* et considérons la
fonction ® définie sur S*\ {Py, P} par :

—en(P(2)
Byv(P <»)x+ er0(P(2)
“u(P(x))

o(o) = (122 0ulP(a)) - o)

]_—ZL‘g

ot P est la projection stéréographique par rapport a F. Si ® se prolonge en une fonction
d dans C(S* R?), alors d est une entropie réguliére.

Cette section est la plus insatisfaisante puisque malgrés les caractérisations précé-
dentes et le fait qu’il existe des entropies en toute dimension, nous n’avons pas été ca-
pable d’exhiber d’entropie réguliére autre que les entropies triviales en dimension d > 2.
(On renvoie a 11.25 pour la définition d’entropie triviale). En fait, le théoréme précédent
nous permet facilement de construire des entropies réguliéres en dehors d’un point sur
S2. Nous ne sommes pour le moment pas parvenu & prolonger I'une des entropies ainsi
obtenue en une fonction réguliére sur la sphére tout entiére. Nous renvoyons le lecteur
a la remarque I1.33 pour plus de détails sur cette question.
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13 Préambule

Dans cette premiére partie nous allons définir les outils dont nous allons avoir besoin
pour donner notre définition d’entropie en dimension quelconque. Ces outils sont au
nombre de deux : les opérateurs différentiels D; ; de la définition II.3, et les fonctions
u; ; de la définition I1.9.

13.1 Opérateurs D,

Repartons de la définition I1.3 : pour 4,5 € {1,...,d},
Di,j = :E,Oj — :Ej&

Comme D, ; = —=D; et D;; =0,ily a (3) opérateurs D; ; indépendants et ils agissent
sur les fonctions réguliéres de la maniére suivante : pour f dans C1(R?),

D;;f(x) = 2:0; f(x) — x;0; f ().

De maniére évidente, les opérateurs D; ; agissent également sur les fonctions f dans
CH(R4, R?) en posant

D;jf(z) = (Dijfi(z), ..., Dijfa(x)).

On peut maintenant prouver le lemme I1.4.

13.1.1 Démonstration du lemme II1.4

Démonstration. On veut donc prouver que :

0
Dij = 77—
ou 6, ; est 'angle dans le plan engendré par (e;, e;). Cette égalité se prouve en prenant
des coordonnées adaptées sur S9!, Prouvons-la en dimension 2, le cas général étant
analogue. En dimension 2, un calcul donne :

sin 08@ 9y = sin 60, 1 cos 0

01 = cos 00, — Oy

r

d’ot1 pour x € S*,
Dy o =210, — 2201 = 1 cos00, —rsin0; = rdy = 0p.

ce qui conclut la preuve. O

Par définition, les opérateurs D, ; agissent sur les fonctions de C'(R?). L’égalité

D, ;= % montrée dans le lemme I1.4 montre qu’ils agissent également sur les fonctions
V)
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de C'(S*1). Précisons un peu de quelle maniére. Pour 1 < i < j < d notons Q; ., la
rotation d’angle w dans le plan engendré par (e;, ;) et posons :

T(Qijw)f(z) =f(Qij-w)

=f(x1,22,...,x;cosw + xjsinw,..., —z;sinw + x; cosw, ..., Tq).
~ TV - ~ TV -
i-éme coordonnée j-éme coordonnée

Pour f € C'(S?1), on a alors I'identité

Dy 1(x) = MGl (40

Nous ne prouverons par la suite que les propriétés des opérateurs D; ; dont nous nous
servirons dans cette partie. Le lecteur intéressé par davantage de détails sur ces opéra-
teurs, notamment leur lien avec la transformée de Fourier sur la sphére pourra consulter
[10]. Les deux propositions suivantes sont des propriété techniques des D; ; dont on fera
usage par la suite.

Proposition I1.14. Pour f,g € CY(R?), et i,j dans {1,...,d}

D;;(fg) = fDijg+gD;,f. (41)

De méme, pour f,g € CH(S¥1) et i,j dans {1,...,d}
Dij(fg) = fDijg+gDi;f. (42)
Démonstration. 1l suffit de faire le calcul : fixons 4, j dans {1,...,d} et f, g dans C'(R%),

D;;(fg) = z:0;(fg) — x;0,(fg)
= 2, (90;f + f0;9) — x; (90if + fOig)
— fljﬂjg'+_gl)@jf'

Si f et g sont des fonctions définies sur S¥~!, on les prolonge en deux fonctions réguliéres
définies sur un voisinage ouvert de S?~! dans R? et on est ramené au cas précédent. [

Proposition I1.15. Pour f,g € C*(S%Y) et i,j dans {1,...,d},

f(x)D;jg(x)do = — D; ;f(z)g(z) do. (43)

Sd-1 Sd-1

Démonstration. Par invariance de la mesure de Lebesgue sur la sphére par rotation,

f(Qijwr)g(z)do = (2)9(Qi j,—wr) do.

Sd*l Sd*l
Différenciant les deux membres par rapport & w et évaluant en w = 0, on obtient I'identité

souhaitée. m

Cette propriété va nous permettre de donner du sens par dualité a I’expression D ; f
pour une fonction seulement dans L'(S%1).
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13.2 Fonctions u, ;

D’aprés la définition I1.9, pour ¢,j dans {1,...,d}, on a u; ;(z) = x;e; — zje;. Ces
fonctions sont liées aux opérateurs D; ; de la maniére suivante : pour f dans C'(R?),

Dijf(x) = 2:0; f () — ;0:f (x) = (V f (), ui;(x)).

De méme, pour f dans C1(S471),

D;;f(x) = 2;0;f(x) — 2;0:f(x) = (Vf(2),ui;(x)).

ou Vf désigne dans cette deuxiéme égalité le gradient sur la sphére. Comme précé-
demment, on prouve cette seconde égalité par prolongement pour se ramener au cas de
R?. Nous allons maintenant prouver quelques propriétés algébriques de la famille des
(u; j)1<i<j<a dont nous ferons usage par la suite.

Proposition I1.16. Notons 6;; = e; ® e; € My(R) et A; Uensemble des matrices
antisymétriques de RY. Alors, pour  dans R?,

wi () = (950 = 0i5), (44)
lz|%id =z ®  + Z w; () @ u; j(x). (45)
1<i<j<d

Si de plus x est dans S, la famille de vecteurs (u; ;(x))1<i<j<a engendre ’espace tan-
gent T,S41,

Démonstration. L’identité (44) est immeédiate : il suffit de remarquer que J; ;& = z;¢; et
(050 = 0ij)x = wie; — mje; = u;j(x).

Prouvons maintenant 'identité (45) :

> () @uige) = D (55— 0i)x ® (5 — dij)w

1<i<j<d 1<i<j<d

= Z 5]',@"7; &® 5j,i:1: — 5j,ix X 5i,jx — 5i,jx &® 5j,i:17 + 5i,jl’ ® 51'7]'37.

1<i<j<d

Or 5i7jx (%9 51'7]'1‘ = x?ei R e = x?cSm et 5i,jx & 5j,ix = T;T;€; (%9 €; = ZL‘jIL‘Z‘(SiJ' donc

Z ui,j(ﬂf) & ui,j(x) = Z x?éj,j + SL’?(;M — .T}j.l’i(éi,j + 5j,i)

1<i<j<d 1<i<j<d

Comme

d j—1 d d d d
2 2 _ 2 2 _ 2
E .Ti(sj,j +:L’j5i,i = E 5j,j E r; + E 52‘,2‘ Z T = 25“ Z z;
j:l =1 =1 =1

1<i<j<d j=it1 j=1,j#i
d
= Siillz]’ - 27)
=1
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et Z?Zl d;; = id, on obtient ainsi :

d
> (@) @uig(e) =laffid =y ot — Y w8+ dj0)
1<i<j<d i=1 1<i<j<d

=|z|%d — r ® z.

Ce qui prouve l'identité (45). Prouvons maintenant que pour z dans S, la famille
de vecteurs (u; j(2))1<i<j<a engendre espace tangent T,S?"!. Rappelons pour cela que
pour vy, va, v5 dans R?,

V1 ® Vau3 = U1 (Vg, Us).

Prenons v dans T,S?!. Appliquant la relation (45) a v,

v=r® v + Z u;j(x) @ u;j(x)v
1<i<j<d

=z(x,v) + Z w; () (u j(x), v)

1<i<j<d

et finalement,

Ce qui conclut la preuve. O

14 Entropie

Nous reprenons maintenant la discussion commencée dans 'introduction sur le fait
que la définition I1.1 et la proposition I1.2 sont équivalentes. Pour cela, et pour rendre
les choses plus claires, nous allons reprendre la définition II.1 issue de [22] et la pro-
position I1.2, issue de [14]| et qui sont formulées en dimension 2 pour des champs de
divergence nulle et les reformuler en terme de champ de rotationnel nul, puisque c’est ce
qui nous intéresse en dimension supérieure. Nous avons donc deux maniéres équivalentes
de caractériser une entropie en dimension 2 :

Définition I1.17. On dit que ® € C°°(S',R?) est une entropie si et seulement si pour
tout x dans S*,

(0p®(x),z) =0 (46)

ot ot := Rz, R étant la rotation directe d’angle R
ol bien

Proposition I1.18. ® € C*(S', R?) est une entropie si et seulement si pour tout ouvert
Q de R? et tout champ m dans C5,(,S!) := {m € C>*(Q,S') : rotm = 0},

rot

V-[®om]=0. (47)
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Il n’est pas évident & priori que la définition 11.17 et la proposition I1.18 soient
équivalentes. Le fait que la proposition I1.18 implique la définition I1.17 est montré dans
[19] et résulte de 'utilisation de la relation (47) pour des champs m bien choisis. Celui
que la proposition II.17 implique la définition II.18 est une conséquence d’arguments
développés dans [14]. Nous y reviendrons au début de la partie suivante.

C’est de la définition 11.17 que nous sommes partis pour généraliser la définition
d’entropie en dimension supérieure. Pour cela, rappelons qu’on peut interpréter I’opé-
rateur Jp comme l'opérateur D; o vu dans la section précédente. Comme on a vu dans
la proposition I1.15 que I'on peut faire agir ces opérateurs par dualité sur des fonctions
dans L'(S?1), la définition d’entropie I1.5 donnée précedemment est une fagon faible
de demander pour tout 7,5 avec 1 <1 < 5 <d,

<D(I)Ui,j, um> =0 (48)

Avant de poursuivre et pour montrer que la définition n’est pas creuse, donnons deux
exemples.

14.1 Un exemple d’entropie en dimension 2

Fixons £ € S, v tel que (£,v) = 0 et posons :

o= = {3 37620

X2

T

FIGURE 6 — Un exemple d’entropie en dimension 2
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Alors, ® est une entropie. En effet, soit 6y € [0,27[ tel que & = (cosbp,sinby). 11
existe A dans R tel que v = \(—sinfy, cos ) et pour ¢ € C°(Sh),

/Sdl Oy (2) Dy 2 [22€] () —Po(z) D12 [21(] (z) do

90+§
= )\/ — sin 0y 0p [sin O¢] — cos Hyp [cos O] dO

T
Oo—3

Y / " 00— 80)C(0) — cos(8 — 6)C'(6) b,

00— 2
Intégrant par partie la seconde intégrale,

Oo+35 B0+ ‘90+% .
/ cos( — 09)¢'(0) df = [cos(0 — 90)C<9)]60—§ + / sin(6 — 6y)¢(6) dd

™
00—5

Oo+75
:/ sin(f — 0y)C(6) do

o1
donc finalement
[, (@)1 fex€] ()~ Ba(a) Dy ) () dor = .
gd-1
Il est déja intéressant de remarquer qu’a une rotation prés, qui tient au fait qu’on
s’'intéresse aux fonctions de rotationnel nul et pas de divergence nulle, cette fonction est

précisément ’entropie élémentaire définie dans [14] en tant que limite ponctuelle en tout
point d’une suite d’entropies réguliéres.

14.2 Un exemple d’entropie en dimension quelconque

Soit d > 2. La fonction

e Si[L"e >0a
(I)(;L’) = 62X(x761>: { ()2 Si$'€1<0'

est une entropie. Parmis les (‘;) relations a vérifier, un certain nombre sont évidentes.

En effet, pour 1 <i# j < detij#2,

et donc évidemment, pour tout ¢ € C*°(S%1)

[, w@Dyled@dr= [ ®@)Dyled) (@) do
Sd—1 gd-1

I ne reste donc que d — 1 relations a vérifier, & savoir que pour j € {1,...,d} \ {2} et
pour tout ¢ € C*°(S471),

[ #@Da i) ) dr o (19)



14.2 - Un exemple d’entropie en dimension quelconque 47

Pour prouver cela, on va utiliser une paramétrisation particuliére de S*~! dans laquelle
D, ; s’exprime facilement. La paramétrisation classique de S9! s’écrit

Yy = cos b

Yo = sin 6 cos Oy

Yg_1 =sinf; ...sinf,; 5 cosby 1

Yg = sinby ...sinfy_osinfy 1
ou0 < <mpourie{l,...,d—2}et 0<6;_4 <2 Fixons j € {1,...,d}\ {2}. On
paramétre maintenant S9! de la facon suivante :

r1 = cos b,

Ty =sinfy ...sinf;_ocosby_

xj; =sinb; ...sinlg_osinty_y

Tg—1 = sin 0y cos b,

xqg =sinb; ...sind;_; cosb;

on 0 <6 <mpouri € {1,...,d—2} et 0 < 051 < 2m. C'est la paramétrisation
classique dans laquelle on a simplement permuté ys et yq_; et y; et yq sans toucher au
reste. Montrons que dans ces coordonnées, pour f € C®(S41),

Dy f(x) = —0pg—1 f(x).

Pour cela, on repart de ’expression (40) donnée dans les préliminaires :

T(Q20)f(x) = [(Qij—wr)
:f(a: Tg COSW + T Sinw, . —:L’gsinw+xjcosw,...,xd)
= f(x1,sin6...sinf; 5 COS(@d_l —w),...,sinf;...sinf; osin(0;_1 —w), ...
:f(elugoa ed l_w)
et
a(r i w d
Dz,jf(ﬂf) = W‘wzo(@ = %f(‘gh Py eeny 041 — w)\wzo = —aedqf(fb’)-

La mesure uniforme sur S¢~! s’écrit dans cette paramétrisation :

do = sin? 26, sin? 30, .. .sin6;_odd; dby . ..d6, ;.
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et finalement,

/S L ®o(2) D [2s¢] (@) do = / Dy [2;¢] () do

Sdilﬁ{xl >0}

% 2m
:/ / / —0p,_, [sinf; ...sinby_osinb,;_1((0)] do
0 [0,7]4=3 JO

= — [sin6q_1C(0))T /2 / sinf; ...sinfy o do’.
T 0 [0,7]4—3

ot do’ = sin? 26, sin? 30, ...sin60;_5d0; dbs...dO;_5. ® est donc une entropie.
La proposition suivante nous permet de fabriquer de nouveaux exemples facilement.

Proposition I1.19. On désigne par &, le groupe des permutations de {1,...,d}. Pour

z dans R et o dans &y, notons o - x = (To(1), To(2), - - - > To(a))- Alors,
S, x ENT — ENT
(o,h) — oxPi=x—0 -Plo 1)

est une action de groupe.

Démonstration. 11 est clair que id * ® = ®. Pour oy, 05 dans &, et = dans R,

01 (02 7) = 01 (Toy(1), Ton(2)s - - s Ton(d) = (Tor00(1)s Tor02(2)s - - - » Toroa(d)) = (01002) - T
par conséquent,

o1 % (0% ®) =01 - (09 - P(oy' -0yt -2) = (01002) - P((01009) ' - 2) = (01 003) x D.

Le seul point délicat consiste donc & montrer que si ® est dans ENT , o0 x® est également
dans ENT . Comme les permutations de deux éléments engendrent G, il suffit de
montrer ce qui précéde pour les permutations de deux élements de G4. Fixons donc p
et ¢ deux entiers distincts de {1,...,d}, notons 7 := (p ¢). Soit ® un élément de ENT
montrons que 7 x ¢ est encore dans ENT .

Pour 1 <7 < 5 <d, trois cas distincts sont, possibles :

cas 1: {i,j} N{p,q} =0
Dans ce cas,

[ o@Dyl @de = [ (0Dl ) do

Changeant de variable dans l'intégrale en posant u := 7 - x,

| 0Dy ol @ do = [ 00Dl ) o

§d—1

Comme {7, j} N {p,q} =0, si f est une fonction réguliére, en posant u v f(7 - u), il est
facile de voir que

Dij [f](r-u) = Di; [g] (u) (50)
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de sorte que :

/ By(w) Dy ;) (7 - ) do = / ®.(u) Do [, (7 - )] () do
Sd—l

Sd—l
B /Sd_l ®;(u)D; j [wil (7 - )] (u) do,

la deuxiéme égalité résultant du fait que ® est une entropie. Réutilisant la relation (50)
et le méme changement de variable pour cette derniére intégrale,

[ Dyt de = [ (@) @D ] () do

sd—1

et on obtient finalement,

| o@D el @ do = [ (rx @)D ) @) o

§d—1

cas 2 : card({7,j} N {p,¢}) = 1. Supposons par exemple que i = p et j # q.

| u@Dila @do = [ @yr-a)Disfaid] (o) dor

Sd—1

Posant a nouveau u := 7 - z,
/ (I)CI<T ' x)Di,j [«TJC] («T) do = / (I)q<U)Di7j [SL’]C] (T . u) do
Sd-1 §d—1

Cette fois, si f est une fonction réguliére et u % f(7 - u),

Di[f1(7 - u) = Dy slg](w). (51)
En effet,

Dilf1(7-w) = (0, f — 2;0,f)(7 - w)
= u,0; f(7 - u) — u;0, f(7 - u)
et

Dy jlg)(uw) = ug0;[f (7 - u)] — w0y [f (T - u)]
= u,0; f(7-u) — w0, f(7 - u),

de sorte que

L #Ds e udo = [ @Dy, fuclr )] ) do
_ /S () Dy g7 ) () o

La deuxiéme égalité résultant du fait que ® est une entropie. Réutilisant la relation (51),

Dy [ugC(7- )] () = D;j[u;¢] (7 - u). Le méme changement de variable que précedem-
ment donne alors :

/ ©;j(u) Dy [ug((T - )] (u) do :/ (1 - u) Dy j [uiCl (1 - u) do
§d—1 -
B / ®; (7 - u) Dy [uiC] (7 - ) do
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Or j n’est pas dans le support de la permutation 7 donc ®;(7 - u) = (7% ®);(u) et on a
donc prouvé que :

/ (7 % ®),(x) Dy [1,¢] () do = / (r 5 ®);(2) Dy, [:€] () dor
Sd—l

§d—1

Pour étre tout a fait exhaustif, il nous faudrait traiter les trois autres cas possibles ou
card({i, 7} N {p,q}) = 1. Le cas ot i = q et j # p est analogue en remarquant qu’avec
les notations précédentes, on a

Dy ;[f1(7 - u) = Dy g)(u)
Les deux cas restant se déduisent des deux premiers en utilisant le fait que D; ; = —D; ;.

cas 3 : {i,7} = {p, q}. Supposons par exemple que (7,j) = (p, q).
[, @@y ) do = [ (0D ) () do
Sd-1 §d—1
~ [, 2Dy -0 o

Si f est une fonction réguliére et u v f(7 - u),

Dij[f1(7 - u) = Dyyplg](w). (52)
En effet,
D [fI(7-v) = (:0;f — 2;0,f)(7 - w)
= u,0; f(7-u) — w0, f(T-u)
et

Dy plgl(u) = ugOplf (T - u)] — uyOy[f(T - u)]
= u,0; f(7-u) — w0 f(T - u),

de sorte que

L Dt wde = [ @Dy lac(r ) () do

Sd*l
- /Sd—l Dy (u) Dy [74C(7 - )] (u) do,

ott 'on a utilisé le fait que ® est une entropie pour obtenir la derniére égalité. Réutilisant
la relation (52), Dy, [2,((7-.)] (u) = D;[upCl(T - u) et changeant de variable dans
I'intégrale,

| Dy leglr - @do = [ @)Dyl do
Sd-1 sd—1

= [ @l D) do

Or comme (¢,5) = (p,q), Pp(7-u) = @;(7-u) = (7% P);(u) et on a donc montré que

| @Dl @de = [+ @) Dfacl(e) do
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Le cas ou (4,j) = (¢, p) est analogue.
On a donc montré que pour 1 <i < j < d et ¢ dans C>(S41!)

L @Dyl @ie = [ (¢« @)00Dc)(e) do

Si ® est une entropie, 7x ® est donc également une entropie. Ceci clot la démonstration.
O

Remarque I1.20. La proposition précédente combinée a [’exemple donné en dimension
d > 2 montre donc que pour i # j, la fonction

@(SL’) = eiﬂ{xj>0}

est une entropie. En dimension plus grande que 2, nous ne savons pas si pour & dans
St et v dans R? tel que (£,v) = 0, la fonction

®(z) = vx(z,€) = { 0 Zii?ig

est une entropie ou non en général.

Cette question est liée a la conjecture suivante :

Conjecture I1.21. O4(R) désignant le groupe orthogonal, considérons l’application

A: Og(R) x LS RY) — LY(S?1 RY)
(R, f) — AR, f)(x) =z~ Rf(RTx)

La proposition I1.19 peut s’interpréter en disant que le sous-groupe de Oq4(R) engendré
par les symétries par rapport auz plans d’équation x; = x; pouri,j dans {1,...,d} agit
sur ENT par laction de groupe donnée par A.

Une question naturelle est la suivante : le groupe orthogonal entier agit-il sur ’ensemble
des entropies ? Si d = 2, cette conjecure est vraie et nous la prouvons ci-dessous. En
dimension plus grande, nous pensons cette conjecture fausse.

Proposition I1.22. en dimension 2, Os(R) agit sur l’ensemble des entropies par l’action
A précédente.

Démonstration. 11 y a une seule chose non évidente a prouver pour montrer que A est
une action de groupe : le fait que pour ® dans ENT et R dans Oy(R), A(R,P) est
encore dans ENT .

Notons S la symétrie d’axe x; = x5 et R, la rotation d’angle w. Comme le groupe
O5(R) est engendré par {S, R, | w € [0, 2x[}, il suffit de montrer que pour ® entropie,
A(S, @) et A(R,,®) sont encore des entropies. Pour A(S, ®), c’est clair : c’est la pro-
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position I1.19. Pour une rotation R,

A(Ry, ®)1(x) Dy o [22€] (z) do :/ (cosw®y(R_,x) —sinwPy(R_,x)) Dy o [22(] (z) do

St st

:/0 ' (cosw®y (0 —w) — sinwPy(0 — w)) Oy [sin OC] (0) dO
:/0 ' (cos w®q(0) — sinwPs(0)) Oy [sin(0 + w)((0 + w)] db

:/0 ' (cosw®(0) — sinwP4(0)) (sin wdy [cos OC(0 + w)] +
(53)
cos wdp [sin OC(0 + w)]) dd

Comme & est une entropie,
2 2
/ By () [cos OC(0 + w)] A0 — / By (0)y [sin (0 + w)] dO (54)
0 0
Reprenant (53),

I ::/0 ' (cosw®q(0) — sinwPy(0)) (sinwdy [cos (0 + w)] + coswy [sin ¢ (0 + w)]) dO

= /27T Jp [cos 0C(0 + w)] (sinw cos wy (A) + cos® wP,(6)) +
0
D [sin 0C(0 + w)] (— sin® wP; (6) — sinw coswP»(6)) df  par (54)

2
:/ (sinw®4(0) + coswP4(A)) Op[(cos O cosw — sin fsinw)( (6 + w)] dd
0

-~

cos(04w)

_ / " (sin w8 — w) + coswba(6 — w)) B [cos(8)C (6)] O

= | ARy, @)5(x) Dy g [21(] (x) do(2)
St
Ce qui prouve que A(R,, P) est une entropie et la proposition. O
Le lemme suivant montre que si ® est une entropie réguliére, on a la relation (32)

au sens fort.

Lemme I1.23. ® € ENT N CY(S* 1 RY) si et seulement si pour tout 1 <i < j <d,

Vx € Sd_l IL‘jDi’j(I)i(l‘) = IL‘ZDZJ(IDJ(I‘) (55)
Démonstration. Comme ® est une entropie, pour 1 <1 < 5 <d,

oo (Qd—1 (x . C(x o= (x i | ;T g
e ® ) [ e@Dy el = [ o@Dy o)

§d—1

Comme ® € C1(S? 1 R?), par la proposition I1.15, cela implique

\Vlg S COO(Sd_l) D%](I)Z(l‘)l'jg(l‘) do = DZJ(I)](I‘)ZL'ZC(ZL') do. (56)

Sd-1 Sd-1
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On conclut par absurde : supposons qu’il existe i, jo et 2’ dans S%! tels que
xjoDio,jo(I)io (:E/) 7& xioDio,jo(I)jo (:E/)
Par continuité, il existe un voisinage V de 2’ dans S%! tel que pour z dans V/,
2o Dig jo Pio () — 24y Dy o Pjo () > 0 par exemple.

Notons U un ouvert S%! strictement inclu dans V. 1l suffit de prendre ¢ € C>(S% 1)
telle que ((x) = 1 sur U et ((z) = 0 sur V¢ pour contredire (56), ce qui est absurde et
le lemme est prouvé. O

On peut formuler cette caractérisation de maniére un peu plus géométrique grace
aux fonctions w; ; définies dans dans la premiére partie : c’est le corollaire suivant.

Corollaire I1.24. ® €¢ ENT NCY(S% 1, RY) si et seulement si pour tout 1 <i < j < d,
Vx € Sdil <qu>ui,j(x), UZ'J'(SL’» =0. (57)
ot D® désigne ici la différentielle de ® en tant qu’application de ST dans R?.

Démonstration. Comme d’habitude, on étend ® en une fonction définie sur un voisinage
de la sphére. Un calcul montre alors que

(Dp®u; (), ui j(x)) = 2;D; jPi(x) — 2:D; ;P4(),

ce qui conclut. O

Ce corollaire permet d’exhiber les premiers exemples d’entropies réguliéres. Fixons w
dans R?, I'application ®(x) = w est une entropie réguliére. A4(R) désignant I’ensemble
des matrices antisyétriques de R?, si A € A4(R) et si ®(z) = Az, ® est une entropie ré-
guliére. Prouvons seulement cette seconde affirmation, la premiére étant évidente. Pour

(I)(ZL') = AZL‘, (D(I)ui,j,ui7j> = (Aui7j,ui,j) = —(ui,j,Aui,j) =0.

Définition I1.25. On appellera par la suite entropies triviales les entropies constantes
ou de la forme Az pour A dans l’ensemble des endomorphismes antisymétriques Ayz(R).

Remarque I1.26. Remarquons qu’en dimension 2, notre notion d’entropie pour une
fonction réguliére coincide bien avec la notion d’entropie donnée par la définition I1.17.
En effet, d’apres le corollaire I1.24, ® € C=(S',R?) et une entropie fondamentale régu-
liere si et seulement si :

Vx € Sl <Dx<I>u172(x), ULQ(I‘)) = 0.

Or D,®ujo(x) = Dy 2®(x) et comme D1y = Jp et uio(x) = xt cette relation est
équivalente a :
Vo € §* (0p®(x), ™) =0,

ce qui est précisément la définition I1.17.

On notera par la suite ’ensemble des entropies réguliéres :

ENT,.,= ENT nC>(S™ R%.
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15 Propriétés des entropies réguliéres

Le but principal de cette section est I’établissement des théorémes I1.6 et I1.7.
Avant de commencer, il est instructif de voir comment on prouve ces résultats en dimen-
sion 2 en partant de la définition I1.17 d’entropie. Les arguments, que nous résumons
ici, sont issus de [14]. Soit ® € C>°(S!,R?) vérifiant :

Vr € S! (0p®(z),2™) = 0.
On prolonge radialement ® en une fonction ® définie sur R2. & vérifie alors sur R2
(D, ®xt, zt) = 0. (58)

Pour une fonction vérifiant la relation (58), il existe ¢ dans C*°(R? R?) tel que pour
tout ouvert 2 de R? et tout champ m dans C%, (9, R?),

V- [éom] = (b(m), V [Jm|? = 1]), (59)

ce qui conclut.

La premiére étape pour espérer adapter cette preuve en dimension supérieure est de
pouvoir prolonger une entropie fondamentale réguliére définie sur S¥~! en une fonction
définie sur R? tout entier et vérifiant certaines propriétées. C’est I’objet de la définition
et du lemme suivant.

Définition I1.27. Soit ® € ENT et p € C®(R") nulle sur un voisinage de 0 et
vérifiant p(1) = 1. On définit une entropie sur R entier en posant :

~ x
(o) = oo () (60)
et on appelle ® une entropie globale.

En accord avec les notations précédentes, on notera ENT les entropies globales et
ENT ., les entropies globales issues d'une entropie réguliere. Par la suite, ® désignera
une entropie globale définie sur R? provenant d’une entropie ® définie sur S! par la
relation (60).

Lemme I1.28. Soit ® € ENT reg- Alors, pour 1 <i < j <d,

<D<i>um, ui,j) =0.

Démonstration. Pour f € C°°(S?1)

o 1)) kan()
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En effet,

Pl @)l )l b ()

(s )

k]

o (X

k#

(?ﬂ' Vf*|ﬂ ) 37(|Px Vf+|ﬂ f)

~2 (37):

Combinant (41) et (61),

2 _
&f+|ﬂ|waaf>

- A 2D, @(x) o (5) D el (62

Comme @ est une entropie réguliére, par le lemme 11.23, pour tout = dans R?\ {0}

X T xX; T
LD, 0 (—) — D0, (—) ,
N A RN

et comme p(|z|) ne dépend que de la norme de z,

Dis el = g5 ollaD] =0

Reportant dans (62),

5D458(0) = plel) D1y (1) = D).
ce qui prouve le lemme. O

Nous aurions maintenant besoin de I’analogue de la relation (59). C’est précisément
le théoréme I1.6 que nous allons prouver maintenant.

15.1 Démonstration du théoréme 11.6

Démonstration. Nous voulons donc montrer que si ® est dans ENT regs 1l existe une
fonction 1 dans C*(R?) telle que pour tout ouvert Q de R? et tout champ m dans
Cro(Q,RY),

V- [®om] = (¥(m), V[m|* —1]).
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D’une part

81<I>1(m) 8d(i>1(m) 61m1 6dm1
=Tr :
81 (I)d (m) 8d(f)d(m) 81md 8dmd
d
= (VPi(m), dm). (63)
=1

Ensuite,

d d
Hmk<V§>i(m),8im) :Hmk@-q:) 6ml—|—Hmk26 <I> m)o;m,
k=1 k=1

k=1 pFi

d
:Hmk(ﬁi(f)i( Ym;0;m;) —i—Hmeaq) m)0ymy,

ki k=1 pFi
Tonadrs(om) 2 L
= H my0;P;(m) H my0; @ (m) Z myp0im,
ki ki pi
+ H My Z 0, ®;(m)dimy,
k=1 pFi
d . 012
ki
d ~ ~
+ Z 0imy, H mg [mi(’?p@i(m) — mp&-(bi(m)}
pF#1 k#i
d . d ) B;|ml? d 3
[T (Voi(m), 0m) =] mi;®;(m) = + > 0y, [ [ me(Dipy®:)(m).  (64)
k=1 ki pi ki

Multipliant (63) par J[{_, ms et combinant avec (64), on obtient :

1y |2 d .
Hmkv [cpom] - ZHm;ﬁ@ &';’”" T[] m(Dip®i)(m). (65)
i=1 ki i=1 pi ki

S

Le calcul suivant est le noeud de la proposition : on va montrer que le fait que @ soit
une entropie et que m soit de rotationnel nul implique S = 0.

S=>"3"0m, [[mu(Dip®)(m)+> > " 0y, [ [ m(Dip®:) (m)

i=1 p<i k#i i=1 p>i k#1
NS

J (. J

Sl 52
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D’une part,

d

S1=Y Y 0mymy (D @) (m) T mu- (66)

i=1 p<i kip

Changeant 'ordre de sommation pour S,

d d
Sy =23 0y, [ [ mu(Diy®:)(m).

p=1 i<p k#i
m est de rotationnel nul donc 9;m,, = d,m; et D, ; = —D;;, donc
d d )
Sy == Opm | [ mu(Dp i) (m)
p=1 i<p ki
d ) d
== > Fymimy (D, @) (m) T ma (67)
p=1 i<p k#i,p

Combinant (66) et (67), et renommant ¢ := p, p := i dans Sy, on obtient :

d d
S =3 Ay [my(Diy®:)(m) — mi(Diy @) (m)| T s =
i—1 p<i . ~ bt
=0par le lemme I1.28
Et par conséquent, reprenant (65), on obtient :
d ) d d ) Bilml?
Hmkv . [(I) o m] = Z Hmkai(I)i(m)ZT.
k=1 i=1 ki

Pour conclure, il reste & montrer que ¢ est une fonction réguliére. Nous allons montrer
que la composante v, est dans C*°(R?), les autres composantes se traitant de maniére
analogue. On a donc :

01D ()

2[L‘1

Yi(z) =

C’est un élément de C*°(R?\ {z; = 0}). Mais comme ® est une entropie, (D®u, o, 1y 5) =
0, c’est-a-dire : ) ) . .
l‘g([L‘lagq)l — x281<1>1) == xl(x182<1>2 — IL‘281(I)2).
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Divisant par 1z et permutant deux termes,

0, Oy ®, Op®y 0, Dy
= — — I + .

T 29 x3 T

Le membre de droite de cette égalité est dans C>°(R?\ {z5 = 0}); on a donc prouvé que
T 6:1):_?1 est dans C°°(R*?) mais comme on a choisi la fonction p associée & ® nulle sur

un voisinage de 0, on a de plus Dy® = 0 et donc x — %11(”6) est dans C*°(R?) ce qui
prouve le théoréeme. O

La démonstration du théoréme I1.7 est maintenant immédiate.

15.2 Démonstration du théoréme I1.7

Démonstration. D’aprés le théoréme I1.6, pour tout x dans (2,
V- |[®om| = m), v [Imf* - 1))

ot @ désigne I'extension de ® sur R? donnée par le lemme I1.28. Comme m est & valeur
dans S%!, le membre de droite est nul et comme pour z dans S*!, ®(z) = &(z), on en
déduit que pour x dans €2,

V- [®om](z) =0

et le théoréme est prouvé. O

Nous concluons cette section par la preuve d’une proposition dont nous ne ferons
pas usage par la suite mais néanmoins intéressante.

Proposition I1.29. Soit ® une entropie régulicre de S ' dans R?. Soit p dans
{1,...,d} et Ty == (21,...,2p 1,0, Zp11, ..., 7q) € RL Lapplication

D, {zes®!:x,=0} — Re-!
Sd_2 = ($’1, ey Tp—1, Tptly - - - ,ZL‘d) — ((I)l(fp), e (I)p(fp), (I)p—l—l(fp)a Cee (I)d(fp))

est une entropie régulicre de S*2 dans R4 1.

Démonstration. Nous allons le montrer dans le cas ou p = 1 pour simplifier. Il suffit de
montrer que pour 2 < i < j < d et pour tout = dans S?2,

2iDi ;1) = ;D 014(x).

Or comme ® est une entropie réguliére, pour tout 1 < ¢ < j < d et pour tout x dans
Sdfl
;D j®;(x) = ;D ;Pi(x).

Restreignant ces relations a I’ensemble {x €Sty = 0}, on obtient précisément les
relations souhaitées pour ®;, ce qui termine la preuve. O
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16 Caractérisation des entropies réguliéres

Nous venons de prouver un certain nombre de propriétés des entropies réguliéres mais
nous n’avons pour le moment pas donné d’autre exemple que les entropies triviales, a
savoir :

d(z) =w pour w € RY et &(x) = Az avec A € Ay4(R).

Le but de cette section est donc de caractériser les entropies réguliéres afin d’exhiber

d’autres exemples.

En dimension 2, les entropies réguliéres sont complétement caractérisées par le théo-
réme suivant qu’on trouve dans [19].

Théoréme I1.30. (Ignat, Merlet [22]). Soit ® € C>*(S',R?). Alors ® est une entropie
réguliere si et seulement si il existe une fonction ¢ dans C>(S!) telle que pour tout
dans St,

b = —Ogpr + ot

ot o+ = Rx, R désignant la rotation directe d’angle R

Avant de poursuivre, faisons une petite remarque sur ce théoréme. Le lecteur qui
consulterait [19] n’y trouverait pas exactement la caractérisation précédente mais plutot
une caractérisation des entropies de la forme :

d = px + Oyt

Ceci tient au fait que [22| s’interesse aux entropies pour des fonctions de divergence
nulle. Le théoréme I1.30 ci-dessus est une simple reformulation du théoréme de [22]
quand on considére les entropies pour des champs de rotationnel nul au lieu de champs
de divergence nulle.

Nous allons commencer par prouver le théoréme I1.10 caractérisant les entropies.

16.1 Démonstration du théoréme I11.10

Démonstration. Soit ® € C°°(S% !, R?). Prouvons d’abord 'identité (35). Cela découle
directement de la relation (45). En effet, appliquant cette relation a @,

O(zx) =z @ad(z) + Y ui(x)® u(2)0(x).

1<i<j<d
Comme
V1 Q U3 = 01(02, Us>,

il vient

O(x) = (B(x), 2)x + D (P(2), Upg(2))tpg(2),

1<p<g<d

et utilisant cette fois (44), on obtient finalement :

O(x) = (B(z),2)z + D (B(2), Upg(2)) (Fgp — Fpg) -

1<p<q<d
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Ceci prouve 'identité (35) en posant o := (®(x),x) et 5 := Z (P(x), upqg(x))(6gp —

1<p<q<d
5p7Q)'

Maintenant, ® est une entropie si et seulement si pour 1 < i < j < d et pour tout z
dans S,
(D®u; 5, uiz) = (D; @, ui5) =0,

ce qui, en utilisant 'identité précédente sur ®, équivaut a :
Dijalz, uiz) + oDy, uij)+
Z D j (@, tp,g) [ (up,gs wig) + (P, pg) (Dij [(3g.p — Opg)] s wig) = 0.

1<p<g<d

Or D, jx = u;; et donc

((Dij [(0gp — Opg)x] i 5) = ((0gp — Op,g) Ui, Uij) =0

puisque J,, — 0,4 est antisymétrique.
L’équation précédente est donc finalement équivalente a :

aluig® + D D (P, upg)] (tpg, i) =0, (68)

1<p<q<d

ce qui est exactement l'identité (36) puisque pour 1 <p < q <d, B,, = —(P,up ).
Il nous reste a prouver Iidentité (37). Pour cela, on va sommer les égalités (36) sur i, j.
Remarquons d’abord que :

Z ‘ui,j‘2 =d-—1.

1<i<j<d
En effet,
d j—1
g i j|* = g g (z? +x E i)z? + g x
1<i<j<d = 1j i+1 =1 7j=1 =1
d
= E —1) x +(i— 1)z E x
=1
= d — 1.

Sommant sur %, j, on obtient donc :

Z Z (Up,g, i) DijBp.q

1<i<j<d 1<p<q<d

- Z (VBp.g: Z i j(Up.g, Ui f))

1<p<q<d 1<i<j<d
= E (VBpg» E Ui j @ Ui jUpg)-
1<p<q<d 1<i<j<d

Réutilisant l'identité (45) :

E , Ui & Ui jUp g = Upg — T(T, Upg) = Upg.
1<i<j<d



16.2 - Le cas de la dimension 3 61

On obtient donc finalement :

(d—1a= Z (VBpgs Upg) = Z Dyp.4p.q>

1<p<qg<d 1<p<q<d
ce qui prouve l'identité (37) et le théoréme. O
Avant de poursuivre, remarquons qu’en dimension 2, le théoréme I1.10 redonne bien

la caractérisation des entropies réguliéres donnée par le théoréme I11.30. En effet, pour
® dans C>(S', R?), écrivons :

O(z) = (a(z)id + f(x))x

ou

a= @) o 50 = (g e ).

yura(z))

® est une entropie réguliére si et seulement si « et 5 sont liés par I’équation
a = D1,251,2 = 8951,2
et par conséquent,

0
Br2

Il est facile de voir que réciproquement, si il existe une fonction ¢ dans C*(S!) telle
que :

S = Oy 20 + (_ 66’2) T = 0pf31 27 — 51,29Cl-

d = —Oppx + pat,
Bi2 = —¢ et a et [ vérifient I’équation souhaitée.

Malheureusement, en dimension strictement plus grande que 2, le théoréme I1.10
est de peu d’aide pour la construction d’entropies. ’'un des principaux problémes est
que pour d > 2, les (u;)1<i<j<a ne forment plus une base de R?. Quand bien méme
nous trouverions « et  vérifiant le systéme d’équation aux dérivées partielles (36), on

ne peut donc plus assurer qu’il existe une fonction réguliére ® sur la sphére telle que
& = (aid + B)z.

16.2 Le cas de la dimension 3

Nous sommes donc partis d'une autre approche pour essayer de caractériser les entro-
pies réguliéres dans le cas de la dimension 3 : repartir des équations (57) et les traduire
en prenant des coordonnées sphériques sur S2. C’est I'objet du théoréme II.11 que nous
démontrons maintenant :

16.2.1 Démonstration du théoréme II.11

Démonstration. Nous allons prouver un peu plus que le théoréme II.11; nous allons en
fait montrer que sur S* \ {Py, P}, pour 1 <i < j <3

(D(IJui,j, ui7j> =0 (69)
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si et seulement si (a, a, Z~)) vérifient le systéme (38), a savoir :

oz+dcos€+8¢l~) =0
Qogl = —sin 00yb
0,b = sin 00pa

ou
® = ar + af + by,
GQ T et ’
= = eC
T sing © sing
sin 6 cos cos f cos —sinp
r:= | sinfsinp 0 := | cosfsinp et @:=| cosyp
cos 6 —sinf 0

Prenons comme paramétrisation de la sphére le difféomorphisme

T: ]0,7[x]0,27] — S\ { R, P}
(0, 9) — (sin 0 cos ¢, sin 0 sin @, cos )

Passant en coordonnées sphériques, il existe alors trois fonctions «, a et b dans C*°(S?\
{Py, P1}) telles que :
d = ar + af + bep.

Il suffit de poser o := (®,7), a := (P,0) et b := (P, ). Avant de se lancer dans les
calculs & proprement parler, rappelons les identités suivantes, dont on fera usage par la
suite :

Opr = 0 0,1 = sin O 9y = DD - 0
090 = —r 0,0 = cos b :

. 0,P =sinfDP - ¢
Ogp =0 Oyp = —sin Or — cos 06 v

0p® =0par + ab + 0pab — ar + Oybep
=(0pcx — a)r + (v + 0pa)0 + Opbep.
et
0,® =0,ar + asinfp + 0,a0 + acos O + 0,bp + b(—sin fr — cos 06)
=(0y,00 — bsinO)r + (0,a — bcos0)0 + (asinb + acos @ + 9,b)¢p.

Nous allons maintenant réecrire le systéme d’équations aux dérivées partielles (69) en
terme de coordonnées sphériques. Pour cela, remarquons que :

Uy o = T1€3 — Toeq = sinf cos pep — sin 0 sin pe; = sin O¢p,
de sorte que :

<D(I)U172, U172> =0 <= sin ¢9<84pq), (‘0> =0
<= sinf (asinf + acosf + 9,b) = 0.
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Comme sin § # 0 pour 6 dans |0, 7|,
(DPuy2,u12) =0 < asinf +acosf + db = 0.
De méme,

U3 = T1€e3 — Tzey = sind cos peg — cosfleq = sin ¢ cos b — cos .

(DPuy3,u13) =0 <= (sinpcot 00,P — cos pdyP, sin ¢ cos B — cos @) = 0.
Comme d’apreés ce qui précéde sin #(9,P, ¢) = 0, ceci est encore équivalent a :
—sin g cot 0 cos (0, P, @) — cos (TP, sin ¢ cos fp — cos ph) = 0,

ie.
cos ¢[—sin ¢ cot #(0,a — beos ) — sin ¢ cos B0yb + cos p(a + Fpa)| = 0.

(. J
~~

=f(0,9)

La fonction f est réguliere sur S*\{ Py, P, } et ¢ — cos ¢ ne s’annule que sur les méridiens
{o =2} U{p =2} Le produit est donc nul si et seulement si f =0 sur S*\ {Fy, P}
et donc :

(D®uy3,u13) =0 <= —sinycot§(0,a—bcosf) —sin ¢ cos §0pb + cos p(a+ dya) = 0.

Enfin,
Ug 3 = Taeg — Tzeg = sinfsin peg — cos feg = — cos  cos pp — sin ph
et
(D®us3,u23) =0 <= (—cotfcospd,P — sin pdy®, — cos O cos pp — sin pl) = 0.
Et réutilisant le fait que sin#(9,®, ¢) = 0, ceci est équivalent a :
cot 0 cos psin (0, P, @) — sin p(FyP, — cos b cos pp — sin pf) = 0,

ie.
sin p[cot 6 cos (D,a — beos 8) 4 cos 0 cos pdyb + sin p(a + dpa)] = 0.

/

-~

=g(0,¢)

La fonction g est réguliére sur S\ { Py, P} et ¢ — sin ¢ ne s’annule que sur les méridiens
{p =7} U{p =2r}. Le produit est donc nul si et seulement si g = 0 sur S? \ {F, P}
et donc :

(D®ug 3, u23) =0 <= cot b cosp(dya —bcosf) + cosb cos pdpb + sin p(a + dyga) = 0.
On vient donc de prouver I’équivalence suivante : pour 1 < i < 5 < 3,

\V/l’ c SQ \ {Po, Pl} <D(I)Ui7j, ui,j> =0
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si et seulement si «, a et b sont solutions du systéme d’équations aux dérivées partielles
sur S2\ { Py, P} :

asinf +acosf + 9,0 = 0
—sin ¢ cot (d,a — beos @) — sin ¢ cos §0pb + cos (o + Jga) = 0
cot 0 cos p(0,a — beos ) + cos O cos b + sin p(a + Gpa) = 0

Etudions maintenant ce nouveau systéme. Pour cela, posons a := =% et b := =2 et
divisons toutes les équations par sin @, on obtient

a+acosf + 0, b=0
—sing cot 00,a + T-F (a + Opa) = S]ngpcosew

cot 0 cos p0,a + Sy + Jpa) = — cos @ COs 9%

sin 6

) _ sin 00 f—cos 0 f

sin? 6 ’

Remplagons « grace a la premiére équation et remarquons que 0Oy (Sm )

a+dcos€+8520 ) )
—sin g cot 00,a + $of (—acosf — Opb + Opa) = sin p cos 00pb
cot 6 cos p0,a + 222 (—a cos ) — 0,b + Jpa) = — cos p cos Hsb

sin @

qui est encore équivalent a :

a+dcos€+8¢520

— sin ¢ cot 00,a - oy
sin

cot 0 cos pdya — 20

Oy b+ cos pdpd = sin ¢ cos 09pb
20, b+ sin @da = — cos p cos 0b

Changeons les deux derniéres lignes Lo et L3 respectivement en sin Lo — cos ¢ L3 et en
cos @Ls + sin p L3, le systéme précédent est encore équivalent a :

()z—i-c~LC()S(9+Q05:O~
— cot 00,a = cos 005
L_0,b = —0ya

Y

Le méme argument que précedemment montre que le produit cos 6 (—ﬁ@@,d — 89?))

est nul sur S\ {Fy, P} si et seulement si ——-00,a = dyb. Le systéme précédent est
donc équivalent a :

oz+c~zcos€+8¢~5 =0
8@@ = —sin 969
&)ob = sin ‘969&

Les conditions de compatibilité des deux derniéres équations s’écrivent : 9y0,a =
0,000 et 0p0,b = 0,09b. La premieére condition est équivalente a:

— c0s 00pb — sin 9%b = 2D
cos 00pb — sin 00, o eaw
c’est-a-dire :
b=0.

CoS 08913 + sin 98§~ - >
sin

Divisant par sin ¢, on reconnait ’expression du laplacien sur S? et la premiére condition

de compatibilité est donc équivalente & Ag2b = 0. On montre de méme que la seconde

est équivalente & Ag2a = 0, ce qui prouve le théoréme. O
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On a un corollaire de ce théoréme qui permet d’exprimer les choses de maniére un
peu plus symétrique :

16.2.2 Démonstration du corollaire I1.12

Démonstration. Montrons que :

Ag2 (M) () =0 pour x dans S? \ {[u12| =0},

\U1,2|2

Ag2 (M) () =0 pour x dans S? \ {[u1 3| =0},

|y 3]?

Ag2 (M) () =0 pour x dans S? \ {Juzs| =0}.

|Uz,3|2

Pour obtenir la premiére égalité, il suffit de remarquer qu’avec les notations du théoréme
précédent, S*\ {|uyo| = 0} = S* \ { P, P} et ¢ = 2= de sorte que :

S

E: b - <(I)’90> _ <(I)’u172>

sin@  siné lup 0|2

Les deux autre égalités sont obtenues grace a la proposition I1.19. Pour la permuta-
tion 7 = (13), (7% ®)(x) = (P3(x3, T2, 1), Po(z3, T2, 1), P1 (73, T2, 1)) est encore une
entropie, par conséquent pour x dans S? \ {|uio| = 0},

Aes (M) () = 0.

|U1,2\2

Montrons maintenant que pour f dans C*(S1) et g(z) := f(7 - z),

Ag[f](x) = As[g](T - ). (70)

Admettons un instant I’égalité précédente. Alors, la troisiéme égalité de ce corollaire est
) —x9® ®

prouvée. En effet, si f(x) = i ’12172> S 3(%s, 72 1) +2x1 Q(ZL'g,l’Q,ZL‘l),

|U1,2| |U1,2|

—29®3(21, 79, ¥3) + 13Po (11, T2, 73) (D, ug3)
g(x) = f(r-z) = 2 I TRRT I
|2, 3] |u2,3]

Par conséquent, pour tout z dans S* \ {Ju; 2| =0}

A (M) (2) = Aw (M) (r-2)=0.

|Ul,2|2 |U2,3|2

Comme z +— 7 - z est une bijection de S? \ {|ugs| = 0} sur S* \ {|u1 2| = 0}, on obtient
bien la troisiéme égalité. Il reste donc a prouver la relation (70). On va la prouver pour
le laplacien sur R? I'identité (70) s’en déduisant par prolongement. Soit f dans C*°(R3)
et g(x) := f(7-x). Alors,

Algl(r - x) = 0F[g)( - ) + Ba[g](7 - x) + O5[g) (7 - x)
=05 f(2) + 03f (z) + 01 f(x) = Af(w).
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Ce qui prouve I'égalité pour le laplacien sur RY. Pour f dans C>(S?) et g(x) := f(7-x),
on peut prolonger radialement f et g en deux fonctions réguliéres f et § définies sur R?
et telles que pour x sur la sphére,

Agf(x) = Af(z) et  Agg(z) = Aj(z).

L’égalité précédente permet alors de conclure et on a montré I'identité (70). Pour montrer

la deuxiéme égalité du corollaire, on procéde de méme en considérant la permutation
7:=(23). O

La proposition suivante nous montre comment construire explicitement les solutions
du systéme d’équations aux dérivées partielles (38).
Pour cela, rappelons qu’on définit la projection stéréographique de S?\ { Py} sur C par :

PS2\{P0}—>(C
1 + 1T

('rhx?ux?)) — 1—.1'3

P est un diffécomorphisme régulier de S*\ { Py} sur C. On peut alors définir I'application

T: COO(S2 \ {Po, Pl})3 — COO(R*2)3
(v, @, b) — (q,u,v) = (a0 P~H a0 P~  bo P7Y)
C’est une bijection de ’ensemble des fonctions réguliéres sur S?\ { Py, P, } sur 'ensemble
des fonctions réguliéres sur R*2.
En identifiant de maniére habituelle R? & C, on a alors la proposition suivante :

Proposition I1.31. («, @,b) est solution du systéme (38) sur S*\{ Py, P} si et seulement
si il existe une fonction holomorphe f sur C* telle que :

f=v+1iu
et pour tout z dans C*,

L— |2

1+ |z|?

=u + y0,v — x0yv

ot (q,u,v) = T(a,a,b).

Démonstration. Nous allons simplement réécrire le systéme (38) grace a la projection
stéréographique.

Rappelons tout d’abord que les coordonnées sphériques sur S? et les coordonnées sur
C sont liées par les relations :

14+cosf
1—cos 6 |2|24+1

2z = |z|(cos ¢ + isinp) tang = 2

2| =
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(o, @, Z~)) est solution du systéme :
a+dcos€+8wl~) =0
0,0 = —sin 00yb
0,b = sin 00pa

si et seulement si :

22— :
q+ uuQ—ﬁ + 0, [v(|2] cos @, |z] sing)] =0
Oy [u(|2] cos ¢, | 2] sin )] = —sin O3 [v(|z] cos @, |2[ sin p)]

9y [v(|2] cos i, |2[ sin )] = sin 00y [u(| 2] cos ¢, 2| sin )]
Ce qui est équivalent a

|2]2—1

¢+ Uy - yo v + xdv = 0
—y01u + xOu = — sin 00| z|(cos O v + sin Ydyv)
—y01v + 200 = sin 80y |z|(cos pdu + sin pdyu)

Comme "
—sin
Mlz| = ———,
bl |2|(1 — cos 0)?
ceci est encore équivalent a :
z 2_
q+ uu%& —yov+ 20 =0
—you + xu = %(cos ©01v + sin o)
—yOv + xOv = —%(cos ©O1u + sin pdyu)
Utilisant le fait que [z|? = 1tcst

|2]2-1

q+upEg — yohv + x0ev =0
—you + x0u = x01v + yOsv
—x01u — ydou = —yd v + xOsv

Changeant Ly en xLo — yLs et Ly en —yLs — xL3, on obtient

q+ uiiiiﬁ —yOv + x0v =0
|2?(Dou — Oyv) =0

\z|2(81u + 821)) =0

Divisant les deux derniéres équations par |z|?, on reconnait dans ces équations les équa-
tions de Cauchy-Riemann. Il existe donc une fonction holomorphe sur C* telle que pour

z dans C*
f=v+iu,

ce qui prouve la proposition.

Le corollaire I1.32 est une conséquence immeédiate de cette proposition.

Corollaire I1.32. Si ® est une entropie réguliere sur S?, il existe une fonction holo-

morphe f = v+ iu sur C* telle que pour tout x dans S* \ { Py, P1},

—z90(P(2))
0211(13(3:))) x+ | xv(P(x))
—u(P(z))

T2

O(x) = (1 — Jj30111(13(3:)) _

T

1—33‘3

(71)



68 CARACTERISATION DES ENTROPIES REGULIERES

Démonstration. C’est simplement une réécriture de ce qui précéde : si $ est une entropie
réguliére, .

® = ar + asin 00 + bsin O
ou (a,a,b) sont solutions de (38) sur S? \ {P, P;}. Utilisant la proposition I1.31 et
remarquant que :

sin # cos 6 cos 371
sinf@ = | sinfcosfsinyp | = 3T
—sin? 6 —1? — 13
et
—sinfsin —X9
sinfp = | sinfcosy | = =1 |,
0 0
® peut s’écrire :
i) T
O(z) = (—xgu(P(:p)) + N Ov(P(x)) — 82v(P(x))) x
—Z3 — T3
r3xq —X2
+ u(P(x)) T3T2 +ou(P(z)) | =
—x? — 22 0

Simplifiant cette expression, on obtient le corollaire. O

Il est déja intéressant de voir quelles sont les fonctions holomorphes associées aux
entropies triviales par le corollaire précédent. Si ®(x) = w pour w € R3,

_ (®,sin00)  wir T3 + WoTox3
u P e = q = e — )
(Plo) sin”6 P :
= (D, sinfp)  —wixs + woxy
v(P(z)) =b= sinZd = 2+ 22
1 2
Comme
|2]2 =1 2x 2y 9 9 4]z|?
== = 1 — = = — = - @
B=pEyr O Tlew =TT T E MR T goLEe
2x(]2* = 1) 2y(|]2> = 1)
u(z,y) =w NEE + wa EE — w3
T T N y Y
=W —_— — w _ — —w
"\2 0 2z \2 2z %
et
2y(|z)* + 1) 2z(|z* + 1)

:—w1(%+ Y

2]z

twy (T4
w Ju— _—
\2 222/
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de sorte que la fonction holomorphe associée a ® s’écrit, :

, 1 1 1 1
f(z):v+zu:w1§ ‘= +weg z—l—; — ws.

Si ®(z) = Az avec
0 1,2 413
A = —CLLQ 0 a2,3
—ay3 —azz 0

(a1,2m9 + a1 373)T123 + (—a1 221 + A2373)T223

P — _(— _
u(P(x)) x%+x% ( a1,3%1 a2,3372)

2 2
_ Q1,3T1T3 1 A2,3T2T3
a3 + 13

+ a1371 + ag 372.
Utilisant le fait que 2% + 23 + 23 = 1,

u(P(x))

1371 T+ Q2372
22 + a3

De méme,

_—(a172x2 + a13%3)xs + (—a1221 + a2373)2;
v(P(z)) = 52
] + x5

—@1,3T3%2 1+ A2 3737
22 + 13

=—ai2+

Des calculs identiques aux précédents montrent que la fonction holomorphe associée a

® vaut :
1 1 1 1
f(Z) = a173§ z 4+ ; + a2,3§ zZ — ; — Q1,2

Le théoréme I1.13 découle immédiatement de ce qui précéde.

16.2.3 Démonstration du théoréme II1.13

Démonstration. D’aprés le théoréme et la proposition I1.31, la fonction & vérifie sur
S2\ {P, P.}, pour tout 1 <i < j < 3,

<D(I)Ui,j, ui,j> =0. (72)

Si ® se prolonge en une fonction & dans C'(S2,R?), il est clair que la relation (72) est
vérifite par ® sur S? tout entier et ® est donc une entropie. O

Remarque I1.33. On aimerait pouvoir utiliser le théoréme précédent pour construire
d’autre entropies réquliéres sur S? que les entropies triviales. Malheureusement, nous n’y
SOMMES Pas Parvenus.

Remarquons quand méme ce qu’il est possible de faire. Tout d’abord, il n’est pas difficile
de trouwver une fonction holomorphe f telle que la formule (39) se prolonge en une
fonction i) réquliere sur S* \ { Py} : il suffit de prendre une fontion holomorphe sur C
tout entier. Les calculs que nous avons fait sur un certain nombre d’exemple ne nous
ont néanmoins menés qu’a des fonctions non prolongeables en P,.
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17 Bilan et Perspectives

Nous étions donc parti d’une définition d’entropie en terme d’opérateurs différen-
tiels et nous avons prouvé pour nos entropies des propriétés tout a fait semblables aux
propriétés des entropies deux dimensionnelles, en particulier les théorémes I1.6, I1.7.

Le gros point noir de toute cette construction tient au fait qu’il ne nous a pas

été possible de construire d’entropie partout réguliére en dimension plus grande que 2.
Dans un premier temps, la chose la plus importante & faire et donc de voir si, ne serait-
ce qu’en dimension 3, il existe ou non des entropies réguliéres sur la sphére entiére.
Nous nous sommes contentés pour le moment d’utiliser le corollaire I1.13 en essayant
de prolonger la formule (39) pour quelques exemples de fonctions holmorphes. Il faut
maintenant comprendre de maniére plus systématique sous quelles contraintes sur la
fonction holomorphe f on peut prolonger I'expression (39).
S’il n’existe pas d’entropie réguliére en dimension 3, il est peu probable d’en trouver en
dimension supérieure puisque en dimension d, une entropie est donnée par la contrainte
de (g) équations. Dans ce cas, si, comme nous le pensons, la conjecture I1.8 est vraie,
cela permettrait néanmoins de voir qu’il est vain de chercher des fonctions ® réguliéres
et telles que pour tout ouvert et tout champ dans C°,(R%, S%°1),

rot
V:[®om]=0

en dimension strictement plus grande que 2.

Une autre application qui nous semble intéressante pourrait étre la suivante : il
existe de nombreux problémes variationnels ot ’on veut minimiser une énergie du type
de celle donnée par 1’égalité (26) avec une contrainte de rotationnel nul en ajoutant de
plus une pénalisation de I'anisotropie du champ m considéré dans I’énergie. Dans ce cas,
on s’attend & ce qu'une configuration optimale ne visite plus la sphére S? tout entiére
mais seulement une partie de celle-ci. Il serait intéressant de voir si on peut obtenir
de bonnes bornes inférieures pour une énergie de ce type grace au corollaire 11.32, qui
permet de construire des entropies réguliéres en dehors d’un point de la sphére.
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18 Introduction

18.1 Line energies

This chapter is written in collaboration with Antonin Monteil.

Let Q be a Lipschitz domain in R2. We are interested in measurable vector fields
m: © — R? such that
m| =1 a.e. and V-m =0 on Q, (73)

where the second equation holds in a distributional sense. In the following, we will
assume that m is of bounded variation so as to be able to define its jump line. So, we
consider the set

A(Q) :={m e BV(Q,R?) : |m| =1ae. and V-m=0on Q}.

Vector fields m € A(2) are related to solutions of the eikonal equation in Q. Let define
the set

S(Q) :={p € Lip(Q) : [Vp|=1a.e. and Vp € BV (Q)}.
Then, given m € A(f), there exist a scalar function ¢ € S(Q2) such that

m(x) = (Ve(a))™ ae.,

where (Vip)t = RV stands for the image of V¢ by the rotation R of angle 7/2 cen-
tered at the origin in R%. Moreover, a function ¢ € Lip(Q) satisfying (Vy)t = m a.e.
is unique up to a constant and is called stream function. We are now able to define line
energies :

Definition ITI.1. Let f: [0,2] — [0,+00] be a measurable scalar function. Let m €
A(Q) € BV(Q,R?). Then, there exists a H'-rectifiable jump line J(m) oriented by a
unit normal vector v, such that m has traces my(x) € S' on each side of J(m) for H!
a.e. x € J(m) (see [4] for more details).

Then, the energy associated to the jump cost f is denoted by Iy and defined for
m € A(S2) as follows :

Zym) = [ Sy =) ¥ ). (74)

f is called the jump cost. Note that the divergence constraint on m € A(2) implies
that for a.e. x € J(m), my(x) € S' and v, satisfy the following condition (see figure 9) :

my(z) v, =m_(z) v, . (75)

Then, in the orthogonal basis (v,,v;), there exists some angle 6 such that my =
(cosf,£sinf) and the jump size is defined as

t=|my —m_| =2|sind|.
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Similarly, Z; can be interpreted as a functional of the stream function on the set S(2) :
Writing m = (Vp)* € BV(Q,R?), then Z;(m) = J;(p) where

Ve € 5(Q),  TJp(e) = /J(V )f(I(VsO)+ — (Vo)) dH(2). (76)

An interesting question is to find the minimizing structures of Z; if it exists. Remark
that for this problem to be relevant, we have to consider a constraint on the boundary
otherwise all constant functions are minimizers. A natural choice is to minimize Z; along
all configurations m belonging to the set

Ag(Q) :={m € A(Q2) : m-n =0 ae. on 00}, (77)

where n is the exterior unit normal vector of 0¢2. In terms of the stream function ¢, this
is equivalent to consider the set

So(R2) :={p € S(Q) : ¢ =0o0n N} . (78)

18.2 Related models

Line energies naturally appear in micromagnetics when studying the asymptotic
behavior of the magnetization in a thin ferromagnetic sample. We are going to give two
simplified micromagnetic models illustrating this phenomenon.

The first example is due to P. Aviles. and Y. Giga. In [5], they have conjectured

that if f(t) = %tg, then Z; is the I-limit of the following Ginzburg-Landau type energy

functional

1
AG.(u) = / elVul> + =(1 — |[u>)? ifue HY(Q,R?) and V- u = 0,
Q 9
AG(u) = +o0 otherwise,

(79)

where € is a bounded open set in R? and € > 0 is some parameter.

It is clear that finite energy limiting configurations u, i.e. limits of finite energy
sequences (ue):>0, have to be solutions of (73). It is also straightforward to see that the
energy will concentrate on the singular set of u. However, it is a challenging problem to
determine rigorously the asymptotic behavior of these functionals when e goes to zero.
More precisely, given some energies F. depending on € > 0, a fundamental question
is to find some appropriate topology, given by the L' distance for instance, and some
limiting energy Ej such that the three following properties hold (see [11] for example) :

1. Compactness : If (u:)eso is a finite energy sequence, i.e. limsup,_, F.(u.) < oo,
then (u.)eso is relatively compact.

2. The sequence (FE.).~o ['-converges to Ej, that is :
— TI'-liminf property : For all sequence (u.).~o converging to some u,

Ey(u) < liggiglf E.(u.).
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— T-limsup property : for all u, there exists a sequence (u.).~o converging to u
such that :
Eo(u) = lim E_(u,).
e—0

For the I'-convergence of functionals £, = AG, to Ey = I, with f(t) = %t:”, only partial
results are shown. In [5], the authors have been able to prove the I'-liminf property for
the L' convergence using the notion of entropies related to the problem (73) (see also
[29]). Unfortunately, the I'-limsup is still an open problem for limiting configurations
u ¢ BV (Q,R?). The strong compactness of finite energy sequences has been proved by
Ambrosio, De Lellis and Mantegazza in [3| and by De Simone, Kohn, Miiller and Otto in
[14] using a compensated compactness method based on a new notion of regular entropy
on RZ%. This notion of entropy together with the kinetic equation has also been used
in [25] to characterize the structure of zero-energy states of (79) and in [26] to deduce
some regularity properties in the limit.

The second model we want to address comes from the Ginzburg-Landau theory in
thin film micromagnetics for some asymptotical regime (see [21]). Given a bounded
domain © C R? and a magnetization m = (my, ma, m3): Q — S?, where S? stands for
the unit sphere in R3, the energy of m is defined as follows :

2 1 1 2
Bum) =< [ (9mf 2 [ otm)+ 5 [ 1P, (50)

where :
— ¢ is a small parameter called exchange length and 0 < § << e.
— ¢ :S? = R is some smooth function called anisotropy function such that :
{ d(m) =0 if me S?*N{mz =0},

¢(m) >0 otherwise. (81)

— H € L[*(R? R?) is the solution, called stray field, of the following problem :

VxH=0 on R,
V-H=V-m" onR2?
where m' = (my, my).
A simplified model consists in adding a divergence constraint V - m’ = 0 to the

functional so that the last term disappears : this is equivalent to take the limit when (
tends to 0.

A finite energy sequence (m.).~q is expected to converge to some divergence free and
unit length vector field m. Some experiments show that, at least for € very small, the
magnetization is smooth out of a thin layer (very close to a line) of size £ on which it
changes very quickly between two values m4 (see [18]). The microstructures formed by
the magnetization into this layer can be more or less complex. In the simplest case, it is
one-dimensional, i.e. it depends only on the normal (to the jump line) variable. However
more complex structures can appear as cross-tie wall (|2], [33]) or zizag-patterns (|23])
for example.

If p(m) = |ms|* with 0 < a < 4, only one-dimensional structures are expected and
it is easy to compute what should be the limiting energy of functionals E. by a 1D-
analysis. As for the Modica-Mortola model for phase transition ([31]), E. is expected
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to I'-converge to c¢Z; for some ¢ > 0 where f(t) = %, p =1+ % is the primitive of /¢
vanishing at 0.

The case ¢(m) = |m3|* was studied by R. Ignat and B. Merlet in [22] in which a com-
pactness result was proved and a lower bound was found. However, the I'-liminf property
in the definition of I'-convergence was established only for limiting 1D configurations of
the form m(x) = £vt for £z -v > 0 with v € S! (see figure 9 with 6, = 7/2).

18.3 Lower semicontinuity, Viscosity solution

As explained above, some of the line energies Z; are conjectured to be the I'-limit
of functionals coming from micromagnetics in the space X = L. If that is the case, Z;
has to satisfy the following lower semicontinuity property :

Definition IIL.2. Let F' : X — [0,+00] be a functional defined on some topological
space X. F' is said to be lower semicontinuous or l.s.c. if the following holds :

V(Zn)nso C X — x, F(z) <liminf F(z,).

n—-+o0o n—o00

Since this property strongly depends on the topology of the space X, we have to
specify the choice we make for the study of line energies Z;.

First of all, due to the non convex constraint |m| = 1, we need strong compactness
in L'. Moreover, since all the results of the previous part (compactness and I-liminf
property) holds for the L! strong topology, it seems natural to consider the line energies
Z; in the space X = L'.

However, since definition III.1 uses the notion of trace of a function, another natural
choice would be X = BV endowed with the weak topology which is a very common
choice for phase transition problems. Unfortunately, in the general case, the space BV
is not adapted to our problem.

Suppose f(t) = t? with p > 1 for instance. Then finite energy configurations m (i.e.

m, — min L' with Z;(m,) < C' < +00) are not necessarily of bounded variation
n——+0o0o

since the total variation of m around its jump line can’t be controlled by fJ(m) |my—m_|P
if p > 1. That’s why we need a subspace of solutions of the problem (73) included in
L'(Q) (and containing BV') because of the non convex constraint |m| = 1 such that we
are still able to define a jump line J(m) and traces m.. This is done in [13] where a
regularity result is shown for solution of (73) with bounded "entropy production".

Note that if X and Y are two topological spaces such that Y is continuously embed-
ded in X and F' : X — [0,400] is l.s.c. in X then the restriction of F' to Y is l.s.c. in
Y. In this paper, we only want to prove a necessary condition for functionals Z; to be
L.s.c.. We then prefer to restrict our analysis to BV functions (see remark IIL.6).

In the case where f(t) = t* for some p > 0, only partial results are known. In [3],
the following is conjectured :
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Conjecture II1.3. Let I_f be the relazation of Zy (only defined on the space BV) in
L'

n—-+o0o n—-+o0o

Z;(m) = Inf {limianf(mn) . m, € BV and m,, — m in Ll} : (82)
If f(t) = t? with 1 < p < 3 then Iy is l.s.c. for the strong topology in L .

For p > 3, this conjecture is false (see [?]). The case p = 3 has been studied by P.
Aviles and Y. Giga in [5]. More recently the case p = 2 has been proved by R. Ignat and
B. Merlet in [22]|. They also proved that for every 1 < p < 3, there exist cost-functions
f(t) =t for t € [0,4/2] leading to a ls.c functional Z; i.e. the conjecture is true for
every 1 < p < 3 if we resctrict the jump to angles between 0 and w/4. Here we are
interested in the open case p < 1.

We point out that line energies associated to the cost f(t) = t* with 1 < p < 3
correspond exactly to the expected I'-limits of functionals (80) when ¢(m) = |m3|* with
0 < a < 4 where bloch walls seem to be optimal. This is quite natural since when 2D
structures, as cross tie wall or zigzag wall for instance, have less energy than bloch walls,
the I'-limit of these functionals may be non lower semicontinuous. In the next part, we
are going to give a 2D construction which gives some necessary condition on f for Zy to
be l.s.c. This condition excludes cost functions of the form f(¢) = with p < 1:

Théoréme II1.4. Let f: [0,2] — [0, +00]|. Let 2 be an open and non empty subset of
R?. Assume that Iy is lower semicontinuous in X = BV (Q,S') endowed with the weak
topology. Then f is lower semicontinuous and we have

f(t)

limsup —= <2 limsup f(¢t). (83)

t—0 t—2
Remark IIL.5. The fact that the lower semicontinuity of Zy implies the lower semicon-
tinuity of [ has already been proved in [22]. The main new point here is the condition

(83).

Remark I11.6. Theorem II1.j is stronger than an equivalent formulation in which BV
is replaced by some banach space X such that BV is continuously embedded in X and
where Ly is replaced by its relazation in X.

Remark II1.7. The inegality (83) in theorem III.4 is optimal in the sense that we can
find a lower semicontinuous functionnal Iy in BV (Q,S') for which

lim sup @ =2 limsup f(?).

t—0 t—2

This is based on a theorem of Ignat and Merlet in [22] stating that for a cost function
f associated to an entropy, Z; is l.s.c.. We just have to remark that the cost function
f(t) = t3v/4 — 2 is associated to the entropy ®(x) = sin 30x + 3 cos 30xt.

As we will see, the lower semicontinuity of functionals Zy is closely related to the
following question : Is the viscosity solution a minimizer of Z;? More precisely, it is
expected that the following is true :

Conjecture II1.8. Assume that Z; is l.s.c. in L' and that Q is convex. Then (Vipy)*
is a global minimizer of Iy where @o(x) = dist(z, 0Q).
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For a regular domain € the distance function ¢g(x) = dist(z, 0€2) belongs to Sp(§2)
and (Vp)t is the viscosity solution of the problem (73). In particular, if  is convex,
o is concave and —D?(p is a positive vectorial radon measure. In [3|, the authors give a
microstructure which shows that this is false for f(¢) = t? if p > 3. As explained below,
we are going to give a structure with lower energy than the viscosity solution for p < 1.

Proposition IIL.9. Let f : [0,2] — [0,40c]|. There exists a conver domain Q0 such
that the following holds : let vy € So(Q2) be the distance function po(z) = dist(z, 09Q).
Assume that o is a minimizer of J; defined by (76). Then f satisfies (83).

Corollaire II1.10. There exists a conver domain €2 such that the viscosity solution is
not a minimizer of Ly if f(t) =t with p € [0, 1].

19 Construction of a competitor of the viscosity solu-
tion

In order to obtain inequality (83), we have to construct a domain © on which the
jump size t = |my — m_| of the viscosity solution along its singular set is very small.
Then, we find a competitor whose jump size t is close to the maximal possible value
t = 2. In other words, we want to substitute small jumps by large ones.

We will use the polar coordinates (r,6), r > 0, § € [—7, 7] and we will identify R?
and C with the usual bijection. Let D be the unit disk and C be its boundary.

Let 6y be a fixed angle in |0, 7/2[ and define the two points A = % and A’ = e~
on the circle C. Define also T4 (resp. Ta/) the tangent to the circle C at the point A
(resp. A').

We consider the domain 2 delimited by the large arc Cp, = {e? : |0] > 6y}, T4 and
Ty (see figure 7). In other words €2 is the interior or the convex envelope of CU{ B} where
B = T4NTy. Define also w = QN{|0] < 6y and r > 0} and T' = 00Now = [AB]U[A’B].

We now consider two solutions ¢y and ¢ in Sp(€2) of the eikonal equation vanishing
on the border :
— o is the usual distance function : Vo € Q, ¢o(z) = dist(x, 092).
— ¢ is the distance from the union of 92 and the large arc C \ Cy, :
Vo € Q, p(z) = dist(z, 002 UC).
We also denote by my = (Vo)t and m = (V) the corresponding solutions of
(73). Then mg, m € Ap(€2).

We now compute Z;(mg) and Z;(m) in order to prove that the function ¢ as lower
energy than ¢ if f(t) =t with p < 1.

Heuristic : The idea is that a small jump along a fixed length is replaced by big jump
on a small length : This will reduce the energy for subadditive power costs (i.e. f(t) = t*
with p < 1) which favor "small jumps". Let us give more details.
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FIGURE 7 — The domain €2 and the microstructure m
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FIGURE 8 — Viscosity solution mg on 2

For a small angle 6, > 0, mg only presents small jumps : mg is C' out of segment
[OB] on which the jump size is |mg — mg | =: to = 2sin(6).

On the contrary, m only presents "big" jumps : i.e. jumps whose size is close to 2.
The singular set of m consists in 3 different lines : [I B] whose length is equivalent to 62
and the two curves Cy, and 7y, (defined below) on which the jump size tends to 2 and
the length of these lines is equivalent to 26.

As a result, the energy of my is close to f(2sinfy) while the energy of m is close to
46y x f(2). A necessary condition for mq to minimize Z; is then (see proposition III.9)

limsupf(t)/t < 2f(2).

t—0
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This excludes sub-additive power costs. Now let us give more details on the critical angle
Bo.

Energy of mg : The jump line of my is the segment [OB] and the traces of mg on
each side of this line are given by mg 1+ = —e'™/2*%)_In particular,

(2sin6y)

Ty(mo) = f(25in00)|OB| = L (34)

cos 6y

Energy of m : The jump line of m is the union of the 3 curves :
— Cy, = {€¥ : |0] < by} ‘
— Y9, = {2z €w 1 d(2,Co) =d(2, 1)} ={2=re? : |0| <0y, d(2,C) = d(z,00)}.
— The segment [/ B] where I = 7y, N [OB].

First, let us find a polar equation for the curve 7y, : Given z = re? such that 0] < 6,
and r > 1 we have d(z,Cq,) = r — 1, it remains to compute A := d(z,T).

Since  is symmetric with respect to the axe (OB), one can restrict to the case
M = re? with 0 < 0 < 6y. So X := d(2,T) = |z — P| where P is the orthogonal
projection of M = re? on the segment [AB] : P should satisfy MP = AOA = \eifo
and ]\ﬁ . 1@ =0.

We then compute

MP- AP =MP - [A0 + OM + MP)|
=R{Ne 0 (—ei% 41 4 Nel)}
=A[—1+rcos(fy —0) + Al
Since MP - AP — 0, this implies A = M P =1 — rcos(fy — 0).
Then we have z € 7y, if and only if r — 1 = 1 — rcos(dp — 6) and the polar equation

of the curve vy, is given by

2

r(®) = 1 4 cos(fy — 0)

; —90 <0< 90. (85)

Now, we can compute the energy of m along the curve ~, :
—2sin(fy — 6
— dy(0) = /r(0)%? + 1'(6)? d0 where we find 1/ (0) = i :)I;EQ(O) — 9;)2. Introducing

the notation o = 6y — 6, we obtain

\/(1+Cosa)2+sin2ad9:2 2(1+Cosa)d6: 4 cos(a/2) 40,

dy(0) = 2 (1+ cosa)? (1+ cosa)? (2 cos?*(a/2))?

So dv writes
dy(6) = cos™3(a/2) d6.
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— The size of the jump at the point (0) is given by
t(@) — ‘m+ _ m,\ — |€i(90+7r/2) + ei(9+7r/2)| — |€i(907€) + 1‘.
Using once again the notation a = 6y — 6, this gives

t(0) = \/(Cosa +1)2 4+ sin® a = 1/2(1 + cosa) = 2cos(a/2).

— We conclude that the energy of m induced by the jump line 7y, is given by
% f[2cos(a/2)

I}(m) = o cos(a)2) da. (86)
The energy concentrated on the arc Cy, is
Ti(m) = f(2) H'(Co,) = 200 f(2). (87)
Finally, we compute the energy on the line [ B] :
I (m) = f(2sin6y)|IB|. (88)

If the distance function is a minimizer of Z; we should have
Ty(m) — Zy(mo) > 0.
Using these results, we have
I(m) — Zy(mo) =Ly(m) + Ij(m) + Ij(m) — Iy(mo)

_ [ f2eos(e/2)]

B _g, cos3(a/2) da + 260 f(2) + ([IB| — |OB|) f(2sin6y).

Since |IB| — |OB| = —|0I]| = —r(0) = ~ o (00/2) this gives
(" f[2cos(a/2)] f(2sinéy)
Zy(m) —ZLy(mo) = o cosia)2) da + 260 f(2) — c0s2(0y/2)"

Hence, if my is a minimizer of Z¢, the following condition should be satisfied :

f(2 §in90) SQO 00?2(00/2) 1 % £12 cos(a/2)] do+ £(2)
2 sin 6y sin 6 by Jo  cos?(a/2)
0o
< 2 t) @ 2 0y/2) <t <2}
~sin 6y cos(6y/2) X2 suptf(f) = 2cos(fo/2) <t < 2}
Taking the lim sup for 6, — 0 leads to (83) :
t
lim sup /) < 2limsup f(t).
t—0 t t—2

This proves proposition II1.9 and corollary I11.10 follows from the fact that the preceding
inequality holds false for f(¢) = t» with p < 1. Note that in this case, we get something
more precise that proposition II1.9 :

Proposition II1.11. There exists 6y €]0,7/2[ only depending on p such that for all
8 €] =00, 6o], the viscosity solution is not a minimizer of Zy on Qg where Sy is the convex

set constructed in the previous part (0 being the angle (O?, O—1>4))
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20 Lower semicontinuity of line energies, proof of
theorem III.4.

The fact that if Z; is Ls.c then f is l.s.c can be found in [22] (proposition 1). In this
section we prove that (83) is a necessary condition for Z; to be lower semicontinuous
with respect to the weak convergence in BV on bounded open subsets of R2.

The key is to use the construction m € S(€2) depending on 6 of the first part by
restriction to w (See figure 9.). The 1D transition defined by (89) corresponds to the
viscosity solution mg of the previous part. Given a small parameter ¢ > 0, it will costs
less energy to substitute the 1D transition around its jump line by the microstructures
m rescaled at the level e (see figure 10).

X2

FIGURE 9 — The vector field m on the left and the 1D-transition mg on the right

We are going to prove theorem II1.4 when ©Q = [0,1] x [—1,1]. The general case
follows easily.

Fix 0y €]0,7/2[ and define the 1D transition mg for x; € [0,1] and 22 € R by
mo(z1, 2) = my = (Fsinbp, cosby) if £ x5 > 0. (89)

Then, let us consider the vector field m = my, of the preceding section restricted to w
and define the rescaled and prolongated vector field m for z; € [0,1] and x5 € R :

—m ((cos )™ @y, (cosp) ™ x3) if ((cosby) a1, (cosby) ! zs) € w,
mo (21, T2) otherwise.

m(zy, x2) = {

Note that m € A(Q2) and is continuous on dw. Then, let n be a positive integer and
define m,, € M() by aligning n times the vector field m (see figure 10). More precisely,
for 0 <i<nand x = (x1,25) € Q such that i/n <z < (i +1)/n, define

mp (21, x2) = Mm(nxy — 1, nx9).

(see figure 10). We have m,,(z1, x9) = mo(z1, z2) for |zo| > 1/n and Va € Q, |m,(z)| = 1.
Consequently, (my,),so converge to mg in L'(€2). Moreover, |my,|gv(o) = |m|pv (@) so that
(Mmy)n>o is bounded in BV (§2) and weakly converge to my.
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Since m,, is obtain by scaling a fixed structure, it is easy to see that Zy(m,) is
constant. Indeed, Z¢(m,,) = nx1/n I;(m) = Z;(m). That’s why we obtain the following
condition : assuming Zy is [.s.c.,

Ze(mo) = f(2sinby) < liminf Tr(m,) = Zs(m).
n—o0
In other words, the viscosity solution costs less energy than the construction my, of the

preceding part. For this reason, we obtain exactly the same necessary condition (83)
and theorem III.4 follows.

X2

™
I
3=

90? \\

F1GURE 10 — The microstructure m,,
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21 Energie deux dimensionnelle

Soit B C R? le disque centré en origine et de rayon R. Fixons A > 0. Le but
de cette partie est I’étude asymptotique de la fonctionnelle de type Ginzburg-Landau
suivante définie sur H'(Bg, R?) :

1
E.(m) := / IVm]* + (1 — [m|*)* dz + \?| ln5|2/ |m — h|*dx, (90)
Bgr € Br
ot
ou h(x) := — et ot € > 0 est un petit paramétre. Ce type de modéle intervient en
||

micromagnétisme lorsqu’on impose le champ magnétique extérieur h autour d’un échan-
tillon ferromagnétique sphérique. Plus précisément, on s’intéresse au comportement de
cette énergie lorsque le paramétre ¢ tend vers 0. On a alors la proposition suivante :

Proposition IV.1. Pour tout € strictement positif, il existe un minimum global m. de
E. dans H'(Bg,R?). De plus, m. vérifie :

2m,
—Am, = = (1 — |m.|?) — A*|Ine*(m. — h) dans Br (91)
Vm.-n =0 sur 0Bgr

ot n est la normale extérieure au bord de By et pour tout 1 < p < 2, m. € W*P(Bg, R?).
En particulier, une telle fonction est dans CY pour tout o dans 0, 1][.

Démonstration. Fixons € et prenons une suite minimisante (m,,),en, alors,
M| ln5|2/ |my, — h|? +/ |Vm,|? < E.(m,) <C
Br Br

(Mp)nen est bornée dans H'(Bg, R?). Quitte a extraire une sous-suite, il existe /m dans
H'(Bg,R?) tel que :

m, — m dans H'(Bg,R?),

n—-+o0o
m, — m dans L?(Bg,R?) et p.p dans Bp

n—-+4o0o

Par conséquent,
E.(m) < liminf E.(m,) = inf E,,

n—oo

ce qui donne I'existence du minimiseur.

On obtient I’équation d’Euler-Lagrange associée au minimiseur m. de la maniére
habituelle : pour ¢ dans R et © dans C°°(Bg, R?),

Ea(ma) S Ea(ma + t(p)’

c’est-a-dire

E.(m.) < E.(m.) + 215/

Br

2m.
Vm. -Vo+p- (—g—TZ(l — |me)?) + A% Inel*(m. — h)) + o(t?).
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Par conséquent, pour tout ¢ dans C*(Bg, R?),

2

2m,
Vme -V +¢- (—6—6(1 — |me|?) + A Ine*(m. — h)) =0
Br
ce qui donne I’équation souhaitée. La régulartié de m. découle d’une méthode de boots-
trap classique. Reprenant la premiére équation dans (91)

2m

—Am, = ?’3(1 — Imc|?) = N Inel*(m. — h).
Pour tout p € [1,2[, h € W' C L? et comme m. € H' C L7 pour tout ¢ > 1,
le membre de droite de cette équation est dans L?. Par régularité elliptique, on en
déduit que m. € W?22. Or d’aprés les injections de Sobolev, d'une part W22 C L* et
d’autre part W22 C W pour tout p > 1. Par conséquent m.(1 — |m.|*) € WP pour
tout p > 1. Reéutilisant la régularité elliptique, on en déduit que m. € W3P pour tout
1 < p < 2. On déduit la régularité de m. par injection de W3P dans C1%, ce qui prouve
la proposition. O

Avant d’énoncer le théoréme principal de cette partie, expliquons un peu quel com-
portement asymptotique nous attendons pour notre énergie minimale £.. Tout d’abord,
si € est petit, |[Ing| > 1 donc m. =~ h pour € — 0. C’est le paramétre A qui va déterminer
de quelle facon m. approche h.

Si A est grand, le modéle est similaire & un modéle de Ginzburg-Landau classique
1
E.(m) ~ / T+ (1 | da
Br €

avec m = h sur 0Bg. Dans ce modéle, on sait que I’énergie minimale est d’ordre 27|d In¢|
ou d est le degré topologique de la condition au bord (on renvoie par exemple & [6] ou a
[28]). Comme h est de degré 1, on s’attend donc ici a ce que inf £, = 27| Ine|+0(1). On
sait de plus qu’une régularisation du champ h d’énergie minimale est un coeur de type
Ginzburg-Landau sur lequel on est de degré nul complété par i en dehors du coeur.

Si A est petit par contre, on s’attend a ce qu’une configuration optimale reste de
norme 1 et de degré nul pour minimiser la premiére partie de I’énergie. On aurait alors :

1 .
E.(m) ~ )1 — 24 )\1 w _ hl*d
m) e s [ 196+ A [ e = )

olt ¢ est un relevement de m. C’est une énergie de type Modica-Mortola; un modéele
semblable est étudié par Poliakovsky dans [32]. Dans ce cas, on sait qu’une configuration
minimisante va avoir une ligne de saut le long de laquelle la phase va varier rapidement
pour étre de degré nul sur tous les cercles C, := {z € R? : |z| = r} de la boule tout en
restant proche de h qui est lui de degré 1. C’est cette ligne de saut, de longeur R pour
notre boule Br qui concentre 1’énergie et on s’attend donc & un comportement de la
forme inf E. ~ CR|In¢|, ou C est une constante. Une régularaisation du champ h est
alors un champ restant & valeur dans S' et dont la phase varie rapidement suivant un
rayon de la boule Bp.

Nous allons voir que c’est bien ce qui se produit et c’est le théoréme suivant, qui sera
le centre de cette partie.
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Théoréme IV.2.

ll_% e inf £, = 16AR 510 <\ < g5,
lig(l)“m' inf £, = 27 siA> gp

Avant de poursuivre, introduisons quelques notations. On notera
1
ge(m) = [Vm[* + (1 = [m[*)*,
ec(m) = g.(m) + N?|Inef*|m — h|?.

Pour €2 C Dg, on notera encore

E.(m,9) = / e.(m) dz.

Avant de passer a la preuve du théoréme IV.2 & proprement parler, détaillons briévement
la stratégie de la preuve.

Pour la borne supérieure, nous allons construire deux suites de fonctions (m?).- et
(m}).so telles que :

1 0
1
lim —— E.(m}) = 27. (93)

e—0 | ln5| €

L’idée de ces constructions repose sur les observations faites précédemment : si le para-
métre A est grand, ’énergie E. va presque se comporter comme une énergie de Ginzburg-
Landau classique avec condition de bord. On sait que dans ce cas, une configuration
minimisante s’obtient avec un noyau de vortex de rayon e sur lequel on n’est pas de
norme 1 complété par h en dehors du noyau. Nous allons voir que cette construction
donne bien I’énergie optimale dans ce cas et c’est 'objet de la section 24.

Lorsque le paramétre A\ est petit par contre, nous avons dit qu’il serait moins couteux
de rester de norme 1 et de degré nul et que I’énergie va se concentrer le long d’une ligne
ou la phase va varier rapidement. Pour déterminer quel est le profil optimal le long
d’un rayon en restant de degré nul, nous allons étudier une énergie 1d : c’est 'objet de
la section suivante. Nous en déduirons la construction d’une configuration minimisante
pour E. dans la section 23.

Pour la borne inférieure, plus délicate, I'argument est essentiellement le suivant : on
étudie notre énergie sur chacun des cercles centrés en 0 et inclu dans Bg. S’il existe un
cercle sur lequel on est de degré 1, un argument tiré de Jerrard [27] assure que la boule By
doit contenir un vortex, ce qui cotite 27| Ine| en énergie. Sinon, c’est qu’on est de degré
nul sur tous les cercles et 1’étude de I’énergie 1d mentionnée précédemment nous donne
une bonne borne inférieure sur chacun des cercles, qu’on intégre pour obtenir une borne
inférieure sur FE.. Bien str, la démonstration précise nécessite quelques précautions :
pour pouvoir parler de degré du champ sur un cercle on doit par exemple commencer
par dire que 'on peut se contenter de regarder les cercles sur lesquels le champ ne
s’annule pas. On renvoie a la section 25 pour les détails.
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22 Etude d’une énergie 1d

On a dit précédemment qu’on s’attend a ce que le degré de m controle le com-
portement asymptotique de I’énergie. Si \ est assez petit, on s’attend a favoriser les
configurations de degré nul. Pour obtenir une bonne majoration dans le cas ot A est
petit, on va donc étudier I’énergie E. le long des cercles en supposant m de degré nul.

Pour cela, réécrivons
/ / m) dH! dr.
OB,

en supposant m de norme 1 et de degré nul. Pour cela, écrivons m = e*#(¥) ot ¢ est un
relévement 27-périodique puisque m est de degré nul. Alors,

Nous allons étudier la quantité :

/ ea(m):/ (80@ +)\2|1n5| |ew iei0|2rd0
OB, —T

1 s
:_/ ©? + 25 (l—cos(9+g—cp)>d9

r —T

oil 5. := A Ine|r . Posons ¢ := 0 — § — ¢ on va étudier :
Fu(r, ) == —/ (1= /)2 + 252(1 + cos ) 6

F.(r,v) représente 'énergie le long d’un cercle en degré nul ot |m| = 1. Comme on a
supposé ¢ périodique, ¢ (m) — p(—m) = 2m. L’énergie F. peut alors se réécrire :

R ) = 27 = 200(n) = vl + 7 [ 07 4+ 2620+ con)

r
En posant u(0) := v <£>, I’égalité précédente se réécrit encore :

2 TSe
Fs('r,u):——ﬂ—i—% u” +2(1 + cosu) dt
rooor

—TSe

oun u(tms.) = +m.

Fixons » > 0. Comme s, —0> +00, il est naturel de s’intéresser a la fonctionnelle
E—r

suivante :
F(v) := / v +2(1 + cosv) dt (94)
R

avec les conditions aux limites v(£o00) = £7 et v(0) = 0.
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Théoréme IV.3. La fonctionnelle F admet un unique point critique v qui est le mini-
miseur global de F sur A := {v € H'(R) : v(do0) = %7 et v(0) = 0}. De plus,

0(t) = 4 arctan (tanh %) (95)

et ’énergie minimale vaut :

inf ' = F () = 16.
Démonstration. On va montrer que F atteint son infimum sur Densemble
{v € H'(R) : v(zo0) = j:ﬂ} et que si on impose de plus v(0) = 0, cet infimum est
atteint en un unique point. Le fait que F atteint son infimum sur A se déduit du lemme
1 de [15]. Pour en déduire que cet infimum est atteint en un unique point, on va utiliser

I’équation différentielle associée a un minimiseur. Si v est un minimiseur de F', pour
toute fonction ¢ dans C§°(R) et tout s dans R,

F(v) < F(v+sp)

F(v+ sp) = F(v) + 25/ OV — psinvdt + O(s?).
R

Par conséquent, pour tout ¢ dans C§°(R),

/gp’v' — @sinvdt = 0.
R

La théorie de la régularité elliptique standard (on renvoie par exemple & [17]) nous dit
que v est alors une fonction dans C*°(R) et que I'équation précédente est vérifie au
sens fort. Un point critique de F' sur A vérifie donc :

"

o(d00) = (96)
v(0) = 0.

On reconnait la version stationnaire de I’équation elliptique de sine-Gordon. Nous allons
prouver que ce systéme admet une unique solution v et que

t
0(t) = 4 arctan (tanh 5) :
Pour cela, on va regarder I’équation différentielle dans I’espace des phases en introduisant

la fonction V' = (v, ) et le champ :

X: R2? — R?
(x,p) — (p,—sinz).

Si v vérifie le systéme (96), multipliant la premiére équation par 2v’ et intégrant, on
obtient qu’il existe une constante () dans R telle que :

1(v’)2 —cosv = Q. (97)

vVt e R
6,2
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Comme v(£00) existe, passant a la limite en ¢, on en déduit qu'il existe [; et [y dans R

tels que :
lim o'(t)=1; et lim v'(t) = .

t—+00 t——o00

V' est solution globale de 1'équation différentielle V' = X (V) et est a valeur dans un
compact ; il ne peut donc converger que vers un point critique du champ X, c’est a dire
un point tel que X (x,p) = (0,0), ce qui impose [; = I, = 0. Reportant dans la relation
(97), on en déduit que @ = 1. Une solution V' de notre équation (96) est donc incluse
dans I’ensemble :

1
H:= {(:U,p) eR? : §p2 —cosx = 1},

qu’on peut encore écrire comme la réunion disjointe :

1
H ={(r + 2km,0) : k GZ}U{(:E,p) € Rx]0, 4o0[: §p2—cosx: 1}

1
U {(:L‘,p) € Rx] — 00,0[: §p2 —cosx = 1} :
—H-
p
H+
T
-

FIGURE 11 — L’ensemble H

Il est clair que les trajectoires constantes (m + 2k7,0) pour k dans Z sont solutions
de V' = X (V). Comme d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, deux trajectoires
disctinctes ne peuvent s’intersecter, une solution V' de (96) et soit incluse dans H™, soit
incluse dans H~. Si elle est incluse dans H—, v’ est négative dans v est décroissante et
elle ne peut vérifier v(+o0) = +m. Une solution v de (96) est donc incluse dans H™,
pour tout ¢ dans R, v/(t) > 0 et c’est un diffeomorphisme croissant. Intégrant (97),

t /
/ S P—,
0 v/2(1+ cosv)
ou encore, en changeant de variable,
v(t) ds
t.

0 v/2(14coss) N
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-1
2(14-cos s)
finalement, il existe donc une unique solution v a (96) :

Une primitive de la fonction s — est la fonction s +— 2arctanh(tan §) et

t
0(t) = 4 arctan (tanh 5) :
L’énergie minimale vaut alors :

F() = / % 4+ 2(1 + cos0) dt = 2 / '\/2(1 + cos 0) dt
R R
™ ™ t
:2/ \/2(1+cost)dt:8/ cosidt:16.
- 0

Ce qui conclut la preuve. O

Corollaire IV.4. Soit 6 > 0. Il existe €' tel que pour tout € < &' et pour tout fonction
w vérifiant u(ts.mw) = +m,

/ u” +2(1+cosu)dt > 16 + 9

—TSe

Démonstration. Soit ¢ fixé. On prend € < &’ tel que
‘/ u'2—|—2(1+cosu)dt—/u’2+2(1—|—cosu)dt'gé
—TSe R
de sorte que :

/Eu’2+2(1+cosu)dt21nf{ﬁ’(u)|uEH(R) u(ioo)zzizﬂ}+5

—TSe

Or la fonctionnelle £ et I’espace des contraintes C' := {v € HR) : u(£o0) = j:w} sont

invariants par translation, c’est-a-dire que pour | € R, si u est dans C, u(- +1) € C et

F(u) = Flu(- +1)).

Par conséquent,

inf {F(u) | ve HR) u(xoo) = iﬂ} — inf {F(u) | ve HR) u(£oo) = £7 et u(0) = o}

/ u” 4+ 2(1+cosu)dt > 16 + 9

—TSe

et le corollaire est prouvé. O

23 Borne supérieure en degré 0

Comme annoncé, on a la proposition suivante :

Proposition IV.5. Il existe une famille (m?).~q de fonctions de H'(Bgr, R?) telle que

lim E.(m?) = 16\R.

e=0 [Ing| *




91

Démonstration. Cett construction suit des idées développées par Ignat et Kniipfer dans
[20]. Pour v > 0, notons h(t) := tan (t) et considérons le profil défini pour 6 € [—, 7| :

<2w%h<g)> si 6] < 7,

v
uv,0): =9 « 5i 6 > 7, (98)
—T sif<n~.
Soit p €]1,1[ et k. := |Ine| . On pose ¥(r) := arcsin & et on découpe le disque By

en trois zones A;, A, et Az de la fagon suivante :
Ay :={(r,0) € [0, R[x[—7,7[: k- <r < Ret |0 >},
Ay :={(r,0) € [0, R[x[—m,7w][: ke <r < Ret |0 <.},
As :={(r,0) € [0, R[x[—m,7m[: r < k.}.

FIGURE 12 - Partage de Bpg en trois domaines A; A, et As
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Posons :

[0+ Z —u(y,0) sur A U Ay,
plr,0) = { (ke 0) sur As,

et '
m2(r,0) = "9,

Remarquons qu’avec cette construction, sur A;
0 _ i+ ) _
ml(r,0) = @+ E) = p,

m? est construit de maniére a ce que sur chacun des rayons de A; U A, tende vers
I’énergie optimale en degré nul. Suite a ’analyse faite de I’énergie un dimensionnelle, on
s’attend a ce que toute 1’énergie provienne de la bande A; dans laquelle la phase tourne
rapidement pour que m! soit de degré nul. Prouvons que c’est effectivement le cas.

Dans ce qui suit, C' désignera une constante changeant éventuellement d’une ligne &
I’autre et dépendant éventuellement de R et A\ mais pas de e.

23.0.1 Energie sur A,

Sur A;, m? = h. La seule énergie provient du terme en gradient et :

Ee(mg,Al):/ |Vm2|2dx§/ V] da
Aq A1UA
<21 (InR—1Ink.) <C+ C|lnk.|.

On obtient comme borne de 1’énergie sur A;

E.(m2 A)) <C+Cllnk.| = o(|In¢l). (99)

23.0.2 Energie sur A;

On va d’abord majorer |Vm?|? sur Aj :
Dypp)? 1
ot = D0 (0,002 < (ol 0) + ol )%)

Or |p(ks, 0)] < [|@lloo < 27 et sur A3 N {|0] > Y}, |Opp(ke, 0)] < 1 de sorte que :

/ Vm?|? < %\Ag\ <C. (100)
Asn{|0]>k} Kz

Sur Az N A{|0] < &},

Opkes )2 =|1 — Dyl O <2+ 2 [sah'w/w@' (2”’“5%(0/%))]

™
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et

/ Vm?|? dr <
A3n{101>v }

C C [r (2 ’
sl / r / [seh’(ﬁ/%)v < Rl h(@/%))] dgdr.  (101)
€ e JO —Vk

™

Montrons que

1
K2

ke Tk 27]{}‘5 2
T/ {seh’(e/yk)f/ Eh(Q/w))] dodr < Cllnelk.,
0 —Vk i

J/

-~

=1

ce qui concluera. Commencons par montrer une borne sur I. Pour cela, posons t := h(%).
Alors,

[=g / T ()2 (2”7’:_56 t) - (Zk— ‘f’ét» s, /_ T R ()5 (27%515) dr.

—00 [e.9]

Or d’une part, comme h(t) = tan (3t),

W (hL(t)) = g(l + ). (102)

D’autre part, comme 0(t) = 4 arctan (tanh %),

o 2
O L2 Lyt (103)
1 + tanh”¢/2 cosh”t/2

donc

27 Se

Ing?/ (14+t¥)e = tdt < Cs.
0

et finalement, comme s. = | In¢|r,

1 ke Tk 2 2 1 ke
— 7’/ sch'(0/v)0 %Seh(ﬁ/%) dodr < Cm/ r?dr < O|lnelk,.
kg 0 —Yk ™ k? 0
(104)
Combinant (100) (101) et (104), on obtient :
Vm?|?dr < C + C|Inelk.. (105)
A3
Comme d’autre part
M| lnz—:|2/ Im? — h)?dz < C|Ine*|As| < C|Inel?k2, (106)
A3
on obtient comme borne de ’énergie sur Az en sommant (105) et (106)
E.(m?, A3) < C + Cllnelk. + O|Ine|*k? = o(| In¢g|). (107)

Remarquons que c’est le seul endroit de la preuve ou I'on utilisera le fait que p > % En
effet, avoir |Ine|?k? = |Ine|?|Ine|~% = o(| Ine|) impose 1 — 2p < 0.
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23.0.3 Energie sur A,

Eg(mg,Ag):/ |Vm2|2dx+)\2|ln5|2/ |m? — h|? dz
A2 A2

0
:/ (8T<p)2d:c+/ (Go0)” + A2 Inel?*lm? — h|*dz .
J Ay A, T

J/

-~ -~

=1 =15

Montrons que la premiére intégrale est négligeable. Sur As,

0r0(r,6) = [222 (03 - 22 030 | (2<ni6 ) )

T

I - / /_ ({255%9/) Q‘jrfjfh’(e/ )} (2%"55 0/~ )))Qdedfr.

Changeant de variable en posant ¢t := 2“/#th(ﬁ /7») dans la seconde intégrale et utilisant
W(h'(t)) = Z(1 + %), il vient

I - / / ([””-%ﬂl(m/zwsg)h%h1<m/2%55))} 17’(t))2x

dedr

21 (h~ (t7r/2fyrs€))

/E / ([’l — seph 7 (b /28 ) (1 + (2335)2)] 17’(75))2 1+<dt)2 dr.

279rse

Nous allons maintenant écire quelques inégalités qui vont nous permettre de majorer
commodément [ :

Comme ~, = arcsin &=

2r

k. k. k. 1 Ck.
C < Ve < 7 et |7r| = <

= 22 1_(£)2_7«2'
2r

Par conséquent, 7,s. = arcsin(5)rAIne] > Ck.|lne| et comme |h7'(t)] =
2] arctant| < Clt|

I <C/ / tfyr 27/2 t2 (1+C t2 )2 ~/2( )dtd?“
! i 5 k2| Inel|? k2| Inel?

<c/s / [C +c< Ckg%wp)?}”()dtdr

Comme k.| Ine| — +oosie < %, on obtient donc
e—

R 1 00
I gc/ —dr/ (2 + t* + 19T (¢) dt.
< T 0
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Cette derniére intégrale converge, par exemple a cause de la majoration (103) et finale-

ment,
I <C+Cllnk.| = o] Ingl). (108)
La seconde intégrale I, vaut quant a elle
R 1 Yr
I, :/ —/ (1 — g [u(yr, 0)])* + 252(1 + cos u(y,, 0)) df dr
€ —r
R 1 Yr
:/ ;/ (1 — 20 [u(~,,0)]) dO dr +
e —Vr
!
R 1 Yr 9 )
. Op [u(yr, 0)]” + 252(1 4 cosu(v,, 0)) dd dr.
k —Yr
—12
i1 Ry =2
B[ 5 (-2l Yar =2 [
ke T ke r
Comme 7, = arcsin (2k—r) < %%,
Bk 1
IQISC/ T—;dr—i—C/ ;dr§C+C|lnk€|:o(|ln5|). (109)
k ke

Il ne reste plus qu’a étudier I7. Comme

00 (3. 0)] = 2221 (6/7,)5 (’V w0/ >)

2= / / [25%/ 6/7,)" (2%35 6/~ ))]2+25§(1+COSU(%,«9))d9d7’.

Posons t = 2= }(6 /~,) dans I3 :
R 1 +oo 2g 2
I3 :/ —/ {—eh'(h_l(t7r/27rs€))17'(t)} +25%(1 4 cosB(t)) | x
r ) T

dt dr

251 (h t?T/Qwse))
/s 5 /ﬂo H W (™ (tr/27,5.))0 ()} +2(1+0035<’f))] X

de dr.

20 (h~ (tw/2%55))

Or 5. = AlIne|r et en réutilisant le fait que A'(h™'(¢)) = 5(1 4 ¢*), on obtient,

1

+o0 i 2\ 2 ,
—— =\ 0" (t) + 2(1 _ .
|1n5| /ks / (2%%) (t) +2(1 4 cos v(t)) 1 — dtdr
+ (=)
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Notons
o\ 2
e tm ~/2 ~ 1
(r,t) — 1+ 0(t) +2(1 + cos0(t)) | —————5Lpp,r)(7)-
277’85 1+( tmw )
2’}/7“35

Comme k. = |lng|™” —— 0 et 7,s. = arcsin %)\Hne\r —— 400 pour pour tout

e—0 r e—0

(r,t) €]0, R]x] — oo, +0o0],

g-(r,t) — [17'2(15) + 2(1 + cos 27(75))} Lio,r) (7).

e—0

D’autre part, pour € < %,

V(r,t) € [0, R]x] — oo, +00[  |ge(r,t)] < (1 4+ Ct*)*3"(t) + 2(1 + cos b (t))
et cette derniére fonction est dans L*([0, R]x]—o0c, +-00[) par exemple grace a I'inégalité :
(1+C?)*0™(t) +2(1 + cos B(t)) < max {20, C*} (2 + 1) (t) + 0%(t) + 2(1 + cos B(t)).

Par convergence dominée, on obtient donc :

R +00
2 — )\/ / 7 +2(1 + cos ¥) dt dr = 16AR. (110)
0 —o00

| 1n€| e—0

Réunissant finalement les inégalités obtenues en (99), (107), (108) et (109) a la limite
que l'on vient de calculer en (110), on obtient enfin

lim — E.(m?) = 16\R.

e—0 | ln5| €

c’est a dire (92). O

24 Borne supérieure en degré 1

Le but est maintenant de construire une suite de fonctions (m!).-o vérifiant (93). On
cherche une configuration asymptotiquement proche de I’énergie optimale et de degré
1 sur les rayons du disque. Dans ce cas, la construction classique qui donne une bonne
borne pour I’énergie de Ginzburg-Landau fonctionne également ici et on a la proposition
suivante :

Proposition IV.6. Il existe une famille (m!).~o de fonctions de H'(Bgr, R?) telle que

Fixons € > 0 et introduisons la fonction m! définie en coordonnées polaires par :

m(r.0) = z’ei? sie<r <R,
er giew sir <e.
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FIGURE 13 — Le champ m]

Alors,
R € £ 2
1 1 2T T
Ee(mi) :27r/€ ;|89m;|2dr+27r/0 ;|89m;|2d7“+§/0 (1-— ?)QTdT‘+

€ 2
)\2|ln5|227r/ (1—5) rdr
0 £

R e € 3 .5
1 1 2 2 2
:27r/ —dr—|—27r/—<f) d7’+—72T 7’—%+T—4dfr+
. T o T \€ e Jo € €
€ 9 2 3
)\2|1n5|227r/ T—L+T—2dr
0 £ g
2
=27|lne| +27ln R + ?ﬁ + %82)\2| Inel?

=2r|Ine| + o(|Inel).

Ceci prouve la proposition.

25 Borne inférieure

Lemme IV.7. Soit (m.).~o une suite minimisante de E.. Alors, on a :

lignjglf @EE(mg) > 16AR 510 <\ < gp,

lirsn_jonf @EE(mE) > 2m $i N2> g5

Pour cela nous allons utiliser le théoréme suivant du a Jerrard et que l'on peut

trouver dans [27].



98 BORNE INFERIEURE

Théoréme IV.8. (Jerrard, [27]). Soit C > 0 et R > 0. Il existe ¢y := ¢(C, R) tel que
pour tout 0 < € < &g, si m : Br — R? satisfait les trois conditions suivantes :

1 1
> Br : di Bg) <r* Lo
im| = g ST {2 € Bp : dist(z,0Br) <17(e)} o v E] |1n€|3’R[7
|deg(m,0Bg)| > 0,

/ ge(m)dz < 2x|lne| + C.
Br
Alors, il eziste t* € By et C := C(C,R) > 0 tels que B(z*,7*) C By et :

27| In %| - C < / ge(m) dz.

B(z*,r*)

Démonstration. du lemme IV.7. Soit (m.).~o une suite minimisante. Tout d’abord, on
peut supposer qu’il existe €; tel que pour tout € < &4,

E.(m.) <2m|ln¢| (111)

1
sinon, la preuve est terminée. Rappelons que g.(m) = |[Vm/|* + = (1 —|m|*)? et posons :
£

Jp = {r €]0, R : / ge(me)dH' > |1n5|3}.
OB
Alors,
H(J)) < 27| Ine| 2 (112)

En effet,
|Inel*H' () < / dr/ g-(m.)dH' < 27|In¢]
J1 OB,

grace a l'inégalité (111). Posons maintenant

1
Jo = JN | —— R
|Ine|2

Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r dans J, et x dans 0B,,
1— |m.(z)] < Ce?|Inelz. (113)

C’est une conséquence de I'inégalité suivante, qu’on peut par exemple trouver dans [24]
et [27]. Notons p. := |m.(z)| et a ;== min{p. : x € 9B, }.

Alors, il existe C' > 0 tel que :

1

G
Su—atP< [ ol 0 (114)



99

On renvoie au lemme 2.3 de [27] pour la preuvre de (114). Montrons qu’on en déduit
'inégalité (113). Pour r dans J,

C 1
Sz [ ol 0= AR < [ g 4 < nef
€ OB, € )

B

Multipliant par % et prenant la racine, pour x dans 0B,,

IL—|m(z)|<1—-a< e%|Inelz,

ce qui prouve l'inégalité (113). De I'inégalité (113), on déduit en particulier qu'’il existe
gy tel que pour tout ¢ < g9, @ > % Pour ¢ < &5, la norme de m, ne s’annule donc
pas sur 0B, pour r dans J5; on peut donc parler du degré de m,. sur 0B, et définir les
ensembles suivants :

Iy :={r € Jy : deg(m.,0B,) =0},
I :={reJy: |deg(m.,0B,)| > 0}.

Deux cas de figures sont alors possibles.

—cas 1 : I} # (. Tl existe alors r dans Jy tel que |deg(m.,dB,)| > 0. Posons
r* = |1n15\3' On va étendre le champ de vecteur m. en un champ de vecteur m,

défini sur B, tel que m. = m. dans B, et vérifiant

1
|me| > 5 dans B,y \ B,
‘deg(m& aBTJrT*)

/ ge(ma)dx§2ﬂ|ln6|+c.
Br_Hn*

> 1,

Pour cela, posons pour x € B,y \ B,

me(x) == mg('r"%).

% sur B,y \ B, et de plus |deg(m., 0B, 1~)| =

Comme r € Jo, |m.| >
|deg(m.,0B,)| > 0. Enfin,

r+4r*
/ ge(m.) dzx :/ / g-(m.) dH dr
Br+r*\Br T 0B

ST*/ ge(me)dH' <7r*|lne® =1,
dB;
et par conséquent,

[ atmyges [amider [ g

rr* s r+r*\B7"
<Bm)+ [ gl
Br+r*\B7"
< 2m|lne| + 1.
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D’aprés le théoréme IV.8, il existe z; dans B, tel que B(x1,7) C By €t
27| lnr—| -C< / g=(me) dz
€ B(z1,r*)
de sorte que

&ma;/ ge(m¢) da
B(z1,r*)NBy

> [ gt [ gy
B(z1,r*) Byyr«\Br

*

227T|lnr—| -C-1
€
> 27| lne| + o(| Ine]),

ce qui montre que

1
liminf ——FE.(m.) > 2.
e—0 |1n€|

— cas 2 : I, = (). Dans ce cas, Iy = Jy. Notons ¢, un relévement de m. de sorte que
m. = |mg|e*¥. Pour r dans I,

/ e-(me) > / |Vme|? + M| Ine|*|m. — h|.
0B, 0B

Or |Vm.|? > |m.|*(Osp:)? et réutilisant I'inégalité (113),

IVm.|> > (1 — Cez|Ine|?) (89;@5)2. (115)
De méme,
m. — h|* =||me|e’* — h|?
=|e"¥* — h + (|m.| — 1)e"|?
>|es — h|? — Ce3|Inel?. (116)

Combinant les inégalités (115) et (116),

2
/ e(mg) >(1 — CE%| ln€|%) {/ (39@25) + A Ingf?le — h|2}
OB, oB, T

— C\%2|Inel?.

Sur Jo, on est en degré 0; les fonctions ¢, sont 27 périodiques. Reprenant les
calculs fait en,

TSe

Dppe)? . 2
/ ( 9<P2 ) + A?|Inel?|es — b dH! = ——7T+)\|ln5| u? +2(1 + cosu,) dt
9B, T T

—TSe

Intégrant sur J,, on obtient donc

1 2 TSe
/ / e.(m.) >(1 — Ce?| lne\g)/ {__ﬂ + Allnel u? +2(1 + cosug) | dr
Js J OB, Js r —Tse
(117)
— RON%%|Inc|2H(J)
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Divisons (117) par |Ine| et prenons € < € comme dans le corollaire IV.4. Alors,
pour tout € < ¢
/ u? 4+ 2(1 4 cosu.) > 16+ 6

TSe

D’autre part, comme r > @, il est clair que [ 2 = o(|Ine).
Comme J, = J{ N } @, R[ et que par l'inégalité (112), H'(J;) — 0, on a de
e—
plus :
1
H(J2) — R.

Passant a la limite inférieure lorsque ¢ tend vers 0, on obtient donc

1 1
. - .
bt o Blm) it o [ econ) > ARQ6 45,

Ceci étant vrai quel que soit §, on obtient I'inégalité souhaitée en faisant tendre

0 vers 0, ce qui conclut la preuve.
O
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