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Discipline : Mécanique
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1.1 Propriétés de filtration en milieux poreux : loi de Darcy et modèles non
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3.1 Homogénéisation de composites conducteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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3.4.2 Réseau cubique centré (CC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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4.3.2 Formulation du schéma itératif de base . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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Notations

• Notations tensorielles

a scalaire, a vecteur,
A tenseur d’ordre deux, A tenseur d’ordre quatre,
I tenseur identité d’ordre deux, I tenseur identité d’ordre quatre,
. produit contracté d’ordre un, : produit contracté d’ordre deux,
⊗ produit tensoriel,
δij symbole de Kronecker,

(A⊗B)ijkl=
1
2
(AikBjl + AilBjk)

• Notations communes à tous les chapitres

ξ vecteur d’onde,
Γ0(ξ) opérateur de Green pour les déformations,
∆0(ξ) opérateur de Green pour les contraintes,
σ tenseur des contraintes microscopiques,

• Notations propres aux chapitres 1 et 2

C tenseur de rigidité,
S tenseur de souplesse,
v champ des vitesses microscopiques,
V champ des vitesses macroscopiques,
p champ de pression microscopique,
G gradient de pression macroscopique,
J gradient de pression macroscopique adimensionné,
d taux de déformation,
K tenseur de perméabilité en régime statique,
f force de volume,
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Notations

• Notations propres aux chapitres 3 et 4

T champ de température,
e gradient de température,
E gradient de température macroscopique,
q flux de chaleur,
Q flux de chaleur macroscopique,
K tenseur de conductivité,
R tenseur de résistivité,
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Introduction générale

Les méthodes de calcul des propriétés effectives des composites et des milieux poreux
ont connus un fort développement avec l’émergence des approches par développements
asymptotiques en homogénéisation périodique. Ces approches on permis de traiter une
large gamme de problèmes : les composites élastiques et conducteurs de la chaleur, la
piézoélectricité, les écoulements en milieux poreux (perméabilité statique, dynamique,
poroélasticité) etc et dont on pourra trouver des synthèses et toutes les références dans les
ouvrages de Nemat-Nasser et Horii [69], de Milton [61], de Auriault, Boutin et Geindreau
[8, 9].
Conjointement au développement des méthodes d’homogénéisation, se sont développées
les techniques visant à estimer les propriétés macroscopiques soit par des formules ana-
lytiques, soit par des calculs numériques. Par ailleurs, le calcul des propriétés de milieux
hétérogènes incluant des informations précises sur la morphologie des microstructures né-
cessite des calculs importants et donc le développement d’outils permettant d’optimiser
les performances des moyens informatiques à disposition. Ceci est d’autant plus vrai avec
les récents développements des techniques d’imagerie (microtomographie à rayon X) qui
délivrent des images constituées d’un très grand nombre de pixels (ou voxels en 3d). Pour
traiter ce type de microtructures on peut recourir à la méthode des éléments finis (en
appliquant des techniques de reconstruction d’images) des estimations des propriétés ho-
mogénéisées (par de formules analytiques ou semi-analytiques sur les images reconstruites)
ou encore des approches numériques par la transformée de Fourier rapide (ou communé-
ment appelées méthodes FFT) que l’on appliquer directement sur des images voxelisées.

Le travail réalisé dans cette thèse propose des contributions au calcul des propriétés ho-
mogénéisées à la fois par des approches analytiques et des approches numériques par FFT.

La première partie du travail est dédiée à l’homogénéisation des écoulements en milieux
poreux et plus particulièrement à la prise en compte des non linéarités dans la loi de Darcy
et qui apparaissent à fort gradient de pression imposé (ou de manière équivalente sous
des conditions de grandes vitesses d’écoulement). La loi de Darcy [30] donne une relation
linéaire entre la vitesse d’écoulement du fluide à travers le réseau poreux et le gradient de
pression imposé. Toutefois cette relation linéaire reste valable uniquement à faible nombre
de Reynolds. A plus fort gradient de pression, des non-linéarités apparaissent et qui sont
dues au terme inertiel présent dans l’équation de Navier-Stokes. La loi de Forchheimer
[36] est la loi non linéaire la plus connue et la plus utilisée dans l’industrie, pétrolière no-
tamment. Toutefois cette loi est empirique. De nombreux efforts ont été réalisés ces vingt
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Introduction générale

dernières années afin de trouver une justification de la loi de Forchheimer ou pour for-
muler de nouvelles lois en s’appuyant sur des approches par homogénéisation périodique
[57, 95, 77, 37, 81, 28, 75, 11]. Ainsi, les effets non linéaires sont obtenus en considé-
rant les termes d’ordres supérieurs des développements en série. On obtient alors une loi
macroscopique polynomiale, tous les termes de la série étant obtenus en résolvant en cas-
cade des problèmes pour la cellule élémentaire du milieu périodique. Tous ces résultats
sont présentés au premier chapitre. Au second chapitre on met en oeuvre des méthodes
basées sur la FFT pour résoudre les problèmes en cascade et déterminer les coefficients
constitutifs du modèle macroscopique. Les résultats obtenus sont comparés avec des solu-
tions exactes du problème d’écoulement de Navier-Stokes. On analyse alors les résultats de
l’approche asymptotique dont on montre les limitations aux travers de différents exemples.

La seconde partie de ce travail de thèse porte sur la détermination des propriétés de
conductivité de milieux hétérogènes. Au chapitre trois, on propose de nouvelles estima-
tions analytiques de la conductivité thermique pour des composites périodiques renforcés
par des inclusions sphériques. Nous adoptons l’approche développée par Nemat-Nasser,
Iwakuma et Hejazi [70] développée pour les composites élastiques [21] et dont nous ex-
ploitons l’analogie conduction-élasticité. Selon cette approche, l’estimation des propriétés
effectives conduit alors à l’évaluation de séries dans l’espace des vecteurs d’onde. En
remarquant, que les éléments de la séries décroissent rapidement vers zéro, nous propo-
sons de remplacer la série par la somme des premiers termes de la série et une intégrale
pour les termes d’ordres supérieurs [85]. Nous obtenons ainsi des formules analytiques
simples pour différents arrangements de sphères : cubique simple, cubique centré, cu-
bique à faces centrées et que l’on compare avec des solutions numériques obtenues par
FFT. La méthode est ensuite appliquée pour traiter le cas de distributions aléatoires de
sphères et les résultats sont analysés et comparés avec des travaux issus de la littérature
[38, 76, 55, 15, 39, 92, 74, 54].

Au chapitre 4, on détermine les propriétés macroscopiques de diffusivité de milieux poreux
saturés par un fluide en écoulement et lui même également conducteur de la chaleur. Le
problème de conduction se présente alors sous la même forme qu’au chapitre trois mais
avec un terme supplémentaire qui prend en compte le transfert de chaleur par convection.
On détermine le tenseur de diffusivité thermique en suivant la démarche d’homogénéi-
sation établie par Bloch et Auriault [19], Allaire [3]. Les propriétés effectives sont alors
déduites en résolvant successivement deux problèmes pour la cellule élémentaire : (i) un
problème d’écoulement de fluide à travers le réseau poreux et qui fait l’objet des chapitres
1 et 2, (ii) un problème de transfert de chaleur avec un terme de convection qui fait ex-
plicitement intervenir la vitesse locale d’écoulement. Dans ce travail nous proposons des
schémas de résolution utilisant la FFT pour résoudre le problème élémentaire de transfert
de chaleur. Les méthodes numériques sont mise en oeuvre pour traiter différentes micro-
structures de milieux poreux.

Enfin, on présente les conclusions et les différentes perspectives envisagées à ce travail.
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Chapitre 1

Approche par homogénéisation des
effets non linéaires en milieux poreux

1.1 Propriétés de filtration en milieux poreux : loi de

Darcy et modèles non linéaires

L’écoulement d’un fluide Newtonien à travers un solide poreux est classiquement décrit
par la loi de Darcy (1856) :

V = −K
µ
G, (1.1)

Où V est le flux de fluide à travers une surface du milieux poreux, µ est la viscosité
dynamique, caractéristique du fluide en écoulement, G est le gradient de pression et K
est la perméabilité caractéristique du milieu poreux. La relation ci-dessus est de nature
unidimensionnelle et décrit l’écoulement dans une direction fixe de l’espace. Initialement,
la loi de Darcy a été obtenue sur des expériences unidimensionnelles dans des colonnes de
sable.
La forme tridimensionnelle de l’équation de Darcy est :

V = − 1

µ
K.G. (1.2)

Ici, V et G sont maintenant des vecteurs et K est le tenseur (d’ordre deux) de perméa-
bilité. Ce tenseur est symétrique, il dépend donc de six composantes indépendantes. Il est
admis que la loi de Darcy reste valable tant que l’écoulement de fluide est suffisamment
lent. On mesure l’importance des forces d’inertie par rapport aux forces de viscosité à
l’aide du nombre de Reynolds :

Re =
ρvch

µ
, (1.3)

où vc est la vitesse caractéristique de l’écoulement et h une dimension caractéristique de
la microstructure du milieu poreux (la taille des pores ou la taille de la période pour une

11



Chapitre 1. Approche par homogénéisation des effets non linéaires en milieux poreux

microstructure périodique). En outre, on admet que la loi de Darcy est applicable tant
que Re << 1. Lorsque le nombre de Reynolds crôıt, les non linearités apparaissent dans
l’équation de filtration. Ces effets non linéaires sont attribués aux termes d’inertie dans
l’équation de Navier-Stokes et que l’on décrit généralement avec l’équation de Forchheimer
[36] :

V + αV 2 = −K
µ
G, (1.4)

où αV 2 est un terme correctif à l’équation de Darcy qui est introduit de manière heuris-
tique. Cette loi introduit un coefficient α qu’il s’agit de caler avec des données expérimen-
tales. Forchheimer a également proposé une forme alternative en introduisant un terme
cubique :

V + αV 2 + βV 3 = −K
µ
G (1.5)

On peut généraliser cette expression en considérant un polynôme d’ordre N en V . La
loi de Forchheimer (1.4) est largement utilisée dans l’industrie pétrolière et a par ailleurs
fait l’objet de validation avec des résultats expérimentaux (voir par exemple [53, 84, 1]).
Notons toutefois que d’autres résultats expérimentaux [27, 46] suggèrent que le terme cor-
rectif serait plutôt un terme cubique en V . Il n’existe pas de véritable consensus à ce sujet
tant sur le plan expérimental que sur les approches théoriques en homogénéisation. Il est
par ailleurs probable qu’il n’existe pas de loi simple universelle pour décrire l’écoulement
en régime non linéaire.

1.2 Principes de l’approche asymptotique en milieux

poreux saturés

Les approches par homogénéisation périodique basées sur les développements asymp-
totiques (cf. Auriault et Sanchez-Palencia 1977, Sanchez Palencia 1980, Levy 1983) ont
permi de donner une justification du modèle linéaire de Darcy et de déterminer le tenseur
de perméabilité en lien avec la géométrie de la microstructure poreuse. Notons que ces
résultats sont aussi retrouvés dans le cadre des méthodes basées sur l’homogénéisation
aléatoire et des principes énergétiques (cf. Whitaker [94], Allaire [4]). Un certain nombre
de travaux, toujours dans le cadre des approches par homogénéisation asymptotique (cf.
Mei and Auriault [57], Woodie and Levy [95], Giorgi [37], Skjetne and Auriault [81], Chen
et al. [28]), ont par la suite été proposés afin de trouver une justification du modèle de
Forchheimer ou de construire des modèles de filtration plus pertinents. Cette section a
pour objet de faire la synthèse de ces travaux et d’en rappeler les principaux résultats.

Considérons un milieu poreux, périodique, saturé par un fluide visqueux newtonien ho-
mogène, de viscosité dynamique µ (cf. figure 1.1). On note par V le volume total de la
cellule, par Vf le volume occupé par le fluide et Vs le volume du solide. On note également
par S la frontière entre le fluide et le solide. L’écoulement est décrit par les équations de
Navier-Stokes en régime stationnaire.

12



1.2. Principes de l’approche asymptotique en milieux poreux saturés

h

h

Vs

Vf

Figure 1.1 – Cellule de base périodique du milieu poreux.

La vitesse du fluide v et la pression p satisfont aux relations :

µ
∂2vi

∂Xj∂Xj

− ∂p

∂Xi

= ρvj
∂vi
∂Xj

dans Vf ,

∂vi
∂Xi

= 0 dans Vf ,

vi = 0 sur S, (1.6)

où ρ est la masse volumique du fluide, vi représente les composantes du champ de vitesse
et Xi celles du vecteur position.
Le problème introduit deux échelles :
• l’échelle microscopique définie par la dimension caractéristique h de la taille des pores
ou de la taille de la période,
• l’échelle macroscopique définie par la dimension caractéristique L associée à la taille de
la structure étudiée ou la longueur sur laquelle varie la pression macroscopique.
On note aussi par ǫ le facteur d’échelle défini par :

ǫ =
h

L
, (1.7)

et qui est supposé suffisamment petit devant 1 pour que la solution soit homogénéisable.

Un des principes de base des approches asymptotiques consiste à peser l’importance ou
l’ordre de grandeur de chacun des termes puis de procéder à l’adimensionnement des équa-
tions.
Le gradient de pression, qui agit à l’échelle macroscopique, a pour ordre de grandeur pc/L
où pc est la pression caractéristique (macroscopique). D’autre part, la contribution vis-
queuse dans l’équation de Navier-Stokes varie en µvc/h

2 où vc est la vitesse caractéristique
de l’écoulement.
Le gradient de pression est contrebalancé par les forces visqueuses à l’échelle microsco-
pique, il vient donc :

O

(
µ

∂2vi
∂Xj∂Xj

)
= O

(µvc
h2

)
= O

(
∂p

∂Xi

)
= O

(pc
L

)
(1.8)
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Chapitre 1. Approche par homogénéisation des effets non linéaires en milieux poreux

D’autre part, l’ordre de grandeur du terme d’inertie est :

O

(
ρvj

∂vi
∂Xj

)
= O

(
ρv2c
h

)
, (1.9)

et que l’on compare avec les termes visqueux en introduisant le nombre de Reynolds Re

défini par :

Re =
ρvch

µ
(1.10)

On recherche la solution du problème correspondant donc à des écoulements lents, c’est
à dire à faible nombre de Reynolds, si bien que les non linéarités n’apparaissent pas à
l’échelle macroscopique ou tout du moins pas au premier ordre. Sans vouloir précéder
la suite de l’exposé, il convient de noter que les effets non linéaires sont introduits en
considérant les termes aux ordres supérieurs du développement asymptotique.
En reprenant les hypothèses introduites par Auriault et Sanchez-Palencia [7], Sanchez
Palencia [79], Levy [52], on admet donc que le nombre de Reynolds a pour ordre de
grandeur :

Re = O (ǫ) (1.11)

Ainsi dans la première équation dans (1.6), le terme d’inertie est négligeable et la solution
au premier ordre est donc associée à l’équation de Darcy. Notons par ailleurs que l’on
retrouve la relation de Darcy à partir de l’analyse des ordres de grandeurs effectuées ci-
dessus. En effet, à partir des relations (1.8) et (1.11), on en déduit qu’il existe une grandeur
sans dimension, notée K, dont l’ordre de grandeur est O(1) et telle que :

µvc
h2

= −Kpc
L
, (1.12)

qui est l’équation de Darcy écrite sous forme adimensionnée.

L’ordre de grandeur de chacun des termes étant maintenant déterminé, on peut procéder
maintenant au changement de variable suivant :

vi =
µ

ρL
v∗i , p =

µ2

ρh2
p∗, Xi = Lxi, (1.13)

où v∗, p∗ et x sont des grandeurs sans dimension. En introduisant ces expressions dans
(1.6), il vient alors :

ǫ2
∂2v∗i
∂xj∂xj

− ∂p∗

∂xi
= ǫ2v∗j

∂v∗i
∂xj

dans Vf ,

∂v∗i
∂xi

= 0 dans Vf ,

v∗i = 0 sur S, (1.14)
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1.3. Problème de Darcy

ce qui permet d’écrire les équations du problème et sa solution indépendamment du choix
des coefficients µ et ρ et donc de la nature du fluide saturant le milieu poreux. Le pro-
blème étant défini par deux longueurs caractéristiques, on introduit les variables d’espace
adimensionnées, xi et yi, telles que :

xi =
Xi

L
, yi =

Xi

h
(1.15)

Les champs solutions du problème d’écoulement (v∗i et p∗) dépendent des deux variables
d’espace xi et yi. Il vient alors pour toute fonction f(Xi) :

∂f

∂Xi

(Xi) =
∂f

∂Xi

(xi, yi) =
1

L

[
∂f

∂xi
(xi, yi) +

1

ǫ

∂f

∂yi
(xi, yi)

]
(1.16)

En utilisant la propriété (1.16) dans le système d’équations (1.14), on obtient :

ǫ2
∂2v∗i
∂xj∂xj

+ 2ǫ
∂2v∗i
∂xj∂yj

+
∂2v∗i
∂yj∂yj

− ∂p∗

∂xi
− 1

ǫ

∂p∗

∂yi
= ǫ2v∗j

∂v∗i
∂xj

+ ǫv∗j
∂v∗i
∂yj

dans Vf ,

∂v∗i
∂xi

+
1

ǫ

∂v∗i
∂yi

= 0 dans Vf ,

v∗i = 0 dans S (1.17)

La séparation d’échelle est alors introduite en développant la solution sous la forme d’une
série en puissance de ǫ :

v∗(x,y) = v(0)(x,y) + ǫv(1)(x,y) + ǫ2v(2)(x,y) + ..., (1.18)

p∗(x,y) = p(0)(x,y) + ǫp(1)(x,y) + ǫ2p(2)(x,y) + ... (1.19)

Finalement, en introduisant les expressions (1.18) dans le système d’équations (1.17) puis
en collectant tous les termes de même puissance en ǫ, on obtient alors une hiérarchie
de problèmes à résoudre pour les champs de vitesse v(0), v(1), v(2), ... et les champs de
pression p(0), p(1), p(2), .... Dans les sections suivantes, on rappelle les equations de ces
problèmes élémentaires et leurs solutions.

1.3 Problème de Darcy

1.3.1 Solution du problème à l’ordre o(ǫ−1)

Le problème au premier ordre est obtenu en collectant dans la première relation dans
(1.17) les terme en ǫ−1 :

∂p(0)

∂yi
= 0 (1.20)

Ceci suggère que la pression p(0) dépend uniquement de la coordonnée x :

p(0)(x,y) = P (0)(x) (1.21)

et qui est donc constante à l’échelle macroscopique.
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Chapitre 1. Approche par homogénéisation des effets non linéaires en milieux poreux

1.3.2 Solution du problème à l’ordre o(ǫ0)

Le problème à l’ordre ǫ0 s’écrit :

∂2v
(0)
i

∂yj∂yj
− ∂p(1)

∂yi
− Ji = 0 dans Vf ,

∂v
(0)
i

∂yi
= 0 dans Vf ,

v
(0)
i = 0 sur S, (1.22)

où v
(0)
i et p(1) sont périodiques en y et Ji est défini par :

Ji(x) =
∂P (0)

∂xi
(x) (1.23)

Ici, Ji(x) est une fonction de la variable d’espace x et représente le gradient de pression
macroscopique sous sa forme adimensionnée.
Le système d’équations aux dérivées partielles (EDP), définit par (1.22), est linéaire pour

ses inconnues v
(0)
i et p(1). Le paramètre de chargement est le gradient de pression Ji, on

en déduit que la solution est de la forme :

v
(0)
i (x,y) = −k0ij(y)Jj(x), p(1)(x,y) = P (1)(x) + h1i (y)Ji(x), (1.24)

où k0ij(y) et h
1
i (y) sont les composantes des tenseurs de localisation. La moyenne du champ

de vitesse sur la cellule s’écrit :

V 0
i (x) =< v0i (x,y) >V= −K0

ijJj(x), K0
ij =< k0ij(y) >V , (1.25)

qui est l’équation de Darcy. Dans (1.24), P (1)(x) est la moyenne de p(1)(x,y) sur la cellule
élémentaire :

P (1)(x) =< p(1)(x,y) >V , (1.26)

et donc hi(y) est choisi tel que :

< h1i (y) >V= 0 (1.27)

La pression p(1) étant définie à une pression macroscopique de référence près, on pose
donc dans la suite P (1)(x) = 0. Il convient de noter que ce choix n’affecte pas les résultats
présentés dans la suite de ce chapitre.

1.3.3 Forme faible du problème de Darcy

La formulation variationnelle du problème aux limites (1.22) est obtenue en introdui-
sant W, l’ensemble des champs de vecteurs périodiques, à divergence nulle dans Vf et nuls
à l’interface S. On définit aussi la forme bilinéaire a(u,v) par :

a(u,v) =

∫

Vf

∂ui
∂yj

∂vi
∂yj

dy, (1.28)
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1.4. Problèmes aux ordres supérieurs

et qui est commutatif :
a(u,v) = a(v,u) (1.29)

En multipliant la première équation dans (1.22) par u et en intégrant sur le volume de la
cellule, V , il vient :

∫

Vf

∂2v
(0)
i

∂xj∂xj
uidy −

∫

Vf

∂p(1)

∂yi
uidy− < u >Vf

.J = 0 (1.30)

En utilisant une intégration par partie, on a ensuite :
∫

Vf

∂2v
(0)
i

∂xj∂xj
uidy =

∫

∂Vf

∂v
(0)
i

∂xj
uinjdy − a(u,v), (1.31)

où ∂Vf se compose du bord de la cellule élémentaire traversée par le fluide et de l’interface
fluide-solide. En utilisant les conditions de périodicité et les conditions de bord nul à
l’interface, on en déduit que l’intégrale sur ∂Vf est nulle. Il reste alors :

∫

Vf

∂2v
(0)
i

∂xj∂xj
uidy = −a(u,v) (1.32)

En utilisant une intégration par partie pour la seconde intégrale dans (1.30), il vient :
∫

Vf

∂p(1)

∂yi
uidy =

∫

∂Vf

p(1)uinidy +

∫

∂Vf

p(1)
∂ui
∂yi

dy. (1.33)

Le champ u étant à divergence nulle, la seconde intégrale à droite de l’égalité est nulle. La
première intégrale à droite de l’égalité est également nulle en considérant les conditions
de périodicité de p(1) et u. On a donc :

∫

Vf

∂p(1)

∂yi
uidy = 0 (1.34)

En utilisant les résultats (1.32) et (1.34) dans (1.30), il vient :

∀u ∈ W, a(u,v0) = − < u >Vf
.J (1.35)

qui est la forme faible du problème aux limites définis par (1.22).

1.4 Problèmes aux ordres supérieurs

On se propose maintenant d’examiner les termes d’ordres supérieurs du développement
asymptotique. Deux types de termes, associés à des phénomènes physiques différents, sont
à considérer : (i) des termes en puissance de J qui introduisent explicitement les effets non
linéaires d’origine inertiel, (ii) des termes introduisant les dérivées d’ordres supérieurs du
gradient de pression. Ces derniers ont une influence sur la loi de filtration macroscopique
lorsque la taille de la cellule élémentaire n’est plus véritablement négligeable devant la
taille de la structure étudiée. L’effet de ses dérivées d’ordres supérieurs du gradient de
pression a déjà été étudiées par Auriault [6] et produisent des effets microstructuraux
comparables à ceux étudiés par Boutin [22] pour les composites élastiques. Dans ce tra-
vail nous n’abordons pas ces effets pour nous concentrer uniquement sur les termes non
linéaires d’origine inertiel.

17



Chapitre 1. Approche par homogénéisation des effets non linéaires en milieux poreux

1.4.1 Problème à l’ordre o(ǫ1)

En collectant tous les termes en o(ǫ1) dans (1.17), on obtient le système d’équation :

2
∂2v

(0)
i

∂xj∂yj
+

∂2v
(1)
i

∂yj∂yj
− ∂p(2)

∂yi
− ∂p(1)

∂xi
= v

(0)
j

∂v
(0)
i

∂yj
dans Vf ,

∂v
(0)
i

∂xi
+
∂v

(1)
i

∂yi
= 0 dans Vf ,

v
(1)
i = 0 sur S (1.36)

dans lequel les inconnues sont les champs v
(1)
i et p(2). En remplaçant v

(0)
i par (1.24), il

vient :

∂2v
(1)
i

∂yj∂yj
− ∂p(2)

∂yi
= 2

∂k0ik
∂yj

Jjk + k0jk
∂k0il
∂yj

JkJl dans Vf ,

∂v
(1)
i

∂yi
= k0ijJij dans Vf ,

v
(1)
i = 0 sur S, (1.37)

avec :

Jij(x) =
∂Ji
∂xj

(x) =
∂P (0)

∂xi∂xj
(x) (1.38)

On note par ailleurs que Jij est invariant par permutation des indices i et j. Le système
d’EDP défini dans (1.36) contient deux types de termes source :
• un terme quadratique en Ji,
• des termes linéaires en Jij.
La solution de ce problème est donc de la forme :

v
(1)
i (x,y) = −k1ijk(y)Jj(x)Jk(x)− w1

ijk(y)Jjk(x), (1.39)

p(2)(x,y) = h2ij(y)Ji(x)Jj(x) + z1ij(y)Jij(x), (1.40)

Le terme linéaire en Jij introduit, dans la solution en vitesse, une dépendance avec le
double gradient de pression macroscopique. Cette correction à la solution de Darcy n’est
pas associée aux effets non linéaires recherchés. Ce sont des termes qui introduisent des
effets microstructuraux plus largement étudiés dans les composites [23] et qui induisent un
comportement élastique macroscopique qui dépend du gradient de la déformation. Dans
les milieux poreux, les effets de microstructure se traduisent donc par une dépendance
de la loi de filtration avec le double gradient de pression. Ces effets apparaissent lorsque
le gradient de pression varie de manière importante au sein d’une période. Comme déjà
évoqué en préambule de cette section, nous n’abordons pas les effets de microstructure
dans ce travail et nous admettons qu’ils sont négligeables au regard des effets non linéaires
étudiés.
En éliminant les termes proportionnels en Jij, il reste alors :

v
(1)
i (x,y) = −k1ijk(y)Jj(x)Jk(x), (1.41)

p(2)(x,y) = h2ij(y)Ji(x)Jj(x), (1.42)
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1.4. Problèmes aux ordres supérieurs

avec, comme pour la solution au premier ordre :

< h2ij(y) >V= 0. (1.43)

En débarrassant le système (1.36) des termes à l’origine du double gradient de pression,
il reste :

∂2v
(1)
i

∂yj∂yj
− ∂p(2)

∂yi
= v

(0)
j

∂v
(0)
i

∂yj
dans Vf ,

∂v
(1)
i

∂yi
= 0 dans Vf ,

v
(1)
i = 0 sur S (1.44)

La solution de ce problème est donnée par (1.41) et (1.42). On peut noter qu’il s’agit des
équations de Stokes avec un terme source qui dépend du champ de vitesse obtenu à l’ordre
précédent.

1.4.2 Problème à l’ordre o(ǫ2)

En collectant maintenant tous les termes en o(ǫ2) dans (1.17), on obtient :

∂2v
(0)
i

∂xj∂xj
+ 2

∂2v
(1)
i

∂xj∂yj
+

∂2v
(2)
i

∂yj∂yj
− ∂p(3)

∂yi
− ∂p(2)

∂xi
= (1.45)

v
(0)
j

∂v
(0)
i

∂xj
+ v

(0)
j

∂v
(1)
i

∂yj
+ v

(1)
j

∂v
(0)
i

∂yj
dans Vf ,

∂v
(1)
i

∂xi
+
∂v

(2)
i

∂yi
= 0 dans Vf ,

v
(2)
i = 0 sur S, (1.46)

système dans lequel les inconnues sont les champs v(2) et p(3). Les champs v(0), v(1) et
p(2), calculés aux ordres précédents, sont donnés par les relations (1.24), (1.41) et (1.42).
En éliminant tous les termes qui introduisent les effets du double gradient de pression, il
reste :

∂2v
(2)
i

∂yj∂yj
− ∂p(3)

∂yi
= v

(0)
j

∂v
(1)
i

∂yj
+ v

(1)
j

∂v
(0)
i

∂yj
dans Vf ,

∂v
(2)
i

∂yi
= 0 dans Vf ,

v
(2)
i = 0 sur S (1.47)

En remplaçant v(0), v(1) par les expressions données dans (1.24), (1.41) et (1.42), on
obtient pour le second membre dans (1.47) :

v
(0)
j

∂v
(1)
i

∂yj
+ v

(1)
j

∂v
(0)
i

∂yj
=

[
k0jk

∂k1ipq
∂yj

+ k1jpq
∂k1ik
∂yj

]
JkJpJq, (1.48)
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Chapitre 1. Approche par homogénéisation des effets non linéaires en milieux poreux

qui est un terme cubique en Ji. La solution du problème à l’ordre o(ǫ2) s’écrit donc :

v
(2)
i (x,y) = −k2ijkl(y)Ji(x)Jk(x)Jl(x) (1.49)

p(3)(x,y) = h3ijk(y)Ji(x)Jj(x)Jk(x) (1.50)

avec :

< h3ijk(y) >V= 0 (1.51)

1.4.3 Solution générale des problèmes aux ordres o(ǫn) avec n ≥ 1

Les problèmes aux ordres suivants, débarrassés de tous les termes qui induisent une dé-
pendance avec le double, triple, etc, gradient de pression, s’écrivent sous la forme générale
suivante :

∂2v
(n)
i

∂yj∂yj
− ∂p(n+1)

∂yi
=

k=n−1∑

k=0

v
(k)
j

∂v
(n−k−1)
i

∂yj
dans Vf ,

∂v
(n)
i

∂yi
= 0 dans Vf ,

v
(n)
i = 0 dans S, (1.52)

qui est obtenu en collectant tous les termes en ǫn dans (1.17) puis en éliminant les termes
introduisant une dépendance avec le double gradient et les gradients d’ordre supérieur de
la pression macroscopique. La solution de ce problème s’écrit :

v
(n)
i (x,y) = −knijk...l(y)Jj(x)Jk(x)...Jl(x) (1.53)

p(n+1)(x,y) = hn+1
ij...kJi(x)Jj(x)...Jk(x) (1.54)

qui sont des fonctions de degré n+ 1 avec le gradient de pression Ji.

1.4.4 Forme faible des problèmes d’ordre supérieur

Tous les problèmes d’ordre supérieur peuvent être écrits sous la forme générale don-
née par (1.52). Ces problèmes sont décrits par les équations de Stokes avec un second
membre qui dépend des solutions obtenues aux ordres précédents. On peut donc suivre
une démarche similaire à celle présentée en section 1.3.3 pour obtenir la forme faible de
ces problèmes aux limites. Ainsi, en multipliant la première relation dans (1.52) par un
champ u à divergent nul et qui prends la valeur 0 sur le bord S, puis en intégrant sur le
domaine Vf du fluide, il vient alors :

∀u ∈ W, a(v(n),u) = −
∫

Vf

ui

k=n−1∑

k=0

v
(k)
j

∂v
(n−k−1)
i

∂yj
dy (1.55)

On introduit alors la forme trilinéaire b définie par :

b(u,v,w) =

∫

Vf

ui
∂vj
∂yi

wjdy (1.56)

20



1.4. Problèmes aux ordres supérieurs

pour tous vecteurs u, v et w appartenant à W et qui permet de réécrire le problème
(1.55) sous la forme :

∀u ∈ W, a(v(n),u)W = −
k=n−1∑

k=0

b(v(k),v(n−k−1),u) (1.57)

Notons que la forme trilinéaire b possède la propriété suivante :

b(u,v,w) = −b(u,w,v) (1.58)

Pour obtenir cette égalité, partons de la relation suivante :

ui
∂vj
∂yi

wj =
∂uivjwj

∂yi
− vj

∂uiwj

∂yi
(1.59)

D’autre part, le vecteur u étant à divergent nul, on a aussi :

ui
∂vj
∂yi

wj =
∂uivjwj

∂yi
− uivj

∂wj

∂yi
(1.60)

En intégrant ensuite sur le volume Vf et en utilisant le théorème de la divergence, il vient :
∫

Vf

ui
∂vj
∂yi

wjdy =

∫

∂Vf∪S

uivjwjnidy −
∫

Vf

uivj
∂wi

∂yi
dy (1.61)

où ∂Vf est la portion du bord de la cellule qui est traversée par le fluide. La quantité
uivjwj est périodique et ni prend des valeurs opposées sur le bord de la cellule. On en
déduit donc que l’intégrale sur le bord ∂Vf est nulle. D’autre part, la quantité uivjwj est
nulle sur S. Il reste donc :

∫

Vf

ui
∂vj
∂yi

wjdy = −
∫

Vf

uivj
∂wj

∂yi
dy (1.62)

ce qui prouve la propriété (1.58).

1.4.5 Solution à l’ordre n = +∞ et problème non linéaire équi-
valent

La solution totale du problème est obtenue en sommant les solutions obtenues à tous
les ordres, ce qui donne :

v∗i =
n=+∞∑

n=0

ǫnv
(n)
i (x,y) = −

n=+∞∑

n=0

ǫnknijk...l(y)Jj(x)Jk(x)...Jl(x), (1.63)

p∗ =
n=+∞∑

n=0

ǫnp
(n)
i (x,y) = −

n=+∞∑

n=0

ǫnhnijk...l(y)Ji(x)Jk(x)...Jl(x) (1.64)

A quel problème non linéaire le champ v∗i et le champ de pression p∗, donnés ci-dessus, sont-
ils solutions ? v∗i et p

∗ ne sont pas solution du problème initial (1.17) puisqu’à chaque étape
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Chapitre 1. Approche par homogénéisation des effets non linéaires en milieux poreux

de calcul nous avons supprimé tous les termes introduisant les effets de microstructure.
Pour obtenir les équation dont v∗i et p∗ sont solutions, il suffit de combiner les équations
des problèmes élémentaires (1.22), (1.44), (1.47) et (1.53) pour n = 3, 4, ...+∞. On obtient
ainsi :

∂2v∗i
∂yj∂yj

− ∂p∗

∂yi
− Ji = v∗j

∂v∗i
∂yj

dans Vf ,

∂v∗i
∂yi

= 0 dans Vf ,

v∗i = 0 dans S, (1.65)

qui est un problème d’écoulement de Navier-Stokes induit par le gradient de pression
Ji. Les solutions pour v∗ et p∗ sont donc des fonctions non linéaires de la variable J .
Le problème de Navier-Stokes étant non linéaire, on préfère la résolution numérique des
problèmes élémentaires qui sont linéaires. La solution, obtenue en série, et tronquée à un
ordre n, pourra ensuite être comparée à la solution complète (en résolvant numériquement
le système (1.65)) pour en évaluer la précision.

1.5 Solution homogénéisée

1.5.1 Loi macroscopique de filtration

On se propose maintenant de formuler la loi de filtration macroscopique par homo-
généisation de la solution microscopique. Le champ de pression et le champ de vitesse
macroscopique (adimensionnés) sont donnés par les relations de moyenne usuelles :

P ∗(x) =< p∗(x,y) >V , V ∗
i (x) =< v∗i (x,y) >V (1.66)

Considérons d’abord la pression, la solution p∗(x,y) est donnée par la série (1.18) dans
laquelle les termes p(0), p(1), p(2) sont donnés par les relations (1.22), (1.24), (1.41) et (1.63)
à l’ordre n quelconque. En rappelant que :

< hnij...k(y) >V= 0 (1.67)

Pour toute valeur de n, on en déduit que :

P ∗(x) = P (0)(x) (1.68)

Ainsi P (0)(x) est la pression macroscopique adimensionnée et donc Ji, défini par la relation
(1.23), est le gradient de pression macroscopique adimensionné.
On obtient ensuite pour la moyenne du champ de vitesse :

V ∗
i = −

[
K0

ijJj + ǫK1
ijkJjJk + ǫ2K2

ijkpJjJkJp + ǫ3K3
ijkpqJjJkJpJq + ...

]
, (1.69)

où l’on a posé :
Kn

ij...k =< knij...k(y) >V (1.70)
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1.5. Solution homogénéisée

Le premier terme dans la relation (1.69) est la loi de Darcy, les termes d’ordres supérieurs
apparaissent comme des corrections à l’approximation linéaire.
Dans (1.69), Kn

ij...k sont les composantes des tenseurs de perméabilité sans dimension.
Nous discuterons plus tard des symétrie indicielles que possèdent ces tenseurs. L’inversion
de la loi de filtration est également une série infinie qui s’écrit :

Ji = −
[
H0

ijV
∗
j + ǫH1

ijkV
∗
j V

∗
k + ǫ2H2

ijkpV
∗
j V

∗
k V

∗
p + ǫ3H3

ijkpqV
∗
j V

∗
k V

∗
p V

∗
q + ...

]
(1.71)

Relation dans laquelle H0
ij, H1

ijk, H2
ijkp, H3

ijkpq, sont les composantes des tenseurs de ré-
sistivité hydraulique adimensionnés. Ils sont obtenus en remplaçant, dans (1.69), Ji par
(1.71) puis en collectant tous les termes ayant la même puissance en Vi. Ceci conduit alors
à un ensemble d’équations linéaires pour lesquels H0

ij, H1
ijk, H2

ijkp, ... sont les inconnues :

K0
ipH0

pj = δij,

K0
ipH1

pjk +K1
ipqH0

pjH0
qk = 0,

...

(1.72)

et qui sont résolus successivement pour obtenir les tenseurs de résistivité hydrauliques.
Exprimons maintenant la loi de filtration en redimensionnant les grandeurs. On pose ainsi :

Vi =
µ

ρL
V ∗
i , Gi =

µ2

ρh2L
Ji (1.73)

Il vient alors pour (1.69) :

Vi = −h
2

µ

[
K0

ijGj +
ρh3

µ2
K1

ijkGjGk +

(
ρh3

µ2

)2

K2
ijkpGjGkGp

+

(
ρh3

µ2

)3

K3
ijkpqGjGkGpGq + ...

] (1.74)

La relation (1.74) fait intervenir les caractéristiques du fluide (µ et ρ) et la taille de la
cellule élémentaire (h). Pour les applications numériques présentées au second chapitre, il
est préférable d’utiliser une expression qui est indépendante des caractéristiques des fluide
et de la taille de la cellule élémemtaire.
La relation (1.69) est indépendante de µ et ρ mais fait toujours intervenir la taille de la
cellule élémentaire par le rapport d’échelle ǫ.
On peut éliminer le rapport d’échelle en utilisant un nouveau changement de variable. On
pose ainsi dans (1.74) :

V i =
ρh

µ
Vi, Gi =

ρh3

µ2
Gi (1.75)

L’équation (1.74) devient alors :

V i = −
[
K0

ijGj +K1
ijkGjGk +K2

ijkpGjGkGp +K3
ijkpqGjGkGpGq + ...

]
(1.76)
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Donnons une interprétation physique aux grandeurs introduites.
D’abord, on note :

Re =
ρvch

µ
, (1.77)

le nombre de Reynolds de pores.
vc est la vitesse caractéristique que l’on définit par :

vc = ‖〈v〉V ‖ = ‖〈V 〉‖ (1.78)

A partir de (1.75), on observe que :

Re =
∥∥V
∥∥ (1.79)

On observe que la valeur de nombre de Reynolds de pores est du même ordre de grandeur
que la vitesse macroscopique adimensinnée V .

1.5.2 Propriétés des tenseurs de perméabilité

Notons d’abord que dans les relations (1.53) ou (1.74), on peut intervertir les compo-
santes Ji, Jj,..., Jk sans modifier le résultat. Les tenseurs de perméabilité Kn

ij..k sont donc
invariants par toute permutation des indices j...k. Ainsi K1

ijk est défini par 3 × 6 = 18
composantes indépendantes, K2

ijkl par 3×10 = 30 composantes indépendantes dans le cas
où le matériau ne présente aucune symétrie. On peut réduire significativement le nombre
de composantes en considérant les diverses symétries matérielles (orthotropie, isotropie
transverse etc.). En particulier, pour un matériau isotrope, toutes les composantes des
tenseurs de perméabilité d’ordre impaire, K1, K3, etc. sont nulles. D’autres relations per-
mettent de réduire le nombre total de coefficients à calculer, ces relations sont obtenues
en considérant la propriété (1.58) de la forme trilinéaire b. Ces relations sont exprimées
ci-dessous indépendamment du choix des symétries matérielles du milieu poreux.

On note d’abord v0(J) la solution du problème au premier ordre obtenue en imposant le
gradient de pression J et telle que :

∀u a(v0(J),u) = − < u >Vf
.J (1.80)

En particulier, on a :

a(v0(ej),v
0(ei))W = K0

ij (1.81)

On pose ensuite v1(J ,J ′) la solution du problème :

a(v1(J ,J ′),u) = −b(v0(J),v0(J ′),u) (1.82)

En posant J = ek et u = v1(ei, ej) dans (1.80), on a :

a(v0(ek),v
1(ei, ej)) = − < v1(ei, ej) >Vf

.ek = K1
kij (1.83)
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1.5. Solution homogénéisée

En posant ensuite J = ei, J
′ = ej et u = v0(ek) dans (1.82), on a :

a(v1(ei, ej),v
0(ek)) = −b(v0(ei),v

0(ej),v
0(ek)) (1.84)

La forme bilinéaire a étant symétrique, il apparâıt donc que :

K1
kij = −b(v0(ei),v

0(ej),v
0(ek)) (1.85)

Enfin, en utilisant la propriété (1.58), il vient :

K1
kij = −K1

jik (1.86)

Le tenseur K1
ijk étant invariant par toute permutation de j et k, on peut écrire successi-

vement :

K1
ijk = K1

ikj,

K1
jik = K1

jki,

K1
kij = K1

kji

(1.87)

On peut également écrire à partir de (1.86) :

K1
ijk = −K1

kji,

K1
ikj = −K1

jki,

K1
kij = −K1

jik

(1.88)

A partir de (1.87) et (1.88), on obtient successivement :

K1
ijk = K1

ikj = −K1
jki = −K1

jik = K1
kij = K1

kji = −K1
ijk (1.89)

De l’égalité K1
ijk = −K1

ijk on déduit que K1
ijk = 0. Notons bien que ce résultat est obtenu

indépendamment des propriétés de symétrie du matériau. Ce résultat est donc valable
pour les matériaux isotropes et anisotropes. Le terme en ǫ dans l’équation de filtration
macroscopique est donc nul.
Examinons maintenant le terme correctif suivant qui est cubique par rapport au gradient
de pression J . On note :

∀u ∈ W : a(v2(J ,J ′,J ′′),u) = −b(v0(J),v1(J ′,J ′′),u)− b(v1(J ′,J ′′),v0(J),u)(1.90)

En particulier pour J = ei, J
′ = ej, J

′′ = ek et u = v0(el), on a :

a(v2(ei, ej , ek),v
0(el)) = −b(v0(ei),v

1(ej, ek),v
0(el))− b(v1(ej, ek),v

0(ei),v
0(el))(1.91)

En posant ensuite J = el et u = v2(ei, ej , ek) dans (1.80) il vient :

a(v0(el),v
2(ei, ej , ek)) = K2

lijk (1.92)

La symétrie de la forme bilinéaire a donne :

−b(v0(ei),v
1(ej, ek),v

0(el))− b(v1(ej, ek),v
0(ei),v

0(el)) = K2
lijk (1.93)
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Le deuxième terme de l’équation du dessus est nul compte tenu de la propriété (1.58). Il
résulte donc que :

K2
lijk = −b(v0(ei),v

1(ej, ek),v
0(el))

= +b(v0(ei),v
0(el),v

1(ej, ek))

= −a(v1(ei, el),v
1(ej, ek))

(1.94)

qui est une quantité strictement positive si v1 6= 0. Le premier terme correctif à l’équation
de Darcy est donc un terme cubique faisant intervenir la perméabilité K2

ijkl.

1.6 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté les approches par homogénéisation pé-
riodique pour la modélisation des écoulements de fluides en milieux microporeux saturés.
L’écoulement est décrit par les équations de Navier-Stokes pour un fluide visqueux in-
compressible en régime stationnaire. Classiquement, aux faibles nombres de Reynolds, les
approches asymptotiques permettent de retrouver le modèle linéaire de Darcy. La per-
méabilité Darcéenne est alors obtenue en résolvant un problème de Stokes sur la cellule
irréductible. En considérant les termes d’ordre supérieur du développement asymptotique,
la loi de filtration macroscopique est de nature polynomiale et contient en outre le modèle
non linéaire de Forchheimer. Les résultats théoriques présentés dans ce chapitre montrent
que :

• Les coefficients de la loi de Darcy généralisée sont obtenus en résolvant en cascade
des problème linéaires de Stokes avec des termes sources qui dépendent des champs
de vitesse calculés aux ordres précédents.

• La loi de filtration polynomiale est valable uniquement dans le domaine des petits
nombres de Reynolds.

• La solution totale, obtenue en sommant tous les termes du développement asymp-
totique, peut être obtenue en résolvant les équations de Navier-Stokes sur la cellule
irréductible sous des conditions de gradient de pression imposées et les conditions
classiques de périodicité sur le bord de la cellule.

• La première correction à la relation linéaire de Darcy est un terme cubique et non
quadratique comme proposé dans le modèle de Forchheimer. La perméabilité issue du
terme quadratique est toujours nulle, y compris pour un matériau poreux anisotrope.

En quelle mesure la loi polynomiale permet-elle de reproduire véritablement les effets
non linéaires d’origine inertiel. C’est à cette question que l’on souhaite répondre dans le
prochain chapitre en implémentant numériquement les problèmes de Stokes en cascade et
la solution complète de l’équation de Navier-Stokes puis en comparant ces résultats.
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Chapitre 2

Etude numérique des effets non
linéaires

Dans ce chapitre, on propose de résoudre en cascade les problèmes d’homogénéisation à
partir d’un schéma de résolution utilisant la transformée de Fourier rapide (communément
appelées méthodes FFT). Ces méthodes de résolution on été introduites par Moulinec et
Suquet, d’abord pour traiter les composites élastiques [67] puis les composites non linéaires
[66]. Elles ont été plus récemment adaptées pour résoudre le problème d’écoulement de
fluide régi par les équations de Stokes et sous des conditions de gradient de pression imposé
[64] (problème d’ordre 0 dans la résolution en cascade du problème non linéaire [72]). Dans
ce chapitre, on étend cet algorithme pour résoudre les problèmes d’homogénéisation à tous
les ordres. Les solutions aux ordres supérieurs sont analysées dans le cas particulier d’un
écoulement autour d’une réseau périodique de cylindres. Les résultats sont comparés avec
une solution exacte du problème d’écoulement régi par les équations de Navier-Stokes et
qui est obtenue par la méthode des éléments finis.
Dans ce chapitre, les calculs numériques et les équations sont établis en posant :

µ = ρ = h = 1 (2.1)

Ce qui conduit notamment, pour les variables adimensionnées du chapitre 1, à V = V =
V ∗ et G = G = G∗.
Dans ce cas, la loi de filtration macroscopique s’écrit :

V = −
[
K0

ijGj +K1
ijkGjGk +K2

ijkpGjGkGp +K3
ijkpqGjGkGpGq + ...

]
(2.2)

les résultats peuvent alors être supprimés pour un fluide de caractéristiques µ et ρ et un
microstructure de dimension h en effectuant le changement suivant :

V −→ ρh

µ
V,

G −→ ρh3

µ2
G (2.3)
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2.1 Equations intégrales des problèmes aux limites

Rappelons rapidement la forme générale des problèmes aux limites à résoudre sur la
cellule élémentaire du milieu périodique :

∆v −∇p− f = 0 dans Vf ,

div v = 0 dans Vf ,

v = 0 sur S, (2.4)

avec les conditions de périodicité pour les champs v et p sur les faces opposées de la cellule
élémentaire. Le terme source f est donné par f = G pour le problème à l’ordre 0 et vaut

f =
k=n−1∑

k=0

∇∗vn−k−1.vk (2.5)

pour les problèmes aux ordres supérieurs.
Dans un premier temps, nous allons réécrire le système (2.4) sous une forme plus adaptée
pour la mise en oeuvre des techniques de résolution basées sur la FFT. Pour cela, on
définit par S, le pseudo-tenseur de souplesse, qui s’écrit :

S =
1

2µ(x)
K avec : µ(x) =

{
1 dans Vf
h dans Vs

(2.6)

où le tenseur K est le projecteur qui a tout tenseur d’ordre deux σ associe σ = K :
σ, la partie déviatorique de σ. Dans l’expression de µ(x), on a introduit une viscosité
dynamique fictive h dans la partie solide. Le coefficient h est choisi très grand de manière
à retrouver la condition v = 0 dans la partie solide. Classiquement, lorsque l’on résoud le
problème de Stokes par la méthode des éléments finis, seule la partie fluide est discrétisée
et la condition d’adhérence v = 0 à l’interface fluide-solide apparâıt comme une condition
aux limites (que l’on écrit à l’aide de multiplicateurs de Lagrange ou avec un terme de
pénalisation).
La méthode basée sur la FFT repose sur une discrétisation du problème sur une grille
régulière. Les points de la grille appartenant à la phase solide ou fluide, on remplace la
partie solide par un fluide de grande viscosité. Le coefficient h apparâıt donc dans la
méthode comme un terme de pénalisation pour retrouver la condition v = 0 dans Vs.
Avec ces notations, le problème de Stokes (2.4) peut se réécrire sous la forme :





d = 1
2
(∇v +∇tv) dans V,

d = S : σ dans V,
div(σ) + f = 0 dans V,
σ.n antipériodique,
v périodique

(2.7)

Dans ces relations, le champ de vitesse v, le taux de déformation d et la contrainte σ sont
prolongés par continuité dans le volume Vs. La condition v = 0 dans Vs est retrouvée en
faisant tendre h vers l’infini dans l’expression de S. Dans le système d’équations (2.7), le
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terme source f est également prolongé dans Vs. Dans la phase solide, l’expression de f

est déterminée par l’équilibre de la cellule :
∫

∂V

σ.ndS +

∫

V

fdV = 0 (2.8)

Le champ de contrainte étant périodique, et donc σ.n antipériodique, la première intégrale
est nulle. Il reste alors (en divisant l’équation ci-dessus par le volume de la cellule) :

< f >V= 0 (2.9)

Rappelons que pour le problème au premier ordre, f est égal au gradient de pression
macroscopique G dans la phase fluide. Afin de se conformer à la condition ci-dessus, un
terme constant est introduit dans la phase solide qui est défini par :

f = −cf
cs
G, (2.10)

où cf et cs sont les fractions volumiques de la phase fluide et de la phase solide. Le terme
f donné ci-dessus représente physiquement la force de trâınée due à l’écoulement autour
du solide poreux. Il résulte que f peut s’écrire

f =

[
If (x)−

cf
cs
Is(x)

]
G, (2.11)

où If (x) et Is(x) sont les fonctions caractéristiques des phases telles que :

If (x) =

{
0 dans Vs
1 dans Vf

Is(x) = 1− If (x) (2.12)

Considérons le problème à l’ordre deux. La condition (2.9) devient :

cs < f >Vs
+cf < ∇v0.v0 >Vf

= 0 (2.13)

En utilisant le théorème de la divergence, la seconde intégrale dans la relation ci-dessus
peut être partitionnée en une première intégrale sur les côtés de la cellule et une seconde
intégrale sur l’interface fluide-solide :

∫

V

v0i,jv
0
jdx =

∫

∂Vf

v0i v
0
jnjdx+

∫

S

v0i v
0
jnjdx, (2.14)

où l’on rappelle que ∂Vf est la portion du bord de la cellule traversée par le fluide et
S est l’interface entre le solide et le fluide. L’intégrale sur ∂Vf est nulle puisque v0 est
périodique (le terme v0jnj est alors antipériodique) d’autre part la seconde intégrale est
aussi nulle puisque le champ v0 prends la valeur 0 sur l’interface S. Il s’ensuit que, pour
le problème à l’ordre deux, la condition d’équilibre (2.9) se réduit à < f >Vs

= 0 ce qui
suggère de choisir f = 0 dans la phase solide.
En prenant les termes d’ordre supérieur pour f , on aboutit à un résultat identique. En
conclusion, dans la phase solide, le terme source f est définit par (2.11) pour le problème
à l’ordre 0 (le problème de Darcy) et vaut 0 pour les problèmes d’ordres supérieurs. Les
expressions de f à tous les ordres sont données dans le tableau 2.1.
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Ordre fi

ǫ0
[
If (x)− cf

cs
Is(x)

]
Gi

ǫ1 k0il,jk
0
jkGkGl

ǫ2 k0ik,jk
1
jpqGkGpGq + k0jkk

1
ipq,jGkGpGq

ǫ3 k0ik,jk
2
jlpqGkGlGpGq + k0jkk

2
ilpq,jGkGlGpGq + k1jklk

1
ipq,jGkGlGpGq

ǫ4 k0ik,jk
3
jlpqhGkGlGpGqGh + k0jkk

3
ilpqh,jGkGlGpGqGh + k2jklpk

1
iqh,jGkGlGpGqGh

...

ǫn
∑k=n−1

k=0 ∇∗vn−k−1.vk

Table 2.1 – Expressions des termes source f aux différents ordres.

2.1.1 Formes intégrales des problèmes d’homogénéisation

Le système d’équations (2.7) est similaire au problème de composite élastique. Les
équations différent uniquement par la nature du chargement : un terme source f pour
le problème de Stokes, une déformation macroscopique pour le problème de composite
élastique. Il est donc possible de réécrire les problèmes de Stokes sous la forme d’équations
de Lippmann-Schwinger.
Parce que l’on souhaite utiliser l’inverse de S, on introduit une compressibilité fictive k
dans la phase fluide et solide et qui sera par la suite prise égale à +∞. Ainsi on pose :

S =
1

3k
J+

1

2µ(x)
K, (2.15)

où J est le second projecteur pour les tenseurs d’ordre quatre isotropes,

J =
1

3
I ⊗ I, (2.16)

où I est l’identité d’ordre deux. L’inverse de S, noté C, s’écrit donc

C = (S)−1 = 3kJ+ 2µ(x)K (2.17)

Avec ces notations, et en introduisant un milieu fictif, dit milieu de référence, de rigidité
constante C0, il vient pour le problème (2.7) :





d = 1
2
(∇v +∇tv) dans V,

σ = C0 : d+ τ dans V,
div(σ) + f = 0 dans V,
σ.n antipériodique,
v périodique,

(2.18)
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où τ est le tenseur de polarisation définit par :

τ = (C− C0) : d = σ − C0 : d (2.19)

La solution du problème (2.18), pour τ et f imposés, s’écrit (cf. [64],[72]) :

d = −Γ0 ∗ (τ + θ), (2.20)

où Γ0 est l’opérateur de Green dont les composantes, dans l’espace de Fourier, sont :

Γ̂0 =
1

λ0 + 2µ0

E2 +
1

2µ0

E4, (2.21)

où λ0 = k0 − 2µ0

3
et où k0 et µ0 sont respectivement le coefficient de compressibilité et la

viscosité dynamique du milieu de référence. Les tenseurs E2 et E4 sont les tenseurs d’ordre
quatre de la base de Walpole [89, 90] dont on rappelle ci-dessous les éléments :





E1 =
1
2
Q⊗Q, E2 = P ⊗ P

E3 = Q⊗Q− E1, E4 = Q⊗P + P⊗Q

E5 = P ⊗Q, E6 = Q⊗ P

(2.22)

Dans les expressions ci-dessus les tenseurs d’ordre deux P et Q sont définis par :

P =
1

|ξ|2ξ ⊗ ξ, Q = I − P . (2.23)

Dans (2.26), θ est défini dans l’espace de Fourier par

θ̂ =
i

|ξ| [(f .ξ)P − f ⊗ ξ − ξ ⊗ f ] , (2.24)

et où la transformée de Fourier d’une fonction F (x) est définie par :

F̂ (ξ) =
1

V

∫

V

F (x) exp(−iξ.x)dV (2.25)

Enfin, dans (2.20), le symbole ”∗” désigne le produit de convolution. En remplaçant dans
l’équation (2.20) la polarisation τ par l’expression (2.19), on obtient une équation intégrale
pour le taux de déformation :

d = −Γ0 ∗
[
(C− C0) : d+ θ

]
. (2.26)

Cette équation intégrale est similaire à celle obtenue pour les composites élastiques, la
différence provient du terme θ. L’équation (2.26) est linéaire pour le taux de déformation
toutefois sa résolution est rendu difficile par la présence du produit de convolution. Une
approche rapide et efficace consiste alors à développer la solution en série de Neumann et
à calculer chacun des termes à partir d’un schéma itératif. C’est une solution qui a été
initialement proposée par Brown [25] puis Kroner [48] et qui a véritablement été mise en
oeuvre numériquement par Moulinec et Suquet [67].
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C’est toutefois la forme duale de l’équation (2.26) que nous allons résoudre. Et c’est
un schéma formulé en contrainte que nous allons utiliser pour résoudre les problèmes
d’écoulement à tous les ordres. Effectivement, le schéma associé à l’équation (2.26) a une
convergence très ralentie lorsque l’on augmente la valeur du coefficient h qui apparâıt
dans l’expression de µ(x) (cf. equation (2.6)), valeur qui par ailleurs doit être choisie très
grande pour retrouver une vitesse nulle dans la phase solide.
En pratique il est préférable d’utiliser une formulation duale du problème, utilisant la
contrainte pour inconnue et le tenseur de Green associé. Ainsi, en notant que

σ = τ + C0 : d, (2.27)

et en utilisant le résultat (2.26), il vient alors pour la contrainte

σ = τ − C0 : Γ0 ∗ [τ + θ] (2.28)

En notant ensuite que
τ = σ − C0 : d = C0 : (S0 − S) : σ, (2.29)

puis en introduisant le tenseur de Green pour les contraintes, noté ∆0, et défini par

∆0 = C0 − C0 : Γ0 : C0, (2.30)

on obtient alors :
σ = −∆0 ∗

[
(S− S0) : σ

]
− C0 : Γ0 ∗ θ (2.31)

On pose dans la suite :
b = −C0 : Γ0 ∗ θ (2.32)

L’opérateur de Green en contrainte a pour expression, dans l’espace de Fourier,

∆̂0 =
2µ0(3λ0 + 2µ0)

λ0 + 2µ0

E1 + 2µ0E3, (2.33)

où λ0, µ0 et les tenseurs d’ordre quatre E1 et E3 on été introduits au début de cette
section. Rappelons qu’une compressibilité fictive a été introduite pour facilité les calculs.
Il convient maintenant de prendre la limite k0 → +∞ qui équivaut aussi à λ0 → +∞.
L’expression de l’opérateur de Green avec la limite λ0 → +∞ est

∆0 = 2µ0 [Q⊗Q+Q⊗Q] , (2.34)

tandis que le tenseur de souplesse du milieu de référence vaut

S0 =
1

2µ0

K. (2.35)

Dans l’expression de b la limite λ0 → +∞ donne :

b̂ = − lim
λ→+∞

C0 : Γ̂0 : θ̂ = −Ω.f̂ , (2.36)

où les composantes du tenseur d’ordre trois Ω sont définies par

Ωijk(ξ) =
i

|ξ| [δijξk + δikξj + δjkξi − 2ξiξjξk], ξ = ξ/ |ξ| (2.37)

Enfin, dans l’expression de S, on prend la limite k → +∞ qui redonne l’expression (2.6).
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2.2. Intégration numérique par transformée de Fourier rapide

2.2 Intégration numérique par transformée de Fou-

rier rapide

On présente maintenant le schéma de résolution basé sur la FFT pour le calcul aux
différents ordres de la solution des problèmes d’homogénéisation. La forme générale du
schéma itératif est présentée dans la section 2.2.1. Les détails plus techniques liés à l’im-
plémentation du schéma sont donnés en section 2.2.2. Enfin, en section 2.2.3, on discute
du choix du milieu de référence et du critère de convergence.

2.2.1 Résolution par un schéma itératif

L’équation intégrale (2.31) avec (2.32) peut se mettre sous la forme simplifiée suivante :

σ + Z • σ = b (2.38)

où Z • σ est l’opération linéaire qui à tout σ associe :

Z • σ = ∆0 ∗
[
(S− S0) : σ

]
(2.39)

L’inversion du système linéaire (2.38) est difficile à cause du produit de convolution avec
l’opérateur de Green. L’idée initialement proposée par [25, 48] est de développer la solution
en série :

σ = b− Z • b+ Z • Z • b− Z • Z • Z • b+ ... (2.40)

et qui converge si le rayon spectral de l’opérateur Z est inférieur à 1. Chaque terme de la
série de Neumann peut être obtenu à partir du schéma itératif suivant :

σi+1 = b− Z • σi, (2.41)

et que l’on initialise avec la valeur σi=1 = b.
On peut apporter une simplification au schéma itératif en notant que, pour tout champ
de contrainte σ à l’équilibre avec le terme source f , on a

∆0 : S0 : σ = σ − b, (2.42)

Il vient donc pour le schéma itératif :

σi+1 = σi −∆0 ∗
[
S : σi

]
(2.43)

Les détail pratiques de l’intégration numérique de ce schéma sont présentés dans la section
qui suit.

2.2.2 Discrétisation du problème aux limites

Le produit de convolution entre l’opérateur de Green ∆0 et le taux de déformation
di = S : σi est réalisé dans l’espace de Fourier ce qui présente deux avantages. D’abord
l’opérateur de Green est connu dans l’espace de Fourier à partir des vecteurs d’onde ξ

33



Chapitre 2. Etude numérique des effets non linéaires

(cf. equation (2.33)). Par ailleurs, le produit de ∆0 et di devient local dans l’espace de
Fourier.
Dans le domaine de Fourier le schéma itératif s’écrit

σ̂i+1 = σ̂i − ∆̂0 : d̂i (2.44)

On discrétise le problème avec 2N vecteurs d’onde ξn définis par

ξn = 2πnζ, n = 0,±1, ...±∞, ζi =
1

hi
(2.45)

où h1, h2, h3 sont les dimensions de la cellule élémentaire selon chaque direction de l’es-
pace. Bien sûr, pour les problèmes tridimensionnels, il conviendrait d’utiliser en toute
rigueur trois indices n1, n2, et n3 pour désigner, le nombre d’onde dans chacune des direc-
tions de l’espace. Toutefois nous n’utiliserons qu’un seul indice n par soucis de simplicité
des écritures. Toujours pour des raisons de simplicité des expressions mathématiques, on
notera F̂n = F̂ (ξn) la transformée de Fourier de la fonction F (x) calculée avec le vecteur
d’onde ξn. On note également

Fn = F (xn) = F−1(F̂n) (2.46)

qui est la transformée de Fourier inverse de F̂n. Les valeurs Fn pour n = −N..N − 1 sont
les valeurs de la fonction F (x) sur une grille régulière de points notés xn. Sous la forme
discrétisée, le schéma (2.44) devient

σ̂i+1
n = σ̂i

n − ∆̂0
n : d̂i

n (2.47)

A chaque itération, il faut donc calculer le taux de déformation d̂i
n à partir du champ de

contrainte σ̂i
n. Cette étape, qui nécessite le produit de la contrainte avec le tenseur de

souplesse S est réalisé dans l’espace réel :

di
n = Sn : σi

n, (2.48)

où di
n et σi

n désignent les transformées de Fourier inverse des quantités d̂i
n et σ̂i

n et où Sn

est défini par :

Sn =

[
If (xn) +

1

h
Is(xn)

]
1

2µ
K (2.49)

Ici, If (x) et Is(x) sont les fonctions caractéristiques des phases déjà introduites dans
l’équation (2.12).

A chaque itération, le taux de déformation d̂i
n dans la relation (2.47) est calculé en effec-

tuant successivement :

– la transformée de Fourier discrete inverse de la contrainte σ̂i
n,

– le produit avec le tenseur Sn selon la relation (2.48),
– la transformée de Fourier discrete du taux de déformation di

n
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La transformée de Fourier discrete et la transformée de Fourier discrete inverse sont effec-
tués avec l’algorithme FFT. Dans notre code de calcul, c’est un module préexistant dans
MATLAB qui est utilisé. Le tenseur Sn est calculé une fois, stocké puis utilisé durant le
processus itératif.
Il existe une autre manière pour effectuer le produit de S par la contrainte σi, elle re-
pose sur l’utilisation des fonctions de forme utilisées par Nemat-Nasser [70] pour établir
des expressions approchées des propriétés homogénéisées des composites élastiques et qui
seront présentées dans le chapitre suivant. Ces fonctions de forme ont par la suite été
utilisées par Bonnet [21] dans le cadre des approches FFT. Plus récemment dans [65], il a
été prouvé que l’utilisation de ces fonctions de forme permet garantir le calcul de bornes
pour les propriétés homogénéisées.
La transformée de Fourier discrete du tenseur S s’écrit

Ŝn =

[
Îf (ξn) +

1

h
Îs(ξn)

]
1

2µ
K. (2.50)

Dans laquelle Îf (ξn) et Îs(ξn) sont les transformées de Fourier discrètes des fonctions
caractéristiques des phases. Par ailleurs, en utilisant la propriété

If (x) + Is(x) = 1 (2.51)

Il vient alors pour tout n 6= 0 :

Îf (ξn) + Îs(ξn) = 0 (2.52)

et lorsque n = 0 alors Îf (ξn) = cf , Îs(ξn) = cs où cf et cs représentent les fractions
volumiques des deux phases, fluide et solide. On a donc

Îf (ξn) = δn − Îs(ξn) (2.53)

où δn est nul pour toute valeur de n sauf pour n = 0 où δ0 = 1. Dans l’espace de Fourier,
le produit de S par σi devient non local et peut s’écrire (en utilisant les relations (2.50)
et (2.53)) :

F(S : σi) =
1

2µ

[
σ̂i

n +

(
1

h
− 1

)
Îs(ξn) ∗ σ̂i

n

]
, (2.54)

et qui nécessite le produit de convolution de Îs(ξn) par σ̂
i
n. A nouveau, c’est avec l’algo-

rithme FFT que l’on réalise ce produit de convolution. L’utilisation des fonctions de forme
présente véritablement un intérêt que lorsque des expressions analytiques sont disponibles
pour Îs(ξn). C’est le cas notamment lorsque l’on considère des solides de forme sphérique,

cylindrique, cubique... Dans le cas contraire, pour des géométries quelconques, Îs(ξn) peut
être calculé numériquement mais représente un coût numérique important.
Finalement, il reste à calculer le premier terme de la série b qui est défini par l’équation
(2.36) dans laquelle le terme source est défini dans le tableau 2.1 aux différents ordres.
Au premier ordre, la transformée de Fourier de f est :

f̂n =

[
Îf (ξn)−

cf
cs
Îs(ξn)

]
G = − 1

cs
Îs(ξn)G, (2.55)
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pour tout n 6= 0 et vaut f̂n = 0 si n = 0. A l’ordre suivant, le terme source dépend du
champ de vitesse calculé au premier ordre (nous reviendrons plus tard sur le calcul du
champ de vitesse). Le terme source à l’ordre deux est défini par

f = ∇v0.v0 (2.56)

Le principe de calcul de f à l’ordre un est résumé dans le tableau 2.2. On procède de

Etape 1 : v0
n = F−1(v̂0

n),
Etape 2 : (∇v0)n = F−1(iv̂0

n ⊗ ξn),
Etape 3 : fn = (∇v0)n.v

0
n,

Etape 4 : f̂n = F(fn),

Table 2.2 – Calcul du terme source f pour le problème d’homogénéisation à l’ordre un.

manière similaire pour calculer f aux ordres supérieurs.
Le schéma itératif appliqué est résumé dans le tableau 2.3. Il reste encore à préciser le test

Etape i=1 : σ̂i=1
n = −Ω̂n.f̂n, σ̂i=1

0 = 0

d̂1
n = Ŝn ∗ σ̂i=1

n

Etape i : di
n et σi

n sont connus
test de convergence

σ̂i+1
n = σ̂i

n − ∆̂0
n : d̂i

n

d̂i+1
n = Ŝn ∗ σ̂i+1

n

Table 2.3 – Schéma de résolution en contrainte.

de convergence que nous utilisons pour stopper l’itération, le choix du milieu de référence
ou plutôt la valeur de µ0 et enfin comment la vitesse est déterminée à chaque ordre des
problèmes d’homogénéisation. Le choix de µ0 et du test de convergence est discuté dans
la section qui suit. On discute maintenant du calcul du champ de vitesse.
A la convergence du schéma itératif, le taux de déformation d̂i

n est un champ compatible,
c’est à dire que pour tout n 6= 0, on a :

∆̂0
n : d̂i

n = 0 ⇔ d̂i
n =

i

2
(v̂n ⊗ ξn + ξn ⊗ v̂n) (2.57)

Ainsi, en utilisant la condition d’incompressibilité

v̂n.ξn = 0, (2.58)
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on peut alors déterminer le champ de vitesse par la relation

v̂n = − 2i

|ξn|2
d̂n.ξn, ∀n 6= 0 (2.59)

Le champ de vitesse est défini par ses coefficients de Fourier pour toutes les valeurs de
ξn à l’exception de n = 0. Le champ de vitesse pour n = 0 représente la moyenne de ce
champ sur le volume de la cellule élémentaire

v̂0 =< v >V= V (2.60)

Le champ de vitesse à chaque ordre peut être décomposé sous la forme

v = V + v∗, (2.61)

où v∗ est champ périodique à moyenne nulle sur la cellule. Le champ v∗ peut être calculé
par





v̂∗
n = − 2i

|ξn|2
d̂n.ξn ∀n 6= 0

v̂∗
n = 0 n = 0

(2.62)

La valeur de V est ensuite obtenue en vérifiant la condition v = 0 dans la phase solide.
Effectivement par intégration du taux de déformation, on obtient un champ de vitesse
qui est définit à une constante près. Le champ périodique v∗ est à moyenne nulle sur la
cellule et prend une valeur constante non nulle dans la phase solide. On détermine donc
V de manière à retrouver la condition v = 0 dans la phase solide. Ainsi, on peut calculer
V par la relation

V = −v∗(xn ∈ Vs) (2.63)

En pratique, on calcule V en choisissant un point à l’intérieur de la phase solide qui ne
se situe pas trop près de l’interface solide-fluide.

2.2.3 Choix du milieu de référence et du critère de convergence

2.2.3.1 Choix du test de convergence

Lorsque le schéma converge on a σ̂i+1 = σ̂i ce qui équivaut dans la relation (2.47), à :

∆̂0 : d̂i = 0 (2.64)

Le tenseur de Green en contrainte est défini par la relation (2.34), dans laquelle les tenseurs
d’ordre quatre E1 et E3 sont des projecteurs. Il résulte donc que la condition (2.64) est
satisfaite pour

E1 : d̂
i = 0, E3 : d̂

i = 0 (2.65)

En utilisant les relations (2.22) on en déduit que :

Q.d̂i.Q = 0 (2.66)
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en notant que Q.ξ = 0, on observe que l’équation ci-dessus est satisfaite par tout champ
de la forme

d̂i =
1

2
(v̂ ⊗ ξ + ξ ⊗ v̂) (2.67)

si bien que les conditions (2.64), (2.65) et (2.66) expriment toutes la condition de compa-
tibilité pour le taux de déformation. On introduit dans la suite les définitions suivantes :

Q = E1 + E3, P = E2 + E4 (2.68)

Les tenseurs E1, E2, E3 et E4 étant des projecteurs, les tenseurs P et Q sont tous deux
également des projecteurs :

∀ξ 6= 0 :





P : P = P, Q : Q = Q

P : Q = Q : P = 0
I = P+Q

(2.69)

La condition de compatibilité peut donc s’exprimer sous la forme :

∀ξ 6= 0 : P : d̂i = d̂i ou Q : d̂i = 0 (2.70)

On peut noter que cette condition de compatibilité, contrairement à (2.64), ne fait pas
intervenir le milieu de référence. Dans notre schéma itératif, nous utilisons le critère de
convergence √√√√

n=N−1∑

n−N

‖Qn : d̂n‖2 < ǫ (2.71)

dans lequel Qn = Q(ξn) et la valeur 10−3 est utilisée pour ǫ.

2.2.3.2 Choix du milieu de référence

Comme déjà évoqué dans une section précédente, le schéma itératif converge si le
rayon spectral de l’opérateur Z est inférieur à 1 (cf. relation (2.39) pour la définition
de Z). Effectuons à nouveau l’analogie avec les composites élastiques pour déterminer le
milieu de référence adéquat.
Pour un composite élastique incompressible, de module de cisaillement µ(x), la condition
de convergence est donnée par (voir par exemple [62]) :

1

µ0

>
1

2
max

x

(
1

µ(x)

)
(2.72)

Pour le problème d’écoulement µ(x) prends la valeur 1 dans la phase fluide et la valeur h
où h est choisi très grand. La valeur maximale est donc 1 et la condition s’écrit :

µ0 < 2 (2.73)

Le milieu de référence optimal, c’est à dire conduisant au plus petit nombre d’itérations
à convergence du schéma, peut être choisi avec la relation (toujours pour un composite
incompressible de module de cisaillement µ(x)) :

1

µ0

=
1

2

[
max

x

(
1

µ(x)

)
+min

x

(
1

µ(x)

)]
(2.74)
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Pour le problème d’écoulement cela conduit à la relation

µ0 =
2h

1 + h
(2.75)

qui est proche de la valeur µ0 = 2 lorsque h est très grand.
Vérifions ces résultats avec ceux issus des simulations numériques. Sur la figure 2.1 on
représente le nombre d’itération à convergence du schéma itératif en fonction de µ0 pour
les problèmes aux ordres 0, 1 et 2 et pour un réseau périodique de cylindres de rayon
R = 0.25 (voir figure 2.2). On observe que µ0 est une fonction lentement décroissante puis
crôıt rapidement autour de la valeur µ0 = 2 et diverge pour une valeur proche de µ0 = 2
par valeur supérieure. Ce résultat est conforme avec le résultat théorique (2.73). Le fait
que µ0 ne diverge pas exactement à la valeur µ0 = 2 doit être attribué à la discrétisation
du problème avec un nombre fini de vecteurs d’onde. S’agissant maintenant du milieu de
référence optimal, on observe sur la figure 2.1 que les courbes atteignent un minimum pour
une valeur de l’ordre 1.8 ou 1.9. Pour les simulations numériques nous avons considéré
la valeur µ0 = 1.5 qui est proche du minimum et qui est suffisamment éloignée de la
singularité en µ0 ≃ 2.
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Figure 2.1 – Nombre d’itération à convergence du schéma itératif à l’ordre ǫ0, l’ordre ǫ1

et l’ordre ǫ2 en fonction de µ0 pour le réseau périodique de cylindres de section circulaire
de rayon R = 0.25.
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2.3 Applications et comparaisons avec la solution com-

plète du problème

Dans cette section on se propose d’appliquer la méthode de résolution basée sur la FFT
pour résoudre en cascade les problèmes d’homogénéisation et déterminer les coefficients
constitutifs de la loi d’écoulement macroscopique. Nous considérons des problèmes plans
correspondant à des écoulements autour de cylindres de sections circulaires ou carrées. Ces
problèmes on été largement étudiés dans la littérature pour déterminer la perméabilité de
Darcy. En particulier on peut noter les travaux de Sparrow and Loeffler [83], Banerjee and
Hadaller [12], Sangani and Acrivos [80], Drummond and Tahir [33], Larson and Higdon
[50, 51], Wang [91], Boutin [24], and Idris [42]. Le problème d’homogénéisation au premier
ordre y est alors résolu à l’aide de méthodes semi-analytiques ou alors la méthode des
éléments finis. Il n’existe pas de résultats similaires pour le calcul des perméabilités aux
ordres supérieurs. Le problème d’écoulement autour de cylindres ne corresponds pas à
une véritable microstructure de milieu poreux, il permet toutefois d’estimer l’influence
des termes d’ordre supérieur et la capacité de l’approche faiblement non linéaire (basée
sur la résolution en cascade des problèmes de Stokes) à rendre compte des effets non
linéaires. Afin de pouvoir évaluer précisément la solution faiblement non linéaire, celle-ci
est comparée avec une solution de référence qui est obtenue en résolvant par la méthode des
éléments finis le problème de la cellule élémentaire avec un écoulement de Navier-Stokes.
Cette solution est obtenue avec le logiciel COMSOL.

2.3.1 Présentation des problèmes et perméabilités macrosco-
piques

Pour nos applications, on considère deux types de microstructures représentées sur
la figure 2.2. Chaque microstructure est définie par une cellule élémentaire contenant un
solide circulaire de rayon R (à gauche) et une inclusion carrée de côté a (à droite). Les
calculs sont réalisés sur une cellule élémentaire, carrée, de coté h = 1 et en utilisant les
fonctions de forme. Dans les relations ci-dessous on donne les expressions des fonctions de
forme pour le disque de rayon R et le carré de côté a :

• disque : Îs(ξ) =
2πR

|ξ| J0(R|ξ|),

• carré : Îs(ξ) =
sin(aξ1) sin(aξ2)

ξ1ξ2
,

(2.76)

où J0 est la fonction de Bessel de première espèce.
Les calculs sont réalisés en considérant une grille de 128×128 vecteurs d’onde. Concernant
les calculs avec la méthode d’éléments finis complets, environ 9000 éléments triangulaires
ont été utilisés.
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Figure 2.2 – Cellules élémentaires des milieux périodiques définis par un réseau de cy-
lindres de section circulaire de rayon R et carrée de côté a.

La méthode basée sur la FFT fournit les champs de vitesse aux différents ordres et
dont on peut déduire les perméabilités K0, K1, K2, etc. qui sont des tenseurs d’ordre
deux, trois, quatres etc. Il apparâıt donc que la loi de filtration macroscopique fait appa-
râıtre un très grand nombre de coefficients et donc un très grand nombre de calculs sur
la cellule élémentaire sont à réaliser pour leur identification. Il est possible de réduire très
significativement le nombre de ces coefficients en considérant les symétries de la cellule
élémentaire. Pour les problèmes décrit en figure 2.2, la cellule présente les symétries sui-
vantes :
• les symétries par les réflexions d’axes Ox1 et Ox2,
• les symétries par toute rotation d’un angle π/2 autour de l’axe Ox3.
Les deux réflexions impliquent que tous les tenseurs d’ordre impaire sont nuls (voir section
1.5.2). Seuls restent les tenseurs K0, K2, K4 dans la loi macroscopique.
Pour déterminer plus précisément les relations qui existent entre les coefficients, on peut
utiliser les théorèmes de représentation. En particulier, pour les problèmes bidimension-
nels, la représentation complète des fonctions à variables vectorielles est fournie par les
travaux de Zheng [96]. La loi macroscopique donne la vitesse macroscopique en fonction
du gradient de pression imposé G. On recherche la représentation irréductible de la fonc-
tion V (G). En utilisant les notations introduites dans [96], la classe de symétrie est ”C4v”.
Dans ce cas, la fonction V (G) admet pour représentation :

V (G) = F (I1, I2)G+G(I1, I2)Π (2.77)

dans laquelle I1 et I2 sont les deux invariants scalaires définis par :

I1 = G2
1 +G2

2, I2 = G2
1G

2
2 (2.78)

oùG1 etG2 sont les composants du vecteurG. Ici, F (I1, I2) etG(I1, I2) sont deux fonctions
arbitraires de I1 et I2 et le vecteur Π a pour composantes :

Πi =

(
G3

1

G3
2

)
(2.79)

La solution du problème complet, c’est à dire nécessitant la résolution des équations de
Navier-Stokes, conduit donc à une loi de filtration macroscopique qui s’écrit sous la forme
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générale (2.77) et dans laquelle les fonctions F (I1, I2) et G(I1, I2) sont indéterminées.
Si l’on considère le problème d’écoulement avec l’analyse faiblement non linéaire, alors la
solution macroscopique est obtenue en effectuant un développement en série de l’expression
(2.77) par rapport au gradient de pression. Ce développement donne aux différents ordres :

V 0(G) = k0G,
V 1(G) = 0,
V 2(G) = k2I1G+ k′2Π,
V 3(G) = 0,
V 4(G) = k4I

2
1G+ k′4I2G+ k′′4I1Π,

V 5(G) = 0,
V 6(G) = k6I

4
1G+ k′′6I1I2G+ k′′′6 I

2
1Π+ k′′′′6 I2Π,

...

(2.80)

Dans les applications numériques proposées dans cette section, on développe la solution
jusqu’à V 4(G) ce qui requiert l’identification des coefficients k0, k2, k

′
2, k4, k

′
4 et k′′4 à

l’aide de l’algorithme de FFT.
Le développement à l’ordre cinq nécessite l’identification de six coefficients. Six problèmes
élémentaires sont donc résolus :
• Un problème à l’ordre 0 pour le calcul de k0. On impose G1 = 1 et G2 = 0 et on
détermine la composante V 0

1 du champ de vitesse macroscopique V 0.
• Deux problèmes à l’ordre deux pour le calcul de k2 et k′2. On pose donc successivement
G1 = 1, G2 = 0 puis G1 = 1, G2 = 1 et on détermine la composante V 2

1 du champ de
vitesse macroscopique V 2.
• Trois problèmes à l’ordre quatre pour le calcul de k4, k

′
4 et k′′4 . On pose donc successi-

vement G1 = 1, G2 = 0 puis G1 = 1, G2 = 1 et enfin G1 = 1, G2 = 2 et on détermine la
composante V 4

1 du champ de vitesse macroscopique V 4.

Les résultats numériques sont présentés dans la section qui suit.

2.3.2 Propriétés homogénéisées

Les calculs numériques pour le réseau de cylindres de sections circulaires sont menés en
considérant les rayons R = 0.05, R = 0.25 et R = 0.45. Sur les figures 2.3, 2.4 et 2.5 on a
représenté la distribution du champ de vitesse pour un cylindre de rayon R = 0.25. Sur la
figure 2.3 on donne la distribution des composantes v1 et v2 pour le problème à l’ordre ǫ0

et pour G1 = 1, G2 = 0. Sur les figures 2.4 et 2.4 on donne les résultats pour les problèmes
d’ordre ǫ1 et ǫ2 et toujours pour G1 = 1, G2 = 0. A partir de ces solution élémentaire on
peut déterminer les valeurs des coefficients k0, k2, k

′
2, k4, k

′
4 et k′′4 . Les valeurs obtenues

sont regroupées dans le tableau 2.4. Les coefficients étant déterminés on peut tracer les
variations de la loi d’écoulement de Darcy non linéaire, V (G), avec le gradient de pression
G. Ainsi, sur la figure 2.6, on représente les variations de la composante V1 du champ de
vitesse macroscopique en fonction de la composante G1 du gradient de pression. On donne
l’approximation au premier ordre qui est linéaire et qui corresponds à la loi de Darcy. On
donne ensuite les approximations à l’ordre trois et à l’ordre cinq. Enfin pour évaluer
la précision des résultats on compare ces solutions avec la solution de référence qui est
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2.3. Applications et comparaisons avec la solution complète du problème

Figure 2.3 – Distribution des composantes de la vitesse dans la cellule élémentaire. La
vitesse v1 (à gauche) et v2 (à droite) à l’ordre ǫ0 pour le cylindre de rayon R = 0.25 et
G1 = 1, G2 = 0.

Figure 2.4 – Distribution des composantes de la vitesse dans la cellule élémentaire. La
vitesse v1 (à gauche) et v2 (à droite) à l’ordre ǫ1 pour le cylindre de rayon R = 0.25 et
G1 = 1, G2 = 0.
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Chapitre 2. Etude numérique des effets non linéaires

Figure 2.5 – Distribution des composantes de la vitesse dans la cellule élémentaire. La
vitesse v1 (à gauche) et v2 (à droite) à l’ordre ǫ2 pour le cylindre de rayon R = 0.25 et
G1 = 1, G2 = 0.

R k0 k2 k′2 k4 k′4 k4
′′

(10−3) (10−8) (10−8) (10−14) (10−13) (10−14)
0.05 133.356 −1.51103 1.33103 2.05105 8.19104 −1.84105

0.25 19.9045 -3.3531 2.7617 3.3948 1.2469 -2.2710
0.45 0.31852 −9.0510−7 −2.1610−6 4.9010−10 −3.5010−10 8.7910−10

Table 2.4 – Valeurs des coefficients k0, k2, k
′
2, k4, k

′
4 et k′′4 de la loi macroscopique de

filtration pour le réseau de cylindres de section circulaire de rayon R avec les valeurs
R = 0.05, R = 0.25 et R = 0.45

obtenue en résolvant par éléments finis le problème d’écoulement régi par les équations de
Navier-Stokes. Sur les figures 2.7 et 2.8 on présente les mêmes résultats pour des cylindres
de rayon R = 0.25 et R = 0.45 respectivement. Sur la figure 2.9 on donne les variations
de la composante V1 du champ de vitesse avec la composante G1 du gradient de pression
pour le réseau périodique de cylindre de section carrée de coté a = 0.25.
On peut observer que les quatre solutions, les solution FFT à l’ordre 1, 3 et 5 ainsi que
la solution de référence coincident parfaitement à faible valeur du gradient de pression.
Pour des valeurs plus élevées du gradient de pression, les solutions à l’ordre trois et cinq
divergent de la solution de référence. On peut noter par ailleurs que la solution au premier
ordre (équation de Darcy) reste proche de la solution exacte alors que les solutions aux
ordres trois et cinq ne sont plus admissibles. On notera également que les effets non
linéaires deviennent plus significatifs à grande porosité, puisque l’on observe ces effets sur
la figure 2.8 à des valeurs du gradient de pression très grande (de l’ordre de 104 pour le
gradient de pression adimensionné G1) alors que sur la figure 2.6 les effets non linéaires
sont observables pour des valeurs de G1 de l’ordre de 100.
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2.3. Applications et comparaisons avec la solution complète du problème

Rappelons que avec le choix µ = ρ = h = 1, on a V = V . Par ailleurs
∥∥V
∥∥ est égal au

nombre du Reynolds. On observe donc que l’approximation polynomiale (sur les figures
2.6 à 2.9) reste valable pour des nombres de Reynolds intérieur à une valeur de l’ordre de
7 ou 8.
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Figure 2.6 – Variations de la vitesse macroscopique V1 avec le gradient de pression G1

pour le réseau périodique de cylindres de section circulaire de rayon R = 0.05. Comparai-
son entre la solution à l’ordre 1, 3, 5 et la solution exacte obtenue en résolvant l’écoulement
régi par l’équation de Navier-Stokes.

2.3.3 Rayon de convergence de l’approche asymptotique numé-
rique

L’approximation du problème de Navier-Stokes à l’aide d’un développement polyno-
mial en Gi est valide uniquement lorsque le nombre de Reynolds reste petit. Les résul-
tats numériques présentés dans la section précédente montrent que pour des valeurs plus
grandes, les approximations polynomiales divergent rapidement de la solution exacte.
Pour déterminer les limites de l’approche asymptotique à rendre compte des effets non
linéaires, on se propose de déterminer le rayon de convergence de la série polynomiale. Par
ailleurs, on peut déjà noter que le rayon de convergence dépend du rayon des cylindres
(et donc de la porosité). Effectivement, pour les grandes valeurs du rayon (par exemple
R = 0.45) alors les valeurs des perméabilités aux ordres supérieurs sont très petites et les
effets non linéaires sont observés pour les valeurs élevées du gradient de pression. Dans
ce cas, le rayon de convergence de la série est grand. Inversement, pour les faibles valeurs
du rayon des cylindres les perméabilités aux ordres supérieurs sont plus grandes, les effets
non linéaires surviennent plus rapidement, le rayon de convergence de la série est donc
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Figure 2.7 – Variations de la vitesse macroscopique V1 avec le gradient de pression G1

pour le réseau périodique de cylindres de section circulaire de rayon R = 0.25. Comparai-
son entre la solution à l’ordre 1, 3, 5 et la solution exacte
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Figure 2.8 – Variations de la vitesse macroscopique V1 avec le gradient de pression G1

pour le réseau périodique de cylindres de section circulaire de rayon R = 0.45. Comparai-
son entre la solution à l’ordre 1, 3, 5 et la solution exacte.
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Figure 2.9 – Variations du gradient de pression macroscopique V1 avec le gradient de
pression G1 pour le réseau périodique de cylindres de section carrée de côté a = 0.25.
Comparaison entre la solution à l’ordre 1, 3, 5 et la solution exacte.

plus petit.
On peut également noter que si on exprime le rayon de convergence de la série en fonction
du nombre de Reynolds, ce rayon est quasi indépendant du rayon de l’inclusion. Effective-
ment, comme déjà mensionné, l’approche polynomiale diverge de la solution de référence
pour Re ≈ 7 ou 8 et ce pour toutes les valeurs du rayon (R = 0.05, R = 0.25 et R = 0.45).
Il existe plusieurs manières pour évaluer le rayon de convergence d’une série. Lorsque la
composante G1 seulement est imposée, alors la vitesse macroscopique s’écrit :

V1 = G1(c0 + c1G
2
1 + c2G

4
1 + ...) (2.81)

où l’on a posé c0 = k0, c1 = k2+k
′
2, c2 = k4+k

′
4+k

′′
4 etc. Pour une relation unidimension-

nelle on peut utiliser la formule de Domb et Sykes [31] pour évaluer le rayon de convergence
de la série (2.81). Ainsi, le rayon de convergence de la série c0 + c1x + c2x

2 + c3x
3 + ...

peut être évalué par la formule

r = lim
n→+∞

cn−1

cn
(2.82)

où r désigne la rayon de convergence. Puisque le signe des coefficients cn alterne entre les
valeurs 1 et−1, la relation (2.83) donne une valeur négative pour r. Dans ce cas particulier,
c’est −r qui exprime le rayon de convergence de la série. Puisque la série (2.81) est en
puissance de G2

1, le rayon de convergence exprimé pour la variable G1 s’écrit donc

RJ = lim
n→+∞

√
cn−1

cn
(2.83)

De manière pratique, on détermine le rayon de convergence en calculant les variations de
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Figure 2.10 – Courbes de Domb et Sykes donnant la valeur de (−cn−1/cn)
1/2 en fonction

de n pour les valeurs du rayon du cylindre R = 0.05, R = 0.1, R = 0.15, R = 0.2, R = 0.25
et R = 0.3.
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2.3. Applications et comparaisons avec la solution complète du problème

(−cn−1/cn)
1/2 en fonction de n. Ceci est réalisé sur la figure 2.10. Il convient de rappeler

que nous recherchons le rayon d’une fonction numérique et non analytique. Chaque terme
du développement en série de cette fonction numérique est obtenu en résolvant en cascade
les problèmes de la cellule élémentaire. Dans les application proposées ici, on détermine
le rayon de convergence de la série (2.83) en développant jusqu’au terme c13G

26
1 . Ceci

nécessite la résolution des 26 premiers problèmes pour la cellule élémentaire. Les valeurs
de (−cn−1/cn)

1/2 en fonction de n sont représentées sur la figure 2.10 pour diverses valeurs
de rayon R du cylindre. Pour les différents cas, on observe un bonne convergence de la série
(−cn−1/cn)

1/2 ce qui permet de calculer précisément la limite de la série (−cn−1/cn)
1/2.

Le rayon de convergence, que l’on a noté RJ , est déterminé sur les figures 2.10 pour
n = 13. Il est ensuite représenté sur la figure 2.11 en fonction du rayon R du cylindre. On
peut observer une dépendance quasi-linéaire entre RJ et R dans le repère logarithmique.
Ceci démontre en outre que le rayon de convergence est maximal lorsque le rayon R des
cylindres tend vers 0.5 et il est minimal lorsque le rayon du cylindre tend vers zéro.
A partir de la figure 2.11, on peut déterminer la valeur limite du gradient de pression G1

(redimensionné) pour laquelle l’approche par développement reste admissible. Considérons
par exemple les cas particulier de l’eau, les valeurs de la viscosité dynamique et de la
densité massique sont µ = 10−3Pa.s et ρ = 1kg/m3 à température ambiante. Admettons
que la distance entre les centres des cylindres soit égale à 1 millimètre (ceci correspondant
à une taille de la cellule égale à h=1mm). La figure 2.11 fournit donc la limite du gradient
de pression G1 pour laquelle la forme polynomial de la loi macroscopique reste admissible.
Il est intéressant aussi de représenter le rayon de convergence pour la variable V1 que

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
10

1

10
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10
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R
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Figure 2.11 – Variations du rayon de convergence RJ de la série polynomiale en fonction
du rayon R des cylindres.

l’on note RV . Et que l’on détermine en remplaçant dans l’expression (2.81), G1 par RV .
Rappelons en outre que V1 = V ∗

1 = Re le nombre de Reynolds de pore. Ainsi sur la figure
2.12 on représente la valeur de RV en fonction du rayon R des cylindres. On observe que
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Chapitre 2. Etude numérique des effets non linéaires

RV , qui représente la limite pour le nombre de Reynolds de poreRe, est quasi indépendant
du rayon des cylindre est approximativement égal à 9.5. Sur la figure 2.13, on représente
les mêmes résultats mais pour les cylindres de section carrée de coté a. On observe que la
limite pour le nombre de Reynolds de pore Re approximativement égal à 7.5.
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Figure 2.12 – Rayon de convergence de la série polynomiale pour le champ de vitesse
macroscopique V1 = V ∗

1 ≡ Re en fonction du rayon R des cylindres.

2.4 Discussion des résultats et conclusion

Les résultats numériques présentés sur les figures 2.6 à 2.9 montrent que les solutions
aux ordres supérieurs ne permettent pas de reproduire les effets non linéaires pour les
grandes valeurs de G. Les développements aux ordres supérieurs améliorent la solution
classique mais dans des plages de valeurs du gradient de pression très restreintes. Ceci
est illustré sur la figure 2.14, où l’on a tracé l’erreur relative des solutions obtenues aux
différents ordres en comparaison avec le solution exacte obtenue par éléments finis. Dès
que les effets non linéaires deviennent significatifs au regard de la solution au premier
ordre, les deux approximations, cubique et à l’ordre 5, divergent. Ces résultats montrent
clairement qu’une analyse faiblement non linéaire n’est pas adaptée pour reproduire les
effets non linéaires à des valeurs du nombre de Reynolds supérieur à 8. On peut noter que
des résultats similaires avaient déjà été obtenus par [11] dans le cas d’un écoulement dans
une conduite périodique sinusöıdale.

A partir des données numériques obtenues par éléments finis, il est possible d’appro-
cher la solution exacte en utilisant la fonction polynomiale définie dans (2.80). A titre
d’exemple, la solution par éléments finis obtenue pour les cylindres de section circulaire
avec un rayon R = 0.25 est représentée avec l’approximation polynomiale. L’identification
des coefficients est effectuée par la méthode des moindres carrés. Des approximations po-
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Figure 2.13 – Rayon de convergence de la série polynomiale pour le champ de vitesse
macroscopique V1 = V ∗

1 ≡ Re en fonction du côté a des cylindres de section carrée.
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Figure 2.14 – Erreur relative (en pour cents) entre les approximations à l’ordre 1, 3, 5
et la solution exacte calculée par élément finis.
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Chapitre 2. Etude numérique des effets non linéaires

lynomiales de degré 3 puis 5 sont considérées. Ces approximations reproduisent bien les
résultats numériques par éléments finis dans l’intervalle où les coefficients on été identi-
fiés. Hors de cet intervalle, l’approximation diverge ce qui est inhérent à l’utilisation de
fonctions polynomiales. Évidemment les coefficients évalués par la méthode des moindres
carrés sont différents de ceux obtenus par l’approche faiblement non linéaire.

En conclusion, on peut tout d’abord noter que la méthode basée sur une approche faible-
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Figure 2.15 – Approximation de la solution exacte (par élément finis) par une loi poly-
nomiale

ment non linéaire ne permet pas de décrire de manière satisfaisante les effets non linéaires.
L’approche asymptotique est séduisante puisqu’elle nécessite uniquement la résolution de
problèmes linéaires de Stokes et leur résolution avec la FFT qui rend la méthode de calcul
très rapide. Toutefois tous les résultats obtenus montrent que les développements en série
de polynômes divergent avant bien même que les effets non linéaires soient significatifs.
Il est possible d’identifier la loi d’écoulement non linéaire en identifiant des coefficients à
partir des résulats obtenus par éléments finis, comme effectué sur la figure 2.15. Toutefois
ce type de technique peut s’avérer numériquement coûteuse lorsqu’elle est appliquée à des
microstructures poreuses tridimensionnelles. Le développement de méthodes de résolution
basées sur la FFT pour résoudre l’équation de Navier Stokes peut s’avérer intéressant.
Nous reviendrons sur ce point dans la conclusion générale.
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Chapitre 3

Expressions analytiques pour les
propriétés thermiques de composites

à renforts sphériques

3.1 Homogénéisation de composites conducteurs

Dans cette première section on rappelle quelques principes de base de l’homogénéisa-
tion de composites conducteurs de la chaleur.

3.1.1 Principes de base de l’homogénéisation

Comme d’autres problèmes physiques, l’homogénéisation des propriétés thermiques
est réduite à la résolution de problèmes de localisation d’une cellule élémentaire et de
trouver les liens entre les grandeurs moyennes, dites macroscopiques et les grandeurs
microscopiques. La détermination de la conductivité thermique d’un matériau hétérogène
consiste à résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes :

e(x) = −∇T, ∇.q = 0,

q(x) = K(x).e(x) ou e(x) = R(x).q(x), (3.1)

sur le domaine V de la cellule avec les conditions aux limites adaptées. Dans l’équation
(3.1), T est le champ de température, e est l’opposé du gradient de température et q le flux
de chaleur. Comme le matériau est hétérogène, le tenseur de conductivité K et le tenseur
de résistivité R sont des fonctions de la position x. La solution du problème (3.1) nous
permet d’accéder au flux macroscopique Q et au gradient de température macroscopique
E qui sont les moyennes volumiques des champs locaux q et e :

Q = 〈q(x)〉V , E = 〈e(x)〉V (3.2)

Le système (3.1) doit être complété par des conditions aux limites. Trois type de conditions
sont généralement considérées en homogénéisation [69, 87] : des conditions à température
imposée (Dirichlet), à flux imposé (Neumann) et les conditions périodiques au bord de la
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cellule.

- Conditions en température imposée (Dirichlet) :
Avec E donné, on impose la température T au bord de la cellule de la façon suivante :

T = −E.x, ∀x ∈ ∂V (3.3)

Par le théorème de la divergence (ou théorème de moyenne), on peut démontrer que ce
champ de température est compatible avec E, c’est à dire la moyenne volumique de e est
égale à E.

- Conditions en flux imposé (Neumann) :
Avec Q donné, on prescrit le flux de chaleur par :

q.n = Q.n, ∀x ∈ ∂V (3.4)

où n est le vecteur normal à la surface de la cellule élémentaire. On peut également prou-
ver que la moyenne du flux microscopique est égale à Q.

- Conditions périodiques :
Pour des milieux hétérogènes périodiques [87, 78] se sont les conditions de périodicité qui
sont appliquées. Si V est la cellule de base, les champs e et q sont des fonctions V−
périodique de moyenne E et Q. La température et le flux satisfont aux conditions

T +E.x périodique, q.n antipériodique (3.5)

La relation linéaire entre Q et E conduit aux tenseurs effectifs : Keff la conductivité
effective et Reff la résistivité effective, du matériau hétérogène

Q = Keff .E E = Reff .Q (3.6)

Grace à la linéarité, on peut définir A le tenseur de localisation et B le tenseur de
concentration tels que :

e(x) = A(x).E, q(x) = B(x).Q (3.7)

Les expressions de Keff et Reff qui sont indépendantes des paramètres de chargement E
et Q sont alors :

Keff = 〈K(x).A(x)〉V , Reff = 〈R(x).B(x)〉V (3.8)

En terme d’énergie, on a des relations analogues à celle de Hill-Mandel en élasticité.
Quelque soit les conditions aux limites considérées pour déterminer les champs microsco-
piques, l’énergie macroscopique vaut :

〈q.e〉V = Q.E = E.Keff .E = Q.Reff .Q (3.9)

54
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3.1.2 Milieux périodiques

Rappelons le problème microscopique à résoudre pour calculer les propriétés effectives
des composites périodiques (cf. [87, 78]). Celui-ci est obtenu en appliquant les techniques
de développement asymptotique déjà considérées au chapitre 1. Ici le problème étant
linéaire, seul le problème à l’ordre 0 est considéré pour le calcul des propriétés effectives
du composite périodique.
Considérons le tenseur de conductivité du milieu hétérogène périodique, noté K(X). On
définit

Kǫ(X) = K(y), y =
x

ǫ
(3.10)

K(y) est périodique, de période V , ǫ est le facteur d’échelle et y est la variable d’espace
dite rapide (cf. chapitre 1). Comme notre problème dépend du paramètre ǫ, il est plus
commode d’écrire le champ de température comme une fonction des deux variables, lente
(x) et rapide (y) :

T ǫ(X) = T (x,y) (3.11)

Supposons que le terme source f varie lentement avec la variable x, l’équation d’énergie
devient

−∇. (K(y).∇T ǫ) = f(x) (3.12)

On cherche la solution V -périodique par un développement asymptotique. On écrit donc
T ǫ(X) sous la forme d’une série en puissance de ǫ

T ǫ(x) = T 0(x,y) + ǫT 1(x,y) + ǫ2T 2(x,y) + ... (3.13)

et on remplace dans l’équation de la chaleur le gradient par ∇ = ∇x + ǫ−1∇y. Il vient
alors :

−
(
∇x + ǫ−1∇y

)
.
[
K(y).

(
∇x + ǫ−1∇y

) (
T 0 + ǫT 1 + ǫ2T 2 + ...

)]
= f(x) (3.14)

On collecte ensuite les termes de même puissance en ǫ. On obtient ainsi aux différents
ordres :
- Ordre ǫ−2. Nous obtenons :

∇y.
(
K(y).∇yT

0
)
= 0 (3.15)

qui suggère que T 0 est une fonction de x uniquement,

T 0 = T 0(x). (3.16)

- Ordre ǫ−1. Nous avons l’équation :

∇y.
(
K(y).∇yT

1
)
+∇y.

(
K(y).∇xT

0
)
+∇x.

(
K(y).∇yT

0
)
= 0 (3.17)

En tenant compte de (3.16), it vient :

∇y.
[
K(y).(∇yT

1 +∇xT
0)
]
= 0 (3.18)
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Due à la linéarité du problème en ∇xT
0, on peut poser :

T 1 = χ(y).∇xT
0, (3.19)

où χ(y) est la solution de l’équation :

∇y.
[
K(y).(∇T

yχ(y) + I).∇xT
0)
]
= 0 (3.20)

- Ordre ǫ0. Le problème s’écrit :

∇y.
(
K(y).∇yT

2
)
+∇y.

(
K(y).∇xT

1
)
+∇x.

(
K(y)∇yT

1
)
+∇x.

(
K(y)∇xT

0
)
+ f = 0
(3.21)

En prenant la moyenne sur le volume V et tenant en compte de la périodicité, on obtient :

∇x.〈K(y).(∇yT
1 +∇xT

0)〉V + f(x) = 0 (3.22)

Introduisons maintenant l’expression de T 1 donnée par (3.19), il vient alors :

∇x.(K
eff .∇xT

0) + f(x) = 0, Keff = 〈K(y).(∇T
yχ+ I)〉V (3.23)

Relations qui constituent la loi de comportement macroscopique. Comme nous avons déjà
démontré, le coeur de notre problème est la résolution du problème à l’ordre ǫ−1. Dans la
suite, nous utiliserons les notations suivantes :

−∇xT
0 → E, −∇xT

0 −∇yT
1 → e, −K(y).(∇yT

1 +∇xT
0) → q, (3.24)

Par commodité, nous utiliserons dans la suite de ce chapitre la variable x à la place de y
pour désigner les coordonnées d’espace. Les équations (3.17) pour la cellule élémentaire
V sont alors parfaitement identiques à (3.1). Avec (3.23), nous retrouvons les relations
macroscopiques (3.2) et (3.6). La condition d’antipériodicité du flux q.n résulte alors de
la périodicité de q. Finalement, si e est la dérivée d’un scalaire T , le terme θ = T +E.x
qui est différent de la température T 1 par une constante près, doit être V périodique. Pour
faciliter l’analyse de Fourier présentée dans la suite, on remplace la première équation du
système (3.1) par la nouvelle relation e− θ, on obtient ainsi un système dont les variables
sont périodiques :

e = E −∇θ, ∇.q = 0

q(x) = K(x).e(x) ou e(x) = R(x).q(x) (3.25)

3.2 Homogénéisation des composites périodiques

3.2.1 Formulation des équations intégrales

Dans le système de coordonnées cartésiennes Ox1x2x3, considérons un milieu hétéro-
gène périodique avec périodes a1, a2 et a3. Le matériau composite est constitué de deux
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ou plusieurs phases notées α avec les propriétés différentes Kα et Rα. La conductivité K
et la résistivité R sont donc constantes par morceaux et exprimées sous la forme :

K(x) =
∑

α

Iα(x)K
α, R(x) =

∑

α

Iα(x)R
α, (3.26)

où Iα(x) sont les fonctions caractéristiques des phases définies par :

Iα(x) =

{
1 si x ∈ Vα
0 si x ∈ V − Vα

(3.27)

Les fonctions Iα(x) dépendent uniquement de la géométrie et de la répartition spatiale
des différentes phases. Elles satisfont la condition suivante :

∑

α

Iα(x) = 1 (3.28)

Introduisons le milieu de référence de conductivité K0, et le vecteurs e∗ par :

q(x) = K0.(e(x)− e∗(x)) ou bien K0.e∗(x) = (K0 −K(x)).e(x) (3.29)

Par ailleurs, toute fonction V -périodique φ peut être représentée par la série de Fourier :

φ(x) =
∑

n

φ̂(ξn)e
iξn.x, φ̂(ξ) = F(φ(x)) =

〈
φ(x)e−iξ.x

〉
V
, (3.30)

où ξn est le vecteur d’onde donné par :

ξn =
2πn

a
, n = 0,±1, ...±∞ (3.31)

En utilisant (3.29) dans le système (3.25) et en appliquant la transformée de Fourier, on
obtient :

ξ.q̂(ξ) = 0, ê(ξ) = −iξθ̂(ξ), q̂(ξ) = K0.(ê(ξ)− ê∗(ξ)), ∀ξ 6= 0 (3.32)

Après quelques manipulations algébriques, on obtient les expressions suivantes pour θ̂(ξ)
et ê(ξ) qui sont valables pour tous ξ 6= 0 :

θ̂(ξ) = i
ξ.K0.ê∗(ξ)

ξ.K0.ξ
, ê(ξ) =

ξ.K0.ê∗(ξ)

ξ.K0.ξ
ξ, ∀ ξ 6= 0 (3.33)

La seconde équation dans (3.33) qui donne ê(ξ) peut être écrite sous la forme :

ê(ξ) = E1ξ + Ŝ(ξ)ê∗(ξ), Ŝ(ξ) =
(ξ ⊗ ξ).K0

ξ.K0ξ
, (3.34)

ce qui permet d’obtenir l’expression de e(x) dans l’espace réel :

e(x) = E +
∑

n 6=0

Ŝ(ξn)ê
∗(ξn)e

iξn.x (3.35)
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Ici, 1ξ est la fonction indicatrice 1ξ = 1 si ξ = 0 et 1ξ = 0 si non. On peut noter
dans la dernière relation que le dernier terme à droite de l’égalité représente le produit de
convolution de S(x) par e(x) :

S(x) ∗ e(x) =
∑

n 6=0

Ŝ(ξn).ê(ξn)e
iξn.x (3.36)

La forme compacte de l’équation (3.35) est la suivante :

e(x) = E + S(x) ∗ e∗(x) (3.37)

Finalement, la combinaison de (3.37) avec (3.29) donne une équation intégrale pour e∗(x) :

(K0 −K(x)). (E + S(x) ∗ e∗(x)) = K0.e∗(x) (3.38)

Une équation intégrale duale basée sur la polarisation q∗ peut être également formulée.
En utilisant R0 pour la résistivité du milieu de référence, q∗ est solution de l’équation
intégrale :

e(x) = R0.(q(x)− q∗(x)) ou bien R0.q∗(x) = (R0 −R(x)).q(x) (3.39)

En comparant (3.39) et (3.29), on observe que :

e∗(x) = −R0.q∗(x) (3.40)

Ici, q∗ n’est rien d’autre que la polarisation. Utilisons la transformée de Fourier dans
(3.39) et (3.40) et utilisons (3.34), on obtient alors les expressions suivantes :

q̂(ξ) = Q1ξ + L̂(ξ).q̂∗(ξ), L̂(ξ) = I − K0.(ξ ⊗ ξ)

ξ.K0.ξ
(3.41)

qui sont valables pour tout ξ. De manière duale, q est donné par :

q = Q+L ∗ q∗, (3.42)

En utilisant (3.39) dans (3.42), on obtient l’équation intégrale duale pour q∗

(R0 −R). (Q+L ∗ q∗) = R0.q∗ (3.43)

Les deux équations intégrales (3.38) et (3.43) seront utilisées pour les approximations
analytiques présentées plus tard. D’autre part, après quelques manipulations, on peut
transformer les équations en e∗ et q∗ en équations intégrales en e et q.

Comme le tenseur Ŝ dans (3.34) est lié au tenseur de Green Γ̂0 associé au milieu de
référence de conductivité K0 par :

Ŝ(ξ) = Γ̂0(ξ).K0, Γ̂0(ξ) =
ξ ⊗ ξ

ξ.K0.ξ
, (3.44)
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on peut déduire une équation intégrale pour e avec l’aide de (3.29) (cf. [16]) :

e = E − Γ0 ∗ δK.e, δK = K(x)−K0 (3.45)

La formulation duale pour le flux q peut être déduite d’une manière similaire à partir de
(3.42) et (3.39) :

q = Q−∆ ∗ δR.q, δR = R(x)−R0, (3.46)

où ∆0 est l’opérateur de Green dual. La représentation de ∆0 dans l’espace de Fourier
est :

∆̂0(ξ) = L̂(ξ).K0 = K0 −K0.Γ̂(ξ).K0 (3.47)

Sous cette forme, les deux équations (3.45) et (3.46) peuvent être résolues à l’aide de
schémas itératifs similaires à ceux présentés au chapitre 2. D’autre part, dans la plupart
des applications, on choisit un matériau de référence isotrope :

K0 = k0I, R0 = r0I, r0 = 1/k0 (3.48)

Dans ce cas les tenseurs Ŝ, L̂, Γ̂ et ∆̂ admettent les formes assez simples :

Ŝ(ξ) = ξ ⊗ ξ = k0Γ̂(ξ), L̂(ξ) = I − ξ ⊗ ξ =
1

k0
∆̂(ξ), ξ =

ξ

|ξ| (3.49)

3.2.2 Résolution à l’aide de schémas itératifs

Prenons l’équation (3.45), la résolution à l’aide d’un schéma itératif en série de Neu-
mann donne :

e =
∞∑

n=0

(−Γ0 ∗ δK.)nE = (I + Γ0 ∗ δK.)−1E (3.50)

D’une façon analogue, on a pour la formulation duale :

q =
∞∑

n=0

(−∆0 ∗ δR.)nQ = (I +∆0 ∗ δR.)−1Q (3.51)

Si les séries de Neumann (3.50) et (3.51) convergent, alors il est possible de calculer nu-
mériquement e ou q en tronquant la série à un ordre suffisamment grand qui est l’idée
principale des méthodes itératives. Rappelons les schémas de résolution déjà proposés
dans la littérature :

- Le schéma itératif primal, formulé avec le gradient de température e (cf. [59, 21]) qui est
basé sur le développement en série (3.50) et pour lequel on utilise la relation de récurrence :

ei+1 = E − Γ0 ∗ δK.ei (3.52)

et qui est initialisé avec ei=1 = E. D’autre part, ce schéma itératif peut être simplifié en
observant que pour tout vecteur irrotationnel ei, nous avons la relation :

Γ0 ∗K0.ei = ei −E (3.53)
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Par conséquence, le schéma itératif devient :




qi(x) = K(x).ei(x)

q̂i(ξ) = F(qi(x))

Test de convergence

êi+1(ξ) = êi(ξ)− Γ̂0(ξ).q̂i(ξ)

ei(x) = F−1(êi(ξ))

(3.54)

Ici F et F−1 désignent la transformée de Fourier et son inverse. Les calculs sont réalisés à
l’aide de l’algorithme FFT qui présente l’avantage de réduire considérablement les temps
de calcul. Puisque la solution à convergence est donnée pour un flux à divergent nul, on
utilise le critère de convergence :

‖Ŝ(ξ).q̂i(ξ)‖
‖q̂i(ξ)‖ < ǫ (3.55)

où Ŝ(ξ) est donné par (3.49).

- Le schéma itératif dual (cf. [17, 21]) est basé sur le développement en série (3.46) et
une relation de récurrence formulée avec le flux q. Ce schéma itératif s’écrit :





ei(x) = R(x).qi(x)

êi(ξ) = F(ei(x))

Test de convergence

q̂i+1(ξ) = q̂i(ξ)− ∆̂0(ξ).êi(ξ)

qi(x) = F−1(q̂i(ξ))

(3.56)

et qui est initialisé avec la valeur q0(x) = Q, la solution à convergence correspond à un
champ ê qui est à rotationnel nul. On utilise donc le critère de convergence :

‖L̂(ξ).êi(ξ)‖
‖êi(ξ)‖ < ǫ (3.57)

où L̂(ξ) est donné par (3.49).

- Le schéma itératif en polarization (cf. [63]) qui est formulé avec p et tel que :

p(x) = (K(x)−K0).e(x), q(x) = K0.e(x) + p(x) (3.58)

Le schéma itératif est défini par :




pi(x) = F−1(p̂i(ξ))

ei(x) = (K(x)−K0)−1.pi(x)

êi(ξ) = F(ei(x))

q̂i(ξ) = K0.êi(ξ) + p̂i(ξ)

Test de convergence

p̂i+1(ξ) = p̂i(ξ)− αŜ(ξ).q̂i(ξ)− βL̂(ξ).K0.êi(ξ)− γK0.(êi(0)−E)1ξ

(3.59)
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où p0(x) = 0 est pris comme premier terme de la série. Dans (3.59) α, β et γ sont trois
coefficients qui seront choisis afin d’obtenir la meilleur convergence. On utilise un critère
formulé à la fois sur êi et q̂i :

max

(
‖L̂(ξ).êi(ξ)‖

‖êi(ξ)‖ ,
‖Ŝ(ξ).q̂i(ξ)‖

‖q̂i(ξ)‖

)
< ǫ (3.60)

Le schéma primal et dual sont appelés schémas de base. Le schéma en polarisation fait
partie des schémas dits accélérés tel que le schéma de Eyre et Milton [35, 61], les schémas
de Michel, Moulinec et Suquet [58, 60] ou encore Torquato [87]. Ces schémas sont des cas
particuliers de l’approche en polarisation (cf. [68]).
Les solutions obtenues par ces schémas serviront de référence pour évaluer les solutions
analytiques que nous proposons dans la suite de ce chapitre.

3.3 Estimation des propriétés thermiques effectives

3.3.1 Approximation de la solution de l’équation intégrale

Pour estimer les propriétés élastiques des matériaux composites, Nemat-Nasser, Iwa-
kuma et Hejazi (NIH) [70] ont formulé l’équation intégrale pour la déformation libre et
calculé approximativement sa moyenne. Les applications numériques [40] ont montré que
ces estimations fonctionnent très bien pour les composites avec des inclusions sphériques
noyées dans une matrice. Dans ce travail, on se sert de la similitude entre l’élasticité et la
conduction pour appliquer l’approche NIH au problème de conduction thermique.

En choisissant la matrice comme matériau de référence, K0 = KM , le conductivité effec-
tive peut être déterminée à partir de la valeur moyenne de e∗. Effectivement, en moyennant
de chaque côtés de (3.29) sur le volume de la cellule V et en utilisant la définition (3.6)
de Keff et le fait que e∗ est nul dans la matrice, on obtient :

Keff .E = KM . [E − f 〈e∗(x)〉Ω] , f =
Ω

V
(3.61)

Ici, Ω et f sont respectivement le volume occupé par l’inclusion dans la cellule et sa fraction
volumique. L’évaluation de 〈e∗(x)〉Ω vient de l’équation intégrale (3.38). En choisissant la
matrice comme matériau de référence, la moyenne de (3.38) sur Ω donne :

(KM −KI).

[
E +

∑

ξ 6=0

Ŝ(ξ)
〈
eiξ.x

〉
Ω
ê∗(ξ)

]
= KM 〈e∗(x)〉Ω . (3.62)

Sachant que e∗(x) est nul dans la matrice, l’approximation de type NIH concerne l’éva-
luation de ê∗(ξ) comme suit :

ê∗(ξ) = f
〈
e∗(x)e−iξ.x

〉
Ω
≃ f 〈e∗(x)〉Ω

〈
e−iξ.x

〉
Ω

(3.63)
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Dans le cas limite où l’inclusion est une ellipsöıde et f → 0, cette approximation devient
exacte puisque e∗ est uniforme à l’intérieur de l’inclusion. Cette propriété est démontrée
par Eshelby [45, 34] pour l’élasticité. Pour f finie, la simplification (3.63) permet d’ob-
tenir des estimation de Keff plus précise que les schémas classiques basés sur la solution
d’Eshelby. On définit les fonctions I(ξ) et P (ξ) par :

I(ξ) = Ω
〈
eiξ.x

〉
Ω
, P (ξ) =

f

Ω2
I(ξ)I(−ξ), (3.64)

où I(ξ) est appelé la fonction de forme et P (ξ) le facteur de forme.
En remplaçant (3.63) dans (3.62) et en tenant compte de (3.64), nous obtenons la moyenne
〈e∗(x)〉Ω :

〈e∗(x)〉Ω =

[
KM − (KM −KI).

∑

ξ 6=0

Ŝ(ξ)P (ξ)

]−1

.(KM −KI).E (3.65)

et l’expression explicite de la conductivité effective grâce à (3.61) :

Keff = KM − fKM .

[
KM − (KM −KI).

∑

ξ 6=0

Ŝ(ξ)P (ξ)

]−1

.(KM −KI) (3.66)

Une approximation similaire peut être appliquée à la formulation duale (3.43). Au lieu de
calculer 〈e∗(x)〉Ω, on calcule 〈q∗(x)〉Ω à partir de (3.43)

〈q∗(x)〉Ω =

[
RM − (RM −RI).

∑

ξ 6=0

L̂(ξ)P (ξ)

]−1

.(RM −RI).Q (3.67)

puis on obtient la résistivité effective par la formule :

Reff = RM − fRM .

[
RM − (RM −RI).

∑

ξ 6=0

L̂(ξ)P (ξ)

]−1

.(RM −RI) (3.68)

3.3.2 Microstructures avec symétries

Dans beaucoup d’applications présentées par la suite, la microstructure possède des
symétries qui permet de simplifier les expressions (3.66) et (3.68). Supposons d’abord que
la matrice et les inclusions sont thermiquement isotropes ayant les conductivités kM et kI .
Grâce à l’isotropie de la matrice, les tenseurs Ŝ(ξ) et L̂(ξ) admettent des formes simples
(3.49). Évidemment, avec (3.64), la symétrie de l’inclusion dans l’espace physique x peut
être liée à la symétrie de I(ξ) dans l’espace de Fourier.

On choisit de travailler directement dans l’espace de Fourier et on désigne S l’ensemble des
vecteurs d’onde décrits par (3.31). Dans les cas où P (ξ) et S satisfont les deux conditions
suivantes :

62



3.3. Estimation des propriétés thermiques effectives

i) P (ξ) et S sont invariants par une transformation de réflexion par rapport à l’un des
trois plans Oξiξj (i, j = 1, 2, 3)

P (ξ1, ξ2, ξ3) = P (±ξ1,±ξ2,±ξ3), et (±ξ1,±ξ2,±ξ3) ∈ S (3.69)

ii) P (ξ) et S sont invariants par permutation de deux indices i, j

P (ξ1, ξ2, ξ3) = P (ξ1, ξ3, ξ2) = P (ξ3, ξ2, ξ1) = P (ξ2, ξ1, ξ3),

et (ξ1, ξ2, ξ3), (ξ1, ξ3, ξ2), (ξ3, ξ2, ξ1), (ξ2, ξ1, ξ3) ∈ S, (3.70)

alors les sommes infinies
∑

Ŝ(ξ)P (ξ) et
∑

L̂(ξ)P (ξ) sont diagonales,

∑

ξ 6=0

Ŝ(ξ)P (ξ) =
I

3

∑

ξ 6=0

P (ξ),
∑

ξ 6=0

L̂(ξ)P (ξ) =
2I

3

∑

ξ 6=0

P (ξ) (3.71)

La première condition (3.69) implique que les termes non-diagonaux disparaissent

∑

ξ 6=0

ξ̄iξ̄jP (ξ1, ξ2, ξ3) = 0, i 6= j, (3.72)

Avec la deuxième condition (3.70), on peut déduire que tous les termes diagonaux sont
identiques

∑

ξ 6=0

ξ̄21P (ξ1, ξ2, ξ3) =
∑

ξ 6=0

ξ̄22P (ξ1, ξ2, ξ3) =
∑

ξ 6=0

ξ̄23P (ξ1, ξ2, ξ3)

=
1

3

∑

ξ 6=0

(ξ̄21 + ξ̄22 + ξ̄23)P (ξ1, ξ2, ξ3) =
1

3

∑

ξ 6=0

P (ξ) (3.73)

Par conséquent, le matériau effectif est isotrope et la conductivité keff est donnée par
(3.66) :

keff = kM − fkM
kM

kM−kI
− 1

3

∑
ξ 6=0

P (ξ)
, (3.74)

ou par (3.68) :

keff =
kM

1− f
kI

kI−kM
− 2

3

∑
ξ 6=0

P (ξ)

(3.75)

L’ensemble des vecteurs discrets S spécifié par (3.31) dépend uniquement de la dimension
de la cellule périodique. Comme ce dernier est un cube, les deux conditions pour S sont
automatiquement satisfaites. La validité des conditions P (ξ) dépend de la répartition des
inclusions à l’intérieur de la cellule. Toutefois, pour les structures considérées dans les
sections suivantes (réseaux cubiques de sphères ou la distribution isotrope de sphères),
ces deux conditions pour P (ξ) sont également réunies.
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3.4 Réseaux cubiques de sphères rigides

3.4.1 Réseau cubique simple (CS)

Avant de commencer, notons d’abord que le coefficient de forme I(ξ) pour une sphère
de volume Vs centré en x = xc s’écrit :

∫

Vs

eiξ.xdx = 3Vs
sin η − η cos η

η3
eiξ.xc , η = ξR, Vs =

4πR3

3
, ξ = |ξ| , (3.76)

Dans les structures CS, l’inclusion sphérique est située au centre de la cellule périodique
(figure 3.1a) ce qui corresponds à xc = 0. Compte tenu de (3.76), on observe que les deux
fonctions I(ξ) et P (ξ) dépendent uniquement du module ξ

I(ξ) =
3(η cos η − sin η)

η3
, P (ξ) =

9f(η cos η − sin η)2

η6
, (3.77)

et vérifient ainsi les deux conditions (3.69) et (3.70). Le reste du travail consiste à évaluer
la somme infinie

∑
ξ P (ξ) dans (3.74). On remarque que les points ξ forment une grille

Figure 3.1 – Cellule de base pour les microstructures cubiques (de gauche à droite :
cubique simple, cubique centré, cubique faces centrées)

régulière avec un espacement de 2π/a (figure 3.2). Par conséquent, en prenant un volume
dV suffisamment grand, le nombre total de points dN contenu dans dV peut être estimé
en multipliant dV avec la densité de points ρ.

dN = ρdV, ρ =
a3

8π3
. (3.78)

A grand ξ, P (ξ) varie lentement, ce qui permet de remplacer
∑

ξ P (ξ) dans la région dV
par la formule [85] : ∑

ξ∈(dV ∩S)

P (ξ) = P (ξ)dN = P (ξ)ρdV, (3.79)

La formule précédente peut être généraliser pour un domaine lointain D quelconque par :

∑

ξ∈(D∩S)

P (ξ) = ρ

∫

D

P (ξ)dV. (3.80)
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3.4. Réseaux cubiques de sphères rigides

Figure 3.2 – La grille de ξ dans un plan. La somme de réseaux dans le volume D est
estimée par ρ

∫
D
P (ξ)dV

A petit ξ, P (ξ) fluctue fortement et l’approximation ci-dessus n’est plus valable. Pour
calculer la somme infinie avec une bonne précision, les premiers termes de la série seront
retenus et le reste sera estimé analytiquement avec l’intégrale. La somme infinie

∑
ξ P (ξ)

peut être estimée par la formule :

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃
∑

0<|ξ|<ξc

P (ξ) +
a3

2π2

∫ ∞

ξc

P (ξ)ξ2dξ, (3.81)

dans laquelle ξc est la distance qui définit le nombre de termes initiaux pris en compte
dans cette nouvelle expression. Par des changements de variables, l’intégrale dans (3.81)
est réécrite comme suit

a3

2π2

∫ ∞

ξc

P (ξ)ξ2dξ =
6

π

∫ ∞

ηc

[η cos η − sin η]2

η4
dη, η = ξR, ηc = ξcR (3.82)

On note que la primitive est donnée par l’expression analytique

∫
[η cos η − sin η]2

η4
dη =

cos 2η

6η
+

1

3
Si(2η)− 1

2η
− 1

6η3
+

sin 2η

3η2
+

cos 2η

6η3
(3.83)

où Si(η) est la fonction sinus intégral, définit par :

Si(η) =

∫ η

0

sin η′

η′
dη′. (3.84)

Par conséquent, on obtient la nouvelle expression pour la somme infinie (3.81) :

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃
∑

0<|ξ|<ξc

P (ξ) +
3− cos 2ηc

πηc
+

2 sin2 ηc
πη3c

− 2 sin 2ηc
πη2c

− 2

π
Si(2ηc) + 1(3.85)
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Dans les applications, on ne garde que 4 termes initiaux, ce qui correspond à ξc = 2ǫ/R
où ǫ = 2πR/a. La formule explicite de 1

3

∑
ξ 6=0

P (ξ) devient alors :

1

3

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃ f

[
18

(ǫ cos ǫ− sin ǫ)2

ǫ6
+ 36

(
√
2ǫ cos

√
2ǫ− sin

√
2ǫ)2

8ǫ6
+

+ 24
(
√
3ǫ cos

√
3ǫ− sin

√
3ǫ)2

27ǫ6
+ 18

(2ǫ cos 2ǫ− sin 2ǫ)2

64ǫ6

]
+

+
1

3π

[
3− cos 4ǫ

2ǫ
+

2 sin2 2ǫ

8ǫ3
− 2 sin 4ǫ

4ǫ2
− 2Si(4ǫ) + π

]
(3.86)

Finalement, il suffit de remplacer (3.86) dans (3.74) et (3.75) pour obtenir la solution
analytique pour keff .

3.4.2 Réseau cubique centré (CC)

Dans les structures CC, une sphère est située au centre de la cellule cubique périodique
et huit huitièmes se trouvent aux huit coins (figure 3.1b). En se basant sur (3.76) et (3.64),
la fonction P (ξ) est donnée par l’expression suivante :

P (ξ) =
9f

4

[η cos η − sin η]2

η6
[1 + cos π(n1 + n2 + n3)]

2 (3.87)

Ce facteur de forme P (ξ) satisfait les deux conditions (3.69) et (3.70) et la somme infinie
de P (ξ) peut être estimée avec la même procédure comme celle établie précédemment.
On note que le terme [1 + cos π(n1 + n2 + n3)]

2 peut prendre l’une des deux valeurs 0 ou
4 avec la même probabilité : cela dépend si n1 + n2 + n3 est pair ou impair. En moyenne,
la somme de P (ξ) peut être estimée dans le domaine dV :

∑

ξ∈(dV ∩S)

P (ξ) = ρP̄ (ξ)dV, (3.88)

où P̄ (ξ) est la valeur moyenne :

P̄ (ξ) =
9f

4

[η cos η − sin η]2

η6

[
1

2
.0 +

1

2
.4

]
=

9f [η cos η − sin η]2

2η6
(3.89)

Alors, la somme infinie
∑

ξ 6=0
P (ξ) devient :

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃
∑

0<|ξ|<ξc

P (ξ) +
a3

2π2

∫ ∞

ξc

P̄ (ξ)ξ2dξ (3.90)
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Finalement, en gardant les 4 termes initiaux avec ξc =
√
8ǫ/R, la somme infinie peut être

calculée avec la formule analytique suivante :

1

3

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃ f

[
36

(
√
2ǫ cos

√
2ǫ− sin

√
2ǫ)2

8ǫ6
+ 18

(2ǫ cos 2ǫ− sin 2ǫ)2

64ǫ6

+ 72
(
√
6ǫ cos

√
6ǫ− sin

√
6ǫ)2

216ǫ6
+ 36

(
√
8ǫ cos

√
8ǫ− sin

√
8ǫ)2

512ǫ6

]
+

+
1

3π

[
3− cos 4

√
2ǫ

2
√
2ǫ

+
2 sin2 2

√
2ǫ

(2
√
2ǫ)3

− 2 sin 4
√
2ǫ

(2
√
2ǫ)2

− 2Si(4
√
2ǫ) + π

]
(3.91)

3.4.3 Réseau cubique à faces centrés (CFC)

Dans les structures CFC, huit huitièmes d’inclusions sont aux coins et six sixièmes
sont aux centres des six facettes (figure 3.1c). On utilise toujours la même procédure
d’estimation décrite dans la section précédente, on obtient alors :

1

3

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃ f

[
24

(
√
3ǫ cos

√
3ǫ− sin

√
3ǫ)2

27ǫ6
+ 18

(2ǫ cos 2ǫ− sin 2ǫ)2

64ǫ6

+ 36
(
√
8ǫ cos

√
8ǫ− sin

√
8ǫ)2

512ǫ6
+ 72

(
√
11ǫ cos

√
11ǫ− sin

√
11ǫ)2

1331ǫ6

]
+

+
1

3π

[
3− cos 2

√
11ǫ√

11ǫ
+

2 sin2
√
11ǫ

(
√
11ǫ)3

− 2 sin 2
√
11ǫ

(
√
11ǫ)2

− 2Si(2
√
11ǫ) + π

]

(3.92)

3.4.4 Applications numériques

Les différentes solutions analytiques obtenues précédemment sont basées sur des ap-
proximations des équations intégrales pour e∗ ou pour q∗. Dans cette section, ces solutions
sont comparées avec des solutions numériques exactes obtenues par la méthode FFT. Le
rapport de conductivité entre l’inclusion et la matrice kI/kM varie de 10−3 à 103 et la frac-
tion volumique f varie de 0% à 90% de la valeur maximale fmax. Concernant le schéma
itératif basé sur la FFT, une résolution avec une grille de taille 128 × 128 × 128 a été
adoptée et une précision de calcul fixée à 10−3.

Pour l’évaluation numérique des sommes dans l’approximations NIH, la valeur Nc = 128
est également utilisée, c.a.d que la somme est calculée pour tout |ni| < Nc. Les tests pré-
liminaires montrent que les paramètres adoptés génèrent des résultats satisfaisants avec
un coût de calcul raisonnable. La symétrie de la grille par rapport à 9 plans ξi = 0 et
ξi = ±ξj (i, j = 1, 2, 3) est également exploitée pour maximiser l’efficacité du calcul.

Sur les figures 3.3 à 3.5 on observe un excellent accord entre l’approximation NIH, calcu-
lée numériquement, et les expressions analytiques obtenues dans ce chapitre, et ce pour
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Figure 3.3 – Comparaison entre l’approximation NIH, la solution analytique, la solution
FFT pour le réseau CS

toutes les valeurs de la fraction volumique des inclusions, pour chaque réseau cubique et
pour toutes les valeurs du rapport des conductivités thermiques. L’estimation NIH est
assez proche de la solution numérique obtenue par la méthode FFT jusqu’à f = 0.8fmax

(voir figures 3.3 à 3.5). Les trois méthodes de calcul basées sur la FFT présentées dans
la section 3.2.2 donnent les mêmes résultats alors que les écarts entre l’estimation NIH et
la solution FFT deviennent significatifs pour les valeurs élevées de la fraction volumique.
Malgré la forme différente, les solutions basées sur e∗ et q∗ sont très proches l’une de
l’autre (voir Fig. 3.6). Concernant l’influence du rapport de conductivité, la figure 3.7 met
en évidence un écart plus élevé pour le rapport kI/kM (kI/kM = 103) entre l’estimation
NIH et la solution exacte par FFT, un très bon accord entre eux pour le petit rapport
kI/kM = 10−3.

3.5 Distribution aléatoire de sphères rigides

3.5.1 Distribution radiale et facteur de structure

Dans cette section, on considère le cas où un cube de taille a contient un grand nombre
N de sphères identiques de rayon R (figure 3.8). Les fonctions de forme I(ξ) et P (ξ)
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Figure 3.4 – Comparaison entre l’approximation NIH, la solution analytique, la solution
FFT pour le réseau CC.
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Figure 3.5 – Comparaison entre l’approximation NIH, la solution analytique, la solution
FFT pour le réseau FCC.
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Figure 3.6 – Comparaison entre les approximations NIH basé sur e∗, q∗ pour le réseau
CS
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3.5. Distribution aléatoire de sphères rigides

Figure 3.8 – Distribution aléatoire de sphères dans la cellule de base

deviennent :

I(ξ) = Vs
3[η cos η − sin η]

η3

i=N∑

i=1

eiξ.xi ,

P (ξ) =
Vs
V

9[η cos η − sin η]2

η6
1

N

i=N∑

i=1

eiξ.xi

i=N∑

i=1

e−iξ.xi , (3.93)

où xi est la position de la sphère i dans la cellule.
Sous l’hypothèse de milieu ergodique [87], quand le volume tend vers l’infini, la moyenne
volumique 〈e∗〉Ω (ou 〈q∗〉Ω) et la double somme P (ξ) dans (3.61,3.63) peuvent être rem-
placées par leurs moyennes d’ensemble 〈〉ens. On note donc :

S(ξ) =
1

N

〈
i=N∑

i=1

eiξ.xi

i=N∑

i=1

e−iξ.xi

〉

ens

(3.94)

Ici, S(ξ) est le facteur de structure statique, un outil de la mécanique statistique pour
étudier la distribution locale des particules [26, 38, 56]. Le terme 9[η cos η − sin η]2/η6

n’est rien d’autre que le facteur de forme d’une particule sphérique. Il est intéressant
de remarquer aussi que S(ξ) peut être déterminé expérimentalement par la technique de
diffraction de rayon X [13]. Le facteur de structure S(ξ) est lié à la fonction de distribution
radiale (FDR) g(r) par :

S(ξ) = 1 + n

∫

V

e−iξ.r[g(r)− 1]dr, (3.95)

où n est la densité des particules. Concernant la densité des particules, elle est liée à la
fraction volumique f par :

f = nVs =
4πR3

3
n (3.96)

Quand g(r) est isotrope et V → ∞, S(ξ) est une fonction de |ξ| seulement. Par un
changement de variable, (3.95) devient :

S(ξ) = 1 + 3f

∫ ∞

0

sin ηr̄

η
[g(r)− 1]r̄dr̄, r̄ =

r

R
(3.97)
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Enfin, la nouvelle forme pour P (ξ) utilisant le facteur de structure statique S(ξ) est réécrit
comme ci-dessous :

P (ξ) =
12π[η cos η − sin η]2

η6

(
R

a

)3

S(ξ) (3.98)

La somme infinie de P (ξ) peut être évaluée analytiquement avec la procédure décrite dans
la section précédente, c’est à dire que :

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃
∑

0<|ξ|<ξc

P (ξ) +
6

π

∫ ∞

ηc

[η cos η − sin η]2

η4
S(ξ)dη, (3.99)

ou alors elle est calculée numériquement. Bien que l’équation (3.99) est obtenue à partir
de la relation entre g(r) et S(ξ) qui est valable pour le volume infini (i.e R/a → 0), elle
peut être utilisée pour déterminer, comme une approximation, la conductivité effective
pour les volumes finis. Finalement, pour une fraction volumique donnée f , keff dépend de
la taille de la cellule, via le paramètre R/a.

3.5.2 Solutions analytiques

3.5.2.1 Cas d’un volume infini

Afin d’obtenir la conductivité effective dans ce cas, on calcule la somme infinie de P (ξ)
pour un volume fini V puis on considère la limite quand V → ∞ :

lim
R/a→0

∑

ξ 6=0

P (ξ) (3.100)

Lorsque le rapport R/a tend vers 0, la grille de ξ devient plus dense. Pour tout domaine
donné D (figure 3.2), il est rempli d’un nombre infini de points ξ avec un espacement
infiniment petit. L’équation (3.80) est donc valable pour tous D à condition que R/a→ 0

lim
R/a→0

∑

S∩D

P (ξ) ≃ ρ

∫

D

P (ξ)dV, ∀D (3.101)

La somme infinie de P (ξ) peut maintenant être évaluée par une intégrale :

lim
R/a→0

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃ 6

π

∫ ∞

0

[η cos η − sin η]2

η4
S(ξ)dη (3.102)

ou encore :

lim
R/a→0

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃ 6

π

∫ ∞

0

[η cos η − sin η]2

η4

[
1 + 3f

∫ ∞

0

sin ηr̄

η
[g(r)− 1]r̄dr̄

]
dη.

(3.103)
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Comme les sphères ne sont pas interpénétrables, nous avons g(r) = 0 ; r̄ < 2 et donc la
propriété suivante :

∫ ∞

0

[η cos η − sin η]2

η5
sin(ηr̄)dη = 0, ∀r̄ ≥ 2 (3.104)

Par conséquent, la somme infinie de P (ξ) peut être donnée par :

lim
R/a→0

∑

ξ 6=0

P (ξ) ≃ 1− f (3.105)

En remplaçant (3.105) dans (3.74) puis en prenant en compte (3.75), on obtient :

keff = kM − fkM
kM

kM−kI
− 1

3
(1− f)

, (3.106)

qui est la formule de Clausius-Mossotti (ou bien l’approximation de Maxwell) pour la
conductivité [61]. Il est intéressant de remarquer que l’approximation NIH conduit alors
à un résultat fonction de kM , kI , f mais indépendant de la structure locale des particules
g(r) et S(ξ). La précision de l’expression (3.106) pour le cas des suspensions de particules
sphériques a été discuté dans [20]. Ces auteurs ont montré que (3.106) prédit très bien
la conductivité effective lorsque le rapport de contraste de kI/kM n’est pas trop élevé et
que les particules sont suffisamment éloignées. Dans des situations extrêmes, l’interaction
entre les particules est beaucoup plus forte et l’approximation NIH conduire à des résul-
tats erronés. Ces effets peuvent être considérés dans le cadre de la théorie de la percolation
et doivent être étudiés par une analyse adaptée [20, 14].

Pour prouver numériquement la solution pour le volume infini (3.106), des études de
convergence de (3.100) sont réalisées quand R/a → 0 et pour deux systèmes présentant
une structure différente (figure 3.9) : une distribution bien mélangée (WS pour Well-
Stirred) et la distribution Percus-Yevick (PY).

3.5.3 Distribution bien mélangée (WS)

Le premier cas considéré est un système sans structure dont la fonction RDF est
exprimée par la fonction de Heaviside

g(r) = H(r̄ − 2) (3.107)

qui corresponds à une distribution bien mélangée notée WS pour well-stirred [54, 32]. En
combinant les relations (3.97) et (3.107), on obtient les expressions suivantes pour S(ξ)
et P (ξ) :

S(ξ) = 1 + 3f
2η cos(2η)− sin(2η)

η3
,

P (ξ) =
12π[η cos η − sin η]2

η6

(
R

a

)3 [
1 + 3f

2η cos(2η)− sin(2η)

η3

]
(3.108)

Dans [54], les auteurs ont montré que cette distribution well-stirred est réaliste que pour
une fraction volumique f < 1/8.
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3.5.3.1 Distribution Percus-Yevick (PY)

La distribution WS est une approximation brute et valable uniquement pour f < 1/8.
Dans le cadre de la mécanique statistique, Ornstein et Zernike [73] ont établi une équation
intégrale ”OZ”pour déterminer la fonction de distribution radiale d’un fluide en équilibre.
Percus et Yevick [74] ont proposé des approximations PY qui ont conduit à la condition de
fermeture pour résoudre l’équation OZ. Wertheim [92] a résolu analytiquement l’équation
PY pour le cas de sphères rigide et Drugan et Willis [32] a utilisé la solution de Wertheim
pour déterminer la taille minimale d’un VER. Le calcul suivant est basé sur la solution
de Wertheim présenté dans [32]. La solution de [92] pour g(r) est donnée sous la forme de
la transformée de Laplace de la fonction RDF

∫ ∞

0

r̄[g(r)− 1]e−sr̄dr̄ =
2sL(2s)

3f [L(2s) +M(2s)e2s]
− 1

s2
, (3.109)

où L(t) et M(t) sont des polynômes définis par

L(t) = 12f

[(
1 +

f

2

)
t+ (1 + 2f)

]
,

M(t) = (1− f)2t3 + 6f(1− f)t2 + 18f 2t− 12f(1 + 2f) (3.110)

Il n’existe pas de formule analytique pour g(r) mais on peut calculer S(ξ) en utilisant
(3.97) et (3.109) et la relation entre la transformation de Laplace et la transformation de
Fourier. Si s est purement imaginaire, s = iη, nous pouvons prouver que

∫ ∞

0

sin(ηr̄)

η
[g(r)− 1]r̄dr̄ = −ℜ

{
1

iη

∫ ∞

0

r̄[g(r)− 1]e−iηr̄dr̄

}
(3.111)

En combinant (3.109) et (3.111), on peut obtenir S(ξ) analytiquement

S(ξ) = 1−ℜ
{

2L(2iη)

L(2iη) +M(2iη)e2iη

}
(3.112)

La variation de S(ξ) par rapport à la fraction de volume f est illustrée sur la figure (3.10).
La somme infinie de

∑
P (ξ) devient maintenant

∑

ξ 6=0

P (ξ) =
∑

ξ 6=0

12π[η cos η − sin η]2

η6

(
R

a

)3 [
1−ℜ

{
2L(2iη)

L(2iη) +M(2iη)e2iη

}]

(3.113)

3.5.4 Applications numériques

L’ingrédient principale de nos solutions analytiques pour les systèmes aléatoires est
P (ξ) dans les relations (3.108), (3.113) et qui dépend de f et du rapport R/a. Ce dernier
montre l’effet de taille, mais dans les calculs nous nous sommes intéressés à la convergence
dans la limite d’un volume infini ( R/a→ 0).
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Figure 3.11 – L’approximation NIH pour la distribution WS (kI/kM = 10, f ≤ 1/8). Les
courbes correspondant R/a < 0.1 se superposent à la solution correspondant à R/a = 0,
cf. équation (3.106).

Pour les applications, les paramètres suivants sont utilisés : kI/kM = 10, f varie de 0
à 0.5 et R/a de 0 à 0.3. Pour un faible rapport R/a, une résolution égale à 1024 pour Nc

est nécessaire pour assurer la convergence de la somme.

Concernant la convergence à R/a → 0, les figures 3.11 et 3.12 montrent que les courbes
de conductivité pour les deux distributions PY et WS deviennent stables pour R/a = 0.1
et cöıncident avec la solution analytique (3.106) pour R/a = 0.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons établi de nouvelles formules analytiques pour les propriétés
de conductivité des composites renforcés par des inclusions de forme sphérique. L’approche
utilise le formalisme usuel de l’homogénéisation périodique, les fonctions de Green, les
fonctions de forme associées à la géométrie des inclusions et l’approximation NIH qui
consiste à considérer une polarisation constante dans l’inclusion. Les résultats sont établis
en considérant les symétries qui conduisent à des propriétés macroscopiques isotropes.
Des expressions analytiques sont d’abord établies pour des réseaux cubiques et comparées
avec des solutions numériques obtenues par FFT. Les résultats montrent que la solution
analytique reproduit parfaitement les résultats numériques pour une large gamme de
fractions volumiques. Les résultats ont ensuite été étendus à des distributions aléatoires
d’inclusions sphériques. Nous avons montré que les solutions dépendent du facteur de
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Figure 3.12 – L’approximation NIH pour la distribution PY (kI/kM = 10). Les courbes
à R/a < 0.1 se superposent à la solution correspondant à R/a = 0, cf. équation (3.106).

structure et de la taille de la cellule. En particulier, une étude de convergence dans le cas
limite d’un volume infini a également été effectuée pour trouver la conductivité effective.
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Chapitre 4

Couplage convection-diffusion dans
les milieux poreux

Dans ce dernier chapitre on propose de déterminer numériquement les propriétés de
diffusivité d’un milieu poreux saturé par un fluide visqueux. Ce problème a été étudié
dans le cadre des approches par homogénéisation périodique par Bloch et Auriault [19],
Allaire [3] et dont on rappelle les principaux résulats dans la première section de chapitre.
On propose ensuite de nouveaux schémas itératifs basés sur la FFT pour déterminer
numériquement le tenseur de diffusivité. Différent exemples numériques seront présentés
afin de montrer les capacités de ces nouvelles approches.

4.1 Approche par homogénéisation asymptotique

4.1.1 Couplage convection-diffusion

On considère un milieu poreux périodique saturé dont le fluide et le squelette solide
sont tous deux conducteurs de la chaleur avec la diffusivité thermique kf et ks. L’équation
de transfert de chaleur s’écrit :

∂T

∂t
+ v.∇T = ∇.(k∇T ), (4.1)

où T et k sont respectivement la température et la diffusivité thermique. Le champ de
vitesse v est supposé connu par la résolution des équations de Stokes qui a été abordé
dans les deux premiers chapitres. Dans ce chapitre seule la solution au premier ordre est
considérée si bien que le champ de vitesse dépend linéairement du gradient de pression
G. L’équation (4.1) est valable pour les deux phases du fait que le champ de vitesse v est
nul dans la phase solide. La diffusivité thermique locale k est une fonction constante par
morceaux :

k = ks dans la phase solide, k = kf dans la phase fluide (4.2)

On se base toujours sur la procédure d’homogénéisation asymptotique avec le rapport
d’échelle ǫ = h/L ≪ 1, où h et L sont les longueurs caractéristiques des échelles micro-
scopique et macroscopique. Tout d’abord, les quantités dans (4.1) sont normalisées par

79



Chapitre 4. Couplage convection-diffusion dans les milieux poreux

des valeurs caractéristiques par exemple x = Lx∗, v = vcv
∗, T = TcT

∗, k = kck
∗, t = tct

∗

etc... La forme adimensionnelle de (4.1) devient :

∂T ∗

∂t∗
+ v∗.∇T ∗ = ∇.(k∗∇T ∗) (4.3)

A noter que l’équation (4.3) est obtenue sous les hypothèses suivantes :

vch

kc
= O(1),

L2

kctc
= O(1) (4.4)

Pour obtenir le comportement macroscopique à partir des équations de transport, on peut
procéder par deux approches : celle basée sur la moyenne volumique ou celle utilisant les
développements asymptotiques. L’approche par moyennes volumiques utilise l’équation de
bilan pour un grand volume de matériau poreux et sur lequel sont réalisés des moyennes
spatiales [93, 82, 94, 43]. L’approche par homogénéisation asymptotique a déjà été présen-
tée pour les milieux poreux et les composites [5, 19]. Notons que seul la seconde méthode
nous permet d’utiliser la méthode FFT pour déterminer les paramètres macroscopiques
[86].

4.1.2 Approche par développement asymptotique

Pour faciliter les calculs, nous allons supprimer la notation avec les exposants ”*” dans
(4.3). En utilisant la technique de la vitesse d’entrâınement [3, 2], on admet la forme
asymptotique suivante pour la température T :

T =
∞∑

i=0

ǫiT i

(
t,x− v′t

ǫ
,y

)
, (4.5)

Le terme v′ est une vitesse constante dans la cellule et dont le rôle sera justifié plus
tard. Les opérateurs différentiels ∇ et ∂/∂t qui apparaissent dans la dérivée particulaire
deviennent :

∇
[
T i

(
t,x− v′t

ǫ
,y

)]
=
(
∇xT

i + ǫ−1∇yT
i
)(

t,x− v′t

ǫ
,y

)
,

∂T i

∂t

(
t,x− v′t

ǫ
,y

)
=

(
∂T i

∂t
− ǫ−1v′.∇xT

i

)(
t,x− v′t

ǫ
,y

)
, (4.6)

En substituant (4.6) dans l’équation locale adimensionnelle (4.3) sans notation (*), on
obtient :

(
∂

∂t
− ǫ−1v′∇x·

)
(T0 + ǫT1 + ...) +

1

ǫ
v ·
(
∇x + ǫ−1∇y

)
(T0 + ǫT1 + ...) =

=
(
∇x + ǫ−1∇y

)
·
(
k
(
∇x + ǫ−1∇y

)
(T0 + ǫT1 + ...)

)
(4.7)

En développant, puis en collectant les termes de même puissance en ǫ, on obtient une
hiérarchie de problèmes pour les champs de température T 0, T 1, ...
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4.1. Approche par homogénéisation asymptotique

Ordre ǫ−2

A cet ordre, on a l’équation :

v(y).∇yT
0 − divy(k(y)∇yT

0) = 0, (4.8)

dont la solution est une fonction de t et x uniquement : T 0(t,x,y) = T 0(t,x).

Ordre ǫ−1

A cet ordre, le problème prend la forme suivante :

−v′.∇xT
0 + v(y).(∇xT

0 +∇yT
1)− divy(k(y)(∇xT

0 +∇yT
1)) = 0 (4.9)

En prenant la moyenne de (4.9) il vient :

−v′.∇xT
0+ < v(y) >V .∇xT

0 +
1

V

∫

V

v(y).∇yT
1dy

− 1

V

∫

V

divy(k(y)(∇xT
0 +∇yT

1))dy = 0

(4.10)

En reprenant les notations du premier chapitre on pose

V =< v(y) >V=
1

V

∫
v(y)dy (4.11)

la vitesse macroscopique. Dans l’équation (4.10), on peut utiliser le théorème de la diver-
gence pour calculer le dernier terme à droite de l’égalité :

1

V

∫

V

divy(k(y)(∇xT
0 +∇yT

1))dy =
1

V

∫

∂V

k(y)(∇xT
0 +∇yT

1).ndy (4.12)

et qui est nul compte tenu de l’antipériodicité du flux sur les bords de la cellule élémentaire.
Toujours dans l’équation (4.10), on a :

1

V

∫

V

v(y).∇yT
1dy =

1

V

∫

V

divy(v(y)T
1)dy

=
1

V

∫

∂V

v(y).nT 1dy

(4.13)

et qui est nul compte tenu de la périodicité de T 1 et de v(y). Il reste donc dans (4.10) :

(V − v′).∇xT
0 = 0 (4.14)

qui est vérifié si
v′ = V (4.15)

Cette condition justifie le choix de v′. En outre, sans l’introduction de ce terme d’entrâı-
nement, cela conduit à V = 0, ce qui n’est pas licite pour le problème d’écoulement.
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Chapitre 4. Couplage convection-diffusion dans les milieux poreux

Compte tenu de la linéarité du problème, le champ T 1 vaut :

T 1 = g(y) · ∇xT
0(t,x), (4.16)

où g est la solution de l’équation

−V .∇xT
0 + v(y) · (I +∇T

yg)∇xT
0 − divy(k(y)(I +∇T

yg) · ∇xT
0) = 0. (4.17)

Ordre ǫ0

L’équation à cet ordre est la suivante :

∂T 0

∂t
− V .∇xT

1 + v(y).(∇xT
1 +∇yT

2)− divy(k(y)(∇xT
1 +∇yT

2))

−divx(k(y)(∇xT
0 +∇yT

1)) = 0.

(4.18)

En prenant la moyenne de cette équation sur le volume de la cellule unitaire on élimine,
comme pour l’ordre précédent, le terme v(y).∇yT

2 et le terme sous le divergent ”divy” et
ce pour les même raisons déjà évoquées ci-dessus. Il reste alors :

∂T 0

∂t
− divx

[
< k(y)(∇xT

0 +∇T
yg · ∇xT

0) >V

]
= 0, (4.19)

En utilisant le résultat (4.16), cette dernière relation peut être réécrite sous la forme
compacte :

∂T 0

∂t
− divx(K.E) = 0. (4.20)

Dans laquelle on introduit le tenseur diffusivité thermique effectif K par :

K = 〈k(y)(I +∇T
yg)〉 − 〈(v − V )⊗ g〉. (4.21)

et le gradient de température macroscopique

E = ∇xT
0 (4.22)

Il est à noter que K est défini de manière unique même si g est déterminé à une constante
près. Le tenseur K selon la définition (4.21) pouvant être non symétrique, il peut être
symétrisé pour l’utilisation dans (4.20) sans poser aucun problème :

Kij → Ks
ij =

1

2
[Kij +Kji] (4.23)

Le terme de convection n’apparâıt pas dans (4.20) car il est obtenu dans un système
en mouvement avec le fluide. En réintroduisant T (t,x) = T 0(t,x − V t/ǫ), l’équation
macroscopique devient :

∂T

∂t
+

1

ε
V .E = divx (K.E) (4.24)
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4.2. Solution analytique entre plans parallèles

A noter que l’équation macroscopique ci-dessus est sans dimension, y compris l’opérateur
de divergence. En réintroduisant les grandeurs avec dimensions, on obtient finalement :

∇. [K.∇T ] = ∂T

∂t
+ V .E (4.25)

Pour déterminer la diffusivité effective, il est nécessaire de résoudre le problème de trans-
fert local (4.9) pour une cellule. En posant −∇xT

0 → E, E +∇y(g.E) → e et ke → q,
on réécrit (4.9) sous la forme plus familière :

e = −∇T, q = ke, ∇.q − v.e+ V .E = 0 (4.26)

Il s’agit donc d’un problème de transfert de chaleur classique mais avec le terme source
−v.e+ V .E. On peut aussi transformer (4.21) en équation de moyenne pour une cellule

Q = K.E +C (4.27)

où C est la moyenne du terme de convection :

C = 〈(v − V )θ〉, θ = T +E.x (4.28)

Comme le problème est périodique, nous allons utiliser une méthode basée sur la trans-
formée de Fourier pour résoudre le problème à l’échelle microscopique. Mais avant cela
on se propose d’établir une solution exacte pour le problème classique d’écoulement entre
plans parallèles.

4.2 Solution analytique entre plans parallèles

Nous considérons un problème de référence où le milieu poreux est constitué des pores
parallèles de hauteur 2h avec la fraction volumique f . Une cellule carrée unitaire de
dimension 2H centrée à l’origine est considérée sur la figure (4.1). La fraction volumique
est alors définie par f = h/H.

phase solide

phase solide

phase fluide

2h 

2H 

2H x1 

x2 

Figure 4.1 – Cellule élémentaire d’un milieu poreux composé de pores parallèles.
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Par ailleurs, dans le problème de Poiseuille où le gradient de pression agit le long de
la direction d’écoulement x1, c.a.d G = Ge1, le champ de vitesse local du fluide admet la
forme parabolique suivante [49] :

v1(x2) =
G

2ηf

[
x22 − h2

]
, |x2| ≤ h,

v1(x2) = 0, h ≤ |x2| ≤ H.

(4.29)

Le champ de vitesse macroscopique devient

V1 = − Gh3

3Hηf
. (4.30)

Pour le problème de transfert thermique, un gradient température macroscopique est
imposé dans la même direction que l’écoulement, soit E = Ee1. On adopte la forme
suivante pour le champ de température dans la phase fluide et solide :

T = Ex1 + ψ(x2), (4.31)

que l’on substitue dans l’équation de la chaleur. Par conséquent, la fonction ψ(x2) doit
satisfaire les équations différentielles

Phase fluide : kfψ
′′(x2) =

[
v1(x2) + ks

G∗h3

3ηfH

]
E

=
G∗ksE

H3

[
x22
2

− h2

2
+

h3

3H

]

Phase solide : ksψ
′′(x2) =

G∗ksEh
3

3H4

(4.32)

où G∗ est le gradient de pression adimensionnel :

G∗ =
GH3

ksηf
(4.33)

En intégrant (4.32) et en utilisant la symétrie du problème, on obtient :

Phase fluide : ψ(x2) =
G∗ksE

H3kf

[
x22h

2

4
− x42

24
− h3

6H
x22

]
+ C1

Phase solide : ψ(x2) = −G
∗ksE

H3ks

[
h3

6H
x22

]
+ C2 + C3|x2|

(4.34)

où C1, C2 et C3 sont des constantes d’intégration. La continuité de la température et du
flux à l’interface entre le solide et le fluide (à x2 ± h) conduit à :

C3 = −G
∗h3ksE

3H3ks
,

C1 = C2 −
G∗h4ksE

24H4

[
4h− 5H

kf
+

4(2H − h)

ks

] (4.35)
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4.3. Résolution par FFT

Ces deux équations ne sont pas suffisantes pour déterminer C1, C2 et C3, ce qui est normal
parce que la température est déterminée à une constante près. Le choix de cette constante
n’a aucune influence sur les propriétés effectives. Par exemple, on peut fixer la température
en posant < T >V= 0 et obtient :

C2 =
G∗h3ksE

H5

[
(5h− 6H)h2

45kf
+

2H3 + 3Hh2 − 2h3

18ks

]
(4.36)

Le calcul de la diffusitivité effective à partir de la relation (4.21) conduit à :

K11 = (1− f)ks + fkf + (G∗)2k2sf
6

[
f(51− 84f + 35f 2)

945kf
+

(1− f)3

27ks

]
(4.37)

On peut observer que les deux premiers termes dans l”expression de K11 corresponds à la
solution classique pour une composite stratifié. Le dernier terme est associé au transfert de
chaleur par convection. Notons également que dans la direction transverse, la composante
K22 du tenseur K, elle n’est pas affectée par l’écoulement et reste inchangé par rapport
à la solution classique :

K22 =

[
1− f

ks
+
f

kf

]−1

(4.38)

La solution exacte (4.37) sera utilisée pour vérifier la validité du schéma de résolution
numérique proposé dans la section suivante.

4.3 Résolution par FFT

Dans cette section on établi de nouveaux schémas itératifs basés sur la FFT pour
résoudre le problème élémentaire (4.26). Dans la section qui suit on établi d’abord les
équations intégrales associées au problème (4.26).

4.3.1 Formulation des équations intégrales

Considérons d’abord le flux q en équilibre avec un terme source s :

∇ · q + s = 0 (4.39)

et un champ irrotationnel e :
∇∧ e = 0 (4.40)

Dans l’espace Fourier, les équations (4.39) et (4.40) deviennent :

Ŝ.q̂ + ω̂ŝ = 0, L̂.ê = 0 (4.41)

où Ŝ, L̂ sont définis par (3.49) et ω̂ par :

ω̂ = −i ξ

|ξ|2 (4.42)
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Lorsque la dernière condition de (4.41) est vérifiée, e dérive de la température T . La
température θ est alors déterminée par :

θ̂ = ω̂.ê (4.43)

Dans notre problème, le terme source et sa transformée Fourier ont les expressions :

s = −v.e+ V .E, ŝ = V .E1ξ − v̂ ∗ ê (4.44)

On introduit un milieu de référence isotrope de diffusivité K0 = k0I comme dans (3.29)
et on utilise la polarisation p = δke avec δk = k − k0. En notant la propriété suivante :

Ŝ.ω̂ = ω̂ (4.45)

et en remplaçant q par δke+ k0e dans (4.41), il vient alors :

Ŝ.ê+
1

k0
Ŝ.[p̂− ω̂(v̂ ∗ ê)] = 0, L̂.ê = 0 (4.46)

Comme Ŝ + L̂ = I, on peut en déduire l’équation d’intégrale dans l’espace Fourier :

ê+ Γ̂0.[δ̂k ∗ ê− ω̂(v̂ ∗ ê)] = 0, (4.47)

et dans l’espace réel :

e = E − Γ0 ∗ [δke− ω ∗ (v.e)] (4.48)

où Γ0 est l’opérateur de Green associé au milieu de référence de conductivité k0 définit
par (3.44). On peut réécrire l’équation intégrale sous la forme :

e = (I +Z)−1E, Z = Γ ∗ [δk − ω ∗ v] (4.49)

4.3.2 Formulation du schéma itératif de base

En se basant sur (4.47) et (4.48), la solution peut être déterminée à partir du schéma
itératif suivant :

êi+1 = E1ξ − Γ̂.[δ̂k ∗ êi − k0ê
i − ω̂(v̂ ∗ êi)] (4.50)

qui est initialisé avec la valeur :

êi=1 = E1ξ (4.51)

où l’on rappelle que 1ξ est la fonction indicatrice 1ξ = 1 si ξ = 0 et 1ξ = 0 si non.
Une simplification du schéma itératif ci-dessus est possible en prennant en compte du fait
que :

Γ ∗ (k0ei) = ei −E (4.52)

pour tout champ ei irrotationnel. On obtient donc le schéma iteratif suivant :

êi+1 = êi − Γ̂.(k̂ ∗ êi − ω̂(v̂ ∗ êi)), ê0 = E1ξ (4.53)
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A la convergence, on peut calculer la température :

θ̂ = ω̂.ê (4.54)

qui conduit à g et ensuite la diffusivité effective (voir relations 4.16 et 4.21). Dans (4.53),

k̂ ∗ êi et v̂ ∗ êi sont les produits de convolution dans l’espace de Fourier. Les produits
duals kei et v.ei sont locaux dans l’espace réel. Il faut donc effectuer ces opérations dans
l’espace réel en utilisant la transformée de Fourier rapide.

Les détails de l’intégration numérique de l’algorithme sont donnés ci-dessous :

Initialization : ê0 = E1ξ

Itération : êi est connu

ei = F−1(êi)

qi = kei, si = −v.ei

q̂i = F(qi), ŝi = F(si)

êi+1 = êi − Γ̂.(q̂i + ω̂ŝi)

(4.55)

Comme démontré dans [60, 62] pour le cas de composites élastiques et [63] pour le cas
de la conductivité, ce schéma de base converge assez mal à fort contraste de propriétés
thermiques. Avec la présence du terme de convection dans les équations intégrales, le
schéma de base peut également diverger en augmentant la valeur de gradient de pression
et donc l’amplitude de la vitesse. En effet, la convergence est assurée si le rayon spectral
de l’opérateur Z dans (4.49) est inférieur à 1. Dans le cas de la conduction thermique
sans terme de convection [61], la convergence est assurée pour :

k0 >
1

2
kmax (4.56)

où kmax est la diffusivité maximale des constituants. En général, pour les matériaux bi-
phasiques, on choisit :

k0 =
1

2
(kf + ks) (4.57)

où kf et ks sont la diffusivité du fluide et du solide respectivement. Pour le problème de
transfert de chaleur avec convection, la recherche des conditions de convergence est plus
difficile en raison de la présence de la vitesse qui dépend fortement de la géométrie de la
microstructure.

Malgré cette incapacité à obtenir des conditions simples de convergence, le module de ré-
férence optimal k0 peut être déterminé numériquement. On note également que le champ
de vitesse dépend linéairement du gradient de pression. Ceci suggère que le cas des valeurs
élevées du gradient de pression est comparable au cas de forts contrastes et qui conduit
à un grand nombre d’itérations pour obtenir la convergence du schéma itératif. Pour
améliorer la convergence, nous proposons dans la section suivante d’étendre le schéma en
polarisation pour le problème de transfert de chaleur avec convection.
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4.3.3 Schéma itératif basé sur la polarisation

Le schéma basé sur la polarization a été proposé dans [62] dans le cas de composites
élastiques et [63] pour le problème de transfert thermique des composites conducteurs
de la chaleur. Ce schéma améliore la convergence pour toutes les valeurs de contraste.
Dans cette section, nous proposons d’adapter cette approche au problème de transfert de
chaleur avec convection. Pour résumer, nous recherchons la polarisation p qui satisfait les
relations (4.58) :

Γ̂. [q̂ + ω̂ŝ] = 0, ∆̂.ê = 0, ê(0) = E (4.58)

Où la polarisation est définie par :

p(x) = (K(x)−K0).e(x), q(x) = K0.e(x) + p(x) (4.59)

A noter que Γ̂ et ∆̂ peuvent être remplacés par Ŝ et L̂. La polarisation doit ensuite être
calculée avec le processus itératif suivant :

Initialisation : p̂0 = 0

Itération : p̂i est connu

pi = F−1(p̂i)

ei = (k − k0)
−1pi, qi = pi + k0e

i, si = −v.ei

êi = F(ei), q̂i = F(qi), ŝi = F(si)

p̂i+1 = p̂i − αŜ(q̂i + ω̂iŝi)− β∆̂.êi, si ξ 6= 0

p̂i+1(0) = p̂i(0)− γk0.(ê
i(0)−E)

(4.60)

Conformément à [65], on choisit β = γ = −α. Maintenant, nous allons discuter du choix de
k0 et du coefficient α. Lorsque le terme de convection est nul, la convergence de l’algorithme
est assurée si (voir [63]) :

α ∈]0, 2[, k0 ∈]−∞, 0[ (4.61)

Avec le terme de convection, on rencontre les mêmes difficultés déjà mentionnées pour le
schéma itératif de base. Encore une fois, le choix optimal de k0 doit être évalué numéri-
quement. S’agissant de α on peut choisir la valeur 1.5 considérée dans [63].

4.4 Applications

4.4.1 Milieu poreux composé des pores parallèles

On considère le cas d’un milieu poreux composé de pores parallèles comme illustré sur
la figure (4.1). Comme la solution analytique existe pour ce problème (voir section 4.2),
il est intéressant de la comparer avec les résultats numériques issus des méthodes FFT.
Pour cela, on fixe f = 0.5 et le rapport de contraste kf/ks = 10.

Tout d’abord, on analyse la convergence des deux schémas FFT : le schéma de base
formulé avec le gradient de température (cf. (4.55)) et le schéma accéléré basé sur la po-
larisation (cf. (4.60)). Comme déjà mentionné dans la section précédente, la convergence
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de ces schémas itératifs dépend du contraste, de la diffusivité des phases, mais également
de la valeur du gradient de pression appliqué. Malheureusement, il n’est pas possible de
déduire les conditions pour la diffusivité de référence k0 donnant la meilleur convergence
du schéma, le meilleur choix pour k0 doit donc être déterminé numériquement. La dépen-
dance de la valeur optimale du milieu de référence avec le vecteur d’onde est généralement
très faible, on peut donc déterminer la valeur optimale de k0 sur une grille de petite taille.
Dans nos applications numériques nous avons observé que les valeurs k0 = 12 pour le
schéma de base et k0 = −3 pour le schéma accéléré permettent de résoudre le problème
de la diffusion thermique sur une large gamme de gradient de pression et pour un contraste
kf/ks = 10. Ces valeurs sont utilisées pour toutes les applications proposées dans la suite
de ce chapitre. Dans cette section, on travaille avec le gradient de pression adimensionnel
G∗ défini par :

G∗ =
(2H)3

ηfks
G (4.62)

Dans la figure 4.2, on présente le nombre d’itérations à la convergence en fonction du
gradient de pression appliqué G∗

1 pour le schéma de base et le schéma accéléré. Bien
que pour les faibles valeurs de G∗

1 le nombre d’itérations à convergence soit plus faible
que pour le schéma de base, il peut être observé que le schéma accéléré a un meilleur
taux de convergence pour des valeurs supérieures de G∗

1. En outre, il faut noter que le
nombre d’itérations avec le schéma de base augmente linéairement avec le gradient de
pression appliqué G∗

1. Cependant, avec le schéma accéléré, le nombre d’itération est quasi
indépendante du gradient de pression. Au vu de ces résultats, on observe que le schéma en
polarisation permet de réduire le temps de calcul et seul ce schéma accéléré sera utilisé pour
les applications données dans les sections suivantes. La figure 4.3 montre la dépendance de
la diffusivité effective K11 (normalisée par ks) avec le gradient de pression G

∗
1, obtenue par

les deux méthodes numériques et la solution exacte. Pour la mise en oeuvre numérique,
N = 64 vecteurs d’onde sont utilisés suivant chacune des deux directions de l’espace. On
remarque deux régimes de comportement pour la diffusivité effective K11 :

– à faible gradient de pression, la diffusivité effective n’est pas affectée par le gradient
de pression et est égale à celle calculée à G∗

1 = 0.
– à plus grandes valeurs (G∗

1 > 103), le terme convectif devient prédominant dans
le problème de transfert de chaleur. La diffusivité effective dépend linéairement du
gradient de pression G∗

1 dans le repère logarithmique.

Ceci suggère que seulement deux points doivent être calculés afin de déterminer le com-
portement asymptotique dans le domaine des forts gradients de pression. Puisque les trois
courbes sont très proches dans la figure 4.3, un zoom est fourni dans la figure 4.4 pour
montrer leurs différences. Un bon accord entre la solution exacte et la solution numérique
est observée. Les différences entre les solutions numériques et la solution exacte peuvent
être réduites en augmentant le nombre de vecteurs d’onde. Sur les tableaux 1 et 2, on
donne des valeurs de la diffusivité effective K11/ks associées aux valeurs G∗

1 = 1000 et
G∗

1 = 10000 et pour différentes valeurs du nombre de vecteurs d’onde. Le tableau 4.1
présente les résultats obtenus par le schéma de base et le tableau 4.2 pour le schéma
accéléré. Dans chaque cas, la valeur exacte de la diffusivité effective et les erreurs entre
la solution exacte et la solution numérique sont également données. On observe que les
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Figure 4.2 – Nombre d’itérations à convergence en fonction du gradient de pression G∗
1.

La fraction volumique est f = 0.5 et le rapport de contraste est kf/ks = 10.
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Figure 4.3 – Valeurs de K11/ks avec le gradient de pression G∗. La fraction volumique
est f = 0.5 et le rapport de contraste est kf/ks = 10.
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Figure 4.4 – Valeurs de K11/s avec le gradient de pression G∗. La fraction volumique est
f = 0.5 et le rapport de contraste est kf/ks = 10.

solutions numériques convergent vers la solution exacte si le nombre de vecteurs d’onde
augmente.

G∗
1 = 1000 G∗

1 = 10000
64× 64 6.8091 (0.73%) 137.0031 (3.1%)
128× 128 6.8305 (0.42%) 139.1757 (1.6%)
256× 256 6.8414 (0.27%) 140.2743 (0.83%)
512× 512 6.8468 (0.19%) 140.8266 (0.44%)
exact 6.8596 141.4566

Table 4.1 – Diffusivité effective K11/ks calculée en fonction du gradient de pression G∗
1

et le nombre de vecteurs d’onde. Solutions obtenues avec le schéma de base.
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G∗
1 = 1000 G∗

1 = 10000
64× 64 6.7886 (1.0%) 139.1980 (1.6%)
128× 128 6.8159 (0.64%) 140.2881 (0.83%)
256× 256 6.8296 (0.44%) 140.8360 (0.44%)
512× 512 6.8364 (0.34%) 141.1106 (0.24%)
exact 6.8596 141.4566

Table 4.2 – Diffusivité effective K11/ks calculée en fonction du gradient de pression G∗
1

et le nombre de vecteurs d’onde. Solutions obtenues avec le schéma en polarisation.

4.4.2 Milieu poreux composé d’un réseau de cylindres

On considère maintenant le cas où un fluide s’écoule à travers un réseau périodique de
cylindres de sections circulaires. Les cylindres ont le même rayon R et sont tous alignés
suivant la direction Ox3. Pour la mise en oeuvre numérique des schémas FFT, une cellule
carrée unitaire de dimension H avec un cercle de rayon R à l’origine a été considéré (voir
figure 4.5). Le problème est bidimensionnel et N = 256 vecteurs d’onde sont considérés
suivant chaque directions. Seul le schéma accéléré a été utilisé pour cette application.
Sur la figure 4.6, on présente les variations de la diffusivité effective K11 en fonction

2R

2H

2H

Figure 4.5 – Cellule élémentaire du milieu poreux périodique avec cylindres à sections
circulaires.

du rapport R/H et du gradient de pression G1. Le rapport de contraste solide/fluide est
fixé à kf/ks = 10. Pour un gradient de pression donné, la diffusivité effective diminue si
on augmente le rayon du cylindre. Cette remarque est logique puisque la diffusivité du
solide est plus faible que celle du fluide. En outre, l’augmentation du gradient de pression
conduit à l’augmentation de la diffusivité effective.
Maintenant, nous étudions la dépendance de la diffusivité effectiveK11 avec la direction de
l’écoulement. En effet, dans le dernier exemple, la diffusivité K11 est calculée en imposant
le gradient de température macroscopique E1 et un gradient de pression dans la même
direction. Maintenant, le gradient de température macroscopique E1 est encore appliqué
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Figure 4.6 – Variations de la diffusivité effective K11 en fonction du rapport R/H et
du gradient de pression G1, pour l’écoulement à travers un réseau de cylindres et pour le
rapport de contraste kf/ks = 10.

pour calculer K11, mais la direction d’écoulement est modifiée. Pour cela, nous exprimons
les composantes du gradient de pression sous la forme :

G1 = G cos(θ), G2 = G sin(θ), (4.63)

où G est la norme du gradient de pression appliqué G et θ un angle θ appartenant à
l’intervalle [0, 2π]. La dépendance de K11 en fonction de l’angle est illustrée sur les figures
(4.7- 4.9). Les résultats sont interprétés dans le système de coordonnées polaires avec
différentes valeurs de G. A partir de ces résultats, on peut voir que la diffusivité est
affectée par la direction d’écoulement, en particulier lorsque l’écoulement est parallèle au
gradient de pression appliqué. Quand le gradient de pression est appliqué dans la direction
orthogonale au gradient de température (θ = 90◦), la diffusivité effective est quasiment
inchangée. Il faut noter également que l’influence de la direction d’écoulement est plus
importante lorsque le rayon du cylindre est faible. Pour les cylindres plus grands, par
exemple R = 0.4, les effets sont beaucoup moins importants (voir la figure 4.9).

4.4.3 Applications à des milieux poreux à fibres aléatoirement
distribuées

Dans cette section, nous utilisons la méthode FFT pour traiter une microstructure
poreuse 3D constituée de fibres aléatoires interconnectées. Un exemple de cette micro-
structure est montré sur la figure 4.10. Le nombre total de fibres est N = 10 avec le
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Figure 4.7 – Variation de la diffusivité effective en fonction de la direction de l’écoulement
pour R/H = 0.2
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Figure 4.8 – Variation de la diffusivité effective en fonction de la direction de l’écoulement
pour R/H = 0.5
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Figure 4.9 – Variation de la diffusivité effective en fonction de la direction de l’écoulement
pour R/H = 0.8

rayon R/H = 0.05 (ici 2H est la dimension de la cellule unitaire carrée). Pour construire
un milieu poreux interconnecté, on adopte un algorithme pour générer successivement les
cylindres. A chaque étape, l’axe du nouveau cylindre doit couper l’axe de celui généré à
l’étape précédente mais son orientation est aléatoire. Le rapport de diffusivité thermique
est toujours fixé à kf/ks = 10.

Les calculs sont réalisés en prenant 256 vecteurs d’onde suivant chaque directions d’espace.
Un gradient de pression G3 est prescrit pour générer l’écoulement suivant la direction Ox3.
La diffusivité effective K33 est calculée en imposant le gradient de température E3.
Les résultats de ces calculs sont présentés dans le tableau 3 et sur les figures 4.11 et 4.12.
La diffusivité effective normalisée K33/ks est donnée dans le tableau 4.3 pour différentes
valeurs de G3 et pour différents tirages aléatoires. La porosité de chaque échantillon est
donnée dans la dernière colonne. On observe que les résultats varient fortement avec la
variation du gradient de pression. Cet effets sont dus à la faible porosité et à l’influence
de la distribution des fibres. Cette remarque est en accord avec les exemples précédents.

Les figures 4.11 et 4.12 montrent la diffusivité effective pour chaque échantillon et la
valeur moyenne cumulée de K33/ks. Nous observons également une variation forte entre
les différents tests mais la valeur moyenne se stabilise quand le nombre de test augmente.
Une analyse en détail de ces incertitudes et sur le choix de l’élément de volume représen-
tatif peut être effectuée par exemple en suivant les approches développées dans [44, 47].
Ce n’est pas l’objectif ici.
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Figure 4.10 – Microstructure 3D de fibres aléatoires interconnectées constituée de 10
cylindres distribués aléatoirement avec le rayon R = 0.05

N0 K33/ks fraction volumique
G3 = 10 G3 = 1000 G3 = 2000

1 1.1257 4.2988 12.5952 0.0311
2 1.1087 4.1956 12.4108 0.0308
3 1.1291 5.3233 17.2091 0.0314
4 1.1305 2.6669 6.7024 0.0321
5 1.1200 3.5004 9.6789 0.0316
6 1.1114 4.4589 13.3691 0.0306
7 1.1297 5.9579 19.3942 0.0314
8 1.1138 3.0092 8.1635 0.0293
9 1.1294 2.9117 8.0133 0.0319
10 1.1442 2.4569 5.8313 0.0323

Table 4.3 – Diffusivité effective pour les fibres aléatoires et pour différente tirages. Le
nombre de fibres est N = 10 et le rapport de contraste est kf/ks = 10
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Figure 4.11 – Diffusivité effective pour les fibres aléatoires et pour les différentes tirages
(courbe avec des cercles) et la valeur cumulée de la diffusivité effective (courbe avec des
losanges) pour G3 = 10. Le nombre de fibres N = 10 et le rapport de contraste kf/ks = 10
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Figure 4.12 – Diffusivité effective pour les fibres aléatoires et pour les différentes tirages
(courbe avec des cercles) et la valeur cumulée de la diffusivité effective (courbe avec des
losanges) pour G3 = 1000. Le nombre de fibres est N = 10 et le rapport de contraste est
kf/ks = 10
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode numérique basée sur la FFT a été proposée
pour calculer la diffusivité effective d’un milieu poreux saturé par un fluide visqueux. La
diffusivité est obtenue dans le cadre de l’homogénéisation périodique et consiste à résoudre
deux problèmes locaux successivement : le problème Darcy sous un gradient de pression
appliqué, le problème de transfert de chaleur dû à la conduction et la convection. le pro-
blème de Darcy a déjà été étudié au chapitres 1 et 2, c’est le problème de transfert de
chaleur avec convection qui doit être résolu pour calculer la diffusivité effective en fonc-
tion du gradient de température et du gradient de pression appliqués. Deux méthodes de
résolution basée sur FFT sont proposées pour résoudre le problème de transfert de cha-
leur. La première méthode est basée sur le gradient de température et sur l’utilisation du
tenseur de Green associé. Un schéma accéléré basé sur la polarisation et les deux tenseurs
de Green est également proposé pour améliorer le taux de convergence de l’approche et
réduire les temps de calcul.

La précision et la capacité de ces deux schémas itératifs sont d’abord évalués pour le
problème de l’écoulement entre plans parallèles et pour lequel la solution a pu être dé-
terminée de manière analytique. Ensuite, des problèmes 2D et 3D ont été considérés. Les
résultats ont montré que la méthode en polarisation présente une bonne convergence et
permet de traiter différents problèmes d’intérêt pratique.
Sur le problème d’écoulement entre plans, il a été montré que les propriétés effectives de
diffusivité présentent deux régimes très distincts : (i) un premier régime à faibles valeurs
du gradient de pression pour lequel G1 n’affecte pas la diffusivité effective, (ii) pour des
plus grandes valeurs du gradient de pression, les propriétés effectives de diffusivité aug-
mentent linéairement avec le gradient de pression dans un repère logarithmique.
Sur le problème bidimensionnel d’écoulement dans un réseau périodique de cylindres ali-
gnés, Il a été mis en évidence une anisotropie du tenseur de diffusivité qui est induite par
la direction d’écoulement.
Enfin, c’est un milieu poreux constitué de fibres aléatoirement distribuées qui est considéré
pour montrer les capacités de l’approche numérique à traiter de véritables microstructures
tridimensionnelles.
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Ces travaux de thèse on contribué au calcul des propriétés macroscopiques des com-
posites conducteurs et des milieux poreux. Les trois contributions principales sont : (i)
le calcul des coefficients constitutifs d’une loi de filtration non linéaire par le calcul nu-
mérique avec FFT, (ii) la détermination d’expressions analytiques pour les propriétés de
conductivité thermique de milieux composites, (iii) le calcul par FFT du tenseur de dif-
fusivité de milieux poreux conducteurs de la chaleur.

Considérant les propriétés de la loi non linéaire de filtration, il a été développé une ap-
proche numérique par transformée de Fourier en suivant la démarche par développement
asymptotique introduite par Mei et Auriault, [57], Wodie et Levy [95], Skjetne et Au-
riault, [81]. L’approche conduit alors à une loi polynomiale qui introduit des tenseurs
d’ordres supérieurs de la perméabilité macroscopique. Chaque tenseur est déterminé en
résolvant en cascade des problèmes de Stokes avec un terme source qui dépend explicite-
ment du champ de vitesse calculé à l’ordre précédent. Cette approche est numériquement
intéressante puisque les problèmes microscopiques à résoudre sont de nature linéaire pour
lesquels on a proposé une méthode de résolution basée sur la FFT. L’approche a été
ensuite appliquée à des microstructures poreuses bidimensionnelles correspondant à des
arrangement périodiques de cylindres. Les comparaisons avec le calcul complet du pro-
blème de Navier-Stokes sur la cellule élémentaire on permis de mettre en évidence des
incapacités de l’approche par développement en série à reproduire correctement les effets
non linéaires. Systématiquement, nous avons pu observer que l’approximation polynomiale
diverge de la solution exacte dés que les effets d’origine inertiel deviennent significatifs.
Par ailleurs, en étudiant le rayon de convergence de la série polynomiale nous avons pu
évaluer précisément les limites de l’approche par développement en série.
Comme nous l’avons montré au chapitre 2, il est possible d’approcher la solution exacte,
obtenue par éléments finis à partir d’approximation à base de polynômes. Toutefois cette
approche perd tout l’intérêt de l’approche asymptotique : (i) résolution d’un problème
non linéaire au lieu d’une succession de problèmes linéaires, (ii) l’utilisation des éléments
finis au lieu des méthodes FFT.
Une des perspectives de ce travail concerne donc le développement d’outils numériques
par FFT pour résoudre l’équation de Navier-Stokes. Les méthodes basées sur la FFT on
été étendues pour traiter les composites non linéaires, il existe déjà plusieurs travaux sur
ce sujet [66, 60, 17, 18, 88, 41, 65]. Toutefois, la non linéarité présente dans l’équation de
Navier-Stokes n’est pas la même, elle est liée à la loi de comportement pour les composites
(plasticité ou viscoplasticité) tandis qu’elle apparâıt dans le terme inertiel pour le pro-

99



Conclusion générale et perspectives

blème d’écoulement en milieux poreux. Une approche de type incrémentale pour résoudre
l’équation de Navier-Stokes semble être indiquée en adaptant par exemple la Méthode
Asymptotique Numérique (MAN) [10, 29, 71].

Au chapitre 3 ont été établies de nouvelles estimations analytiques de la conductivité
thermique des composites périodiques constitués d’inclusions sphériques dans une ma-
trice. Une équation intégrale périodique en terme de la polarisation a été formulée et
la polarisation moyenne de l’inclusion a été approchée par la méthode de Nemat-Nasser-
Iwakuma-Hejazi (NIH) [70]. Cette estimation repose sur l’évaluation de la somme de séries
dans l’espace des vecteurs d’onde et qui a été remplacée par une intégrale. Des formules
analytiques on pu être ainsi obtenues pour des réseaux cubiques et des distributions aléa-
toires et isotropes. Les comparaisons avec les calculs numériques par FFT sont tout à fait
encourageant pour étendre ces travaux à d’autre type de configuration et problèmes. En
outre la méthode peut être étendue au cas des inclusions ellipsöıdales, polydisperses pour
les problèmes de conduction thermique ou de comportement élastique. Une estimation qui
combine l’avantage de la série de Neumann et l’estimation de type NIH peut être aussi
envisagée. Pour le cas des distributions aléatoires, nous projetons également d’utiliser
les grandeurs statistiques d’ordre supérieur pour estimer plus précisément les propriétés
macroscopiques des composites. L’extension des approches pour traiter des matrices au
comportement anisotrope présente également un intérêt important.

La dernière partie de ce travail de thèse a porté sur le calcul par FFT du tenseur de
diffusivité de milieux poreux périodiques. Lorsque le fluide est en écoulement, le tenseur
de diffusivité est déterminé en résolvant sur la cellule élémentaire un problème de ther-
mique avec un terme de convection. Dans le chapitre 4, nous avons proposé de nouveaux
algorithmes basés sur la FFT pour la résolution de ce problème. D’abord c’est un al-
gorithme basé sur le gradient de température, adapté du schéma initial de Moulinec et
Suquet [67], qui a été proposé. Afin d’améliorer le taux de convergence du schéma ité-
ratif, nous avons proposé un second algorithme en adaptant le schéma en polarisation
[62, 63]. Les solutions numériques obtenues par ces deux schémas ont été comparées avec
une solution exacte pour le problème d’écoulement entre plans parallèles. Les solutions
numériques obtenues sont en accord avec la solution exacte et nous avons montré que le
schéma en polarisation permet de réduire significativement les temps de calcul au regard
de ceux obtenus avec le premier schéma. La méthode a ensuite été appliquée à d’autre
microstructures bi- et tri-dimensionnelles. D’abord, le cas d’un réseau périodique de cy-
lindres a été étudié en nous intéressant notamment à l’anisotropie induite par la direction
d’écoulement. Enfin, une application à un assemblage de fibres aléatoirement distribuées
dans le volume a été proposé afin de démontrer les capacités de l’approche à traiter de mi-
crostructures 3D. En perspectives de ce travail, nous pouvons aisément envisager le calcul
du tenseur de diffusivité en tenant compte des effets non linéaires d’origine inertiel étudiés
aux deux premiers chapitres. Il s’agit alors de considérer dans le terme de convection le
champ de vitesse solution du problème de Navier-Stokes. Un autre perspective intéressant
concerne l’optimisation de systèmes de refroidissement dans les micro- ou nano-systèmes
en fonction de la géométrie des pores et de leur répartition spatiale.
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Résumé : Ce travail est dédié au calcul des propriétés de transfert thermique et de trans-
port dans les milieux hétérogènes périodiques. Les résultats sont établis dans le cadre
de l’homogénéisation périodique pour lequel les propriétés macroscopiques sont obtenues
par la résolution de problèmes élémentaires pour la cellule irréductible. Plusieurs contri-
butions sont ainsi apportées, visant à établir de nouvelles estimations par des approches
analytiques ou en développant des méthodes numériques adaptées. Ainsi dans une pre-
mière partie, on s’intéresse à la modélisation des propriétés non linéaires de filtration
dans les milieux poreux. A l’échelle microscopique l’écoulement est régi par l’équation
de Navier-Stokes. En développant la solution en série, on obtient par homogénéisation,
une loi de filtration polynomiale. Tous les coefficients constitutifs de cette loi sont alors
obtenus en résolvant en cascade des problèmes élémentaires sur la cellule à l’aide de
schémas itératifs utilisant sur la transformée de Fourier rapide. On propose ensuite de
nouvelles expressions analytiques pour les propriétés de conductivité thermique de com-
posites périodiques renforcés par des inclusions sphériques. On résout l’équation intégrale
de Lippmann-Schwinger par des développements en série de Neumann et en choisissant
une polarisation constante dans les inclusions. Des expressions analytiques sont alors ob-
tenues pour diverses configurations spatiales : réseaux cubiques et répartitions aléatoires
isotropes. Dans la dernière partie de ce travail, on détermine les propriétés de transfert
thermique par conduction et convection dans les milieux poreux saturés par un fluide. A
nouveau, on propose des schémas de résolution basés sur la transformée de Fourier rapide
pour le calcul du tenseur de diffusivité de milieux poreux.

Mots clés : Homogénéisation, Milieux Périodiques, Matériaux Poreux, Composites, Trans-
formée de Fourier Rapide.
Abstract : In this work, we determine the macroscopic properties of thermal transfer and
mass transport in periodic heterogeneous materials. All the results are established in the
framework of periodic homogenization, for which, the macroscopic properties are deduced
by solving elementary problems for the irreducible cell. Various contributions are provided,
leading to the derivation of new closed-form expressions for the effective properties or by
developing numerical tools. In the first part, we determine the nonlinear filtration proper-
ties of porous media. At the microscopic scale, the fluid flow obeys to the Navier-Stokes
equation. By expanding the solution into power series, we obtain, after homogenization, a
polynomial type macroscopic filtration law. All the constitutive coefficients of are deter-
mined by solving a hierarchy of cell problems by means of a numerical approach based on
the Fast Fourier Transform algorithm. The problem of conductivity of periodic compo-
sites reinforced by spherical inclusions is thereafter considered by an analytic approach.
We solve the Lippmann-Schwinger integral equation using Neumann series and a constant
polarization in the inclusion. Closed-form estimate of the macroscopic conductivity are
then obtain for different spatial configurations : cubic lattice and isotropic distribution of
inclusions. In the last part, we determine the thermal transfer properties by conduction
and convection of porous media fulfilled by a viscous fluid. Again, numerical tools based
on FFT are considered to solve the unit cell problems and to compute the diffusivity
tensor.

Keywords : Homogenization, Periodic Media, Porous Materials, Fast Fourier Transform.
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