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Résumé

Cette thése porte sur I’étude des points entiers et rationnels de certaines courbes et variétés
modulaires. Aprés une bréve introduction décrivant les motivations et le cadre de ce genre d’études
ainsi que les résultats principaux de la thése, le manuscrit se divise en trois parties.

Le premier chapitre s’intéresse aux Q-courbes, et aux morphismes Gal(Q/Q) — PGL2(F,)
qu’on peut leur associer pour tout p premier. Nous montrons que sous de bonnes hypothéses, pour
p assez grand par rapport au discriminant du corps de définition de la Q-courbe, ce morphisme est
surjectif, ce qui résout un cas particulier du probléme d’uniformité de Serre (toujours ouvert en
général). Les outils principaux du chapitre sont la méthode de Mazur (basée ici sur des résultats
d’Ellenberg), la méthode de Runge et des théorémes d’isogénie, suivant la structure de preuve de
Bilu et Parent.

Le second chapitre consiste en des estimations analytiques de sommes pondérées de valeurs de
fonctions L de formes modulaires, dans ’esprit de techniques développées par Duke et Ellenberg.
La motivation de départ d’un tel résultat est ’application de la méthode de Mazur dans le premier
chapitre.

Le troisiéme chapitre est consacré & la recherche de généralisations de la méthode de Runge
pour des variétés de dimension supérieure. Nous y redémontrons un résultat de Levin inspiré de
cette méthode, avant d’en prouver une forme assouplie dite « de Runge tubulaire », plus largement
applicable. Dans 'optique de recherche de points entiers de variétés modulaires, nous en donnons
enfin un exemple d’utilisation & la réduction d’une surface abélienne en produit de courbes ellip-
tiques.

Mots-clés Courbes elliptiques, courbes modulaires, représentations galoisiennes, probléme d’
uniformité de Serre, méthode de Mazur, théorémes d’isogénie, formule des traces de Petersson,
méthode de Runge, variétés modulaires de Siegel, fonctions théta

Abstract

This thesis concerns the study of integral and rational points on some modular curves and
varieties. After a brief introduction which describes the motivation and the setting of this topic as
well as the main results of this thesis, the manuscript follows a threefold development.

The first chapter focuses on Q-curves, and on the morphisms Gal(Q/Q) — PGL(F,) that we
can build with a Q-curve for every prime p. We prove that, under good hypotheses, for p large
enough with respect to the discriminant of the definition field of the Q-curve, such a morphism
is surjective, which solves a particular case of Serre’s uniformity problem (still open in general).
The main tools of the chapter are Mazur’s method (based here on results of Ellenberg), Runge’s
method, and isogeny theorems, following the strategy of Bilu and Parent.

The second chapter covers analytic estimates of weighted sums of L-function values of modular
forms, in the fashion of techniques designed by Duke and Ellenberg. The initial goal of such a result
is the application of Mazur’s method in the first chapter.

The third chapter is devoted to the search for generalisations of Runge’s method for higher-
dimensional varieties. Here we prove anew a result of Levin inspired by this method, before proving
an enhanced version called « tubular Runge », more generally applicable. In the perspective of
studying integral points of modular varieties, we finally give an example of application of this
theorem to the reduction of an abelian surface in a product of elliptic curves.

Keywords Elliptic curves, modular curves, Galois representations, Serre’s uniformity problem,
Mazur’s method, isogeny theorems, Petersson trace formula, Runge’s method, Siegel modular
varieties, theta functions
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Introduction

Les équations diophantiennes sont un des sujets les plus riches et les plus anciens des mathéma-
tiques. Etudier une équation diophantienne (c’est-a-dire une équation polynomiale & coefficients
entiers), c’est chercher a décrire ses solutions entiéres, rationnelles ou dans un corps de nombres.
Par exemple et pour ne pas citer ’équation de Fermat, les équations

X"4+yr=2% e X"4+Y"=23

étudiées dans [Poo98| n’ont, pour n > 4, aucune solution entiére (z,y, z) sans facteur commun
telle que zyz ¢ {—1,0,1}. De méme, on parle de systéme d’équations diophantiennes lorsqu’on a
un systéme d’équations polynomiales dont on cherche de telles solutions. Un point de vue crucial
pour ces systémes d’équations diophantiennes est de les considérer comme constituant un objet
géométrique (schéma pour le point de vue entier, ou wariété algébrique pour le point de vue
rationnel), de sorte que ses solutions entiéres (resp. rationnelles) sont les points & valeurs entiéres
du schéma (resp. rationnelles de la variété algébrique). On espére alors pouvoir décrire les solutions
entiéres ou rationnelles des équations en fonction de la structure géométrique, voire topologique,
de 'objet associé.

Une illustration particuliérement frappante est donnée par le théoréme de Mordell-Faltings, qui
énonce que pour une bonne équation diophantienne (définissant une courbe algébrique projective
lisse), on n’a qu’un nombre fini de solutions sur tout corps de nombres si la surface de Riemann
associée est de genre au moins 2. Cette finitude n’épuise cependant pas la question car on s’intéresse
plus précisément & l'existence de solutions.

Le théme de cette these sera le développement de diverses techniques de détermination (d’in-
existence ou de finitude pour la plupart) des points entiers ou rationnels de certains schémas ou
variétés algébriques.

Appliquées a certains espaces de modules, ces techniques permettent de répondre & des ques-
tions d’arithmétique. Une de ces questions est le probléme d’uniformité de Serre, qui est la moti-
vation de la premiére partie de cette thése et que nous allons expliquer maintenant. Une courbe
elliptique E sur QQ est une courbe algébrique qu’on peut définir par une certaine équation

E: Y’=X3+aX+b abeqQ,

a laquelle on ajoute un point co, qui correspond a la solution (0 : 1 : 0) de I’équation homogénéisée
Y27 = X3 +aXZ? +bZ? dans P3. On suppose de plus que 4a® + 27b% # 0 pour assurer qu’elle
est lisse.

Une telle courbe elliptique est canoniquement munie d’une loi de groupe abélien sur ses points &
valeurs dans une extension fixée K/Q, donnée par des fractions rationnelles & coefficients rationnels
en fonction des coordonnées, et dont le point co est I’élément neutre. On note F(K) le groupe
obtenu. Si K est un corps de nombres, le groupe abélien F(K) est de type fini d’aprés le célébre
théoréme de Mordell-Weil.

On s’intéresse plus particuliérement au groupe FE (K )iors des points de torsion de F(K). Celui-ci
est fini, mais on souhaite comprendre quels peuvent étre son exposant et sa structure. Etant donné
la nature de la loi de groupe sur E, pour toute extension K de Q, si P = (x,y) est un point de
E(K) et o un automorphisme de K/Q, le point o(P) := (o(x),o(y)) est encore un point de F(K).
De plus, Papplication o : F(K) — E(K) ainsi définie est un automorphisme de groupe. Pour
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8 INTRODUCTION

tout p premier, on note E[p] I’ensemble des points de p-torsion de E & valeurs dans Q. L’action
ci-dessus définit donc une représentation galoisienne

pep : Gal(Q/Q) — GL(E[p)).

De plus, E[p] est isomorphe & (Z/pZ)? et on en déduit donc une représentation de Gal(Q/Q) a
valeurs dans GL2(Z/pZ). Remarquons qu’on peut considérer E[p] comme ’ensemble des solutions
d’un systéme d’équations diophantiennes en (x,y) (auquel on ajoute co). Comprendre ce systéme
d’équations diophantiennes, c’est en particulier comprendre quel est le plus petit corps de nombres
Kg,, pour lequel tous les points de E[p] sont & valeurs dans K, (par exemple, est-il possible que
E(Q)[p] soit différent de {0}, voire E[p| tout entier 7). La représentation pg , permet d’attaquer
ce probléme, puisque son noyau définit exactement Kg , par correspondance de Galois. Ainsi, ce
corps est grand si et seulement si 'image de pg , est grande (c’est-a-dire que 'action de Gal(Q/Q)
permute beaucoup les points de F[p]) : on parle alors de « grosse image galoisienne ».

On cherche donc a savoir & quel point I'image de pg ), est grosse. La réponse a cette question,
apportée par Serre [Ser72], est que sauf dans un cas particulier (on dit que E est a& multiplication
complexe), dés que p est un nombre premier assez grand, la représentation pg, permute autant
les points de E[p] que possible, c’est-a-dire qu’elle est surjective dans GL(E[p]) (dans le cas de la
multiplication complexe, I'image de pg , est plus petite mais encore mieux comprise). Remarquons
que, pour p assez grand, on sait donc que le systéme d’équations diophantiennes associé a E[p|
n’a aucune solution rationnelle mis a part le point co. En fait, nous montrons comme résultat
intermédiaire (théoréme I.7) dans la section 1.8 une version explicite (et légérement plus forte) de
ce théoréme de surjectivité relative, prouvant en particulier que pg ) est surjective dés que

p > 107 (max(hr(E), 985))°, (1)

ot hx(FE) est la hauteur de Faltings stable de E (Formule (I1.10)1). C’est & notre connaissance la
premiére formulation totalement explicite en la hauteur de F. Rappelons que grossiérement, une
fonction hauteur sur un ensemble d’objets de méme nature est une mesure de la complexité de
construction de ces objets, par exemple une hauteur naturelle sur Z est la valeur absolue.

Maintenant, on peut se demander si cette surjectivité pour p assez grand vient du choix des
coefficients a et b définissant E, ou bien si le fait méme d’étre une courbe elliptique (sans mul-
tiplication complexe) sur Q entraine automatiquement (et indépendamment de E) que pg, est
surjective pour p assez grand. Pour formuler rigoureusement cette question, existe-t-il une borne
uniforme C telle que pour toute courbe elliptique E sur Q sans multiplication complexe, la repré-
sentation pg , est surjective dés que p > C'? C’est ce qu’on appelle le probléeme d’uniformité de
Serre.

Pour y répondre, on découpe ce probléme en quatre parties disjointes, correspondant a quatre
types de sous-groupes stricts maximaux de GLz(F,) (proposition I.1.5), dont le cas « exceptionnel »
(section 1.1.3) est déja traité dans [Ser72]. Par exemple, on dit que pg , est dans le cas « Borel » si
elle stabilise globalement un sous-groupe C,, cyclique d’ordre p de E[p]. Cette perspective permet
de considérer les courbes elliptiques dans chacun des trois cas restants comme des points rationnels
de certaines courbes algébriques, appelées les courbes modulaires. Ainsi, pour tout nombre premier
p, la courbe modulaire X (p) sur Q (paragraphe 1.1.4) est telle qu’a part ses deux pointes, les points
rationnels de X(p) correspondent aux paires (E, C,), ou E est une courbe elliptique sur Q et C,
un sous-groupe cyclique d’ordre p de E comme ci-dessus.

On a donc réduit le probléme d’uniformité de Serre sur Q & trois problémes diophantiens
distincts. Pour celui du cas « Borel », il s’agit de montrer que pour p assez grand, la courbe Xy (p)
n’a pas d’autres points rationnels que ses points triviauz, c’est-a-dire les deux pointes et les points
rationnels éventuellement associés aux courbes elliptiques & multiplication complexe. C’est le cas
pour p > 37 ([Maz78], Théoréme 1). On peut en déduire que pour une courbe elliptique E sur
Q, le groupe E(Q)tors est de cardinal au plus 12 (J[Maz78], Théoréme 2). Rappelons maintenant

1. Dans l’introduction, tout référence & une définition ou & un résultat de la thése est destinée a éclaircir les
notions de la phrase qui la précéde, ou a en indiquer la preuve.



que le j-invariant d’une courbe elliptique E sur K est un invariant j(F) € K associé & F qui
caractérise E & isomorphisme prés. En tant que fonction sur une courbe modulaire, c’est une
fonction rationnelle dont les poles sont les pointes de cette courbe. Un point crucial de la preuve
de ce premier théoréme de [Maz78| est montrer que si (E,C,) appartient & Xo(p)(Q), alors il est
en fait entier pour le j-invariant, c’est-a-dire que j(E) € Z. Ce point est obtenu par la méthode
de Mazur (section 1.2), congue dans [Maz77]. Le célébre théoréme de Siegel sur les points entiers
des courbes permet alors théoriquement de borner la hauteur des points de Xo(p)(Q) différents
des pointes, mais il ne suffit pas ici, et Mazur conclut la preuve avec un argument différent.

Dans le cas « normalisateur de Cartan déployé », le travail de [BP11a] permet d’obtenir que la
courbe modulaire correspondante, notée Xqpii(p) (paragraphe 1.1.4), n’a pas de points rationnels
non triviaux pour p > 2 - 101, L’article complémentaire [BPR13] améliore cette borne en p > 13.
Les outils employés sont la méthode de Mazur combinée & une technique de majoration de la
hauteur des points entiers (la méthode de Runge, qui est le fil conducteur de cette thése, et le
théme central du chapitre III) et & une minoration de la hauteur de Faltings stable dans l’esprit de
linégalité (1). Nous allons utiliser une structure de preuve similaire pour notre probléme, énoncé
ci-dessous.

Dans le dernier cas dit « normalisateur de Cartan non déployé », les courbes modulaires as-
sociées ne permettent pas, dans 1’état actuel des connaissances, d’utiliser la méthode de Mazur
(section 1.6), et le probléme d’uniformité de Serre pour les courbes elliptiques sur Q reste donc
ouvert.

La premiére partie de cette thése (chapitres I et II, qui reprennent les articles [LF] et [LF15])
est consacrée non pas aux courbes elliptiques sur Q, mais & un autre type de courbes elliptiques :
les Q-courbes (définition I.1.1). On leur associe un degré d(E) > 1, qui mesure a quel point elles
ne sont pas définies sur Q, de sorte que d(E) = 1 si et seulement si E est définie sur Q. Elles
sont strictes si ce ne sont pas des quotients par un groupe fini de courbes elliptiques sur Q. Pour
tout p premier ne divisant pas d(E), on a de maniére analogue & pg , une représentation Pog,
de Gal(Q/Q), qui est non plus & valeurs dans GL(E[p]) mais dans PGL(E[p]) (définition 1.1.2).
Pour toute Q-courbe définie sur un corps quadratique K, on a encore une surjectivité relative
explicite grace au théoréme 1.7, et le probléme d’uniformité de Serre se pose de la méme maniére,
avec de nouveau un découpage en quatre cas pareillement nommeés. L’objectif du chapitre I est
de résoudre ce probléme d’uniformité pour les Q-courbes strictes définies sur un certain corps
quadratique imaginaire K.

Pour les cas « Borel » et « normalisateur de Cartan déployé », la méthode de Mazur s’adapte
aux Q-courbes (sections 1.2, 1.4 et 1.5), avec I’aide de quelques compléments techniques (section
L.3).

Pour le cas « normalisateur de Cartan non déployé », une astuce d’Ellenberg (voir [Ell04] ou
la section 1.6) permet de voir que si K est quadratique imaginaire et E stricte, on peut sauver
la méthode de Mazur, ce qui est surprenant au premier abord vu que cela est pour l'instant
impossible sur Q. Pour ce faire, on a besoin d’estimations analytiques de fonctions L de formes
modulaires tordues par le caractére de Dirichlet xx associé & K, qui sont 'objet du chapitre
II. Les calculs de la section I1.3 prouvent alors que si p est assez grand en fonction de la valeur
absolue Dk du discriminant de K, alors j(E) € Ok. Le théoréme II.1 donne une version effective
de ce résultat, raffinant les calculs originaux de [Ell04]. La section II.4 fournit I’énoncé analogue
pour K quadratique réel (théoréme I1.2), qui est alors applicable & la Q-courbe E seulement si
Xk (d(E)) =1 (remarque 1.6.1).

Grace a la méthode de Mazur ainsi appliquée, le probléme de surjectivité uniforme pour de
telles Q-courbes de degré d devient un probléme de points entiers quadratiques sur Xy (d), dont on
majore comme dans [BP11a] la hauteur par la méthode de Runge (section 1.7), qui est notablement
plus simple que son application a des familles générales de courbes modulaires (section 111.3).

Enfin, on minore la hauteur de nos points entiers correspondant a des Q-courbes telles que
Ppg , n’est pas surjective grace & un avatar de la formule (1) plus haut (théoréme 1.7). Les bornes
inférieure et supérieure sur la hauteur ainsi obtenues sont contradictoires pour p trop grand, d’ott un
résultat de surjectivité uniforme pour les Q-courbes strictes sur un corps quadratique imaginaire.



10 INTRODUCTION

Le résultat principal du chapitre I (rendu plus précis dans le théoréme 1.8) est alors le suivant,
publié dans [LF]. Il s’agit d’'un des premiers résultats connus de surjectivité uniforme explicite
pour certaines familles infinies de courbes elliptiques sur des corps de nombres (une discussion sur
la taille et la paramétrisation de ces familles se trouve dans ’exemple 1.1.2).

Théoréme (Surjectivité uniforme pour les Q-courbes strictes).
Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant — Dy et E une Q-courbe stricte définie
sur K. Pour tout nombre premier p ne divisant pas D d(FE) et tel que

p > max(2 - 103, 50D}</4 log D),

la représentation Ppg, ,, est surjective.

La stratégie de preuve esquissée ci-dessus illustre le role essentiel de la méthode de Runge pour
majorer la hauteur des points entiers. C’est cette méthode que 1’on se propose dans le chapitre ITI de
cette thése d’approfondir et de généraliser, pour ’appliquer & des variétés de dimension supérieure
correspondant donc & des systémes d’équations diophantiennes plus élaborés. Un des objectifs de
ce chapitre est de pouvoir obtenir des résultats similaires & ceux de la méthode de Runge dans le
chapitre I pour des variétés modulaires de Siegel, qui pourraient donc se reformuler en termes de
propriétés de variétés abéliennes. La section III.1 fournit les notions et le vocabulaire nécessaires
pour 'exposition des énoncés du chapitre. La section I11.2 explique les résultats théoriques derriére
la méthode de Runge pour toute courbe algébrique, puis comment exécuter la méthode a partir
de ceux-ci. Pour en donner la saveur, soit C' une courbe algébrique projective lisse définie sur un
corps de nombres K et ¢ une fonction K-rationnelle non constante sur C'. On note, pour toute
extension L de K, rr le nombre d’orbites des pointes de ¢ par Gal(K/L). Alors, 'ensemble des
points P € C(L) tels que ¢(P) € O s, pour une certaine paire (L, Sy) avec Sy, un ensemble de
places de L contenant les places archimédiennes et tel que

|SL| <rr (2)

est fini (théoréme II1.2). Cette condition sur (L, Sy) est la condition de Runge.

L’idée derriére cette condition est la suivante. On prend P € C(L) tel que ¢(P) € Of g, et
on cherche & borner la taille d’une fonction auxiliaire |1)(P)|, en chaque place v de L. On peut en
fait construire des fonctions auxiliaires 11, -- ,%,, de L(C) indexées par les orbites de poles de
¢ par Gal(K /L) de telle sorte que chacune a pour ensemble de poles une telle orbite. 11 suffit de
borner la taille d’un |¢;(P)|, pour chaque place v de Sr, car pour les places v ¢ Sp, |¢p(P)|, <1
donc les |1);(P)], le sont. Alors, |¢;(P)|, est grand si et seulement si P est v-adiquement prés d’un
des poles de 1;, et comme les ensembles des poles des 1; sont distincts entre eux, on ne peut pas
étre trop prés de deux d’entre eux en méme temps. Cela signifie que pour chaque place v de Sy, il
existe au plus un indice 4 tel que |;(P)|, est grand. On élimine si nécessaire un indice par place
de Sp, et par la condition de Runge, il reste un indice ¢ tel que |¢;(P)|, est petit pour tout v € Sf,.
En conséquence, la hauteur de v;(P) est petite et P appartient & un ensemble fini (proposition
II1.1.1). En détaillant cette preuve, on peut méme s’assurer que cette construction est uniforme
en (L, Sy), et obtenir une estimation sur la hauteur associée a ¢ et pas seulement en associée & 9;
(théoreme II1.3).

La section III.3 reprend et généralise 'application de la méthode de Runge aux courbes modu-
laires, d’aprés [BP11b]. La section II1.4 est consacrée a l’obtention de généralisations en dimension
supérieure. De substantielles difficultés apparaissent par rapport au cas des courbes. La premiére
est que pour parler de points entiers, il faut avoir défini un bord composé d’un certain nombre de
diviseurs effectifs réduits, dans nous verrons qu’ils doivent avoir certaines propriétés géométriques,
par exemple étre amples (ce qui était automatique dans le cas des courbes mais peut étre une hy-
pothése trés forte dans certaines variétés). Enoncons maintenant notre résultat « a la Runge » en
toute dimension. On désigne par (L, Sy,) une paire avec L un corps de nombres et S;, un ensemble
de places de L contenant les places archimédiennes. Soit X une variété normale projective sur un
corps de nombres K et Dq,---, D, des diviseurs amples effectifs réduits de X. On choisit X un
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modéle normal propre de X sur Ok et Dq,---, D, leur adhérence de Zariski dans X', d’union D.
Contrairement au cas des courbes, les diviseurs Dy, --- , D, peuvent s’intersecter mutuellement, et
donc un point peut étre v-adiquement proche de plusieurs d’entre eux a la fois. Le raisonnement
derriére la méthode de Runge (un principe des tiroirs éliminant place par place les diviseurs trop
prés de notre point, dans le but qu’il en reste un) nous oblige donc cette fois-ci & éliminer des
diviseurs paquets par paquets quand ils s’intersectent, et la condition de Runge (2) se détériore
alors en

m|SL| <, (3)
avec m lentier tel que 'intersection de (m + 1) diviseurs distincts parmi les Dy, -+, D, doit étre
vide (condition de Runge générale). Ceci est énoncé précisément et en plus grande généralité dans
le théoréme II1.7, qui est une reformulation du théoréme 4 de [Lev08] dans les cas amples et gros.

Notons qu’un avantage majeur de la méthode de Runge est que lorsque elle s’applique (et donne
donc un résultat de finitude de points (L, Sy )-entiers pour certaines paires (L, Sy) qui vérifient la
condition), elle s’applique également & la réunion de tous les points (L, S,)-entiers considérés, qui
doit également étre finie (afin de mettre ceci en valeur, nous avons refait la preuve du théoréme
IT1.7 dans la section IT1.4). En un sens, elle ne différencie pas les places de non-intégralité, et est
sensible seulement & leur nombre. Ceci n’était pas visible pour Xy (p) dans la section 1.7, car elle ne
pouvait s’appliquer qu’a la place archimédienne infinie du corps quadratique imaginaire K, mais
a été remarqué initialement par Bombieri [Bom83] pour les courbes. Cette dépendance seulement
en le nombre de mauvaises places (et la finitude en groupant les points vérifiant la condition)
constitue un des avantages majeurs de la méthode de Runge par rapport & des méthodes plus
connues de majoration de hauteur de points entiers, comme la méthode de Baker par exemple.

Cependant, si le nombre d’intersections maximal m de I’équation (3) se trouve étre trop grand,
la condition de Runge générale n’est jamais satisfaite. Il apparait alors une deuxiéme difficulté
consubstantielle & la dimension supérieure : des diviseurs amples s’intersectent nécessairement,
contrairement au cas des courbes puisque pour des points, étre distincts et étre disjoints sont
synonymes... Plus précisément, si on a r diviseurs amples effectifs sur une variété algébrique
lisse projective de dimension d, par des propriétés de l'intersection et ’hypothése d’amplitude,
si ces diviseurs sont en position générale, leur intersection totale est automatiquement non vide
dés que r < d. Cette obstruction de lintersection multiple (ainsi que le fait que les diviseurs
impliqués peuvent trés bien étre fortement concourants, indépendamment de leur nombre et de
leur géométrie) risque d’empécher I'utilisation du théoréme de Runge en dimension supérieure dans
un certain nombre de cas. Nous avons donc développé une nouvelle notion de « Runge tubulaire »,
plus souple que I’énoncé classique du théoréme 4 de [Lev08]. Elle se formule en fait comme un
théoréme de concentration des points entiers, que nous allons énoncer de maniére simplifiée ci-
dessous.

Avec les notations ci-dessus, soit Y un fermé de X et ) son adhérence de Zariski dans X,
qu’on va considérer comme un domaine supplémentaire & exclure. On note M7 les places de K et
U = (Uy)venr, une famille de voisinages respectifs de Y (K,) dans la topologie v-adique de X (K )
(définition I1I.1.4) qui doivent étre en un sens « uniformément assez larges autour de Y » (pour la
signification précise, cf. définition II1.4.5). On peut penser, si Y est une courbe, & chaque voisinage
U, comme & un tube autour de cette courbe dans X, d’ot le nom de voisinage tubulaire de Y
qu’on donne & une telle famille ¢/ (remarque 111.4.5). On dit qu’un point P € X (K) appartient
& ce voisinage tubulaire si et seulement il appartient & un U, pour un certain v € M. Notre
théoréme se formule alors de la maniére suivante.

Théoréme (Runge tubulaire). Avec les notations ci-dessus, soit E(L, S1)(U) I’ensemble des points
de (X\D)(OL.s,) qui vérifient en plus la propriété d’étre v-adiquement loin de Y en toute place
de My, c’est-a-dire n’appartenant pas a U. Alors, pour tout voisinage tubulaire U, la réunion de
tous les E(L,Sp)(U) est finie, lorsque (L, SL) parcourt les paires vérifiant la condition de Runge
tubulaire

my|S¢| <, (4)
ot my est le plus petit entier tels que l'intersection de n’importe quels (my + 1) diviseurs distincts
Dy, -+, D, est incluse dans Y (et non plus vide comme pour la condition de Runge générale).
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Tl est & noter que si Y est inclus dans D (ce qui sera le cadre que nous avons en téte), on
sait que les P € (X\D)(Op,s,) ne sont pas v-adiquement trop prés de Y pour v € My\Sr. La
condition ainsi exposée compléte donc I’hypothése d’intégralité en les places de Sy, en particulier
en toutes les places archimédiennes.

Ce résultat est bien un énoncé de concentration, car il signifie que pour tout voisinage tubulaire
U = (Uy)ver,, & un nombre fini de points pres, les P € (X\D)(Or,s,) ot (L,Sr) vérifie la
condition de Runge se concentrent prés de Y, c’est-a-dire appartiennent au voisinage tubulaire U.
L’énoncé complet (plus général et détaillé) du théoréme de Runge tubulaire constitue le théoréme
I11.8, et la preuve de celui-ci est le but de la section ITI.4.

Remarquons que ce théoréme est automatique lorsque Y est ample, au méme titre que la pro-
priété de Northcott pour la hauteur associée 4 un diviseur ample (proposition I11.4.6). A I'opposé,
lorsque Y est vide, c’est exactement le théoréme III1.7. Pour appliquer ce théoréme hybride, il faut
donc faire un compromis pour parvenir & avoir a la fois Y et my les plus petits possibles.

Ce théoréme peut également étre comparé a ceux de [CLZ09], notamment au théoréme d’Au-
tissier (pour les surfaces) et au théoréme CLZ (Corvaja, Levin et Zannier) pour les variétés de
dimension au moins 3. Ces deux derniers sont de saveur similaire & notre théoréme de concentra-
tion, mais voici quelques différences notables. Tout d’abord, ils ne demandent pas de condition sur
la taille de ’ensemble de places S, pas de condition aussi stricte d’intersection que dans notre
théoréme, et pas non plus d’hypothése supplémentaire d’exclusion d’un voisinage tubulaire (qui,
comme on I’a vu, est surtout une vraie condition supplémentaire pour les places de non-intégralité
et les places archimédiennes). En revanche, la finitude énoncée (bien que le domaine d’exclusion
Y de ces théorémes soit absolu) dépend de ’ensemble de places Sy, (en particulier, il ne dit pas si
la réunion de tous ces ensembles finis est finie ou non), et on ne sait rien dans le cas des diviseurs
gros. Enfin, ’outil de base de ces résultats étant le théoréme du sous-espace de Schmidt, il parait
difficile de les rendre effectifs, contrairement a notre théoréme.

L’objectif de la section IIL.5 est une application de notre théoréme de Runge tubulaire aux
variétés modulaires de Siegel (théoréme II1.10) dont nous allons ici énoncer le cas particulier en
niveau n = 2 (théoréme II1.9), qui est plus parlant. La variété As(2)c est la variété modulaire
de Siegel associée aux surfaces abéliennes principalement polarisées munies d’une structure sym-
plectique de niveau 2 (définition-proposition I11.5.3), et A5(2)2 est sa compactification de Satake
(définition II1.5.6). Ces deux variétés admettent des modéles normaux propres naturels sur Z[1/2]
(définition-proposition II1.5.14).

Dans ce contexte, le « bord » (lieu par rapport auquel on définit 'intégralité) a une bonne
interprétation modulaire comme lieu de dégénerescence de surfaces abéliennes. En effet, il se com-
pose du « bord fort », lieu des surfaces semi-abéliennes avec partie torique non nulle, et du « bord
faible », lieu des surfaces abéliennes principalement polarisées non simples, dont les composantes
constituent les diviseurs effectifs définissant I’intégralité usuelle pour le théoréme.

Cette situation est analogue au cas des courbes modulaires, ou le bord correspond au lieu des
courbes elliptiques dégénérées, c’est-a-dire aux pointes, et la distinction entre bord fort et bord
faible n’y a pas de sens.

Théoréme (Runge pour les produits de courbes elliptiques sur Az (2)%).

Pour un voisinage ouvert U du bord fort DAs(2)c := A2(2)2\A2(2)c pour la topologie complexe
usuelle, soit £(U) l’ensemble des points P € A5(2)(Q) représentant le triplet (A, \, o) (@ isomor-
phisme a extension des scalaires prés), avec A une surface abélienne, \ une polarisation principale
et ay une structure symplectique de niveau 2 sur A tel que :

e Le point P est 4 valeurs dans une certaine extension finie L de Q.

o La variété abélienne A a potentiellement bonne réduction en toute place finie, et quelle que
soit Uextension des scalaires de A3(2)(L) a A2(2)c , limage du point P n’appartient pas
Uouvert U.

e Le nombre sy, de places v de L telles que
— v est archimédienne
- v divise 2
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— La réduction modulo v de (A, \) dégénére a extension des scalaires prés en un produit de
courbes elliptiques (c’est-a-dire appartient au bord faible)
vérifie la condition
s, < 10.

Alors, ensemble E(U) est fini pour tout ouvert U contenant dAs(2)c.

Dans cette application du théoréme, on a utilisé un voisinage tubulaire naturel de 9.42(2)g. En
effet, pour tout place finie v € Mg associée a un certain idéal premier B, on peut considérer comme
bord U, I'ensemble des points P, € A2(2)°(Q,) dont la réduction modulo 9P appartient & 9 Az(2)q.
Si P, représente une surface abélienne A,, cela signifie que celle-ci n’a pas potentiellement bonne
réduction modulo 9B, par construction des schémas Az (2) et A2(2)° (et on peut sauver cette vision
pour v au-dessus de 2 malgré que A3(2) ne soit pas construit en caractéristique 2). Il reste donc
simplement & compléter cette famille d’ouverts avec des ouverts de v € Mg ot v est archimédienne,
et pour cela un moyen simple est de prendre un unique ouvert U de A2(2)2 contenant 0A(2)c,
d’ott la formulation ci-dessus. La condition de Runge s; < 10 provient du fait que les diviseurs en
jeu sont au nombre de dix, amples et effectifs sur A2(2)5 et d’intersection vide hors de 9A42(2)g
(définition-proposition T11.5.29 (b)), donc mga,(2) = 1.

Notons enfin que nous donnons également dans les paragraphes I11.5.1 et I11.5.2 des descriptions
de bonnes compactifications toroidales de certains espaces de modules, ainsi que de la géométrie
de leurs diviseurs, comme travail préparatoire & des applications futures de notre théoréme de
Runge tubulaire & d’autres variétés modulaires de Siegel, et d’autres diviseurs.
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Introduction

Diophantine equations are among the most ancient and noble fields of mathematics. To study
diophantine equations (that is, polynomial equations with integer or rational coefficients), is to
study their integral or rational solutions (or more generally, their solutions in a number field). As
an example, and to avoid quoting the famous Fermat equation, the equations

X"+Y"=2% and X"4+Y"=23

studied in [Poo98] have, for n > 4 no integral solution (z,y, z) without commmon factor such that
xyz ¢ {—1,0,1}. Likewise, we call system of diophantine equations a system of polynomial equa-
tions for which we search for such solutions. A crucial viewpoint for these diophantine equations
(or systems of) is to consider them as making up a geometric object (called scheme for the integral
viewpoint, or algebraic variety for the rational one), such that its integral (resp. rational) solutions
are the integer-valued (resp. rational-valued) points of the scheme (resp. algebraic variety). Our
hope is then to be able to describe the integral or rational solutions of the equations with help of
the geometrical (or even topological) structure of the corresponding object.

A particularly striking example of this is Mordell-Faltings’ theorem, which states that for every
“ good ” diophantine equation (defining a smooth algebraic projective curve), there is only a finite
number of solutions on any number field if the corresponding Riemann surface has genus at least
2. This finiteness result does not solve everything though, because we are often interested in the
problem of existence of solutions.

The theme of this thesis will be the construction of diverse tools of determination (of inexistence
or finiteness, for most of them) of integral or rational points of some schemes or algebraic varieties.

Applied to moduli spaces, these techniques enable us to answer arithmetical questions. One
of these is Serre’s uniformity problem, which motivates the first part of this thesis and will be
explained now. An elliptic curve E over QQ is an algebraic curve defined by some equation

E: Y?=X34+aX+b a,beQ,

to which we add a point oo, coming from the solution (0 : 1 : 0) of the homogeneized equation
Y?2Z = X3 4+ aXZ? 4+ bZ3 in P3. We furthermore suppose that 4a® + 27b%> # 0 to ensure E is
smooth.

Such an elliptic curve is canonically endowed with an abelian group law on its points in any
extension K of Q, given by rational fractions with rational coefficients in the coordinates, and
whose point oo is the neutral element. We denote by E(K) this abelian group, and if K is a
number field, it is of finite type according to the famous Mordell-Weil theorem.

We focus here on the group E (K)o of torsion points of F(K). It is finite, but we wish to
understand what can be its exponents and structure. Given the nature of the group law on E(K)
for any extension K, if P = (z,y) belongs to E(K) and o is an automorphism of K/Q, the point
o(P) := (o(z),0(y)) also belongs to E(K), and the map ¢ : F(K) — E(K) thus defined is a
group automorphism. For any prime p, we denote by E[p] the set of p-torsion points of F in Q.
The action above hence defines a Galois representation

pE,p + Gal(Q/Q) — GL(E[p)).

15
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As El[p] is isomorphic to (Z/pZ)?, we obtain a representation of Gal(Q/Q) in GLy(Z/pZ). Notice
we can consider E[p] as the set of solutions of a system of diophantine equations in (z,y) (to which
we add o0). To understand this system, we need to understand in particular what is the smallest
number field Kz, for which all points of E[p] have values in Kg ) (e.g. can E(Q)[p] be different
from {0}, or even equal to E[p]?). The representation pg , allows to tackle this question, since its
kernel is exactly K , by Galois correspondence. Thus, this field is big if and only if the image of
pE.p is big (that is, Gal(Q/Q) permutes a lot the points of E[p]) : we call this phenomenon “ big
Galois image ”.

Hence, we want to know how big is the image of pg ,. The answer to this question, brought
by Serre [Ser72], is that unless E has a special structure (that is, E has complex multiplication),
for large enough p, the representation pg , permutes as much as possible the points of E[p], that
is pg,p is surjective in GL(E[p]) (for the complex multiplication case, the image of pg , is smaller
but better understood). Let us notice that for large enough p, we thus know that the system of
diophantine equations associated to E[p] has no rational solution except co. Actually, we obtain
in the course of our proof (Theorem 1.7) in section 1.8 an explicit (and slighly stronger) version of
Serre’s surjectivity theorem, which implies in particular that pg , is surjective when

p > 107 (max(hr(E),985))%, (5)

with hr(E) the stable Faltings height of E (Formula (1.10)) 2. To our knowledge, this is the first
surjectivity result which is completely explicit in the Faltings height of E. Let us recall that a
height function is roughly a function on a set of objects of same nature measuring the complexity
of construction of these objects (for example, a natural height on Z is the absolute value).

We can now ask ourselves if this surjectivity for large enough p comes from the choice of
coefficients a and b defining E, or if the mere fact of being an elliptic curve (without complex
multiplication) on Q automatically implies (independently of E) that pg,, is surjective for large
enough p. To state rigorously this question, is there a uniform bound C such that for every elliptic
curve F on Q without complex multiplication, the representation pg , is surjective when p > C'?
This question is called Serre’s uniformity problem.

To answer this, we split this problem into four disjoint parts, corresponding to four types of
strict maximal subgroups of GLy(F,) (proposition I.1.5), whose the * exceptional case ” (section
1.1.3) is already done in [Ser72|. We say for example that pg , is in the “ Borel ” case if it globally
stabilises a cyclic subgroup C,, of order p of E[p|. This perspective allows us to consider the elliptic
curves in each remaining case as rational points on some algebraic curves, called modular curves.
For every prime number p, the modular curve Xo(p) on Q (paragraph 1.1.4) is for example such
that apart its two cusps, the rational points of X(p) correspond to pairs (E,C,), with E an
elliptic curve on Q and C), a cyclic subgroup of order p of E stable by Gal(Q/Q).

We have therefore reduced Serre’s uniformity problem on Q to three distinct diophantine
problems. For the “ Borel ” case, we have to prove that for large enough p, the curve X(p) has
only trivial rational points, that is its two cusps and the possible rational points coming from
elliptic curves with complex multiplication. That is true for p > 37 ([Maz78], Theorem 1). We
can infer from this that for any elliptic curve E over Q, the group E(Q);ors has order at most 12
([Maz78], Theorem 2). Recall now that the j-invariant of an elliptic curve E over K is an invariant
Jj(E) € K associated to E, characterising E up to isomorphism. As a function on a modular curve,
it is a rational function whose poles are the modular curve’s cusps. A crucial ingredient of the proof
of the first theorem of [Maz78] is that if (£, C),) belongs to Xo(p)(Q), then it actually is integral for
the j-invariant, that is j(F) € Z. This point is obtained by Mazur’s method (section 1.2), designed
in [Maz77]. Consequently, the famous Siegel’s theorem on integral points of curves theoretically
allows us to bound the height of noncuspidal points of Xo(p)(Q), but it is not sufficient here and
Mazur ends the proof with a different argument.

In the “ normalizer of split Cartan ” case, [BP11a] proves that the associated modular curve,
denoted by Xgpit(p) (paragraph 1.1.4), has no nontrivial rational points for p > 2 - 10''. The

2. In this Introduction, every reference to a definition or a result of this thesis is used to enlighten the notions
of the preceding sentence, or point towards its proof.
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following article [BPR13] improves this bound to p > 13. The tools of these proofs are Mazur’s
method, a technique to bound above heights of integral points called Runge’s method (which is
the unifying thread of this thesis, and the central theme of Chapter IIT) and isogeny theorems to
bound below the stable Faltings height in the fashion of inequality (5). We will use a similar proof
structure for our problem, which is stated below.

In the last case, called « normalizer of nonsplit Cartan %, the associated modular curves do not
allow us, to our knowledge, to use Mazur’s method (section 1.6), thus Serre’s uniformity problem
remains open for elliptic curves over Q.

The first part of this thesis (Chapters I and II, reproducing articles [LF]| and [LF15]) is not
focused on elliptic curves over Q, but on another kind of elliptic curves called Q-curves (Definition
I.1.1). To each Q-curve E we can associate a degree d(F) > 1, measure how far E is from being
defined over Q, so that d(E) = 1 if and only if F is defined over Q. E is called strict if it is not
isogenous (over Q) to an elliptic curve defined over Q. For any prime p not dividing d(FE), we
have, analogously to pg,,, a representation Ppy , of Gal(Q/Q), not anymore in GL(E[p]) but in
PGL(E[p]) (Definition I1.1.2). For every Q-curve over a quadratic field K, there is again a relative
explicit surjectivity thanks to Theorem 1.7, and Serre’s uniformity problem is raised in the same
fashion, and separated in four cases named in the same way. The goal of Chapter I is to solve this
uniformity problem for strict Q-curves over an imaginary quadratic field K.

For “Borel” and “normalizer of split Cartan” cases, Mazur’s method can be adapted to Q-curves
(sections 1.2, I.4 and I.5), with help of some technical complements (section I.3).

For the “normalizer of nonsplit Cartan” case, a trick of Ellenberg (see [Ell04] or section 1.6)
allows us to see that if K is imaginary quadratic and FE strict, Mazur’s method can be salvaged,
which is surprising at first given it is impossible on Q for now. To do this, we need analytic
estimates of L-functions of modular forms twisted by the Dirichlet character xx associated to
K, which are the topic of Chapter II. The computations of section II.3 prove that if p is large
enough compared to the discriminant of K, then j(E) € Ok. The theorem II.1 gives an effective
version of this result, refining previous computations of [El104]. The section I1.4 gives the analogous
statement for K real quadratic (Theorem I1.2), which is then applicable to the Q-curve E only if
Xk (d(E)) =1 (Remark 1.6.1).

Thanks to Mazur’s method applied in this fashion, Serre’s uniformity problem for such Q-
curves of degree d becomes a problem on integral quadratic points on Xy(d), and we bound above
their height, as in [BP11a], by Runge’s method (section 1.7), which is significantly simpler than
its application to general families of modular curves (section III.3).

At last, we bound below our integral points’ height using an avatar of formula (1) above
(Theorem 1.7). The lower and upper bounds on the height we obtain contradict each other for
large enough p, thus giving a uniform surjectivity result on strict Q-curves over an imaginary
quadratic field. The main result of Chapter I (made more precise in Theorem 1.8) is the following,
published in [LF]. It is one of the first known results of explicit uniform surjectivity for some infinite
families of elliptic curves on number fields (for a discussion about the size and parametrization of
these families, see Example 1.1.2).

Theorem (Uniform surjectivity for strict Q-curves).
Let K be an imaginary quadratic field of discriminant —Dy and E a strict Q-curve over K.
For any prime p not dividing Did(E) and such that

p>max(2-10"3,50D)/* log D),

the representation Ppg, , is surjective.

The strategy of proof sketched above emphasizes the essential role of Runge’s method to give
an upper bound on the height of integral points. This is the method we want to develop and
generalise in Chapter II, to apply it to higher-dimensional varieties therefore corresponding to
more elaborate systems of diophantine equations. One of the goals of this chapter is to obtain
results similar to Runge’s method in Chapter I, but for Siegel modular varieties, which could be
formulated in terms of properties of abelian varieties. The section III.1 brings up the necessary
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notions and vocabulary for the results of the chapter. The section II1.2 explains the theoretical
results behind Runge’s method for algebraic curves, and how to enforce the method behind the
theory. To give a taste of these, let C be a smooth projective algebraic curve over a number field K
and ¢ be a nonconstant K-rational function on C. For any extension L of K, we denote by ry, the
number of orbits of poles of ¢ by Gal(K/L). The set of points P € C(L) such that ¢(P) € Or s,
for some pair (L, Sy) with Sy, a set of places of L (including all the archimedean ones) and such
that

|SLl <re (6)

is then finite (Theorem III.2). This condition on (L, Sy) is the Runge condition.

The idea behind this result is the following. Take P € C(L) such that ¢(P) € Ops,, we
want to bound above the absolue value of an auxiliary function |¢(P)|, at every place v of L.
Actually, we can build auxiliary functions 1, -+ ,%,, of L(C) indexed by the orbits of poles of
¢ by Gal(K /L), such that each one of this function has its poles constituting such an orbit. We
only have to bound above |¢;(P)|, for some ¢ and every place v of S, because for v ¢ Sy, each
|th;(P)|, is small because |¢(P)|, is. As |¢;(P)|, is large if and only if P is v-adically close to one
of the poles of 1;, and the sets of poles of 1; are disjoint to each other, one cannot be too close to
two of them at the same time. This means that for each place v of S, there is at most one index
i such that |¢;(P)|, is large. If necessary, we put aside one index by place of S, and by Runge’s
condition, there remains one index ¢ such that [¢;(P)|, is small for each v € S;. Consequently,
the height of ¢;(P) is small and P belongs to a finite set (proposition III.1.1). When detailing
this proof, we can even ensure that this process can be made uniform in (L, Sz), and obtain an
estimate on the height associated to ¢ and not only to some auxiliary function ¢; (Theorem III.3).

The section II1.3 mentions once more and generalises the application of Runge’s method to
modular curves, after [BP11b]. The section II1.4 is devoted to higher-dimensional generalisations
of Runge’s method. This brings about substantial difficulties compared to the case of curves. The
first one is that to talk about integral points, we need to define a boundary composed of reduced
effective divisors, whose as we will see must have some geometric properties, for example be ample
(which was automatic in the case of curves but can be a very strong hypothesis on some varieties).
Let us now state our result “a la Runge” in every dimension. We denote by (L, Sy) a pair with L
a number field and Sy, a set of places of L containing the archimedean ones. Let X be a normal
projective variety over a number field K and D, --- , D, some reduced ample effective divisors of
X. We choose X a proper normal model of X on O and Dy, --- , D, their Zariski closure in X,
whose union we denote by D. It is important to note that as opposed to the case of curves, the
divisors D1,---, D, can have nontrivial mutual intersection, therefore a point can be v-adically
close of many of them simultaneously. The argument behind Runge’s method (elimination place
by place of the divisors too close of our point, made such that there remains one at the end) then
compels us to eliminate divisors packs by packs when they intersect, therefore Runge condition
(6) is altered to

m|Sp| <, (7)

with m the integer such that the intersection of (m + 1) distinct divisors amongst D1,--- , D,
must be empty (general Runge condition). This is stated precisely and with greater generality in
Theorem II1.7, which reformulates Theorem 4 of [Lev08] in the “ample” and “big” cases.

Notice that when Runge’s method applies (and gives a finiteness result of (L, Sy )-integral
points for some pairs (L, S1,) satisyfing Runge condition), it also applies and gives finiteness of the
union of all (L, Sy, )-integral points considered (to emphasize this, we have rewritten the proof of
Theorem III.7 in section II1.4). We can somewhat say that Runge’s method does not distinguish
the places of non-integrality and is only sensitive to their number. This was not visible for X, (p)
in section 1.7 as it was only appliable then to the unique archimedean place of the imaginary
quadratic field K (although we could already see the bound was uniform in the choice of quadratic
field), but has been first pointed out by Bombier [Bom83] for curves. This dependence only in
the number of bad places (and the finiteness, even after putting together the points satisfying the
condition) is one of the major assets of Runge’s method, compared to more famous methods to
bound heights of integral points, such as Baker’s method for example.
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On the other hand, if the maximal intersections number m of equation (7) happens to be too
large, the general Runge condition is never satisfied. This is where a second difficulty intrinsic to
higher dimension appears : ample divisors necessarily intersect, as opposed to the case of curves
because distinct points are of course disjoint. More precisely, if we have r ample effective divisors on
a smooth projective algebraic variety of dimension d, by ampleness and properties of intersection,
if these divisors are in general position, their total intersection (as a set) is nonempty as soon as
r < d. This obstruction of multiple intersection (as well as the fact that the considered divisors
might very well intersect a lot, regardless of their number and geometry) threatens to prevent
the application of Runge theorem in higher dimension in a number of cases. We have therefore
developed a new notion of “tubular Runge”, more flexible than Theorem 4 of [Lev08]. This result
is actually a statement of concentration of integral points, that we will give in a simplified version
below.

With the previous notations, let Y be a closed subvariety of X and ) be its Zariski closure in
X, that we will consider as an additional domain to be excluded.

We denote by Mg the places of K and U = (Uy)vemy a familiy of respective neighbourhoods
of Y(K,) in the v-adic topology of X(K,) (Definition III.1.4) which have to be, in some sense,
“ uniformly large enough around Y ” (for the precise meaning of this, see Definition I11.4.5). We
can see, if Y is a curve, as each neighbourhood U, as a tube around this curve in X, hence the
name tubular neighbourhood of Y we give to such a family U (Remark I11.4.5). We then say that a
point P € X (K) belongs to this tubular neighbourhood if and only if it belongs to a U, for some
v € M7. Our theorem can then be stated in the following way.

Theorem (Tubular Runge). With the above notations, let E(L,SL)(U) be the set of points of
(X\D)(Or,s,) which moreover have the property of being v-adically far away from Y at every
place of M3, that is not belonging to U. Then, for every fived tubular neighbourhood U of Y, the
union of all the E(L, SL)(U) is finite, with (L, Sy) running through the pairs satisfying the tubular
Runge condition

my|SL‘ <r, (8)

where my is the smallest integer such that the intersection of any (my +1) distinct divisors among
Dy, -+, D, is included in 'Y (and not empty as in general Runge condition).

Notice that if Y is included in D (which is the case we have in mind), we know that the
P e (X¥\D)(Oy,s, ) are not v-adically too close to Y for v € M\ Sr. The condition exposed then
completes the integrality hypotheses at the places of Sy, in particular at every archimedean place.

This result is indeed a concentration result, because it means that for every tubular neigh-
bourhood U = (U, )verr,, up to a finite number of points, the P € (XY\D)(Op,s, ), where (L, S)
satisfies Runge condition, are concentrated near Y, that is belong to the tubular neighbourhood
U. The complete statement (more general and precise) of tubular Runge theorem is the Theorem
IT1.8, and its proof is the goal of section III.4.

This theorem is automatic when Y is ample, as well as Northcott property for the height
associated to an ample divisor (proposition II1.4.6). On the contrary, when Y is empty, it is
exacctly Theorem III.7. To apply this hybrid theorem, we then have to make a compromise to
have both Y and my as small as possible.

This theorem can also be compared to those of [CLZ09], notably to Autissier’s Theorem (for
surfaces) and CLZ Theorem (Corvaja, Levin and Zannier) for varieties of dimension at least 3.
These last two theorems have a similar flavour to our concentration result, but here are some
notable differences. First, they do not need a condition on the size of Sy, nor a condition of
intersection as strict as in our theorem, nor an additional hypothesis of exclusion of a tubular
neighbourhood. On the other hand, the finiteness results stated depend on Sy (though their
exclusion domain Y is absolute) : in particular, it does not say if the reunion of all this finite
sets is finite itself, and we do not know what happens in the case of big divisors. Finally, as the
foundation of these results is Schmidt’s subspace theorem, it seems difficult to make them effective,
as opposed to our theorem.
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The objective of section III.5 is an application of our tubular Runge theorem to Siegel modular
varieties (Theorem II1.10), and we here state its more striking case, that is in level n = 2 (Theorem
IT1.9). The variety A5 (2)c is the Siegel modular variety associated to principally polarised abelian
surfaces endowed with a symplectic structure of level 2 (Definition-proposition I11.5.3), and A (2)2
is its Satake compactification (Definition III.5.6). Both varieties admit natural normal proper
models on Z[1/2] (Definition-proposition I11.5.14).

In this setting, the “boundary” (locus relatively to which we define the integrality) has a good
modular interpretation as a locus of degeneracy of abelian surfaces. Indeed, it is made up of
the “strong boundary”, locus of semiabelian surfaces with nonzero toric part, and of the “weak
boundary”, locus of nonsimple principally polarised abelian surfaces, whose components make up
the effective divisors defining the usual integrality for the theorem.

This situation is analogous to the case of modular curves, where the boundary is the locus of
degenerate elliptic curves, that is the cusps, and there is no difference between weak and strong
boundary.

Theorem (Runge for products of elliptic curves on Ay(2)%).

For an open neighbourhood U of the strong boundary 0A2(2)c = A2(2)2\A2(2)c in the usual
complez topology, let E(U) be the set of points P € A2(2)(Q) associated to triples (A, \, a2) (up to
isomorphism on some scalar extension), with A an abelian surface, A a principal polarisation on
A and as a symplectic structure of level 2 on A such that :

o P c Ay(2)(L) for some number field L.

o A has potentially good reduction at every finite place, and for any scalar extension o : L — C,

the point P, € A3(2)c does not belong to U.
o The number sy, of places v of L such that
— v is archimedean
— v divides 2
— The reduction mod v of (A, \) degenerates (up to scalar extension) to a product of elliptic
curves (that is, belongs to the weak boundary)
satisfies the condition
sr, < 10.

Then, the set E(U) is finite for any open neighbourhood U of 0A2(2)c.

In this application of our theorem, we used a natural tubular neighbourhood of 0.A42(2)g.
Indeed, for every finite place v € M@ associated to some prime ideal ‘B, we can consider U, the

set of points P, € A3(2)°(Q,) whose reduction modulo 3 belongs to dA3(2)y. If P, represents
the abelian surface A,, this means that A, does not have potentially good reduction modulo 33,
by definition of the schemes A5(2) and A5(2)° (we can salvage this vision for v dividing 2 even
as A2(2) is not defined in characteristic 2). There now simply remains to complete this family of
open subsets with open subsets at every archimedean place v, and for this a simple means is to fix
a unique open neighbourhood U of 0A45(2)¢, hence the above formulation. The Runge condition
sp < 10 comes from the fact that the underlying divisors (making up the weak boundary) are
ten, all ample and effective on A2(2)(8 and with empty intersection outside 0A2(2)g (Definition-
proposition I11.5.29 (b)), s0 mya,(2) = 1.

At last, notice that we give in paragraphs II1.5.1 and III.5.2 a synthesis of descriptions of good
toroidal compactifications of some moduli spaces, as well as of the geometry of their divisors, as
a preliminary work for future applications of our tubular Runge theorem to other Siegel modular
varieties, and other divisors.



Représentations galoisiennes de
Q-courbes quadratiques

« La connaissance est un moyen de se nourrir »
— Friedrich Nietzsche

Le probléme d’uniformité de Serre

Etant donné un nombre premier p et une courbe elliptique E définie sur un corps de nombres
K, soit la représentation
pE,p : Gal(K/K) — GL(E[p])

obtenue par I’action naturelle de Gal(K/K) sur E[p] le groupe des points de p-torsion de E. Un
pas important vers la preuve du grand théoréme de Fermat, apporté par Mazur en 1977 [Maz77],
consiste & montrer que cette représentation est automatiquement irréductible lorsque K = Q et
E est sans multiplication complexe, pour p > 163 (et méme p > 3 pour une courbe elliptique de
Frey associée a une solution théorique de ’équation de Fermat).

Dans un contexte plus général, Serre a montré en 1972 [Ser72| que pour une courbe elliptique
E sur K sans multiplication complexe, il existe une borne C(E, K) dépendant de F et K telle que
pE,p est automatiquement surjective pour p > C(FE, K). En fait, nous obtenons dans la section
1.8 (théoréme 1.7), via un théoréme d’isogénie, une version explicite du théoréme de surjectivité, a
savoir que si hr(FE) est la hauteur de Faltings stable de E et p est non ramifié dans K, alors pg
est surjective dés que

p > 107[K : Q]? (max{hr(E), 985} + 4log[K : Q])*.

Le probléeme d’uniformité de Serre consiste alors & savoir si on peut rendre cette surjectivité
uniforme en E, c’est-a-dire trouver une borne C'(K) dépendant uniquement de K, telle que pour
toute courbe elliptique E définie sur K sans multiplication complexe, pg, est surjective pour
p > C(K).

Le but du présent travail n’est pas le probléme d’uniformité de Serre sur les courbes sur Q
(encore hors de portée des méthodes actuelles, voir la section 1.6), mais sur un type légérement
différent de courbes elliptiques : les Q-courbes.

Définition. Une Q-courbe est une courbe elliptique F définie sur un corps de nombres K telle
que pour tout o € Gal(K/Q), la conjuguée ? E est isogéne & E (sur K). Le degré de la Q-courbe,
noté d(F), est le plus petit multiple commun des degrés des isogénies minimales entre F et ses
conjuguées.

21
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e Les Q-courbes généralisent les courbes elliptiques définies sur Q, et on peut associer de telles
courbes & des solutions d’équations diophantiennes ternaires (selon [Ell04] ou [BD10] par exemple).

e L’ensemble des Q-courbes est stable par isogénie et contient les courbes elliptiques définies
sur Q mais aussi toutes les courbes elliptiques & multiplication complexe (exemple I.1.1).

e Une Q-courbe est stricte si elle n’est pas isogéne & une courbe elliptique définie sur Q.

e Pour une Q-courbe F sans multiplication complexe et p premier ne divisant pas d(E), on
définit (paragraphe 1.1.1) une représentation projective

Ppg,, : Gal(Q/Q) — PGL(E[p))

analogue a pg , pour les courbes définies sur Q.

e Pour ce qui est de la modularité, Ribet a montré dans [Rib04], avec ’aide de la conjecture de
Serre aujourd’hui prouvée ([KW09a] et [KW09b]), que les Q-courbes sont exactement les courbes
elliptiques modulaires (pour GLy sur Q), c’est-a-dire celles qui apparaissent comme quotients de
J1(N) pour un certain N.

Le résultat principal de notre travail sur les Q-courbes et le but de ce chapitre est le théoréme
suivant.

Théoréme 1.1 (Surjectivité uniforme pour les Q-courbes strictes).
Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant —Dy et E une Q-courbe stricte définie
sur K. Pour tout nombre premier p ne divisant pas D d(FE) et tel que

p > max(2 - 103, E)OD}(/4 log D),

la représentation Ppg, ,, est surjective.

La démarche de la preuve est similaire a celle employé par Bilu et Parent [BP11a] pour la partie
« normalisateur de Cartan déployé » du probléme d’uniformité sur Q. On fixe un corps quadratique
K et pour les assertions suivantes, E parcourt les Q-courbes strictes sans multiplication complexe
définies sur K et p ne divise pas D d(F). La preuve se décompose alors en quatre grandes étapes.

(I) Démontrer par la méthode de Mazur (sections 1.2 & 1.6) que pour p > Co(K), si Ppy ,
n’est pas surjective, F a potentiellement bonne réduction en tout idéal de Ok, c’est-ad-dire que
J(E) € Ok (théoréemes 1.3, 1.4 et 1.6). La preuve consiste en un raffinement des résultats de [E1104],
utilisant la structure du groupe des composantes de Jo(p)g; et le quotient d’Eisenstein (section
1.3). Pour le cas « normalisateur de Cartan non déployé » de la méthode, il faut également utiliser
une estimation de moyennes de valeurs spéciales de fonctions L (théoréme I1.1), qui est ’objet du
chapitre II.

(II) Employer la méthode de Runge (section 1.7) pour majorer le j-invariant d’un point P de
Xo(d)(K) tel que j(P) € Ok. On en déduira que pour un tel point,

log |j(P)| < CV4d,

pour une certaine constante absolue C' (proposition 1.7.7 pour 'inégalité précise).

(ITI) Utiliser un théoréme d’isogénie a la Masser-Wiistholtz (proposition 1.8.1) presque entié-
rement tiré de [GR14], qui permet de minorer la hauteur du j-invariant d’une courbe elliptique
E sans multiplication compleze en fonction du degré d’une isogénie de E (théoréme 1.7). Concre-
tement, le théoréme 1.7 (de surjectivité explicite) donnera dans notre situation des bornes de la

forme
log |7(E)| > C'\/d(E)p,

si j(E) € Ok (corollaire 1.8.1).

(I'V) Les trois étapes précédentes nous donnent, si E est une Q-courbe stricte sur un corps K
quadratique imaginaire, une borne C (K) telle que pour tout nombre premier p > C1(K), si Ppg ,
n’est pas surjective, j(E) est entier par l’étape (I) et comme le noyau C de l'isogénie minimale
entre F et sa conjuguée fournit un sous-groupe d’ordre d(F) défini sur K (preuve de la proposition
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1.1.17), on peut appliquer I’étape (II) avec (E,C) € Xo(d(E))(K), qui combinée a I’étape (III)
nous donne des inégalités de la forme

C'Vd(E)p < log|j(E)| < CVd(E),

ce qui est impossible pour p assez grand (indépendant de d(F)). Les bornes seront explicitées dans
la section I.8.

Avant de passer au détail de la preuve, quelques remarques s’imposent sur le théoréme I.1.

- Le fait que la Q-courbe E soit stricte implique que le théoréme ne dit rien sur les courbes
elliptiques définies sur Q, ce qui est naturel puisque le cas « normalisateur de Cartan non déployé »
résiste encore pour celles-ci, en particulier & la méthode de Mazur. Un suivi attentif de chacun des
sections permettrait & peu de choses prés de redémontrer directement les résultats de surjectivité
uniforme partielle établis successivement par [Maz77] (« cas Borel ») puis [Mom84] et [BP11a]
(« cas normalisateur de Cartan déployé »).

- Le corps quadratique K doit étre imaginaire & la fois pour le cas « normalisateur de Cartan non
déployé » (section 1.6) et la méthode de Runge (section 1.7). Pour tout le reste, le cas quadratique
réel fonctionne exactement de la méme maniére. De plus, on a besoin que p soit non ramifié
dans K & la fois pour que Ppg , ne soit pas inclus dans PSL(E[p]) (paragraphe 1.1.2) et pour
les estimations analytiques de fonctions L du chapitre II. Il est cependant possible que pour p
divisant Dy, les fonctions L en question vérifient d’autres équations fonctionnelles permettant
quand méme ce type d’estimations. De plus, la dépendance en Dy de la borne vient seulement du
terme d’erreur des estimations utilisées, il est donc peut-étre possible d’obtenir un résultat avec
une dépendance faible en Dy via des techniques différentes.

- I n’y a aucune dépendance en le degré d de la Q-courbe stricte, & part le fait que p ne doit pas
diviser d (la représentation n’est de toute fagon pas définie telle quelle si p divise d). Cela permet
une certaine marge de manoeuvre sur le résultat, car hormis des cas de petits degrés (Exemple
1.1.2 ), on ne sait pas exhiber de familles infinies de Q-courbes strictes de degré fixé, et la finitude
de tels ensembles de Q-courbes ferait du théoréme un corollaire immédiat de la surjectivité de
Serre.

Notations

Nous regroupons ici les notations les plus utilisées pour des raisons de clarté. On note
P un nombre premier fixé
E une courbe elliptique définie sur K C Q.
°F la conjuguée galoisienne de E par o € Gal(Q/Q).

2
E[p] la p-torsion de F, non canoniquement isomorphe (Z/pz) .

PE,p la représentation galoisienne de Gal(K /K) sur cette p-torsion.
Ppg, lareprésentation galoisienne projective de la Q-courbe E.

I.1 Rappels sur les Q-courbes et le probléme de surjectivité

I[.1.1 Représentations projectives de Q-courbes

Pour commencer, donnons en détail la définition de Q-courbe et la terminologie associée.

Définition I.1.1 (Q-courbes). Soit K un corps de nombres.

Une Q-courbe est une courbe elliptique E définie sur K telle que pour tout o € Gal(K/Q), il
existe une isogénie ji, : 7F — E (définie sur K). Elle est quadratique si le corps K est quadratique.

Son degré, noté d(E), est le ppcm des degrés des isogénies minimales entre F et ses conjuguées
galoisiennes.

Une Q-courbe est stricte si elle n’est pas isogéne & une courbe elliptique définie sur Q.
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Remarque I.1.1. Quitte & étendre le corps de base K, on peut supposer que celui-ci est une
extension galoisienne de Q de sorte que I’action de Gal(K /Q) sur les conjuguées de E se factorise
par Gal(K/Q). Alors, une courbe elliptique F définie sur le corps de nombres galoisien K est une
Q-courbe si et seulement si pour tout o € Gal(K/Q), il existe une isogénie entre °F et E.

Exemple I.1.1 (Courbes CM). Les courbes elliptiques sur Q sont des Q-courbes. Il en est de méme
pour les courbes & multiplication complexe : en effet, si End £ = A # Z, pour tout automorphisme
o de K, E° est également & multiplication complexe par A ([Sil94], Proposition I1.2.1 (a)), or on a
une action (simplement) transitive du groupe des classes d’idéaux de A sur I’ensemble des courbes
elliptiques & multiplication complexe par A & isomorphisme prés, et cette action vient avec des
isogénies entre toutes ces courbes ([Sil94], Proposition II1.1.2 (b)). Ainsi, E est une Q-courbe.

Pour N sans facteur carré, et X (V) le quotient de la courbe modulaire X(N) par le groupe
de ses involutions d’Atkin-Lehner, un point non cuspidal de X (N)(Q) se reléve nécessairement
en une Q-courbe (unique a isogénie prés). En fait, Elkies a démontré qu’on obtient ainsi toutes les
classes d’isogénie de Q-courbes non CM, avec le résultat suivant [Elk04].

Théoréme I.2 (Réduction d’Elkies).

Soit E une Q-courbe sans multiplication complexe définie sur un corps de nombres K.

Alors, il existe N sans facteur carré divisant d(E) et E' une Q-courbe définie sur un sous-corps
de K et associée a un point de X;(N)(Q), telle que E’ est isogéne a E sur Q, via une isogénie de
degré divisant d(E).

Il existe bien une infinité de Q-courbes strictes et sans multiplication complexe, comme les
familles paramétrées suivantes en donnent. Remarquons en préambule qu’une Q-courbe F non
définie sur Q et sans multiplication complexe dont le degré est sans facteur carré est nécessairement
stricte, sinon elle admettrait une isogénie £ — E de degré non carré.

Exemple 1.1.2 (Familles paramétrées de Q-courbes).

e Une premiére classe de familles de Q-courbes quadratiques paramétrées ([Has97], Théorémes
2.2 et 2.4) est donnée par les Xo(p) de genre 0 avec p premier, c¢’est-a-dire pour p = 2,3,5,7,13.
Lorsque p = 2,3 ou 7, on sait fabriquer une famille paramétrée de Q-courbes définies sur Q(v/d)
pour tout d # 0,1 sans facteur carré, par exemple pour p = 2 on a pour tout ¢ € Q la Q-courbe
définie sur Q(v/d) par I'équation

(5 — 3tV/d)3
(1 —tv/d)(1 4 tv/d)?

Pour p = 5 ou 13 apparaissent des conditions de congruence sur d pour 'existence de Q-courbes non
triviales ([Has97], Proposition 2.3) mais sous réserve qu’elles soient satisfaites, il existe également
sur Q(v/d) une famille de Q-courbes paramétrée par Q.

Remarquons que les degrés des Q-courbes sont ici des nombres premiers donc & part pour les
courbes CM, elles sont, nécessairement strictes. Les courbes CM sont pour leur part en nombre fini
(a d fixé, pour chaque famille de paramétres), ainsi pour p = 2,3,5,7,13, on a bien des familles
infinies de Q-courbes strictes de degré p sur des corps quadratiques fixés. De plus, la méthode
employée dans [Has97] démontre que toutes les Q-courbes quadratiques de ces degrés s’obtiennent
4 isogénie prés exactement de cette maniére.

e Plus généralement, lorsque la courbe X§(NV), quotient de Xo(N) par son groupe d’Atkin-
Lehner (N supposé sans facteur carré) est de genre 0 ou 1, on peut également paramétrer d’apreés
[GLI8] toutes les Q-courbes (via leurs j-invariants comme racines de certains polynomes a coef-
ficients rationnels), mais alors le corps de définition de la Q-courbe (c’est-a-dire son j-invariant)
dépend du paramétre hors des cas précédents, c’est-a-dire qu’on ne sait pas a priori s’il existe, &
corps quadratique fixé, une infinité de Q-courbes de degré fixé définies sur ce corps. Une conjecture
d’Elkies [Elk04] (toujours non résolue méme pour N premier) affirme en fait que pour tout corps
de nombres K fixé, la courbe XJ(NN) n’a pas de point K-rationnel ni cuspidal ni CM, pour N
assez grand.

Eqt): o* =2 +6(BtVd—5)z+8(—9tVd+7),  j(E4t)) =2°
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Nous allons dorénavant supposer les Q-courbes étudiées sans multiplication compleze.

Définition 1.1.2. (Représentations projectives associées a une Q-courbe).
Soient K C Q un corps de nombres et E une Q-courbe sans multiplication compleze définie
sur K. Pour tout nombre premier p ne divisant pas d(E), la formule

o D=, ("D),

avec D parcourant les F,-droites de E[p], o parcourant Gal(Q/Q) et y, : “E — E une isogénie de
degré premier & p, définit une représentation de Gal(Q/Q) dans PE[p] notée Ppg ,, qui ne dépend

pas du choix des u, et qui, restreinte a Gal(Q/K), est la projectivisation du morphisme PE,p de
Gal(K/K) dans GL(E|[p]).

Démonstration. Soit D une E,-droite de E[p]. Pour tout o € Gal(Q/Q), °D est une E,-droite de
7E et l'isogénie p, est injective sur la p-torsion de “E donc o - D est bien une F,-droite de E[p)].
L’application Ppg , est donc bien définie. Elle ne dépend pas du choix des isogénies : en effet,
comme F et °F sont sans multiplication complexe, Hom(? E, FE) est un Z-module libre de rang 1,
en particulier toutes les isogénies entre “ E et E de degré premier a p agissent de la méme maniére
sur les F,-droites de 7 E[p].

Ensuite, pour tous 7 € Gal(Q/Q), comme les isogénies pi,, et i, 0 %, de °7E vers E sont de
degré premier & p, on a

(07) - D = 1o (°" D) = pio © 7z ("7 D) = pio(* (- (" D))) = 0 - (7 - D)
donc Ppg, , est bien un morphisme de groupes. O

Le théoréme 1.2 a un corollaire immédiat trés utile pour notre probléme de surjectivité.

Corollaire I.1.1. Avec les notations de la proposition précédente, pour p premier ne divisant
pas d(E), il suffit de montrer que Ppp, ,, est surjective pour que Ppg , le soit. Il suffit donc de
démontrer le théoréme 1.1 pour les Q-courbes E telles que d(E) est sans facteur carreé.

Démonstration. Soit p : E — E' I'isogénie obtenue grace au théoréme 1.2. Alors, pour tout
o € Gal(Q/Q) et toute F,-droite de E[p], pour des isogénies p, : °E — E et pl, : °E' — E’ de
degré premier & p, on a

o(u(D)) = p (7 (W(D))) = ko ( (D)) = pg 0 “p(° D) = po pio(? D) = p(o (D))

car les isogénies j1o i, et p, 07 p, de degré premier & p, agissent de méme sur PE[p]. Ceci implique
que la bijection D — p(D) est équivariante pour les actions de Gal(Q/Q) sur PE(p] et PE'[p],
donc les images des représentations associées sont simultanément surjectives. O

I[.1.2 Découpage du probléme de surjectivité

Le probléme de surjectivité de Ppp , passe par la recherche des sous-groupes maximaux de
PGLy(F,), car E[p] = F,® aprés choix de base de la p-torsion ([Sil09], Corollaire I11.6.4). Pour
prouver que Ppg , est surjective, il suffira de montrer que son image n’est pas incluse dans un de
ces sous-groupes, que nous allons définir ci-dessous.

Définition I.1.3 (Sous-groupes remarquables de GL2(F,)).

Soit V' un Fy-espace vectoriel de dimension 2 et 7 : GL(V) = PGL(V) la projection canonique.

- Un sous-groupe de Borel de GL(V) est le stabilisateur d’une droite D de V pour action
naturelle de GL(V'). Aprés un choix de base adaptée de V', un sous-groupe de Borel est le groupe
des matrices triangulaires supérieures de GLy(F,).

- Un sous-groupe de Cartan déployé est le stabilisateur d’un couple de droites distinctes
(D1, D) de V pour laction produit de GL(V). Aprés un choix de base adaptée de V, c’est le
groupe des matrices diagonales de GLa(F,).

- Un sous-groupe de Cartan non déployé est une copie du groupe IF;Q dans GL(V).

On appelle sous-groupe de Borel (resp. Cartan déployé, Cartan non déployé) de PGL(V)
Iimage par m d’un sous-groupe de Borel (resp. Cartan déployé, Cartan non déployé) de GL(V).
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Remarque 1.1.2. Si une sous-algébre de End(V) est un corps a p? éléments, ’ensemble de ses
inversibles forme un sous-groupe de Cartan non déployé de GL(V'). Réciproquement, si C' est un
sous-groupe de Cartan non déployé, comme il est commutatif et que X P’=1 _ 1 est scindé & racines
simples dans I, tous ses éléments sont codiagonalisables dans une base de V' ®p, F,? formée de
vecteurs conjugués, et on en déduit que C'U {0} est un corps & p? éléments dans End(V). De plus,
un élément de GL(V) appartient & C' si et seulement s’il commute avec les éléments de C, c’est-
a-dire si et seulement s’il agit linéairement sur V' pour la structure de IF,2-espace vectoriel de V'
définie par C. En effet, si g commute avec les éléments de C il est automatiquement diagonalisable
dans une base de V ®p, sz adaptée & C (donc formée de vecteur conjugués), donc déterminé par
ses valeurs propres, or C' couvre les p? — 1 possibilités donc g € C.

En fait, on peut également voir un sous-groupe de Cartan non déployé de GL(V) comme le
groupe des matrices de GL(V') diagonales dans une base adaptée a (D, D’) ou D et D’ sont des
droites de V' ®p, 2 distinctes conjuguées.

Lemme 1.1.4 (Normalisateurs des sous-groupes remarquables).

Soit V' un F,-espace vectoriel de dimension 2.

- Le normalisateur d’un sous-groupe de Borel de GL(V') (resp. PGL(V)) est réduit & lui-méme.

- Le normalisateur N du sous-groupe de Cartan déployé C de GL(V') (resp. PGL(V)) associé
au couple de droites distinctes (Dy, Ds) de V est le stabilisateur de la paire de droites distinctes
{D1,D3}. En particulier, [N : C] = 2.

- Le normalisateur N du sous-groupe de Cartan non déployé C de GL(V') (resp. PGL(V)) est
Uensemble des éléments de GL(V') qui agissent F2-linéairement ou semi-linéairement par rapport
a la structure de F2-espace vectoriel de V' donnée par C. En particulier, [N : C] = 2 (et de méme
pour PGL(V)).

Enfin, Uintersection de deuz sous-groupes de Cartan distincts de GL(V) est réduite aux homo-
théties.

Démonstration. Si pour toute droite D de V on note Bp le sous-groupe de Borel associé & D, on
voit immeédiatement que pour tout g € GL(V), gBpg—1 = Byp. En particulier, gBpg~' = Bp si
et seulement si g fixe D, c’est-a-dire g € Bp.

Pour une paire de droites distinctes { Dy, Do} de V, si on note C' = Cyp, p,} le sous-groupe de
Cartan déployé associé a cette paire de droites, on a gC’{Dth}g_l = C{4p,,gD,}> €n particulier
g normalise C si et seulement si {gD1,9D2} = {D1, D2}. Dans une base adaptée a (D1, D), C
est constitué des matrices diagonales et son normalisateur N des matrices diagonales ou antidia-
gonales, donc [N : C] = 2.

Pour un sous-groupe de Cartan non déployé C de GL(V), le raisonnement ci-dessus se reproduit
exactement lorsqu’on utilise la remarque 1.1.2.

Enfin, pour ce qui est de 'intersection de deux sous-groupes de Cartan, si un élément de GL(V)
appartient & un sous-groupe de Cartan, il posséde comme droites propres les droites associées a

ce sous-groupe, or s’il a au moins trois droites propres, c’est une homothétie.
O

La proposition suivante provient de ([Ser72], § 2.4 &4 2.6), sa preuve y est esquissée mais nous en
reproduisons ici une démonstration compléte pour le confort du lecteur, basée sur la proposition
15 de [Ser72] pour le (a) et la preuve du théoréme 6.17 de [Suz82] pour le (b).

Proposition I.1.5 (Sous-groupes maximaux de GL2(F,)).
Soit H un sous-groupe de PGLy(F,).
(a) Si H est d’ordre divisible par p, alors ou bien H contient PSLy(F,), ou bien H est contenu
dans un sous-groupe de Borel de PGLy(F,).
(b) Si H est d’ordre premier a p, trois cas sont possibles :
— Si H est cyclique, il est contenu dans un sous-groupe de Cartan de PGLy(F,), unique si H
est non trivial.
— Si H est diédral, il normalise un sous-groupe de Cartan de PGLy(F,), il est donc contenu
dans le normalisateur de ce sous-groupe de Cartan.
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- Si H n’est cyclique ni diédral, il est isomorphe a Ay, Sy ou As (on dit alors qu’il est excep-
tionnel).

Démonstration. On note 7 : GLy(F,) — PGLy(F,) la projection canonique, G = 7~ (H) et Z le
centre de GLy(FF,). On suppose que H est non trivial, c’est-a-dire que G # Z.
(a) Comme la seule racine p-iéme de 'unité dans F, est 1, toute matrice g de GLo(IF,) d’ordre

exactement p est semblable & la matrice <(1) 1

IE‘p2 et pour tout ¢’ € G, Dyy0—1 = g'- Dy. Ainsi, soit tous les éléments de G fixent D, et alors H
est inclus dans le sous-groupe de Borel fixant Dy, soit il existe deux éléments g et ¢’ de G d’ordre
p qui chacun fixent une droite différente, et alors dans une base adaptée a ces deux droites, ils sont

de la forme ( a) et <1 0) avec ab # 0. Ces matrices engendrent SLs(IF,), donc G contient

) , en particulier fixe une unique droite notée D, de

1
0 1 b 1
SL2(F,) et H contient PSLy(F,).
(b) Commencons par calculer, pour tout g € GLy(F,), le centralisateur de g dans GL3(F,) :
- Si g est une homothétie, c’est tout GLy(F,).
- Si g a deux valeurs propres distinctes A et p dans [F,, c’est le groupe des matrices qui dans

une base propre de g sont de la forme (; 2), c’est-a-dire un sous-groupe de Cartan déployé de

GLy(Fy).
- Si g a deux valeurs propres distinctes A\ et p dans Fp2\F,, A et p sont conjuguées et le
centralisateur de g est alors constitué de toutes les matrices de GL2(IF,) qui dans une base propre
)\/
0 )\/P
non déployé de GL2(IF,) associé & ces droites propres.

- Si g n’est pas diagonalisable dans IF,, elle est semblable dans I, & une matrice de la forme

de [F,2 associée & g sont de la forme ) C’est donc exactement le sous-groupe de Cartan

( 0 K) avec p # 0, et son centralisateur (par un calcul immédiat) est alors constitué des matrices

N
0o N

Comme H est d’ordre premier & p, GG I'est aussi et le quatriéme cas ne peut pas se produire
pour g € G : en effet, il appartient & C(g), or 8’il n’est pas diagonalisable dans IFT,, celui-ci est
réduit au centre de GLy(F,) d’aprés le calcul précédent, car p ne divise pas l'ordre de G. Tout
élément g de G non scalaire admet donc pour centralisateur C(g) le sous-groupe d’un groupe de
Cartan, en particulier celui-ci est abélien. De plus, le normalisateur Ng(g) de chaque centralisateur
vérifie [Ng(g) : Ca(g)] < 2 : en effet, d’aprés le lemme 1.1.4, pour g € G non scalaire, C(g) est
contenu dans un unique sous-groupe de Cartan de GL(V') donc le normaliser équivaut & normaliser
ce sous-groupe de Cartan, ainsi Ng(g) est lintersection du normalisateur de ce sous-groupe de
Cartan avec G, donc [Ng(g) : Ca(g)] < 2.

Les centralisateurs C(g) avec g non scalaire constituent tous les sous-groupes abéliens maxi-
maux de G car si g € A avec A abélien, A C Cg(g). De plus, U'intersection de deux sous-groupes
abéliens maximaux distincts A et B de G est Z, car A et B sont contenus dans le centralisateur
de n’importe quel élément de leur intersection, qui doit donc étre réduite & Z par maximalité.

Notons A I’ensemble des sous-groupes abéliens maximaux de G, et Cp,--- ,C, -+ ,Cris les
classes de conjugaison de ces sous-groupes abéliens (c’est-a-dire que A et A’ sont dans la méme
classe si A’ = gAg~! pour un certain g € G), avec A; un représentant de C; pour tout 4, de
sorte que Ng(4;) = A;sil < i < ret[Ng(Ad): 4] =2sir+1<i<r+s Onnote
n=|H|=|G|/(p—1), et n; =|4;|/(p — 1) pour tout i.

Par définition du normalisateur, le nombre d’éléments de C; est exactement |G|/Ng(4;), et
chacun des éléments de G\Z appartenant & un seul sous-groupe abélien maximal (qui est son
centralisateur), on obtient I’égalité

qui dans cette base de trigonalisation de g sont de la forme ) ,il est donc de cardinal (p—1)p.

r D — r+s . e — Dnlp —
<p_1>n:(p_1>+z<P—1><(Zz_11> =1, §2 @=Dn=1n(p=1
i=1

)ni S 2(p — Dny
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qui se simplifie en

1 ni—1 < n;—1
1=-— 1.1
pD Dk Dl (L1)
=1 i=r+1
Or, chacun des n; vaut au moins 2 car G # Z, donc on obtient I'inégalité
1 + r n 5 o 1
n 2 4~

ce qui nous donne six possibilités pour r et s, décrites dans le tableau suivant

I\IT\|\III|IV |V |VI
1] 1 0 00| 0
5100 1 2 |3]| 4

Nous allons réécrire I’égalité (I.1) dans chacun de ces cas et en déduire les différentes possibilités
pour H.

CasT:onal=1/n+ (ny —1)/ny dot n; = n et G est un sous-groupe abélien, en par-
ticulier inclus dans un sous-groupe de Cartan (déployé ou non) de GL2(IF,) vu la structure des
centralisateurs, et H est alors cyclique.

Cas I :onal=1/n+ (ng —1)/n1+ (ng —1)/2ne ot 1/2 4+ 1/n = 1/n1 + 1/2n2 ce qui
donne n; = 2 et 2ny = n ou bien n; = 3,ny = 2 et n = 12. Dans le premier cas, on obtient
G = N¢(As3) donc H est diédral. Dans le second, il y a exactement quatre conjugués de A; dans
G et G agit par conjugaison en permutant ceux-ci, or le stabilisateur de chacun de ces groupes est
réduit a lui-méme et leur intersection réduite au centre donc H = G/Z s’injecte dans &4, d’image
de cardinal 12 donc H est isomorphe a 24.

Cas II1,IV et V : on obtient pour chacun de ceux-ci que n = 1, contradiction.

CasVI:onal=1/n+ (n1 —1)/2n1 + (na —1)/2ne + (n3 — 1)/2n3 donc

1 1 11 1
2n1+2n2+2n3in+2'
Les (n1,n2,n3,n) possibles sont, si on impose n; < ny < ng, (2,2,ns,2n3), (2,3,3,12), (2, 3,4, 24)
et (2,3,5,60). Pour (2,2,n3,2n3),on a G = Ng(As) donc G est encore inclus dans le normalisateur
d’un sous-groupe de Cartan, ainsi H est diédral.

Pour (2, 3,3,12), les groupes 7(A2) et m(A3) sont des 3-Sylow de H donc doivent étre conjugués
par les théorémes de Sylow, contradiction donc ce cas ne se produit pas. Pour (2,3,4,24), C est
de cardinal 24/6 = 4 donc l'action par conjugaison sur les éléments de Cy induit un morphisme
de H dans G4, mais le noyau de ce morphisme est l'intersection de tous les 7(Ng(gA2g9™1)) qui
est le groupe trivial, et par argument de cardinal H est donc isomorphe & G,.

Enfin, pour (2,3,5,60), il y a exactement 60/4 = 15 groupes d’indice 30 de G (ce sont les
conjugués de A;) et chacun a pour normalisateur un groupe d’indice 15 de G, qui n’est pas abélien
par maximalité de A;. Or, leur projection est un 2-Sylow de H de cardinal 4, qui ne peut pas étre
cyclique car sinon chaque normalisateur serait abélien (son quotient par le centre étant cyclique).
Les 2-Sylow S de H sont donc isomorphes & (Z/27)?, ainsi chacun d’entre eux contient exactement
3 sous-groupes d’indice 2, et chacun d’eux est un 7(A) avec Ng(A) = 771(S). On en déduit qu’il
y a exactement 15/3 = 5 2-Sylow dans H et ils sont tous conjugués par les théorémes de Sylow,
d’ott un morphisme de H dans &5 donné par ’action par conjugaison, et ce morphisme est injectif
car chaque Ng(A) ne normalise que trois sous-groupes d’indices 30 comme on vient de le montrer
donc H s’identifie & un sous-groupe d’indice 2 de &5, qui ne peut étre que s.

O

La proposition suivante permet de calculer le déterminant de la représentation projective as-
socié & une Q-courbe, et donc son image admissible maximale.
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Proposition 1.1.6. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K.

Le déterminant de la représentation galoisienne pp, : Gal(K/K) — GL(E[p]) est égal au
caractere cyclotomique x : Gal(K/K) — Fr, ¢’est-a-dire que pour tout o € Gal(K/K) et toute
racine p-ieme de l'unité ¢,

¢detlpe.p(@) — a(¢).

Corollaire I1.1.2. Pour K un corps de nombres quadratique et E une Q-courbe définie sur K,
Uimage de Ppy, , n'est pas incluse dans PSL(V) si p est non ramifié dans K.

Démonstration.

Notons p, le groupe des racines p-iemes de l'unité dans K et e, : E[p] x E[p] — p, l'accou-
plement de Weil ([Sil09], Chapitre III, Proposition 8.1). Soit ¢ € p,. L’accouplement étant non
dégénéreé, il existe une E,-base (P, Q) de E, telle que e,(P,Q) = (. Soit 0 € Gal(Q/Q) et p(o) la
matrice de P — P vue dans la base (P, Q), c’est-a-dire que

(“P,°Q) = (P,Q).p(0)
or 'accouplement de Weil est compatible avec ’action du groupe de Galois, ainsi
ep(opv UQ) = U(ep(P7 Q))

donc si p(o) = (i Z) € GLa(F,), on a

¢ = 5 (0),

ce qu’on voulait démontrer.

Pour le corollaire, ce résultat démontre que si p n’est pas ramifié dans K, le déterminant de
pE,p est surjectif dans F,*, en particulier pour une Q-courbe, I'image de la restriction de Pog, a
Gal(K/K) n’est pas incluse dans PSL(V). O

Nous allons dés maintenant écarter une deuxiéme possibilité de sous-groupe maximal (donnée
par la proposition 1.1.5), celle des sous-groupes exceptionnels.

I[.1.3 Le cas des sous-groupes exceptionnels

Ce paragraphe reprend les résultats de [Ser72] pour le confort du lecteur (pour plus de détails,
lire la section 1 de cet article). Il ne s’applique pas uniquement aux Q-courbes, donc ici seulement,
on note :

K un corps valué complet pour la valuation discréte normalisée v, de caractéristique 0.

O son anneau des entiers, d’idéal maximal m.

k le corps résiduel de O, supposé de caractéristique p > 0.

e = v(p) l'indice de ramification absolu de K.

K une cloture algébrique de K fixée, d’anneau des entiers O, muni de la valuation v prolongée
a K, renotée v.

K, la plus grande sous-extension non ramifiée de K dans K, d’anneau des entiers O,,,..

K, la plus grande sous-extension modérément ramifiée de K dans K, d’anneau des entiers O;.

Le corps résiduel de K est une cloture séparable de K, notée ky. Via la réduction modulo leurs
idéaux maximaux, Oy, et O, se surjectent dans k.

On a

KCcK, CcK,CK,

et chacune de ces extensions de K est galoisienne. On note

G:=Gal(K/K), I:=Gal(K/Ky), I,:=Gal(K/K;).
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Le groupe I est le groupe d’inertie de G, c’est-a-dire le groupe des automorphismes de K qui
se réduisent en l'identité sur k,. Via la réduction en automorphismes de ks, Gal(K,,/K) = G/I
s’identifie & Gal(ks/k). Le groupe I, est le plus grand pro-p-groupe inclus dans I, et on note

I :==1/I, = Gal(K¢/Kp,)

le groupe d’inertie modérée de G. C’est un groupe profini commutatif d’ordre premier & p, dont
I’étude va nous donner des informations sur les représentations galoisiennes associées a des courbes
elliptiques.

Définition 1.1.7 (Caractére 6,).

Pour d > 1 premier & p, notons p4 le groupe des racines d-iémes de 1'unité dans K. Si z est
une uniformisante de K,,, I'extension Kq = K,.(2'/%)/K,, est modérément totalement ramifiée
et galoisienne de groupe de Galois g4, et on a ’homomorphisme continu canonique

Gd: It — U4

a'(:vl/d)
o 2174

qui ne dépend pas du choix de I'uniformisante = ni de sa racine d-iéme car pg C K.

Lorsque d est premier & p, le groupe uq4 s’injecte dans kg par la réduction, et il est alors inclus
dans 'unique copie de F, dans kg, lorsque d divise ¢ — 1. On renote 4 le caractére de I, dans
k% ainsi obtenu. Ceux-ci permettent d’obtenir tous les caractéres continus, comme l’énonce la
proposition suivante.

Proposition 1.1.8. Pour tout caractére continu 0 : Iy — kX, il existe a € Z, et d > 1 premier
a p tels que 8 = 05. De plus, pour de tels a et d, la classe o de a/d dans Q/Z est uniquement
déterminée : on dira que 'invariant de 0 est c.

Démonstration. Tout d’abord, un caractére continu de I; dans k¥ (muni de la topologie discréte)
est & image compacte (car I; est compact) et discréte, donc finie et dans un certain pg C k.
Le groupe I; est la limite projective des Gal(Knr(xl/")/Km = lin, €t on voit immeédiatement
que l'application qui & a € Z associe 04 induit un isomorphisme entre Z/dZ et le groupe des
caractéres de I; dans ug4, car en tant que groupe abélien, dI; est exactement le noyau de ’application
canonique I; — Gal(K,,(2'/%)/K,,) = p4. Ceci prouve que 'application qui & (a,d) associe 69
est surjective, et par mise au méme dénominateur, il apparait que 0 = g,’ si et seulement si
a/d=a'/d mod Z. O

Si o € Q/Z n’est pas d’ordre premier & p, il est possible de le projeter sur la partie de torsion
premiére & p (c’est-a-dire Z,)/Z) via la somme directe

Q/Z =Z[1/pl/Z & L)/ Z.

On appelle alors caractére d’invariant « le caractére d’invariant o’ ot o’ est la projection de a sur
Z(py/Z, de sorte que P'application qui & a associe le caractere continu sur [; d’invariant o est un
morphisme de groupe surjectif de Q/Z dans le groupe des caractéres continu de I; dans k7.

En fait, on va se concentrer sur les « caractéres fondamentaux », obtenus pour d de la forme
p"—1.

Définition I.1.9 (Caractéres fondamentaux). Soit n > 1 un entier, ¢ = p™.

Un caractére fondamental de niveau n est un caractére obtenu en composant le caractére
. _ * *
0(1_1 : It — Hg—1 = IFq C ks

avec un automorphisme de k}. Autrement dit, les caractéres fondamentaux de niveau n sont les n
caracteres

P pn—l
Og—1.9 0

g—17"""

k3
Ils sont d’invariants respectifs -2—,7=0,--- ,n — 1.
pn—1
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Définition 1.1.10. Pour tout « € Q, on note
m, = {z € K;v(z) > o}, m! = {z € K;v(z) > o},

et
V= mg/ml.

La structure naturelle de O-module de m,, induit par passage au quotient une structure d’espace
vectoriel de dimension 1 de V' sur kg, sur lequel G agit canoniquement.

La proposition suivante décrit entiérement 'action de Gal(K /K) sur V.

Proposition 1.1.11. Soit 0 € G et s l'image de o dans Gal(ks/k). Pour tout o € Q, l'auto-
morphisme de V,, défini par o est s-linéaire. En particulier, pour tout o € I, ’automorphisme
est kg-linéaire, et action de I, sur V, est donnée par le caractére d’invariant o décrit par la
proposition 1.1.8.

Démonstration. Pour tous A € O et v € m,, o(\-v) = o(\)o(v) dott la s-linéarité de I'automor-
phisme de V,, défini par o. Cela induit automatiquement que celui-ci est kg-linéaire pour o € I par
définition du groupe d’inertie, et comme I, est un pro-p-groupe et que k} ne contient aucun élément
d’ordre p, I, agit trivialement sur V,, d’ott une action de I; sur V,. Reste & calculer son invariant
en tant que caractére de I, qu’on note ¢, : I; — k. L’application a — ¢, est un morphisme de
groupes car le produit sur K induit un isomorphisme de G-représentations V,, ® Vs — Vot pour
tous «, 5 € Q. Maintenant, pour d > 1 entier premier & p et x la racine d-iéme d’une uniformisante
de K, on a o(x) = 04(x)z par définition de 64 donc ¢,,q = 04, donc ¢, /4 est d'invariant a/d pour
tout a € Z.

Pour a € Q quelconque, il existe ¢ € N* tel que g = a/d avec d premier & p, et alors
0L = pasa = 0 qui est le caractére x, d’invariant « & la puissance ¢, donc ¢, = Xxo car k ne
contient pas de ¢-torsion non triviale. O

Grace & ces notations, on sait exactement comment agit I; sur p,,.

Corollaire 1.1.3. L’action naturelle de I, sur u, est donnée par le caractére d’invariante/(p—1),
avec e la ramification absolue de K.

Démonstration. Soit a = e/(p — 1) € Q. Pour toute racine de I'unité { € p, différente de 1,
v(¢ — 1) = a. En effet,
[[¢-n=ru

CEMp
A1

avec P = (1 — X?)/(1 — X). Comme P(1) = p, sa valuation est e et chacun des ({ — 1) a méme
valuation car ils sont tous conjugués, d’ot v(¢ — 1) = a.. L’application

Hp — Voc
¢ — (-1

est Galois-équivariante, et c’est un morphisme de groupes, car pour tous ¢, ¢’ € iy,
¢ =1=¢¢ -1 +¢-1=¢~1+(~1 modm}

car ¢ = 1 dans k. Elle est injective car v(¢ — 1) = « dés que ¢ # 1. On a donc une injection
Galois-équivariante de groupes entre p, et V,, et le résultat en découle car I’action de I; sur Vj,
est donnée par le caractére d’invariant « d’aprés la proposition précédente. O

Soit maintenant E une courbe elliptique définie sur K et pg,, : Gal(K/K) — GL(E[p]) Paction
naturelle de Gal(K /K) sur la p-torsion. On suppose que la courbe elliptique E est semi-stable sur
K, ce & quoi on peut se ramener en passant & une extension de K de degré 2,3,4 ou 6 grace a
Palgorithme de Tate (voir le détail de la preuve de la proposition VII.5.4 (¢) de [Sil09]).

Les propositions suivantes résument les trois cas possibles.
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Proposition I.1.12 (Cas ordinaire).

Supposons que E a bonne réduction ordinaire.

(a) La droite de E[p] se réduisant sur 0 modulo m est stable par Gal(K/K), donc pg,, est a
valeurs dans un sous-groupe de Borel de GL(E[p]), de type

G 2)

(b) L’image de I dans GL(E[p]) est de la forme

01
0o 1)

(¢) Si I, agit trivialement sur E|p], l"image de I dans GL(E[p]) est un groupe cyclique d’ordre

(p—1)/pged(p — 1,¢€).
(d) Si I, n'agit pas trivialement sur E[p|, l’image de I dans GL(E[p]) est un groupe d’ordre

p(p—1)/pged(p — 1, e).

Démonstration. Le (a) et (b) sont directement donnés par la proposition 11 de [Ser72] et la discus-
sion qui la précéde. Pour le (¢), si I, agit trivialement sur E[p], I'image de I ne contient pas de p-
torsion, en conséquence une matrice de 'image de I est entiérement déterminée par ses coefficients
diagonaux, c’est-a-dire par 6;_;. On obtient donc un groupe cyclique d’ordre (p—1)/pged(p—1,e).
Pour le (d), si I, n’agit pas trivialement sur E[p], il existe un élément d’ordre p dans I'image de I,

qui ne peut étre que de la forme (1 ¥

0 1) dans la base adaptée choisie, donc 'application qui & un

élément de I'image de I associe son premier coefficient diagonal est surjective de noyau ((1) 1‘),
et d’apreés le (b), 'image de I est donc d’ordre p(p — 1)/pged(p — 1, €). O

Proposition I.1.13 (Cas multiplicatif).
Supposons que E a réduction multiplicative.
(a) Il existe une F,-droite de E[p] stable par I. De plus, l’image de I dans GL(E[p]) est de la

forme
-1 *
0o 1)’

(b) Si I, agit trivialement sur E[p], I"image de I dans GL(E[p]) est un groupe cyclique d’ordre
(p—1)/pged(p —1,¢).

(¢) Si I, wagit pas trivialement sur E[p], l"image de I dans GL(E[p]) est un groupe d’ordre
p(p—1)/pged(p — 1,¢).

Démonstration. Le (a) vient de la proposition 13 de [Ser72], les (b) et (¢) s’en déduisent comme
dans la preuve précédente. O

Le cas le plus compliqué dans sa formulation est celui des courbes a réduction supersinguliére.
On en reproduit la preuve compléte ici car la proposition n’est pas exactement écrite de cette
maniére dans [Ser72].

Proposition I.1.14 (Cas supersingulier).

Supposons que E a bonne réduction supersinguliére. Alors, E[p] est isomorphe a un groupe
formel a un paramétre sur K. Supposons aussi que e < p+ 1. Alors, deuz cas sont possibles :

e Le I-module Elp] est simple (donc I, agit trivialement) et il admet une structure de F -
espace vectoriel de rang 1 sur lequel I agit par le caractére 9;271. En particulier, l'image de I;
dans GL(E[p]) est un groupe cyclique de cardinal (p* — 1)/pged(p? — 1,¢).

e Le I-module Elp| a un sous-module de dimension 1, et l’action de I sur E[p] est alors de la

forme
0 *
p—1
( 0 eg_1>
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avec 0 < a,b < e tels que a + b = e. De plus, I, n'agit pas trivialement sur E[p|, donc le cardinal
de limage de I dans GL(FE]p]) est divisible par p.

Démonstration. Comme E a bonne réduction supersinguliére, le module galoisien E[p| est iso-
morphe & ’ensemble des points de p-torsion d’une certaine loi de groupe formel F(X,Y’) sur
Okl[X,Y]], dont la réduction sur k[[X,Y]] est de hauteur 2 ([Sil09], Théoréme V.3.1). Il nous
suffit donc d’étudier ces points. Considérons le polygone de Newton de la série formelle

+o0
[p](X) = ZaiXi (a;i € Ok)

de multiplication par p pour la loi du groupe formel. On sait que a; = p et comme le groupe
formel est de hauteur 2, le premier coefficient inversible de la série est a,>. Notons V' '’ensemble
des zéros de [p] dans m, c’est un espace vectoriel de rang 2 sur F,. Pour I’étudier plus précisément,
considérerons le polygone de Newton de [p]. Deux cas se présentent a nous.

e Le polygone de Newton entre 1 et p? est une ligne droite du point (1,e = v(p)) au point
(%0 = v(ay2)) :

Les zéros de la série [p] sont alors tous de valuation o = ng_l qui est 'opposé de la pente de
cette ligne droite. En conséquence, le groupe V s’injecte dans V,, par un homomorphisme Galois-
équivariant. Le groupe I, agit donc trivialement sur V' car il opére trivialement sur V,, et I; agit
donc sur V via le caractere 0, ,. Or, 'image de 0,2_; dans k} est F,5. On peut donc munir
V' d’une structure de [Fj2-espace vectoriel de rang 1, pour laquelle I; agit par automorphismes
IF2-linéaires. Une telle copie de F,5 dans GL(V) est constitués de p — 1 homothéties et de p* — p
éléments n’ayant aucune droite fixe. Or, pour e < p+1, p? —1/pged(p?—1,¢) > p—1, donc il existe
au moins un automorphisme de V provenant de G n’ayant pas de droite propre : en conséquence,
le I-module Ep] est simple, et I, agit sur E[p] via le caractere 05, .

e Le polygone de Newton entre 1 et p? est une ligne brisée, avec un point intermédiaire (r,a) :
Tout d’abord, I’ensemble des points nuls ou de valuation au moins a = £=¢ forme un sous-groupe
non trivial Vy de V de cardinal z, or V est de cardinal p?, donc = p. On a donc une sous-F,-droite
de V constituée de 0 et d’éléments de valuation oo = £=7. Le reste de V est, d’apres le polygone
de Newton, constitué d’éléments de valuation g = ﬁ. Or, comme a < e < p+ 1, chacun
de ces éléments engendre une extension sauvagement ramifiée de K puisque leur valuation a un
dénominateur divisible par p. Il est donc impossible que I, agisse trivialement sur ces éléments
(par définition, si I, agissait trivialement, ces éléments seraient dans K;). En conséquence, I,
n’agit pas trivialement sur F[p], donc I'image de I dans GL(E[p]) a une p-partie. De plus, I agit
sur V,, via le caractere 0)_; et le déterminant de I’action de I sur E[p] est exactement le caractere
cyclotomique donné par 'action de I sur py, c’est-a-dire 6;_,, d’ou la forme de I’action de I sur

Elp]. O

Ceci permet de conclure sur le cas exceptionnel avec la proposition suivante, dont les Q-courbes
ne seront qu’'un cas particulier.

Proposition 1.1.15. Soit K un corps de nombres et E une courbe elliptique sur K. Pour tout
p > 30[K : Q] + 1, l'image de Ppg,, : Gal(K/K) — PGL(E[p]) n’est pas contenue dans un sous-
groupe exceptionnel (de la forme Ay, As ou Sy). En particulier, pour une Q-courbe E définie sur
le corps quadratique K, l'image de Ppg, ,, n’est pas contenue dans un sous-groupe exceptionnel pour
p > 67.

Démonstration. Soit E une courbe elliptique sur le corps de nombres K. Soit p un idéal premier
de Ok au-dessus de p de degré de ramification e. Considérons le complété K, de K pour la
valuation associée a p. Il existe par l'algorithme de Tate une extension K’ de K, de degré de
ramification d = 1,2, 3,4 ou 6 telle que Ex est semi-stable, notons I’ le groupe d’inertie associé
a K'. Si I, agit non trivialement sur E[p], 'image de PGL(E[p]) contient un p-groupe et n’est
donc pas exceptionnelle dés que p > 5. Sinon, les bornes données dans chacun des trois cas
permettent de dire que I'image de I} par Ppp , contient un sous-groupe cyclique d’ordre au moins
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(p—1)/pged(p — 1, ed), qui est strictement supérieur a 5 lorsque p > 5ed + 1, et dans ce cas cette
image ne peut étre incluse dans un sous-groupe exceptionnel. Comme d < 6 et e < [K : Q], on en
déduit la borne de la proposition. O

Le reste de la section sera consacré a formaliser les trois cas restants (Borel, normalisateur de
Cartan déployé, normalisateur de Cartan non déployé) en termes de courbes modulaires.

I[.1.4 Traduction du probléme sur des courbes modulaires

On suppose désormais que I'image de Ppy, , n’est pas contenu dans un sous-groupe exceptionnel
ni dans PSL(FE[p]), et on fixe K un corps quadratique dans tout ce paragraphe.

Pour tout nombre premier p et tout entier N > 1 :

e La courbe modulaire X, (V)7 est le schéma de modules grossier compactifié sur Z paramétrant
les classes d’isomorphisme de couples (F, Cy) avec E une courbe elliptique et Cy un sous-groupe
de N-torsion cyclique de E. Sa fibre générique est la courbe modulaire sur Q correspondant au
sous-groupe de congruences

To(N) {(‘Z Z) € SLy(Z), c=0 mod N}.

e La courbe modulaire X, (p)z est le schéma de modules grossier compactifié sur Z paramé-
trant les classes d’isomorphisme de couples (E, {A,, B,}) avec E une courbe elliptique et {A4,, B,}
une paire non distinguée de deux sous-groupes cycliques d’ordre p distincts de E. Sa fibre générique
est la courbe modulaire sur Q correspondant au sous-groupe de congruences

Tyt (p) = {7 € SLy(Z), 7 = (3 2) ou (S 3) mod p} .

e La courbe modulaire Xyonspiit(p) est le schéma de modules grossier compactifié sur Z pa-
ramétrant les classes d’isomorphisme de couples (F,{D,D’}) avec E une courbe elliptique et
{D, D'} une paire de [F.-droites conjuguées de E[p] @, F,2. Sa fibre générique sur Q est la courbe
modulaire sur Q correspondant a un sous-groupe de congruences

Fnonsplit(p) = {’7 € SLQ(Z)afY =a mod P, € G}a

ol G est le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non déployé fixé de GLy(F,). Les définitions
et propositions suivantes sont tirées de [E1104].

Définition 1.1.16. Soit d un entier sans facteur carré premier & p. On définit les courbes modu-
laires

X5(d;p) == Xo(d) X x(1) Xspiit(p)
X(I)ls(dvp) = XO(d) XX (1) Xnonsplit<p)~

Alors, par construction :

e La courbe modulaire Xo(dp)z (qui est le produit fibré Xo(d) x x (1) Xo(p) muni des morphismes
d’oubli) est I'espace de modules grossier compactifié sur Z des classes d’isomorphisme de triplets
(E,Cy4,Cp) avec E une courbe elliptique, Cy un sous-groupe cyclique d’ordre d de E et C), un
sous-groupe cyclique d’ordre p de F.

e La courbe modulaire X§(d; p)z est 'espace de modules grossier compactifié sur Z des classes
d’isomorphisme de triplets (E,Cy,{A,, Bp}) avec E une courbe elliptique, Cy un sous-groupe
cyclique d’ordre d de E et A,, B, deux sous-groupes d’ordre p distincts de E.

e La courbe modulaire X3®(d; p)z est I’espace de modules grossier compactifié sur Z des classes
d’isomorphisme de triplets (E,Cy, {D, D'}) avec E une courbe elliptique, C;; un sous-groupe cy-
clique d’ordre d de E et {D, D'} une paire de FFp2-droites conjuguées de E[p] ®p, Fp2.
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Les courbes modulaires X(dp), X§(d;p) et X§%(d;p) sont toutes les trois munies d’une invo-
lution wy qui s’exprime sur les classes de représentants comme suit :

’wd(E,Cd,Cp) = (E/Cd,E[d]/Cd,Cp/Cd) sur Xo(dp).
wd(E’Cd){Ap’BP}) (E/CdaE[d]/Cd7{Ap/cd’Bp/Cd}) sur XS(d;p).
wq(E,Ca,{D,D'}) (E/Ca, E[d]/Cq,{D/Cq,D'/Cq}) sur X§*(d;p)

ou la notation H/Cy pour H un sous-groupe de E est I'image de H par une isogénie F — E/Cy
de noyau Cj.

Pour chacune de ces courbes X, on note XX la courbe tordue de X par wy et Gal(K/Q),
c’est-a-dire la courbe admettant un isomorphisme ¢ : X — XX défini sur K tel que pour o
I’automorphisme de K, “¢ = wgo ¢. Ses points rationnels sont alors mis en bijection par ¢ avec les
points P € X (K) tels que 2P = wgqP. Les Q-courbes nous fournissent exactement de tels points.

Proposition 1.1.17. Soit K un corps quadratique. Soit d un entier sans facteur carré, . une Q-
courbe de degré d sans multiplication complexe définie sur K, et p un nombre premier ne divisant
pas d.

Si limage de Ppy, , est incluse dans un sous-groupe de Borel de PGL(E[p]) (resp. le norma-
lisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé, le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non
déployé), alors on peut canoniquement associer a E un point de Xo(dp)¥(Q) (resp. X§(m;p)(Q),
X§5(m;p)(Q)).

Démonstration. Notons o € Gal(K/Q) Pautomorphisme non trivial du corps K. Par hypothése,
on a une isogénie p : E — °FE de degré d de noyau cyclique, noté Cy et 1 l'isogénie duale. Soit
maintenant 7 € Gal(Q/Q). Si 7x = Idk, " est une isogénie de degré d de E vers ° E, ce ne peut
donc étre que +f car °FE et E sont sans multiplication complexe. En particulier, "Cy = Cy, ce
sous-groupe cyclique est donc défini sur K. Ensuite, si 7 = o, "1 est une isogénie de 7 F vers E
de degré d, c’est donc £ pour les mémes raisons. En particulier, "Cy = ker ji = E[d]/Cy (on note
par la suite “Cy ce sous-groupe de °F).

Nous allons traiter le cas des sous-groupes de Borel, les deux autres sont similaires. Soit C,,
le sous-groupe cyclique d’ordre p de E fixé par la représentation projective. Alors, pour tout
T € Gal(Q/Q), si g = Idg, "Cp, = Cp et si T = o, [G("Cy) = Cp. Ainsi, C, est stable par
Gal(K/K) et C,, est bien défini et vérifie [i(°C,) = C), par hypothese, d’ott 0C), = u(C,).

Alors,

(E,Cq,Cp) =(°E,°Cq,°Cp) = (E/Cq, E[d]/Cq,Cp + Ca/Cq) = wa(E,Cq, Cp).
Le triplet (E, Cy4,Cp) est donc un point Q-rationnel de la courbe tordue Xo(dp)*X. O

La démarche de notre preuve est la suivante : montrer que pour un nombre premier assez grand
p et un entier d > 1, aucune des courbes modulaires tordues Xo(dp)X, X§(d;p)¥ et X55(d;p)¥
n’admet de point rationnel qui ne soit ni une pointe ni un point CM.

Pour cela, le début du travail consiste & montrer qu’un tel point aurait bonne réduction modulo
tout idéal premier de Ok, selon I’approche initiée par Mazur [Maz77], décrite dans la section
suivante (et appliquée dans les trois cas dans les sections 1.4, 1.5 et 1.6).

1.2 La méthode de Mazur

I.2.1 Rappels schématiques
Modéles et réduction

Commencons par quelques rappels sur les schémas.

Définition 1.2.1. Soit f: X — Y un morphisme de schémas.
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Tout point y de Y correspond & un morphisme de schémas de Spec(k(y)) — Y avec k(y) le
corps résiduel de Y en y. La fibre de f en y est le produit fibré

X, := X Xy Spec(k(y)).

L’espace topologique sous-jacent est canoniquement homéomorphe & f~!(y). En conséquence, pour
tout point z € f~!(y), on notera z,, le point de X, correspondant. Dans le cas ou Y est irréductible
de point générique 1, on appelle X, la fibre générique du morphisme. Si y est un point fermé de
Y, on appelle X, la fibre spéciale en y. Une famille de schémas sur Y est I’ensemble des fibres
d’un morphisme de schémas f: X — Y.

Remarque I1.2.1. Les notations ci-dessus font plutot référence & X qu’a f, alors que leur définition
rigoureuse implique 'usage du morphisme : dans la plupart des cas, le morphisme structural sera
évident, de sorte qu’on préfére reporter les notations sur X.

Définition 1.2.2 (Modéle).
Soit K un corps et O un anneau intégre de corps des fractions K. Si X est un schéma sur
K, un modéle de X est un schéma X sur Ok dont la fibre générique est isomorphe au schéma X.

1l existe de nombreux modéles différents d’un méme schéma en général, mais on cherche a ce
qu’ils aient de bonnes propriétés.

Définition I1.2.3 (Morphisme propre).

Un morphisme de schémas f : X — Y est propre s’il est de type fini, séparé et universellement
fermé, c’est-a-dire que pour tout Y-schéma Y’, le morphisme de schémas X' = X xy Y/ — Y’
obtenu par changement de base est topologiquement fermé.

Les modéles propres forment une classe intéressantes de modéles pour de multiples raisons
([Mum99], § I1.7 ou [Liu02], section 3.3.2).

On note, lorsque X et Y sont deux Z-schémas, Xz(Y) l’ensemble des morphismes de Z-
schémas de X vers Y. La proposition suivante est l’extension aux schémas de base de Dedekind
d’une propriété classique des schémas propres ([Liu02], Corollaire 3.3.26).

Proposition 1.2.4 (Extension des points sur la fibre générique).

Soit f : X — Y un morphisme propre. Pour tout Y-schéma de Dedekind S de corps des
fractions K, Uapplication canonique Xy (S) — Xy (K) est bijective. En d’autres mots, & tout Y -
point K -rationnel x de X, on peut associer de maniére unique un Y -morphisme xg : S — X dont la
restriction a la fibre générique de S est x. De plus, pour tout s € S, la section SpecOg s — S = X
est exactement le morphisme obtenu par le critére valuatif appliqué a Og s et x.

Un autre type de modéle intéressant est le modéle de Néron.

Définition I1.2.5 (Modéle de Néron).

Soit S un schéma de Dedekind de corps des fractions K. Soit V une variété définie sur K. Un
schéma V — S est un modéle de Néron de V/K il est lisse sur S et que pour tout schéma lisse
X — S de fibre générique X/K, tout morphisme de K-schémas f : X — V s’étend de maniére
unique en un morphisme de S-schémas X — V.

Le lemme de Yoneda prouve comme d’habitude qu’un modéle de Néron, s’il existe, est unique
A unique isomorphisme prés. L’existence d’un tel modéle est un probléme difficile, mais Néron
lui-méme a prouvé le résultat suivant [Nér64].

Proposition 1.2.6. Soit A une variété abélienne sur K. Alors il existe un modéle de Néron A — S
de A sur S, qui est également un schéma en groupes sur S.

Passons maintenant a la réduction.
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Définition I1.2.7. Soient X et T deux S-schémas ou S et T sont deux schémas de Dedekind,
et f: T — X un S-morphisme de schémas. Soient s € S et t € T au-dessus de s. La réduction
de f modulo t est le point f(¢) vu dans X,. Plus précisément, c’est le morphisme de S-schémas
Speck(t) — X, défini par le diagramme commutatif suivant, ou toutes les autres fléches sont
canoniques :

Speck(t) ——T

)

Spec k(s X

C’est donc un k(t)-point de X.

Si X est un S-schéma propre de fibre générique X et 7" un S-schéma de Dedekind de corps
des fractions K, pour tout point € X (K), on appelle réduction modulo t € T de x la réduction
modulo t de 'unique S-morphisme 7' — X valant x sur la fibre générique, qu’on identifiera souvent
4 un point de X ou s est le point de S au-dessous de t.

Remarque 1.2.2. Si T est un schéma de Dedekind au-dessus de T' de corps des fractions L (qui
est donc une extension de K), tout point K-rationnel de X’ est en particulier L-rationnel, on a
donc un morphisme T7 — X, et celui-ci se factorise par 7/ — T — X. Ainsi, la réduction modulo
t" € T' du point K-rationnel est la méme que sa réduction modulo ¢t € T ou ¢ est le point de T
au-dessous de t' dans T

Espaces cotangents et immersions formelles

Définition 1.2.8 (Immersion formelle).

Soit f : X — Y un morphisme de schémas, 2 un point de X d’image y = f(z). Le morphisme
f est une immersion formelle en x si ’homomorphisme fz : @yﬂ — (5)(,:5 déduit de f par passage
aux complétés des anneaux locaux est surjectif.

Avant de comprendre en quoi une telle définition est intéressante, nous allons commencer par
en rappeler une caractérisation classique, fondamentale pour la suite.

Définition 1.2.9 (Espace cotangent).
Soit X un schéma, et * € X. L’espace cotangent de X en x est le k(x)-espace vectoriel
mX@/mg(,x'

Proposition 1.2.10 (Caractérisation des immersions formelles).

Soient X,Y deuzx schémas localement noethériens, f : X — Y un morphisme de schémas, x un
point de X ety = f(x). On note m, et m, les idéaur mazimauz respectifs de Ox , et Oy,,. Alors,
f est une immersion formelle en x si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

e L’application k(y) — k(x) induite par [ sur les corps résiduels est un isomorphisme.

e L’application cotangente my/mi — m,/m2 induite par f sur les espaces cotangents est sur-
jective.

Remarque 1.2.3. Vu son caractére local, cette caractérisation est en fait un résultat d’algebre
commutative : étant donné un homomorphlsme d’anneaux noethériens locaux ¢ : A — B, montrer
que ’homomorphisme @ : A — B induit sur les anneaux complétés est surjectif si et seulement si
les homomorphismes induits A/m4 — B/mp sur les corps résiduels et m4/m% — mp/m% sur les
espaces cotangents sont surjectifs. La preuve de ce résultat est exposée juste aprés cette remarque,
les lecteurs peu désireux de la lire peuvent d’emblée passer & l'interprétation géométrique des
immersions formelles (proposition 1.2.13).
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Démontrons tout d’abord le résultat suivant, qui est un avatar du lemme de Nakayama pour
les anneaux complets, qui ne suppose pas que le module est de type fini, mais permet au contraire
de le démontrer.

Lemme 1.2.11. Soient A un anneau local complet d’idéal mazimal m et M un A-module tel que
Nem*M = (0). Si les classes de my,...,m, € M modulo mM engendrent M /mM sur A/m, alors
mi,...,m, engendrent M sur A.

Démonstration. Soient mq,...,m, € M tels que mq,...,m, engendrent M/mM. On a donc
T
M=mM+> Am; (1.2)
i=1

Démontrons par récurrence que pour tout k£ € N, on peut écrire

i k
=3 (Sl s
i=1 \j=0
avec agj) € mJ pour tous i, et My, € mhHLAL
Pour k = 0, c’est exactement la formule (I.2). Ensuite, si 'assertion est vraie pour k¥ € N*, si
m est écrit sous la forme précédente, on peut écrire

I
M1 = Z Seny
¢

avec sp € m**! et ny € M pour tout £. Alors, on écrit grace a la formule (I.2) chaque n, sous la
forme

T
ny = g teim; + ny
i=1

avec ty; € A et nj € m.M, et on regroupe ceci dans I’écriture de m pour obtenir

T

m = Z(Z agj) + Ztmse)mi + Zsm}
' ¢ ¢

k
i=1 j=0

et on pose alors az(-kH) = > teise € mFtl et m;c+2 =Y ,smy € mF+2 M, ce qui prouve la
récurrence. _

Pour tout 1 < i < r, la série E?ZO agj ) converge dans A car celui-ci est complet et la valuation
m-adique du terme général tend vers linfini. Soit a; € A une limite de la série (on peut en avoir

(4) k (7) k+1

plusieurs si A n’est pas séparé). Pour tout j € N, a;”) € m/, on a a; — ijo a;’ €m

k € N, ce qui nous permet d’écrire que

pour tout

T T

k
m— Z aim; =mj_, — Z(ai — Z aMym; € mP M
j=0

i=1 i=1

et ce pour tout k € N, donc m = Zzzl a;m; par hypothése sur M, donc le A-module M est bien
engendré par my,...,m,. O

Passons maintenant a la preuve de la caractérisation des immersions formelles.

Démonstration. Rappelons que A/my = E/mg et de méme pour B, de sorte que le morphisme

induit par f sur les corps résiduels est le méme que celui induit par f sur les corps résiduels de A
et B via ces isomorphismes naturels. Ainsi, il est surjectif si et seulement si

B=mg+ f(A) =mz+ A1 (L3)
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Supposons d’abord que f est surjective. L’égalité (I.3) est évidente, et donc le morphisme de corps
résiduels est un 1s0m0rphlsme Ensuite, pour tout b € mp/m%, soit b € mp un relévement de b.
L’image naturelle de b dans B est I'image par f d’une suite cohérente (an) € A. En particulier, par
définition de f, on a b= f(az) mod m%, et comme b € mp, on a forcément ay € mu car il n’est
pas inversible dans B. Ainsi, b a bien un antécédent dans m4/m?, c’est-a-dire que I’application
induite est surjective.

Réciproquement, supposons que le morphisme de corps résiduels est un isomorphisme et que
le morphisme d’espaces cotangents est surjectif. On a (I.3) et mp = m% + f(m4), d’ott en tant
que §—m0dules, on a

mBE = szg + f(mA)E

Or, on a mpB = mp et mQBE = m2§ car B est noethérien ([AM94], Proposition 10.15), donc
I’égalité se réécrit
mz =m% + f(ma)B

et comme B est noethérien (|[AM94]|, Théoréme 10.26), mz = f(m A)B par le lemme de Nakayama
classique, c’est-a-dire que mgz = my4. B en tant que A-module, donc mpz = mAB car my = mAA
A étant également noethérien. R R R

Enfin, d’apreés le lemme 1.2.11 appliqué & 'anneau A et au A-module B (car ﬂkm% =0 par le
lemme de Nakayama appliqué A cette intersection d’idéaux et & E), comme B /m X.E =B /mg est
un B/mp = A/m-espace vectoriel engendré par 1, B est un A-module engendré par 1, c’est-a-dire
que f est surjective. O

Corollaire 1.2.1. Soit f: X — Y un morphisme de S-schémas localement noethériens. Alors, f
est une immersion formelle en un point x € X au-dessus de s € S si et seulement si l’application
fibrée fs: X5 — Y est une immersion formelle en x;.

Démonstration. Par localité du probléme, on peut prendre des voisinages affines de x,y et s et
les anneaux locaux associés, de sorte qu’il suffit de prouver un résultat d’algébre commutative.
Plus précisément, soit A, B, C sont des anneaux locaux noethériens d’idéaux maximaux respectifs
myu, mp et mo avec B et C des A-algébres locales et f : B — C un morphisme de A-algébres
locales. Il suffit de montrer que f est surjective si et seulement si ﬁ : é; — C/’:‘ I'est, avec
By :=B®sA/my, Cp:=C®4A/my et fa: By — Cy le morphisme induit par f. Dans le sens
direct, les surjections évidentes B E,\q et C — C/’:‘ s’insérent dans le diagramme commutatif

B—L.¢

!

BAHCA

donc si fest surjective, ﬁ I’est. Réciproquement, si f; est surjective, le morphisme de corps
résiduels est un isomorphisme ce qui prouve que B/mp — C/m¢ Uest (on voit directement que
les corps résiduels de B4 et B, resp. C4 et C sont les mémes). Ensuite, le morphisme d’espaces
cotangents est surjectif, c’est-a-dire que

(me/maC) = (mo/maC)? + f(mp)/f(maB)

donc
me = m% + f(mp) + muC = mQC + f(mp)C.

A partir de 1a, on peut multiplier par C et reprendre la fin de la preuve précédente pour établir
que f est surjective.
O



40 I. REPRESENTATIONS GALOISIENNES DE Q-COURBES

Définition 1.2.12 (Espace cotangent le long d’une section).
Soit X un S-schéma séparé et s : S — X une section de X. L’espace cotangent de X le long
de la section s est le Og-module

COtS(X) = S*(QX/S),

ot Qx/g est le faisceau des différentielles relatives de X sur S ([Liu02], Proposition 6.1.17). Dans
le cas ou S = Speck, une section s : S — X est un point = de X de corps résiduel k(z) = k. Alors,
s (QUx/k) = Qox../k @k k(x) = m,/m2, ce qui correspond donc bien & la définition usuelle.

Pour plus de résultats sur les espaces cotangents et les faisceaux de différentielles relatives, voir
le chapitre 6 de [Liu02].

L’interprétation géométrique de I'immersion formelle est la suivante. Etant donné un point z
d’un schéma X, on appelle voisinage formel de x le morphisme Spec@ — X canoniquement
associé & x. Considérons maintenant une immersion formelle f : X — Y en z, et y = f(x).
L’homomorphisme d’anneaux locaux complétés f; : 63/: — @\w se traduit canoniquement en
un morphisme entre les voisinages formels Spec@ — Spec 63;, qu’on considére comme la
« restriction » de f aux voisinages formels de x et y. Vue sur ces voisinages, la surjectivité de fz
s’'interpréte alors comme le fait que cette restriction est une immersion fermée. Dire que f est une
immersion formelle en x est donc dire que c’est une immersion sur le « voisinage formel » de =x.
Or, en géométrie différentielle, une propriété naturelle d’une immersion en un point est qu’elle
empéche deux sections distinctes transverses en x d’étre égales par composition. Cette propriété
se transpose au langage des schémas comme suit.

Proposition 1.2.13 (Propriété des immersions formelles).

Soit X un schéma séparé et f : X — Y une immersion formelle en x € X. Soient T un schéma
intégre noethérien, t un point de T et g, h deux morphismes de T dans X tels que g(t) = h(t) =z
et fog= foh. Alors, g=h.

Remarque 1.2.4. Les grandes étapes de la démonstration peuvent se concevoir de fagon géo-
métrique : tout d’abord, on montre que g et h sont égaux du voisinage infinitésimal de t vers le
voisinage infinitésimal de = car f est une immersion formelle en x, puis que g et h sont égaux sur
un certain ouvert U de T contenant ¢ car T est intégre et X séparé, et enfin comme U est dense
dans T car celui-ci est irréductible, g et h sont égaux sur T car celui-ci est réduit et X séparé.

Démonstration. Les morphlsmes Oy S@) = OX z = OT ¢+ déduits de fog et foh sont égaux, mais
ce sont respectivement g; o fm et ht o f;,;, or fm est surjective, donc g; = ht L’anneau local Or;

est intégre et noethérien donc Or; — (’)TJ est injective par le théoréme d’intersection de Krull
([AM94], Théoréme 10.17 et son corollaire). Grace au diagramme commutatif

Ox.qo— Ory

]

Ox o —>0r4

les homomorphismes g, by : Ox  — Or: sont égaux. Ceci implique que g et h sont égaux grace
au lemme suivant.

Lemme 1.2.14. Soient T un schéma intégre et X un schéma séparé. Soient g,h : T — X deux
morphismes tels que pour un certaint € T, g(t) = h(t) = x et les morphismes g¢, hy : Ox » — Opy
sont égaux. Alors, g = h.

Démonstration. Soit V = Spec A un ouvert affine de X contenant x, et U = Spec B un ouvert affine
de T contenant t inclus dans ¢g~*(V) N h~1(V). Montrons que les morphismes Spec B — Spec A
induits par g et h sont égaux. Notons ¢ et ¥ les morphismes d’anneaux A — B associés. Par
hypothése, B est intégre et on a un certain idéal premier B de B tel que ¢~ (B) = v~ 1(B) = p
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et les morphismes induits ¢g, 9 : A, — By sont égaux. Les deux morphismes composés A —
A, — By sont donc égaux, et comme B est intégre, B — By est injective, d’otl ¢ = ).

Les morphismes de schémas g et h coincident donc sur l'ouvert U de T (comme morphisme de
schémas et pas seulement comme applications). Le schéma T étant intégre donc irréductible, cet
ouvert est dense dans T'. Alors, comme g et h coincident sur un ouvert dense de T, ils sont égaux
car X est séparé et T est réduit ([Liu02], Proposition 3.3.11). O

O

Pour les applications qui nous intéressent, nous arriverons rarement & prouver directement
que deux points ont méme image par une immersion formelle. En général, on saura tout au plus
montrer que la différence des deux images est de torsion dans une variété abélienne. C’est la raison
pour laquelle on construit la propriété suivante pour les besoins de notre démonstration, qui est
un raffinement de la proposition 3.1 de [Ell04] et le coeur de la méthode de Mazur.

Proposition 1.2.15 (Propriété-clé de la méthode de Mazur).

Soient K un corps de nombres et A un idéal premier non nul de Ok de caractéristique résiduelle
£. On note Oy le localisé de O en X\ et Fy le corps résiduel de Ok en .

Soient X une courbe algébrique définie sur Q qui admet un modéle propre X sur SpecZ, A
une variété abélienne définie sur Q de modéle de Néron A sur SpecZ et f : X — A un morphisme
défini sur Q. Celui-ci se prolonge canoniquement en un Z-morphisme de schémas fz : X155 — A
par la propriété universelle du modéle de Néron de A. Soient enfin x et y deuz points de X (K)
tels que :

e Les points x et y ont méme réduction modulo A et celle-ci appartient a la partie lisse de X.

e Le morphisme f7 est une immersion formelle en x) = y,.

e Le point f(y) — f(x) est Q-rationnel et de torsion dans A(Q).

Alors, x =y a moins que £ = 2, et que f(y)— f(x) soit un point d’ordre 2 de A(Q) se réduisant
en 0 modulo 2.

Ce résultat repose sur le lemme de spécialisation de Raynaud ([Maz77], Proposition 1.1), dont
on donne une version simplifiée ici.

Proposition 1.2.16 (lemme de spécialisation simplifié).

Soit p un nombre premier. Soit K une extension de Q, de ramification absolue e < p —1 et
de corps résiduel k. Alors, pour tout schéma en groupes fini plat G sur Ok et pour tout section
z € G(Ok), lordre de x est égal a Uordre de sa spécialisation x, € G(k). En particulier, la
spécialisation est injective. Si e = p — 1, pour toute section x € G(Ok), si la spécialisation xj, est
nulle, © est nul ou ezactement de p-torsion dans G(Of) et il engendre alors une copie de p, dans

G.

Au vu de cette proposition, le résultat précédent découle comme suit.

Démonstration. Placons nous tout d’abord dans le cas ou £ > 2. Soit z = f(y) — f(x) € A(Q).
Cet élément est de torsion dans A(Q) donc par le lemme de spécialisation de Raynaud, comme
e=1<0-1,

2y = 28 = fz(xa) — fz(ya) € A(Fy)

est de méme ordre de torsion que z. Or x5 = y, par hypothése, donc z = 0. D’aprés la proposition
1.2.13, x = y car f(x) = f(y) et f est une immersion formelle en x5 = y,.

Pour ¢ = 2, la fin de ce raisonnement (non dépendante du lemme de spécialisation) montre que
x =y pourvu que z = 0. Dans le cas contraire, z est un élément de torsion de A(Q) qui s’annule
modulo 2. D’aprés la deuxiéme partie de la proposition 1.2.16, z est donc de 2-torsion. O

Remarques. Plusieurs points de la méthode sont & signaler ici :



42 I. REPRESENTATIONS GALOISIENNES DE Q-COURBES

— Dans la proposition 1.2.15, on a besoin de savoir a priori que les réductions de x et y modulo
A sont dans la partie lisse de X', pour pouvoir appliquer 'immersion formelle. En effet, la
propriété d’extension de Néron ne prolonge le morphisme qu’a la partie lisse du modéle, ce
qui nous oblige dans tous les cas, par un travail antérieur, & éliminer la possibilité que les
points x qui nous concernent puissent se réduire dans la partie non lisse de X'. Nous verrons
dans le paragraphe 1.3.8 que ce travail, bien que fastidieux & premiére vue, nous gratifiera
d’informations supplémentaires sur f(y) — f(z).

— Prouver que f(y) — f(x) est Q-rationnel ne posera pas ici de gros problémes si on a bien
construit 'immersion formelle. La difficulté majeure est de prouver qu’il est de torsion. Le
seul moyen dont on dispose est un argument de torsion « automatique », qui revient a prouver
que f(y) — f(x) est un point d’une sous-variété de A dont tous les points K-rationnels sont
de torsion. A noter que 'utilisation d’une sous-variété de A plutdt qu’un quotient nous offre
une plus grande souplesse que 'idée initiale de Mazur (notamment en ce qui concerne le cas
¢ = 2). Cette idée technique est due & Merel notamment dans [Mer07].

— La principale différence avec la proposition 3.1 de [ELl04] est que celle-ci ne prenait pas en
compte la possibilité d’avoir des points K-rationnels avec une image Q-rationnelle & arrivée,
ce qui sera notre cas (permettant ainsi de récupérer le cas £ = 3). Elle ne permettait pas non
plus de traiter le cas £ = 2, fondamental pour la suite de notre étude.

[.2.2 Exemples remarquables d’immersions formelles

Soit p un nombre premier fixé. On travaillera ici avec X = Xo(p) et Jo(p) la jacobienne de
X, toutes deux définies sur Q, et avec le morphisme d’Albanese ¢ : Xo(p) — Jo(p) qui envoie
la pointe oo sur 0. Nous nous limiterons aux cas p = 11 ou p > 13 car ce sont les niveaux pour
lesquels la courbe modulaire X(p) est de genre non nul.

Par défaut, les résultats énoncés dans ce paragraphe ne seront pas démontrés, nous renvoyons
au chapitre 3 de [Dar09] pour plus de détails.

L’algébre de Hecke T

On définit Palgébre de Hecke T de la maniére suivante : pour tout entier n non divisible par p,
on a deux morphismes 71, 73 : Xo(np)g — Xo(p)g, définis par

m(E,C)=(E,Cp) et m(E,C)=(E/Cy, C/Cy),

ot C est un sous-groupe cyclique d’ordre np de E, C, son unique sous-groupe de p-torsion, de
cardinal p, et C,, son sous-groupe de n-torsion (remarquons que o = 71 0w, avec wy, l'involution
d’Atkin-Lehner de Xo(np) de degré n). Ces morphismes définissent une correspondance sur Xo(p)g
définie sur Q, qui & son tour donne un endomorphisme de Jy(p)g défini sur Q, noté T;,. Lorsqu’on
voit Jo(p) comme le groupe de Picard de Xy (p) par le théoréme d’Abel-Jacobi, 'action de T, sur
les diviseurs est la suivante :
T,.[E,C]= Y  [E,CY,
p:E—E'

la somme parcourant les isogénies ¢ : E — E’ de noyau cyclique de cardinal n et C' = ¢(C).
On note T le sous-anneau de End(Jy(p)) engendré par les T, et w, (on renote T, = —wp).
C’est une Z-algébre commutative qui est un Z-module libre de rang fini, qu’on appelle [’algébre
de Hecke de Ty(p). Elle agit naturellement sur les formes modulaires de S3(T'o(p),Z) (c’est-a-
dire les formes modulaires de poids 2 pour I'y(p) dont le développement en chaque pointe est a
coefficients entiers). De plus, on peut expliciter cette action via le g-développement : pour tout
f=>>1anq" € S2(T'o(p), Z) et tout nombre premier /,

Tof = Zaénqn + gzafnqén sif 7é b,
e = > apmq" sif = p.

Grace a ces formules, on démontre dans la proposition suivante que T et So(Z,'o(p)) sont en
dualité parfaite.
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Proposition 1.2.17 (Dualité parfaite entre T et S2(To(p),Z)).
Soit p =11 ou p > 13 un nombre premier. L’action de la Z-algébre T sur S2(To(p),Z) induit
une dualité parfaite
w 2| T x SQ(Fo(p>,Z) — 7
L5 o a(mf)

De plus, cette dualité est compatible a laction de T au sens o pour tous les opérateurs S, T € T
et f € 5:(To(p), Z),
V(ST f) = (S, T.f) = (T, 5.).

On en déduit un isomorphisme canonique de T-modules

HomZ(T, Z) — S (FO (p)7 Z)

avec Homy(T,Z) muni de sa structure canonique de T-module (T.)(T") = (TT') pour tout
T, 7" €T et ¢ € Homg(T,Z).

Démonstration. 11 suffit de prouver que le morphisme induit ¢ : S2(Ty(p), Z) — Homgz(T, Z) défini
par o(f)(T) = (T, f) est un isomorphisme.

11 est injectif car si ¢(T, f) = 0 pour tout T € T, en particulier a,(f) = a1(T,f) = 0 pour
tout n € N donc T = 0. Son image est de méme rang que celui de T (donc de conoyau fini)
car Papplication T — Hom(S2(Ty(p),Z),Z) induite par 1) est elle aussi injective : en effet, si
(T, f) = 0 pour tout f € S3(To(p),Z), en particulier (T, T,, - f) = 0 pour tout n € N et
tout f € S2(To(p),Z) donc T - f = 0 pour tout f € S2('o(p),Z) par le méme argument que
précédemment, donc 7' = 0 en tant qu’endomorphisme de S3(To(p),Z), or S2(To(p),Z), en tant
que T-module, est 'espace cotangent de Jy(p) le long de la section nulle (voir le principe de ¢-
développement ci-dessous), donc T' = 0 en tant qu’opérateur sur cet espace cotangent, donc en tant
qu’endomorphisme de Jy(p), soit T' = 0. Le morphisme ¢ est donc injectif de conoyau fini, ainsi
pour L € Homyz(T,Z), il existe m € N* et f € S2(I'g(p), Z) unique tels que mL(T) = (T, f) pour
tout T' € T. Alors, pour tout T' € T, a1(T/mf) = L(T) € Z donc pour tout n € N*, a,,(f) € mZ,
ce qui prouve que f/m € S3(To(p),Z) par définition de cet espace, et alors L = ¢(f/m), ce qui
prouve la surjectivité de ¢. O

Le principe de g-développement

On note Jy(p)z le modéle de Néron de la variété abélienne Jy(p)g sur Z.

On note ¢z : Xo(p)isse — Jo(p)z 'extension par propriété de Néron du morphisme d’Albanese
¢ : Xo(p)g — Jo(p)p défini dans la section précédente.

L’algebre de Hecke T agit sur Jo(p)z par la propriété universelle du modéle de Néron, et
donc en particulier sur I’espace cotangent en la section nulle. D’aprés Mazur ([Maz78], §2.(e) ou
plus précisément [Edi84], début de la preuve du théoréme 3.2 pour le résultat sur Z), on a un
isomorphisme de T-modules

Coto(Jo(p)z) — S2(T'o(p), Z)

ot Coto(Jo(p)z) est le Z-module cotangent a la section nulle 0z sur Jo(p)z, et selon cet isomor-
phisme, le diagramme

Coto(Jo(p)z) —— S2(To(p), Z) Y1 Ang"
ﬁi l I
COtoo(XQ(p)Z) = Z aq

ol ¢, est le morphisme induit par ¢z sur les espaces cotangents, commute au signe prés.
Comme S2(T'g(p),Z) s’identifie & Homgz(T,Z) (proposition 1.2.17), on obtient le diagramme
commutatif au signe prés suivant.
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Coto(Jo(p)z) —— Homy(T, Z) "
o I I
Cotoo(Xo(p)z) ———Z ¢(1r)

Si on choisit T € T, c’est un endomorphisme de Jy(p)z, et son action sur Cotg(Jo(p)z) est
donnée par le diagramme commutatif

Coto(Jo(p)z) —— Homy(T, Z) "
Coto(Jo(p)z) ——= Homy(T, Z) WoT

car via I'isomorphisme Homy(T,Z) — S2(T¢(p),Z), on peut voir 'application de T sur une forme
modulaire comme la multiplication a gauche par 7. Nous avons maintenant assez pour trouver
une famille d’exemples d’immersions formelles, dont on fera grand usage par la suite.

Proposition 1.2.18 (Immersions formelles sur Xy (p)).

Soit p =11 ou p > 13 un nombre premier. Soit ¢ : Xo(p)g — Jo(p)g le morphisme d’Albanese
envoyant la pointe 0o sur 0 et ¢z : Xo(p)i¥® — Jo(p)z son extension par la propriété universelle
de Néron.

Pour tout T € T et tout £ premier, la composition T o ¢z est une immersion formelle en oo,
si et seulement si T ¢ (T.

Démonstration. Soient ¢ un nombre premier et T' € T, notons ¢ = T o ¢z. Remarquons que ¢
envoie ooy sur 0y dans la jacobienne, et les corps résiduels sont tous les deux F,. L’équivalence
porte donc, par la caractérisation des immersions formelles (proposition 1.2.10), exclusivement sur
les espaces cotangents en ooy et 0y. Par définition des espaces cotangents de sections, ’application
cotangente ¢r en ooy est exactement ¢ ® F,. Via les diagrammes commutatifs ci-dessus, cette
application est au signe pres

Homg(T,Z)/¢. Homg (T, Z) — Z/IZ
¥ — (T)

L’espace d’arrivée étant de dimension 1 sur Fy, 'application cotangente est surjective si et seule-
ment si elle est non nulle. Supposons que pour tout ¢ € Homy(T, Z), ¢(T) € ¢Z. Alors, applica-
tion ¢ +— t(T') appartient & £. Hom(Homyz(T,Z),Z) qui par bidualité n’est autre que ¢T C T, donc
T € (T. Réciproquement, il est clair que si T' € /T, I’application cotangente en ooy est nulle. [

Ces immersions formelles seront 1’outil adéquat pour nos démonstrations futures. Nous étant
chargés de trouver les immersions formelles, cherchons maintenant les variétés abéliennes d’arrivée
convenables, et la torsion rationnelle de la jacobienne.

1.3 Quotient d’Eisenstein et groupe des composantes de Jy(p)

Cette section regroupe les résultats principaux sur le quotient d’Eisenstein (préféré au quotient
d’enroulement dans les cas Borel et normalisateur de Cartan déployé pour son caractére plus
explicite), et sur le groupe des composantes, dont nous nous servirons particuliérement pour la
bonne réduction modulo 2 dans les cas « Borel » et « normalisateur de Cartan déployé ».
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I[.3.1 1Idéal d’Eisenstein et quotient d’Eisenstein

Le quotient d’Eisenstein a été défini, étudié et utilisé par Mazur [Maz77| dans le but de fournir
une variété abélienne quotient de Jy(p) qui dispose d’un nombre fini de points Q-rationnels (c’est-
a-dire qu’il est de rang zéro sur Q).

Définition 1.3.1 (Idéal et quotient d’Eisenstein).
L’idéal d’Fisenstein I de T est 'idéal

IT=(1+0-Tp 14wyl ePy).
ot P, désigne ’ensemble des nombres premiers différents de p. On note également

vz = ker(T — lim T/I") = Mz

Le quotient d’Eisenstein de Jo(p) est le quotient de la jacobienne Jy(p) par la sous-variété abélienne
engendrée par yz.Jo(p). On note ce quotient J(p), et il est défini sur Q.

La dénomination « idéal d’Eisenstein » provient du fait qu’on retrouve les valeurs propres des
séries d’Eisenstein pour les opérateurs de Hecke dans cette définition.

L’article de Mazur est pour une grande part consacré a I’étude de ce quotient, qui est le premier
exemple non trivial de quotient de Jy(p) de rang zéro sur Q. Plus précisément, sont démontrés
dans cet article les résultats suivants.

Proposition 1.3.2 (Propriétés fondamentales du quotient d’Eisenstein).

Soit p = 11 ou p > 13 un nombre premier. Soit n = num(%). Soit C' le sous-groupe de
Jo(p)(Q) engendré par cl((0) — (00)). Alors :

(a) La torsion rationnelle de Jo(p) est exactement C, et c’est un sous-groupe cyclique d’ordre
n ([Maz77], Théoréeme 1.2 p. 142 et proposition 11.1 p. 98).

(b) La projection Jo(p) — J(p) est définie sur Q et met en bijection C = Jo(p)(Q)tors avec
j(p)(@), qui est donc un groupe cyclique d’ordre n ([Maz77], Corollaire 1.4 p.143).

(¢) L’idéal d’Fisenstein n’est autre que le moyau de lapplication T — T.cl((0) — (c0)) de
T dans C. En conséquence, l’évaluation en cl((0) — (00)) induit un isomorphisme de Z-modules
T/Z — Z/nZ ([Maz77], Proposition 11.1).

Remarque 1.3.1. Le groupe C est appelé groupe cuspidal car c’est exactement le groupe engendré
par les diviseurs de degré zéro sur X(p) & support dans les pointes. On a donc ici sa structure
exacte, mais il faut signaler que le théoréme de Drinfeld-Manin suffit & démontrer qu’il est de
torsion. La deuxiéme partie du (a) peut donc étre vue comme une explicitation de Drinfeld-Manin
dans notre cas.

On sait maintenant envoyer des points de Xo(p)(Q) sur des points de Jo(p)(Q)sors de la ma-
niére suivante. Soit T un opérateur de Hecke tel que T.yz = 0. Alors, T est nul sur la sous-variété
abélienne engendrée par vz.Jp(p) donc en tant qu’endomorphisme de Jo(p), 'opérateur T se fac-
torise par .J| (p). En particulier, il envoie tout point rationnel de Jy(p) sur un point rationnel de
torsion de Jy(p), c’est-a~dire un élément du groupe cuspidal C' d’aprés la proposition 1.3.2. Pour
¢ : Xo(p) = Jo(p) le morphisme d’Albanese de point-base oo, le morphisme T o ¢ envoie donc
bien Xo(p)(Q) dans C = Jo(p)(Q)tors. Cette construction nous permettra d’utiliser & bon escient
la proposition 1.2.15 dans les sections suivantes.

Il sera important dans les sections 1.4 et 1.5 d’annuler 7 par des éléments de T dont on maitrise
la congruence modulo Z, d’ot1 le lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Pour tout nombre premier {, il existe un opérateur de Hecke T € T\LT tel que
T=1 modZ etT- -~z =0. De plus, pour un tel T € T, on a T - (1 + wp) = 0.
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Démonstration. Pour commencer, un tel T € T annule automatiquement (1 + w,) car le quotient
d’Eisenstein est un quotient de la partie négative de Jy(p) ([Maz77], Proposition 17.10). Montrons
maintenant qu’il en existe. Comme ’algébre T est noethérienne, vz est un T-module de type fini
et il existe donc T' € T congru & 1 modulo Z tel que T - vz = 0, par le théoréme d’intersection
de Krull (JAM94], Théoréme 10.17). Pour tout nombre premier ¢, on peut méme choisir un tel
annulateur n’appartenant pas a ¢T : si ¢ divise n, c’est automatiquement le cas, sinon, on peut
choisir un nombre premier ¢’ différent de ¢ mais congru & £ modulo n. Alors, si T € ¢T , il existe
k € Nyg tel que T' € ¢*T — ¢*+1T. Alors, Vopérateur T’ = (¢ /¢)k.T ¢ (T annule 47 et est congru
4 1 modulo 7. O

I.3.2 Fibre en p de Xy(p) et groupe des composantes

L’idée motrice de cette partie est que non seulement on sait envoyer un point de X, (p)(Q)
sur un point de Jy(p)(Q)sors (paragraphe précédent), mais on est en fait capable de controler les
images possibles dans le groupe cuspidal. Ceci sera crucial pour la réduction modulo 2, ol on a
besoin de savoir que cette image n’est pas de 2-torsion pour éviter I’exception de la proposition
1.2.15.

Pour acquérir cette information supplémentaire, nous allons étudier la fibre géométrique en p du
modéle minimal régulier de Xy(p) sur Z, et via un théoréme de Raynaud en déduire quelles sont
les possibles réductions d’éléments de Xo(p) dans le groupe des composantes de la jacobienne.
Les opérateurs de Hecke agissant naturellement sur ce groupe, on n’aura plus qu’a en déduire
les images possibles, sachant que le groupe cuspidal se réduit injectivement dans ce groupe des
composantes. Tout ceci est détaillé dans les propositions suivantes. Cette section est pour ’essentiel
une traduction de la section 2.3 de [LF].

La base théorique de I’étude du groupe des composantes est le résultat suivant ([BLR9IO0],
Théoréme 9.6.1).

Proposition 1.3.4. Soit R un anneau de valuation discréte de corps des fractions K et de corps
résiduel k supposé parfait.

Soit X une courbe propre, plate et réguliére sur R telle que X est géométriquement irréduc-
tible.

Soit Jg le modéle de Néron de la jacobienne J de X sur R. On note C ’ensemble des com-
posantes irréductibles de X7, toutes supposées lisses, et ® le groupe des composantes connexes de
(Jr)z. Alors, on a un isomorphisme ker 3/ ima = ®, avec

a: | DeecZ[C] — @DeeeZ(C] Bi| @oecZ[Cl — L
[C] —r D cree(C-CN[C] Yocee AclCl — Yoee Ao’

ot (C - C") est le nombre d’intersection de C et C' en tant que diviseurs de Cartier. Via cet
isomorphisme, pour tout P € J(K), si D est un élément de Jg tel que la restriction de D & Jx
est exactement P, alors P se spécialise dans (Jr); dans la composante correspondant &

> (p-o)C).

ceC

On note maintenant R un anneau de valuation discréte complet et de caractéristique nulle, K
son corps des fractions et k son corps résiduel, de caractéristique p et supposé parfait. On note
également 7 une uniformisante de R, v la valuation discréte normalisée par v(7) = 1 et e = v(p)
la ramification absolue de R.

La proposition suivante (tirée de la section 3 de I’Annexe de [BD97]) généralise le théoréme 1.1
de ’Annexe de [Maz77]. Précisons que ce résultat supposait R de corps résiduel algébriquement
clos, mais la formation des modéles minimal et de Néron commute au changement de base étale,
on peut donc 'appliquer ici. On pourra également reprendre les résultats pour K un corps de
nombres sur Q et un idéal premier 3 de Ok au-dessus de p.
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Proposition 1.3.5 (Structure de la fibre spéciale de Xy(p)g).

(a) Le schéma Xo(p)r est lisse sur R en-dehors des points singuliers de sa fibre spéciale.

(b) La fibre Xo(p)z est constituée de deuz copies de P'(k) qui s’intersectent transversalement
en les modules de courbes elliptiques supersinguliéres. La premiére copie, notée Z, paramétre les
courbes elliptiques munies de leur isogénie de Frobenius, et la seconde, notée Z', paramétre celles
qui sont munies de leur isogénie Verschiebung.

(c) Soit s un point de Xo(p)z correspondant a une paire (E,C)), avec E une courbe elliptique
sur k et C,, une p-isogénie de E. On appelle épaisseur de s Uentier ks =|Aut(E, Cp)|/2. L’anneau
local complété de Xo(p)r en s est isomorphe a R[[X,Y]]/(XY — w¢*s), en particulier le schéma
Xo(p)r est non régulier en s si et seulement si eks > 1.

Sip # 2,3, alors ks > 1 implique que j(E) =0, ks =3 et p = —1 mod 3, ou j(E) = 1728,
ks=2etp=—1 mod 4.

—~—

(d) La fibre (Xo(p)r)z du modéle régulier minimal Xo(p), de Xo(p) sur R est obtenue par
éclatement de (Xo(p)); en chaque point non régulier s de cette fibre en une chaine de ek, — 1
droites projectives ]P%. En tant que diviseurs de Cartier, ces droites projectives ont pour auto-
intersection —2.

Une premiére application de ce résultat a Jo(p)z donne la proposition suivante ([Maz77], Théo-
réme 10 et Annexe).

Proposition 1.3.6. Soient p = 11 ou p > 13 un nombre premier et n = num (%) On note
¢ : Xo(p)g — Jo(p)g le morphisme d’Albanese de point-base oo, et Jo(p)z le modéle de Néron de
Jo(p) sur Z.

(a) Le groupe des composantes ® de (Jo(p)Z)E est cyclique d’ordre n, engendré par Z. On
Videntifie a (Z/nZ) avec ce choix de générateur.

(b) La réduction modulo p met en bijection C et ® en envoyant cl((0) — (c0)) sur Z.

(¢) Pour tout point P = (E,Cp) € Yy(p)(Q), on note p(P) € Z/nZ l’image de P par la
composition

Xo(p)(Q) = Jo(p)(Q) = Jo(p)z(F,) — © = Z/nZ.

Alors, pour tout point P € Yy(p)(Q) :

e Si E a réduction potentiellement ordinaire ou multiplicative, alors p(¢(P)) =0 si C), définit
une isogénie séparable modulo p, et p(¢(P)) =1 sinon.

e Sinon, soit p = —1 mod 4, j(E) = 0 mod p et alors p(¢(P)) = 1/2 soit p = —1 mod 3,
soit j(E) = 1728 mod p et alors p(¢p(P)) = 1/3 ou 2/3.

L’idée du (c) de cette proposition est que p(¢(P)) ne peut pas étre n/2, c’est-a-dire 'unique
point de torsion non trivial de Z/nZ, & moins que n (donc p) soit petit. L’article de Momose et
Shimura [MS02] donne une justification supplémentaire (et plus détaillée) du fait que la réduction
modulo p d’une courbe elliptique associée & un point de Xo(p)(Q) ne peut étre supersinguliére,
sauf peut-étre si son j-invariant est égal & 0 ou 1728 modulo p. En particulier, il explique que cela
est impossible si la courbe elliptique en question est semi-stable sur Q par un argument général
sur les groupes formels & un paramétre sur Z,,.

La proposition précédente permet de retrouver la rétraction de Jy(p)(Q) dans le groupe cuspidal

identifiée par Mazur ([Maz77], p. 99).
Corollaire 1.3.1. Soit p = 11 ou p > 13 un nombre premier. Soit n = num(%). Soit C' le
groupe cuspidal de Jo(p) (qui est rationnel), Cy son adhérence schématique dans le modéle de
Néron Jo(p)z et C la spécialisation en p de Cy, dans Jo(p) ®r, F,.

(a) La réduction modulo p induit une bijection entre C et C.

(b) Le groupe C est un systéme de représentants des composantes irréductibles de Jo (p)E.

(¢) On a donc une rétraction p : Jo(p)(Q) — C compatible avec la réduction modulo p et avec
laction de l’algebre de Hecke.
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Remarque 1.3.2. L’action de ’algébre de Hecke sur le groupe des composantes ® se déduit de
I’action de T sur C' par spécialisation, et selon cette action T est la multiplication par k dans
Z/nZ si T =k mod Z. Comme p se projette en 'identité dans le groupe des composantes, elle
est compatible a l'action de I’algébre de Hecke car la réduction modulo p ’est.

Pour établir en toute généralité la structure du groupe des composantes, on a besoin de nota-
tions supplémentaires. Tout d’abord, on peut supposer que e > 1 car le cas e = 1 est fait dans
la proposition 1.3.6, de sorte que tout module s de courbe elliptiques supersinguliére sur k est un
point non régulier de Xo(p)g-

Pour fournir une interprétation plus visuelle de la preuve, on définit (comme dans I’Annexe de

[BD97]) le graphe dual G associé a (Xo(p) R)j : ses sommets sont les composantes irréductibles

—~

de (Xo(p)r)z et les arétes entre deux composantes distinctes correspondent a leurs points d’inter-
section. La proposition 1.3.4 transforme donc notre probléme de groupe des composantes en un
probléme sur G , c’est-a-dire calculer le groupe abélien ® dont les générateurs sont les sommets
de G et les relations sont données par 'image de I'opérateur laplacien sur G.

Remarquons de plus que les relations entre composantes correspondent exactement a la loi de
Kirchoff appliquée en chaque point du graphe d’intersection (dont les sommets sont les composantes
irréductibles et les arétes les intersections entre ces composantes). On notera en conséquence les
relations suivant le point en lequel on applique cette loi par la suite.

Soit S (resp. S’) 'ensemble de cardinal S (resp. S’) des points supersinguliers de X (p)z (resp.
supersinguliers de j-invariant différent de 0 et 1728 modulo p). On note aussi I = 1 (resp. R = 0)
si la courbe elliptique de j-invariant 1728 (resp. 0) est supersinguliére dans k, et 0 sinon. On a
alors les deux formules

, , I R p-—1
S=S+I+R et S+2+3— TR (1.4)
d’aprés le théoréme V.4.1 (¢) de [Sil09].

Pour tout s € S, on appelle C, le chemin de longueur eks dans G entre les points Z et Z’
associé au point s € S. Dans le cas du j-invariant 1728 (resp. 0), on va aussi 'appeler £ (resp. G).
Par convention, on ordonne les points du chemin C, de la maniére suivante : on note Cs o = 2/,
Cs,1 = C, 'unique point de Cy relié & Z’, Cs 2 'unique point de C relié & Cs non encore nomme,
et ainsi de suite jusqu'a Cs x, = Z. Si s est de j-invariant 1728 (resp. 0), on note E = C, 1 (resp.
G = C;,1) pour retrouver les notations de ’Annexe de [Maz77]| (ou F = C, 2 avec j(s) = 0).

Les dessins suivants illustrent le comportement des composantes irréductibles en p de Xy (p) et
de son modéle minimal régulier (a droite, on peut voir le graphe dual).

Xo(p)g; G
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Xo(p)g (p=1 mod 12) G

Pour toute composante irréductible C, on note
c=lC]-z7],

comme Z' est la composante contenant la réduction de la pointe oo, notre choix de point-base
pour le morphisme d’Albanese. Le lemme suivant sert & simplifier la présentation de ®.

Lemme 1.3.7. Soit Cs le chemin de longueur eks entre Z et Z' associé a s. Dans le groupe @,
pour tout i € {0,--- ,eks},

Coi=i0s = iC,.

En particulier, B o
Z = ek,Cs.

Démonstration. C’est vrai par définition de nos systémes d’indices pour ¢ = 0 et 1. De plus, pour
tout ¢ € {1,--- ,m—1}, larelation donnée par 'opérateur laplacien sur G en en Cj ; est exactement

=205+ Csi-1+ Cs 341 = 0.
Le résultat en découle par récurrence double sur 7. O

Grace A ce lemme, le groupe ® est en fait le groupe abélien de générateurs Z et les Cy, s € S,
avec les relations

—5Z+(2e—1)IE+(3e—1)RG+ Y, cs(e—1)Cs = 0 (Z)
IE4+RGH+) ,csCs = 0 (Z")
Z = eCs, (Cy),s €8’
avec les relations supplémentaires
Z = 2eF (E)
Z = 3eG (@)
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quand les composantes mentionnées existent. En ajoutant 4 la relation (Z) la relation —(e—1)(Z’),
on obtient une nouvelle relation (Z)

_SZ+elE+2RG=0 ().
qu’on utilise a la place de la précédente. On peut maintenant donner la structure de ®.

Proposition 1.3.8 (Groupe des composantes dans le cas general)

Soit p =11 ou p > 13 un nombre premier et n = num (p12 ) Avec les notations et définitions
de toute cette section, on note Jy(p)r le modéle de Néron de Jy(p) sur R.

(a) Le groupe des composantes irréductibles ® de (Jo(p)r)z est non-canoniquement de la forme

® = (Z/nel) x (Z/]eZ) 2.

(b) Le groupe cuspidal C de Jo(p)(Q) se réduit de maniére injective dans ®, avec Z la réduction
de cl([0]—[oc]). En conséquence, le groupe engendré par Z dans ® est de cardinal n, et on lidentifie
a (Z/nZ) grice a ce choixz de générateur.

(¢) On a une suite exacte de Z/eZ-modules

A

0 Z)eZ. (Z)eZ)® —=&/(Z) 0

avec A X XY _o[Cs] et a: D oo A[Cs] = > cq AsCs. En particulier, e - ® = (Z), et on a

Vse S\ Vie{l,---,e—1}e-Cs; = i
Vie{l, -, efl}, E = /2 sip=-1 mod4
Vie{l,---,3e—1},e-G; = i/3 sip=-1 mod 3
YeesCs = 0 dans ®

Démonstration. Le calcul est similaire dans chacun des quatre cas de congruences modulo 12
(qui détermine ’existence ou non des composantes exceptionnelles E et (), nous allons le faire
seulement pour p = 11 mod 12 qui est légérement plus technique que les autres. On remplace Z
par 2eE avec la relation (E), et pour tout s € S’, on fait le changement de variables

Cl:=Cy,—2FE and G :=G+ (25 -3)F
Les relations deviennent alors

e(6S — 7)E+26G’ =

G + ZSES’
eC’ =

Il
oo o

Comme p =11 mod 12, 0on a 65 —7 =65 +5= (p—1)/2 = n par la formule (I.4), et (Z) est
équivalente 4 enE = 0 avec les autres relations. En conséquence, G’ est dans le groupe engendré
par les autres générateurs, et les relations (C5)’, s € S’ et (Z)’ sont diagonales, ce qui nous donne
l’isomorphisme annoncé du (a), par lequel

Z = (2,0,---,0)
E = (i,0- )
G, = (- (25’ )i, —i,---,—1)
Cs.i (24,0,---,0,i,0,---,0) (se€8)
Ceci nous donne directement le (b) et le (c). O

Nous allons nous servir de cette proposition dans les cas des sous-groupes de Borel et de Cartan
déployé, car elle permet d’imposer des contraintes supplémentaires et ainsi de prouver la bonne
réduction potentielle en caractéristique 2.
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I.4 Le cas des sous-groupes de Borel

Soient p un nombre premier fixé et d un entier sans facteur carré non divisible par p. Le schéma
Xo(dp)z (voir section 1.1.4) est lisse sur Z en-dehors des points supersinguliers en caractéristique
divisant dp, en particulier toutes ses pointes se réduisent dans la partie lisse modulo tout nombre
premier /. Si r est le nombre de facteurs premiers de d, Xo(dp)g a 2" pointes sur lesquelles le
groupe des involutions d’Atkin-Lehner agit transitivement.

On note mgp, = Xo(dp)g — Xo(p)o et Tapa : Xo(dp)g — Xo(d)g les morphismes d’oubli
respectivement de la d-structure et de la p-structure. Comme les niveaux sont premiers entre eux,
les pointes de X(dp)g correspondent via ces morphismes aux couples de pointes de Xo(d)g et
Xo(p)g- Pour cette correspondance, observons que I'involution d’Atkin-Lehner wg ne change pas
la composante des pointes en X(p)g, inversement w, ne change pas la composante des pointes en
Xo(d)g mais permute 0 et oo dans Xo(p)g. On note 0o la pointe infinie usuelle de Xo(dp)g et
oo celle de Xo(p)g-

Définition I.4.1. Soit ¢ : Xo(p)g — Jo(p)g le morphisme d’Albanese envoyant oo sur 0. On
deéfinit alors g : Xo(dp)g — Jo(p)g par g = ¢ 0 map p + ¢ © map p © wg. Fonctoriellement, on a

)
g(E,Cq,Cp) =cl([E,Cpl + [E/Caq, Cp + Cq/Cq] — 2[0]).

Pour tout T' € T, on note gr =T o g.
Cette famille de morphismes contient les candidats pour les immersions formelles.

Proposition I.4.2 (Immersions formelles, cas Borel).
Soit p =11 ou p > 13 un nombre premier. Soit £ un nombre premier éventuellement égal a p.
Pour tout T € T, le morphisme (gr)z : Xo(dp)is*¢ — Jo(p)z étend g par propriété de Néron est
. . dp . .
une immersion formelle en 0o,” si et seulement si T ¢ (T.

Démonstration. Fixons ¢ un nombre premier et T € T. Notons g/ = T o ¢ o 74y, de sorte que
gr = g + g% o wg. Remarquons tout d’abord que g/ (c0??) = gh o wa(co™) = 0 car wy permute
les pointes au-dessus de co. Les corps résiduels de oozp et 0y sont tous les deux [y, il reste donc
a vérifier le critére des morphismes cotangents d’aprés la caractérisation des immersions formelles
(proposition 1.2.10). L’application cotangente de (m4p,)z : Xo(dp)z — Xo(p)z en la section oo
est l'identité sur Z, donc l’application cotangente de g4 en oojp est surjective si et seulement si
T ¢ (T d’aprés la proposition 1.2.18. Ensuite, wy(00%) est une pointe de Xo(dp)g différente de
00 et la projection Tdp,p €St donc ramifiée en cette pointe (la projection naturelle de surfaces de
Riemann Xy(d)c — X (1)c est ramifiée en toute pointe sauf la pointe infinie). Ainsi, application
cotangente de ¢/ o wq en la, section 0o est nulle, en particulier nulle en ooL,p . L’application
cotangente de gr en ooé est donc celle de ¢/, ainsi gy est une immersion formelle en oo? si et
seulement si T' n’appartient pas & ¢T. O

Gréce a cette preuve, nous pouvons prouver notre théoréme de bonne réduction. Le lemme
suivant est important pour le cas £ = 2, mettons-le & part pour plus de clarté.

Lemme 1.4.3 (Images dans le groupe cuspidal).
Soit p =11 ou p > 13 un nombre premier et n = num(p — 1/12). Soit K un corps quadratique.
Soient E/K une Q-courbe de degré d sans facteur carré telle que Ppr, ,, est réductible, et P
le point de Xo(dp)(K) correspondant. Alors, g(P) est un point de Jo(p)(Q), et via la rétraction
p: Jo(p)(Q) = C = Z/nZ du corollaire 1.5.1, on a le tableau des valeurs possibles de p(g(P))
sutvantes, avec e l’indice de ramification de p dans K :

p=1 mod12 | p=5 mod 12 | p=7 mod 12 p=11 mod 12
e=1 0,2 0122% 0,1,2 01255
— T 2 45 T3 T 2435
c=2 0,1,2 0,1,2,3,5.3:3 0,1,2,5,5 012»§»§»§»§,§,§

En particulier, cette image ne peut étre le point de 2-torsion non trivial de Z/nZ lorsque p > 11

et p#13,17,41.
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Démonstration. Pour ¢ Yautomorphisme non trivial de K, on a
79(P) = c([o(P)] + [7d(wa.P)] — 2[7o0]) = cl([¢(7 P)] + [¢p(wa.” P)] — 2[7 o0])

ce qui méne a
79(P) = cl([¢(wa-P)] + [¢(P)] — 2[o0]) = g(P)

par construction du point P (sous-section 1.1.17), donc g(P) est bien rationnel.

Ensuite, le groupe de torsion de Jy(p)(Q) est le groupe cuspidal C, cyclique de cardinal n
et la réduction modulo p induit une bijection entre celui-ci et le groupe des composantes du
modéle de Néron de Jy(p) sur Z, (proposition 1.3.2). On peut donc lire p(g(P)) dans le groupe
des composantes. Pour cela, il faut la lire dans le groupe des composantes ¢ du modéle de Néron
de Jo(p) sur (O )y, avec P un idéal premier de O au-dessus de p.

Remarquons tout d’abord que les points P et wy. P représentent des courbes elliptiques isogénes
de degré premier a p sur Xy(p). En conséquence, leur réduction semi-stable modulo 9 (ordinaire,
supersinguliére ou multiplicative) est de méme nature.Ainsi, les deux composantes obtenues 1'une
par réduction de ¢ o w(P), autre par réduction de ¢ o w(wq - P) sont soit toutes les deux Z, soit
toutes les deux Z’, soit toutes les deux des composantes supersinguliéres (appartenant aux mémes
chemins £ ou G, comme deux points de ces différents chemins ne peuvent étre isogénes). Cette
remarque faite, on utilise la proposition 1.3.8 pour calculer les possibilités.

e Si p est non ramifié dans O, on est dans le cas étale de la proposition, et les valeurs possibles
de g(P) sont donc 27" = 0, 2Z = 2, 2E = 1 quand F existe, 2G = 2/3,2F =4/3, et F+ G =1
quand F, G existent. Cela prouve la premiére ligne du tableau.

e Si p est ramifié dans Ok, on est dans le cas e = 2 de la proposition, et les valeurs possibles
de g(P) sont alors 27" = 0, 2Z = 2, 2FE; = 1/2, 2Ey = 1, 2FE3 = 3/2, By + E3 = 1, 2G; = 1/3,
2Gy =2/3, 2G5 =1, 2G4 = 4/3, 2G5 = 5/3, et les sommes entre ces différents G; qui ménent aux
meémes possibilités.

Pour lapplication du résultat, notons que Z/nZ admet un point de 2-torsion non trivial si et
seulement si 2 divise n, soit si et seulement si p = 1 mod 8, ce qui élimine la moitié des cas, et
qu’alors ce point est I'image de n/2. Supposons que c’est le cas pour notre courbe E. Si p = 1
mod 12, on a n = (p — 1)/12 qui divise 1,2 ou 4, d’ou p = 13.

Sip=>5 mod 12,onan = (p—1)/4 qui divise 2,4,8 ou 10, ce qui donne p = 17 ou p = 41.

Une fois ces cas exclus, on est donc certain que p(g(P)) n’est pas le point de 2-torsion non
trivial de Z/nZ. O

Remarquons tout d’abord qu’on peut reprouver le cas rationnel avec notre lemme, en guise
d’échauffement pour le cas des Q-courbes.

Proposition I.4.4 (Bonne réduction, cas rationnel). Soit E une courbe elliptique définie sur Q et
p un nombre premier tel que pg ., est & valeurs dans un sous-groupe de Borel de GL(E][p]). Alors,
pour p = 11 ou p > 13, la courbe elliptique E a potentiellement bonne réduction en tout nombre
premier.

Démonstration. Soit P = (E,Cp) € Xo(p)(Q) associé & E par hypothése. On reprend les notations
du paragraphe 1.2.2. Soit £ un nombre premier (qui peut étre égal & p), supposons par ’absurde que
E a réduction potentiellement multiplicative modulo £. Alors, P se réduit en une pointe modulo
¢, et quitte a utiliser une involution d’Atkin-Lehner (qui ne change pas la nature de la réduction
de E), on peut supposer que Py = cog. Soit T € T\¢T annulant l'idéal 7 définissant le quotient
d’Eisenstein (lemme 1.3.3). Le morphisme T" : Jo(p)go — Jo(p)g est nul sur vz.Jo(p) et se factorise
donc par la projection Jo(p) — j(p) en un morphisme Q-rationnel j(p) — Jo(p). En particulier, il
envoie tout point Q-rationnel de Jy(p) sur I'image d’un point Q-rationnel de J (p). Ceux-ci étant de
torsion, ¢r(P) est un point de torsion de Jy(p)(Q), et on peut donc appliquer la proposition 1.2.15
ax=P,y=00, X = Xo(p) et A= Jy(p). Dans le cas ou £ > 2, on obtient P = co, contradiction,
donc F a potentiellement bonne réduction modulo ¢. Dans le cas ou ¢ = 2, le raisonnement tient
toujours excepté lorsque ¢ (P) est l'unique point d’ordre exactement 2 du groupe cuspidal, et en
supposant de plus que T est congru & 1 modulo Z (lemme 1.3.3), cela ne peut arriver d’aprés le
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cas étale du lemme 1.4.3 que pour p = 2, 3,5, 13, qui sont des cas déja exclus, donc pour £ = 2, on
obtient encore P = oo, ce qui contredit notre hypothése de départ et conclut donc la preuve par
I’absurde. O

Théoréme 1.3 (Bonne réduction, cas des Q-courbes). Soient K un corps quadratique, et E/K
une Q-courbe de degré d sans facteur carré. Si pour p > 11, p # 13,17,41 premier ne divisant
pas d, la représentation Ppy, , est réductible, E a potentiellement bonne réduction en tout idéal
premier de Ok.

Remarque 1.4.1. Gréace au lemme 1.4.3 et & la proposition 1.2.15, ce théoréme améliore la propo-
sition 3.2 de [Ell04] en traitant aussi les idéaux premiers de Ok au-dessus de 2 et 3. Il est également
valide pour les courbes elliptiques définies sur Q. En particulier, on sait que les points rationnels
non cuspidaux non CM de X(p) ont potentiellement bonne réduction partout, c’est-a-dire que
leur j-invariant est entier (les cas p = 17 et p = 41 n’ont pas lieu d’étre dans le cas étale du lemme
5.2, on retrouve donc la condition classique p = 11 ou p > 13). Dans ’article original de Mazur, le
cas ¢ = 2 était exclu, mais il était inutile pour la fin de la méthode employée par Mazur lui-méme.

Démonstration. Soit P le point de Xo(dp)(K) associé & F par la preuve de la proposition 1.1.17.
D’apreés le lemme 1.4.3, le point g(P) est Q-rationnel.

Soit maintenant A un idéal premier de Ok de caractéristique ¢, notons O, le localisé de Ok en
A. Supposons par 'absurde que P a réduction potentiellement multiplicative en A. Alors, Py est
la réduction d’une pointe de Xy(dp) modulo A. Le groupe des involutions d’Atkin-Lehner agissant
transitivement et Q-rationnellement sur les pointes de Xo(dp) , on peut et on va supposer que
P, = ooy. En particulier, Py appartient a la partie lisse de Xo(dp)z, et ce méme si ¢ divise dp.

Soit T € T\¢T annulant l'idéal vz définissant le quotient d’Eisenstein (lemme 1.3.3). Le mor-
phisme T': Jy(p)o — Jo(p)g est nul sur y7..Jo(p) et se factorise donc par la projection Jo(p) — J(p)
en un morphisme Q-rationnel J(p) — Jo(p). En particulier, il envoie tout point Q-rationnel de
Jo(p) sur 'image d’un point Q-rationnel de J(p). Ceux-ci étant de torsion, gr(P) est un point de
torsion de Jy(p)(Q). On peut donc appliquer la proposition 1.2.15 4 z = P, y = oo, X = X (dp),
A = Jo(p)- Dans le cas o1 £ > 2, on obtient P = 0o, contradiction, donc E a potentiellement
bonne réduction modulo 4.

Dans le cas ot £ = 2, si P # 00, gr(P) est un point de 2-torsion non-trivial de Jo(p)(Q)
grace a la proposition 1.2.15. On peut ici de plus choisir T' congru & 1 modulo Z (lemme 1.3.3),
de sorte que la composante de gr(P) est la méme que la composante de g(P) dans le groupe des
composantes de Jo(p) ®F, car la rétraction p est T-équivariante (corollaire 1.3.1). D’aprés le lemme
1.4.3, il est impossible que ce point soit de 2-torsion non trivial sous notre hypothése p # 13,17, 41,
donc F a potentiellement bonne réduction en tout idéal premier de Og. O

1.5 Le cas des normalisateurs de sous-groupes de Cartan dé-
ployés

Soient p = 11 ou p > 13 un nombre premier fixé et d > 1 un entier sans facteur carré non
divisible par p.

On note X(S)C(d;p)z = Xo(d)z X x(1) Xsp.car.(p)z le schéma de modules grossier paramétrant
les quadruplets (E, Cq, A, Bp) avec E une courbe elliptique, Cy un sous-groupe cyclique d’ordre d
et Ay, B, deux sous-groupes cycliques d’ordre p distincts de E. Ce schéma est propre sur SpecZ,
de fibre générique notée X5¢(d;p)g. 1l est naturellement muni d’une involution

w : (E,Cd,Ap,Bp) —> (E,Cd,Bp,Ap)

de sorte que le quotient X5€(d;p)z/{w) n’est autre que le schéma X§(d;p)z défini dans le para-
graphe 1.1.4. Nous allons donc procéder en définissant nos morphismes sur XSC (d; p)z avant de les
faire passer au quotient.

Comme p et d sont premiers entre eux, les morphismes d’oubli de structure X§¢(d;p) — Xo(d)
et X5C(d;p) — Xep.car.(p) mettent en bijection les pointes de X§¢(d;p) et les couples de pointes
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de Xo(d) et de Xgp.car.(p). On notera donc (c, ') la pointe de X§€(d; p) au-dessus de la pointe ¢
de Xo(d) et ¢ de Xsp.car.(p). De méme, les morphismes X§(d; p) — Xo(d) et X§(d;p) = Xspiic(p)
mettent en bijection les pointes de X§(d;p) et les couples de pointes de Xo(d) et de Xgpiit(p), on
emploiera la méme notation.

Le schéma ch(d; p)z est lisse en-dehors des caractéristiques divisant dp. Pour les caractéris-
tiques ¢ divisant d, ses points singuliers sont les points supersinguliers en caractéristique ¢, en
particulier il est lisse en toutes les réductions de pointes modulo ¢. Pour la caractéristique p,
XSC(d;p)E est constituée (Partie 1 de [Mom&84]) de trois composantes irréductibles qui hors de
leurs intersections paramétrent les quadruplets (E, Cy, A,, B,) tels que respectivement :

e Le schéma en groupes A, est étale-localement isomorphe & p,, sur F,, en particulier Iisogénie
associée est inséparable (composante Z).

e Le schéma en groupes B, est étale-localement isomorphe & p, sur IFTD (composante Z').

e Ni A, ni B, ne sont étale-localement isomorphes a p, (composante W).

Les pointes de X§¢(d; p)E au-dessus de oo dans X car. ()5, appartiennent a la composante Z,

les pointes au-dessus de 0 dans X, car.(p) & la composante Z’, et les autres pointes de X5¢(d; p)E
a la composante W, qui est de multiplicité p — 1. Ces derniéres sont donc des points non lisses de
X$§C(d; p). Plus généralement, un point de X3 (d;p)E est singulier si et seulement s’il appartient
a la composante W (c’est en particulier le cas quand il est supersingulier).

Par passage au quotient dans X§(d;p), les composantes Z et Z’ s'identifient dans la fibre en p
de X§(d;p), qui est donc constituée de cette image (notée Zp) et de celle de W (renotée W). Les
pointes n’appartenant pas a W sont donc les pointes au-dessus de la pointe oo de Xgpit(p), les
autres sont des points singuliers.

La proposition suivante condense les propriétés particuliéres d’'une courbe elliptique dans le
cas « normalisateur de Cartan déployé », d’aprés le lemme 1.3 de [Mom&4].

Proposition 1.5.1. Soient E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K. Soit
p > 2[K : Q|+ 1 tels que ppp est a valeurs dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan
déployé de GL(E[p]). Soit P = (E,{Ap, By} le point de Xsp1it(p)(K) associé, et K' une extension
de degré 2 de K telle que A, et B, sont stables par Gal(Q/K"). Alors, pour tout idéal premier 3
de Ok au-dessus de p :

(a) La réduction semi-stable de E modulo B n’est pas supersinguliére.

(b) La réduction modulo B de (E,{Ay, By}) dans Xep1i(p)s, n'appartient pas a la composante
w.

(c) Pour tout idéal premier B’ de Ok au-dessus de B, les réductions modulo P’ de (E, A,) et
(E/By, Elp]/By) appartiennent & la méme composante de Xo(p)r, -

Démonstration. Soit p > 5 un nombre premier quelconque et B’ un idéal premier de O’ := Ok
au-dessus de p, de ramification absolue €’.

Les Gal(Q/K')-modules A, et B, définissent des schémas en groupes sur K’ notés (A4,),, et
(Bp) 1> et de la décomposition E[p] = A, ® B, on déduit que E[p] définit lui aussi un schéma en
groupes sur K’ tel que

(ElpD g = (Ap) i © (Bp) - (1.5)
Par passage a 'adhérence schématique dans le modéle de Néron de E sur O, on obtient des
schémas en groupes (E[p)) o, (Ap)n et (Bp)y, sur O prolongeant les schémas en groupes sur K'.
Comme e’ < 2[K : Q] < p—1, d’apres le lemme de spécialisation de Raynaud ([Maz78|, proposition
1.1), nous avons donc

Eo [p] = (E[p])o/ = (Ap)o/ 2] (Bp)o/'

En conséquence, comme d’aprés ce méme lemme de spécialisation, les schémas en groupes (de
rang p) (Ap)or et (Bp)or sont constants ou isomorphes a p,, le schéma en groupes Eo/[p] ne
peut pas contenir le schéma en groupes «,, ce qui interdit & E d’avoir réduction potentiellement
supersinguliére, soit le (a).

Ensuite, le schéma en groupes (E[p]). ne peut pas étre étale car ses points géométriques dans
la fibre en p sont au plus au nombre de p, et il est de rang p®. L'un des schémas de droite ne peut
donc pas étre étale, il est alors isomorphe & p,, ce qui prouve le (b).
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Enfin, la décomposition (I.5) induit un isomorphisme entre (A,)x: et (E[p]/Bp)k’. Comme

e < 2[K : Q] < p—1, encore une fois d’aprés le lemme de spécialisation de Raynaud, cet

isomorphisme s’étend en un isomorphisme (A4,)o’ = (E[p]/Bp)or. En particulier, ces deux schémas

en groupes sont simultanément étales ou radiciels. Comme la composante & laquelle appartient

(E,Ap) dans Xo(p)E est déterminée par la nature étale ou non de A,, les deux points (E, A,) et
(E/Byp, E[p]/By) appartiennent & la méme composante de X (p)E.

O

Remarque I.5.1. Dans le cas Borel ce n’était pas un probléme (les pointes étant dans le domaine
lisse), mais ici il faut savoir que la réduction des points qui nous intéressent est bien dans le domaine
lisse pour pouvoir utiliser les immersions formelles, c’est entre autres pourquoi la proposition
précédente est indispensable pour la réduction modulo p.

Voyons maintenant quelle famille d’immersions formelles sera adaptée & notre étude. Rappelons
que ¢ : Xo(p)o — Jo(p)o est le morphisme d’Albanese envoyant oo sur 0 et que X5°(d;p)z est
munie de deux involutions : une involution wy qui descend en 'involution de Fricke sur X (d) par
la projection et une involution w qui permute les sous-groupe cycliques d’ordre p.

Définition I1.5.2. Soit p un nombre premier. On note 7 : X§°(d;p)g — Xo(p)g le morphisme
d’oubli qui envoie (E,Cy, Ap, Bp) sur (E,Ap) et w, l'involution d’Atkin-Lehner de Xy(p). On
définit 'application h : X§€(d;p)g — Jo(p)g par

h=cl(¢pom —¢powyo(mow)+pomowy —dow,o (mowowy)).
Cette expression se traduit fonctoriellement par

h(E7Cd’Ap’Bp) = Cl([E7Ap] - [E/anE[p]/Bp]
+ [E/Cu4, (Ap + Ca)/C4] — [E/(Bp + Ca), (Elp] + Ca) /(Bp + Ca)]).

Par construction, on a howg = h et how = —w, o h ot w, désigne par abus de notation
I’endomorphisme de Jy(p)g correspondant & I'involution d’Atkin-Lehner w, : Xo(p) = Xo(p). On
note pour tout T € T, hy = T o h. Pour tout T tel que T'- (1 + w,) = 0, on a hyp ow = hy
donc hr se factorise via la projection X5¢(d;p)g — X§(d;p)g en un morphisme Q-rationnel
k¥ : X5(d;p)g — Jo(p)g- Par abus de notation, on désignera par les mémes lettres les extensions
de ces morphismes au-dessus de Z par propriété de Néron.

Remarque 1.5.2. Les deux premiers termes de h constituent le bon candidat A’ pour les courbes
elliptiques sur Q, voir par exemple [BP11a]. Comme dans le cas des sous-groupes de Borel, le
passage aux Q-courbes consiste a considérer b’/ + h' o wyq.

Proposition 1.5.3 (Immersions formelles, cas déployé).

Pour tout nombre premier £ et tout T € T (resp. tel que T(1 4+ wy,) = 0), le morphisme hyp
(resp. hit) est une immersion formelle en la pointe (00,00), de X5€(d;p)r, (resp. X5(d;p)r,) si
et seulement si T ¢ (T.

Démonstration. Soit 1 : X5(d; p)o — Xo(dp)g le morphisme d’« oubli de B, », c’est-a-dire qui
envoie (E,Cy, A,, Bp) sur (E,Cy, Ap). Avec les définitions de la section 1.4, on a m = mgp , 0 9 €t
h = got +gow,otpow. Comme ((00,00)) = 00 = w, 01 0w (oo, 0), application cotangente
de hyz le long de la section (0o, 00)z est la somme des applications cotangentes de (g o )z et
(g owp o Y o w)z. De plus, ¢ est ramifiée de degré p en (co,00)z (comme on peut le constater
immeédiatement sur les surfaces de Riemann), donc g o ¢ I’est. L’application cotangente de hy est
donc exactement celle de (g 0wy 09 o w)z. De plus, on a g o w, = w, 0 g + 2¢l([0] — [ooP]), ainsi
(ht)z est une immersion formelle en (oo, co)r, si et seulement si (g, 0 1 o w)z est, car w, est un
automorphisme de Jy(p)z. Maintenant, I'application cotangente de (1 ow)z : X§C(d;p)z — Xo(p)z
le long de la section (0o, 00)z est un isomorphisme ([Mom84], Preuve de la proposition 2.5), d’ou
le résultat pour (hy)z par la proposition 1.4.2. Il implique directement la propriété pour (h;); car
(00, 00) n’est pas un point fixe de w. O
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La proposition suivante montre, autant dans son énoncé que dans sa preuve, en quoi ce cas-ci
est différent du cas Borel.

Proposition 1.5.4 (Annulation automatique par h;, cas déploye).

Soit E une Q-courbe de degré d sur le corps quadratique K et p = 11 ou p > 13 un nombre
premier tels que Ppp , est a valeurs dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé de
GL(E[p]). Soit P le point de X5(d;p)(K) associé ¢ E. Pour tout T € T qui annule l’idéal vz, on
a automatiquement T(1 +w,) =0 et h:(P) = 0.

Démonstration. D’aprés la proposition 17.10 de [Maz77], pour un tel T € T, on a T(1 + w,) = 0,
donc hr se factorise bien en ht. : X§(d;p)g — Jo(p)g- Le point hi.(P) est K-rationnel car h. est
défini sur Q et P est K-rationnel, de plus pour o 'automorphisme non trivial de Gal(K/Q),

“hy(P) = hy("P) = hy(wa.P) = hy.(P)

car P = wy.P (proposition 1.1.17) et hy o wy = h par construction, donc h:ﬁ owg = h;ﬁ Ainsi,
h%(P) est un point Q-rationnel de T'.Jo(p). Cette sous-variété abélienne de Jo(p) est, par construc-
tion, isogéne & un quotient de j(p) qui a un nombre fini de points rationnels (proposition 1.3.2),
donc T.Jo(p)(Q) est fini, et ht.(P) € C le groupe cuspidal de Jo(p). D’aprés la proposition L3.1 (b),
il suffit alors de montrer que la réduction modulo p de h;(P) appartient & la composante neutre de
Jo (p)E' Soit *B un idéal premier de Ok au-dessus de p et R = Ok . Comme p > 2[K : Q]+ 1, la
proposition I.5.1 (¢)