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INTRODUCTION




II

INTRODUCTION

Le but du travail rapporté ici est de contribuer aux connaissances
sur le développement cognitif dans le domaine logico-mathématique et sur
1'acquisition par les enfants et les éleves de notions relatives au pro-
duit cartésien.

Entre le moment ol 1'enfant est capable d'utiliser localement une
propriété, une relation entre objets ou situations, et celui ol i1 peut
travailler de facon multiplicative sur des ensembles ou des relations,
se déroule un long processus de construction et de structuration des
connaissances.

C'est ce processus dont nous cherchons akmarquer.des états (ou des
étapes) pour, ultérieurement, construire des hypothéses qui rendent compte
de 1'évolution entre ces états, 1'objectif visé étant la connaissance du
processus en tant que tel.

IT n'y a pas & 1'heure actuelle de théorie de 1'acquisition des
connaissances qui donne des outils d'analyse des processus d'appropria-
tion cognitive qui soient a la fois généraux - et fournissent donc un
cadre conceptuel d'ensemble - et que 1'on puisse mettre en oeuvre de ma-
niere opératoire dans des situations particuliéres sur des points précis.

Avant de situer notre problématique dans un cadre général, auquel
se réfereront les concepts utilisés, nous allons spécifier les types de
problémes abordés et délimiter implicitement par 1a-méme Te domaine de
validité de nos conclusions.

Trois champs de problémes seront étudiés : la combinatoire des di-
mensions (forme et couleur par exemple), le repérage avec des coordonnées
cartésiennes (dans un réseau fini), les mesures spatiales de surface
(dans le plan). La combinatoire, le repérage spatial, la mesure sont tous
des activités - ou des probléemes - a travers lesquels 1'enfant se construit
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une connaissance sur "le monde". Par ailleurs, une méme structure inter-
vient dans la modélisation de telle: situations : celle de produit car-
tésien.

Pour 1a combinatoire, de formes et de couleurs par exemple, Te pro-
duit :{énsemb]e des valeurs prises par la formg}x{énsemble des valeurs
prises par la cou]eudﬁ représente la collection des objets considérés
du point de vue de ces deux dimensions forme et couleur.

Dans le repérage du plan cartésien, avec par exemple un repére
"horizontale"/"verticale", le produit :{fensemble des valeurs des coor-
données horizonta]eg}xl&nsemb]e des valeurs des coordonnées vertica]egﬂ
" représente les points du plan R2 ou d'un sous-ensemble IxJ du plan qui
est un réseau fini si les deux ensembles de valeurs sont finis.

Enfin, les mesures spatiales de surface et de volume sont des pro-
duits de mesures. En particulier la surface est un produit de mesures
de Tongueurs explicité dans 1'équation aux dimensions : S = L x L.

Pour analyser dans un méme cadre conceptuel spécifique 1'évolution
des processus cognitifs qui peuvent orienter 1'activité de 1'enfant dans
ces différents domaines nous faisons intervenir la notion de dimensionalité.

Expliquons=-nous.

Choisir des objets en fonction de leur couleur (par exemple), repérer
des points en fonction de leur éloignement dans une certaine direction,
mesurer une longueur sont des opérations qui ont en commun leur "unidi-
mensionalité" : une seule propriété, une seule relation, une seule quan-

tité sont en jeu dans chacune des situations.

Combiner des dimensions forme et couleur, coordonner deux repérages
sur deux axes indépendants, traiter une quantité comme une mesure produit
sont toutes des opérations qui ont en commun Teur "bidimensionalité".
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IT nous faut souligner ici que le terme de "dimension" est polysé-
mique, qu'il renvoie aujourd'hui a des domaines scientifiques différents ;
mais les significations que ce terme peut recevoir en mathématiques, en
physique, en psychologie, ne sont ni conceptuellement, ni historiquement
indépendantes. Nous développerons en annexe de ce chapitre quelques é1é-
ments sur 1'utilisation de ce terme de "dimension" ; nous pouvons dire
schématiquement que l1a dimension (1), concept mathématique, caractérise,
d'un certain point de vue, des espaces ou des sous-espaces, que dans des
textes de psychologues Ta forme - par exemple - apparait comme une dimen-
sion dans 1'analyse des objets lors de 1'étude de "1'acquisition des con-
cepts", et que la longueur apparait comme dimension en physique dans 1'ana-
lyse dimensionnelle des rapports entre grandeurs.

Cependant, malgré des significations a priori distinctes, i1 existe
des invariants qui vont dans le sens d'une communauté conceptuelle de ces
significations particuliéres. En effet, pour se limiter au cas de la bidi-
mensionalité, il existe dans tous les cas le modeéle commun du produit car-
tésien ; dans tous les cas aussi 1'arithmétisation (le passage au domaine
du calcul avec des nombres) conduit a une méme structure numérique multi-
plicative.

La dimensionalité sera pour nous, de fait, un concept de base dans
notre description des situations étudiées et surtout dans 1'analyse des
opérations effectuées par les enfants et éléves dans les différentes ti-
ches que nous leur présentons ; d'ol le titre méme de ce travail : "acqui-
sition de la bidimensionalité (combinatoire, espace, mesure) chez les
éleves d'dge préscolaire et scolaire".

(1) Au début de ce sitcle, et souvent encore dans les manuels scolaires
actuels, 1'espace euclidien représentant 1'espace physique classique
était "3 trois dimensions" (et non "de dimension 3"). L'usage au sin-
gulier du terme dimension rejoint 1'utilisation que nous faisons ici
du terme dimensionalité qui se réfere i des propriétés communes de
systémes modélisables en produits.




0 - LES ELEMENTS D'UN CADRE DIDACTIQUE

Notre objet de recherche concerne des notions qui, si elles font par-
tie d'un "développement cognitif spontané", participent également de 1'en-
seignement des mathématiques.

Une étude de Teur acquisition doit donc se situer par rapport a un
cadre théorique d'ensemble qui puisse prendre en compte, au plan des con-
cepts et des méthodes, le fait qu'‘on aborde en quelque sorte un "probléme
a trois corps" : le sujet, le savoir, 1'enseignant.

0.1. Le sujet

Le sujet dont on étudie les acquisitions cognitives peut étre consi-
déré de deux points de vue : comme enfant (ou adolescent, ou adulte le cas
échéant) situé dans un certain milieu ol s'exercent ses activités, et
comme éleve (ou étudiant) inséré de facon institutionnelle dans la classe
(pour le systéme d'enseignement dominant actuel). Ces deux points de vue
sont étroitement dépendants : un éleéve, disons : dans 1'enseignement obli-
gatoire, est simultanément enfant ou adolescent, et 1'enfant est - du fait
de sa scolarisation obligatoire - un éléve pour une part considérable,
voire dominante, de son temps actif.

I1 nous parait néanmoins nécessaire de les différencier, sur le plan
conceptuel, au moins dans un premier temps : les relations spécifiques
introduites par 1'institution scolaire a 1'intérieur de la classe doivent
pouvoir, a un moment de la recherche, &étre prises en compte &s qualités.
Elles insérent en effet les éleves dans un cadre "socio-cognitif" ou
"collectivo-cognitif" dans lequel les "pairs" sont ~ a priori tout au moins -
dans une méme situation par rapport au maitre, quant & 1'objet commun en
jeu : le savoir.
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0.2. Le savoir

Le savoir quant a lui peut, de maniére schématique, étre référé a
un champ de connaissances social, historique, et intégré dans des pra-
tiques professionnalisées (celles de 1'ingénieur, du mathématicien, de
1'économiste, etc.) ; i1 est également 1ié & des pratiques individuelles
dans divers Tieux des activités matérielles et sociales, dont font par-
tie les activités de 1'enfant.

Par rapport a un savoir qui se réalise dans une pratique précise,
localisée dans son temps et dans son objet, le savoir historiquement cons-
titué en champ de connaissances est décontextualisé : & un niveau trés
élémentaire 2 + 3 = 5 est un savoir distinct de celui du jeune enfant qui
réunit 2 billes avec 3 billes et trouve “j'ai 5 billes". Le calcul d'une
surface obtenue par un éléve en additionnant deux surfaces partielles (par
exemple deux demi-triangles rectangles pour obtenir un triangle quelconque)
ne fonctionne pas au méme niveau que 1'additivité de la mesure pour des
ensembles dont 1'intersection est de mesure nulle : pour 1'éléeve de CM2
ou 6eme, la question de 1a mesure de la frontiere n'est pas posée.

0.3. L'enseignant

IT occupe une place déterminée dans le systéme institutionnel scolaire,
place qui définit un rapport a la classe et a 1'éleve différent de celui
qui peut exister entre un enfant et quelqu'un qui lui apprend, méme inten-
tionnellement, quelque chose.

Le systéme institutionnel qui fonctionne avec des niveaux emboités
(Chevallard, 1980), donne au maitre une place de pivot puisqu'il est le
décideur des choix qu'il est conduit & faire tout au cours du déroulement
du temps de la classe. Il n'est pas seulement celui qui sait (par rapport
a 1'éleve qui ne sait pas) mais celui qui sait ce qui viendra apr2s, dans
un temps scolaire organisé et long. Le traitement des situations - problemes
effectivement présentés & 1'éleve, cette orientation par ce qui sera fait
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ultérieurement en classe détermine (consciemment ou non) des choix quant
aux interventions des éleves qui seront retenues, et quant aux solutions
éventuelles qui seront validées par le maitre.

Nous n'avons pas pris en compte a propos de la dimensionalité 1'en-
semble de ce probléeme "a trois corps" qui est le coeur de 1a didactique.
En effet, le statut de 1'acquisition des connaissances sur la dimensiona-
1ité par rapport & 1'enseignement donne une place centrale aux rapports
entre Te sujet et le savoir (& 1'exception-pour partie - des mesures spa-
tiales). Le maftre met en forme des acquis extérieurs & ses projets expli-
cites d'enseignement et introduit des codages nouveaux : il n'agit pas di-
rectement sur la construction de la connaissance conceptuelle. (Cf. Chapitre

sur 1'enseignement).

Pour Ta construction du produit cartésien comme pour le repérage plan,
il n'y a pas.d'enseignement explicite dans la période ol ont Tieu les
acquisitions que nous étudions. Donc nous n'avons pas eu a prendre en '
compte 1'interaction avec 1'enseignant. Nous préciserons dans le chapitre t
sur 1'enseignement quels sont exactement les objets enseignés en rapport
avec ces problémes, le moment et 1la forme de ces interventions, compte
tenu ou non des acquis antérieurs extrascolaires des enfants.




VIII

1 - LE CADRE PIAGETIEN DE L'EPISTEMOLOGIE GENETIQUE

La théorie de Piaget sur le développement des connaissances nous
offre un cadre conceptuel général pour prendre en compte les rapports
entre Te sujet et la connaissance, c'est-a-dire une partie - décisive
selon nous - du probléme a trois corps : sujet/savoir/enseignant.

En effet, les grands concepts théoriques de 1'épistémologie géné-
tique piagétienne se sont avérés d'une trés grande productivité dans la
recherche sur le développement cognitif ; ils nous paraissent d'autre
part susceptibles de s'intégrer, & terme, dans une théorie didactique
qui fasse toute sa place au sujet. Néanmoins nous nous séparerons de
certaines conclusions "piagétiennes"” concernant en particulier les stades
opératoires, la.place du contenu et celle de 1'école.

1.1. La construction de Ta connaissance

1.1.1. Un premier point c1é concerne les rapports de 1'action et de
la connaissance : i1 s'agit de la these de la construction de la connais-
sance comme résultat d'un processus d'interaction entre le sujet et le mi-
lieu, processus qui produit un systeme de connaissances organisées et ne
peut se réduire a une simple accumulation.

Pour expliciter schématiquement ce point, nous allons séparer comme
moments distincts des éléments qui appartiennent au triplet /accomodation,
assimilation, équilibration/. Par ses actions (réelles : sur le monde
physique, mais aussi intériorisées) le sujet élabore des instruments de
connaissances, des concepts (1) ou modifie ses représentations. C'est le
phénoméne d'accomodation au réel.

(1) Ces concepts ont le double statut d'outil implicite ou explicite d'ac-
tion sur la réalité, et d'objet reconnu par une communauté culturelle :
par exemple, 1a forme intervient comme instrument de classification et
comme objet culturel de description du réel.
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Réciproguement, la "lecture" des transformations effectuées, les
interrogations posées par le sujet sur 1'objet organisent le réel : il
y a processus d'assimilation (de la part du sujet).

Le moteur de 1'évolution des systémes de connaissances est contenu
dans le double jeu de 1'accomodation et de 1'assimilation. Dés que 1'ac-
tion du sujet conduit a une connaissance sur 1'objet, celui-ci peut se
transformer : de nouvelles questions peuvent se poser a propos de cet objet
et sur ces rapports avec d'autres.

Des contradictions peuvent surgir aussi bien des nouvelles questions
devenues possibles que de la confrontation de 1a nouvelle connaissance avec
les anciennes.

Un second point cl1é porte sur la dynamique de ce jeu accomodation/
assimilation. Les notions de déséquilibre et d'équilibration traduisent
sur le plan théorique 1'idée que "Te modele" (...) que se forme un sujet -
pour une situation dépend des faits qu'il prend en considération et que
simultanément et réciproquement les faits qu'il retient dépendent du mo- =
dele auquel i1 peut faire appel (Cf. Vergnaud, 1981, p. 13).

Le processus d'équilibration conduit & déterminer a l1a fois le modele
(plus ou moins "local" par rapport a la situation) et les opérations que
Te sujet met en oeuvre. Bien entendu il ne s'agit pas d'un déterminant
unique : 1'investissement du sujet dans la situation peut jouer un rdle
considérable).

I1 faut préciser que nous prenons les termes d'objet et d'action en
un sens large qui contient aussi bien 1'action matérielle élémentaire sur
un objet proprement dit ("licher un jouet" par exemple) que 1'organisation
d'une expérimentation sur un systeéme (comparer les effets sur le volume de
diverses transformations selon leur variation, ou leur continuité).

1.1.2. Concernant 1'épistémologie, Piaget introduit 1a notion de
dépassement interne d'un systéme, qui nous parait pertinente




pour la conception de situations didactiques : "la notion méme de
dépassements internes est une notion dialectique /.../ (elle) /Ta cons-
truction de la connaissance/ implique 1'apparition continuelle d'opposi-
tions a surmonter et de syntheses a effectuer /...7 (car) 1'objet existe

mais se modifie : il se modifie en fonction de deux facteurs complémen-
taires. Le premier est que 1'objet ne se présente pas sur un seul plan [
le second est que si 1}objet se modifie et si ses modifications ne sont
atteintes qu'a travers les coordinations du sujet, celui-ci s'élabore en
fonction des éléments matériels ou intériorisés qu'il faconne pour agir

sur 1'objet". (Piaget, 1967, p. 1260 sq).

Nous voyons, dans ces lignes écrites a propos des courants de 1'épis-~
témologie scientifique, des questions au coeur de la didactique : on n'étu-
die pas en effet le processus d'enseignement et d'acquisition des connais-
sances mathématiques sans un modéle - fut-il flou et implicite - de ce
qu'est le savoir. Or les conceptions que nous présenterons bridvement plus
Toin et que résument assez bien 1'injonction de Lebesgue "le professeur de
mathématiques doit &tre un professeur d'action", nous semblent s'intégrer
“naturellement" & ces notions que Piaget a développées.

1.2. Fonction symbolique, représentations, invariant opératoire

1.2.1. Un autre point cl1é dans la théorie Piagétienne touche a la
fonction symbolique : le processus d'intériorisation des actions (et donc,
en particulier de représentation du réel) permet un dépassement de 1'action
matérielle sur un objet présent en un Tieu et en un temps donnés (1), i1
caractérise la pensée conceptuelle.

(1) Un processus de décontextualisation est déja a 1'oeuvre dans 1'intério-
risation, au sens ol 1'objet - et plus largement la situation - est dé-
taché de son cadre spatio-temporel.
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Différents systemes de signes en constituent une transcription maté-
rielle : langage parlé et écrit, schémas, graphismes, codes spécifiques.
Ces systemes - ces signifiants - contribuent a 1'efficacité opératoire des
représentations ‘et permettent de "calculer" donc d'anticiper des résultats
comme de déterminer des possibles.

Nous nous référons au concept piagétien d'intériorisation Torsque nous
parlons de représentation du sujet ou de "modele" (pour le sujet).

1.2.2. Enfin le concept d'invariant opératoire joue pour Piaget un

role fondamental dans la dynamique du développement cognitif. Les recherches
piagétiennes sur la conservation du nombre, des quantités continues, des
longueurs, surfaces et volumes, etc. sont bien connues. On sait aussi
1'impact qu'a eu en psychologie génétique Te métaconcept de conservation,
révélateur du développement opératoire. En fait la place théorique que nous
assignons aux concepts d'invariants opératoires et de conservations reprend
T'orientation des travaux piagétiens portant sur 1'épistémologie génétique
de champs de connaissances spécifiques : nombre, espace, quantités phy-
siques (1).

Or dans ce cadre, 1'existence de "décalages horizontaux" dans les con-
servations pose de sérieux problémes théoriques. I1 y a "décalage horizon-
tal" lorsque certaines conservations sont acquises & des moments trés dif-
férents du développement, alors que les notions correspondantes ne dépen-
dent pas les unes des autres). D'une maniére analogue les sériations sont
considérées comme le résultat d'opérations logiques s'appuyant sur un
invariant 1ié & 1'ordre. Or 1'existence d'une transitivité précoce (eu
égard a 1'ensemble des études sur la sériation) observée par de Boysson-

(1) Ces textes ont été publiés de 1941 a 1950. Le terme utilisé par Piaget
est en fait précisément “"invariant représentatif" (introduction a 1'épis-
témologie génétique - Tome 2), et i1 n'est pas considéré comme se si-
tuant encore au niveau "logique".
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Bardies (de Boysson-Bardigs, 1973) ne rentre pas dans le cadre théorique
des invariants logiques : ou bien on 1'interpréete comme un artefact (non
expliqué par ailleurs) ou bien on la traite comme une remise en cause
théorique. Aussi tout en maintenant & la construction d'invariants un
réle central dans la constitution de la connaissance, nous nous séparons
de Piaget quant a Ta place théorique assignée aux concepts de conserva-
tions et d'invariants : pour naus ils ne relévent pas d'une logique géné-
rale de la pensée qui serait dégagée des contenus, mais ont une signifi-
cation spécifique par rapport aux objets en jeu (dans les divers champs
conceptuels).
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2 - DOMAINE DE VALIDITE DES OPERATIONS COGNITIVES

Dans les rapports entre sujet et connaissance, nous nous séparons
ici de la logique des "stades opératoires" dans laquelle s'inscrivent
des affirmations comme "1'enfant en est au stade sensori-moteur" ou
“c'est seulement vers douze ans que 1'enfant atteint le stade des opé-
rations formelles".

La notion de stade nous parait une unité trop globale : elle ne per-
met pas de rendre compte des divergences constatées entre certaines acqui-
sitions conceptuelles : aux conservations déja citées on peut ajouter
1'exemple de Ta relative stabilité dans 1'évolution des classifications
qui s'oppose aux décalages considérables a propos de 1'espace (1).

Certes la recherche d'invariants généraux est une démarche qui-a
prouvé sa productivité. Les divers “champs conceptuels" correspondant a
1'élaboration des connaissances ne sont pas clos : les instruments de
pensée construits dans 1'un d'entre eux peuvent étre réinvestis dans
d'autres.

Néanmoins, attribuer - comme le font certains textes de Piaget -
a une "résistance du réel" le fait de ne pas retrouver les mémes opéra-
tions cognitives dans divers champs conceptuels nous apparait une impasse
théorique quant a la compréhension des processus en cause et quant a
1'intervention destinée a provoquer 1'évolution des connaissances de
1'éleve.

(1) On peut trouver des problémes de représentation spatiale maitrisés par
certains enfants de 6 ans qui posent des problemes sérieux a certains
adolescents - sans que cela soit en rapport avec d'autres différences
cognitives.
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2.1. La prise en compte effective des contenus (au sens de champs concep-
tuels spécifiés : espace, mesures, structures additives ou multiplicatives,
topologie...) est un enjeu théorique décisif pour l1a didactique : 1a con-
naissance est toujours connaissance de quelque chose : la théorie doit
intégrer 1'interaction entre des invariants (généraux) du fonctionnement
cognitif et les contenus spécifiés a propos desquels ce fonctionnement

est actualisé. '

Cela est évident a propos de contenus sur lesquels 1'enseignement
intervient mais concerne également des connaissances moins institutionna-
lisées. '

On peut prendre 1'exemple des quantités physiques ou spatiales, pour
lesquelles les connaissances "spontanées" précédent 1'enseignement sur ces
notions.

Pour-Piaget, 1eé conservations en ce domaine reléveraient d'une
logique générale de la connaissance ; le recours aux arguments d'identité
et de réversibilité (pour soutenir les conclusions de conservation) est
aussi interprété'en relation avec 1'accés au stade opératoire (1). Or les
conservations de 1a longueur, du volume, du poids, s'appuient sur des pro-
priétés du monde physique, indépendantes des actions propres du sujet :
c'est parce que les liquides sont incompressibles, parce que Te champ de
gravité terrestre est (relativement) constant, que Tes volumes et les poids
sont conservés dans certaines transformations spatiales. A contrario,
Torsqu'on étire un élastique et qu'on considére Ta longueur, on détermine
une transformation réversible, dans une situation ol on peut appliquer
1'identité, qui a Tes mémes caractéristiques "logiques" qu'une déformation
de bouclette de plasticine, et pourtant il n'y a pas conservation de la

(1) La logique de 1'enfant est alors celle du "groupe INRC" (identité,
négation, réciprocité, contradiction) de 1a logique des propositions.
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Tongueur de 1'élastique...

2.2. En fonction de ces remarques théoriques, nous considérons comme
productif d'introduire la notion de domaine de validité des opérations
cognitives que le sujet (enfant, adolescent, adulte) peut engager dans
des situations définies (a la fois précisesquant au(x) contenu(s) con-
cerné(s) et a 1'actualisation particuliere de ce(s) contenu(s».

Cette notion prend en compte les propriétés "objectives" (au regard
de la connaissance scientifique acquise, et a 1'échelle des phénomeénes
matériels considérés) ; elle permet une opérationnalité de concepts
généraux, et n'enferme pas 1'analyse dans un modéle trop spécifique.

Une transitivité précoce n'est plus alors nécessairement soit un
artefact soit une mise en cause théorique ; les difficultés & rendre
compte d'une évolution qui retrouve pour les notions spatiales les grands
stades piagétiens peuvent étre abordées avec plus de sérénité théorique. |
Si on considere les problemes de didactique dans un domaine particulier,
la construction "spontanée" de la connaissance tout comme 1‘appropriat16n‘ 
du savoir enseigné a 1'école peuvent alors étre analysées a la fois du
point de vue de 1'extension du domaine de validité de certaines opéra-
tions ou certains invariants, et du point de vue de la réorganisation
des systémes de représentations. On peut également se poser le probleme
des variables didactiques sur lesquelles jouer pour que 1'extension du
domaine de validité produise des restructurations de connatssances, ou

engage la dialectique déséquilibre/équilibration.
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3 - LE STATUT SOCIAL DE LA CONNAISSANCE

Al
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Centré sur la recherche d'invariants dans le fonctionnement de la
pensée "épistého]ogique", Piaget - s'il situe les actions de transmis-
sion éducative et de culture comme intervenant dans le développement
cognitif - n'opérationnalise pas sa thése que "1'intelligence humaine
se développe chez 1'individu en fonction d'interactions sociales"
(Piaget, 1967). Dans les expérimentations piagétiennes, les interven-
tions sociales, comme le discours évoqué d'un autre enfant (dans les .
suggestions et contre exemples, par exemple), ne sont pas analysées sur
le plan de leurs caractéristiques sociales mais traitées au méme titre
que les autres éléments de la situation-probleme.

3.1. Or, d'une part 1'enfant occupe une certaine place sociale : dans sa
famille, dans son milieu de vie, & 1'école ; d'autre part, en tant qu'éleve
il a un statut dans le milieu institutionnel de 1'école. Les interactions
sociales dans la construction de ses connaissances sont donc multiples.

En ce qui concerne 1a place de 1'enfant dans son milieu, 1'expérimentation
n'est pas possible et la connaissance directe exige des conditions tras
spécifiques permettant des "études de cas" ; nous n'y ferons référence

que pour avancer quelques hypothéses générales pour 1'analyse de nos ré-
sultats.

Pour 1e second point (1'enfant a 1'école) i1 faut souligner le ca-
ractére institutionnel de 1'école, la régulation de son fonctionnement
a travers le réseau des manuels, le systéme de contrdle (1'inspection...),
de 1a formation spécifique ou "sur le tas" (avec la double référence du
passé d'éléve de 1'enseignant et de la pratique des autres enseignants),
les programmes et les instructions (1). Cela permet une approche plus
précise de 1'analyse de 1'intervention du systeéme scolaire dans le dé-
veloppement cognitif.

(1) Cette régulation fonctionne de manigre différente en France et dans
d'autres pays, d'organisation moins centralisée.
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3.2. L'étude que 1'on peut faire sur le plan de la didactigue entre dé-
veloppement individuel et organisation sociale laisse néanmoins de coté
1'analyse du caractére social de la connaissance elle-méme.

La thése de 1'intervention décisive, sur le plan théorique, du
fait collectif et social dans la construction méme de Ta connaissance (1)
a été opérationalisée par Doise, Perret-Clermont,Muany.Néanmoins, le poids
mis dans Teur analyse sur les notions de centration (et décentration) et
Te choix d'une certaine catégorie d'expériences dans lesquelles le con-
tenu joue un réle mineur nous parait poser les mémes problémes que la
non prise en compte théorique des contenus dans la théorie des stades
opératoires.. = - ~ o 3 B

———

(1) A la limite, la connaissance serait collective avant d'étre indivi-
duelle non seulement sur le plan historique mais pour la psychogénese.
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4 - LES MATHEMATIQUES, SCIENCES D'ACTION .

Une analyse de 1'appropriation par 1'enfant de notions mathématiques,
tout comme une étude didactique du processus d'enseignement de concepts
mathématiques, sous-entend une certaine représentation de ce que sont les
connaissances en mathématique. (1)

4.1. Une telle représentation, méme implicite, précise plus ou moins ce
qu'est un "probléme" de mathématiques. La construction de situations di-
dactiques, comme 1'interprétation des productions et des conduites des
éleves, sont elles-mémes dépendantes de 1a notion de probléme.

Ainsi "résoudre un probléme du premier degré" peut signifier : trou-
ver 1a succession des transformations d'écriture & partir d'une certaine
formule pour aboutir a x = A ou A est une écriture numérique (2,5 ; 7/8 ;
1 - T ...) ; cela peut aussi signifier "trouver la (ou Tes) valeur(s)
d'une grandeur vérifiant une certaine relation de type linéaire" (le lieu
de rencontre de deux trains circulant sur Te méme trajet, 3 vitesse cons-
tante, par exemple).

La définition des situations-problémes pertinentes 3 un certain con-
tenu mathématique étudié dépend de la position adoptée sur cette question.

La conception a laquelle nous nous rattachons rejoint celle développée
par Piaget a propos de la connaissance. Elle s'appuie sur deux faits : la
spécification des mathématiques comme champ de savoir particulier est le
résultat d'un Tong processus, et 1'interaction des mathématiques avec
d'autres champs de savoir scientifique (la physique, la biologie, 1'éco-
nomie...) ne fonctionne pas exclusivement en sens unique.

4.2. Des notions, comme le nombre, la grandeur, 1'espace et les déplacements
qui organisent une connaissance sur le monde, fonctionnent comme des
précurseurs de notions mathématiques.

(1) Cf. Révuz, in "Est-il impossible d'enseigner les mathématiques ?"
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Ces notions mathématiques sont (ensuite) 1'objet d'un développement
autonome au cours dudﬁe] s'organisent des champs conceptuels proprement
mathématiques ; le fonctionnement méme des concepts les transforme en
nouveaux référents possibles & partir desquels s'élaborent de nouvelles
notions. Les perspectives ainsi modifiées permettent & leur tour d'inter-

roger différemment le réel.

A c6té d'un fonctionnement autonome - dont 1a part varie selon les
concepts et Teur place historique - 1a "mathématisation" correspond a un
double processus : constitution d'un nouveau concept a partir d'une action
“sur le réel (pour résoudre un probléme a propos de ce réel) et investisse-
ment de concepts "déja mathématisés" pour représenter la réalité. L'exis-
tence de ce double processus nous a conduit a la formulation de "mathéma-
tiques, sciences de 1'action”. Nous reprenons 1a 1'accent mis par Lebesgue
sur le caractére des mathématiques : abordant le probléme des rapports
entre logique et arithmétisation, il souligne "les mathématiques ont été
créées par les hommes pour leurs besoins (...). Le professeur de mathéma--
tiques doit rester un professeur d'action" (Lebesgue, 1975 (rééd., p. 180).
I1 a par ailleurs insisté sur le passage qualitatif que comporte le pre-
mier volet de la mathématisation. "Une mesure géométrique commence physi-
quement, elle ne s'achéve que métaphysiquement" (id., p. 81) et de méme
"Te nombre (auquel) nous ne parviendrons que par une opération de 1'esprit"
(id., p. 82).

On peut voir le processus complet a 1'ceuvre & propos des distribu-
tions : Torsque Dirac travaille avec sa "fonction" (qui n'en est plus une)
il y a opération avec un concept nouveau pour avoir prise sur une réalité
dans un champ de la physique, élaboration ultérieure de la théorie des
distributions : on est passé d'un concept "précurseur" : la "fonction" de
Dirac a une notion mathématique insérée dans un fonctionnement d‘ensemble:
la distribution. Le réinvestissement ultérieur en physique est 1e moment
le mieux reconnu du processus de mathématisation.
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4.3. Bien entendu, nous ne pensons pas que les rapports respectifs des
"moments" que nous distinguons (pour les besoins de 1'exposition) dans
la constitution de concepts nouveaux, le développement propre de sys-
témes conceptuels mathématiques, puis le réinvestissement comme instru-
ment opérationnel sur le réel, soient les mémes pour 1'histoire des ma-
thématiques et celle du développement de 1'individu. Le réle joué par
le temps n'est pas non plus le méme.

Nous ne pensons pas d'avantage que les moteurs dans 1'évoiution de
ces processus soient analogues : 1'enfant ne fait pas de recherche en
miniature...

Le seul invariant que nous postulons c'est 1'existence d'une double
articulation avec le réel et le fonctionnement autonome possible des no-
tions organisées en systeéme de connaissances mathématiques (éventuellement
inappropriées). .

Nous voudrions pour terminer sur ce point, insister sur deux diffé-
rences fondamentales :

- 1'enfant (1'éléve) agit, construit et s'approprie des connaissances dans
une situation sociale ol existent des savoirs scientifiques organisés, qui
ont ."diffusé" pour partie au-dela des professionnels ;

- dans 1'institution scolaire, le maitre existe qui dirige, dans le temps,
le travail (individuel ou de Ta classe) sur les notions enseignées : le
savoir (social) déja acquis et transposé comme objet d'enseignement,

La dialectique que 1'on peut mettre en jeu pour modifier les systémes
de connaissances des éléves peut donc étre profondément différente de celles
que montrent et 1'histoire des mathématiques et la pratique de la recherche
actuelle.
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5 - LA NOTION DE CHAMP CONCEPTUEL

Nous allons grésenter quelques é1éments généraux sur la notion de
champ conceptue{! Le point de fond est 1e fait qu'a la fois un concept

est a 1'oeuvre dans une variété de situations et que dans une situation
donnée plusieurs concepts sont en jeu, ce qui conduit a rejeter 1'étude

>

de concepts isolés, identifiés a un type de situations.

5.1. De facon schématique, les concepts peuvent étre considérés comme
des noeuds d'un réseau de re]ations'; un champ conceptuel correspond a
une partie de ce réseau qui posséde certains caractéres, relativement
a un ensemble de situations.

Par exemple sont pris dans le champ conceptuel des structures multi-
plicatives : les concepts de produit cartésien, de mesure - produit,
d'applications linéaires sur R , d'opération, de multiplication dans di-
vers ensembles numériques (N ,D , @ ,0R ).

Réciproquement la surface (comme mesure) se rattache aux champs con-
ceptuels des quantités physiques et des opérations de mesure, de la cons-
truction des nombres positifs, de 1'espace et ses modéles, aux structures
additives (comme mesure simple), aux structures multiplicatives (comme
produit de mesures "linéaires").

Nous venons de citer des champs conceptuels référés essentiellement
au domaine du déja - mathématisé, mais cette notion reste significative

pour d'autres référents a partir desquels se constituent des concepts
"précurseurs".

Ainsi, la construction d'une collection compléte et sans répétition
de formes colorées a partir de formes et de couleurs données indépendamment,
fait déja intervenir les concepts de forme et de couleur : pour frustes
qu'ils apparaissent au regard de la connaissance mathématique, ils n'en
nécessitent pas moins un processus d'appropriation par le tout jeune enfant.

(1) Cette notion a été introduite par G. Vergnaud. Elle est développée, en
particulier, dans Vergnaud, 1983;
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Une telle construction fait aussi intervenir les notions d'identité
et de différence pour des couples, éventuellement Ta cardinalité des en-
sembles, la distributivité (qui assure que toute forme est associée suc-
cessivement & chaque couleur). On voit se dessiner un champ conceptuel en
rappokt avec la combinatoire des dimensions.

L'exemple d'une situation de repérage dans un quadrillage orthogonal
fini fait appel a des concepts topologiques (&tre voisin de, &tre sur le
bord...), a des concepts projectifs (1'alignement sur telle "horizontale"...)
& des relations binaires 1iées a la métrique (prés, loin) ou a 1'orienta-
tion de 1'espace (a droite/a gauche)...

5.2. La notion de champ conceptuel, que nous avons présentée ci-dessus,
concerne la théorisation ‘du développement cognitif au sens suivant : elle
servira a 1'analyse des situations problemes et a 1'interprétation des
activités des éléves au cours de ces situations ; elle contribuera 3 orien-
ter Tes observations, donc a définir le corpus. '

Cela signifie que.cette notion n'est pas relative au sujet, enfant ou
éléve, dont on étudie les acquisitions cognitives. Néanmoins, rien ne per-
met d'avancer que le découpage de champs conceptuels concernés par une si-
tuation (ou un ensemble de situations) pourrait étre déterminé a priori et
de facon univoque par la situation, indépendamment des problemes que la re-
cherche se propose d'étudier.

En fait, ce découpage dépend, en particulier, des savoirs préalable-
ment établis sur Ta transmission et 1'appropriation des connaissances.
Ainsi - pour prendre un exemple - les notions prises en compte pour décou-
per le champ conceptuel des mesures spatiales ne seront pas les mémes se-
lon qu'on se propose d'étudier un enseignement sur la mesure des surfaces
a des éleves de 6&me ou sur la théorie de la mesure a des étudiants de
mathématiques.
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La notion de champ conceptuel - et celle de concept - fonctionne
ainsi & des niveaux multiples ; ceux-ci par ailleurs, ne nous semblent

guére pouvoir &tre hiérarchisés entre eux ni rapportés a un niveau absolu
de référence qui serait par exemple, celui d'un "savoir savant".

La transposition d'un objet de savoir en objet d'enseignement nous
parait poser un probléme similaire quant a la délimitation de 1'"objet
de savoir".

Le travail entrepris par Bourbaki a (sans doute conduit certains)

pu conduire a considérer les "éléments de mathématique" comme un référent
absolu. Nous laisserons le soin aux épistémologues des prochaines décennies
d'en analyser le statut effectif. I1 semble néanmoins apparaitre que la
pratique des mathématiciens ne refléte pas cette image d'un "savoir savant"
découpable et identifiable. Les rapports construits entre notions mathéma-
tiques dans ces différentes pratiques, les probléemes qui en sont issus, |
contredisent, nous semble-t-il, 1e projet d'une définition absolue d'un

“"savoir savant" auquel on référerait toutle reste.
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6 - LES SYSTEMES DE REPRESENTATION DU SUJET

Nous venons de présenter le champ conceptuel comme un domaine re-
groupant un ensemble de notions sur un contenu cognitif donné. I1 doit
étre "assez grand" pour comporter un ensemble de re]atibns entre notions
qui permette 1'analyse d'un ensemble "assez large" de situations mettant
en jeu le contenu étudié. I1 doit étre également "assez circonscrit” pour
qu'il soit possible d'opératiomaliser au niveau de la recherche les
questions posées sur 1'acquisition du contenu. Par ailleurs, cette orga-
nisation en réseau a nécessairement des frontigres floues (i1 est excep-
tionnel qu'un domaine de connaissances fonctionne de maniére autonome,
séparable des autres domaines).

A ce découpage associé a 1'étude d'un contenu de connaissances, cor-
respondent des hypothéses sur les représentations qu‘a le sujet (pour
nous : 1'enfant, 1'éleve) des concepts en jeu et de leurs rapports, et
des hypothéses sur les relations entre ces représentations (hypothétiques)
et les observables que 1'on peut organiser dans une situation donnée.

6.1. Systemes de représentations.Regles d'action

6.1.1. De méme que notre analyse d'un contenu de connaissance suppose
qu'il n'y a pas de concept isolé, de méme notre analyse du fonctionnement
cognitif prend pour hypothese de base qu'il y a, pour le sujet, des sys-
teémes de représentations.

Ces systemes de représentations, tout comme les régies d'action dont
nous parlerons plus loin - ne sont pas directement observables. Ce sont
des concepts théoriques qui nous semblent indispensables pour apporter
des explications, valides sur un plan assez général, sur les conduites
des éleves dans le domaine cognitif. Leur validité nous parait ressortir
de la cohérence et du domaine de validité des'interprétations, et des
prédictions éventuelles, plutét que de T'existence actuelle d'une forma-
lisation calculable. Les voies explorées par les travaux d'ipte]]igence
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artificielle, avec en particulier 1'étude des systémes de production,
montrent & la fois 1'intérét d'une modélisation précise'et ses limites
de validité : celles de situations étroitement spécifiées, portant sur
des notions a caractére trés fortement algorithmique, et dans un domaine
trés circonscrit.

Nous chercherons par la suite a proposer des propriétés des repré-
sentations qui nous paraissent compatibles avec les observables recueillis
sur T'acquisition de la bidimensiomﬁ]ité dans 1le champ de la combinatoire

des dimensions, du repérage plan, des mesures spatiales.

6.1.2. L'hypothese de 1'existence de systémes de représentations s'accom-
pagne de celle de régles d'action : dans une situation donnée, un ou plu-
sieurs systémes de représentations vont d'une part servir au sujet a

organiser les informations fournies,a donner une signification a la si-
tuation (1), d'autre part a produire des régles d'action.

Nous allons en donner un exemple, a partir d'une tdche utilisée par T
Anh Ngyen Xuan, pour construire et analyser un systéme de production sur
les classifications multiples (Anh Ngyen Xuan et al, 1983).

Prenons la situation suivante ol de jeunes enfants (4, 5 ans) ont a
placer dans une case d'un tableau (indiquée ci-dessous par "?") une carte
parmi 21 qui réalisent (en trois exemplaires) le produit [carré, étoile,
rond/ x [rouge, bleu, jaung/. Les notations sont telles que (Cr)désigne
le carré rouge, etc. '

(1) La signification d'une situation pour un sujet n'est pas (exclusivement)
déterminée par son systéme de représentations ; comme nous le verrons
a propos de la mesure de surface, elle peut étre déterminée par le
contrat en jeu, par des caractéristiques contextuelles Targes de la
s1tuation.
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RR . Rj
. EB Ej
Tableau 1

Supposons que le systeme de représentation d'un sujet comporte :

- la notion de dimension de couleur,
- la relation de "ressemblance selon la forme" applicable a 2 objets,

- 1'"isomorphisme" entre 1la relation spatiale "étre a c6té" (sur 1'hori-
zontale ou sur la verticale) et la relation ensembliste de ressemblance.

Ce systeme peut produire les regles d'action implicites (ou plus
rarement explicites) suivantes :

Sur chaque colonne deux cartes ont toujours la méme couleur (analyse
de la situation en utilisant " 1a notion de dimension couleur) alors
la couleur de la colonne est connue : la carte qui manque est jaune ;
les deux autres cartes sur la ligne du haut se ressemblent : elles sont
carrées, la carte jaune (nouve]Te) a mettre a coté de CB est alors carrée
comme sa voisine CB (mise en oeuvre de la relation de ressemblance).

Un tel systéme de représentatiohspermet de compléter la case "?"
du tableau 2, mais i1 ne fournit pas de régle d'action applicable pour
compléter la case "?" du tableau 3 puisque cette case n'est proche
d'aucune case déja occupée; ce:guivpermettrait-d'utiliserla ressemblance
selon la forme : 1'enfant peut mettre n'importe quelle carte jaune.
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Cr Cg ? s ?
"R Re R
B Ej B E

Tableau 2 Tableau 3

Si, dans le systeme de représentation, les différences de forme ont éga-
lement un statut fonctionnel, alors il mettra Cj (si 1a tache est analysée
comme le placement de nouvelles cartes, i1 ne mettra pas Ej).

Avec le tableau 4, i1 mettra Cj 6u Rj

Cp ?
Ry 3.
Ep EJ

Tableau 4

Bien entendu, pour que ces regles d'action s'actualisent effectivement
i1 faut que fonctionnent des processus d'analyse de la situation (balayage
" de tout le tableau en particulier), et des processus de mémorisation (gar-
der en mémoire la couleur de la carte par exemple) qui ne relévent pas du
systéme de représentation.

6.1.3. Lorsqu'il s'agit de concepts logico-mathématiques, les régles d'ac-
tion peuvent é&tre des "théoremes en actes" s'identifiant dans le résultat
produit - sa régularité, sa stabilité - a 1'effet de véritables théoremes.
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Le terme de “"théoreéme en acte" a été introduit par Vergnaud : un sujet
met en oeuvre un "théoreme en acte" quand il passe d'une situation a
uneautre en utilisant une propriété qui a pour Tui un caractére de né-
cessité logique (méme s'il ne peut la verbaliser). Ainsi de jeunes en-
fants sont capables de juger qu'un passager d'une voiture qui fait le
tour d'un lac soit voit toujours le lac quand il regarde par sa fenétre,
soit ne le voit jamais : ils utilisent un "théoréme en acte" sur la con-
tinuité et la connexité (voire, selon Ta présentation de la situation,
sur la convexité du lac). Une partie considérable de ce qu'on qualifie
d'"intuition" en géométrie a ce statut de "théoréme en acte" ; c'est
aussi le cas dans les structures arithmétiques : par exemple 1'associati-
vité, la commutativité de 1'addition se manifestent précocément dans
1'activité du sujet qui calcule.

Des “"théoremes en acte" peuvent évidemment étre "faux" - au regard
d'un certain niveau de connaissances - mais fonctionner de maniére stable
dans tout un ensemble de situations, et s'intégrer dans Tes systémes de
représentationsdu sujet.

6.1.4. Nous devons ici souligner que nous n'avons pas fait 1'hypothése
qu'un systeme de représentations était sans contradiction, ni que les
régles d'action étaient univoquement déterminées par les systémes de re-
présentations. D'une part, dans la mesure ou les régles d'action s'actua-
Tisent dans une situation spécifique, elles rencontrent des problémes de
mise en oeuvre pour devenir effectives ; d'autre part des régles d'action
issues d'un certain systéme de représentatiors peuvent étre conservées par
le sujet dans une situation nouvelle qui reléve d'un autre systeme de re-
présentations.Cela peut se produire "Jocalement'dans le temps, au cours
d'une méme expérience ou au cours d'une méme séance scolaire. Cela peut
aussi se traduire & plus long terme, en donnant lieu a des fonctionnements
par analogie : ils peuvent étre productifs mais aussi éventuellement abu-
sifs ou réducteurs ("arithmétisation" de 1'algebre par exemple).
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En tenant compte de ces deux points : actualisation de régles d'ac-
tion, “importation" d'un domaine dans un autre, on peut traiter certaines
caractéristiques de la situation comme des variables didactiques permet-
tant,en particulier en jouant sur le domaine de validité des régles d'ac-
tion, d'agir en retour sur les systemes de représentations pour les trans-
former dans un sens voulu {par rapport a un objectif didactique). Les "jeux
de cadres" tels que le définit R. Douady (Douady, 1984) peuvent faire
partie de Ta gestion didactique des conservations ou des changements de
régles d'action.

6.2. Place des systémes de représentations dans 1'étude des situations-

problémes et des situations didactiques

6.2.1. Avant de proposer une représentation (graphique) de 1'organisation
des différentes notions introduites : champs conceptuels, systémes de re-
présentations regles d'actions et de situer dans ce schéma le fonctionne-
ment d'un observateur, nous allons briévement situer les situations-problémes
et les situations didactiques.

Les situations-problémes et les situations didactiques différent
fondamentalement par 1'objectif que vise leur utilisation : avec les si-
tuations-problémes, on vise 1'étude de "1'état cognitif" d'un sujet (dans
un domaine spécifique);avec les situations didactiques on vise 1'étude de
la transformation des connaissances d'un sujet (dans un domaine spécifique).

6.2.2. Une situation-probléme, comme 1'indique son nom, suppose que le
sujet est mis dans une situation nouvelle pour lui, a laquelle il doit
s'adapter ou qu'il doit modifier en produisant des actions matérielles ou
symboliques (représentations graphiques, réponse orale ou écrite, etc.) ;
il y a & la fois nouveauté et probléeme & résoudre. Cette nouveauté fait
référence aux acquis cognitifs du sujet : la signification du probléeme

(et de la situation elle-méme) dépend donc aussi de ces acquis antérieurs.
I1 découle un probléme méthodologique : la situation-probléme doit étre

construite en fonction des notions dont on analyse 1'acquisition (en
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fonction d'un certain champ conceptuel), elle doit avoir du sens pour
le sujet : Tles représentations qu'il met en oeuvre doivent étre en
rapport avec le champ conceptuel visé - faute de quoi c'est un autre
probléme abordé par 1'enfant que celui étudié par 1'observateur. L'ana-
lyse a priori de la situation-probleme (analyse de la tdche) doit se
confronter & 1'analyse a posteriori des Significations possibles pour
Te sujet (1) - compte tenu des connaissances que 1'on a déja sur son
"état cognitif". On voit apparaitre un fonctionnement dialectique iné-
Tuctable du déroulement de 1a'recherche.

Un é1ément important de contréle est non pas ‘d'étudier une situation-
probléme isolée maisdeulasituerdéns un ensemble de situations se contrdlant
mutuellement, au plan de Teur cohérence globale.

6.2.3. Une situation didactique suppose un projet social de transformation

de connaissances, dans un systéme d'enseignement donné. Brousseau

(Brousseau, 1981) distingue dans une situation didactique au moins une
situation-probléme et un contrat didactique. Cette situation-probléme

doit permettre a 1'éléve de commencer a élaborer une solution avec ses

acquis antérieurs,lui.faire rencontrer des obstacles qui le contraindront (2)
a une modification de ses représentations :

" la question de rang n nait des problemes rencontrés avec les solutions
trouvées a la question de rang n-1, ou des conséquences et développement
de ces solutions" (Brousseau, 1981, p. 55). Le contrat didactique permet
a 1'enseignant de gérer le déroulement temporel du processus, en particu-
lTier les phases: situation d'action, situation de formulation, situation
de validation, institutionnalisation(dans laquelle on donne un statut

(1) On peut ainsi passer de la question "comment 1'enfant résoud-il tel
probléme" & une autre "quel probléme 1'enfant est-il en train de
résoudre" (M.C. Escarabajal, 1983).

(2) L'enseignant organisant en temps utile la formulation ou 1'institutiona-
* Tlisation de nouveaux outils ou de nouveaux objets.
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mathématique, reconnu comme tel dans le contrat, aux objets, techniques,
notations utilisées dans les phases précédentes).

Le probleme méthodologique central est 1'organisation temporelle

~

de situations qui aient Tles propriétés voulues & la fois pour que les
éleves "entrent dans la tdche", pour qu'elle soit significative par rapport

N

a leurs connaissances antérieures, et pour qu'elle contraigne a construire

~de nouveaux outils ou de nouveaux concepts (en rendant les précédents ino-

pérants ou trop "codteux").

Le schéma qui suit résume les rapports entre les différents niveaux :

- la réalité sur laquelle porte 1'action, en soulignant qu'ici "réa]ité"
concerne évidemment la réalité matérielle mais aussi la réalité concep-
tuelle déja construite par le fonctionnement du savoir (au sens ol nous
parlons d'objets mathématiques), (ce qui se rapporte & la réalité est
entouré en tirets) ;

- le sujet, enfant/éleéve sur lequel porte notre analyse (ce qui le con-
cerne est en traits pleins) ;

- le cadre théorique dans lequel se situe le contenu (ce qui s'y rapporte
est en pointillés).

Le fonctionnement de la recherche est,dans ce schéma,le suivant :

- on(part de) {construit)une éituation dans laquelle (est) (on met)le sujet :
ce peut étre une situation-probléme ou une situation didactique.

- on détermine (pour les connaissances acquises et éventuellement apres
coup) des observables pertinents de 1'interaction sujet/situation ;

. - ces observables sont 1'objet qu'on va analyser pour "remonter" au couple

systémes de représentations/régles d'action ;
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- les hypothases quant aux rapports entre champs conceptuels et situations
sont utilisées pour dégager des propriétés des systémes de représentations
eux-mémes (en jouant sur les situations) ;

- on détermine (c'est 1'objectif de la didactique) des variables didactiques
pour construire une (nouvelle) situation didactique ("séquence" didactique -
si on veut un terme qui connote le réle du temps) candidate a produire une
modification voulue dans les systémes de représentationset les régles d'ac-
tion (le systeme de connaissances "déclaratives" et "procédurales" de
1'élave) ;

- on analyse le fonctionnement de cette situation didactique (sur les effets
produits sur les systemes de représentations) en "bouclant" sur le point de
départ.
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0 - STATUT DE L'ACQUISITION DES CONNAISSANCES SUR LA DIMENSIONALITE PAR RAPPORT
AUX CHAMPS DE SAVOIR ET A L 'ENSEIGNEMENT

Pour étudier 1'appropriation par les enfants et jeunes adolescents
des éléments constitutifs de la combinatoire multiplicative, des bases
du repérage plan par un systéme de coordonnées cartésiennes et de notions
fondamentales sur les mesures spatiales, nous faisons intervenir, nous
“1'avons dit plus haut, un concept théorique général : celui de la dimen-
sionalité.

Plus précisément : les questions que nous abordons vont concerner
la bidimensionalité de produits ensemblistes A x B, de produits d'appli-
cations f x g, par rapport & 1'unidimensionalité des ensembles A et B
considérés comme ensembles de base, des applications f et g composantes
du produit f x g. De méme la bidimensionalité impliquée dans le repérage
du plan comme dans la mesure de surface se distingue de, et se coordonne
a, 1'unidimensionalité du repérage sur une ligne, 1'unidimensionalité de
la mesure linéaire, bref l1a bidimensionalité des variétés "surfaces" par

Y

rapport 3 1'unidimensionalité des variétés "lignes".

0.1. Dimensionalité et produit cartésien

A un premier niveau d'analyse, nous pourrions nous situer exclusive-
ment par rapport a cette grande structure de base dans la construction
d'objets mathématiques qu'est le produit cartésien. Combiner les valeurs

de deux "dimensions", comme la forme et 1a couleur, serait 1ié a la cons-
truction d'un produit ensembliste ; coordonner deux relations indépendam-
ment établies entre formes d'une part, couleurs d'autre part (de 2 ensembles)
correspondrait au produit de relations et/ou d'applications ; repérer un
point dans un plan reléverait de 1'identification du plan (affine) a un
produit isomorphe aR xR . Enfin, travailler sur la mesure de surface
serait considéré comme une opération sur le produit des mesures de Lebesgue
sur "chaque"R . Ce sera effectivement un niveau essentiel de notre travail
au sens ou nous développerons plus longuement le rapport entre des objets




de connaissance pour le sujet et des objets de savoir mathématique (1)
(du domaine de savoir auquel s'intégrent les notions de produits, de re-
lations d'équivalence et de quotient). ‘

De plus, nous étudierons les rapports avec les objets d'enseignement
mathématique qui, & une époque donnée et un niveau scolaire déterminé,

sont une transposition didactique d'objets mathématiques.

0.2. Place de la dimensionalité dans la connaissance sur le monde

~ Cependant, s'agissant de 1'appropriation de concepts qui jouent un
grand rdle dans 1'ensemble du développement cognitif de 1'enfant et 1'ado-
lescent, on ne peut valablement rapporter les connaissances du sujet & un
domaine unique du savoir, historiquement élaboré et spécifié (2)-selon un _trés
long processus.

Ainsi, considérant les connaissances dans le domaine spatial : les
repérages dans le plan et la mesure de surface, nous devons certes tenir
compte de Teur statut comme objets mathématiques (1iés 3 1'histoire de la
géométrie) mais aussi de leur place dans la connaissance du monde physique.
Les représentations de 1'espace physique (ou de différents espaces : celui
de 1a "saisie" visuelle et/ou manuelle, celui des déplacements du sujet,
le macro-espace), la constitution de mesures directes ou indirectes (3),

(1) Avec-la modulation sur ce terme, introduite plus haut (page XXIII).

(2) Au sens ol les mathématiques se sont différenciées de 1la physique, en
donnant deux secteurs spécifiques de connaissance.

(3) I1 y a une mesure directe ou effective par exemple de Ta longueur avec
1'instrument "métre", des volumes par la capacité de récipients, mesure
indirecte quand on calcule la surface a partir des longueurs.




que 1'on peut effectuer sur des parties de 1'espace ou sur des objets
occupant des parties de 1'espace - sont des constituants essentiels de
cette connaissance "physique".

Par exemple, 1‘'appréhension de la dimension du plan, en tant que va-
riété topologique, peut s'analyser du point de vue des connaissances du
sujet en rapport avec des notions mathématiques.

Mais dans le méme temps, pour le "méme" référent physique, se pose
le probléme de 1'appréhension par le sujet de la dimensionalité physique
d'une surface (surface considérée alors comme produit de deux dimensions
physiques de longueur - cela méme hors du probléme des unités et du calcul
arithmétique de la mesure). '

D'une maniére quelque peu différente, 1a description d'objets maté-
riels en fonction d'un certain nombre de "dimensions" (couleur, forme,
taille, texture, brillance, poids, volume, masse...) reléve également de
la représentation du monde physique. La description d'états de systemes
& partir d'une combinatoire d'états élémentaires (ex. : le résultat d'un
Tancer de 2 dés) fait partie de ces problemes de représentations. Dans
1'un et 1'autre cas la référence au produit cartésien ensembliste, objet
mathématique, est tout aussi évidente.

0.3. La "double articulation" des connaissances "logico-mathématiques"

Considérons - en étant trés schématique - que 1'on peut traiter les
mathématiques d'un double point de vue : d'une part en tant qu'elles sont
issues d'un travail d'organisation des représentations d'objets et d'états
de systemes matériels, et jouent en permanence un réle de représentation
des actions sur ces objets et systeémes ; d'autre part comme un domaine
propre de savoir, qui posséde sa dynamique interne , ol Tes constructions
qui s'effectuent deviendront des “objets“ de travail ultérieur.




Certes le fonctionnement n'est certainement pas le méme selon qu'on
se place sur le plan historique de la genése des mathématiques - construc-
tion sociale d'un savoir - ou sur le plan individuel de la psychogenese.
Mais i1 nous semble justifié de situer le processus de consfitution de
connaissances "logico-mathématiques" chez 1'enfant ou 1'adolescent par
rapport a cette double articulation des concepts mathématiques en jeu ;
cela d'autant qu'il s'agit d'un processus long concernant le sujet comme
enfant ayant des activités propres sur le monde matériel (dans des 1lieux
sociaux certes) et le sujet comme éléve, scolarisé dans un systéme insti-
tutionnalisant des savoirs mathématiques.

Par suite, si nous allons étudier plus particuliérement les rapports
entre les acquis cognitifs de 1'enfant, les objets de savoir mathématique
et 1'enseignement lui-méme, nous prendrons tout de méme en compte, pour
1'interprétation de ces rapports, 1'insertion de la notion de dimensiona-
1ité dans les problématiques plus larges que nous venons d'évoquer. Ce,
d'autant que la capacité a combiner des relations est un élément décisif
pour 1'organisation méme de la connaissance : parcourir un ensemble orga-
nisé de possibles, constituer des hypothéses sur 1'intervention relative
de plusieurs facteurs, sont des éléments primordiaux pour la méthodologie
de 1a connaissance. L'analyse dimensionnelle prend directement en compte
cet aspect de 1'organisation de la connaissance, elle nous semble donc
une référence conceptuelle importante.

0.4. Pourquoi la centration sur les rapports aux mathématiques ?

Nous pouvons maintenant, donner brigvement Tes raisons essentielles
de 1a centration effectuée ici sur les rapports au savoir mathématique,
avant d'en spécifier les caractéres principaux. D'une part, les connais-
sances de nature "multiplicative", acquises par 1'enfant hors de 1'école
ou par 1'éleve dans la classe, débouchent effectivement sur des struc-
tures mathématiques au niveau y compris de leur formulation, et ce, quels
que soient leurs contenus physiques d'origine. D'autre part, 1'enseigne~-
ment concerne d'apord, de facon dominante sinon exclusive, les notions




mathématiques. L'enseignement des sciences de 1a nature ne débute guére
avant le premier cycle du second degré, alors que les acquis sur le pro-
duit se développent, comme nous le verrons, de facon dominante de 4 a 12
ans, c'est-a-dire antérieurement.

De plus, les aspects de relations fonctionnelles et de mesure des
grandeurs physiques ne sont que marginaux dans les premizres années
d'enseignement des sciences physiques ; quant & 1'analyse dimensionnelle
elle n'apparait pas avant, au mieux, la fin du second cycle.

0.5. Relations entre les connaissances du sujet sur la dimensionalité
les objets de savoir mathématique et 1'enseignement

Les rapports entre les acquis cognitifs des enfants et adolescents,
Tes objets de savoir scientifique, et 1'enseignement Tui-méme, ne sont pas
homogénes selon que nous considérons la “combinatoire des dimensions", le
repérage spatial, les mesures spatiales : nous allons donc aborder spéci-
fiquement chacun de ces domaines.




1 - LA MULTIPLICATION DES DIMENSIONS

Les rapports entre la multiplication des dimensions (ou les classi-
fications multiples), le produit cartésien ensembliste et 1'enseignement
sur les structures multiplicatives ensemblistes, sont complexes et évo-
luent dans un temps didactique long.

1.1. Genése des notions

I1 nous faut retracer d'abord briévement la genése des notions qui
précedent et préparent les acquisitions des jeunes enfants et éléves sur
les structures multiplicatives logiques. Trés jeunes, les enfants consti-
tuent des systémes classificatoires de traitement d'objets sur lesquels
portent leurs activités. A valeur d'abord locale - aussi bien dans le
temps que dans 1'espace des objets classifiables (1) - ces systemes évo-
Tuent, leur stabilité croit, leur domaine de validité s'étend.

Certaines des classifications sont valorisées par 1a culture "ambiante",
et Te Tangage y joue un réle organisateur (social) important.

Nous pouvons prendre comme exemple la classification selon la couleur,
puisque ce sera une “"dimension" concrétement présente dans notre travail
expérimental sur le produit. A partir de relations locales de différencia-
tion et d'appariement se constitue un début de classification opératoire,
o 1'éxhaustivité et 1'exclusivité se traduisent par le fait que sont mis

(1) Vergnaud (1972), Pieraut-Le Bonniec (1972, 1977).




ensemble Tes objets "pareils - en - couleur", et que, sur de "bons"
ensembles d'objets, tous les objets sont classifiables (couleurs uni-
formes, oppositions nettes, textures et brillances analogues...).

Un pas qualitatif est ensuite franchi, a partir de la permutabilité
des couleurs (une bille peut &tre bleue, rouge ou verte sans changer par
ailleurs ses propriétés fonctionnelles, de taille, de poids, etc. (1)
la couleur elle-méme se constitue en nouvel objet de connaissance.

Non seulement 1'enfant pourra faire des regroupements cohérents
d'objets d'une collection présente hic et munc, mais il pourra y adjoindre
de nouveaux objets non seulement dans les couleurs présentes mais dans
une quelconque nouvelle couleur. I1 pourra, et 1a se situe le pas quali-
tatif majeur, poser (ou se poser) Ta question "quelle est sa couleur ?"
a propos de tout objet présent ou représenté mentalement.

Les propriétés ainsi "détachables" des objets constituent des "dimen-
sions", bases d'activités classificatoires ; elles sont multiples, et dé-
pendent d'ailleurs de la culture dans laquelle vit 1'enfant et de la langue

dans laquelle s'effectue sa communication avec les autres. (Les implications

que peuvent avoir pour 1'enseignement nos analyses des structures produit °
ne sauraient étre généralisées sans études spécifiques 3 des systémes cul-
turellement et linguistiquement trés divergents de ceux des enfants de ’
culture et langue francaise que nous avons observés).

(1) Cette permutabilité n'a pas un domaine de validité infini : pour de
jeunes enfants (voire de moins jeunes) les automobiles rouges peuvent
aller plus vite que les autres.. et le fonctionnement de la permuta-

bilité est relatif & certains domaines notionnels, fonctionnels, affec-

tifs ou sociaux.
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Pour reprendre 1'exemple de la couleur, une remarque importante est
que la langue opére une discrétisation sur les couleurs, qui transforme

un systéme physique continu (a 1'échelle de 1a physique classique des lon-
gueurs d'onde) en un ensemble discret et fini, des valeurs. De plus, dans
le domaine fonctionnel des activités de 1'enfant - et de 1a majorité des
adultes - 1'ensemble de valeurs ainsi obtenu ést petit (une douzaine, si
on ne retient pas la .modulation clair-foncé) (1).

Une discrétisation s'effectue également sur la forme (d'objets "plats"
ou de dessins, en particulier) d'une nature différente et plus complexe
puisqu'elle s'effectue sur un ensemble de valeurs a priori non unidimen-
sionnel. L'emploi des valeurs pratiquées est beaucoup plus variable que
celui des couleurs.

Remarquons de plus que le statut des valeurs dans la langue est par
ailleurs différent pour la couleur et pour la forme : le fonctionnement
comme adjectif des couleurs est valable pour'toutes, alors que certaines
formes ont une désignation fonctionnant comme nom ou comme adjectif (rond,
carré) mais la plupart fonctionnent seulement en tant que nom (croix, |
étoile, Tune, triangle, hexagone) (2). Nous aurons 1'occasion d'y revenir.

Les caractéres des-"dimensions"

Cette discrétisation des formes et couleurs ne se retrouve pas pour
toutes les "dimensions" : ainsi la “"grandeur-grosseur" d'un objet (au sens
de la place qu'il prend, de son "encombrement") fonctionne comme une quan-
tité intensive continue, avant que la mesure numérique ne soit établie.

La longueur, qui recevra un statut institutionnel relativement précoce
(CE1), fonctionne d'abord avec un systéme d'opposition grand-petit (discret
mais relatif a une classification en cours, trés spécifiée), enrichi ulté-

(1) bleu, jaune, rouge, vert, orange, violet, blanc, noir, gris, rose,
marron.

(2) S'i1 s'agit en revanche de "motifs" répétés sur une surface, le statut
devient de type adjectif "a pois", "a petits carreaux", ...
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rieurement (et tot) avec les relations d'ordre "plus grand" et "plus
petit".

IT en va de méme pour Ta masse comme une "quantité" de matiére et
pour e poids (sans entrer dans le probizme de leur différenciation no-
tionnelle).

La numérosité (1) fournit un systeme de classification particulier,
ordonné lui aussi et discret mais non borné, également présent trés tot
dans 1'enseignement.

Nous n'entrerons pas dans le débat sur la discrétisation (par le
langage ou lors d'opérations de mesure physique effective) des ensembles
continus de valeurs pour certaines "dimensions" mais i1 faut souligner
que, d'une part c'est cette discrétisation qui permet de représenter des
ensembles de valeurs par des ensembles finis et d'en fournir explicite-
ment 1a\1iste (pour certaines classes de situations tout au moins), d'au-
tre part les situations ol s'opére une telle discrétisation ne vont pas
fonctionner comme celles dans lesquelles est impliquée une mesure continue.

De multiples systémes classificatoires se constituent ainsi dés la
petite enfance. La coordination de ces systémes - ou tout au moins de cer-
tains d'entre eux - et leur structuration "multiplicative" est un nouveau
pas qualitatif, objet principal de notre &tude sur la combinatoire du pro-
duit cartésien fini.

Un objet, comme un carré rouge, va alors non seulement étre identi-
fiable de facon globale, non seulement étre classable comme "rouge" (avec

(1) Les caractéristiques numériques comme le cardinal descollections ou le
nombre de points ou autres marques sur des objets.
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d'autres rouges et "contre" des bleus, des jaunes...) ou comme “"carré",
mais i1 va pouvoir étre caractérisé par rapport a d'autres objets par les
valeurs de deux "dimensions" : “carré, quant a la forme", "rouge, quant a
la couleur".

Cela signifie qu'une valeur (comme "rouge") est définie par opposition
et permutabilité avec les autres valeurs de la méme "dimension" et qu'elle
est définie indépendamment des valeurs sur 1'autre (ou d'autres) "dimen-
sion(s)".

Ce "carré rouge" peut étre comparé, opposé a la fois au "carré bleu",
au "carré jaune", et au "rond rouge" ou au "triangle vert". Cette double
classification correspond & un double systéme de relations d'équivalence
indépendantes qui, par passage au quotient - & Ta classe - "envoient" les
objets (ou plutdt leurs représentations) sur les ensembles de valeurs
actuelles ou possible des "dimensions" en jeu.

Dans notre travail expérimental, nous avons choisi des situations
telles que les valeurs de chaque "dimension" considérée fonctionnant comme
des éléments d'un ensemble, et des "“dimensions" indépendantes. Plus préci-
sément : aux ages des enfants avec lesquels nous travaillons ce sont 1a
deux hypotheéses cohérentes avec les travaux des psychologues. Nous revien-
drons sur le statut de ce type d'hypothéses dans le chapitre sur la métho-
dologie.

La formation, ou la formalisation dans un modéle, de 1'objet de con-

naissance de 1'enfant peut bien étre alors rattachée a 1'objet mathématique :
"produit cartésien".

La combinatoire des "états"

Nous avons jusqu'ici considéré 1'acquisition de notions sur le produit
ensembliste, en relation avec "la combinatoire des dimensions”. C'est en
effet 1e theme central de nos travaux expérimentaux sur ce sujet.
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Mais au-dela de la description opératoire de collections d'objets, le
produit cartésien représente aussi des descriptions d'états possibles

de systemes. C'est le cas par exemple pour un pendule oscillant (on peut
"jouer" sur la masse et la longueur pour définir des états du systéme-
pendule) ; c'est Te cas également des représentations des coups possibles
obtenus en lancant deux dés.

Or, Te rapport du produit avec la connaissance de 1'enfant, 1'ado-
lescent (et ici nous semble-t-il, 1'adu1té Tui-méme) est profondément
différent dans les situations-problémes selon que 1'ensemble des états
peut étre ou ne peut pas étre manipulé dans une simultanéité, et que le
sujet doit se situer au seul niveau des représentations (sans s'appuyer
sur des opérations concrétes sur des réalisations de ces représentations).

En fait 1'hypothése que nous faisons est la suivante : la notion de
"produit cartésien" s'intégre comme une connaissance nouvelle non pas
dés qu'une collection d'objets peut étre représentée, a posteriori, comme
résultat de Ta combinaison des valeurs des 2 dimensions mais quand, en
plus, une collection, non donnée a priori comme telle (1) peut &tre cons-
tituée sous forme d'une réalisation matérielle, ou d'une représentation
symbolique, par 1'opération méme de combinaison de valeurs (par exemple
de n formes et p couleurs).

Le probleme de la construction chez 1'enfant des notions cognitives
débouchant sur le produit ayant été délimité, i1 nous faut indiquer a

quel(s) objet(s) de savoir nous nous référons pour représenter ce "produit".

1.2. L'objet de savoir en jeu

L'objet de savoir en jeu : le produit cartésien ensembliste, apparait
a priori comme trés simple ; & partir de deux ensembles X et Y le produit
Xx Y est défini comme 1'ensemble des couples (x, y) ol x est élément de X
et y €lément de Y. Cette structure élémentaire présuppose "seulement" des
notjons ensemblistes d'une part, la distinction de 1'ordre (x,y) # (y,x),(2)

(1) C'est-a-dire non donnée en extension mais définie ici comme résultat
d'une opération de construction.

(2) Par rapport & la.combinatoire des dimensions, i1 faut préciser que
dans ce modeéle X et Y doivent étre d'intersection non vide. Le cas opposé
extréme, celui du carré cartésien, est différent, nous y reviendrons plus
loin, cf. p. 43.
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d'autre part. La "simplicité" de 1a netion présuppose ainsi que 1a notion
d'ensemble soit simple. Or, élément d'une théorie des fondements des ma-
thématiques, cette notion est 1'aboutissement actuel d'un processus histo-
rique de travail sur la connaissance mathématique. Sortie de ce cadre théo-

rique, elle soulave par ailleurs d'énormes problemes sur la représentation

et la signification. Chacun a rencontré dans les manuels élémentaires
(destinés aux éldves ou au maitre) la situation suivante : une ficelle,
objet réel, entoure des objets réels sur une table ; elle est censée jouer
au niveau des représentations le rdle de constitution des objets en un
ensemble. L'hypothése implicite qui "justifie" ce statut de la ficelle

est que la disposition relative ficelle/objets va fonctionner par analogie
avec la représentation symbolique d'un ensemble en diagramme de Venn.

De plus, si nous considérons non plus cette définition “"constructive"
du produit cartésien X x Y mais la définition comme solution d'un probleme
universelnous avons singuliérement déplacé le caractere "élémentaire" du pro-
duit cartésien..

D'autre part, un objet de savoir ne se saisit pas & partir de sa
seule définition : i1 s'inscrit dans un champ conceptuel, ol un systeme
de relations le met en rapport avec d'autres notions. Ainsi le produit
cartésien implique un cortége de notions :

les projections p, et py sur les ensembles X et VY,

les relations d'équivalence Rx et Ry canoniquement associées a Px et Py

les isomorphismes canoniques
Xx{y}sX et {x} X Y=Y, pour tous x€ X et yeYy,

1'isomorphisme canonique Xx Y= Y x X,'




AT

15

- le produit f x g : X1 X Y1 —> X2 X Y2 défini a partir d'applications
f: X1-->X2 et g : Y1—->Y2

Ces points de vue sont symétriques par rapport aux ensembles X et Y,

on peut aussi considérer Te produit comme relevant d'un champ conceptuel

quelque peu différent - et plus large, d'une maniére qui dissymétrise les
statuts de X et Y, en représentant X x Y comme un fibré f:‘trivia1 soit au-
dessus de X (et de fibre Y), soit au-dessus de Y (et de fibre X).

Si on note Fyx la fibre au-dessus dex, s une section (c'est-a-dire
une application s de X dans le fibré §F telle que s(x)EFx pour tout x)
est isomorphe a un fibré trivial s'il y a card (Y) sections dont
les images forment une partition de & .

Cela équivaut au faituqu'i1 existe une application %»degf sur- Y telle
que pour tout y sy (x) = Fx’7 g'1(y) définisse une section.

Cette réalisation de X x Y, qui dissymétrise X et Y, rapproche ainsi
1'objet mathématique de 1'objet de connaissance pour le sujet, étant
donnés les rdles souvent asymétriques joués par des "dimensions" diffé-
rentes dans les processus cognitifs de représentations des systémes ma-
tériels.,

De ce méme point de vue non symétrique, le produit cartésien est a
rapprocher des opérations de quotient. Un ensemble E muni d'une relation

d'équiva]enceﬁt peut étre constitué de facon naturelle en fibré sur 1'en-

semble quotient & /R - 1a fibre au-dessus de X est la classe d'équiva-
Tence de x. Un produit cartésien est en particulier muni de deux rela-
tions d'équivalences telles que ? soit un fibré trivial au-dessus de
chague ensemble quotient.

Dans ce champ.conceptuel ol s'insgrent les concepts de relations
d'équivalence, quotient, produit les problémes significatifs sont ceux
de "passage au quotient" d'opérations sur E , et de "relévement" d'opérations
sur les ensembles quotients.
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De plus, les deux opérations de produit et de quotient sont a la base
de nombre de construction de nouveaux objets mathématiques et/ou d'ensei-
gnement et ce, dés 1'enseignement obligatoire.

‘ ' *- *

AinsiZ. comme quotient delN x N (ou Z-‘ comme produit[N x{., +}')
Qcomme quotient de Z xZ *, les ensembles de vecteurs comme quotient
d'ensembles de bi-points...

1.3. Intervention de 1'enseignement

Or, comme nous 1'avons dit, 1'un des objectifs de notre travail est
d'analyser le statut de la connaissance construite par 1'enfant et 1'éleve
sur Ta "multiplication logique des dimensions" par rapport au modéle que
peut constituer 1'objet de savoir "produit cartésien ensembliste". I1 se
trouve que la facon dont cet objet de savoir se situe lui-méme dans 1'en-
seignement donne une pertinence de 1'objet de notre travail par rapport
aux problémes de la didactique des mathématiques - nous voyons deux faits
principaux a relever :

En premier lieu, le développement cognitif 1ié a 1'analyse des objets
ou des situations selon des "dimensions" multiples a lieu en tout état de
cause, et pour une part décisive avant une scolarisation ol les visées di-.
dactiques soient dominantes.

Nous ne sommes donc pas dans une situation telle que celle de 1'ensei-
gnement de 1'algébre (1) par exemple, ol 1'essentiel des acquis de 1'éleve

(1) Nous faisons référence 3 ce qui est étiqueté "algébre" dans 1'enseigne-
ment secondaire, et plus spécialement au calcul Tittéral.
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concerne un objet d'enseignement, partiellement un objet de savoir mathé-
matique - et fort peu une connaissance opératoire sur le monde.

Concernant le produit cartésien, la connaissance de 1'enfant, issue
de ses activités socio-cognitives générales, prend beaucoup plus de place
dans son développement cognitif que la connaissance institutionnalisée '
qu'il acquiert comme éléve,.dans 1e lieu scolaire. Nous qualifierons par
Ta suite la connaissance non institutionnalisée de "spontanée" bien que ceterme
semble éliminer le fait social de la construction des acquis, mais il sert
a introduire une différenciation "institutionnelle" des connaissances

=

enseignées/acquises a 1'école (de Ta méme maniére que 1'on parle de modéle
spontané du sujet pour des notions comme T1a continuité, la vitesse, et -

d'autres concepts physiqueQ.

L'étude de cette acquisition "spontanée" des connaissances est donc
importante pour analyser ce qui se passe dans 1'école Tors de 1'enseigne-
ment de notions relevant du champ conceptuel dans lequel on peut situer 1é;
produit cartésien. ‘

Un deuxieme fait & souligner - que nous étayerons plus Toin par une
bréve étude des manuels scolaires - est que 1'objet de savoir "produit car-
tésien" n'est pratiquement pas objet d'enseignement dans 1'enseignement é1é-
mentaire et du ler cycle du second degré. Certes nous le voyons apparaitre
dans la table des matiéres d'un manuel récent de CE1 mais c'est sous une
forme bien particuliére (1iée a Ta construction de tableaux a double entrée).
Les programmes de 6éme que ce soit en 1960, apres la réforme de 70, ou en
1977 n'y font pas référence : celui de 1960 est - comme le précédent -
centré sur les mesures, celui de la "réforme.des mathématiques modernes"
donne une assez large place aux notions ensemblistes mais le produit car-
tésien n'en fait pas partie, enfin celui de 1977 - le dernier en date -
retient 1'utilisation du langage ensembliste et de ses symboles, mais 1a
notion de coupie apparait dans le texte du cours celle de produit cartésien
n‘est pas explicitement utilisée.
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Cette raison que nous venons de donner pourrait apparaitre paradoxale :
pourquoi 1'acquisition des notions 1iées au produit serait-elle pertinente
pour la didactique justement parce que, aux niveaux considérés, le produit
n'‘est pas un objet d'enseignement ? C'est que si le produit cartésien n'est
pas un objet d'enseignement explicite, en tant que notion logico-mathéma-
tique, it est sous-jacent a de trés nombreux objets de 1'enseignement obli-
gatoire. Nous venons, par exemple, de signaler 1'usage du terme "couple"
dans des manuels de 6&me : son usage est réglé par 1'hypothése implicite
que 1'élave sait travailler non seulement sur un couple mais sur tout
couple, en fait sur un produit cartésien.

De méme, lorsqu'en 5eme les entiers relatifs sont introduits comme
quotient deN x N , clest a partir d'une relation d'équivalence
entre couples d'entiers naturels supposée sans problémes. '

Une meilleure connaissance de 1'organisation conceptuelle (des acquis
cognitifs-de 1'éléve) 1iée au produit cartésien est donc un élément impor-
tant, d'une part pour analyser le fonctionnement de nombre d'objets d'en-
seignement (et de savoir et savoir-faire 1iés), d'autre part pour construire
des situations didactiques concernant des connaissances mathématiques, qui
impliquent 1'appropriation du produit cartésien soit dans leur construction,
soit dans leur fonctionnement.

Nous ne développons pas ici un tel travail mais nous analysons cer-
tains des rapports entre "unidimensionnel"” et "bidimensionnel" & propos
de 1'enseignement sur les structures multiplicatives numériques dans 1'en-
seignement primaire.
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2 - LE REPERAGE DU PLAN

Les rapports entre le repérage spatial dans le plan, 1'objet mathéma-
tique : le plan géométrique isomorphe alRZ et les objets d'enseignement de
la géométrie plane, présentent certaines analogies avec ceux que nous ve-
nons de présenter concernant le produit cartésien.

Certes, le champ conceptuel dans lequel se situent les problémes de
repérage est beaucoup plus vaste puisqu'il couvre 1'ensemble des notions
spatiales. Cependant, si nous centrons nos préoccupations sur le repérage -
et particulieérement le repérage 1ié aux coordonnées cartésiennes - les
caracteres communs sont importants, la précocité des premiers acquis,
1'age auquel se pose la question de l1a coordination de relations "unidi-
mensionnelles" de repérage, les rapports temporels entre les acquisitions
"spontanées" et 1'intervention de 1'enseignement. En revanche, 1la nature
de la droite réelle se traduit par des différences certaines entre 1'objet
de savoir et 1'objet d'enseignement par rapport au caractére "amorphe" et
fini des ensembles que nous considérions a propos du produit cartésien.

IT faut ici souligner que les problémes dits de repérage, tels qu'ils
sont abordés ici et dans 1'enseignement, ne portent pas sur le repérage
"pratique", des déplacements réels par exemple, mais le repérage dans une
représentation. Cette représentation peut étre graphique ou étre réalisée
sous forme de maquette. |

Esquissons maintenant les grandes 1ignes des premiers éléments du dé-
veloppement cognitif sur ces problémes de "positionnement" ; avant deux
ans un enfant est déja capable d'utiliser certaines informations sur Tles
dispositions d'objets réels données par une représentation de type dessin
ou photo ; vers deux-trois ans, le passage de 1'espace réel a une maquette
est significatif pour 1ui : il peut ainsi transposer certains de ses dépla-
cements dans un espace, marqué d'objets identiques (des cubes par exemple)
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présentant une configuration organisée et simple, en déplacements d'une
poupée dans une maquette représentant cet espace. Un peu plus tard (1)
s'établit la possibilité de travailler directement sur des espaces de
représentation, sans qu'un espace réel de référence ne soit présent.

Un ensemble de relations se développe a partir d'indices pris par
rapport au corps propre : devant/derriére, loin/prés, d'un coté/de 1'autre.
Appliquées d'abord a des objets "orientés" comme 1'est Te corps propre
(une poupée, une maison...), elles permettent ensuite des repérages locaux
dans un espace objectif (d'objets extérieurs non rapportés au corps propre).

Des coordinations locales permettent des premiéres possibilités de
repérage non syncrétique ; ces coordinations peuvent concerner des rela-
tions de nature topologique (dedans/dehors/sur le bord) et des relations
de nature (pré)métrique, (loin, prés) ou liées a 1'orientation du plan
(3 droite/a gauche).

Le caracteére culturel trés prégnant des représentations graphiques
planes - de 1'espace "a trois dimensions" privilégie dans ce développe-
ment certains systémes de repérage. D'une part les supports matériels
utilisés - tables, papier, voire écran de télévision - sont délimités
par un cadre rectangulaire, orientés de fagon spécifique par rapport au
corpsdeuxdesbords sont - par rapport au sujet - dans des plans fronto-
paralléles, les deux autres orthogonaux, sont paralléles au plan de sy-
métrie droite/gauche. D'autre part, 1'espace y est représenté de sorte
que la direction de 1'axe de symétrie soit significative de la dimension
"haut/bas" (la verticale).

(1) Vers 3/4 ans, voir Maury, (1976).
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La conjonction des propriétés des supports matériels et des carac-
téristiques des représentations planes contribue a ce que le systéeme
"horizontales/verticales" joue dans le développement du repérage un réle

spécifique.

Le repérage d'un point de cet espace de représentation peut se faire
en coordonnant la position par rapport & la direction “"proximal - distal"
(qui coTncide avec celle "bas/haut" de la feuille de papier), avec 1a po-
sition "latérale". Cette coordination de deux relations spatiales spéci-
fiques est conceptuellement pkoche de Ta composition multiplicative des
dimensions. Le probléme de son acquisition se pose d'ailleurs dans la
méme période antérieure & la scolarisation.

L'objet de savoir sur lequel débouchent ces systémes de repérage -
au niveau de la formalisation - est 1'objet mathématique “"plan affiné"
[munid'un repére isomorphe 351%7. C'est un objet de savoir plus complexe
que celui auquel aboutissaient les opérations combinatoires, pour deux rai-
sons essentielles. D'une part, il y a 1a un produit cartésien particulier,"
avec comme ensembles de base R etfR ; or la droite réelle - quelquien
soit le systéme d'axiomes-est un objet complexe, qui renvoie entre autres
4 la mesure et au ca]cul-numérique. Tel n'était pas le cas pour les en-
-sembles "amorphes" et finis considérés dans la combinatoire des dimen-
sions, comme la forme et la couleur. (En revanche, certaines dimensions
physiques : la masse, le poids, 1a longueur présentent des caracteéres
identiques - puisqu'aussi bien on Tes représente justement par R¥).
D'autre part, le champ conceptuel dans lequel s'inscrit R 2 comme plan
est, naus 1'avons souligné plus haut, trés vaste. La s'inscrit a priori
une différence majeure avec le produit cartésien, différence qui a évi-
demment des conséquences sur les rapports entretenus avec 1'objet d'ensei-
gnement.
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En fait nous analysons la capacité des enfants & repérer des posi-
tions dans un repérage déja explicite, construit a partir d'une discréti-
sation des positions : un quadrillage de "chemins" en nombre fini, Tes
seuls points en jeu étant les "carrefours". Le modéle "sous-jacent" n'est
alors pas le produit /A B x /A' B'J de deux intervalles mais un ensemble
de points défini a travers 1'intervention d'un produit fini I x J :

L 'ensemble 93 des points du quadrillage est défini par

@:U (s3 N Sj)

(i,j)€I x d

ot les Sj sont - ici - des segments disjoints (paralleles) dont les origines
sont situées sur un méme segmen;,de'méme longueur, ayant leurs extrémités
sur un segment paraliele au premier, les indices i appartenant a un ensem-
ble fini I ordonné, avec des propriétés analogues pour Sj. Les directions
des Si et Sj étant par ailleurs indépendantes (orthogonales).

$i

SJ

—

I
Deux notions importantes interviennent : Ta relation $j N Sj = {Pij }

oll Pij est un point, et la structure produit I x J gu'a 1'ensemble indexant
les points du repérage.
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Le caractéere "multiplicatif" de cette structure rapproche les pro-
blemes cognitifs de repérage de ceux de 1a combinatoire du produit.
Néanmoins la relation fondamentale d'intersection des lignes pour définir
un point (ou une "position") releve, quant a elle, de propriétés topolo-
giques du plan.

La réalisation choisie avec un quadrillage orthogonal et un petit
nombre de segments nous parait telle que la relation { PX =S N Sj est
considérée comme évidence implicite, elle fonctionne pour les enfants
comme un"théoréme-en-acte". Sous cette hypotheése, le probléme de 1'acqui-
sition du repérage est centré sur la maitrise de la combinatoire I x J
des indices. Dans la mesure ol on ne demande pas a 1'enfant de construire
Tui-méme un tel quadrillage, 1'objet de savoir en jeu est trés largement
réduit. Cependant nous ne devons pas oublier qu'il s'agit 1a d'une hypo-
théese de travail, plausible eu égard aux connaissances acquises a ce jour
sur les savoirs des enfants, mais dont le domaine de validité peut étre
1imité pour les jeunes enfants (1).

L'objet d'enseignement, qui est en rapport:avec ces problémes de re-
pérage, se présentede facon tout a fait explicite comme un objet propre
recevant une formulation différente de celle de 1'objet de savoir.

On voit par exemple dans un manuel de CE1 (1978) deux rubriques
“quadrillage - repérage de carreaux" et "quadrillage - repérage de points",
et de méme en 6éme (1977) une rubrique "quadrillage", qui distingue égale-
ment repérage d'une case et repérage d'un noeud.

(1) Le probléme de 1'évolution de ce domaine de validité met en jeu 1'objet
de savoir beaucoup plus large, R 2 introduit plus haut - cela ne fait
pas p?rtie de nos objectifs, centrés sur 1'acquisition de Ta bidimen-
sionalité.-
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I1 y a évidemment une dualité entre segments et bandes inter-segments
et un complet isomorphisme des opérations de repérage. (Néanmoins 1'exis-
tence simultanée des deux repérages introduit des problémes d'intervalle

-

dont on sait qu'ils ne sont pas si simples a maftriser).

Remarquons 1a'proxim1té de cet objet d'enseignement et des objets. de
pratiques sociales, des mots croisés au plan de ville, en passant par la
bataille navale ou le jeu d'échecs.

Une connaissance du développement de la compétence qu'ont les enfants
a utiliser des quadrillages déja construits, une étude des propriétés qu'ils
utilisent et des obstacles qu'ils rencontrent - et franchissent ou non -
dans des tdches somme toute socialement "banales", peut nous éclairer sur
le statut didactique de 1'enseignement - qui existe - portant sur ces
notions.




25

3 - LES MESURES SPATIALES

L'acquisition de notions fondamentales touchant aux mesures spatiales
met en jeu un nouveau champ conceptuel avec le concept méme de mesure, et
1'arithmétisation de celle-ci - en rapport avec le probléme de 1'unité.
L'existence des rapports avec des objets de savoir mathématiques et des
objets d'enseignement .y apparait comme sans doute plus évidente que pour
Ta combinatoire multiplicative ou le repérage plan. On peut rappeler la
place déterminante qu'occupaient les mesures (longueur, surface, volume)
dans 1'enseignement de la géométrie au siécle dernier...

De fait les mesures spatiales ont une situation particuliére dans le
champ de la didactique, place déterminée & la fois par leur statut dans
la connaissance du sujet, par leurs caractéristiques comme objets mathéma-
tiques et par la facon méme dont elles sont définies comme objet d'ensei-
gnement.

On sait le rdle que jouent dans le développement cognitif les opéra-
tions de décompte (construction et structuration des nombres entiers...)
et de mesure (construction des quantités physiques et spafio-tempore]]es...);
ces opérations sont décisives pour 1'élaboration de la cornaissance, la
régulation des actions, le remplacement du tdtonnement empirique par le
calcul sur les représentations. On sait aussi que les premiéres notions
qu'en a 1'enfant s'élaborent de facon précoce a partir de ses actions sur
1e monde.

Comme pour les notions précédemment vues, cette élaboration dépend des
représentations socialisées existant, a la fois dans le proche milieu de
1'enfant et dans la culture dans laquelle il vit.

L'étude du fonctionnement de 1'enseignement tout comme la construc-
tion et 1'analyse des situations didactiques, comportent donc une interro-
gation précise sur ces représentations des é&léves et sur Teur intervention
‘dans les processus didactiques.
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Or, les travaux de psychologie cognitive, aussi bien que les études
sur les acquisitions scolaires, convergeht pour confirmer la difficulté
des notions sur ces mesures spatiales pour 1'enfant et 1'éléve. Ainsi les
recherches sur les conservations spatiales montrent que si les premiers
acquis commencent relativement tdt, c'est néanmoins pendant la période
de scolarisation : c'est en effet vers 7-8 ans qu'apparaissent les ré-
ponses stables de conservation de 1a longueur et de la surface comme
"étendue" (quantité intensive, ou encore quantifiée, mais avec des com-

- paraisons d'ordre).

L'acquisition de 1a conservation pour 1'ensemble des mesures spatiales
est un processus de longue durée qui se poursuit pendant 1'adolescence.
Les bilans effectués a la fin de 1'enseignement primaire montrent, par une
autre approche, les difficultés des acquisitions scolaires correspondant a
ces notions : échecs considérables a la fin du CMZ2 pour les calculs de pé-
rimétre et de surface de rectangles, et pour les changements d'unités. Les
conceptions erronées sur la nature dimensionnelle des mesures se traduisent
par exemple par des calculs de surface ou méme de volume de type "périmé-
trique" (additionner des longueurs).

Ces observations rejoignant celles sur les conservations des périmetres
et surfaces, renvoient fondamentalement aux problémes rencontrés par les
enfants et les éléves dans 1'acquisition des relations entre Tes différentes
mesures spatiales considérées initialement comme des quantités d'objets
physiques occupant une certaine place dans 1'espace. Ces relations, qui
déterminent la dimensionnalité relative de ces mesures, mettent en oeuvre
un double processus de différenciation et de coordination. Différenciation
de propriétés simultanément présentes dans un objet ou une figure (la lon-
gueur du bord / la surface intérieure ; la surface d'un solide / son volume)
et coordination de ces propriétés non seulement qualitatives (une Tigne a
une dimension, une surface deux, un volume trois) mais quantitative,
aboutissant aux équations aux dimensions S =L x L, V=SxL=LxLxL
et aux calculs de mesures.
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Nous retrouvons ici le probleme plus général de la coordination mul-
tiplicative, y compris sur le plan "qualitatif". De plus le caractére mul-
tiplicatif des rapports entre longueur, surface et volume se traduit éga-
lement par les propriétés de bilinéarité de la mesure de surface et de tri-
linéarité du volume par rapport aux longueurs : nous voyons ici se recouper
le champ conceptuel des mesures spatiales et 1e champ conceptuel des struc-
tures multiplicatives numériques. Nous ne développerons pas ce versant des
problémes, qui fait 1'objet de nombreux travaux de Vergnaud, Rouchier,
Ricco.

Par rapport au probléme d'ensemble de 1a coordination multiplicative,
i1 faut souligner pour ces quantités “"continues" que sont les mesures spa-
tiales 1'exigence d'une étude particuliére des notions de "mesurant" et
d'unité.

Lorsqu'il s'agit de cardinaux finis - situation que nous rencontrons 
avec le produit cartésien considéré ici - l1a notion d'unité est évidente :
dans Tes opérations de dénombrement le choix du mesurant ne se ppse pas :
1 est 1. En revanche, pour la Tongueur comme pour la surface, le volume
(et les autres quantités physiques, d'ailleurs) le choix d'un mesurant qui
aura fonction d'unité est essentiel pour 1'arithmétisation de la quantité.
Suivant le mesurant et 1'é1ément mesuré il est, ou non, possible de passer
d'une quantité "intensive" & une valeur numérique. A cette question géné-
rale pour les probleémes dé mesure, qui rejoint celle de la constitution de
la droite numérique, s'ajoutent des problemes spéci?iques pour la surface
et le volume, 1iés & 1'existence de mesures directes.

Pour la surface, un mesurant ne peut fonctionner que s'il est une forme
qui pave Te plan, et si 1'élément a mesurer est pavab]e par cette forme.
C'est le cas - dominant dans 1'enseignement - ou le mesurant est un pavé
rectangle ou carré et ol les "mesurés" sont rectangulaires (bien choisis...).
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Or une figure comme le disque, bien que non pavable par des rectangles
ni quelque pavage régulier que ce soit, n'en a pas moins une surface...
Pour le volume s'ajoute une autre difficulté : si, pour la surface plane
il est possible d'effectuer un pavage soit au niveau des représentations
graphiques soit au niveau des réalisations matérielles par des recouvre-
ments obtenus "en passant dans R 3", 1a structure méme de 1'espace de nos
activités matérielles nous interdit semblable opération pour le volume.
Ainsi dés 1'instant ol 1'on a composé un volume matériel on n'en voit plus
que la surface - et encore pas dans son intégralité.

Si nous considérons maiptenant des unités pavant le plan et des sur-
faces pavables, 1'établissement des relations multiplicatives ne va pas
pour autant de soi. Prenons 1'exemple de pavés formés de triangles équi-
latéraux ; que 1'on prenne aussi bien un parallélogramme qu'un triangle
équilatéral, construits sur ce pavage, il est bien difficile, sans un tra-
vail arithmétique, de faire apparaitre le caractére multiplicatif de la
surface par rapport a la longueur...

En fait la situation paradigmatique qui met en évidence Te caractére
bidimensionnel de la surface par rapport & la longueur estcelle ol les pavés
sont construits & partir de la structure produit du plan, comme produit de
segménts (c'est-a-dire rectangles ou parallélogrammes). La structuration de
1'espace en "n lignes xp colonnes” introduit alors une relation étroite
entre le produit cartésien fini, le repérage spatial et le produit numé-
rique scolaire n x p.

I1 faut souligner que le caractére bidimensionnel de Ta surface n'en
découle qu'a un certain nombre de conditions : que le décompte des unités
n'en reste pas au dénombrement additif, que la structure organisant les
unités (de surface) en lignes et colonnes soit reconnue, que la relation
soit faite entre le nombre p d'unités - surface qu'il y a par ligne et le
nombre p d'unités - Tongueur qui mesure le cOté correspondant. (I1 faut
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simultanément reconnaitre qu'il s'agit du méme nombre p et de deux unités
différentes...).

IT faut y ajouter une condition centrale portant sur le domaine de
validité : le caractére bidimensionnel doit concerner la mesure en tant
qu'opération générale sur les "bonnes" parties du plan et pas seulement
la mesure de formes "produit" comme le rectangle ou le parallélogramme.

L'existence de mesures effectives du volume et de la surface introduit
une conception "relativiste" de 1a dimensionalité : grdce aux caractéris-
tiques des liquides, on peut en effet mesurer directement certains volumes
par repérage de niveau. De maniére voisine, en identifiant les surfaces a
des volumes d'épaisseur constantes on peut les mesurer via le poids, par
exemple, en utilisant un "isomorphisme de mesure" volume - poids. Ces opé-
rations de mesure directe traitent alors les mesures spatiales comme "uni-
dimensionnelled (aucun rapport de dimensions n'y intervenant). Cette "uni-
dimensionnalité" est cohérente avec les premiegres notions intensives des
quantités spatiales, ce qui peut rendre p1Us difficile le dépassement con-
ceptuel exigé par 1'appropriation de la bidimensiona1ité}\

L'enseignement intervient donc sur un objet trés complexe, qui entre-
tient un réseau multiple de relations avec des notions relevant de plusieurs
champs conceptuels. Uneedes conséquences de cette complexité nous parafit
étre le report des questions conceptuelles & des niveaux d'enseignement
tardifs, lors de la formalisation de la théorie de Ta mesure et de 1'inté-
gration, et la réduction de 1'essentiel de 1'enseignement obligatoire & un
seul aspect : 1'arithmétisation des notions, les calculs de périmetres,
surfaces et volumes. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre portant
sur les effets macroscopiques de 1'enseignement.
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Nous allons introduire maintenant brievement Tes caractéres qui dis-
tinguent les mesures spatiales de quantités phygfques, dont 1'acquisition
est contemporaine, a la fois dans le développement cognitif et dans le
processus de 1'enseignement.

D'une part elles sont & 1'articulation de concepts "physiques", rela-
tifs aux propriétés des objets matériels, a des mesures et a des transfor-
mations sur ces objets, et de concepts "spatiaux", qui interviennent dans
1'organisation des activités cognitives sur 1'espace : ce n'est pas le cas
pour d'autres quantités comme la masse, le poids, ni pour la mesure proba-
biliste, ni pour Te temps qui occupe une autre place trés spécifique.

D'autre part elles exigent une coordination de concepts 3 caractere
“géométrique" portant sur une représentation qualitative de 1'espace, et
de concepts numériques, débouchant sur le progrés décisif dans le dévelop-
pement cognitif que constitue le calcul des mesures.

Un double processus de mathématisation est ainsi a 1'oeuvre dans 1'éla-
boration des concepts spatiaux, qui en tout état de cause ne peut relever
d'une problématique psychologique qui ne prendrait pas en compte le proces-
sus méme de 1'enseignement. On constate d'ailleurs que dans le champ consi-
dérable des recherches sur le développement cognitif effectuées a partir des
conservations, les conservations spatiales sont peu étudiées &s qualités et
ce sont essentiellement le fait d'études d'épistémologie piagétienne : la
situation par rapport a 1'objet de connaissance du sujet est donc fort dif-
férente de celle des études psychologiques sur la combinatoire ou le repé-
rage spatial, qui sont nombreux ou 1'ont été (ainsi le champ d'étude de
1'"acquisition de conception" et des changements de dimension pertinente
au cours d'un apprentissage conceptuel a marqué pendant de longues années
les recherches, en part}culier d'orientation théorique "behavioriste").
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Dans le processus d'enseignement Tui-méme, le statut des mesures
spatiales les distingue des quantités physiques dont 1'acquisition des
notions est contemporaine : celles-ci deviennent des objets d'enseigne-
ment de la physique, alors que les quantités spatiales demeurent des
objets d'enseignement mathématique attestés : la place de la mesure et
~de 1'intégration dans 1'enseignement supérieur en est une manifestation,
comme la question de "métrisation" d'autres espaces que Ei:g (ou R n.

Néanmoins les mesures spatiales, y compris la surface et le volume,
deviennent rapidement, dans le cursus scolaire obligatoire, des objets
d'enseignement obsolescents : 1'éleve les rencontre comme objets de con-
naissance pratique & 1a fin de 1'enseignement élémentaire et enapprend
des formules de calcul, Tes revoie - briévement en général -~ au début du
premier cycle du secondaire, et ne les rencontre plus, ensUite, que comme *
supports éventuels d'autres notions. C'est seulement en fin du second cycle,
dans les sectionsscientifiques, que les mesures spatiales retrouvent un sta-
tut d'objet d'enseignement reconnu.

Une étude historique approfondie pour laquelle nous ne sommes pas
armée serait nécessaire pour analyser les raisons de ce phénomeéne d'obso-
Tescence - qui s'est par ailleurs accompagné en France, au moins, d'une
réduction considérable de la part de mathématisation dans 1'enseignement
mathématique (malgré les efforts d'un certain nombre d'enseignants, y com-
pris dans 1'élaboration de manuels), et qui se traduit, comme nous le ver-
rons, par une insuffisante prise en compte de 1'ensemble des concepts en jeu.
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CHAPITRE II

OBJECTIFS ET METHODOLOGIE GENERALE

.\ﬁd‘
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Le travail présenté ici est essentiellement orienté vers 1'analyse
des étapes de la constitution d'un invariant opératoire, qui correspond
dans les représentations du sujet au concept de bidimensionalité.

Qu'il s'agisse en effet de combiner des formes et des couleurs, de
repérer un point dans un quadrillage, de traiter la mesure de surface
comme produit de mesures linéaires, on peut considérer dans chacun des
champs conceptuels une organisation a trois places, avec des "noeuds"
et des relations, comme 1'indique le schéma ci-dessous.

Py P2

Les places II, Ia, Ib "contiennent", suivant les cas, respectivement :

-FxC, FetC;

-1 xd, les "horizonta1és", les "verticales" ;

- S - mesure de surface -, 1a "longueur" et la "largeur" (en tant que
dimensions indépendantes).

Cette organisation est structurée par les projections de II sur la
et Ib, Ia et Ib sont indépendantes et permutables. Au niveau du modéle
mathématique, le produit cartésien solution d'un probléme universel est
sans doute ce qui reflete le mieux cet invariant opératoire

=

IT est clair que nous visons un invariant qui est situé a un niveau
d'analyse trés difficile a opérationnaliser : néanmoins, dans 1'enseigne-
ment, la place du produit cartésien comme objet de savoir mathématique

est affirmée relativement tét (premier cycle du second degré).

Notre objectif global ne s'opérationnalise ainsi pas directement
dans nos recherches mais i1 Tes a orientées et i1 a contribué a déterminer
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Teur organisation. Des objectifs plus directement opératoires ont été
définis : nous allons les présenter, préciser les problémes méthodo-
logiques qui en découlent, et cerner les hypothéses de travail que nous
avons faites et les décisions que nous avons prises.

. LES OBJECTIFS : NIVEAU GENERAL ; PREMIERS APERCUS METHODOLOGIQUES

1.1. Nous qualifions ce niveau de macroscopique au sens suivant : tra-
vaillant dans une perspective didactique, nous recherchons des invariants
relativement généraux aussi bien par rapport a la diversité des éléves

et des classes que selon la variété des situations-problémes concrétes.

C'est un objectif trés fort : il nous conduit a mettre en avant les
problémes de domaine de validité. I1 faut rappeler que le traitement d'une
classe comme une entité suppose implicitement 1'existence de tels inva-
riants (1).

En fait, nous ne supposons pas que tous les enfants suivent une
trajectoire cognitive unique dans la construction de leurs connaissances ;
des travaux récents sur 1'acquisition de notions comme celles de 1'inclu-
sion par exemple montrent (au contraire des conclusions piagétiennes con-
cernant un sujet "épistémique" subsumant les trajectoires réelles des su-
jets) la forte présomption d'existence de processus différents pour 1'ap-
propriation de concepts. (J. Léutrey, J. Bideaud,1983). Nous supposons
néanmoins que nous pouvons marquer des étapes relativement invariantes :
nous pensons en effet que les caractéres propres aux objets étudiés, a
savoir Teur structure combinatoire simple, ainsi que le choix des réali-
sations familigres comme la forme et la couleur, ne sont pas a priori
susceptibles de donner 1ieu & d'importantes différences de trajectoire

(1) Cela ne signifie pas pour autant que la didactique n'ait pas a prendre
en compte les résultats des recherches sur ces questions.
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cognitive ; en ce qui concerne 1'espace, les objets étudiés peuvent étre
plus complexes en particulier pour tout ce qui a trait aux changements

de point de vue du sujet avec la coordination de 1'espace "visuo-moteur”
de ce qu'on peut voir et manipuler et du systeéme des déplacements du su-
jet. Notre hypothése d'invariance, appuyée sur les reprises multiples de
travaux piégétiens sur le développement opératoire, se Timitera au domaine
de Ta dimensionalité, non des autres caractéristiques.

Nous n'étudierons les différences que dans la mesure ol nous estimons
qu'elles peuvent se traduire en terme de variables didactiques, c'est-a-
dire d'éléments sur lesquels 1'enseignant a prise dans la conduite de sa
classe. Ainsi excluons-nous, par exemple, les interactions fines du maté-
riel avec les procédures des enfants qui construisent un produit E x F.

L'étude de ces interactions a été au coeur de tout un ensemble de
recherches en psychologie : étude de 1'acquisition des concepts et leur
modélisation, recherche d'explications sur les différences de comportement
observés selon que le sujet doit passer d'une dimension 3 une autre (re-
versal-shift) ou au contraire d'une valeur & une autre a 1'intérieur d'une
méme dimension, effets de la nature des dimensions sur"l'additivité des
indices", analyse des préférences dimensionnelles en rapport plus ou moins
direct avec les problémes de perception.

La reprise de telles questions ne fait pas partie de nos objectifs :
notre analyse des procédures effectives utilisées par les enfants est liée
a une recherche d'invariants, pour une classe de matériel que nous essayons
de délimiter, et non & Ta mise en avant d'effets propres & une situation
spécifique. (1)

(1) Rien n'interdit sur le plan théorique d'envisager que ce probléme soit
plus tard intégré & des préoccupations didactiques, Tors de la fabrica-
tion de didacticiels par exemple.
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, Dans le méme sens, a propos de 1'étude du repérage spatial, nous
cherchons a dégager les invariants géométriques que Tes enfants prennent
 en compte 2 tel ou tel moment de leur développement car ce sont des no-
tions sur 1esque11es 1ﬁenéeignant pourra  s'appuyer et agir pour faire
fonctionner la dialectique de "1'ancien et du nouveau" (pour construire
des situations dans lesquelles les invariants acquis ne permettront qu'une
résolution partielle et pour lesquelles la construction de nouvelles no-
“tions sera nécessaire). ‘

En revanche, 1'analyse des balayages oculaires, qui constituent la
base physiologique concréte d'exploration par 1'enfant d'un dispositif
spatial, ne rentre pas, elle non plus, dans nos objectifs : 1'intervention
2 ce niveau échappe & 1'heure actuelle a 1'enseignement (1).

De méme, les différences éventuelles entre garcons et filles (objet
important dans le débat théorique en psychologie sur les bases biologiques
des activités sur 1'espace) seront éventuellement signalées comme des
données que 1'enseignant peut étre conduit a prendre en compte en tant que
contraintes dans les situations didactiques, mais elles ne seront pas
étudiées systématiquement.

Cela étant, nous nous sommes aussi placée a des niveaux plus particu-
liers en fonction d'objectifs plus spécifiques : en effet pour chacun des
trois domaines - produit de dimensions, représentation du plan, mesures
spatiales - nous cherchons non seulement & dégager des invariants mais
aussi a délimiter le domaine de validité de ces invariants.

Ceci ne reléve plus.du niveau macroscopique car nous sommes alors
conduit a étudier des points éventuellement tres particuliers.

(1) Voir note de 1a page précédente.
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Pour prendre une image, dans chaque champ conceptuel nous avons
regardé notre objet d'étude de plusieurs points de vue, 3 une distance
présumée suffisante pour en avoir une vue d'ensemble, dégager de grands
traits d'organisation, tout en faisant un certain nombre de "gros plans"
sur des points plus précis (ainsi nous avons testé des modeles de réponse
pour les bijections produit et le repérage spatial ; nous avons étudié
les effets de représentations graphiques sur Ta mise en oeuvre de pro-
cédures de calcul de surfaces..).

L'objectif didactique de notre travail se traduit également par une
étude "macroscopique" sur 1'enseignement dans les champs conceptuels 1iés

au produit, étude conduite a travers les manuels scolaires et abordant 1a
dimension historique (1).

Cette étude des manuels vise a mettre en évidence 1'existence de
trés forts invariants depuis Te début de 1'enseignement de masse (mi-192me
siécle) et a rapporter ces invariants & 1'évolution cognitive des enfants
que nous cherchons par ailleurs a éclairer.

1.2. Premier apercu méthodologique

L'existence de différents niveaux d'analyse dans notre travail se tra-
duit par T'utilisation d'un éventail de méthodes :

- comparaisons de réponses individuelles & diverses situations, présentées
en entretiens individuels, en questionnaires, ou recueillies directement dans
des situations scolaires ;

(1) Les relations entre les manuels et 1'enseignement réel effectué par
chaque maitre sont un objet d'étude non abordé ici. Un travail de
Michéle Kastenbaum (1983) sur Te point particulier de 1'enseignement
initial de la mesure de surface en CM2 conforte 1'hypothése que les
invariants généraux des manuels sont aussi ceux des enseignants; les
uns et les autres relévent probablement des mémes systémes de repré-
sentation des notions et de leur enseignement. Des sondages sur le
produit et sur le repérage vont dans ce méme sens.
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- étude de procédures au niveau d'un sujet ou d'un groupe de sujets ;

=~

- comparaison de réponses d'ensemble (dans une classe ou & un &ge donné) ;
- construction et expérimentation de séquences didactiques ;

- étude clinique de 1'évolution de groupes d'éleéves au cours de plusieurs
séances d'une séquence didactique.

Les relations entre les études individuelles et les études de groupe
sont abordées dans les problémes méthodologiques, & propos de la représen-
tativité des sujets, dans Te cours de ce chapitre.

Nous allons résumer les différentes méthodes utilisées pour les dif-
férents points de notre travail.

Pour 1'étude du produit cartésien ensembliste, prés de 500 enfants
de maternelle au CM2 ont été confrontés a des situations-problémes diverses
en passation individuelle d'entretiens planifiés.

L'enregistrement des réponses (productions successives, verbalisations..)
~a été effectué par 1'observateur : des fiches prévoyaient le déroulement de
1'épreuve et 1'inscription des réponses des enfants (1). Les verbalisations
ont toujours été bréves - et sans problémes de notation dans la mesure ol
aucune exploitation n'était envisagée concernant le langage Tui-méme (2).

Pour 1'analyse du repérage dans le plan prés de 300 enfants de 4 a 8
ans ont été observés en passation individuelle d'épreuves standardisées (3).

(1) Selon les situations, 1'expérimentation était indépendante : chaque
enfant était confronté & 1a méme succession de questions, ou dépendante :
la situation des questions dépendait des réponses antérieures de 1'enfant.

(2) Des comparaisons entre notes de 1'observateur et magnétophone nous ont
confortée quant a 1'hypothése d'une fiabilité des notes par rapport aux
objectifs visés.

(3) Je voudrais particuligrement remercier Elena Porro, alors chercheur sous

s

contrat, pour sa participation a cette recherche.
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En ce qui concerne les mesures spatiales, 260 éléves de CM1 a 4eme
ont répondu a des questionnaires, en passation écrite, en classe, ques-
tionnaires portant sur un ensemble de notions. Par ailleurs, des points
plus précis ont été explorés dans des situations scolaires de "contrdle"
en Seme et en 4eme. ' '

Enfin, nous avons analysé Cértaines séances d'une séquence didactique
sur te-volume (Vergnaud et al, 1983);.concernant les trois mesures spa-
tiales. i ' )

L'étude "macroscopique" de 1'enseignement faite au travers de manuels
scolaires reléeve évidemment d'une tout autre méthodologie ; nous renvoyons
pour 1'explication des choix effectués au chapitre qui concerne spécifique-
ment 1'enseignement. (PartieV)

Vue Ta diversité des méthodes utilisées, nous allons présenter succes-
sivement les objectifs et la méthodologie des recherches sur 1'acquisition
du produit cartésien puis celles du repérage dans le plan. En ce qui con-
cerne les mesures spatiales, objectifs et'méthodologie figureront au con-
traire dans la partie correspondante (partie IV).

LES OBJECTIFS CONCERNANT LE PRODUIT CARTESIEN ENSEMBLISTE ; METHODOLOGIE

ASSOCIEE

Pour dégager des invariants dans 1'évolution cognitive dans ce domaine,
nous cherchons a constituer des hypothéses sur les représentations des en-
fants quant au produit des dimensions - comme la forme et la couleur - au
niveau de grandes propriétés opératoires de ces représentations sur un
ensemble de situations. Ce faisant, nous essayons de fournir de ces repré-
sentations un modele en terme de structure mathématique simple. En fait on
traduit des propriétés de ces représentations en terme d'actions sur la
situation, et on essaie de "remonter" & partir des modifications de la si-
tuation produites par 1'enfant aux régles d'action qui ont pu les produire.
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Nous cherchons aussi a caractériser le domaine de validité de ces
représentations et a cerner leur évolution, tant du point de vue de leur
domaine de validité que de leur organisation, vers un modéle de produit
cartésien, |

Nous devons signalen que notre abord des représentations,
qui se nattache @ La necherche de modeles ensemblistes, pnénd
de ce fait un caracténe siatique ; nous voulons dire par £a
que Le temps n'est prnis en compite que dans Le processus de
modigication des représentations et non comme caractihre An-
tuinseque de ces représentations. 1L s'agit d'un choix métho-
dologique : nous avons construit des situations qui nous per-
mettent, du moins est-ce La notre hypothése de travail fonda-
mentale, de nendre opératoire Le passage des actions du sufet
a son sysiteme de représentations. Néanmoins nous pensons
qu'une évolution ultérieunre de recherche devradit prendre en
compte Le caractire dynamique des représentations. Bon nombre
d'indices dans divers thavaux sur Le développement cognitif
conduisent en effet a L'hypothise que, pour un champ concep-
tuel donné, des neprésentations dynamiques précédent des he-
présentations qui se sont détachées du déroulement temporel
des actions néelles. Adinsd, dans deux domaines tr2s diffe-
nents, A, Robert a mis en éuidence Le caractére dynamique
des premiénes représentations de La notion de convergance
des suites (A. Robent, 1962) et J.L. CLosset a montné Le ca-
nactene séquentiel des premierns raisonnements surn Les cireults
électriques, et La Longue némanence de ce modele primitif
(J.L. Closset, 1983). De maniere plus générale, Les études
sun La causalité ont mis en evddence Le nile décisif du temps.
Dans Le cas de La combinaison des dimensions, des repnésenta-
tions tnes proches de procédunes de production des éLéments
sont envisageables : C x F senadlt ainsd représenté comme "Les
- cannds, (puis) Les ronds, (puis) Les triangles" (par exemple),
ce qui serait en contradiction avec £a possibilité pour un
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cané rouge d'étre simulianément de forme carnée et de cou-
Leurn rouge. L'asymétnie entre Les deux dimensions que £'on
retrhouve nécessairement quand L€ faut mettrne en oeuvie une
procédure de production explicite, inscnite done dans Le
Ztemps, seradit alors La forme premigre prise par Les repré-
sentations organisées de fa combinaison des dimensions. Nous
pensons cependant que £'interaction entre cette temporalisa-
Zlon pruimitive et Les caractines proprement dimensionnels du
probleme est trop fornte, et Les premierns acquis trop précoces,
pour que des modeles purement dynamiques : un carré houge est
d'abord thaité en cané puis ensuite "de couleur rouge", alent
une Longue durée de vie ; La méthodologie nécessaire & Les
mettre en évidence nous parailt trhes délicate.

2.1. Nous allons préciser les principales propriétés fonctionnelles explo-
rées dans nos situations.

a) Est-ce que quand un enfant combine par exemple des formes et des couleurs
i1 considére bien que deux exemplaires d'un méme couple (soit deux carrés
rouges) sont identiques (ce qui est le point de vue ensembliste et non de

la matérialité des réalisations). En ce cas nous nous référerons par la

=

suite a cette propriété en parlant d'unicité.

b) Dans une combinatoire de ce type (formes, couleurs) 1'enfant peut-il
associer.a un élément de F successivement deux éléments différents de C
sans considérer les résultats comme équivalents : nous parlerons dans ce
cas de distributivité ; lorsque tout élément de F peut étre associé a tout
é1ément de C nous parlerons d'exhaustivité.

c) Existe-t-i1 une relation de "projection" de A x B sur A (respectivement
B) ? Peut-on tenir compte de 1'un et/ou 1'autre facteur pour effectuer un
rangement des éléments réalisant A x B, ou pour établir une correspondance
entre A x B et un ensemble A' ? (1)

(1) Pour les problemes de rapport entre les relations d'équivalence associées
aux projections et les relations spatiales (ou temporelles) des éléments
de A x B nous renvoyons a 1'annexe, en fin de chapitre : "relations ensem-
blistes/relations spatiales”.
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d) Quelle relation existe entre la compliémentation dans A et B et celle
dans A x B ? En particulier 1'enfant peut-il déterminer correctement le
complément de (a, b) & partir de a et b, A et B, sinon quelle est 1'opé- .
ration effectuée ?

e) Réciproquement, quelle est la correspondance entre 1'adjonction d'un
nouvel élément a A (et/ou B) ?

f) Comment 1'enfant résoud-il le probléme de complétion d'une correspondance
entre deux ensembles A x B et A’ x B', Torsqu'on Tui fournit une partie
d'un graphe compatible avec une bijection produit ?

Les moyens mis en oeuvre pour opérationnaliser ces questions seront
détaillés dans la partie expérimentale consacrée au produit cartésien ; ils
ne sont pas indépendants - dans la construction des situations expérimen-
tales - des questions qui touchent au domaine de validité des opérations
des sujets.

2.2. L'exploration du domaine de validité des invariants étudiés recouvre
plusieurs objectifs plus spécifiques.

Des objets peuvent ainsi étre décrits a partir des mémes dimensions -
comme par exemple la forme et la couleur - mais dans des réalisations maté-
rielles différentes : ol se situent les modifications alors introduites dans
le couple représentations/régles d'action ? (1).

Les relations entre les ensembles A et B peuvent elles-mémes étre dif-
férentes : les représentations sont-elles invariantes quand ces relations
changent, et sinon quelles sont Tes différences ?

(1) Nous avons choisi des dimensions pour lesquelles les hypothéses de
fonctionnement "ensembliste" sont raisonnables, au vu des acquis de
la psychologie, pour les enfants de plus de 5 ans avec qui nous tra-
vaillons.




Plus précisément : A et B peuvent &tre extraits de deux référentiels
différents A* et B*, ensembles de valeurs potentielles de deux dimensions
étrangéres comme le sont la forme et la couleur ; ils peuvent étre issus
du méme référentiel et d'intersection vide (ils forment un ensemble de va-
Teurs différents d'une méme dimension) ; ils peuvent &tre issus du méme
référentiel et d'intersection non vide (i1 y a des valeurs communes a A et
B) ; ils peuvent enfin étre identiques, c'est le cas du carré cartésien (1).

Nous avons ici posé une hypothése a priori sur une différence entre
les deux situations A x B et A x A, nous avons dans notre travail spécifi-
quement testé cette hypothese (vérifiée comme nous le verrons plus loin) ;
nous allons expliciter des éléments de cette hypothése.

Selon nous la construction de A x A implique 1a mise en oeuvre de deux
fonctions d'indexation de A : la premiére fonction associe & un élément de A
le couple (a, 1) qui détermine la valeur de a et sa position dans le couple
(x, y) de A x A, en tant que premier élément du couple ; 1'autre fonction
attribue de fa¢on analogue la position du second élément du couple.

C'est avec cette "duplication" de A en deux ensembles isomorphes At et
A2 que peut avoir lieu la détermination de A x A comme un produit de deux
ensembles ; faute de cette indexation A x A s'injecte "naturellement" dans
C?(A). Une hypothése adjointe est la complexité particuliére de 1'ensemble
des parties de A, loin de celle du produit cartésien ensembliste.

(1) La notion de référentiel n'a de sens que si on considére la significa-
tion pour les enfants du matériel qu'ils utilisent. Ainsi 1, 3, 8 font
partie du référentiel des nombres entiers, a, b, c.. de celui des lettres
(de 1'alphabet francais) ; en revanche i1 n'y a pas de référentiel usuel
pour 1, 3, a, b. De méme, on ne mélange pas les formes et les couleurs..
Avec la notion de référentiel que nous introduisons ici nous sortons évi-
demment de la stricte représentation ensembliste pour A et B (sinon A et
B sont pour le moins des sous-ensembles de A U B !), mais nous nous per-
mettrons 1'abus de langage consistant & garder les termes ensemblistes
pour ne pas introduire la Tourdeur de deux niveaux de langage, pour reflé-
ter Tes deux niveaux de représentation. Nous renvoyons a 1'annexe a ce
chapitre sur le matériel expérimental.
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Nous faisons précisément ’gs hypothéses suivantes :

- A x A est d'abord traité comme sous-ensemble de parties, puis la diffé-
renciation systématique de (a1, a2) et de (a2, al) conduit & une remise en
cause de cette représentation, enfin 1'indexation (implicite ou explicite)
constitue A'x A en produit ;

- 1a nécessité de 1'indexation et la symétrie fonctionnelle de A x A rendent
la représentation du carré cartésien A x A plus difficile dans son appro-

priation que celle du prbduit "hétérogéne" A x B.

2.3. La méthodologie

~ L'explicitation, qui préctde, des objectifs visés nous semble éclairer
le fait que 1'étude d'un champ concéptue] - ici le produit cartésien ensem-
bliste - met en oeuvre tout un réseau de concepts et conduit a utiliser un
ensemble important de situations. '

Un champ expérimental a donc été construit pour essayer de couvrir le
réseau des concepts en jeu et pour répondre aux questions préalables et a
d'autres éventuelles issues du déroulement méme de la recherche.

I1 n'y a pas de bijection entre les objectifs que nous avons présentés
et 1'ensemble des expériences constituant le champ expérimental : les objec-
tifs visés sont extraits d'une analyse "transversale" des résultats obtenus
dans le champ expérimental, en fonction en particulier de la cohérence d'en-
semble.

Les situations-problémes que nous avons élaborées sont présentées dans
le premier'chapitré.dela partie suivante.Elles ont été construites pour com-
porter un ensemble de tédches nécessitant de chaque enfant un ensemble de ré-
ponses assez riche pour que 1'on puisse aborder des problémes relatifs a
1'organisation de ces réponses.




45

2.3.1. Les situations choisies sont ouvertes ; les possibilités de réponses
des enfants y sont trés larges : les choix que nous observons peuvent alors
bien &tre considérés comme résultant des représentations que les enfants se
font de la situation.

Nous avons par ailleurs fait travailler les enfants sur du matériel
"réel" et non symbolique, ni a fortiori formel : nous avons essayé de ne
pas faire interférer avec les problémes de combinatoire des dimensions des
problemes de codage. (A 1'dge des enfants observés le langage concernant
les objets considérés peut &tre considéré comme maitrisé).

Ainsi, Tes formes comme les couleurs utilisées sont effectivement réa-
lisées, soit dans des objets, soit dans des figures, (données par 1'obser-
vateur ou construites par 1'enfant) ; dans le méme ordre d'idée pour que
les enfants maitrisent au maximum la signification du probleme posé (méme
Torsqu'ils sont trés jeunes) tous les ensembles produits en jeu peuvent
étre effectivement réalisés, dans un ordre de temps compatible avec celui
du déroulement de 1'ensemble de 1a tache.

De plus, 1'exploration du matériel produit ne nécessite pas de procé-
dure complexe de contrfle : les cardinaux de A et B sont petits, tels que
celui de A x B reste dans le méme domaine de grandeur, les éléments cons-
truits sont donc sans difficulté majeure simultanément visibles et leur
exploration oculaire cdmp]éte compatible avec les capacités des enfants
observés (plus de 5 ans). |

Si nous considérons notre objectif d'explorer le domaine de validité
des représentations des enfants et des regles d'action mises en oeuvre,
cette condition de "réalisabilité effective" interdit, dans nos conditions
expérimentales, les changements de niche 1nformationne11é1% nous reviendrons
sur cette question lors de notre analyse de 1'enseignement.

Le choix du type de matériel utilisé (essentiellement des formes et
des couleurs) est issu de 1'ensemble des travaux antérieurs portant sur la

(1) Ce terme introduit par Brousseau renvoie aux caractéres de fonctionne-
ment des domaines numériques constatés : "petit" nombre (autour de 1a
dizaine), "grands" nombres, en rapport avec les acquis des éléves dans
Te champ arithmétique.
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combinatoire des dimensions ; il en est de méme pour la détermination des
domaines d'édge et de niveau scolaire : de la derniére année de maternelle

a la fin de 1'enseignement élémentaire. En effet dés 5 ans les formes et
les couleurs fonctionnent bien de facon "ensembliste" (cf. G. Le Bonniec,
1972) ce qui est notre hypoth&se de départ pour poser le probléme du pro-
duit de dimensions comme relevant du champ conceptuel du produit cartésien
ensembliste (cf. 1'annexe de ce chapitre concernant les relations entre
matériel expérimental et représentations ensemblistes). Par ailleurs, toutes
les études sur les classifications multiples concluent a leur acquisition
assurée vers 11-12 ans pour la quasi-totalité des enfants (pour ce type de
dimensions). Avec le matériel choisi, les ordres de grandeur des cardinaux,
Te domaine d'dge, nous considérons que Tes hypoth&ses de travail que nous
faisons sont remplies.

2.3.2. Pour de multiples raisons, il n'était pas question que chaque enfant
soit placé devant 1'ensemble de toutes Tes situations-problémes. Nous devons
donc préciser quendus faisons'des hypothe ses sur le caractere “représentatif"
des sujets : ces hypothéses s'appliquent 3 1'ensemble de notre travail (et
ne Tui sont évidemment pas spécifiques..)

Les raisons pour lesquelles un enfant a été confronté & un ensemble
significatif mais 1imité de tdches liées au produit cartésien sont Tes
suivantes :

1/ Nous cherchons, & ce moment de 1a recherche sur la bidimensionalité, a
repérer des étapes dans un processus ; or nous avons quelques raisons de
penser que si une de nos situations-problémes prise isolément rie modifie

pas sensiblement 1'organisation des connaissances d'un enfant - au moins

dans le cours méme de sa résolution - i1 n'en serait pas de méme s'il était
confronté a Ta succession de situations qui constituent le champ expérimental;
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2/ Pour la comparaison des difficultés des produits,hétérogenes C x F (1),
et des produits homogénes C x C et F x F il se pose;des problemes d'éven-

tuels effets d'ordre (2), i1 était donc nécessaire de pouvoir comparer les
ordres de passation, or c'est sur des sujets différents que 1'on peut com-
parer des ordres de passation différents.

3/ Certaines des questions que nous nous posons sont apparues seulement a
la suite de 1'analyse de situations précédemment posées ; la dynamique de
1a recherche nous a donc conduite également a travailler sur un méme objet
avec des enfants différents (et avec un décalage temporel).

Nous appuyons donc notre travail d'analyse de nos résultats sur 1'hypo-
thése que, dans une culture donnée, des groupes d'enfants ne présentant pas
de caractéristiques particuliéres, scolarisés dans une méme structure insti-
tutionnelle, présentent un éventail de conduites globalement stable - d&s Tore
qu'il ne s'agit pas de problémes qui soient spécifiquement et exc]usivemeht
objetsd'enseignement, ni de problémes dépendant étroitement des activités
dans 1'espace (des déplacements réels). |

En conséquence de cette hypothése, nous considérons qu'une analyse
"transversale" selon des groupes d'ages (et/ou des niveaux scolaires) fournit
pour 1'essentiel des résultats analogues a ceux d'une analyse "longitudinale"
conduite sur un méme groupe de sujets (3) pendant un certain nombre d'années

(1 ) "C" est mis désormais pour "couleur" et "F" pour "forme" (ou "figure").
(2

) Ces effets d'ordre peuvent venir de 1'utilisation dans une nouvelle si-
tuation de régles d'action issues d'une premiére représentation.

(3) C'est ce qu'on appelle étude d'une cohorte de sujets, ou encore une étude
diachronique, opposée a 1'étude synchronique de groupes d1fferents, qui
est celle que nous effectuons.
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(ou de niveaux scolaires) (1).

Si nous avons explicité ces hypothéses - qui sont celles de toute la
psychologie génétique‘- c'est tout d'abord, parce que nous les utilisons,
c'est ensuite parce que la situation nous semble plus complexe s'agissant
de perspectives didactiques ol l1a question des relations entre études syn-
chronique et étude diachronique se double de la question des rapports entre
les niveaux d'adge et les niveaux scolaires.

. REPERAGE DANS LE PLAN - BIDIMENSIONALITE SPATIALE ET BIDIMENSIONALITE

ENSEMBLISTE

De trés nombreux travaux de psychologie ont étudié 1'évolution des con-
naissances de 1'enfant sur 1'espace, ses capacités a se situer, a situer
des éléments les uns par rapport aux autres, a travailler sur des repré-
sentations spatiales et/ou a en produire, et plus généralement sur les
"calculs" effectués sur les relations spatiales. Nous nous intéressons
ici de maniére spécifique aux rapports entre les opérations engagées par
1'enfant dans le repérage dans un "plan marqué" et celles qui concernent

la combinatoire du produit.

Nous cherchons a caractériser les invariants spatiaux pris en compte
par les enfants dans des situations de repérage, leurs relations avec les
notions de dimensionalité dans le plan (unidimensionalité des lignes, bi-
dimensionalité du plan), le caracteére de stabilité de ces invariants selon
les transformations spatiales sous-jacentes a un repérage.

m———

(1) Rappelons que 1'évolution de 1'organisation des représentations touchant
au produit cartésien porte sur plusieurs années, ainsi qu'en témoignent
par exemple les résultats déja acquis sur les classifications multiples.
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3.1. Les invariants spatiaux qui interviennent dans la représentation spa-
tiale sont de plusieurs ordres :

- jnvariants topologiques : relations de voisinage, d'intérieur, d'extérieur,
et de bord pour des domaines appropriés ;

- invariants affines-:-alignements, angles ;

- invariants métriques ;

Dans 1'isomorphisme du plan a ﬂ{z intervient par ailleurs la coordina-~
tion des invariants relatifs a chacune des deux dimensions : ainsi pour un
point ¢ entre A et B sur une dimension, un pointr entre M et N sur 1'autre
dimension, le point (¢, r) est intérieur au domaine (A, B) x (M, N) ;les
invariants intérieur/extérieur sur les 2 dimensions sont coordonnés.

Les opérations effectuées par.un enfant pour repérer la position d'un
point dans un quadrillage déja donné - qui "réalise" en quelque sorte un
isomorphisme d'un bon domaine plan & un produit I x J de positions sur des
segments - peuvent résulter de régles d'action issues des différents inva-

riants spatiaux pris en compte.

L'analyse de 1'acquisition par 1'enfant des concepts 1iés a T1a dimen-
sionalité nécessite donc de prendre en compte la variété des notions en jeu
dans 1'étude des actions des enfants.

Les questions auxquelles nous essayons de répondre sont les suivantes :

a) dans un repérage (sur les conditions duguel nous allons revenir dans le
paragraphe 3.2.) 1'enfant utilise-t-i1 les invariants topologiques : un point
placé sur le bord du quadrillage par 1'expérimentateur sera-t-il placé par |
T'enfant sur le bord de son propre quadrillage ? De méme un point intérieur
sera-t-il placé par 1'enfant comme intérieur sur son propre quadrillage ?
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b) dans le repérage d'un point 1'enfant conserve-t-il les relations affines :
les angles du quadrillage sont-ils repérés comme tels ?

c) 1'enfant utilise-t-il des relations métriques, respectant la "place
approximative" des points ?

d) dans le repérage des points y a-t-il conservation d'une des “"coordonnées" ?
des deux ?

3.2. Ces questions générales sont posées pour des situations de repérages
construites de la maniére suivante : 1'enfant a devant Tui un quadrillage
régulier de 6 "horizontales" (c'est-a-dire paralleles a son plan fronto-
parallele) et de 6 "verticales" perpendiculaires aux précédentes ; 1'expé-
rimentateur a devant lui un quadrillage identique. Aprés une phase de fami-
liarisation avec le.matériel et la consigne (placer un pion au méme endroit
que 1'expérimentateur mais sur son propre quadrillage) 1'expérimentateur
place un méme pion successivement sur 16 positions, lors de chaque placement
1'enfant doit placer son propre pion au méme endroit sur son quadrillage.

Les positions correspondent aux 4 angles, a 4 points des bords, et a 8
autres points intérieurs. Les différentes positions ne privilégient ni la
droite ni la gauche, ni le "haut" ou le "bas" du quadrillage.

La succession :est uniforme pour tous les enfants ; selon les expériences
elle est "centrifuge" : les points sont parcourus du centre vers le bord, ou
"centripéte" avec un ordre de parcours inverse.

3.3. Les questions générales présentées ci-dessus ont par ailleurs été étu-
diées en fonction des transformations spatiales impliquées dans le passage
du repére de 1'expérimentateur au repére du sujet pour explorer le domaine
de validité des invariants pris en compte dans Tes opérations des enfants.

En particulier Te statut relatif de la direction "horizontale" et de
ia direction "verticale" a été étudié en comparant les deux_situations ol
le sujet et 1'expérimentateur sont c6te a céte et ol ils sont face a face :
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dans le premier cas une translation "horizontale" fait passer d'un quadril-
lage a 1'autre, dans le second cas une transformation privilégiée - mais
inadéquate - conserve les alignements des "verticales" : c'est la symétrie
"en miroir". La question qui se pose est alors de savoir si on observe le
respect d'invariants corrects dans la premiére situation et incorrects dans
la seconde correspondant a la conservation d'une dimension particuligre.

L'autre transformation utilisée est une rotation d'environ 45° qui
peut étre "compensée" par un mouvement de Ta téte de la part du sujet.
L 'hypothése que naus faisons quant & 1'effet des transformations est que
globalement la "translation horizontale" est plus facile & prendre en compte
que la rotation de 45°, mais que la différence entre ces deux situations
est beaucoup moins grande qu'entre .elles et la situation de face a face
ol la transformation effective est une rotation de 180° concurrente en un
certain sens avec la symétrie en miroir.

3.4. Les situations de repérage dans des quadrillages dans lesquelles seule
une marque spécifique redonne sur le quadrillage un repére d'orientation
(qui est redondant avec celui issu de la place du quadrillage par rapport

3 1'enfant et a 1'expérimentateur) mettent en jeu des relations purement
spatiales. Nous avons de plus cherché a voir si des repéres intrinséques
des coordonnées du quadrillage facilitaient la prise en compte du caracteére

bidimensionnel du repérage.

Nous avons pour cela utilisé deux types de quadrillages : un quadril-
lage 6 x 6 de bandes de couleurs toutes différentes et un quadrillage pour
lequel seules les origines des segments étaient marqués (avec les mémes
couleurs). Par la suite les trois types de quadrillages seront respectivement
désignés par :

- quadrillage noir (une pastille rouge marque le coin inférieur gauche du
support du quadrillage) ;

- quadrillage couleur (isomorphe a un produit C x C', ol C et C' n'ont aucun
é1ément commun) ;
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- quadrillage noir-marqué (ol les origines des différents segments du
quadrillage sont marquées par les mémes couleurs).

Pour des raisons qui apparaitront lors de la présentation des résul-
tats des expériences nous n'avons pas utilisé tous les quadrillages pour
toutes les transformations, ni pour chacun des deux ordres de succession
des positions.

Par ailleurs, pour les mémes raisons que celles présentées a propos
du produit des dimensions ce ne sont pas les mémes enfants qui ont répondu
aux différentes situations. Dans la mesure ol le repérage portait sur 16
positions, chaque situation de repérage apporte des informations d'ensemble
sur les invariants utilisés par le sujet. De plus la complexité des résul-
tats observés pour la situation de face 3 face ne s'est pas laissée ré-
soudre en modeles simples sur les régles d'action des enfants, a fortiori
en est-il de méme de 1'ensemble de toutes les réponses d'un méme enfant..

3.5. Pour étudier plus précisément la situation du quadrillage couleur, ol
une réponse en terme de repérage des éléments d'un produit C x C' de cou-
leurs est a priori possible, nous avons construit une situation "déspatia-
1isée" d'identification de points d'un quadrillage couleur a partir de la
donnée du seul couple des couleurs définissant le point. Des "carrefours"
formés simplement de 1'intersection de deux segments de couleurs de C x C'
sont présentés aux enfants, ils doivent sur leur quadrillage placer leur

pion sur le bon carrefour. (On passe ensuite a une situation de repérage
spatial). Dans la suite cette situation est dénommée “carrefour".

Pour toutes les situations de repérage sur un quadrillage déja cons-
truit les sondages effectués sur notre matériel ainsi que les travaux con-
duits par d'autres chercheurs (M.G. Pécheux, P.M. Baudonnigre...) nous ont

amenée a étudier les conduites d'enfants de 4 a4 8 ans soit :les deux der-
niéres années de maternelle, le CP et les deux années de CE.
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Les deux tableaux donnés au début de 1a partie III,. présentent 1'un
le schéma des repérages présentés, 1'autre le plan de 1'ensemble des si-
tuations expérimentales utilisées avec les différents niveaux d'dge (et
scolaires).

3.6. Par ailleurs nous avons rappelé que 1'un de nos objectifs concerne
les rapports entre 1'acquisition de la bidimensionalité ensembliste et

de la bidimensionalité spatiale. Certaines des situations sur le repérage
spatial sont construites dans cet objectif ; de facon réciproque certaines
des tdches dans les expériences sur le produit ensembliste visent le méme
objectif : i1 en est ainsi des rangements, ou des mises en relation de
produits C x F dans des dispositions spatiales particulieres.

De tres nombreux travaux de psychologie cognitive, s'appuyant implici-
tement sur les rapports entre le produit et Te plan ont utilisé des situa-
tions ol le matériel était pré-organisé de facon "matricielle" : rangements
d'éléments dans un tableau "cartésien" dont les marges sont marquées (cou-
leurs, formes, objets significatifs..) ou construction des éléments a mettre
dans les cases d'un tel tableau, ou classification spatiale de matériel
"produit". Ces travaux, issus d'orientations théoriques tr2s diverses ont
apporté des résultats convergents sur 1'utilisation par les enfants des di-
mensions ; certains, récents (M.P. Pinelli, 1978 ; Anh Ngyen Xuan et al, 1983)
ont apporté des informations détaillées sur les procédures utilisées par
Tes enfants dans ces situations, et sur des condlusions sur des apprentis-
sages possibles de construction de produits. Nous avons ici essayé de disso-
cier au contraire aspect spatial et aspect ensembliste de la bidimensionalité:
la confrontation des résultats apporte en retour des éléments d'appréciation
sur les hypothéses que nous avons faites quant aux rapports entre les rela-
tions spatiales et les relations ensemblistes.
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4. LA BIDIMENSIONALITE DES MESURES SPATIALES

Les principaux objectifs et les méthodes correspondantes sont détail-
1és dans 1'article sur 1'acquisition des notions relatives a la dimensio-
nalité des mesures spatiales (longueur et surface) qui présente les résul-
tats essentiels d'une recherche conduite sous forme de questionnaires passés
en classe. Nous ne les reprenons donc pas ici et nous renvoyons pour ce qui
concerne les mesures spatiales a la partie expérimentale qui leur est con-
sacrée,

Nous devons simplement souligner ici le décalage significatif entre
les niveaux d'age (ou scolaires) considérés pour les études sur la combi-
natoire des dimensions ou le repérage spatial (a partir de 1a fin de la
maternelle : 4 ou 5 ans selon les situations) et celles sur les mesures
spatiales mu]tidimensionne]]es qui ne commencent pas avant le cours‘moyen
(10 ans environ). '

Ce décalage reflete, selon nous, les différences considérables de
complexité d'organisation des champs conceptuels concernés, et de place
prise dans 1'ensemble des activités de tous ordres (et non seulement co-
gnitives..) des enfants.
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ANNEXES

. MATERIEL EXPERIMENTAL - ENSEMBLE EXPERIMENTAL

Nous désignons par maténiel expérnimental Les objets, simples ou
complexes, sur Lesquels pontent Les actions pratiques des sufets
production d'un objet complexe @ partin d'éléments simples, ran-
gements, appariements... Pour Le maténiel expérimental deux objfets
semblables en ftout restent deux objets. Un ensemble expérimental
est une représentation ensembliste d'une parntie du maténiel expé-
himental.

La distinction fondamentale entre maténiel et ensemble porte sun
La nelation d'identité : dans L'ensemble expérnimental deux objets
totalement permutables du maténiel expérnimental sont représentés
par un seul éLément. Le matérniel expérimental ne permet pas toutes
Les operations, en particulien celles qui mettent en feu Les neda-
tions d'inclusion, Le "manipulable" .impose des contraintes aux-
quelles échappe Le "caleulable.

Les nelations entrne maténiel et ensemble se traduisent au niveau
des terumes de La maniere sulvante : L'ensemble expérimental repré-
sente un maténiel expérimental, et sous certaines conditions, IZS
mateniel expénimental est une réalisation d'un ensemble expérimen-
tal. Un éLément est un représenfant d'un ou plusieurs objets du
maténiel, et un objet est un exemplaire d'un éLément. Nous parle-
hons de doubi’.e/s, ou plus genememenx de multiples Lorsqu'il y a
plusiewrs exemplaines d'un méme ELément.

Le passage du maténiel expérimental & La neprisentation ensembliste
se situe @ deux niveaux :

celul de £'observateur, celul du sufet. Les probléemes que nous étu-
dions dans Llacquisition de La bidimensionalité concernent en phe-
mien Lieu La question de déterminer s4 Les maténiels considénés
constituent pour L'enfant des réalisations d'ensembles "caleulables
ou plus exactement de précisen dans quelles conditions LL en est
alnsi.

Par exemple 44 nous consdidérons des objets constitués de surgaces -
pleines - colonées et de formes Linéaires ¢galement colonles, selon
Les operations & effectuer Les surfaces de méme contour que Les
glgurnes powrront ou non Leur Ethe Ldentifides, Les unes et Les
autnes Ctant alors représentées par Les éLéments d'un méme ensemble
F de gommes. Mais pour une classification conchete corntespondant pa.
exemple & une relation maténielle d'encastrement LL powrra en Etne
tout autrhement..

Cette question nous paralt essentielle & gardenr dans Le champ des
problemes méthodologiques, des Lors que nous voulons pouvoir éva-
Luen des domaines de validité.
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L'hypothese faite est La validité de La représentation ensembliste
pour des maténiels portant sur des formes, des couleurs, efle ne
préfuge néanmoins pas du fait que Les réalisations différentes des
"mémes" ensembles de formes ou de couleurs solent Equivalentes :
nous y reviendrons avec Le probleme des rapponts interdimensionnels
dans Les produits de type C x F.

Crnitenes = Indices - Descaipfeurs -~ Dimensionsd

Les propriétés de La neprésentation ensembliste dépendent des rela-
tions qui existent entrne Les objets du maténiel expérnimental. Deux
opérations Linterviennent de mandiere déterminante : ce sont La subs-
tltuabilite et L'extension, qui sont Lides au caractére d'homogé-
néite ou d'héténogénéiteé interne. Lorsque Les objets expénimentaux
sont difgerenciés par La présence ou L'absence d'éléments - c'est
a-dirne qu'aucune peumutation simple ne fait passer d'un objet a un
objet différent - nous dirons que ces é€éments constituent des in-
dices. (cf. Vengnaud, 1972). Le maténiel est héténrogéne.

Lonsque deux objets différents du matéirniel peuvent &tre deéduits
Llun de L'autre par La perumutation d'un éLément (ou plusieurs) nous
dirnons que Le maténiel peut &trhe analysé en fonction d'un ou plu-
sdeuwrns descripteuns, don,t Les valeuns sont Les ELements substitua-
bles.

Lonsque £'ensemble des valeurs du descripfeur peut etre éfendu, de

sonte que toutes Les opérations cognitives envisagées sur Le maté-
niel initial garndent Leun statut, nous dirons qu'il y a un négé-
rentied implicite (ou explicite 44 néférence est faite & un ensem-
ble emboitant de valeurs).

Si de plus, Les caractires des descriptewrs ne peuvent etrne détachés
des objets du maténiel expénimental nous dirons qu'il 4'agit de di-
mensions.

Ce dendien cas concerne par exemple Les objets de formes colonées,
ou Les gonmes de différentes tailles.

La pnoph,éété d'extension dépend a La fois du maténiel et du sufet :
Lorsqu'on peut Aupp%e/a qu'il y a propriété d'extension pour Le
sufet nous parlerons d'éléments significatifgs. Adnsd un matérniel
constitué de cartes portant un couple de Lettrnes de L'alphabet grec
n'est significatif que pour celul qui peut reconnatlire £'apparite-
nance de ces Lettres a un alphabet (7).

La possibilité de détachement des caracteres d'un descripteunr
opposée au falt que Les valewrs d'une dimension sont constitutives
du maténiel est une condition qui exprime en fait La helativité de
La notion de dimension par nappornt au matérniel considéré. Ainsi, La

(1) 12 exdiste alons pour Le sufet un /w_ﬁenenaae qui est celul de
£L'alphabet g/cec
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couleur est une dimension au sens consaché du terme par La psy-
chologie, elle peut Etre combinée avec d'autres dimensions comme
La taille, Ra fextunre, La brillance.. ELLe pewt ausdsi fonctionnenr
a tithe de descripteun, ou certains de ses caractires a titrhe
d'indices. ElLe ganrde néanmoins un caracitire parnticulien di & son
statut cognitif dans L'ensemble des activités possibles du sujet.
C'est L'existence de ce statut général qui nous fera parler de
La dimension couleut.

Les problemes posés parn La psychologie cognitive concemant Les
caracténistiques des maténiels et des. situations qui permettent
de supposer une représentation ensembliste sont Loin d'étrne tous
nésolus ; Les maténiels que nous avons pour nothe part utilisés
sont constuits @ parntin de descrniptewrs et/ou de dimensions clas-
sdques pour nous permettre de posern Le probléeme du prodult
d'ensembles.

Les napponts entre Les repnésentations ensemblistes de £'ensemble
de La situation expérnimentale, ce qu'on peut appeler aussi Le
dispositif expérimental, sont brievement repris dans Le tableau
de La partie sun Le prodult cartésien.
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LA LIMITATION DES CARDINAUX DES ENSEMBLES EN JEU

Dans nos expériences, Les ensemblLes expérimentaux sont réalisés
par des matérniels expérnimentaux ayant done un-nombre gini d'ob-
jets : ainsi Les ensembles expérimentaux ont a priord un cardinal
fini, de plus nous avons choisd des rnéalisations effectives par
des enfants ce qui nous a conduit a des cardinaux petits. L'ensem-
ble de ces contraintes pose des problimes méthodofLogiques.

Un premiern probleme théonique autant que de méthode est posé par
Le traitement que nous pouvons alons faire de £'Eéquivalence entre
des définitions du produit carntésien ensembliste : en particulien
La définition de A x B comme selution d'un probfeme universel,

qui met en jeu une quantification en "quel que s0it", Lmplique de
ne pas se placer dans Le domaine du §ini qui est celul des dispo-
sAtigs expénimentaux. On nous avons justement choisi pour foute
une classe d'expériences qui portent sur La combinatoire des di-
mensions des maténiels expérnimentaux certes finis mais qui peuvent
apparaitre comme des réalisations finies d'ensembles possibles,
qui eux ne sont pas nécessairement de cardinal §ini, a savourn Les
ensembles de valeurs potentielles des descripteurns ou dimensdions
utilisées. De ce podnt de vue toutes Les expéniences qualigiées
d'apprentissage ou d'identification de concepts mettent en jeu des
extensions du maténiel initialement présenté au sujet : £'identi-
fleation du concept est ainsi Le passage d'un modéle sémantique
(ofl ce sont Les contenus effectivement présentés qui déterminent
Le concept & chaque phase de £'expénience) & un modéle "syntaxique"
olt ce sont des propridtis ou des relations (et non des contenus)
qui déterminent La néponse du sujet. Pour prendre un exemple : on
ne peut pas Ldentifien Le concept de "rouge" ou de "carnnd" a L'en-
semble §ini des obfets rouges ou carrnés phésentés au sujet @ un
moment donné de son histoire puisqu'd parntin d'un certain moment
i sena capable d'un trhi "rouge"/"non-rouge" pour tout nouveau ma-
tiniel expénimental. 1L en est de meme pourn La coulewr : en témoigne
Le fait que Le jeune enfant peut posern La question "quelle est La
couleur de..". Nos problimes d'extensdion des ensembles de base du
prodult tout comme ceux de changement de bijection sont justement
destinés & attesten Le dépassement du caracitére §ind du maténiel.

En nrevanche un deuxime problime méthodologique demeure quand £E
s'lagit d'analysen des procédures effectivement produites par des
enfants pour "remonter" & Leurs rnigles d'action : La nature des
procédunes est nécessairement éthoitement Lide aux caracténes .
néels du maténiel : des procédurnes que nous sernions tentée de qua-
Lifien de "faibles" peuvent A'avérer productrices d'ensembles com-
plets dans Les cas de cardinaux petits alons que Le passage & des
carndinaux plus grands conduisant a L'échec ces procédures pourrait
Sventuellement faire Emenrgern des procédures plus gortes, et ne-
gletant mieux Les hepnéseniations des enfants, ou 4'avérant des
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moyens de faire €voluen ces représentations : La méthodolLogie
chodisie en vue d'obtenin un ensemble de néponses swr un ensemble
de tdches ne nous permet effectivement pas cette exploration des
négles d'action et des nreprésentations au trhavers des évolutions
de procedurnes. Nous gaisons L'hypothése que L'élargissement du
champ expérnimental nows permet une analyse équivalente des repré-
sentations. Rien ne nous assure en hevanche, méme sous cette hypo-
these, qu'il en est de meme pour L'action surn Les représentations,
nous y reviendrons dans La discussion apres L'étude des manuels
scolaines @ propos du prodult ensemblListe, des nepérages, et des
applications.
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%} 3, LTAISON ENTRE LES DISPOSITIFS EXPERIMENTAUX MATERIELS
ET_LES OPERATIONS HYPOTHETIQUES DU SUJET

Nous allons aborder dans ce paraghaphe un authe probléme de
neprésentation : celui de La représentation de relations en-
semblistes par des nelations spatiales et/ou temporelles de
proxAmite. ' .

Par exemple, dans un produit de E = A x B, nous pouvons con-
sidénen La nelation ensembliste e R § 44 e et § ont méme pro-
jeation a sur A x B c'est-a-dine s4i e = (a, b) et § = (a, b').
C'est une relation d'équivalence, qui permet de déginin des
classes d'équivalences : a x B, a' x B, ete.

Au niveau de La situation expénimentale elle-méme, et des ré-
ponses des sufets, Les questions posées concewment un matinriel
expénimental, et des actions effectives sur ce maténiel expé-
nimental. Ce maténiel expérimental intervient dans une présen-
tation & La fois spatiale et temporelle.

La disposition spatiale et/ou La succession temporelle Limposees
au maténiel expérimental (avec des contraintes expérimentales
Sventuelles) induit des relations entre Les objets du maténiel
expénimental : relations de proximi{té ou de contiguité spatiales
et temponrelles.

12 convient de se posern Le problLéme de La Liaison, supposée ou
déduite d'autres hypothses plus générales, entre Les proximi-
tés spatiales ou temponelles, Les nelations de contiguits ou
d'enveloppement dans Le maténiel expérnimental, et Les nrela-
tions ensemblistes inténieures au modele.

Nous traiterons d'abord cette question dans Le cas des relations
spatiales, que celles-ci soient imposées comme simple résulitat
d'actions pratiques, ou qu'elles sodlent établLies par des mises
en rnelations de L'expérimentateur ou du sujet.

3.1. Relations spatiales et relations ensemblistes dans Le
modele du sujet

Nous allons précisenr Les nelations spatiales envisagles. ELLes
comprennent : Les relations de contiguité, Les nelations d'en-
veloppement, et Les relations de proximité. Nous traiterons
essentiellement Le cas de ces derwndiines, Les relations de con-
tiguwité pouvant 4'en déduire comme cas particulier.

Notons ici que Les relations dont nous parlons doivent etre
envisagées plutit comme des nelations helatives que comme des
nelations binairnes absofues : "A est prnés de B" sdignifle presque
toujourns "A est plus prs de B que Les autres objets du maténiel
La notion de proximité devia donc ¢tre entendue comme une no-
tion de proximité relative.




61

A - 1L peut parailtre curieux de parlen des relations de proxi-
mite spatiale, dlons qu'il existe sun LTespace une distance
euclidienne "canonique” qui devrait suffire a déterminer une
nelation de proximité spatiale. ' "—

Ce pluniel est justifde parn La remarque qu'on peut déginir une
notion de proximité dans deux systémes différents :

a) dans L'espace physique, assimifé a un espace euclidien,
muni de sa distance "canonique” invariante par tout déplace-
ment (canonique & une homothétie pris, c'est-a-dire a £'unité
de meswre pris). '

b) dans un espace perceptif, ou un espace dérnivé paJL une opé-
nation de représentation. '

Dans Le premiern sysieme nous pouvons remplacer L'étude des ne-
Lations de proximité pan L'étude des distances des objets du
maténiel, encore que s4 La distance des. deux points est définde
de maniére panfaitement univoque A n'en est &M de méme de
La distance des deux parnties de £'espace (celles occupées par
Les objets du ma,té/uéeIZo experimental). Done AL se pose déja Le
probleme du choix de cette notion de proximité pour des objets
non ponctuels.

Dans Le second systeme L'espace ne peut pas étre cons{déré comme
homogéne dans toutes ses dimensions, 84 on déterumine cette homo-
genéité parn des comparaisons wtilisant £'espace physique comme
inteunédiaine. De nombreuses expérniences ont montrhé que £'espac
perceptif ne pouvait Etre identifié a £'espace euclidien et
qu'en particulien on ne pouvait pas Le considérern comme homo-
géne dans chacune des directions définies d partin du point de
vue du sujet.

En particulier, 44 nous nous Limitons a des situations concer-
nant un plan, La surestimation des "vernticales" par rapport aux
"honizontales" nend nécessaire La distinction entre Les rapport.
de proximité - envisagés dans Le plan perceptig - et Les nap-
ponts de distance euclidienne.

De plus, L'étude des balayages ocwlaires d'une surface plane
possédant verticales et horizontales montre Le privilige dans
L'explonation active d'une configuration, des balayages hori-
zontaux ; Les nésultats expénimentaux obtenus sur ce point nous
ont condult & privilégien parmi Les relations de proximité La
"ornoximité hornizontale”. .

D'autrne part, nous ne pouvons pas postuler a priorl que Les
nelations de proximité népondent aux conditions de syméirnie
et d'indgalite triangulaire de La distance.
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En particulion 5'il existe des "éléments de référence iE4
- peuvent introduihe une "déshomogénéisation" de L'espace
(c§. par ex. E. Rosch, 1975). '

Une fois faite cette nemarque concernant Les helations de
proximités spatiales que nous envisageons de mettre en Limdi-
son avee des nelations ensemblistes du modéle, nous allons
précisen Les difgérentes situations dans Lesquelles on peut
ou doit se poser Le probleime du contenu de cette Liaison.

B - Poun toutes Les notions de proximité spatiale que £'on
peut envisager, il est souhaitable de dissocier Les problemes
posés par La Liaison "nelations ensemblistes" - "relations de
proximité" en 3 classes :

1/ Les proximités qui sont La_conséquence des actions du sufet
destindes justement & mettre en nelation des objets du maténiel
expénimental (et Eventuellement des &Léments de £'ensemble expl-
nimental, 84 on se place au niveau du modéle).

2/ Les nelations de proximité qui Aont une donnée de fa situa-
tion expérimentale devant Laquelle on place Le sujet.

3/ Les proximités qui sont £'effet indirect d'une action so0it
de £'expénimentataun, s0it du sujef.

Dans La premidre classe on peut citer comme exemple : Les chas-
sdfications en général et plus précisément en ce qui concene
nos expériences Les rangements spatiaux d'un maténiel, donné

par £'expérimentateur ou bien construit par Le sujel ; ces nan-
gements 5'effectuant Eventuellement avec une contrainte sur Le
type de disposition spatiale de ce nangement, suivant un tableau,
rectangulaire, de cases données d L'avance par exemple.

Dans La seconde classe entrent toutes Les situations expérimen-
tales dans Lesquelles Le maténiel expérimental qui réalise Les
élements d'un ensemble n'est pas présenté au sufet {tem par item,
dans une séquence exclusivement temporelle : il en est ainsi
dans tout état de La situation od une partie, non réduite & un
seul objet, du matérniel est dispos€e devant Le sufet comme une
donnde de La sifuation. 1L en est amal de LTétat initial pré-
cedant une classigication porn Le sujet.

La thoisieme classe engin contient en particuliern tous Les cas

ol une disposition spatiale du maténiel est La conséquence indi-
necte d'unes succession temporelle soit de présentation du maté-
riek, s04it de sa construction par Le sujet. Dans Le deanier cas,
(action du sujet), i€ y a interférence entre Les proxAmites
spatiales et Les nelations de proximité temporelle.

‘Nous allons expliciter un certain nombre d'hypothises relatives
au premier cas, oh Les nelations de proximité sont déterminées
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par une activité propre du sufet. Puis nous présenterons Le
second cas ol Les . pnthaintes spatiakes sont une donnée de £a
situation choisie par £'expénimentateur. Nous indiquerons
quelle nous paralt Etre La différence essentielle entre ces
deux occwuviences. .de £a Liaison "rneltions ensemblistes - relatior
spatiakes”. Nous signalerons enfin, brlevement, ceux des points
précédents qui 8'appliquent au troisilme cas od Les relations
spatiales sont L'e¢ffet indirect d'actions (nous reviendrons

surn ce dernden cds dans La partie qui concerne Les relations
temporelles).

Pour toutes Les considérations que nous développerons ci-dessouw:
AL nous paralt essentiel de noter que Le maténiel expénrimental
qui Antervient dans nos expéniences est un matercel partieulil-
nement simple : nous avons chodlsdi un maténiel Le plus pauvie
possible en nelation avec Le monde des Evénements conchets pour
nos sujets. Les attnibuts de ces maténiels sont des gonmes ou
des Lignes géométriques et des coulewrs, en excluant au maximum
toutes Les propriétes "fonctiomelles" qui pourralient Lier Les
obfets du maténiel & une situation concrite thop riche en pho-
prietes.

Ce choix effectud sur Le maténiel nous permet de poser un cer-
tain nombre d'hypothdses quant d L'intenprétation des proximite.
spatiakes observées entre Les objets du maténiel. :

C - Hypothdses relatives au cas 1 ol Les relations spatiales
sont déteruminées parn une activité propre du sujel.

Nous faisons d'abord £'hypothise que Les sujets que nous place-
nons dans Les diverses situations expérimentales d'étude du
produit ont dépassé Le niveau opératoire No que nous précisons:
No est Le niveau oil Les sufets, confrontés a une tdche de clas-
sdfication, construisent des collections gigurales (de canrés
alignés "pourn faire un twin" pan exemple) ou effectuent des
classifications gonctionmelles Lorsque Le matiniel est assez
niche et suffisamment peu "abstrait" pour Les permetthre.

Au-dela de ce niveau opératoinre nous faisons L'hypothise sui-
vante : Les relations spatiales (de contiguité ou de proximite
en parnticulien] établies entre Les objets du maténiel expéiimen
tal peuvent 4'inferpn&fer par happort a L'ensemble qui hejhé-
sente ce matercel.

Méme sous cette hypothése nous parlons d'interpréiation et non
d'une simple traduction, et nous poursuivons ici La distinetion
enthe maténiel expénrimental et ensemble expérnimental (qui repré

sente Le maténiel), distinetion que nous avons introduite au

paraghaphe préeldent. Nous nous appuyons, pour Le maintien de
cette distinction pargois Lournde, surn Le point suivant :une
méme nelation (de contiguité par exemple) appliquée & deux
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exemplaines du maténiel expénimental rephlsentls par un méme
eeement (de L'ensemble expérimental) peut ne pas &tre compa-
tible avec une relation ensembliste unique. Par exemple, deux
exemplaines de "cainé rouge" peuvent Ztre classés hespective-
ment £'un avec Les carnds, L'autre avee Les rouges : La parti-
tion spatiale détenminée par Les proximités a L'intinieun du
maténiel expérimental ne conrespond pas dans ce cas d une par-
tition de L'ensemble Etudié. Ce cas peut &tre glagrant 4'iL

exdiste plusieuwrs exemplaires d'un (méme). ELément mais AL peut

produire méme Lorsqu'il y a unicité dans La néalisation (c'est
wie situation ol Piaget parle de classification figurale).

Nous allons donner un autre exemple ol LL est impossible de
thanscrine purement et Adimplement au niveau de £'ensemble expé-
nimental des nelations dont La disposition spatiale munit Le
maténiel expérimental. Déduire de La contiguité de A et B, de

B et C et de C et A nespectivement, que Les éRéments a, b, c,
qui Les neprésentent, vénigient une relation syméitnique et than-
sitive, est de fait une hypothise extrmement forte méme 84
cette opénation semble n'Ctre qu'une transcripiion fidele de

La nekation objective (L.e. entre objets) observée.

Réciproquement une relation d'équivalence que Le sujet peut
envisager sun £'ensemble expérimental ne se marquerd pas neé-
cessainement par une proximité analogue des exemplaires dans
Le maténiel expérimental :

- s0it & cause de contraintes topofogiques propres au plan par
exemple,

- 04t parce que Le sujet peut fort bien miltrniser une telle ne-
Lation d'équivalence sans Eprouver et manifester La nécessité
de Za néalisen spatialement.

12 appanait donc nécessaire de préeiser un certain nombre de
conditions que doit vérnifien Le passage des relations spatiakes
a des nelations ensembfistes parn une interprétation des pre-
mienes.

Centaines de ces conditions sont sous forme négative comme

e intenprétation n'est pas une simple trhanscription”, condition
que nous allons développer ci-dessous. D'autres conditions po-
sent La néeessité d'hypotheses gfonction & La fois de La natwrie
du maténiel et de La situation expérimentale précise dans La-
quelle se fait L'interprétation.

Nous verrons que .L'énoncl précis de ces conditions {mplique un
ensemble d'hypotheses dans Lequel on puisse Les poser de manizre
completement explicite.

La notion d'intenprétation entre donnles spatiales et relations
ensemblistes comporte :
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1/ £'absence .de £'implication qui sult : Les seules relations

. ensembZistes pourn Ze sujet sont celles qui se traduisent par

des nelations spatiales (avec Le corollaire de cette implica-
tion "pas de proximite spatiale - pas de relation de ressem-
blance” pan exemple).

" blistes exige des” hypozhelsu précises eééec,tuee/s en 4 'appuyant

Aur Llanalyse de fa sifuation expérimentale considérée.

Nows allons développer cette seconde condition a partin de deux
exemples particuliens : -

Premier exemple :

Considérons un maténiel expérimental ne comportant qu'un
exemplairne néalisant chaque élément d'un ensemble A x B ol A
et B ont chacun peu de valeuns (2 et 3). Alors toute disposdi-
tion spatiale sulvant un tableau V x H (verticale x horizon-
tale) présenterna de nombreuses nelations de proximités horizon-
tale et/ou verticale compatibles avec L'équivalence des éLiments
powr L'une ou £'autre des dimensions A et B. Dans Le cas Limite
ol /A/ = /B/ = 2 Zout rangement qu eééeotue Le sufet dans un ta-
bleau 2 x 2 4ait apparaitre une patition horizontale ou verti-
cale compatible avee une partition de £’ ensemble A x B selon une
des dimensions.

Deuxieme exemple :

Dans Le carné cartésien E x E plusleuns relations qui existent
sun E x E peuvent se traduire au niveau du matérniel expérimentat
parn une disposition spatiale particulire. 1L en est ainsi en
parnticulien de £'égalité de La premithe projection, de L'égali-
1é de La deuxieme projection, de La nelation d'appartenance & L
diagonale de E. Chacune de ces thois relations peut &trhe indivi-
duellement représentée par un alignement vertical ou horizontal
des éléments qui vérnifient La relation. 1L est possible de réa-
Lisen Les 2 premicnes relations, spatialement, dans une disposdi-
tlon en matrnice cané., Mais il est impossible de réalisen simul-
Zanement Les trhodis nelations par ce type d'alignement vertical
ou norLzontal.

Nows voyons sur ces deux exemples apparaltre Les cas extrémes :

1/ Méme 54 Le Aujet ne prend en considération aucune relation
surt A x B Les contraintes de La situation expérnimentale impli-
quent une paitition spatiale néalisant une relation d'équiva-
Lence sur A x B

2/ Méme 54 Le sujet prend en considération Les trhois relations
suwn E x € Les contraintes topoghaphiques entrainent £'impossdi-
bilite de Leur néalisation spatiale done dans Les deux cas AL
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est impossible .d'interpréter en 1/ que Le sujet tient compie
d'une helation, en 2/ que Le sufet ne tient pas compte de L'en-
semble des 3 relations. '

L'intenpritation ensembliste de relations spatiales, effectives
ou théoniques (1) n'a de sens que a4 ces nelations spatiales ne
sont ni nicessaines (cas T) ni impossibles {cas 2).

On ne peut interpréten que des relations qui :

1/ peuvent Etre fortuites (ni nécessaires, ni impossibles),
2/ sont nares Adnon exceptionnelles touqufe,ue/s se produisent.

La seconde condition que nous venons d'énoncer se référe a une
probabilisation implicite des rekations spatiales "possibles”
pour Le maténiel expérimental consLderé Sous Les contraintes
d'une situation expérnimenitale donnée.

10 et nécessaire de préeisen davantage Les propriéiés de cette
probabilisation des nelations spatiales si on veut rendre cette
probabilisation opératoire, c'est-d-dire 84 on veut connaitre
de manizne précise L'inférence contenue dans £'interprétation.

Précisen La probabilisation nécessite :

a) de définin, a partin de certaines hypothéses dépendant du
maténiel, des conditions expérimentales et Eventuellement des
sufets, quel est L'ensemble des nelations "possibles",

b) de quantifier Les probabilités de certaines relations ou
ensembles de nelations observées, ou, au moins de pouvoir
s'assurnen qu'on peut négligen Leur probabilite, par happori

a un sewil choisi. Cette probabilisation, méme seulement pat-
tiellement exhible, est elle aussi fonction d'hypothises a prio-
ni, dépendant du maténiel, de La situation du sujet.

Dans Les cas Les plus favorables d'interprétation, Lonsqu'il
est difficile d'expliciter, quantitativement, £'espace des re-
Lations probabilisées, il est possible de pouvoir quand meme
prdeisen qu'un cerntain type de relation spatiale est négligea-
ble parmi L'ensemble des relations envisageables sous toute une
classe d'hypothdses. Cette dendine situation contient par
exemple Lo cas des intenprétations des classifications pratiques
en terumes de parntitions d'ensemble.

Les hypotheses qui permettent une probabilisation dépendent de
La situation dans Laquelle se pose un probleme d'interprétation.
Nous n'inons donc pas au-deld des remarques précldentes dans
L'¢tude générale de cette question. Nous signalerons toutefois
deux points :
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1/ L'étude dite "elinique" des néponses du sujet apporte une
information supplémentaire sur Le Lien ‘entre relations s patiales
ot nelations ensembfistes. En parnticulien La régérence aux ver-
balisations et aux fustifications Eventuellement obtenues des
sujets peut pemettre de nestreindre Le' champ des hypotheses
qu'il est "naisonnable” de faire (quant aux relations "possdi-
bLes™) en fonction .de £'analyse théonique de La situation.

2/ Les propriétés de La réalisation de £'ensemble expdrimental
en un maténiel expérimental ont des conséquences quant a L'in-
centitude de £'intenprétation. En parnticuliern L'existence de
plusieuns exemplaires d'un méme éLément introduit des contrain-
Zes sun Les nelations spatiales "possibles" compatibles avec une
nefation ensembliste donnée et réduit done Leur probabilité.

Nous n'avons donc pas résolu Le probleme de £a Liaison entre
nelations spatiales et relations ensembListes (définies par Le
sujet) mais nous avons definé un certain nombre d'hypothises ne-
cessaires et explicité un ensemble de problemes & nésoudre dans
Les diffénentes situations expérimentales ol est posée £a ques-
tion de Llinterprétation des relations spatiales.

D - Analyse des contraintes spatiales qui sont une donnle de fa
situation

Le probleme de La Liaison (powr Le sujet) entre proximiteés spa-
tiakes et nelations ensemblListes se pose différemment Lorsque
Les nefations de proximité sont une donnée de £a situation expé-
rimentale.

Une simplification du problime consiste dans Le choix préatlable
qu'a fait L'expérimentateur concernant Les dispositions spatia~
Les. A partin dlun maténiel expérimental, dont nous avons pré-
cisl qu'il dtait simple, L'expérimentateuwr définit des disposdi-
tions spatiales en gfonction d'hypotheses simples. Ces hypothdse:
concerment en particulier La neprésentation de refations de
nessemblance (Equivalences en particulier) et de différences
entre éléments par des propriltés d'alignement des réalisations
de ces dléments selon une verticale ou une hornizontale, c'est-a
dire que non seulement Les helations spatiales sont analysées
par rapport au cadre privilégie "vertical x honizontal" mais de
plus elles peuvent effectivement &'y inscrire selon des r2gles
chodsies par L'expérimentateur.

D'autre part La cohlrence globale entre Les dispositions spa-
tiakes donndes et Les nelations ensemblListes est assurle dans
2a constwetion de £'expérimentateur. Alorns que rien ne permet
d'assunenr qu'il en 204t ainsi Lons des constructions par Le su-
jet de dispositions spatiakes Lifes & des relations ensembliste
que L'on postule, au contraire Lonsque Les relations de proxi-
mité sont détermindes par L'expérimentateun celui-ci peut situe
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exactement Les problémes possiblLes de cohérence, posés pat
Les contraintes topoghaphiques propres au plan en particu-
Lien (1), et choisin Les dispositions "qu,téa,te/s en conséquence.

De plus, Les hypotheses initiakes de Liaison entre refations
spatiales et nelations ensembListes ne servent pas seulement
a déterminern La présentation spatiole du matérnied ; ce sont ces
mémes hypothtses qui vont Etne utilisées pour L'étude des né-
ponses du sujet @ La situation expérimentale ; ces hypothises

~ font donc partie des données initiales du modele par happort

auxquelles £ expérimentateur analyse Llensemble de L'expénience.
En particulien ces hypothises comstituent une partie de La

- déginition de La situation.

Les hypoth2ses. secondaines qui vont etre faites sur La Lialson
"spatial-ensembListe” pornteront surn Les hypothises partielles

(ventuellement vides) que Le sufet utilisera dans £'ensemble

des hypothéses initiales que nous powwions qualifier de "con-
séeutives” de La situation.

1L apparait done une différence essentielle entre Les cas od
Les proximités spatiales Aont produlfes par Les actiond du sufet
ot Ze cas ol elles sont deginces parn L'expérimentateur : cetle
différence concerme Le statut des hypothlses faites sur La Lindi-
son qui existe entre nelations spatiales (dans Le maténiel expé-
M’m?n,ta,@) et nelations ensembfistes (dans L'ensemble expérimen-
tal).

Dans Le premienr cas AL 4'agit d'hypothises concernant Le modéle
du sufet que £'on cherche d confinmer ou & infirmen (en fonc-
tion d'hypothéses initinles préalables) ; dans Le second cas

il 8'agit d'une donnée dans L'analyse (c'est-d-dire en fait La
déginition théorique) de La situation expérimentale (et/ou dans
sa construction effective).

Bien entendu iL y a une dépendance étroite entre Les deux cas :
La validation ou £'ingiumation des hypothéses indiquées plus
hawt, dépendent d'hypothdses théoniques (et/ou fechniques) préa-
Lables : ces hypothdses préalables contiemnent Lici en particu-
Lien Res hypothises initiales posées Lons de fa détermination
des dispositions spatiales. Réciproquement ces hypoth@ses ini-
tiakes ne sont pas des a prioni, détachées de Zoute expérience,
et sont, en parntie au moins, conditionnées par Les prophidités
des hypoth2ses que L'on veut essayer de confirmer ou a;mZuwne/L

(1) Par exemple, iL est Aimpossible de disposer 4 eliments dans
Le plan de sarte que La distance de deux quelconques d'entre
eux 404t La méme.
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E - Lonsque des nelations spatiales sont un effet indirect
d'actions du dujet elles peuvent :

- 504t traduwine simolement Le déroulement d'une succesdion
tempone&@e,"l{aﬁﬁeotu ou ne pas Z_’aﬁﬁec,tejn en nretoun,

- 504t intervenin pour Le sufet d un titre de situation expé-
rnimentale & un instant donné, ce qui nous ramine au cas précé-
dent pour L'andlyse. Lonsqu'il y a, par un effet de retour,
néonganisation spatiale nous retrouvons Le premier cas.

12 nous panait difficile d'allen plus Loin dans L'étude de ce
cas (qui peut Etre §rlquent dans une expérience), aussdi bien
d'ailleuns dans L'analyse générale que dans Les éitudes parti-
cilidnes aux expéhiences effectudes : £'interférence avec Les
processus temporels introdult un probleme particulien, et nous
manquons de moyens théoriques pouwr Le résoudre, méme sur des
cas particuliens. Nous verwwons, dans Le paraghaphe sutvant,
que Les problemes de Liaison entre succesdsion temponelle et
nelations ensemblistes sont eux-mémes d'une difficulte accrue
par rapport aux problemes "spatiaux”, imposée a4 La gois par La
contuinte du déroulement unidimensionnel et onienté du temps
et pan La possibilité contradictoire d'anticipation ou de dé-
Lai, non accessibles a £'observation de La part du sujet.
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3.2, RELATIONS TEMPORELLES ET RELATIONS ENSEMBLISTES DANS LE MODELE
DY SUJET

Les nelations temporelles que L'on peut envisagern sont a priord
La sdmultandité et La succession ; a L'intérnieun de ce dernien
cas on peut distinguer La succession directe, d'ordre 1, et Les
successions concermnant une séquence d'événements.

Comme précédemment pour Les relations spatiales, on peut distin-
guen deux sdltuations :

- Les sdmultanéités ou Les successions sont La comequenae des
actions du sujet ;

- Les helations tmpone,&?.ezs sont une des données de La situation-
probléme.

Dans Les situations que nous avons wtilisées dans notre champ expé-
nimental, seules interviennent Les nelations de succession, La
construection des expéniences éliminant a La fodls une présentation
simultande d'éléments nouveaux dans Le déroulement Lemporel de La
sdituation et La production simultanie parn Le sujfet d'éléments dis-
400488 .

1L nous faut remarquen que, de fait, Les relations de simulianéité
se congondent avec Les nelations spatiales de donnée des éléments,
et que Les nelations temporelles de succession peuvent aussi éine
hepnésentées par alignements avece des proximités spatiales qui sont
La simple conséquence d'une succession temporelle.

1. Successions déterminies par Les actions propres du sujet

Tout ce que nous avons dit plus haut & propos des relations Apa-
tiaLes neste valide dans Le cas des nefations temporelles de suc-
cession en ce qui concerne Les problémes de mise en napport de ces
nelations avec des négles d'action et des repnésentations du sujet.
La situation est méme plus complexe : Les relations temporelles de
succession apparaissent unidimensionnelles, done La reprnésentation
par une succession d'éléments de nelations ensemblistes entre des
cléments complexes est difgicile.

Dans centains cas L n'est pas possible d'intégrern sous formes de
nelations temponelles des nelations ensemblListes complexes : ainsd
dans La construetion du cané carntésdien A x A, 84 on peut heprésen-
ten Les coondonnées par une succession de n séquences de Longueur n
appropriles, on ne peut sdmultanément neprésenten La "dmgona,(’.e"
dans La méme ornganisation temporelle. Co
Une différence tient par ailleurs aux problemes de mémornisation :
L'onganisation temporelle qui prend en compte des nelations ensem-
blistes complexes fait intervenin de manilre Lmportante des questions
de mémornisation & cournt ou Long terme (sauf 84 cette organisation
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est immédiatement transcnite en relations spatiales, ce qui nous
raméne & L'analyse précédente).-C'est déja Le cas de La représen-
tation d'une relation d'équivalence, dés Lons qu'il faut asswren
L'exhaustivite de cette représentation.

Une des conséquences est Le fait suivant : pour que des relations
Lemporelles - sodent utilisées de gacon opératoire pour heprésenter
des nelations ensemblistes L& doit y avoir pour Le sufel nécessité
d y necourin. C'est Le cas en particulien pour des situations ol
Les élements a produire ou a explorner ne sont pas sdimultanément
dinectement accessibles (4'4iLs ne peuvent etre vus que un pat un
par exemple). La procédure de balayage temporel n'est alons effdi-
cace que a4 elle est étroitement Li€e a La structure de L'ensemble
des &léments d produire ou a exploren de facon @ asswier un parcous:
des éléments complet mais sans redondance. Dans un tel cas La pro-
babilité a prioni d'une succession ayant ces caracténistiques est
en génénal thes faible et La procédure choisie par Le sujet thes
informative. Néanmodins nous n'avons pas dans nos expériences, wti-
Lisé de telles situations etant donnée La difficulté a onganiser
et contrdlen de telles procédures dés que Les cardinaux des ensem-
bles dépassent 3 car cela nécessite de garder en mémoire Le parcours
de chacun des ensembles de base.. :

En conclusion, L'ensemble des contraintes qui néeglent Les nrapporits
entrne nelations ensemblistes et rnelations temporelles est tel qu'il
semble difficile d'analyser des procédures fLemporelles sans Les -
nattachen simultanément aux helations spatiales qui Les accompa-
gnent ou qui fLes sulvent dans Les actions des sujets.

2. Lla succession temporelle est déterminée par Les données de La
situation expénimentale

On rnetrouve entre ce cas et Le précédent des digférences de meme
nature que celles existant pour Les relations spatiales.

Lonsque des éLéments sont donnés de facon successive par £'expé-
nimentateun AL peut prendre en compte L'une ou £'autre des deux
nelations ensemblistes inverses : La digférence ou La ressemblance
constante entrne deux éLéments successifs au couns d'une séquence.
On peut ici tenin compte des hypotheses de mémorisation de La part
du Aujet pour choisin La Longueur des séquences significatives.

. Adinsi, supposons que L'épreuve consisite a gfaire établin une conres-
pondance entre un produit C x F et un ensemble C' définie par une
bijection entre C et C'. Une succession telle que
(el, §1)e3x'2
(el, 42)e3’'2
(e2, §2)e2e"?
permet d'éliminen par Le premiern Z-uplet de La séquence £'hypothlise
que La conrrespondance dépend de La forme, Le second confirme ce
point, et - dans Le cas o C et C' ont 3 éléments donne une ingor-
mation complite AL on sait que La correspondance dépend s0it de La
forme s0it de La couleurn ; une telle séquence nécessite une faible
mémorisation.,
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Nous voyons néanmoins que Les nrelations sont productives a condi-
tion que Le sufet ait déja fait un cerntain nombre d'hypothises per-
tinentes sun Les propriétés de La correspondance (qu'elle est fonc-
tion s0it de La seule couleur soit de La seule forme par exemple..);
des qu'il 4'agit d'une situation plus complexe (correspondance pro-
duit parn exemple) La gestion des hypothéses permises par cet ordre
de nelations temporelles devient beaucoup plus difgicile ; on arrive
a des sdituations dites de construction de concept pour Lesquelles

on dissocde mal sun £e plan du modéle Les néponses Lides a des ne-
présentations de La pant du sujet de celles qui tiennent a des
effets de népétition peu ou pas conscients.

3. L'analyse des relations tempornelles dans Leurs hapports avec Les
nelations spatiales est done plus difficile que celle des relations
spatiakes ; encore n'avons-nous pas posé Le probléme des successions
d'ondne supérniewn & 1.. ELLe nécessite des hypothlses - ou des
connaissances préalables - plus fortes que dans Le cas des relations
spatiokes : en fait nous L'utiliserons conjointement avec L'intern-
prétation des nelations spatiales qui Lul sont Lices qu'il 5'agisse
de L'analyse des procédures que des effets temporels dans Les ré-
ponses relatives a La bifection entre produits ensemblistes (expé-
riences des "dominos").

~
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4. INDEX DE QUELQUES TERMES...

Champ concepiuel

C'est une notion-clé dans L'analyse théorique du développement
cognitif, introduite par G. Vergnaud (voirn en particulier
Vergnaud, 1983). Introduction p. XXI 4q.

' Concegt

Représentation Aymboaque (presque toujowrs verbale) utilisée

dans Le jeu de La pensée abstraite, et ayant une signification
génénale valable pour un ensemble de reprisentations concriites
dans ce qu'elles ont de commun (concept d'arbre, par exemple,

commun & Zoutes Les sontes d'arbres).

Dans La plupant des recherches expeummm@e/s désigne une
classe d'objets déterminie s0it parn L'exdstence de propriltés
qualitatives communes (forme, couleur, Zaille, ete.), s0it par
de/s propriltés fonctionnelles ou des iLe,t’.a,twnA V. Classe, he-
Lation d'equa!.ence, H.P. (1).

Conceptions, heprlsentations

Ces termes henvodent au sufet : on parlera ainsi des concep-
tions des enfants surn La continuité, de Lewws rephésentations
de L'ensemble des nombres. Le tenme de "conceptions" est plus
vague, et ne se régene pas a un ensemble conceptuel plus Large
sun L'étude de La conmaissance. Le terme de "représentations"
s'integne de facon plus précise dans un cadre théornique, ol
sont mises en nelation Les notions de "champ conceptuel”, "sys-
temes de neprésentations”, "signlfde/signiflantinégerent”,
"rnegles d'action”, Wthiondmes en acte", "invarniants opératoines”
(Vergnaud) ou d'autres ensembles denotions entrant dans des
cadrhes théoniques sensiblement différents. On peut ainsi citen
Le nésumé d'une intervention aux fowwées d'étude de La sociéte
francaise de psychologie sur Le théme des représentations :

"1/ acceptions du terme de "neprésentation" : Le représentation
comme processus et comme prodult de processus ; La nature du
produit de ces processus (objet maténiel ou produit cognitif) ;
La neprésentation mentale (disponibilité et actualisation des
entités cognitives).

2/ propriétis des systemes de représentation : codage de £'in-
fjonmation ; abstraction ; conservation des relations,processus
dirnectionnels ; néfénence spécifique a La notion de ﬂx.gu/w,twn.
3/ fonctions des systimes de reprisentations : consewation de
f_'mﬁomna,tcon ; modalités d'utilisation de £'information ; pré-
paration & L'action ; notions de schématisation et de systé-

(1) Les initiales H.P. font néférence a H. Piéron. Vocabulaire
de Psychologie, Paris, P.U.F., 1973, 5eme édition, hevue
et conigée.
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matisation" (Dendis).
C4. Intnoduction, p. XXIV 4q.

- Conduites, compoitements

Comme Les teumes de neprésentation et de conception, Les moZs
conduites et conporntements, a cdté d'une acception non Apéed-
fique qui renvodie d La maniére dont un sufet agit, verbalise,
transfornme une situation, peuvent 4'intégher dans des cadres
théoniques différents. De maniene générake Le terme de compor-
tement a wne connoation plus restrictive que conduite. Dans
Le cadre du behavionisme Le comportement s'identifie aux &L&-
ments physiquement observables, d £'exclusion de toute inter-
vention d'une intenprétation qui ferait intervenin des concepts
dits "hypothétiques" : iL devient alors évidemment fort diff4-
cile de faire entren dans Le "comportement" La part de signifi-
cation que comporte Le Langage (par exemple). Les références &
Lo science comportementale en parlant de La psychologie (dont
La psychologie cognitive) sont, dans La pratique, exclusives
de L'intégnation dans La théonie de notions comme celles de
systemes de neprésentation..

Contrat didactique

Le contrat didactique est, schématiquement, £'ensemble des "n2-
gles de jeu" implicites qui régissent La néponse de L'El2ve aux
demandes du maitre (Brousseau, 1979 ; Chevallard, 1983). Un
exemole, emprunté & un tout autre domaine que La didactique

des mathématiques, peut ilLustrern cette notion : un exercice

de grammaire de 4eme comporte un court extrait d'un dialogue
entre Lowis XI11 et un officien ; deux questions Le sulvent :
2'une sun La valeur temporelle du temps utilisé, L'autre demande
de nédigen un petit texte analogue entre un ministre et son
chauffeur par exemple. Analyse de La deuxidme question par un
adulte n'ayant sous Les yeux que La page de £'exercice, et
n'ayant pas regardé La nature du manuel : "L'ofgicier cherche

d soutiner au hod des informations, en Lul demandant innocemment
2'emploi du temps que Lui prévoit Le nod, tu dois Cenire un
texte ol Le chauffeur tente La méme chose ; surprise de £'éleve:
L'obfectif du manuel, confinmé par La comrection qui suivaa en
classe, est L'usage du futur a valeur d'ondre.

Les concepts de contrat didactique, transposition didactique..
neldvent de La théornie des situations didactiques développée
par G. Brousseau et par Y. Chevallard.

Dimension | dimensionnel /| dimensionaliité

la place de ces .termes est développée dans une annexe qui pré-
sente un bref apercu historique de Leun introduction en psycho-
Logie et en physique, & partin du sens géométrique originel.




Dimensionalite et ses dénivés, est un néologisme dont La si-
gnification se napproche de celle de dimension (au singulien)
en mathématique mais dont Le champ d'utilisation a été élargd.
Indice

L'indice révélateur .d'un obfe,t ou d'une situation (...) est
gowwmd par une perception naturellement Lice a L'expérnience de
cet objet ou de cette situation. H.P. '

Invarndiant opératoinre / invariant représentatif

Voir introduction, page XI ; Piaget "introduction & L'épisté-
moLogie génétiquel

Macro-espace / micho-espace

Le macro-espace se définit par opposition au micro-espace des
objets que L'on peut atteindre par déplacement de La main, sans
déplacement du corps propre. ; AL se différencie également de
L'espace des déplacements "{mmédiatement effectuables”, celul
des coondinations motrnices ; Le terme anglo-saxon correspondant
est " e-scale” space. Un élément de différenciation impor-
tante est La possibilite d'une prise d'informmation compléte de
L'espace considérné sans déplacement. Cette différenciation n'est
pas mise en oeuvie par tous Les autewrns. L'usage des cartes ou
des plans concerne Le macro-espace.

Modalité sensornielle

Hebmhotz a appell ainsi des catégonies de qualitls sensonielles
sépandes des autres catégornies par un hiatus excluant Les than-
sdtions (modalité visuelle, auditive..), H.P.

Obsolescence, obsolescent

Ces temmes sont des néologismes, remettant en usage Le Zerume
francais "obsolete", qui signifle fustement "qui n'est plus en
usage, désuet". Chevallard appelle obsolescence d'un objet
d'enseignement un phénoméne de vielllissement, qu i falt qu'une
notion n'est plus "présentable" comme un objet d'enseignement -
en particulien parce qu'elle a déja servid comme tel pour Les
¢leves concernés. Ce terme a également une connotation histo-
rique. :

Plan gronto-paralléle

Le tenme gronto-paralléle s'entend par rapport au sufet : un
plan gronto-parallele est paralléle au plan du corps.
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Proximl - ww

L'axe proximal-distal est un nepére /ca(a,tcé au Ccorps phophre,

perpendiculaire au plan du conps et dans Le plan de symétrie

de celui-cl ; sun.cet axe "proximal” caracténise ce qui est

pres du conps et "distal" ce qui est eloigne.
' Niche informationnelle

Ce temme introdult par Brousseau gait négérence au gonctiomne-

ment dans un domaine numérique spéeigique (petits nombres oppo-
585 a4 grands nombres, pour simplifier) des diverses opérations

arithmétiques.

Quantité intensive, quantité extensive

Ces deux adjectifs 4'opposent chez Piaget, dans Le sens sulvant:
La quantité "extensive" est caractérisée par La comparaison des
parities entrhe elles sans spleification de £'unité, La quantité
"intensive" est caracténisée par des hapports de partie a touk
et se prolonge en une quantification "numénique" ou "métrique.
(Piaget. Le développement des quantités physiques chez L'enfant,
1941, avant-propos).

Qualite sensorielle

On désdigne toute impression qui se différencie nettement des
autrhes, indépendamment de L'intensité, et posséde une indivi-
dualité qualitative : une savewr amére, une coulewr rouge (...).
Quand on passe par thansition insensible d'une qualité a une
authe, du rouge au bleu par exemple, Les qualités se hangent
dans une catégonrie homogéne, comme celle de La coulewr., V. moda~
Lite. H.P.

Régerentiel
La notion de négérentiel se rapporte a La signification d'un

maténiel pour un sufet. PLutdt qu'au contenu, L se rattache
au domaine de référence (Voir Partie I, chapitne 1, p. 43, note).

Situations - problémes /| sdituations didactiques

Ces termes, utilisés en psychologie cognitive et en didactique,
nenvolent a des situations digférant pourn L'essentiel par Leur(s)
objectif(s). C§. introduction, p. XXIX 4q.

Variable

- Toute ghandeuwr physique appartenant & un ensemble de grandeurs

indépendantes employées pour speeifien Le stimulus, ou toute
qualité sensonielle &lémentaire (considénée comme non décompo-
sable) H.P. Voir indice, modalité, dimension.
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" Varniable didactique A

La notion de variable didactique interuvient Lons de L'étude
des situations didactiques : L 4'agit d'un élément de La Ai-
tuation sun Lequek £'enseignant peut jouer et qui va modigiern
Les napponts des €LEUes avec Les notions en feu dans La s4-
tuation didactique. Par exemple Le temps Laissl aux éLeves pour
nésoudne un problime peut Etre une variable didactique, 4 Le
fait de Le restreindre nend inefficace £a mise en oeuvre de
procédures nelevant d'une concepiion que L'endeignant veut
justement modifien. Le changement de "niche informationnelle”
(Brousseau) dans Le domaine numérique est également une modi-
fication de La variable didactique que consiifue - pour cer-
taines situations - £'ondre de grandeun numérique. Le sexe des
glaves ou Leun origine socio-professionnelle n'est en revanche
pas une variable didactique.







"DEUXIEME PARTIE




10.

1.

12.

PARTIE 11

. Classification des tdches sur le produit cartésien ;

description des expériences ; méthode de présentation
et d'analyse des résultats

Organigramme des tdches sur le produit

Répartitions des sujets dans les différentes expériences

. Comparaison du produit hétérogéne et du produit homogéne

(CxF, Cx¢C)

. Caractéres d'exhaustivité et d'unicité dans les cons-

tructions du point C x F

Annexe : Analyse des deux protocoles

. Dénombrements, adjonctions, rangements
. Rapports interdimensionnels

. Relation entre négation et unicité

Produit cartésien et complément

Construction de produits homogénes (C x C ; F x F)

. Mise en correspondance de dessins (F' x C') et de

plots (F x C)

. Mise en correspondance de plots (F' x C') et de

timbres (F x C)

Mise en correspondance d'étiquettes (F x C) et de
dominos Ag x Ad :

Mise en relation de boites (Cg x Cd) et de dominos
(Ag x Ad)

Conclusion

17

22
30
39
53
60
63
86

113

129

154

198




1 - CLASSIFICATION DES TACHES SUR LE PRODUIT CARTESIEN
DESCRIPTION DES EXPERIENCES
METHODE DE PRESENTATION ET D'ANALYSE DES RESULTATS

Nous avons vu dans le chapitre sur les objectifs et la méthodologie
que pour étudier les appropriations par les enfants des notions s'organi-
sant dans le champ conceptuel complexe du "produit cartésien",”nous avions
choisi d'étudier un "compiexe" expérimental destiné a apporter des infor-
mations de divers points de vue.

Les taches présentées aux sujets dans nos différentes expériences
" peuvent &tre classifiées en trois grandes catégories :

1° : Produire une collection de nouveaux éléments en combinant, de
facon "multiplicative", les é1éments de deux ensembles de base A et B ;
(produire des objets de la catégorie) (1) ;

2° ¢ Effectuer des opérations sur un ensemble produit, ou sur une
partie d'un ensemble produit A x B définies a partir des projections de
A x B sur les 2 ensembles de base (opérer sur les objets de la catégorie) ;

3° : Mettre en relation un ensemble A x B avec un ensemble A' x B' &
partir de deux correspondances indépendantes A —» A' et B—»B' (produire
des "morphismes" de la catégorie).

Cette classification des tdches différe sensiblement de celle utilisée
par Anh Nguyen Xuan (1983) : la classification de cet auteur est en effet

(1) Ces taches comportent soit des constructions de A x B a partir de A et
de B, soit des adjonctions d'un élément a A (ou & B) pour Tesquelles le
sujet doit prédire le nombre d'éléments nouveaux dans le produit
(AU{a}) x B, ou construire ces résultats nouveaux. Ces tdches sont
désignées sous le terme “"adjonctions".




construite & partir de deux "opérations-logiques inverses" de multiplica-
tion et de division et s'applique a des paradigmes expérimentaux ol le
produit cartésien s'inscrit spatialement dans un tableau de lignes et de

colonnes (1).

La classification que nous proposons est construite en fonction de
1'analyse ensembliste du produit, sans préjuger des rapports entre rela-
tions ensemblistes etArelations spatiales. (Ces rapports sont étudiés
pour nous dans les tdches de type "opérations sur le produit").

Les expériences effectuées seront, dans ce qui suit, décrites et étu-
diées en fonction des taches qu'elles comportent mais nous les dénommons
en fonction des caractéres du matériel utilisé, pour pouvoir y faire ré-
férence.

Par rapport a la classification formelle des tdches, nous devons ajou-
ter un autre axe a notre étude : celui des rapports entre les représenta-
tions des enfants (et les opérations qu'ils effectuent) avec les caracté-

ristiques des "dimensions" en jeu.

En effet les sujets travaillent sur un matériel expérimental, non sur
des ensembles. Nous explorons donc les effets produits par la réalisation
choisie, pour fournir quelques jalons sur le domaine de validité des opé-
rations cognitives engagées dans ces types de taches.

En particulier nous comparons les représentations du "produit hétéro-
géne" de deux dimensions différentes (forme et couleur) et du "produit
homogéne" (de deux ensembles de valeurs d'une méme dimension (forme ou
couleur) ; nous étudions également les rapports interdimensionnels dans

(1) Les taches présentées dans les tableaux de psychologie cognitive sont
essentiellement de ce dernier type (qu'il s'agisse"d'identification de
concepts", de "classifications multiples", de "complétion de matrices”..




(8]

1'organisation de produits "hétérogénes" F x C.

Les paragraphes qui suivent correspondent & une organisation qui
ne refléete directement ni les objectifs que nous avons présentés, ni
la classification des tdches, ni ne reprend une analyse expérience par
expérience : en fonction de nos objectifs nous avons focalisé, pour
chaque paragraphe, notre étude sur des comparaisons spécifiques entre
tiches et/ou entre expériences. Cette organisation complexe, non linéaire,
reflete pour 1'essentiel la complexité méme du champ conceptuel étudié.

L'organigramme qui suit essaie de présenter les rapports entre expé-
riences, taches et analyses présentées. La description des expériences avec
la répartition des sujets est donnée dans le Tableau I.




Organigramme des tiches sur le produit cartésien

Taches de o produit hétérogéne F x C étude des
construction . "cartes" (a,b) constructions § 3
. "plots"

. "mouchoirs”

comparaison des 2 types de

produits sur les mémes sujets
(1008s) § 2
° produit homogéne
CxC "maisons" (a > b)
: "maisons" (c)

N/

étude des constructions
"homogénes"

. Fx C "bateaux" (c)

N

e adjonction d'un élément e & E
dans construction E x E
("maisons" et "bateaux" - c)

Opérations _
sur le produit| e rangements (F x C)
. "cartes" - a :
. "plots”

e rangements dans tableau spatial étude des rangements § 4
. "mouchoirs” :

e rangements (E x E)
. "maisons" - a

o dénombrement d'une "fibre" de F x C
. "cartes" - b et "mouchoirs" ——— étude des téiches

’////’numériques § 4
e prévision numérique sur 1'adjonction
d'1 élément a F, & C
. "cartes" - b
. "mouchoirs"
. "plots"

o complément dans le produit (F x C) "oroduit" et négation
. mouchoirs" : rapport entre construc- cognitive § 6
tion du produit et négation conjonc-
tive ("non (a et b)")

Mises en cor- o . "plots et dessins" Fx C F' x C'— §&
respondances . "plots et timbres" §9
entre les FxC—»F xC ; FxC—F
produits FxC—>TC
. "dominos - margues" $410
FxC—» Al —> A2 §14

FxC— At X A2
. “dominos marques" C1 x C2-—»Aq x A2




TABLEAU 1 - REPARTITION DES SUJETS DANS LES DIFFERENTES EXPERIENCES
(Les lettres en indice signifient qu'il s'agit des mémes sujets)

Niveau '

Expé cee cp CE1 CE2 cM1 CcM2 TOTAL

rience :

"cartes" a 12a 12a | 12a | 12a | 123 | 60"

"cartes" b 10p 10p 104 10p 40y

“plots” 4 164 164 16¢ 524

mouchoirs" 12 12 12 12 60
+12 \

maisons - a 604

12a 12a 12a 12a 12a a

maisons - b 10p 10 10p 10p . 40p

maisons - ¢ 24 24, 24¢ 72¢

bateaux - ¢ 24, 24¢ 24¢ 72¢

"'plots et ’

dessins" 164 164 16q 484

“plots et

timbres” 16 8 16 8 48

"dominos

marques" 17 15 -1 15 14 15 76

"dominos 18 18 21

couleurs"”

TOTAL 24 121 95 110 80 51 473

(* dans ces deux expériences, certains enfants sont plus agés que la
"ormale" de leur classe).

Etant donnés les objectifs spécifiques des différentes expériences et les
résultats obtenus au cours du déroulement des expériences (et le nombre des
enfants individuellement interrogés, et des protocoles dépouillés) ce tableat
ne doit pas étre considéré comme représentant un "plan d'expérience” mais
comme un bilan.




- "Cartes"

Réalisation d'un produit F x C, avec F = {carré, cercle, croissanti
et C = {jaune, rouge, bleu, vert} . Chacune des formes de F est dessinée
sur une carte blanche. On donne au sujet 3 tas de telles cartes et on lui
donne d'autre part, quatre "feutres" de couleur.

. Consigne de 1a tdche de construction (type 1)
"Tu vas faire toutes les cartes coloriées que tu pourras, sans en faire
en double". On répéte éventuellement "ne pas avoir 2 fois la méme",
"pas deux pareilles”.

On donne un exemple de carte coloriée avec une autre forme et une autre
couleur.

. Consigne de la téche de prévision numérique sur 1'adjonction (type 2)
"Combien peut-on faire de nouvelles cartes différentes si j'ajoute du
marron ?"

Pour 60 sujets cette épreuve a été passée avant celle de construction
d'un produit C x C :("cartes" - a) ; pour 40 sujets, elle a été passée
apres: ("cartes" - b).

- "Plots"

Réalisation d'un produit F x C, avec F = {rectang]e, carré, triang]e}
et C = {jaune, rouge, bleu, b]anc} . On donne au sujet :
- un tas de plaguettes de bois naturel, des trois formes de F (approximati-
vement de méme surface),

- un tas de supports en plastique de 4 couleurs de C.

Les plaquettes peuvent s'insérer sur les supports pour former ce que 1'on
appellera un plot 4%2? (Tr).




. Consigne de 1a tdche de construction (type 1)
"Avec les plaquettes et les supports on va faire des plots" - on montre
un exemple avec une couleur non donnée au sujet. "Tu vas faire tous les
plots que tu peux sans faire deux fois le méme". On montre un plot iden-
tique a celui déja construit et on le défait en justifiant : "il1 est déja
fait une fois, i1 ne faut pas le refaire". '

. Consigne de "justification" (type 2)
Aprés la construction, on demande au sujet "pourquoi il est sir de tout
avoir construit" ’

. Consigne de prévision numérique sur 1'adjonction (type 2)
"Combien de nouveaux plots peut-on faire avec une nouvelle couleur-?Y
"Combien de nouveaux plots peut-on faire avec une nouvelle forme ?"

. Consigne d'identification de 2 réalisations de F x C (type 2)
On donne au sujet un tableau (lignes x colonnes) de dessins de mémes
formes et de mémes couleurs que les plots construits. Ces dessins sont
disposés de sorte 2 ne former aucun rangement suivant 1'une ou 1'autre
des dimensions. La consigne est "range les plots avec ces dessins de
couleur pour que ¢a aille bien". (On ne donne aucune indication supplé-
mentaire).

- "Mouchoirs"

Réalisation d'un produit F x C avec F = (étoile, carré, rond) et
C = (jaune, rouge, bleu, vert).

Chacune des formes de F = (étoiles, carrés, ronds) est représentée
par une décalcomanie sur un plastique incolore.

Chacune des couleurs (bleu, jaune, rouge, vert) est donnée sous forme
d'un carré de carton de couleur.




10

Les plastiques sont rangés dans les 3 casiers d'une boite.

Les carrés de couleurs : dans Tes 4 casiers d'une boite.

On construit un mouchoir en placant un carré de couleur dans un
plastique comportant une forme de F.

. Consigne de construction (type 1)
On donne au sujet un exemple de mouchoir avec 1 couleur et 1 forme non
utilisée. Ensuite, on lui demande de construire avec les plastiques et
les couleurs qu'il a “tous les mouchoirs qu'il peut faire sans faire
deux fois le méme". On montre un exemple de double en construisant un
2eme mouchoir.

On incite le sujet a continuer lors d'un arrét sans exhaustivité du ré-
sultat.

. Consigne de dénombrement et de prévision (type 2)
Quand le sujet a construit tous les mouchoirs, on fait éliminer les
doubles éventuels et on pose les questions numériques suivantes :

1. "Si tu avais de 1'orange en plus, combien pourrais-tu faire de nou-

veaux mouchoirs”.

2. "Dis-moi, sans regarder (on cache les mouchoirs) combien tu as de
mouchoirs bleus (on choisit une couleur correctement utilisée).
Compte...

3. Méme question et méme vérification pour une 2eme couleur.

4. Reprise de la 1ére question.

Qs = quatre questions numériques analogues pour la forme. Pour les sujets
plus &gés, on demande ensuite “combien as-tu de mouchoirs, en tout ?".

. Consigne de rangement spatial en"matrice”3 Xx 4) (type 2)
On présente au sujet un tableau de 12 cases (3 colonnes x 4 lignes) et
on lui demande de "bien ranger les mouchoirs" (un par case).

. Consigne de négation conjonctive

"Je ne veux pas de mouchoir rouge avec des carrés, fais-moi tous les mou-
choirs que je veux".




"

- "Maisons"

Réalisation d'un produit C x C avec C = (bleu, rouge, vert).

On donne au sujet des cartes sur lesquelles sont dessinées des maisons
formées d'un toit T et d'un fond F (une maison par carte). On lui donne par
ailleurs des crayons feutre de couleur.

. Consigne de construction de C x C (type 1)

"Tu vas colorier le toit et le fond des maisons pour faire toutes les
maisons possibles, sans avoir deux maisons pareilles”.

On donne un exemple de maison bicolore avec des couleurs non données
au sujet, et on insiste sur la consigne "ne pas avoir de double", "pas deux
fois 1a méme maison”, etc.

On précise si nécessaire en cours d'expérience qu'on peut faire le toit
et 1e fond de 1a méme couleur.

On incite le sujet & ranger les maisons "pour voir si toutes sont faite

. Adjonction d'une couleur nouvelle ; construction effective (type 1).

On donne une couleur supplémentaire au sujet (jaune) et on lui demande
_ de"faire toutes les cartes nouvelles qu'il peut faire avec" (en gardant les
couleurs antérieures).

Cette expérience a été passée par les mémes sujets que les "cartes" -
soit avant, soit aprés. Elle a d'autre part été passée par les mémes sujets
que 1'expérience qui suit ("bateaux") soit avant, soit aprés, suivant la
modalité suivante.
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- "Bateaux"

Réalisation d'un produit F x F avec F (triangle, carré, demi-disque ).
On donne au sujet deux collections de plaquettes réalisant les formes de F
dans 1'une les plaquettes sont percées d'un trou, dans 1'autre les plaquett:
sont munies d'un tenon ; 1'adaptation de ces dernigres ("les voiles") sur
les premizres (les "coques") constitue un "bateau".

. Consigne de construction (type 1)

Le méme que précédemment ; mais au lieu de préciser qu'il ne faut pas
faire de double, 1'expérimentateur intervient au premier double (éven-
tuellement) construit, pour le faire repérer et faire éliminer le repré-
sentant superflu.

. Consigne d'adjonction (type 1)

On demande au sujet de faire les bateaux nouveaux avec une forme nouvelle
(pentagone) pour la "coque" et la "voile".

- "Plots et dessins"

Tache de correspondances “"produits" entre une réalisation de F x C
et une réalisation de F' x C' (FNF' =9, CAC' = 9).

On donne au sujet un ensemble des plots qu'il a précédemment construit
(trois formes et trois couleurssb, j et w (b1anc». On donne d'autre part un
tableau 3 x 3 olU sont présentés des dessins de trois formes (étoile E,
lune L, croix X) et de trois couleurs (vert v, rouge r et noir n).

Trois tableaux sont utilisés :
. tableau AS, les dessins sont rangés suivant forme et couleur ;
. tableau AP, en carré gréco-latin : trois formes et trois couleurs diffé-
rentes par ligne et par colonne du tableau ;
. tableau AI, i1 n'y a ni rangement suivant un critére, ni différence maxi-
mum sur les lignes ou les colonnes : Al.




. Consigne de mise en correspondance "spatialisée" (type 3)

Aprés une description des dessins par le sujet, de sorte que soient uti-
1isés les deux dimensions forme et couleur, une premiére correspondance es
commentée sur le tableau AS.

"Je vais mettre quelques plots (4) avec les dessins, tu dois mettre les
autres pour que ¢a aille bien avec ce que j'ai mis".

On place les plots de sorte que les plots de méme forme soient avec des
dessins de méme forme, de méme pour les couleurs. On donne des indications
aprés le premier essai du sujet pour que cette contrainte soit respectée,
sans toutefois la donner explicitement. (Exemple : lesbleus ici, vont avec
les verts).

. Conservation de la correspondance par cHangement de disposition
(type 2-3).

On fait ensuite transporter les plots de cette carte sur Al ou AP
"en mettant les plots avec les mémes dessins". (Cette tache permet de con-
firmer 1a description préliminaire).

. Consigne de mise en correspondance (type 3).

On donne ensuite Ta méme consigne de mise en relation "qui aille bien
avec ce qui est déja mis" entre les plots et Tes dessins présentés sur
1'un des tableaux AP ou AI.

A chaque essai du sujet (& la fin d'une telle correspondance) on demande
"comment les as-tu mis ?" ; on présente éventuellement une contre-suggesti

Dans le dernier temps de 1'expérience on décrit au sujet la correspondance
entre les plots et les dessins (sans préciser explicitement que la forme
va avecla formeet la couleur avec la couleur) en disant par'exemp1e : "le
vert va avec le jaune", "le carré avec la croix", c'est-a-dire en décri-
vant la correspondance particuliére effectuée. On donne ensuite une der-
niére correspondance a compléter. (Les sujets sont ceux qui ont construit
les "plots"). ’
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- "Timbres et plots”

Réalisation de correspondances produites entre F x C et F' x C' ol
F x C est réalisé par des "plots" (les formes : ronds, carrés, triangles,
rectangles ; 4 couleurs), construits par 1'expérimentateur, et F' x C'
par des "timbres" : lignes non significatives (4 sortes, de complexité
voisine (1)) et tracées avec des couleurspeu vives -(4 couleurs :marron,

violet, turquoise, orange ) présentées dans 3 sortes de disposition
spatiale (AS, AP, AI).

. Conservation d'une correspondance dans un changement de disposition
(type 2-3)

On demande au sujet de déplacer les plots d'un des tableaux de timbres
(tableau AS) sur un autre tableau en remettant chaque plot "avec le méme
timbre".

Le but de cette partie est d'obliger le sujet & identifier un timbre a
la fois par sa forme et sa couleur.

. Mise en correspondance produit (type 3)

On place un certain nombre de plots en correspondance chacun avec un

 timbre, de sorte que les formes se correspondent entre elles et les couleur

entre elles. On demande au sujet de mettre les plots qui restent avec les
timbres "pour que ¢a aille bien avec les plots déja mis" en cherchant quel
est le "truc".

(1) Matériel construit a partir d'un travail de D. Lépine sur 1'identificat
de concepts, qui vérifiait 1'équivalence de ces lignes (pour des adulte
"cultivés").
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. Mises en correspondances unidimensionnelles (type 2)

Suivant que le sujet tient compte de 1a forme ou de la couleur, on donne
une correspondance partielle entre les mémes timbres et les seules couleurs
des plots (ou les formes) et on lui demande, de méme, de compléter.

. On demande ensuite de compléter une nouvelle correspondance entre timbres
et plots reconstitués.

- "Dominos et étiquettes”

Réalisation de deux correspondances unidimensionnelles F x C—> Ag,
et F x C —> Ad, et de la correspondance produit F x C —> Ag x Ad ol
F est un ensemble de 3 formes (pique, carreau, treéfle), et de 3 couleurs
(vert, bleu, noir) et Ag x A¢ deux ensembles d'animaux (AgN Ag = 9).

On donne au sujet un ensemble D de 9 dominos, (définis par Ag x Ag)
et un ensemble 55 de boites blanches sur lesquelles sont collées les réa-
Tisations de F x C. Ces boites s'ouvrent et contiennent des dominos iden-
tiques & ceux de 2 (1 par boite). On donne d'autre part un tableau repré-
sentant un rangement en matrice Ag x A4 des dominos identiques a <D et un
tableau représentant un rangement en matrice F x C. On décrit le matériel
au sujet. Identification des réalisations de F x C d'une part, Agx Agq,
d'autre part.

e "Sur chaque boite il y a un dessin de couleur ; sur ce tableau il y a
la méme chose. Tu vas mettre d'abord chaque boite a sa place". Si tout
est correct, on approuve et on passe & la suite. Sinon on recommence en
corrigeant les 3 premiers placements ; on note la suite.Qué1que soit le
résultat, on passe a la suite.

e "Sur chaque domino, i1 y a deux animaux. De ce c6té-ci un rat, un castor
ou un renard. De ce c6té-Ta un mouton, un cochon ou une chévre. Sur ce
tableau, il y a les mémes dominos. Tu vas d'abord mettre chaque domino a
sa place".

(Méme conclusion que pour les boites).
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. Correspondances unidimensionnelles

A -

"Dans chaque boite, il y a un domino comme ceux-la..."

"En regardant bien les marques, tu dois deviner quel animal il y a de
ce c6té-ci dans les autres boites ; tu me dis si c'est un rat, un re-
nard ou un castor. Quand tu auras dit pour chaque boite, on le refera
et tu pourras regarder si tu as deviné juste ou non".

"Tu vas deviner maintenant les animaux qui sont de 1'autre cdté. Je
t'en montre quelques uns..."

“Tu cherches & trouver les animaux qui sont de ce c6té dans les autres
boites fermées ; tu me dis pour chaque boite si c'est un cochon, une
chévre ou un mouton. Quand tu auras dit pour chaque boite, on le refera
et tu pourras regarder si tu as deviné".

. Correspondance bidimensionnelle

C -

"Maintenant tu vas deviner le domino qu'il y a dans chaque boite. Tu
vois les dominos qu'il y a dans celles-la".

“Tu regardes bien les marques et tu me dis pour chaque boite quel domin
il y a dedans en me montrant la-dessus"(tableau).

"Tu vas deviner pour chaque boite ; aprés on le refera une autre fois e
tu pourras regarder si tu as dit juste".:

- "Dominos et couleurs"

Expérience construite avec le méme paradigme que la précédente, mais

le matériel des “boites" est isomorphe & Cg x Cq ou Cq (vert, bleu, orange)
est réalisé par une pastille de couleur sur la gauche de la boite, et Cj
(gris, violet, marron) est réalisé par une pastille de couleur a droite.
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2 - COMPARAISON DU PRODUIT HETEROGENE ET DU PRODUIT HOMOGENE

Nous avons présenté les deux grandes classes de téches de construction
de produit selon les caractéristiques respectives des ensembles en jeu. Nous
avons par ailleurs, lors de la présentation des objectifs, précisé une hypo-
thése que nous voulions vérifier : la plus grande difficulté de construction
du carré cartésien par rapport a un produit A x B, en relation avec une opé-
ration sous-jacente d'indexation, nécessaire pour passer d'une représenta-
tion 1iée aux sous-ensembles & deux éléments a une représentation en pro-
duit pour E x E.

2.1. Avant d'analyser les propriétés des procédures de construction dans les
deux types de produit, nous allons d'abord donner des résultats globaux en
terme de réussite ou d'échec pour chacun des deux types de taches.

Deux expériences nous permettent cette comparaison, celles de cons-
truction des "cartes" et de construction des "maisons” - réalisant respec-
tivement C x F et C x C - dans les versions a et b qui différent par 1'or-
dre dans lequel ont été présentées les deux taches de construction.

Pour la version a), la construction de C x F et les tdches de rangement
et d'adjonction (1) ont précédé la construction de C x C ; pour la version t
1'ordre des épreuves a été inversé.

Nous avons comparé sujet par sujet la réussite 2 la construction, c'est
a-dire le fait que 1'enfant produise un ensemble complet et sans double.
Les tableaux suivants donnent la répartition en pourcentage des couples de
réponse pour C x F et C x C, pour les deux ordres de passation : a et b.

(1) Prédiction du nombre des nouveaux éléments de (CV{c}) x F ou de
C x (FVU {f}) avec une couleur, c, ou une forme, f, non utilisée pour
Cx

F.
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Tableau I.2 Tableau II.2
a cartes b cartes
+ - i + -
+ 23 0 23 0 + 25 5 30
- 57 20 77 @ - 3 35 70
<
........................ Ermec—mecenerem e —————

(les pourcentages ont été calculés sur les réponses des enfants
d'dges analogues pour a et b, soit des éleves de CP a CM1 de 6
a 1036 ans).

L'hypothese faite s'avere donc vérifiée avec les dimensions forme et
couleur pour le produit hétérogéne et la couleur pour le carré cartésien :
la comparaison, sur d'autres groupes, de la construction des carrés C x C
et F x F nous conduira 2 étendre le domaine de validité de notre hypothese.
Rappelons néanmoins que la réussite & la construction signifie simplement
que 1'enfant réalise une collection en bijection avec 1'ensemble produit
cherché mais sans que 1'on puisse préjuger de la représentation en terme
de structure de ce qui est ainsi construit. L'étude de 1'ensemble des opé-
rations effectuées sur les produits, ainsi que les procédures de construc-
tion elles-mémes nous permettront de préciser davahtage cette hypothése
globale.

Nous pouvons par ailleurs remarquer que le seul effet d'ordre parait
étre d'introduire une difficulté relative un peu plus grande dans la cons-
truction de C x F présentée aprés C x C : comme s?&e]]es des procédures mis
en oeuvre par les enfants pour construire C x C étaient "disponibles" au
début de 1a seconde épreuve et que celles spécifiques a8 A x A (construc-
tion par paires, utilisation de la symétrie..) faisaient alors obstacle -
pour certains sujets - & la mise en oeuvre de procédures valides pour CxF
(alors que les procédures valides pour C x F le restent pour C x C, bien
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que nécessitant de plus une indexation) (1).

2.2. Pour une comparaison plus fine des opérations conduites sur les deux
types de produit nous avons comparé les réussites aux opérations suivantes
(pour les mémes sujets) lors des épreuves b : '

- construction de C x C, en dissociant 1a construction exhaustive de la
construction correcte (sans double) ;

- la construction des éléments nouveaux obtenus par 1'adjonction d'une cou-
leur supplémentaire : nous supposons ici que le probléme posé par la consign
d'unicité "ne pas faire deux pareils" a été réglé lors de la premiére partie
de 1'épreuve) donc nous étudions les réussites complétes (exhaustivité et
unicité) ;

- construction de C x F exhaustive et avec un double éventuel (la signifi-
cation du "pareil” n'étant pas a priori identique pour les matériels C x C
et Cx F) ;

- construction correcte de C x F.

La répartition des sujets selon leurs réponses est présentée dans le
tableau I1Ixi-dessous, pour chacun des niveaux scolaires et pour 1'ensemble
des 40 sujets.

L'ordre des tdches correspond soit a 1'ordre purement logique (il y a
davantage de réponses exhaustives que de réponses a la fois exhaustives et

(1) 11 s'agit toujours de réaliser matériellement des exemplaires des
ensembles sans utilisation de matériel symbolique comme le codage
des éléments des ensembles de base du produit ; de plus ces ensem-
bles sont construits a partir de dimensions : la conjonction de ces
deux faits nous parait rendre compte des différences obtenues ici
par rapport a une expérience de constitution semblable de G. Vergnaud
et R. Cohen portant sur des éleves de CE (8 ans) ol les ensembles
de base étaient des ensembles d'enfants. Les auteurs ont en effet
trouvé & la fois un taux de réussite plus faible et une hiérarchie
beaucoup moins nette entre A x B et A x A,
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sans doubles..) soit & celui de nos hypotheses de départ. Les signes d'in-
clusion utilisés entre les colonnes ont le sens.suivant : 5C8 signifie -}
que les 5 sujets qui ont réussi la premidre tdche font partie des 8 sujets
qui ont réussi la tache suivante - présumée plus facile, ou logiquement
plus facile.

Tableau IIl.?2

CxC CxC Adj. Cx C CxF CxF

(U & E) (Exh.) (U &E) (U & E) (Exh.)
cp 0 0 1 < 4 < 8
w2 e 3 < & < 5 < 9
w2 < 5 < 6 < & e
w4 < 5 < 8 e 9 <o n "
N=40 8 < 10 < 19 < u < u

Les exceptions a 1a hiérarchie que nous représentons sur ce tableau
sont les suivantes :

- un sujet de CP et un sujet de CE1 réussissent une construction de C x C
mais n'ont pas une construction exhaustive de 1'adjonction ;

- deux sujets de CE2 font une construction correcte du carré C x C mais
n'arrivent pas a une construction exhaustive pour C x F.

Nous verrons lors de 1'analyse des procédures de construction qu'avec
le petit nombre d'éléments & construire (9 pour C x C, 7 pour 1'adjonction
et 12 pour C x F) les inversions observées ne mettent pas en cause fonda-
mentalement notre hypothése sur la-difficulté relative des tiches.

2.3. Les différences observées dans la réussite a la construction de C x C
et C x F sont évidentes. L'analyse des procédures utilisées dans les deux

types de situations confirmera qu'il s'agit bien, au moins pour les él2ves
avant le CM2, de différences profondes tenant 2 des représentations initia-
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lement différentes. Les paragraphes 3, 5 et 7 abordent directement ces
questions : qous pouvons déja dire que les représentationsde C x F et
celles de C'§ C évoluent différemment 1'une & partir de rapports inter-
dimensionnels (C x F), 1'autre a partir de 1a considération de parties
privilégiées de C (les ensembles 2 1 ou 2 éléments).

La comparaison des épreuves de mise en correspondance analysées dans
les paragraphes 10 et 11 nous conduira & poser le probléme de la coordina-
tion de points de vue "additifs" (tels qu'ils sont sous-jacents & des re-
présentations en termes de sous-ensembles) et “multiplicatifs" (sous-jacents
a des représentations en produits) (en prenant les termes "additif" et

"multiplicatif" en un sens ensembliste et non arithmétique (1).

(1) Une représentation additive du matériel E par exemp]eqpsllﬁg avec
FceF, alors que la représentation multiplicative a pour cel
modéle = F x C. Méme s'il y a isomorphisme, i1 s'agit de représen-

tations ensemblistes distinctes.
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3 - CARACTERES D'EXHAUSTIVITE ET D'UNICITE DANS LES CONSTRUCTIONS DU PRODUIT

CxF

Les premidres expériences comportant des tdches de construction du
produit C x F ("cartes-a") et C x C ("maisons-a") effectuées en 1967
étaient initialement destinées seulement a la comparaison des difficultés
pour le produit A xB et pour le carré cartésien A x A. (I1 faut rappeler
que jusqu'alors les recherches sur le produit n'avajent jamais mis en oeuvr
des constructions qui ne se référent pas & un tableau de classification,
et que 1'objet essentiel concernait les relations entre les éléments placés
dans les cases du tableau et les marges de celui-ci, et non pas directement

des propriétés intrinséques d'un résultat construit).

Nous n'avions pas alors prévu la richesse des protocoles recueillis
auprés des éléves du primaire quant aux procédures, aux rangements, a
T'utilisation selon les tdches des dimensions forme et couleur, etc. : nous
avions donc choisi. de travailler pour C x F et C x C dans des conditions
analogues de présentation de la situation, de consigne, de relance éven-
tuelle des enfants, sans analyser pour eux-mémes ces effets de définition
de 1a tdche. Par ailleurs les premiéres analyses effectuées en terme de
construction complate et sans double nous ont montré que, & 1'dge des sujet
avec Tesquels nous travaillions, nous observions relativement peu de dis-
crimination selon les groupes ou selon les situations en étudiant séparémen
1'unicité ou 1'exhaustivité.

De plus, les éléments parmi les plus intéressants sont apparus comme
ceux qui concernent les relations entre dﬁmensions, en particulier le pro-
blame c1é de la symétrie et de 1'indépendance des deux facteurs du produit
cartésien.

Nous avons donc effectué dans un premier niveau d'analyse un bilan
global des constructions de produits C x F en termes de réussites strictes
ou larges selon qu'on accepte ou non une "erreur" aussi bien pour 1'exhaus-
tivité que pour 1'unicité.
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L'analyse des relations entre produit et complément (§ 6) nous per-
mettra d'affiner notre étude sur ces questions de statut de 1'unicité,
cependant que les comparaisons effectuées sur des enfants de maternelle
3 CE1 sur le carré cartésien de formes et de couleurs apporteront des
&léments complémentaires sur les rapports entre les deux contraintes d'uni-
cité et d'exhaustivité (§ 7).

Nous reviendrons sur nos objectifs généraux sur ces questions au
moment de la discussion d'ensemble a partir des résultats de ces analyses

spécifiques.

3.1. Réussites aux tdches de construction de C x F

La figure 1 jointe donne les pourcentages de réussite globale de
construction des cartes (réussite large), des mouchoirs (réussite large)
et des plots (réussite large et réussite stricte). Dans chacune des situa-
tions la construction d'unicité était donnée aux enfants sous forme verbale,
comme par exemple : "ne pas faire deux fois le méme" et on "relancait"
1'enfant en cas d'arrét aprés la production de seuls éléments tous diffé-
rents entre eux & la fois par la forme et la couleur.

Figure 1

cartes-b

“2’mouchoirs

~ ’ plots

spontané
strict

cP CE1 CE2 CM1 CM2
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Si nous nous référons & la comparaison précédemment faite entre la
construction des cartes et celle des maisons nous pouvons apprécier les
différences importantes entre le respect strict de 1'exhaustivité et la
réussite large : pour les cartes dans la version b la réussite stricte
sur 1'ensemble des sujets était en effet seulement de 60 % alors que la
réussite large atteint 85 %.

De méme les réussites strictes pour la construction des mouchoirs ne
dépassent gugre 70 % alors que les réussites larges atteignent prés de 90 %
On retrouve ainsi les mémes niveaux de réussite stricte que pour la cons-
truction des cartes. L'analyse des procédures va apporter des éléments com-
. plémentaires sur les systemes de représentations et de régles d'action qui
peuvent conduire a ces constructions exhaustives ou presque exhaustives.

3.2. Analyse des procédures de construction

Les procédures de construction sont définies a partir de la constitu-
tion des séquences d'éléments construites par 1'enfant, constitution étu-
diée du point de vue des ressemblances et/ou des différences selon 1'une
et/ou 1'autre des deux dimensions forme et couleur.

3.2.1. Pour notre matériel formes x couleurs avec 3 formes et 4 couleurs,
nous avons distingué les classes suivantes de procédures :

- balayage des formes : la séquence produite par le sujet peut étre découpé
en groupes de 3 éléments différant entre eux par la forme - les couleurs
étant quelconques ;

- balayage des couleurs : la séquence peut se découper en groupes de 4 €élé-
ments de couleurs toutes différentes ;
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- construction de pivots (1) : Ta séquence peut étre découpée en groupes
de 3 éléments différant a 1a fois par 1a forme et par 1a couleur ;

- construction systématique (forme ou couleur) : les couleurs (ou les
formes) sont constantes sur une succession des 3 formes (ou des 4 couleurs)

. d
- construction indifférenciée : nous regroupons dans cette catégorie les
constructions au cours desquelles on ne peut distinguer la mise en oeuvre
d'aucune de ces procédures.

En fait dans la mesure ol les sujets respectent la consigne d'unicité
ils ne peuvent pas toujours mener a son terme 1a conduite d'une procédure
de type double balayage (ou pivot) : nous tenons compte de ces effets du
matériel dans la classification des sujets selon les différentes classes

de procédures.

3.2.2, Nous avons étudié les procédures utilisées dans les deux présenta-
tions différentes des matériels formes et couleurs des expériences de cons-
truction des plots et des cartes (version a, passée en premier sans inter-
férence éventuelle des procédures avec celles mises en oeuvre pour la cons-
truction des maisons,ce qui est 1a situation dans 1a version b).

Les tableauxI.zetIl.jdonnent les répartitions en pourcentage des pro-
cédures utilisées respectivement pour les cartes et pour les plots.

(1) Voir 1'analyse du protocole de Dom, en annexe de ce paragraphe.
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TABLEAU 1.3. (cartes a)

cp CE1 | CE2 cM1
BF | 38 (31) | 58 (42) | 55 (45) | 75 (75) | 56 (43)
BC | 15 (15) | 25 (25) | 45 (45) | 12 (12) | 24 (24)
DB | 15 (15) | 8 (8) | - 12 (12) | 9 (9)
B |30 (=) | 8 (8] - - 1 (2)

TABLEAU II.3 (plots)

BF | 75 (80) | 38 (13) | 25 (19) | 38 (31) | 37 (23)°
BC |25 (-) [31(25) | 13 (13) | 6 (6) | 17 (13)
DB | - 13 (13) | 13 (6) | - 8 (6)
B - 19 (-) | 50 (31) | 56 (31) | 38 (19)

Les pourcentages entre parenthéses sont ceux des constructions exhaus-
tives relevant des diverses procédures.

Ces tableaux, qui ne font encore rien apparaitre quant aux utilisa-
tions des ressemblances (procédures de type S parmi les procédures de ba-
1ayageL appellent les remarques suivantes :

- 1'utilisation de procédures régulidres de balayages d'une ou des deux
dimensions différe selon la réalisation matérielle des ensembles F, C et
Fx C: 1'utilisation des procédures de balayage est quasi systématique
dans la réalisation de 1'expérience “cartes", elle est moins fréquente
dans 1la construction des plots bien qu'étant dominante (plus de 60 % des
sujets) ; )
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- les procédures réguliéres sont plus efficaces quant a 1'exhaustivité
du résultat que les autres procédures, 1'efficacité étant plus grande
pour les cartes.que pour les plots ; '

- les deux dimensions forme et couleur n'‘ont pas la méme "productivité"
du point de vue des procédures et de Teur efficacité : le balayage des
formes est deux fois plus fréquent que celui des couleurs, et moins effi-
cace - dans le méme rapport de 3 & 4 environ - pour les deux expériences
“cartes" et "couleurs".

Nous reviendrons sur ces différences entre dimensions dans le para-
graphe 5 sur les rapports interdimensionnels dans le produit.

3.2.3. Nous allons maintenant analyser les procédures de balayage selon
~qu'elles maximisent les différences ou les ressemblances entre éléments
successivement construits par 1'enfant. Nous allons dans ce but, classer
les procédures de 1a maniére suivante : |

- procédures P : balayages maximisant les différences ;

- procédures S : balayage d'une dimension avec conservation de la valeur
de 1'autre sur chaque groupe d'éléments ;

- procédures D : balayage d'une seule des dimensions sans maximisation des
différences ni des ressemblances pour 1'autre.

{Les procédures A sont celles ol i1 n'y a pas de balayage.)

Le tableauIlIzdonne la répartition (en pourcentage) des sujets selon
ces procédures pour 1'ensemble des éléves de CE et de CM pour chacune des
expériences "cartes" et "mouchoirs"”.

TABLEAU III.3

PROCEDURES P : S D A

‘cartes” 33 36 21 10

"mouchoirs" | 21 19 ' 25 35
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Le premier point qui se dégage de ce tableau c'est que globalement
les relations de différence et celles de ressemblances sont utilisées dans
1es mémes proportions, elles sont simplement plus fréquentes dans la cons-
truction des cartes.

Une étude des répartitions dans les sous-groupes de CE et de CM indiqu
cependant que cette similitude de traitement est seulement partiellement
vraie(bour la construction des p]ot;): 1'utilisation des relations de dif-
férence diminue du CE au CM, fortement pour la construction des cartes, et
les procédures systématiques sont nettement plus nombreuses en CM pour la
construction des cartes.

3.3. Les premigres relations que nous pouvons voir apparaitre entre le ré-
sultat des constructions d'un matériel produit et les procédures utilisées
dans des réalisations différentes de C x F permettent d'avancer quelques
hypothéses sur les relations entre les systemes de représentation des enfan
et leurs regles d'action dans des situations données :

- la présentation du matériel, ici particuliérement des formes qui donnent
en quelque sorte la présence permanente d'un modeéle de 1'ensemble F, semble
jouer un rdle dans 1'utilisation et 1'efficacité de procédures de balayage.
Un systéme de représentation qui présuppose seulement 1'indépendance des de
dimensions et la maitrise des relations de ressemblance et de différence
dans 1'une des dimensions peut suffire a la production d'un ensemble en bi-
jection avec C x F si les reégles d'action suivantes peuvent étre correcte-
ment exécutées (et donc si un contrdle efficace peut étre mis en oeuvre tou
au long de leur exécution) :

- balayage des valeurs d'une des dimensions ;
- variation ou conservation systématique des valeurs de 1'autre dimension ;

- anticipation d'un nouvel élément a venir selon ces régles et comparaison
aux éléments déja présents, choix - quand i1 existe - d'un é1ément différen
Si le matériel réalise une présentation compatible avec un balayage et avec
la comparaison de 1'é1ément anticipé aux éléments déja construits, Ta pro-




29

babilité d'une construction compléte avec 3 formes et 4 cbu]eurs est assez
grande dés lors qu'une indépendance suffisante des dimensions permet une
exploration d'un ensemb]e(petit) de valeurs de 1a dimension non "balayée (1).

Néanmoins 1'exhaustivité stricte n'est pas assurée sans que d'autres
procédures de contrdle soient utilisées : nous verrons plus loin dans 1'étud
des rangements que les représentations du but & atteindre (C x F) peuvent
s'avérer insuffisantes (méme dans les conditions de présentation favorables)
pour assurer 1'exhaustivité et que les rangements qui permettent une ana-
lyse a posteriori de 1'ensemble construit peuvent étre nécessaires pour
1'exhaustivité.

Nous verrons par ailleurs dans le paragraphe 6 qui présente 1'expérienc
des "mouchoirs" 1'importance, au niveau des représentations, de 1'indépen-
dance des dimensions.

(1) 11 apparait en particulier qu'une procédure systématique de construction
de tous les éléments d'une forme ou d'une couleur donnée n'est en rien
nécessaire pour une construction correcte ; les analyses suivantes mon-
treront de plus qu'une représentation du produit prenant en compte son
organisation bidimensionnelle ne produit pas nécessairement de telles
procédures dans les situations du type choisi, et que d'autre part cer-
taines de ces procédures reflétent une non prise en charge de 1'indépen-
dance des dimensions.
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ANNEXE CHAPITRE 3

I - Analyse détaillée de deux protocoles d'enfants de 6;8 an:
(Dom) et 8;5 ans (Pat).

Ces protocoles ont un certain caractére de représentati-
vité au niveau des procédures utilisées ; ils nous per-
mettront de définir, sur exemples, les notions utilisées
ailleursdans la description des procédures.
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Protocole de Dom

Le protocole suivant est celui de Dom, éléve de cours
préparatoire, et dgé d'un peu plus de six ans et demi
(donc en 1ére année de primaire).

Dom décrit correctement les formes présentées (carré,
rond, lune), ainsi que les couleurs. Dés que la consi-
gne lui est donnée, i1 construit sans interruption les
trois cartes suivantes

Lj Cb Rr

Aprés ces trois cartes, i1 déclare "ca y est". A la
demande de 1'expérimentateur :

"Tu ne peux plus en faire ?" Dom répond :

"S{ s un caéd, un hond, puls encore une Lune”.

Dom dessine alors, sans interruption ni commentaire,
la succession suivante :

Cv. Rj Lb Cr Rv

Aprés cette carte, Dom prend en main le crayon bleu,
regarde le tas des lunes non colorées, et dit sponta-
nément : "je £'al déja fait" ; prenant alors un cercle,
il dessine :

Rb

Dom prend alors le crayon jaune, fait le méme commen-
taire concernant le tas des lunes, prend un carré et
dessine :

CJ
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I1 demande alors spontanément : "Qu'est-ce que jf'al
pas fait ?". L'expérimentateur ne répond pas et ne
donne aucune indication sur ce qu'il faut faire pour
cette vérification des cartes manquantes.

Dom prend alors les cartes, qu'il avait alignées sui-
vant leur ordre de construction, et les regroupe en
deux tas :

(Tunes) et (ronds et carrés)

Sur 1'interrogation de 1'expérimentateur : "Qu'est-ce
que tu as mis dans ce paquet ?" (en désignant (retc))
Dom, sans répondre, décompose (retc)en (r) et (c), il
se trouve donc devant la partition :

(Tunes) , (ronds) ,» (carrés)

correspondant & un groupement des formes identiques,
les trois ensembles contenant respectivement 2, 4 et
4 cartes.

Dom ne trouve pas les cartes manquantes & partir de
cette partition. L'expérimentateur 1'incite a "ranger
autrement". Dom fait'alors une partition suivant'la
couleur, en quatre parties :

(verts), (jaunes), (rouges), (bleus)

qui ont respectivement 2, 3, 2 et 3 éléments. La parti
tion effectuée, Dom s'exclame : "I£ me manque deux
Lunes" et construit :

Lr et Lv

et s'arréte, assuré d'avoir construit toutes les carte
voulues.
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Analyse du protocole de Dom

Les trois premiéres cartes construites : Lj, Cb et Rr
sont telles que deux d'entre elles n'ont en commun ni
1a forme ni la couleur ;

Définition

On appelle, dans un produit, un ensemble P tel que le
précédent un ensemble pivotal : deux points quelconques
d'un ensemble pivotal ont leurs deux coordonnées diffé-
rentes.

De plus, en raison du nombre d'él1éments de cet ensemble
et des cardinaux de F et C tout autre élément de F x C
a nécessairement en commun une forme, avec 1'une des
cartes de P.

Un ensemble pivotal ayant cette propriété est appelé
un ensemble pivotal maximal.

Lorsque les deux dimensions ont le méme nombre de va-
leurs un ensemble pivotal maximal "représente" toutes
les formes et toutes les couleurs. Un tel ensemble est
appelé un pivot.

Par abus de langage, nous appellerons aussi pivot un
ensemble pivotal maximal dans le cas ou card [F} #[c}.
On dira parfois aussi, s'il n'y a pas de confusion pos-
sible sur 1'ensemble pivot, qu'un élément d'un pivot
est un pivot.

La construction d'un ensemble tel que P (par un sujet
correspond 3 uremaximisation des différences entre les
cartes. Cette exigence de maximisation n'est pas
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due seulement & la consigne "ne fais pas deux cartes
pareilles" ; en effet le sujet construit ensuite d'au-
tres cartes qui vont donc ressembler & une carte déja
construite, puisqu'elles auront 1a valeur d'une dimen-
sion en commun. L'analyse d'autres protocoles nous a
par ailleurs montré qu'un certain nombre d'enfants,
qui construisent de tels pivots, ne marquent pas de
temps d'arrét entre un pivot et les cartes suivantes,
voire rangent les cartes suivant leur forme (au cours
de la construction méme).

Etudions maintenant, sur le protocole de Dom, la suc-
cession des cartes.

1. Construction d'un pivot Lj Cb Rr

2. Succession Cv Rj Lb Cr Rv

3. bR jC

(La notation Lj signifie que c'est 1a forme L qui est
choisie en premier, bR que c'est la couleur (b)).

Nous appuyant sur la remarque de Dom aprés constructio
du premier pivot "il y aura un carré, un rond puis enc
une lune", intéressons-nous aux successions de formes.

On peut décomposer la construction pendant les phases
1et2en:

- un premier ensemble Fy (Lj Cf .Rr) isomorphe & 1'en
semble F de départ (L, C, R),

- un second ensemble F» (Cv Rj Lb) également isomor
aF,

- enfin un ensemble F'3 qui ne comporte que 2 formes
(Cr, Rv).
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Cette décomposition nous permet de commencer d'inter-
préter le commentaire de Dom quand désignant Te tas
des Tunes i1 annonce “"Je 1'ai déja’ fait" : la forme L
est bien en effet la forme nécessaire pour compléter
F'3 en un F3 isomorphe & F.

Afin de comprendre pourquoi, aprés cette réflexion, Don
ne construit pas Lr ou Lv qui manquent i1 faut analyser
la répartition des couleurs dans les phases 1 et 2 :
les ensembles F{-et F2 non seulement sont isomorphes

a F mais ce sont aussi des pivots. Pour compléter F'3
en un pivot F3 i1 faudrait prendre comme forme L et
comme couleur soit le bleu soit le jaune. Or Lb et Lj
ont déja été faites.

Le comportement de Dom confirme 1'analyse de cette pro:
cédure : prenant le "feutre" bleu, il regarde le tas
de lunes a faire et précise : "je 1'ai déja fait". Il
utilise néanmoins le bleu pour faire un rond. I1 essaic
ensuite le jaune, fait la méme remarque, et utilise le
jaune pour faire un carré. Le passage & la phase 3 se
fait donc sur la base de la succession des couleurs ;
c'est une solution utilisée pour Dom pour résoudre la
contradiction entre la construction de pivots succes-
sifs et 1'exigence de ne pas avoir de doubles.

Remarquons que :

- les 4 premigres cartes L, Cb Rr Cv forment un en-
semble C1 isomorphe a 1'ensemble C des couleurs. Il en
est de méme des 4 cartes suivantes Rj Lb Cr Rv.

(1'ordre de succession des couleurs est d'ailleurs le

méme)(1).

(1) Nous appellerons ce type de succession un "balayag
des couleurs”. Le "balayage des formes" est la suc
cession analogue pour les formes.
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-

Lorsque, sur incitation de 1'expérimentateur a “ranger
autrement", Dom effectue une c}assification selon 1la
couleur, i1 obtient quatre ensembles de 3, 3, 2 et 2
é1éments respectivement, dont deux sont isomorphes a

F (les "jaunes" et les "bleus"). Le complément des dew
autres, pour obtenir des ensembles isomorphes a F, est
alors immédiat ; Dom marque d'ailleurs sa certitude
d'avoir construit toutes les cartes voulues.

Remarquons que la classification qui s'avere opératoir

n'est pas la c]assification spontanée, qui comporte se
propres limites.

Protocole de Pat.

Le protocole abrégé d'un enfant de CE2 (835 ans).

Pat va nous permettre de montrer un type de constructi
différent.

La construction des cartes par Pat se fait sans inter-
ruption dans 1'ordre suivant :

Cj Rv Lb Cr Rj Lr Cv Rr Lj Rb Cb Lb Lv

La lune bleue construite en avant-derniére carte est
aussitdt éliminée car Pat s'apercoit qu'elle est déja
faite.

Comme pour Dom on peut décomposer cette construction ¢
4 ensembles dont chacun est isomorphe & F :

Fi =Cj Rv Lb
Fo = Cr RJ Lr
F3 = Cv Rr Lj
Fg = Rb Cp Lb aussitdt remplacé par (Rb Cb Lv).




.‘-J

37

Mais on peut remarquer une différence:non seulement les
Fi ne sont pas tous des pivots (seuls Fq et F3 le sont)
mais F4 est d'abord construit comme unicolore :

Fq ’;_:{b} x F s

en témoigne le fait que Lb est dans Fg, or Pat n'a

fait jusque 12 aucun double (i1 s'apercoit d'ailleurs
immédiatement que Lb est déja fait).

Le rangement spontanément effectué (simultanément a la
construction) est le suivant :

Cj Cr Cv Cb
Rv. Rj Rr Rb*
Lb Lr Lj Lv

*des que Rb est posé i1 est échangé avec Rr : on peut

remarquer, comme chez Dom, une contrainte de différen-
ciation des couleurs dans chaque groupe des trois forme
malgré la construction de Fyg.

La différence majeure - et décisive - avec Dom est

que cette exigence n'introduit pas de contradiction
avec celle de ne pas faire de doubles et que Pat cons-
truit spontanément 1'ensemble C x F complet. De plus,
Pat n'a pas besoin, comme Dom, d'une classification
explicite selon les couleurs pour faire toutes les
formes pour chaque couleur : au contraire - et la
derniére séquence Cb Rb Lb en témoigne ) Pat peut
s'appuyer sur une représentation préalable-qui lui
permet de réaliser une différenciation des couleurs
dans un rangement selon la forme, sans que cela impliq
des contradictions internes a la construction comme
pour Dom.
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Nous pouvons tirer une remarque, a valeur générale,

de T1a comparaison de ces deux protocoles. Un méme com-
portement : la procédure de "balayage des formes" prenc
une signification différente quand on 1'insére dans un
ensemble de conduites. Cette procédure de balayage est
fréquente et se manifeste sur plusieurs niveaux d'ages
mais 1'analyse précise des protoles de Dom et de Pat
indique que cette procédure change de statut au cours
de 1'évolution des représentations du produit cartésier

D'autre part, 1'exhaustivité de la construction de F x
passe chez Dom et chez Pat par des voies différentes :
elle nécessite chez 1'un des deux enfants un changemen
de classification, suscité par 1'expérimentateur ;(11
faut remarquer que ni chez 1'un ni chez 1'autre la-
réussite a la construction de F x C n'exige de procé-
dure systématique ou de doubles c]assifications..).
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4 - DENOMBREMENTS, ADJONCTIONS, RANGEMENTS .

4.1. Réponses numériques

Nous avons analysé les opérations de type numérique effectuées par
les enfants sur les produits C x F. La premigre épreuve de construction
de cartes (version a) ayant mis en évidence la difficulté des enfants jus-
qu'au CE de prévoir le nombre de nouvelles cartes qu'ils pourraient cons-
truire avec une couleur supplémentaire, et une difficulté également a ré-
pondre "“en aveugie" & une question du type de : "Combien as-tu fait de
rouges ?", nous avons organisé un questionnaire systématique de dénombre-
ment "en aveugle" et de prédittion du résultat de 1'adjonction pour chacune
des deux dimensions dans les expériences de construction des cartes et des
mouchoirs (1).

La figure 2 donne la répartition en pourcentage des réponses numériques
correctes pour le dénombrement et pour 1'adjonction correspondant & chacune
des deux dimensions forme et couleur (différemment réalisées dans la cons-
truction des cartes et dans celle des mouchoirs).(fin du § p. 52).

Rappelons que les enfants sont tous a "1' dge normal" de leur classe
dans les groupes d'éléeves de ces deux expériences et qu'il s'agit d'enfants
différents.

: 2
Des courbes fictives(o%t été construites a partir des résultats bruts
en identifiant les points pour lesquels les différences de résultats étaient

(1) L'expérience comportant 1a construction des plots était destinée a la
comparaison des opérations de construction, de rangement spatial et de
mise en correspondance de deux produits C x F ; nous n'avons pas déve-
Toppé dans cette expérience 1'étude des réponses numériques, nous avons
seulement relevé pour les enfants de CE les réponses de prédiction pour
chacune des deux dimensions, en vue de compléter nos éléments de con-
naissance sur les rapports interdimensionnels. Nous n'en parlerons pas
dans ce paragraphe.

(2) Courbes avec trait double.
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sans signification compte tenu du nombre de sujets en jeu. Cela nous permet
de rendre plus lisibles et les similitudes et les contrastes dans les rela-
tions interdimensionnelles.

Un certain nombre de points ressortent de la comparaison de ces résul-
tats avec ceux des réussites globales.

Avant le CM1 (9 ans) on observe des décalages importants entre la
réussite globale a la construction et les réponses numériques. Seul le
dénombrement des cartes d'une forme donnée est presque aussi bien réussi
que la construction (réussite large, précisons-le) a partir du CE ; les
autres tdches de dénombrement apparaissent nettement plus difficiles que
la construction proprement dite jusqu'au CM1 ol 1'ensemble des tdches de

construction et de dénombrement est maitrisé par presque tous les enfants.

Les tdches de prévision (posées avant celles de dénombrement dans le
déroulement des épreuves) apparaissent trés difficiles pour les enfants et
1'amélioration des réponses est trés lente : au CM1 encore, une minorité
d'enfants a une représentation du produit C x F assez disponible et opéra-
toire pour anticiper immédiatement 1'ensemble des éléments nouveaux & cons-
truire avec une valeur nouvelle pour 1'une ou pour 1'autre dimension.

Par ailleurs, 1'existence d'un traitement différent des deux dimension
apparait clairement : les réponses concernant la forme sont meilleures que
celles concernant la couleur avec le matériel des cartes avec des écarts
particulierement importants pour les tdches de dénombrement par les enfants
du CE. Pour le matériel des mouchoirs la situation est inverse : les répons
concernant la couleur sont meilleures (pour le dénombrement en CP et CE il
a presque échec complet).

I1 nous faut remarquer que comme pour les réussites globales les ré-
ponses numériques de dénombrement évoluent avec un "palier" marqué entre
1e CE1 et le CE2 ; ce fait se reproduit pour d'autres comportements concer-
nant la construction ou le complément dans le produit (voir produit et com-
plément, page 78'du texte de 1'article, paragraphe 6). On retrouvera 1'exis
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tence d'un tel palier dans certaines des tdches de construction de C x C
(voir le chapitre 7) : or il s'agit de trois populations d'enfants dis-
tinctes (maisons-a, cartes-b, mouchoirs). I1 nous semble donc justifié

de pointer 1& un phénoméne étroijtement 1ié au déroulement du processus
d'évolution des systémes de représentation du produit, et des reégles d'ac-
tion qui Tui sont liées.

L]

Nous analyserons de facon plus spécifique les rapports entre dimen-
sions tels qu'ils apparaissent dans ces tdches dans le paragraphe 5 con-
sacré a cette étude.

Pour les plots et pour les mouchoirs les questions de prévision ont
été posées également aprés celles de dénombrement sur la méme dimension.
Les résultats montrent qu'il est possible d'intervenir sur 1a mobilisation
de représentations existantes mais non spontanément disponibles. En effet,
la figure 3 qui représente (pour les mouchoirs) 1'évolution des prévisions
numériques complétement correctes et celles tout a fait fausses traduit-
une amélioration des réponses dans tous les groupes ; et pour cette situa-
tion la différence entre les enfants de CE1 et ceux de CE2 est positive
et beaucoup plus importante qu'entre le CP et le CEf1.
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- —— Echec complet pol
1'adjonction d'ur
élément (F ou C)

100 + mouchoirs
' . #7 xxvwles2 réponses cor-
b rectes
50 L

cP CE . CE2 M1
Figure 3

La fidure 3 donne 1'évolution des échecs complets (trait plein)
et des réussites complietes (trait croix) pour les 2emes réponses numériques
de prévision de 1'adjonction (F et C) pour les mouchoirs.
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4.2. Les rangements

I1s peuvent avoir été spontanément produits par le sujet & un moment
quelcongue de la construction, ils peuvent étre la réponse a une incitation
de 1'expérimentateur : "Peux-tu ranger pour voir si tu as tout fait" ; ils
peuvent aussi étre une tdche spécifique aprés toutes les questions numéri-
ques qui suivent la construction elle-méme.

4,2.1. Nous allons comparer pour les cartes (a) et les plots les rangements

spontanés et les rangements finaux (spontanés + suscités) concernant 1'en-
semble des sujets. Nous présenterons ensuite une étude plus détaillée des
différents groupes d'dge pour chacune de ces expériences.

Le tableau I.4 donne la répartition des conduites de rangement spontané
puis avec incitation éventuelle (en pourcentage, sur 1'ensemble des sujets
de 7 a 10;6 ans). Les notations sont les suivantes :

RF désigne un rangement selon la forme ;

RC désigne un rangement selon la couleur ;
RP désigne un rangement en produit (matrice) ;

@ désigne une absence de rangement selon des critéres de dimension commun

TABLEAU I.4

R Spontané R Final

Cartes Plots Cartes Plots
@ 33 60 18 35
RF 55 25 70 44
RC 6 8 - 13
RP 6 8 12 8
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L'évolution des rangements selon 1'intervention de 1'expérimentateur
est marquée dans les deux situations et se traduit essentiellement par la
constitution de nouveaux rangements selon la forme, faisant diminuer la
différence entre le traitement des deux matériels produ1ts Néanmoins le
matériel pour lequel n'existe pas de rangement préalable Jes représentants
de chaque dimension (construction des plots P) est 1'objet de moins de con-
duites de rangement spontané ou aprés incitation ; dans les deux cas les
dimensions sont utilisées de facon trés dissymétrique méme pour les plots
ol n'existe pas d'asymétrie dans la présentation des dimensions.

4.2.2. Les évolutions des rangements avec 1'dge,ainsi que leurs rapports av:
la qualité globale des réponses de construction sont analysées séparément
pour les cartes et pour les plots. (Rappelons que les rangements sont en
relation étroite avec le processus de construction de 1'ensemble C x F
cherché ; il y a donc une interaction possible avec les procédures : nous
effectuons donc 1'analyse de 1a construction des cartes dans la version a
ou C x F est construit avant C x C).

Le tableau II4donne la répartition en pourcentage des rangements des
cartes qu'ils soient spontanés ou obtenus aprés incitation ; les rangements
doubles RD correspondent soit a des rangements produit (en matrice) soit a
deux rangements successifs selon une dimension puis 1'autre.

TABLEAU II.4

cp CE1 CE2 cM1 CM2 s
p 8 - 18 30 - 12
RF 62 83 36 40 (25) 56
RC 15 17 - - 4
RD 15 - 46 30 (75) 28

(1) Au niveau du matériel de formes et de couleurs

fourni j 5
de 1'expérience. ourni au sujet au dét
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On voit une évolution importante entre le CE1 et le CE2, traduite par
une diminution des rangements selon la forme seule, qui nous semble avoir
une double signification : d'une part les enfants plus dgés peuvent mieux
utiliser deux critéres successifs de rangement mais aussi ils peuvent avoir
des modes de contrdle de 1'exhaustivité 1iés anune représentation suffisante
pour se passer du support du rangement actualisé.

Cette hypothése qui va au-dela des stricts résultats statistiques du
tableau précédent, augmentation des rangements selon 2 critéres successifs,
et des absences de rangements du CE1 au CE2, peut étre appréciée avec 1'ana-
lyse de ce qui se passe dans la construction des plots.

Nous avons noté 1'existence et la nature des rangements spontanés
effectués au cours de la construction des plots par les éléves des diffé-
rentes classes ainsi que celles des rangements obtenus aprés incitation a
ranger, incitation qui a concerné les sujets qui n'étaient pas arrivés a
une construction exhaustive.

Le tab]eauIII4donne la répartition en pourcentage des diffé-
rents types de rangements spontanés (entre parenthéses le pourcentage de
constructionsexhaustives) pour les différents niveaux scolaires. (Les enfant
de CE ont été regroupés car il y a dans ces groupes peu d'enfants de CE1,
étant donnés les objectifs de 1'expérience "plots"). -

TABLEAU III.4

CE M1 - CM2 S
0] 65 (20) 50 (19) 63 (31) 60 (23)
RF 25 (20) 31 (30) 19 (19) 25 (23)
RC - 13 (13) 13 (13) 8 (8)
RP 10 (10) 6 (6) 6 (6) 8 (8)
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Nous observons du CE au CM2 un changement dans les rapports entre
1'existence d'un rangement et l1a réussite & une construction exhaustive :
en CE le rangement est important pour aboutir & la réussite, en CM2 preés
de 1a moitié des réussites correspondent & une absence de rangement spon-
tané, et prés de la moitié des sujets qui ne rangent pas réussissent néan-
moins une construction exhaustive. Cela va dans le sens de 1'hypothése
avancée plus haut.

En revanche nous n'observons pas de différence (du CE au CM) dans
1'utilisation de 1a forme seule comme critére du rangement : i1 nous sem-
ble y avoir 1a une différence due & la présentation de 1a réalisation de
1'ensemble F dans chacune des deux tdches de construction.

Le tab'leauIV4 donne la répartition des rangements 1nduits»(pour les
plots).

(Nous avons dans ce tableau donné le nombre de sujets concernés et nor
les pourcentages par groupe (le groupe de CE comprend 20 sujets, 1es groupe
Y
de CM chacun 16 sujets)).

TABLEAU 1IV.4

ct CM1 cM2 S

RF 4 (1) 3 (1) 3 10 (2)
RC 1 (1) - 2 (1) 3 (2)
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Nous vérifions que les rangements induits sont de facon dominante
des rangements selon la forme, mais, & la différence des rangements spon-
tanés peu de ces rangements vont conduire & la complétion de C x F. La
mobilisation d'une telle opération n'a donc pas les mémes caractéres opé-
ratoires que la disponibilité. On retrouve ce point en considérant comment
les différentes réponses se suivent : en CE, 50 % des enfants font une
construction exhaustive spontanée, aprés incitation a un rangement ce
pourcentage passe a 60 % mais les réponses numériques correctes dans la
prévision de 1'adjonction reviennent & 50 %.

Nous retiendrons sur ce point 1'hypothése plus générale que la dispo-
nibilité d'une opération qui permet un résultat correct a effectivement une
signification opératoire alors que la mobilisation, Torsqu'elle intervient,
a un caractere local, qui ne suffit pas a rendre opératoire les résultats
ainsi acquis.

L'analyse qui suit est celle des rangements des mouchoirs, préalablement
construits, sur un "produit spatial® : on fournit aux enfants & la fin de
leur construction un tableau comportant 12 cases, organisées en 4 lignes x
3 colonnes (d'ol le terme de produit spatial) sur lequel ils doivent ranger
Tes mouchoirs en les placant un par un. Notre objectif est d'étudier au tra:
vers des conduites des enfants les hypothéses implicites qu'ils font pour
mettre en rapport un matériel représentable par un produit "combinatoire"s
couleurs x formes et un matériel organisé selon un produit spatials colonnes
x lignes.

Cela doit nous permettre, avec 1'une des tdches analysée au paragraphe
d'apprécier les analyses méthodologiques concernant les rapports entre rela:

tions ensemblistes et relations spatiales.

Nous avons classé les rangements de la facon suivante :
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MAT : les formes sont placées selon les colonnes (1 forme par colonne) et
les couleurs selon les lignes (1 couleur par ligne) de sorte que Te résultat
constitue une disposition "matricielle" ;

FCO : rangement des formes en "colonnes", sans rangement spécifique des
couleurs ;

FLI : rangement des formes par proximité (1inéaire) horizontale ;

FSE : rangement des formes communes en groupes spatialement voisins autres
que FCO et FLI ;

CLI : rangement des couleurs selon les lignes, sans rangement spécifique
des formes ;

LCO : rangement des cou]eufs par alignement vertical dans les colonnes ;
CSE : couleurs spatialement voisines, autres que CLI et CCO ;
FDI : rangement de formes distinctes sur chaque ligne ;
CDI : rangement de couleurs distinctes sur chaque colonne ;
NRA : résidu.

Nous avons rendu la classification exclusive en donnant priorité a
MAT (sur FCO et CLI), et en donnant la priorité a la représentation de la

similitude par la proximité sur la représentation de 1a différence par la
proximité (1). Ce choix concerne peu de sujets.

—

(1) Ainsi par exemple un sujet qui met en colonne les mémes formes et en
Tigne des couleurs toutes différences seront classées FCO (et non CDI)
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Les sujets sont classés en 5 groupes de 12 sujets : deux groupes de
CP (novembre et mai), un groupe pour le CE1, le CE2 et 1e CM1, a"1'age
normal" de leur classe. '

Ce tableau V.4donne la répartition en pourcentage (1) globale des
rangements MAT, des rangements FSI ol la similitude de forme est représen-
tée par la proximité spatiale et CSI (analogue a FSI pour la couleur) et
RES (aucun de ces comportements de "similitude").

Distribution (entre parenth2se en nombre de sujets) des rangements
respectant la relation "proximité spatiale"/"égalité dimensionnelle”.

TABLEAU V.4.

cp Ccp! CE1 CE2 M1 Y
moy.dge | 6;2 6:8 7;3 8:3 9:;3
MAT 17(2) - - - 25(3) 8
FSI 8(1) 33(4) 42(5) 33(4) 58(7) 35
CSI 25(3) 8(1) 8(1) 33(4) 8(1) 17
RES 50(6) 58(7) 50(6) 33(4) 8(1) 40

L'évolution apparait complexe, on peut cependant dégager quelques élé-
ments. :

- jusqu'en CE2 les rapports entre la similitude dimensionnelle et la proxi-
mité spatiale ne sont pas majoritairement spontanés : ils concernent a peine
la moitié des sujets de CP a CE1 ;

(1) Les pourcentages sont donnés ®ssantielliement ' pour faciliter les com-
paraisons.
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- en CM1 la similitude de forme est spontanément représentée par la proxi-
mité spatiale pour 80 % des sujets.

Le tableauVl.zsuivant va nous permettre de préciser nos remarques en
fonction des caractéres spécifiques des relations de différence ou de res-
semblances traduites spatialement.

Distribution des sujets selon leur rangement :

TABLEAU VI.4

cP cp! CE1 CE2 CM1 s
MAT 2 - - - 3 5
FCO - 1 2 3 7
FLI 1 2 3 1 ' 2 8
FSE 1 1 4 116 1[5 2 (8 6 )24
FDI - - 1 1 1) 3
CLI 1 1 1 4 1] 8
S0 - - - -
¢ 14 3 3 7 }1 1 18
CSE R - - - - 1
CDI 1 2 2 7 ) 8
NRA 5 5 3 - - 13

Nous voyons se dégager plus précisément 1'évolution des rapports
entre espace et dimensions (résumée dans la figure 4 ) :

- 1a non prise en compte spontanée diminue de 40 % en CP a0 % a partir du
CEZ . '

]

- les rapports de similitude dimensionnelle passent de 50 % en CP et CE1 &
90 % en CM1 ;
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- la considération des différences, bien que toujours faible, atteint de

25 a 30 % en CE.

A

00% | —
-
4

50% ¢ o-~- g

P CP' CE

CE2

' Y Y24 Si

T T T e DI
P

- N N )

l
!
|
I
|
|

cM2

Remarquons que 1'asymétrie numérique entre les 2 dimensions introduit

des contraintes particuliéres. Ainsi, par exemple, 1‘alignement (horizontal)

des formes semblables entre en contradiction avec le fait qu'il y a 4 formes

jdentiques et seulement 3 places "horizontales", dés la 2eme 1igne 1'enfant

obtient alors 2 formes distinctes présentes sur le méme alignemant, ce qui

peut le conduire a changer de procédure.

La compatibilité des relations dimensionnelles et spatialesse manifeste

par des rangements MAT, FCO et CLI :

i1s passent d'a peine 20 % en CP et

CE1 & guere plus de 50 % en CE2 et CM1 (ol 4 sujets sur 12 ont fait un ran-

gement des formes selon d'autres proximités que FCO (par alignement ou re-

groupement)).

Des procédures de rangement "de proche en proche" comme on en observe

chez les jeunes sujets (A. Nguyen Xuan, 1983) peuvent alors entrer en con-

tradiction avec les caractéristiques numériques de C x F et du produit spa-

tial (lignes x colonnes). Une analyse de leur structure respective est ains
au moins implicitement, nécessaire pour que la compatibilité soit assurée

entre les choix dimensionnel et spatial.
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5 - RAPPORTS INTERDIMENSIONNELS

L'analyse des tdches de type 2 (dénombrements, prévision, rangements)
a mis en évidence une asymétrie de traitement des dimensions forme et cou-
leur dans un produit F x C.

Cette asymétrie, présente dans les réalisations différentes : cartes,
plots et mouchoirs, ne se traduit pas par une dominance systématique de la
dimension forme ou de la dimension couleur.

Les tdches de prévision spontanée et celles de dénombrement "en aveugle
ont montré des rapports inversés entre forme et couleur pour les "cartes"

et les "mouchoirs”.

Nous allons donc étudier les rapports interdimensionnels a 1'intérieur
de chaque réalisation.

5.1. Les rapports interdimensionnels dans le matériel "cartes"

Nous pouvons seulement comparer des réponses d'ensemble, puisque les
tiches de rangement, les procédures et les tdches de dénombrement et prévi-
sion ont été respectivement étudiées pour la version (a) et pour la version
(b) de 1'épreuve de construction des cartes.

Les tableaux I.3 et II . (§.3, p. 26) sur les procédures etl.q sur
les rangements, qui portent sur les mémes sujets, mettent en évidence 1'inter-
action entre les tdches et le rdle des dimensions.

Les contraintes sont différentes sur lesdeux tiches: i1 est plus dif-
ficile de coordonner au cours d'une procédure un double balayage de chaque
dimension, i1 est assez facile, une fois le matériel construit, d'effectuer
un double rangement (i1 n'y a pas besoin d'anticipation), cela se retrouve
dans 1'usage respectif des 2 dimensions.




54

Pour les rangements, lorsque la forme cesse d'étre le seul critére
de rangements, entre le CEdet le. CE2 majoritairement, c'est au bénéfice
de la possibilité d'utilisation successive des deux dimensions (rangements
doubles), alors que pour les balayages on observe une situation particulier
au CE2 ol i1 y a presque autant de balayages "couleur" que de balayages
“formes".

La dominance de la forme apparait également dans les tdches de prévi-
sion et de dénombrement de 1'expérience cartes-b, et pour les sujets de
cette expérience le statut de cette dominance n'est également pas le méme
selon la tache.

En ce qui concerne les dénombrements "en aveugle" ils sont mieux réus-
sis pour la forme (“combien de carrés”..) que pour la couleur au CP, CE1
et CE2 et également bien réussis (& plus de 80 %) en CM1 alors queiles pré-
visions spontanées sont peu nombreuses (méme en CM1):il s'y manifeste la
méme meilleure performance pour la prévision du nombre de cartes d'une
forme nouvelle.

L'évolution des rapports interdimensionnels dans cette réalisation de
C x F, telle qu'elle apparait au travers des procédures et de diverses tache
sur le matériel, fait apparaitre :

- un réle privilégié de 1a forme (1) (pour les &ges étudiés, de CP a CM1)
qui reste le "guide" des procédures lorsque le déroulement temporel conduit
presque nécessairement 2 une asymétrie de traitement des 2 dimensions ;

- un changement complexe entre le CE1 et le CE2 ol la couleur peut jouer ur
réle directeur des procédures et étre un critére utilisé pour des rangement
cependant cela ne se traduit pas dans les réussites d'ensemble pour les tac
numériques ;

(1) Ce pr1v11ége observé dans nos tdches de construction, a été constaté,
pour des enfants plus jeunes par d' autres auteurs, (Le Bonniec, 1972).
IT n'est cependant pas général.
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- en CM1 la forme semble continuer & jouer un rgle de contréle (pour Tes
procédures, a un moindre titre pour 1'exhaustivité avec les ri dgements)
cependant que les dénombrements "en aveugle" ne différencient plus les 2
dimensions, alors que 1a différence persiste pour les prévisions d'ad-
jonction- comme s'il y avait pour cette tdche difficile une sorte de
"rémanence" des asymétries précédemment marquées. A

Une analyse des procédures et des rangements des plots (spontanés puis
suscités) pour des enfants de CE2 a CM2 témoigne de 1'existence d'une asy-
métrie "au bénéfice" de la forme, avec le méme phénoméne d'équilibre au CE2
(pour les balayages) que celui observé avec le matériel des cartes.

Nous n'avons pas étudié les tdches de dénombrement mais des justifi-
cations de 1'exhaustivité de leur construction ont été demandées aux enfants
et Tes mises en relation de F x C avec un autre produit F' x C' (dont 1'ana-
lyse est faite au paragraphe 8) permettent d'autres comparaisons sur les
relations interdimensionnelles.

5.2. Role des dimensions F et C dans le “produit"vF x C réalisé dans les
"plots"

Dans la justification de 1'exhaustivité 1'une des deux dimensions

peut étre utilisée, ou les deux ; par exemple "J'ai fait toutes les formes"
(justification utilisant la forme F), "J'ai fait toutes les formes pour
chaque couleur" (justification utilisant F et c).

De méme, dans la mise en relation de deux produits représentés par
Fy x Cy et Fy x C, (& partir d'un certain dge tout au moins) la corres-
pondance peut &tre déterminée par les rapports des 2 dimensions ou par ceux
d'une seule dimension.("la forme va avec la forme").

Peut-on relever une cohérence dans 1a nature de la dimension utilisée
explicitement (verbalement) ou fonctionnellement (dans 1a propriété de la
correspondance effectuée). Pour aborder cette question (1iée aux caracteres
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du "modele implicite" du "produit F x C" pour les sujets) nous avons croise
les réponses aux deux items, pour les 48 sujets CE2 a CM2 (8 a 11 ans en
moyenne) de 1'expérience "plots”.

La répartition des nombres de sujets selon les différents couples de
réponses est donné dans le tableau I.5,

TABLEAU I.5
Just.

p inclassable 1 dim. 2 dim. {
Bij
échec 1 1 2 0 4
1 dim. = 9 3 3 g 31
1 dim. 14
2 dim, 1 0 3 6 10
Total 11 4 22 1 48

Nous avons croisé de maniére analogue les réponses concernant la jus-
tification de 1'exhaustivité et les propriétés de la négation "spontanée"
de 1'identité considérée comme identique si les 2 dimensions sont les mémes
si la couleur (ou la forme) sont les mémes.
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Le tableau II.5donne la répartition (pour les mémes sujets que J.B.)
des nombres de sujets selon les couples de réponses a ces deux questions.

TABLEAU I1.5

\\\\\Qgi3; i:ilg;::ble ¢ F Cetf é:

Nég

inclassable 2 1 2 0 5

C =& 6 0 1 3\ 10

F = 2 2 1 1 6

Cet F 5= 5 6 9 7 27
15 9 (22) 13 11 48

Si ces tableaux confirment qu'il n'y a pas équivalence entre les di-
mensions (pour un méme sujet et globalement) et que, donc, 1'hypothése
d'un "modele" symétrique ne peut étre retenue pour de trés nombreux sujets -
mais ils indiquent.aussi une forte prise en compte des 2 dimensions si on
considére un ensemble de questions, avec des variations considérables selon
les tdches : ainsi pour la négation et la justification (qui sont deux ta-

ches Tides & 1'unicité et & 1'exhaustivité de la construction du "produit")

30 sujets sur 48 prennent en compte les 2 dimensions pour au moins 1'une
des tdches (7 seulement pour les 2), 4 seulement ne prennent systématiquemen:
en comptequ'une dimension ;

Pour les tdches de bijection et de justification il n'y a que 15 su-
jets prenant en compte les 2 dimensions dans au moins une des tdches (6
pour les 2), alors que 17 sujets ne prennent systématiquement en compte
qu'une dimension. '
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Ces résultats croisés nous conduisent a formuler une hypothése quant
au statut de 1'asymétrie des dimensions et quant & 1a "dimensionnalité" de
1'ensemble "F x C". Pour préciser cette hypoth&se nous nous appuyerons
d'abord sur les remarques suivantes :

1. Dans les tdches concernant la construction, de nombreux sujets ne font
intervenir qu'une dimension pour 1'une au moins des deux tdches; or selon
la tdche on observe une asymétrie différente : davantage de justifications

de 1'exhaustivité sont données en faisant appel & la forme ("j'ai toutes
les formes) qu'ad la couleur (13 versus 9), alors que la négation porte da-
vantage sur la couleur (10 versus 6) (on peut ajouter 1'indice convergent

donné par la répartition des réponses des 4 sujets "exclusivement unidi-
mensionnels" : 3 sur 4 utilisent 1 dimension pourunetdche, 1‘'autre dimen-
sion pour 1'autre téchg}

2. Dans les réponses croisées "justification/bijection", sur les 17 sujets
"unidimensionnels", 14 utilisent des dimensions différentes pour chacune
des 2 tdches.

IT nous semble donc que 1'on ne peut pas traiter 1'unidimensionnalité
des réponses en termes de "prégnance" ou de “"dominang¢e"d'une dimension par
rapport a 1'autre mais en terme d'une organisation fonctionnelle, asymétriq

de dimensions dont les rapports dans 1'objet sont en fait

spécifiques (qui ne sont pas nécessairement invariants selon les objets

et les situations), comme le confirme 1'analyse qui suit du matériel "mou-
choirs".

5.3. Rapports interdimensionnels dans la réalisation C x F par le matériel

"mouchoirs"

L'analyse faite au paragraphe 4 des réponses numériques montre une
intervention des relations entre F et C dans ces tdches de prévision et
de dénombrement ; néanmoins les réussites pour le dénombrement d'une cou-
leur se situaient au méme niveau yue le uénombrement de la couleur pour les
cartes (et non celui de la forme, mieux réussi) : c'est davantage une prise
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en compte de la forme qui parait alors en question qu'une relation asymétri-
que attestée.

La tdche de rangement spatial, avec les contraintes introduites, montre
a nouveau une dominance de la forme, avec le méme phénoméne de symétrie |
d'utilisation de la similitude des formes et des couleurs au CE2 que cons-
taté avec le matériel "cartes" et la reprise du rdéle de "contrdle" de 1a
forme en CM1,

L'analyse des prévisions du résultat de 1'adjonction d'un nouvel éié-
ment, effectuées aprés des dénombrements effectifs, confirme 1'existence
d'une évolution qualitative entre l1e CE1 et 1e CE2 : en effet les prévisions
correctes pour les 2 dimensions passent de 25 % & 75 %... (alors que 1la
forme faisait 1'objet d'un échec spontané au CE2).

- L'existence de la forme et de la couleur comme "dimensions" cognitives
générales nous parait répondre de ces phénomeénes d'inversion des asymétries
selon les tdches pour la réalisation "mouchoirs" ol la forme peut &tre traj-
tée comme un motif (éventuellement non pris en compte pour certaines tdches)
ou comme une forme (celle des éléments qui servent de motif) ayant des rap-
ports déja établis par ailleurs avec la dimension.couleur.

Rappelons ici que les termes déja utilisés pour des motifs comme "a pois",
se rapprochent dans leur fonction des adjectifs de couleur et se distinguen-
du statut nominal des termes désignant les formes.
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6 - RELATION ENTRE LA NEGATION ET L'IDENTITE CHEZ L 'ENFANT ET LA CONSIGNE
D'UNICITE UTILISEE DANS UNE EPREUVE DE CONSTRUCTION

Lorsque 1a consigne donnée & un sujet au cours d'une tdche contient
des termes comme "pareil", "le méme", "différent", i1 convient de pouvoir
en repérer la signification pour le sujet. Or 1'étude des notions d'iden-
tité et leur évolution chez 1'enfant a fait 1'objet d'un ensemble de re-
cherches.

Nous allons nous référer ici & celles de ces recherches qui font in-
tervenir comme "ensembles expérimentaux" des produits cartésiens, car nous
voulons analyser les effets possibies d'une consigne d'unicité dans nos
épreuves de construction d'ensembles produits.

Une telle consigne peut étre explicitée par des expressions verbales
“ne pas faire deux objets pareils" "ne pas faire deux fois le méme".. ou
étre présentée par 1'intermédiaire d'un contre-exemple : on construit un
modele d'objet, puis on en fait un deuxiéme exemplaire qu'on va défaire
ou éliminer en montrant le précédent et en explicitant "on 1'a déja fait".

Dans le premier cas le rdle des termes apparait important : le sujet
_donne une signification & "pareil", "méme" ; dans le second cas, c'est &
la situation d'élimination d'un objet (matériel) parmi deux que le sujet
doit donner une signification : quelle est la relation inter-objets qui
doit déterminer 1'élimination d'un élément : est-ce 1'existence d'une cou-
leur comme d'une forme commune ou des deux a la fois.

‘Dans les deux cas ce qui est en jeu est bien une signification de 1'i-
dentité ou plus largement des concepts 1iés de semblables, différents,
identiques, voisins...

Nous avons en effet bien constaté que les deux modes de présentation
de la consigne d'unicité induisaient les mémes types d'arréts au cours de
la construction : soit construction d'objets différant entre eux & la fois
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pour les deux dimensions, soit construction d'objets différant selon une
dimension particuliére. Dans ces deux cas, 1'arrét a lieu aprés la cons-
truction d'un petit nombre d'éléments, ce qui distingue trés nettement
ces situations de 1'arrét d'un enfant qui "ne voit plus quoi faire" (et
ne veut pas faire de doubles).

Ces arréts correspondent a deux types de réponse "pareil" pour 1'en-
fant :

- une réponse de proximité, définie ici par le fait que 1'une ou 1'autre
dimension soit la méme ;

- une réponse d'équivalence, se faisant sur un critére de dimension (pareil
avoir la méme forme, par exemple).’

I1s ont par ailleurs des effets sur la procédure de construction
et son évolution lorsqu'on peut induire 1'enfant & continuer sa construc-
tion, aprés lui avoir fait différencier deux situations : "&tre identique"
et étre "seulement pareil”, c'est-a-dire aprés avoir établi une autre si-
gnification de la consigne que celle initiale "spontanée" de 1'enfant.

L'établissement d'une nouvelle signification peut &tre obtenu (ou non
obtenu) différemment selon les modes de réponses des sujets, 1iés a leur
“"conception" de 1'identité et de la différence.

Nous pouvons rappeler ici les hypothéses retenues par Lépine (1965) :
"de 5 ans a 7-8 les sujets passent d'un mode de réponse relationnel & un
mode de réponse conceptuel" (correspondant & une structuration du matériel
expérimental ol les dimensions interviennent &s qualités). "A 5 ans, le
"pareil" est un jugement perceptif analogue a ce que pourrait étre un juge-
ment "plus grand que" ou "plus petit que" dans une situation psychologique,
mais évidemment plus complexe. A 7-8 ans la réponse "pareil" est le reflet
de la constitution de 1'objet sur le plan notionnel, tout objet particuiier
étant é1ément d'une ou p]usieurs classes générales.
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Quant aux enfants plus dgés (12;6 ans), nous supposons que chez eux
les notions d'identité, de proximité et d'équivalence sont bien différen-
ciées (..) et que le mode de réponse qu'ils manifestent est le résultat
de 1'interprétation qu'ils donnent de la situation®

On peut donc s'attendre & pouvoir obtenir des constructions allant
vers 1'exhaustivité en respectant 1'unicité pour les enfants les plus dgés,
en définissant clairement la tdche, a devoir intervenir sur des enfants
de 7-8 ans au cours de leur procédure, pour que 1'unicité ne soit pas con-
tradictoire avec 1'exhaustivité, et a rencontrer des problémes importants
avec les enfants de 5 ans dans le réglement de ce conflit entre unicité
et exhaustivité. '

Par ailleurs, les conclusions de D. Lépine induisent & s'attendre a
une relation entre négation et "modeéle" du produit cartésien : 1'expérience
rapportée ci-dessous (1), et mise en rapport avec une situation de négation
sur une structure différente, a pour objectif principal 1'étude de cette re
lation dans une tdche de construction.

(1) Cette expérience a été conduite avec L. Maury (cf. L. Maury, J. Rogalsk
1970), et la seconde avec L. Maury et E. Porro (Cf. L. Maury, J. Rogals
E. Porro, 1975) a la suite des travaux de L. Maury sur la négation
(L. Maury, 1969).
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PRODUIT CARTESIEN ET COMPLEMENT
ETUDE GENETIQUE
DES CONDUITES OBSERVEES DANS CES SITUATIONS

par Liliane Mauny et Janine RocaLsi (1)

INTRODUCTION

Cette expérience commune est le résultat de la confrontation
des expériences menées séparément par J. Rogalski sur la
construction d’'un produit cartésien et L. Maury sur l'acqui-
sition de la notion de complément logique.

Nous avons pensé qu'il pouvait exister une corrélation entre
I’é4volution des deux opérations que nous avons étudiées sépa-
rément
A) La construction du produit cartésien F x C.

B) Le complément d'une classe définie par la conjonction de

deux propriétés a et b.

(1) Article paru dans 1'Année psychologique, 1970, 70, 1, 41-71.
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En eflet, la complémentalion telle qu'clle est définie dans
les expéricnces réalisées précédemment dépend & la fois de la
mailrise de ln négution (sans préjuger du sens qu'on peut lui
donner) et de lu possibilité de mettre en relation deux propriétés.
Or, ce second facteur doil élre particllement mis en évidence
dans la construction d'un produil carlésien. Inversement, la
construction du produit carlésien suppose une comparaison de
couples définis par deux descripteurs (F el C) qui fait intervenir
I'opération de négation.

En menant les deux études simultanément (avec le méme
matériel et sur le néine échantillon de sujets), nous pouvons
essayer de séparer les cllets spécifiques de la composition des
descripteurs et ceux de la négation et les effets de leur interaction,

Dans les expériences de construction d’un produit cartésien,
on part d'un ensemble de formes I et d’un ensemble de cou-
leurs C. Le produit F x C est 'ensemble de tous les couples (f, ¢)
ot f appartient A I et ¢.4 C; c’est-d-dire I'ensemble des objets
définis par leur forine et leur coulcur qu'il est possible de cons-
truire & partir des formes de F et des couleurs de C. Chaque
couple (f, ¢), élément du produit F X C, ne doit &tre construit
qu'une seule fois. Or deux couples (f, ¢) ¢t (f*, ¢’) sont les mémes
si — et seulement si — {f = f’) el (¢ = ¢'). A chaque nouvel
¢élément & construire il faut donc nier la relation élre le méme que.
Ce qui, comme nous 'avons déji souligné, permet une mise en
relation avec la notion de complément.

D'autre part, on peut définir dans les expériences sur le
complément, les propriétés de la classe a et b, par :

avoir la valeur A sur un deseripleur D,
avoir la valeur B sur un descripleurD,.

Le complément d’une classe définie par la conjonction de
deux propriétés a et b ainsi définies consiste alors & construire
une partie du produit cartésien F x C (lorsque D, est la forme
et D; la couleur).

Nous allons définir les opérations qu’implique une réponse
correcte & chacune des épreuves, en précisant pour le complément
les étapes génétiques obtenues dans les expériences précédentes.

A) Construction pE F x C

Les épreuves de construction d’un produit cartésien F x C,
dans nos expériences, doivent satisfaire deux contraintes
'exhaustivilé et unicilé.




65

- — exhaaslivilé : tous les couples (f, ¢} doivent étre construits ;
— wueild : chaque couple (f, ¢) ne doit étre construit qu’une fois.

L'exhauslivilé exige qu’on Lienne compte des deux descrip-
teurs, de manicre indépendante : toutes les couleurs de C doivent
étre distribudes sur chacune des formes de F (ou réciproquement). .

L'unicité porte sur I'identité des couples : (f, ¢) et (f*, ¢')
sont « les mémes » si — et seulement si — (f = f") et (c = ¢').
Vérifier que deux couples ne sont pas les mémes consiste donc
4 nier la relation « é&tre pareil ».

I y a un double antagonisme entre les deux exigences
d’exhaustivité et d'unicité : ‘

— d’une part, si la relation « &tre non pareil » est plus contrai-
gnante que la non-unicité (par exemple, deux éléments sont
différents seulement s'ils différent par la couleur) on observe
une construction spontanée d'une partie stricte du produit
{construction non exhaustive), spécifique de la relation « étre
non pareil » (par exemple ne sont construits que les éléments
ayant chacun une des couleurs de C);

— d’autre part I'exhaustivité peut ne pas étre obtenue par une
procédure algorithmique de recherche des éléments man-
quants, qui assure de construire 4 chaque coup un élément
non identique aux précédents. Le sujet peut ainsi construire
tout nouvel élément par un « tirage » d’une forme parmi
les n formes, et d’une couleur parmi les m couleurs (avec
¢ventuellement une probabilité dépendant de la séquence
des éléments déjd construits). Pour les ensembles dont
Veffectif est relativement faible (3 ou 4 dans nos expériences),
tous les couples peuvent alors étre construits. Mais cette
procédure n’assure pas que chaque couple ne figure qu'une
seule fois, le sujet peut construire des doubles.

B) CoMPLEMENTATION

Une réponse correcte & la négation de la conjonction de deux
propriétés a et b consiste 4 donner :

1) Les éléments qui n’ont pas la valeur A sur le premier descrip-
Leur et pas la valeur B sur le second ;

2) Les éléments qui ont la valeur A sur le premier descripteur
mais pas la valeur B sur le second ;

3) Les éléments qui ont la valeur B sur le second descripteur
mais pas la valeur A sur le premier.
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Les résultats expérimentaux obtenus montrent que I'acqui-
sition de lu complémentation passe par les trois étapes suivantes :

I. — Unidimensionnelle. Les sujets ne nient que l'une des
propriétés a ou b. Ils donnent, simplement, par exemple, les
éléments qui n’ont pas la valeur A.

I1. — Conlraire. Les sujets nient I'une et V'autre propriété
simultanément. Ils donnent alors les éléments qui n'ont ni la
valeur A ni la valeur B.

ITII. — Réponse correcte.

Dans la suite de I'exposé, nous définirons de maniére détaillée
chacune des conduites retenues et la place qu’elles occupent
dans notre analyse.

Par analogie avec nos travaux antérieurs, nous parlons de
produit F x C et de complément d’'une classe (a, b).

PLAN DE L'EXPERIENCE

L’expérience comprend deux parties (I et II) :

La premiére partie porte sur la construction d’un produit
cartésien F x G (3 formes et 4 couleurs), la seconde sur la
complémentation. Dans chaque partie, nous avons strictement
repris les expériences faites séparément, chacune couvre donc
un champ plus large que celui qui serait indispensable pour leur
comparaison. Nous utilisons ces résultats pour d’autres analyses.

1. — Produil ;
a) Construction du produit ;
b) Questions numériques d’adjonction :
—- d'une couleur;
— d’une forme ;
¢) Rangement sur un tableau de 3 lignes et 4 colonnes
(3 x 4).
II. — Complément : construction et justifications.

a) Complément dans un produit 2 x 2;
b) Complément dans un produit 3 x 4.

Malériel

On place devant le sujet deux boites & compartiments. Dans
I'une sont rangés des carrés de papier de couleur différente
(bleus, rouges, verts, jaunes), une couleur par compartiment ;
dans l'autre, des enveloppes de plastique transparent, compor-
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tant des formes différentes (carrés, étoiles, pois), une forme par
comparliment. Le sujet doit construire des « mouchoirs ». Un
mouchoir est constitué d’une enveloppe de plastique et d’un
fond de couleur.

Ex. : mouchoir « rouge avec des éloiles »

Consignes

I. — Produil

a) Construction. — Aprés avoir décrit le matériel, I'expéri-
mentateur demande au sujet de construire avec ce matériel
« tous les mouchoirs qu'il peut faire, sans faire deux fois le méme ».
Il donne un exemple de mouchoirs identiques (méme forme et
méme couleur) avec une forme et une couleur supplémentaires et
précise qu’on ne doit pas faire « deux fois le méme, deux
pareils, etc. » ; cette consigne est rappelée en cours d’expérience,
si nécessaire.

b) Questions numériques d'adjonclion. — Aprés que le sujet
a construit tous les couples, I'expérimentateur lui pose quelques
questions numériques sur les couleurs et sur les formes.

1. «Si je te donne une couleur en plus (orange), combien pourras-
tu faire de mouchoirs supplémentaires (en plus) ? »
9. « Combien as-tu fait de mouchoirs bleus, rouges, etc. ? »
Le sujet doit répondre sans regarder ce qu'il a fait, puis
il vérifie sa réponse en comptant les objets réalisés.
3. Réilération de la question 1 (méme s'il y a eu réussite).

On procéde de méme avec les formes : « Si je te donne des
plastiques avec des fleurs, combien... »

¢) Rangemenl. — On donne au sujet un tableau & douze
cases (quatre lignes et trois colonnes) sur lequel il doit ranger
tous les mouchoirs, un mouchoir par case.

I1. — Complément

a) 2 X2

On donne deux tas de cartons de couleurs (rouges et bleus)
et deux tas d’enveloppes de plastique (4 pois et avec des étoiles).
La consigne de complémentation est la suivante :

« Je ne veux pas de mouchoirs « rouges avec des étoiles »,
fais-moi, avec ce que tu as sur la table, tous les mouchoirs que
je veux. »
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— Aprés arrét spontané, 'expérimentateur demande au
sujel 5'il est siir d’avoir fait « tous ceux que je veux ». 8'il peut
en faire d’autres et' pourquoi.

— Suivant la réponse initiale, I'expérimentateur propose
des exemnples ou des contre-exemples du complément. Le sujet
doit les refuser ou les accepler en justifiant son choix.

b) On procéde de maniére identique en partant de quatre
couleurs et trois formes,

Sujels

Tous les sujets ont passé l'expérience dans le méme ordre
— c’est-d-dire phase I, puis II, dans I'ordre indiqué.

'Nous avons interrogé 48 sujets de 5;9 & 9;6, répartis en
4 groupes de 12 sujets chacun. Les quatre groupes correspondent,
a quatre classes (CP, CE,, CE,, CM,) de I'école primaire.

Groupe I, iges limites : 5;6 ~ 6;4, 4ge moyen : 6;2

— II, — 7;1~74, —_ 7:3
— III, — 8;1 -84, —_ 8:2
— IV, _ 9; -9;6, —_ 9:3

ANALYSE DES RESULTATS

Comme nous l'avons précédemment noté, nous ne faisons
pas une analyse exhaustive dans chaque partie de I’expérience.
En particulier, nous n’utilisons pas ici les résultats observés
sur le rangement (c) dans la premiére partie, ni ceux qui ont
trait au complément dans un produit 2 x 2, dans la deuxiéme
parlie. :

Les divers types de conduites retenues sont définis soit par
rapport au produit, soit par rapport au complément; nous
n’élablissons de comparaison qu’entre une conduite relevant
du produit et une relevant du complément et jamais entre
dleux conduites relevant de la méme opération.

Pour la premiére partie de P’expérience, les trois types de
conduites relenues sont les suivants :

A) ExisTeNcE 0U NON D’ARRET
DANS LA CONSTRUCTION DU PRODUIT

Tl nous a paru important de noter si le sujet construisait
I'ensemble des couples de maniére continue (ce qui ne veut pas
dire de manitre systénalique) ou s'il s’arrétait aprés avoir
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epuise fes Frois Tormes possibles o les qualre couleurs ou éven-
Luellennent aprees épuisement  des deux. Exemple de double
arrét @ le snjet construil d’abord trois mouchoirs différant par

chacune des dimensions : curréfrouge, éloilefbleu, rondfverl puis
s'arréle (aprés avoir utilisé les Lrois formes). Sur incitation de
I'expérimentaleur, il construit un autre mouchoir éloile/jaune
par exemple et s'arréte 4 nouveau, ayant utilisé les quatre
couleurs. Cette conduite semble plus spécifiquement lide &
l'opération de négation qu'au produit lui-méme. En effet, le
sujet qui s’arréte justifie toujours P'arrét de la maniére suivante :
Si j'en fais un aulre, il sera pareil (sous-entendu « 4 un mouchoir
déja fait »). On voit donc que dans ce cas pour que deux mou-
choirs soient pareils, il sullit qu’ils aient soit la méme couleur,
soit la méme forme et non pas les deux. L'arrét serait donc lié
4 la négation de élre pareil.

Dans les tableaux de résultats, nous avons réparti les sujets,
suivant qu'ils ne s'arrétent pas du tout dans la construction
de F X C (~ A), ou qu'ils s’arrétent une oufet deux fois (A).

U) EXISTENCE OU NON DE DOUBLES
DANS LA CONSTRUCTION DU PRODUIT

Tous les sujets arrivent, avec des incitations plus ou moins
nombreuses de |'expérimentateur, a construire tous les couples
possibles ; c'est-a-dire a un produit cartésien exhaustif. Mais
I'exhaustivité n'implique pas I'unicilé et il arrive que des couples
existent A plusieurs exemplaires (doubles). Nous ne considérons
pas que Pexhaustivité du produit est un critére pour l'analyse
des résultats (puisque tous les sujets y arrivent plus ou moins
ditficilemnent) mais que I'unicité des couples en est un. En parti-
culier, dans le cas ol l'unicité n’est pas effective (~ U), le sujet
n'est pas capable d'effectuer une comparaison systématique
(suivant les deux dimensions) d’'un élément & construire & ceux
qu’il a deéjd construils.

N) REPONSES AUX QUESTIONS NUMERIQUES D'ADJONCTION

Nous avons réparti les sujets dans trois classes suivant qu’ils
répondent correctement aux deux questions d’adjonction (forme
et couleur) (N,), 4 I'une des deux (N,), & aucune (N,). Dans la
deuxiéme classe, nous n'avons pas distingué les sujets qui
répondent correctement & la forme de ceux qui répondent
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correctement 4 la couleur seulement. Les deux conduites sont
simplenient considérées comme unidimensionnelles (prise en
considérativn d'une seule dimension).

Pour la deuxiéme partie de I'expérience, nous ne retenons
que deux types de conduites que nous allons comparer aux
précédents

D) DISTRIBUTIVITE OU NON
DE L’ENSEMBLE DE COUPLES CONSIDERES PAR LE SUJET
COMME COMPLEMENT DE (a, b)

Nous disons qu'un sous-ensemble du produit F x C est
distributif s'il existe au moins une forme utilisée deux fois (avec
deux couleurs différentes) el s'il existe au moins une couleur
utilisée deux fois (avec deux formes diflérentes).

Nous pensons que cette conduite est plus spécifiquement
liée 4 la construction du produit et non A la négation. En effet,
la construction d'un ensemble non distributif suppose que le
sujet n’est pas capable de faire la combinatoire qui consiste &
multiplier chaque f de F par chaque ¢ de C. (Cependant, la
distributivité n'implique pas que le sujet soit capable de cette
combinatoire.)

J) JUSTIFICATIONS DONNEES PAR LE SUJET
ET REPONSES AUX CONTRE-EXEMPLES

Nous avons retenu trois catégories de justifications qui
correspondent au sous-ensemble que le sujet accepte comme
complément de (@, b) lorsque I'E lui fournit des exemples et
des contre-exemples.

1. Unidimensionnelle. — Le sujet accepte comme complément
de (a, b) tous les éléments qui ont la couleur g et non la forme b
ou inversement tous ceux qui ont la forme b et non la couleur a.

En d’autres termes, la négation porte sur une seule dimension,
I'autre étant négligée.

Exemple : si E demande le complément de bleu a pois, le
sujet accepte tous les mouchoirs « bleus » (non « & pois ») et
refuse tous ceux & pois (unidimensionnelle/forme).

Nous n’avons pas séparé, dans notre analyse, I'unidimen-
sionalité forme de I'unidiinensionalité couleur.

2. Conlraire. — Une justification est dite coniraire lorsque
le sujet rejette les éléments de couleur a et les éléments de
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(VY

forme b. 1l nw’accepte ni les éléments a, ni les éléments b. La
négation semble porter sur I'une et 'autre dimension.

3. Currecte. — Un sujet donne une justification correcte
lorsqu'il résiste aux contre-exemples. _

— Il accepte (dans notre exemple) tous les mouchoirs bleus,
pourvu qu’ils ne soient pas « & pois », et les mouchoirs « & pois »
s'ils ne sont pas bleus. Les sujets justifient leur choix dans ce
sens.

Nous obtenons ainsi cinq rubriques d’analyse (A, U, N, D
et J) parmi lesquelles deux relévent plus spécifiquement de la
négation (A et J) et trois plus spécifiquement du produit (U,
N et D). Parmi les six tableaux croisés possibles,.entre les trois
rubriques produil et les deux rubriques négation, nous n'en
avons retenu que 3 qui mettent en jeu la partie I et II de
I'expérience (A x D), (J x N) et (J x U).

Nous avons donc trois groupes de tableaux I, II, III. Dans
chaque groupe de tableaux figurent 1'analyse par classe d’age
et 'analyse globale sur tous les sujets. _

Nous faisons & partir des résultats antérieurs I'hypothése
qu'il existe des incompatibilités entre certains comportements
dans la construction du produit et certains comportements de
complémentation. Nous proposons une interprétation de la
nature de ces incompatibilités dans la discussion finale.

Une telle hypothése purement déterministe n’est pas justi-
fiable de test statistique. D’autre part, nous ne nous posons pas
de probléme d’approximation (analogue & celui posé par les
échelles hiérarchiques de Guttinann), mais nous traitons une
incompatibilité comme un cas particulier de dépendance entre
deux variables. L'étude du tableau de dépendance nous améne
alors non pas 4 valider une hypothése a priori, mais 4 faire une
conjecture sur la liaison entre ces variables. Le traitement
statistique des résultats numériques consiste en un test de
Phypothése d'indépendance des variables définies, par un ¥
sur les résultats globaux. Si le test statistique ne permet pas de
rejeter I'hypothése d'indépendance, nous devons alors aban-
donner I'hypothése sur I'incompatibilité. Sinon, nous conservons
“cette hypothése. Dans ce cas, on recherche dans le tableau la
case qui contribue particulitrement & rendre y* significatif.
C’esl-ad-dire la case pour laquelle le terme

3%

ne
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4
majore les Lermes corvespondants aux- autres cases. Clest sur
celte case particuliere que nous faisons alors porter notre
interprétalion,

RESULTATS NUMERIQUES

TABLEAUX I
(A xD)

Répartition des sujets en A/~ A et D/~ D

1 D |~D 111 D |~D
A 3 8 11 A 5 3 8
~ Al 1 0 1 ~ Al 4 0 4
4 8 12 9 3 12

11/ D |~D IV D |~D
A 6 3 9 A 6 1 7
~ Al 1 2 3 ~ Al 5 0 5
7 5 12 11 1 12

Tolul] D |~ D

A 20 15 35

3l 17 48

On remarque que le nombre de réponses distributives croit
entre les groupes I et IT d’une part, d’autre part entre les
groupes IIT et IV (il décroit entre les groupes II et ITI).
Simultanément, le nombre d’arréts dans la construction décroit,
il reste toutefois imporlant (7 sujets & 9;6).
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Le groupe III marque une régression par rapport au groupe
précédent : le nombre de constructions avec arrét y est plus
importanl, ¢t le nombre de réponses distributives moins
importanl. ‘

Le tableau I’ suivant est celui des carrés fournis par chaque
case du tableau des résultats globaux dans le calcul du y* de
dépendance,.

TABLEAU I

D ~ D

%3 = 3,53
du =1

A | 034 | o84 05<p< .10

~Al 0,95 1,6

Nous rejetons I'hypothése d’'indépendance entre arré! et
distributivité.

D’autre part, le plus grand carré (1,6) correspond au faible
effectif des réponses non A el non D. Nous interprétons ce
résultat comme une incompalibililé enire I'absence d’arrél (dans
la construction du produit) ef une réponse non disiributive dans
le complément.

Nous rejetons I'hypothése d’indépendance entre les justi-
fications et les réponses numériques,

Nous interprétons la forte contribution (3,68) au y* du faible
elfectif de la vase (Ju, N,) comme une incompalibilité enire une
réponse correcle aux deuz queslions numériques d’adjonclion el
une juslificulion unidimensionnelle au complément. Cette incompa-
tibilité se remarque sur chacun des quatre tableaux sauf dans
le groupe IV ot il y a un sujet qui se classe de maniére
« aberrante »,

L’évolution entre les différentes conduites el entre les quatre
groupes scinble plus complexe que dans les tableaux I et IIL
Nous les étudierons de maniére plus détaillée dans la discussion
en comparant les courbes d’évolution pour chacune d’elles.

Remarquons néanmmoins que les sujets du groupe III (8;2)
qui répondenl. correctement & 'adjonction d’un élément pour
chacune des deux dimensions dans le produit, répondent en
conlraire dans le complément, alors que ceux du groupe IV (9;6)
(ui donnent dans le produil la méme réponse correcte, répondent
correclemen! au complénient.,
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TABLEAUX I
(J x N)

Répartitioﬁ des sujets suivant leurs réponses
aux questions numériques d’adjonction (g, 1, 2)
et leurs justifications au complément

I | Unid. | Conlr.| + II | Unid. | Contr.| +
o] 3 1 2 6 [, 2 1] 1 3
1 2 3 1 6 1 3 2 1 6
2 0 0 0 0 2 0 2 i 3
5 4 3 12 5 { 3 12
III § Unid. | Contr.| + 1V | Unid. | Contr.| +
] 0 1 1 2 o 0 0 0 0
1 1 0 1 2 1 0 0 1 1
2 0 7 ! 8 2 | 2 8 11
1 8 3 12 1 2 9 12
Ensemble
des 4 gr. | Unid. { Conir.} +
Tolul
[o] D 2 B 11
1 » 6 5 4 15
2l 1 11 10 22
12 18 18 48
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TABLEAU 1V
(Méme consiruction que I')

el
N Unid. | Contr,
N ~ +
X2 = 9,36
o 1,75 | 1 0 dL = 4
05 < p < .10
1 1,39 | 0,06 | 0,46 | -
2 3,68 | 0,74 | 0,27

TABLEAUX III
(J x U

Répartition des sujets suivant U et ~ U
et suivant leurs justifications dans le complément

(unid., contr., correctes)

I | Unid. | Contr.| + 11 | Unid. | Contr,| +
u 2 1 2 5 9] 3 3 3 9
~ Ul 3 3 1 7 ~ Ul 2 1 0 3
5 4 3 12 5 4 3 12
HIT | Unid. | Contr.| + 1V | Unid, | Contr. -+
U 0 6 3 9 U 1 1 9 11
~ Ul 1 2 u 3 ~Ul o 1 0 1
1 8 3 I 12 1 2 9 12
Tolal | Unid. | Contr. +
U [ 11 17 34
~ U 7 1 14

1y 18 48

]

i

|

|
¢

i

!
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TABLEAU IIV

(Conslrutl de fagon analogue auz tableauz 1’ ef 1r)

Unid. | Contr.} <+

U 0,73 | 0,24 | 1,43

Al ll

~U/f 1,80 | 0,58 | 3,58

Nous rejetons I’hypothése d’indépendance des variables
« unicité » et « justification », et nous interprétons le fort carré
(3,58), dt au faible effectif de la case non-unicilé - Juslification
correcle, comine une incompalibililé enire ces deuz réponses.

CONCLUSION ET DISCUSSION

Nous avons analysé de trois maniéres différentes la corrélation
entre la construction du produit cartésien F x C et la complé-
mentation d'une classe définie par la conjonction de deux pro-
priétés (a, b). Les trois types d’analyse nous montrent que,
quel que soit I'dge des sujets, il n'y a pas indépendance entre
ces deux opérations.

Nous obtenons des résultats globaux qui montrent des
ncompatibilités entre un type de réponse dans le produit et
un type de réponse dans le complément.

D’autre part, nous obtenons des résultats locaux, spécifiques
d'un dge dJonné, et qui permettent de faire des hypotheéses
précises sur I'évolution de chacune des opérations et sur leurs
dépendances 4 un age donné.

Nous résumons, tout d’abord, les relations d’incompatibilité
enlre certaines conduites ohservées respectivement dans le
complément et le produit : '

I. Il existe une incompatibilité dans la construction du produit,
entre V'arrét et la distributivité (tableaux I). En d’autres
terimes, on ne peul 4 la fois construire un sous-ensemble
distributif du produit F x C dans la partie II de I'expérience
et s'arréter, dans la partie [, aprés épuisement de I'une oufet
de I'autre dimension.

De méme, il est incompatible de répondre correclement aux
deux queslions nuiériques d’adjonction (portant sur Ia

w
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furme ¢l sur la couleur) el de donner une justilication « uni-
dimensivnnelle » dans le complémenl (tableaux II). Ces
incompalibilités, observées sur l'ensemble des sujets, se
retrouvent dans chacun des groupes d'dge, & une exception
prés (tableaux 1, groupe III).

3. Enfin, il esl incompatible de justifier correctement le complé-
ment de {a, b) et de construire le produit F x G avec des
doubles (tableaux III).

Nous allons maintenant proposer une interprétation de
certaines de ces relations d’incompatibilité en fonction de
variables hypothétiques liées au produit telles que les notions
de dépendance/indépendance des dimensions et unidimensiona-
lilé/bidimensionalite.

On dira que les dimensions sont « indépendantes » quand,
par exemple, les couleurs associées & une forme f; sont indé-
pendantes de celles qui onl été associées & une forme f; (méme
si loutes les couleurs ne sont pas utilisées pour chaque forme).
Au contraire, elles sont « dépendantes » lorsque le sujet associe
systématiquement 4 deux formes différentes deux couleurs
différentes (le sujet réalise alors un « ensemble pivot », cf.
J. Rogalski). Une construction distributive implique l'indépen-
dance des dimensions et réciproquement l'indépendance implique
la distributivité dans la construction, d’aprés les définitions
données.

D’autre part, lorsqu’il n'y a pas « arrét » dans la construction,
c’est que les dimensions sont indépendantes. Mais il peut y
avoir « arrét » lorsque les dimensions sont indépendantes, par
exemple si la relation « 8tre pareil » n'est pas l'identité (cf. Lépine,
1966) ou si la négation de cette relation n’est pas correcte. On
pourrait s'attendre, dans le second cas, & obtenir une justifica-
tion coniraire au complément. La vérification de cette hypothése
nécessiterait une expérience, effectuée avec notre matériel,
portant spécifiquement sur la relation éire pareil.

La variable hypothétique dépendancefindépendance rend
ainsi comple de l'incompatibilité (1) : arrét - distributivité.

La notion de bidimensionalité et unidimensionalité est liée
a la possibilité d’utiliser de maniére symétrique les deux dimen-
sions dans des situations expérimentales. La bidimensionalité
se traduit dans le complément, par la donnée de justifications
en contraire ou correcles.
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'aubre parl, dans In construction du produit, les réponses
correcles aux deux questions numeriques d’adjonction impliquent
la bidiinensionalité ; celle-ci ne suffit cependant pas & entrainer
une répounse correcte aux deux questions. En effet, une utilisation
symélrique des deux dimensions n'implique pas que cette
utilisalion soit correcle.

La variable hypothétique unidimensionalité/bidimensionalité
rend compte de l'incompatibilité (2) : réponses numériques
d’adjonction correctes et justifications unidimensionnelles.

La relation d’incompatibilité (3) existant entre la justification
correcle au complément et la construction du produit avec des
doubles est plus délicate 4 interpréter, dans la mesure ou les
deux variables hypothétiques (indépendance et bidimensionalité)
interviennent.

A

Nombre de réponses

Fig. 1. — Evolution en fonc-
lion de 1'dge des conduites

— ' - > distribulives (D : ~--~) dans la
111 111 v compliémentation et de la cons-
truction sans arrét (~ A:——)

Groupes d-age du produit.

En effet, la justification correcte implique & la fois la bidi-
mensionalité (cf. 2) et l'indépendance des dimensions {cf. 1).

De plus, I'existence de doubles suppose que le sujet n'a pas
d’algorithme de recherche des éléments manquants (cf. opé-
rations construction du produit).

Nous pensons que l'existence d'un tel algorithme est intime-
ment liée 4 'indépendance et 4 la bidimensionalité.
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Lorsqu'il v a justification correcle au complément, il doit v
avoir algorilhme de recherche done unicité dans la construction
du produit. :

Toutelois, I'unicité peul exister sans algorithme de recherche :
si la construction de Lout élément s’accompagne de sa compa-
raison aux précédents.

L’interprétation de I'incompatibilité (3) entre J + et ~ U
repose essentiellement sur I'hypothése que la bidimensionalité
et l'indépendance impliquent, au niveau de la stratégie de
construction, l'existence d’'un algorithme de recherche.

Génétiquement, on remarque qu'il n’y a pas une évolution
paralléle des conduites relevant du produit ni de celles qui sont
plus spécifiquement liées au complément. Par exemple, on
remarque que l'unicité dans le produit n’évolue pas de la méme
maniére que les réponses aux questions numériques d’adjonction.
De méme, dans le complément, la distributivité ne croit plus

A

Nombre de réponses

IFig. 2. — LEvolution en
fonction de 1'dge dus justifi-
cations unidimensionnelles
(Ju: ---) duns la complé- , ) ) )
menlation et des réponses a
une seule question d’udjonce- 1 11 111 v
tion numérque (Nu : ——)
duns le pruduit. Groupes d* dge

Y

de la méme mani¢re que les justifications correctes. En revanche,
et c'est préciséiment lc but de notre étude, nous voyons des
conduiles propres & la consLruction du produit croitre dans le
méme scns que des conduites propres & la complémentation.

— La distributivité et 'absence d’arrét (cf. fig. 1) évoluent
dans le méme sens. On retrouve en particulier sur I'une et I'autre
courbe une régression entre les groupes II et IIl (entre 7 et
8 ans).
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— Les justifications du type unidimensionnel de méme
que les réponses correctes 4 une seule question d’adjonction
évoluent parallelement. Les courbes (fig. 2) sont confondues
(ceci n'iniplique pas que ce sont les mémes sujets qui donnent
les mémes réponses aux deux opérations produit et complément).
Ces réponses de type unidimensionnel disparaissent dés le
groupe III (10 %, des sujets dés 8 ans).

— Inversement, on remarque (fig. 3) que les réponses
correctes aux deux questions d’adjonction n’évoluent pas de
la méme maniére que les justifications dans le complément. En
particulier, la réussite 4 I'adjonction précéde d'une année la
justification correcte au complément : pour I'adjonction, on
passe d’un pourcentage de réponses correctes de 25 % 4 7 ans
a un pourcentage de 75 %, 4 8 ans. On observe ce méme passage
pour les justifications correctes au complément, mais entre 8

A
/l
\ /
\
8 N/
£ / \
: / / Fig. 3
3 ] . ig.
" e’ / \ . Evolution
§ kg \ en fonction de I'dge
3 \ 1) Des justifications con-
\, traires (J. contr. —-—.—. )
2) Des jusmlcallons cor-
recles (J. + : - =) dans la
complementation et des ré-
R R X - Donses correctes aux deux
47 questions dad;onctxon nu-
I iz 111 w - mérique (N + : ——) dans
Groupes d* dge le produit.

et 9 ans cette fois. Sur 8 sujets du groupe III (8;2) qui répondent
correclement aux queslions numeériques, 7 justifient le complé-
ment en contraire. Alors que dans le groupe IV (9;3), sur
11 sujets qui répondent correctement aux questions numériques,
8 justifient le complément correctement et 2 seulement en
coniraire.

On peut penser qu'il existe deux phases d’évolution : I'une
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liée au produit, V'uutre au complément. Une premiére étape
entre 6 et 8 ans consiste & passer de I’ « unidimensionalité » &
la « bidimensionalité ». La négation porte alors sur une dimension
{juslification unidimensionnelle’ du complément), puis sur les
deux dimensions (8;2) (justification coniraire). L’autre étape,
qui se situe vers 9 ans, est caractérisée par le fait que la négation
ne porte plus sur I'une des deux dimensions ou les deux mais
sur le produit. La réussite a la complémentation implique done
qu’on décompose les deux dimensions en jeu, qu’on les multiplie
et qu’on applique la négation au résultat de cette multiplication,
c’est-a-dire sur le produit.
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6.2. La comparaison des réponses des enfants de 6 . a 10 ans dans les
tiches de construction et de complément pour F X C nous a permis d'avancer
des hypotheses assez précises sur le rapport entre produit cartésien et

négation conjonctive, et apporte une réponse au moins partielle a la si-
gnification de la consigne d'unicité.

La mise en relation entre les conduites de complémentation observées
dans notre expérience et les résultats obtenus par L. Maury sur la néga-
tion conjonctive (Maury, 1963), nous a conduit par ailleurs & poser a
propos de la négation conjonctive le probléme du statut "hétérogene”-
"dimensionnel" - ou "homogéne" des propriétés sur lesquelles porte la
négation.

6.2.1. Les conduites rattachées a 1'indépendance des dimensions (absence
d'arrét dans la construction du produit, distributivité d'une dimension
par rapport & 1'autre dans la négation) évoluent parallelement (fig. 1)
mais avec un trés net décalage en faveur de la distributivité. I1 semble
bien que pour une partie des enfants qui utilisent -+ 1'indépendance
des dimensions, 1a consigne "ne pas faire 2 fois la méme", "pas deux pa-
reils" semble retraduite d'abord en différence absolue, pour chaque di-
mension. Cela nous a amené pour les derniéres expériences sur le produit
cartésien "homogéne" a modifier la consigne pour intervenir sur 1'unicité
seulement lorsqu'un double était construit.

6.2.2. La possibilité pour les enfants de faire porter la négation a la
fois sur les deux propriétés semble étroitement 1iée & 1'appropriation

de la.bidimensionnalité - que la réponse soit une négation "en contraire"
ou une négation correcte. De ce point de vue, les expériences de L. Maury
(Maury, 1969)-ont-montré 1'apparition vers 8-ans d'une conduite dominante .
de négation en contraire. Or les propriétés utilisées dans ces expériences
étaient du type "avoir la valeur A sur un descripteur D1, avoir la valeur
B sur un descripteur D2" ; si ces descripteurs avaient pour les enfants

un statut de “"dimensions", la négation effectuée pouvait avoir les carac-
téres observés ici.
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Une question se poSe : cette réponse en "contraire" est-elle 1'effet
d'une coordination inversée entre négation sur chaque dimension et produit
des dimensions ou bien est-elle une réponse qui a un domaine de validité
plus grand, s'appliquant a d'autres relations, en particulier plus “homo-
génes".

Une expérience a été conduite avec L. Maury et E. Porro (Maury, Porro,
Rogalski, 1974-1975) pour analyser les conduites d'enfanfs de 7 a 10 ans
dans des tiches de négation conjonctive homogéne, hors de tout cadre de
produit de dimensions ou de descripteurs. Les propriétés utilisées étaient
1'appartenance a deux sous-ensembles d'un ensemble fini de nombres ou de
dessins non significatifs (fig.5 ci-dessous pour le dessin)
wpn .uatpe sur D1", "Q" “"étre sur D2" ; il faut donner les "éléments" de R
qui ne sont pas sur D1 et sur D2 a la fois.

rIX O FTAEYVE WX

> <
M} =<
8 X 8

X
S
N

DA D2

Figure 5
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3.1. Les résultats ont mis en évidence une interaction des opérations de
négation avec 1'usage d'un référentiel ; pour un petit nombre (8) de des-
sins non significatifs la plupart des enfants n'utilisent pas le référen-
tiel fourni (1) : cela exclut 1'apparition de réponses en "contraire".
Systématiquement prés de 60 % des enfants qui utilisent le référentiel
donnent comme premiére réponse spontanée une réponse en contraire.

3.2. La nature des éléments fournis comme réponse et leur ordre, montre
d'une part que les enfants ne testent pratiquement jamais la propriété
"P et Q" sur le référentiel mais que - dés 8 ans - ils organisent leur
réponses en classes (P et Q), (P et Q), (P et Q) (toutes présentes ou
non), et d'autre part qu'il n'y a pratiquement aucune réponse unidimen-
sionnelle (P et Q) seul, ou (P et Q) seul.

3.3. Dans la situation permettant le plus fort usage du référentiel (10
dessins) on observe une évolution des réponses qui rejoint partiellement
celle observée pour le complément dans un produit de dimensions :

- avant 8 ans, les réponses majoritaires sont de type (P et Q) U (P et Q)
et ne comportent pas d'éléments de la classe (P et Q) (67 % des réponses
en CE1) ;

- aprés 8 ans la dominante est inverse : 67 % de réponses correctes ou en
contraire en CE2, 84 % en CM1. '

3.4. Le découpage initial en 3 groupes de 1'ensemble des sujets a été fait
selon les classes (CE1, CE2, CM1) avec des enfants a 1'dge moyen de la
classe a 1'époque de 1'expérience ; cela a donné des dges moyens autour

de 7;6, 8;6 et 9;6 ans un peu plus élevés que dans 1'expérience précédente

(1) Lorsque le référentiel fourni dans la cartouche R (figure5 ) comporte
un grand nombre d'éléments par rapport & ceux appartenant sur les 2
cartes D1 et D2, ou lorsque les éléments sont significatifs (chiffres
ou couleurs) i1 est davantage utilisé.
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L'évolution selon ces groupes de la réponse en "contraire" ne sem-
blait pas la faire apparaitre comme une "étape" particuliére a la dif-
férence des autres expériences sur le produit, cé qui contrastait avec
1'observation notée ci-dessus {en 3.3.). Effet de contenu ? ou effet de
découpage de groupes d'dge ? La considération des réponses en "contraire"
selon 1'dge (sans regroupement important) nous a montré une répartition
fortement centrée autour de 8 ans. Nous avons alors complété les groupes
avec des sujets "plus jeunes" pour obtenir en CE1, CEZ, CM1 une réparti-
tion plus centrée autour de 7, 8 et 9 ans. La réponse en "contraire" est
alors apparue comme caractéristique du groupe "8 ans" avec 80 % des ré-
ponses.

6.4. En conclusion, 1'évolution des réponses sur la négation conjonctive
semble bien avoir un large domaine de validité :

- avant 8 ans, la négation concerne 1'une ou 1'autre des deux propriétés
(dont 1a conJonct1on est niée), en relation avec 1'unidimensionalité des
perat1ons sur le produit lorsque les propriétés sont des valeurs sur des
dimensions. Dans le cas du produit de dimensions, 1'une d'elle a un statut
spécifique et la négation ne porte que sur elle ; ce n'est pas le cas
lorsque les propriétés sont "homogénes" sans relation avec un produit
cartésien ;

- & 8 ans une étape particuliére se marque par la coordination des deux
négations "unidimensionnelles" sous forme d'une négation en "contraire"
(on nie simultanément 1'une et 1'autre des propriétés qui coincide pour
le complément dans le produit cartésien avec 1'effectuation de la négation
avant 1'opération de produit ;

- 34 9 ans la coordination des deux négations est correcte et pour le pro-
duit T'opération "multiplicative" précéde la complémentation.

Le stade particulier de la négation en "contraire" semble donc avoir
un large domaine de validité et coincider (dans le temps du développement
cognitif sinon dans ses causes) avec la constitution de la bidimensionalite
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7.4. Construction du produit homogéne C x C : matériel "maisons" (CL (3 o b)

Rappelons que 1'objectif essentiel sur 1'étude de cette construction
(avec épreuve de réalisation de 1'adjonction) était la comparaison entre
produit hétérogene (C x F) et produit homogéne.

La tdche de construction de C x C a donc toujours été passée dans la
méme expérience que la tdche de construction de C x F. Une premiére version
. a correspond & 1'ordre de passation : C x F puis C x C ; elle a également
été utilisée pour explorer 1'effet du nombre d'éléments de C. Une partie
des sujets a travaillé avec 3 éléments (d'ou (C x C) = 9), 1'autre avec 4
(d'ol (C x C) = 16). Selon que 1'on considere ou non les "unicolores" le
cardinal de C x C est plus proche de celui de C x F (12) avec 3 éléments
pour C (intégration des unicolores dans la comparaison) ou avec 4 éléments
(considération des 12 bicolores..). Une premiére comparaison va donc con-
cerner cet effet du cardinal de C dans 1'épreuve "maisons"-a.

En CP presque tous les sujets travaillent avec C3 (9 : C3, 1 C4)

En CE1 5 sujets travaillent avec C3
7 sujets " c4
En CE2 5 sujets travaillent avec C3
5 sujets " C4
En CM1 9 sujets travaillent avec C3
5 sujets " c4

En CM2 4 sujets travaillent avec C3
10 sujets travaillent avec C4.
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Le tableau I.7 su’'yant donne le nombre de sujets effectuant une
construction, ou une adjonction, en respectant 1'exhaustivité et 1'unicité :

TABLEAU 1.7

cp CE1 CE2 cM1 cM2
Construction 1 1 2 7 9
Adjonction 3 2 2 10 8
Nombre 10 12 10 14 7 14

Le tableau II.7donne les résultats analogues pour la construction de

C3 x C3.
TABLEAU II1.7
cP . CE1 CE2 cM1
Construction 1 1 1 5
Adjonction 3 2 2 8
Nbre sujets 9 5 5 9 |

Pour la construction, la différence est assez faible : les enfants ont
de grandes difficultés & aboutir a une combinatoire compléte pour la cons-
truction. Pour 1'adjonction (ol 1a différence du nombre d'éléments de C x C
est faible : 7 contre 9) en CE se sont seulement les enfants qui ont eu a
construire 9 maisons qui contrdlent 1'adjonction d'un nouvel élément a C.

La distribution des sujets selon le nombre de maisons construites pour
1'adjonction donne quelques éléments d'appréciation sur ces différences 1é-
géeres : en CP les sujets font de 2 a 7 maisons, en CE1 la combinatoire donne
de 5 & 7 maisons, c'est-a-dire que de nombreux sujets font "presque" toutes
les maisons, en CE2 et en CM1 Tes sujets qui ne font pas toutes les maisons
combinent le plus souvent seulement des paires de couleurs.
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Si une procédure de construction passe par la combinatoire des paires,
complétée ou non par symétrie, quand il y a une régle de contrdle de
cette combinatoire, comme "associer a la nouvelle couleur chacune succes-
sivement des couleurs antérieures', alors 1'adjonction pour C4 ne va pas
différer de 1'adjonction pour C3. En revanche si cette combinatoire n'est
pas soumise & un tel processus de contrdle, la probabilité "d'oublier" un
élément croit avec le cardinal de C : on doit donc bien observer un déca-

lage dans 1'exhaustivité.

7.1.2. Nous allons étudier briévement les procédures utilisées par les su-
jets pour rechercher si des procédures systématiques, permettant un contrédl:
au moins partiel de 1'exhaustivité sont utilisées.

Rappelons que la phase de construction pose le probléme de la signifi-
cation pour les enfants, de la consigne d'"unicité", 1'analyse des procédur
dans la construction n'est pas trés productive : en effet, la contrainte
donnée peut conduire a une transformation de la tdche pour le sujet, or si
1'objectif qu'il se fixe est différent de 1a construction de C x C, les
procédures qu'il va utiliser ne seront pas déterminées par des régles d'ac-
tion 1iées a une représentation de "C x C".

L'adjonction d'un nouvel élément se faisant aprés un établissement de
la signification appropriée de 1a tdche, 1'étude des procédures devient un
élément d'investigation des représentations du sujet.

Deux procédures sont en rapport étroit avec 1'organisation de C x C,
et assurent un contrdle plus ou moins complet de 1'exhaustivité de la cons-

truction :

- construction systématique des symétriques pour chaque paire d'éléments de
C : ou (a, b) est associé (b,a) : cette procédure est notée S.

- construction par "coordonnées" :(aj, bq), (aq, bp), (ay, b3) notée C.
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- Res désigne les comportements non classables en S ou C.

La présence de ces procédures dans les différents groupes est donnée
dans le tab]eauIII7. (Les nombres entre parenthésessont les constructions
exhaustives).

TABLEAU III.7

cP CE1 CE2 CM1 cM2
S 4 (3) 1 (1) 2 (2) 7 (7) 5 (4)
C 0 1 (1) 0 3 (3) 3 (3)
Res 5 3 3 2 3 (1)
N 9 (3) 5 (2) 5 (2) 12 (10) 11 (8)

(N est 1e nombre de sujets qui, dans le temps de 1'ensemble de 1'expérience,
ont pu passer la tiche d'adjonction pour C x C).

On vérifie que les procédures assurant 1'exhaustivité sont preSque'
exclusivement (1 exception en CM2) 1'une de ces deux procédures (la pre-
miere est 1idée a 1'ensemble des parties de C, donc & certains éléments de
Q?(C), la seconde a3 C x C).

Les procédures de construction de "symétriques" sont dominantes (parmi
les procédures systématiques) et les procédures liées a la structure de
produit apparaissent trés peu avant le CM (ol elles sont toujours trés
minoritaires).

7.1.3. Les premitres analyses effectuées sur les tdches de 1'épreuve
"maisons-a" nous ont conduit aux choix suivants pour la version b (ol la
construction des maisons précédait celle des cartes) : de CP & CE2 les
enfants travaillent avec 3 valeurs pour C (ce qui permet d'assurer en'
tout état de cause qu'une plus grande difficulté de C x C par rapport

a C x F ne peut &tre attribuée au cardinal de 1'ensemble a produire).

En CM1, la plupart des sujets ont 4 maisons & construire, dans la mesure




ol 1'existence:massive de procédures "S" conduit a une combinatoire trés
succinte pour C3 x C3 (3 paires & construire pour la construction, aussi
bien que pour 1'adjonction - compte tenu des unicolores) faisant perdre
une partie de 1a signification de 1a comparaison des tadches de construc-
tion de C x C et C x F, au niveau des procédures,

Les résultats globaux sont les suivants : 1'unicité est une contrainte
difficile & respecter, le pourcentage des constructions respectant 1'unicit
passée de 20 % en CP a 60 % en CM1 avec une évolution assez réguliére. Lors
de 1a tdche d'adjonction en revanche, 1'unicité est bien respectée (de 80 %
en CP a 100 % en CM1).

L'exhaustivité de la constructionetde 1'adjonction est analysable a
partir du tableaulIV.7 qui donne le nombre de sujets faisant une construc-
tion exhaustive stricte , une adjonction stricte ou large.

TABLEAU IV.7

cp CE1 CE2 CM1
Construction |y s 7 s
Migetion | : 7 ;
?giggction 4 7 8 9

On voit que Te statut de 1'exhaustivité n'est pas 1le méme en CP ou
CE1 et en CE2 ou CM1 car le changement (pourl*adjonction)du critére choisi
affecte les résultats dans un cas (CP et CE1) et pas dans 1'autre.
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7.1.4. L'analyse des procédures utilisées dans la tdche d'adjonction pour
1'ensemble des sujets ayant travaillé avec 3 éléments pour C permet de pré-
ciser les remarques faites séparément pour les deuxcversions de la cons-
truction de C x C.

Sur les 28 sujets des groupes (a) (qui aprés la construction de C x F
et celle de C3 x C3 ont pu aborder 1'adjonction) et sur les sJﬁets des
groupes (b) qui ont passé la construction de C3 x C3 comme premiére épreuve
il n'est pas apparu de différences significatives, nous avons donc regroupé
leurs réponses pour les analyses suivantes :

- nombre global de maisons construites lors de 1'adjonction,
- présence spontanée de 1'unicolore dans 1'adjonction,

- construction exciusive de paires (sans aucun symétrique, qu'il y ait ou
non 1'unicolore), ‘

- construction par symétrie,

- construction par "composante constante" (les cas ol les 2 composantes
apparaissent sont notés entre parenthases).

Le tableau V.7 donne 1'ensemble de ces résultats, (1'indice de complé-
mentarité est le quotient du nombre de maisons construites, par 1'ensemble
des sujets par le nombre total de maisons & construire)les données en va-
Teurs sont entre crochets, celles en pourcentages sont indiquées en 2éme

ligne pour chaque résultat.
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TABLEAU V.7
cp CE1 CE2 CM1
“Indice de 711113 (Bo/112 [@3/123] [{27/133
complétude" 65 71 75 95
Présence (1/16] fi1/16] [12/17] [17/19]
unicofore 69 69 70 90
Paires [7/16] | (4/16) [5/17] [2/19]
exclusives 44 o5 29 ()
Construction [2/16] [5/16] (8/17] [5/19]
par symétrie 15 31 46 46
Construction [5(1)/1€] [5(4)/16] a3)17]  [16)19]
par composante 34 (g) 31 ( 25) 23 (18) 37 (32)

On peut dégager quelques éléments quant a 1'évolution traduite dans.
ce tableau :

- la complétude de 1'ensemble est un indice trés grossier d'appréciation :
s'il établit un contraste entre 1e CP et 1e CM1, son évolution assez régu-
ligre ne refléte pas des éléments importants qui opposent les groupes ;

- la distinction des unicolores laisse des traces jusqu'au CM1 ; les 30 %
d'"oubli" que 1'on observe du CP au CE2 sont en effet un indice majeur,
mais une étude de 1'intégration des unicolores a 1'ensemble de la construc-
tion de C x C (dans la version a) montre que au CP et au CE1, méme lors-
qu'ils sont construits, les unicolores sont peu intégrés a 1'ensemble des
autres maisons (bicolores) (de 10 a 30 % en CP et CE1 : ils sont construits
séparément et rangés a part (non mélangés aux autres) ;
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- le caractére de sous-ensemble de g?(E) est marqué & la fois par les
constructions exclusives de paires et la non-intégration des unicolores :
cela concerne prés de la moitié des éleves de CP, et encore le quart des
éleves de CE ;

- la coexistence dans les mémes groupes d'dges d'une double représentation
1iée soit a Q?(E) soit au produit se traduit par la "concurrence" des pro-
cédures systématiques liées & 1'une (S) ou a 1'autre (C) des représentation:

Ces procédures (rares au CP) (5 et 6 %), sont utilisées par la moitié
des sujets en CE1, et par une majorité en CE2 et CM1 (prés de 80 %), mais
les procédures impliquant des régles d'action 1iée & une représentation de
produit sont toujours tres minoritaires (30 % en CM1). '
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T R R e etk et B TR - P A et e Quinipuny Qe s hus el S\ e it SR o e P S

(Cette expérience a été conduite en collaboration avec Liliane Maury
et Elena Porro)

La difficulté spécifique du produit "homogéne", telle qu'elle se mani-

. feste dans la construction de E x E par les décalages des réponses exhaus-

tives respectant 1'unicité par rapport & la construction de E x F, pourrait
tenir non pas tant aux opérations cognitives nécessaires pour la combinatoi:
demandée mais aux caractéristiques propres a la dimension "couleur". Elle
pourrait tenir aussi, dans nos expériences précédentes, 3 la difficulté de
la signification de "pareil" : 1'usage d'une ressemblance globale différent:
de 1'identité aboutissant & une combinatoire incompléte (Lepine, 1967 ;
Vurpillot, 1970 ; Maury et Rogalski, 1970).

L'expérience qui suit a été construite pour apporter des é1éments de
réponses a ces questions. D'une part, elle doit permettre de comparer la
construction d'un produit homogéne dans le cas des dimensions “couleur" et
"forme" ; d'autre part la consigne y est donnée sans présenter de contraint:
quant a 1'identité.

En fonction des résultats expérimentaux précédents, rious y mettons 2
1'épreuve les hypothéses suivantes :

1. L'évolution des conduites des éleves sera analogue pour les deux types de
matériel, et les transferts seront faibles ;

2. Avant 6 ans, les difficultés dues & la notion méme d'identité (et non
simplement aux termes d'une consigne) seront importantes pour les deux ma-
tériels ;

3. L'adjonction d'un élément supplémentaire donnera lieu & des réponses treé:

proches pour le matériel "forme" et pour le matériel “couleur", dans la me-
sure ol les procédures d'adjonction nous sont apparues plus stables et ré-
guliéres que celles de la construction elle-méme ;
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4. Les différences constatées permettront de distinguer ce qui tient aux
caractéristiques propres des-réalisations matérielles dans les deux di-
mensions utilisées.

7.2.1. Procédure expérimentale

1) Dimension couleur

On donne au sujet des "maisons" déssinées sur des cartes rectangulaires
(5 ¢cm x 7 cm) formées d'un toit triangulaire et d'un fond carré (contigus
mais disjoints). I1 a par ailleurs des crayons "feutre" de couleur : bleu,
rouge et vert et doit colorier indépendamment le toit et le fond des
"maisons", )

Chaque é1ément ainsi obtenu est une réalisation de Cx C (ou Ca trois
€1éments de B, R et J). L'expérimentateur (E) montre un exemple de coloriage
(de 1a ligne du bord) d'une maison avec d'autres couleurs que B, R et J et
demande a 1'enfant "Tu fais toutes les maisons que tu peux avec ces trois
couleurs, en coloriant le toit et le fond".

Si 1'enfant réalise un double au cours de 1'exécution de la tdche, 1'E
1'arréte et lui demande si cette maison "n'a pas été déja faite". Si la ré-
ponse est positive, on Tui fait désigner 1a maison identique et on répete
la consigne en précisant cette fois : "Tu ne fais pas deux fois la méme".
Si 1'enfant ne repére pas la maison identique, on étale si nécessaire les
maisons déja coloriées et on guide 1'enfant dans sa recherche en détaillant
chaque maison pour comparer les toits et les fonds.

On procede d'une facon analogue si dans sa recherche du double, 1'en-
fant identifie comme "les mémes" un couple d'éléments symétriques (Ci, Cj)
et (Cj, Ci). On ne laisse pas un enfant réaliser de double sans 1'arréter
et on ne passe a la réalisation de 1'é1ément suivant qu'aprés élimination
du double.
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Si le sujet s'arréte sans avoir réalisé C x C (de facon exhaustive)
on lui demande "Tu as tout fait ou tu peux en faire d'autre ?". S'il dit
avoir terminé on lui montre une maison qu'il n'a pas encore faite (1).
Quand le sujet a terminé C x C et s'arréte spontanément, 1'E Tui demande
de justifier son arrét : "Comment tu sais que tu as tout fait ?". Si le
sujet ne s'arréte pas spontanément et réalise donc des doubles, on Tui’
suggére qu'il a peut-étre terminé ; s'il persévére, on l'arréte aprés 3
doubles consécutifs.

On passe a 1'épreuve d'adjonction : "Je te donne une couleur en plus,
1a jaune ; tu vas faire toutes les maisons que tu peux faire en plus".
L'E donne le "feutre" jaune et intervient dans les mémes conditions que
pour 1a construction. (2)

2) Dimension "forme"

Le déroulement de 1'épreuve est similaire. Les formes sont réalisées
par des formes de bois (carré, triangle, demi-cercle, pentagone) emboitable:
pour former ce qu'on appellera un “"bateau" avec une "voile" (verticale) et
un "fond" (horizontal).

(1) Ces contre-exemples ont un rdle différent suivant le moment ol ils
interviennent dans la construction de la série des maisons réalisée,.
En effet, ils peuvent intervenir par exemple aprés la réalisation des
seuls unicolores : (Ci, Ci) dans ce cas, ils ont pour but de "déclenche
la fabrication de bicolores ; inversement, ils peuvent intervenir apres
la fabrication des seuls é1éments bicolores pour déclencher 1a construc
tion d'unicolores.

(2) Cette situation de construction de C x C a donné lieu & la réalisation
avec L. Maury d'un film, sous la direction de Raoul Rossi.
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7.2.2.5ujets

7.2.3.

Ce sont 72 enfants, de 5;3 a 8;10 ans d'une école maternelle et
d'une école primaire (CP et CE1), répartis en trois groupes Mat, CP,
et CE1 de 24 éleves. Dans chaque groupe, 12 éléves construisent d'abord
les "maisons” puis les "bdteaux" (groupe C1 F2), et 12 travaillent dans
1'ordre inverse (groupes F1 C2).

Analyse des résultats

Nous avons analysé les réponses des enfants selon 1'exhaustivité et
1'unicité dans la construction et 1'adjonction pour C x C et F x C.

Exhaustivité -:

Nous classons comme réponse "exhaustive™ la donnée d'au moins 8 élé-
ments sur les 9 ; pour 1'adjonction, i1 faut 6 éléments sur 7. Ces réponses
sont notées R.

Unicité :

Nous classons, pour chaque partie de la tdche, les sujets selon trois
classes :

U : 0ou 1 double
1 : de 2 a 5 doubles
E : plus de 5 doubles.

L'étude de Ta répartition des réponses pour 1'exhaustivité et 1'unicité
nous permet :

- d'analyser les effets éventuels de la dimension forme ou couleur (dans
la réalisation donnée) sur les conduites des enfants (sur les groupes et
sujet par sujet), '
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- d'analyser 1'évolution des réponses et en particulier les procédures
utilisées par les enfants pour 1'adjonction - procédures qui se sont

confirmées plus cohérentes que celles mises en oeuvre dans la construction

elle-méme.

7.2.3.1. Exhaustivité

Construction

Les tableaux VI.7 et VII.7 donnent les pourcentages de constructions
exhaustives pour la réalisation de C x C et F x F, selon les niveaux
scolaires et en fonction de 1'ordre de passation.

TABLEAU VI.7

asse "
@Q\ Mat cP CE1 TOTAL
c1 41 83 66 64
c2 - 75 66 100 21
Total 58 75 83 A2
TABLEAU VII.7

w Mat cP | CE1 TOTAL
Drdre

F1 59 75 75 69
F2 41 92 92 75
Total F 50 83 83 72
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Globalement, i1 y a peu de différences selon les dimensions couleur
et forme aux différents niveaux scolaires. Le fait de passer deux épreuves
successives semble améliorer 1égérement 1'exhaustivité des réponses
(C1 comparé a F2 et F1 comparé a c2).

Pour les petits cardinaux choisis dans notre travail, les enfants dés
le cours du CP réussissent des constructions exhaustives (dans une situa-
tion ol ils n'ont pas de possibilité de validation externe & leur procé-
dure) (plus des 3/4 de réponses exhaustives). En maternelle, c'est le cas
pour un pourcentage significatif d'enfants.

L'analyse de 1'ensemble de leurs productions a la construction de
C x Cet F x F indique que les procédures des enfants ne sont pas toutes
.fiables. Le tableau “suivant donne la répartition des enfants selon 1'en-
semble de leurs constructions de C x C et F x F, analysées comme précédem-
ment ("+" dénote une réponse exhaustive pour la dimension considérée en
téte de colonne). '

Dimensions | wat (N =24) | CP (N =24) | CET (N = 24) | TOTAL(N = 72)
++ .38 (9) .62 (15) 71 (17) .57 (41)
.- (2) (3) (3) A1 (8)
. 33 (6 25 5 | 25 17 (12)
-- .29 (7) A3 (3) .04 (1) 15 (11)

TABLEAU VIII.7
Répartition en pourcentage des réponses couplées pour les deux constructions

(Entre parenthéses le nombre de sujets).
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Le décalage absolu entre les réussites séparées & la construction de
Cx CouF xFetles réussites complates (++) est de 12 points. Cela si-
gnifie que pour prés du quart des enfants de 5-6 ans, les procédures "ga-
gnantes” ne sont pas fiables, et que c'est le cas pour plus de 15 % des
enfants de CP et CE1.

L'étude de 1'exhaustivité de 1'adjonction, de 1'unicité des construc-
tions et adjonction, ainsi que 1'analyse des procédures dans 1'adjonction
éclairera le statut des constructions exhaustives.

Adjonction

Le critére d'exhaustivité de 1'adjonction est la construction d'au
moins 6 des 7 éléments & construire.

Le tableau IX.7. donne le pourcentage des enfants effectuant une adjonctic
exhaustive pour la dimension couleur (C x C) et pour la dimension forme

(F x F). Les deux ordres de passation donnent des résultats analogues :
nous les avons donc regroupés.

TABLEAU IX.7

MAT CP CeEd Tobad
Na2t | NelZy| Nz2U N=32

.38 (9)[. 33 (19)| . 34 )| .F0 (50
C e S&() #3 (191[. 8% (2)] .75 (54)
Ememble [+48 (23). %3 (8[. 83 (&3], FL (i00)

Les résultats sont proches de ceux obtenus pour la construction elle-
méme, & 1'exception de 1'adjonction d'une forme, pour les enfants de mater-
nelle. La dimension "forme" pose davantage de probleéme que la dimension
“couleur” pour ces jeunes enfants.

Cette différence spécifique (sur 1'ensemble des éléves) aux enfants
de maternelle se conf1rme si on regarde la corré]at1on des réponses a C x C
et F x F (adjonction).
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TABLEAU X.7

Pourcentage des couples de réponses exhaustives (+) ou non-exhaustives (-)

pour les dimensions couleur et forme selon les classes. (Entre parenthéses

le nombre de sujets).

C-F Mat N = 24 CP N =24 CE1 N = 24 TOTAL N = 72
-+ .25 (6) .75 (18) .83 (20) .61 (44)
- .33 (8) 04 (1) .04 (1) .14 (10)
-+ .13 (3) .12 (3) .08 (2) .11 (8)
- .29 (7) .08 (2) .04 (1) .14 (10)

Les procédures d'adjonction apparaissent plus fiables que celles de
construction pour les enfants de CP et CE1 (déca1age d'a peine 4 points,

a peine 5 % des réponses séparément correctes).

7.2.3.2. Unicité

L'analyse de la capacité des enfants a éviter de faire des "doubles"

donne des indications sur le contrdle de Teur procédure de construction

(pour la construction comme pour 1'adjonction d'une nouvelle valeur).

Construction

Les tabl. XI.7 et XII.7donnent la répartition des sUjets selon les

trois classes :

U: de 0 & 1 double (unicité respectée)
I : de 2 &a 5 doubles

E : plus de 5 doubles

respectivement pour C x C et F x F'@es deux ordres de passation ont été

regroupés).
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TABLEAU XI.7

e
K3

Rép. Mat (N = 24) | CP (N = 24) CE1 (N = 24) TOTAL (N ; 72)
U .08 (2) .54 (13) .79 (19) .47 (34)
I .38 (9) .33 (8) .21 (5) .31 (22)
E .54 (13) .13 (3) - (0) .22 (16)

TABLEAU XII.7

Rep. | Mat (N =24) | CP (N =24) | CEI (N=24) | TOTAL (N = 72)
U .04 (1) .25 (6) .42 (10) .24 (17)
I | .21 (5) .54 (13) .50 (12) .42 (30)
E .75 (18) .21 (5) .08 (2) .34 (25)

L'unicité différencie nettement les dimensions forme et couleur (dans
leur réalisation matérielle) : tous les enfants éprouvent de plus grandes
difficultés a éviter les "bateaux" identiques. Néanmoins, pour les enfants
de maternelle (5-6 ans) aucune des deux situations ne leur permet d'éviter
compléetement les doubles - et plus de la moitié font plus de 5 doubles (y
compris pour les"maisons") pcur une construction qui, rappelons-le, conduit

Y

a seulement 9 éléments distincts.

Par ailleurs, 1'unicité différencie les niveaux scolaires; les enfants
de CE1 contrdlent beaucoup mieux leur procédure de construction que ceux de
CP, méme avec la situation des "bdteaux" réalisant F x F.
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Adjongtion

Les tableaux XIII.7 et XIV.7 sont construits de facon analogue aux tableaux
pour 1'unicité de 1'adjonction.

CxC | Mt (N=24)| CP(N=24) | CET (N=24)| TOTAL (N = 72)
u .29 (7) .83 (20) .92 (22) .69 (50)

1 .67 (16) A7 (4) .08 (2) .29 (21)

E .04 (1) - - - - .02 (1)

TABLEAU XIII.7

FxF Mat (N = 24) | CP (N = 24) CE1 (N = 24) | TOTAL (N = 72)
U .21 (5) 54 (13) 62 (15) 46 (33)

I 54 (13) 37 (9) 33 (8) 42 (30)

E 25 (6) 8 (2) 5 (1) 12 (9)

TABLEAU X1V.7

Répartition en pourcentage des sujets selon les qualités de leurs réponses

quant & 1'unicité U, I, E respectivement pour C x C et F x F. (Entre paren-

théses le nombre de sujets).
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On retrouve des résultats qualitativement semblables & ceux de 1'uni-
cité dans la construction : forte évolution entre la maternelle et le CP,
difficultés plus grandes de contrdle de la procédure dans le cas des "ba-
teaux" réalisant F x F.

Mais i1 apparait une différence importante entre 1'adjonction et la
construction : 1'unicité est beaucoup mieux respectée pour 1'adjonction,
quelle que soit la dimension considérée, et pour tous les groupes.

Nous analyserons plus loin cette différence qui ne peut relever des
seules différences de cardinaux (respectivement 9 pour la construction et
7 pour 1'adjonction) : les réponses de type "U" gardent dans les deux cas
essentiellement la méme signification. (De plus - dans les deux cas - le
nombre de bicolores (ou de couples de formes différentes) est identique :
6 ; c'est une des raisons du choix du cardinal 3 pour les ensembles expé-
rimentaux, C comme F)
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7.2.3.3. Qualité d'ensemble des réponses

Nous avons analysé jusqu'ici séparément le respect de 1'exhaustivité
et celui de 1'unicité. Nous allons maintenant étudier le caractére a la fois
exhaustif et exclusif des procédures des enfants.

Réponses correctes pour la construction

Le tableauXV.7 donne le nombre d'enfants qui font des constructions

respectant 3 la fois 1'unicité et 1'exhaustivité pour les "maisons” et les

“bateaux" (F) présentés en 1ere épreuve (C1 et F1) ou en seconde épreuve

(C2 et F2) :
TABLEAU XV.7
Mat cP CE1 TOTAL
Cq 0 3 8 1
F 0 4 8 12
Fy 0 1 2 3
C, 1 7 12 20

Réponses correctes pour 1'adjonction

Le tableau XVI.7 fournit les résultats analogues pour 1'adjonction.:

TABLEAU XVI.7

Mat cp CE1 TOTAL
C, 1 9 9 19
Fy 1 7 7 15
Fy 1 5 7 13
C, 1 8 12 21
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Réussites completes a la construction et a 1'adjonction

Le tableau XVII.7 donne le nombre d'enfants des différents niveaux sco-
laires qui font 1a construction et 1'adjonction en respectant exhaustivité
et unicité.

TABLEAU XVII.7
(Entre parenthéses le nombre d'enfants qui réussissent & 1'ensemble des deu
épreuves F et C)

Mat cp CE1 TOTAL N= 72
C1 0 2 5 7
(2) (3)
F2 0 3 4 7
F1 0 1 2 3
(1) (2)
C2 0 6 12 18
Commentaires

L'étude séparée des contraintes d'exhaustivité et d'unicité n'avaient
fait apparaitre que peu d'effets de la succession des deux épreuves et des
effets 1imités de la réalisation matérielle des deux dimensions forme et
couleur ; 1'analyse des constructions (et & un moindre titre des adjoriction
respectant la double contrainte est plus riche et témoigne d'une grande
complexité des processus en jeu.

On voit & la fois des effets d'une épreuve sur 1'autre,de 1a construct
sur 1'adjonction, le contrdle des procédures s'améliorant au cours du dérou
lement de la séance. Mais il y a une trés forte interaction entre les effet
apportés lors de la passation méme des différentes épreuves et le niveau
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des enfants (1).

En particulier les progrés que font les enfants:de maternelle pour
faire moins de doubles (évolution de 1'unicité entre la phase de cons-
truction et celle d'adjonction) entrent en contradiction (en particulier
Torsqu'il s'agit du travail sur les "bateaux") avec 1'objectif d'exhaus-
tivité et le nombre d'éléments a comparer. C&la se conclut par 1'échec a
des constructions ou a des adjonctions & la fois complétes et sans doubles.

7.2.3.4. Analyse des procédures utiliséées pour 1'adjonction

~ Nous avons recherché les procédures particuliéres que nous avons appe-
lées systématiques dans la mesure oui elles mettaient en oeuvre un méme
principe observable pour construire plusieurs éléments.

Elles sont de deux types :

- constitution de paires successives d'éléments symétriques : bleu/jaune
puis jaune/bleu, rouge/jaune puis jaune/rouge ;

- constitution de ta "ligne"puisdela'colonne"(ex. : jaune/bleu ; jaune/rouge
jaune/vert puis rouge/jaune ; bleu/jaune ; vert/jaunq.

Dans le premier cas, il y a comme invariant la paire (non "orientée")
des éléments de C (ou F) utilisés ; dans le second cas, une coordonnée est

(1) Le groupe Fqy Co du CE? apparait non homogéne aux autres groupes, en
particulier en ce qui concerne les effets de 1'adjonction faibles pour
Cq et... négatif pour Fp. L'interaction - conflictuelle - entre exhaus-
tivité et unicité semble s'étre trés mal réglée pour certains enfants,
sans que nous puissions repérer exactement en quoi les hasards de la
répartition des enfants entre Fq C2 et Cq4 F2 ont, semble-t-il, conduit
a des groupes dissemblables.
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fixe : 1'invariant est la couleur du trait (puis celle du fond) ou 1'invers:

Avec les petits cardinaux utilisés, pour voir apparaitre de telles
procédures i1 faut une tdche dans lesquelles les contraintes ne soient
pas trop fortes - et ol ces procédures ne s'identifient pas purement et
simplement a une inscription dans le temps de la structure produit E x E -
condition trés forte. L'expérience montre que les situations d'adjonction
se prétent bien a 1'apparition de ces procédures observables.

Le tableau XVIII.7 donne le pourcentage des procédures systématiques dans

les trois niveaux scolaires, en fonction du matériel.

) TABLEAU XVIIIi7
(Entre parenth&ses, le nombre de sujets)

Mat cp CE1 TOTAL |

(N = 24) (N = 24) (N = 24) (N = 72)

Cx¢C 8 (2) 29 (7) 67 (16) 35 (25)

F x F_ 21 (5) 25 (6) 79 (19) 42 (30)
Dans les 2

épreuves 4 (1) 8 (2) 54 (13) 21 (15)

La différence du matériel expérimental (et des dimensions en jeu :
forme et couleur) ne se traduit guére au niveau de 1'existence de ces pro-
cédures systématiques.

L'évolution de leur importance avec les niveaux scolaires apporte des
nouvelles indications : alors que pour 1'unicité et 1'exhaustivité on obser
une différence qualitative entre maternelle et CP c'est entre le CP et le
CE1 que se marque un changement qualitatif dans la mise en oeuvre de procé-
dures systématiques d’adjonction (qui passent en moyenne de 27 a 73 %..).
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Ces procédures ne garantissent ni 1'exhaustivité ni 1'unicité -
si elles ne sont pas accompagnées d'un contrdle de lTeur exécution mais
elles manifestent la prise en compte de relations internes du produit
homogéne, dont le domaine de validité comprend des réalisations maté-
rielles trés contrastées, a partir de dimensions aussi différentes que
la forme et la couleur. '

De ce point de vue le passage du CP au CE1 se traduit par 1'usage
de telles procédures pour les deux épreuves, usage corrélatif pour 1'essen-
tiel au grand nombre de ces procédures dés la premigre épreuve.

7.3 Conclusion
La commaraison des résultats des expériences "maisons” conduites avec
des consignes diffirentes cuant & la contrainte d'unicité confirme aue
1a consiane initiale "ne vas faire de doubles", "ne nas faire deux
mareils", met en contradiction 1'objectif d'exhaustivité et celui d'uni-
cité: i1 y a un décalage net entre le oourcentace de constructions res-
nectant strictement les deux conditions et celui & un nrés; il v a éga-

lement un décalage imnortant entre les réussites & un nrés pour les deux
tvnes de consigne, avec le méme matérie](J?gCoL.Jessous).
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Par ailleurs les conduites des enfants de 5 ans, dans nos taches
de construction de nroduit homogéne, sont conformes aux prédictions
faites au naragraohe 6 (relation entre négation et unicité): les
jeunes enfants ne peuvent maitrise la double contrainte d'unicité et
d'exhaustivité, méme lorsoue la pnremiére intervient au niveau de 1'ac-
tion en cours et non de la formulation d'une consigne verbale initiale.

D'autre part, les caractéristiques des dimensions utilisées pour
1a construction d'un carré cartésien ExE semblen essentiellement jouer
au niveau des procédures de contrdle de 1'unicité: celles-ci sont
nlus ou moins faciles & mettre en oeuvre selon les nropriétés
nercentives du matériel; en revanche les procédures de construction ne

dénendent nas du type de matériel (formes ou couleurs);

Enfin, la nature des nrocédures qui apparaissent dans la construction
de EXE, et surt out dans 1'adjonction d'un nouvel élément e & E, différe

qualitativement de celles mises en oeuvre pour la construction de CxF;
jusqu'au CM (plus de 9ans) 1'ensemble ExE est davantage mis en\rapport
avec 1'ensemble des parties & deux &léments dans é?(E) qu'avec un

produit. Le passage & ExE, avec indexation implicite ou explicite de E

en E1 et E2 (par exemp1eﬁ 1a "couleur du toit" et la "couleur du fond")
semble se faire aprés une opération de "symétrisation" des paires

de deux &léments ; cette symétrisation fait sortir le matériel construit
d'une reorésentation dans O°(E) , ol 1'ordre des éléments de E n'est

pas vertinent, en distinguant la paire {e,,e,}du doublet de syme- -
triques (eq,e;) et (e,,e,). Remarquons que cette symétrisation n'existe que
dans le cas du carré cartésien: nous faisons 1'hypothése que pour la cons-
truction d'un produit homogéne de type AIXAZ’ ol A1 et A2 seraient des
parties disjointes d'un méme référentiel, les représentations des enfants
se détacheraient plus difficilement des parties & deux &léments decg)(A)
et que ces représentations garderaient de ce fait un caractére plus addi-
tif que multiplicatif; celd devrait avoir des conséquences quant aux
différentes régles d'action que les enfants pourraient meltre en oeuvre

sur un matériel de cette nature, les distinguant elles aussi des régles
d'action aoolicables pour le produit; i1 est raisonnable de supposer

que les reégles d'action "additives" sont plus facilement opératoires

que des régles d'action & caractére "multiplicatif" car elles n'exigent
pas de prise en compte simultanée de propriétés ou de relations.
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8. Mises en correspondance de dessins (F' x C') et des plots (F x C)

Le but des expériences de ce chapitre et des suivants est 1'étude
des hypothéses que les enfants peuvent faire quant aux caractéres d'une
correspondance entre deux “ensembles-produits" (ou plus exactement entre
collections d'éléments représentables comme des ensembles produits).

A partir d'un paradigme général, que nous allons donner ci-dessous,
chacune des expériences vise de plus a explorer une question particuliére

94.Paradigme général commun

On fait de deux collections 8,1 et ELZ d'éléments, chacune repré-

sentable comme un produit cartésien :
€1 - x1 x vy et £2:% x v

Tes ensembles sont tels que X4 N X, = @ et
Yy N Y, = @, les cardinaux petits : 3 ou 4.

On met en correspondance Y une partie Py de E 1 et une partie P, de s
de sorte que cette correspondance soit la restriction d'une bijection

é;1 f Xg

produit.

La partie Py est telle qu'une seule bijection f x g ait pour res-
triction ¥ . Le probléme posé a 1'enfant est d'associer chaque autre
é1ément de EE 1 a un élément de éiz de facon a respecter la regle qui a
conduit & la relation entre Py et Py (et dont i1 doit faire 1'hypothése).
Les observations vont porter sur les propriétés de la relation qu'il va
effectivement établir.
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A partir de ce paradigme général commun, les situations-problémes
construites peuvent différer d'une maniére importante, nous analyserons
donc chacune d'elle spécifiquement. Les outils plus précis d'analyse
seront introduits, quand ce sera nécessaire, au cours de 1'exposé des
différentes expériences.
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8.2. Présentation des "PLOTS ET DESSINS"

Matériel

On donne au sujet un ensemble de plots (1) qu'il a précédemment
construit (trois formes et trois couleurs). On donne d'autre part un tablea:
ou sont présentés des dessins de trois formes (étoile E, lune L, croix X)
et trois vouleurs (vert v, rouge r et noir r).

Trois types de tableaux peuvent étre présentés au sujet :

- un tableau AS ou les dessins sont rangés en produit de lignes (couleurs)
et colonnes (formes) ;

- un tableau AP ol les dessins sont rangés en carré gréco-lation (trois
formes et trois couleurs différentes par ligne et par colonne du tableau),

- un tableau AI construit pour répondre & la condition suivante : dans
chague ligne et chaque colonne une couleur et une forme sont présentes
deux fois, dans la mesure ol les contraintes "mathématiques" du produit
cartésien le permettent.

Ces trois tableaux correspondent & trois degrés de ressemblance entre
dessins situés sur les lignes et les colonnes :

AS = proximité maximum
AP = différenciation maximum
Al = degré intermédiaire.

(1) Les plots, construits dans une épreuve préalable ("plots") sont définis
par la couleur de leur support et la forme de la plaquette insérée dans
ce support. Les formes sont : rectangle, carré, triangle isocéle, les
couleurs bleu, jaune et blanc.
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Consigne

0) On demande au sujet une description des dessins jusqu'a obtenir une
description suivant la forme et la couleur.

1) Mise en relation des plots avec les dessins AS :

On présente au sujet le tableau AS en lui disant : "Je vais mettre des
plots avec des dessins, tu dois mettre les autres pour que ca aille bien
avec ce que j'ai mis".

On place les plots de sorte que les plots de méme forme soient avec les
dessins de méme forme, de méme pour les couleurs.

Quand le sujet a placé tous les plots sur les dessins, on lui demande de
décrire ce qu'il a fait.

~ Si 1a correspondance établie ne fait pas correspondre les formes aux formes
et les couleurs aux couleurs de facon indépendante, on donne des indicatior
au sujet pour arriver a ce que cette condition soit satisfaite.

On demande ensuite au sujet de mettre les plots avec les mémes dessins,
mais sur le tableau AP,

2) Mise en relation des plots avec les dessins sur un tableau AP ou Al :
On place quelques plots sur des dessins de AP ou AI. L'expérimentateur
demande au sujet : "Place les autres pour que ¢a aille bjen avec ce que
j'ai déja mis".

On appellera essai 1'établissement d'une correspondance totale entre plots
et dessins prolongeant la correspondance partielle donnée au sujet.

Aprés chaque essai du sujet, on lui demande s'il sait dire comment i1 a
placé les plots avec les dessins.

Ces réponses sont analysées sous la rubrique‘"justification" ou "expressio
D'un essai 2 1'autre on change le type de tableau présenté (AP ou AI).
S'il y a échec du sujet 3 compléter suivant une correspondance produit
apres deux essais successifs conduisant & un méme type de réponse, on
passe a la derniere partie de 1'expérience.

3) Dans le dernier temps de 1'expérience on décrit au sujet la corres-
pondance partielle entre les plots et les dessins (sans préciser explici-
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tement que la forme va avec la forme et la couleur avec la couleur :

en disant seulement par exemple : "Le vert avec le jaune", etc..., le
carré avec la croix", c'est-a-dire en décrivant la correspondance par-
ticuliere effectuée).

Un essai ol la correspondance particuliére est ainsi décrite est suivi
d'un essai du type précédent (sans description).

Le nombre d'essais pour un sujet dépend de son degré de réussite dans
1'épreuve (utilisation de 0, 1 ou 2 critéres) et des justifications qu'il

-

peut donner a la fin de chaque essai ; ce nombre est compris entre 2 et 4.

Sujets

Les sujets sont des éleéves d'une école primaire de filles de CM2

- a CE1 “fort" (classe du niveau de CE1-CE2). 46 sujets de 738 & 10;7 ans
ont passé 1'épreuve de correspondance. Nous avons groupé ces sujets sui-
vant leur dge en trois groupes :

groupe IIT : 7;8 a 835 16 sujets, moyenne age : 8;1
groupe II : 8;8 & 9;6 14 sujets, moyenne dge : 9;1
groupe I : 9;8 a 1037 16 sujets, moyenne dge : 1033

(Les groupes d'age correspondent aux classes scolaires ; les sujets ont
été choisis parmi les éléves dont 1'dge est le plus proche de 1'dge normal
dans leur classe).

Tous les sujets ont passé au préalable 1'épreuve de construction de 1'en-
semble des plots utilisés dans cette expérience.

Les sujets des groupes II et III ont des &ges trés voisins de la moyenne

de Teur groupe ; la dispersion des dges dans le groupe I est un peu plus
grande.

Un sondage sur des sujets plus jeunes (entre 7 et 7;6) a montré 1'inadap-
tation de 1'épreuve pour cet dge : la passation préalable de 1'épreuve de
construction nécessite un temps trés important, et 1'échec complet a 1'épre
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de correspondance n'apporte que peu d'information sur les problémes que
nous nous posons (en particulier sur la relation entre la correspondance
effectuée et la construction préalable Fy x C,).

R.3 Analyse de la situation expérimentale

Les problemes posés par la situation expérimentale sont de deux types,
non indépendants :

1. problemes posés par la réalisation concréte, en particulier par la
disposition spatiale des éléments de D (suivant les trois tableaux pos-
sibles AS, AP et Al).

2. problemes dus & la correspondance partielle entre un sous-ensemble des

plots et un sous-ensemble des dessins que nous donnons au sujet.

2.3.1. Problémes de présentation spatiale

Les tableaux AS, AP et AI different par la présentation des éléments
de 1'ensemble @ des dessins. Les relations de proximité qui peuvent exis-
ter entre les différents éléments sont différentes dans ces trois situations.
donc les relations de proximité qu'elles peuvent induire entre les é1éments
de 1'ensemble qj des plots (mis en correspondance avec les dessins)isont
aussi différentes : d'un item & 1'autre nous pouvons donc les faire chan-
ger pour éviter Teur utilisation par le sujet pour construire la correspon-
dance cherchée. Le cas du tableau AS est particulier : en effet il y a
jsomorphisme entre le rangement en produit de lignes et colonnes et le
produit spatial sous-jacent ‘

Donc quand nous donnons la correspondance partielle entre Py et
D1, nous donnons aussi une correspondance partielle entre Py et un ensemble
de positions (spatiales) qui a elle aussi des propriétés permettant de la
compléter en une correspondance produit. '
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Ce n'est pas le cas pour les présentations AP ni AI. La partie 2
de 1'expérience se différencie donc, sur le plan théorique, des parties
suivantes de 1'expérience.

La disposition spatiale AS introduit une réalisation possible de
la structure produit de C x F, avec une double partition (image réciproque
des projections sur C et F) : sont alignés sur une méme horizontale
(resp. verticale) les timbres qui ont la méme forme (resp. la méme couleur).
Si notre hypothese sur les relations entre relations spatiales et relations
ensemblistes (annexe du chapitre sur la méthodologie) est correcte, la
complétion d'une correspondance produit avec ce type de disposition spa-
tiale doit &tre plus facile qu'avec les autres dispositions.

En fonction de cette hypothése nous avons présenté cette disposition
spatiale en premier : les effets de familiarisation avec 1a tdche ne pou-
vant que faciliter les réponses ultérieures des enfants avec les disposi-
tions AP (1)'ou Al : si ces dispositions restent plus difficiles pour les
enfants ce ne pourra donc pas étre attribué a des effets d'ordre de pré-
sentation (qui jouent en sens inverse).

2. Problémes d'information donnée sur la correspondance a compléter

Nous pouvons donner aux sujets des correspondances partielles entre
plots et dessins leur fournissant des informations plus ou moins impor-
tantes sur les propriétés des correspondances utilisées : guand on fait
croitre le nombre de plots et de dessins en correspondance on fournit une
information croissante sur les propriétés de la correspondance cherchée.

(1) La disposition AP maximise les différences de la méme facon que AS
maximise les ressemblances entre plots voisins. Mais sur le plan
cognitif 1'utilisation par les sujets des informations de type
"positif" et celle de type "négatif" est asymétrique (cf. Lépine, 1969).
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Nous allons préciser cette notion d'information pour certaines des cor-
respondances partielles (possédant les propriétése et p : détermination
possible d'une correspondance bijective f (unique) entre formes des des-
sins et des plots, et d'une correspondance bijective c (unique) entre cou-
leurs des dessins et des plots).

a - Nous mettons en:correspondance une partie Po de 93 et une partie Do
de D ayant le nombre minimum d'éléments permettant de définir de maniére
unique des bijections f et c entre F, et F2 d'une part, Cq et Cy d'autre

part.

b - Nous mettons en correspondance un nombre plus grand d'éléments : toute
correspondance partielle entre plots et dessins (vérifiant lTes conditions
o et B ) est une extension d'une correspondance partielle minimale
(définie ci-dessus). Dans cette expérience nous avons adjoint un ou deux
couples supplémentaires selon les essais (essais de types Dq ou Dz).

A partir de cette analyse des informations données sur la correspon-
dance nous avons défini, pour chaque groupe d'dge, sur 1'ensemble des
essais, un niveau moyen d'information :

Si I est le nombre d'essais passés par un sujet ;

Si n désigne le nombre total de couples (de plots et dessins) qui ont
été présentés (correspondance 5artie]1e initiale fournie),

alors nous définissons le niveau d'information moyen par :

N=2-3
I

La définition de N attribue le niveau 0 & un essai sans redondance
d'information (Do) ; 1 a un essai avec une redondance (D1), 2 & un essai
de type D2.
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Pour la partie I (tableau AS) le niveau moyen est 1 pour tous les
groupes ; pour la partie Il (tableaux AP et AI) le niveau moyen d'infor-
mation est voisin de 2 pour les enfants de 8 ans (CE), de 1,2 pour les
enfants de 9 ans (CM1) et de 0,8 pour les enfants de 10 ans (CM2) : nous
avons donc facilité a priori les réponses correctes des enfants plus
jeunes : une évolution en termes d'amélioration des réponses avec 1'dge
n'en est donc que plus significative.

8.4.Résultats expérimentaux

7. 4.

Lorsque les plots ont été correctement mis en correspondance avec les
dessins, y compris par intervention de 1'expérimentateur, les sujets trans-
ferent chaque plot de AS sur "le méme dessin" sur AP : tous les sujets par-
viennent & un transfert correct, éventuellement aprés un rappel de la con-
signe. La correspondance entre plots et dessins sur AS ne se réduit donc
pas a un simple rangement des plots, selon des ressemblances de forme et/ou
de couleur. De plus 1'analyse des dessins selon leur forme et leur couleur
ne pose aucun probleéme.

1. Les tableaux I et IA donnent le nombre de sujets dont les réponses sont
compatibles avec une correspondance "F x C", "C", ou "F" dans les deux si-
tuations différant par la disposition spatiale AS / AP ou AI. Ces résultats
sont notés sur les féponses antérieures a 1'intervention de 1'expérimenta-
teur : en AS pour obtenir une relation produit & transférer sur AP, en AP
ou AI en donnant une description de Ta correspondance présentée.

(Les réponses correspondent aux correspondances effectuées par les enfants,
non aux justifications ou verbalisations).

Nous analysons ici une réponse "globale"au sens d'une réﬁonse stable,
exprimée sur deux essais successifs (ou justifiée lors de 1'essai), en dis-
tinguant le seul résultat observé de la justification donnée. I1 y a néces-
sairement moins de correspondances effectuées avec une justification.
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Le mode de présentation (tableau Al ou tableau AP) pour un méme
"niveau" d'information (donnée de Do, Dy ou Dp) n'a pas d'influence
sensible sur les réponses.

TABLEAU I

ages 851 9;1 103 TOTAL
réponses
échec 2 1 0 3
C 5 3 3 11
F 3 1 3 7
F&C 6 9 10 25
N 16 14 16 46

TABLEAU IIA

ages 851 951 1053 $
réponses o
échec 6 5 3 14
C 5 3 3 1"
F 3 2 3 8
F&C 2 4 7 13
Total 16 14 16 46

On observe :

a) d'une part, une difficulté plus grande des dispositions spatiales
qui ne correspondent pas & un "produit spatial", ce qui confirme notre
hypothése initiale sur ce point ;
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b) d'autre part, une évolution des réponses bidimensionnelles qui se pré-
sente de facon différente selon la disposition spatiale :

- lorsque les relations spatiales coincident avec des relations ensem-
blistes (AS) c'est entre 8 et 9 ans (CE/CM1) que 1'on observe une aug-
mentation considérable des réponses bidimensionnelles (37,5 a 64 %) des
"sujets),

- lorsque les relations spatiales ne réalisent pas les relations ensem-
blistes du produit 1'évolution est plus lente et plus réguliegre (12,5 %,
28,5 %, 43,7 %) 3

c) enfin 1'échec a établir une correspondance au moins selon une dimen-
sion évolue également selon la disposition spatiale présentée :

- avec AS il est rare des 8 ans (12,5 %), nul a 10 ans,

- avec AP ou Al i1 est important & 8 et 9 ans (35,7 %) et diminue a 18,7 %
a 10 ans.

On peut résumer ces résultats : Torsque la disposition spatiale repré-
sente les projections produit "de base" (D) et les partitions correspon-
dantes alors la prise en compte d'au moins une projection est massivement
utilisée dés 8 ans pour établir la correspondance, mais c'est seulement a
9 ans que les deux projections sont utilisées largement ; en revanche, lors-
qu'aucune réalisation spatiale des projections n'est présente pour 2 ,
la difficulté a faire des hypothéses "dimensionnelles" pour établir la
correspondance est importante, et la difficulté a faire des hypothéses
bidimensionnelles persiste & 10 ans pour Ta majorité des enfants.

$-4l.le tableau IIB qui donne le nombre des explications de la corres-

pondance établie par les enfants confirme le décalage entre 1'action et
la formulation, décalage essentiellement marqué par les réponses bidi-

mensionnelles.
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TABLEAU I1B

ages
831 9;1 1033 $

réponses
] 8 5 3 16
C - 5 4 4 13
F 1 4 4 9
F&cC 2 (12%) 1 (6%) 5 8
N 16 14 16 46

Nous avons effectué 1'analyse des réponses par sujet. Les résultats

qui suivent concernent les réponses sur 1'ensemble des essais, €tudiées:

en relation avec le niveau d'information.

¢.4,3.Le tableau III donne le nombre d'essais avec prise en compte des

deux dimensions F & C, d'une dimension F ou C, ou avec échec, pour les

différents groupes d'dges, en précisant le nombre d'items, le nombre

d'essais et le niveau d'information pour la présentation AS.

Le tableau IV présente les données analogues pour les présentations

AP ou AI.
TABLEAU III

. . niveau

items essais info. g F/C F&cC
sge n I N échec 1 dim, réussite
831 1M 28 1 10(35,7) 12 (44) 6 (21)
931 118 30 1 12 (40) 9 (30) 9 (30)
10;3 103 26 1 5 (19) 11 (42,5) 10 (38,5)

(Entre parenthéses les pourcentages).
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TABLEAU 1V
. . niveau
items essais info. ") F/C F&cC
ige n I N échec 1 dim. réussite
831 146 29 2 6(26,7) 14 (48) 9 (31)
9:1 55 13 1,2 2(15,4) 5 (46) 5 (38,5)
10;3 55 15 0,8 2(13,3) 6 (39,7) 7 (47)

Le tableau III montre & niveau d'information égal 1'évolution selon
1'dge des correspondances effectuées : le changement net se situe ici entre
9 et 10 ans pour la baisse des réponses "d'échec", c'est-a-dire sans prise
en compte d'au moins une dimension ; ces résultats prennent en compte tou-
tes les reponses des sujets, dont leurs réponses initiales, elles sont donc
moins bonnes & priori que celles du tableau I.

La comparaison entre ces tableaux donne des indications sur la mobi-
Tisation possible d'hypothéses appropriées a la tache en offrant au sujet
la possibilité de reprendre ses réponses : cette mobilisation se manifeste
un peu & 8 ans, trés nettement & 9 ans et 10 ans (de 40 % d'échecs a 7 %

39 ans, de 30 % a 38 % de réussites a 64 % & 9 et 10 ans).

Nous’pouvons remarquer que ces résultats qui comportent la phase
"d'entrée dans la tdche" pour AS sont assez proches des résultats finaux
pour la présentation AP ou Al.

Le tableau IV confirme pour 1'ensemble des réponses 1'évolution géné-
tique. Contrairement au cas du tableau IIl établi par AS nous
avons ici un critere moins strict que dans le tableau III pour 1'analyse
des réponses unidimensionnelles ou bidimensionnelles, puisque aucune con-
trainte de cohérence n'est en jeu.

Ainsi i1 semble apparaitre les éléments suivants :
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- les analyses bidimensionnelles ne sont pas spontanément utilisées par
les enfants pour trouver une "régle du jeu" de complétion d'une corres-
pondance entre produits F x C, méme lorsque la disposition spatiale réa-
1ise une structure produit de 1'ensemble de base ; jusqu'a 10 ans beau-
coup d'enfants ne font spontanément aucune hypothese dimensionne}1e.

Néanmoins, avec la disposition spatiale matricielle de AS, on peut
mobiliser des analyses dimensionnelles et obtenir chez les enfants de 8
ans des réponses unidimensionnelles (50 %) et éventuellement bidimension-
nelles (37 %), et chez les enfants de 9 et 10 ans une forte majorité de
réponses bidimensionnelles (plus de 60 %).

La disposition spatiale joue un rdle trés important puisque lorsque
les sujets doivent compléter une correspondance entre produits sur une
disposition spatiale non mitricielle (AP, AI) les réponses bidimension-
nelles retombent presque au niveau initial sur AS. Quant aux hypothéses
dimensionnelles, elles ne sont pas stables, puisque les échecs a établir
de facon cohérente deux correspondances successives au moins unidimension-
nelles sont en nombre voisin des échecs spontanés initiaux.

85Mobilisation d'hypothéses uni ou bidimensionnelles par description d'une

correspondance-produit particuliére

Lorsque les sujets ne disposent que de 1'information fournie par la
donnée des plots placés sur le tableau des dessins, ils doivent faire des
hypothéses (conscientes ou non) sur les propriétés de la correspondance
partielle. On peut se demander si la description, fournie par 1'expéri-
mentateur, des propriétés d'une premiére correspondance, sous la forme
"le bleu va avec 1le noir", "le carré va avec 1'étoile", va faciliter
des hypothéses appropriées pour une nouvelle correspondance.

Le tableau V donne la distribution des réponses données par les enfants
3 une correspondance proposée aprés description d'une correspondance pré-
cédente différente (1).

(1) 4 enfants de 10 ans ayant donné des réponses unidimensionnelles n'ont pu
terminer 1‘'épreuve pour des raisons de contrainte de temps (fin de la 1/
journée scolaire).
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(Tableau AI, niveau d'information 1).

TABLEAU V

répoﬁggz 831 931 1033 TOTAL
Echec 3 1 1 5

C 4 1 13

F 2 0 3
F&c 4 7 10 21

N 16 14 12 42

La comparaison des résultats portés dans ce tableau V et ceux du
tableau IIA confirme la possibilité de mobiliser des hypotheses "dimen-
sionnelles" : les réponses correctes augmentent de 12 a 25 % a 8 ans, de
29 2 50 % a9 ans et de 44 a4 83 % a 10 ans, alors que les échecs régres-
sent de 38 2 19 %, 36 3 7 % et 19 a 8 % respectivement.

Le tableau VI présente 1'évolution des réponses avant et aprés la
description d'une correspondance. Les notations de type (4/7) en face d'un
codage F/C signifient que 4 des réponses sont issues de réponsesselon la
forme, 7 selon la couleur.

TABLEAU VI

AGE 831 9;1 10;3 ¢
EVOLUTION
g —>p 3 1 1 5
g —-=F/C 3 (0/3) 3 (1/2) 1 (0/1) 7 (0/6)
p—>F &C| O 1 1 2
F/C—=sF/C 6 (1/5) 3 (1/2) 0 9 (4/7)
F/IC—>F &C| 2 (2/0) 2 (1/1) 2 (1/1) 6 (4/2)
F&C —F&C 2 4 7 13
N 16 14 12 42
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Les enfants qui ne faisaient pas spontanément d'hypothéses unidimen-
sionnelles continuent d'échouer ou donnent des réponses unidimensionnelles
(deux sujets sur 13 de plus de 9 ans, passent a une réponse bidimensionnelle,

Les enfants qui faisaient des hypothéses unidimensionnelles les con-
servent ou donnent des réponses bidimensionnelles ; le chéngement semble
dépendre de la dimension spontanément utilisée : les sujets qui prenaient
en compte la couleur restent de facon dominante unidimensionnels dans leur
réponse (c'est le cas des 5 sujets de 8 ans), alors que ceux qui prenaient
en compte la forme donnent aussi bien des réponses bidimensionnelles (d'ol
1'accentuation de 1'asymétrie des réponses unidimensionnelles en faveur de
la couleur).

En conclusion

L'expérience "plots et dessins" sur la mise en correspondance de deux
produits forme x couleur que la disponibilité d'hypothéses stables liées a
1'analyse dimensionnelle du matériel est limitée, méme pour des enfants
maitrisant la construction du produit F x C (CM1 et CM2, 9-10 ans). La mo-
bilisation d'hypothéses dimensionnelles est possible, soit en s'appuyant
sur la disposition spatiale (matricielle) du matériel (mais cette mobili-
sation n'est pas stable), soit par description d'une correspondance parti-
culigre. Dans ce cas plus de 50 % des sujets de plus de 9 ans peuvent
ensuite donner des réponses bidimensionnelles (80 % a 10 ans), les enfants
de 8 ans ne peuvent pour la plupart tenir compte que d'une dimension (de
facon dominante avec notre matériel i1 s'agit de la couleur).
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9. Mise en correspondance de plots (F' x C') et de timbres (F x C)

Les expériences analysées dans les chapitres précédents ont déja
apporté un certain nombre d'é1éments sur la structuration du champ con-
ceptuel du "produit cartésien”.

En ce qui concerne la construction,on constate que les enfants ren-
contrent d'abord d'extrémes difficultés a résoudre la contradiction entre
1'indépendance des deux dimensions (chacune des couleurs peut étre associée
a une forme quelconque) et 1'unicité de réalisation qui porte simultanément
sur les deux dimensions (puisque deux couples (f, c) et (f', c') sont égaux
si f=f"etc=2c'): oubien ils font des couples différant a la fois
pour chaque dimension, ou bien ils ne peuvent éviter les doubles. Ultérieu-
rement 1'indépendance et 1'unicité sont simultanément prises en compte ;
le contréle de 1'exhaustivité de Ta construction (avoir fait tous les cou-
ples possibles) se met en place initialement a travers une représentation
"additive", avant que le résultatnesestructureen produit, ol les deux di-

mensions peuvent jouer un rdle symétrique.

Lorsqu'il s'agit de mettre en correspondance bijective deux collections
représentables comme des produits (avec les mémes dimensions que celles uti-
Tisées pour les constructions) la premigre expérience a montré un décalage
dans les conduites des enfants : des hypothéses "unidimensionnelles" sont
spontanément utilisées alors que.ces mémes sujets effectuent par ailleurs
des opérations bidimensionnelles dans les contrdles de construction, les
dénombrements, la prédiction des effets de 1'adjonction d'un é1ément pour
1'une puis 1'autre dimension, dans les opérations de compléments.

Plusieurs hypothéses, non exclusives, peuvent rendre compte de ce déca-
lage :

- la tache est trop peu contraignante : 1a signification de la correspondance
n'est pas fonctionnelle, elle reléve de la recherche d'une "régle du jeu"
définie par 1'expérimentateur, aucune validation n'est apportée aux réponses
produites par les enfants ; une quelconque hypothése permettant au sujet de
produire une réponse peut donc Tui paraitre suffisante, on doit remarquer




130

que c'est bien le cas pour les réponses unidimensionnelles qui corres-
pondent & une certaine régle du jeu ;

- 1'analyse du matériel expérimental constitué de deux produits est plus
difficile que 1'analyse d'un seul produit, et n'est effectuée que selon
une dimension pour chacun des produits (i1 y a bien 2 analyses, mais cha-
cune selon une seule dimension) ;

- il y a bien analyse bidimensionnelle de ce matériel complexe, mais les
enfants ont des difficultés spécifiques &8 "multiplier" les deux relations
indépendantes entre dimensions, c'est-a-dire & établir et a faire fonction-
ner 1'hypotheése d'une régle du jeu bidimensionnelle.

L'expérience qui suit : "timbres et plots" est destinée & apprécier
la plausibilité de ces différentes hypothéses ; cette expérience contient
une phase ol le sujet doit construire une correspondance entre un produit
(formes x couleurs) et un ensemble défini par une seule des dimensions ;
chaque dimension est successivement utilisée : si 1'analyse bidimension-
nelle du matériel est sans probléme, et chacune des hypothéses "unidimen-
sionnelle" est disponible, alors les difficultés tiennent soit a la diffi-
culté 3 "composer multiplicativement” de telles hypothéses, soit au carac-
teére insuffisamment contraignant de la tédche, ol la régle du jeu est trop
ouverte. On peut donc ainsi espérer se prononcer sur 1'une des trois hypo-
theses (en fonction des niveaux d'dge la réponse peut ne pas étre la méme).
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PLOTS ET TIMBRES

Les ensembles de timbres et de plots sont construits a partir de 4
valeurs pour la forme et de 4 valeurspour la couleur : cela nous permet
d'avoir des probabilités plus faibles d'obtenir des observables non signi-
ficatifs des représentations (les choix des sujets sont ainsi beaucoup plus
ouverts que dans les situations C3 x F3) puisque plus d'éléments sont
disponibles pour un méme choix.

Les éléments ainsi que leurs dispositions spatiales possibles sont
donnés dans les figures 1 a 7 en fin de paragraphe. La passation des épreuves
est schématisée sur 1'organigramme suivant :

FxCe—m F'X C"

"“'lFxC——>C' FxC—p F'
1 I
v
2 | FxC-—>F" Fx C—3C' 2
11 1
._9|Fxc_>r'xc' FxC—>F' x C' Jed

Les "trajectoires" de passation sont les suivantes : :
* I-II pour les plus jeunes sujets qui commencent par une épreuve

"unidimensionnelle" : le passage I exige de changer 1'analyse de F x C,
le passage II d'utiliser les 2 dimensions.
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* 1-2 pour les sujets qui commencent par une épreuve bidimensionnelle,

les branches sont déterminées par la nature de la dimension éventueliement
prise en compte (pour un sujet établissant d'emblée une bijection produit
attestée 1'épreuve est terminée).

9.1. Déroulement de 1'expérience, épreuves et consignes, description des
réponses )

Une phase préliminaire consiste en présentations de plots (construits

au préalable par 1'expérimentateur) et une présentation des timbres en pré-
cisant les deux dimensions qui les définissent.

Une premigre épreuve T permet de s'assurer que le sujet peut identifier
les timbres selon les deux dimensions simultanément : elle consiste a trans-
porter des plots disposés sur le tableau "S" des timbres sur "les mémes
timbres" du tableau "P". On corrige les deux premigres erreurs du sujet et
on le laisse ensuite achever le transport des plots (au minimum 8 plots :

2 par forme et 2 par couleur). ‘

Aprés la phase préliminaire et 1'épreuve de transport, les sujets pas-
sent certaines épreuves suivantes, dont le nombre et 1'ordre dépendent de

1'4ge des sujets et de la succession de Teurs réponses.

Epreuve produit

On dispose dans les cases du tableau D (des timbres) 6 plots (un par
timbre) en réalisant les contraintes suivantes :

1/ L'ensemble des plots contient, au moins, un pivot c'est-a-dire un ensemble
de 4 plots différant a la fois par la forme et la couleur.
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2/ La forme du plot associé a un timbre est déterminée par la forme du
timbre ; il en est de méme pour la couleur.

Les conditions 1/ et 2/ permettent de déterminer de maniére univoque
une correspondance terme a terme, p, entre les plots et les timbres qui
scit le composé d'une correspondance terme a terme, f, entre les formes
et d'une correspondance terme a terme, c, entre les couleurs.

La consigne donnée au sujet est "de mettre les autres plots avec les
timbres pour que ¢a aille bien avec ceux qui y sont déja" (1). Lorsque
tous les plots sont placés, on analyse cette correspondance, en regardant
si 1'une (au moins) des correspondances f et ¢ est vérifiée, ou s'il existe
une correspondance "mixte" entre formes de 1'un des ensembles et couleurs
de 1'autre. Lorsque la correspondance p n'a pas été établie, le sujet passe
une épreuve dite "unidimensionnelle" définie comme suit :
Si un sujet a tenu compte dans 1'épreuve produit de la seule forme des timbres
(ou de la couleur), i1 passe 1'épreuve unidimensionnelle C (ou F).
I1 repasse ensuite une épreuve produit. '

Epreuves “unidimensionnelles"
P

Les plots sont décomposés en formes, représentant des éléments de F',
et en couleurs, représentant les éléments de C' (4 exemplaires de chaque
élément).

Epreuve unidimensionnelle F

On dispose dans les cases du tableau D (des timbres) 6 plaquettes repré-

(1) 11 pourrait y avoir un biais important di au vague de ce genre de consigne
les résultats qui sont donnés plus loin pour cette épreuve indiquent que
Ta "régle du jeu" pour 1'éléve correspond & 1'intention de 1'expérimenta-
teur.
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sentant les formes de F' en réalis pt les contraintes :

1/ toutes les formes de F' sont représentées,

2/ la forme de la plaquette associée a un timbre est déterminée par la
forme du timbre.

Les deux conditions précédentes permettent de compléter la correspon-
dance (timbres de 45)————i>( formes de F) déterminée par une correspondance
f' terme & terme entre F et F'. (1)

La consigne est de mettre les plaquettes avec Tes autres timbres "pour
que ¢a aille bien avec celles qui y sont déja".

Epreuve unidimensionnelle C

Cette épreuve est analogue a la précédente en remplacant "formes" par
"couleurs". La correspondance entre les timbres et les supports de couleur
est déterminée par une correspondance c' terme a terme entre C et C' (2).

Nous allons préciser les épreuves passées par chaque groupe de sujets :

SUJETS - 48 sujets de 6 a 11;4 ans ont passé 1'expérience. Ils se répartissen
en quatre groupes d'dge :

Groupe I 16 sujets de 6 & 7 ans, moyenne 6;5
Groupe II 8 sujets de 8;1 a 8;8, moyenne 8;4
Groupe III 16 sujets de 8;9 a 10 , moyenne 9;5
Groupe IV 8 sujets de 10 2 11;4, moyenne 10;7

(1) Cette correspondance f' est différente de la précédente f : les couples
de formes de F et F' associées par f' sont différents de ceux associés
par f.

(2) ¢' et ¢ différent de 1a méme maniere que f' et f : les couples de cou-
Teurs de C et C' associées par ¢' sont tous différents de ceux des cou-
leurs associées par c.
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Déroulement de 1'expérience selon les groupes

Groupe 1

. 6 sujets passent en ter 1'épreuve de correspondance produit entre timbres
et plots (avec la donnée initiale de € plots en correspondance).

Ceux qui effectuent une correspondance cohérente déterminée par une
dimension {forme par exemple) passent ensuite 1'épreuve unidimensionnelle
complémentaire, c'est-a-dire celle ol les couleurs de C' sont mises en cor-
responsance avec les timbres en fonction de la couleur de ceux-ci.

. 5 sujets passent en premier 1'épreuve F, puis 1'épreuve complémentaire C.

I1s terminent par 1'épreuve de correspondance compléte P (sauf 1 sujet qui a
dépassé le temps limite de 30 mn).

. 5 sujets passent d'abord 1'épreuve C, puis 1'épreuve complémentaire F.

I1s passent en dernier 1'épreuve de correspondance compléte P.

Groupes II, III, IV

Les sujets passent en premier 1'épreuve de correspondance compléte P.
Suivant la dimension retenue pour effectuer cette correspondance, les sujets
passent ensuite de F ou C correspondant & 1'autre dimension. Les sujets re-
font ensuite une correspondance compléte P.

Exemple :

f: fl — rond f' ¢t f1 —5 carré
fo —— carré f2 —— triangle
f3 —— rectangle f3 —» rond
f4 ——3 triangle f4 —— rectangle
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c:cl —y noir c' : ¢l — Jjaune
c2 —3 vert c2 —3 rouge
c3 ~—3 rouge c3 — vert
c4 ——y Jjaune ' ¢4 —— noir

La premigre correspondance étant choisie, on peut en trouver 3 autres
qui soient ainsi totalement différentes (nombre largement suffisant pour
notre expériencel.

Certains sujets font une correspondance mixte de type F-C' ou
C-F' nous avons donc utilisé une notion plus faible que le changement de
dimension, pour définir la correspondance complémentaire. Cette notion
porte seulement sur la dimension utilisée en ce qui concerne les timbres
(puisque c'est 1'ensemble des timbres qUi sert de base a des correspondances
tout au long de 1'épreuve). Nous verrons dans 1'analyse des résultats que
peu de sujets construisent spontanément, en premiére épreuve, une telle
correspondance "mixte" (pour laquelle se pose le probléme d'interprétation
de la notion de changement de critére).

Analyse des résultats

1/ Epreuve T :
Tous les sujets sauf 1 du groupe'I, ont réussi 1'identification cor-

recte des timbres dans 1'épreuve T de transport des plots de la présentation
S des timbres a la présentation P.

Un sujet du groupe I n'a tenu compte que de la forme des timbres pour
ce transport.

2/ Epreuves de correépondance

L'analyse des résultats est rapportée aux critéres utilisés dans la
décomposition des timbres pour établir les correspondances proposées.
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Pour cha Je groupe d'dge, on note :
a) La répartition des réponses & la premiére correspondance produit obtenue,

b) Pour tous les sujets, sauf ceux qui ne font aucune correspondance cohé-
rente dans la premiére épreuve produit, ou au contraire font une correspon-
dance produit correcte, il est possible de définir une épreuve complémentaire.
Nous noterons alors la relation qui existe entre la réponse & la premiére
épreuve produit et la correspondance complémentaire.

Nous codifions les réponses de 1a facon suivante : E = échec a utiliser
une dimension, forme ou couleur, des timbres pour déterminer une correspon-
dance,R = réussite a 1'utilisation des deux dimensions pour déterminer une
correspondance produit.

F————> F' : les formes F des timbres déterminent les formes F' des plots
(correspondance "forme")

Fe— 5 C' : les formes des timbres déterminent les couleurs C' des plots
(correspondance "mixte")

Dans ces deux cas, la correspondance unidimensionnelle complémentaire
eSt llCIl

C ———>C'" et C——3 F' sont définies de maniére analogue.

La couleur C des timbres est déterminante pour la correspondance effec-
tuée, la correspondance complémentaire est donc la correspondance "F".
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9.2. Résultats d'ensemble

Nous devons d'abord remarguer que les formes des timbres et celles des
plots n'ont pas le méme statut par rapport & la couleur : les formes des
timbres ne sont pas significatives pour les sujets et ce sont elles qui sont
colorées, alors que les formes des plots sont significatives et sont de plus
dissociées matériellement du support de l1a couleur. On peut donc se poser
le probléeme de leur usage respectif dans la correspondance produit.

Leur utilisation respective dans 1'épreuve de correspondance produit,
présentée comme derniére épreuve ne fait pas apparaitre de différence. F
désigne 1'utilisation de la forme des timbres, F' celui de Ta forme des
plots. Sur 34 sujets qui n'effectuent pas une correspondance produit com-
plete et n'échouent pas totalement, non plus, 19 utilisent F, 17 utilisent F'

I1 n'y a donc pas de différence d'utilisation sur 1'ensemble des sujets.

Les tableaux I et II donnent Tes répartitions de réponses respectivement
a la correspondance produit initiale (T.I) et & la correspondance produit
finale (T.2). 12 sujets de CP ont commencé avec une épreuve "unidimension-
nelle" ; par ailleurs, 4 sujets de CM1 n'ont pas passé des épreuves "unidi-
mensionnelles" différentes (association des timbres aux plots selon une seule
dimension), mais la "régle du jeu" s'est avérée en fait mal définissable et
surtout mal reliable & 1'analyse des réponses des sujets, nous ne les avons
pas comptabilisées pour les épreuves initiales ni le changement de critere.

Tableau 1
échec wen | wpn | o P F—C' | bidim. N
I 3 3 - - - - 6 }14
11| 2 4 1 | 1 - 8
1| 1 3 1 - - 12 }
IV 1 - 2 - 8 20
N 7 10 13 1 3 - 34
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Pour les sujets des groupes II, III, IV, la passation des épreuves

‘*’ unidimensionnelles suivant la premiére épreuve de correspondance produit

se traduit par la disparition des échecs

définitive au moins une hypothése unidimensionnelle.

: tous les enfants utilisent en

Tableau II
Groupe d'dge E C>C'| CHF'" | F>F' | F=>C' | R | Nbre sujets
I 635 10 5 0 0 0 0 15
I1 834 i 5 0 1 1 0 8
IIT 935 3 2 10 0 1 16
IV 10;7 0 0 4 '3 1 8
TOTAL " 13 2 15 4 2 47
Nous remarquons la relative rareté des réponses "mixtes" (C—> F' ou

F—>C'), en particulier pour les enfants les plus jeunes (1/23 sujets pour

les éléves de 6 & 8 ans).

L'utilisation analogue de F et F' (et de C et C') ainsi que cette

rareté des réponses mixtes justifie a posteriori la notion de changement

de critére que nous avons utilisée pour le passage de la premiére épreuve

a la seconde.

En ce qui concerne 1'utilisation différenciée des 2 dimensions, nous

observons pour 1'épreuve initiale comme pour 1'épreuve finale une utilisa-

tion croissante de la forme, avec une différence marquée entre le groupe II

(CE2) et 1e groupe III (CM1) et une homogénéité relative des groupes I et II
d'une part, IIl et IV d'autre part.

A un premier niveau d'analyse sur 1'évolution des réponses, nous

regroupons ces 4 groupes en deux groupes : A (I + II) et B (II + III).
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Etude des changements d'hypothéses (inversion des dimensions définissant
Ja "régle du jeu" pour les correspondances)

Nous nous restreignons a 1'analyse des cas ol les réponses initiales
étaient homogénes, c'est-a-dire ol les correspondances établies étaient
soit F—» F' soit C—C'.

Le tableau III donne la répartition des réussites a cette inversion de
critére pour chacun des deux groupes.

WEM __3"C" désigne le passage d'une correspondance selon la forme a
une correspondance selon la couleur, "C"—>"F", le passage inverse.

Dans les résultats a/b,a désigné le nombre d'inversions réussies,
b le nombre de sujets établissant la correspondance initiale selon la pre-
miére dimension.
Tableau III

IlFll I|CII IICII EIIFII Z
A 0/2 0/11 0/13
B 11/12 1/3 12/15

L'échec massif dans le groupe A est compatible avec 1'hypothése que
1'utilisation de la couleur ne correspond pas tant & sa dominance sur la
forme qu'ad la non-pertinence de la forme comme dimension pour établir une
relation. La réussite massive du groupe B a passer de la forme & la couleur
indique ~ . qu'il s'agit bien dans les correspondances initiales,

ol une hypothése unidimensionnelle "forme" est disponible, d'un privilege
relatif de la forme sur la couleur - et non d'une indisponibilité de

1'hypothese unidimensionnelle “"couleur".
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L'évolution entre les groupes A et B . porterait alors sur 1'accession
d'une dimension au statut de dimension déterminante pour une relation.
L'autre dimension 1ui étant subordonnée peut néanmoins étre "mobilisée"
en jouant sur les contraintes de la situation.

Le tableau IV, construit a partir du tableau II donne le nombre des
réponses unidimensionnelles "F", "C", les réponses "mixtes" et les réponses
bidimensionnelles, de chacun des groupes A et B.

- Tableau IV
échec "cH wE mixte bidim. N
A
B 0 3 14 5 2 24
(CM1-CM2)

La comparaison entre les tableaux III et IV indique que les sujets
du groupe B qui ont changé de critére sont pour 1'essentiel revenus a
1'hypothése dominante, et pour certains ont pu alors effectuer des cor-
respondances mixtes.

Analyse des changements de critére dans les différents groupes d'dge

Pour chaque groupe d'dge, nous donnons les caractéres de la corres-
pondance initiale et nous croisons les réponses "unidimensionnelles" pour
la correspondance produit et celles données pour la correspondance uni-
dimensionnelle "complémentaire", c'est-a-dire nécessitant de la part du
sujet, un changement de critére.
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. Groupe I (CP - 6;5 ans)

Le tableau GIq suivant donne la répartition des réponses pour chaque
correspondance initiale proposée aux sujets de CP : P désigne la corres-
pondance produit, F la détermination des formes de plots, C de la couleur.

Tableau GI4

E | F»F' | F—>C | C—»C' | C>F' | R N‘;Gjegg
P | 3 0 3 0 6
c | 1 0 4 5
F 4 1 0 5
v | 8 : 0 7 0 0 16

Nous remarquons que :
1/ I1 n'y a aucune correspondance "mixte",

2/ Un seul sujet utilise la dimension "forme" sur les 11 sujets pour lesquels
elle pouvait déterminer une correspondance cohérente.

3/ Seule la correspondance unidimensionnelle “couleur" est réussie
(4/5 sujets).

Nous verrons dans la discussion générale 1'interprétation de ces
résultats.
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Le tableau GI, donne les relations entre la premiére décomposition
(des timbres et des plots) et la réponse a 1'épreuve unidimensionnelle
complémentaire E, F F' et C F' sont les réponses a "F", E,
C C' et F C', les réponses possibles a C.

Ce tableau porte sur les réponses de 8 sujets ayant utilisé une di-
mension privilégiée dans la premiére épreuve.

Tableau 612

Unidimensionnelle F Unidimensionnelle C z
1ére 1 ' '
décompos . E FoaF Co>F E C->C' F—>C
c ¢ 1 0 6 ' 7
F F' 0 0 0 1 1
TOTAL 1 0 6 0 0 1 8

I1 n'y a aucune réussite d'inversion du critére utilisé dans la décom-
position des timbres pour les 8 sujets qui avaient une épreuve de changement
de critere.

7/8 sujets gardent la méme décomposition des timbres (en s'arrétant si
la correspondance devient incompatible avec la matériel qui leur reste ou
en modifiant alors les données initiales compatibles).

1/8 échoue & faire une correspondance déterminée par une dimension des
timbres.

Pour les 7 premiers sujets les correspondances mixtes C—>F' et F—»C'
proposées aux sujets (correspondants & leur réponse spontanée a la correspon-
dance et non plus complémentaires) sont réussies.
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Si nous étudions maintenant le critére utilisé dans la premigre cor-
respondance cohérente (tableau GI3) et par 1'ensemble des sujets pour la
correspondance produit (tableau GI4) nous obtenons :

Tableau GI3

c—=>C' 1 C->F' F—F'

Nbre de

sujets 10 1 2

EPY’EUVE pr:ot.:ilmt i 3 HEN = 1 HEW = 2

C =7
Tableau GIg
E C—C! F>F' T

Nbre de
sujets 10 5 0 15

Nous remarquons :

1/ Que la réussite a une correspondance "unidimensionnelle" (13 sujets)
n'implique pas la possibilité d'utiliser un critére de facon stable pour
une correspondance produit (5 sujets).

2/ La forme des timbres n'est jamais utilisée dans une correspondance pro-
duit.

3/ 5/15 seulement des sujets utilisent une relation partielle suivant un
critére homogéne (la couleur).
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Donc :

- d'une part ce n'est pas 1'inversion de critére en elle-méme qui est
responsable des échecs mais 1a trés grande difficulté a utiliser la forme
dans la décomposition des timbres.

- d'autre part, la double décomposition (celle des timbres et celle des
plots) nécessitée par la correspondance produit est trés difficile (5
sujets sur 15 peuvent 1'utiliser), alors qu'une décomposition simple
(celle des timbres) est possible quand 1'autre (celle des plots) a été
donnée dans la situation expérimentale (méme si elle n'est pas toujours
réussie au premier essai).

. Groupe II (CE2 : moyenne d'age 8;4 ans)

Le tableau suivant, GII4, donne les relations entre les réponses a
1a premigre correspondance produit et les réponses & la correspondance
complémentaire éventuelle.

Tableau GII4

Epreuve complémentaire
F C
1ere décompos. E|F>F'| C>F'| E| C>C'| F»C S
c —> C' 4 4
C—'e F’ 0
F—> F' 1 1
Fe—> C 1 1
TOTAL 0 0 4 1 0 1 6

Sur les 6 inversions de critére a effectuer, (4 couleurs et 2 formes)
aucune n'a donné lieu & une réussite spontanée.




146

5/6 des sujets ont gardé leur premigre décomposition des timbres -
4 suivant la couleur, 1 suivant la forme.

Le tableau suivant GII,, donne la répartition des réponses & la cor-
respondance produit finale :

Tableau GIIp

E C—C' | F—F F>C | ¢

Nbre de
sujets 1 5 1 1 8

La différence la plus marquante avec le groupe d'dge précédent est
la capacité des sujets de 8;4 a coordonner les décompositions respectives
des timbres et des plots pour une correspondance cohérente entre eux
(7/8 réussites), le critére "couleur" reste cependant privilégié, quoique
peut-étre moins nettement que dans 1e groupe I.

. Groupe IIT (CM?1 : moyenne d'dge 9;5 ans)

Le tableau GIII; donne les relations entre les réponses a la premiére
correspondance produit et les réponses & la correspondance complémentaire
éventuelle (1).

———

(1) 4 sujets n'ont pas passé 1'épreuve complémentaire au sens gue nous avons
défini ici (déterminée par la décomposition initiale des timbres) mais
celle qui correspondait a la décomposition des plots, et n'est donc pas
utilisable dans notre analyse des résultats.
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Tableau GIII4

Epreuve complémentaire

F C
1ére décompos.| E FaF'| C>F' Ef{ C>C' F>C' s
c—>C' 1 1 1 ~— 3
C—F' 0 1 0 1
F—C' — T~ 0] 0 0
TOTAL 1 2 1 0. 7 0 "

9/11 des sujets utilisent spontanément la deuxieme décomposition des
timbres dans la correspondance unidimensionnelle complémentaire.

1/11 garde le méme critére.
1/11 échoue a 1a correspondance complémentaire (spontanée).

Nous obtenons donc la réussite au changement de critére dans la décom-

position des timbres.

Le tableau GIII, donne la répartition des réponses & la correspondance

produit finale :

Tableau G1112

E C —>C' C—>F' F—>F' Fes C' b2
1 3 2 10 0 16
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Nous observons que :

- 15/16 des sujets utilisent la double décomposition des timbres et des
plots pour déterminer une correspondance complete.

- 2 sujets seulement utilisent une décomposition "mixte" : la couleur pour
les timbres, la forme pour les plots.

Les différences avec le groupe d'sge précédent sont :

- 1'inversion du privilege de la couleur sur 1a forme (& 834) en un privi-
lege de la forme sur la couleur,

- ]a réussite au changement de critére imposé par la correspondance complé-
mentaire dans ce groupe d'ége. '

. Groupe IV (moyenne d'dge : 10;7 ans)

Le tableau GIV4 donne les relations entre les réponses spontanées a
la premigre correspondance produit et les réponses a la correspondance com-

plémentaire.
Tableau GIVy

1ere décompos. | E F Frl C F E c ¢ |F C z
C c' / 0
¢ F L T~
FoF — | — 4 5
FoocC ] 0 2 2
TOTAL 0 0 0 0 4 3 7

4/7 des inversions de 1a forme vers la couleur sont réunies,

3/7 des réponses correspondant encore 3 1a décomposition des timbres

suivant 1a forme.
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Le tableau GIV2 donne le résultat de la correspondance produit finale :

Tableau GIV2

E C—C' C—>F' F—C' F— F' R | &
0 0 "0 3 4 1 8

La dissymétrie en faveur de 1a forme (pour les timbres) est encore
plus marquée que dans le groupe précédent.

Le nombre de réussite est tres faible mais dans une épreuve supplé-
mentaire dont la consigne propose de trouver une solution "maximale"
(en demandant "ce qui va le mieux"), une grande partie des sujets arrive a
une correspondance produit correcte. |

8., BILAN DES RESULTATS

L'asymétrie d'utilisation des dimensions est trés importante. La cou-
leur apparait d'abord comme la seule dimension disponible pour établir des
hypothéses de correspondance entre produits formes x couleurs. Les enfants
de CP comme ceux de CE2 échouent & changer de critére : ils donnent des ré-
ponses incompatibles avec les données initiales, alors que pour les enfants
plus dgés (CM1 et CM2) 1a seconde dimension peut étre mobilisée pour cons-
truire une correspondance unidimensionnelle, néanmoins la dimension sponta-
nément disponible reste utilisée pour 1a correspondance produit ol les ré-
ponses unidimensionnelles sont dominantes.

Par rapport aux hypotheses en débat, ces résultats apportent les é1é-
ments suivants :

- Jes enfants les plus jeunes n'utilisent pour faire des hypoth&ses qu'une
dimension dominante (ici 1a couleur), 1'autre dimension n'étant pas mobili-
sable : i1 existe bien une difficulté d'analyse fonctionnelle du matériel
expérimental F x C 3
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- les enfants plus dgés font des hypothéses unidimensionnelles selon une
dimension dominante qui est seule spontanément utilisée dans le type de
tiche proposée, bien que 1'autre dimension soit mobilisable.

Ce n'est donc pas la possibilité d'analyse du matériel selon les 2
dimensions forme et couleur qui est en cause dans 1'échec a établir des
hypotheses bidimensionnelles.

L'évolution porterait donc fortement sur le statut relatif des dimen-
sions, du point de vue fonctionnel. Lorsque Jes deux dimensions deviennent
accessibles pour établir des hypothéses sur la "regle du jeu" implicitement
établie par 1'expérimentateur, i1 n'en reste pas moins une forte hiérarchie
dans leur accessibilité.

L'existence de relations "mixtes" (contradictoires avec les données)
indique que les 2 dimensions F et C ne sont-pas nécessairement traitées comm
des dimensions communes uniques pour chacun des matériels timbres et plots.

La question reste ouverte, pour les enfants les plus dgés (CM), de sa-
voir s'il y a une difficulté ﬁropre a "multiplier" des correspondances uni-
dimensionnelles ou si la situation expérimentale construite n'impose pas
des hypothéses bidimensionnelles pour apporter une solution au probléme
proposé aux enfants.
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Ensemble des 4 formes utilisées pour F
(formes non significatives)

Figure 1a

Ensemble des 4 couleurs utilisées pour C :
bleu "éteint", gris, marron, violet

Ensemble des 4 formes utilisées pour F'
(formes significatives)

Ensemble des 4 couleurs utilisées pour C' :
vert, jaune, rouge, noir

Figure 1b
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10. Mise en correspondance d'étiquettes (F x C) et de dominos (Ag x Ad)

La seconde expérience de correspondance produit (timbres et plots)
a confirmé pour les sujets jusqu'a 8-9 ans, 1'existence de difficulté
d'une analyse bidimensionnelle de matériels produit qui soit fonctionnelle
dans la production d'hypotheses ; cette difficulté n'existe pas pour Tes
enfants de plus de 9 ans (CM), mais les dimensions apparaissent fortement
hiérarchisées dans leur disponibi]itéba savoir pour construire des hypo-
theses. Le probleme de la constitution des hypothéses bidimensionnelles
est resté ouvert dans la mesure ol le probléme de correspondance posé aux
enfants était complétement ouvert, et ol aucun feed-back n'est fourni aux
enfants quant & la validité de leurs réponses.

L'expérience qui suit est construite pour poser un probléme dont 1'en-
fant sait qu'il a une solution univoquement déterminée ; elle comporte une
phase oll a chaque répdnse 1'enfant peut comparer son hypothese (et sa ré-
ponse) et la réalité de la correspondance entre éléments des matériels pro-
duits.

Enfin, la situation de correspondance produit est proposée aprés 1'éta-
blissement possible indépendant des relations unidimensionnelles “"multi-
pliées" dans la correspondance produit : cela doit permettre d'apprécier
les difficultés propres & la "composition" bidimensionnelle des hypotheses.




ATy

10.1.

155

DOMINOS ET ETIQUETTES "F x C"

Matériel expérimental et déroulement de 1'expérience

Le matériel expérimental se compose d'un ensemble de 9 boites iso-
morphe & un produit de 3 formes par 3 couleurs (respectivement : carreaux,
pique, tréfle, et bleu, rouge, noir) et d'un ensemble de 9 dominos (un par

boite) isomorphe & un produit A x Ad , OU A et Ad sont deux ensembles dis-

g
joints représentant des animaux.

g

Les dominos sont disposés dans les boites de sorte que la couleur de
la boite détermine 1'animal de Ay et la forme de la boite détermine 1‘'animal
de Ag.

L'expérience consiste & faire déterminer par le sujet soit 1'animal de
gauche, soit 1'animal de droite, soit les deux, sur les dominos qui sont dans
5 boites fermées, successivement présentées au sujet, les 4 autres boftes
étant ouvertes devant lui de maniére a ce que la détermination demandée soit
possible de facon unique.

Le déroulement de 1'expérience est le méme que celui de 1'expérience
analogue "boites de dominos", pour laquelle les boftes sont définies par
un couple de couleurs.

Lorsque 1'animal 3 trouver est déterminé par la couleur de la bofte qui
le contient, nous disons que la relation a déterminer est la relation "cou-
Teur", souvent notée simplement "C" ; de maniére analogue nous parlons de
la relation "forme", et nous la notons "F". Lorsque le sujet doit déterminer
Tes deux animaux situés dans chaque boite nous disons que la relation & déter-
miner est la relation "produit".

Chaque sujet doit au cours de 1'expérience déterminer successivement
deux relations simples, puis la relation produit, 1'ordre de détermination
de Ta relation "couleur" et de 1a relation "forme" est balancé entre les
groupes de sujets pour chacun des dges considérés,
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£74p.2 Déroulement d'une expérience

Préliminaire

1/ Présentation des boites et du tableau ol elles sont rangées; "sur chaque

boite i1 y a un dessin de couleur. Le dessin est un tré&fle, un pique ou un
carreau, la couleur est vert (bleu), rouge ou noir. Sur ce tableau il y a
la méme chose, tu vas d'abord mettre chaque boite a sa place".

noter + si la boite est correcte
F si 1a forme est correcte
C si la couleur est correcte
- si les deux sont faux

*

Si tout est correct, on dit "bon" et on passe & la suite. Sinon on
fait refaire en corrigeant les 3 premiéres boites ; on note les autres
et quel que soit le résultat on dit "bon" et on passe & la suite.

Présentation des dominos

"Sur chaque domino i1 y a deux animaux ; de ce c6té-ci il y a un rat,
un castor ou un renard, de ce cété-1a un mouton, un cochon ou une cheévre.
Sur ce tableau il y a les mémes dominos. Tu vas d'abord mettre chaque domino
a sa place".
noter + si le domino est correct

1 si 1'animal & gauche est correct

2 si 1'animal a droite est correct
- si les 2 sont faux

Si tout est correct on passe a la suite, sinon on refait faire en cor-
rigeant les 3 premiers dominos et en notant les autres. Quel que soit le ré-
sultat on dit "bon" et on passe & la suite.
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Si T'enfant utilise une autre dénomination pour les formes, les cou-
leurs ou les animaux on reprend son propre terme sans commentaire.

Si un sujet échoue complétement aux deux épreuves préliminaires, et
2 la premigre épreuve de 1'expérience proprement dite, on lui dit "c'est
bien" et on ne lui fait pas passer la suite.

Expérience

A) "Dans chaque boite i1 y a un domino comme ceux-la..

En regardant bien 1'étiquette de la boite, tu dois deviner quel animal il
y a de ce cdté-ci dans les autres boites. -Tu me dis pour chaque boite si
c'est un rat, un renard ou un castor. Quand tu auras dit pour toutes les
boites on le refera et tu pourras regarder si tu as deviné juste ou non".

Aprés avoir fait passer une fois sans vérification puis une fois avec,
on demande a 1'enfant "s'il sait dire le truc pour deviner juste".

B) "Tu vas deviner maintenant les animaux qui sont de 1'autre cdté. Je
t'en montre et toi tu dois deviner ceux qui sont dans les boites fermées.
Tu me dis pour chaque boite si c'est un cochon, une chévre ou un mouton.
Quand tu auras dit pour toutes les boites, on le refera et tu pourras re-
garder si tu as deviné juste".

Comme précédemment, on demande a 1'enfant "s'il sait dire le truc
pour deviner juste".

Si le sujet veut utiliser le méme truc que pour A, on Tui signale
"que ce n'est pas le méme truc que tout a 1'heure et on lui fait recom-

mencer B.

Si le sujet a échoué a A et B successivement, on Tui fait recommencer A.
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Si le temps passé dépasse 1/2 heure, on dit que c'est trés bien et on
ne fait pas passer C, de méme si les trois épreuves (A, B, A) sont échouées.

C) "Tu vas maintenant deviner le domino tout entier qu'il y a dans chaque
boite fermée ; tu regardes bien 1'étiquette et tu me dis 1'animal qu'il y
a de ce coté-ci et celui de ce coté-1a. On le refera une deuxitme fois et
tu pourras regarder si tu as deviné juste".

Sujets

Un ensemble de 76 sujets de 5;9 a 10;9 ans, éléves d'écoles primaires,
a passé 1'expérience. Ces sujets se répartissent en 5 groupes d'age, et
dans chacun de ces groupes d'dge en deux sous-groupes, 1'un ou la relation
“couleur" est déterminée en premier (groupes C1) et 1'autre ou la relation
"forme" est déterminée en premier (groupe F1).

Groupe 1 (CP) : 17 Ss de 5;9 & 6;8 moy. 633
sous-groupes C1 : 6 Ss de 6; & 637 moy. 6;4
F1 :11 Ss de 5;9 a 6;8 moy. 6;3

Groupe 2 (CE1): 15 Ss de 6310 a 8;1 moy. 737
sous-groupes C1 : 6 Ss de 7;3 a 8;1 moy. 7;7
F1 : 9 Ss de 6310 a 8; moy. 7;7

Groupe 3 (CE2} 15 Ss de 8; a 8;11 moy. 835
sous-groupes C1 : 7 Ss de 8; a 8;11 moy. 835

F1 : 8 Ss de 8 a 8;10 moy. 8;5

Groupe 4 (CM1): 14 Ss de 8;6 a 10;1 moy. 9;2

sous-groupes C1 : 7 Ss de 8;6 & 10;1 moy. 932
F1 : 7 Ss de 8;7 a 9;7 moy. 932

Groupe 5 (CM2): 15 Ss de 9;10 a 10;9 moy. 10;4
sous-groupes C1 : 8 Ss de 9;10 & 10;9 moy. 10;4
F1 : 7 Ss de 10; a 10;9 moy. 10;4
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Les sous-groupes ne sont pas exactement équilibrés (le biais pour 1 et 2
et 3 est toujours en faveur du sous-groupe des sujets passant la relation
"forme" en premier) mais nous verrons dans 1'analyse des résultats que les
effets de 1'ordre de passation sont suffisamment nets pour que ce déséqui-
libre ne pose pas de probléme important pour 1‘'analyse.

‘403 Mode d'analyse des résultats

Les deux épreuves de construction de relations déterminées par une
seule des deux dimensions forme et couleur sont isomorphes. Pour faire appa-
raitre clairement cet isomorphisme, y compris au niveau des différentes ana-
lyses que nous allons effectuer, nous avons donné une numérotation a chacun
des ensembles d'animaux (Adet Ag) qui est la suivante :

rat =1 chévre = 1
Ag { renard = 2 Ad { mouton = 2
castor = 3 cochon =

Les correspondances rg et rd se notent alors :

pique €« 1 rouge «> 1
rg { tréfle &> 2 rd { noir ¢ 2
carreau €«—>» 3 bleu > 3

L'ordre de présentation des boftes est Tui aussi le méme (avec la numé-
rotation adoptée) pour les deux relations.

Cette numérotation va nous servir a définir divers patterns de réponse,
ainsi qu'ad effectuer 1'analyse des résultats.

Toutes les analyses correspondent au découpage suivant de 1'expérience :
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- nous appellerons item la donnée d'une boite a laquelle i1 faut associer
un animal ou un couplie d'animaux ;

- nous appellerons réponse élémentaire la réponse d'un animal ou d'un couple
P

d'animaux correspondant & une boite ;

- nous appellerons essai 1'ensemble des 5 items correspondant aux 5 boites
pour lesquelles le sujet doit fournir une réponse.

Les essais sont de deux types

- essai spontané, "S" : le sujet répond a chacune des 5 boites données.
Chaque item comporte la donnée d'une boite - d'une réponse élémentaire -
pas de feed back sur le fait que la réponse est correcte ou non ;

- essai avec "vérification", "V" : aprés chacune de ses réponses, le sujet
voit 1'animal correspondant & la bonne réponse ; chaque item comporte donc

1a donnée d'une boite - une réponse élémentaire - une vérification.

Pour chaque essai nous appelierons réponse globale, 1'ensemble des 5

réponses élémentaires.

Nous appellerons épreuve 1'ensemble des 2 essais "spontanés” et "avec
vérification" correspondant a une méme relation a trouver.

Nous avons analysé tout d'abord les réussites globales pour les dif-
férents essais : essais "Simp]es" (A et B) ol le sujet doit, a chaque item,
déterminer un animal et essais "produits" ol le sujet doit déterminer le
couple d'animaux qui est dans une bofte.

Nous avons défini 1a réussite & en essai comme une réponse & 4 sur 5
des items. Nous devons faire une remarque méthodologique concernant ce
choix : pour les essais avec vérification i1 est clair que le premier item
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ne saurait se différencier des items de 1'essai précédent sans vérifica-
tion, c'est & partir du 2éme item que la vérification effectuée sur la
premiére réponse peut apporter des informations & 1'enfant quant a ses
hypothéses. Lorsqu'il y a réussite selon notre critére pour 1'essai avec
vérification, i1 s'agit pratiquement toujours des 4 derniers items. Le
fait d'avoir un critére plus large que la réussite aux 4 derniers items
ne peut alors jouer que dans un sens : augmenter éventuellement le nombre
des réussites pour 1'essai sans vérification. Si avec ce critére, nous
obtenons une plus grande difficulté pour cet essai (ce que nous attendons)
nous pouvons conclure que pour 1'essai avec vérification, cela ne peut
que renforcer la plausibilité de notre hypothése.

Nous avons ensuite ana]yéé dé facon plus approfondie la nature des ré-
ponses fournies. Pour cela, nous construisons un modéle simple, qui suppose
1'existence de 3 types d'hypothéses liées a la structure du matériel ou
1'absence d'hypothéses. Nous calculons des répartitions attendues de ré- ’
ponses, en les identifiant aux probabilités et nous les comparons aux ré-
partitions effectives observées.

C'est une utilisation du modéle qui pose des problémes méthodologiques
certains puisque nous travaillons ici avec un petit nombre de réponses et
gque nous ne sommes donc pas dans les conditions d'application des théoremes
de convergence..). Néanmoins, une analyse en terme de compatibilité nous
semble apporter des informations complémentaires sur 1'existence et la sta-
bilité d'hypothéses 1iées & la structure du matériel, selon la nature des
essais.

RESULTATS D'ENSEMBLE

1. Les pourcentages de réussites globales des différents essais "simples"
sont trés dispersées étant donné le petit nombre de sujets des différents

groupes. I1 se dégage néanmoins un certain nombre d'invariants :




162

- les essais ou le critére pertinent est la forme sont mieux réussis, pour
les mémes sujets que ceux ou le critére est la couleur (la seule exception
concerne les essais FV1 et CV2 en CE1) avec un écart de 1 sujet !) ;

- les essais avec vérification sont mieux réussis que les essais "spontanés"
correspondant & la réponse initiale & chacun des problémes de correspondance

- il y a une amélioration des réponses du CM1 au CM2 pour toutes les situa-
tions.

En revanche, du CP au CE2, les comportements apparaissent peu réguliers
avec des régressions apparentes, soit du CP au CE1, soit du CE1 au CE2).

400

50

CP CE4 CE2 cM4 M2
Figure 9

La figure 9 établie en regroupant les résultats des différents essais
compte non tenu de 1'ordre de passation rend compte de ces invariants.
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10.4.2. Résultat (sur 1'ensemble des sujets de chaque classe), pour des corres-
pondance produit F x C —Ag x A4
suivant des correspondances "simples" :

"EY o, FxC>»A
uen . F x C_’A
a) 1/ Essai sans vérification : “spontané"

(pas d'information sur la "bonne réponse", c'est-a-dire le domino dans la

boite)
CP CE1 CE2 ™M1 cMm2
p 29 . 38 57 46 29
C 1 28 31 - 15 7
F 43 31 36 31 36
F&CcC - - 7 15 29
N* 14(82%) 13(87%) 14(93%) 13( 93%) | 14(93%)
N 17 15 15 14 15
b) .. .. Essai avec vérification pour 1'ensemble des sujets
(nombre de sujets : entre parenthéses) .
cp CE1 CE2 CM1 M2
p 50(7) 38(5) 64(9) 38(5) 28(4
C 21(3) 31(4) - 15(2) 7(1
F 29(4) 23(3) 21(3) " 38(5) 21(3
F&C - 7(1) 14(2) 7(1) 43(6
N* 14 13 14 13 14
N 17 15 15 14 15
N* = nombre de sujets ayant passé 1'expérience compléte - dont cette
épreuve "S"
N = nombre de sujets ayant participé a 1'expérience.
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On peut constater le trés faible pourcentage de réponses bidimen-
sionnelles correctes en proportion des pourcentages de réponses unidi-
mensionnelles correctes dans les derniers essais (avec vérification).

En effet, si on considére les essais avec vérification, en regroupant
les réponses de chaque dimension - on obtient les résultats suivants :

cp CE1 CE2 M1 cM2
F 6 + 4 4 + 2 6 + 3 4 +5 7 +7
&)
C 2 + 4 1 +5 3+ 1 3+3 4+ 6
N 16 15 15 14 15

Globalement i1 apparait bien y avoir une difficulté intrinséque a
composer multiplicativement deux relations déja obtenues, c'est-a-dire
en fait ici a composer deux hypothéses cohérentes quant a la dépendance
entre F x C et Ag x Ag.

Une étude sujet par sujet des couples de réponses pour les essais
simples et 1'essai produit (situations "avec vérification") précise ces
décalages : le tableau suivant donne la répartition des réponses produits
des sujets ayant correctement établi les correspondances simples (pour
les essais avec vérification).

cp CE1 CE2 CM1 CM2
+ - 1 - 1 6 8
F 1 0 2 2 2 7
C 1 2 - 1 1 5
- 3 2 - 3 2 10
(F+C) 5 5 2 7 11 30
N 14 13 14 13 14 68
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CP CEd ce2 cm4i M2

La figure 10 montre 1'évolution des correspondances produits (F x C)
données pour les essais sans vérification (S) et avec vérification (v),
comparée a 1'évolution des réponses correctes séparément pour 1'une et
1'autre des dimensions (F + C). Les échecs complets a pouvoir traiter
indépendamment et simultanément deux relations “simples" lors du dernier
essai (F et C avec vérification) montrent une éyo]ution inverse de celle
de "F x C".
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Jusqu'au CM2, la majorité des sujets qui ont séparément pu‘étab11r
une correspondance appropriée (donc avec un changement de critére entre
les épreuves forme et couleur) entre une des dimensions et les animaux
de 1'un des c6tés des dominos, échoue a coordonner les hypotheses faites
séparément. Cela se traduit méme par 1'impossibilité a faire des hypo-
theses unidimensionnelles cohérentes (donnant 1'un des animaux du domino).

La forme apparait comme la dimension qui fournit le plus d'hypothéses
stables (pour 18 sujets c'est méme la seule dimension utilisée de facon
cohérente - pour les correspondances compatibles, bien entendu), alors
qu'un seul sujet utilise exclusivement la dimension couleur en CE1 -

10.4.3.Effets de 1'ordre de passation des épreuves "forme" et "couleur" sur la
nature des réponses '

Nous appelons FS1 1'essai spontané pour la relation "forme" présentée
au sujet comme premigre relation unidimensionnelle. De maniére analogue,
CS1 désigne 1'essai spontané pour la relation "couleur" présentée en pre-
mier. FV1 et CV1 désignent les essais avec vérification, pour la méme
condition de passation (quant & 1'ordre "F" et "C").

FS2, CS2, FV2 et CV2 désignent les essais correspondants, lorsque les
relations unidimensionnelles "forme" ou "couleur" sont présentées comme
seconde relation unidimensionnelle.

Pour étudier le rdle respectif des dimensions nous considérons les
patterns de réponses compatibles avec 1'hypothése correcte (dépendance
de la dimension pertinente, pattern P+), les patterns compatibles avec
1'hypothese antagoniste (dépendance de la dimension non-pertinente :
contradiction avec les données ; pattern P-) et les patterns correspon-
dance 3 une ressemblance selon une quelconque dimension (Pm). Les patterns
restant sont classés Po. ' '
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Les tableaux qui suivent donnent la répartition des patterns P+, P-,
Pm (et Po) pour les différents essais, pour chacune des dimensions perti-
nente, selon 1'ordre de passation de 1'épreuve.

Effet de la succession des épreuves :

. lere épreuve/2eme épreuve pour 1a relation "forme"
Répartition globale des réponses

P+ P- Pm P, TOTAL

Fs, | 14 2 | 10 16 42
FS, 5 14 | 5 10 34
19 6 1 15 26 76

La premiére épreuve "forme" differe tras significativement de la 2eme,
en particulier le nombre des réponses correctes y est notablement plus élevé.
3 p < .001) ‘

x% =20, 3 ; dl =

. 1ere épreuve/22me épreuve pour la relation “couleur"

—‘P+ g P Pm Po TOTAL
cs, | 4 | 12 10 8 34
cs, | 3 | 24 6 9 42
7 | 36 16 17

La différence est faible, bien que le nombre de réponses P- soit

plus élevé pour la 2&me épreuve.

(X¢ = 4,1

dl = 3) NS)




B - Essais avec vérification

- e an e - e - e - -
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P+ | p- Pm P TOTAL
FVv, | 27 | © L9 6 42
Fv, | 21 | 2 | 8 3 '34

48 | 2 | 17 9 76

La différence entre la 1ére et la 2éme épreuve est peu marquée
(X2 = 3,5 dl = 3:NS), bien que le nombre des réponses P- soit plus

nombreux dans la 2éme épreuve.

. lére épreuve/2éme épreuve pour la relation-couleur

P. P-- Pm Po Total
cv, | 13 0 15 6 34
v, | 19 0 13 10 42
32 0 28 16 76 -
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et

Nous remarquons : -

a) pour chacune des relations la différence suivant 1'ordre de passation
est marquée pour 1'essai spontané, non significative pour 1'essai apreés
vérification.

b) pour la relation-forme, la différence est beaucoup plus marquée que pour
la relation "couleur", c'est d'ailleurs seulement pour 1%essai spontané de
ta relation forme que la différence entre ler et 2éme épreuve est treés si-
gnificative.

Les différences pour les essais spontanés portent pour 1'essentiel
sur 1'utilisation de 1'hypothése "antagoniste" : les reprises suivant la
couleur données lorsque la relation forme est présentée en 2&me épreuve
sont beaucoup plus nombreuses que lorsque la forme est présentée en pre-
migre épreuve (14/34 contre 2/42).

La répartition des réponses "correctes" et "antagonistes" est d'ail-
leurs presque la méme pour la relation couleur passée en premiére épreuve
et la relation forme passée en deuxiéme épreuve (pour les essais spontanés).
IT n'en est pas cependant de méme lorsque les vérifications sont effectuées :

les réponses correctes pour la relation-forme en deuxieme épreuve sont meil-
Teures que celles pour CVo (21 contre 13).

Conclusion

Nous observons donc :

a) un effet de 1'ordre de passation, davantage marqué pour la relation forme
que pour la relation couleur, pour 1'essai "spontané", c'est-a-dire sans
vérification des réponses dans le sens de 1'utilisation en deuxiéme €preuve
de 1'hypothese de la premigre épreuve (devenue antagoniste).

b) pas.d'effet de 1'ordre de passation pour les essais avec vérifi-
cation, en particulier en ce qui concerne les réponses correctes.
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c) une interaction entre 1'ordre de passation et le type de relation a
établir : 1'hypothése de dépendance de la forme étant prioritaire lors

de la premigre épreuve (pour la relation couleur elle-méme), il n'y a guére
de différence due a 1'ordre de passation de 1'épreuve en ce qui concerne

Ta relation couleur alors que pour la relation forme, cette priorité est
perdue, & 1'essai spontané, en faveur de 1'hypothgse préalablement établie,
3 savoir, la détermination de la réponse par la couleur.

Cependant, dés qu'il y a vérification, cet effet disparait, la rela-
tion couleur restant d'ailleurs moins bien réussie que la relation forme
(19/42 contre 21/34).

L'annexe qui suit analyse les systémes de réponses et en particulier
T'existence et la nature des hypothéses de dépendance entre les ensembles
F ou C et Ag ou Ad. Les hypothéses unidimensionnelles stables spontanées
(correctes ou contradictoires avec les données) sont minoritaires jusqu'en
CM2. Elles sont mobilisables Tors des essais avec vérification, dont un
premier effet est la disparition'des hypothéses unidimensionnelles contra-
dictoires. Cependant les contradictions entre une hypothése correcte préa-
lablement établie et 1'essai en cours, avec vérification restent difficiles
a résoudre jusqu'au CM2, en particulier lorsque c'est la forme qui a
déterminé la "bonne" hypothése unidimensionnelle. Ce phénomeéne est le
plus nettement marqué en CEZ.

I1 apparait donc plusieurs difficultés d'ordre différent : la consti-
tution d'une hypothése unidimensionnelle (mobilisable seulement au dernier
essai avec vérification, par une - petite - majorité d'enfants de CP) ; la
mise en rapport de cette hypothése avec 1'ensemble des données ; le chan-
gement approprié d'hypothése unidimensionnelle qui exige la vérification,
pose probleme jusqu'au CM1 et n'est acquis pour les deux dimensions qu'en
CM2.
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ANNEXE

ETUDE DES HYPOTHESES ET DE LEUR STABILITE DANS LES DIFFERENTS
ESSAIS

Analuyses effectudes

Les analyses sont effectudes essal pan essal, pour chaque épreuve.
Elles sont de deux sontes, non indépendantes mais convergentes :
- sun L'ensemble des sufets, wune analyse faite item par Ltem -
pour chaque essal - en cherchant A4 on peut supposer qu'il y a &
chaque Litem une répartition des sujets en 4 groupes, chacun con-
nespondant & une hypothése (ou absence d'hypothise) surn Le type
de nelation entre boites et dominos.

- pour chaque essal une analyse des s de réponses, Lides
aux hypotheses précédemment déginies, effectuées sur £'ensemble
des dges.

La comparaison des deux analyses permet de juger de La stabilité
des néponses sun L'ensemble des items, cela pour chaque type
d'essal et chaque relation (selon La forme, ou selon La couleun).

Les comparaisons entre Les essais portant sur La relation "gforme"
et ceux portant surn La relation "couleur" permettent d'analysen
Llinfluence de La nature des dimensions en jeu suwr £'existence et
Les proprniétés des hypotheses que font Les sujets.

Les comparaisons entrhe essals "spontan€s'et essals "avee vérifi-
cation" montrent en quod La vérnification ingluence Le systéme des
néponses, a partin de £'évolution des hypothéses.

La comparaison selon L'ordre dans Lequel sont passées Les Epreuves
permet d'étudienr comment &'effectuent des thansfents éventuels
d'une dimension a L'autre.

Toutes Les analyses et comparaisons effecitudes portent sur £'exds-
Ztence et L'utilisation de systemes cohénents de néponses, défindis
a partin d'hypotheses Lices a L'analyse bidimensionnelle (forme x
couleur) du maténiel expénimental, sun L'ensemble des sujfets.

A - Analyse des premilres Epreuves

1. Analyse des néponses sun £'ensemble des Aujets pour Les essals
spontanés

Les deux tableaux suivants donnent La népartition des réponses
(pour £'ensemble des sufets) a chacune des boites présentée Lons
du premien essal spontand (1). (néponses éLémentaines)

(1) Nous rappelons que Les essais concernant forme et couleur sont
définis pan Le méme codage aussi bien pour Les boltes présentée
que pour Les réponses des sujfets.
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FS; donne La répartition (codée en néponse 1, 2 cu 3) des réponses
pour La relation déginie par La fomme.

CS; powr La nelation définde par La couleur.

Le nombre total des néponses pour chaque item est N = 42.

F S,_‘
Nbre de Boites ! 2 3 4 >
REponses 1 24 11 12 9 11
2 8 11 7 25 22
3 10 20 23 8 9
C S, |
Boltes 1 2 3 4 5
Nbre de _
néponses -
13 15 24 20 4
2 2 S 4 9 10
19 10 6 5 20

Nous nappelons que Le pattern conrect est (1, 3, 3, 2, 7) pour
L'essal spontand.

Dans L'essal FSp La moitié des néponses pour chaque Ltem, est
compatible avec L'existence d'une hypothese comrecte de dépen-
dance selon La gonme.

Dans L'essai CSy tres peu de réponses sont conrectes (entre 6 cf
13). Poun analyser cette népartition des néponses en gonction d. :
T sdtuations et en fonction des items de chacune nous allons di-
§inin un ensemble d'hypothises sun £'utilisation des dimensions
fonme gt couleun dans £a détermination d'une rnéponse.

Définition des hypothises possibles, Lides au maténiel : Ho, H+,
H-, Hm

. Réponse selon "2'hypothése vide" notée Ho

La néponse selon "2'hypothése vide", Ho, est - parn définition dc
Ho - indépendante des relations entre boites et dominos qu'on pew.
c(le‘éiyuﬁ a partin de La correspondance initiale entre (4) boites ¢
4) dominos.
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De plus, nous posons comme postulat que Les néponses 1, 2 ou 3
sont Equiprobables (1) sous cette hypothise

Soit P (nil2) = 1) =1/3 84 Hy est gaite pourn £'item L
P (Wi = 2) =1/3
(i = 3) =1/3

. Reponse selon L£'hypothése comrnecte H+

L'hypothese cormrecte, notée H+, est celle de La dépendance (déter-
minée) de La néponse selon :

- La forme F de La bolte (84 La correspondance partielle donnée
au sujet est détenminée par La fonme),

- La couleur C (&4 La couleur est déterminante),

Sous L'hypothese H+, Les probabilités de néponses aux Ltems succes-
AL{S sont nésumles par :

p(ry =1) = 1/plng = 3) = 1/plrg =3) = 1/plrg = 2} = 1/plng = 2):
Les autrhes probabilités de néponses étant nulles.

. Reponse selon L'hypothise antagoniste H-

Sous L'hypothese H- La néponse dépend de La dimension qui ne détenr-
mine pas La correspondance initiale. Cette néponse vénifie, s4 La
nelation est déterminée par £a foame par exemple : '
"Za néponse @ une boite de couleur C est L'un des andmaux apparus
dans Les boiltes de couleur C". Nous ajoutons de plus Le postulat
que La probabilité d'une réponse rf = L & une bolte de couleur C
est proportionnelle a La gréquence de L'association de 4 avec une
boite de couleur C dans La cornrespondance présentée au sujet a
L'item 4.

Cecd nous donne pour £'essal spontané Le tableau suivant des pro-
babilités de néponse :

(1) Nous considénons ce gaisant, La substituabilité des animaux
sun La parntie gauche et sun La partie droite hrespectivement

pour chacune des correspondances a construire. Cette hypothise
doit &tre consdidénée comme une premiére approximation.

(2) ni est La néponse a L'item L.




174 -

p (nf = 4) | n "o ng ny rg
1 0 1/2 1 1 0
Z 0 1/2 0 0 0
3 1 0 0 0 1

. Réponse selon L'hypothese "mixte" hm

La néponse selon Hm dépend de £'une ou £'autre dimension de La
maniére sulvante :

une néponse nf = 4 peut &tre donnée pour une bolte (§, ¢) 44 elle
est associle dans La comnespondance donnée au sujet a L'item § &
une boite (§, ¢') ou (§', ¢) c'est-d-dirne s0it de gorme §, 404k
de cowleunr c.

PLus précisément, nous ajoutons Le postulat que La probabilité de
nj = 4 est propontionnelle & La gréquence de L£'association de &
aux boites de forme § ou de couleur ¢ (dans La comrespondance don-
née). On obtient Le tableau sulvant des probabilités de népons
(pour L'essal spontané). ‘

plng =dl| ny g "3 n4 s
1 2/3 1/3 1/2 1/2 0
2 0 1/3 0 1/2 1/2
3 1/3 1/3 1/2 0 1/2

Déginition d'un modele a hypothéses stables

Nous nous Limitons pour L'analyse des nésultats a £'ensemble de
ces 4 hypotheses Lifes a L'utilisation des dimensions dans La com-
plétion de La comrespondance. Nous voulons testern £a stabilite de
ces hypothéses (& supposen qu'elles solent exclusives de toute
autne). Nous voulons testen L'hypothise selon Laquelle un pour-
centage e; des sujets gait L'hypothese H+

" n n " H_

n " n n
} " " n n ZZ'

de maniére stable sun L'ensemble des 5 items ou au modins suwL une
parntie "terminale" d'entre eux : Les 2, 3, ou 4 deniens.
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Pour cela, nous définissons une "répartition théonique" des ri-
ponses ; elle est obtenue par composition des probabilités indi-
viduelles de néponses selon chacune des hypotheses avec La dis-
tuibution des sujets sefon Les 4 hypothses N, PN, YN, N,

Nous cherchons ensuite, par comparaison de La répartition "attein-
dre" obtenue avec La néparntition observée, d évalueret, B, Y, d .
54 £'{dentification conduit & une Evaluation possible des 7 né-
partitions.

Cette identification détemmine un ensemble d'équations (3 poun
chacune dans 5 réponses soit 15 au toal), que nous appellerons
dquations de népartitions.

Nous cherchons done &'il exdiste une solution pour cet ensemble
d'équations (ou powr un sous-ensemble "terminal" comrespondant a
L' identification des répantitions des néponses aux 2, 3, 4 der-
niens items). PRus exactement nous recherchons une solution apprc-
chée, c'est-d-dine un ensemble de valewsel , b ,Y:ftd que La
répartition observée et La népartition thégrique soient voisines
(par exemple pour un éecart défini par un X2}, En pratique, pour
Le nombre de sujets nelativement nestreint (de 34 a 42) dont nous
analysons Les néponses, nous utilisons une notion empirique de
proximité. Nous sommes conscdent que Le critire d'accepiation ou
de nefet de £'existence d'une solution pour Les parametresel,p ,
etd est empinique. Nous ne pouvons done pas effectuer une Lingerence
bien spécifiée sur Les hypoth2ses faites concernant Z'exisience
exclusive et La stabilité des hypothises H+, H-, Hm et Ho (7).

Boites . 1 2 3 .4 5

"Repons es 424 21f - 42 42 145
1 + 28 + 14 + 21 + 21§
+ 14 +.14 + 14 + 14
2 14 21 149 424 42
+ 14 .o+ 21 + 21
+ 14 ¢ + 14 + 1443
3 RN T 43 4§ 42(5
+ 14 + 14 +21‘§ ‘ +21,¥
+ 14 + 14 + 14 + 14 ¢

(1) De plus, s'ajoutant au probLeme théorique de La notion d'appro-
ximation dans ce type de modele, Le nombre relativement petcit
de sufets accroit La mange d'incertitude.
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EQUATIONS DE REPARTITION POUR FS1

420+ 28y + 144 = 24
144 = 8
42p+ 14y+ 144 = 10

213+ 14Y + 144 = 11
21@ + 14y + 144 = 11
420+ 14y + 144 = 20

42p+ 21y + 144 = 12
144 = 7
42% + 21y + 146 = 23

42p+ 21y + 148 = 9
420 + 21y + 144 = 25
14 = &

14d = 11
42d + 21y + 144 = 22
42p + 2y + 144 = 9

144 =

47 +
42p +

21p +
4 -

144 =
42p +
478 -

144 =
42p +
47 -

144 =
42p +
420k -

§
28P = 16
14y = 2
145+ 144 = 11
21p = 9
7

21y = 5
42p = 11

8

21y= 1
42p =16

11

21y = 1
428 = 10

Les 12 dewndidhes équations se naménent a4 :

Fg14 11

22 42 + 21 + 14 (
42 + 14 + 14 =
21 + 14 + 14 =

9 42 +21 +14 ¢

Une "solution approchee’

non ®on
QOO0
- - -

w

G B R
U N

Cette solution prévodlt envinon 14 rnéussites complétes et pratique-

“de ce systeme est :

ment aucun patten 3-1-1-1-3 ou 3-2-1-1-3
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EQUATTONS DE REPARTITION POUR CS7 (1)

Item 1 - 34et+ 23y + 114 = 13
- 1d = 12
34P+ 1)+ 124 = 19

Ttem 2 17p+ 11y + 11d = 15
- 17+ 1y + 11d = .9
34+ 12y + 124 = 10

Item 3 34p+ 17y + 11 = 24
- 1nd = 4
34 + 17y + 124 = 6

Item 4 34p+ 17y + 114 = 20
- 34oe+ 17y + 114 = 9
12d = 5

Item 5 1Md = 4
- 34+ 170+ 114 =10
34p + 17y + 12d = 20

Seuls Les 3 derndiens items donnent un sysieme d'équations pout
Lequel on peut définin une solution approchle

otz 0,1
Peo,35

Y*o0,2
0,35

(1) Le nombre de sujets n'étant pas multiple de 3 (N = 34)
L'équinépantition N/3, N/3, N/3 a é2¢ nemplacée pour sim-
plifien Les caleuls par La wéparntition 11, 11, 1Z.
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Sewles Les deux deqniénes équations de L'item 2 sont netifement
incompatibles avec La solution proposée.

Si nous "etraduisons" Les nésulitats obtenus en fonction du con-
tenu des hypothéses qui se néparntissent selon at,p,k/o,t/, nows
obtenons La népartition sulvante des sujets :

Relation 4oxme

Forume déterminant La nelation
Cowleur déterminant La nelation
utilisation d'une valewr commune
(F ou C Andifpéremment)

Pas d'hypothise de néponse

13 sujets environ
s peu de sujets

§ sufets envinon
20 sujets envinron

Relation couleur

Forme déterminant La relation
(incompatible avec Les données)
Cowleur déterminant La nelation
Utitisation d'une valeur commune
(F ou C indifféremment)

Pas d'hypothése

12 sufets envinron
envinon 3 sufets

7 sufets envinron
12 & 14 sujets.

Sun L'ensemble des deux essals spontanés,

1/ trn2s peu de sufets utilisent La couleuwr pour déterminen Leun
néponse {moins de 10 %),

2/ envinon 35 % des sufets utilisent La forme pour déterminen
Leur néponse,

3/ envinon 35 % des sujets ne font pas d'hypothlse portant sun
La nelation entre forme, couleur et néponse,

4/ envinon 20 % des sujets utilisent indifgéremment forme ou cou-
Leurn commune pour donner une réponse. '

L'existence des équations incompatibles a L'intérnieur de chacun
des deux essais, ainsd que La répantition difpérente de L'usage
de La fonme et de L'absence d'hypothése dans ces deux essais mon-
trhe que Les nésultats précédents sont approximatifs, c'est-d-dire
que Les hypothises que nous avons gaites au niveau de £a construc
tion des Cquations devialent Etre affindes pour rendre mieux
compte de £'ensemble des nésultats.

Cependant Les indications obtenues sont compatibles avec £'exis-
tence de telles hypotheses pour une trhes grande partie des sujets
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Analyse des patterns de réponses en helation avec Les hypothlses

H+, H-, Hm

Nous allons maintenant comparen Les nésultats précédents a ceux

gournis parn L'étude, sujet par sujet, des réponses globales a
chaque essal.

SL nous supposons que Les sujets font des hypothises stables,
dans Le cas des essadls spontanés, nous pouvons relier Les hypo-
thyses H+, H-, Hm aux néponses auxquelles ces hypothises peuvent
conduire.

Pour cela, nous allons d'abord définin Les patterns compatibles
avec ces hypothéses :

compatible avec H+ 133212 noté P+

compatible avec H- ; ; ; ; g noté P-

compatible avec Hm ; ; 1 ; ; nots Pm (poun Les patterns
33 é 3 excluant P+ et P-)

Pour comparer La népartition des sufets selon Les hypothises
déginies plus haut (au moyen des équations de répartition) et
La néparntition des pattenns de néponses, nous allons précisen
La probabilité d'apparition des différents patterns sous chacune
des hypotheses :

1

proba ( P + / H+)

proba ('P+ [/ H:) =0

proba | P+ / Hm) = 1/2 x 1/3 x 1/2 x 1/2 x 1/2 = 1/54 = .02
proba | P+ / Ho) = (1/3)° négligeable /

proba { P- / H+) =0

proba { P- / H-) =1

proba  P- / Hm) = 1/2 x 2/3 x 1/2 x 1/2 x 1/2 = 2/3 x 16 = .04
proba ( P- / Ho) = (17312 (2/3) =" §/3 x 81 = 0.3

proba | Pm / Hm) =1

proba ( Pm / Ho) = (2/3)% - proba (P+/HG) - proba (P-/Ho) = .19

Nous voyons donc que 84 Les probabilités d'obtenin des patterns
compatibles avec Les hypothéses H+ et H- sous d'autrnes hypothises
peuvent etre négligées (elles sont toutes Lingénieunes a .05), L
n'en est pas de méme pourn La probabilfité d'obitenin un pattean
compatible avec Hm sans hypothése : .20.
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Nous ne pouvons donc pas identifier Les népartitions des hypo-
thises et Les népartitions des patterns de néponses ; cependant
nous pouvons déginin a partin des phobabilités précédentes, une
népantition attendue des sujets selon Les patterns déginis plus
haut & parntin de La réparntition des sujets selon Les différentes
hypotheses envisagées.

Nous obtenons Les népartitions attendues suivantes (que nous
allons comparer avec Les népartitions effectives selon Les
patterns P+ ; P- ; Pm).

Répartitions attendues :

Pour £'essal FS 1 :

patterns "corrnects" P+ : 13 sujets envinon
pattens P-  : 1-2 sufets

patterns "mixtes" Pm  : 12 sujets environ
rhéaddu : 16 sujets envinon

Pour £'essal CS 1 :

patterns "comrects! P+ de 1 4 3 sujets

pattesns P-  : 12 sujets envinon
pattows "mixtes"  Pm ;10 sufets environ
residu s de 10 a 171 sujets.

Répartitions effectives
Répartition des patterns P+, P-, Pm et Res. poun FSI

FS, cM2 CM1 CE2 |  CE1 CP > 7}
Pt 5 1 2 4 2 14
P- 1 0 0 1 0 2

|
Pn o R 2 2 2 | 4 10

' |
Rés. | 1 4 4 2 .5 16 .
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Réparntition effective des patterns pour CSI1

cs, licM2 cM1 | CE2 CE1 CP P
P+ 2 1 0 0 1 4
P- 3 2 4 1 2 12
Pm 2 3 1 2 1 10
Rés. || O 1 2 3 2 8

La concondance est trhés grande entre Les nésuliats prévus & partin
de La néparntition des sujets selon Les différentes hypothlses que
nous avons déginies et Les. nésultats observés sur fes patterns de
réponses des sujets.

Cette concondance est en faveun de £'hypoth2se sulvante : Les su-
jets, dans Les essais spontanés, ou bien font des hypothéses qui
sont définies a partin de £'analyse du matérniel selon La gorme et
La couleun, et qui demeurent stables tout au Long de £'épreuve, ou
2.éen (—i'powz une pantie imporntante des sujets - L&s népondent "au
asand".
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Analyse des néponses pounr Les essais avee vérnification

Nous allons effectuer sun Les essais avee vérnification Les mémes
analyses que pour Les essais spontanés, c'est-a-dine :

1/ une analyse des réponses item pan item, en comparant Zes ré-
ponses effectives aux répartitions théoniques correspondant aux
hypothéses H+, H-, Hm et Ho ;

2/ une analyse des patterns de réponse sujfet parn sujet.

Nous ne redonnerons pas pourn ces analyses de détail des difgérents
calouls edfectués poun L'obtention ou La résofution des équations

de népartition, ou La détermination des probabilités des patterns
de néponse selon Les diverses hypothlses considénées.

- > —— - -y~ - o - - —— - - - = e > - -

Répartition des néponses pour Les essals avee vérnification :

FU1 et CU1
Fu1
Bottes [1 |2 |34l 5[ <
Réponses -i ‘
1 34 |2 |3 11| 4| 54
2 11341 11| 29 I
3 |76 | 38] 2] 3af &7
N = 42
cv1
Boztes |1 |2 | 3| 4t 5| £
Réponses '
1 .j16 19 | 61 11] 51| a7
2 1 119 3] 19| 2| 44
N 17 | €125 % Y




183

Répantition théonique des néponses aux essals aprls vérification
Tpour FV7, celle de CVy 4'en déduit pan Le nappont 34/42 du
nombre total de sujets) '

Boiltes ‘ 1 2 3 4 5 ;
Réponses 42 ¢, 42 (3 21 (} 21 @ 21 (3 ’
1 +28 Y7 +28 YV | +10 Y +1od{ +10 Y |

+14 ¥ +14 } 14 +14 +14 &

2 42 21 (3 - 42 X 21
14 8 +14 ) 11y | 21 117

+14 & +14 O +14 5 +14 d-

3 42 42 21 [ 42 %
+14 14§ +21 +11 ?’ +21 ¥
+14 o +14 ¢ +14 +14 ¢

Nouws allons chercher une solution approchée des équations de
népartition définie comme prnécédemment pour Les deux dituations
FV1 et CVI, pour Les 4 items précédés d'une vérification, puisque
ce sont Les seuls qui different des essalis sans vérification.
(Les * sdignafent Les Equations incompatibles avec Le reste du
systeme).

F

item 2 420+ 28Y+ 14d = ¢
420+ 14y + 14d = 34
140 = 6%

item3  21p+ 10y + 14d= 3
21p+ 11y + 146 = 1
42+ 21y + 144 = 38
21p + 10y + 144 = 11*

item 4 42+ 21y + 14d = 29%*
21p + 11y + 144 = 2

item5  21@+ 10¢+ 144
218 + 11Y + 144
420 + 21y + 144

Lo NS
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Nous n'allons pas donner £'extension des Equations correspond.it
a L'essai CV1. Nous signalernons quelques points importants :

1/ 1€ n'est pas possible, eu égarnd a La disirnibution observée, de
supposen des hypotheses stables (en dehons de L'hypothise correcte
de dépendance de La couleur) ; en particulier, on observe une évo-
Lution de L'item 1 & £'item 3 de La répartition des héponses com-
patibles avec H+ et H- ; Les néponses correctes crodissant, Les né-
ponses selon La forme décroissant.

2/ L'item 4 de CV1 présente Le méme caractére "anoamal" que L'iten
4 de L'essal FV1, par nappont aux items 3 et 5).

3/ Comme poun Les essais spontanés, on observe une différence
entre Les essals "gorme" et "couleun" avee vérniglcation : moins
grand nombre d'hypothéses conrectes dans L'essad "C" - et cela
dans chacun des Ltems.

Les nelations entre £'utilisation d'un des 2 cnitires forme ou
cowleurn sont respectivement :

0.7 p< 0,15 d< 0,25
0,5  8< 0,25

- pourn £a nelation "F" ot -8
- pour La nelation "C" :e-P

IL y a une différence 2r2s Lmportante en faveur de £'hypothdse
cornecte dans chacun des 2 essais (bien qu'elle 504t moins mar-
quée pour £'essal CV1 que pour L'essadl FV1).

Poun £'ensemble des Litems

x> 0,4 +dm/3 pour "F" (m = pouncentage des sujets qui, constam-
o> 0,12 +dm/3 pour "C" ment ne font pas d'hypothise)

Nous observons donc sur Les néponses item par item une différence
nes Amportante entre Les essals spontanés et Les essals avec
vérnification : Lornsqu'une vérnigication n'est effectude pan Le
sufet, La constitution d'hypothéses stables est compatible avec
Les nésultats observés ; AL n'en est plus de méme Lons des essais
avec vérigication.

Dans Le premien cas, on peut répartin Les sufets en 4 classes
(thols classes comupondamt aux hypothéses H+, H-, Hm et une
classe nésiduelle correspondant & L'hypothise w.de Ho) ; 4L est
Ampossible de fairne une opération analogue de cﬁMuﬁ&caLéon des
sujets dans Le cas des essals avec vénigication, quel que soit Le
type de helation a déterminen (fonme ou couleun).
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Cependant, Les équations de répartition obitenues pour Les essals
avee vérnification fowwmdissent une bone inférieure du pourcentage
des sujets faisant une hypothese correcte ; cette bome est fou-
journs supérieure & £'estimation du pourcentage des hypoth2ses con-
nectes poun Les essais sans vérification : ainsd pour La nelation
"gorme" cette bomne est 0,40 + dm/3, et Le pourcentage pour Les
essals sans vérification est 0,30 (pour La nelation "couleur" La

"différence est plus gaible).

D'autrne part, Les hypotheses H- ne sont fjamais maintenues de ma-
nidne stable dans Les essais avec vérnigication, alors qu'elles
sont nombreuses dans L'essal spontané, pour La relation "couleur'.

Analyse des patterns de néponse, en fonction des hypothéses

Si nous voulons comparer Les résultats de groupe Ltem par Ltem
avec Les réponses a L'ensemble de chaque essal (moins Le premien
Aitem)  sufet par sujet, nous devons caleuler, comme pour Les essais
spontands, Les probabilités des patterns P+, P-, et Pm compatibles
nespectivement avee Les hypothéses H+, H- et Hm (1) sous chacune
des hypothéses, pour Les 4 dewndiens items, en supposant Les hypo=
theses stables. :

1/ Pr (P+ / H+) = 1

Pn (P+ [/ H-) = 0 ’

Pr (P+ / Hm) = 1/3 x,1/2 x 1/2 x 1/2 = 1/24 * 04

Pr (P+ / Ho) = (1/3)% = négligeable.

2/ Pr.{P- / H+) = 0
C Pn (P~ P H-) =1 . L
P [P/ Hm) = 1 x 172 x 1/2x 1/2 x 1/2 = 1/16 = .06

Pu (P~ / Hol = 1 x 1/3x 2/3x2/3x12/3=8/21%.10

Pr (Pm [ H+) = 0

Pr (Pm/ H-) =0

Pr (Pm / Hm) =1 .

Pr (Pm / Ho) = 2/3 x 1 x 1 x 1 - Pn (P+/Ho) - Pr (P-/Ho) # 0.55
(1) Pattewns compatibles avec Notes
L'hypothese H+ - 11 Py
T H- €l 11157357/, o

n 1 1 1 1 1
Hm €I3/2/2/2/2 Pt
3 3 3

* Hm a L'exclusion de H+ et H-
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Nous voyons que La probabilité de néponse correcte aux 4 deandenrs
Aitems avec une hypothlse stable autre que £'hypothese conrecte
est négligeable.

12 n'en est pas de méme pour Les patterns P- : des hypothéses
stables "mixtes" ou "vide" peuvent doniner des patterns P-.
Quant aux pattens Pm, Leur probabilité d'apparition Lorsque Le
sujet népond "au -hasarnd" est th2s impontante : .55

SL nous effectuons £'analyse des néponses effectives, pour chaque
dge, nous obtenons Zes népartitions sulvantes FVj et CV;p des
pattewns P+, P-, Pm (a £'exclusion des patterns P+ et P-).

Essasl FVp

cp

CM, CM, CE, CE,
P+ 7 4 6 4 6 27
P- 0 0 0 0 0 0
Pm 0 1 2 4 2 9 i
|
e
Rési- | 0 $2 0 1 3 6
Essal FV]
CcM, CM, CE, CE, cP | =
{
P+ 4 3 3 1 | 2 13
| !
P- 0 0 0 0 0 0
|
Pm 3 3 i 3 4 3 | 16
: 3
Résidu 1 1 1 R I
i
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Nous remanquons que : )

1/ 1€ n'y a, sur Les quatre derniens Ltems, aucune réponse compa-
tible avec une hypothése "H-", c'est-a-dine de néponse selon Le
crutene non pertinent.

2/ Lla propontion des réponses compatibles avec L'hypothése conr-
necte est nespectivement :

27/42 = 0,67 poun L'essal FVi

13/34 = 0,38

Ces proporntions sont compatibles avec Les rnésultats globaux de
népantition des hypothéses H+,

3/ Le grand nombre de néponses compatibles avec Hm dans L'essal
CV1 {16/34) est compatible s0it avec Le changement du critére
wtilise au couns de £'essal sodit simplement avec L'absence d'hypo-
these tout au Long de L'épreuve, L'hypothése H- ayant éX& infiumée
dés La premitre vérnification.

12 n'est pas possible d'allen plus Loin dans nos interprétations
sans faine d'hypothéses supplémentaines, par exemple sur Les mo-
dalités (probabilité d'apparnition) de changement d'hypothése d'un
Ltem a L'autre.

Le seul point qui nessont clairement de nos nésultats est qu'aucun
sujet ne persévére dans une hypothdse "antagoniste" oa La nelaticn
seradt détermunée parn Le cnitire "non pertinent”.

Comparaison des néponses des sujets selon Les essais

Nous allons redonnendans un tableau aécapitulatif Les répartitions
des patterns de héponse des sujets sefon P+, P-, Pm et Rés. pour
chacun des essais (avec ou sans véuﬁwauon) et selon Le type de
nelation a déterminen ("fgornme” ou "couleun") c'est-a-dirne selon La
dimension déterminant La cornrespondance.




Tableau nécapitulatif sur £'ensemble des essais
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R e, | o,
P+ 14/42 27/42 4/34 13/34
P-~ 2/42 0] 12/34 o]
Pm 10/42 9/42 10/34 16/34
gﬁsif 16/42 ' 6/42 8/34 6/34

Comparaison des réparntitions des patterns (P+, P-, Pm et Résddu)
sun L'ensemble des nésulitats.

1. Essais spontands | Essais apnés vénification

Pour fLa forme Les deux répartitions different signigicativement

X7

10,6 ; d¢ = 3, p~ .01).

En panticulien cette différence ponte sun :

a) L'accroissement massif du nombre de patterns corrects : de
14/42 a 277472,

b) une décroissance nette des néponses "résiduelles” correspondant
& une absence d'hypothése et/ou a des hypothises qui ne sont pas
neliées a La strwucture du maténiel.

Pour La couleurn £a différence entre Les deux népartitions est
encore plus sagnifdcative (X? =19 ; de =3 ; p & .005).

Cette différence porte principalement sun :
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a) La dx&s[szu’ﬂa'ion compléte des patterns P- corrnespondant & des
hypothéses de dépendance de La forme (12/34 a 0/34).

b) L'accroissement du nombre des patierns corrects de 4/34 a
13/34.

L'analyse de cette différence des népantitions pour La "relation-
gorme” et La "relation-couleurn" montre un effet différencié de
L'utilisation de La vénification selon La dimension qui détermine
La correspondance a compliter.

2. Diggérence selon Les dimensions déterminant La cornrespondance

Pour £'essal spontané La rnépartition des patterns differe signifi-
cativement selon que La cornrespondance dépend de La forme F ou de
La couleunr C. :

(X2 = 16,8 d¢ = 3 P ¥ 005)

La différence porte

a) pantiellement sun Le nombre de pattewns conrects (14/42 pounr
F contre 4/34 poun C)

b) principalement sur Le nombre de patterns "antagonistes" c'est-
d-dine déterminé pan exemple parn £'utilisation de La couleun poun
népondre a La correspondance définie par La forme : thes peu de
Zels patterns pour F & 2/42

beaucoup de tels patterns pour C : 12/34.

Pour L'essal avec vérnification

La comparaison egfectule exclut Les néponses selon un pattern
"antagoniste" qui ne se manifestent dans aucune relation. Les
népartitions des autrhes pattens différent sdignificativement pounr
F et C (moins cependant que toutes Les hépartitions précédentes :
Xt =6,0 ;dl=2;pg.05).

Cette différence ne touche pratiquement pas Les néponses rési-
duelles, mais correspond a un nombre beaucoup plus grand de
néponses correctes pour La relation fornme (27/427) que pour La
rnelation cowleurn (13/34) avee La différence comélative (1) du
nombre des patterns "mixtes" Pm).

(1) Nous considérons La différence sur Les réponses correctes
carn ce sont seulement ces #éponses pour Lesquelles AL y a
thes peu de "biais" entrne La proportion des hypoth2ses cor-
nectes et celle des néponses cornrectes, alons que pour Les
patterns "mixtes" ce bials est trds impontant. ,
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- 3, Conclusion sur Les différences sur £'ensemble des sufets

L'analyse des néponses a é1é faite pour étudier Les hypothises
des sujets porntant sun La dépendance par happort a L'une ou £'autr
des dimensions forme et coulewr du maténiel expérimental.

L'analyse item par item sun L'ensemble des sujets et L'analyse
sujet pan sufet pour chaque essal sont convergentes. Ces analyses
monthent La compatibilite des nésultats avec £'existence et La
stabilité des hypothbses (de néponses) Lifes aux dimensions F

et C qui décnivent Le mténiel, Lornsque Les néponses ne sont pas
soumises a une vérigLication.

12 n'en est pas de méme dans Les essadls aprs vénification ol une
partie au moins des sujets changent d'hypothéses selon Les items
en fonction des vérnifications effectuées @ chaque Litem et ol aucur
sufet ne persévere tout au Long de ses néponses dans £'utilisatior
de La dimension non pertinente.

D'autne part, Les vérnifications possibles augmentent notablement
Les néponses correctes (aux 4 dernderns Ltems). L'ensemble de ces
nésultats monthe que £a donnée d'une correspondance partielle,
permettant de tester Les hypotheses surn Les propriétés de La con-
nespondance compléte (Lices a La structure du maténiel comme pro-
duit de 2 dimensions) ne suffit pas a déteuminer des hypothéses
connectes alons que La vénigication "pas a pas" des néponses der-
nienes (qui Logiquement n'apporte pas d'information supplémentaire
assure un accroissement notable des néponses conrectes (1).

Le statut des dimensions : "gorme" et "couleur" est exitnemement
diffénent (pour Les 2 types d'essais) : Les hypotheses spontanées
d'une dimension pertinente portent majoritairement sun La fonme
quelle que 504t fa conrespondance partielle proposée :

13 "F" contre 2 "C" pour 427 sufets qui ont @ trouver une relation
"gonme" .

12 "F" contre 4 "C" pour 34 sujets dans Le cas de La relation cou-
Leun et cela dans tous Les ghroupes d'dge. Lomsqu'il y a une vérni-
gication apnés chaque item Les hypothldses"incompatibles" ne nestes
pas stables mais La différence d'utilisation des 2 dimensions de
netrhouve dans La différence du nombre des patterns corrects selon

(1) Le nang des {tems par napport a £'ensemble de £'épreuve n'est
pas Le point {mporntant dans ce changement : Le ler item de
L'essad "avee vénifdication est népondu comme Les essals pré-
cédents, étant Lui-méme sans vérnification préalable ;

Le nombre des néponses correctes n'est pas une gonction
crodssante du nang des Ltems considénés.
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La nelation, toujours en faveur de La forme : (27/42 contre 13/34).

Ces nésultats valables poun tous Les groupes d'dge recoupent Zes
nésultats déja obtenus avec d'autres maténiels déenits comme
meorme x couleurn", sun Le privilige d'une des dimensdions pour une
épreuve de ce type ot une coarespondance doit ethe constudte
entre F x C et un autne ensemble ; privilége dépendant & La £04s
du statut néciproque des dimensions dans Le maténiel et de L'dgw
des sujets (cf. ingnal.

Etude des secondes épreuves

Nous effectuons comme pour Les premiens essais La méme analyse
S04t item pan item, 504t sufet par sujet.

Nous notons FSg L'essal spontané de 2a nelation forme présentée
en 22me éEpreuve, FVg L'essal avee vénification, CS7 et CVy £es
essais analogues pour La nelation couleun.

Répartition des néponses pour FSp (34 Ss)
_ SEena T T T e ‘ :
répons 1 ‘ 2 't '3 ‘. 4 5
1 o | 11 a1 1 a9 1 4
2 3 ‘ 16 | 4 | 12 | 8 |
3 22 779 3 | 22

Equations de népartition pour FS7

3t 24 y+ 12 = 9
12 = 3
343+ 11+ 11d= 22

17p+ 11y + 11d== 11
17p+ 11y + 120 =16
34+ 12+ 12d = 7

34+ 17y+ 12d = 21
12 = 4
340+ 177+ 11d = 9

4P+ 17y+ 11
Mo+ 17+ 12
12

3det+ 17Y+ 12
34p+ 17+ 116 =2
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Ces Cquations se haménent & :

3412854

§ g 34+ 17b+ 114 < 12
340+ 12¢+ 12d = 7
34w+ 23y + 12 = 9

19 ¢ 343 + 17¢ + 11dg 22
340+ 11¢ + 11d= 22

11 g 17p+ 11y + 115 16

Une sofution approchée de £'ensemble de ce systeme existe,
donnant comme réparntition des hypothéses :

H+ ~ 0,1
H- & 0’A5 (hypothise "couleun" conservée)
Hm & 0,1
Ho # 0,3

Remarquons que cette solution approchée est plus semblable @
celle obtenue powr CS7 qu'd celle de CFp (1)

€S, FSq
H+ ~ 0,1 H+ 0,3
H- 0,35 H-~0
Hm *~ 0,2 Hm ¢ 0,2
Ho ¢ 0,35 Ho ¢ 0,5

la népantition prévue des patterns correspondant & ces hypoth2ses
pour FSg est La sulvante :

P+
P-
Pm
Po

4 sujets
17 "
3 n
10 "

R R R R

La népantition effectuée des sujets selon Les pattens est :

(1) En particulier en ce qui concerne Les néponses selon une
hypothise correcte ou au contraire antagoniste,
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-y

Fsz CM, 1 CE, CE, CP >

T §
P+ 3 { 1 0 0 1 ' 5
P- N 3 1 3 1 14|
Pm R 0 ) 1 il
Rési. | 2 | © 4 3 1 10
N 8 6 7 6 6 34 |

P- a &x& Légerement surestimé dans notre approximation aux déper
de P+ et Pm, mais Les népartitions attendues et eﬁéeciueu sont
24 voisines.

Nous netrouvons un nésultat analogue & celul observé pour La
premiéne Epreuve : £a convergence des analyses Ltem par item
et sujet pan sujet, sous L'hypothése de stabilité du systéme
des néponses, selon H+, H-, Hm ou Ho.

Répartition des néponses pour CSy {42 Ss)

A m\-.t% “ |
réponses . 1 2 3 4 5

1 7 | 22 1 33 27 3
2 3 13 1 2 | 9 7
3 32 7 17 6 32

Les équations de réparntition pour CSy nous conduisent a La sclution
approchée (compatible avec Le systéme d'équations excluant Les ?
phemidnes équations de L'item 2 qui sont incompatibles mutfuellemeri

5
5

QOO O
U O W~

1
?
1
1

ax ® R
R [ 3 AN

Cette solution cornespond @ La népartition de patterns sulvante :

4 sujets
27 "

4 n

7 n

)
t
"o onon
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Nous remarquond La tnés fornte similitude (en ce qui concene
en parnticulien Les hypothises H+ et H-) avec L'essal spontané
€Sy, avec un abaissement du nombre d'hypoth2ses correctes et
du nombre d'hypothlses mixtes (comme pour Le cas préeddent FSg).

la néparntition effective des sujets selon Les patterns corres-
pondant aux différentes hypothdses est La sulvante :

cs, CM, CM, CE, CE, 1 CP 'Z’ | 1
P+ 3 0 o | o | o 3 |
P- 2 5 6 4 ; 7 | 24
Pm 0 1 ] 2 ! 1oy 2 e
Residu | 2 1 o i 4 |2 ) 9

7 T | L | 3 w 1y 42 'i

Nous trouvons un nombre de pattens P- inférieur au nombre ccw_cuéé,
ce qui est nonmal puisque La solution approchée n'est pas valable
powr L'ensemble du 2&me Litem. ' ’

Cependant, La népartition attendue et £a répartition effective
sont tnds proches (X2 1 de : 3 = .80).

la convengence de résultats entre analyse item par item et analus:
sufet pan sujet constatée sun Les Epreuves passées en premien S
netrouve pour Les Epreuves passées en second Lieu

Essais avec vérigication

Réparntition des néponses item parn item pour FV, (34 Ss)

itém ‘. }
Réponse\ 1 2 3 -4 5

1 8 6 6 7 7
25 1 26 1
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Comme pouwr tous Les essais "avee vérifdication" nous Etudions

Lo systeme d'équation de népartition pour Les 4 derniens Ltems
(Le Ten n'étant pas précédé d'une vénification et étant d'ail-
Leuns compatible avec Les 5 items FSz). ‘

Les Equations de népantition ne sont pas compatibles. ELLes sont
équivalentes au sysiteme :

34+ 17y + 114 = 26
17+ 9y+ 11 = 7
170+ 8y+ 12d= 1
349+ 237+ 114 = 6

12dg 3

équations mutuellement
Ancompatibles

Les Gquations incompatibles se netrouvent (ont Le méme statut)
dans chacun des items : L& nous parailt qu'une des hypothdses
d'Equipnobabilite dans La néponse est en défaut dans Les 3 den-
niens items ol nous trouvons un nombre ELevé de néponses "1".

L'ensemble des équations est compatible avec :

& ¥ 0,66
p négligeable * 0

0,15

02 s4 nous modifions L'hypothese de néponse pour Hm

e e

S

Nows observons une régularité dans Le systeme d'équations de
népantition, pour FVg que nous n'avons pas observée pour fa
premitre Epreuve. En particulier, iL est possible de faine
2'hypothese de La stabilité des néponses correctes et de L'ab-
sence des hypotheses "antagonistes”.

La proportion des hypoth2ses comrectes conduit & une situation
de 22 pattens P+ environ (sur 34 sufets).

la népantition attendue est La sulvante :

P+ * 22 sujets
p-e 1 "
Pme § "
Po e 3 "
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La népantition effective des sujets pour Les pattesns correspon-
dant aux deé,ﬁéneﬁéu hypozhéw/sjut fa Au,évanri_e :

FV, cM2 M1 CE2 | CE1 cP >
P+ 7 5 3 2 4 21
P- 0 0 1 o 1 >
Pm 1 1 2 3 1 8
Résidu| O 1 1 1] 0 3
N 8 7 7 6 6 34

la convergence extrmement forte entre £'estimation de rlpartition
obtenue & parntin des dquations de répartition et fa répartition
effective est compatible avec La stabilité des hypothises, con-
thadinement @ ce qu'on observait pourn Za premiére épreuve dans
2'essal avec vérnigdcation. '

Répartition des néponses item pan item pour CVz (42 sujets)

Item
Réponse 1 2 3 4 5
10 7 8 7 10
2 23 2 32 i 2
30 11 32 3 | 30

Comme précédemment, Les Equations de répartition ne donnent pas .
systime d'équation compatibles. De plus, L£'item 2 ne donne pas dcs
fquations analogues aux équations des Ltems 3, 4 et 5 :

Ltem 2 42p + 28y + 14d = 7
42w + 14y + 148 = 23
14d = 11

Item 3,45 218+ 11y + 14d =10
218+ 10y + 14d = 2
424+ 21y + 144 = 30

Qr S Qo
~ 0~
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Les items 3, 4, 5 fowwmdissent. Les memes Equations mutuellement
Ancompatibles que celles observées pour FV2 a savoirn Les ?
équations : .

21+ 11+ 144 =10
21p+ 10y + 149 = 2

Qr N

7
3
L'ensemble des équations des items 3, 4, 5 est compatible avec

P négligeable = 0
XeQ,66 (47 = 28)

d'od dans La néparntition théonique : P- ¢ 0
P+ ¥ 2§

La néparntition effective des sufets poun Les patterns cornrespon-
dant aux hypothéses H+, H- et Hm est La sulvante :

CV2 CM2 CM1 CE2 CE1 CP Z
P+ 6 3 1 5 4 19
P~ 0 6] 0 0 0 0 B
Pm 0 4 4 1 4 13
Résidu | 1 0 3 3 3 10
N 7 7 8 9 11 42

Nous ne trouvons aucun pattern P- ce qui est en accorad avee La
solution approchée = 0.

La népantition concermant Les patterns des 4 dewndens Ltems di-
vernge de La népantition compatible avec La solution approchée
pour Les seuls 3 dewndierns Ltems (19 P+ contre 2§ H+).

Ce nésultat est compatible avec L£'accroissement des hypothlses
conrectes non seulement entre Le premien et Le 2éme item (cor-
nespondant a fa premidre vérifdication) mais aussi entrne Le Z22me
et Le 3éme Ltem.
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11. Mise en relatjons de boites (C1 x C2) et de dominos (Ag x Ad)

Les résultats de la troisiéme expérience de correspondance produit
apportent des éléments de réponse sur 1'effet de la plus ou moins grande
indétermination (ouverture) de la situation-probléme proposée au sujet.

D'une part, la validation des réponses fournie a chaque item lors
des essais avec vérification permet effectivement a 1'enfant d'éliminer
les hypothéses correspondant & la dimension non pertinente, alors que la
contradiction de cette hypothése avec les données initiales fournies (par
les couples mis en correspondance par 1'expérimentateur) ne suffisait pas
a 1'élimination de ces hypothéses.

D'autre part, les hypothéses confirmées sont conservées alors qu'un
changement de dimension devrait avoir lieu : trés peu d'enfants - et essen-
tiellement au CM2 - modifient spontanément leur hypothése & 1'analyse des
nouvelles données. En revanche, la validation aprés changement de dimension
pertinente leur permet le changement d'hypoth&se ; ceci concerne cependant
seulement une partie de ceux des enfants qui faisaient spontanément des Hy-
pothéses fausses mais stables. Ce n'est donc pas le caractere déterminé
de 1a "regle du jeu" qui apparait comme décisif dans la constitution des
hypotheses : i1 y a des obstacles spécifiques pour constituer des hypotheses
stables, et des obstacles encore plus importants au changement de dimension
comme déterminant une correspondance.

La possibilité de valider chacune des réponses apparait bien comme
productive : la contradiction entre la réponse proposée par 1'enfant et
celle qu'il "1it" lors de la validation apparait comme opératoire, alors
qu'il n'en est pas de méme des données initiales de Ta correspondance.

Enfin, 1a détermination séparée des deux correspondances unidimen-
sionnelles n'assure pas la possibilité de donner méme avec vérification
une réponse correcte pour la correspondance bidimensionnelle : il apparait
donc bien une difficulté spécifique a “mu1t1p1ier" les relations unidi-
mensionnelles.
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La question est néanmoins ouverte de savoir s'il s'agit d'une "charge
en mémoire" due a la nécessité de traiter deux informations complexes, ou
si le caractére bidimensionnel d'un matériel F x C qu'il faut analyser pré-
sente une difficulté propre. La derniére expérience présentée dans ce tra-
vail aborde ce probleme : elle reprend le méme paradigme que Ta précédente
mais F x C est remplacé par un produit C1 x C2 produit homogéne avec la di-
mension "couleur", avec des valeurs différentes pour C1 et C2, ce produit
étant réalisé sous la forme d'un couple de deux pastilles de couleur. La
décomposition de Cq x C» est donc réalisée dans une disposition spatiale
analogue a celle employée dans les deux expériences pour la réalisation de
1'ensemble A1 x A2 = ceci doit produire une facilitation pour combiner des
relations simples précédemment établies (si 1'hypothése de difficulté propre
d'analyse bidimensionnelle est vérifiée).
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DOMINOS ET BOITES "COULEURS"

A44.1. MATERIEL EXPERIMENTAL ET EXPERIENCE

A) Le matériel expérimental est le suivant :

a) Un ensemble de 9 boites ; chaque boite porte deux pastilles de couleur ;
la couleur de gauche est vert (V), bleu (B) ou jaune (J) ; celle de droite :
noir (N), violet (Vi) ou marron (M). L'ensemble des boites peut étre iden-
tifié au produit cartésien (V, B, J) x (N, Vi, M) = Cg x Cd de 1'ensemble
Cg des trois couleurs de gauche par Cd, ensemble des 3 couleurs de droite.

b) Un ensemble de 9 dominos ; chaque domino porte deux animaux :
a gauche : rat, renard, ou castor
3 droite : mouton, chévre ou cochon.

L'ensemble des dominos peut é&tre identifié au produit Ag x Ad (des
trois animaux de gauche par ceux de droite).

On cherche a faire trouver aux sujets une correspondance entre boites
et dominos ("deviner le domino caché dans chaque boite") qui est déterminé
par :

- une relation rg entre les couleurs Cg et les animaux Ag (a gauche sur les
dominos et les cartes),

- une relation rd entre les couleurs Cd et les animaux Ad (a droite sur les
dominos et les cartes).

Remarque : la décomposition de 1'ensemble B est facilitée par 1'indexation
spatiale qui attribue les éléments de Cg & gauche de la boite, et ceux de
Cd a la partie droite. I1 en est de méme pour les dominos.
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B) Déroulement de 1'expérience

Une partie préliminaire permet de s'assurer que les sujets peuvent
jdentifier correctement les boites et les dominos : on demande au sujet
un rangement des boites sur un tableau comportant les mémes couples de
couleurs et les dominos sur un tableau comportant 1es mémes couples d'ani-
maux. (Cf. feuille d'expérimentation jointe en annexe). )

L'expérience proprement dite comporte trois parties :

1) Détermination par le sujet de rg
2) Détermination par le sujet de rd
3) Détermination par le sujet de rg x rd.

1) Deviner 1'animal de gauche caché dans chaque boite : le sujet voit 4
boites ouvertes a gauche et doit deviner les 5 animaux des 5 autres boites.

2) Méme chose pour la droite : les mémes boites sont ouvertes & droite.

3) Les 4 mémes boites sont entiérement ouvertes, 1e sujet doit deviner les
deux animaux des dominos cachés dans les 5 autres boites.

Dans chaque partie i1 y a 2 phases (au moins)

Phase 1 - 1e sujet donne sa réponse pour 5 boites présentées dans 1'ordre
donné sur les protocoles, et il ne vérifie pas : situation en
"spontané".

Phase 2 - le sujet donne & nouveau sa réponse (avec un ordre différent de
boites) et aprés chaque réponse vérifie (il ouvre la boite a
gauche, et la laisse ouverte) : réponse "avec vérification".

L'ordre de donnée des 5 autres boites est fixé pour 1'essai "spontané"
et pour 1'essai "avec vérification". I1 est donné en annexe pour chacune
des trois épreuves.
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Pour chacune des épreuves on montre au sujet le contenu (a droite,

a gauche ou complet) des boites portant Tes couples de _buleur suivants :
(v, N), (v, Vi), (B, Vi) et (J, M),

placés de facon contigué dans cet ordre.

Dans 1'épreuve 1, lorsque le sujet doit découvrir 1'animal de gauche
i1 a donc devant lui :
(V, N) et (V, Vi) qui ont méme couleur de gauche, contiennent le méme ani-
mal a gauche (Ra).
(V, Vi) et (B, Vi) qui ont méme couleur & droite mais deux couleurs diffé-

N

rentes & gauche, contiennent des animaux de gauche différents (Ra et Re).

Cette double condition est nécessaire pour que seul un des descrip-
teurs couleurs (celui de gauche) détermine une solution compatible hvec les
données.

I1 en est de méme pour 1'épreuve B, ol seul le descripteur couleur de
droite, permet de déterminer une solution compatible avec les données.

Dans la derniére épreuve la donnée d'une "redondance" apparente assure
1'unicité de la relation produit des 2 précédentes comme solution compatible
avec les données.

Les remarques précédentes n'ont bien entendu de sens que dans 1a re-
cherche d'une relation définie & partir de la description en couples de
couleurs. Si la relation cherchée n'est pas de ce type, la question de
1'unicité et de la compatibilité n'a plus de sens. Nous voulons donc que

lorsqu'un sujet fait 1'hypothese (1) d'une relation définie & partir de la

structure de produit de deux descripteurs (attributs), un seul choix possible
soit compatible avec la partie de la relation qui Tui est donnée.

————

(1) Que cette hypothése soit réalisée ou non. Nous verrons plus Toin les
problemes posés sur ce point.
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44,2. SUJETS

65 sujets de 6 & 10 ans ont passé 1'ensemble des épreuves. I1s se répar-
tissent en :

18 sujets de 6 a 7 ans dont 18 a 1'dge normal de leur classe CP.
18 sujets de 6 a 8 ans dont 14 & 1'dge normal de Teur classe CE1.
21 sujets de 8 a 9 ans dont 15 & 1'dge normal de leur classe CEZ.

8 sujets de 9 a 10 ans ayant 1 an de retard scolaire.

Pour étudier un éventuel effet du facteur gauche/droite dans la pré-
sentation du premier item (déterminer une relation portant sur les animaux
de gauche ou sur ceux de_droite) nous avons réparti le premier groupe de
sujets (6-7 ans) en 2 sous-groupes : G1 est le groupe des sujets qui doi-
vent déterminer en premier la relation "gauche". G2 est celui des sujets
qui doivent déterminer en premier la relation "droite".

L'étude des résultats sur ce groupe a montré (voir ci-dessous) qu'il
n'y avait pas d'influence du facteur gauche/droite sur les réussites a cet
jtem (ni sur le reste des épreuves) ; nous avons donc fait passer les au-
tres sujets dans un ordre identique : relation gauche en premiére épreuve,
avec hypothése que 1'effet gauche/droite ne décroissait pas avec 1'dge.

414. 3. ANALYSE DES RESULTATS
A - Epreuve préliminaire

Nous notons les réussites ou échecs (en indiquant le nombre d'erreurs)
a la mise en correspondance.

a) des boites avec le tableau des mémes boites bicolores,

b) des dominos avec le tableau des mémes dominos.
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B - Relations

Les analyses correspondent au découpage suivant de 1'expérience :

- nous appellerons item la donnée d'une boite bicolore a laguelle il faut
associer un animal ou un couple d'animaux ;

- nous appellerons réponse élémentaire la réponse d'un animal ou d'un

couple d'animaux correspondant a une boite ;

- nous appellerons essai 1'ensemble des 5 items correspondant aux boites
de C x C' pour lesquelles le sujet doit fournir une réponse.

Les essais sont de deux types :

- essai "spontané", "S" : le sujet répond a chacune des cinq boites données
dans 1'ordre cité plus haut. Chaque item comporte la donnée d'une boite -
d'une réponse élémentaire - pas d'issue ;

- essai "avec vérification", "V" : apres chacune de ses réponses le sujet
voit 1'animal correspondant & la bonne réponse ; chaque item comporte donc :
1a donnée d'une boite - une réponse élémentaire - une issue.

Pour chaque essai, nous appellerons réponse globale, 1'ensemble des 5
réponses élémentaires.

Nous appellerons épreuve 1'ensemble des deux essais “spontanés” et
"avec vérification" correspondant & une méme relation a trouver.

Nous appellerons résultat de 1'épreuve une classification des sujets
en fonction de leur réponse globale au dernier essai d'une épreuve. Pour
chacune des relations (simples et double) nous étudions :

- les résultats de chaque épreuve,

- les réponses globales de chaque essai, pour analyser 1'effet des vérifi-
cations,
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- 1a succession des réponses #]émentaires, en fonction d'un mod2le mathé-
matique sur les types d'hypotheses et de réponses des sujets.

Les deux premigres analyses sont effectuées sujet par sujet, la der-
niere item par item sur un ensemble de sujets. Le lien entre ces analyses
non indépendantes (mais qui apportent des informations non équivalentes)
est obtenu en définissant plusieurs patterns de réponses (a chaque essai)
correspondant & la succession des réponses élémentaires pour diverses hy-
potheses.

C'est a partir de ces patterns que nous classifions les réponses des
sujets.

Nous allons préciser ces patterns aprés avoir effectué un codage sur
les ensembles Ad et Ag pour mettre en évidence les isomorphismes entre
essais "gauche" et essais "droite".

Les relations simples sont définies par la donnée de correspondances
jnitiales partielles qui sont isomorphes, avec un ordre de succession qui
corresponde aussi & cet isomorphisme.

Nous avons choisi une numérotation des animaux de Ad et Ag qui mette
en évidence cet isomorphisme ; c'est ce codage qui sera utilisé pour toutes
nos analyses.

Codage de Ag : rat =1
renard = 2
castor =3

Codage de Ad : chevre =1
mouton =2

cochon =3
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La bijection suivante entre les couleurs de Cg et Cd et les animaux
de Ag et Ad respectivement, permet de compléter 1'isomorphisme :

V et Vi sont en correspondance avec 1
N et B 1] 1} " " 2
J et M H [}] ] 1" 3

Les correspondances partielles initiales sont isomorphes et le codage
des boites restantes, avec la succession pour 1'essai spontané, donne (pour
rg) :

(1,3) - (3,1) - (3,2) - (2,2) - (2,3)

Le codage analogue pour rd est obtenu en permutant droite et gauche
dans chacune des parenthéses. '

Les classes de réponses obtenues apreés ces codages sont les suivantes :

Relations simples : (réponses valables aussi bien pour rg et pour rd).

R : - réponse selon le pattern correct, c'est-a-dire :

rl =1

r2 =3

r3 =3

rd =2

r5 =2

C : - réponse selon un pattern (non correct) du type suivant :
rt =1ou3

r2 =1, 2o0u3
r3 =10u3

rd =1 ou?
r5=2o0u3

Ces réponses ont la propriété suivante : une réponse a 1'item n est possible
si la boite présentée & 1'item n a une couleur commune avec une boite pré-
sentée contenant 1'animal 1.




207

E : - réponses "résiduelles" c'est-a-dire ol
(r1 =2) et/ou (r3 = 2) et/ou (rd4 = 3) et/ou (r5 = 1)

Pour 1'essai avec vérification :

R : - réponse selon le pattern correct :

rl =1

r2 =2

r3 =3

rd = 2

r5 =3

C : - réponse selon le pattern de type suivant :
rt =1o0u3

r2 =1ou?

r3 =1, 2 ou 3
rd =1, 2 ou3l
r5=1, 2 ou3

E : - réponses "résiduellies"” c'est-a-dire ol
(r1 = 2) et/ou (r2 = 3).

La modification pour les patterns "C" et "E" provient du fait suivant :
a 1'item n, le sujet répond selon ses hypothéses en fonction de 1'information
apportée par les boites ouvertes : dans 1'essai sans vérification les boites
ouvertes sont les 4 boites qui définissent la correspondance partielle donnée
au départ.

Dans 1'essai avec vérification les boites ouvertes sont celles de la
correspondance partielle donnée, plus celle des items précédant 1'item n.

L'analyse des réponses pour la relation rd est analogue.

Relation produit :

Les classes de réponses & 1'essai sans vérification sont les suivantes :
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R - réponses selon le pattemcorrect :

rt = (1,1)

r2 = (2,2)

r3 = (2,3)

rd4 = (3,3)

r5 = (3,1)

G - réponse selon un pattern non correct du type suivant (.= réponse quel-
conque) '
rl = (1,.)

r2 = (2,.)

r3 = (2,.)

rd = (3,.)

r5 = (3,.)

Ces patterns correspondent & une réponse ol la relation rg seule est uti-
lisée.

D - de facon analogue on définit le type de pattern (non correct) compatible
avec la relation rd .

r1 = (.,1)
r2 = (.,2)
r3 = (.,3)
rd = (.,3)
r5 = (.,1)

E - réponses "résiduelles" correspondant aux autres patterns possibles qui
différent des précédents.

Remarques

1/ Dans les relations simples nous n'avons pas distingué dans C les réponses
suivant la relation avec la couleur de droite - cas particulier de réponse
suivant une couleur commune - qui sont incompatibles avec la correspondance
partielle donnée.

2/ Dans la relation produit nous n'avons pas distingué dans E, les patterns
qui correspondraient a des réponses suivant une couleur commune, par exemple
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la réponse a (J,N) pourrait étre : soit (2,.) ou (.,1) car (2,1) va avec (J,M
soit (1,.) ou (.,3) car (1,1) va avec (V,N

Dans la suite nous classerons comme réponses correctes a un essai, 4
réponses élémentaires correctes pour les 4 derniers items (1).

Les réussites pour les épreuves "simples" et produit sont données
dans ta figure 11/p.244).

44.4. ANALYSE SUJET PAR SUJET POUR LES REPONSES GLOBALES

Les analyses effectuées ont pour but de tester :

a) 1'identification préalable du matériel expérimental,

b) 1'influence éventuelle du facteur spatial “"gauche-droite", et donc
1'homogénéité des 2 relations rg et rd.

c) 1'effet de 1'ordre de passation des épreuves (son interaction éventuelle
avec le facteur spatial) et les "transferts" possibles.

Les points sont étudiés & partir du résultat global de chaque épreuve
"gauche"~"droite" selon qu'il est ou non correct dans le modéle mathématique
sur 1'ensemble des sujets. L'étude des hypothéses avec analyse item par item
compléte les interprétations faites a partir de ces résultats globaux.

d) L'influence des vérifications dans chaque épreuve (qui se conjugue avec
1'effet d'une deuxieme passation).

e) L'évolution des réponses (correctes) au long des quatre essais successifs
des relations simples, qui comporte des "transferts" intra et inter épreuves

(1) Ce critere est plus strict que celui utilisé dans 1'expérience précédente:
si les résultats s'averent meilleurs pour les dominos couleurs (avec ce
critere) cela ne peut que renforcer notre hypothése.
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(et recoupe, par une analyse effectuée sujet par sujet, les résultats globaux
des points 2 et 3.

f) L'étude de 1'évolution génétique des réponses correctes (analyse en fonc-

tion de 1'dge des points 2 et 3).

g) L'utilisation simple ou combinée des relations rd et rg pour la relation
produit (avec 1'étude de 1'effet de la vérification, de 1'évolution généti-
que) et 1'évolution des réponses au cours de 1'ensemble des essais, selon les
ages.

A - Epreuve préliminaire

Tous les sujets ont réussi les deux parties de 1'épreuve préliminaire
d'identification des boites et des dominos.

B - Relations simples

a) influence du facteur "gauche-droite", en liaison avec 1'ordre de passé-
tion (24 sujets de 6 a 7;6 ans). rdy désigne 1'épreuve & la relation "gauche
passée en premier. rdz, rg, et rg, sont définis de maniére analogue. La ré-
partition des sujets en réponses correctes (notées +) et en réponses incor-
rectes (notées -) est donnée dans le tableau suivant (pour le résultat globa’

de 1'épreuve).

rgy rd1 rd2 | rgp

Donc, pour chacun des ordres de passation la relation "gauche" est
1égérement mieux réussie que la relation "droite".
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Pour 1'une et 1‘'autre relation on observe une amélioration des résul-
tats de 1'épreuve passée en second : de facon précise une méme relation est
mieux réussie lorsqu'elle est passée comme deuxidme épreuve.

Cependant, toutes les différences signalées sont du méme ordre faibles
et ne sont pas statistiquement significatives. De plus il n'y a pas d'inter-
action entre le facteur "gauche-droite" et 1'ordre de passation. Pour les
autres sujets, nous avons donc choisi un ordre constant de passation des
épreuves : rgq rdp.

C - Influence de 1'ordre de passation

Nous allons donner la répartition des sujets selon le couple de leurs

réponses & la premigre et a la deuxiéme épreuve (résultats définis pour
chaque épreuve par les 4 derniers items de 1'essai aprés vérification).

épreuve 1
+ z
épreuve 2 + 36 13 49
- 4 12 16
40 25 65

Nous observons donc pour une grande partie des sujets un apprentissage
d‘une épreuve a 1'autre (1) : (les dégradations de performance correspondent
a des sujets qui gardent pour 1'ensemble de la deuxiéme épreuve le méme sys-
téme de réponse que pour la premigre épreuve). Si nous analysons cet effet

d'apprentissage en fonction de 1'dge, nous obtenons le tableau résumé suivant:

(1) Apprentissage en ce qui concerne le résultat de 1'épreuve et a priori non
entre les 2 essais successifs des deux épreuves : ler essai aprés vérifi-
cation et 2eme essai "spontané" - cf. plus loin 1'analyse essai par essai.
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cp cp CE1 CE1 CE2

6 ans 7 ans | 7 ans | 8&9 ans 8 ans
+ - 3 0 0 1 0
-+ 3 3 3 2 2

Donc, hormis un sujet scolairement en retard, c'est seulement a 6 ans
qu'on trouve des dégradations a la 2&me épreuve.

Nous allons maintenant analyser 1'évolution des réponses selon les
essais en étudiant en particulier 1'effet des vérifications sur les réponses.

D - Influence de vérification

L'évolution des réponses entre 1'essai spontané (S) et 1lessai avec vé-
rification (V) d‘une méme épreuve est résumée dans le tableau suivant sur 65
sujets :

essai spontané : -, essai avec vérification : +
essai spontané : +, essai avec vérification : -

Lo i —
i

1ere épreuve 2&me épreuve
A 9 4 13

D 1 1 2

I1 y a donc globalement entre les essais "spontanés" et avec vérifica-
tion une amélioration analogue a celle observée globalement sur les résultats
aux deux épreuves.
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E - L'analyse suivante montre comment s'effectue 1'évolution des réponses
correctes pour les 4 essais successifs Sq Vi Sz Va.

Sur 1'ensemble des 65 sujets nous obtenons les patterns suivants ol
"+" dénote une réponse correcte.

Patterns

1+ + 4+ + 29

2 -+ + 4+ 7

3--++ 8 60 sujets (groupe A)
4 - - - + 4 :

5- -~ - 12

+ + = = 1

-t - - ?

v -+ 4 1 5 sujets (groupe B)
-+ + = 1

Pour la plus grande partie des sujets i1 y a ainsi une amélioration
continue d'un essai au suivant. (Patterns, 2, 3 et 4).

Rappelons que pour la majorité des sujets la relation passée en deuxiéme
épreuve est la relation rd, 1égérement plus difficile que la relation rg ;
1'amélioration marquée dans la troisieme réponse est donc d'autant plus
significative.

F - Etude génétique des réponses aux différents essais

Pour chaque essai, le tableau suivant donne le nombre de réponses cor-
rectes dans chaque groupe d'dge (pour les sujets a 1'dge "normal" de leur
classe) (1)

(1) Cette condition correspond a 1'application d'un critére d'homogénéité
pour les groupes de sujets de 7 ans et 8 ans : étre au méme niveau sco-
laire.
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Sy Vg S; V2 N

6 ans CP 4 8 8 8 18
7 ans CE1 10 10 13 13 14
8 ans CE2 11 13 14 15 15
TOTAL 25 31 35 36 47

La comparaison en pourcentage est résumée dans la figure 11.

Nous avons cherché un critére d'homogénéité des groupes ; nous avons
choisi les sujets de méme niveau scolaire pour chacun des dges. Ceci aug-
mente 1'homogénéité mais i1 n'y a pas un critére uniforme avec 1'dge : (tous
les sujets de 9 ans en CM1 ont eu au plus 8 ans au CE2 et 7 ans en CEl,
alors que des sujets de 7 ans en CE1 resteront en CE1 & 8 ans). Donc cette
"homogénéité" accentue les différences lorsqu'elles sont dans un sens po-
sitif, et de fagon particuliérement forte la différence entre 6 et 7 ans.
(Presque tous les sujets de 6 ans sont en CP).

Pour chacun des essais nous observons un accroissement des réponses
correctes entre 6 et 7 ans et une relative stabilité entre 7 et 8 ans.
Dés 7 ans on trouve la quasi totalité des réponses correctes au premier
essai de la seconde épreuve (93 %).

A 8 ans, 87 % des sujets répondent correctement dés le premier essai
avec vérification. h

A 6 ans cependant, moins de la moitié des sujets parviennent a une
réponse correcte lors du dernier essai (1).

(1) La différence entre 6 et 7 ans est accentuée par le fait que nous n'avons

pas pris tous les sujets de 7 ans, mais seulement ceux qui sont en CE1
alors que tous les sujets de 6 ans sont dans le premier groupe.
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Pour vérifier si les réponses correctes sont éventuellement fonction
de 1'ordre de présentation, nous allons donner les pourcentages de réponses
correctes pour chaque couple de couleurs présentées sur la boite fermée, en
classant les couples selon leur ordre moyen de présentation.

VM Vi BN JN BM
(1,1 | (2,3) | (4,2) | (3,5) | (5,4)
%
correct | 69 77 59 62 70

(entre parenthéses les ordres de présentations pour S et pour V.

L'ordre de présentation ne semble donc pas étre en jeu, mais plutét
le matériel lui-méme. Si 1'on classe les couples par ordre croissant de
"facilité" mesurée par le pourcentage de réponses correctes, on trouve :

- pour les essais spontanés BN, JN / (VM, BM), JVi,

- pour les essais avec vérification (BN, JN), VM, BM / JVi ol les "()"
désignent les équivalences, et "/" une différence significative.

Dans tous les cas le couple le plus facile JVi est tel que 1'un des
indices (Vi) est présent dans deux éléments de la correspondance montrée
(dans les 4 boites ouvertes), les plus difficiles (BN, JN) sont parmi
ceux pour lesquels chaque indice n'apparait qu'une fois dans les 4 boftes
ouvertes.

Pour VM, dont 1'un des indices V est présent dans deux boftes ouvertes)
on devrait trouver une meilleure réussite, alors que pour BM (dont les 2
indices ne sont présents qu'une fois) on devrait trouver une moins bonne
réussite : il peut y avoir ici un effet de 1'ordre de présentation : VM
est présenté toujours en premier, BM toujours en dernier.
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G - Relation produit

Nous notons les réponses a chacun des essais de la relation produit
de 1a maniére suivante :

G si la relation simple rg est vérifiée (pour les 4 derniers items),

D si la relation simple rd est vérifiée,
- + si la réponse est correcte,

- - si aucune relation simple n'est vérifiée.
"G" et "D" sont des réponses unidimensionnelles globalement notées "U".

a) Résultats globaux (sur 1'ensemble des sujets) pour chacun des essais.

]
+ G D - N

S 35 2 3 25 65
42 4 3 16 65

Nous observons donc, sur 1'ensemble des sujets une amélioration globale
des réponses dans 1'essai avec vérification.

Parmi les réponses "unidimensionnelles" aucune relation n'est privi-
1égiée. Nous remarquons d'ailleurs que ces réponses sont peu nombreuses.
L'évolution globale des réponses est confirmée par 1'étude des réponses de
chaque sujet.

IT y a une seule "dégradation" entre les deux essais : un sujet
(8 ans ; CE1) passe d'une réponse unidimensionnelle "U" a un échec. Les
améliorations de réponses pour les autres sujets sont données dans le ta-

bleau suivant :
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Evolution Nombre de sujets
- IIUII 5
- + 4
U + 2

Sur les 9 sujets qui passent d'un échec complet & une réponse unidi-
mensionnelle ou & une réussite, 6 sont des sujets de 6 ans. Deux sujets
seulement donnent toujours une réponse unidimensionnelle, correspondant a
la méme relation simple utilisée dans les 2 essais. Nous allons voir dans
le paragraphe suivant comment se répartissent et évoluent les réponses se-
lon les groupes d'dge (sujets a 1'dge "normal" de leur classe).

b) Evolution génétique

1/ Réponses a 1'essai spontané

+ 1} - N

6 ans ; 6 5 0 13 18
Cp 28 - 72

7 ans ; 6 10 2 2 14
CE1 ' 71 14 14

8 ans ; 6 12 1 2 15
CE2 80 7 13

E: 27 3 17 47

Nous voyons que c'est entre 6;6 et 7;6 ans que se féit 1'évolution
la plus marquée : des 7;6 ans le nombre d'échecs complets est négligeable
(2/14), alors que ces échecs sont largement majoritaires a 6;6 ans (13/18).
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Nous retrouvons ce type d'évolution pour 1'essai avec vérification.

2/ Réponses a 1'essai avec vérification

+ U - N

636 7 4 7 18
39 22 39

7:6 1 2 1 14
79 14 7

8:6 14 0 1° 15
93 - 7

TOTAL 32 6 9 47
68

(° ce sujet donne 4 items "U" mais non successifs.

Nous avons défini .un modéle mathématique de méme ordre que celui
présenté pour 1'expérience précédente ("dominos-- marques" pour préciser
les interprétations avancées ci-dessus : nous définissons deux types
d'hypothéses, liées a 1'analyse des indices du matériel boite : '

a) une hypothése correcte, qui conduit de maniére certaine a une réponse

-

correcte & chaque item,

b) une hypothése de réponse selon la présence d'un item commun a la bofite
présentée et a une bofte ouverte, avec équiprobabilité de choisir 1'une

des boites ayant un indice (une couleur) commun. Cette hypothése conduit

3 une répartition des réponses & chaque item en réponse correcte et ré-
ponses non correctes. Enfin, nous supposons dans le modéle que 1'absence
d'hypothese soit du type "correct" soit du type "couleur commune", implique

une équiprobabilité des réponses.
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A partir de ce qui précéde, on définit pour chaque item une réparti-
tion probable de réponses pour chaque hypothése. Si on fait alors 1'hypo-
these qu'a partir du deuxiéme item d'un essai, les sujets se répartissent
selon les trois cas précédents selon les pourcentagese(,®,(, on peut défi-
nir la répartition attendue des réponses de 1'ensemble de ces sujets pour
les quatre derniers items de chaque essai.

La comparaison avec la répartition effective permet de chercher s'il
existe bien un tripletel,p,Y, (de somme 100) tel que la répartition effec-
tive soit "assez voisine" des répartitions que 1'on peut espérer avec<£,P,Yl

Nous remarquons que 1'amélioration lors de 1'essai avec vérification
trés marquée au CP, ne donne pas un accroissement important du nombre des

réussites completes (5/18 a 7/18).

Le nombre des échecs complets reste important (7/18 = 39 %), bien
qu'inférieur au résultat obtenu pour les relations simples.

L'analyse conduite sur le groupe de CP montre que 1'hypothese d'une
stabilité des choix d'un indice "pertinent" ne peut &tre retenue.

H - Réponses aux relations simples et réponse a la relation produit

Nous allons analyser d'abord les réponses par groupe d'dge, mais nous
préciserons ensuite sujet par sujet, comment s'effectue le passage des re-
lations simples & la relation double. Pour cela nous donnons d'abord un
tableau qui résume les résultats donnés dans les paragraphes précédents.

Succession des réponses pour 1'ensemble des essais de 1'expérience

Le tableau suivant donne dans cet ordre le nombre de sujets qui
donne :
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- une réponse correcte au premier essai spontané . (S1+)
- une réponse correcte au premier essai avec vérification (V1+)
- une réponse correcte au second essai spontané (Sp+)
- une réponse correcte au second essai avec vérification (Vo+)

- une réponse correcte & 1'essai spontané pour la relation double (S+)
- une réponse unidimensionnelle & 1'essai spontané pour la rela-

tion double . (Su)
- une réponse correcte & 1'essai avec vérification pour la rela-

tion double (v+)
- une réponse unidimensionnelle a 1'essai avec vérification pour

la relation double (Vu+)

Sq+ Vi+ | So+ Vo+ S+ Su V+ Vu N
636 4 8 8 8§ | 5 0o | 7 4 | 18
7:6 10 10 13 13 10 2 " -2 14
836 " 13 14 15 12 1 14 0 15

25 31 35 36 27 3 32 6 47

A tous les dges le nombre des réussites spontanées & 1'épreuve produit
est voisin du nombre des réussites spontanées a la premiére épreuve simple.

Ces réussites sont en nombre 1égérement inférieur aux réussites aux
deux épreuves simples. Cependant, nous avons remarqué une amélioration
croissante dans les réponses des sujets au cours des essais "simples",
correspondant a une facilitation des hypotheses correctes ; cet effet
"d'apprentissage” ne se transfére pas entiérement pour la relation double :
les réussites partielles elles-mémes restent inférieures au résultat de la
dernigre épreuve (30/47 contre 36/47). Le “"croisement" de deux relations
simples, introduit donc une difficulté supplémentaire. Cependant, lorsque
la vérification est possible, les réussites partielles correspondent au
résultat de 1a dernigre épreuve 3 7;6 et 8;6 ans (27 contre 28) et sont méme
plus nombreuses & 6;6 ans (11/18 contre 8/18).
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Cet effet d'"apprentissage" se retrouve lorsqu'on analyse les réponses
de chaque sujet pour les trois épreuves successives. I1 est cependant limits
car aucun sujet a ant échoué & la succession des essais "simples” ne réussit
ni 1'épreuve double spontanément ni avec vérification.

De manigre plus précise selon les réponses successives de chaque sujet,
nous observons :

- au CP (6 ou 7 ans) : tous les sujets qui réussissent spontanément les deux
relations simples réussissent aussi spontanément & la relation double (3 sujets]

Réciproquement, tous les sujets qui aboutissent & une réussite a la relation
double avaient réussi spontanément au moins une épreuve simple (4 sujets).
Aucun sujet échouant a la succession des 3 premiers essais ne réussit 1'épreu-
ve double (8 sujets) ;

Si on considere maintenant 1'intervention des essais avec vérification
on observe qu'ils sont déterminants & 6;7 ans, ol 1'"apprentissage" de cons-
titution-d'une hypothse correcte (simple ou multiple) se poursuit pendant
1'épreuve de la relation double, cependant que les réussites simples (et méme
les réussites partielles pour la relation double) restent faibles (.60) a cet
dge 1a alors qu'elles dépassent .90 a 7;6 ans.

Le nombre de sujets ayant su spontanément faire un changement approprié
d'hypotheses (S1 + So +) est compris entre Te nombre de réussites doubles
spontanées (S+) et le nombre de réussites "doubles" finales (V+) 3

Le tableau ‘\ donne le pourcentage de ces réussites pour les différents
dges.

S+ Vy+So+ V+
6-7 .28 .33 .39
7-8 1 .71 .79
8-9 .80 .86 .93

L'évolution concerne de la méme maniére, & la fois relation simple et

relation double ; elle est marquée par une différence nette avant et aprés
7 ans.
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- au CE1 (7-8 ans), tous les sujets qui réussissent les deux relations

simples, dont la deuxieme spontanément, réussissent aussi spontanément

1'épreuve de la relation double. Seul le sujet qui échoue complétement

aux deux relations simples échoue aussi complétement 3 1'essai avec vé-
rification pour la relation double ;

- au CE2 (8-9 ans), tous les sujets sauf deux, qui réussissent les 3 der-
niers essais des relations simples réussissent spontanément 1a relation
double. Au niveau des réponses spontanées il y a donc une implication entre :
- la réussite aux épreuves simples,

- la réussite a 1'épreuve "double".

5. INTERPRETATION ET DISCUSSION DES RESULTATS

a) L'hypothése initiale de 1'homogénéité des relations que le sujet doit
trouver, se trouve éonfirmée par les résultats.

b) L'effet du facteur spatial est trés faible et ce qui est plus important,

il y a un transfert d'une épreuve simple sur la suivante :

D'autre part, aucune des relations n'est privilégiée lors de 1'épreuve
de relation double.

c) Avec de telles relations homogénes i1 n'y a pratiquement pas de difficulté
intrinséque a la combinaison de deux relations simples : les réussites

compléetes a 1'épreuve de relation double ne sont que de trés peu inférieures
au résultat de la derniére épreuve simple. Dés 7 ans les sujets dans leur
quasi unanimité sont capables d'analyser successivement (Sq Vy, puis Sp V,)
comme simultanément (S, V) les indices qui déterminent les relations qu'ils
ont & trouver. De plus, dés que les sujets savent faire une hypothése stable
en choisissant un index fixé, ils peuvent utiliser 1'autre indice Torsque
1'épreuve le nécessite et méme il y a facilitation pour fixer un indice
correct déterminant la réponse lorsqu'un essai a eu Tieu ol 1'autre indice
était déterminant.
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L'utilisation de deux indices est d'une trés faible difficulté spéci-
fique. Le facteur déterminant dans la construction d'une relation double,
aprés la construction des relations simples qui la composent, apparait donc
comme 1'analyse correcte du matériel expérimental qu'on peut définir comme
un produit A x B (ici d'indices), cette analyse étant concomittante avec
1'hypothése que chaque réponse simpie est effectivement déterminée par un ou
deux facteurs A ou B (ici 1'un des indices).

d) Si nous comparons cette expérience avec les expériences précédentes de
construction de relations entre les produits nous pourrons faire 1'hypothése
suivante : le matériel Cg x Cd qu'il faut analyser pour donner chaque réponse,
est concu non comme multiplication de deux dimensions coordonnées mais comme
addition de deux indices juxtaposés. Chaque élément est défini par la présence
de deux éléments de méme nature c'est-a-dire, est une partie & 2 éléments de
1'ensemble, réunion des 2 ensembles de couleurs de droite et de gauche.

Le probleme pour le sujet est alors, pour une relation simple, de re-
pérer sur 2 indices (6 couleurs) parmi 6 quel est celui auquel associer 1
é1ément donné parmi 6 (1'animal de gauche, par exemple), la localisation
spatiale pouvant intervenir pour faciliter ce repérage.

Selon cette hypothése, la relation double peut se faire en ¢ffectuant
successivement les deux repérages d'indices, un'pour 1'animal de gauche,
1'autre pour 1'animal de droite ; la spatialisation des indices est un moyen
de contrdle de la succession des deux opérations, leur donnant une efficacité
aussi grande que celle de chaque opération prise isolément.

I1 est clair que 1'"imbrication" des dimensions dans un produit F x C
tel que ceux utilisés pour la majeure part de notre matériel, ne permet pas
ce type de fonctionnement "additif" ; un autre contréle, 1ié étroitement a
la structure symétrique du produit (ol les 2 facteurs peuvent jouer les
mémes réles) est nécessaire : ce qui apparait ressortir de ces expériences
sur les correspondances produit est la difficulté spécifique a une coordina-
tion multiplicative d'opérations de correspondances simples, nécessitant par
ailleurs une double analyse dimensionnelle qui présente au préalable ses pro-
pres difficultés. ’
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12 - CONCLUSION

Nous avons analysé, au cours de cette partie, de multiples données
sur 1'acquisition des notions intervenant dans le champ conceptuel de la
combinatoire de dimensions. Les résultats obtenus nous permettent d'ap-
porter des réponses aux questions initialement posées (1), de faire des
hypothéses sur 1'évolution des représentations des enfants, du point de
vue de la dimensionalité du produit ensembliste (2), enfin ils nous sem-

~ blent indiquer des possibilités d’intervention sur Tes acquisitions dans

ce domaine (3).

12.1. Etude du "cortege" des propriétés associées a un produit A x B

12.1.1. L'étude des conduites des enfants, en fonction de leur efficacité
(réussites/échecs) et des procédures utilisées, a confirmé la validité de
1a distinction initiale entre produit homogéne et produit hétérogéne de
deux dimensions, du type F x C. En particulier les procédures de cons-
truction de E x E doivent se dégager des représentations liées a ey,
pour se rattacher aux procédures contrdlé& par une représentation en pro-
duit (§ 7.1.).

Dans les mises en correspondance entre produits (§ 10, 11) les trai-
tements respectifs des produits F x C et Cq x Cp confirment également la
nécessité de les considérer différemment ; i1 ressortdes résultats 1'exis-
tence d'une représentation plutét additive que multiplicative de Cq X Co,
facilitatrice pour la téche considérée.

12.1.2. Les conduites des enfants sont compatibles avec une représenta-
tion ensembliste du produit & partir du CP seulement : auparavant le res-
pect de 1'unicité est une contrainte difficile a intérioriser (§ 6, 7).

Une autre remarque sur 1'unicité se dégage a partir des résultats de la
constraction de C x F ; elle ne tient pas aux propriétés des représentations
mais & des questions de méthodologie : c'est celle de la signification
pour 1'enfant de la consigne "ne pas faire de doubles", "ne pas faire 2
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pareils". Ainsi on observe des arréts au cours de la construction de
C x F (§ 6)chez des enfants qui traitent pourtant les deux dimensions
comme indépendantes (constructions "distributives”)La signification at-
tribuée a 1'unicité (au-dela du CP, jusqu'au CE2) est tres restrictive
et contradictoire avec 1'exhaustivité.

Cela nous a conduit a modifier 1a méthode utilisée pour intervenir
sur 1'unicité dans la construction des produits homogénes C x C et F x F
(§ 7) : 1'observateur signale, s'il y a lieu, 1'existence du premier
double et le fait éliminer. Cette méthodologie nous parait éviter le
probleme de signification des termes de la consigne, tout en gardant
inévitablement ouverte la question du statut de 1'identité de couples
de valeurs de deux dimensions. '

12.1.3. L'indépendance des dimensions et 1'exhaustivité de la construc-

Eﬂ@l sont deux problémes liés.

L'indépendance des dimensions se traduit par la possibilité d'asso-
cier des valeurs différentes d'une dimension & une méme valeur de 1'autre.
La construction des “"mouchoirs" réalisant F x C (§ 6) indique qu'en CP
c'est une minorité d'enfants qui produit spontanément des ensembles
"distributifs”; a partir du CE1 la distributivité est respectée par la
majorité des enfants ; elle est quasi-systématique au CM1.

L'exhaustivité, étudiée dans toutes les tdches de construction ol
les enfants sont "relancés” en cas d'arrét (§ 3 pour C x F, § 7 pour C x C
et F x F) nous semble un critére peu discriminatif des représentations,
(quant a nos conditions expérimentales).

D'une part, selon le critére retenu -exhaustivité stricte (tous
les éléments du produit sont construits une fois), ou exhaustivité large
(i1 peut manquer 1 élément)- on obtient des résultats fort différents.
Pour les petites valeurs numériques utilisées, 1'exhaustivité large peut
&tre obtenue avec des procédures de type "essais et erreurs” pour peu
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qu'un contrdle d'unicité soit assuré ; de ce fait, 1'exhaustivité large
est ainsi respectée par la majorité des sujets. L'exhaustivité stricte
pose en revanche des problemes jusqu'au CEZ.

D'autre part, 1'exhaustivité de la construction fournit des informa-
tions sur le caractére ensembliste "amorphe" du matériel construit . Le
respect simultané de 1'unicité et de 1'exhaustivité nous semble cependant
une caractéristique nette des représentations ensemblistes du résultat,
évoluant de facon marquée de la maternelle (5;6 ans) au CP (6;6 ans).

12.1.4. La symétrie de traitement des dimensions est quelque chose de
difficile a respecter. Un premier acquis concerne les projections du

résultat construit sur chacun des ensembles de base. L'existence de pro-
cédures réguligres, de rangements dimensionnels, ainsi que de mises en
correspondance dimensionnelles sont des indices variés de la place, ou
de 1'absence, des projections sur chaque facteur de base dans les repré-
sentations du produit, au moins a priori.

Cependant, les analyses des diverses activités dans les taches de
construction de C x F conduisent & fortement nuancer cette hypothese.

Le fait que les enfants n'utilisent pas de procédure systématique
(toutes les formes d'une couleur donnée, ou 1'inverse), ou ne fassent
pas de rangement spontané, n'apparait pas, 3 soi seul, comme significatif
de 1'absence de représentations des projections ; i1 faut relier ces con-
duites a d'autres observables comme 1'efficacité des constructions, les
justifications de 1'exhaustivité, le dénombrement "en aveugle" de 1'en-
semble des éléments d'une couleur et/ou d'une forme donnée.

Au-deld du CE2 les enfants produisent des réponses positives a ces
dernigres questions sans utiliser nécessairement procédures systématiques
de construction ou de rangement ; cependant, les plus jeunes enfants
(CP a CE) ont besoin d'utiliser explicitement 1'une des "projections”
dans leur procédure, et/ou dans un rangement, pour contrdler 1'exécution
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de construction (§ 3, 4, 5) : i1 apparait un caractere producteur, bien
que 1imité, des rapports entre relations ensemblistes (dans le produit)
relations temporelles (procédures) et relations spatiales (rangements).

Par ailleurs, les deux dimensions utilisées (des réalisations variées

de formes et de couleurs) sont traitées de facon trés asymétrique dans la
plupart des téches.

La "projection" sur la forme est nettement dominante pour les pro-
cédures ("balayage" des formes différentes) et pour Tes rangements, si
1'on considere 1'ensemble des enfants. Toutefois, pour les enfants de CP la
couleurest dominante dans certaines situations, alors qu'en CEZ 1'usage

des projections sur la forme et sur la couleur sont assez souvent équi-
1ibrés

De facon dominante, avant le CE2, les traitements unidimensionnels
sont la régle pour les différentes opérations spontanées” (§ 4, § 6, §8,09,
10).

La mobilisation d'utilisation de 1'autre dimension n'est pas possible
pour toute tdche chez les enfants de CP et CE1. En particulier dans le cas
de formes non significatives ils ne réussissent pas a effectuer de change-
ment de dimension dans 1'analyse d'un matériel F x C (§ 9). En CE2 Te
changement de dimension reste trés peu disponible (§ 9 et 10).

12.1.5. La complémentation dans le produit (construire les éléments qui

ne sont pas "carré et rouge") est en rapport étroit avec les représenta-

tions du produit : c'est ce qui ressort de 1'expérience "négation et pro-
duit" (§ 6).

Cette étude comparée des tdches de négation conjonctive et de cons-
truction du produit a mis en évidence une étape spécifique (CE2, 2 ans)
dans 1'évolution : elle se marque par une conduite typique de négation
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"en contraire". Dans le cas ol la négation correspond & un complément
dans le produit, cette réponse "en contraire” est compatible avec la
succession suivante d'opérations : "faire la négation sur chague dimen-
sion" puis "faire le produit" (succession inverse de celle appropriée).
Cependant les résultats de 1'expérience complémentaire de négation con-
jonctive "homogene" (§ 6.2.) indiquent que le domaine de validité de
cette forme de négation ne se limite pas a la situation du produit.

12.1.6. Les opérations numériques de dénombrement "en aveugle" des élé-
ments d'une forme ou d'une couleur donnée, ainsi que de prévision des

é1éments nouveaux & construire, quand on adjoint un nouvel élément a
1'un ou a 1'autre des ensembles de base, apportent des informations sur

la représentation de 1'ensemble construit.

L'anticipation impliquée dans la tdche de prévision apparait de beaucou
la - plus difficile - au moins au niveau de la disponibilité des opéra-
tions en jeu, qui reste trés limitée jusqu'au CM1. Toutefois, a partir
du CE2 i1 est possible de mobiliser des représentations qui permettent
1'anticipation d'une adjonction d'élément pour 1'un comme pour 1'autre
des ensembles de base (F et C) (§ 4). Avant cette période de 1'évolu-
tion, 1'asymétrie de traitement des relations apparait nettement liée
3 leur mode de réalisation.

12.1.7. Les tiches de construction du produit (F x C) et Tes opérations
effectuées sur un produit hétérogéne apparaissent plus faciles aue les
tiches de mise en correspondance de produits de type F x C : des repré-

sentations moins élaborées apparaissent comme suffisantes dans le pre-
mier cas pour produire des regles d'action efficaces, dans les modalités
utilisées dans nos expériences. En particulier la considération succes-
sive de chaque dimension est presque toujours suffisante - des lors qu'on
ne demande pas de produire une régle d'arrét dans la construction. En
opposition avec ces situations, les situations-probleémes ol 1'enfant

doit faire des hypotheses (implicites ou explicites) sur les caractéres
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de la correspondance qu'il doit compléter, exigent d‘autres caractéris-
tiques des représentations. Tout d abord celles-ci doivent &tre stables :
or il apparait que la const1tut1on d'hypotheses stables . de  dépendance
par rapport a 1'une ou 1'autre dimension est difficile jusqu'au CM

(§ 9-10) méme pour la seule constitution d'hypothéses unidimensionnelles.
De plus, la coord1nat1on multiplicative de deux hypothéses unidimension-
nelles (stables) exige une représentation symétrique, et une simultanéité
de prise en compte de chaque dimension : c'est une difficulté spécifique,
non résolue avant le CM2 (§ 9, 10), encore est-il souvent nécessaire de
mobiliser la coordination multiplicative de deux hypoth&ses, qui n'est
pas spontanée. L'analyse des informations disponibles apparait par ailleurs
moins opératoire que les effets percus par 1'enfant de ses choix (§ 10).

L'utilisation d'un "produit" homogéne Q; x G ol 1'indexation des
ensembles (disjoints) C et Cy coTncide avec une disposition spatiale,
semble faire intervenir d autres representat1ons, plus disponibles, ne
supposant pas simultanéité de prise en compte des relations unidimension-
nelles, représentations que nous qualifions d'additives (§ 11).

12.1.8. La question des rapports interdimensionnels est apparue au cours

des expériences avec le constat du traitement asymétrique des dimensions,
dépendant a la fois des réalisations matérielles et des opérations consi-
dérées (§ 3, 4, 5, 8, 9, 10). Au niveau des représentations il ne semble
pas s'agir d'une dominance systématique d'une dimension, mais plutdt
d'une différenciation de la prise en compte relative des dimensions, et
d'une fonctionalité différente dans les opérations bidimensionnelles

(§ 8, 9, 10). Cette question reléve trés fortement de Ja signification

du matériel utilisé, et intervient sur le domaine de validité des proprié-

tés des représentations de la combinatoire de dimensions du type forme et
couleur.
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12.1.9. Les relations ensemblistes et spatiales apparaissent avoirdes

rapports importants, qui dépendent a la fois de 1'évolution et des opé-

rations qui font appel & ces relations. Les mises en rapport des pro-
priétés ensemblistes et spatiales ne sont pas spontanées pour nombre de
jeunes enfants : cela se traduit & la fois dans la relative limitation
du nombre des rangements spontanés et méme suscités (§ 4) et par une
opéra tivité limitée (§ 3, 4). Le caractére producteur des rangements
pour 1'exhaustivité des constructions est Timité par 1'état des acquis
des enfants. '

La disposition spatiale de produits joue un role dans les mises en
correspondance et facilite les prises en compte unidimensionnelles ou
bidimensionnelles, mais cet effet producteur a des limites assez étroites

(5 8).

En ce qui concerne les relations ensemblistes et temporelles, 1'ana-
lyse des procédures de construction de C x F (§ 3) indique que les rap-

ports sont relativement ldches dans une situation ol ne sont pas intro-
duites de contraintes particuligres de ce point de vue ; le faible nombre
de procédures exprimant des relations ensemblistes dans 1'adjonction d'un
é1ément lors de la construction de E x E (§ 7) confirme, qu'avec les pe-

tits cardinaux utilisés, les enfants peuvent avoir des moyens de contréle
de leurs productions qui ne se traduisent ni sur le plan des relations
spatiales, ni sur le plan des relations temporelles.

12.1.10. Une surprise : les marques de 1'évolution du CE1 au CE2 (autour
de 8 ans) ont des caractres assez paradoxaux_: dans plusieurs tdches,

avec des groupes d'enfants différents, nous avons observé une baisse -
souvent faible mais pas toujours.- du nombre des réponses correctes a
certaines questions, entre le CE1 et le CE2 (alors que pour d'autres
tiches on observe des modifications notables "positives"). Cette régres-
sion apparente des enfants, rencontrée ailleurs par d'autres psychologues

(R. Samurcay, 1984), nous semble correspondre a une réorganisation pro-
fonde des représentations. Au cours de cette réorganisation les anciennes
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régles d'action peuvent devenir inopérantes alors que de nouvelles -
appropriées aux nouvelles représentations - ne sont pas encore en place.
Plus précisément, nous allons maintenant donner nos hypotheses générales
sur 1'évolution des représentations, qui nous permettront d'expliciter
davanfage ce probleme de réorganisation.

12.2. Hypothéses sur les représentations des enfants du point de vue de

la dimensionnalité du produit : évolution génétique

Globalement, 1'augmentation de la variété des tiches réussies est un
indice observable de 1'enrichissement du champ conceptuel sur la combina-
toire ensembliste ; toutefois nous ne pourrons pas, avec nos études syn-
chroniques, dégager une hiérarchie assurée dans cette évolution.

Dans un premier temps - vers 5 ans (en maternelle) - alors méme que
les matériels de base A et B sont 1'objet d'opérations ensemblistes, le
matériel produit par combinaison des g1éments de A et des éléments de B
ne fonctionne pas nécessairement comme un ensemble. La contradiction entre
1'unicité des couples et 1'indépendancé des dimensions peut conduire a des
réplications d'éléments de A x B, non contrélables par 1'enfant, ou a une
limitation des productions a une partie de A X B ol sont représentés chaque
ensemble de base ; les projections sont bien sur A et B, mais il y a le mi-

nimum d'é1éments "au-dessus" de chaque point de A ou B.

Ensuite, vers 6 ans (CP), le matériel construit par combinaison a
bien les propriétés ensemblistes. Cependant i1 ne semble pas étre, pour
1'enfant, la solution unique au probléme posé : cela se manifeste essen-
tiellement (1) par 1'absence de regle d'arrét. L'enfant serait alors par

(1) Un enfant a explicitement demandé "Est-ce que les autres ont trouvé
comme moi" ? Mais i1 y a un probleme méthodologique difficilement so-
Tuble pour obtenir des explicitations significatives de ce type. En
effet la production spontanée d'une telle remarque n'a pas le méme
sens qu'une réponse sollicitée par une question de 1'expérimentateur.
Nous pensons qu'elle n'a rien d'anecdotique, mais sa répétabilité est
difficile a obtenir. ' '
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rapport a cette tache comme un adulte a qui on demanderait de donner
toutes les rimes au mot "stridence". A un autre niveau de probléeme com-
binatoire, la question de 1'exhaustivité peut avoir un statut de ce type
pour des éléves plus dgés (Balacheff, 1982).

De plus, a ce niveau, 1'ensemble construit - inclus dans A x B -
est peu structuré : certes, 1'une au moins des projections sur A ou sur
B est disponible ou peut étre mobilisée, permettant en particulier des
classifications (rangements), mais ces opérations se composent mal avec
d'autres ; les projections de produits de mémes dimensions sont treés
difficilement mises en relation, méme de facon unidimensionnelle.

Par ailleurs, le domaine de référence et les réalisations de A et B
paraissent jouer un réle important : c'est une premiére Timitation du do-
maine de validité des représentations. Une seconde limitation porte sur
le cadre temporel : la représentation trop peu structurée de A x B ne per-
met pas 1'anticipation : les prévisions sur 1'effet de 1'adjonction d'un
&lément 2 A ou a B ne sont pas disponibles, elles ne sont le plus souvent
pas mobilisables, et jamais pour les deux dimensions.

Ultérieurement, vers 7 ans (CE1), la représentation de A x B semble
avoir un caractére plus structuré, mais structuré de facon asymétrique et
a dominante "additive", comme un espace fibré au-dessus de 1'une des di-
mensions. A la projection sur cet ensemble de base est associée la classe
d'équivalence correspondante : elle est le plus souvent isomorphe a 1'au-
tre ensemble ; ainsi le dénombrement "en aveugle" du nombre de carrés -
par exemple - est possible 's'il y a organisation au-dessus des formes,
mais 1'anticipation n'est pas disponible pour. autant. Les sections du
type icg x F n'ont pas nécessairement d'existence, mais la mobilisation
de leur representat1on peut fournir un critére de complétion, par utilisa-
tion par 1'enfant de 1'isomorphisme de {c] x F avec 1_ensemb1e de base F.
Les opérations de négation, mises en relation, prévisions sont possibies
(spontanément ou avec mobilisation) : elles sont unidimensionnelles.
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Vers 8 ans (CE2) se situe une étape importante : une réorganisation
des représentations a lieu, qui se manifeste par la baisse paradoxale
de certaines performances et la transformation notable de certaines ré-
ponses. L'ensemble A x B commence & se structurer de facon symétrigue
par rappokt a chaque dimension. Certaines opérations sont spontanément
bidimensionnelles, comme la négation, pour d'autres on peut mobiliser
1'utilisation successive ou simultanée des deux dimensions ; ainsi les
ahticipations sur 1'adjonction d'un élément sont mobilisables - qu'on
ajoute une forme ou une couleur - mais si les projections sont composa-
bles avec des applications disjointes de C sur C' et de F sur F', la com-
position multiplicative du résultat n'est pas encore mobiiisable. Dans
cette méme période, la symétrie des couples (a, b) et (b, a)iun produit
E x E est utilisable dans des procédures systématiques de construction
ou d'adjonction.

Ensuite, vers 9 ans (CM1) le produit A x B est représenté avec son
cortege de relations et d'applications (isolément) composables ; (le dé-
nombrement multip]icatif de 1'ensemble produit est disponible). Le domaine
de validité des opérations n'est plus limité par les réalisations maté-
rielles, les produits hétérogeéne et homogéene se "rapprochent" - quant au
traitement de leur construction tout au moins. Cependant, la composition
multiplicative d'applications est encore difficile :.elle sera mobilisable
un peu plus tard (vers 10 ans, au CM2) mais avec un domaine de validité
moins large que pour les autres opérations :la maitrise d'hypothéses bi-
dimensionnelles sur les relations entre produits reste limitée. Cela est
a mettre en rapport avec les conclusions obtenues par ailleurs sur la
coordination de relations comme "devant/derrigre" et "droite/gauche”
(Meyer, 1935)- ST

Du point de vue de 1'évolution des représentations de la "dimen-
sionalité" on peut ainsi distinguer : une période d'acquisition des opé-
rations unidimensionnelles, ol la nature méme des dimensions joue un réle
trés important, une phase de réorganisation - qui semble assez bréve -
avec symétrisation du statut des dimensions - conduisant & une premiére
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mise en oeuvre de la bidimensionalité, enfin une période d'extension
du domaine de validité des opérations bidimensionnelles, a la fois
quant au caractere des ensembles de base et aux opérations a effectuer.

12.3. Peut-on agir sur 1'évolution des acquisitions sur la dimensionalité ?

Nous avons étudié des acquisitions cognitives, compte-tenu d'un
enseignement trés réduit, sinon absent sur les questions correspondantes
(cf. Partie IV, infra). Peut-on, de cette étude, inférer des éléments sur
une intervention possible ?

Des travaux ont déja été conduits au niveau du CP ; ils montrent
(Pinelli, 1978)1a possibilité d'intervention pour certaines des opérations
concernant le produit : essentiellement la construction d'un produit
s'inscrivant dans le cadre spatial d'une "matrice avec marges”. Nous avons
vu que cette perspective de relation étroite avec 1'organisation spatiale
n'était pas exhaustive par rapport aux différentes opérations qui font
partie du champ conceptuel de la combinatoire des dimensions. De plus,
la longue durée de 1'évolution - qui couvre toute Ta période de 1'ensei-
gnement primaire - rend peu plausible 1'idée qu'une intervention Timitée
ait une large efficacité.

Nous n'avons pas expérimenté d'apprentissage, ni de séquences didac-
tiques, mais certaines des observations faites nous semblent indiquer des
points et des modes d'intervention possibles, qui touchent a des niveaux
d'acquisition différents.

I1 nous parait nécessaire tout d'abord de sortir du cadre des dispo-
sitions spatiales dont le réle producteur peut occulter des obstacles
rencontrés par les enfants au niveau des représentations, de s'appuyer -
néanmoins - sur ces effets producteurs mais en introduisant des contraintes
qui imposent de dépasser ce cadre. Par exemb]e : donner des taches de mo-
difications des rangements spontanément fournis par des enfants (CP, CE1 :
voir le protocole de Dom), ou confronter des rangements différents de
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plusieurs éleves, pour conduire & 1'utilisation de la dimension actuelle-
ment dominée ou occultée par.1’autré ; mettre en conflit les relations
numériques dans le produit cartésien et dans le produit spatial pour
induire une analyse préalable du matériel (CE)

Ensuite, dans 1'acquisition de la bidimensionnalité, deux propriétés
des représentations bourraient étre un objet d'intervention particuliére :
d'une part le domaine de validité, d'autre part la symétrisation des di-
ménsions. La variation des dimensioné utilisées, ainsi que celle des réa-
lisations matérielles - assortie de tdches d'identification - est, nous
semble-t-i1, une méthode possible quant au premier objectif. En ce qui
concerne le second, un questionnement systématique sur la dimension non
spontanément mise en oeuvre, dans des taches diverses (dénombrements,
analyse d'un matériel, anticipations sur 1'adjonction...) nous parait
une méthode productive, en tout cas & un certain-moment de 1'acquisition
(autour de la phase de réorganisation, CE2).

Enfin, i1 nous parait possible et nécessaire de considérer les dé-
veloppements qui suivent 1'acquisition de la bidimensionalité, en conti-
nuant 3 faire intervenir la variété des situations-problémes. En parti-
culier les tiches de mises en correspondance de produits, qui nécessitent
de faire des hypotheses stables et de les composer, nous semblent suscep-
tibles de contribuer au renforcement et a 1'élargissement des acquisitions
sur la bidimensionalité. Cela pourrait étre mis en rapport avec 1'ensei-
gnement scientifique et le travail d'élaboration - puis de test - d 'hypo-
theses sur les facteurs intervenant dans un phénoméne donné : si ces fac-
teurs interviennent de facon indépendante on est dans le cas d'une organi-
sation de type multidimensionnel, dont la représentation pourrait s'appuyer
sur les acquis de la combinatoire des dimensions.
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1 - DESCRIPTION DES DISPOSITIFS EXPERIMENTAUX - METHODE D'ANALYSE DES REPONSES

Rappelons qu'il s'agit d'étudier les propriétés que les enfants mettent
en oeuvre pour repérer une position d'un point dans un plan, dans la situa-
tion particuliére ol le plan est "discrétisé" et organisé selon un quadril-
lage régulier, simple. L'objectif principal est d'analyser les différents
invariants spatiaux utilisés par les enfants, et plus particuligrement les
invariants dimensionnels (conservation de la position de chaque coordonnée).

Nous allons décrire d'abord les dispositifs expérimentaux : Tle matériel,
les caractéres des positions a repérer, les transformations spatiales éven-
tuelles, la procédure expérimentale ; nous donnons ensuite un tableau synop-
tique des situations et des sujets ; enfin nous présentons le mode d'analyse
des résultats : classification des réponses, des sujets.

Les chapitres suivants concerneront les différentes analyses effectuées :
comparaison globale des résultats, utilisation des invariants spatiaux (topo-
logiques, affines, métriques), les invariants d'orientation, de développement
des invariants dimensionnels, ainsi que la comparaison d'un repérage "déspa-
tialisé" avec les repérages "spatialisés" sur quadrillage.

1.1. Repérage spatial

Le sujet et 1'expérimentateur disposent chacun devant Tui d'un maté-
riel analogue. '

1.1.1. Matériel expérimental

Les points é.repérer sont des intersections d'un quadrillage 6 x 6 de
bandes plastifiées de 10 mm de large réguliérement disposées sur un carré
de bois naturel de 25 x 25 cm (cf. Fig. I). Les intersections sont matéria-
lisées par des punaises fixes de 12 mm de diamétre, recouvrant 1'intersec-
tion. Une punaise magnétique, de 12 mm de diamétre sert au repérage. Nous
la désignons par la suite par le terme de "pion". (Un pion pour 1'expéri-
mentateur qui 1a place sur son quadrillage, et un pour le sujet). Une mar-
que rouge identifie un des angles du quadrillage pour désigner implicitement
une origine au repérage.




Deux réalisations différentes de qdadri]]age ont été utilisées pour
analyser les éléments pris en compte par les enfants pour placer leur pion
au méme endroit du.quadrillage que celui de 1'expérimentateur, comme le leur
demande la consigne (cf. infra) :

- quadriliage noir : les bandes sont uniformes, noires ; ce quadrillage est
codé dans la suite : N ;

- quadrillage couleur : chacune des (12 bandes) est d'une couleur qui Tui
est propre : un carrefour (intersection) est ainsi identifiable de facon
intrinséque, sans tenir compte de sa position spatiale ; ce quadrillage est
noté dans la suite : C.

1.1.2. Nature des positions & repérer

La Figure 1 indique les 16 positions successivement occupées par le
pion de 1'expérimentateur.
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L'ordre indiqué est celui qui va du centre du quadrillage vers le bord,
ordre utilisé avec tous les matériels. Nous avons utilisé également 1'ordre
inverse dans certaines situations pour repérer 1'existence d'effets spécifi-

~

ques a cet ordre de succession des positions.

Nous avons choisi des ordres trés contrastés, faisant repérer d'abord
soit tous les points du centre (dont nous pensions qu'ils étaient les plus
difficiles) soit tous les points des angles (dont nous faisions 1'hypothése
de la plus grande facilité).

En fonction de nos objectifs, nous n'analysons pas les déplacements
d'une position a une autre, mais nous avons a choisir deux ordres fixes
pour tous les sujets, dans toutes les conditions paur nous permettre d'ap-

précier 1'existence de certains effets.

Par ailleurs, sur le plan de la conduite de 1'expérience, 1'expérimen-
tateur prenait soin de ne pas déplacer horizontalement son pion mais de le
retirer nettement au-dessus du quadrillage avant de Te placer sur une nou-
. velle position.

Certaines réactions d'éléves en cours de passation indiquent bien une
prise en compte probable des déplacements (1), cependant 1‘analyse détaillée
des protocoles ne montre pas de phénoméne massif spécifique, ni qualitatif,
ni quantitatif.

(1) Ainsi en est-il de certains commentaires d'enfants précédant leur action
dans la situation "déspatialisée" des carrefours, ol il n'y avait pas de
déplacement du pion de T'expérimentateur : "le pion, i1 va 1a". Nous di-
sons qu‘une telle situation est "déspatialisée" parce que les "places’du
pion de 1'expérimentateur sont présentées par des indices de couleurs,
et non situées dans un repére,
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. Classification des positions a repérer :

Les 16 positions que 1'enfant doit successivement repérer se répar-
tissent en 4 groupes, regroupés en 2 catégories :

- les 4 sommets, notés S,

- les 4 autres points du bord, notés B, formant les 8 points du groupe
"frontiere", noté F (distingués entre eux par des propriétés "affines") ;

- 4 points médians, notés M,

- les 4 points du centre, notés C, formant les 8 points du groupe "intérieurs"
noté C (distingués entre eux par des propriétés "métriques" : étre plus ou
moins loin du bord.

Les 4 points de chaque groupe sont présentés en succession, et 1'ordre
entre groupes est S-B-M-C (ordre B —> C) ou C-M-B-S (ordre C —> B).

4.1.3. Disposition des quadrillages

Trois situations ont été utilisées, ou les transformations spatiales
faisant passer du quadrillage du sujet - QS - & celui de 1'expérimentateur
- QE - étaient les suivantes :

- situation “"c6te a cote" : le sujet et 1'expérimentateur sont cdte a cote ;
c'est une translation (de 1'ordre d'une quarantaine de centimétres) qui fait
passer de QS a QE (rotation : 0°) ;

- situation "biais" : le sujet et 1'expérimentateur sont placés environ a
45°, 3 peu prés a la méme distance que précédemment (rotation : 45°) ;

- situation "face a face" : le sujet et 1'expérimentateur sont face a face,
toujours a la méme distance ; une rotation de 180° fait passer de QS a QE
(plus translation).




La figure 2 donne le schéma de ces trois situations.

‘'cOte & cote"

(0°)

"biais"
(45°)

Figure 2

“"face & face"

(180°)




L 'hypothése faite sur ces situations est, bien entendu, que la situa-
tion cote a cdte (codée "0°") serait plus facile que celle du biais (c jée
"45°"), elle-méme plus facile que celle de face a.face (codée "180°") - ou

N

1'on devrait s'attendre a de nombreuses réponses "en miroir".

Une raison plus spécifique a conduit & 1'introduction de la situation
de biais : Tes analyses sur les mouvements oculaires lors de situations de
repérage (Vurpillot 1968, Baudonnigre et Pécheux 1978) ont mis en évidence
1'importance des balayages "horizontaux". En situation céte a céte, le pro-
longement visuel des "“horizontales" peut étre utilisé par les enfants dans
le repérage ; cette possibilité est supprimée dans la situation biais, mais
le sujet par un mouvement approprié du tronc et/ou de la téte peut se pla-
cer par rapport & QE dans une position similaire a celle occupée - sans mou-

vement - dans la situation c6te a céte. (L'enfant peut ainsi conserver le
méme point de vue par rapport & QE et a QS).

Nous devons préciser que 1'expérimentateur s'est toujours place & droi-
te du sujet : notre objectif était en effet non pas 1'analyse des activités
spatiales &s qualités mais 1'étude de la construction de la composition mul-
tiplicative de repérages unidimensionnels. Le respect de 1'orientation (gau-
che/droite) dans le repérage horizontal est un des éléments de notre €tude -
qui nous permet essentiellement de situer nos résultats par rapport & ceux
des travaux effectués sur 1'espace. Nous avons néanmoins analysé les effets
possibles de cette place de 1'expérimentateur pour la situation "céte 3 cote"
avec le quadrillage noir, en comparant les réponses données par les enfants
sur les positions situées "du coté de 1'expérimentateur” et sur les posi-
tions opposées (sur 1'horizontale).

. 1.4, Procédure expérimentale

Apres la familiarisation avec le matériel (identification sur les deux
quadrillages du sujet et de 1'expérimentateur des "chemins" et des “carre-
fours"), la consigne suivante est donnée :
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"Tu vois, je place mon pion ici (un point intérieur du quadrillage, non
utilisé par la suite) sur ma planche, place le tien pareil ¢’Ir ta planche,
sur le méme carrefour". La compréhension de 1a consigne n‘a posé de pro-

bléme pour aucun de nos sujets aprés une ou deux corrections.

La situation face a face n'a jamais été présentée directement, mais
toujours précédée d'une premiére situation de repérage "direct" a partir
des positions sur QE (situations N et C) soit & partir des seuls carrefours
(situations C et Nm, voir infra, § 2 et 3).

REPERAGE "DESPATIALISE"

Rappelons que cette situation a été introduite pour étudier plus précisé-
ment le repérage intrinsdque possible dans le quadrillage couleur : Torsque
celui-ci n'est paé utilisé par 1'enfant s'agit-il d'une difficulté a utili-
ser les éléments du produit cartésien sous-jacent Cq x C2 ou s'agit-il de
1'effet d'un traitement directement et seulement spatial d'une tache con-
sidérée de ce (seul) point de vue (identifier des positions, non des carre-
fours individuels) ?

. 2.1. Matériel

Le sujet dispose d'un quadrillage couleur et d'un pion. Les carrefours
sont individuellement réalisés par 1'intersection de deux bandes de couleur,
recouverte d'une punaise, disposées sur un carré de bois naturel de méme
taille que celui contenant le carrefour sur le quadrillage lui-méme.

(cf. Fig. 3).

.2.2. Procédure expérimentale

On présente au sujet la succession des 16 carrefours correspondant aux
16 positions de la figure 1, du centre vers le bord. Pour chaque carrefour,
Te sujet doit placer son pion sur "le méme carrefour" de son quadrillage. On
corrige aprés chaque réponse "Carr." Cette partie, appelée "Carrefours" et
notée "Carr." dans Tles tableaux suivants est précédée d'une phase de fami-
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liarisation analogue a celle décrite pour Te repérage spatialisé.

.2.3. Repérage spatialisé "médiatisé"

Nous placons sous cette rubrique les épreuves de repérage spatialisé
qui sont précédées d'une épreuve de repérage “carrefour". Deux situations
ont été utilisées :

- aprés 1'épreuve "carrefours", les sujets passent a la situation couleur
en face a face ; situation notée "Carr —» C, 180°"

- aprés 1'épreuve "carrefours", les sujets passent deux épreuves spatiali-
sées (0° a 180°) avec le matériel suivant : 1'expérimentateur dispose du
quadrillage couleur (utilisé par le sujet dans 1'épreuve précédente des car-
refours) ; le sujet dispose d'un quadrillage dit "noir marque", codé Nm,

de méme dimensions que le quadrillage noir, avec des bandes noires, mais
1'extrémité gauche des "horizontales" et le bas des "verticales" sont mar-
qués chacun d'une couleur identique & celle du quadrillage couleur (1).

Un repérage intrinséque est donc possible, en se référant au quadriilage
dans son ensemble.

Le quadrillage Nm du sujet et C de 1'expérimentateur sont placés
d'abord cbte & c6te puis face a face, pour effectuer les comparaisons avec
les deux autres types de quadrillage (N et C). L'ordre de présentation des
positions est toujours (C —B).

(1) La position des marques de couleur est celle qu'on utilise fréquemment
dans le codage d'un repere de R ¢ dans les manuels scolaires.
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1.3 - LES SUJETS

1

4 -

Les sujets sont des enfants de 4 a 9 ans, répartis en groupes d'dge
moyens : 436 - 536 - 636 - 7;6 et 8;6 ans, d'écoles maternelles (les grou-
pes d'dges 4;6 et 5;6 ans) et primaires d'écoles mixtes urbaines (Paris
et proche banlieue). Les enfants sont a "1'dge normal”de leurs classes,
auxquelles nous nous référerons par la suite.

Le tableau I donne 1'effectif des sujets pour chacune des situations ;
les lettres en indice indiquent qu'il s'agit des mémes sujets pour la si-
tuation de face a face que pour la situation ayant le méme marquage dans
les carrefours ou la situation céte a céte. (p. 16)

(Ainsi 14 sujets de CP ont passé 1'épreuve "carrefour 2", 1'épreuve
"Carr —>Nm" en cote 3 cOte, 1'épreuve "Carr —pNm" en face a face : leur
groupe est codé 14b). : i

Le plan d'expérience n'est pas complet car certaines situations ont
6té introduites pour des questions particuliéres posées par des situations
précédemment analysées, et mettant en jeu des comparaisons locales. Quant a
1'effectif des différents groupes, i1 dépend de 1a répartition des ages
dans les classes des écoles ou les passations ont été effectuées (et de
la présence effective des enfants lors des séances de passation).

METHODE D'ANALYSE DES RESULTATS

.4.1. Nous effectuons des analyses de différents ordres :

1) En termes de correction des réponses (analyse globale : ceci nous

permet d'effectuer un premier niveau de comparaison entre les situations,
et de dégager de grandes lignes dans 1'acquisition du repérage plan.

La comparaison des réponses par groupes (en termes de nombre total .de
positions correctement repérées (1) et des réponses par sujets (en termes

(1) Le tableau II donne la distribution du nombre de réponses dans les dif-

férentes situations. (p. 17).
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de nombre de sujets effectuant un repérage globalement correct des posi-
tions) permet d'affiner ce premier niveau d'analyse.

2) En termes d'invariants spatiaux : nous analysons les réponses don-
nées selon Tes différents types de positions (frontigre/intérieur) pour étu-

dier 1'utilisation d'invariants topologiques (pas de confusion entre fron-
tiere et intérieur du quadrillage), d'invariants affines (les points des
"angles" du quadrillage sont différenciés des autres points du bord), d'in-
variants métriques (1'éloignement des points par rapport au bord du quadril-
Tage est qualitativement respecté).

3) En termes d'invariants d'orientation des deux directions "horizon-
tale" et "verticale" : nous analysons les "réponses en miroir" et les autres
réponses pouvant provenir de transformations spatiales & la fois pour'étudier
la mise en oeuvre d'invariants d'orientation au cours du repérage et pour
analyser les transformations spatiales éventuellement effectuées (mentale-

ment) par les enfants pour compenser en particulier les changements de point
de vue pour les situations biais et face & face.

4) En termes d'invariants dimensionnels : nous étudions la conserva-
tion des deux directions qui déterminent 1'organisation du quadrillage et
qui sont, par rapport au sujet "1'horizontale" (c'est-d-dire la direction
'horizontale" située dans un plan fronto-parallele) et la "verticale" (la di-

rection perpendicu]afre a 1‘horizonta1e)

.4.2. Les réponses des sujets sont classées en fonction de ces analyses :

a) Une premiere classification est faite en termes de réponse correcte :
la position du pion sur QS est identique a celle du pion sur QE.

b) Une deuxigme classification est faite en fonction de 1'étude des
invariants spatiaux généraux :

. classification des erreurs topologiques et affines,
. classification des transformations faisant passer de la donnée sur QE a
la position fournie par le sujet sur QS.
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- symétrie verticale (échange droite/gauche notée Sv)
- symétrie horizontale (échange haut/bas) notée Sh),

- symétrie centrale (échange haut/bas et gauche/droite , rencontrée dans
la situation face a face) notée Shv ;

(cette classification ne s'identifie pas a 1'interprétation qui sera don-
née a ces réponses).

c) Une troisieme classification est centrée sur la conservation de
1'une et/ou 1'autre des dimensions :
. h + horizontale conservée
. vV + verticale conservée.

Dans la.classification des réponses-erronées h + désigne les réponses
ol T'horizontale (seule) est conservée, qui ne coincident pas avec une ré-
ponse "en symétrie” (qui - d'une certaine facon-conserve la position verti-
cale, mais aprés une transformation spatiale erronée) ne respectant pas
T'orientation gauche/droite sur 1'horizontale).

Du point de vue méthodologique, i1 faut remarquer que pour certaines
positions une erreur de position verticale sur la bonne horizontale peut
produire une réponse de type Sv, et que - corrélativement - une transfor-
mation "en miroir" et une erreur de position verticale peuvent conduire a
une réponse "correcte" : ceci pose évidemment des problémes lors de 1'in-
terprétation des résultats statistiques sur les réponses. Nous avons donc
effectué également une classification des sujets.

1.4.3. Classification des sujets

Les sujets sont classés en fonction d'une part du caractere "globale-
ment correct” de Teurs réponses et d'autre part en fonction de 1'utilisation
éventuelle de Ta transformation Sv (dominante, et la seule nettement signi-
ficative dans les analyses des divers auteurs ayant travaillé sur les repérage@.

(1) Nous entendons par "simple .erreur" une erreur de 1 unité dans le repérage
si on le considere en termes de repérage cardinal ou ordinal.
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. Classification selon la correction des réponses :

Nous définissons trois groupes de sujets selon leur nombre d'erreurs :

R = sujets faisant 0, 1 ou 2 erreurs sur 16 réponses ;
I = sujets faisant de 3 a 8 erreurs ;
E = sujets faisant 9 erreurs ou plus (plus de 50 % de réponses fausses).

Pour chaque groupe de 4 points (S, B, M, C) nous pouvons définir de
maniére analogue :

r = sujets faisant 0 ou 1 erreur ;
i = sujets faisant 2 erreurs ;
e = sujets faisant 3 ou 4 erreurs (plus de 50 % de réponses fausses).

Le choix de ces catégories a été fait en séparant les sujets qui ont
moins de 50 % de réponses correctes (sujets "échouant" a la tache de repé-
rage), et parmi les autres en distinguant ceux qui font “"peu" d'erreurs.

Sur 1'ensemble des 16 réponses nous avons comparé les résultats obtenus

pour la classification avec le critére "0, 1, ou 2 erreurs" et celle avec

le critére "0, 1, 2 ou 3 erreurs” pour apprécier le caractére plus ou moins
stable -.et alors considéré comme significatif - de la classification de

la "“réussite”. I1 n'y a que quelques cas ol les résultats des 2 classifi-
cations different nettement. Ces cas isolés sont signalés dans le tableau IV
(chapitre suivant), avec 1'indication du résultat selon la 2&me classifica-

tion.

. Classification selon le nombre de réponses "en miroir" avec deux niveaux
(emboités)

- MD : sujets faisant au moins 50 % de réponses Sv, “en miroir"
(Sv "dominant")

- MS : sujets faisant 14, 15 ou 16 réponses en miroir (Sv "strict")

- MO : sujets faisant moins de 50 % de réponses en miroir.
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L'ensemble des données constituées & partir de ces diverses classi-
fications (non indépendantes) est analysé dans les chapitres qui suivent,
en fonction des différentes questions présentées, avec les objectifs sui-
vants : '

. comparaison globale des différentes situations de repérage ;

. comparaison des situations de repérage intrinséque possible (quadrillage
couleur) et du repérage proprement spatial (quadrillage noir) avec :

- comparaison des réponses en situation cote a cdéte, pour les deux
ordres de présentation des positions a repérer,

- informations apportées par 1'épreuve de repérage "déspatialisé"
(situations "carrefours'),

indexation sur chaque dimension

- passage du repérage intrinséque a 1'
(utilisation du quadrillage "noir marqué") ;

. étude du statut des différents invariants intervenant dans le repérage :

- invariants topologiques et affines,
- invariant d'orientation,
- invariants dimensionnels.

L'analyse des effets de la disposition relative des deux quadrillages
du sujet et de 1'expérimentateur permet une approche du domaine de validité
des acquis de repérage plan.
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Comparaison globale des réussites

Les tableaux sources donnés en annexe de cette partie, présentent
la répartition :

- d'une part des réponses correctes selon les différents groupes d'dge
(et de niveau scolaire) et les différentes situations (Tableau

- d'autre part des sujets qui réussissent pour chacune des situations
(sujets classés "R"). (Tableau Source 2)

Ces résultats différents, bien que non indépendants, donnent de pre-
miers éléments sur 1'évolution de la qualité des réponses des élaves (en
terme de réussite ou d'erreur) et sur les différences entre les situa-
tions (1).

. 1. Evolution des réponses

Les figures 4a et 4b d'une part, 5a et 5b d'autre part, donnent -
sous forme de courbes, pour la 1isibilité d'ensemble - la répartition des
réponses correctes (a) et des sujets qui réussissent (b) selon les diffé-
rentes situations et selon la disposition relative des quadrillages : les
figures 4 concernent les repérages "déspatialisés", cGte a cote (0°) et
biais (45°), les figures 5 concernent les repérages en "face a face" (180°).
(p. 25-28).

En ce qui concerne les réponses correctes, on observe globalement une
amélioration avec 1'ade (le niveau scolaire), avec une exception : le re-
pérage couleur, en face a face, avec une présentation des positions du bord

(1) La situation "déspatialisée", passée par deux groupes différents
(Carr 1 et Carr 2) de maternelle y donne pour chaque dge les mémes
résultats confirmant notre hypothése sur la représentation des su-
jets. Nous avons regroupé ces résultats dans les analyses qui suivront.




vers le centre montre une diminution des réponses correctes du CP au CEZ2.

En ce qui concerne les courbes représentant 1'évolution du pourcentage
de sujets qui réussissent, elles présentent la méme évolution d'ensemble.
Le cas particulier (C, 180°, B =—>C) y apparait plus nettement encore.

Le premier résultat - attendu - est donc une amélioration de la qualité
des réponses aussi bien des groupes d'&ges pris collectivement que des sujets.
Le second est que cette amélioration est inégale selon les différentes si-
tuations. Elle est, de plus, marquée différemment selon le mode d'analyse des
résultats que 1'on utilise.

Pour le repérage "déspatialisé", avec identification des carrefours
comme couples (1) de couleurs, la réussite est acquise dés la fin de ma-
ternelle.

Dans le repérage cdte a cdte, deés le CP la réussite est massive (90 %
de réponses correctes, et le méme ordre de réussite) pour les diverses
situations.

Les étapes de 1'évolution lorsqu'il n'y a pas de changement de point

de vue entre le quadrillage du sujet et celui de 1'expérimentateur apparais-

sent les suijvantes :

- deés 4;6 ans des enfants réussissent assez bien & identifier des carrefours
(60 % de réponses correctes, 40 % de sujets réussissant), ils repérent assez
bien certaines positions (40 a 55 % de réponses correctes) mais pas n'impor-
te lesquelles : moins de 10 % d'entre eux réussissent le repérage (avec ou
sans éléments intrinseques).

(1) ou paires : on ne peut distinguer ici.
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- a 536 ans ils identifient sans difficulté les carrefours ; de 20 a 40 %
des sujets réussissent un repérage correct sur 1'ensemble des positions,
cependant de globalement 65 & 75 % des réponses sont correctes ;

- & 636 ans (CP), le repérage direct est sans probleme (pour les quadril-
lages simples utilisés : 6 valeurs des coordonnées).

On peut repérer déja deux périodes d'évolution qualitative (au vu de
1'ampleur des différences) :

- de 4;5 a 5;6 ans, acquisition de 1'utilisation coordonnée de 2 informa-
tions (engagée au préalable, mais limitée & 4;6 ans a une (large) minorité
d'enfants) dans un domaine de dimension maitrisé : la couleur; les coordi-

nations spatiales sont en cours d'évolution ;

- de 5;6 & 6;6 ans les coordinations spatiales sont acquises (avec un do-
maine de validité 1imité - ne serait-ce que par les caﬁacités des enfants
dans le domaine numérique : 1'expérience, précisons-le, a lieu dans le fter
trimestre scolaire), lorsqu'il n'y a aucun changement de point de vue (autre
qu'une translation compensable par un mouvement de translation du corps

propre)

Lorsqu'un changement de point de vue est nécessaire, et qu'il peut
étre compensé par un mouvement du corps propre avec rotation limitée (45°)
on constate un décalage d'un an dans 1'évolution : échec massif en fin de
maternelle (pour la réussite d'ensemble), amélioration "quantitative" de
maternelle en CP (40 % de sujets réussissent), réussite affirmée enfin en
CE1.

L'analyse des réponses erronées avec 1'étude des invariants spatiaux
utilisés par les enfants nous permettra d'affiner ces premiers résultats.

En ce qui concerne les situations de face & face comportant un chan-
gement de point de vue non compensable par le sujet (qui n'a pas la latti-
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tude de se déplacer) 1'analyse de 1'évolution apparait nettement plus com-
plexe : les faibles réussites des enfants de CE2 contrastent avec les acquis
de CP sur le repérage direct. La prise en compte du changement de point de
vue s'améliore globalement (évolution des réponses correctes) mais sa sta-
bilité reste faible : 1'analyse des transformations spatiales utilisées

pour compenser le changement de point de vue confirmera d'ailleurs ce pro-
bleme de stabilité.

Comparaison des situations

Etant donnée la structure incompléte du plan d'expérience nous effec-
tuons des comparaisons distinctes sur deux grands niveaux :

A : enfants de maternelle (4 a 6 ans)
B : enfants de CP et CE1 (6 & 8 ans).

La premigre comparaison (sur le niveau A) porte sur le repérage "déspa-
tialisé", le repérage sans changement de point de vue (cOte a céte, et le

-

repérage face a face, pour toutes les situations.

La seconde comparaison (sur le niveau B) porte sur toutes les situa-
tions, a 1'exception du repérage couleur, face a face, suivant 1'identifi-
cation des carrefours, situation réussie a 90 % a la fin de maternelle.

Pour le niveau A, nous pouvons comparer les situations soit en fonction
du pourcentage de réponses correctes OR, soit en fonction du pourcentage de
sujets qui réussissent 0S.

Pour l1a commodité de lecture des résultats nous avons ordonné séparé-
ment les situations sans changement de point de vue et les autres.

Les ordres obtenus OR et 0S sont respectivement les suivants, par ordre
décroissant des résultats positifs (en pourcentage).
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Tableau III

OR : c6te a cote face a face

Carr C C N N N Carr C C N N N
1 et 2 b c c m b C b c c m _b
80 68 64 61 57 55 61 42 27 18 16 7

0s : cite a cote face a face

Carr C C N N_ N Carr C N C N N
1et2 b (o4 m C b c b m (o C b
66 23 16 16 15 0 30 20 7 4 0 0

Etant donnés les effectifs (de 20 & 30) sur Tesquels sont calculés les
pourcentages de sujets, on peut considérer que les deux ordres ainsi obtenus
sont équivalents ; de plus 1'identification des carrefours est nettement plus
facile que le repérage.

Lorsqu'il n'y a pas de changement de point de vue les différences entre
repérage intrinséque (C) et spatial (N) sont minimes ; cependant les deux
situations Cb et.Nb sont nettement ordonnées : la couleur pourrait servir
dans le contrdle des réponses spatiales produites. De plus, le repérage dans
le quadrillage noir marqué aprés 1'identification des carrefours, a les mémes
caractéres que sur le quadrillage noir directement présenté.

Le repérage en face a face sur le quadrillage couleur, lorsqu'il suit
1'identification des carrefours conduit, en moyenne, a une difficulté ana-
logue avec le repérage direct. Toutefois, cette situation moyenne cache des
différences sensibles entre les deux classes de maternelles : les "petits"
bénéficient peu de 1'identification préalable des carrefours alors que les
"grands" identifient les couples de couleurs dans le repérage qui suit la
situation "carrefour”.

Le repérage sur le quadrillage couleur, dans 1'un des ordres de présen-
tation a des caractéres analogues, que ne présente pas 1'autre situation avec




23

le quadrillage eouleur : si un méme processus d'identification des couleurs
a eu lieu pour une partie des enfants, il ne nous a pas été possible a par-
tir de nos seuls résultats d'en donner une interprétation, sinon peut-&tre
le fait qu'une réponse initiale en "miroir" pouvait conduire les enfants a
remarquer la différence des carrefours du pion de 1'expérimentateur et du
leur, étant donnés qu'alors les carrefours étaient tres proches, cela aurait
conduit les enfants a se déterminer sur les couples de couleurs.

Les autres situations de repérage en face a face apparaissent beaucoup
plus difficiles.

Les comparaisons analogues effectuées au niveau B intégrent la situa-
tion de repérage en biais ; elles fournissent les ordres suivants :

Tableau IV

OR . Cote a céte Biais Face a face

Carr | Np Cc Ne Np Co| N | C Cc Np Np No |

99 98 97 9% 94 92| 81 60 51 34 34 33

0S Cote a coéte Biais Face & face

Carr | No Cc Mg Ny Cp| N | C C MNp Ny N

100 | 100 96 95 95 91| 60 25 25 21 0 0

Ces ordres ne différent pas significativement. L'identification des
carrefours et le repérage direct sont équivalents, et complétement réussis.
Le repérage biais est plus difficile mais reste proche du repérage céte a
cGte, le repérage en face a face beaucoup plus mal réussi, et les situations
se différencient :

- le quadrillage couleur et celui noir marqué permettent a un certain nombre
d'enfants d'utiliser le repérage intrinséque, alors que le repérage purement
spatial avec le quadrillage noir ne conduit a aucune réussite : le changement
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=

de point de vue semble impossible a compenser de facon stable autrement que
localement, pour certaines positibns. On retrouve une méme hiérarchie que
pour le niveau A & 1'intérieur des situations en face a face. Le changement
de point de vue présente une difficulté trés spécifique, indépendante sem-
ble-t-i1 du probleme de la composition des repérages dimensionnels, intro-
duisant une restriction qualitative du domaine de validité des opérations

de repérage plan.

L'analyse de la facon dont les différents invariants spatiaux sont
pris en compte par les enfants, et celle des transformations spatiales
qu'ils introduisent pour compenser les changements de points de vue appor-
tera des éléments complémentaires quant & 1'évolution des repérages.
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3. Invariants spatiaux : topologiques, affines et métriques conservés dans

les réponses.

Nous avons classé les points du quadrillage selon qu'ils sont sur la
frontiére du quadrillage (2 horizontales et 2 verticales) ou a 1'intérieur.

Remarquons que la notion de frontiére que nous utilisons est trés forte
puisqu'elle porte sur 1'ensemble des carrefours et non sur la partie de
plan constituée par le support matériel du quadrillage.

I1 s'agit donc déja de propriétés relatives qui doivent étre abstraites
de 1a situation puisque les points de la frontiére - pour le quadrillage -
sont en fait des points intérieurs sur chacune des Tignes coordonnées. Les
invariants en jeu ne sont donc pas les invariants topologiques pfimaires
mais des invariants plus élaborés, fondés sur la prise en compte d'un ensem-
ble particulier des points : celui des carrefours, ensemble discontinu,
inscrit dans la structure complexe du quadrillage matériel.

Rappelons par ailleurs que les points S et B de la frontiére se dif-
férencient sur le plan affine puisque les sommets S sont les points angu-
leux de la frontiére.

Nous définissons comme des erreurs affines une réponse "sommet" donnée
pour un autre point du bord, et réciproquement le respect des invariants
topologiques se traduit par des réponses S ou B pour des positions données

. sur la frontiere, et par des réponses M ou C pour des positions données &

1'intérieur du quadrillage.

Quant aux relations qualifiées de métriques, ce sont celles de plus ou
moins grand éloignement sur 1'"axe" centre/bord ; elles différencient les
points C du centre et les autres points, dits médians M, de 1'intérieur du
quadrillage.
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3.4 Analyse des erreurs topologiques

Pour permettre une comparaison plus immédiate, le tableau suivant,
tableau V, donne le nombre d'erreurs topologiques calculé sur la base de
160 réponses (10 sujets x 16 positions) (nombre minimal de réponses pour
chaque groupe).

IT n'y a pas de différence significative due a 1'ordre de présenta-
tion des positions, nous présentons toutes les données obtenues avec 1'or-
dre du centre vers le nord.

0° 45° 180° % moyen
C N N C N d'erreurs
Maty 1" 14 - 11 13 7,5
Mat2 7 6 7 _ 7 5 4
cp 1 - 1 3 1 0,8
CE1 - - - 1 2 0,4
CE2 - - - 1 - -
%
moy . 2,4 | 2,5 2,9 2,6
TABLEAU V

A 4 ans déja les erreurs topologiques sont en dessous de 10 % des
réponses, a partir du CP elles deviennent négligeables ; les différentes
situations sont trés proches de ce point de vue, qu'il s'agisse, nous
‘1'avons dit de 1'ordre de présentation des positions, de la nature du
quadrillage ou de la disposition respective des quadrillages QS et QE.
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Les invariants topologiques sont donc globalement massivement respec-
tés lors des tdches de repérage spatial, cela dés 4 ans.

I1 nous faut néanmoins nuancer cette conclusion par 1'analyse des
réponses des sujets : combien font des "sans-faute" du point de vue to-
pologique.

L'ordre de présentation ne donne pas de différences sur ce critére
non plus ; nous donnons donc dans un tableau analogue au précédent don-
nant le pourcentage de sujets qui ne font aucune erreur topologique.
(Tableau VI).

0° 45° 180° %
C N N C N moyen
Mat, 23 38 X 35 40 34
Mat, | 63 | 80 40 63 60 59
cp 94 100 90 83 90 91
CE1 100 100 90 89 80 94
cE2 | 100 100 X 96 100 99
TABLEAU VI

Le respect global des invariants topologiques ne se traduit pas par
la méme fiabilité des sujets individuels : chez Tes petits de maternelle
(Matq) la probabilité de faire au moins une erreur topologique n'est pas
négligeable, les grands (Matp) maitrisent relativement bien 1'invariance
topologique sauf dans la disposition relative en biais des deux quadril-
lages, qui transforme le couple "horizontale/verticale" de QS en un cou-
ple d'obliques sur QE : la perturbation ainsi introduite fait régresser
des invariants topologiques. (Ceci est & opposer & 1'utilisation des in-
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variants topologiques avec la méme fiabilité dans le repérage face a face
et le repérage cote a cote).

3.2. 'Répartition des erreurs topologiques et affines selon les catégories

de points.

Le tableau VII donne le pourcentage des erreurs sur les quatre situa-
tions de repérage céte a clte.

Erreurs 9 9 9
topologiques 0,26 % 2,7% | 3,4 % 1

Topologiques 9 9 9
+ affines 2,1 %1 4 % | 3,4% 1

TABLEAU VII

La "distance" au bord est prise en compte, puisque les points du

_centre (C) donnent lieu a moins d'erreurs que les autres points inté-

3.3.

rieurs (M) ; i1 en est de méme des caractéristiques affines des sommets,
pour lesquels i1 y a moins d'erreurs topologiques que pour les autres
points du bord (B).

Analyse de 1'ensemble des réponses selon la catégorie des positions (situa-

tions sans changement de point de vue).

Etant donnée la quasi-disparition des erreurs aprés 6 ans, dans la
disposition céte a cdte, cette analyse porte sur les groupes de 4;6 ans
et 5;6 ans. L'ordre de présentation et la nature du quadrillage n'intro-
duisent pas de différences significatives a ce niveau d'analyse (voir
tableau en annexe) ; nous regroupons dans les résultats des 4 groupes
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de 4;6 ans et ceux des 4 groupes de 5;6 ans. Pour chaque catégorie de
positions les données portent donc sur au moins 160 réponses.

Le tableau VIII donne la distribution, en pourcentage, des différentes
réponses. (Lorsque la réponse en miroir ou une erreur de 1 sur 1'horizontale
peuvent donner la méme réponse, nous le précisons par la détermination de
la classe de réponses notée Sv = h+).

4;6 ans o T;6 ans
Sh
+ Sv Sv=hy | hy v X + Sv Sv=h, h+ v+ X
74,4 20,6 - 2,5 - 2’5 96’3 2,5 - 1,2 - -

49,4 115 5 2,5 6,2] 1,9 65,1 6,2 10,6 | 8,1 | 8,1} 1,9

33,8 | 8,8 11,2 {28,79| 13,1} 4,4 52,5 1,9 6,9(14,3|18,8 | 5,6

57'5 - 15'7 16,2 5 5,6 61'9 - 13,7 9,3 8'2 6’9

TABLEAU VIII

L'ordre de difficulté des diverses catégories de positions (S, B, M,C)
traduit par la fréquence de 1'ensemble des erreurs, est le méme que celui
obtenu pour les erreurs topologiques : les caractéristiques des sommets et
centre se traduisent par de meilleures réponses que pour les bords et les
points médians. Les différents caractéres spatiaux généraux semblent donc
étre pris en compte comme des éléments importants dans la constitution du
repérage sur un quadrillage bidimensionnel.
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Nous retrouvons des résultats voisins en ce qui concerne les erreurs

s

dans la disposition noir, biais, et noir face a face ; les différences
entre bords, médians et centre y sont cependant trés faibles.

Homogénéité des réponses

Comme nous 1'avons fait avec les réponses correctes des sujets, nous
complétons ces résultats globaux par 1'analyse de la cohérence des sujets
dans leurs réponses pour les différentes catégories de positions. Le tableau
IX donne le pourcentage de sujets r et i qui font respectivement 0 erreur
et 1 erreur sur 1'ensemble des 4 situations de repérage sans changement

~ de point de vue (&12ves de maternelle) ; le nombre donné entre parenthéses

est le pourcentage des sujets donnant des réponses absolument ou presque
correctes, c'est-a-dire (r + i).

4;:6 ans l 5;6 ans
R i R T
S 37,5 (70) 32,5 87,5 (97,5) 10
B 7,5 (40) 32,5 32,5 (50) 17,5
M 2,5 (20) 17,5 17,5 (35) 17,5
c 7,5 (47,5) 40 40 (62,5) 22,5

TABLEAU IX
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Les résultats vont dans le méme sens que ceux de 1'ensemble global
des réponses, et accentuent le statut particulier des sommets ; 1'impor-
tance particuliére de la cohérence des réponses pour les points du centre
a 536 ans nous parait due en partie au fait que les réponses successives
a ces 4 points ne sont pas indépendantes : une premiére réponse correcte
"assure" pratiquement les suivantes.

Nous pouVons remarquer que 1'évolution de 4;6 a 5;6 ans concerne
toutes les catégories de points mais-de facon différenciée :

- la fiabilité complete des réponses croit pour tous les points (sujets r)
mais plus nettement pour les points les plus spécifiques : sommets d'abord,
centre ensuite, puis bords et enfin médians ;

- les sujets de 5;6 ans repérent correctement tous les sommets, le rebérage
des points médians reste difficile (a peiné plus du tiers) de sujets font

1 erreur ou moins sur cette catégorie~de points pour lesquels il est néces-
saire de coordonner effectivement des.repérages sur deux directions, les
caracteéres spatiaux généraux ne permettant pas de les identifier.

On observe une évolution importante de 4;6 a 5;6 ans de 1a maitrise
des notions liées a des caractéres topologiques "généraux" du plan ; en
particulier si 1'on considere Tes réponses complétement correctes (R) on
observe que 1'orientation dans les directions privilégiées haut/bas et
gauche/droite parait assurée pour les enfants de 5;6 ans pour les sommets
du quadrillage (prés de 90 % de réponses correctes). Cela n'implique tou-
tefois pas ipso-facto que les positions par rapport a ces deux directions
soient coordonnées, comme 1'indique le taux assez faible des réponses cor-

rectes (R + I) pour les points du bord.
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Invariants dimensionnels

L'analyse de 1'évolution des réponses correctes et celle du pourcen-
tage des sujets qui réussissent a montré que des 4 ans les enfants étajent
capables de donner un nombre important de réponses correctes dans une si-
tuation de repérage sans changement de point de vue.

Nous avons vu aussi que lorsque les changements de point de vue con-
servaient les directions verticale et horizontale les invariants topologiques
et affines étaient respectés dans les réponses des enfants.

La prise en compte de caractéristiques spatiales générales apparait
donc précoce et contribue au repérage correct de certaines catégories de
positions.

Or 1'espace plan est, de plus, un espace "bidimensionnel® : le repé-
rage sur un quadrillage fini fournit une réalisation (discrétisée) de ce
caractére bidimensionnel. Dans quelle mesure les enfants prennent-ils en
compte cette dimensionnalité de cette structuration : 1or§qu'11 y a "erreur"
de position 1'une des dimensions est-elle conservée ? Par exemple, si le
pion est placé sur la 3eme horizontale de QE en partant de 1'expérimenta-
teur, est-i1 placé par 1'enfant sur la 3eme horizontale de son propre qua-
drillage ?

L'une et 1'autre des deux directions sont-elles traitées symétrique-
ment ? Nous pouvons faire déja 1'hypothése que les acquisitiohs plus pré-
coces des relations sur 1'axe "proximal/distal” (plus prés - moins prés
du sujet, devant/derriére un objet par rapport au sujet) se traduiront
par une conservation de 1'horizontale, précisant celle de la verticale.

Dans le cas du repérage "déspatialisé", lors de 1'identification des
carrefours, les sujets respectent-ils la symétrie des informations, sachant
que 1'identification se traduit par la détermination d'une position sur le
quadrillage du sujet ? La réponse a cette question peut nous apporter des
informations sur 1'organisation de la réponse de repérage.
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Les tableaux X, XI et XII donnés en annexe présentent le pourcentage
des réponses qui respectent la seule horizontale (h+), la seule verticale
(v+) ou aucune des situations (B). Nous avons classé en (h+) toutes les
réponses conservant 1'horizontale, y compris les échanges gauche/droite
et en (v+) toutes les réponses conservant la verticale, y compris les
échanges haut/bas. En revanche, les transformations notées Svh qui échan-
gent a la fois droite/gauche et haut/bas ont été considérées comme respec-
tant les deux dimensions, en ce sens qu'il s'agit de transformtions bidi-
mensionnelles. (L'analyse plus précise des transformations utilisées Toca-
lement ou globalement dans les réponses est 1'objet de la partie suivante).

Les figures 6 et 7.représentent respectivement 1'évolution des réponses
(h+), (v+) et (@) d'une part pour-Tes situations_"déspatia]isées" (Carr),
sans changement de point}deAvue {N,:C,~Nm) aveec changement de point de vue
compensabte (biais) (Fig. 6) et-d'autre part pour les situations avec chan-
gement de -point de vue non compensable Cfaceva3face);_Les_différences entre
les situations de repérage sans—changement de po{nt de vue sont faibles,
nous avons regroupé dans les figures les résultats de 2 repérages "intrin-
seques” (C) et des 2 repérages spatiaux (N) puisqu'il s'agit d'une de nos
variables d'étude. (p. 43-44),

. 1. Réponses "unidimensionnelles™

Nous considérons les réponses qui respectent une dimension seulement
‘comme "unidimensionnelle", les réponses correctes (ou de type Shv en si-
tuation de repérage face a face) sont bidimensionnelles.

A partir de 5;6 ans, plus de 85 % des réponses sont au moins unidimen-
sionnelles, quelle que soit la situation de repérage : cette proportion est
bien supérieure & ce que 1'on pourrait attendre d'un respect des seules re-
lations spatiales "générales" topologiques, affines ou métriques (1).

(1) Par exemple une réponse qui respecte le fait d'étre un point "médian" -
propriété métrique - & une probabilité de 9/12 d'étre unidimensionnelle.
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Si 1'on considere les situations de repérage sans changement de point
de vue - ol les directions horizontale et verticale sont les mémes pour le
sujet et 1'expérimentateur - plus de 95 % des réponses conservent au moins
une dimension, et ce dés 4;6 ans. '

I1 y a donc bien, pour tous les enfants observés, une prise en compte
de 1'organisation de 1'espace des carrefours par le quadrillage. Cette pri-
se en compte est encore trés partielle pour beaucoup d'enfants de 4;6 ans
(de 40 a 50 % de leurs réponses respectent une seule dimension) et pour un
nombre non négligeable des enfants de 5;6 ans (20 a 30 % de réponses uni-
dimensionnelles).

Pour le repérage "déspatialisé", la prise en compte des dimensions
"couleurs" (qui se confondent sur le quadrillage avec les dimensions "ho-
rizontale" et"verticale") est meilleure : les réponses unidimensionnelles
concernent 35 % pour les"petits" de Matq (4;6 ans) et & peine 8 % des
"grands" de Maty (5;6 ans).

Le repérage "biais" présenté a partir de 5;6 ans produit des réponses
voisines (en ce qui concerne la dimensionalité) de celle du repérage cdte
4 cdte que nous venons de présenter ; cependant i1 existe des échanges entre
la direction horizontale et verticale (par compensation erronée du change-
ment de point de vue : rotation de 45° dans le "mauvais" sens) qui se tra-
duisent évidemment par un nombre plus important d'erreurs sur les deux di-
mensions.

. 2. Statut des directions "horizontale" et "verticale"

Sur 1'ensemble des courbes concernant le premier groupe de situations
(Fig. 6), on observe le méme phénoméne : les horizontales sont mieux con-
servées que les verticales, en particulier au niveau de Matq (4;6 ans) ou
les réponses unidimensionnelles sont nombreuses.
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Le tableau XI{E)permet de comparer gToba]ement les situations "déspatia-
lisées" (Carr 1 et 2), sans changement de point de vue (C, N, Nm : 5 si-
tuations) a 4;6 et 5;6 ans (1) en donnant les pourcentages moyens de ré-
ponses exclusivement unidimensionnelles (h+) et (v+) : (on ne compte donc
pas de réponses correctes, bidimensionnelles, beaucoup plus nombreuses a
536 ans).

(Mat 1) 4:6 ans (Mat 2) 56 ans

Carr cote a cOte | biais | Carr | c6te a cO6te | biais

h+ 20,5 37 - 6,5 19,5 20

v+ 8,5 6,5 - 1,5 7 10

TABLEAU XIII

Ces résultats globaux confirment 1'hypothése faite sur le privilege
de la direction de 1'axe "proximal/distal" du sujet par rapport a la di-
rection orthogonale de 1'axe gauche/droite.

Une part de ce privilege pourrait certes étre rapportée a ce que
nous savons sur les modes d'exploration visuelle des jeunes enfants a
savoir 1a dominance de 1'exploration horizontale ; cependant deux faits
nous paraissent relativiser le rdle de 1'exploration sensorielle, et mettre
plutdt en avant des éléments tenant a la constitution de la représentation
de 1'espace et des relations spatiales :

- d'une part les conservations unidimensionnelles pour le repérage "biais"

s

sont du méme ordre que celles du repérage céte a céte, or 1'exploration

(1) et celle de "biais" pour les seuls 5;6 ans.
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visuelle nécessite dans cette situation une autre organisation qu'un
it . .
balayage oculaire horizontal ;

- d'autre part, 1'identification des carrefours montre a 4;6 ans les mémes

caractéristiques d'asymétrie des directions conservées que dans le repérage
spatial : or les carrefours sont "déspatialisés" et 1'exploration visuelle

ne peut étre la méme qu'avec des quadrillages clte a cdte.

De plus, pour cette situation d'identification, les carrefours ne peu-
vent étre considérés comme "prés" ou "loin" de 1'expérimentateur (ou du su-
jet) : ils sont présentés sur la table, 1'un aprés 1'autre, posés au méme
endroit devant 1'expérimentateur (hors de tout repére propre) puis mis hors
de vue. Ce n'est donc pas une simple régle d'action "prés de 1'expérimenta-
teur/prés de moi" qui peut produire les réponses conservant prioritairement
les horizontales (pas plus que le prolongement "visuel" desdites horizonta-
les, nous 1'avons vu plus haut).

Nous pensons qu'il s'agit bien d'effets au niveau des actions du sujet
de représentations organisant 1‘'espace, avec un premier élément dimension-
nel de facon dominante : 1'enfant rechercherait alors par un balayage des
lignes horizontales successives quel est Te carrefour de son quadriliage
dont la couleur "horizontale" coincide avec 1'une de celles du carrefour.
(Si 1a prise en compte de 1'autre couleur a lieu, alors la réponse est cor-
recte).

Les résultats poUr les situations de repérage face a face apparaissent
beaucoup plus complexes : la variabilité des différentes situations est con-
sidérable.

A 1'exception de la situation "couleur, avec présentation des positions
du bord vers le centre", atypique pour cette analyse comme pour les résul-
tats en terme de réussite/échec.
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On retrouve a tous les dges, pour toutes les situations 1'asymétrie
dans la conservation des dimensions "horizontale" et "verticale". Le ta-
bleau XIV donne les résultats d'ensemble pour les trois groupes de situa-
tions de repérage face a face : repérage sur les quadrillages couleur:
aprés identification des carrefours (Carr C), repérage avec pour QS
un quadrillage noir marqué aprés identification des carrefours et repé-
rage en cOte a cdte (Carr Nm), repérage face a fdce aprés repérage
cote a cote (Cp, Cc, Nbs Ned.

Tableau XIV

Mat 1 Mat 2
Carr Carr face aface Carr Carr face & face
C Nm (N, C) C Nm (N, C)
1] 4 17 20 - 10 -9
v+ 8 9 6,5 2 3 12,5
(6) (10)
h+ 46 44 44 9 53 37
(42) (46)

(Entre parenthéses, les résultats obtenus en éliminant Ta situation Cp).

L'asymétrie entre horizontale et verticale est bien plus forte que
dans les situations sans changement de point de vue, ou avec un change-
ment immédiatement compensable par le sujet : dans ces situations de re-
pérage en face a face il intervient donc bien autre chose qu'une analyse
dimensionnelle sur les quadrillages-repéres : 1'analyse des transformations
effectuées par les enfants pour compenser le changement de point de vue
entre leur quadrillage et celui de 1'expérimentateur est donc nécessaire
pour préciser ici le statut des invariants dimensionnels.

On peut néanmoins déja voir dans 1'asymétrie un effet massif de la
structuration de 1'espace par 1'axe proximal/distal, dimension fortement
conservée par les enfants dés 4 ans lors du changement de point de vue
(plus de 50 % des réponses conservent au moins h). Cet axe serait celui
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S par rapport auquel les enfants commenceraient le repérage dans leur qua-
- drillage, si 1'on en juge par 1'effet constaté dans la situation des
"carrefours" elle-méme (ol, nous 1'avons dit plus haut, le balayage ocu-
laire horizontal ne peut produire cet effet).




43

sioiq N.eo--~o
wp D) 0—0

2+ 9
oruwz —

0¢8] 5y i
g«

7+ 1°xx0) =0 g =T

06

08

0/

Q9

0S

oY

I

ToV

1

| (1

09

194

08

106

00]

to)




44

k30 4 dd LYW

Qo)

067

Om&.

0Lt

091

0S

o7 1
0T
07

4

P I

10v

Toz

lislg

tov




5.

45

Les invariants d'orientation

Dans 1'analyse des invariants dimensionnels conservés dans les ré-
ponses des sujets, nous avons classé comme invariance de 1'horizontale (h+)
toutes les réponses qui respectaient 1'orientation de 1'axe proximal/distal
de 1'espace (celle de direction "verticale"), et comme invariance de la
verticale les réponses qui respectaient 1'orientation gauche/droite.

Nous avons vu qu'a partir de 6 ans, Torsqu'il n'y avait que des chan-
gements de point de vue directement compensables par le sujet, Tes deux
invariants étaient respectés, alors que de 4 a 6 ans 1'orientation de 1'axe
vertical était nettement mieux respectée. Dans la situation de repérage en
face a face, une méme tendance se manifestait dans pratiquement toutes les
situations, en ce qui concerne 1'asymétrie des invariants.

Nous allons donc, dans un premier temps, analyser les erreurs sur
1'axe "gauche/droite" dans les diverses situations; et en particulier les
erreurs spécifiques d'échange de 1a gauche et 1a droite (inversion de 1'orien-
tation).

1. La symétrie en miroir

I1 y a une transformation qui inverse 1'orientation en respectant tous
les autres invariants : c'est la symétrie "en miroir" notée ici Sv. Cette
symétrie a été étudiée dans les recherches sur le repérage, et apparait
comme une transformation relativement fréquente, toutefois les dispositifs

-

expérimentaux pouvaient contribuer a cette fréquence.
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Le tableau XV donne le pourcentage de réponses Sv dans les différentes
situations. Nous y avons indiqué par un * les cas ol un seul sujet "homogéne"
géne dans ses erreurs apportait une contribution particuliére a ce pourcen-
tage. La situation "biais" comporte des échanges horizontale/verticale, spé-
cifiques a cette disposition des quadrillages qui rendent difficiles une
comparaison directe avec les autres situations - elle se rapproche forte-

ment des situations de repérage en cdte a cote (0°).

Tableau XV
0° 180°
C Nm N N C Carr C Nm N N C
c C c b b c c c c b b
Maty 19 | 23 21 16 | 15 391 34 39 | 39 { 42 | 45
Mat, 11 12 10 1 16*| 6 9 32 50 | 40 | 46 | 13
cp 3 5 2 - 2 38 29 141 | 68 | 15
CE1 2 - - 1 3 30 29 | 36 | 28 3
CE2 1 - 1 - 20 11 |1 33} 32

* 1 sujet "homogéne" avec plus de 9 réponses Sv.

Ce tableau montre tout d'abord une différence considérabTe selon les
dispositions des deux quadrillages : lorsque le sujet peut directement com-
penser par son propre déplacement le changement de point de vue de son qua-
drillage a celui de 1'expérimentateur les inversions en miroir ne sont pas
fréquentes;lorsque cette compensation n'est pas possible les inversions "en
miroir" prennent une importance considérable.

I1 faut remarquer qu'une "inversion "en miroir" est ici une réponse
qui a la propriété d'associer la position du pion du sujet au symétrique
de la position du pion de 1'expérimentateur.
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Or une telle réponse peut étre produite :

- par une inversion gauche/droite dans la représentation que se fait le
sujet de "la méme place", avec une bonne identification sur 1'horizontale :
ceci suppose un repérage bidimensionnel (pour la position en question), ou
1e respect d'invariants topologiques ou affines complétant 1'invariance de
la place de 1'horizontale ;

- par une prise en compte correcte de 1'orientation mais avec une erreur
dans la détermination exacte de la verticale (Sv = h+) ;

Réciproquement, une inversion de 1'orientation accompagnant une erreur
de détermination de la verticale peut conduire soit a une réponse correcte
(points du centre, certains points du bord ou médians) soit 3 Ta seule con-
servation de 1'horizontale.

La signification des réponses Sv observées change donc selon les acquis
des enfants : au vu des résultats précédents, on peut dire qu'aprés 6 ans -
ol les enfants maitrisent la bidimensionnalité du quadrillage - il n'y a pra-
tiquement plus d'inversions gauche/droite en repérage "cote a cdte", alors -
que c'est la transformation utilisée de maniére majoritaire dans la compen-
sation du changement de point de vue pour la situation de repérage face a
face. Nous allons étudier de facon plus précise la signification des réponses
observées Sv pour les enfants de maternelle (4;6 et 5;6 ans) et les infé-
rences que nous pouvons faire quant & leur représentation de 1'orientation
gauche/droite.

. 2. Conservation de 1'orientation gauche/droite dans les situations avec chan-
gement de point de vue compensable (céte 3 cote)

La nature des quadrillages (couleurs, noir, noir marqué) est sans effet
significatif. L'ordre de présentation des positions semble jouer un réle
également trés faible. Nous avons vu, a propos des invariants spatiaux, que
cette similarité des situations se retrouvait lorsqu'on analysait Tes réponses
pour chaque groupe de points. (Analyse faite sur les quadrillages N et C).
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Si 1'on considere les réponses d'ensemble des sujets, on observe que
les réponses Sv sont isolées (un sujet répond de facon homogene '"en symé-
trie"), de méme que les erreurs de type Sv = h+ : i1 semble bien s'agir de
difficulté a maintenir invariante cette orientation, d'une réponse a 1'au-
tre, et non d'une transformation globale.

Pour apprécier 1'ampleur de cette difficulté (le nombre d'enfants
qu'elle concerne), nous allons - d'une part revenir sur 1'interaction entre
1'utilisation d'invariants spatiaux généraux et la conservation de 1'orien-
tation en analysant en ce sens les données du tableau VII (p. ) sur les
réponses selon la nature des positions a repérer ;

- d'autre part, analyser de facon clinique les réponses de chacun des sujets
de maternelle sur 1'une des situations : celle avec le quadrillage noir mar-
qué ;

- enfin construire des modéles de réponses et tester sa compatibilité avec
les résultats globaux obtenus dans les autres situations.

. 3. Interaction de la conservation de 1'orientation et des autres invariants
spatiaux '

Le tableau VII (p. 32 ) nous donne les éléments suivants :

- alors qu'il n'y a pratiquement aucune erreur topologique, on affine sur

les sommets, 20 % de réponses manifestent 1'échec a conserver 1'orientation
gauche/droite (& 4;6 ans). Cela signifie~t-i1 que 20 % des enfants de 4;6 ans
ne conservent pas 1'orientation ? Non, nous avons déja remarqué que les ré-
ponses Sv, d'une part étaient relativement isolées (donc le fait de beaucoup
d'enfants) ; de plus les 4 sommets sont présentés successivement, il n'y a
donc pas indépendance des réponses successives ; en particulier si le ler
sommet est placé correctement par un enfant qui choisit "au hasard" 1'orien-
tation, la probabilité de placer correctement les 3 autres est sans doute

grande.
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Une proportion de 40 % d'enfants ne maintenant pas 1'orientation inva-
o riante est donc assez plausible.

- 1'ensemble des erreurs qui conservent 1'horizontale lors du repérage des
positions de type B et M semble indiquer une plus grande difficulté des.en-
fants & conserver 1'orientation pour ces types de points (en effet le nombre
important de réponses h+ n'a guére de raison d'étre exclusivement attribué

.

a des erreurs de position & partir d'une orientation bien conservée).

Cette analyse est compatible avec les résultats des enfants de 5;6 ans :
il y a trés peu de réponses en miroir pour les sommets (2,5 %), on en re-
trouve 6 % avérées pour les bords (et un nombre important de réponses de ty-
pe Sv = h+).

™, 5.4. Etﬁde individuelle des sujets de maternelle dans la situation Nm

DER
A
\

PO
3

A 4;6 ans (Mat1), 10 enfants sur 15 donnent & peu prés'autant de ré-
\\ponses Sv que de réponses correctes, c'est-a-dire répondent comme s'ils uti-

ﬁisaient indifféremment 1'orientation correcte ou son inverse.

ﬁ: On voit apparaitre ici une des explications du décalage important a

;Q cet dge entre le pourcentage des réponses correctes et celui des sujets qui
y " réussissent : c'est sans doute autour de 60 % (10/15) des enfants qui re-
pérent indifféremment sur 1'horizontale dans un sens ou un autre dés que la
situation de repérage devient complexe et que les invariants spatiaux anté-

rieurement acquis, ne suffisent plus au contrdle des réponses.

A 5;6 ans i1 n'y a plus que 3 sujets dans cette situation : le décalage
entre le pourcentage de réponses correctes et celui des sujets qui réussis-
sent tiendrait alors pour 1'essentiel & la difficulté de repérage exact des
positions sur les horizontales, orientées de facon stable.

L'analyse des réponses en situation de repérage face a face confirme
1'intervention importante de représentations des changements de point de vue.
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Nous avons vu qu'a 4;6 ans les réponses "en miroir" sont trés nombreu-
ses : or si 1'orientation gauche/droite n'est pas conservée d'une réponse
sur 1'autre pour la majorité des enfants, il existe donc un autre phénoméne
qui se surajoute. '

- On peut supposer que le sujet conserve globalement la région du plan

qui contient le pion & repérer : le pion du sujet sera alors placé dans la
région du plan (par rapport & lui) qui contient déja le pion de 1'expérimen-
tateur : alors la conservation sur 1'axe proximal/distal et les conserva-
tions spatiales générales (topologiques et affines en particulier) conduisent
a une réponse en miroir.

Dans le groupe des "petits" de maternelle, pour la situation Nm, cette
fausse conservation d'une région définie par rapport au sujet, est compatible
avec les réponses de 6 des 9 sujets qui ne différencient pas 1'orientation
dans le repérage sans changement de point de vue ; les 3 autres essayent de
compenser le changement de point de vue par une transformation, dont 1'un en
inversant ici 1'orientation "loin/prés". Parmi les 3 sujets marquant une
nette conservation de 1'orientation, 2 effectuent une réponse d'ensemble
fortement cohérente en miroir, 1'autre inverse les 2 orientations (gauche/
droite et haut/bas).

A 5:;6 ans les 3 sujets qui ne différencient pas 1'orientation en repé-
rage direct, utilisent une (fausse) conservation de la région du plan.

Parmi les autres sujets, 5 font des réponses également compatibles avec
cette fausse conservation. Enfin, 6 sujets sur les 11 ayant donné une majo-
rité de réponses correctes essaient de compenser le changement de point de
vue par des transformations "locales", instables, qui ne s'identifient pas
a une réponse "en miroir", enfin 1 sujet effectue une réponse intégralement
correcte.

Les sujets de plus de 6 ans, qui conservent 1'orientation dans le repé-
rage direct, utilisent de facon minoritaire cette fausse conservation de la
région du plan :
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- a 6;6 ans, sur 14 sujets, 4 seulement utilisent de facon dominante cette
fausse conservation, 5 font une transformation cohérente Svh ou Sh, 2 réus-
sissent a compenser complétement le changement de point de vue, 1 partielle-
ment, et 2 sujets font des transformations locales inappropriées ;

- a 7;6 ans, 2 sujets font une réponse en miroir complétement cohérente, 3
essaient de compenser le changement de point de vue mais utilisent partiel-
lement la fausse conservation (de la région du p]anbpar rapport au sujet),
3 font une transformation cohérente Svh, 7 enfin donnent plus de 9 réponses
correctes.

5. Etude d'un modéle de réponses

Le modeéle de réponses que nous allons présenter vise & apprécier 1'in-
teraction des divers éléments qui interviennent dans le repérage. Nous y
faisons une hypothése de travail - qui nous permet de construire le modele
mais dont nous avons toutes raisons de penser qu'elle n'est pas satisfaite
pour toutes les positions présentées : c'est 1'hypothése de 1'indépendance
des positions successives. Par rapport aux hypothéses que nous faisons ensuite
sur 1'imprécision des repérages sur la verticale et sur 1'horizontale, on
peut considérer que 1'indépendance des réponses est relativement acceptable
pour les points du bord et les points médians ; de plus, on peut penser que
lorsqu'il y a contradiction entre les éléments due 1'enfant abstrait du dé-
placement et ceux qu'il tirelde la position & repérer, c'est cette derniére -
stable dans Te temps qui est dominante.

Nous faisons donc le choix, en 1'absence d'un modéle de dépendance des
déplacements, d'utiliser un modéle construit sous cette hypothése, en esti-
mant que les informations que nous pourrons en tirer n'en seront pas affec-
tées de facon trop dramatique, et apporteront des compléments aux analyses
partielles précédentes. Un test de validité de ce choix nous parait étre la
cohérence des résultats obtenus.
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Nous construisons et testons un modele simple pour dissociern
deux éLéments dans Les procédures de néponses : L'ewrewr de po-
sition sun R'hornizontale et La néponse en syméirnie pour Le repé-
hage cdte a cote.

Ce modeLe part des hypothises suivantes :

. pour chaque point & nepéren, La probabilité d'ewreurn est Aindé-
pendante de La réponse pour Le point précédent ;

. de méme La probabilité d'inversion gauche/droite ;

. Les probabilités d'erreurn de position et d'inversion sont
Andépendantes ;

. en cas d'ewreun de position, Les néponses "trop & gauche" ou
"trop & droite" sont équiprobables.

Nous négligeons dans Le modele Les inversions sur L'axe
"vertical", extrhémement ranres.

Nous notons :
8 : fa probabilité de conservation de £'onlentation gauche/droite,
« : La probabilité de détermination correcte d'hornizontale,

B : La probabilité de position comrecte sur L'hornizontale, une
§04s cholsdie Lfon,éeyuta,téon.

Nous supposons que 6, %, B sont constants sur chaque groupe de

S, B, M et C. Nous caleulons powr chaque groupe de points Les
probabilités théoniques d'obtenin une réponse classable en +,

Svu, h+ et h- et nous comparons ces probabilités aux pourcentages
expérimentaux observés. Nous intenprétons Les solutions des équa-
tions ainsi obtenues comme une estimation "naisonnablLe des
valeuns des paraméines.

(Pour chacun des groupes d'dge, 4;6 et 5;6 nous avons regroupé
Leos nésulitats des situations N et C, avec Les deux ondres de
présentation, pour obtenin un nombre suffisant de néponses) .

Les népantitions selon Le modele sont donndes par Le tableau
suivant :
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Le caleul des parambinres pour Le groupe 4;6 ans donne :

bs = 0,78 bg = 0,76 by = 0,75 GC =1

Le dernien nésuliat est abernant : nous pensons que L£'hypothése
d'indépendance des néponses pour Les points du centre doit Etre
hejetée.

Les valeuwns de © swr Les autnes points sont équivalentes, et Les
nésultats compatibles avec une probabilité de conservation de
E_'ouenta,téon de 0,75.

La probabilité de détermination de £a borne horizontale dépend
des pointss elle est fLa plus faible pour Les points médians, od
nappelons-Le, Les invariants topologiqued ne suffisent pas a
contrdlen La position de £'hornizontale, ni de La verticale.

(o(s * 0,98 oKg 0,92 X m 0,87 ol o,ss)

quant & La probabilité de position comrecte sur £'horizontale
{une fois L'onientation choisie) elle varie également selon
Les points :

| (\Bs *0,97  Pg 0,68 p v 0,535 B 0,64)

A L'exception des sommets, pour Lesquels Les Lnvariants affines

et topologiques assurent un conthile des positions, Les erteurns

de position proprement dites apparaissent donc importantes, sur-
tout pourn Le nepérage sur £'horizontale.

Le caleul des paramdires pour Le groupe 5:6 ans donne

o, =1 0g = 0,7 6 = 0,90 6o = 0,94

M
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Ces nésultats ne sont pas compatibles avec £'hypothise que

Les non cons ewations reflefent une certaine organisation
spatiale, non contingente aux points a repérer. 1L nous paralt
difficile d'attribuer ces digfénences a des aléas statistiques ;
mais nous ne voyons pas quelle hypothese doit Ztre nrejetée.

Les incentitudes de positions apparaissent Les suivantes :

Ly = 1 g = 0,90 Xy = 0,76 o = 0,85
Bs * 0,99 pB = 0,88 @M = 0,76 Be = 0,79

Les incentitudes sont Les mémes sun £'honizontale, et sur La
verticale ; elles dépendent des propriétés des groupes de points:
sun Bes points médians (od £'hypothese d'indépendance des ré-
ponses est tnes plausible) La probabilite de repérage correct
n'est encore que de .76.

L'asymétrie observée pour Les dimensions "horizontale" et "ver-
ticale" nefativement marnquée & 4;6 ans, est essentiellement due
aux problemes d'onientation pour Les enfants de 5;6 ans.

L'incentitude dorientation gauche/droite apparait relativement
faible, en tant que phénomene de groupe méme 4 4;6 ans.

5.6. La conservation de £'orientation gauche/droite est-elle Lile
aux_positions respectives du sujet et de LTexperumentateur ?

Nous avons avancé plus haut £'hypothse que La présence d'un
observatewr avec son propre hepere "ondentait" L'espace pour
Le sujet (ce qui expliquerait Le moindre nombre de réponses en
minoin observées par rapport & d'autres travaux).

S'il en est ainsi, on peut suppoder une asyméirie dans Les né-
ponses pour Les points homologues des deux hémi-champs droit
(o est L'observateur) et gauche. En effet quand £'expérimenta-
teun place un point a (sa) droite, Le point est a fa fodis dans
L'hémi-champ droit et & droite : une néponse conservant L'hémi-
champ est alons conrecte. Quand Le point est posé a gauche, &L
y a conflit entre conservation de L£'hémi-champ et conservation
de £'onientation relative au repére : on doit alons thouver da-
vantage de néponses symétriques.

Le tableau suivant donne La répartition des néponses correctes
ot en symétnie selon La place des points (a droite ou & gauche)
pour Les enfants de 4;6 ans dans Les différentes sdltuations.
(Les points du centre sont exclus).
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Réponses correctes Réponses en symétrnie
points | points

d gauche a drodite d gauche a drodte
Couwleun
C~>3B 13 29 14 4
Couleun
B—s C 40 33 6 9
No.in
C— B 17 26 16 5
Noin
B—>C 26 19 4 1
=========:F===‘-"===========================================================
Couleur 53 62 20 13
Noin 43 45 20 16
C—= B 30 55 30 9
B—>_( b6 52 10 20
TOTAL 96 107 40 29

L'hypothese faite est venifiée pour £L'un des deux ordres de
présentation des points (C—>B), indépendamment de La nature
du quadrillage : pour Les points de gauche A y a autant de
néponses en symétrie que de néponses correctes, alons que Les
néponses correctes dominent massivement pour Les points de
dnoite. Pour £'ondre de présentation (B —= C) £L'efget est plu~
16t contrnaine, bien que faible : nous ne voyons actuellement
pas d'explication & cette différence. Nous pouvons seulement
dine que L'onientation de £'espace selon L'axe gauche/droite
se conginume comme un phénoméne complexe...
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5.7. En conclusion : 1'ensemble des éléments étudiés conduit & quelques

hypothéses sur la conservation de 1'orientation sur chacune des dimensions
"horizontale" et "verticale".

“a)» L'orientation sur 1'axe proximal/distal est trés massivement conservée
dans 1e repérage sans changement de point de vue ; dans le cas de repérage
en face a face des compensations erronées du changement de point de vue peu-
vent conduire a sa non-conservation : celle-ci reste rare, et souvent locale,
c'est-a-dire ne se produisant que pour une ou deux réponses sur 1'ensemble
de celles d'un sujet.

* b) L'orientation gauche/droite connait de 4 a 6 ans une évolution complexe :

- & 4;6 ans, lorsque les invariants spatiaux précédemment acquis, et en par-
ticulier les invariants topologiques et affines, guident le repérage (cas
des sommets), la conservation de 1'orientation gauche/droite peut étre con-
sidérée ‘comme mise en oeuvre par environ 60 % des enfants, mais lorsque ces
invariants ne peuvent fonctionner (certains points du bord, médians), les
confusions gauche/droite augmentent en méme temps que les imprécisions de
repérage, et il n'y a plus que 30 a 40 % des enfants qui conservent 1'orien-
tation gauche/droite ;

- a 536 ans, i1 y a moins de 20 % d'enfants qui ne conservent pas 1'orien-
tation pour les positions complexes ; '

- 3 636 ans, la conservation de 1'orientation est acquise, ainsi que le re-
pérage précis sur 1'horizontale - dans un domaine ou le nombre des coordon-
nées est petit, et oll i1 s'agit - rappelons-le - d'un repérage discret et
non continu (la constitution de la mesure pose d'autres probleémes).

Lorsqu'il y a un changement de point de vue que le sujet ne peut com-
penser directement (par un mouvement du corps propre), les problémes de re-
pérage et de conservation des orientations proximal/distal et gauche/droite
interferent avec 1a nécessité pour le sujet de compenser le changement de
point de vue.
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En situation de face a face, une (fausse) conservation d'une région
du plan (qui contiendra le pion de 1'expérimentateur et celui du sujet)
conduit a des réponses ol 1'orientation semble paradoxalement stable (et
inversée).

Lorsque 1'enfant conserve 1'orientation stable, 1a fausse conservation
de 1a région du plan peut ‘entrer en contradiction avec la nécessité d'effec-
tuer une compensation au changement de point de vue, qui tienne compte de
1'orientation.

Les formes de compensation dépendent non seulement des acquis des en-
fants sur le repérage mais aussi de leurs acquis sur les changements de
point de vue dans 1'espace et des éléments spécifiques du repérage en cours
qui introduisent d'éventuelles contradictions aux compensations erronées
effectuées : d'ol une raison des différences notables observées (1) pour
les différentes situations de repérage face a face (effets 1iés de la na-
ture du quadrillage et de 1'ordre de présentation des positions).

(1) Nous n'avons toutefois pu repérer-quels éléments modifiaient au cours

méme du repérage les types de compensation mis en oeuvre : une telle
recherche nécessite une investigation codteuse-en temps et qui sortait
du cadre de nos objectifs.
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Etude de 1a situation "déspatialisée" d'identification des carrefours :

signification des réponses ; effets ultérieurs sur le repérage

.1. L'analyse des situations de repérage intrinseéque (quadrillage couleur)
et purement spatial (quadrillage noir) a montré que les enfants répondent
essentiellementde facon non différenciée & ces deux types de repérage.
Pourtant les couleurs permettent d'identifier un carrefour par la seule
"valeur" du couple des couleurs des bandes et ne nécessitent pas de coor-
donner des positions relatives dans deux directions.

Les échecs des sujets les plus jeunes sont-ils dus a la difficulté a
coordonner deux informations (deux couleurs, deux positions relatives) ou
bien s'agit-il spécifiquement d'une difficulté a prendre en compte des
éléments non spatiaux (les couleurs) dans une tdche spatiale.

Nous avons introduit la tdche déspatialisée d'identification des carre-
fours pour tester ces hypothéses :

Avec la premiére hypothése on ne devrait pas observer de meilleures
réussites dans 1'épreuve d'identification des carrefours que dans celle du
repérage sur des quadrillages "couleur".

En fait on devrait méme, sur un groupe homoggne de sujets (1), observer
globalement moins de réponses correctes : en effet, dans le repérage spatial,
les enfants peuvent utiliser des invariants spatiaux plus précocement acquis

(1) Bien entendu nous n'avons pas la garantie que des enfants du méme dge et
de la méme classe forment un tel groupe homogéne. Néanmoins, 1'hypothese
faite sur 1'existence de forts invariants dans 1'acquisition de concepts
bidimensionnels, semble renforcée par la régularité des résultats obtenus
et la cohérence de 1'ensemble de nos données (la comparaison des 5 situa-
tions de repérages "directs", celles.de 2 groupes passant la situation
"carrefour" va dans ce sens).
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que la combinaison de deux informations (c'est ce que nous avons vu avec
1'analyse des invariants topologiques) ; or ces invariants ne sont pas
disponibles dans 1'identification des carrefours.

Avec la seconde hypothése, 1'utilisation des couleurs ne serait pas
spontanément disponible mais serait mobilisable & condition d'introduire
une contrainte appropriée : 1'identification des carrefours devrait alors
étre plus facile que le repérage ; de plus une tdche ultérieure de repérage
intrinséque devrait étre nettement mieux réussie aprés 1'identification des
carrefours qu'aprés un repérage direct. Pour évaluer le domaine de validité
de cet effet d'utilisation d'é1éments intrinséques nous avons introduit le
repérage sur un quadrillage noir - marqué (aprés une identification de car-
refours : le couple de couleurs des marges est-il utilisable par les enfants
qui ont identifié correctement les carrefours ?

. 2. La reprise des données des figures 4a et b sur les réussites donne de

premiers éléments sur la validité des hypothéses précédentes.

. 2.1. Les réponses sont globalement meilleures pour les carrefours que pour

le quadrillage couleur, et les réussites des sujets plus nombreuses. Cepen-
dant la situation est différente pour les deux niveaux Matl et Mat2 (4;6 ans
et 5;6 ans) ol les enfants ne réussissent pas massivement les tadches de re-
pérage :

- a 4;6 ans, 1'amélioration est faible pour les réponses mais nette sur le
pourcentage de sujets qui réussissent : notre interprétation est la suivante :
un certain nombre d'enfants ont effectivement des difficultés & coordonner

deux informations et ne s'en tirent pas mieux de 1'identification des carre-

fours que de celle du repérage spatial (1), pour d'autres enfants, la seconde

(1) Nous exprimons notre interprétation comme s'il s'agissait des mémes en-

fants dans les 2 situations : en fait, nous ne pouvons que réitérer 1'hy-
pothése de représentativité des sujets (dont nous rappelons qu'elle est
sous-jacente & toute la psychologie génétique) : la seule question métho-
dologique porte sur le nombre de sujets.
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hypothése est valide : ils utilisaient avec une relative difficulté des
coordinations dimensionnelles spatiales (appuyées sur les invariants spa-
tiaux déja acquis) - d'ol peu de réussites complétes au repérage - mais si
la situation les conduit 3 coordonner des informations non spatiales (sur
1a dimension "couleur" acquise a cet dge) ils le font de facon fiable.

Cette interprétation de 2 “"sous-populations" est par ailleurs cohérente
avec 1'existence d'un pourcentage relativement important de réponses ne res-
pectant que 1'une des "dimensions", Te plus souvent la couleur de 1'horizon-
tale, dans 1'identification des carrefours.

- 3 536 ans, la composition des informations est massivement utilisée : pour
1'essentiel des enfants la seconde hypoth2se est valide : la composition
n'était pas disponible mais elle est mobilisable (40 % de sujet réussissent
le repérage sur le quadrillage couleur, 95 % identifient les carrefours
correctement)(1).

. 2.2. Les données obtenues sur le repérage en face & face avec le quadrillage

couleur aprés 1'identification des carrefours précisent les résultats pré-
cédents :

- 3 4:6 ans 1'identification des carrefours, possible pour certains enfants
seulement, n'a pas d'effet sur la tache spatiale ultérieure :

- a 5;6 ans les enfants bénéficient de la mobilisation produite dans 1'épreu-
ve d'identification des carrefours (60 % de sujets réussissent), cependant
i1 ne s'agit pas de tous les sujets.

(1) La correction introduite aprés chaque réponse est la méme dans cette
situation que lors de la phase de familiarisation pour le repérage.
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IT est possible que 1'existence d'une transformation complexe comme
celle du changement de point de vue introduise un probléme dont les enfants
n'‘arrivent pas a se dégager, cependant qu'ils ne sont pas capables des com-
pensations nécessaires ; il est possible aussi que 1'analyse de la "valeur"
du carrefour correspondant & la position du pion de 1'E introduise une dif-
ficulté complémentaire.

Au vu de ce qui se passe pour les enfants plus dgés dans 1'une des si-
tuations de repérage face a face, la premiére interprétation nous semble la
plus plausible : 1'impact des difficultés spatiales "bloquerait" a la fois
la disponibilité et 1a mobilisation possibies d'actions efficaces mais non

spatiales.

. 2.3. La situation de repérage avec un quadrillage noir marqué, aprés 1'iden-
tification des carrefours montre la limite du domaine de validité des opé-

rations mobilisées pour 1'identification : les marques qui "codent" chaque
horizontale et chaque verticale ne sont pas utilisées par les enfants. Les
réponses correctes, les réussites globales, Te respect des invariants dimen-
sionnels sont les mémes pour’1a situation Nm et pour les situations N. Une
seule exception concerne les réussites individuelles dans la disposition
face & face : Nm est significativement meilleure que N, et plus proche de

la situation C (& ordre de présentation constant, du centre vers le bord).
Pour certains sujets le marquage des bandes peut jouer un réle de contréle,
Torsque la situation spatiale est relativement maitrisée.

La mobilisation de 1a combinatoire des couleurs obtenue avec 1'identi-
fication des carrefours a donc un domaine de validité 1imité aux situations
ol le repérage ne fait pas appel & 1'analyse du gquadrillage selon ses 2 di-
mensions : cela ne signifie pas qu'il soit impossible de mobiliser cette
utilisation de 1'indexation des marges, mais qu'elle n'est pas -spontanément
disponible.
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7, CONCLUSION

7, 1. BIDIMENSIONALITE DU REPERAGE PLAN

Rappelons les questions spécifiques que nous posions dans 1'analyse
de 1'acquisition de la bidimensionalité du repérage dans un plan quadrillé,
avec un petit nombre de mailles :

Quelle relation apparait entre 1'acquisition de la bidimensionalité
spatiale et 1'identification d'un repére quadrillé fini & un produit ensem-
bliste de marques distinctes (ici des couleurs) ?

Quels invariants spatiaux sont disponibles dans les représentations
des enfants pour 1'identification d'une position ?

Quelle évolution apparait dans leur utilisation ? Sont-ils hiérarchisés
ou les divers invariants interviennent-ils dans le contrdle des réponses
fournies ?

En particulier quel statut ont les invariants dimensionnels : respect
de 1'une et/ou 1'autre des dimensions “horizontale" et "verticale" relative
au sujet ?

Quelles sont les interactions entre les invariants spatiaux "disponibles”
et les changements de point de vue en jeu dans le passage d'une position
sur le repére de 1'expérimentateur a la position analogue sur le repéere du
sujet ?

Quel est le domaine de validité des représentations bidimensionnelles
des enfants, quelles difficultés apparaissent, quels obstacles peuvent étre
Supposés ?

Le premier point & souligner est la précocité de certains repérages
bidimensionnels corrects, par rapport aux acquis sur le produit de dimensions:
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dés 6 ans pratiquement tous les enfants identifient correctement les posi-
tions quand Teur point de vue et celui de 1'expérimentateur sont "paralleles”
et proches. ‘

L'identification intrinsdque d'une position a un couple de marques
distinctes est plus précoce que le repérage spatialy dés 5 ans pratiquement
tous les enfants (plus de 90 %) identifient une position par la donnée des
deux lignes de couleur qui s'y croisent, mais cette identification doit
étre sollicitée par une contrainte particuliére : si 1'identification des
positions est présentée dans une situation spatiale, alors le repérage
intrinséque (identifiant une position au couple des lignes qui s'y croisent)
n'est pas spontanément utilisé et ce sont les éléments spatiaux qui sont mis
en oeuvre. (1)

Les invariants topologiques sont utilisés massivement vers 4 ans .
(moins de 10 % d'erreurs topologiques) ; les propriétés affines (diffé-
renciation des angles) un peu décalées - mais trés peu ; les propriétés de
type métrique (pres/loin du bord) jouent un rdle important - moins fort
que les invariants topologiques et affines - dés 5 ans. Cependant, la fia-
bilité de cette mise en action des invariants spatiaux évolue fortement :
les enfants de 4 ans sont peu fiables (mais i1 y a quand méme 35 % de
“sans faute" topologiques), ceux de 5 ans ne le sont pas tous (60 % de
"sans faute").

La fiabilité "topologique" acquise seulement & 6 ans doit se traduire
dans des difficultés pour les enfants plus jeunes lorsqu'il s'agit de re-
produire des patterns et non d'identifier simplement une position : moins
i1 y a des relations topologiques internes au pattern, plus les erreurs
doivent &tre fréquentes (cas extréme : points dispersés).

Les invariants dimensionnels (point sur la "bonne horizontale", ou sur
1a "bonne" verticale) ont une évolution différente selon la dimension
considérée :

(1) Voir G. Piéraut-Le Bonniec et S. de Schonen (1976) pour les relations
entre marquages et activités.
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L'horizontale . est conservée pratiquement par tous les enfants
des 4 ans : ils prennent donc déja correctement en compte 1'éloignement
de la position & repérer par rapport & 1'observateur (expérimentateur et
sujet lui-méme), c'est-a-dire la position sur 1'axe "proximal/distal".
Nous retrouvons ici, dans le cadre spécifique du repérage plan, la prio-
rité d'acquisition de la relation "devant/derriegre" / "prés/loin" sur les
autres relations spatiales (toutes choses égales par ailleurs) (Samurcay,
1984), (en repérage cote a cdte respectivement : 37 % et 6 %).

Le repérage de la verticale est plus complexe ; deux difficultés
spécifiques y interviennent : d'une part la prise en compte correcte de
1'invariant d'orientation gauche/droite (dont on sait qu'il est acquis plus
tard que celui devant/derriére, toutes choses égales par ailleurs), d'autre
part, la précision de la localisation sur 1'horizontale. C'est la seule
difficulté qui apparaisse dans la situation déspatialisée d'identification
des carrefours ; 3 4 ans elle n'est pas négligeable, bien que déja largement
résolue.

Le caractere privilégié de 1'acquisition du repérage selon 1'axe
proximal/distal se manifeste en effet méme dans la situation "déspatialisée”
ol 1'enfant doit identifier une position pour le couple des couleurs des
1ignés qui s'y croisent : 20 % des enfants conservent en effet la seule
couleur de “1'horizontale”, 8 % la seule couleur de la "verticale".

L'orientation gauche/droite est en revanche une acquisition qui se
heurte a 1'obstacle de la forte symétrie de 1'espace visuo/moteur par rapport
au plan médian "vertical" du sujet (alors que cet espace est complétement
asymétrique par rapport au pTan frontal du sujet : ce qui est devant est
visible et atteignable, ce qui est derriére ne 1'est pas).

Si des 5 ans les erreurs de position sont négligeables, des confusions
d'orientation subsistent.
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Cependant, 1'existence d'un autre observateur que le sujet (1'expé-
rimentateur) doit, selon nous, contribuer a "orienter" la dimension
horizontale de 1'espace, lorsque observateur et enfant sont cdte a céte
ou plus généralement lorsque 1'observateur est situé dans une des deux
régions (droite ou gauche) de 1'espace par rapport au sujet (biais) : on
observe en effet beaucoup moins de localisation "en miroir" que dans des
situations (avec nombre d'éléments analogue) ol il y a un seul observateur
(1e sujet) et deux reperes devant lui (Baudonniére, 1976).

Par ailleurs, 1'orientation gauche/droite (lorsque la présence de
1'observateur avec son repére contribue & orienter 1'espace) est mieux
prise en compte quand les invariants affines et topologiques guident le
repérage : environ 60 % des enfants de 4 ans respectent alors 1'orientation,
sinon i1 n'y en a plus que de 30 a 40 % (ce qui n'est pas négligeable !).
A 5 ans les divers invariants topologiques affines, et de type métrique
étant completement acquis, cette différenciation s'eStompe, et il n'y a
plus que 20 % environ des enfants qui ne conservent pas 1'orientation.
Aprés 6 ans la conservation de 1’orientation gauche/droite est acquise,

comme les autres invariants dimensionnels.

2. BIDIMENSIONALITE DU REPERAGE PLAN ET.CHANGEMENTS DE POINT DE VUE

Les invariants dont nous venons de tracer 1'acquisition sont inégale-
ment disponibles selon les changements de point de vue en jeu dans le pas-
sage du repére de 1'expérimentateur a celui du sujet.

Ni 1'origine marquée sur le repére, ni les marques de repérage intrinséques
ne suffisent 2 donner au repére fourni un statut indépendant du point de vue
de 1'observateur, dans les tdches non contraignantes, et sans modalités
extérieures de contrdle sur les réponses fournies (déplacements du repére

et du sujet exclus) que nous avons analysées pour étudier les représentations
disponibles.

Si les invariants topologiques, affines et métriques apparaissent indé-
pendants des "points de vue" il n'en est pas de méme des autres invariants.
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Certes au moins une dimension "horizontale" ou "verticale" (par rapport

au sujet) est conservée dés 6 ans, mais d'une part de 10 & 25 % des petits
de 4 ans ne peuvent conserver au moins une de ces dimensions lorsque les
repéres sont en face & face, d'autre part la conservation de 1'horizontale
(c'est-a-dire de 1'éloignement par rapport au sujet sur 1'axe proximal/
distal) est moins assurée qu'en cdote a cOte jusqu'a 7 ans.

Enfin, 1'orientation gauche/droite n'est pas conservée dans une partie
importante des réponses des enfants de 7 et 8 ans : faute d'utiliser le
repere avec sa propriété fondamentale d'identification possible de toute
position, ils échouent a compenser correctement le changement de point de
vue.

Or, le changement de point de vue met en oeuvre non plus simplement Ta
bidimensionalité du plan, mais des représentations beaucoup plus complexes
de 1'espace et des déplacements spatiaux, qui semblent comporter des obstacles
que ne franchissent pas tous les sujets (1). Le domaine de validité des
acquisitions sur le repérage bidimensionnel est donc limité par le statut
du repere. Celui-ci n'est pas spontanément utilisé par T'enfant (et nous
pensons, en général par les sujets) avec ses caractéristiques intrinseques,
-et.dont” 1'origine marquée devrait permettre, en théorie, un repérage indé-
pendamment des positions d'un quelconque observateur. I1 semble au contraire
gue le repére ait un statut que nous qualifierons de dynamique, a savoir :
associé 3 un observateur (commec'estle cas dans les repéres en mécaniqueu) H
les invariants du repere en fonction des déplacements de 1'observateur sont
alors a construire dans le cadre plus généra] des représentations de 1'espace
comme lieu de déplacements potentiels ou réels. L'acquisition de la bidimen-

(1) Que 1'on prenne la faible corrélation de tests spatiaux avec les autres
dans Tles échelles métriques de 1'intelligence (Zazzo, 1966), ou les
difficultés a classer les épreuves de changement de perspectives dans
les stades piagétiens (Longeot, 1978), i1 apparait exister une difficulté
spécifique.
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sionalité ne régle a 1'évidence pas le franchissement de cet obstacle,
dont on retrouve les traces dans les échecs des étudiants en mécanique
lorsqu'il s'agit de prendre en considération plus d'un repére..

#.3. BIDIMENSIONALITE SPATIALE/BIDIMENSIONALITE = ENSEMBLISTE

Les rapports entre produit cartésien et organisation multiplicative
du plan ont été étudiés d'une part a travers les rapports entre relations
ensemblistes et relations spatiales (intervention des dispositions spatiales
en produit lignes x colonnes dans les constructions de produits ou les
correspondances entre produits F x C) et d'autre part a travers 1'étude
du repérage avec un quadrillage identifiable & un produit de deux ensembles
disjoints de couleurs.(repérage "couleur” et repérage "déspatialisé").
L'ensemble des résultats obtenus indique 1'existence d'interactions com-
plexes :

- les identifications de couples de valeurs de dimensions comme la couleur
et Ta forme, facilitent le repérage de positions du plan, elles permettent
de répondre correctement & des tdches ol un changement de point de vue de
1'observateur introduit un obstacle au repérage spatial ; elles jouent donc
un role constructif, (utilisé d'ailleurs & un autre niveau de complexité
avec le codage des points du plan) ; cependant, ces identifications précoces
n' impliquent pas pour 1'enfant 1'existence d'une représentation "dimen-
sionnelle", et a fortiori bidimensionnelle, de 1'ensemble des éléments ou

des positions en jeu ;

- 1'organisation spatiale selon deux directions liées au sujet : 1'axe
prokima]/dista1,»1'axe fronto-parallele,introduit un acquis dimensionnel
spécifique ; en particulier la précocité de la prise en compte de la dimen-
sion "prés/loin" permet une organisation au moins unidimensionnelle des
alignements paralléles au sujet. Ces alignements jouent alors un réle
producteur par rapport au produit de dimensions : la relation de ressemblance
selon une dimension, Torsqu'elle se transcrit par une disposition cdte & cote
des éléments, aboutit a une'représentation de facto de la dimension commune
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qui coincide avec une dimension spatiale acquise : celle-ci peut alors en
retour permettre, au niveau de 1'action, une plus grande prise en compte

~de Ta dimension du produit ensembliste (1) ; i1 faut souligner également

ici due cette prise en compte de la dimension ou des dimensions ne produit
pas nécessairement des effets sur le systéme de représentations de 1'enfant
(ainsi par exemple, les "réussites" a la mise en correspondance de deux pro-
duits F x C quand la disposition du support est un produit de lignes et de
colonnes ne se transférent pas a des mises en correspondance avec d'autres
dispositions spatiales...).

Les rapports entre produit de dimensions et organisation multiplicative
du plan apparaissent donc comme non univoquement orientés : 1'interaction
entre les deux champs conceptuels est a la fois tres pkécoce, et peut jouer
sur une longue période un rdle producteur pour les acquisitions cognitives
1iées a la bidimensionnalité.

Sur le plan didactique, i1 nous semble que cela ouvre la perspective
d'un possible "jeu de cadres"(Douady, 1984) (2) dans la construction du pro-
duit cartésien, et dans 1a'représentation analytique de 13espace comme
objets d'enseignement.

(1) Ainsi, A.M. Pinelli a montré, avec des éléves de CP, que des téaches
d'organisation d'un produit F x C dans une matrice (ol les marges sont
identifiées explicitent a F et C) facilitent la construction ultérieure
d'un produit ensembliste F x C. (Pinelli, 1978).

(2) En rapport avec le développement conceptuel dans le domaine numérique.
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0. Dimensionalité des mesures spatiales

Les mesures spatiales de longueur, surface et volume ont,
dans le champ des problémes de la didactique une situation
déterminée 2 la fois par leur statut dans la connaissance, par
leurs caractéristiques comme objets mathématiques et par la
fagon dont elles sont définies comme objet d’enseignement.

On sait le réle que jouent dans le développement cognitif
les opérations de décompte (construction et structuration
des nombres entiers...) et de mesure (construction des

uantités physiques et spatio-temporelles...), opérations
3ec1$wes pour I’élaboration de la connaissance, la régulation
des actions, le remplacement du titonnement empirique par
le calcul sur les representauons. On sait aussi que les pre-
miéres notions qu’en a P'enfant s’élaborent de fagon pré-
coce, 3 partir de ses actions sur le monde, et avant l'inter-
vention de I’enseignement institutionnalisé. Cette élabora-
tion depend évidemment des représentations socialisées
existant, 3 la fois dans le proche milieu de I’enfant et dans la
culture dans laquelle il vit.

Lorsque Penseignement intervient sur ces points, il
concerne donc des enfants, ou de jeunes adolescents, qui
ont déja des représentations assez élaborées, méme
lorsqu’elles sont «fausses» au regard de la connaissance
scientifique.

L’érude du fonctionnement de l’enselgnement la cons-
truction et I'analyse des situations didactiques, comportent
donc une interrogation précise sur ces représentations des
éléves et sur leur intervention dans les processus didacu-
ques. Or les mesures spana]es ont une place spécifique,
nous semble-t-il, par rapport i la didactique des mathémaui-
ques:

Dans le développement cognitif

—d’une part, elles se distinguent des autres quanutés par
le fait qu’elles sont a Varticulaton de concepts

hysiques », relatifs aux propriétés et transformations des

g]ets matériels, et de concepts «spatiaux » qui intervien-
nent dans I'organisation des activités cognitives sur I’espace.
(Ce n'est pas le cas pour la masse, le poids, ni les probabili-
tés - le temps occupant une autre place spécifique).

—d’autre part, elles mettent en jeu une coordination de
concepts i caractére «géométrique», portant.sur une




représentation « qualitative » de I'espace, et de concepts nu-
mériques, débouchant sur le progrés décisif dans le déve-
loppement cognitif que constitue le calcul des mesures.

Un double processus de mathématisation est ainsi 3 I’ceu-
vre dans I’élaboration des concepts spatiaux, pour I'étude
de laquelle la spécificité de la problématique didactique doit
intervenir, car elle ne peut relever de la seule problématique
psychologique. On constate d'ailleurs que dans le champ
considérable des recherches sur le développement cognitif
effectuées 3 partir des conservations, les conservations spa-
tiales sont peu étudiées &s qualités : le relevé de 300 publica-
tions réparties sur les deux périodes 1965-1969 et 1973-1977
donne ainsi 12% sur les conservations du nombre, 15% sur
les quantités physiques («quantité», masse, substance,
poids), 5% sur la longueur et moins de 3% pour la surface
et le volume réunis (ce sont essentiellement le fait d’études
d’épistémologie génétique piagétiennes).

Dans le processus d’enseignement

Enfin, leur statut dans Penseignement les distingue aussi
des quantités physiques dont I’acquisition des notions est
contemporaine: celles-ci deviennent rapidement des objets
d’enseignement de la physique, alors que les quantités spa-
tiales demeurent des objets d’enseignement mathématique
attestés: la place de la mesure et de P'intégration dans l’en- -
seignement supérieur en mathématique en est une manifes-
tation, comme les questions de « métrisation » d’autres es-
paces que R3,.

Néanmoins les mesures spatiales, y compris la surface et
le volume, deviennent rapidement, dans le cursus scolaire
obligatoire, des objets d’enseignement obsolescents : I’éleve
les rencontre comme objets de connaissance pratique 2 la
fin de I'enseignement élémentaire — et en apprend des
« formules de calcul » — les revoie, briévement en général,
au début du premier cycle du secondaire, et ne les rencon-
tre plus ensuite que comme « supports » éventuels d’autres
nouons: calcul sur les décimaux, sur les fractions, ou
comme lieu d’application des propriétés des réels. C’est
seulement en fin du second cycle, dans les sections scientifi-

ues, que les mesures spatiales retrouvent le statut d’objet
’enseignement, avec I'intégration.




Historiquement, les objets mathématiques liés 2 I'espace
ont subi au XIX® et XX* siécles des transformations pro-
fondes au cours desquelles la géométrie comme champ
mathématique (de recherches) s’est éloignée des représenta-
tions «spontanées» alors qu'on peut encore voir fin
XVIII¢, une continuité entre ces représentations et des re-
cherches élaborées sur les modes de calcul usant des pre-
miéres notions du calcul infinitésimal (cf. par exemple le
livre de A. Arnaud Nowveaux éléments de géométrie publié
en 1790). L’évolution inverse, récente, concernant la topo-
logie (cf. Le retournement de la sphére) n’a pas eu d’inci-
dence sur I’enseignement de ces objets «anciens ».

.Une éwude historique, pour laquelle nous ne sommes pas
armée, éclairerait sans doute le phénoméne d’obsolescence
signalé plus haut qui.accompagne dans I’enseignement ac-
tuel — en France tout au moins -— une réduction considé-
rable de la part de la mathématisation dans les objectifs de
I’enseignement mathématique, y compris de I’enseignement
obligatoire (en particulier premier cycle du second degré).

I. Les mesures spatiales: un champ conceptuel
complexe, o les questions multiplicatives jouent
un réle déterminant

1. Les travaux de psychologie cognitive aussi bien que les
études sur les acquisitions scolaires convergent pour confir-
mer les difficultés de ces notions pour I'enfant et I'éléve.
Ainsi les recherches sur les conservations spatiales montrent
que si les premiers acquis sont relativement précoces (les
premiéres conservations de la longueur, de la surface
comme « étendue », apparaissent vers 7-8 ans) I’acquisition
de la conservation pour I’ensemble des mesures spatiales est
un processus de longue durée qui se poursuit pendant I'ado-
lescence.

Si ’on se reporte aux recherches de Piaget et Inhelder sur
Pespace (1948), on voit que I'acquisition des conservations
sur le volume ne commence guére avant le début des opéra-
tions formelles. Ultérieurement les travaux de Vinh Bang et
Lunzer (1965) portant sur les conservations de périmétres et
surfaces ont mis en évidence un point central : les difficultés




rencontrées par les enfants pour passer d’opérations de
compensation «additive» — suffisantes pour assurer des
réponses de conservation des longueurs — aux compensa-
tions « multiplicatives » — nécessaires pour travailler sur la
conservation des surfaces et volumes. La coordination mul-
tiplicative est en effet une opération cognitive complexe:: il
faut attendre la fin de P’enseignement élémentaire pour que
les enfants réussissent un ensemble d’épreuves mettant en
jeu le produit cartésien (construction d’ensembles, produit
«simple » de type ExF et ExE, mise en rapport de deux
produits, négation de conjonction de propriétés) (Rogalski ;
Maury et Rogalski, 1970).

Les «bilans » effectués a la fin de I’enseignement élémen-
taire montrent, par une autre approche, les difficultés des
acquisitions scolaires correspondant  ces notions: on peut
citer "ampleur des échecs i la fin du CMj, pour les calculs
de surface et de périmétre de rectangles et pour les change-
ments d’unité (BICAMEL, Lille, 1979). Les recherches sur
les opérations multiplicatives (Vergnaud et al., 1978, 1980)
font apparaitre non seulement des échecs massifs pour le
calcul du volume du parallélépipéde rectangle mais lutilisa-
tion de procédures de type « périmétrique » (I’éléve exprime
le volume par une combinaison linéaire de longueurs), de
type «surface», ou méme «mixtes». De méme Hirstein
(Hirstein et al., 1978) montre la variété des conceptions
erronées sur la surface, dont des identifications aux proprié-
tés périmétriques.

2. Ces difficultés renvoient tout particulirement aux pro-
blémes rencontrés par les enfants et les éléves dans ’acquisi-
tion des relations entre les différentes quantités spatiales;
ces relations merttent en ceuvre un double processus de
différenciation et de coordination: différenciation de pro-
priétés simultanément présentes dans un objet ou une figure
(la longueur du bord/la surface intérieure; la surface d’un
solide/son volume...) et coordination de ces propriétés de
fagon non seulement qualitative mais quantitative, aboutis-
sant aux « équations aux dimensions» S=L x L,V =§ x
L =L x L x L (Rogalski, 1979).




2.a. Appropriation des notions d’«unidimensionalité » de la
longueur, et de « bidimensionalité » de la surface

Par appropriation nous entendons I'acquisidon de
concepts, de représentations, de procédures assez stables et
cohérentes pour étre disponibles et mises en pratique dans
la résolution des divers problémes qui impliquent les no-
tions concernées. La notion centrale sur laquelle porte le
travail expérimental rapporté ci-dessous, qui s’intégre dans
un ensemble plus large, est celle de dimensionalité des
mesures : « unidimensionalité » de la longueur, «bidimen-
sionalité » de la surface!.

Les dimensionalités relatives se traduisent comme on sait
par les « équations aux dimensions », dont le réle concep-
tuel est souvent mieux reconnu dans Penseignement de la
physique que dans celui des mathématiques... Elles se tra-
duusent aussi par les propriétés de bilinéarité de la mesure
de surface par rapport aux longueurs, du volume par rap-
port i la surface et la longueur, et la trilinéanité de la
mesure de volume par rapport aux longueurs. On voit ici se
recouper le champ conceptuel des mesures spatiales et le
champ conceptuel des probléemes multplicaufs (cf. Ver-
gnaud et al., 1979, 1980).

-2.b. L’invariant dimensionnel des similitudes

Un des apports trés productifs de I’étude des acquisitions
de différentes quantités a été celui, conduit par Piaget, de

1. Schématiquement : la droite est un espace vectoriel sur R de dimension 1, et
toute courbe «assez reguliére » lui est localement homéomorphe ; de méme une
surface est localement homéomorphe 3 un <bon » domaine de R* (surface des
solides), I'espace ambiant étant représenté par R-. Ce sont les notions de variéé
de dimension 1 et de dimension 2 qui en donnent une mathématisation rigou-
reuse. Cette représentation de la dimension est extrémement schématique, et nous
n'aborderons pas les questions de validité qui sont par ailleurs centrales dans
I'enseignement ultérieur des mesures. Les questions de « dimensions des ensem-
bles », et*de dimensions des mesures ont été au ceur des recherches autour des
années 1900: H. Gispert (1980) cite ainsi un article de Rieman (de 1854, publié en
1867) : « sur les hypothéses qui servent de fondement i la géométrie » : « le concept
fénéral des granJ;urs de dimensions muldiples, comprenant comme cas particulier
es grandeurs spatiales, n'a jamais été I'objet d'aucune émude», et H. Gispent
enchaine «cente érude qui fut lancée par Cantor devait occuper réguliérement
pendant cinquante ans un grand nombre de mathématiciens parmi les plus impor-
tants». La notion «d’objet fractal» relance aujourd’hui des recherches sur ces
questions de dimensions. L'objet mathématique est donc loin d’étre simple.




Panalyse de la construction d’invariants opératoires, par les
épreuves dites de «conservation»; les transformations
considérées dans ces études sur le développement cognitif
sont le plus souvent des transformations des configurations
spatiales d’objets physiques (conservation de la masse, du
volume), plus rarement ce sont des transformations géomé-
triques, portant directement sur des représentations
(conservation de la surface). D’une maniére analogue, nous
avons abordé le travail sur Pappropriaduz e la « dimensio-
nalité » des longueurs et surfaces par I'étude d’invariants de
certaines transformations. Les transformations considérées
sont des similitudes? (qui forment bien un groupe), qui
agissent de fagon différentielle sur les trois mesures: 3 une
similitude de rapport r on peut associer un invariant propre
a chaque mesure (mais invariant pour toute figure considé-
rée), c’est le rapport de la mesure transformée  la mesure
de la figure initale.

— Pour la longueur cet invariant est r (rapport de simili-
tude).

— Pour la surface I'invariant est r2

— Pour le volume I'invariant est r3 -

(Cette propriété équivaut i Papplication des équations aux
dimensions).

Comment se manifeste I'émergence, et la discrimination
des ces invariants spécifiques de chaque mesure, Iinvariance
des mesures par isométrie étant supposée acquise par les
éléves des niveaux considérés fin du CM, et au-deli. Quel-
les difficultés rencontrent-elles? Quelles interventions di-
dactiques peut-on envisager pour dépasser ces difficultés ?
Telles sont des questions générales qui se posent sur cette
notion de «dimensionalité » qui ne fait pas l’objet d’un
enseignement explicite, en mathématique au moins (en phy-
sique, au moins 3 certains niveaux scolaires les questions de

2. Ou des homothéties de centre donné: nous ne discuterons pas de la perui-
nence d’une représentation affine ou vectorielle de Iespace par rapport au pro-
bléme érudié. Les invariants considérés sont en tout état de cause les mémes. On
aurait pu considérer I'invariant rationnel suivant le rapport des mesures

mes $(A) _ _mes A . : mai invari
( mes S(B) mes B pour toutes similitudes S ; mais cet invariant plus

proche des invariants classiques n’est pas différentiel.




dimensions sont explicitées, mais a ces niveaux la surface
n’est pas davantage un objet d’enseignement de la physique
que cﬁas mathématiques).

Une question plus spécifique concerne l'accés au do-
maine multiplicauf : quel passage peut-on repérer entre les
opérations de caractére additif au moins partiellement mai-
trisées par I’enfant (par exemple les pavages) et I'appropria-
tion des notions de dimensions ?

2.c Rapports entre Pespace, les structures multiplicatives et
les mesures, quelques questions centrales:

Quelle est la disponibilité des représentations que peut
avorr 'enfant d’opérations de «pavage», qui permettent
justement les opérations de caractére additif ; quelle mobili-
sation de ces représentations peut-on provoquer ?

uel est le domaine de validité du passage des propriétés
additives i P'invariant multplicatif lié i la dimension?

Sur quel(s) modes(s) opératoire(s) I’éleve peut-il traiter les
mesures de longueur et de surface? Quelle interaction y
a-t-il entre modes opératoires et opérations cognitives ?
Précisons ces questions:

Disponibilité et mobilisation des représentations spatiales.

Pour dénombrer, par exemple, combien de «petits» car-
rés (ou triangles) sont contenus dans le carré (ou triangle)
de cotés doubles, ou triples, I'enfant doit se représenter —
ou représenter graphiquement — le «pavage» de la «gran-
de» f?gure par les petites. Cette opération peut-elle se faire
«spontanément », suscitée par la simple question de dénom-
brement, c’est-a-dire est-elle immédiatement disponible —
ou doit-elle étre suscitée par la donnée d’un exemple, ou de
plusieurs, et lesquels ? Dans quelle mesure et quelles condi-
tions la mobilisation des représentations a-t-elle lieu?

Domaine de validité

Les quantités spatiales, comme concepts, doivent concer-
ner une large classe d’objets. Ainsi, si I'on veut parler de
«la mesure de longueur», il faut pouvoir parler et opérer
sur la longueur du carré, la longueur du cercle, avec des
propriétés.communes, invariantes avec les figures.

De méme, parler de ls surface du carré, la surface du
triangle, la mesure des surfaces, suppose que pour tous les




carrés d’une part, tous les triangles d’autre part, des opéra-
tions communes sont possibles, et que de plus il s’agit bien
de la méme quantité, appliquée i des figures différentes,
quantité caractérisée par des propriétés valides sur I'un et

“Pautre ensemble de figures dont les disques ou d’autres

figures non pavables. Quelles généralisations opérant a di-
vers niveaux entrent en jeu dans I’extension du domaine de
validité au cours de I'appropriation des notions sur les
mesures-surfaces ?

Les modes de travail opératoire

En tant que quantités, les longueurs, surfaces et volumes
font I'objet de «calculs» au sens large du terme.

Le «calcul» peut étre qualitatif : ainsi deux surfaces peu-
vent étre comparées du point de vue de leur «étendue, (si
'une est incluse dans lautre elle sera « moins étendue», si
elles sont isométriques elles sont de «méme étenduen...); il
peut étre semi numérique : une surface obtenue par regrou-

ement de 2 surfaces égales sera «le double» de chaque
ggure composante ; numérique: aprés le choix d’une unité
géométrique de pavage, on mesure |’aire en nombres d’uni-
tés ; apreés le choix d’une unité physique on calcule aire:
une table mesure par exemple 1 m2. Les calculs peuvent étre
de type algébrique — ou littéral — ainsi la formule de
calcul des aires de rectangle S = a x b. Dans ces «calculs »
apparait nécessairement une formulation de la quantité, et,
des le calcul numérique, le choix et I'utilisation d’une unité.

Les propriétés essentielles des mesures sont-elles pour
I'enfant invariantes quand expression et/ou l'unité chan-
gent ? Par exemple travailler sur la surface comme « quantité
3 peindre », mesurée par des nombres de pots de peinture,
sur la surface comme «quantité de production» mesurée
par des masses ou des capacités, sur la surface comme
«nombre de e’ » mesurée avec une unité en rapport avec
l'unité de longueur, met-il en pratique les mémes opéra-
tions cognitives, utilise-t-il les mémes invariants ?

I faut remarquer ici que dans I’enseignement élémentaire
(parfois dans le cycle d’observation du second degré) un

ouble mode de travail opératoire est I'objet explicite de
Penseignement: avec pour le volume, le «doublet» des
mesures de capacité (avec les litres...) et de volume (avec les
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m3). Le seul indice d’un doublet analogue pour la surface
est I'introduction des mesures agraires (en ares...) par rap-

ort aux mesures d’aires (en m2...). Par ailleurs, pour la
ongueur, la représentation de la distance parcourue (lon-
gueur) par le temps mis (durée) est présente précocement
chez P’enfant, et fréquente dans la langue courante (« c’est 2
cinqg minutes d’ici... »).

I1. Méthodologie et dispositif expérimental

1. Les questions que nous soulevons peuvent étre abordées
par plusieurs voies de recherches. Les problématiques et les
méthodes y sont relativement spécifiques de la maniére
dont elles prennent en compte les « agents » dont I'interac-
tion détermine le processus d’enseignement. Ces «agents »
sont les enseignants (et I'institution scolaire), les éléves, et
le contenu enseigné (conceptuel et mathématique). Ainsi
que nous [’avons explicité plus haut, I’étude du fonctionne-
ment concret de I’enseignement, la construction et Ianalyse
de situations didactiques, comportent une interrogation
précise sur les représentations des éléves.

Les expériences rapportées ci-dessous concernent ainsi
Iappropnation par les enfants et adolescents de ces notions
liées a la dimensionalité. Leur construction, comme I'inter-
prétation des résultats, s’appuie sur les premiéres analyses
du contenu (Rogalski, 1979). Les évolutions constatées le
long du cursus scolaire sont rapportées au contenu général
de Penseignement des mathématiques dans les différents
niveaux. La prise en compte conceptuelle et la manipulation
opératoire du caractére de produit des mesures de surfaces
et volumes sont liées au grand probléme suivant : le passage
des structures additives (dont les premiers schémes sont trés

récoces) aux structures muluplicatives. C’est ce point pour
requel nous observerons plus précisément les interactions
entre les représentations de I’enfant éléve et les caractéres de
P’enseignement.

2. Pour Pétude des représentations des éléves, nous avons
choisi de commencer par la passation collective de question-
naires. Les réponses a ce questionnaire sont des réponses
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numériques simples, et ne comportent pas d’autre explica-
tion écrite de la part des éléves. Plusieurs raisons nous on

* conduit i ce choix comme premiére étape d’étude didacu-

que de ces problémes. Tout d’abord, nous voulions analy-
ser des réponses i un ensemble assez complexe de questions
pour repérer les régularités dans les relations entre les ré-
ponses, de fagon i cerner — pour cette question de dimen-
sionalité — la structuration du champ conceptuel des mesu-
res. Ensuite nous voulions en suivre I’évolution, sur une
durée en rapport avec la complexité prévue: ces deux exi-
gences conduisaient 2 Pinterrogation d’un nombre impor-
tant de sujets. _

Par ailleurs, nous voulions contrdler I'insertion tempo-

‘relle de ces questions posées aux éléves dans le déroulement

de I’enseignement qu’ils suivaient ; nous voulions éviter éga-
lement les interférences extérieures entre éléves ou entre
éleves et maitre mal contrdlables et non analysables: une
passation collective permettait de répondre a ces deux ob-

jectifs.

3. Trois questionnaires ont été utilisés : I'un sur la longueur
— noté L dans la suite — les deux autres sur la surface
notés SA et SN respectivement. Un court questionnaire a
été également utilisé pour situer notre population par rap-
port aux difficultés concernant le volume (G. Ricco, 1982).

3.a. Questionnaire L sur la mesure linéaire

L’étude faite sur le caractére « unidimensionnel » de la me-
sure des longueurs a porté sur deux types de situations-
problémes. Dans un premier groupe les données comme les
questions sont «arithmétisées », dans un second groupe
elles sont posées sous une forme « géométrisée ».

La figure ci-contre reproduit I'une des quatre questions
« arithmétisées » (3 2 items) et la question « géométnsée » (a
4 items) avec les réponses d’un éléve de 6°.

Les quatre questions « arithmétisées » étaient posées avec
cette présentation; les périmétres initiaux étaient exprimés
soit en centimétres (questions 1 et 3), soit en temps de
parcours (question 2) ou en nombre de ficelles « unités».
Les rapports entre la figure initiale et la figure sur laquelle

s
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Figure
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porte la question étaient des rapports simples: 2 (question
1), 3 (questions 2 et 4) et -é— (question 3).

Nous n’avons pas croisé systématiquement les « modes
opératoires » (cm, temps, nombre de ficelles) avec les rap-

ports (2, 3, ), un sondage ayant montré qu’au niveau

scolaire ot était posé ce questionnaire, avec des données
permettant une lecture immédiate de ces rapports, double

et moitié (2 — %—) fonctionnaient de maniére analogue, ainsi
que les rapports numériques entiers petits.

3.b. Questionnaire SA et SN sur la mesure-surface

Aprés une phase de familiarisation avec les termes utilisés et
les modes de réponses les deux questionnaires comportent
uatre phases centrales. La figure 2 ci-contre reproduit le
gébut e la phase de familiarisation, la phase 1 et la phase 4
dans le questionnaire SA, avec les réponses de ’éleve de 6°

Questionnaire SA :

La phase 1 est dénommée par la suite «pavage
spontané ». On donne une petite figure construite i partir

es trois segments unitaires définis dans la phase de familia-
risation comme «court», «moyen», «long». Les figures
semblables sont définies par rapport i ces mémes segments.
Les rapports sont 2 ou 3 (cf. figure 2). Les enfants ont a
choisir une réponse parmi 4 ou 5.

La phase 2 est dénommé par la suite « surface-peinture ».
Les dessins des couples de figures sont analogues i ceux
reproduits sur le schéma 2 (phase 4). Les questions posées
sont du modele suivant: «il faut 1 pot de peinture verte
pour peindre le petit carré. Combien faut-il de pots pour
peindre le grand? (La couleur change avec la figure). Les
enfants ont i choisir entre 5 réponses (1 i 5).

La phase 3 est désignée par phase de « pavage avec exem-
ple». Les figures sont celles de la phase 1, dans ce méme
ordre. Pour la premiére figure le pavage est figuré en poin-
tillé, les petits carrés marqués d’une croix, avec le commen-
taire « il y a 4 petits carrés dans le grand ; une croix montre
P’endroit ot ils sont ». Les questions sont ensuite du modeéle
«mets des croix pour montrer o mettre les petits rectangles
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dans le grand. Combien y en a-t-il 2

La phase 4 est désignée par « surface-peinture ». La situa-
tion de la phase 2 est reprise, mais on donne la surface des
petites figures en cm?: «la surface du peut carré mesure 4
cm2. Combien mesure la surface du grand?» La réponse
est ouverte. :

Une phase est introduite entre les phases 2 et 3 pour
vérifier si ’ordre sur les quantités de peinture pour recou-
vrir des figures est bien compatible avec I'ordre de I'« éten-
due» de ces figures (lequel est sans ambiguité sur le plan
perceptif).

Questionnaire SN :

Phase 1. Parmi les figures il y a le parallélogramme, et la
question « combien de petites figures dans la grande» est
présentée comme commune i toutes les figures qui suivent.

Phase 2. Parmi les figures on adjoint un parallélogramme.
Le nombre initial de pots de peinture est 4 pour le carré, 5
pour le parallélogramme, 6 pour le disque, 1 pour le trian-
gle équilatéral, 2 pour le triangle «obtus». Les réponses
sont ouvertes.

Phase 3. Deux exemples de dénombrement et de pavage
sont données: carré (rapport 2) et triangle équilatéral (rap-
port 3). Le pavage est demandé pour le carré (rapport 3), le
parallélogramme (rapport 2), les triangles, équilatéral (rap-
port 2) et «obtus » (rapports 2 et 3).

Phase 4. Construite comme la phase 2. Les mesures en
cm? des figures sont égales au nombre des pots de peinture.

Deux phases supplémentaires sont introduites :

— une phase cFutiIisation des om? pour quantfier des
surfaces non pavables en carrés de 1 X 1.

— une phase généralisant des questions de la phase 4
mais avec un rapport 3. Cf. la figure 3. (Les réponses sont
celles d’un éléve de 6°).

3.c. Organisation comparée des phases centrales

Le tableau S ci-dessous résume l’organisation des quatre
phases centrales des questionnaires SA et SN avec les nota-
tions suivantes: nous notons F, I'item ol la figure F est
transformée avec une similitude de rapport n. Les rapports
utilisés sont 2 ou 3. Les figures sont: le rectangle R; le
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carré C; le triangle équilatéral T, ; un triangle « obtus » (non
isocele) T, ; le parallélogramme P; le disque D.

. . phase préliminaire [de familiarisation

lére phase CZ Rz CJ Tez Tej Cs PZ C3 TeZ TE3 pJ

28me phase Cp Dy Tez Toz . €y C3 Py Dy Tep Tog
Jéme phase exemple donné.C; exemples donnés:C, et Te3
Ry €3 Tep Tey Cy Pp Tep Top Tog
4éme phase C, D, Tey Top Cz Py D, Tep Top
Tableau S

Les objectifs des différentes phases

Les phases 1 et 3 ont pour but d’apprécier la disponibilité
d’une représentation de pavage d’une figure par une figure
semblable et la mobilisation possible de cette représentation
par la donnée d’un (ou deux) modéle(s).

Les couples de phases 1-2 et 3-4 concernent Pétude du
passage d’une représentation qui permet le décompte additif
d’«unités-formes» au calcul de la mesure d’une surface
semblable i une autre.

La comparaison des phases 2 et 4 a pour but d’étudier
I’effet du mode opératoire choisi : un mode « unidimension-
nel» (représenté ici par un nombre de pots de -einture
nécessaires pour peindre la surface) et un mode «bidimen-
sionnel » (ici I'unité métrique cm?).

Les interactions des opérations de pavage et de mesure de
surface avec les caractéristiques des figures sont érudiées
dans les différentes phases pour explorer le domaine de
validité des opérations et le domaine de validité de la «di-
mensionalité » de la mesure-surface. :

.Remarques

Pour éviter des interférences, non contrdlables a cette
étape de la recherche, entre les représentations des éléves,
les opérations qu'’ils peuvent mettre en ceuvre d’une part, la
manipulation des formules de calcul des surfaces et les
opérations arithmétiques proprement dites d’autre part,
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nous avons construit des questions ol la numérisation soit
la plus «légére» possible. Les rapports de similitude sont
trés simples; r = 2 et r = 3; ils permertent de représenter
ensemble les figures initiales et transformées ; ils permettent
un décompte additif ou multiplicatif rapide (2 + 20u2 X 2
oul+3,3X30ul+3+6); pour les calculs de surface
ils mettent en ceuvre des multiplications «simples»: X 4 et
X 9...

Les longueurs des c6tés des figures (ou les diamétres) ne
font pas intervenir de données numériques3. Pour chaque
couple «figure initiale/figure transformée», les dessins de
la figure initiale font intervenir plusieurs unités. Ce sont
des segments qualifiés de «petit», «courts, «moyens,
«long» introduits dans la phase de familiarisation. Cette
désignation n’a pas posé de problemes aux enfants. Par
ailleurs les données numériques (nombre de pots de pein-
ture ou surface en cm?) sont simples. Enfin, par rapport 2
la mesure exprimée en cm? les figures sont représentées en
«.vi'aie grandeur» (aux approximations prés du tracé maté-
riel...).

3.d Plan d’expérience

Les questionnaires L et SA ont été passés par 116 éléves de
fin de CM, i la fin de 5éme.

La comparaison des réponses des mémes sujets permet
une ét .de des relations entre ’acquisition de la linéarité de
la mesure de longueur et celle de la bidimensionnalité de la
mesure de surface.

Le questionnaire SA a été par ailleurs passé par 74 éléves
de fin de 6éme a fin de 4éme (avec un sondage en 3éme).

La comparaison des réponses au questionnairte SA don-
nées par des éléves de 6éme et 5éme d’origines scolaires
différentes apporte des éléments d’information sur la fiabi-
lité des résultats observés.

3. Nous voulions éviter en particulier I'usage de formules de calcul qui auraient
nécessité une organisation relativement complexe d’opérations: calcul de Si,
calcul de S2, calcul du quotient 52/51. Cette complexité rend plus difficile de
dégager I'invariant proprement dit. .
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Le quesuonnaxre SN a été par ailleurs passé par 80 éleves
de fin de 6éme i fin de quatriéme issus des mémes classes
que SA*4.

La comparaison des réponses aux questionnaires SA et
SN vise 3 analyser plusneurs éléments, dont les suivants:
i) dans le questionnaire SA le fait de ne pas proposer
d’exemple de pavage de triangle peut accentuer la différence
de traitement entre carré et triangle dans les phases 3 et 4.
Le questionnaire SN comporte dans sa phase 3 la donnée
supplement:ure du pavage du triangle équilatéral pour ap-
précier ce role de 'exemple (comparaison de phases 3 de SA
et SN);

i) La comparaison des phases 4 de SA et SN vise 2 appré-
cier le niveau de «résistance» dans lutilisation du cm?
comme «mesurant» puisque dans SN une phase intermé-
diaire (située entre celle du pavage et celle de la mesure en

cm?) fait utiliser le cm? comme «mesurant» de figures
simples.

4.a Conditions de production des réponses des éléves

Les questionnaires présentés en classe se situent «hors
contexte » par rapport i I'enseignement des notions concer-
nées, dans le sens suivant: ils sont passés i une période de
’année ou I’enseignement sur les longueurs, surfaces et
volumes est termmé (quand il est «au programme» de
’année). Le statut du travail est précisé aux éléves : 'objectif
est «une recherche pour connaitre les difficultés des éléves
sur les questions de longueurs et surfaces, et pour savoir 2
partir de quand elles sont toutes résolues». (La recherche
apparait bien comme concernant I’expérimentateur). Aucun
«feedback » ne vient aprés les réponses; aucune mise en
relation des différentes questions n’est explicitement deman-
dée, et rien dans la situation de questionnement n’est suscité.
Aucun temps limite n’est fixé (sinon, implicitément, la fin de .
I’«heure de maths» — largement suffisante pour tous les
éléves) et aucune incitation n’est faite ni 3 «prendre son

4. A I'exception d'une classe de 5éme dont tous les éléves ont passé SN, et qui
avait travaillé pendant I'année sur une séquence didactique sur le volume. Les
effets différenuiels ne sont pas analysés ici, mais ils rendent compte, nous semnble-
t-il, d'une «bosses dans |'évolution des réussites 2 SN.
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temps», ni 3 répondre «vite»3. On peut considérer qu'il
n'y a pas de «contrat didactique» actuel ('expérimentateur
étant étranger 2 la classe).

La situation-probléme constituée par un tel questionnaire
a des caractéres dont on doit tenir compte dans I'analyse
des résultats. Les tiches y sont présentées de fagon relative-
ment indépendantes: la cohérence des réponses a I'intérieur
d’une méme phase, ou concernant un méme objet dans
plusieurs phases différentes ne fait pas I’objet de question-
nement. Aucun moyen de «tester» ses réponses n’est pré-
senté au sujet, puisque celles-ci ne sont pas fournies en
fonction d’un but opératoire qui serait clairement atteint ou
non. La contradiction éventuelle de réponses ne peut jouer
de role producteur de nouvelles réponses que si elle est
“spontanément consciente pour le sujet. ‘

L’analyse des résultats, leur interprétation ne peuvent
donc étre faites en terme de «capacité» ou de «compéten-
‘ce » des éléves : elles ne peuvent porter que sur la disponibi-
lité et opérationalité immédiate des représentations ou des
opérations.

Néanmoins les comparaisons, qui sont faites  condition
de production constante, peuvent étre interprétées en ter-
mes d’évolution, de domaine de validité, d’interaction...

D’autre part, les réponses produites dans une telle situa-
tion «ouverte» (sans feedback) nous semblent pouvoir étre
rapprochées de celles qui interviennent lorsque les mémes
questions sont insérées dans un probléme visant un autre
objectif.

Enfin rappelons que nous nous attachons 2 Iétude de
l'appropriation de notions par enfant ou I'adolescent,
C’est-a-dire des acquisitions assez stables et cohérentes pour
étre disponibles et opérationnelles dans la résolution de
problemes divers ; c’est dans cette perspective que se situent
nos analyses et nos hypothéses de conclusion.

5. La variable temporelle interagit trés certainement avec les opérations cogniti-
ves et elle fait partie intégrante des éléments d’analyse du processus didactque,
mais un sondage, rapide, a été fait entre le temps mis a répondre (trés variable) et
la «qualité» d’ensemble des réponses, qui n'a fait apparaitre aucune relation
réguliere: nous n'avons donc pas traité cette variable temporelle dans notre

analyse.
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4.b Statut du questionnaire par rapport au contenu de len-
seignement des mesures spatiales

Schématiquement, on peut dire que I'organisation tem-
porelle de enseignement donné en fin de scolarité du pre-
mier degré et au début du second degré est le suivant: i
partir de procédure de pavage «exact» de rectangles par des
«pavés-unités» (le plus souvent des carrés, et méme des
cm?) on conduit les éléves au calcul de I'aire des rectangles

our des mesures linéaires entiéres (avec Iunité linéaire ad
Eoc) avec le cas particulier de la mesure du carré; on passe
ensuite au calcul de l'aire du triangle rectangle (par partage
du rectangle), du triangle quelconque (comme réunion de
deux triangles rectangles) du parallélogramme, enfin du tra-

éze. Si des modifications d’ordre peuvent avoir lieu, elles
raissent invaniant le fait que seule I'additivité est utilisée,

ue I'encadrement n’est présenté que pour des domaines a
?rontiére partiellement curviligne, et que les notions d’affi-
nement de pavage sont rarissimes, toute notion de conti-
nuité étant actuellement exclue®.

On fournit enfin 4 I'éléve la formule du calcul de I'aire du
disque. La combinatoire des formules permet — par additi-
vité — une extension 3 des figures composées, ce qui
constitue une part importante des exercices proposés dans
les manuels.

Ce sont ces figures de base, 2 propos desquelles inter-
vient I’enseignement, que nous avons prises comme «ob-
jet» des opérations cognitives étudiées ici.

Certes, 1l pourrait sembler qu’une approche du concept
de la bidimensionalité de la mesure-surface a partir des seuls
«pavés» rectangulaires soit théoriquement suffisante. En
eftet c’est 2 partir de la mesure du rectangle que se construit
la mesure des parties mesurables du plan. C’est un abord
qui pourrait étre productif pour I’analyse de 'acquisition de
cette notion de «dimensionalité»” mais les rapports a ’en-
seignement seraient beaucoup plus complexes. En effet sur

6. De ce point de vue, I’évolution des 19éme et 20eme siécles a modifié I'objet
d’enseignement.

7. Clest cente thése quant i I'enseignement des mesures qui est argumentée par
Lebesgue dans ses interventions sur la mesure des grandeurs.
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le plan des notions en jeu, on peut schématiser la notion de
mesure de surface comme coordonnant trois domaines co-
gnitifs: des opérations additives (réunions, partages en-
tiers...), des opérations «multiplicatives» (affinements de
pavage...) et des opérations liées a la continuité et au « pas-
sage a la limite». Ce troisiéme domaine est 3 Pheure ac-
tuelle totalement absent de I’enseignement aux niveaux que
nous considérons : la continuité n’est ni enseignée és quali-
tés, ni utilisée comme un préconstruit. Nous maitriserions
d’autant plus mal les rapports du questionnaire a 'enseigne-
ment que peu de recherches sur le développement cognitif
de Penfant et du jeune adolescent concernent aujourd’hui
les notions liées 2 la continuité: nous nous sommes donc
placée dans un cadre a priori compatible avec les contrats
didactiques antérieurs, et utilisant les connaissances didacu-
ques déja acquises.

4.c Les sujets et leur « représentativité »

Les éléves interrogés étaient des éléves de CM,; et CM,
(école primaire de la proche banlicue de Paris), de 6, 5° et
4¢ (CES de la proche banlieue de Paris, et Orléans).”

Nous estimons pouvoir rapporter les résultats observés et
les analyses faites a un certain nombre de caractéres «inva-
riants » dans P’actuel enseignement, tels qu’ils se manifestent
par exemple par I'organisation des legons sur la surface que
proposent les manuels scolaires.

Nous faisons Ihypothése de I'invariance des obstacles
conceptuels essentiels, des évolutions et des réorganisations
de notions, en raison de 'importance des contraintes pro-
pres 3 l’espace «physique» dans lequel se déroulent les
activités humaines, et des régularités existant dans le déve-
loppement cognitif.

Modulons: cette invariance, relative, s’applique dans un
cadre culturel donné, avec un certain fonctionnement social
dans lequel s’inscrit Vinstitution scolaire elle-méme. Le
franchissement, ou le non-franchissement d’obstacles

* Nous remercions les enscignants et les directeurs de I'Ecole Primaire du CES
de Condorcet 32 Maisons-Alfort ainsi que les enseignants et le principal du CES
Joliot Curie 3 Orléans.
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conceptuels, le déroulement concret du processus d’appro-
priation des notions essentielles sur les mesures spatiales
peuvent évidemment faire intervenir des déterminants so-
ciaux et/ou individuels. On peut en voir certains effets
rapportés par Mitchelmore (1980) sur les différences inter-
culturelles concernant la représentation plane de solides
tridimensionnels, ou dans le travail de K. Yokochi (1980)

ui rapporte des résultats sur la géométrie au jardin d’en-
?ants surprenants pour nous.

Ces modulations faites, il faut remarquer que la trés
grande fiabilité des expériences «piagétiennes» sur les
- conservations et le développement cognitif en général
comme la régularité des difficultés rapportées par les mai-
tres, convergent pour confirmer l'existence d’invariants.
Anticipant sur les résultats, nous pouvons dire que la com-
paraison de nos deux populations de 6° et 5¢ issus d’écoles
distinctes nous conduit a faire ’hypothése d’une stabilité
globale 3 Pintérieur du systéme scolaire frangais des
connaissances et des conduites cognitives générales des éle-
ves en ce qui concerne les mesures spatiales.

II1. Bilan des résultats d’ensemble

L’ensemble des réponses portant sur I’effet produit par des
similitudes simples sur la mesure de figures familiéres mon-
tre qu'un «modeéle linéaire » fonctionne de fagon relative-
ment précoce, mais que les éléves rencontrent de tres gran-
des difficultés pour dépasser ce modéle et aller vers un
traitement multidimensionnel approprié aux mesures de
surface et de volume, méme lorsque les caractéres multipli-
catifs sont directement dérivés du dénombrement additif.
La mise en ceuvre du «modéle linéaire » fait elle-méme
Iobjet d’une évolution de longue durée. Cest 2 la fin du
cycle d’observation du second degré (« 7th grade ») seule-
ment que le « modeéle linéaire » est disponible pour résoudre
des problémes qui utilisent son application directe.
Parallelement 2 son évolution, I'appropriation des
concepts dimensionnels relatifs a la surface s’effectue lente-
ment, et de fagon incompléte pour beaucoup de sujets.
Alors méme que I’enseignement sur ces notions est terminé
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les opérations que I’éléve peut conduire sont limitées et trés
liées au contenu.

Un recours au « modéle linéaire » a lieu lorsque le pavage
est complexe (triangles) ou impossible (disque) — ou lors-
que le pavage n’est pas demandé au préalable. De plus, une
unité cﬁz mesure comme le cm?, qui est pourtant un objet
central de I’enseignement sur la mesure des surfaces, appa-
rait comme singuliérement peu opérationnelle, trés mal re-
liée 3 la bidimensionalité de la surface, et véhiculant des
propriétés de I'unité de mesure linéaire dont elle est compo-
sée.

Des points d’ancrage existent néanmoins pour aller vers
une appropriation des notions de dimensionalité différen-
tielle des mesures de longueurs et surfaces (et volumes). En
effer des figures comme les rectangles et les parallélogram-
mes sont telles que les opérations qui conduisent au pavage
et 3 la mesure de la surface transformée sont liées au « pro-
duit logique » et 3 la multiplication (numérique). Pour ces
figures, les pavages et les évaluations de la mesure de la
figure transgc’n-mée peuvent étre largement réussies par les
éleves, 3 condition de les placer devant une situation assez
structurée. La trés faible évolution observée a propos de ces
figures suggere que les situations proposées aux éléves au
cours de I'enseignement s’appuient sur des acquis cognitifs
mais utilisent peu ces « points d’ancrage » pour la construc-

.

tion d’une connaissance plus élaborée, ni pour Pextension

du domaine de validité opératoire de ces acquis.

1. Comparaison globale des opérations sur la longueur et la
mesure de surface

Nous effectuons cette comparaison 3 partir d’un indice brut
de réussite pour les questions sur la longueur et sur la
surface. Cet indice est le quotient du nombre de réponses
exactes sur le nombre d'items. Pour la longueur, les quatre
questions sur le roulement sont considérées comme un seul
item, réussi si les quatre réponses sont correctes. Ily aainsi
11 items dont 5 concernant le cercle. Pour la surface les
questions initiales sur le carré et le rectangle sont décomptées
pour un seul item (les réponses des sujets y sont identiques).
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Il y a ainsi 16 items dont 2 concernent le cercle. La figure 4

donne la répartition en pourcentage des sujets selon leurs

indices de réussite aux épreuves « longueur » et aux épreu-
.ves « surface ».

100 L

Nivean

des réponses
powr la longueur

A I3 c D E
Nrveaw des réponses pour la surface

Figure 4
Axe vertical: pourcentage des sujets selon leurs niveaux de réponse pour la
longueur et la surface (ensemble des sujers de lexpérience SA, CM1,
CM2, 6°, 5°). Plans verticaux: distributions marginales des réponses
correctes — pour la longueur (selon le niveau des réponses pour la surface)

axe 1 — pour la surface (selon le niveau des réponses pour la longueur)
axe s.
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(Les sujets sont les 116 sujets ayant passé dans cet ordre les
questionnaires L, SA et V). La figure 4 confirme la diffi-
culté des problémes concernant la mesure de surface par
rapport i ceux concernant la longueur. Les sujets pour
lesquels il y a inversion (faible) des niveaux de réussites ont
manifesté des difficultés non spécifiques aux mesures spatia-
les. L’allure des distributions marginales montre I'existence
*d’une relation forte entre les deux épreuves. Globalement il
est nécessaire d’avoir une bonne représentation du caractére
unidimensionnel de la longueur pour obtenir une réussite
moyenne pour la surface, mais c’est loin d’étre suffisant.

Le décalage des acquisitions est considérable : la « linéari-
té » de la longueur se manifeste chez plus de la moitié des
éleves en fin de CM;, alors que moins de la moitié des
réponses des éléves en fin de 4° correspondent 2 la bilinéa-
rité de la surface pour le mode opératoire, pourtant scolai-
rement familier, du « cm2 », dans la situation SA.

Pour ce qui concerne Iévolution de la «trilinéarité » du
volume, nous renvoyons au travail de G. Ricco sur les
élaves de 6° 3 3°. Au vu de notre sondage, le passage du
plan 3 'espace semble bien comporter un élément qualitatif
spécifique, lié aux représentations.

IV. Acquisition de l'unidimensionalité de la mesure-
longueur

Les réponses des enfants et adolescents aux différentes
questions concernant la longueur ont trois caractéres princi-
paux. Elles montrent V'existence d’acquis précoces sur I'uni-
dimensionalité de la mesure-longueur: l'utlisation d’un
«modele linéaire » pour apprécier le périmétre d’une figure
transformée a lieu largement dés le CM, et est indifférente
aux modes opératoires utilisés (calcul en cm ou m, en temps
de parcours, en nombre de ficelles...). On observe égale-
ment un décalage, faible mais certain, entre les réponses
concernant les figures 3 bord rectiligne (par morceaux) et
celles concernant les figures 2 bord curviligne.

Enfin la fiabilité des réponses correctes évolue en fonc-
tion du cursus scolaire, avec une augmentation importante
du pourcentage de réponses complétement correctes entre
Je cours moyen et le cycle d’observation.
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1. Réponses correctes et effet du mode opératoire

Pour chacune des questions « arithmétisées », qui comprend
un item pour le carré et un item pour le cercle, on peut
définir deux indices qui permettent une comparaison rapide
des différents modes opératoires :

— le pourcentage moyen de réussites de I'ensemble des
sujets, calculé sur 'ensemble des 2 items, et noté T ;

— le pourcentage de réussite compléte aux deux items,
noté T. '

On calcule également le pourcentage moyen de réussite
sur ensemble des questions T, et le pourcentage de réus-
site compléte aux 8 items: T,.

e ca 6° 5e ToTAL
QT2 509 58 (5989 89 77 (ew
e T Y KA L e
Q3 "em” |80 (4|84 gyl 96 (99| B8 ()80 (g,
Q4 %l 7C ( JE3 (0186 (1) 91 (7j 83 (e
S 7T 577 9] B8 05 & (67183

Tableau I

Pourcentage des réponses correctes aux différentes questions sur les péri-
métres de figures semblables (cercles et carrés); Le premier pourcentage
est calculé sur la moyenne des réponses aux deux figures, celui entre
parenthéses correspond aux réponses correctes a la fois pour le cercle et le
carré, et — sur l'ensemble. — aux réponses intégralement correctes.

Il y a un (léger) effet d’ordre: la premiére question est,
en moyenne, moins bien réussie que les autres, mais il n’y a
pas d’effer spécifique du mode opératoire utilisé (pour les
éléves des niveaux scolaires concernés).

2. Comparaison des réponses selon le caractére rectiligne
.(mesure « calculable ») ou curviligne (mesure «a inférer »)

de la figure

Pour définir, pour nos sujets, un niveau global d’acquisi-
tion de la linéarité, nous les classons en fonction du nombre
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d’erreurs dans les questions arithmétisées pour le carré et le
cercle, et selon leur réussite (R+) ou leur échec (R-) aux
questions de « roulement » du cercle.

Le tableau II donne la répartition de ’ensemble des sujets
selon leurs réponses.

AD. errews)
mameeél N=0O | Nz=4 N2 2 Total
cercle
N.O |48 9) 6.1 9)3.5 3| 57,6 1)
) 7 2,6 2,6 12,2
(a) (a) [ 108
3 2,6 43,2
N= 4 5,3 5,
2.46 - 2'6 5'2
- 019 (ﬂ) 4' 8 ( 2’7 (
N2 2 .
- 2,6 6,1 87
53 12,3 7,9 R+
-ro(’nl
9.6 5.2 143|285
Tableau 11

Répantition des sujets (exp. SA, tous sujets) en fonction du nombre des
erreurs commises dans les questions arithmétisées sur le carré et sur le
cercle; les sujets qui répondent correctement pour la question de « rosle-
ment » de cercles sont portés au-dessus de la diagonale de chaque case
(réponse Rt ).

i) Les réponses aux différents items apparaissent forte-
ment corrélées ; la plupart des sujets qui font moins d’une
erreur pour une forme, ne font pas deux erreurs pour
PPautre ; pour la plupart ce sont les mémes sujets qui réussis-
sent les épreuves arithmétisées sur le cercle et les épreuves
de roulement.

ii) Néanmoins des discordances existent i l'intérieur des
questions concernant le cercle: certains enfant répondent
correctement aux questions « arithmétisées » et incorrecte-
ment aux questions de roulement (cases notées (g)). Nous
disons que ces discordances sont de type « géométrique ».
D’autres enfants, a I'inverse, donnent des réponses correc-
tes pour le roulement et font des erreurs pour les questions
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arithmétisées (cases notées (a)). Nous disons que ces discor-
dances sont de type «arithmétique ».

La moitié de ces discordances s’explique par des erreurs
arithmétiques, comme 3 X 3 = 6 pour (a), ou des calculs
inutiles — et erronés — du périmétre du carré (pour (g)).

En tenant compte de ces analyses nous avons classé les
sujets selon que la linéarité érait acquise pour les tracés
recnhgnes et curvxhgnes, qu’elle n’était acquise que pour les
tracés rectilignes, ou n ‘apparaissait pas acquise: la figure 5
donne I’évolution de la répartition des sujets.

4100

] /

. L-:‘r:;:,
cma cM2 6°* s*
*"“‘!“" 5

00— lindarité sca.iss
X X x lingerité “reciiligne” secle
—t pas d'acqQuiaition stapbie

Figure 5

V. Acquisition de la «bidimensionalité» de la
mesure-surface

1. Classification des réponses et analyse globale des résultats
1.a Classification des réponses

— Phases 1 et 3, dites de pavages.

Une premiére classificaton oppose les réponses correctes
(notées +) et les réponses fausses ou absences de réponse.
Une réponse correcte est la donnée d’une réponse numeéri-
que correcte non contredite par une représentation graphi-
que fausse (Cf. figure 6).
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avec n = 4 est une réponse cofrecte
~ avec n = 4 est une réponse correcte
avec n = 4 est une réponse fausse

avec n = 3 est une réponse fausse

>k

Figure 6

Une deuxiéme classification consiste en 3 classes de répon-
ses numériques : n = 4 (réponse numérique correcte); n = 2
(réponse unidimensionnelle); n = 3 (réponse spécifique au
triangle) et une classe résiduelle X (autres réponses numéri-
_ques ou pas de réponse) pour le rapport de similitude 2. Pour
le rapport de similitude 3 il y a 5 classes de réponses
numériques: n = 9 (correcte);n=8;n=7;n=6etn= 3
(spécifiques au triangle) et une classe résiduelle. Les réponses
numeériques retenues sont celles données par un pourcentage
de sujets supérieur 1 .04. Cette classification est utilisée pour
Panalyse des erreurs concernant le triangle (celles concernant
le carré étant trop rares pour une analyse spécifique).

— Phases 2 et 4, de mesure de la surface transformée.
Une premiére classification oppose, comme pour le pavage,
des réponses correctes (notées +) et des réponses fausses ou
des absences de réponse. Les réponses correctes correspon-
dent i la multiplication de la mesure de la petite figure par
le ceefficient entier 4 pour obtenir la mesure de la figure
transformée (r = 2) (aucun compte n’est tenu des représen-
tations graphiques présentes ou précédentes).

Une deuxiéme classification plus fine est utilisée pour
étudier la cohérence des réponses: dans Pexpression de la
surface transformée il y a pratiquement toujours un rapport
entier (2, 3 ou 4) entre mesure transformée et mesure initiale8.
Les non-réponses et celles pour lesquelles on ne peut repérer
Pexistence d’un tel ccefficient multuplicatif sont classées X.

8. Les multiplications sont « posées » dans un certain nombre de protocoles. Pour
presque tous les autres il est facile de retrouver ce rapport; dans quelques rares cas
nous avons dd tenir compte des connaissances sur les erreurs dans le calcul décimal,
que I'on a par ailleurs, pour faire apparaitre ce rapport: ainsi 3,5 est un résuluat
(erroné) du produit de 1,5 par 3, 4,20 de 1,5 par 4 ...
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1.b Les tableaux sources TA et TN

Ces tableaux fournissent, pour la similitude de rapport 2,
I’essentiel des réponses des sujets des différents niveaux
scolaires, pour les questionnaires SA et SN.

Le premier groupe de tableaux fournit la répartition, en
pourcentage, des réponses des éléves pour les 4 formes
utilisées lorsque la surface est exprimée en nombre de pots
de peinture (mode noté par a dans les tableaux ultérieurs).

Le second groupe de tableaux est construit de fagon
analogue pour I’expression en ¢cm? (mode b).

Le troisiéme groupe de tableaux fournit pour les modes a
et b la répartition des couples de réponses pour les deux
triangles équilatéral et obtus.

Le quatrieme groupe est construit de maniére similaire
pour les couples de réponse pour le carré et le disque. (Les
réponses XY dénotent deux réponses différentes non spéci-
fiées). -

Le cinquiéme groupe concerne le passage du pavage a l'ex-
pression de la surface pour chacun des deux modes opéra-
toires.

« pavage + »: réponses au pavage COrrectes;

« pav + pemt + » et « pav + cm2 + » : réponses correctes au
pavage, suivies de réponses correctes pour la surface, expri-
mée respectivement en nombre de pots de peinture et en
cm2,

Les pourcentages de réponses sont données pour les for-
mes communes au pavage et 2 I'expression de la surface.

Le taux de passage d’une réponse correcte au pavage a
une réponse correcte pour la surface est le quotient des
pourcentages « pav + peint + » (et « pav + cm2 + ») par les
pourcentages « pav + » du mode correspondant.
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Pourcentage des sujets (des différents niveaux scolaires) selon lewr réponse
dans les différentes tiches.

a: mode «peinture » (phases 1 et 2)

b: mode «com?» (phases 3 et 4).

Te/To: couples de réponses pour les deux triangles

Ca/Ce: couples de réponses pour le carré (Ca) et le cercle (Ce).
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La présentation des résultats d’ensemble est effecruée 2
partir des données de ces tableaux source. Des résultats plus
spécifiques sont étudiés dans les paragraphes suivants sur la
cEsponibih'té et la mobilisation des représentations (V.2),
sur le domaine de validité des opérations (V.3), sur les
effets du mode opératoire (V.4) et sur les effets de I'organi-
sation de la siruation-probléme (V.5).

1.c. Analyse globale des résultats

L’appropriation des notions de « bidimensionalité » de la
mesure-surface se confirme comme un processus long et
complexe. Les interactions entre les opérations mentales des
enfants et adolescents et les propriétés des figures ou des
transformations sont trés fortes.

Les représentations mentales ou figurales qui permertent
les opérations de pavage et de dénombrement évoluent en
interaction avec les propriétés des figures et les caractéres de
la tiche. Pour des figures comme les carrés et rectangles,
elles sont disponibles dés la fin de I’enseignement primaire.
Pour des enfants plus jeunes, comme pour les figures plus
complexes (le triangle), ces représentations doivent étre mo-
bilisées. La donnée d’exemple de pavage est un mode possi-
ble de mobilisation, la structuration interne de la tiche en
est un autre.

Ces représentations de pavage peuvent permettre un dé-
compte correct des peutes figures contenues dans la
grande: elles n’assurent pas pour autant le calcul de la
surface de certe grande figure a partr de la donnée de celle
de la petite. La disponibilité spontanée semble un facteur
important dans la réussite de ce passage du pavage au calcul
de la mesure. .

Par ailleurs, les représentations de pavage, tout comme le
passage a la mesure surface, sont fortement dépendantes des
figures: le domaine de validité des opérations sur la mesure-
surface reste limité quant 3 la nature des figures et certaine-
ment aussi quant a I'amplitude des transformations.

Dans les conditions expérimentales utilisées, les propné-
tés de bidimensionalité manifestées pour des figures pava-
bles sont trés peu généralisées 2 des figures non pavables
(comme le disque).
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Le mode opératoire utilisé pour ’expression de la surface
agit sur le passage possible du décompte additif au calcul de
la surface: une expression unidimensionnelle, comme la
quantité de peinture nécessaire pour peindre la surface,
assure une plus grande cohérence des réponses, |’expression
bidimensionnelle avec I'unité «cm?» «transporte » even-
tuellement les propriétés de I'unité linéaire « cm ».

Enfin la structuration de la situation probléme constituée
par les questionnaires a des effets trés importants sur I'orga-
nisation des réponses des sujets.

2. Disponibilité et mobilisation des représentations
2.a. Le dénombrement

Pour la question « combien de petites figures y a-t-il dans la
grande », un pavage, mental ou figuré, permet une réponse
appuyée sur un dénombrement. Une telle représentation,
mentale ou figurale, peut ére immédiatement disponible,
ou — au contraire — nécessiter d’étre « mobilisée », en
particulier par la donnée d’un exemple. Les figures 7 et 7bis
montrent, pour les questionnaires SA et SN (pour r = 2)
I’évolution du pourcentage de réponses correctes dans’ Jes
deux phases de « pavage »: phase 1 (pavage spontané) ou la
disponibilité doit jouer, et phase 3 (pavage avec exemple)
qut fait intervenir une certaine mobilisation.

On voit qu’a la fin de P’enseignement primaire, les repré-
sentations nécessaires sont acquises pour le carré. En fin de
CM, (enfants de 10 ans environ) seule une petite minorité
d’éléves a besoin d’une « mobilisation » des représentations :
celle-ci est alors toujours efficace.

Il en va trés différemment pour le triangle: il faut une
longue évolution pour que les représentations de pavage du
triangle soient mobilisables (fin de 5%). C’est seulement en
fin de 4° que ces représentations sont disponibles pour les
trois-quarts des éléeves. On doit d’autre part remarquer la
dépendance des réponses par rapport i la situation pro-
bleme. II faut souligner que dans le questionnaire SA, I'élé-
ment de mobilisation est la donnée du pavage figural d’un
carré alors que dans SN le triangle et le carré sont tous deux
pris comme exemple : cela semble sans effet sur la mobilisa-
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Figure 7bis
Pourcentage des réponses correctes selon le niveau scolaire, pour le pavage
spontané (en noir) et poxr le pavage avec exemple (en blanc); en haut —
questionnaire SA; en bas — questionnaire SN.
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ton. Notre hypothése est que Iinformation donnée au
sujet est un résultat statique. L’opération par laquelle on
construit le pavage d’un triangle en triangles semblables
n'est pas fournie: si le sujet est appelé i effectuer une
représentation figurale, il n’a pas nécessairement pour au-
tant les moyens opératoires pour qu'elle soit correcte.

2.b Cohérence entre les opérations de dénombrement et le
calcul de la surface. '

La question qui se pose est la suivante: quand P’enfant a
donné le nombre de «petites» figures qui sont contenues
dans la «grande » et qu’on lui fournit ensuite une mesure de
la surface de la « petite » figure, calcule-t'il la mesure de la
surface de la«grande » figure i partir de la réponse numéri-
que antérieurement donnée ?

Les figures 8 et 8 bis donnent P’évolution du «taux de
passage» entre une réponse correcte pour le «pavage» et
une réponse correcte pour la mesure de surface (pour les
questionnaires SA et SN respectivement).

Ces figures montrent tout d’abord que le passage ne va
pas de soi. Elles montrent aussi qu'il y a de tres fortes
Interactions avec la nature des figures, le mode opératoire
utilisé, le statut de la réponse de pavage et enfin la
situation-probléme elle-méme. Lorsque le pavage est dispo-
nible, les taux de passage sont trés voisins pour le carré et le
triangle (pour I'un et autre questionnaires). Iis sont tou-
jours meilleurs que ceux concernant le pavage «suscité» et
la mesure en cm2. 1l en est ainsi méme pour le question-
naire SN pour lequel la différence entre les modes opératoi-
res «peinture» et «cm2» est faible (Figure 8). Une repré-
sentation « disponible» semble donc plus opératoire qu’une
représentation « mobilisée ».

2.c Effet de la valeur du rapport de similitude

Nous avions intentionnellement choisi des rapports de si-
militude «petits» (r = 2 ou 3). La numérosité du résultat
du pavage est alors assez faible (4 ou 9) pour étre aisément
dominée par les enfants des niveaux scolaires considérés.
De plus la «niche informationnelle » (cf. Brousseau) des
nombres manipulés (2, 3, 4, 9) ne change pas: il en irait
différemment si nous comparions des rapports tels que r =
2 et r = 12 par exemple (4 et 144 n’appartiennent plus i la
méme « niche informationnelle » et des questions propres i
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Figures 8 et 8 bis

Pourcentage des réponses correctes pour la mesure de surface parmi les
sujets qui ont une Téponse corvecte ax pavage (en noir: mode «peinture»,
en blanc: mode «cm?). En baut: questionnaire SA; en bas: questionnaire

SN.
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2 ce changement de niche pourraient intervenir). Néan-
moins la comparaison des réponses des enfants et adoles-
cents montre des différences.

D’une part des représentations opératoires (conduisant a
des réponses correctes) sont davantage dxspombles pour
une similitude de rapport 2, et cela pour le carré comme
pour le triangle. D’autre part la mobilisation est un peu
moindre, bien que les différences portent sur de petits
pourcentages de réponses. Le tableau donne la distribution
des réponses couplées pour le pavage «spontané» (phase 1)
et pour le pavage «avec exemple » (phase 3) pour I'ensemble
des sujets ayant passé le quesnonna:re SA. Les notations
sont en réussite/échec; ainsi la réponse — + des:gnc une
réponse fausse ou absente pour le pavage spontané suivie
d’une réponse correcte pour le pavage avec exemple. (Voir
ci-contre, Tableau III).

Ces différences globales ne se traduisent pas nécessaire-
ment par une hiérarchie dans les réponses. Les graphes
d’implication, construits i partir de lindice de Gras-
Lerman (1982) sont donnés ci-dessous pour la phase de
« pavage spontane» de ce méme questionnaire SA. Une
fleche pleme tracée d’un item 2 2 un item b sngmf:e que la
réussite a a implique, statistiquement, la réussite a b, et que -
la composition des fléches peut se faire : une fléche pomn]- ‘
lée signifie qu’il y a bien xrnphcanon statistique entre a et b
mais que la transitivité n'est pas vérifiée.

Le graphe 1 montre I’absence de hiérarchie en fonction dela
valeur du rapport de similitude : tout se passe comme si pour
r=3 il était simplement plus probable de faire une erreur.

Le graphe 2 est construit de fagon analogue pour le
pavage spontané du questionnaire SN il montre cette fois
une %uerarch:c des réponses selon la valeur du coefficient
d’homothétie, mais seulement pour le carré et le parallélo-
gramme. Nous y reviendrons a propos du domaine de
validité des opérations du sujet.

3. Domaine de validité des opérations du sujet

Les résultats dprecédems ont déja fait apparaitre des res-
semblances et différences réguliéres entre les formes unli-
sées: carrés, parallélogrammes, tniangles et cercles.
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Le statut particulier de cette derniére forme s’explique a
priori: il ne s’agit pas d’un polygone, et on ne peut la paver
par aucun pavage régulier.

Les réponses fournies pour cette forme ne peuvent donc
relever des mémes opérations que celles concernant les au-
tres formes utilisées qui sont au contraire «auto-pavables »
au sens ou elles sont pavables par des formes semblables.
Cette situation commune n’assure pas que les mémes opéra-
tions soient valides, comme nous allons le voir dans les
paragraphes 3. b et 3. c.

3. a Généralisation des réponses du carré au cercle.

L’étude des couples de réponses pour le carré et le dis-
que, dans les phases de mesure de surface, donne des infor-
mations sur les généralisations faites par les enfants et ado-
lescents.

Dans le questionnaire SA, les réponses cohérentes tour-
nent autour de 50% mais une part importante de ces répon-
ses cohérentes est fournie par des réponses unidimension-
nelles: le sujet utilise alors dans les deux cas le méme
modele linéaire.

Dans le questionnaire SN la diminution d’utilisation du
modele linéaire pour les figures autopavables se traduit par
une diminution de la cohérence des réponses: les réponses
cohérentes correctes représentent autour de 25% des ré-
ponses, les réponses unidimensionnelles sont rares (autour
de 10%).

La complexité de ces résultats indique que le statut d’une
réponse de généralisation n’est pas univoque. Mais la fai-
blesse des généralisations indique aussi la limitation du do-
maine de validité d’une propriété fondamentale de bidimen-
sionalité de la mesure-surface.

3. b Effer des réalisations différentes d’une « méme » forme :
le triangle.

La dénomination de «triangle» couvre toute une classe
de formes équivalentes i certains égards: ce sont les poly-
gones définis par 3 sommets non alignés (ou 3 cotés portés
par des droites ni confondues ni concourantes).

Nous avons, dans les questionnaires, utilisé deux réalisa-
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tions différentes de cette forme générique : un triangle équi-
latéral — pour lequel les questions de pavage ont été posées
dans SA et SN, et un triangle dit obtus — pour lequel le
pavage n’a été utilisé que dans la phase 3 de SN. La compa-
raison des réponses pour la mesure de surface dans la phase
2 (surface comme quantité de peinture) pour SA et SN
permet d’érudier I'extension du domaine de validité pour le
assage du pavage i la mesure. La méme comparaison pour
ra phase 4 de SA permet d’étudier le domaine de validité
pour la mesure exprimée bidimensionnellement en cm?.

Construit i partir des tableaux sources, le tableau VIII
donne le pourcentage des réponses cohérentes pour les
triangles équilatéral et obtus en fonction de la tiche, du
mode opératoire et du niveau (les données entre parenthé-
ses sont les pourcentages de réponses correctes).

La cohérence des réponses est relativement élevée mais
une part importante est constituée de réponses fausses.
Jusqu’en 5¢ la généralisation des opérations correctes effec-
tuées sur le triangle équilatéral au triangle obtus reste assez
faible. C’est 3 partir de la fin de la 5° que la mobilisation de
représentation de pavage semble se traduire par une plus
grande cohérence.

——Le domaine de validité d’opérations comme le passage du
pavage i la mesure est donc limité, méme quand il s’agit de
réalisations différentes d’une « méme » forme, dans des si-
tuations ou ces opérations doivent étre trés disponibles.
Mais la mobilisation possible de ces opérations semble aller
de pair avec une gxtension de leur domaine de validité.

3.c Comparaison des formes utilisées: carrés, parallélogram-
mes, triangles

D’une pant toutes ces formes sont autopavables, mais les
procédures qui conduisent 2 un pavage correct sont diffé-
rentes : pour le carré (et le rectangle) comme pour le paral-
lélogramme il suffit de croiser deux directions indépendan-
tes; pour le triangle il faut croiser trois directions dépen-
dantes. La logique de la procédure de pavage dans les deux
premiers cas est étroitement liée 3 la structure multiplicative
du plan: il en va tout autrement pour le triangle.

D’autre part, la familiarité scolaire des diverses formes est.
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différente: les carrés et rectangles sont présents trés tot
dans I’enseignement (y compris sous la forme des tableaux
cartésiens), les triangles sont eux aussi trés fréquents, les
parallélogrammes sont beaucoup moins des supports de
travail scolaire (et sont mal identifiés en tant que tels; les
éléves mélent souvent dans une méme classe trapézes, lo-
sanges et parallélogrammes: bref, les quadrilateres non
familiers)°. '

Une question est donc de déterminer ce qui I’emporte
d’une familiarité scolaire ou de la logique d’une procédure
sur laquelle la situation probléme ne focalise que peu de
questons.

Nous avons, pour répondre a cette question, calculé
d’une part la corrélation des réussites aux différentes tiches
qui impliquent les couples carrés/parallélogrammes et
parallélogrammes/triangles, et d’autre part érabli avec Régis
Gras le graphe d’implication pour les items de pavage spon-
tané du questionnaire SN ou apparaissent les trois formes
(cf. graphe 2). Les résultats sont les suivants: la corrélation
entre carré et parallélogramme est trés forte: r = 0,83 ; celle
entre parallélogramme et triangle trés faible: r = 0,096 le
graphe d’implication montre la hiérarchie de difficulté sui-
vante: (triangle)/(parallélogramme) (carré) pour les deux
ccefficients de similitude.

Les caractéres « logiques » des formes sont donc détermi-
nants par rapport a la simple familiarité des formes dans
|’enseignement.

4. Effets du mode opératoire

Toutes les données déja présentées ont mis en évidence un
effet du mode d’expression de la surface sur les opérations
cognitives mises en ccuvre par les éléves: les opérations
qu’ils effectuent spontanément avec une expression unidi-
mensionnelle de la surface (ici: la quanuté de peinture) ne
sont pas nécessairement réinvesties lorsque la surface est
exprimée avec une unité bidimensionnelle (ici: le cm2).

9. 1l faut préciser que trés peu d'exercices exigent de la part de I'éleve des
opérations de pavage, néanmoins les constructions de tableaux cantésiens donnent
objectivement des pavages en carreaux, si ce n'est en carreaux semblables a la
forme d'ensemble.




44

Si I'on se reporte aux figures 6 et 7 on voit que Peffet du
mode opératoire ne se manifeste pas de fagon identique
selon P'opération considérée, ni selon le niveau scolaire
(pour SA), et enfin que la situation-probléme produit des
effets différents: les interactions entre les propriétés des
figures, le déroulement de la tiche et le mode opératoire
sont fortes et complexes.

Le contraste entre I'ampleur que peut prendre I'effer du
mode opératoire dans le questionnaire SA (par exemple
pour le passage du pavage 3 la mesure du tnangle) et sa
disparition pour certaines questions dans le questionnaire
SN (les réponses correctes pour la mesure du triangle)
conduit i étudier de fagon particuliére les différences appa-
rues entre les deux situations-problémes définies respective-
ment par ces deux questionnaires.

5. Organisation de la situation-probleme et transformation

de la tache

Nous avons ‘vu que, pour de nombreuses questions, SA et
SN ont donné des résultats différents, ne portant pas tous
sur les points qui différenciaient les deux questionnaires :
rappelons que SN était construit & partir de SA en introdui-
sant des modifications visant trois objectifs :

— vérifier le statut des opérations de pavage (mental ou
figuré) par rapport a la structure des figures en opposant
des figures pavables par croisement de deux directions indé-
pendantes et des figures pavables par croisement de trois
directions liées : I'introduction du parallélogramme permet-
tait la comparaison entre deux figures non pavables par des
¢m2, s’opposant par leur structure;

— situer de facon analogue le carré et le triangle équila-
téral en donnant en phase 3 un exemple de pavage pour le
carré et pour le tnangle;

— favoniser |'utilisation du cm? pour exprimer des surfa-
ces non pavables en carrés de 1cm X lcm par la manipula-
tion de cette unité dans des situations de partition simple
(en 2 figures superposables), avant les questions de mesure
en cm?,

5.2 Au vu des résultats rapportés dans les paragraphes pré-
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cédents on pourrait penser que ces modifications ont ag
comme prévu; qu’elles ont permis de mobiliser des opéra-
tions peu disponibles spontanément mais faisant bien partie
du champ des concepts acquis par les enfants et adolescents
concernés. .

Il est trés probable que cette interprétation rend bien
compte de certaines améliorations de performance. En par-
ticulier P'organisation méme du questionnaire SN a sans
doute permis aux éléves de mieux entrer dans la tiche.

Cependant un certain nombre d’indices nous conduisent
i supposer que la situation a été modifiée plus profondé-
ment et que le contenu des questions a été, pour partie,
déplacé. Expliquons-nous.

D’une part, 'amélioration des réponses sur le « pavage »
et sur la «surface-peinture» se produit pour le triangle
avant la modification concernant cette figure. Un «appel »
i la représentation du pavage semble avoir eu lieu du (seul)
fair de la forte structuration de la phase 1 dans SN (ou les
questions portent systématiquement sur trois formes diffé-
rentes, avec les deux rapports de similitude).

D’autre part, le changement introduit dans la phase 3 de
SN portait sur les pavages de triangle et non sur le carré: or
les modifications de réponses de la phase 4 ont concerné le
carré, alors que la nature et la cohérence des réponses pour
les triangles sont analogues dans les phases 2 et 4. (Pour le
carré, la diférence entre modes opératoires constatée dans le

uestionnaire SA disparait, 3 partir de réponses analogues
3ans la phase 2).

Nous avons donc analysé précisément d’une part l'en-
semble des réponses qui dans SN concernent I'expression
en cm? de la mesure de surface et d’autre part celles qui
concernent la mesure des triangles.

5.b Dans les questions de bipartition de surfaces mesurées
en cm? Paddiuvité est 2 mettre en ceuvre sous une forme
trés simple: « 2 figure partagée en deux, mesure divisée par
deux », le partage étant donné dans la question méme. Dans
les questions sur les figures semblables de la phase 4, il faut
d’abord se représenter I'opération de pavage demandée dans
une phase antérieure, puis appliquer I'additivité sous une
forme plus-générale — en prenant en compte I'égalité des
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mesures des figures du pavage pour passer  la multiplica-
tion par le facteur 4. Méme si 'on suppose que dans la
hase de manipulation de I’unité «cm? » la mobilisation de
r’usage du cm? présente une certaine difficulté pour les
enfants, il est peu plausible que cette difficulté se main-
tienne dans toute cette phase pour diminuer brusquement -
pour la phase suivante, dont les tiches sont plus complexes.
. On devrait donc s’attendre a ce que les questions concer-
nant le parallélogramme et le triangle rectangle présentées
en fin de la phase de manipulation du cm? soient plus
faciles que celles de la phase 4 portant sur des figures
analogues ou plus complexes (triangles non rectangles): or
le tableau 1V, qui donne les pourcentages de réussite pour
les différentes figures, dans les deux tiches, montre des
résultats contraires a ceux attendus. (Voir Tableau IV ci-
contre). '

Pour toutes les figures, les pourcentages de réussites sont
meilleurs dans la phase 4 (figures semblables) que dans la
phase de partition. Le graphe 3, (voir ci-contre), qui est le
graphe d’implication des différents items utilisant le cm?,
confirme la validité, sujet par sujet, des résultats d’ensemble
du tableau IV.

Plus précisément, les deux phases d’utilisation du cm?
apparaissent a la fois ordonnées (a I'inverse de l'ordre at-
tendu) et dissociées (2 I'intérieur de chaque phase les items
sont ordonnés de fagon hiérarchique, mais une seule fleche
implicative relie les deux phases), cela nous conduit a sup-
poser que les processus mis en ceuvre, s'ils se recoupent, ne
sont néanmoins pas de méme nature.

5. ¢ L’analyse de la derniére phase du questionnaire SN,
ol le pavage (ou du moins le décompte des petites figures)
est rappelé comme question intermédiaire éclaire, au moins
en partie, le processus de réponse de certains éléves. En
effet la comparaison entre les propriétés des représentations
figurales pour le triangle «obtus» et les réponses numén-

ues montre que pour un nombre non négligeable d’éleves
ges réponses correctes correspondent a des représentations
ou les figures du partage n’ont pas la méme surface: les
propiétés nécessaires pour le calcul «grande surface = n x
petite surface » ne sont pas vérifiées.
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tache iy E?sré G rectan parsilélogramme triengle
rip wrredt | 4 cm> 7 A em? Dosem® utmi]
bipartition
59 63 54 54
Tepcorrecte | [ 4 6 cm® 20em* | Bem® obem?
similitude
76 72 70 68
Tableau 1V

Pourcentage des réussites (6°-5°4%-) awx tiches wtilisant les « cm? » dans
le guestionnaire SN pour les trois formes.

bipartition homothétie
rapport 2

Graphe 3
Graphe d'implication entre les différents items wtilisant le

cmzo.
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Le tableau V donne la répartition (en pourcentage) des
sujets selon le couple de leurs réponses numérique et figu-
rale.

Une représentation figurale dans laquelle le pavage est
fait en figures approximativement équivalentes est notée:
D+; si les surfl:ces sont visiblement différentes: D —;
I’absence de représentation figurale est notée A.

La réponse pour la mesure est notée n+ si le coefficient
utilisé pour le calcul est égal au nombre de petites figures
représentées, ou s'il est correct sans représentation figurale ;
n— dans le cas contraire; A s’il n’y a pas de réponse ou si
elle ne correspond pas au produit par un facteur enuer.
(Les pourcentages entre parenthéses correspondent 3 une
réponse numérique correcte).

6* | D+| D-1 & 5%4% D+| D-| &

n+ 37;30 30(23 > ¢) nT se(50‘45(44) > (3)

n=129 7 7 Nn-\| 8§ 3|8

Jr.! - 2 13 dl1 | - |4
Tableau V

Répartition des sujets selon lewrs réponses numérigue et figurale.

En 6éme prés de la moitié des réponses correctes accom-
pagnent des représentations ou les figures du pavage n’ont
pas la méme surface. En 5éme et 4éme cela concerne encore
plus de 15% des réponses numériques correctes.

5. d Une hypothése nous semble rendre compte des résul-
tats paradoxaux qui précédent : pour certains éléves, la forte
structuration de la tiche initiale a transformé la situation en
un probléme multiplicatif canonique, d’ot les concepts liés
3 la mesure de longueur et 2 celle de surface peuvent étre
«gommeés ».

On peut schémauser ainsi ce probléme canonique:
« étant donnée une «grande» figure, trowver le nombre de
petites figures (semblables) qui la composent ; sachant que la
petite figure mesure «x» calculer combien mesure la « gran-
de».». Une fois la réponse de pavage donnée, le mode
opératoire ne joue alors plus.
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51 une telle transformation de la tache a lieu on comprend
que, pour certains sujets, les questions portant sur la bipar-
tition de surfaces soient plus difficiles que celles sur les
figures semblables: aucun «pattern» multiplicatif n’y est
construit comme préalable, et les éléves doivent se rappor-
ter au sens du probléme posé, et en particulier rencontrer
Padditivité de la mesure de surfaces.

Une telle hypothése est compatible avec le traitement
spécifique du disque, auquel ne se rapporte aucune opéra-
.tion de décompte, largement indépendant des réponses
fournies pour les autres figures.

En conclusion on peut dire que la structuration de la
phase initiale dans le questionnaire SN semble avoir produit
un double effet contradictoire : d’une part une mobilisation.
de la représentation, et de I'usage du pavage, permertant
d’aborder la tiche de mesure de surface dans de meilleures
conditions ; d’autre part une transformation de la situation-
probléme, gommant pour partie son contenu conceptuel.

Cet effet est sans doute particuliérement important dans
des périodes d’évolution des concepts concernant la
mesure-surface (6éme), la contradiction s’effagant quand les
conceptions sur les mesures spatiales sont globalement sta-
bilisées (4eme).1°

VI. Conclusion

Les expériences dont on a rendu compte plus haut confir-
ment la complexité du champ des mesures spatiales.

Des «points d’ancrages» existent dés le cours moyen,
tant pour la longueur que pour la surface: i partir des
schémes additifs valides pour toute mesure, un modéle
linéaire se constitue pour la mesure de longueur, pour
laquelle il est efficace; par ailleurs les représentations de
pavage des formes liées a la structure bidimensionnelle du
plan (rectangles, parallélogrammes) fournissent avec V'addi-
tivité un point d'ancrage pour la mesure de surface.

10. La passauon dans une classe de 4¢, sans particularites, de la question de
I'enquéte INRP (INRP 1975) concernant la surface a confirmé les difficultés de
cette noton : les obstacles rencontres par les éleves dans I'utilisation d'une échelle
de mesure recoupent les observations faites dans nos questionnaires a pantir de
similitudes.
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Cependant le domaine de validité des opérations reste
limité, en particulier pour la mesure de surface: quant aux
figures considérées, quant au domaine numérique:: la bidi-
mensionalité de la mesure surface, 2 la fois opposée et
coordonnée i Punidimensionalité de la mesure-longueur,
n’est pas un concept que la majorité des adolescents se soit
appropriée i I'issue de I’enseignement sur les mesures spatia-
les.

Les difficultés persistantes constatées nous semblent dues
a I’existence d’obstacles cognitifs et épistémologiques qui se
renforcent mutuellement, dont les principaux sont les sui-
vants: le passage des structures additives aux structures
multiplicauves, et la constitution de celles-ci comme do-
maine propre, la reconnaissance de la dimensionalité rela-
tive d’«objets » géométriques — les lignes, surfaces et volu-

mes — la notion d’équivalence qui fonde la mesure des

formes non pavables et sous-entend des propriétés de conti-
nuité, complexes pour certaines.

Nous faisons ’hypothése qu’en fait I’enseignement limite
son intervention par rapport a ces questions de fond parce

'l s’est adapté a ces obstacles cognitifs (dont le passage
ges structures additives aux structures multiplicatves, la
dissociation des propriétés co-présentes de bord et d’inté-
rieur des figures planes ou des objets) et a ces obstacles
épistémologiques (dont la modélisation des lignes géométri-
ques par 'ensemble des réels, en liaison avec les notions de
continuité, la notion de produit de mesures...).

A la suite de I’évolution de I'enseignement, en particulier
ces 20 derniéres années, on a assisté a un phénoméne d’ob-
solescence des mesures spatiales comme objet d’enseigne-
ment (en relation avec la transformation de Penseignement
de la géométrie). Leur statut dominant est devenu celui de
connaissances pratiques ; or la mathématisation est a 'heure
actuelle trés peu reconnue comme faisant partie de I’ensei-
gnement des mathématiques: les conditions du déba
«théorique» sur les probléemes complexes évoqués plus
haut ne sont ainsi qu’exceptionnellement offertes aux éleves
dans leurs activités.

Des expériences montrent pourtant (Douady 1980)) que,
sur cette base de la mathématisation, on peut conduire de
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jeunes éléves i une approche productive de notions consi-
dérées comme complexes et rejetées loin dans Penseigne-
ment dans le cadre d’une conception déductiviste des
mathématiques, (les réels, par exemple). Cela nous parait
une perspective importante de recherches didactiques a me-
ner dans ce domaine des mesures spatiales, en relation 2 la
fois avec les structures de types algébriques (relation
additif/multiplicatif) et les notions relevant de I'analyse.
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Annexe

Le "Modéelinéaire" :

SfAabilité du fonctionnement cognitif et domaine de validité

Nows avons vu dans fa parntie conceant £a dimensionalite des
mesunes de Rongueur et surface que £'"unidimensionalite” de La
Longueur apparaissait utilisée de gacon nelativement précoce par
Les enfants, produdlsant ce que nous avons appelé un "modéle £i-
néaine”.

Ce "modile Linéaire" permet de passer de connaissances sur des
Longueuns lau moins certaines de celles-cd) d'une f4gure a des
connaissances sun Les Longueurs homologues d'une gigure thans-
fonmée par homothétrie simple. Nous sommes Aicd dans Le domaine
présenté sur Le plan scolaire comme ceful des "échelles" (intro-
duit essentiellement en CMZ et nevu en 62me - et plus tarnd encore
par Les enseignants de géographie).

Nous avons vu que ce "modele Linaine" ne semblait pas dépendre
(aux dges considénés tout au moins) du mode opératoine choisi
pour désigner Les Longueunrs, mais que des discondances dans cen-
taines néponses signalaient des difficultés de mise en oeuvre

dans L'anithmétisation.

Cola nous condwit & aborder deux probLemes : celul du domaine de
validité de ce modéle Linéaire (que notre thavall ne nous a pas
fait aborden) et celul de sa fiabilité, pour Lequel nous avanceron.
quelques ELéments & parntin de nos données.

1 4.Domaine de validité

Nows avons vu gonctionner Le "modele Linéaire" dans une situation
ol £'enfant travaillait sun I rephésenitations géométriques .de La
{igure initiale et d'une seconde figure homothétique (avec une

- Gchelle ~de 2, 3, ou 1/2) avee une échelle tr2s sdmple.

On, fa notion plus générale d'échelle,- qui correspond au seul cas
ot £'6Reve manipule des homothéties/ similitudes avec de grands
napports numéniques - recouvie bien ta notion d' uni dimensionalité
de La Zongueur, mais elle fonctionne dans un domaine tnes spéci-
gique : .

Dans La plus grande partie des cas (6chelle dans Le plan) La
thansformé e est une représentation graphique alons que La donnée
initiake n'est pas directement une heprésentation : ainsi une

carnte au 1 est une neprésentation maténielle qui a

200.000¢ '
pour héférence maténielle un "ternitoine géographique”
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alons que Les problimes de neproduction d'un dessin & une échelle
double ou moitié€ (par exemple) font fonctionnern £'échelle (£'uni-
dimensionnalité de La Longueun) dans Le domaine des cartes (et
non entre cante et teitoinel.

la question que nous avions succintement évoquée (dans Le chapitre
précédent) de La nature des transformations ayant un invariant di-
mensionnel quels que soient Les "objets "trnansformés demande &
Gtne étudide "es quallté® &L nous voulons analysen L'appropriation
cognitive de £La notion d'échelle, qui est fondamentalement Lile a
L'unidimensionalité de La mesurne-Longueun.

L'existence d'isomonphismes entrhe Les thois niveaux
- du "signiflant” (Les cartes)

- du "signifié" (Les reprisentations & un certadin niveaw: mentales
pour Le sujet, mathématiques, sociales),

- et du "néfénent”" (Le ternitoinre)

n'implique pas que La notion d'"unidimensionalité" de La Longueur
fonctionne de facon unifonme, selon que £es invariants peuvent
s'analyser & L'inténieun d'un seul niveau (notre expérience : celu
des signifiants), ou entre niveaux (Le cas des cartes géographique
ou celui des plans...) lce qui dépend a priorni des Lsomorphismes
ainsi mis en oeuvre).

Disons clairement que notre hypothése est La suivante : L'éLément
décisif est ce qui se passe au niveau du signifdié, c'est-a-dine au
niveau des repnésentations du sujet, et c'est a ce niveau que por-
tent nos conclusions sun L'appropriation du caractere unidimension
nel de La mesure-Longueuwt.

Cela nous conduit & faire L'hypothese que Les difficultés observée
Les Cvolutions, Les discondances vont se retrouvern dans Les situa-
tions-problimes mettant en action La notion d'"échelle".

D'autre part, L'intervention nécessaire de 2 {somorphismes négé-
nent/signifié et signifié/signifiant va interagin avec Les opéra-
tions cognitives pontant sur La'mesure-représentation". Enfin, Le
changement de domaine numérique va produire des difgicultés parti-
culiznes, contribuant & Limiten Le domaine de validité des acqudis.

4.2 Fiabilité du joné/téonnemen/t cognitif

Poun étudien La §iabilité des néponses nous avons défini un "indic
de §4abilite" dont nous avons regardé L£'évolution selon Les niveau
scolaines.

a) Cet indice est défini comme suit :
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- On caleule Le pouwrcentage maximum des sujets qui pourraient
gaine des néponses complétement cornectes aux § items, étant
donné Le pourcentage observé de néponses correctes aux 2 items
pour chaque question Qj ' _

404t Tmax = Tnf(Teqs)
J

- On calewle Le pourcentage de néussites conrectes complézes qu'on
powvait attendne, en supposant que fLes sujets aient pour chaque
Q4 une probabilité de néponses conrectes égale au taux de réuws-
s4te obsenvé (et que Les néponses sodient indépendantes).

Thas = '_rir;Taqj
i=

S& nous notons TCT Le pourcentage observé de nlponses correctes
nous avons Thas LTCTL Tmax

Pour chaque niveau scolaire, nous pouvons exprimer TCT comme
barycentre de Thas et Tmax, avec des coefficients xet B
tels que 0<od, BT, eto+p =1:

TCT = Thas +(5 Tmax

La nesolution algébrique donne p= TCT-Thas
"= Tmax-Thas

(E€Le n'a de sens que s4 Thas#Tmax, c'est a dire 84 Tmaxé 0 ou 1:
Les questions de fLabilitZ n'ont plus de sens AL Les questions
sont intZghalement fausses ou correctes.)

La croissance de 3 observie peut Etne interpritie comme une
amélioration de La §4abiliti, a condition que ce ne s0it pas un simple
edfet de La crodlssance du pourcentage de rBponses correctes (pan
effet de La nelation algébrique tcrite plus haut).

Nous pouvons Etudien Le comportement théorique de B en fonction
des paraméines TCT, Thas et Tmax dans Le cas sLimplifit od La
probabilit? de /LéBOM?. correcte est constante et vaut x: alors
Tmax=x et Thas= x .

SL nous notons t Le paramétre TCT, nous avons
X-x
('tp X)-x_ x4

Cette donction de 10,117 dans (0,1) est croissante en £, diorois-
sante en x, discontinue wour x=0 et x=1 . La sunface -

(£,x, 8 (£,x)) qui neprisente B est telle que By est c/wuﬁam&e
surt de nombreuses courbes pour 0 x gxa ol x, est tel que x-x

esl maximum. Donc La crodlssance observée pouﬁ B est a priond peu

significative: nous allons done définin un autre indice de §{abilits.
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Soit Le nouvel indice dé4ini par

§lt,x)= T-x+ x (E(I,x)

qui est tel que 84 on se déplace sur La surface rephisentative de §
on observe que §(t,x) décroit sur un ensemble important de cour-
bes, en particulien Les courbes x-t=u et z=Ax (A et u constantes):
La croissance observie de § est done a prioni plus signigicative que
La croissance observie -de 3 .

Le tableau suivant donne £'volution des différents paraméires
et des deux Lndices /3 et § (valeuns obseavées) pour Les 4 niveaux
scolaines etudies.

CMl' CM2 béme i S5eéme
[ Has 20 17 41 44
I Max 56 53 73 78
~fCT 26 29 55 67
@ 0,17 0,33 0,44 0,68
? 0, 54 0,63 0,59 0, 71

Les deux indices B et § augmentent de fagon distincte des taux de
heponses cornectes observés. Dans L'dvolution de ces indices on
peut remanquer L'exist nce d'un invariant: croissance entrhe Le
CMI et Le CMZ, palier (relatif pour B ) entre Le CMZ et La 6°,

crodissance La plus forte entre 6° et 5°.

Le modele LinEaire apparait ainsi avoir un domaine de validits
nelatif 84 on prend en compte La {Labilit? des néponses qu'il
dnduit; de ce point de vue Le domaine de validité &'dtend de
gagon non régulitre dans Le cursus scolaire, et iL faut attendre
La classe de 5° pour pouveir parler d'un modele bien &tabli

et fiable, dans des Limites (notables) du domaine numérique dans
Lequel iL &'applique: entiens ou inverses d'entiers petits powr

Les homothities en jeu.
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Q. Les napports entre mesunes spatiafes

Nows avons vu, dans £'analyse de £a dimensionalité des mesunresd
de Longueur et de surface, que fa mesure unidimensionnelle pré-
oddait - en ce qui concernait Les acquisitions des éLéves - La .
meswrne bidimensionnelle ; dans une premidre étape, Le "modéLe
Lindaine" appropril a La mesuwre de Longueur fonetionnait dans
fos tiches de prédiction des effets d'une homozhétie simple

(x2 ou x3) sur des fonmes géométriques.

Deux questions se posent : ce "modele Lindaine" est-iL appliqué
aux meswres de volume ? Quels rapponts observe-Z-on entre des ré-
ponses concernant Les différentes mesures spatiales intervenant
a propos d'un méme objet.

2.4.Poun La premidhe question, nous pouvons citer Les réponses et
un sondage accompagnant Les questionnaires sur La dimensionalité
de La Longueur et de fa surface, portant sur Les effets de £'homo-
thétnie sur Le volume d'un cube puis d'une sphére ; nous nenvoyons
au travail rapponté pan Vergnaud et al (1983) sur une étude plus
spéeifique concernant Le volume.

En ce qui concerne Les néponses conrectes, Les tableaux de néponse
choisles des mémes sufets d'une part powr £a mesure du carré et
du cube, d'autre part pour cefle du disque et de fa boule (apnes
homothétrnie du napport 2) sont Les suivants (CMT - 5¢me) (en pounr-
centage de sujets)

carnné R _ disque |, -
cube boule
+ 24 02 27 + _ 7 0 2
- 64 09 73 - 36 62 98
88 12 | 100 38 62 | 100

Pour Le cube et La sphene Les sujets avaient une réponse & chodix
multiple 4 donner qui proposait 4, 6, 7, 8, 9, 10 comme néponses
possibles. Un tel choix permettait d'éventuelles réponses "au
hasand" connectes (ce qui suffisait a expliquern £'existence des
2 sufets de fa case "+").

Le tableau swivant, qui donne fa distribution des réponses des
gleves de éeme, 5eme et 4eme et 3eme montre que centaines néponses
mié&cﬂmw@A;cewaéuiz(Uﬁémmd,éaa,pwnzeumm
un multiple de nombre de "petits”canrés swr un face du "grand"
cube. (12, 20 ou 24).




57

Cube | N |+ (8) 4 1z, 20 | 6 ou 10 Ampains J et
ow 24 ) autnes
6eme | 22 7 3 5 4 1 ?2
seme | 24 | 12 2 |1 6 | ? ]
42/38 | 34 | 27 1 - 4 1 1
N 12, 20 . J et
Sphéne N + (8) 4 ot 74 6 ou 10 Ampains autnes
6eme 22 4 15 ) 1 1 1
5eme 24 3 14 - 6 - 1
4eme 34 5 23 - 4 - 2

Nous nemarquons que La dominante des néponses est de donnern un
multiple de 2 (Le coefficient d'homothét 1 alors que notre
choix de néponses ne Leur proposait pas La réponse "Lindairne".
Pour La sphéere c'est La plus petite néponse paire qui domine,
mais Les ELéves de 5eme et 4éme donnent pour une part un ordre
de grandeun meilleun (6, 8 ou 10).

Donc, a La fois Les neprésentations spatiales font "décollen"
du modéle Linéaine, mais un rapport de multiplicité simple per-
sdste entre Les valeuns numériques proposées et Le coegpicient
d'homothétie. Le passage du plan a L'espace semble bien compor-
ten un éLément qualitatif propre. Nous allons voir, avec L'ana-
Lyse d'un probléme mettant en jeu Les 3 mesures spatiales, Les
nelations qui existent entre Longuewns,surfaces et volume pour

un parallélépipede.

2.Une sdance de La séquence didactique conduite, en 5&me, sur Le
volume (Vengnaud et al, 1983) concernait Les napports entre Les
3 mesures : AL 4'agit du probleme dit "de L'anchitecte" dont
Le texte sudl :
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"yous étes un groupe d'anchitectes et vous voulez construire un
Aimmeuble de 5.600 m? de surface de bureaux.

Votrne groupe dispose d'un tewwin rectangufaire de 35 m sun 16 m.
Est-ce que vous pouvez trouver £a hauteur de L'immeuble sachant
qu'un étage fait 3 metrnes de haut ?

On vewt vitren toute La surface Laténale de L£'immeuble surn Les 4
faces. Combien de surface de vitres exténieunres faut-il acheter ?
On veut aussi mettre des baguettes d'aluminium sur Zoutes Les
andtes de £'immeuble saud celles de La base.

Quelle Longueurn de baguettes d'aluminium faut-iL ?

Endin, on veut mesurer Le volume d'air de L' immeuble pour caleulen
La capacité de chauffage nécessaire.

Quel est son volume ?"

Chaque ghoupe résoud successivement Les 4 questions du Zexte.
Apnés chaque question, Le maitre gait une mise en commun.

A La §in de La séance, on propose Le problime avec un énoncé
consistant simplement & substituer a La surgace de base rectan-
gqulaine, une sunface canée de 20 m sun 20 m. Les &eves sont alon
invités a faire un pronostic individuel surn L'ordre de . grandeunr de
difdérentes quantités dans cette nouvelle situation (plus grand,
plus petiX que ce qui a été trouvé pour Le premienr probleme, ou
Egal) puis a fare Les caleuls effectifs.

Nous allons analyser ici Les réponses qui concernent fa vardiation
nelative des meswres de Longuewn (hauteur), sunface (Laténale) £on:
gueun des arnétes,(volume global Jpour Les 2 classes que nous avons
obsenvées.

a) Prévisdion sur La hauteur

En fonction du probleme précédemment traité au courns de La séance,
Les éLeves peuvent conclure de £a fagon suivante :

"a sunface de bureaux est constante, or La surnface au s0f est

petite done 4L faut une plus grande hauteun<soit parce qu'il
faut plus d'étages “oit parce que La surface de bureau constante
implique Le volume constant (V = surface bureaux x 3 m), et que
&4 La surface de base est plus petite, £a hauteurn doit etre plus
grande [(compensation qualitative issus de fa nefation V = S x Hl5
on Les néponses spontanées fowwnies par Les éLeves semblent Andi-
quen fa présence de £'une ou £'autre de ces deux hepnésentations
des relations qualitatives hauteurn/volume : en effet, sur 37 &Le-
ves qui estiment que La hauteur sera plus grande, seulement 17
estiment Le volume Lnchangé...
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Cependant, £'étude des protocoles d'observation recueillis dans

~ Les groupes Lindique que £a hauteur fonctionne comme un "indice

anchitectual” ot £a hauteun et Le nombre d'étages sont indif-
génenciés.

b) Prévision des variations de La mesure des arnites, fa surgace
Latenale et Le volume )

la classification des néponses des ELeves a EX¢ faite comme suit :

. covariation stricte : Longueur (des anites),surface (Latérale)

et volume varient dans Le méme sens {ou sont toutes ananian;eA) ;

covariation farge : AL y a conservation de La meswre de L'une ou
de 7 de ces quantités et covardiation éventuelle des 2 autrhes ;

variations opposées : 2 des 3 quantités spatiales varient en sens

ense.

la §igure 2 donne une représentation de L'ensemble des néponses
des 51 éL3ves ayant participé & cette séance. Dans Les codages de
type + = + L'ondne des néponses est celul pour S, L, V (dans
L'ondne du probléme).

Les tableaux RSL, RLS et RyL donnent Les pourcentages des couples
de néponses (qualitatives, en termes de variations : "+" ou n.n
ou d'invariance "=") pour chaque couple de mesures spatiales
(caloulés sur Le nombre d'éléves ayant répondu aux deux questions
en feul.
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Les hypothdses spontanées des éleves apparaissent fontement Liles
& une neprésentation de covariation des différentes quantites
spatiales attachées & un mime &lément (plus de 50 % de covariation
strictes paumi Les néponses complites contre d peine 17 § d'hypo-
theses de variations opposées de 2 des quantités spatiales).

De plus, bien que fLa hautewr ait un statut ambigii, on observe
globalement La dominance de covariations farges avec fes autres
quantités spatiakes, ainsi que Le montre La gigure 3 qui donne
Les népantitions des néponses qualitatives correspondantes au
volume, & La surface, aux Longueuns d'arétes, en fonction de La
néponse sur La hauteur de £'immeuble.

Les tableaux de comparaison de néponses 2 d 2 pour La surface

La Rongueur et Le volume précisent que La relation La ethodite
concerne La surface Latérale et fa Longueur des arétes (75 % de
covariation strnicte) mais que La covarniation dépasse toujourns 60%.

7.3, La dominance de fLa neprésentation d'une covariation des mesures
en contradiction avee Leurs dimensionalités nespectives, a des
edfets sun Les procldurnes de caleul au moment de L£'arithmétisation
des Longuewrs, surfaces et volumes.

En effet, un probleme de caleul des arltes, de La surface et du
volume d'une boite parallélépipédique a EX¢ posé dans un endemble
de questions passé en prétest et en post test pour avoir une
appréciation sun certains effets de La séquence (Rogalski et al,

1983).

Le tableau 1 donne Le nombre de néponses cornrectes (207 é€2ves)
pouwr Le caleul du seul volume d'une piéce (salle de classe), Le
caleul de La 3eme dimension d'un objet parallélépipédique connadis-
sant Le volume et 2 dimensions, £'effet sur Les volumes d'un rap-
pont des Longuewr, Largewr et hauteur, et enfin Le cafcul du voLum
La Rongueuwr d'aréte et La surface d'un méme obfet parallélépipe-
dique.

‘ N | piece 3eme dim. rapp. \% L S
pré-test | 207 { 54 40 31 45 46 28
post-test}] 207 | 87 62 58 66 52 42 1 ,

Tableau
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Une néponse est notée "correcte" s4 Les caleuls respectent La
dimensionalité (on accepte Les erreuwrs de caleul et/ou d'undedltés)

On constate :

- d'une part que La surface est au prétest et neste au post tesit
celle des mesunes spatiales La moins bien maitrnisée ;

- d'autne part, qu'apnes La séquence sur Le volume, L'améliora-
tion des caleuls de volume est bien meilllewre 54 cette mesure
n'est pas & coordonner avee Les autres meswres spatiales surn un
‘méme objet.

Pan aillewrs, L'analyse des erreurns rencontrées dans ce dender
cas montre que Les confusions de dimensions dominantes sont celles
qui consdistent & attribuen a La surface (au niveau du caleul
effectul) une mesure Linéaire : cela concerme 30 % des erreuns

au prétest, 20 % encore au post test (respectivement 18 et 12 %)
de £'ensemble des néponses).

Enfin Les evtewrs sun Le rapport sont thés souvent des rnéponses
a canacténe "Lindairne" (somme ou moyenne des rapports Linéaires,
Rogalski et al, 1983).

3.Conclusion

Les nemanques que nous venons de faire apportent des €Léments
complémentaines quant & L'appropriaiion de La bidimensionalité
de La sungace :

- tout d'abord L'exdistence précoce d'un "modele Linéainre", ren-
goncé - nous Le verrons dans Le chapitre sur L'enseignement - pan
Le Ztype de problemes posés, confornte Le caractene "unidimensdion-
nel"initial de La mesure ; La présence simultanée sur une figure
de La surface intérieure et du pérnimétre grontidre induit comme
"théontme-en-acte”" La covariation de ces mesures, qu'il 8'agisse
de surfaces planes ou des surfaces Limitant un solide ; La pré-
sence également simulitanée pour un solide du volume-inténieurn et
de La surface-grontiéne ne contribue pas a éclaircin ulténieuremen
Le statut bidimensionnel de La mesure de surface : "Le théorime-
enracte" de covariation n'est pas abandonné (1) en 5eme (voirn Les
§4g. 2 et 3 et Les tableaux R).

(1) Si La différence de statut entre La meswie de Longueur et
celle de volume apparailt assez ghrande pour que Les réponses
issues d'un modele unidimensionnel ne soient pas thés résis-
tantes & une contrainte de choix différents, Le "théorime en
acte" de La covariation heste présent, et est en contradiction
avee des neprésentations dimensionnelles appropri€es- pour Les
difgénentes mesures spatiales.
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L'appropriation de fa bidimensionaliteé pour La mesune: e
sunface se heunte donc & des obstacles Ampontants, que £'on
considene cette meswre dans Le plan ou dans £'espace : a fa
§in de £'enseignement sur Les mesuned spatiales, ces obstacles
n'ont pas été franchis pan beaucoup d'éleves, et une part non
négligeable n'a pas dépassé Le modele unidimensionnel dés Lons
que Le recowws au contrile additif esi absent.
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ANALYSE DES EFFETS MACROSCOPIQUES DE L 'ENSEIGNEMENT
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Par effets macroscopiques, nous entendons la prise en compte de
phénomenes globaux de 1'enseignement, d'invariants dont i1 semble rai-
sonnable de postuler 1'existence & partir des éléments institutionnels
que sont les programmes et les manuels. I1 ne s'agit donc pas dans ce
qui ‘suit d'une analyse de situations didactiques, ni de 1'observation
de 1a conduite d'une classe sur les domaines qui nous intéressent avec

des élaves dont nous étudierions par ailleurs les conduites.

Nous allons ici présenter un certain nombre de caractéres que 1'on
trouve de facon dominante, .sinon permanente,.dans les manuels scolaires
concernant le produit, le repérage plan, les mesures spatiales de surface.
Si les programmes représentent davantage les intentions du législateur
que la réalité dans les classes, les manuels - et en particulier ceux
largement diffusés - apportent des informations & deux niveaux : d'une
part ils réalisent les représentations que se font leurs auteurs (sur
1'enseignement, son contenu, son ordonnancement dans le temps), d'autre
part étant effectivement utilisés par les maitres (de facon importante,
en particulier dans 1'enseignement obligatoire), on peut considérer qu'il
y a une adéquation globale entre les manuels et 1'enseignement effectif (1),

(1) Une étude de M. Kastenbaum (1983) sur 1'enseignement donné sur la sur-
face dans deux classes de CM2 par des enseignants différents, exprimant
a priori des rapports différents avec les manuels, a montré 1'existence
d'invariants considérables au-dela des "traits de surface" constitués
par le style propre & chacun des mafitres.
Nadine Bednarz (1984, séminaire didactique) signale le méme phénoméne
(au Canada) pour 1'enseignement de la numération.




(Le r61le en France de 1a centralisation et des fonctions du corps de
1'inspection jusqu'a présent ne peut qu‘accentuer ce phénoméne) (1)

Pour avoir une idée un peu globale de 1'enseignement des notions
1iées au produit, au repérage plan et aux mesures, nous avons effectué
sur quelques points spécifiques un survol historique des manuels de
1'enseignement primaire, a partir de 1'époque ol celui-ci est devenu
un enseignement de masse, c'est-a-dire autour de 1850-1860 (2). I1 ne
s'agit pas d'une étude exhaustive - méme pour la période récente - mais
de sondages effectués en tenant compte des multiples réformes qui ont
visé & modifier le systéme d'enseignement et ses contenus (3).

La comparaison de quelques manuels des mémes auteurs avant et apres une
réforme tend a nous faire pdser 1'hypothése que, au moins pour 1'introduc-
tion des notions dites élémentaires dans 1'enseignement primaire, la
stabilité des choix fondamentaux et 1'invariance de certaines caracté-
ristiques de fond ont étédavantage la régle que le changement de point

de vue.. Toutefois, le mouvement qui a marqué les années 60-70, nous a
conduit a distinguer deux périodes : avant la réforme des années soixante-
dix, aprés cette réforme.

Nous allons décrire les invariants observés pour la multiplication

(1) Les innovations dues au travail dans les. IREM (Instituts de Recherche
sur 1'Enseignement des Mathématiques) touchent le corps enseignant de
facon numériquement marginale - & 1'heure actuelle - et en particulier
celui de 1'enseignement élémentaire concerné par notre travail ; ils
ne s'écartent pas nécessairement de certains invariants. Un manuel,
qui commence a avoir une assez large diffusion (comme Tivre du maitre ?)
est plus atypique : ERMEL, issu des recherches a 1'INRP.

(2) Selon les critéres qu'on prend pour "enseignement de masse", et selon
qu'on considére les garcons ou les filles...

(3) La liste des manuels consultés est donnée en annexe & ce chapitre.
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et son rappdrt avec le produit cartésien, puis ceux concernant les repé-
rages, ceux touchant a 1'enseignement des mesures spatiales et plus par-
ticulierement la surface ; en conclusion de ce chapitre nous indiquerons
le rapport entre les invariants dégagés et les acquisitions des enfants
dans le domaine de la dimensionalité.

1. - Multiplication et produit cartésien

.1. Avant la réforme des années soixante-dix

Aprés une prise en compte de la définition "savante" de la multipli-
cation en termes de proportion : "la multiplication est une opération
dans laquelle étant donnés 2 nombres on en compose un troisiéme qui soit
3 1'égard du premier comme le second est & 1'égard de 1'unité" (F.P.B.,
1842), la définition classique de Ta multiplication sera par la suite -
pour le cours moyen ol on "théorise" ces éléments - rattachée a 1'addition:
“La multiplication est une opération par laquelle on prend un nombre appelé
multiplicande selon que 1'indique un autre nombre appelé multiplicateur”
(F.P.B. 1865), avec en note : "2 proprement parler la multiplication n'est
autre chose qu'une addition".

Cette représentation de la multiplication comme addition réitérée
est un invariant & la fois au cours du temps (1) et dans les divers niveaux
scolaires ot elle estreprise. On 1a retrouve dans les livres d'arithmétique a
1'usage des classes de'6éme, 5eme, 4eme ou 3eme (chez Hachette, Belin,
Hatier, Editions de 1'Ecole , Vuibert).

(1) On la retrouve pour la méme série - éditeurs et/ou auteurs de 1860 a
1895 pour les manuels des frares des écoles Chrétiennes, puis ulté-
rieurement dans ceux écrits par "une réunion de professeurs", aux mémes
éditions Mame; on la retrouve dans les éditions successives de Leysenne
pour la période autour de 1900, elle est présente dans les différents
manuels de 1'enseignement primaire laTque aprés la réforme de 1919.




Avec cet invariant vont de pair un certain nombre de caractéristiques
de 1'enseignement de la multiplication : ’

- 1e multiplicande est un nombre "concret”,

- Te multiplicateur est un nombre “"abstrait" (1) (sans "dimension").

I1 est rarissime que la mesure des surfaces et volumes soit citée
comme une exception a cette régle ; au contraire nombre de manuels insister
sur le fait qu'on ne multiplie jamais par un nombre "concret", qu'il faut
écrire 1 m? x 42 x 10 et non 10 m x 42 m ; le probléme des rapports di-
mensionnels est parfois explicitement renvoyé & la notion c¢e proportion
(qui n'apparait pas au niveau du CM) : "si la proportion avait lieu entre
grandeurs concrétes (..) le mot produit n'aurait plus de sens".

I1 faut signaler que ces choix sont distincts de ceux en cours aujour-
d'hui dans les manuels scolaires pour la mesure : on fixe 1'unité, on
travaille ensuite sur des nombres (la référence concret/abstrait n'est
plus apparente dans 1'enseignement de mathématique) ; dans Tes manuels
d'avant la réforme on utilise bien des nombres "concrets" : on s'interdit
la multiplication des dimensions. '

Autre caractére 1ié au précédent : les problémes posés sont toujours
du type "“isomorphisme de mesures" au sens de Vergnaud ( ) et jamais du
type de "produit de mesures" : on connaft la valeur d'une certaine mesure
pour une unité, on cherche la valeur de cette méme mesure pour n unités.

A coté de ces invariants touchant au caractére dimensionnel de la
multiplication, on peut relever des invariants concernant les rapports
entre produits et organisation du plan : ainsi la commutativité est

(1) Dans la description d'un produit, quel qu'il soit, on donne toujours
des noms & 1'un des facteurs : ex. : files, lignes, rangées, colonnes
et pour T'autre on parlera de "rang par file", "rangées par colonnes".




montrée comme une propriété de la multiplication & partir de la représen-
tation spatiale du type suivant :

— ek =l mmd =D
N N
— el ek o=k e
—-— b ek med o

toujours donnée avec de petits nombres qui permettent de "voir" immédia-
tement le nombre d'unités par ligne ou par colonne.

La commutativité est rapidement utilisée dans les techniques opéra-
toires ; elle pose probléme dans la mesure ou la multiplication est posée
de fagon tout a fait asymétrique. En revanche la distributivité (qui est
asymétrique dans sa presentat1on) ne "nécessite" pas d'explication : cette
propriété relative a 1'addition et la multiplication fonctionne, au niveau
du CM, comme un véritable " héoréme en acte".

De plus, sur le plan de la "bidimensionalité" du produit, la remarque
est presque toujours faite que si un facteur est multiplié par P le résulta
est aussi multiplié par P ; toutefois la remarque sur 1'effet de la multi-
plication par Pd'un facteur et par 9de 1'autre facteur est trés rare
(nous ne 1'avons rencontrée dans notre sondage que pour une question
d'examen de BE dite d'arithmétique théorique..).

La raison d'étre de la précision sur la multiplication par p d'un
facteur est le passage de la multiplication des nombres entiers a la mul-
tiplication des décimaux.

L'algorithme fonctionne ensuite sans retour au sens et on ne rencon-
trera pas de problémes 1iés au dénombrement d'un produit cartésien "quel-

conque" (1)

(1) La "formule de la surface du rectangle ne se réféere pas a la multiplice

tion du nombre d'unités mais au fait "additif" que T'on a x carreaux
par rangées et y rangées dans le rectangle.




Donc  1'enseignement avant la réforme des années soixante-dix
'Tinéarise" complétement Tes problémes de la multiplication, ne Tes met
pas en rapport avec la combinatoire du produit cartésien pas plus qu'avec
le produit des dimensions "physiques" ; i1 s'appuie sur le réle producteu
de 1'organisation spatiale supposée acquise par les éléves (ce qui corres
pond bien & nos observations, dans 1'étude du repérage plan) mais dans le
cadre étroit d'une conception "application linéaire" du produit de nombre:

.2. Aprés la réforme des années soixante-dix

Le mouvement de rénovation de 1'enseignement des mathématiques a mis
en avant les représentations ensemblistes : quel effet en est-il résulté
sur 1'objet d'enseignement "multiplication" ?

Tout d'abord le "produit cartésien" fait son entrée officielle comme
objet d'enseignement, y compris dans les tables des matigres de manuels
de CE. Ensuite les "nombres concrets" opposés aux "nombres abstraits"
disparaissent ; on met les unités en avant, on travaille ensuite sur les
nombres : "nombres" et "grandeurs" sont distingués et 1a multiplication
numérique retrouve un statut symétrique.

Dans les livres du maitre elle est explicitement 1iée a la structure
de produit cartésien ; ainsi, par exemple, Eiller et al (1980, Hachette)
signale : "on notera toutefois que le nombre d'éléments de A x B est égal
au produit du nombre d'él1éments de A par le nombre d'éléments de B".

Cependant dans la réalisation des séquences proposées et des manuels
la structure de produit cartésien ne sera jamais, & ce niveau de 1'ensei-
gnement élémentaire CE et CM (1 et 2), dissociée d'une représentation spa-
tiale, 1e plus souvent en "matrice" Tignes x colonnes. Eiller précise
d'ailleurs explicitement que "le produit est le plus souvent représenté
pér un tableau a double entrée" et insiste sur les activités sur les ta-

bleaux et les rangements pour déboucher sur 1'écriture multiplicative.




L'hypothese de 1a "transparence" de la représentation spatiale va
plus loin puisqu'il est signalé aussi que "la différence entre (a, b)
et (b, a) se traduira d'une maniére visuelle, quizest sans doute la
plus accessible aux élaves". Dans les différents manuels, et dans ce
qui en est transcrit dans des cahiers d'éléves, cela se traduit par
1'écriture de chaque coordonnée d‘'un produit "homogéne" par une couleur
différente : la pertinence de cet indice "couleur" au probleme spatial
de repérage (et au probléeme de distinction de A x B et B x A qui motive
la remarque) est loin d'apparaitre aux éléves pour autant (nos observa-
tions sur le repérage "couleur” montrent bien 1'occultation des indices
non spatiaux lorsque la tdche est & juste titre identifiée par 1'enfant
a un travail sur 1'espace).

La réalisation du produit par une disposition spatiale permet la
"reconnaissance" que 3 x 5 et 5 x 3 donnent - par dénombrement des unités -
le méme résultat numérique ; elle est explicitement utilisée pour "montrer”
également la distributivité de facon symétrique (ce qui est nouveau par
rapport 3 1'enseignement antérieur).

Cette réalisation spatiale est privilégiée car elle répond a plusieurs
attentes de 1'enseignement : "i1 est facile d'illustrer rapidement des
exemples numériques par des dispositions convenables d'ensembles de jetons

et de quadrillages" et "1'emploi du schéma conserve au nombre son carac-
tere abstrait". (H.J. Denisse, R. Polle, CE2, Livre du Maitre, 1982,
Delagrave).

Lorsque le produit cartésien de deux ensembles est explicitement
présent, il s'agira toujours d'ensembles de types formes oucouleurs - qui
ne sont donc pas associés a des dimensions physiques - représentés de
maniére spatiale, le plus souvent en tableau, parfois en "arbre".

Dans les exercices, le produit cartésien n'apparait jamais en dehors

de sa représentation en tableau avec marges ou associé a la représentation
algorithmique en arbres ; les autres problémes de CE2 et ceux ultérieurs




de CM restent des problémes "11néaihgs" d'ol les produits de dimensions
sont exclus. Le dénombrement du proauit par sa représentation spatiale
mis en avant avec de petits nombres céde trés rapidement le pas au pas-
sage a 1'algorithme de calcul. On ne trouve pas de travail sur les effets
du produit pour 1'un et/ou 1'autre des facteurs : le caractére linéaire
du produit reste dominant voire exclusif ; le caractere bilinéaire n'ap-

-

parait pas. L'"ancien", & savoir les acquis additifs de 1'enseignement,

et les "présupposés", a savoir les connaissances spatiales des éleves,
ne sont en fait pas transformés.

Par rapport a la situation antérieure, la différence majeure est que
1'invariant de la représentation spatiale a pris une importance beaucoup
plus grande, Ce cui est 1ié d'ailleurs a la part considérable faite aux
QUestions des représentations symboliques (tableaux, schémas, graphes
sagittaux, machines a opérer, etc.). '

2 - REPERAGE PLAN

2. 1. Avent la réforme

Pour 1'essentiel, rien dans les manuels de mathématique tout au moins.
I1 est possible que ,dans la grande place faite au 192me au dessin, les
activités de repérage aient eu une place. Dans les manuels sur les mathé-
matiques a 1'école primaire, les connaissances de la structuration spatiale
en produit de dimensions horizontale/verticale (ou lignes/colonnes) sont
supposées acquises par les éléves de CM puisqu'elles servent de support a
la "démonstration" de propriétés numériques sur le produit.

2. 2. Aprés la réforme

Le repérage est une activité explicite dans les programmes, mais
1'objectif visé ne concerne pas 1'espace, lequel n'est 1a que comme support :
“le repérage d'une case a d'abord un but trés "pratique" : celui de fami-

N

liariser les enfants avec la lecture d'un tableau 3 double entrée (..).
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Sur le plan mathématique on s'en sert en particulier pour la représentation
des relations (schéma cartésien)" ; pour les "noeuds" 1'objectif est "de
faire coder et décoder les noeuds d'un réseau a 1'aide de couples formés
essentiellement de 2 chiffres"” (Ei]1er, p. 103). Un objectif intermédiaire
est de faire distinguer 1'ordre comme pertinent pour le couple : on passera
ainsi de codages lettres/chiffres, & des codages chiffres couleur 1 / chif-

-res couleur 2 nuis & un codage chiffre/chiffre avec toujours lamémeconvention.
de représentation de (a, b).

Avec ce que nous avons vu sur les difficultés des enfants avec le pro-
duit homogéne et la difficulté d'indexer de 2 facons un méme ensemble fourni,
on peut prédire que cette méthode "d'ostension", oll un codage "horizontale/
verticale" se transforme en codage "gauche/droite" présente d'énormes
dffficultés pour les éléves, Ein 62me, voire au-delad, s'il est avéré
que (x, y) # (y, x), i1 n'est pas clair de repérer quel couple est (x, y)
parmi les 2 points possibles (ce qui renforce les difficultés a différencier
application et bijection..).

On peut remarquer par ailleurs que ces activités de repérage ne
s'accompagnent jamais d'un dénombrement des cases ou des noeuds (liaison
possible avec le domaine multiplicatif numérique) ni de changement de
repéere autres que 1'homothétie (avec le méme "point de vue") ou la trans-
lation (toujours avec le méme point de vue).

Les problemes spatiaux non réglés au CE (voir nos expériences-sur les
quadrillages) ne sont ainsi jamais abordés.

En fait, au cours de pratiquement toutes les activités proposées dans
les manuels, 1'espace est le micro-espace de la feuille de papier, conve-
nablement placée selon 1'horizontale et la verticale, avec un observateur
qui ne changera jamais de point de vue. La fonction du repére : pouvoir
&tre détachée du point de vue, n'est ainsi jamais (1) en‘jeu.

———

(1) dans notre échantillon des manuels.
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3 - LES MESURES

1) Une premiére comparaison entre le contenu de 1'enseignement obliga-
toire sur les mesures spatiales du CM a la 5éme et 1'évolution des ré-
ponses des éleves peut permettre de situer les effets propres a cet
enseignement dans un domaine cognitif ol les premiers acquis sont pré-
coces (et précédent 1'enseignement).

Rappelons qu'un premier enseignement débute en cours moyen, avec le
noyau (en cours moyen deuxieme année), constitué par le systeéme métrique
et Tes formules de calcul de la surface du rectangle, du carré, du triangle,
et les premiers éléments concernant le volume. Une reprise, unique, a lieu
dans 1'enseignement secondaire : en 6é&me pour la surface, en 5&me pour le
volume ol les formules du calcul prennent la place dominante dans les
exercices demandés aux enfants.

La notion de dimensionalité des mesures n'est pas un objet pertinent
pour 1'enseignement institutionnel des mathématiques (elle n'est prise en
compte de facon explicite que tard dans 1'enseignement de la physique) ;
néanmoins les rapports entre 1'unidimensionalité des longueurs et la bidi-
mensionalité des surfaces ne sont pas sans relation profonde avec les rap-
ports entre structures additives et multiplicatives, structures qui sont -
elles - au coeur de 1'enseignement obligatoire.

Nous allons présenter des effets possibles de ce$ caractéres de
1'enséignement sur deux points : 1'utilisation par les éleéves d'un "modele
Tinéaire" et la difficulté a passer d'un traitement simplement additif
des mesures spatiales au traitement multiplicatif approprié aux mesures

de surface et de volume.

.1. Le modéle 1linéaire et son évolution

Dans les problémes concernant le périmetre de figures semblables
(avec rapport entier) on a observé une évolution régulidre des résultats
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d'ensemble, une diminution réguliére du décalage entre les réponses con-
cernant les figures "rectilignes” et celles pour les figures "curvilignes".

La fiabilité des réponses évolue cependant différemment. Les éléves
de cours moyen 1 et 2 ont des patterns de réponses semblables, et l1a cohé-
rence de leurs réponses est analogue et faible, cependant que les -éleves
du cycle d'observation répondent mieux et surtout de maniére plus cohérente.
La classe de 6eme apparait 13 comme une classe "charniére" dans 1'organi-
sation de certaines notions concernant la longueur (cf. Produit de mesure :
partie IV, annexe).

1.1. Le contenu de 1'enseignement sur les nombres nous semble influer sur
le statut des représentations qui conduisent aux réponses correctes sur les
longueurs et rendre, en partie, compte de ces évolutions contrastées.

Nous venons de voir que 1'introduction de la multiplication se fait
dans le cycle élémentaire (7-9 ans) au moyen de 1'addition :
4x3=3+34+34+3etqueles problemes ultérieurement posés dans le
cycle moyen (9-11 ans) renforcent ce caractere additif de la multiplication.

Le cas le plus fréquent est celui que G. Vergnaud a appelé "isomor-
phisme de mesures" : & une mesure "a" correspond une mesure "b" (par exemple
des kilos et des francs) le probléme est de calculer b' correspondant a
une autre mesure a'. Or des procédures "additives" sont trés souvent valides
pour résoudre ce type de probléme : par exemple si 4 crayons valent 20 francs,
12 crayons = 4 + 4 + 4 crayons valent 20 + 20 + 20 = 60 francs... Ces pro-
cédures s'appuient sur le seul scheme additif (et le caractere additif de

1'isomorphisme de mesure) (1).

(1) Lors d'un bilan sur 1'enseignement élémentaire aux Etats-Unis (N.A.E.P.
1980) le rapporteur écrit "at the most basic level, area is defined as
the number of units, required to exactly cover a given region. Calcula-
tions of area by multiplying various linear dimensions of figures
should be based on understanding that such operat1ons are a short cut
for finding the number units in a unit covering..." : il exp11c1te aussi
bien un fonctionnement régulier de notre propre ense1gnement qui "écrase"
le domaine multiplicatif sur le domaine additif.
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Notre hypoth&se est que le modéle linéaire se trouve renforcé du fait
~de 1'extension de son champ de validité dans les problémes rencontrés ;
cela produirait un double effet contradictoire : accroissement de 1'effi-
cacité et de la fiabilité de ce modeéle et en méme temps constitution en

obstacle pour 1'accés a un modéle multiplicatif, adapté aux quantités com-
posées. '

Cependant, dans le cycle d'observation du secondaire, ce type de pro-
blémes devient beaucoup plus rare alors que des questions proprement numé-
riques deviennent plus importantes, avec un travail de calcul sur les déci-
maux, sur les proportions numériques, qui fait fonctionner addition et mul-
tiplication comme deux opérations propres. I1 nous semble que ce changement
de perspective contribue a faire "décoller" les opérations multiplicatives
des opérations additives, au moins pour un certain champ de problémes.

Cela contribuerait a un affermissement opératoire des opérations mul-
tiplicatives dans le calcul du périmétre de 1'homothétique d'une figure,
d'ol 1e changement de fiabilité observé : le modele proprement "ingaire"
f (Aa) = Af(a) se distinguerait du simple modele "additif" nécessitant
des décompositions additives préalables (par exemple f (n a) = f(a) +..

+ f(a) carna =a +a + .4a (n fois).

3.1.2. L'usage par nos sujets du "modéle linéaire", tel que nous venons d'en
décrire succintement le fonctionnement, ne s'identifie pas avec 1'appropria-
tion du concept d'unidimensionalité de 1a longueur.

Tout d'abord i1 n'est attesté que pour des rapports entiers pour les-
quels 1'additif et Te linéaire ne se distiﬁguent pas. Ensuite, sur le plan
théorique, le modéle linéaire présenté plus haut : f (A a) =Af(a) n'exprime
pas le rapport entre les dimensions a et f(a).

Lfappropriation, constatée, du modele linéaire permet des procédures
algorithmiques de type suivant : "si al correspond? @), alors a (ex‘n




correspond n x g) (e)," mais elle n'implique pas ipso facto la relation
dimensionnelle dim € = dim EP (f).

-Si nous utilisions les anciennes représentations symboliques encore
en usage au cours du 192me sidcle pour les proportions, ce modele linéaire
se traduirait par
S?@Lx?) :Q?(?) s e h.xe :e (::rzze) (rapport entre méme dimensions), sans
qu'on puisse nécessairement écm’reg) xl) :nx@ ::? (8) :( qui implique,
dans le formalisme en question, que g) O() et € soient de méme dimension.

Remarquons que c'est cette deuxiéme écriture du rapport qui permet
de censidérer 2", dans la formule du périmetre du cercle p = 2T,
comme un rapport numérique sans dimension (R étant un nombre quelconque).

Enfin, la mise en oeuvre efficace d'un modeéle linéaire identique en
certaines de ses conséquences & 1'unidimensionalité de la longueur ne la
constitue pas comme une propriété s'opposant & la pluridimensionalité des
deux autres mesures spatiales. En témoigne tout d'abord le décalage des
réponses correctes concernant la mesure de surface par rapport a celles
de longueur ; en témoigne également le recours inapproprié au modéle 1i-
néaire pour 1a surface, voire pour Te volume ( Partie IV).

.1.3. Nous avons vu que les éléves recourent au modeéle linéaire dans des

situations ol 1'organisation des figures est complexe (triangles diffi-
ciles & paver sans une certaine maitrise géométrique) et dans des situa-
tions ol le mode opératoire utilisé (le cm?) se référe & 1'unité linéaire.
Dans ce dernier cas le modéle linéaire peut étre en contradiction avec le
caractére additif de la mesure comme simple quantité, caractére attesté
par ailleurs par les mémes sujets. Bien entendu ce recours au modéle Ti-
néaire est massif lorsque les propriétés de la figure ne permettent pas

de mise en oeuvre directe de 1'additivité (Te cercle par exemple).
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Cet usage, erroné, d'un modéle linéaire disponible est d'ailleurs
connu "depuis toujours" puisque Platon en fait, dans le Ménon, le sup-
port d'une de ses argumentations sur la nature de Ta connaissance...

.2. Le rapport entre modeéle linéaire et mesure

Or le modéle Tinéaire est issu des schémes additifs, précoces, et
il rejoint les caractéres additifs de toute mesure, Torsque celle-ci est
présentée comme une simple qUantité - ce qui est bien la présentation
initiale qui en est faite.

L'enseignement systématique en CM2 sur la surface semble porter son
effet principal sur la prise en compte correcte de ce caracteére additif.
L'utilisation, dominante, du mode opératoire bidimensionnel 1ié aux unités
cm2 et m2 n'est pas rattachée au caractere bidimensionnel de la mesure de
surface : le cm2 est un pavé parmi d'autres dont on décompte le nombre.
Quand la pavabilité n'est plus assurée, la mesure exprimée en nombres
devient le résultat d'un calcul n'ayant guére acquis de sens par rapport

s o .

a 1'additivité initiale.
.2.1. I1 faut souligner deux faits :

D'une part 1'enseignement a des difficultés a faire fonctionner la
dialectique entre le caractére pragmatique de la forme, qui permet pavage
et décompte additif, et le caractére conceptuel de 1'unité, qui permet
d'exprimer la mesure de figures non pavables et doit se dégager contre
la forme. Le caractére de classe d'équivalence de 1'unité est occulté
par le passage immédiat au calcul (en ramenant par conservation ou parti-
tion les figures utilisées au rectangle lui-méme pavable en carrés) ; tres
peu d'exercices proposent des mesures de figures par des unités distinctes
équivalentes...

D'autre part le caracteére de produit de Ta forme carrée de 1'unité
de surface attachée 3 1'unité linéaire est Tui aussi occulté. Or la
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transparence de 1'opération qui consiste 3 aligner des bandes de c¢m2 pour
couvrir les rectangles n'est qu'apparente. Si les unités n'étaient pas, a
1'instar de la figure meéurée, un "produit" de deux segments de directions
indépendantes, les formules multiplicatives n'apparaitraient pas aussi sim-
plement : i1 suffit d'essayer de construire ces formules a partir d'une
unité triangulaire pavant des triangles... Une des réponses de Ewbank
(1980) a propos des conceptions erronées de la surface représente nous
semble-t-i1 cette occultation du rdle de la forme du cm2 dans le passage

au calcul :

A la question "is the hectare 1ike the acre, a Square unit of area", Ewbank
répond en effet : "there is nothing square about either of them ! Traditional-
1y area has been mesured in square units because the square is the simplest
shape that tessellates and accomodates easily to the recti]inears<ﬂig§s;
lands, buildings, etc.. whose areas man needs to measure. The acre, ori-
ginally the amount of land a joke of oxen could plough in a day, has no
shape orientation".

,2.2. La bidimensionalité des formules est elle-méme également trés peu

exploitée. Rares sont les manuels, méme considérés sur une longue période,
qui construisent la formule S = a x b du calcul de la mesure du rectangle

a partir de la proportionnalité par rapport & chaque c6té ; tout aussi rares
les utilisations réelles du caractére multiplicatif des formules ; celles-ci
sont essentiellement, sinon exclusivement, utilisées pour leur statut
algorithmique : la formule, par son expression en langue naturelle, ou sa
représentation symbolique, détermine des opérations a effectuer : "chercher
1a longueur, chercher la largeur, effectuer Teur produit".

Dans les problemes les formules interviennent presque toujours dans
1a mise en oeuvre d'un calcul additif de 1a mesure d'une figure composée
d'un nombre fini de figures de base.

Le caractére bidimensionnel d'une formule du type S =1 x L n'est pas
davantage exploité pour 1'homogénéité des dimensions : i1 n'est donc pas
étonnant de voir des éleves faire des calculs périmétriques, et de ne
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trouver sur une classe de 4eéme (13-14 ans) que 16 éléves sur 27 calculant
des surfaces par produit de longueurs (1)...

Dans ces conditions 1‘enseignement renforce les acquis 1iés aux
premiers schemes additifs,'l'emp1oi du modele "1inéaire" si souvent
validé par ailleurs. IT1 intervient sur la dimensionalité des surfaces
essentiellement en élargissant le domaine de validité des opérations
qui assurent le passage du pavage a 1'expression de la mesure. La mécon-
naissance de 1a nature des difficultés conceptuelles dans ce domaine des
mesures spatiales conduit 1'enseignement & peu exploiter les "points
d'ancrages" cognitifs qui existenE,pas plus que les apports propres a
1'arithmétisation.

L'utilisation des formules enseignées pour le périmetre et la surface
des figures classiques (carré, rectangle, triangle, parallélogramme,
cercle) prend trés peu souvent pour objet de problémes les rapports entre
ces deux éléments simultanément présents : la mesure du bord (linéaire)
et la mesure de 1'intérieur (bidimensionnelle). Seuls quelques exercices ’
demandent & 1'enfant de comparer des figures isopérimétriques, ou au con-
traire de surface égale, mais (presque) toujours il s'agit de comparaison
au sein d'une seule classe de figures : les rectangles..

Les variations relatives de ces mesures quand on fait varier les
dimensions linéaires ne sont pas mieux prises en compte : les exercices
portant sur les effets de similitudes sur le périmetre et la surface sont
1'exception tout comme les calculs d'échelle, et les changements d'unité
linéaire.

(1) La passation dans une classe de 4&me, sans particularités, de la
question de 1'enquéte INRP (INRP, 1975) concernant la surface a
confirmé les difficultés de la mesure de surface. Les obstacles
rencontrés par les éleéves dans 1'utilisation d'une échelle de mesure

recoupent les observations faites dans nos questionnaires a partir
de similitudes.
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3.3. Les questions d'arithmétisation 5

L'occultation du caractére intrinséquement multiplicatif de la sur-
face et du volume interagit avec 1'arithmétisation.

En effet, les additions rencontrées dans 1'enseignement mettent en
jeu un petit nombre d'opérations, portant en général sur des nombres
appartenant a une méme "niche informationnelle" (Brousseau, 1979). Le
résultat de ces opérations est lui-méme un nombre qui ne sort que rare-
ment de cette niche informationnelle, aux niveaux scolaires considérés ici.

Au contraire, la multiplication de 2, et a fortiori 3 nombres comme

dans un calcul de surface ou de volume, se traduit fréquemment par un
~changement d'ordre de grandeur : qu'une feuille 21 x 29,7 contienne plus
de 600 cm2 n'est pas si aisément représentab]e,'qu'une boite & chaussures
contienne plus de 5 000 cm® parait hors de proportion avec son encombre-

ment Tlinéaire.

L'arithmétisation de 1a mesure, non étayée par un travail sur les
effets des caractéres multiplicatifs, peut alors contribuer & la dénéga-
tion des conséquences de Ta bi ou tri-dimensionalité des mesures d'aire
et de volume : bien des éléves jugent en effet de la pertinence de la
formule choisie par la plausibilité de son résultat arithmétique (et
1'existence d'un tel contrdle est positive quant au sens que les enfants
attribuent a Teur calcul) ; si ce résultat Teur parait peu plausible,
pour les raisons énoncées ci-dessus en particulier, ils peuvent étre con-
duits 2 rejeter une représentation bidimensionnelle ou tridimensionnelle
en train de s'établir.
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4 - LIENS ENTRE LES DIVERS DOMAINES DE L 'ENSEIGNEMENT SUR LA MULTIPLICATION,
LE REPERAGE PLAN ET LA MESURE

La caractéristique dominante est 1'absence de Tiaison entre les divers
domaines qui touchent a la bidimensionnalité, voire entre les différentes
notions qui apparaissent dans un méme chapitre. Ainsi les questions de re-
pérage sont, nous 1'avons vu, centrées sur la lecture de tableaux & double
entrée ou sur le codage numérique de positions ; cependant les chapitres
sur les quadrillages ne comportent pas de calcul sur le nombre de cases
(reliable a celui des cas possibles dans un tableau a double entrée) ni
sur le nombre de noeuds.

Le travail sur la multiplication utilise la disposition spatiale en
produit mais celle-ci n'est pas mise en rapport avec le repérage : la donnée
des "marges" pour remplir un "tableau cartésien" de type F x C est utilisée
pour déterminer la tdche de construction ; son utilisation possible comme
codage d'une case (et non moyen de produire une réponse) apparait hors du
champ de 1'enseignement, tout autant que Te dénombrement d'éléments d'une
forme ou d'une couleur donnée (implicite pourtant dans 1'expression du calcul
multiplicatif). ‘

La partie concernant 1'enseignement de la mesure spatiale est elle-méme
découpée en séquences indépendantes : ainsi 1'existence d'un rapport inverse
entre unité et valeur numérique de la mesure est présentée mais elle n'est
pas utilisée lors de la présentation des unités du systeme métrique et des
changements d'unités.

La propriété 1 dm? = 100 cm?, obtenue par la description du carré
10 x 10 en 10 cm® par ligne et 10 lignes, n'est pas mise en rapport avec le
nombre de Tignes et le nombre de colonnes (utilisée antérieurement pour
définir le produit). .

Les effets de Ta multiplication d'un nombre par 10 dans un produit sur
la valeur du résultat ne sont pas davantage utilisés - méme lorsqu'ils ont
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€té présentés dans 1'enseignement antérieur - pour justifier d'une autre
facon le résultat de 1a mesure d'une surface en cm? connaissant celle en
dm?.

La distributivité de la multiplication - méme "montrée" en s'appuyant
sur une représentation spatiale en "carrelages" - n'est pas réinvestie pour
mettre en avant la double linéarité de la mesure de surface par rapport a
celle des longueurs. Ce découpage étanche se traduit également par ce para-
doxe que Te calcul du nombre de cm? dans un dm? précéde le calcul de 1'aire
d'un rectangle et d'un carré, présenté comme un objet nouveau. En fait,
1'objectif de ce dernier point est d'introduire 1'algorithme multiplicatif
S=1xL ; celui-ci est ultérieurement utilisé dans des calculs additifs
d'aires complexes, mais sans relation avec les propriétés de la multiplica-
tion.

8.CONCLUSION

Si nous mettons en relation 1'évolution des acquisitions des enfants
sur la bidimensionalité et 1'enseignement qui s'y rapporte (dans ce qui y
est dominant depuis un peu plus d'un sigcle) nous pouvons dégager un premier
élément central : fondamentalement 1'enseignement s'appuie sur des acquis
antérieurs qui - sur le plan des notions 1liées a la bidimensionnalité -
sont extérieurs au projet scolaire. Pour ce dernier, deux objectifs appa-
raissent dominants : faire acquérir des compétences sur la formulation et
les représentations, faire fonctionner les algorithmes arithmétiques.

Les notions du champ conceptuel du produit cartésien de dimensions comme
la forme et la couleur sont trés partiellement introduites ; on s'appuie sur
des acquisitions antérieures sur la bidimensionnalité de 1'espace pour re-
présenter le produit ensembliste mais sans utiliser les propriétés effecti-
vement bidimensionnelles du plan ; les opérations 1iées au produit cartésien
(projections et "relévements", dénombrement des classes selon 1'une ou 1'autre
projection, distributivité du produit ensembliste, complémentation, etc.) ne
font pas 1'objet d'une activité explicitement prévue par 1'enseignement.
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Les exercices, lorsqu'ils existent, sur le produit cartésien ne se dégagent
pas du cadre de la représentation spatiale "matricielle" et sont trés peu
Tiés au travail numérique sur la multiplication.

Les problémes de représentation spatiale, et du rdle de repérage bidi-
mensionnel pour permettre 1'identification de positions pour tout point de
vue, ne sont pas pris en charge par 1'enseignement, centré sur les questions
de codage - donc de changement de représentation - sans changement de point
de vue.

Au niveau de 1a multiplication arithmétique, les activites présentées
dans 1'introduction des notions et les problémes proposés aux é&léves ren-
forcent le modéle additif ou linéaire (qui se raméne au précédent).

Tant dans la présentation générale de situations de multiplication en
CE, que dans leur reprise en CM et dans 1'introduction de la mesure des
surfaces, 1'aspect "produit de mesures" est totalement absent, voire expli-
citement évacué.

Les formules multiplicatives elles-mémes jouent un rdle algorithmique,
et ne sont pas exploitées du point de vue de la bidimensionalité.

Les acquisitions sur la dimensionalité faites par les enfants dans le
cadre de leurs activités scolaires sont probables car des "objets" multi-
plicatifs  sont effectivement manipulés, mais i1 nous semble s'agir 1a
d'un produit "marginal” de 1'enseignement qui n'en contrdle pas 1'évolu-
tion qualitative ni quantitative ni n'établit de rapports avec les objets
explicites d'enseignement.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Avant de résumer nos résultats d'ensemble obtenus sur 1'acquisition
de la bidimensionalité dans Tes trois'champs conceptuels de la combina-
toire ensembliste, du repérage plan et des mesures spatiales, nous allons
revenir briévement sur les rapports entre notre perspective d'étude et
les travaux de psychologie génétique dans les mémes domaines.

1.- Le travail sur les classifications multiples développé a partir des
études de Piaget d'une part s'est placé dans le cadre général du dévelop-
pement de la logique de 1'enfant et de 1'adolescent, d'autre part - plus
récemment - s'est orienté plutdt vers une étude approfondie des procédures
des jeunes enfants.

Les conclusions globales que nous avons pu tirer de nos recherches
sur 1'acquisition convergent ici avec les analyses de Piaget ; en parti-
culier nous pouvons souligner que les dges des sujets dont Tes protocoies
illustrent les stades décrits par Piaget sont trés stables et que ce sont,
globalement, ceux que nous avons dégagés comme étapes dans 1'évolution.
Remarquons néanmoins que la validité de nos résultats nous parait 1iée a
des caractéristiques "dimensionnelles" du matériel.utilisé : les repré-
sentations des enfants ne sont pas les mémes pour des produits hétéroge-
nes de dimensions comme F x C et pour des produits homogénes de type C x C
ou F x F; cela nous a conduit a détailler davantage le processus d'évo-
lution des représentations et 1'acquisition de la bidimensionalité, au-
dela de 1'approche centrée sur la logique.

D'autre part, les classifications n'abordent pas 1'ensemble des opé-
rations attachées a un produit cartésien ensembliste mais concernent
1'existence et la coordination des projections sur chaque ensemble de base,
et Tes relations d'équivalence qui leur sont attachées, au sein d'une
inscription dans un cadre spatial qui joue un réle producteur spécifique.
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Or deux types de situations-problémes utilisées dans notre travail
ne se situent pas dans ce cadre et ont apporté des éléments complémen-
taires. Ces derniers nous permettent - nous semble-t-il - de préciser
davantage les représentations que se construisent les enfants sur une
période relativement longue : i1 s'agit d'une part des tdches numériques
de dénombrement d'éléments construits ou d'anticipation sur des modifica-
tions des ensembles de base, d'autre part des tdches de mise en corres-
pondance de produits ensemb]isfes. Les premiéres tdches nous paraissent
méme susceptibles d'étre réinvesties dans la construction de situations
didactiques visant 1‘'acquisition des notions attachées au produit carté-
sien ensembliste. Les seconds types de tdches ont permis de montrer les
limites de la formation d'hypothéses stables, au Tong d'une correspondance,
mobiles par rapport aux dimensions en jeu et bidimensionnelles ; cette
formation d'hypoth&se concerne un niveau de fonctionnement de la bidi-
mensionalité postérieur & celui en jeu dans\]es classifications multiples.

Par contre, 1'étude approfondie des procédures de jeunes enfants dans
des tdches de complétion de "matrices", avec en particulier la mise a
1'épreuve de modéles précis de "régles de production" (Anh Ngyen Xuan
et al, 1983) affine les connaissances sur la période antérieure 3 1'ac-
quisition de la bidimensionalité. I1 s'agit 1a d'une période sur laguelle
nous avons peu développé notre propre travail (sinon pour rechercher com-
ment 1a double contrainte d'unicité et d'exhaustivité était traitée dans
une solution ensembliste de construction de produits de type FxCou
C x C).

Soulignons d'ailleurs 1'importance de connaissances dans ce domaine
pour la construction de situations didactiques destinées a introduire des
concepts sur le produit aupreés de jeunes enfants.

De méme, il n'entrait pas dans notre perspective de travail d'étudier
sur le plan génétique la construction des "dimensions" elles-mémes, en rap-
port avec 1'ensemble des activités socio-cogritives des enfants ; mais
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nous insistons sur le fait que les résultats de telles recherches con-
cernent directement la détermination du domaine de validité de nos
conclusions, et ce en particulier dans la période de construction du
premier niveau de fonctionnement de Ta bidimensionalité.

Dans le domaine spatial, nous avons retenu un aspect trés spé-
cifique de 1'analyse des acquisitioné: ous avons étudié le passage a la
bidimensionaiité du repérage (dans un "plan quadrillé")a partir des
acquis antérieurs de Tlenfant sur les propriétés -spatiales et.de ses rapportsave
son espace visuo-moteur (éloignement par rapport a soi, relation droite-
gauche). Nous avons trouvé des résultats convergeant avec les autres
travaux sur le repérage et sur les acquis sur la représentation de 1'es-
pace ; nous avons également observé une interaction des diverses proprié-
tés utilisées par les enfants conduisant & une prise en compte précoce
de 1a bidimensionalité du repérage (dans des conditions sur lesquelles
nous reviendrons a propos du domaine de validité des conclusions sur la
bidimensionalité).

De plus, la comparaison d'un repérage purement spatial, d'un repé-
rage ol des identifications intrinsgques de position sont possibles, et
de 1'identification de points d'un repere par une information non spa-
tiale (couple de couleurs) nous a permis de distinguer les difficultés
a. coordnner deux informations (4;6 ans)les.31mp1eé”non-prises-encompte
spontanées d' informations non spatiales,dans une tdche reconnue pér 1'en-
fant comme spatiale. Rappelons ici que nous n'avons pas étudié la cons-
truction par 1'enfant d'un systeme de repérage : cette situation est
beaucoup plus compiexe et Piagef a montré le caractére relativement tar-
dif de sa réussite. Une telle construction en effet met en oeuvre beau-
coup plus de notions que celle de la bidimensionalité, dont celles - dif-
ficiles - 1iées a la mesure ; elle fait logiquement appel a des outils
élaborés, comme la construction de 1'orthogonalité (repérage cartésien)
ou le report des angles (coordonnéeé polaires) (Piaget, 1948).
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Enfin notre situation de .repérage ol le sujet et 1'expérimentateur
ont chacun leur propre point.de vue, par rapport a des fepéres "isomorphes",
semble faciliter la prise en-compfe du point de vue de 1'observateur dans
le repérage. En particulier 1'orientation gauche/droite apparait mieux

conservée que dans les expériences ol le sujet est placé face a deux re-

peres. L'exploitation des changements de point de vue avec observateur ne
nous semble pas avoir été faite sur des tdches de repérage plan.

Cette situation a confirmé les difficultés, mises en évidence par
tous les auteurs, de prise en compte des changements de point de vue
dans 1'espace (et non dans le "plan marqué") : cela montre que le systéme
de repérage n'a pas nécessairement la fonctionalité qui lui est implici-
tement supposée, et que les tdches de repérage plan ne peuvent étre étu-
diées sans mise en rapport avec 1'ensemble des représentations spatiales
de 1fenfant.

En particulier le type de réponses apportées dans la situation ol
1'expérimentateur avec son repére était face au sujet semble bien indiquer
que 1'enfant plutét que de composer les relations spatiales pianes "Toin/
prés" et 'droite/gauche"essaie de "compenser" le déplacement de 1'éxpéri-

N

mentateur en se "mettant mentalement" & sa place.

Ceci expliquerait que les tdches de changement de point de vue ne
s'intdgrent pas dans une classification en termes de stades et que 1'ac-
quisition de la bidimensionalité ne puisse assurer la réussite dans ce genre
de situations.

fo Enfih,;ndus'devons _ rappeler que les recherches en psycho-
logie sur les mesures spatiales sont essentiellement centrées sur les con-
servationscdans le cadre de 1fépistémo1og1e génétique. Les difficultés que
nous avons observées de prise en compte dela bidimensionalité de 1a mesure
de surface, comme 1'application erronée d'un "modele linéaire" a la sur-
face (au lieu du modale bilinéaire appropfié) sont analogues aux confu-
sions entre conservation du périmetre et de la surface (Vinh Bang, 1965)




pour ne citer que 1'exempie le plus flagrant de Ta convergence de notre
approche avec celles évoquées ci-dessus. En revanche, les éléments de
notre travail qui prennent en compte la dimension de 1'enseignement ne

se retrouvent pas dans les travaux antérieurs, en particulier tout ce

qui concerne la validité des opérations des enfants selon les différentes
figures, objets de mesure.

2. Dans 1'ensemble de notre étude sur 1'acquisition de la bidimensio-
nalité, noué avons mis 1'accent essentiel sur la recherche d'invariants
dans 1'élaboration des représentations. Cela nous a paru nécessaire pour
deux raisons que nous rappelons. Une étude des caractéres de 1'interven-
tion (ou la non-intervention) de 1'enseignement dans e domaine du pro-
duit cartésien nécessite de disposer de repéres sur le -développement
des acquisitions cognitives des éléves. L'organisation de situations di-
dactiques sur la longue période de construction cognitive (confirmée par
1'étude des trois champs conceptuels considérés) suppose également de con-
naitre les caractéristiques générales des élaborations cognitives des en-
fants et de leurstransformationg.Dans cette perspective, nous avons pris
en compte comme essentiels Tes contenus, vus sous 1'angle de 1'objet de
savoir en jeu,en insistant sur 1'importance des domaines de validité.

IT nous parait y avoir complémentarité, et convergence d'intéréts, entre
cette approche et celle des travaux de psychologie cognitive qui s'atta-
chent aux pratiques opératoires elles-mémes pour étudier"non pas (ou pas
directement)]'é]aboration progressive des instruments cognitifs chez 1'en-
fant, mais les conditions et les modalités de la mise en oeuvre de ces

" pour "contribuer & une pragmatique de la connaissance
(et a sa théorie)..", cela impliquant une "reconsidération générale des
notions de schéma et de structure, la structure étant cette fois définie
non par les produits intrinséques des instruments cognitifs (..) mais

instruments...

par les conditions formelles assurant la compatibilité, la modulation,
la composition et la convertibilité des pratiques observées" (Gréco, 1984).
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3. Nous allons main*jnant résumer les conclusions spécifiques que
nous avons obtenues sur T*acquisition de la bidimensionalité. Pour fixer
les idées nous avons rappbfté:cette acquisition a des niveaux d'dge

(qui recoupent, rappelons-le, des niveaux scolaires). I1 doit &tre bien
clair qu'il s'agit d'éléments .essentiellement indicatifs.

A 4 ans, les enfants rencontrent des difficultés - relatives - a
tenir compte de facon stable de deux informations simples (repérage des
carrefours) mais i1 y a des acquis précurseurs dans le domaine spatial ;
ainsi par exemple, la disponibilité du repérage proximal/distal permet
déja une prise en compte non négligeable de la deuxieme dimension.

A 5 ans, le seul obstacle qui subsiste dans la mise en oeuvre de 1a
bidimensionalité du repérage plan est celui de la conservation de 1'orien-
tation gauche/droite ; en ce qui concerne la combinatoire ensembliste, il
apparait une contradiction entre la contrainte d'unicité (1iée au carac-
tare ensembliste du matériel 2 construire) et 1‘'exhaustivité (1iée a la
combinatoire elle-méme).

A 6 ans, la bidimensionalité spatiale est acquise, et Tes enfants
peuvent assez bien compenser un changement limité de point de vue (dans
1'utilisation d'un repéré} Le statut ensembliste du produit semble assuré ;
on peut mobiliser, séparément, les projections sur chacun des ensembles
de base dans des taches simples (rangements) mais les "relévements" ne
sont pas disponibles. Les opérations sont exclusivement unidimensionnelles,
avec une forte asymétrie qui peut aller jusqu'ad 1'inaccessibilité d'une
des dimensions, selon la signification du matériel.

A 7 ans, i1 commence & y avoir des régles d'arrét: le produit est
une solution, unique, a certaines problémes. . La représentation du produit
semble de type "additif', une dimension reste relativement dominante, mais
pas de manidre absolument stable ; les comportements restent unidimension-
nels.
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A 8 ans se produit un processus de réorganisation des représentations
du produit de dimensions conduisant des représentations de type additif
3 celles de type multiplicatif ; le fait que Tes anticipations des effets
d'adjonction d'é1éments aux ensembles de base soient mobilisables nous en
sémb]e un indiée tres intéressant. Ce processus se traduit aussi, nous
semble-t-i1, par d'apparentes régressions pour certaines réponses. De
plus, 1'espace joué un .réle producteur. Cependant le domaine de validité
des opéfations bidimensionnelles est Timité.

A 9-10 ans, la bidimensionnalité du produit ensembliste est acquise,
le produit homogéne E x E n'est plus mis en rapport avec 1'ensemb1efP(E)
mais traité de maniere similaire & un produit hétérogéne A x B. Dans des
opérations complexes comme les mises en correspondance de produit, Tes
enfants peuvent maintenant faire des hypothéses unidimensionnelles stables,
pour 1'une et 1‘autre des dimensions successivement.. Toutefois la coordi-
nation multiplicative de ces hypothéses reste difficile.

A 10-12 ans, les acquis sur la bidimensionalité de la mesure de sur-
face s'établissent ; le pavage des figures rectangulaires en fournit une
premigre base, qui n'assure pas néanmoins une disponibilité de 1a notion
méme pour les formes structurées multiplicativement (rectangles, parallé-
logrammes).

De la 6&me & la 4eme alors que la linéarité de la mesure des longueurs
est utilisée de facon fiable, la bidimensionalité de Ta mesure de surface
garde un domaine de validité limité, bien que s'étendant lentement a des
formes comme les triangles. La structuration des situations-problémes, les
modes opératoires utilisés pour exprimer la mesure, interviennent dans 1a
disponibilité de la bidimensionalité. Faute de pratiques "spontanées" a ce
niveau de fonctionnement des mesures spatiales, faute d'une intervention
appropriée de 1'enseignement, beaucoup d'éléves ne parviennent pas a
s'approprier la mesure de surface comme une opération bidimensionnelle
valide sur toute (bonne) forme plane. '
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Globalement, dans une certaine mesure, 1'espace apparait comme un
précurseur dans la construction de la b1d1mens1ona11te : la richesse de
ses propriétés, la précocité. des representat1ons des enfants construites
a partir de leurs act1v1tes.manue1]es et motrices dans 1'espace, en sont
une des raisons. En particd]ier'le privilege de la dimension proximal/
distal (loin/prés par rapport a soi, devant/derriére par rapport a des
objets orientés) fournit une organisation unidimensionnelle. Le plan appa-
rait un référent privilégié pour la représentation de la bidimensionalité
en tant qu'objectivement organisé de facon bidimensionnelle.

4, Cela étant, 1'évolution de 1'acquisition de la bidimensionalité se
confirme non seulement comme un processus de longue durée, mais encore
comme marquée par des niveaux de fonctionnement différents. . Dans cette
évolution apparaissent des obstacles dans le passage de 1'unidimensiona-
1ité 2 la bidimensionalité. Ces obstacles se distinguent des difficultés
tenant a 1a réalisation matérielle, au statut des ensembles de base, aux
moyens de contrdle plus ou moins accessibles, etc. ITs se manifestent
par 1'existence de régression dans certaines performances et surtout

par le caractre récurrent de certains problémes ; ainsi peut-on re-
trouver beaucoup plus tard (éventuellement chez des adultes) la trace de
tels obstacles par des erreurs qui peuvent sembler paradoxales.

n apparait tout d'abord 1 ‘obstacle que nous qualifierons de logique,
au sens Piagétien, du passage au domaine multiplicatif. Cet obstacle a son
versant arithmétique dans le probléme du passage des structures additives
aux structures multiplicatives, que 1'enseignement, comme nous 1'avons vu,
a plutdt tendance a renforcer. L'une des conséquences a long terme est la
représentation de 1a multiplication comme une opération qui "donne des
nombres plus grands" (et Ta division comme une opération qui donne des
nombres plus petits)(1).

(1)  On retrouve ainsi des problémes dans 1a mise en oeuvre de la propor-
tionalité au niveau de la seconde quand les coefficients sont inférieurs a
1.
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Un autre aspect de cet obstacle est 1ié au changement d'ordre de
grandeur, en rapport avec la représentation du domaine numérﬁque, ol
seul un domaine restreint est utilisé. Or le passage de 1'unidimensionnel
au bidimensionnel se traduit pér un changement d'ordre deAgrandeur des
que les cardinaux des ensembles de base ou les mesures des longueurs ne
sont pas trop petits. Nous n'avons délibérément pas manipulé cette va-
riable numérique dans nos exﬁériences, mais nous avons rencontré cet
obstacle dans 1'arithmétisation du volume (Vergnaud et al, 1983, Roga]skiztaf
1983) et dans les rapports entre nombre et espace chez des éleves de béme
et de 5eme (Errecalde et Rogalski, 1984).

Un autre type d'obstacle se rencontre dans 1'acquisition de la di-
mensionalité des diverses mesures spatiales : c'est la mise en relation
entre dimensions physiques composées (surface, volume, au-dela masse vo-

lumique, etc.) et dimensions composantes. Ces problemes 1iés a 1'analyse
dimensionnelle, “se retrouvent jusque dans 1'enseignement supérieur.

L'étude de ces.derniers obstactes:n'a pas été déve1bp§ée dans,notré travail
Teur analyse est un des prolongements possiblesde 1'étude de 1'acquisition

la -bidimensionalité. Nous voulons signaler maintenant d'autres Timites de

sur la portée de nos conclusions, et avancer un certain nombre de questions
encore ouvertes.

5. Nous avons déja fait référence a la Timitation de nos expériences

3 des cardinaux petits, ne serait-ce qu'a cause de 1'dge des plus jeunes
enfants avec lesquels nous avons travaillé. Or, outre le probleme du
changement d'ordre de grandeur évoqué ci-dessus, se pose la question

de 1'extension de nos conclusions a des ensembles quelconques. Au-dela
des questions de domaine de validité numérique, c'est alors 1'opération
méme de produit qui est en jeu et non son résultat direct ; cela suppose

_un changement de point de vue qui impliquerait un changement

de méthodologie.(1)

(1) Si les ensembles sont quelconques, finis trés grands, ou non finis, |

les réalisations matérielles ne sont plus possibles. Les représentations
symboliques et/ou 1'expression des modes de construction sont alors
~indispensables.




Par ailleurs, nous avons rappelé plus haut que nous n'avions pas
manipulé la variable "nature des dimensions" ; mais nous n'avons pas non
plus étudié les effets des différences entre "critére", "attribut", "di-
mension" (cf. annexe sur la dimension). Nous estimons cependant, & partir
des résultats déja acquis en psychologie, que ce sont des variables propres
a modifier les régles d'action voire les représentations des sujets : il y
a 1a des investigations & poursuivre. |

Dans un autre ordre d'idée, nous avions déja signalé dans le chapitre
concernant les objectifs et la méthodologie, qu'il nous paraissait indis-
pensable d'analyser un large éventail de tdches liées & chacun des champs
conceptuels concernés. Comme pour le produit cartésien et le repérage, vu
1'dge des enfants,cela ne pouvait étre fait qu'en entretiens individuels
(en tout cas en-dessous du CM) cela nous a onduit & une limitation du
nombre des enfants observés sur chaque tdche (pour un &ge donné). C'est
la cohérence d'ensemble des résultats obtenus dans chacun des domaines qui,
a notre avis, permet de juger de la validité de ces résultats. Nous n'avons
en particulier pas développé une analyse statistique fine ; de plus nous ne
voyons pas quelles hypothéses initiales permettraient & 1'étape actuelle |
de construire un modéle théorique adéquat, donnant un sens a une telle
analyse statistique, vu les concepts en jeu. La régularité de nos résultats
(au sens d'une répétabilité suffisante) est néanmoins une question que nous
considérons comme ouverte.

De plus, nous avons pratiquement toujours associé
1'dge et le niveau scolaire des enfants considérés (sauf pour 1'étude sur
la surface, ol nous avons pris des classes entiéres).

Or, 1'dge correspond & une maturation de 1'enfant sur différents plans,
et a un certain temps passé a des activités "spontanées" plausibles - mais
inconnues - dans les champs conceptuels considérés (constitution et mani-
pulation de "dimensions" comme la couleur, la forme, la texture..., repré-
sentations de 1'espace issues des manipulations et des déplacements...,
comparaisons d'objets selon leur taille, etc.). La classe correspond a

un temps d'activités scolaires "contrélées" a priori par 1'enseignement
mais pour Tesquelles on ne connait pas pour autant 1'investissement propre
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de 1'éleve. Ces activités d’enseignement reprennent pour certainesd'entre
elles des notions correspondant également a une acquisition "spontanée".

Notre choix identifie donc ces deux "temps" et cela comporte a
priori une contre partie :.1'accentuation des évolutions, par la sélection
effectuée (de fait) a partir.du CE par les passages d'une classe a 1'autre.
Cela nous conduit a une remarque complémentaire ; nous n'avons pas pris en
compte 1'origine sociale des enfants. Cependant dans la mesure ol nous avons
trés peu joué sur 1'usage des représentations (pas plus que celui des verba-
1isations) mais au contraire centré nos questions sur la production d'ac-
tions, nous ne pensons pas avoir'biaisé nos analyses par cette non-prise
en considération.Néanmoins,]'étude des différents chemins cognitifs a
travers les invariants d'ensemble que nous avons dégagés affinerait 1'ana-
lyse des acquisitions dans les champs conceptuels concernés.

Rappelons d'autre part que nous avons distingué & plusieurs reprises .
la disponibilité et 1a mobilisation possible d'une notion ; nous avons
supposé que c'était la disponibilité qui attestait Te mieux 1'appropriation.
Nos résultats vont effectivement dans ce sens. Cependant, et c'est pourquoi
il y a encore question ouverte, nous n'avons pas posé a un méme sujet une
variété telle de questions sur une méme notion particuliére que cela cons-
titue une justification expérimentale de la différence et de la hiérarchie
des caracteres'disponible." et "mobilisable" d'une notion ou opération co-
gnitive.

Par ailleurs, nous avons utilisé surtout des situations "ouvertes"
dans lesquelles 1'enfant n'avait pas de contréle sur ses productions (autre
que les opérations mémes qu'il avait effectué) : nous considérons, en effet,
qu'une des caractéristiques de 1'appropriation était la possibilité pour
]e-sujet d'organiser lui-méme la situation proposée et de faire des hypo-
theses sur son traitement. Cela reste néanmoins une prise de position théo-
rique qui peut se discuter.
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Enfin, parmi les autres quest1ons ouvertes, nous pensons que les
systemes de représentation (et en particulier Te systeme "additif" et
le systeme "multiplicatif") peuvent coexister. Selon la nature des tdches
(domaine de référence, dimensions utilisées, valeurs numériques éven-
tuellement manipulées, nature des objets, etc. ,) et leur complexité co-
gn1t1ve,1 enfant, 1'adolescent ou 1'adulte vont tirer lears reégles d'ac-
tion de 1'un ou 1'autre de ces systemes voire partiellement - si ce
n'‘est contrad1cto1rement - de 1'un et de 1'autre. Ainsi, par exemple, des
adu1tes "cultivés" peuvent penser que 1'effet d'une homothétie de rapport
2 sur un volume se traduit par la mu1t1p11cat1on de la mesure initiale par
un nombre qui peut étre 4 ou un peu plus grand - réponse non 1inéaire -
sans arriver pour autant a la réponse tridimensionnelle appropr1ee, ici 8.
Cette question rejoint celle de 1'existence des registres de fonctionne-
ment étudiée par Vermersch (Vermersch, 1976).

6. Nonobstant ces questions ouvertes, on peut avancer, a partir des ré-
sultats obtenus, un certain nombre de conséquences ou d'hypotheses didac-
tiques.

Ce qui ressort de 1'analyse de 1'enseignement est que celui-ci s'est
surtout adapté aux acquisitions cognitives générales, non spécifiquement
scolaires, des élaves plus qu'il n'est intervenu pour les construire -
d'ol, a posteriori, la pertinence pour la didactique d'une étude précise
des acquisitions des enfants dans les domaines concernés.

Or le temps long des acquisitions sur Ja bidimensionalité, & partir
de 1'unidimensionalité, attesté par 1'ensemble des résultats, conduit 3
postuler que 1'enseignement devrait intervenir ; mais a notre sens seule
une intervention organisée sur une longue durée pourrait produire des
effets (modifier la rapidité et/ou 1 ordre des acquisitions). Cependant
nous n'avons pu nous livrer qu'a des hypothéses, appuyées sur nos con-
cept1ons quant au développement des connaissances et sur les travaux dé-
-veloppés en didactique des mathématiques.
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Les hypothéses obtenues sur 1'évolution des acquisitions, et 1'analyse
de 1'intervention de 1'enseignement actuel conduisent & mettre en avant
quelques points clés;

Tout d'abord, le rdle producteur que joue le plan dans la structu-
ration bidimensionnelle doit pouvoir étre exploité; il conviendrait
de s'appuyer pour cela sur la connaissance des acquis cognitifs de 1'enfant
pour pouvoir faire fonctionner en temps opportun la dialectique "ancien/
nouveau". L'objectif serait alors de construire des situations qui exigent
la constitution de nouvelles connaissances ou d'objets nouveaux, dans le do.
maine du produit, tout ens'apobuyant sur les propriétés des relations spa-
tiales que les enfants peuvent déja utiliser.

Ensuite, 1'utilisation d'un "jeu de cadres" entre le domaine spatial,

“la combinatoire ensembliste et le domaine arithmétique devrait contribuer

d la construction de conceptions plus opératoires dans le champ des struc-
tures multiolicatives. Un objectif décisif serait de donner un statut
fonctionnel spécifique au produit, dépassant son point de départ additif
et ouvrant en particuliér sur une autre représentation qu'algorithmique
des formules multiplicatives des mesures spatiales.

Par ailleurs, dans le domaine de 1'espace la mathématisation doit
&tre un outil de connaissance: une utilisation fonctionnelle des repéres
cartésiens (& partir de ceux, simples, constitués par des quadrillages-
finis) lors de changements de point de vue apparait tout a fait nécessaire,
si 1'on se. référe aux obstacles non surm-ontds alors que la bidimensiona-
1ité commence a &tre fonctionnelle. La constitution de meilleures re-
présentations des changements de point de vue dans 1'espace, qui pourrait
ainsi étre construite, permettrait peut-étre ultérieurement aux étu-
diants de buter moins contre 1'obstacle des changements de repére
en mécanique. '

De fagon générale, nous avons signalé dans 1'analyse de 1'enseigne-
ment la coupure existant entre des champs conceptuels pourtant en inter-
action. A contrario, il nous paraitrait important de rétablir la dialec-
tique entre les différentes notions des différents champs conceptuels
concernés nar la bidimensionalité.
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Nous avons déjad-souligné & plusieurs reprises la nécessité de faire
intervenir le domaine numérique (gue nous n'avons pas étudié a cette étape
de notre travail, mais qui est le point essentiel dans 1'enseignement)

“en rapoort avec les problémes de dimensionalité des repérages ou de
la combinatoire.

D'autres domaines, peu ou pas pris en charge par 1'enseignement
élémentaire ou méme obligatoire, sont également en relation avec les
acquisitions sur la bidimensionalité. Nous avons déja rappelé les rapports
avec les "8quations aux dimensions" de la physique. La"combinatoire des
possibles", dans le champ conceptuel des probabilités, est également
en raoport &troit avec le produit ensembliste; le plus souvent il inter-
vient d'ailleurs des produits de type EXE dont nous avons souligné la
spécificite..

A un autre niveau, enfin, le travail de constitution d'hypothéses
fait également partie de la formation scientifique, un des objectifs
généraux de 1'enseignement. Les analyses des épreuves de correspon-
dances entre produits ont indiqué la multiplicité des problémes qui
interviennent dans cet autre domaine de mise en oeuvre de la bidimensiona-
1ité (pour nous limiter au premier niveau qualitatif de difficulté).

I1 est évident que ces remarques ouvrent la perspective de tout
un champ de recherches aussi bien sur les appropriations cognitives
des enfants et des adolescents que sur 1'Elaboration et 1'organisation
de situations didactiques,concernant non seulement la didactique des
mathématiques mais aussi la didactique de la physique, dans une orienta-
tion de travail interdisciplinaire.




BIBLIOGRAPHIE

ACREDOLO L.P. (1981) Small and large-scale spatial
concepts in infancy and childhood. In Spatial

representation and behavior across the life span, (LIBEN
L.S5., PATTERSEN A.H., NEWCOMBE N. eds). New-York,
Academic-Press.

BACHELARD G. (1938) La formation de l'esprit

scientifique. Paris, Vrin.(nouvelle édition T975).

BALACHEFF N. (1982) Preuve ‘et démonstration en
mathématiques, Recherches en didactique des

mathématiques, vol 3.3., 261-304.

BARDIES B. (de), O'REGAN K. (1973) What children do in
spite of adults' hypothesis. Nature. vol 248, n°5434,
531-534. ’

BASTIEN C., OLIVERA A. (de), PINELLI P.-M. (1982) Un
conflit d'ordre: 1l'organisation du produit de deux
ensembles. Enfance, n%1-2, 10-14,

BAUDONNIERE P.-M. (1976) Etude génétique de localisation
dans un cadre de références: le role du nombre

d'éléments. XXI® congres international de psychologie,
Paris.

~BAUDONNIERE P.-M. (1979) Etude génétique des systzmes de

référence spatiaux: le role de la position relative des
cadres de référence. L'année psychologigue, 79, 363-378.

BAUDONNIERE P.-M. (1981) Etude génétique des systimes de
référence spatiaux dans deux tdches de reproduction.
L'année psychologique, 81, 309-328.

BAUDONNIERE P.-M.; CASTELO R. (1978) Inluence de

différents apprentissages sur la différenciation
perceptive des jeunes enfants. L'année psychologique,
78, 331-347.

BEDNARZ N. (1984) La construction d'un systéme de
représentation du nombre par l'enfant, significatif et
opérant. Séminaire national de didactique des

mathématiques, Paris.

BERTHOUD M. (1972) La localisation spatiale chez les
enfants d'sge préscolaire, Thése de 3° cycle, Paris,
Université René Descartes. ) .

BERTHOUD M. (1973) Développement d'une stratégie
opératoire pour le repérage spatial. Enfance, 1-2, 109-
126.

BERTHOUD M. (1973)a. Les systédmes de références




spatiales et leur interaction chez les enfants d'dge
préscolaire. I Le degré de contrainte des données
perceptives. L'année psychologique,73, 23-36. II Analyse
des facteurs structuraux. L'annéde psychologique, 73,
109-126.

BESSOT A., RICHARD F. (1977) Commande des variables dans
une situation didactique pour provoquer 1l'élargissement
des procédures. Thtse de 3°cycle, Bordeaux.

BIDEAUD J., LAUTREY J. (1983) De la résolution empirique
3 la résolution logique de l'inclusion: évolution des
réponses en fonction de l'dge et des situations
expérimentales. Cahiers de psychologie cognitive, 3, 3,
293-326. :

BODIN A. (1980) Lecture comparée de deux études sur les
structures multiplicatives. Rapports D.E.A.,30-40.
Université L.Pasteur, Strasbourg.

BODIN A.(1981) Mise au point d'un
questionnairejobservations,entretiens g_ b ndmes et
individuels. Rapport de D.E.A. I.R.E.M., Besangon.

BRESSON F. (1971) La gendse des propriétés des objets.
Journal de psychologie normale et pathologique, 2, 143-
168.

BRESSON F., CHOMBART DE LAUWE P.-H., CULLEN M., GUILBAUD
G.Th., PAILLARD J., de RENZI E., VURPILLOT E. (1974) De
l'espace corporel & l'espace écologique,Paris, P.U.F.

BROWN A.L. (1970) The stability of dimensional
preference following oddity training. Journal of

experimental child psypholoqy,9, 239-252.

BROUSSEAU G.(1977) Les obstacles épistémologiques et les
probl&dmes en mathématique, I.R.E.M. Bordeaux.

BROUSSEAU G.(1979) Etude de situations (théorie des

si
situastions dldacthues), I.R.E.M. Bordeaux.

BROUSSEAU G. (1980) Problédmes de l'enseignement des
décimaux. Recherches en didactique des mathématigues,
VOl ltlo, 11—59.

BROUSSEAU G. (1980,a) L'échec et le contrat. Recherches,
la politique de l'ignorance, 41, 177-182.

BROUSSEAU G. (1981) Probleémes de l'enseignement des
décimaux. Recherches en didactique des mathématiques,
VOl 201., 37-128.

BROUSSEAU G. (1983) Tendances originales des recherches
en didactique des mathématiques. Journal fur Mathematik




Didactik.

CHEVALLARD Y. (1980) La transposition didactique, cours
donné & la premiére école d'été de didactique des

mathématiques (Chamrousse).

CHEVALLARD Y., JOSHUA M.-A, (1982) Un exemple d'analyse

de la transposition didactique. Recherches en didactique
des mathématiques. 3.2., 157-240.

CHEVALLARD Y. (1983 )a. Remarques sur la notion de
contrat didactigue. Aix-Marseille, I.R.E.M.

CHEVALLARD Y. (1983) b. Emploi at analyse du contrat
didactique dans l'enseignement des premi&res notions
d'analyse. Aix-Marseille, I.R.E.M. '

CLOSSET J.-L. (1983) Le rais onnement séquentiel en
électrocinétique. Theése, Université Paris VII.

DAMEROW P. (1979) Zur Rehabilitierung des Rechnens mit
benannten Zahlen. Mathematica Didactica, vol2.2., 82-92,.

DOISE W., MUGNY G. (1981) Le développement social de
l'intelligence. Paris, Inter-éditions.

DHOMBRES 3. (1978) Nombre, mesure et continu. Paris,
Cédic.

DOUADY R. (1980) Approche des nombres réels en situation
d'apprentissage scolaire. Recherches en didactigque des
mathématiques, vol 1.1., 77-111.

DOUADY R. (1983) Rapport enseignement apprentissage:

dialectique outil-objet, Jjeux de cadres. Paris-Sud,
I.ROE.M.

DOUADY R. (1984) Didactique des mathématiques.
Encyclopaedia universalis. Paris, Encyclopedia Universalis:
France.

DOUADY R., PERRIN M.-J. (1983) Mesure des longueurs et
des aires. Université Paris VII, I.R.E.M. :

ESCARABAJAL M.-C. (1983) Reformulation: quels problimes
l'lenfant croit-il résoudre? Séminaire Développement
cognitif et didactique, Paris.

EWBANK W.A. (1980) Some popular misconceptions about the
metric system ans about metricetion. The Illinois
Mathematics Teacher, 31, n 2, 16-20.

GLAESER G. (1978-1980) Cours de 3°cycle de didactique
des methématiques. Université L. Pasteur, Strasbourg.




GRECO P. (1984) Pratiques opératoires, in Travaux du
centre d'étude des processus cognitifs et du langage,
C.NQR.S.— EoHquSoSa, PariS-

GRECO P. (1984) Conservations: homogénéité et
hiérarchie des performances. Une étude & propos des
décalages. in Psychologie développementale: problémes et
réalités (Hommage & P.0léron). Bruxelles, Mardaga.

GRECO P. (a paraitre) Enfance (opérations
intellectuelles) Encyclopaedis Universalis. Paris,
Encyclopedia Universalis France.

GRECO P. (a paraitre) Didactique des mathématiques.
Encyclopaedia Universalis. Paris, Encyclopedia
Universalis France.

HALE G.A., GREEN R.Z. (1976) Attention to stimulus
components with variation in relative salience of
compaonents and degree of stimulus integration. Journal
of experimental child psychology, 21, 446-459.

HALFORD G.S., MAC DONALD C. (1977) Children's pattern
construction as a function of age and complexity.Child
development, 48, 1096-1100.

HELLA F, BAUDONNIERE P.-M., PECHEUX M.-G. (1977)
Méthode d'apprentissage appliquée 3 1l'étude de la
localisation dans un cadre de référence “chez des enfants
d'8ge préscolaire. Mém01re, Université René Descartes,
Paris-.

HIRSTEIN J.J., LAMB C.E., OSBORNE A.R. (1978) Students
misconceptions about area mesure. Arithmetics Jeacher,

6, 10-16.

HOCK H.S5., HILTON T. (1979) Spatial coding and oblique
discrimination by children. Journal of experimental
child psychology, 27.

I.N.R.P. (1977) Enquéte sur l'enseignement des
mathématiques a 1'école élémentaire. I.N.R.P.

INHELDER B., SINCLAIR H., BOVET M. (1974) Apprentissages
et structures de la connaissance, Paris, P.U.F.

JAULIN-MANNONI F.(1965) Les quatre opératlons de base
des mathémathues, Paris, E.S.F.

KAGAN J., LENKIN 3J. (1961) Form, color and size and
children's conceptual behavior. Child development, 32,
25"'280

KASTENBAUM M. (1983) Analyse comparée de deux
enseignements en CM2 sur la mesure des aires. Séminaire




"développement cognitif et didactiques", Paris,
c.e.p.C.L., E.H.E.S5.S.

KEMLER D.G. (1982) The ability for dimensional analysis
in preschool and retarded children: evidence from
comparison, conservation and prediction tasks. Journal
of experimental child psychology, 34, n®3, 469-489,

KENDLER H.H., D'AMATO M.F. (1955) A comparison of
reversal shifts and nonreversal shifts in human concept

formation. Journal of experimental psychology, 49, 165~
174,

KENDLER T. S., KENDLER H.H. (1959) Reversal and non-
reversal shift in kindergarten children. Journal of
experimental psycholoqy, 58, 56-60.

KULA W. (1984) Les mesures et les hommes. Paris,

Editions de la maison des sciences de l'homme.

LABORDE C. (1982) Langue naturelle et écriture

symboligue. Deux codes en interaction dans

l'enseignement mathématigue. These, Université
Scientifique et médicale-I.N.P., Grenoble.

LAFLAQUIERE A. (1979) Etude génétique de conduites de
classification sur des critéres représentatifs. Enfance,
n°l, 15-30.

LAURENDEAU M., PINARD A.(1957) Les premi®res notions
spatiales de l'enfant, Neuchatel, Delachaux et Niestlé.

LAUTREY J., BIDEAUD J. (1984) De la résolution empirique
4 la résolution logique du probléme d'inclusion:
apprentissage et différences individuelles. Actes du

2%colloque de 1'Association pour la recherche cognitive,
Paris, 312-329.

LEBESGUE H. (1975) La mesure des grandeurs. Paris,
Blanchard (réimpression, articles originaux: bulletin de
l'enseignement mathématique, 1931-1935).

LEE S. (1984) Etude génétique du repérage et de 1

représentation d'un déplacement simple de l'objet chez
l'enfant de 4 3 6 ans. Th&se 3°cycle, E.H.E.S.S.

LEPECQ J.-C. (1982) Référentiels spatiaux et espace des
positions chez le jeune enfant. Th&se de 3%cycle,
Université Paris V.

LEPINE D. (1965) La réponse '"pareil" chez 1l'enfant:
identité ou équivalence? L'année psychologique, 1, 57-
76.

LEPINE D. (1966) Critéres de la réponse d'"identité"




chez l'enfant. L'année psychologique, 2, 417-446.

LEPINE D. (1969-1970) Informetion positive et
information négative dans l'apprentissage de concepts
unidimensionnels simples. Bulletin de psychologie, 279~
280, XXIII, n°l-3, 50-55.

LERMAN I.C., GRAS R., ROSTAN H. (1980) Elaboration et
évaluation d'un qraphe d'implication pour des données
binaires. Publication IRISA n 136, Rennes.

LONGEOT F. (1978) Les stades opératoires de Piaget et
les facteurs de l'intelligence. Grenoble, P.U.F.

LURCAT L. (1976) L'enfant et l'espace, le role du corps,
Paris, P.U.F.

MEYER E. (1935) La représentation des relations
spatiales chez l'enfant. Cahiers de pédagogie

expérimentale et de psychologie de l'enfant, n°®8.

MAURY L. (1966) Approche génétique de la notion de

complément logique. Journal de psycchologie normale et
pathologique,n 3,329-342.

MAURY L. (1969) L'acquisition de la notion de complément
logique. Contribution & l'étude de la gendse des
structures logiques élémentaires. These de 3° cycle,

E'oHoEuScSu PBI‘iSo

MAURY L. (1976) Aspects génétiques de la transposition
de trajets. Le travail humain, 39, 73-86.

MAURY L. (1977) Transposition et représentation de
trajets par des séquences d'images chez les enfants de 5
4 6 ans. L'année psychologique, 2/77, 365-382.

MAURY L. (1981) Acitivités spatiales chez l'enfant et le
bébé. Psychologie francaise, 24, 281-2A88.

MAURY L., PORRO E., ROGALSKI J. (1974-75) Autour d'une
étude génétique sur la négation conjonctive. Bulletin de
psychologie, 314, XXVIII,213-223.

MAURY L., ROGALSKI 3J. (1979) Filiation dans le
développement cognitif: décalages, courbes en "U" et
disparitions. Bulletin de psychologie, 340, XXXII, 533-
538,

MELKMAN R., KORIAT A., PARDO K. (1976) Preference for
color and form in prescoolers as related to color and
form differences. Child development, 47, n®%4.

MITCHELMORE M.C. (1980) Three dimensional geometry
drawing in three cultures. FEducational Studies 4in




Mathematics, 11, n 2, 205-216.

MUGNY G., DOISE W., PERRET-CLERMONT A.-N. (1975-1976)
Conflit de centrations et progrés cognitif. Bulletin de
psychologie, 29, 199-204.

"MUGNY G., GIROUD J.-C., DOISE W. (1978-1979) Conflit de
centrations et progrés cognitif II: nouvelles
illustrations expérimentales. Bulletin de psychologie,
32, 979-985, .

N.A.E.P. (1980) Results and implications of the second
N.A.E.P. mathematics assessment elementary school.
Arithmetics Teacher, 27, n 8.

NGYEN XUAN A., CAUZINILLE-MARMECHE E., FREY L., MATHIEU
J., ROUSSEAU J. (1983) Fonctionnement cognitif et
classification multiple chez l'enfant de 4 a 7 ans,
Paris, éditions du C.N.R.S.

OLSON D.R., HILDYARD A. (1977) On the mental
representation of oblique orientation. Canadian journal
of psychology, 29, 1.

PECHEUX M.-G. (1970) Etude génétique de la reproduction
graphique de figures géométriques simples, isolées ou
associées. L'année psychologique, 70, 2, 407-423.

PECHEUX M.-G., BAUDONNIERE P.-M., CARLIG D. (1979) L=
copie de figures complexes en fonction d'une échelle de
mesure chez l'enfant. Cahiers de psychologie, 22, 119-
128. .

PECHEUX M.-G., BAUDONNIERE P.-M., TARANNE P. (1981)
ODcular strategies of young children and adults in two

memorization tasks. International _journal of behavioral
development, 4, 237-254,

PERRET-CLERMONT A.-N. (1979) La construction de
l'intelligence dans l'interaction sociale. Bern, Peter

Lang.

PIAGET 3J. (1949-1950) Introduction & l'épistémocloqgie
génétique, tomes I, II, III. Paris, P.U.F.

PIAGET J., INHELDER B. (1941) Le développement des
quantités physiques chez l'enfant, Paris, Neuchatel,

Delachaux et Niestlé.

PIAGET J., INHELDER B. (1948) La représentation de
l'espace chez l'enfant, Paris, P.U.F.

PIAGET J., INHELDER B. (1959) La gen&se des structures
logiques élémentaires, Paris-Neuchatel, Delachaux et
Niestlé.




PIAGET J., INHELDER B., SZEMINSKA A. (1948) La géométrie
spontanée de l'enfant, Paris, P.U.F.

2}

PIAGET J., SZEMINSKA A. (1941) La gendse du nombre chez
l'enfant, Paris-Neuchatel, Delachaux et Niestlé.

PIAGET J. (sous la direction de) (1967) Logique et
connaissance scientifique, Encyclopédie de la Pléiade,

Paris, Gallimard.

PIERAUT-LE BONNIEC G. (1972) Recherche sur 1l'évolution
.génétique des opérations de classification. Archives de
psychologie, XLI, 162, 89-117.

PIERAUT-LE BONNIEC G. (1977) Développement des capacités
d'abstraction chez le jeune enfant entre 2;0 et 5;0.
Archives de psychologie, XLv, 175, 205-223.

PIERAUT- LE BONNIEC G., SCHONEN S. (de) (1976). Etude
génétique d'activités sémiotiques. Utilisation de
marques et de traces chez l'enfant de 2 4 5 ans. 1
Utilisation du marquage d'un objet. L'année
psychologique, 76, 55-77. 1II Utilisation de traces
laissées par une activité. L'année psycholoagique, 76,

401-416.

PINARD A. (1975) Note sur la compatibilité des notions
de stade et de décalage dans la théorie de Piaget.

Psychologie canadienne. vol. 16, 4.

PINELLI M.-P. (1978) Le produit cartésien et les enfants
du cours préparatoire. These de 30cycle, Université de

Provence.

PINOL-DOURIEZ M. (1975) La construction de l'espace,
Paris-Neuchatel, Delachaux et Niestlé.

PLATON Menon, Traduction et notes par Cambry, Paris,
Garnier-Flammarion, 1967, 345-352.

REVUZ A. (19 ) Est-il impossible d'enseigner les
mathématiques?. Paris, P.U.F., L'éducateur.

~

RIEBEN L., de RIBAUDIERRE A., LAUTREY J. (1983) Le
développement opératoire de l'enfant entre 6 et 12 an
Paris, éditions du C.N.R.S.

[

RICCO G. (1982) Les premidres acquisitions de la notion

de fonction linéaire chez l'enfant de 7 & 11 ans.
fducational Studies in Mathematics. 13, 3.

RICCO G., ROUCHIER A. (1981) Mesure du volume:
difficultés et enseignement dans les premigres années de
l'enseignement secondaire. Actes du 5 collogque du groupe




international P.M.E. Grenoble.

RICCO G., VERGNAUD G., ROUCHIER A. (1983) Représentation
du volume et arithmétisation- entretiens individuels

avec des éldves de 11 a 15 ans. Recherches en Didactique
des Mathématiques, 4.1., 27-70.

RICHARD J-F. (1974) Attention et apprentissagqe, Paris;
P.U.F.

ROBERT A. (1982) L'acquisition de la notion de
convergence des suites numériques dans l'enseignement
supérieur. Theése, Université Paris VII.

ROGALSKI J. (1970) Analyse de la structure opératoire
que présente pour 1l'enfant un matériel d'expérience
défini par deux dimensions: évolution génétique. Centre

d'étude des processus cognitifs et du langage, Paris.

ROGALSKI J. (1979) Quantités physiques et structures
numériques. Bulletin A.P.M.E.P., n 320, 563-586.

ROGALSKI 3J. (1981) Acquisition de la notion de dimension
des mesures spatiales de longueur et surface. Actes du 5
collogue du groupe international P.M.E. Grenoble.

ROGALSKI J., SAMURCAY R., RICCO G. (1983) Analyse d'un
prétest-posttest sur le volume. Recherches en didactique
des mathématiques, 4.1., 12;-131.

ROGALSKI J., VERGNAUD G. (1983) Etudes en didactique des

mathématiques; un exemple: les recherches sur les
structures multiplicatives et sur l'acquisition des
mesures spatiales (surface,volume).In:Pour réussir
l'enseignement des mathématiques, Etudes et recherches,
"Paris, S.N.E.S.

ROST J. (1984) Les théories de la mémoire sémantique en
réseau et leurs implications pour l'enseignement de 1la
physique. in Recherches en didactigue de la physique:
les actes du premier atelier international. C.N.R.S.,
Paris.

ROUCHIER A. (1980) Situations et processus didactiques

dans 1'étude des nombres rationnels positifs. Recherches
en didaeactigque des mathématiques, 1l.2., 225-275.

SAINT-PRIX M. (1983) Etude de probleémes lizs aux
référentiels dans la lecture de l'image chez les enfants
de 15 mois & 4 ans. Thése 3°cycle, E.H.E.S5.S.

SALTIEL E. (1978) Concepts cinématiques et raisonnement
naturel: étude de la compréhension des chanqgements de
référentiels galiléens par les étudiants en science.
These, Université Paris VII.




SAMUREAY R. (1984) La coordination des points de vue
dans l'espace chez l'enfant: analyse des référentiels et
des calculs spatiaux. [h&ése de 3°cycle, E.H.E.S5.5.

SAUVY J. et S. ((1972) L'enfant a la découverte de
l'espace, Paris, Casterman/Poche.

SAUVY J. et S. (1974) L'enfant et les géométries, Paris,
Casterman.

SCHONEN S.(de) (1974) Etude de la lecture des
représentations bidimensionnelles statiques de l'espace
en perspective projective chez les enfants de 256 a 4;5
ans. Archives de Psychologie, 42, 167-168, 287-310.

SMITH L.S., BARON J.(1981) Individual differencies in
the classification of stimuli by dimension. Journal of
experimental child psychology, 7, 1132-1145.

SMITH L.S., KEMLER D.G. (1977) Developmental trends in
free <classification: evidence for a new
conceptualization of perceptual development. Journal of
experimental child psychology, 24, 279-298.

SMITH L.S., KEMLER D.G. (1978) Levels of experienced
dimensionality in children and adults. Cognitive
psycholoqy, 10, 502-532.

SUCHMAN R.G. (1966) Color-form preference,
discriminative accuracy and learning of deaf and hearing
children. Child development, vol. 37, n°2, 439-451.

SUCHMAN R.G., TRABASSO T. (1966) Color and form
preference in young children. Journal of experimental
child psycholoqy, 3, 177-187. '

SZEMINSKA A. (1976-1977) Conservations numériques.
Bulletin de psychologie, Hommage & Jean Piaget, 369.

TAPONIER S., FLAMENT C. (1967) Analyse de la structure
d'un matériel utilisé dans les expériences de tri.
M.S.H., n°19.

THIRION A.-M. (1969) Etude expérimentale de la
représentation spatiale chez l'enfant de 3.2 6 ans.
Sciencia paedagogica experimentalis, vol.é6, 121-183.

VERGNAUD f., COHEN R. (1969) Sur l'activité combinatoire

des enfants de 8 ans. Psychologie francaise, 14, (4),
321-332.

VERGNAUD G. (1972) De la réponse commune & l'aggbre de
Boole. L'année psychologique, 2, 379-390.

10




VERGNAUD G. (1981) L'enfant, la mathématique et la
réalité., Berne-~Francfort, Peter Lang.

VERGNAUD G. (1981l)a. Jean Piaget: quels enseignements
pour la didactique? Revue frangaise de pédagogie, 57, 7-
15.

VERGNAUD G. (1982) Cognitive and developmental
psychology and research in mathematics education: some

theoretical and methodological issues. For the learning
of mathematics, 3,2, 31-41.

VERGNAUD G. (1983) Why is an epistemological perspective
a necessity for research on mathematics

education?Proceedings of the 5th annual meeting,P.M.E.
N.A., Montreal,2-20. ‘

VERGNAUD G. (1983)a. Psychology and didactics of
mathematics in France: an overview. Zentralblatt fur
Didaktik der Mathematik, 2, 59-63. :

VERGNAUD G. (1983)b. Let us discuss theory and
methodology. P.M.E., Shoresh.

VERGNAUD G. (in press) Multiplicative structures. In:
Acquisition of mathematics concepts and processes, Lesh
R., Landau M. (Eds), Academic Press.

VERGNAUD G., ERRECALDE P, et al. (1980) Some steps in
the understanding and the use of scales by 10-13 years
0ld students. Proceedings of the fourth international

conference for the Psychology of Mathematics Education,
Berkeley, 285-291.

VERGNAUD G., ROUCHIER A., RICCO G., MARTHE P,,
METREGISTE R., GIACOBBE J. (1978) Acguisition des
structures multiplicatives dans le premier cycle du
second degré. A.T.P. "Processus et conditions de travail
de l'élave".

VERGNAUD G., ROUCHIER A., DESMOULIERES S., LANDRE C.,
MARTHE P., RICCO G., SAMURCAY R., ROGALSKI J., VIALA A._

(1983) Une expérience didactique sur le concept de

volume en classe de.cinquigme (12 213 ans). Recherches
en didactigue des mathématigues, 4.1, 71-120.

VERGNAUD G., RICCO G., ROUCHIER A. (1978) Quelles
connaissances les enfants de 6° ont-ils des structures
multiplicatives? Un sondage. Bulletin A.P.M.E.P., 313,
331-357.

VERMERSCH P. (1976) Une approche de la réqulation de
l'action chez l'adulte. Registres de fonctionnement,
déséquilibre transitoire et microgendtse. Un exemple:

11




l'analyse expérimentale de l'apprentissaqe du réqlage de
l'oscilloscope cathodique. Th&se de 3°cycle, Paris.

VIENNOT L. (1979) Le raisonnement spontané en dynamigue
élémentaire. Paris, Hermann. )

VINH BANG, LUNZER E. (1965) Conservations spatiales.
E.E.G., XIX. Paris, P.U.F.

VINH BANG, GRECO P., GRIZE J.-B., HATWELL Y., PIAGET 3.,
SEAGRIM G. N., VURPILLOT E. (1964) L'épistémoloqie de

l'espace, Paris, P.U.F.

VURPILLOT E. (1972) Le monde visuel du jeune enfant,
Paris, P.U.F.

VURPILLOT E., BERTHOUD M. (1969) Evolution génétique de
la localisation dans un cadre de référence
rectangulaire. L'année psychologique, 69, 393-406.

VURPILLOT E., MOAL A. (1970) Evolution des crit2res
d'identité chez les enfants d'@ge préscolaire dans une
t@che de différenciation perceptive. L'année
psychologique, 70, 391-406.

WILLATS J. (1977) How children learn to draw realistic
pictures. Quaterly journal of experimental psychology,
29, 1-16.

YOKOCHI K. (1980) The child's concept of space and
teaching of geometry, in particular for the children at

the age from 4 to 7. Proceedings of the fourth I.C.M.E.,
Berkeley.

ZAZ1Z0 R.; GILLY M., VERBA-RAD M. (1966) Nouvelle échelle
métrique de 1l'intelligence, Paris, Armand Colin.

12




’4hh€)(€

DIMENSTION(S), DIMENSTONNEL, DIMENSTIONALITE

Bref panorama du statut de ces temmes et Leur histoire en
mathématiques, en physique et en psychologie

Nous avons développé L'analyse d'acquisitions des enfants et
adolescents dans Le domaine cognitif que nous avons considérées
comme relevant de L'appropriation d'une notion commune de "bi-
dimensionalite". Nous avons Etudié cette notion sun Le prodult
cantésien dans Le cas spéeifique de La "combinatoine des dimen-
sions”, sun Le repérage spatial §ini rappornté a "deux dimensions"
du plan, et sur La meswre des surfaces comme produll de deux
dimensions "Longueurns". Les teames de "dimensions" ainsi utili-
468 nelevent de champs scientifiques trnés différents ; AL nous
a semblé utile de faire un repérage minimum de Leur signigica-
tion, Leun usage et Leur ornigine dans ces différents champs.

Tout d'abord, un bref regard sur Les déginitions données dans
trols dictionnaires qui sont de grands classiques : Le LITTRE,
Le PETIT LAROUSSE TLLUSTRE, et £e PETIT ROBERT, nous montre

que seul Le terme "dimensdion" apparalt, a L'exclusdon
de "dimensionnel" (sauf dans Le Littrné, comme néologisme) et
de "dimensdionalité". Ensuite, on peut relever La connoiation
quantitative toufourns présente de "grandeur mesurée", et Le
peu de différenciation des usages prisentés.

LITTRE : "Etendue d'un coaps en tous sens. Les conps ont trhois
dimensions, Longueur, Largeur et profondeurn. Avoin toutes Les
dimensions : etrne complet (Etym. : mesurne)".

PETIT ROBERT : La premitre utilisation du Lerme en francais est
sdignalée en 1425. Lla définition du tewme "banatlisé" est celle
de "grandeun mesuwrable" ; Les fermes de néférence sont "Etendue,
mesure, ghandeun”.

Pour La physique, L'utilisation citée (sans définition spéeifique.
est La sulvante : "formule de dimensions : rapport de deux gran-
deurs dont dépend une autre grandeun (ex. : V = L/T)."

PETIT LAROQUSSE ILLUSTRE : "Chacune des grandeurs nécessaires a
L'évaluation des figures et solides". Math. : "chacune des gran-
dewws perumettant de déterminern £a position d'un point dans un
espace donné". Physique : "chacune des grandeurs fondamentales
(Longueun, masse, Zemps, etc.) auxquelles peut se ramener foute
ghandeurn physdique. Quatrnieme dimension : Le temps dans La théonie
de La nelativité",




On, Les termes de "dimensions", de n"dimensionnel" apparaissent
dans des textes de mathématiques, de psychologie, de physique
en nappont - pour partie - avec notre tavail.

Nows voulons dans notre étude - nécessairement sucedinte dans ce
cadre - hepéren L'éventuelle existence d'invariants dans La
fonction conceptuelle de ces tenmes et Les différences des 84~
gnifications qu'ils peuvent prendre dans des champs sémantiques
differents.

Llexistence d'invariants (ou une plausibilité suffisante de cette
existence) donnerait un sens, au niveau Epistémologique, du con-

cept de "dimensionalite" introduil dans notre dtude des acquiddi-

tions cognitives des enfants et adolescents.

L'origine premitre, attestée sur Le plan ZthymoLogique dans tous
Los dictionnaines est celle, Latine, de "dimensio" Lssue de ou
nelide au verbe désignant Le fait de mesurer. Elle apparalt pro-
bablement dans Le domuine de £a géométrie, dans son sens premienr
de meswre de £a terre. Jusqu'au 192me sdidcle, 4L semble que ce
tome de dimension soit réservé au domaine mathématique. Les
différenciations de sens apparaissent a partin du 192me en phy-
sdque, et une évolution impontante de signification se 4ait en
mathématique & La §in du 192me et dans Les debuts du 20eéme 442~
oLe avee Les profonds changements de point de vue sut L'espace
qui ont alons Lieuw (et dont une marque Linguistique notable est
Le pc,x;é)éage du pluriel : "dimensions" au singuliern: "fa dimen-
sdon") .

Nows allons prisenter rapidement tout d'abord quelques points de
nepene sun Le statut du terme "dimensions” des traductions gran-
" ecaises d'Euclide aux textes didactiques Les plus diffusés dans
Lo premidnre moiti€ du 192me sdicle, puis des Eléments sur L'in-
troduction du tenme en physique et sa fonctionalite, enfin nous
situerons L'usage du terme "dimensions™ en psychofogde.

Nous terminerons pan une hypothse surn Lo dénivation de ce teume
de La géométnie vens deux champs spécifiques ainsi ERoignés que
La physique et La psychologie.

1. "Les dimensions" en mathématiques

Jusqu'a La transgonmation profonde du statut de £'espace en
muthématique & La §én du 192me (1), Les dimensions se négenent
toujouns @ un espace représentant "naturellement” un espace
physique auquel 2'accls est transparent. Dans de nombreux Zextes

—-————

(1) Powr Les Evolutions de sens du terme "dimension"
voin Bouligand, 1935.




didactiques ultérnieuwns, Le pluriel néutilisé témoigne & noire
avis de cette méme régérence implicite avec £a neprésentation
habituelle du point comme élément de £'espace, une’ multiplicité
a 3 dimensions" (Klein, p. 7). :

De La traduction d'Euclide a Legend/ce. o

Dans "Les quinze Livnes des éléments d'Euckide", Henrlon (Tere
éd. 1627, 5eme &d. 1649),neprend ainsi Les premilres déginitions
d'Euclide (7).

"le poinct est ce qui n'a aucune partie {..). Le poinct n'a done
aucunes des dimensions (2) géométrniques, c'est-a-dire qu'il n'a
Longueur, Largeur ny Epaisseuwr, mails bien est-il principe
d'icelles” ; "fa Ligne est une Longueur sans Largewr (..) puisque
Le poinct A par Le coullement duquel elle est produite, est
prive de toute dimension” (Livie 1, 1 et 2) ; "superficie est

ce qui a Longueur et Langeun, fout seulement. Aprés La Ligne,

qui est La premitre espéce de quantité connue, et qui a une seule
dimension, Euclide définit La superficie, qui est La seconde
espice de quantité, et a deux dimensions" (Livre I, 5). '

PLus Loin (p. 486) Henrion établit un nappornt entre La dimension
en géométrnie et en arnithmétique : . :
"L'unité est selon Laquelle une chacune des choses qui sont,

est appelée une (..) Mails est @ noter que tout ainsi qu'en La
géoméitrnie Le poinct n'a aucune partie, étant indivisible, aussi
es nombres L'unité ne negoit aucune dimension" (Livie VII, déf.).

On voit icd une rnelation explicite entre dimensions dans L'espace
et dimensions des nombres (explicitement évacuée plus tard de
L'enseignement surn La multiplication, nous £'avons wu).

Cette méme relation est neprnise, voire élangdie, chez Amault
bien qu'il transfonme La présentation de La géométrie. D'une
parnt LL présente Les mémes définitions comme des "Suppositions
générales" sun des "comnaissances naturelles” (celles de £'espace
physique naturel ) :

"(,.) Je suppose en thoisiime Lieu, que L'on scache que ce qu'on
appelle conps, espace, étendue (car fout cela signifie La meme
chose) a trhois dimensions, Longueun, Largeurn et progondeur. EX
que quand on Les considere toutes thodis, c'est alons que cette

(1) 12 semblenrait que Le terme n'apparaisse pas dans Le texite
gnec des Livres connrespondants d'Euclide.

(2) Clest nous qui soulignons L'apparition du terune dans Les
toxtes cités.




sonte de grandeuwn s'appelle proprement corps ou solide. Que quand
on n'en considene que deux, scavoir La Longueur et La Largeur,

on L'appelle alorns suwigace. EL que quand on n'en considire qu'une,
'Acavc)u'/L La Longueur, on £'appelle alors Ligne" (Aault, 1667,

p. 2).

D'autre part, ik généralise Les considérations surn Les opérations
et Les notions mémes & d'autres grandeurns :

"Jo suppose en quatriime Lieu que La multiplication et La divi-
sion se peuvent appliquer & toutes grandeurs et non seulement
aux nombres" (p. 3 ; AL donne £'exemple : "multipliant Longueur
par Largeur, Lons qu'ayant 4 perches de Long et 3 perches de
fange on dit iL a 17 perches de surface)”.

nJo suppose en cinquilme Liew, que L'on Ae puisse meitre dans
L'esprit que ce qu'on appelle £es 3 dimensions dans Les conps
5'applique par accomodation & Zoutes Les autres grandeurns et méme
aux nombres". (p. 3-4). :

Avec £'exemple donné : F comme composé de ? unités, 12 comme né
de La mulitiplication de 3 pan 4, 24 né de 2.3.4. on voil que Le
produit est explicitement £ié & un changement de dimensions.

Le statut @ La fois qualitatif et quantitatif de "dimensions"
apparait ainsi chez Amault avee un Large domaine de validite,
qui comprend en particulier géométrie et anithmétique.

Plus tand, &'arithmétique - didactiquement séparie de La géo-
métrie - sena présentée comme £'"étude des grandewns” & savoir :

"rout ce qui est suscepbible d'Etre augmenté ou diminue” (1),
mais c'est seulement (pourn L'essentiel) en géométrnie qu'appa-
rnaitha Le terme de "dimensions™ (et nous avons vu qu'd fa g§in
du 192me 2'enseignement en §in de primaire exclut clairement
Le produit de grandeuns des opérations arithmétiques). la pré-
sentation des cléments de géométrie gandena en hevanche stable
Lo statut spatial "naturel" des dimensions :

Ainsi Bezout commence ses "éléments de géométnie" par :

"gtospace que Les conps occupent a Zougouns Leb trodls dimensions,
Longueur, Largeur et profondewr ou Epaisseun. Quoique ces thodis
dimensions se trouvent toujours ensemble dans fout ce qui est
conps, néanmoins nous Les s€parons assez souvent par La pensée
(Bezout, 1771).

(1) Déginition qui perdurera Longiemps dans L'enseignement.




Le statut de £'abstraction, de La reprnésentation mentale &
L'oeuvne dans ce passage du néel a La géoméirnie (que L'onm 7
netrouverna sous d'autrnes formes en psychologie) n'est pas

84 fréquemment explicité. On Le netrouve chez Sonnet (qui

ne parke par ailleuns pas de dimensions)

"la géométrnie est La scdence qui traite de La forume des corps
et de La mesure de £'étendue. Pour Etudier La forme des conps,
La géoméinie fait abstraction de toutes Leurns autres propril-
tes physiques, telles que Le poids, La couleur, Le degré de
dunité ou de molesse, ete." (Somnet, 1845, introduction, p. 1),
muis Legendre - néedité tout au Long du 192me-prend pour acquis
Ammédiats, introduits comme prineipes, La donnée des dimensions :

"la géométrnie est une science qudi a powr objet fa meswre de
2'étendue. L'étendue a trhois dimensions, Longueur, Largeun et

Cette hepnésentation de L'espace physique (qu'on en distingue
ou non Les propriétés "spécifiquement" spatiales) qui est une
condtante dans La présentation de La symétrnie 4'accompagne tou-
fowws d'une mise en relation des dimensions ; au rapport entre
dimensions du point, de La Ligne, de La surface et du volume.
On peut en dégager - nous semble-£-il - un canactére relatif,
comparatif - de La dimensionalité spatiale.

2. Les "dimensions” de La physique

Nous nous sommes néfénée pour Les éléments qui suivent d'une
part au travail de Hulin (1980) sur £'analyse dimensionnelle,
d'autre part au bilan présenté dans L'Encyclopedia Universalis
(pour Laquelle une seule entrée se fait, au tewme "dimension-
nelles", concermant La physique, p. 636 - 642).

L'ancétre de £'analyse dimensionnelle serait ainsi Fourndern
dans son taité de La chaleur LL est conduit a des raisonne-
ments surn Les dimensions et a L'analyse dimensionnelle. La
chaleun apparalt comme une quantité particuliire par rapport
au "ecalorique", une grandeur a part, et cela amine Fouhien
d définin ces dimensions (Fouwrien, 1822). C'est & Maxwell
(Maxwell, 1871) que L'on devrait La notation thaditionnelle
pour Les Equations aux dimensions, avee Les symboles [J.

Fondamentalement, c'est Le débat sun Le choix des unités, et
sun La coondination des chodx poun plusiewrns ghandewrns phy-
sdques, qui a condult a La notion de "dimensions'" telle qu'elle
gonctionne en physique (d propos foufours de rapports entre
ghandeurns, et wnités, méme A4 ces rapports ne sont pas Ltoufours
explicites). Ce débat fait evidemment intervenirn Le nombhre, La
quantification d'une grandeun par napport a une unité.




Selon Danfoux-Dumesnil (1962, p. 35) ce serait Gauss, vers
1820-1825 (donc parallelement & Fourien) qui avance £'idée.
nouvelle alons dans La pratique sclentifique, d'un systeme
de dénivation cohénente des unités des différentes grandewrs
& pantin de quelques unes prises comme fondamentales.

"Ce qui caracténise La formalisation en physique, c'est que
Les nelations quantitatives entre meswries de grandewrs phy-

siques doivent impérativement Etre précisées par La donnée,

d'un groupe de changement d'unités, définissant Les _dimen-

sions" de ces ghandeurns.. ("L'ensembLe G des grandewrs homo-
genes a g est appelé Lewr dimensdion' (Hulin, 1980).

Dans La signifieation du terme "dimensions" ce n'est pas La
gnandeur physique qui apparalt centrale mais Los ghoupes de
changements d'unités.

S{ £'on hetrouve comme point commun avee Les "dimensions" de
Lo géométrie un caractire nelatif, on est Loin du caracténe
"transparent” de La neprésentation en physique. Comment se
senait alons effectude une dérnivation de sens du Zeame "di-
mensions” de La géomitrie & ce sens, issu de problemes scien-
tifiques n'allant nullement de s04i ? Nous hasardons une hypo-
those : dans Les discussions autour de 1800, et au-deld, sur
Les choix d'unités intermationales, La mesure des Longueurs

a un statut privilégié, fonction & La fois de son anciennetd

et de La préeision déja alons acquise sur £es me- ‘
sures effectuées, bénéficiant peut-itre aussd Ldéologiquement
de son statut "naturel! Lié & Ra terre elle-méme. Ce "privi-
Late" nendnait compte du fait que Le débat sur Les unités
physiques appuiera son vocabulaire de - "dimensions", sur L'u-
tilisation de ce tenme £i¢ & La mesSure spatiale des corps, avec
des unités pour La Longueun, fa surgace et Le vofume en rapport
déja explicite Les unes avec Les authes : métne, métrhe carné,
métre cube.

L'aspect "quantitatif" des dimensions parait donc décisif dans
La signification de ce terme en physique, et dans une "deniva-
tion" @ pantin des dimensions spatiales.

3. Les "dimensions" en psychologie

En psychologie, Le terme "dimensions" peut Ctre consideré comme
nécent, puisqu'il a été introduit sewlement en 1952, par
Houwfand, dans Le cadre de rechenches théoriques sur £'appren-
tissage de concepts, d'inspirnation behaviorisme.. Dans son
articfe "A Communication analysis of concept Leaning"

Howland, 1952)8 Hovland se réfere a La théonie de L'infoumation,
i nepnésente des ensembles d'objets dans une disposition spa-
tiale tridimensionnelle comme prodult de dimensions.




Hunt, qui publie en 1962 un ouvrage formalisant en Langage
ensembliste Les notions théoriques de L'"apprentissage de
concepts”, situe indirectement La place que Le terume "di-
mensions™ occupe par rapport a d'autres utilisés dans un
méme cadre théorique :

"Houland développed a system of notation in which ob jQC/'(Z)
where characterized by values on dimensions. Movland's system
was promptly adopted forn experiments in concept Learning"
(Hunt, 1972, p. 20).

1L précise plus Loin :

" Aften Bruunen, Goodnow and Austin (1956) the tenm of attrnibute
48 often substituted forn dimension". 1L fait également néfé-
nence a La descrniption différente de Restle, qui pour une
"dimension" (selon Houvland] utilise Le Zenme de "variable".
Pour sa propre gormalisation en ferme ensembliste, Hunt en
tablit L'onigine (p. 46, note) : "the idea of defining di-
mensions and values by sets occuwred to the author aftern reading
a nesearch nepont by Koche (1960)".

La formalisation ensembliste ne va pas pour autant supplanter
L'usage des termes anténieurns. En fait La /tejum.noﬂog&e wtilisée
pour décrnine des "maténiels exp%(.merbtaux n'est pas gixée, y
comprdls powr un méme auteur, qu'il s'agisse d'onlentations
théoriques "anglo-saxonnes" (behaviornistes et néobehaviornistes),
d'auteuns plus proches des théonies piagétiennes, ou de cher-
cheuwnrs préoccupés de formalisation méthodologique.

Chez Pilaget Lul-méme, Le terme de "dimension" apparailt seulement
dans un contrdle spatial : a propos de classifications L parle
de "matrnice a deux dimensions" (Piaget et Inhelder, 1959, p. 154)
neleve a propos de conservation que "L'engant ne considere encore
qu'une dimension (La Longueur) et néglige totalement L'autrne"
(Piaget, 1964, p. 177). Pour Le neste, AL parle & propos des
classigications multiples-dont AL Etudie Les tdches d'acquisdi-
Zion chez Les enfants et adolescents - de caractires, de quan-
Tites ou de cnitenes.

G. Pienaut ~Le Bonniee, étudiant Le développement de L'absitrac-
tion chez Le jeune enfant utilise Les ternmes d'indice, proprnié-
1és, catiégonies, crnitéenes, concepts (Pieraut - Le Bonndec, 1977
p. 216-21%).

P. Fraisse utilise Le terme "dimensdions" @ propos du test
d'Haugmann-Kasanin (classdification de 22 bLocs .de couleur,
gorme, hauteur et surfaces différentes) : "La bonne réponse (..)
exige qu'il (Le sujet) forge des concepts & 2 dimensions...'
(Fraisse, 1967, p. 61) mais AL ne formalise nulle part une des-
erniption en teme de "dimensions'.




Dans un tuvail de formalisation Lépine utilise Les Zermes de
canacténistiques (pour La fonme et La couleur) avee des ni-
veaux (Lépine, 1966) ; avec Rouanet iLs parlent d'attrnibuts

ot de descniptewrs (Lépine et Rouanet, 1967). Cependant, dans
w autrhe anticle, iLs analysent Le maténiel expénimental selon
2a dimension (La couleun, par exemple) ou L'attribut (une
Lettre) avee, dans Les deux cas, des modalités (rouge par
exemple) (Lépine et Rouanet 1969-70) /L. Richard parle de meme de
fa notion d'attribut ou de dimension™ (Richard, 1974).

Ce terme de dimension n'apparalt d'ailleuns pas dans Le Vocabu-
Laire de Paychologie de . Pitron (revu en 1975 par Bresson et
Durup), pas plus que Les (néoLogismes) dénivés : dimensionnel
et dimensionalité, signe de sa non-institutionnalisation.

Si fe tenme de "dimensions" apparait sans doute davaniage dans

des textes anglo-saxons, AL neste £a aussd en concuience avec
d'autres. Pan exemple R. G. Suchman qui analyse La préfé-
nence entre Les dimensions de "stimubus percepiuels” wtilise
aussi bien L'expression "form-dimension" que L'expression
ngonm-vue” (R.G. Suchman, 1966). A.L. Brown utilise "dimen-
sions" comme teame dominant, mais aussi "oomponent” (Broum, 1970).

Vergnaud a proposé une classification des tdches pour distinguer
sur Le plan notionnel différents terumed wtilisés souvent comme
équivalents. Nous pensons que £'existence des difgénrences gonc-
tiomelles qu'il met en avant explique ces vardlations empiriques
dans Les termes. Nous estimons également que Les Aapports inten-
nes qui existent entre Les "ensembles” considénds parn Les autewrs
comme composés de facon multiplicative doivent Ztrhe considérés
comme SLément de différenciation des termes utilisés.

Les termes dénivés, dimensionnel, unidimensionnel, bi-dimension-
nels, apparaissent en revanche d'un usage plus sitable, et sans
concuwvents Linguistiques mafeurs :

"the dilensional choices (..) such that individual children's
preferences are consistent and primiraly unidimensional"(R.G.
Suchman, 1966) ; "subjects Leaned 120 two-dimensional (. .)
concepts identification problems” (Mieewand, 1968) ; "dimensional
preference is revealed (..) in greater ease of intradimensional
shigt" (Brown, 1970) ;

"(fes conduites qui consistent) a éliminer Les objets qui ne
possedent pas L'une des deux propriétés (..) sont Le rnésultat
de fLa méme opération unidimensionnelle (Maury, 1966) ; "ces
concents sont wiidimensionnels simples.." (Lépine 1969-70).

Do, meme, Richard (Richard, 1974) parlera de "stimulus unidimen-
sionnels", de "concepts unidimensionnels” et de "nZgles de ren-
nenforncement unidimensionnedles". Verngnaud £'utilise

dans un autre champ & propos des conceptions qu'ont Les engants
sun Le volume, opposant Les conceptions "unidimensionnelled

(Le volume est simplement une quantité), aux conceptions thi-




dimensionnefles correctes (Le volume est un prodult de 3 Lon-
guewrs) (Verngnaud, 1983).

L'usage en psychologie du terme "dimension" et de ses dénivés
est done Loin d'étrne invaniant selon Les questions et Les onlen-
tations de nrechenche. .Cependant, une dominante existe : c'est
Le napport de ce terwme avee fLa structuration d'un matérniel ex-
pérnimental en produlit carntésien et de La représentation spatiale
de cefui-ci.

Le passage par analogie des dimensions de La représentation
spatiale (voir Hovland) & !La deseription en termes de dimensions
de ce qui est neprésenté 5'appulie sur Les propriltés communes,
auw niveau de La strnucture, du modele ensembliste du produif
cartésdien et de celle du plan (ou de £'espace).

Le caractine qualitatif du terme orniginel dominerait auw.
dans Le statut du terme "dimensions" en psychologie (17,
différence de La physique ol Le caractére quantitatif a.ppa/uu,t

explicite.

4.En conclusion

A parntin de L'utilisation "géoméitrnique" - quantitative et qua-
Litative - du terme "dimensdions”, il semblLe 4'Ethe prodult une
double dénivation dans deux champs scientifiques diffcrents g
en physique, aw 192me sdlécle avec constitution d'une analyse
dimensionnelle, théonie des changements d'unités des différentes
grandeuns physiques - en psychologie dans La seconde moltie du
202me sdiécle, en relation avee une modélisation ensembliste du
matérniel utilisé dans Le domaine de L'apprentissage de concepts.

Ces dérnivations prnésentent a La fois des différences Cuidentes
et des éléments communs. En physique, Le terume de "dimensions"
néfene a La 4ois a L'onganisation qualitative du systéme des
grnandeurns et aux nelations quantitatives des changements d'unités
Nous retrouvons La un point présent dans Le statut du terme
géométrique (précédant cette "dérivation").

En psychologie Le seul caracténe qualitatif de La structure mul-
tiplicative est présent dans L'usage du ferme de "dimensions".

S, pour L'un et L'autre domaine, L'espace a consdtitué un premier
"mode!.e" c'est de facon fort différente : ce sont Les mesurnes

(1) Mais ne doit-on pas signaler ici que Le passage d'un domaine
(La géométrnie) & un autre (La psychologie) 5'est fait au
moment de La pleine vitalité du structuwralisme. ..
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spatiakes qui ont permis/provoqué Le passage par analogie de
2'espace aux grandeuns physiques ; c'est La heprésentation
spatiale (bi ou trnidimensionnefle) du produlit cartésien qui
est a4 L'onigine de fLa "dénivation" des "dimensions" en psy-
chologie. Le statut institutionnel du terme "dimensions" est
Egalement font différent. Les invariants n'en existent pas
moins : d'une part La héférence et/ou Le nile privilégie de
L'espace, d'autre part La structure multiplicative 4ous-jacente
dans L'un et L'autre cas, se traduisant dans Les caleuls ou Les
dénombrements par des opérations numériques de méme nature.
Dans Le cas des dimensions en physique, comme dans celles en
psychologie un autre élément commun imporntant est Le caracténre
nelatif de cette notion : L y a probléme de dimension & partin
du moment olt plusieuns dimensions dolvent simulianément &tre
distingudes et coondonnées. v

L'existence d'un terme commun & plusdewrs domaines sclentifiques,
de nelations Etrhoites entre eux & traverns une relation privi-
Légile avec La neprésentation spatiale, L'existence d'invariants
dans Les problemes d'analyse et de coordination des dimensions,
L'existence d'une méme structure multiplicative Lorsqu'on se
phofette dans Le domaine numénrique, nous conduisent & condidéren
comme pertinente La notion de dimensionalité relative utilisée

& propos des champs conceptuels de La combinatoine,du hepérage
plan ,des mesures spatiales.

Au-deld, il serait inténessant d'étudier de gacon approfondie
L'acquisition de cette notion de "dimensions" pour un ensemble
significatif de domaines de La physique, et d'analyser Le statut
de 2'enseignement dans cette acquisition : AL y a L& une voie

de thavail commune & La didactique des mathématiques et de La
physique, convergeant avec celle de £'étude du développement
cognitif en rapport avec Les différents contenus de connaissance.
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