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Résumé

Les polynémes modulaires sont utilisés dans le calcul de graphes d’isogénies, le
calcul des polyndomes de classes ou le comptage du nombre de points d’une courbe
elliptique, et sont donc fondamentaux pour la cryptographie basée sur les courbes
elliptiques.

Des polynoémes analogues sur les surfaces abéliennes principalement polarisées
ont été introduits par Régis Dupont en 2006, qui a également proposé un algo-
rithme pour les calculer, et des résultats théoriques sur ces polyndmes ont été
donnés dans un article de Broker—Lauter, en 2009. Mais les polynémes sont tres
gros et ils n’ont pu étre calculés que pour I’exemple minimal p = 2.

Dans cette these, nous poursuivons les travaux de Dupont et Broker—Lauter
en permettant de calculer des polynémes modulaires pour des invariants basés sur
les théta constantes, avec lesquels nous avons pu calculer les polynoémes jusqu’a
p = 7, tout en démontrant des propriétés de ces polyndomes. Mais des exemples
plus grands ne semblent pas envisageables.

Ainsi, nous proposons une nouvelle définition des polynéomes modulaires dans
laquelle I'on se restreint aux surfaces abéliennes principalement polarisées qui
ont multiplication réelle par 'ordre maximal d’un corps quadratique réel afin
d’obtenir des polyndmes plus petits. Nous présentons alors de nombreux exemples
de polynomes et des résultats théoriques.

Mots-clés : Cryptographie, isogénies, variétés abéliennes, polynémes modu-
laires.

Title : Computing modular polynomials in dimension 2

Abstract

Modular polynomials on elliptic curves are a fundamental tool used for the
computation of graph of isogenies, class polynomials or for point counting. Thus,
they are fundamental for the elliptic curve cryptography.

A generalization of these polynomials for principally polarized abelian surfaces
has been introduced by Régis Dupont in 2006, who has also described an algorithm
to compute them, while theoretical results can been found in an article of Broker—
Lauter of 2009. But these polynomials being really big, they have been computed
only in the minimal case p = 2.

In this thesis, we continue the work of Dupont and Broker—Lauter by defining
and giving theoretical results on modular polynomials with new invariants, based
on theta constants. Using these invariants, we have been able to compute the
polynomials until p = 7 but bigger examples look intractable. Thus we define a
new kind of modular polynomials where we restrict on the surfaces having real
multiplication by the maximal order of a real quadratic field. We present many
examples and theoretical results.

Keywords : Cryptography, isogenies, abelian varieties, modular polynomials.
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Introduction

Contexte

C’est un fait constatable par tous que l'informatique est de nos jours par-
tout dans notre quotidien. Nous 1'utilisons lorsque, par exemple, nous payons par
carte bancaire, nous prélevons de l'argent dans un distributeur de billets, nous
jouons avec nos téléphones, nous surfons sur le web ou lorsque nous faisons du
commerce électronique. Tout ceci est devenu tellement naturel que nous n’avons
pas conscience de cette omniprésence et de tous ces flux de données qui transitent
chaque jour, flux sans lesquels notre société “virtuelle” ne pourrait exister, et qu’il
faut donc sécuriser. Cette protection se fait a ’aide de la cryptographie.

Le protocole de cryptage asymétrique le plus utilisé est RSA [73]. Mais le fait
que les attaques connus contre RSA sont sous-exponentielles et que les puissances
de calcul des ordinateurs sont sans cesse croissantes font que la taille des clés
doit beaucoup augmenter pour préserver la sécurité, ce qui rend ce protocole de
moins en moins utilisable avec le temps. Ceci justifie que I'on s’intéresse a d’autres
méthodes de cryptage. Or, parmis celles-ci, celle qui parait étre la meilleure alter-
native (les attaques sont exponentielles) est la cryptographie basée sur les courbes
elliptiques, qui sont les variétés abéliennes de dimension 1, et les courbes hyper-
elliptiques de genre 2 (voir [64, 51, 52]), dont les Jacobiennes sont les variétés
abéliennes de dimension 2 (par le théoreme 2.7.6).

Alors que la sécurité de RSA repose sur la difficulté de résoudre le probléme de
la factorisation d’entiers, les protocoles basés sur les courbes elliptiques reposent
sur la difficulté de résoudre le probléme du logarithme discret dans un groupe.
Plus précisément, on cherche a trouver des groupes mathématiques dans lesquels
ce probléme du logarithme discret est difficile tandis que I’exponentiation, qui est
le probléme inverse, est facile & calculer. A 'heure actuelle, les meilleurs groupes
proviennent des courbes elliptiques et des Jacobiennes de courbes hyperelliptiques
de genre 2 et afin que le probléeme mentionné plus haut soit suffisasamment complexe,
il nous faut des variétés abéliennes, sur un corps fini, dont le cardinal est divisible
par un grand nombre premier. Pour ce faire, une approche consiste a utiliser la
théorie de la multiplication complexe pour construire des variétés avec un nombre
de points fixé. On pourrait également prendre des courbes au hasard et compter
leurs nombres de points jusqu’en trouver une dont le nombre de points nous
convienne.

Une isogénie est un morphisme entre deux variétés abéliennes qui est surjectif
et de noyau fini. C’est une notion fondamentale dans I’étude théorique des va-
riétés abéliennes, mais aussi pour les applications cryptographiques, car un tel
morphisme peut permettre de transférer le probleme du logarithme discret d’une
variété, ou ce probleéme est compliqué, & une autre, ou il est plus facile.

13
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Calculer une isogénie veut dire plusieurs choses : calculer une variété isogene
une fois donné un sous-groupe isotrope maximal de la torsion, calculer 'image
d’un point par une isogénie vérifier si deux variétés abéliennes sont isogenes et
si c’est le cas, expliciter une isogénie (voir [86, 24, 23, 53] en dimension 1 et
[14, 58, 59, 15] en dimension 2). Mais ce qui nous intéresse c’est le calcul de toutes
les variétés isogenes, d’un degré fixé, a une variété abélienne donnée et ceci peut
étre fait en calculant des polynémes modulaires (voir [25, 10] en dimension 1 et
[19, 9, 63] en dimension 2). De plus, ces polynémes ont de nombreuses applications.
En dimension 1, ils sont la clé pour I'algorithme de Schoof-Elkies-Atkin (SEA) qui
améliore I’algorithme de Schoof pour le comptage de points d’une courbe elliptique
[23, 77], pour construire des courbes elliptiques avec un nombre de points fixé par
la méthode de la multiplication complexe [3, 28, 81] et pour le calcul de "anneau
d’endomorphismes d’une courbe elliptique [6]. En dimension 2, ces polyndmes
peuvent jouer le méme role mais sont plus compliqués a calculer. Ils permettent
également d’accélérer I'algorithme CRT de calcul de corps de classes d’un corps
CM de degré 4 (]22]), ce qui produit des algorithmes plus rapides pour le calcul de
Jacobiennes de courbes hyperelliptiques avec une sécurité cryptographique plus
importante.

En dimension 1, les polynémes modulaires peuvent étre calculés en temps
quasi-linéaire en la taille de I'objet calculé ([10, 25]). La technique de calcul de ces
polynoémes qui nous intéresse est celle qui procede par évaluation/interpolation :
c’est celle qui a été généralisée par Dupont en dimension 2 ([19]). Pour pouvoir
utiliser cette technique, il faut étre capable d’évaluer des fonctions modulaires ef-
ficacement en suffisamment de points pour pouvoir ensuite procéder a une phase
d’interpolation de polynémes univariés. La fonction modulaire qui est principale-
ment calculée est la fonction j appelée le j-invariant (voir définition 1.1.2), qui a
la propriété que deux courbes elliptiques isomorphes ont la méme évaluation sur
k, ot k est un corps, en cette fonction j. Plus généralement, on s’intéresse aux
théta constantes car la plupart des fonctions qu’on étudie s’écrivent a partir de
celles-ci.

Dans sa these [19], Dupont présente un algorithme d’évaluation rapide des
théta constantes en dimensions 1. Ce dernier allie la moyenne arithmético-géo-
métrique (AGM) et les itérations de Newton, deux algorithmes convergeant qua-
dratiquement, et est alors quasi-linéaire en la précision. En généralisant ses résul-
tats, Dupont a introduit un algorithme pour le calcul des polynémes modulaires
en dimension 2. Notons que le fossé entre ces deux dimensions est particuliere-
ment important. En dimension 1, les variétés abéliennes sont représentées comme
un point du demi-plan complexe supérieur, appelé demi-plan de Poincaré, tan-
dis qu’en dimension 2 elles le sont par des matrices 2 x 2 symétriques de partie
imaginaire définie positive. De plus, I’équivalent du j-invariant sont les invariants
d’'Tgusa (voir définition 3.3.1), au nombre de trois, ce qui fait que dans I’étape
d’interpolation, on ne doive plus interpoler des polyndémes univariés mais plutdt
des fractions rationnelles trivariées. Ceci ajoute une difficulté supplémentaire car
on ne peut plus choisir des points aléatoirement dans I’évaluation : on verra qu’il
nous faudra étre capable d’inverser les invariants d’Igusa. La généralisation de
I’AGM est ce qu’on appelle les suites de Borchardt. Nous verrons comment la
conjecture 3.6.2 nous permet a la fois d’inverser les invariants d’Igusa et d’évaluer
rapidement les théta constantes, et par suite les invariants d’Igusa, ce qui a permis
a Dupont d’introduire un algorithme quasi-linéaire pour le calcul des polynomes
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modulaires en dimension 2. En 'utilisant, il a pu calculer les polynémes paramé-
trisant les 2-isogénies, mais ces polynomes étant déja tres gros, il n’a pu calculer
que les dénominateurs et les degrés des invariants dans les numérateurs pour les
3-isogénies.
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Résultats

Nous présentons dans cette these une généralisation de I'algorithme de Dupont
pour le calcul des polynémes modulaires en dimension 2 qui permet d’utiliser des
fonctions modulaires fi, fo, f3, dérivées des théta constantes, pour un sous-groupe
de congruence I' du groupe symplectique I'y et engendrant le corps des fonctions
modulaires invariantes par ce sous-groupe. Nous utiliserons plus particulierement
les invariants de Streng (voir définition 3.3.2) et des quotients de théta constantes.

Pour la phase d’évaluation, il nous faut inverser les f;, c’est-a-dire étre capable
de déduire Q € Ho modulo I'y & partir de f1(£2), f2(2) et f3(€2). Pour cela, il nous
faut d’abord déduire des f;(€2) les invariants d’Igusa j;1(€2), j2(€2) et j3(€2) pour
pouvoir ensuite utiliser 'algorithme de Mestre pour obtenir une courbe hyperel-
liptique de genre 2 ayant les bons invariants. En utilisant les formules de Thomae,
I'intégration numérique et les suites de Borchardt, il est possible de trouver 2
modulo I', sous la conjecture 3.6.2. Une fois que I'on a £ modulo I's, il nous
faut trouver 2 modulo I'. Ceci peut étre fait grace a ’équation fonctionnelle des
fonctions théta (proposition 2.6.4). Il ne reste qu’a utiliser la définition 4.2.10 des
polynoémes modulaires pour terminer I’étape d’évaluation.

Tous les calculs sont fait en multiprécision flottante. Des bornes explicites sur
la taille des coefficients des polynémes modulaires ne sont pas connues en dimen-
sion 2 (c’est déja un probléme difficile en dimension 1). Ainsi, notre algorithme
est heuristique. De plus, sous des heuristiques et la conjecture 3.6.2, il est quasi-
linéaire en la taille de la sortie (théoreme 4.2.15). En pratique, on augmente la
précision jusqu’a en trouver une qui soit suffisante. Nous insistons sur le fait que
les précisions sont grandes (nous avons fait des calculs avec une précision de plu-
sieurs milliers de chiffres décimaux) et qu’il est donc fondamental de calculer les
théta constantes rapidement.

Cet algorithme généralisé sera appliqué tout d’abord sur les invariants de
Streng, qui sont équivalents aux invariants d’Igusa dans le sens ou ils décrivent
le méme espace de modules a équivalence birationnelle pres (et en effet, il existe
des formules pour passer des premiers invariants aux seconds : voir les équations
(3.4) et (3.5)). Nous avons pu calculer les polynémes paramétrisant les 2- et les 3-
isogénies, ces invariants produisant des polyndémes plus petits en termes de degrés
et tailles des coefficients par rapport aux polyndémes avec les invariants d’Igusa,
ce qui permet a la précision des calculs d’étre plus petite, comme déja remarqué
par Streng pour le calcul des polynémes de classes ([80, Annexe 3]). Par exemple,
pour p = 2, les polynoémes avec les invariants de Streng occupent 2,1 Mo contre
57 Mo avec les invariants d’Igusa.

Nous avons ensuite appliqué notre algorithme sur les fonctions b; = m
pour ¢ = 1,2,3, qui sont des fonctions modulaires pour le groupe I'y(2,4), et
calculé les polynomes avec ces invariants pour p = 3, 5 et 7. Comme ces polyndémes
occupent respectivement 175 Ko, 200 Mo et 29 Go, nous n’avons pas essayé de les
obtenir pour de plus grand nombres premiers. En outre, les polynémes trouvés sont
bien plus petits que ceux avec les invariants de Streng et d’Igusa. Par exemple,
pour p = 3 les polynémes modulaires avec les b; prennent 175 Mo contre 890
Mo avec les invariants de Streng. Cette différence se justifie par la présence de
symétries (theoreme 4.4.9) dans les polyndémes avec les b; et par le fait qu’ils
sont creux (théoreme 4.4.10). Nous avons également obtenu une formule pour
le degré total des dénominateurs des polynémes modulaires avec ces invariants



LISTE DES ALGORITHMES 17

(corollaire 4.4.4) et, en nous basant sur [9], nous avons également donné un sens
a ces dénominateurs (proposition 4.4.5).

Dans le dernier chapitre, on introduit des polynémes modulaires sur les sur-
faces abéliennes principalement polarisées qui ont multiplication réelle maximale
par un corps de nombres quadratique K = Q(v/D). Si on note H; le demi-plan de
Poincaré, alors la surface modulaire de Hilbert H3/SLo(Ok @ 8[_(1) est un espace
de modules pour de telles surfaces abéliennes. Afin de distinguer les différents
types de polynémes modulaires, on appelera les premiers polynémes modulaires
de Siegel et ces derniers polyndémes modulaires de Hilbert et puisque les premiers
sont associés a des p-isogénies tandis que les seconds a des -isogénies, on parlera
aussi de p-polynémes modulaires et de S-polyndémes modulaires. Des invariants ra-
tionnels qui jouent le méme role que le j-invariant ne sont connus que pour D =5
et sont diis aux travaux de Gundlach. Nous appelons donc ces invariants les in-
variants de Gundlach et nous introduirons des invariants rationnels pour D = 2
(voir théoremes 5.1.6 et 5.1.8). En outre, il existe un revétement de degré 2 de
la surface de Hilbert 2/ SLa(Of @ 05') vers une surface de Ha /T appelée sur-
face de Humbert. Ce revétement nous permettra de transférer tous nos probleémes
sur la surface de Hilbert vers ’espace de Siegel. En particulier, nous donnerons
des formules pour exprimer les invariants de Gundlach pour D =2 et D =5 en
fonction des tirés en arriere des invariants d’Igusa (théorémes 5.1.11 et 5.1.13),
ce qui permet d’évaluer les invariants de Gundlach avec la méme complexité que
les invariants d’Igusa (théoréme 5.4.2). Ceci a pour application d’accélérer 1’al-
gorithme de [56] qui géneére des courbes de genre 2 sur un corps fini avec un
nombre de points donné sur la Jacobienne de la courbe (voir aussi [31, 21, 8, 55]
a ce sujet). On donnera également une méthode pour inverser ces invariants (voir
théoréme 5.4.1). Enfin, nous définirons des invariants grace aux tirés en arriere des
théta constantes pour tout D et donnerons un algorithme quasi-linéaire, a D fixé,
pour calculer les polyndémes modulaires de Hilbert avec ces différents invariants
(théoreme 5.4.4).

Plan de la these

Cette these est décomposée en deux parties. Dans la premiere, nous nous
concentrerons sur ’aspect théorique des variétés abéliennes de dimension g > 1.
Cette partie est divisée en deux chapitres. Dans le chapitre 1, nous traiterons
des courbes elliptiques (¢ = 1), principalement sur C. Nous montrerons que ces
courbes elliptiques sont des tores complexes de dimension 1 et vice versa, nous dé-
crirons 'espace de modules H; /T"; qui paramétrise tous ces tores & isomorphisme
pres ou nous y définirons des fonctions, appelées fonctions modulaires. Nous in-
troduirons les théta constantes et expliquerons un algorithme pour le calcul des
polynémes modulaires. Enfin, nous conclurons avec plusieurs exemples de poly-
noémes avec différents invariants. Dans le chapitre 2, nous nous concentrerons sur
I’aspect théorique des variétés abéliennes complexes de dimension g. Nous verrons
leur lien avec les tores complexes de dimension g et avec les Jacobiennes de courbes
hyperelliptiques de genre g. Nous verrons la notion de polarisation et introdui-
rons Iespace de module H,/T'y des variétés abéliennes principalement polarisées
de dimension g. En outre, nous définirons les fonctions théta et donnerons une
équation fonctionnelle décrivant le comportement d’une telle fonction par 'action
d’une matrice de I'y.
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Dans la deuxiéme partie, nous nous focaliserons sur la dimension g = 2. Cette
partie est divisée en trois chapitres. Dans le chapitre 3, nous décrirons de nombreux
algorithmes permettant de manipuler les différentes représentations des surfaces
abéliennes complexes (comme matrice de Hg, comme Jacobienne d’une courbe
hyperelliptique de genre 2, comme triplet de nombres complexes & travers les in-
variants d’Igusa, ou alors a travers d’autres invariants si on ajoute de la structure)
et passer de 'une a l'autre. Nous y verrons également un algorithme pour évaluer
rapidement les théta constantes. Dans les chapitres 4 et 5, nous parlerons des po-
lynémes modulaires sur les espace de Siegel et de Hilbert et décrirons les résultats
expliqués dans la section précédente.

Notations

Nous donnons quelques précisions quant & des notations qui seront utilisées

tout le long de cette these.

— Les classes du quotient I'y /T’y de deux groupes I'; et I'y seront toujours a
droite. Cela signifie que les classes sont de la forme I'sy pour v € I'y et
deux classes I'yy et Ty’ sont équivalentes si et seulement si vy'~! est dans
[y;

— L’action d’'un groupe G sur un ensemble H, notée H/G, est toujours une
action & gauche : on a alors pour tous g, ¢’ dans G que g-(¢'-h) = (g¢' - h),
ouheH,;

— Pour tout nombre complexe z, on note R(z) et I(z) ses parties réelle et
imaginaire. On utilise également ces symboles pour des matrices complexes.
L’unité imaginaire est notée par z;

— La matrice identité de taille n est I, ;

— Pour une matrice carré M donnée, on désigne par My le vecteur composé
des éléments diagonaux de M ;

— Le symbole de Kronecker d; ; vaut 1 lorsque ¢ = j et 0 sinon;

— Soit une matrice € de 'espace de Siegel. La plus petite valeur propre de
3(02) est AM(Q);

— L’ensemble P vaut toujours {0,1,2,3,4,6,8,9,12,15};

— La complexité pour multiplier deux polynoémes de degrés au plus d avec
des coefficients de N bits est My (d) tandis que celle pour multiplier deux
entiers de N bits est M'(N).
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Chapitre 1

Courbes elliptiques

Dans ce chapitre, nous parlerons des courbes elliptiques car ce sont, d’apres le
théoréme 2.7.6, les variétés abéliennes de dimension 1. Par courbe, nous entendons
une variété projective géométriquement connexe de dimension 1. Nous commence-
rons par donner des résultats généraux sur les courbes elliptiques pour tout corps
parfait, puis nous nous concentrerons sur le corps C, oll nous verrons que toute
courbe elliptique est un tore complexe de dimension 1 (proposition 1.2.12 et corol-
laire 1.2.16). Cette représentation des variétés abéliennes de dimension 1 comme
tores complexes de dimension 1 nous fournira une nouvelle représentation de ces
variétés : comme point du demi-plan de Poincaré H;. Une classe d’isomorphisme
de courbes elliptiques sera alors une classe d’équivalence de points modulo 'ac-
tion de SL2(Z) et nous donnerons un domaine fondamental pour une telle action.
Nous étudierons des fonctions sur Hj/ SLa(Z), en particulier les fonctions théta.
Enfin, nous définirons les polynémes modulaires et donnerons un algorithme pour
les calculer.

Le contenu de ce chapitre est tiré essentiellement des références suivantes :
[79, 19, 68, 75, 61, 89, 25]. On note par K un corps parfait et par K sa cloture
algébrique.

1.1 Généralités sur les courbes elliptiques

1.1.1 Equation de Weierstrass

Rappelons que P'espace projectif P"(K) est I'ensemble des (n + 1)-uplets d’é1é-
ments non tous nuls de K, que 'on écrit sous la forme [xg: x1 : -+ : 2], muni de
la relation d’équivalence :

[wo o s xn] ~ Yo -yl

si et seulement s'il existe un scalaire A € K tel que pour tout 7 de 0 & n on ait
T, = /\yi.
On dit d’un point P d’une variété affine donnée par une équation polynomiale
F(Xy,...,Xy) quil est singulier si on a
OF (P) = = OF
0X1 - 0X,
Dans le cas contraire, on dit que ce point est lisse. Pour une variété projective, on

dit d’un point qu’il est lisse s’il ’est dans une des cartes affines. Enfin, une courbe
est dite lisse si elle I'est en tous ses points.

(P) = 0. (1.1)

21



22 CHAPITRE 1. COURBES ELLIPTIQUES

Définition 1.1.1. Une courbe elliptique est une paire (E,O) ot E est une courbe
lisse de genre 1 sur K et O € E.

Le point particulier O, qu’on appelle origine, nous sert a établir une loi de
groupe sur la courbe. Nous y reviendrons. D’apres [79, Proposition II1.3.1 (a)],
il existe des fonctions z,y dans le corps de fonctions de E, appelées fonctions de
coordonnées de Weierstrass. telles que I'application [z : y : 1] de E vers P? avec
O +— [0 :1: 0] donne un isomorphisme entre E et une équation de Weierstrass,
c’est-a-dire une équation de la forme

Y2Z 4+ a1 XYZ +a3YZ? = X3+ apX?Z + ay X Z* + a6 Z3, (1.2)

ou les coefficients a1, ...,ag sont dans K. Ils ne sont pas déterminés de maniére
unique par la courbe. Dans le cas ou les coefficients a; peuvent étre choisis dans
K, on dit que la courbe elliptique E est définie sur K, ce que 1'on note par E/K.
Si on déhomogénise ’équation, on obtient I’équation

Y24+ a1 XY 4 a3 = X3 + ap X% + ay X + ag, (1.3)

qu’on l'on appellera dans la suite équation de Weierstrass affine, plus un unique
point & l'infini [0: 1 : 0]. C’est ce point qu’on prend pour origine : O = [0:1: 0].
Inversement ([79, Proposition II1.3.1 (c)]), toute courbe cubique lisse C' donnée
par une équation de Weierstrass affine est une courbe elliptique d’origine [0 : 1 : 0].

En outre, ([79, Proposition II1.3.1 (b)]), deux équations de Weierstrass pour
E/K sont reliées par une changement linéaire de variables de la forme

X =u’X"+r et Y = @3Y 4 su? X +t,

ou u,r,s,t € K et u# 0. Deux courbes elliptiques dont les équations de Weiers-
trass sont reliées par un changement de variables sur K sont dites isomorphes sur
K. Dans le cas ou la caractéristique de K n’est ni 2, ni 3, on peut alors montrer
qu’a 'aide de changements de variables on peut ne considérer que les équations
de la forme :

Y2=X34+AX + B avec 4A3+27B*#0. (1.4)

Notons que A et B sont dans K lorsque la courbe F est définie sur K.

Une autre forme qui est parfois utile est la suivante. Une équation de Weiers-
trass est dite sous forme de Legendre si elle est de la forme Y2 = X (X —1)(X —\),
avec A € {0,1}.

Définition 1.1.2. Pour une équation de Weierstrass comme dans (1.4), on pose
3

A = —16(4A3 +27B?) et j = —1728%. Ces quantités sont appelées respective-

ment le discriminant et le j-invariant de la courbe.

Proposition 1.1.3. Pour un corps K de caractéristique différente de 2, une
courbe elliptique E /K est isomorphe sur K d une courbe elliptique Ey sous forme

de Legendre, avec A € K\{0,1}. Le j-invariant est j(E) = 28%.

Démonstration. Voir [79, Proposition III.1.7]. O

Bien entendu, il existe des formules ([79, Page 46]) pour définir ces quantités
pour toute équation de la forme (1.2), mais dans la suite nous nous placerons sur
K = C qui est de caractéristique nulle et donc nous supposons dorénavant que
char(K) # 2,3. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [79, Chapitre III].
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Proposition 1.1.4. 1. Une courbe donnée par une équation de Weierstrass
est lisse si et seulement si A # 0 ;

2. Deuz courbes elliptiques sont isomorphes sur K si et seulement si elles ont
le méme j-invariant.

Démonstration. Voir [79, Proposition III.1.4]. O

La condition 443 + 2782 # 0 dans ’équation (1.4), ou, autrement dit, A # 0,
traduit le fait que la courbe doit étre lisse. Remarquons que si ’on se place sur
K = R, alors le signe de A nous donne le nombre de zéros réels de ’équation
X3+ AX + B : 1si A est négatif et 3 sinon. Ainsi, dans le premier cas, le graphe
de la courbe admet deux composantes connexes tandis que dans le second cas,
elle n’en a qu’une. D’autre part, j est un invariant de la classe d’isomorphisme de
la courbe et ne dépend pas de I’équation particuliere choisie. Nous verrons par la
suite le role fondamental que joue cette fonction.

Notons K(F) le corps de fraction de K[E] = K[X,Y]/(F(X,Y)), ou F est
I’équation de E.

Proposition 1.1.5. Soit E/K une courbe elliptique avec x,y comme coordonnées
de Weierstrass. On a K(E) = K(z,y) et [K(F): K(x)] = 2.

Démonstration. Voir [79, Corollaire I11.3.1.1]. O

1.1.2 Loi de groupe

Une courbe elliptique peut étre munie d’une loi de groupe. Si on considere
une droite dans P?(K), elle intersecte la courbe elliptique en exactement 3 points
(puisque celle-ci a une équation de degré 3) qui ne sont pas forcément distincts
car la droite peut étre tangente & la courbe. L’addition de deux points P et Q) se
fait ainsi : on considére R le troisieme point d’intersection entre la droite passant
par P et Q et la courbe, puis on considére R’ le troisiéme point d’intersection de
la droite passant par O et R et la courbe. On pose alors : P+ Q = R/.

Ce procédé nous fournit bien une loi de groupe ([79, Proposition II1.2.2]), ou
O est I'élément neutre. Cette loi a en plus la propriété d’étre commutative et si
on prend E définie sur K, alors E(K) = {(z,y) € K? : y* = 23 + Az + B} U{O}
est un sous-groupe de F.

On peut donner des équations explicites pour cette addition. Avant tout, on a
que O+ P =P+ O = P pour tout P € E. Ensuite, pour toute paire d’éléments
nonnuls P=(z1:y1:1) et Q= (x2:y2:1),ona P+ Q = O si et seulement si
r1 = x3 et y; = —yo. Sinon, soit A € K tel que

B PO,
A=

3z2+A
2y1

si P=Q.

Onpose =y — Az etonaalors R=P+Q = (z3:y3: 1), ot 23 = A2 — 21 — 29
et y3 = —Ax3 — p. On notera que —(z:y:2) = (x: —y: 2).

Cette loi de groupe peut paraitre étonnante. Pour en comprendre son origine, il
faut s’intéresser au groupe de Picard de la courbe. Nous renvoyons a [79, Chapitre
IT] pour plus de détails dans ce qui suit.

Le groupe des diviseurs d’une courbe elliptique E, noté Div(FE), est le groupe
abélien libre engendré par les points de E. Un diviseur D € Div(E) est donc
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une somme formelle D = Y pcpnp(P) avec np € Z et np = 0 pour tous sauf
un nombre fini de points P € E. Le degré dun tel diviseur D est ) pcpnp et
I’ensemble noté Div?(E) des diviseurs qui sont de degré 0 forme un sous-groupe
de Div(E).

Si on prend un élément f € K(E)*, alors on peut lui associer un diviseur
div(f) = > pegordp(f)(P), ot ordp(f) désigne 'ordre de f en P. Un tel diviseur
a alors des propriétés particulieres : d’une part div(f) = 0 si et seulement si
f € K* et d’autre part deg(div(f)) = 0. On dit alors qu’un diviseur est principal
s’il est de la forme D = div(f) pour un certain f € K(F)*. On a que div(fg) =
div(f) + div(g). Ceci nous permet d’établir une relation d’équivalence ot deux
diviseurs D et Dy sont dits linéairement équivalents, ce que 'on note par D ~
Dy, si D1 — Dy est principal. D’apres [79, Corollaire I11.3.5], un diviseur D =
> per np(P) est principal si et seulement si ) np = 0 et Y [np|(P) = O, ou
[np](P) =P+ P+ ...+ P, np fois. Le groupe de classes des diviseurs ou groupe
de Picard, noté Pic(F), de la courbe elliptique E est alors le quotient de Div(E)
par le sous-groupe des diviseurs principaux et on note Pic’(E) le quotient de
Div’(E) par le sous-groupe des diviseurs principaux.

Proposition 1.1.6. Soit (E,O) une courbe elliptique :

1. Pour chaque diviseur D € DivY(E), il existe un unique point P € E tel que
D ~ (P) — (O). Soit alors o : Div’(E) — E lapplication donnée par cette
association ;

2. L’application o est surjective;

3. Soient deuz diviseurs Dy, Dy dans Div®(E). Alors o(Dy) = o(Ds) si et
seulement si Dy ~ Do. Ainsi, o induit une bijection Pic’(F) ~ E ;

4. L’application inverse de o est k : E=Pic’(E), P — classe de (P) — (O).

Démonstration. Voir [79, Proposition III.3.4]. O]

On peut alors montrer que k(P + Q) = k(P) + k(Q), ou la premiere addition
est dans E et la deuxieme dans Pic’(E).

Théoréme 1.1.7. Soit E/K une courbe elliptique. Alors les équations explicites
donnant la loi de groupe définissent des morphismes :

+: ExE — E et - F — FE
(P,Q) — P+Q P — -—-P
Démonstration. Voir [79, Théoréme I11.3.6]. O

1.1.3 Applications entre courbes elliptiques

Nous nous intéressons maintenant aux applications entre courbes elliptiques.
Etant donné qu’on met en valeur un point de la courbe, l'origine, il apparait
naturel de considérer les applications qui envoient 'origine de la premiere courbe
elliptique vers celle de la seconde.

Définition 1.1.8. Soient E1/K et Ey/K deux courbes elliptiques. Une isogénie
entre Ey et Ey est un morphisme ¢ : By /K — E3/K tel que $(Op,) = Og,. On
dit que ces courbes sont isogenes si l'isogénie vérifie $(E1) # {Og,}.
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On peut montrer d’une part qu’une isogénie est soit constante, soit surjective.
Dans ce dernier cas, 'isogénie est une application finie entre les courbes et ainsi
on a une injection entre les corps de fonctions ¢* : f € K(Es) < fo¢ € K(Ey).
On définit alors le degré de l'isogénie comme étant le degré de I’extension finie
K(E1)/¢*(K(E2)) (et par convention, le degré de I'isogénie constante est 0).

D’autre part, une isogénie est un morphisme de groupe ([79, Théoréme I11.4.8]).
Posons Hom(FE1, F3) l'ensemble contenant les isogénies entre Ej et FEj. Alors
d’apres le théoréme 1.1.7, ¢’est un groupe ou l'addition est (¢ + ¢)(P) = ¢(P) +
Y(P). Si de plus E = E; = Es, on pose End(E) = Hom(FE, E). C’est un an-
neau appelé anneau d’endomorphismes de E si on ajoute la loi de multiplication
suivante : (¢¥)(P) = ¢(¢(P)). L’ensemble des éléments inversibles Aut(FE) de
End(F) est appelé groupe des automorphismes de E.

Théoréme 1.1.9. Soit E/K une courbe elliptique. Alors son groupe des auto-
morphismes Aut(E) est fini et d’ordre divisant 24. Plus précisément, cet ordre
est :

2 sij(E) # 0 oul728;
4 sij(E) = 1728 et char(K) # 2,3;
6 sij(E) = 0 et char(K) #2,3;
12 sij(E) = 0=1728 et char(K) = 3;
24 sij(F) = 0=1728 et char(K) =2
Démonstration. Voir [79, Théoréeme I11.10.1]. O

Un exemple important d’isogénie est l'application [m] : E — E de multipli-
cation par m, pour m € Z. Si m > 0, alors [m](P) = P + --- + P, m fois et si
m < 0, on la définit par [m|(P) = [-m](—P). De plus, on pose que [0](P) = O.
Cette application est bien dans End(FE) d’apres le Théoréeme 1.1.7. Elle n’est pas
constante lorsque m # 0 et on peut alors montrer que 'anneau End(E) est un
anneau de caractéristique nulle sans diviseurs de zéro ([79, Proposition I11.4.2]).

Dans le cas ou char(K) = 0, I'application [-] : Z — End(FE) est en général
un isomorphisme. Si ce n’est pas le cas, c’est-a-dire si End(F) contient d’autres
éléments que les applications du type multiplication par m, on dit que la courbe
elliptique F a multiplication complexe. C’est systématiquement le cas lorsque K
est un corps fini (il faut alors étudier ’application Frobenius).

Proposition 1.1.10. L’anneau d’endomorphismes End(E) d’une courbe ellip-
tique est soit 7, soit un ordre d’un corps quadratique imaginaire ou Sinon un
ordre dans une algébre de quaternions. Notons que ce dernier cas n’arrive jamais
si char(K) = 0.

Démonstration. Voir [79, Corollaire 111.9.4] O

Considérons une isogénie non constante ¢ : E1 — FEy. D’apres [79, Corollaire
I11.4.9], son noyau est un sous-groupe d’indice fini. Si de plus ¢ est séparable,
c’est-a-dire si l'extension K (F1)/¢*(K(E2)) est séparable, alors, par [79, Théo-
reme I11.4.10], le cardinal de ce noyau est le degré de l'isogénie et ’extension
K(E1)/¢*(K(FE2)) est galoisienne. Or, lorsque m € Z* et char(K) = 0 (ou alors
lorsque m est premier avec char(K)), alors [79, Corollaire III.5.4] affirme que
I’application multiplication par m est un endomorphisme de E fini et séparable.
Ceci conduit & s’intéresser au groupe suivant : le sous-groupe de m-torsion d’une
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courbe elliptique F, pour m # 0, est I’ensemble E[m] des points d’ordre divisant
m : Elm] ={P € E : [m|(P) = O}.

Inversement, on a

Proposition 1.1.11. Soit E une courbe elliptique et soit G un sous-groupe d’in-

dice fini de E. Il existe une unique courbe elliptique E' et une isogénie séparable
¢: E — FE' tels que ker ¢ = G.

Démonstration. Voir [79, Proposition I11.4.12]. O

On introduit maintenant la notion d’isogénie duale qui permet entre autre
d’étudier 'application multiplication par m. Soit ¢ : E1 — E5 une isogénie non
constante de degré d. Par [79, Théoremes II1.6.1 et I11.6.2], il existe une unique

isogénie gb Ey, — E7, qu’on appelle isogénie duale, et qui vérifie qu ¢ = [d] et
¢ o (b—[] De plus, si x : Ey — E3 et ¢ : By —>E2,alorsxo¢_¢>oxet
¢+@ZJ & + 1. Pour tout m € Z, on a [m] = [m] et par suite

deg(m]) = m?.

Enfin, deg(g?)) = deg(¢) et q@ = ¢. Si char(K) = 0, on a alors que
E[m] = (Z/mZ) x (Z/mZ),

d’apres [79, Corollaire I11.6.4].

1.2 Lien avec les tores complexes

1.2.1 Fonctions elliptiques

Par réseau nous entendrons dans la suite un sous-groupe discret de C de rang 2.
Ainsi, un réseau est engendré par deux nombres R-linéairement indépendants wy
et wo, que l'on appelle périodes, et est donc de la forme A = wiZ + woZ. 1l nous
arrivera de noter ceci : A = [wy,ws]. Le quotient C/A est ce que I'on appelle un
tore compleze.

Définition 1.2.1. Un parallélogramme fondamental pour un réseau A est un
ensemble de la forme

Fo ={w+ 1wy + 2ows : 0 <z, 9 < 1},

oth w € C et wy, wy est une base de A. C’est un ensemble de représentants des

classes de C/A.

Définition 1.2.2 (Fonction elliptique). Soit A un réseau. Une fonction elliptique
sur A est une fonction méromorphe f: C — CU{oo} qui vérifie pour tous w € A
et ze€C :

Fz+w) = £(2). (L5)

Une telle fonction est uniquement déterminée par ses valeurs dans un parallélo-
gramme fondamental. On note C(A) l'ensemble de toutes les fonctions elliptiques
sur le réseau A. C’est un corps.

Proposition 1.2.3. Une fonction elliptique sans poles ou sans zéros est constante.
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Démonstration. Voir [79, Proposition VI.2.1] ou [75, Théoreme 1.1.4]. O

Soit f une fonction elliptique et soit w € C. On note ord,(f) et resy,(f)
respectivement l'ordre et le résidu de f au point w € C. On remarquera que dans
notre cadre, les fonctions sont elliptiques et donc ’ordre et le résidu d’une fonction
en un point w restent inchangés si on remplace w par w+w’ pour un w’ quelconque
dans A.

Ceci nous induit & utiliser la convention suivante. Par > cc/y on entend une
somme sur tous les éléments d’un parallélogramme fondamental du réseau A.

Théoréme 1.2.4. Soit f € C(A).
1. Y ecypordo(f) = 0;
2. Ywec/aresu(f) =0;
8. Ywec/n ordw(flw € A.

Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.2.2] ou [75, Théoreme 1.1.3]. O

Pour toute fonction elliptique, on dira que son ordre est son nombre de pdles
compté avec multiplicité dans un quelconque parallélogramme fondamental.

Corollaire 1.2.5. Une fonction elliptique non constante a un ordre supérieur ou
égal a 2.

Démonstration. Voir [79, Corollaire VI.2.3] ou [75, Théoréme 1.1.4]. Si une fonc-
tion elliptique f a un seul podle, alors par le théoréme 1.2.4, le résidu en ce pole
vaut 0 et donc f est holomorphe. On conclut avec la proposition 1.2.3. O

Le groupe des diviseurs Div(C/A) du tore est le groupe des sommes formelles
de la forme 3 ,cc/a nw(w) avec ny, € Z et ny, # 0 seulement pour un nombre fini
de valeurs. On définit une application de sommation

som: D = an(w) € Div(C/A) — anw e C/A
et une application degré
deg: D = an(w) € Div(C/A) — an €Z.

Le noyau de cette derniére application est le sous-groupe Div?(C/A) = {D €
Div(C/A) : deg(D) = 0} de Div(C/A) des diviseurs de degré zéro.

Pour chaque fonction elliptique f € C(A)*, on peut définir le diviseur div(f) €
Div’(C/A) par div(f) = >wec/a 0rdw(f)(w) (on est bien dans le groupe des
diviseurs de degré zéro d’apres le théoreme 1.2.4). L’application div : C(A)* —
Div(C/A) est un homomorphisme.

Théoréme 1.2.6. La suite suivante est exacte :
1 — C* — C(A)* L% Divd(C/A) 23 C/A — 0
Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.2.4]. O

Le quotient Jac(C/A) := Div?(C/A)/ div(C(A)*) est appelé la Jacobienne de
C/A. Le théoreme précédent affirme que le tore C/A est isomorphe a sa Jaco-
bienne.
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1.2.2 Construction de fonctions elliptiques

La fonction o de Weierstrass relativement a un réseau A est :
O'(Z)_ZH(l—Z)eX Z+1<2)2 (1.6)
AN/ w Plo T2 \w ' '

Le produit infini o définit une fonction holomorphe sur tout C et converge ab-
solument ([75, Lemme 1.2.1]). Il a un zéro de multiplicité 1 en chaque point w
du réseau A et seulement en ces points-la. Cette fonction n’est pas elliptique. Par
contre, nous allons voir comment on peut construire toutes les fonctions elliptiques
a partir d’elle.

En prenant la dérivée logarithmique de o, on obtient la fonction zéta de
Weierstrass qui elle non plus n’est pas elliptique :

(@ =logor@) =23 =2+ ¥ (Ao 1+ 5) @

oa(z) =z S\zmw w
w#0

et en dérivant encore une fois, on obtient la fonction pp de Weierstrass :

o) =~ = 5+ X oo~ o (1)

w?

et par suite sa dérivée :

1
/
o QQ;A(Z_“)?" (1.9)
Cette derniere fonction est méromorphe et sa série converge absolument sur tout
compact de C—A. C’est clairement une fonction elliptique. C’est aussi une fonction
impaire d’ordre 3 et a trois zéros simples aux demi-périodes de A = [wy,wo] : G,
5 et % En effet, soit w une de ces trois demi-périodes. On a alors 2w € A
et puisque @y est elliptique, P\ (w) = P\ (w — 2w) = P/ (—w). Le fait que cette
fonction soit impaire nous dit alors que @), (w) = —p/, (w) et donc que ) (w) = 0.

La fonction de Weierstrass pp est définie par une série qui converge absolument
et uniformément sur tout compact de C — A. Cette fonction est méromorphe sur
C et a un double poéle de résidu 0 en chaque point du réseau et pas d’autres poles
([79, Théoreme VI.3.1]). Du fait que g, est elliptique, on déduit pour tous z € C
et w € A que pa(z + w) = pa(2z) + ¢ ol ¢ est une constante. Si on pose alors
z = —%, on obtient que p,(5) = pa(—%) + c. En remarquant que la fonction gpp
de Weierstrass est paire, on trouve ¢ = 0 et on conclut que pj est également une
fonction elliptique.

Proposition 1.2.7 (Abel-Jacobi). Soient ni,...,n, € Z et z1,. ..,z € C satisfai-
sant Y i_yn; =0 et Y i_yniz € A. Alors il existe une fonction elliptique f € C(A)
avec la propriété que div(f) = >_i_; ni(z;). Plus précisément, si on normalise de
telle sorte que Y iy niz; = 0, alors on peut prendre f(z) = [[i_; oa(z — 2)™.

Démonstration. Voir [79, Proposition VI.3.4] ou [75, Théoréme 1.3.1]. O

Exemple 1.2.8. A titre d’exzemple, on peut considérer la fonction py(z) — pa(a)
pour un certain a € C/A. Elle a deuz zéros d’ordre 1 auz points a et —a et un
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pole d’ordre —2 au point 0. Le théoréme d’Abel-Jacobi nous dit alors que pp(z) —

pala) = c- % pour une certaine constante c. On la détermine en

multipliant les deuzx cotés par op(2)? et en prenant la limite pour z — 0. On
trouve alors ¢ = UA_(;)Q.

Notons que ceci nous permet d’avoir une autre caractérisation de @'y . En effet,

en partant de l’égalité que l’on vient de montrer : pp(z)—gpa(a) = _oalzta)on(z—a)

oa(2)?oa(a)? 7
en divisant les deux membres par (z — a) et en faisant tendre a vers z, on trouve
2
que P\ (2) = _gigz;)

Le résultat suivant est fondamental car il dit que toute fonction elliptique
s’exprime en fonction de la fonction o, et de sa dérivée.

Théoreme 1.2.9. Les fonctions elliptiques sont des fractions rationnelles en @p
et o'\ a coefficients complezes :

C(A) = C(pa, 9h)-

Démonstration. Voir [79, Théoréme VI1.3.2] ou [75, Théoréme 1.3.3]. O

1.2.3 Courbes elliptiques et tores complexes

Intéressons nous maintenant au lien entre les fonctions elliptiques et les courbes
elliptiques. La série d’Fisenstein de poids 2k pour A est la série :

1
weA
w#0

Une telle série est absolument convergente quelque soit £ > 1 ([79, Théoréme
V1.3.1] ou [75, Lemme 1.2.1]). On peut exprimer la fonction g, de Weierstrass en
fonction des séries d’Eisenstein.

Proposition 1.2.10. La série de Laurent de pp au point z = 0 est donnée par :

1 00
7 Z 2]€ + 1 E2k+2(A) Zk;

Démonstration. Voir [75, Lemme 1.4.2] ou [79, Théoréme 3.5]. On écrit dans
Iéquation (1.8)

1 1 1 1
(z—w)2_c02:w?<(1—w) ) nz;nwnﬂ'

Ensuite, par la convergence absolue, on peut intervertir la somme en w et la somme
en n. De plus, on remarquant que Zwe/\,w;&o fk = 0 pour tout entier impair k > 3,
on obtient la série de Laurent voulue. O

Notons
g2 := g2(A) := 60E4(A),

93 == g3(A) == 140Es(A).
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Théoréme 1.2.11. Les fonctions pp et @\ sont reliées algébriquement par la
relation :

(Ph)? = 408 — 9200 — 3.
Le polynome 4X3 — g2 X — g3 a trois racines distinctes qui sont e; = pp(w;)
ou les w; sont les demi-périodes du réseau A. On pose que son discriminant est
A(MN) = g3 — 2793 = 16(e1 — e2)?(e1 — e3)?(ea — e3)? # 0 et son j-invariant est
(M) = 1728g2(A)* /A(A).

Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.3.5 et Proposition VI.3.6] et [75, Théoreme
1.4.1]. O

Proposition 1.2.12. Soient un réseau A, les valeurs associées g2, g3 et E/C la
courbe elliptique Y? = 4X3 — g2 X — g3. Alors Uapplication :

¢:C/A — ECPC

z — [pa(2): p)(2) 1 1
0 — [0:1:0]

est un isomorphisme complexe et analytique de groupes de Lie complexes (en
d’autres termes, c’est un isomorphisme de surfaces de Riemann qui est aussi un
homomorphisme de groupes).

Démonstration. Voir [79, Proposition VI.3.6]. O

Ainsi, a un tore complexe de dimension 1, on peut associer une courbe ellip-
tique complexe. Nous voulons étudier la réciproque, mais avant cela, regardons
les morphismes entre différents tores.

Soient Aj et Ay deux réseaux. Si o € C vérifie aA; C Ao, alors 'application
holomorphe multiplication par o

¢a: C/A1 — C/A2, ¢a(z) =azmod Ay

est un homomorphisme.

Théoréme 1.2.13. 1. L’application o € {a € C : aly C Ay} — ¢, €
{applications holomorphes ¢ : C/A1 — C/Ay avec ¢(0) = 0} est une
bijection.

2. Soient Eq1 et Eo deux courbes elliptiques qui correspondent aux réseaux
A1 et Ay (comme dans la proposition 1.2.12). Alors l'inclusion naturelle
{isogénies ¢ : Ey — Es} — {applications holomorphes ¢ : C/A; — C/As
avec ¢(0) = 0} est une bijection.

Démonstration. Voir [79, Théoreme VI1.4.1]. O

Ainsi, on peut faire correspondre les isogénies entre deux courbes elliptiques
Ey ~ C/A; et Ey ~ C/As avec les nombres complexes o € C tels que aA; C Ag.
Rappelons que I’égalité dénote le fait que les courbes sont isomorphes. Le degré
de l'isogénie est alors Iindice [Ag : @Aq] (par convention, cet indice est 0 lorsque
a=0).

Le corollaire suivant dit que la notion d’isomorphisme entre courbes elliptiques
se traduit en termes d’homothétie dans les réseaux.
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Corollaire 1.2.14. Soient E1/C et Eo/C deuz courbes elliptiques correspondant
aur réseaux N1 et Ay. Alors Eq et Eo sont isomorphes sur C si et seulement si
A1 et Ay sont homothétiques, c’est-a-dire si et seulement si Ay = als pour un
certain o € C*.

Théoréme 1.2.15 (Théoréme d’uniformisation). Soient A, B € C tels que A3 —
27B2% # 0. Alors il existe un unique réseau A vérifiant go(A) = A et g3(A) = B.

Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.5.1]. O

Corollaire 1.2.16. Soit E/C une courbe elliptique. Alors il existe un réseau A
unique & homothétie prés et un isomorphisme analytique complexe :

6:C/A — ECPC)
z = palz) s gl (2) 2 1]
0 — [0:1:0]

de groupes de Lie complezes.

Démonstration. Voir [79, Corollaire VI.5.1.1]. L’existence provient des théorémes
d’uniformisation et 1.2.12, tandis que 'unicité provient du corollaire 1.2.14. [

Nous avons donc montré 1’équivalence entre les notions de tores complexes
et de courbes elliptiques sur C. On pourrait d’ailleurs se demander quelle est la
fonction inverse de 'application ¢ du corollaire 1.2.16. Le résultat suivant nous
fournit la réponse a cette question.

Proposition 1.2.17. Soit E/C une courbe elliptique avec x ety comme coordon-
nées de Weierstrass.

1. Soient o et B deux lacets de E(C) formant une base de Hi(E,Z). Alors les
périodes

wi :/daz/y et wgz/daz/y
@ B

sont R-linéairement indépendantes ;

2. Soit A le réseau engendré par wi et wo. Alors l'application
P
F:E(C)—C/A,  F(P) :/ da/y mod A
O

est un isomorphisme analytique complexe de groupes de Lie. C’est l'appli-
cation inverse de celle du corollaire 1.2.16.

Démonstration. Voir [79, Proposition VI.5.2]. O

Soit E/C une courbe elliptique. On a vu que I'on peut écrire E(C) ~ C/A.
L’anneau d’endomorphismes s’écrit alors End(E) ~ {a € C : aA C A}. Puisque
le réseau est unique a homothétie pres, cet anneau ce dépend pas du réseau.

Théoréme 1.2.18. Soit E/C une courbe elliptique et soient wy et wo des géné-
rateurs pour le réseau A associé a E. Alors soit End(E) = Z, sinon Q(w;/w2) est
une ectension quadratique imaginaire de Q et End(E) est isomorphe d un ordre

de Qw1 /wa).
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Démonstration. Voir [79, Théoréeme VI.5.5]. On peut rapprocher ce résultat avec
celui de la proposition 1.1.10. O

Rappelons enfin qu'une courbe elliptique est un groupe et donc sa loi de groupe
doit pouvoir s’exprimer en fonction de pj. On a en effet le résultat suivant :

Théoréme 1.2.19 (Formule d’addition pour la fonction py ). Soient z, 2" € C—A.
On a alors :

pa(z+2") = —pa(z) — pa(2) +

et [QA(QZ) = —2@/\(2) + i ( n

Démonstration. Voir [75, Théoreme 1.4.4]. O

1.3 Espace de Modules

1.3.1 Demi-plan de Poincaré

Une autre description des courbes elliptiques est possible en utilisant le fait
qu’étudier un tore c’est essentiellement étudier un réseau et que dans notre cadre,
on considere les réseaux a homothétie pres (rappelons le corollaire 1.2.14).

Soit donc un réseau A = [wy,ws]. Quitte a échanger w; et wa, on peut supposer
que le quotient % ¢ R a une partie imaginaire positive.

Définition 1.3.1. On appelle demi-plan de Poincaré, que l’on note Hi, le demi-
plan complexe supérieur :

Hi={z€C:3(z) > 0}.
On étend parfois on considérant les pointes :
1=H1UQU {oo}.

Tout réseau est homothétique & un réseau de la forme [1, 7] pour un certain
7 € H1. De plus, deux réseaux [1,71] et [1, 72| de cette forme sont homothétiques
si et seulement si 75 = %ig pour une certaine matrice (¢ %) € GL2(Z). Un simple
calcul montre que l'on a

N a7’+b) B B (1)
J(CHd = (ad —bo) (1.11)

et en particulier, les matrices de SLy(Z) envoient H; dans lui-méme.

Définition 1.3.2. On appelle groupe modulaire, noté I'y, le groupe SLa(Z) :

Ty = SLy(Z) = {M: (Z Z) 1a,b,¢,d € Z, det (M) = 1}‘
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Par ce qui précede, le groupe modulaire agit sur le demi-plan de Poincaré : on
a l'action de groupe

at+b

I'y xHy — Ha, ,T)F— 7y - T = .
L b n7) T cT +d

Remarquons que la matrice —I5 agit trivialement sur H;. C’est pourquoi certains
auteurs préferent considérer le groupe PSLy(Z) plutot que SLe(Z). L’action du
groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré est proprement discontinue ([4,
Proposition 8.2.5]), c’est-a-dire que tout 7 € H; a un voisinage V tel que

VyeTly, AVNV ) = ~-7=1.

On en déduit que le quotient #;/T'; hérite de H; une topologie de Hausdorff. On
peut aller plus loin et montrer que ce quotient est une surface de Riemann, qui
n’est compacte que lorsque 'on ajoute les pointes.

Cette action de groupe se prolonge facilement en une action sur Hj. Il suffit
de poser pour (¢5) € 'y et g €eQ:

a b oo — e sic#0,
c d ) o0 sic=0

a by p_ gﬁigg si cp+dg #0,
c d] q oo siep+dg=0.

Ainsi, QU {oo} est orbite de oo sous cette action. Posons

0 -1 1 1
s03) w (b)) o

Proposition 1.3.3. Le groupe modulaire I'y est engendré par S et T.

Démonstration. Voir [19, Proposition 2.1]. Soit (2 %) € I';. Montrons le résultat
par récurrence sur |a| + |c|. Supposons que |a| + |¢| = 1. Alors, quitte & multiplier
a gauche par S, on a |a| = 1 et |¢|] = 0, et, par suite, quitte & multiplier par
5% = —I,, la matrice 7y est de la forme (} §) = T

Supposons maintenant qu’il existe n > 1 tel que la propriété a montrer soit
vraie pour toute matrice (‘le Z’,) de T’y avec |a'|+|c/| < n. Si~y vérifie |a|+]|c| = n+1,
alors en multipliant éventuellement v & gauche par S, on peut supposer |a| > |c|.
On écrit la division euclidienne de a par ¢ : a = gqc+r, avec 0 < r < |c[. On a
donc T~y = (’; b_dqd) qui est, par hypothése de récurrence, engendré par S et 7.

Ceci conclut la démonstration. O

Posons maintenant
1
Fir={r€Hi:|7| > 1 |R(1)| < 5}

et
F=F\OF n{r€H:R(r)>0})

Définition 1.3.4 (Domaine fondamental, ensemble fondamental). Soit G un
groupe agissant sur un ensemble X muni d’une topologie. Un ensemble Y C X
connexe est un domaine fondamental pour l'action de G sur X si :
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— Pour tout x € X, il existege G ety €Y tels quey=g-x;
— Pour tous y1,y2 € Y et g € G\{1} tels que y1 = g-ya2, on a y1 € §(Y) et
y2 € 0(Y).
Un ensemble Y C X est un ensemble fondamental pour laction de G sur X si,
pour tout x € X, il existe un unique y € Y qui soit dans l'orbite de x sous l'action

de G.

Un ensemble fondamental est donc toujours un domaine fondamental mais la
réciproque n’est pas forcément vraie.

Proposition 1.3.5. La région F est un ensemble fondamental pour ’action de
Iy /{£1s) sur Hy et donc Fi est un domaine fondamental pour cette action. De
plus, on a

2 siTg =1,
card({y € I'1/(£ls) : 7o =7 -T0}) =4 3 8iTop=exp (2%)’
1 sinon.

Démonstration. Voir [19, Proposition 2.2]. O

1.3.2 Sous-groupes du groupe modulaire

Nous allons étudier dans cette section différents sous-groupes de I';. Tout
d’abord, notons que 'on est également capable de construire un domaine fonda-
mental pour tout sous-groupe du groupe modulaire.

Théoréeme 1.3.6. Soient I' < I'1 et ; un systéme de représentants des classes
(a droite) de I'1/(I'U (=T)). Alors

Jr= U’Yj(fl)

J

est un domaine fondamental pour T.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.1.4] ou [19, Proposition 2.3]. O

Ce théoreme conduit a l'algorithme 1.3.1. Nous ne I’étudierons pas en détail
mais renvoyons le lecteur a [19, Pages 46-48].

Continuons avec un lemme qui joue un role fondamental dans ce qui va suivre.
Soit N un entier positif. On a alors :

Lemme 1.3.7. L’homomorphisme de groupe SLa(Z) — SLo(Z/NZ) est surjectif.

Démonstration. Soit v € SLa(Z/NZ) et (¢ %) un représentant de cette classe dans
Ms(Z).

— On a tout d’abord que pged(c,d, N) =1 car ad — bc =1 mod N ;

— Maintenant si ¢ # 0, alors on pose t = [[,.p et d = d+tN. On a

pid
que pged(c,d’) = 1. En effet, soit un premier p qui divise ¢. Si p 1 d ,

alors p|t et alors p 1 d’. Sinon si p|d, alors p 1 t, p|pged(c,d) et puisque
pged(e,d, N) =1, alors pt N et donc ptd';
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Algorithme 1.3.1 : Domaine fondamental et générateurs d’un sous-
groupe d’indice fini de I'y
Entrée : Pour un sous-groupe I' de I'; d’indice fini, une fonction qui décide
si un élément de I'y est dans I' ou pas, plus un ensemble de
générateurs V = {v;}jeq1,...ny de T
Sortie : Un ensemble S de représentants des classes I'1 /" et un ensemble
fini G de générateurs de I.

1 5 ={l};

2 D= {IQ};

3 G =10

4 tant que V # () faire

5 choisir v € V;

6 t = vrai;

7 pour +/ € S faire

8 si v/y~! € T alors

9 t = faux;

10 G=GU{yy 1}

fin

fin

11 si t = vrai alors

12 S=5Su{v};

13 V=VU{yy:7€{l,....n}}\D);
fin

4 | V=V\{7}

15 D=DU{y}

fin
16 retourner (S, G);

— Toujours si ¢ # 0, il existe donc a, 3 € Z tels que ac — d’ = 1. On a
aussi que ad’ — bc = 1 mod N ce qui implique qu’il existe & € Z tel que
ad'—bc = 1+kN et alors on a ad’'—bc = 1+kN = 14 (akc—Bkd")N et donc
(a + BEN)d — (b+ akN)c = 1 et la matrice <a +CﬁkN b+;ka> el
est dans la méme classe que 7v;

— Dans le cas ou ¢ = 0, on déduit de pged(c,d, N) =1 que pged(d, N) =1 et
par suite que d = 1 mod N. De ad = 1 mod N on déduit que a = 1 mod N
et alors la matrice (} %) € 'y est dans la méme classe que 7.

O

On appelle sous-groupe principal de congruence et de niveau N le sous-groupe
I'(N)={y€Ty:v=1I,mod N}. (1.13)
Un tel sous-groupe est le noyau de 'application de réduction I'y = SLo(Z) —

SLo(Z/NZ) et est d’indice fini : [y : T'1(N)] = N3 [N (1 - I%) Ainsi, I'1(N) est
un sous-groupe normal de I'; et on a

Fl/l“l(N) ZSLQ(Z/NZ) (1.14)
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Tout groupe I' vérifiant I';(N) C IT" C I'; pour un certain N € N est dit un
sous-groupe de congruence modulo N. Ces groupes sont d’indice fini dans I'y. Soit

P, = {(Z Z) ca,b,c,d € Z, ad — bc = r, pged(a,b,c,d) = 1}

I’ensemble des matrices primitives de déterminant r € N. Ce n’est pas un groupe.
Proposition 1.3.8. Pour tout Ry € P, on a P, =T'1Rgl';.
Démonstration. Voir [75, Proposition 2.2.1]. O
Pour une matrice R € P,, on considére maintenant le sous-groupe de I’y :
Tp=T1NR'TiR.

(Pour étre plus cohérent, il faudrait noter ce groupe I'; g. Nous ne le ferons pas
dans un souci d’allégement des notations). Les cas qui nous intéressent le plus
sont lorsque 'on prend les matrices (59) et (3 2), ot 'on obtient les deux groupes

suivants
{(¢%) el :c=0modr},
{(2%) el :b=0mod r}.

o
—~
=
~—
Il

(
(

)
)

r
r (1.15)

3O ~O

—
[e=)
—~
=
S~—
I
o= O3

De maniere générale, on a

Théoréme 1.3.9. Soit R € P,.. Le sous-groupe I'r est un sous-groupe de congruence
modulo 7.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.2.2]. Soit R € P,. D’aprés la proposition
1.3.8, il existe deux matrices My et My dans I'y telles que 'on ait 1’égalité

R = M, (59) M. 11 en découle que I'p = FM1(6(1))M2' Or, FMl(S(lJ)Mz =T N
(My (59) M2) 7' Ti (M (59) Ma) = Tin ((59) M2) " 'Tu((59) Ma) = Loy,
Par le théoreme 1.3.10, on a que I'p = Mz_lf(r ?)MQ, et en utilisant, le fait
que T'i(r) est un sous-groupe normal de T'j, on en déduit 'inclusion T'y(r) =

My T (r)My C Mgll‘(r 0yMp = Tp. O
01
Théoréme 1.3.10. Pour R,R' € P, et M, M’ €'y, on a :

1. MR=T1R = Tr=TIpg;

2. MﬁerM =Trum;

3. TRM =TRM' <= T''RM =T1RM’.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.2.3]. O

En appliquant la troisiéme propriété de ce théoreme, on obtient une descrip-
tion des classes a droite de I'; /T'g, qui nous induit a définir sur P, la relation
d’équivalence

R~R «—T1R=TI1R.

Théoreme 1.3.11. Le nombre de classes d’équivalences modulo ~ est fini. Un
systeme de représentants est donné par les matrices triangulaires :

(8 Z) ;a>0, ad =7, pged(a,b,d) =1, b€ {0,....d—1}.
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Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.2.4]. O
Les résultats qui précedent permettent de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 1.3.12. Soient Ry, ..., Ry un systeme de représentants de P mo-
dulo ~ et R une matrice arbitraire dans P,. Alors il existe des matrices unimo-
dulaires v; avec I'1R; = T'1Ry; pouri=1,...,¢(r). On en déduit que

(r)
Iy = || Crw
i=1

et en particulier [I'y : Ir] = ¢(r) = r[I,,(1 + %)
Démonstration. On a d’une part que
F'ryi=T1NR T R)y; =T1NR'T1Ry; =T N R T R;.
Ceci nous permet d’écrire
LTry =T R (|11 R:) =1 N R7'B, =Ty,

car I'1 C R™'P,. En effet, pour vy € '/, on a v = R"'Ry et Ry € P, car
Ry = IbRy € ' R'y = P, par la proposition 1.3.8. L’indice provient du théoreme

1.3.11. Voir aussi [75, Théoreme 2.2.5]. O

Appliquons ce théoréeme sur la matrice R = ((1) 2) ou p est un nombre premier.
On peut prendre, d’apres le théoreme 1.3.11, R = (g ?), Ry = R, Ry = (6;),
Ry = ((1);2)), v Rpp1 = (épgl). On montre facilement que l'on a les relations

suivantes : Ry = ST'RS, Ry = R, R3 = RT, ..., Ry;1 = RTP~. Ainsi, on prend
v =S et = TF2 pour k allant de 2 & p + 1. Ces matrices ~; sont alors les
représentants des classes a droite du quotient 'y /T'g.

1.4 Formes et fonctions modulaires

Nous allons introduire dans cette partie les notions de formes et fonctions
modulaires et présenter des propriétés importantes de ces derniéres. L’idée sous-
jacente a ces notions est de considérer des fonctions sur la courbe modulaire
H1/T'1 : on veut en particulier des fonctions qui donnent la méme valeur pour des
points qui soient équivalents et ceci modulo I'1 ou modulo un de ses sous-groupes.
On veut aussi que ces fonctions aient un bon comportement “a I'infini”. Pour cela,
nous allons commencer par parler des formes modulaires, qui nous permettront
par la suite de définir les fonctions modulaires.

1.4.1 Formes modulaires

Définition 1.4.1. Soit I' un sous-groupe de I'y d’indice fini. On dit qu’une fonc-
tion f : H1 — C vérifie la condition de modularité sur I' et pour un certain poids
k € N si l’'on a pour tous (%) €T et 7 € Hy

fly-7)= (CT—l—d)kf(T). (1.16)
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On peut s’étonner de la présence de ce facteur (cr + d)¥ mais il s’explique tres
bien quand on revient a la description des courbes elliptiques complexes avec les
réseaux : on veut une fonction f qui vérifie pour a € C* : f(aA) = a ¥ f(A). On
a donc pour v €T,

ar +b

fy-1)=1f ({M’%) = f((er +d) tar + b,er + d]) =

(et +d)* f(JaT + byer +d]) = (et + A f([r,1]) = (er + d)* f(7).

Soit un sous-groupe I' de I'; d’indice fini. Remarquons que puisqu’il est d’indice
fini, il existe nécessairement un r € N* tel que 7" € ' (ou T est la matrice de
Iéquation 1.12). Soit alors une fonction f : H; — C holomorphe et vérifiant la
condition de modularité pour un poids k£ sur I'. Si on applique cette derniere
propriété sur 7", on obtient : f(7 +7) = f(T"7) = (0 + 1)*f(1) = f(7) et ainsi
la fonction f est périodique de période r. Elle admet donc un développement de
Fourier de la forme :

F(0) =3 fuexp(2urrn/r) =3 fagr, g = exp(2urr).

nez ne”L

La fonction f est dite holomorphe a linfini si f, = 0 pour n < 0. Pour un point
2 € Q, on sait qu’il existe v € I'y tel que ¢ =~y - oo. La fonction f, : 7 € Hy —
(et +d)"Ff(y-7) € C est holomorphe et vérifie la condition de modularité pour
le poids k et sur le groupe v~ 'I'y. On dit alors que f est holomorphe en 2 sila

fonction f est holomorphe a I'infini.

Définition 1.4.2 (Forme modulaire). Une forme modulaire de poids k pour un
sous-groupe I' d’indice fini de I'y est une fonction f: Hi — C qui :

1. Est holomorphe sur Hi ;
2. Est holomorphe aux pointes;
3. Vérifie la condition de modularité pour k et I

Si de plus on a que, pour tout v € I'1, le coefficient de degré O du développement
en série de Fourier de f. est nul, alors on dit que la forme est parabolique.

Remarquons tout de suite que si —Is € I'; alors il n’y a pas de formes mo-
dulaires de poids impair (hormis la fonction nulle). En effet, on remarque que
—v €T pour tout vy € I, que (=) -7 =~ -7 et qu'on a alors

foy-m)=f((=1) 1) = (mer = ) f(1) = —(em + ) f(r) = —f(7 - 7).

Par contre, pour les sous-groupes qui ne contiennent pas —Io, les formes modu-
laires de poids 1 prennent une place importante mais on ne sait pas grand chose
de la dimension de l'espace qu’elles constituent ([61, Remarque 7]). Notons par
ailleurs qui si on avait posé I'1 = SLo(Z)/(£1), alors les formes modulaires de
poids impairs seraient toutes nulles. Dans la suite, on considérera toujours des
sous-groupes qui contiennent —I5 car c’est le cas des sous-groupes qui nous inté-
ressent.

On note My, le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k sur tout
I'y et Sk le sous-espace vectoriel des formes paraboliques de poids k sur I'y. Les
espaces vectoriels des formes modulaires de méme niveau sont en somme directe
([61, Lemme 13]). Nous allons étudier la dimension de ces espaces.
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Pour cela, rappelons tout d’abord que 1’on a défini la série d’Eisenstein pour
k> 1 par : Eop(T) = 2 (m.n)£(0,0) m C’est une forme modulaire de poids
2k sur T';. Rappelons que la condition & > 1 est nécessaire pour garantir la
convergence absolue de la série. De plus, notons qu’on veut 2k car pour k impair,
la série Ej est nulle car les termes (m,n) et (—m, —n) s’annulent.

Théoréme 1.4.3. Pourk>1 ona :

k 0o
Eautr) = a2 (4 3 omcat (117

ot ¢ = exp(2urT), By, désigne le m-iéme nombre de Bernoulli et or(n) =
>_0<djn d* est la fonction somme des puissances k-iémes des diviseurs de l’en-
tier n.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 1.8.4]. O

Pour plus de commodité, on va considérer dans la suite les fonctions

G = 2’22;7})’,3 By, (1.18)

pour k pair supérieur ou égal & 4. Notons que le membre de droite de (1.17) a
un sens pour 2k = 2 ce qui nous permet de définir une fonction Go(7). Ce n’est
pas une forme modulaire. Par contre, on peut définir la fonction non holomorphe
G5(1) = Ga(T) + ﬁ(ﬂ qui vérifie la condition de modularité pour k = 2 sur I';.

Un simple calcul montre alors que l'on a pour (¢%) € Ty :

G2 (250 = (er + aPGatr) - 4520, (1.19)

Définissons aussi la fonction discriminant A qui va nous permettre de comprendre
I’espace des formes modulaires :

A(r) ]o'o[ 1—q") (1.20)

o g = exp (7). Clest une forme parabolique de poids 12 pour I';. C’est
d’ailleurs le plus petit poids pour lequel il existe une forme parabolique (voir
la proposition 1.4.6).

Soit f une fonction méromorphe sur H; et soit zp € H;. On note ord,,(f)
Pordre de f au point 2 : c’est le plus grand entier n tel que f(2)/(z — 2z9)" est
holomorphe. Remarquons que si f vérifie la condition de modularité pour le poids
k sur T'q, [75, Proposition 2.5.2] dit que cet ordre ne dépend que de la classe de
zo mod I';. Cette proposition dit aussi que pour les pointes, il suffit de regarder
ce qu'il se passe au point co. On note ords(f) l'indice du premier coefficient non
nul de la série de Fourier de f.

Théoréme 1.4.4. Soit k > 2 un entier et f une fonction méromorphe distincte
de la fonction nulle vérifiant la condition de modularité de poids k surT'1. On a :

k

1
70rd7»(f>+ E?

ordeo(f) + 9

Lody(f)+ Y orde(f) =

3 TGfl\{l,p,—ﬁ}

ot p = exp (2ur/3).
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Démonstration. Voir [75, Théoréme 2.5.3] ou [61, Lemme 22]. O

Exemple 1.4.5. La fonction G4 n’a qu’un seul zéro : il est au point p et est
simple. De méme, Gg n'a qu’un seul zéro qui est au point v et qui est simple.

Ce théoreme a de nombreuses conséquences importantes. Il permet de montrer
que la seule forme modulaire de poids négatif sur I'y est la fonction constante nulle.
Ensuite, la seule forme parabolique de poids 0 est 0 car une telle fonction vérifie
ords > 0. Enfin, si f est une forme modulaire de poids 0, on peut construire une
forme parabolique de poids 0 en retranchant a f sa limite & Uinfini : ainsi, il n’y
a pas de forme modulaire non constante de poids 0.

Proposition 1.4.6. 1. Si k=2, alors My = Sy = {0} ;

2. 81 k>4, alors My, = S + CGy, ;

3. Si ke {4,6,8,10,14}, alors Sy, = {0} et M = CGy ;

4. L’espace Sio est engendré par A ;

5. Si k> 16, alors S, = AMjy,_15.

Démonstration. Voir [61, Proposition 25]. O

Il s’ensuit que M}, est de dimension finie donnée par :

k <0 0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 ... k ... k+12
dimM,| 0 1 0 1 1 1

1 2 1 2 2 ...d ... d+1

Exemple 1.4.7. Les formes 120G% et Gg sont de poids 8. Or l’espace des formes
modulaires de poids 8 est de dimension 1. Etant donné que ces formes ont le méme
terme constant, elles sont égales. On peut en déduire ’égalité suivante :

n—1
o7(n) = o3(n) + 120 Z oz(m)os(n —m).
m=1
Exemple 1.4.8. Les espaces My et M1y sont de dimension 1, ce qui tmplique
que G4Gg et G1g sont proportionnels et que G4G1y, GgGs et Gig le sont aussi.
On peut en déduire des formules arithmétiques reliant les différentes fonctions o;.

Exemple 1.4.9. En utilisant le fait que dim(S12) = 1, on peut montrer ’égalité

A= (2%)12(2406;4);;2(8504%)2 (voir [61, Equation (18)]).

Ces exemples illustrent également le fait que 'anneau gradué des formes mo-
dulaires sur SLa(Z) est engendré par G4 et Gg (|61, Corollaire 28]).

D’autre part, on peut montrer que pour tout f € My, la fonction f'(7) +
drkGao(T) f(T) appartient a My 9. Ceci se montre facilement a partir de (1.19)
et de I'égalité :

at +b
ct+d

F( ) = (e + d)* 2 (1) + ke(er + ) f(7)
pour une forme modulaire de poids k sur I';. On trouve alors pour les formes G4
et Gg (voir [89, Page 15])
1, 7
Gi(r) = 7Go(r) — 8Ga()Ga(7)

2ur
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et 1, 10
ﬂGe’(T) = ﬁGS(T) - 12G2(7’)G6(7‘).

On peut également montrer que G%(7) + 41wrG2(7)? est dans My et déduire
I’égalité suivante, que nous réutiliserons pour montrer un résultat sur le degré de
certaines composantes de Humbert (corollaire 4.4.4) :

1 ! o 2
%GQ(T) = 6G4(T) —2Go(7)”°. (1.21)
Ces trois derniéres égalités impliquent que I'extension C[G3, G4, Gg] de 'anneau
gradué C[Gy, Gg| des formes modulaires est fermé par différentiation. Une consé-
quence est que si f appartient & cet anneau, alors c’est aussi le cas de f/, f” et f"”
et puisque cet anneau n’a que trois générateurs, ces quatres fonctions sont reliées
algébriquement. Par exemple, on a que G4 — 48G2GY + 72GF = 0 (voir [89]).

Des résultats plus généraux sur les dimensions des espaces de formes modu-
laires pour des sous-groupes du groupe modulaire existent. Nous ne les énoncerons
pas ici mais renvoyons le lecteur a [61]. Il existe également des généralisations de
la notion de forme modulaire pour inclure des poids rationnels, par exemple.

Citons tout de méme un exemple de forme modulaire de poids 1. La fonction
1 de Dedekind est la fonction :

= gt 10‘0[ 1—q") (1.22)

On a la relation A(7) = (2m)'2n(7)?* ([75, Théoréme 1.9.2]) et on dispose
d’une formule de transformation de la fonction 7 de Dedekind (voir [75, Théoréme
1.10.1] :

n(y - 7) = e(y)y/ (er + d)n(r)
ou R(Ver +d) > 0 et e(y) est une racine 24-ieme de 'unité. On peut étre plus

précis. Soit une matrice v = (¢ g) dans I'y avec ¢ > 0 et d > 0 si ¢ = 0. Une
telle matrice est dite normalisé. Soient aussi ¢; et A € Z vérifiant ¢ = ¢;2* avec
ci=1mod2sic#0etcg=A=1sic=0.0n a alors :

ab+c(d 1—a2)—a)+3(a—1)c1+ 2 A (a2 -1
e('y)<>24 (d( )—a)+3(a—1)c1+5A( )

ol () désigne le symbole de Legendre.

Alnsl7 on vérifie facilement que la forme ¥/A(7) := 27n(7)? est de poids 1
pour le groupe I';(12). Remarquons que si v € I'1(12) n’est pas normalisée, alors
v -1 = (—7) -7 et on regarde alors comment se transforme n((—~y) - 7). Il est
important de noter ici que si v € I'1(12), alors —y ¢ I'1(12) car —Iy ¢ I'1(12) ce
qui rend possible I’existence de formes modulaires de poids impair pour ce groupe.

1.4.2 Fonctions modulaires

On veut maintenant des fonctions (non constantes) qui soient en quelque sorte
des formes modulaires de poids 0. Pour cela, on considére des quotients de formes
modulaires de méme poids pour un méme groupe.

Définition 1.4.10 (Fonction modulaire). Une fonction modulaire pour un sous-
groupe I de I’y d’indice fini est une fonction f: Hi — C qui est :



42 CHAPITRE 1. COURBES ELLIPTIQUES

1. Méromorphe ;
2. Méromorphe aux pointes;
3. Invariante sous Uaction de ' : ¥y € T et V1 € Hy, f(v-7) = f(7).

La notion de méromorphie aux pointes et similaire a celle d’holomorphie aux
pointes. Soit f une fonction méromorphe et invariante par I' et soit r > 0 tel que
T" € T'. La fonction est périodique de période r et admet donc un développement
en série de Fourier de la forme :

f(r) = Z fnq%

neL

On dit que la fonction est méromorphe a l'infini s’il existe ng € Z tel que f, =0
pour tout n < ng. On définit pour v € I'y la fonction f, : 7€ Hy — f(y-7) € C.
Elle est méromorphe et invariante sous I'action du groupe v~ 'I'y. Si la fonction
[+ est méromorphe a I'infini, on dira que f est méromorphe en %.

La fonction modulaire la plus importante est le j-invariant

(60E4(7))?

j(r) = 1728 NG

qui est d’ailleurs appelé l'invariant modulaire. Cette fonction est holomorphe sur
H1, a un pdle au point oo et est invariante pour tout I';. A partir des équations
(1.17) et (1.20), on peut voir que j a un développement de Fourier a coefficients
entiers. Les premiers termes sont :

G(T) = g+ 744 + 196884 + 2149376042 + 86429997043 +

202458562564 + 3332026406007 + 4252023300006¢° + ... 1 23)

Appelons Cr, le corps des fonctions modulaires pour I';. C’est une extension
de C. Le résultat principal est le suivant.

Théoréme 1.4.11. Une fonction modulaire sur I'y peut s’exprimer comme une
fraction rationnelle sur C de la fonction j : Cr, = C(j).

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.5.1]. O]

Corollaire 1.4.12. L’anneau des fonctions modulaires sur 'y qui sont holo-
morphes sur Hy est donné par C[j].

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.5.8]. O

Théoréme 1.4.13. On a j(H1) = C et j(r) = j(7') & 7 ~ 7/ mod 'y pour tout
7,7 € Hi. En particulier, pour tout z € C il existe un T € Fq tel que j(1) = z.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.5.5]. O

Regardons maintenant ce qu’il se passe pour des sous-groupes de I';. On note
par Cr le corps des fonctions modulaires sur I' pour un sous-groupe I' de I';. C’est
une extension du corps Cr,.

Théoréme 1.4.14. Soit I' un sous-groupe d’indice fini de I'y avec —Iy € T.
Alors :
— L’extension Cr/Cr, est algébrique et de degré [Cr : Cp,] = [y : T];
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— Tout v € I'y définit un isomorphisme A, : f € Cp — M) = f(y-1) €
C,-1py avec \,|Cr, = id@Fl qui ne dépend que des classes I'y ;

— Pour une décomposition I'y = | [i_; I'vk en classes da droite de I'y modulo T,
on obtient par Ay, , k =1,...,n, tous les différents plongements de Cr/Cr,
vers la cloture algébrique de Cr, ;

— Soit f € Cr, le polynome

(X, g) = TL(X - )
k=1

a ses coefficients dans Cr,. Si, de plus, f est holomorphe sur Hi, alors
Py(X, j) € CIX, jl.

Démonstration. Voir [75, Théoréme 2.6.1]. La plus grosse difficulté dans la dé-
monstration est de montrer que les A,, sont tous différents, c’est-a-dire démontrer
I’existence d’une fonction dans Cr telle que tous les conjugués f 7« sont différents.
Pour un sous-groupe donné, on peut essayer de construire une telle fonction expli-
citement. En général, on peut utiliser le théoreme de Riemann-Roch sur la surface
de Riemann compacte associée a Hj /T

Nous donnons ici une autre preuve du dernier point qui nous semble instruc-
tive. Soient n = [I'y : I'], {V&}ref1,n) un ensemble de représentants des classes de
I'1/T et f une fonction modulaire sur I'. On peut écrire :

n n—1
Pr(X,5) = [I(X = %) = X"+ > en(r) X"
k=1 k=0

ou les ¢ sont des fonctions de H; vers C symétriques en les 7 — f(7; - 7). Comme
f est modulaire pour I' et que les ~; forment un ensemble de représentants des
classes de I'1 /T, les ¢ sont invariantes sous l’action de I'y, sont méromorphes sur
H1 et au point oo, donc ce sont des fonctions modulaires sur I';. Ainsi, par le
théoreme 1.4.11, ce sont des fractions rationnelles en j, ou, en d’autres termes, les
¢ sont dans Cp,. Si de plus f est holomorphe sur #;, alors le corollaire 1.4.12
nous dit que Pr(X, j) € C[X, j]. O

Une conséquence du dernier point est que pour tout sous-groupe d’indice fini
I' contenant —Is de I'y et pour toute fonction modulaire f de I', il existe un
polynome ®¢(X,Y) € C[X,Y] de degré [I'; : I'| en X tel que pour tout 7 € H; on
ait ®¢(f(7),j(7)) = 0. Précisons que ce polynome n’est pas forcément le polynome
P du théoréme car on le veut dans C[X, Y] et non pas dans C(Y)[X]. Pour passer
de Py a @y, il suffit de multiplier le premier par le ppcm de tous les dénominateurs
de ses coefficients en X. Ainsi, on ne demande pas au polynome @ d’étre unitaire.

Définition 1.4.15 (Polyndéme modulaire). Soient IV et T deuz sous-groupes
d’indices finis de I'y contenant —Is et soient fi et fo deux fonctions modulaires
pour respectivement I et I". Alors il existe un polynome non nul ¢, 4, (X,Y) €
C[X,Y] appelé polyndéme modulaire tel que pour tout T € Hy on ait

Dy 1, (f1(7), f2(T)) = 0.

L’existence de ce polynéme est claire d’apres ce qui précede car il suffit de
considérer le résultant des deux polynomes @, et @z, pour éliminer j.
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On peut construire des fonctions modulaires pour le groupe I'g, ou R est une
matrice primitive de déterminant r > 0, en prenant

n(r) = iR ) on ()= ST

ot on a bien que R-7 est dans H; par ’équation (1.11). Pour une matrice v € I'y,
on a jr(y-7) = jry(T) et ¢r(7-T) = dry(7) et, évidemment, ces deux fonctions
ne dépendent que de la classe a droite ' R de R, donc d’apres le Théoreme 1.3.11,
onajp= j(8 Z) et op = qb(g S) pour une certaine matrice (8 g) équivalente a R.

Théoréme 1.4.16. Soit gr une des fonctions jr et ¢pr. Alors :
1. (CFR = (C(jng) 5

2. Pour un systéeme complet de matrices non équivalentes R; de déterminant
r, les fonctions ggr,, i = 1,...,9(r) sont toutes différentes et constituent
un systeme complet de conjugués de gr sur Cr.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.7.1]. O]

Considérons les corps Qr, = Q(j) et Qr, = Q(4, jr). Le polynéme minimal
de jgr sur Cr, a ses coeflicients dans Qr,.

Théoréme 1.4.17. On a [Qr, : Qr,] = ¢(r) et les différents isomorphismes de
Qr,/Qr, sont donnés par les Ay, 1 =1,...,9(r) st Ry, vi € I'1, est un systéme
de représentants des matrices primitives de déterminant r.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.7.2]. O

On appelle polynéme modulaire d’ordre r le polynéme :

W(r)
®,.(X,j) = [[(X - jr.)- (1.24)
=1

C’est aussi le polynéme minimal de jr sur Qr,. Ici, R; est un ensemble de repré-
sentants des classes des matrices primitives de déterminant r.
Théoréeme 1.4.18. On a :

1. (X, j) € Z[X, j] ;

2 @, (X,X)#0;

3. Le coefficient dominant de ®,(X,X) est £1 pour r € N\N2,

Démonstration. Voir [75, Théoréeme 2.7.4]. Le fait que ces polynémes soient dans
Z[X, j] provient d’'une part du corollaire 1.4.12 et d’autre part du fait que le
développement de Fourier de j (voir équation (1.23)) est a coefficients entiers. [

Un des cas qui nous intéresse le plus est lorsque ’on prend R = (62), pour p
premier. Dans ce cas la, on parle de polynéme modulaire classique. Nous définirons
plus tard d’autres polynémes modulaires.
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1.5 Fonction théta

1.5.1 Fonction théta et groupe de Heisenberg

On s’intéresse aux fonctions entieres (définies et holomorphes sur tout C) qui
ont un comportement le plus périodique possible par rapport & un réseau A =
[1,7]. Le théoréme de Liouville dit qu’une fonction entiére et bornée est constante
et ainsi, une fonction entiere ne peut étre périodique de période 1 et 7 & moins
d’étre constante.

Définition 1.5.1. La fonction théta est la fonction analytique bivariée suivante :

Wz, 1) = Z exp (1?1 + 21mnz),
neZ

ouzeCetreH,.

Cette série converge absolument et uniformément sur un compact (voir [68]).
Cette fonction vérifie 9(z+1,7) = 9(z,7) et ¥(z+7,7) = exp (—wnT — 2uwz)¥(z, T)
et c’est la fonction la plus générale parmi celles qui ont deux “quasi-périodes”.
Nous allons introduire le groupe de Heisenberg pour rendre rigoureux ce que nous
entendons par la.

Soit f une fonction holomorphe et soient a,b € R. On considére les transfor-
mations suivantes :

(So(fN)(z)=f(z+b) et (Ta(f))(z) =exp (maQT + 2quiraz) f(z + at).

Un simple calcul permet de vérifier les égalités :

Sby (S5 () = Spi46o(f), Tay (Taz () = Tayas(f)
et SpoT, =exp(2uwab)Ty, o Sy.
Le groupe de Heisenberg & est le groupe engendré par ces transformations :
G=CIxRxR, ou Ci={z€C:|z|=1}.
Le triplet (X, a,b) € ¢ représente alors la transformation :
(N, a,b)(f)(2) = MTy 0 Sp)(f)(2) = Aexp (1ma®T + 2umaz) f(z + at + b)
et la loi de groupe de ¢ est donnée par
(A a,b)(N,a' b)) = (AN exp (2umba’), a + a’, b+ V).

Le sous-ensemble G = {(1,a,b) € 4 : a,b € Z} est un sous-groupe de ¢. On vérifie
aisément que 'on a :

Iz +ar + b,7) = exp (—wwa’T — 2waz)d(z, T) (1.25)

et donc la fonction théta est invariante par G. En fait, on peut méme montrer que
c’est I'unique fonction, a un scalaire pres, invariante par G.

Soit ¢ un entier positif. On pose /G = {(1,%a,¢b)} C G et V; = {fonctions
entiéres invariantes sous ¢G}. C’est un espace vectoriel sur C de dimension 2
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([68, Lemme 3.1]). La base standard de V; est donnée par les fonctions théta de
caractéristiques a,b € %Z :

Dap(2,7) = SpTu(9) = exp (1ra®1 + 2uma(z + b))9(z + at + b, 7). (1.26)

Considérons maintenant ¢ > 2, E. = C/(Z + 7Z) et (a;,b;) un ensemble de
représentants des classes de ((3Z)/Z)?. On note ¥; = 4,5, pour 0 < i < (% —1.
L’application suivante est bien définie et est holomorphe :

¢ E. — PCLQ)

z o (o(lz,7), ..., 002_1(lz,T)). (1.27)

C’est aussi un plongement et donc ¢y(F;) est une sous-variété algébrique.

Lemme 1.5.2. Tout f € V,, f # 0, a exactement (* zéros comptés avec multi-
plicité dans un domaine fondamental de C/(¢(Z + TZ)). Les zéros de ¥,y sont les
points (a + p + %)T +b+qg+ %), p,q € Z. En particulier, ¥; et ¥; n'ont pas de
2€ros em commun St i £ j.

Démonstration. Voir [68, Lemme 4.1]. O

Notons I'1(1,2) le sous-groupe de I'y contenant les matrices (¢ %) avec ab et

cd pairs.

Théoréme 1.5.3 (Equation fonctionnelle). Soit v = (¢Y) € T'y(1,2). Alors il
existe (g une racine 8-iéme de 'unité telle que l’on ait I’équation fonctionnelle
suivante :

19< z ar +b
cr+d er+d

) = (gVer 4+ dexp (1mez?/(er + d)I(z, 7). (1.28)

Quitte a multiplier v par —Ia, on peut supposer ¢ > 0 ou alors ¢ = 0 et d > 0.
Ainsi, S(et +d) > 0 et on choisit /et +d dans le premier quadrant (R(...) > 0
et 3(...) > 0). De plus, on peut expliciter (g :

— Si ¢ est pair alors d est impair et (g = z%(d_l)(ﬁ) R

— Si ¢ est impair alors d est pair et (3 = exp (—imc/4)(2).
Ici, (3) désigne le symbole de Jacobi avec pour convention <((i1)) =1.

Démonstration. Voir [68, Théoreme 7.1]. O

1.5.2 Théta constantes en caractéristique %

Nous nous plagons désormais en caractéristique % parce que c’est le cas qui
nous intéresse le plus pour le calcul des polynémes modulaires. C’est aussi et
naturellement la caractéristique la plus simple a étudier et nous allons voir qu’elle
est riche en propriétés.

D’apres 1’équation (1.26), nous avons les quatre fonctions suivantes a considé-
rer :

’190,0(2,7') = ﬁ(z,’i'),
1

P4 (2:7) = 0+ 5,7),

91 (2, 7) = exp (1m7 /4 + 1m2)i(z + g ),
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1 T 1

N z+ =+ =,7).

D+ 2+ 2.7)

Plus précisément, nous allons étudier ces fonctions par rapport a 7 en z = 0. C’est
ce qu’on appelle les théta constantes. Pour plus de simplicité, on notera dans la
suite :

V1 1(2,7) =exp (en7/4 +m(z +

11
2°2

Yo(1) =0,0(0,7), h(r)= 1907%(0,7'), et Vo(1) = 19%70(0,7').

11 est inutile de considérer ¥3(7) = ¢ 11 (0, 7) car cette fonction est identiquement
nulle, d’aprés le lemme 1.5.2. Ce méme lemme montre d’ailleurs que les trois
autres théta constantes (en caractéristique %) ne sont jamais nulles. La prochaine
propriété confirme également ce fait.

el

Proposition 1.5.4. Notons q = exp (vnw7). Pour tout T € Hy tel que (1) >
(et donc en particulier pour T € Fi), on a pour j € {0,1} :

Ja(7)
qu

|9;(T) — 1| <0,141 et ‘ — 1| <0,005.

Démonstration. Nous reproduisons la preuve de [19, Proposition 2.6]. Soit 7 € H;
tel que §(7) > @ et soit 7 € {0,1}. Alors,

2
0:r) 1] = 2 (1| <2 Y g <23 gl < ‘q|',

n>1 n>1 n>1

V3

et comme |¢| < exp (—7%5°), un calcul numérique montre la propriété souhaitée.
Par ailleurs, on a

(=2 Y - i(1+zqn2+n>,

n>0 n>1
donc
0 ql?
o Ep ol
2q1 n>1 n>2 q
et un calcul numérique montre notre proposition. O

Nous disposons d’'une équation fonctionnelle qui ne découle pas directement
du théoréme 1.5.3 car elle ne se limite pas aux matrices de I';(1,2).

Proposition 1.5.5. Pour tous vy = (‘CL Z) ey et j €{0,1,2}, il existe une racine
quatrieme de l'unité (4 telle que pour tout T € Hi,

93y - 7) = Caler + A2, (1),

ot on consideére f la fonction qui a 0 associe (0,0), a1 le couple (0,1), a2 le couple
(1,0) et ot on pose o(v,5) = f~((x + cd,y + ab)y mod 2) avec (z,y) = f(4).

Démonstration. Voir [19, Proposition 2.5]. O



48 CHAPITRE 1. COURBES ELLIPTIQUES

Proposition 1.5.6. Pour tout 7 € Hi, on a

B(Tr) = 9i(r), Wp(ST) = —urdg(7),
R (Tr) = 93(7), R(ST) = —erd3(7),
93(TT) = w3(7), V3(ST) = —rdi (7).

Démonstration. Voir [19, Proposition 2.4]. La partie de cette proposition avec S
est un corollaire du théoreme 1.5.3 et de la proposition précédente car S € I'1(1, 2),
contrairement a 7. ]

Corollaire 1.5.7. Les trois fonctions 93(7), 92(7) et ¥3(1) sont des formes mo-
dulaires de poids 1 pour le groupe I'1(4).

Démonstration. Voir [68, Proposition 9.2]. O
Signalons également cette propriété qui nous sera utile dans la suite.
Proposition 1.5.8. Pour tout 7 € H1,

d 9o (7) Jo(T

~—

Va(T)

4510g 5 (7) = g (1), 4%log 5 () = 5 (7), 4(% log Jol7) = (7).
Démonstration. Voir [88, Page 82]. O
Il s’ensuit du corollaire 1.5.7 que ’application
Yr: Hi/Ti(d) — P2(C) (1.29)

T — (95(7), 93(7), 93(7))

est holomorphe. On peut alors montrer que l'image est dans la conique 23 = 23 +23
et qu’il manque les six points (1,0,+1), (1,41,0), et (0,1, £2) di au fait que les
théta constantes ne s’annulent pas.

Proposition 1.5.9. Pour tout 7 € Hi, lim, 00 9(2"7) = limy, 00 ¥1(2"7) = 1
et lim,, o0 ¥2(2"7) = 0.

Démonstration. Voir [19, Lemme 2.2]. Soit 7 € H;. On a vu dans la preuve de la

proposition 1.5.4 que pour i = 0,1, |6;(2"7) — 1| < 127"{;[‘ pour ¢, = exp (2™rT).
Or, lim,, 4o |gn] = 0, ce qui montre les deux premieres limites. La troisiéme se
déduit de I’égalité de Jacobi (proposition 1.5.10). O

Ainsi, on peut atteindre le point (1,1,0) en prenant en compte la pointe a
I'infini. On obtient les autres points manquants en considérant ensuite ’action de
I'; sur cette pointe (autrement dit, en considérant les autres pointes). Au final,
en étendant Papplication 9 sur un compactifié de H1/T'1(4), cette application
devient un isomorphisme ([68, Théoreme 10.1]). La conique nous fournit 1’égalité
dite de Jacobi.

Proposition 1.5.10 (Egalité de Jacobi). Pour tout T € H;,
Io(7) = 01(7) + V5(7).

Cette égalité peut étre déduite des formules de duplication.
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Proposition 1.5.11 (Formules de duplication). Pour tout 7 € Hy, on a :

92 () 492 (1 r
L RE = o)+ 0B
R0r) = o, vRG) = wEE) i),
(er) = nZAE, 9B(3) = 200(r)da(7).
Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition 2.6.12. O

Revenons a I'isomorphisme précédent. Une conséquence est :

Corollaire 1.5.12. L’anneau des formes modulaires pour le groupe T'1(4) est
isomorphe a C[93,92,93)/(9§ — 91 — 93).

Démonstration. Voir [68, Corollaire 10.2]. O

Revenons a la fonction ¢y définie dans I’équation (1.27). Pour tout 7 € Hj,
$2(E;) est une courbe C, de P3(C) définie par les équations (voir [68, Pages 23
et 57]) :

90(0,7)%a = 91(0,7)%x% 4+ ¥(0, 7)230%,

J0(0, 7') :E3 = 15(0, 7') $1 91(0, T)

On a d’ailleurs que, pour tous 7, 7" € H1, les courbes C et C/ sont soit égales, soit
disjointes. En particulier, C; NCy # () < ho(7) = tho(7') dans P?(C) & 7/ = -7
pour v € I'1(4) ([68, Lemme 11.3]).

Proposition 1.5.13. Soient 7,7 € Hy. Alors 7 = -7’ pour un certain v € T'y si
et seulement s’il existe une application biholomorphe f : E; — E.. D’autre part,
pour n € N, H1/I'1(n) est équivalent d l’ensemble des tores complexes E;, modulo
isomorphismes, qui préservent les automorphismes z — z + % et 2 z+ T.

Démonstration. Voir [68, Propositions 12.1 et 12.2]. O

Concluons cette partie avec quelques résultats dont nous n’aurons pas besoin
dans la suite. On peut retrouver la fonction p de Weierstrass a partir d’une fonc-

tion théta : )

op,7(2) = 12 log (V3(z, 7)) + (constante)

ou la constante est de telle sorte que la série de Laurent de gy ,)(2) au point
z = 0 n’a pas de terme constant ([68, Page 25]). De plus, les théta constantes
s’expriment en fonction de la fonction 7 de Dedekind. En effet, pour tout 7 € Hi,
on a

o (TP (T4 1)/2) L _n(T/2) oM (27)
() = exp (=) T (o) = oalr) =222

Vo (7)1 (7)02(7)

9 )
d’apres [88, Pages 112-116]. D’autre part, les fonctions théta ont de nombreuses
applications. Celle qui est slirement la plus connue est la suivante ([68, Page
74] et [89 Chapitre 0]). On appelle fonction théta de Jacobi la fonction 0(7) =
ez @™ = 1+42q+2¢* +2¢° + ... pour ¢ = exp (2ur7). Cest en fait Jo(27).

et n(r) =
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Les puissances de cette fonction théta nous informent sur le nombre de fagons de
représenter un entier comme somme d’un nombre donné de carrés. Par exemple :

)
6(7’)4 — Z qm%+m%+m§+mi =14 Z r4(n)qn

mi,ma,ms3,m4EZ n=1

ours(l) =8,7r4(2) = 24,7r4(3) = 24, ... désigne le nombre de facons de représenter
1,2, 3, ...comme une somme de la forme m? +m3-+m3+m? avec m; € Z. On peut
montrer que §(7)* est une forme modulaire sur T'o(4) de poids 2 et que l'espace
vectoriel My(T'g(4)) des formes modulaires de poids 2 pour le groupe I'g(4) est de
dimension deux, engendré par Go(7) —2G2(27) et Go(7) —4G2(47). Donc §(7)* est
une combinaison linéaire de ces deux vecteurs. En comparant les deux premiers
coefficients, on trouve 0(7)* = 8(Ga(7) — 4G2(47)) et par suite on en déduit que
r4(n) =8> g4n d (pour n > 0). En particulier, r4(n) > 8 pour tout n, donc

d#0 mod 4
chaque entier positif peut étre écrit comme somme de quatre carrés.

1.6 Calcul des polynémes modulaires

1.6.1 Evaluation rapide des théta constantes

Nous reprenons le contenu de [19, Chapitres 3 et 4] et y renvoyons le lecteur
intéressé a avoir plus de détails. Soient les fonctions de H; dans C suivantes :

k(T) = et K(1) =

(1.30)

Elles sont bien définies sur H; car les trois premieres théta constantes ne s’annulent
pas sur Hi. L’égalité de Jacobi (proposition 1.5.10) nous dit que k% + k"2 = 1.
On en déduit aussi que ces deux fonctions %k et &’ ne s’annulent pas sur H; et ne
prennent pas les valeurs —1 et 1. La fonction k&’ est modulaire pour le groupe

Fyz{(i Z) €F12b50m0d26t650m0d4}

qui est engendré par les matrices T2, ST*S et T'ST*ST. On connait explicitement
un ensemble de représentants des classes de I'1 /Ty (voir [19, Lemme 2.4]) et un
domaine fondamental

Fir = {TEH1: —

pour l'action de I'y//(£I5) sur H;. Remarquons que F; C Fj. Pour tout x €
C\{-1,0,1}, il existe un unique 7 € Fjs tel que k(1) = x.
11 existe une équation définissant le j-invariant en fonction de &’ :

(1= k2(r) + K" (7))°

I = B~

(1.31)

On pourrait réécrire cette égalité pour exprimer j en fonction de k seulement, en
utilisant 1’égalité de Jacobi.
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Soient a et b deux nombres réels positifs. On considere la suite (an, by )nen
définie par ag = a, by = b et pour tout n > 0 :

an + by,
2

ap41 = et bn+1 = Vapby.

L’élément a,41 est la moyenne arithmétique de a,, et b, tandis que b, est leur
moyenne géométrique, c’est pourquoi cette suite est appelée moyenne arithmético-
géométrique (AGM).

Supposons que ag > bg. On montre facilement que a,, > b, pour tout n et
qu’alors d’une part an41 — an = IWT% < 0, ce qui signifie que la suite (a,) est
décroissante, et d’autre part que by41/b, = \/% > 1 et donc que la suite (by)
est croissante. On a alors pour tout n que by < b, < a, < ag, ce qui implique
que les deux suites sont bornées et monotones, donc convergent. En considérant
la suite ¢, = ay, — by, on peut montrer que les suites (a,) et (b,) sont en réalité
adjacentes. En effet,

W VB _ i
2(Um - bn) 2(\/@4‘ \/E)

1
27

Cn+1/cn = <

d’ou 0 < cpy1 < %cn < 2n%co et la suite ¢, tend vers 0.
Notons AGM(a, b) la limite commune des deux suites (a,) et (b, ). Remarquons
que AGM(a,b) = AGM(b, a) ce qui fait qu’on n’a rien perdu a supposer ag > by.
Une autre propriété basique est que AGM(a,b) = aAGM(l,g) si a # 0.
On peut donc se restreindre a I’étude de la fonction M : RT — RT, M(z) =
AGM(1, z). Cette fonction est croissante et pour tout z € R, M(x) € [1,z]. Les
suites a,, et b, convergent quadratiquement si la limite est non nulle.
Généralisons la suite AGM a des nombres complexes.

Définition 1.6.1. Soient a,b € C. On dit que (a’,V') est un itéré AGM de (a,b)

st : ;
a = a;_ et v? = ab.

Notons que tout couple a deux itérés et que les itérés de (a,b) sont les mémes
que ceux de (b, a).

Définition 1.6.2. Soient a,b € C. On dit que (an,by)nen est une suite AGM
associée d (a,b) si ag = a, bg = b et si pour tout n € N, le couple (an41,bn4+1) est
un itéré AGM du couple (an,by).

Contrairement au cadre réel, les suites AGM complexes ne sont pas déter-
minées uniquement par les valeurs de départ mais aussi par le choix des racines
carrés tout le long des itérations.

Définition 1.6.3. Si (an,bp)nen est une suite AGM et si m > 1, on dit que by,
est le bon choix de racine parmi b, et —b,, si

’am - bm| < ‘am + bm’

avec de plus %(b—m) > 0 lorsque l'inégalité ci-dessus est une égalité. Dans le cas

am

contraire, on parle de mauvaix choix de racine.
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On remarque qu’une suite associée a deux réels strictement positifs ne contient
que des bons choix de racines.

Si (@p, by )nen est une suite AGM, alors il existe A € C tel que lim,, o a,, =
limy, oo by = A et tel que A # 0 si et seulement si le nombre de mauvais choix de
la suite AGM est fini. Soit A € C*, alors (Aay, A\by,) est aussi une suite AGM et a
chaque rang n, (Aan, Ab,) est un bon choix si et seulement si (ay,b,) en est un.
S’il existe un rang n tel que a,, = 0 ou b, = 0, alors ¥m > n, b,, = 0.

Définition 1.6.4. On définit une fonction M : C — C comme suit. Pour tout
z € C\{—1,0}, on prend M(z) comme étant la limite de la suite AGM associée d
(1,2) ne comportant que des bons choix de racine, et avec M(0) = M(—1) = 0.
Pour tous a,b € C, on définit I’ensemble By(a,b) comme étant l’ensemble de toutes
les limites des suites AGM associées @ (a,b).

Notons que Va,b € C,\A € C*, Bi(Aa,\b) = {Az,z € Bi(a,b)}. Les deux
propositions qui suivent sont des résultats fondamentaux qui vont nous permettre
d’évaluer rapidement les théta constantes.

Proposition 1.6.5. Pour tout T € Hi, on a

2 T
Bi(93(r), 03(7)) = {9;&()7) v rk/} U {o}.

Démonstration. Voir [19, Théoréme 3.1]. O

Proposition 1.6.6. Pour tout 7 € Fpr, M(K' (1)) = 19%(7')‘
0

Démonstration. Voir [19, Proposition 3.2]. O

Ces deux derniers résultats ont été généralisés en dimension 2 (voir [19, Théo-
réeme 8.1] et la proposition 3.6.1). Le résultat qui suit permet de déduire un algo-
rithme pour évaluer la fonction M a une précision donnée.

Proposition 1.6.7. Pour tout z € C\{0,1} ayant une partie réelle positive ou
nulle, si l’on note (ap, by)nen la suite AGM associée au calcul de M(z) et que l’on
pose

B(N, z) = max ([logy [logy [2[], 1) + [logy (N +2)] + 2,

alors ap(n ) est une approzimation de M(z) avec une précision relative de N bits.

Démonstration. Voir [19, Proposition 3.3]. O

On cherche un algorithme efficace qui permet d’évaluer les théta constantes.
L’algorithme naif, qui consiste a utiliser les définitions de ces fonctions comme
séries de Fourier est de complexité en O(M’'(N) %), d’apres [19, Pages 97-
100}, ot M’(N) est la complexité de la multiplication de deux entiers de N bits.

Une autre méthode consiste a utiliser ’AGM. Nous décrivons I'idée générale
de l'algorithme. Une description détaillée se trouve dans [19, Section 4.2]. L’idée

est la suivante. Supposons que 'on connaisse la valeur k(1) pour 7 € F;. On a

vu que M (K' (1)) = 19%(7') pour 7 € Fp. Mais comme S - 7 est aussi dans Fy/, on
0
en déduit que M (K'(S - 7)) = wz~—, ce qui se réécrit M (k(7)) = —&~. Dot :
9E(S-T) T95(T)
M (K' (7))
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sachant que la valeur de k(7) peut se déduire de celle de k(1) en utilisant 1’égalité
de Jacobi avec le fait que R(k(7)) > 0 (d’apres [20, Proposition 7]).
Soit maintenant 7 € F; et soit la fonction

fri2€C™ —M(z) —TM(V1-22) €C.

D’aprés ce qui précede, on a f-(k'(7)) = 0. On peut donc penser que des itéra-
tions de Newton sur la fonction f, vont nous permettre d’évaluer £'(7). C’est une
fonction analytique car M lest.

Proposition 1.6.8. Pour tout 7 € Fir, on a

an (r) a 2

— = t A S —

dz (ki 1o ()93 (7)95(7) ¢ dz (k) 792 (7)9%(7)
Démonstration. Voir [19, Propositions 4.2 et 4.3]. O

On peut alors montrer que 'on a :

Théoréeme 1.6.9. [l existe un algorithme permettant pour tous T € F1 et N > 0
d’évaluer k' (1) avec une précision relative de N bits en temps O(M'(N)log N).

Démonstration. Voir [19, Théoreme 4.3]. O

Par ce qui préceéde, on en déduit qu’'on peut également évaluer k(7) avec la
méme complexité.

Nous avons vu avec 1’équation (1.31) comment on peut exprimer le j-invariant
en fonction de k’. Ainsi, la complexité d’évaluation de cet invariant est également
en O(M’'(N)log N), pour tout 7 € Hy (c’est bien sur H; car tout 7 donné est
équivalent & un 7" dans le domaine fondamental Fi, et les j-invariants de 7 et 7/
sont les mémes).

La fonction 1 de Dedekind est souvent utilisée pour construire des fonctions
modulaires. On a ) . )
y(oyi2 — ORI

16
et le développement en ¢ de n peut étre utilisé pour déterminer quelle est la
bonne racine douziéme. On peut donc évaluer 1(7) en temps O(M'(N)log N),
indépendamment de la valeur de 7.

1.6.2 Algorithme de calcul et complexité

Soit f une fonction modulaire pour un sous-groupe I' de I'y. Nous cherchons a
calculer le polynéme modulaire @ ; défini dans le théoreme 1.4.14 ou la définition
1.4.15. 1l existe plusieurs algorithmes pour cela ([25, 10, 11]). Mais nous allons nous
concentrer sur une seule méthode : celle de I’évaluation/interpolation (voir [25]),
car c’est celle que nous généraliserons pour calculer les polynémes modulaires dans
le cadre de la dimension 2. Pour pouvoir utiliser cette méthode, nous supposerons
que Py ; est a coeflicients entiers (d’apres le théoreme 1.4.18, c’est le cas pour les
fonctions jr, invariantes par le sous-groupe I'g) et que f est holomorphe sur H;.

Avec les notations du théoréme 1.4.14, on a

[[1:T7] [[1:T]-1

pi(X,5) = J] (X — ) =xT 4 N g Xk,
k=1 k=0
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ou ¢y, est une fonction de H; vers C qui est une expression symétrique en les conju-
gués fMr de f et qui est aussi, d’aprés ce théoréme 1.4.14 et notre supposition de
départ, un polynéme en j (corollaire 1.4.12).

Si on se donne une valeur 7 € H1, que l'on évalue les f (1), que 'on fait le
produit des X — f (1) et que l'on sépare les coefficients en fonction des puis-
sances de X, alors on obtient les valeurs ¢ (7). Ainsi, un dispose d’un algorithme
permettant d’évaluer les fonctions ¢, en un point donné et donc si on les évalue en
un nombre suffisant de valeurs, on peut procéder a une phase d’interpolation pour
trouver les c;. Rappelons qu’il faut au moins degj(q) #4) + 1 valeurs pour pouvoir
appliquer 'interpolation de Lagrange. Les calculs sont fait en approximation flot-
tante et on obtient donc une approximation des ¢, mais puisque 'on sait qu’ils
sont & coefficients entiers, il nous suffit d’arrondir a I’entier le plus proche. Remar-
quons que l'on peut appliquer la méme méthode si f n’est pas holomorphe sur
‘H;1 : dans ce cas, il faut interpoler pour avoir une fraction rationnelle et identifier
les coefficients a des nombres rationnels.

Etudions la complexité de cet algorithme. Notons E(N) la complexité pour
évaluer la fonction f avec une précision de N bits et posons ¢ = [I'y : I']. Rappelons
que la fonction j peut s’évaluer en temps O(M'(N)log N). La phase d’évaluation
comporte d'une part £(deg;(®y ;)+1) évaluations de f et deg;(®y ;)+1 évaluations
de la fonction j a un colit qui est donc en

0)4 deg;(®y;)E(N) + degj(q)fJ)./\/l'(N) log N)

et d’autre part la reconstruction de deg;(®y ;) + 1 polynomes de degré £ a partir
de leurs racines, ce qui peut se faire, en multipliant des polynémes complexes avec
la FFT, en temps

O(deg;(®y,;) Llog> ¢ M'(N) + M'(N)log N).

Ici, le terme M’(N)log N représente le temps qu’il faut pour calculer une racine
primitive de 'unité d’un ordre assez grand.

La phase d’interpolation consiste en ¢ interpolations de polyndémes de degré
deg;(®y ;). En utilisant des algorithmes rapides ([85, algorithme 10.11]), ceci prend

O(€ deg;(®y,;) log®(deg;(®y,;)) M (N)),

une fois que les racines de 1'unité sont disponibles.

Dans le cas ou f est une fonction qui s’exprime en fonction des théta constantes,
comme le j-invariant ou la fonction 1 de Dedekind, nous avons vu que E(N) C
O(M'(N)log N) de telle sorte que la complexité totale est

O((¢deg;(®y,7) log® (max(¢, deg;(®y.;))) +log N)M'(N)).

On peut enfin se demander a quelle précision il faut travailler. La hauteur logarith-
mique d’un polyndéme a coefficients dans Z est définie comme étant le logarithme
de la valeur absolue du plus grand coefficient de ce polynéme. Cette hauteur
nous fournit une borne inférieure pour la précision dans laquelle nous devons faire

nos calculs. Si on prend pour un nombre premier p : R = (é 2), I =T1%p) et
f(r) =jr(7) = j(7/p), cette hauteur est connue (voir [12]) : c’est

6(p +1)(logp + O(1)) € O(plogp),
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ce qui fait que le polynéme modulaire entre j(7) et j(7/p), qui est appelé polynéme
modulaire classique, peut étre calculé en temps

O(p®log® pM’(plogp)),

en supposant pas trop de perte de précision. Cette complexité est quasi-linéaire
en la taille de la sortie.

1.6.3 Exemples de polynédmes modulaires

Polynémes modulaires classiques. Nous venons de voir que le polynéme

0
p

classique de degré p. L’interprétation modulaire qu’ont ces polynoémes est qu’ils
paramétrisent les classes d’isomorphismes des courbes elliptiques munies d’une
isogénie de degré p lorsque p est premier.

En effet, d’apres le théoréme 1.3.12, les matrices S et 7%, pour i de 0 a p — 1
sont des représentants des classes a droite du quotient I'; /T?(p). Donc pour un
T € Hy donné, on s’intéresse aux points TTH et =L. En faisant agir par S, on

modulaire reliant j et j, := jg avec R = ((1) ) s’appelle le polynéme modulaire

-
remarque que le dernier point est équivalent & pr modulo I';. Or, nous avons vu

dans le théoreme 1.2.13 que les applications holomorphes suivantes qui envoient
Osur O, pouride0ap—1,

C/(Z+r2) — C/(z+THz) C/(Z+7Z) —s C/(Z+prZ)
z — z et z — pz
pz < z z YA 2

correspondent aux isogénies de degré p. Ces isogénies sont bien de degré p d’apres
ce que nous avons dit sur les isogénies duales a la section 1.1.3.

Les points A’% pour v € {T", S} sont donc des représentants des classes d’iso-
morphismes des courbes p-isogénes a une courbe 7 donnée.

N . . ) . _ (10

Le polynéme modulaire classique d’ordre m entier pour R = (. ) est le

polynoéme
p+1

1=1

pour ; dans {T%, S}.
Proposition 1.6.10. Soit m € N.

1. &p(X,Y) € ZIX,Y];

2. ©,,(X,Y) est irréductible comme polynome en X ;
3. Sim > 1, alors (X, Y) = &, (Y, X) ;
4

. Sim n’est pas un carré, alors ®,,(X,Y) est un polynéme de degré > 1 dont
le coefficient dominant est +1 ;

5. Sim est premier, alors ®,(X,Y) = (X" —-Y)(X —Y™) mod mZ[X,Y].
Démonstration. Voir [16, Théoreme 11.18]. O

A titre d’exemple, on a

D5, (X,Y) = X3 — X?Y? 4 1488X2Y — 162000X % + 1488XY? + 40773375XY +
8748000000X + Y — 162000Y % + 8748000000Y — 157464000000000;
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P, (X,Y) = X*—X3Y3+2232X3Y 21069956 X 3Y +36864000X > +2232X Y3+
2587918086X %Y 2 + 8900222976000X Y + 452984832000000X % — 1069956 X Y3 +
8900222976000X Y% — 770845966336000000X Y + 1855425871872000000000.X +
Y4 + 3686400072 + 452984832000000Y 2 + 1855425871872000000000Y ;

®; . (X,Y) = X6 — X5Y® + 3720X5Y* — 4550940 X°Y3 + 2028551200 X°Y 2 —
246683410950X°Y + 1963211489280.X° + 3720X 1Y + 1665999364600X Y4 +
107878928185336800.X4Y 3 + 383083609779811215375X4Y 2 +
128541798906828816384000X 1Y + 1284733132841424456253440X* —
4550940X3Y® 4 107878928185336800X3Y 4 —

441206965512914835246100X3Y? + 26898488858380731577417728000X3Y 2 —
192457934618928299655108231168000.X3Y +
280244777828439527804321565297868800.X 2 + 2028551200X2Y > +
383083609779811215375X2Y 4 + 26898488858380731577417728000X2Y 3 +
5110941777552418083110765199360000X %Y 2 +
36554736583949629295706472332656640000X %Y +
6692500042627997708487149415015068467200X 2 — 246683410950 X Y> +
128541798906828816384000X Y4 — 192457934618928299655108231168000X Y3 +
36554736583949629295706472332656640000.X Y2 —
264073457076620596259715790247978782949376 XY +
53274330803424425450420160273356509151232000X + Y6 + 1963211489280Y° +
1284733132841424456253440Y 4 + 280244777828439527804321565297868800Y 3 +
6692500042627997708487149415015068467200Y 2 +
53274330803424425450420160273356509151232000Y +
141359947154721358697753474691071362751004672000.

Polynémes modulaires canoniques. Les exemples qui précedent montrent
que les coefficients des polyndémes croissent trés rapidement. Ceci justifie qu’il est
important de chercher d’autres invariants pour le groupe I'(p). Lorsque ’on prend

3 n(t/p) 2s 3 « 3
la fonction fp(7) = (TT)) pour s = 12/ pged (12, p—1), qui est une “fonction de
Weber généralisé”, on obtient ce que ’on appelle le polynéme modulaire canonique

de degré p. On trouve alors
@, (X,Y) = X3448X2%— XY + 768X + 4096;

D 1, (X,Y) X4 4 36X3 4 270X2 — XY + 756X + 729;

P (X,Y) = X°®+430X5+315X* 4+ 1300X3 + 1575X2 — XY + 750X + 125.

Polynémes modulaires avec les fonctions de Schldfli. On peut également
s’'intéresser & des polynémes modulaires pour d’autres groupes que I'’(p). Consi-
dérons par exemple la fonction f = 4%1% = 4’81m2(z +1) qui est modulaire
pour un sous-groupe de I'1(48). Soit p un premier qui ne divise pas 48, c’est-a-dire
différent de 2 et 3. On pose f,(2) = f(z/p). C’est une fonction modulaire pour le
groupe I'; (48) N TY(p). On peut montrer que le polynéme

p+1

1, (X, (7)) = [T (X = fp(vir))

i=1
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ot les y; sont des représentants des classes de I'1(48)/(I'1(48) N T?(p)), est dans
Z[f] et est unitaire. I1 y a bien p+ 1 représentants car c’est le cas de I'; /T?(p) et on
peut faire correspondre les classes de ces deux quotients d’apres le théoréme des
restes Chinois (d’ou 'importance de prendre p différent de 2 et 3). Un ensemble

de représentants est constitué des matrices (§ 4%?), pour i de 0 & p — 1, et de la

matrice (1__588; 1i§1’§k) avec k = 487! mod p (qui correspond & S). Pour calculer

ce polynéme, on peut donc utiliser 'algorithme d’évaluation/interpolation, en
remplagant j par f. On trouve :

D5 (X,Y) = X0 X°YV5 44XY +YS,
(pf:h(XuY) = X8—X7Y7—|—7X4Y4_8XY+Y8’

O, (X,Y) = X2 - XUy 411X — 44X7Y7 4+ 88XV — 88X3Y 3+
32XY + Y12

Weber montre dans [87, Page 266] que le fait que le monéme cfif’; soit non nul
implique que pi + k = p + 1 mod 24, ce qui permet de diviser par 24 le nombre
d’évaluations. De plus, ®5; est symétrique. Nous avons obtenu des résultats si-
milaires en dimension 2 pour certains polynémes modulaires.

Polynémes modulaires avec les théta constantes. Suivant [57], nous avons

également calculé des polynémes modulaires en prenant b(7) = (1) o by(1) =

— Yo(T
91(v/p) : o
To(r/p) POUr p premier.

La fonction b est modulaire pour le groupe I'{(8) tandis que b, I’est pour
['1(8) NTYp), si p # 2. On se retrouve donc exactement dans le méme cas que

précédemment. Un ensemble de représentants est alors (§ §'), pour i de 0 a p—1,

plus la matrice (1:88kk 1<8£k) avec k = 8! mod p.

Dpp(X,Y) = X1 —-4X3Y3 +6X2Y2 —4XY + Y

Ppp (X,Y) = X0 -16X°Y° +10X°Y + 15XY?2 — 20X3Y3 + 15X2Y 4+
10XY? —16XY + Y6;

Dy, (X,Y) = XB®—64XTYT4+56X7Y3 — 112X6Y6 + 140X°Y? — 112X°Y°+
56 X°Y + 7T0X4Y4 +56X3Y7 — 112X3Y3 + 140X2Y 6 —
112X2Y2 4+ 56XY° —64XY + Y8,
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Chapitre 2

Variétés abéliennes complexes

Le but de ce chapitre est d’étudier d’un point de vue théorique les variétés
abéliennes complexes. Commengons par une définition.

Définition 2.0.11. Une variété abélienne A sur un corps K parfait est un groupe
algébrique, sur K, complet et géométriquement connezxe.

Sur un corps algébriquement clos, A, en tant que groupe, est commutatif ([67,
Page 41]), d’ott le nom d’abélien.

Lorsque l'on se place sur K = C, l'espace complexe analytique sous-jacent
d’une variété abélienne A est un groupe analytique complexe et compact. D’apres
[4, Lemme 1.1.1] ou [67, Chapitre I], c’est également un tore complexe, ol par
tore complexe nous entendons :

Définition 2.0.12. Un tore complexe de dimension g est le quotient d’un espace
vectoriel complexe V' de dimension g par un réseau A, c’est-a-dire par un Z-module
discret et libre, de rang 2g.

Ainsi, nous allons étudier les tores complexes et nous allons voir qu'un tel
tore est une variété abélienne s’il peut étre muni d’une forme de Riemann définie
positive, ce qui est équivalent a dire que la variété peut étre plongée dans un
espace projectif. Ceci conduira a la notion de polarisation d’une part et a 1’étude
des fonctions théta d’autre part.

Nous verrons qu’on peut représenter une variété abélienne polarisée par une
matrice dans I'espace de Siegel, et que ce dernier est un espace de modules pour les
variétés abéliennes avec une polarisation fixée, ce qui constitue une généralisation
de ce qui se passe en dimension 1 avec le demi-plan de Poincaré. Enfin, nous
verrons le lien que ces variétés ont avec les courbes.

Nous nous sommes basé principalement sur [4, 39, 68] pour écrire ce chapitre.

2.1 Homomorphismes

Il n’existe que deux types d’applications holomorphes entre les tores com-
plexes : les homomorphismes et les translations. Soient X1 = Vi /A1 et Xo = Vi /Ao
deux tores complexes de dimensions g; et go. Par homomorphisme, nous entendons
une application holomorphe f : X7 — X9 qui est compatible avec la structure de
groupe, tandis qu’une translation par un élement xg € X; est 'application holo-
morphe t;, : X; — X qui a = associe x + z¢. Le fait qu’il n’y ait pas d’autres
applications est justifié par la proposition qui suit.

99



60 CHAPITRE 2. VARIETES ABELIENNES COMPLEXES

Proposition 2.1.1. Soit h : X1 — Xo une application holomorphe. Il existe
un unique homomorphisme f : X1 — Xy tel que h = ty) o f et donc tel que
h(z) = f(z) + h(0) pour tout x € X;.

Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.1.a]. O

L’ensemble des homomorphismes de X7 vers Xo forme un groupe abélien pour
I’'addition des applications, que 'on note Hom(X1, X2). Soit f : X; — X3 un
homomorphisme. On peut montrer ([4, Proposition 1.2.1.b]) qu’il existe alors une
unique application C-linéaire F : V; — V5 telle que F(A1) C Ag induisant f. On
obtient un homomorphisme injectif de groupes abéliens :

pa . Hom(X;,X2) <—— Homc(Vh,Vs)
f — F

que l'on appelle représentation analytique de Hom(X;, X3) (d’ou le a en indice).
De plus, la restriction Fj, de F' au réseau A; est Z-linéaire et cette restriction
détermine F' et f. On obtient alors un autre homomorphisme injectif

Pr - HOHI(XI,XQ) — Homz<A1,A2)
f — FA1

qui est appelé représentation rationnelle de Hom (X7, X3) (et, également, d’ou le
r en indice).

Proposition 2.1.2. Hom(X;, X3) ~ Z™ pour un certain m < 4g1g2.

Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.2]. On a que Homgz (A1, Ag) ~ Z*9192 donc
ses sous-groupes sont de la forme Z™. On conclut avec I'injectivité de p,. O

Soient X = V/A un tore de dimension g, e1, ..., e4 une base de Vet Ai,..., Ay
une base de A. On peut écrire les \; en termes des e : \; = Z§:1 Aji€ej. La matrice

)\1,1 )\1729
=1 : © | € M(gx2g,C)

/\g71 )\g,Qg

est appelée une matrice des périodes de X. C’est une notion qui nous apparait
fondamentale dans la mesure ou, par la suite, nous manipulerons les variétés
abéliennes grace a leur représentation en matrice des périodes. Cette matrice des
périodes dépend des bases choisies bien qu’elle représente entierement le tore. Nous
verrons dans la section 2.5.1 sur les espaces de modules comment sont reliées deux
matrices des périodes associées a une méme variété abélienne.

Inversement, on peut se demander quelles matrices de M (g x 2¢g,C) sont des
matrices des périodes d’un tore complexe. La proposition suivante nous fournit la
réponse a cette question.

Proposition 2.1.3. Une matrice Il € M (g x 2g,C) est une matrice des périodes
d’un tore complexe si et seulement si la matrice P = (%) € Myy(C) est inversible.

Démonstration. Voir |4, Proposition 1.1.2]. La matrice Il est une matrice des
) p

périodes si et seulement si ses colonnes sont R-linéairement indépendantes et en-

gendrent donc une réseau de CY. Si ce n’est pas le cas, alors il existe = € R? non
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nul avec Ilx = 0 et donc Pz = 0, ce qui implique que det P = 0. Réciproquement,
si P n’est pas inversible, alors il existe deux vecteurs z et y de R?9, non nuls en
méme temps, tels que P(x +1y) = 0 et donc II(z +1y) = 0 et II(z +1y) = 0. Mais
H(z —wy) = II(x +1y) = 0 ce qui implique que Iz = Iy = 0 et que les colonnes
de IT sont R-linéairement dépendantes. O

Considérons respectivement deux matrices des périodes II; et Il pour les
tores complexes X7 = Vi /A; et Xo = Va/A9 de dimensions g; et go. Soit f :
X1 — X5 un homomorphisme. Par rapport aux bases choisies pour les matrices
des périodes, la représentation analytique (resp. rationnelle) p,(f) (resp. p.(f))
est donnée par une matrice A € M(gy X g1,C) (resp. R € M(2g2 X 2¢1,7Z)). La
condition p,(f)(A1) C Ag se traduit matriciellement par

ATl = I, R. (2.1)

En outre, deux matrices satisfaisant cette relation définissent un homomorphisme
X7 — Xs. Lorsque f € End(X), on a la relation

Ao\ (o) _ (1
(55) (1) = (%) &
et en utilisant la proposition 2.1.3, on peut obtenir la matrice A a partir de R et
vice-versa.

Proposition 2.1.4. Soit f : X1 — Xo un homomorphisme. Alors
— im (f) est un sous-tore de Xs ;
— ker (f) est un sous-groupe fermé de X;y. La composante connexe (ker (f))o
de ker (f) qui contient O est un sous-tore de X1 d’indice fini dans ker (f).

Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.4]. O
Nous pouvons enfin définir la notion d’isogénie.

Définition 2.1.5. Une isogénie entre X1 et Xo est un homomorphisme surjectif
et de noyau fini. Le degré de l’isogénie est le cardinal du noyau.

Si les dimensions des deux tores complexes X7 et Xo sont identiques, il suffit
alors que f soit surjective ou de noyau fini pour étre une isogénie. On peut en
déduire que l'application analytique F' = p,(f) est un isomorphisme si et seule-
ment si f est une isogénie. Ainsi, & isomorphisme preés, on peut supposer que
F =1d, Ay € Ay et que f est 'application canonique Vi/A; — Vi/As. Il y a
alors une bijection entre isogénies de domaine X; et sous-groupes finis de Xj.
Le degré de isogénie est également l'indice [Ag : p.(f)(A1)]. Si de plus f est un
endomorphisme, alors A; = Ay et deg f = det p,(f) (voir [4, Section 1.2]).

L’exemple le plus fondamental d’isogénie est la multiplication par m. Soit
[m] : X — X l'application qui & x associe mz. Le noyau X [m] de cette application
est appelé le groupe des points de m-torsion de X. On a

ker [m] = %A/A ~ A/mA ~ (Z/mZ)* (2.2)

et ainsi, la multiplication par m est une isogénie de degré m?9.

Proposition 2.1.6. Soit f : X1 — X2 une isogénie de degré d. Il existe une
unique isogénie g : Xo — X1 telle que fog = [d]x, et go f = [d]x,. Cette isogénie
est appelé 'isogénie contragrédiente de f et est de méme degré.
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Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.6]. dJ

Notons que par cette proposition, une isogénie a une isogénie inverse dans
Homg (X2, X1) := Hom(X2, X1) ® Q qui est (deg f) g, olt g est I'isogénie contra-
grédiente de f. Le corollaire 1.2.7 de [4] nous affirme qu’en fait un homomorphisme
de End(X) est une isogénie si et seulement s'il est inversible dans Endg(X1). En-
fin, par cette méme proposition, les isogénies définissent une relation d’équivalence
dans ’ensemble des tores complexes. On dira que deux tores complexes sont iso-
genes s'il existe une isogénie entre eux.

2.2 Tores et variétés abéliennes complexes

Nous avons dit que toute variété abélienne est un tore complexe. La réciproque
est fausse. Nous allons voir qu’un tore complexe est une variété abélienne si ce tore
est muni d’une forme Hermitienne définie positive et voir que c’est équivalent &
I’existence d’un diviseur ample, et donc d’un plongement dans un espace projectif.

2.2.1 Forme de Riemann

Définition 2.2.1. Une forme de Riemann sur un tore complexe V/A est une
forme hermitienne H : V x V. — C telle que S(H(A,A)) C Z. Nous considérons
ict une forme hermitienne H sur V. comme étant une application V xV — C qui
est C-linéaire en la premiére variable et qui vérifie H(xz,y) = H(y,x) pour tous
z,y€eV.

Exemple 2.2.2. Soit le réseau A = 7 Z + 17 pour 11,75 € C avec, quitte d les
renommer, (71/7m2) > 0. Alors la forme (z,y) — ma@ est une forme de
Riemann par rapport a A définie positive. Ainsi, tout tore complexe de dimension
1 est une variété abélienne de dimension 1. Les résultats du premier chapitre nous
disent que c’est aussi une courbe elliptique complexe.

Exemple 2.2.3. Soit ) une matrice de taille g X g qui est symétrique et dont la
partie imaginaire est définie positive. Alors H(x,y) = tx%(ﬂ)_lg est une forme de
Riemann définie positive par rapport au réseau 7.9 + Q79 . Ainsi, le tore C9/(Z9 +

QZ9) est une variété abélienne.

Il existe une autre maniere d’introduire les formes de Riemann : & travers des
formes alternées.

Proposition 2.2.4. Il y a une bijection entre ’ensemble des formes hermitiennes
H de V et l’ensemble des formes alternées E : V x V. — R vérifiant E(i1x,1y) =
E(z,y). Cette bijection est donnée pour tous x,y € V par :

E(r,y) =S(H(z,y)) et H(z,y) = EQ,y) +1E(z,y).
Si, de plus, E est non dégénérée, on dit que c’est une forme symplectique.

Démonstration. Voir [4, Lemme 2.1.7]. Soit E une forme alternée vérifiant E(uz,1y)
= F(z,y). La forme H est hermitienne car

H(:an) = E(Z$ay) + ZE(may) = _E(Zya —I‘) - ZE(y7x) = H(y,:ﬂ)

Réciproquement, soit H une forme hermitienne. La forme E = S(H) est alternée
et E(w,wy) = S(H (w,w)) = S(H(z,y)) = E(z,y). O
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Exemple 2.2.5. Soit le tore C/(Z +1Z). Alors E(x +1’,y + /) = 2’y — xy et
H(z,7') = 27z’ sont une paire comme dans la proposition précédente.

Rappelons que le symbole de Kronecker 0;; vaut 1 lorsque i = j et 0 sinon.

Lemme 2.2.6 (Frobenius). Soit H une forme de Riemann et E = S(H). Alors
il existe des entiers di,...,dg > 0 avec d;|diy1 et une base e1,...,eq, fi,..., fq
de A tels que

E(ei,ej) = E(fl, f]) = 0 et E(ei,f]’) = 5i,jdi-

Une base qui vérifie cette propriété est dite symplectique. Le produit P{(E) :=
dy---dg, appelé le Pfaffien de F, est la racine carrée du déterminant. Si on pose

M = diag(di,...,dy), alors la matrice E par rapport a cette base est (79\/[ ]\6[)
Démonstration. Voir [39, Lemme A.5.3.1]. O

Il est clair que la forme H, et donc F, est non dégénérée si et seulement si
d; > 0 pour tout ¢ de 1 a g.

2.2.2 Diviseurs et fonctions théta

Changeons maintenant de point de vue et intéressons nous aux diviseurs sur
une variété X.

Définition 2.2.7. Un diviseur de Cartier sur une variété X est une classe d’équi-
valence de collections de paires {(U;, fi) }ier qui satisfont les conditions suivantes :

— Les U; sont des ouverts qui forment un recouvrement de X ;

— Les f; sont des fonctions méromorphes non nulles sur U; ;

— Un quotient f;/f; est une fonction sans pole et sans zéro sur UyNU; # 0 ;
et ot deuz collections {(U, fi) }ier et {(Vj, gj)}jcs sont équivalentes lorsque, pour
tousi € I et j € J, la fonction f;/g; est sans pole et sans zéro sur Uy N'Vj. Deux
collections équivalentes définissent alors le méme diviseur.

La somme de deux diviseurs de Cartier est

{Us, fi) Yier +{(Vj, 95) Yier == {(UiNV}, £i95) Y j)erx-

Muni de cette somme, I'’ensemble des diviseurs de Cartier forme un groupe abé-
lien que l'on note par Div(X) : I’élément neutre, appelé aussi le diviseur zéro,
étant {(X,1x)} et linverse d’'un diviseur {(U;, f;)}ier étant {(U;, f;i ') }Yier. Un
diviseur D est dit positif ou effectif lorsqu’il peut étre défini par une collection
{(Ui, fi) }ier avec des fonctions f; qui sont holomorphes, pour tout ¢ € I. On no-
tera ceci par D > 0. A une fonction f # 0 méromorphe sur X, on lui associe
le diviseur div(f) := {(X, f)}. Un tel diviseur est dit principal et on note par
Prin(X) Pensemble des diviseurs principaux. Deux diviseurs sont dit linéairement
équivalents lorsque leur différence est un diviseur principal. Le groupe de Picard de
X est Pic(X) := Div(X)/Prin(X), ot on quotiente par la relation d’équivalence
linéaire.

Définition 2.2.8. Soit h : X1 — Xo une application analytique compleze. Alors
Uapplication

h*:  Div(Xy) — Div(X7)
{Ui, fi)Yyier — {(h~Y(Us), fioh)}ier

est appelée le tiré en arriere de h.
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Soit X = V/A un tore complexe avec V. = C9, w : V — X la projection
naturelle et t, : ¢ € V +— a+x € V la translation par a € V. Soit D = {(U;, fi) }ier
un diviseur de X. Alors D' = 7*D = {(7=1(U;), fi o 7) }icr est un diviseur de V.
Or, pour toute fonction méromorphe f : X — C, le tiré en arriere n*f : V — C
vérifie 7* f(v + A) = 7* f(v), pour tous A € A et v € V. C’est donc une fonction
A-périodique et on a alors que t3D" = D’ pour tout A € A. Le théoréme de
Cousin ([4, Lemme 2.1.1]) nous dit que D’ est principal : il existe donc f € C(V),
I’ensemble des fonctions méromorphes sur V', tel que D' = div(f). L’invariance de
D' par t} se traduit alors par f(v+ ) = Ux(v) f(v), pour tout A € A et ot Uy est
une fonction sans zéro ni pole (d’apres la notion d’équivalence des diviseurs). On
appelle Uy un facteur d’automorphie et on peut écrire Uy(v) = exp (hx(v)) pour
une certaine fonction h). Inversement, une fonction qui vérifie une telle équation
définit un diviseur de X. Le théoréme de Liouville implique que les fonctions
entieres périodiques pour A € A sont constantes. Ceci conduit & la définition
suivante qui nous permet d’étudier des fonctions assez “simples” et non constantes.

Définition 2.2.9. Une fonction enticre f sur C9 est une fonction théta relative-
ment au réseau A si elle satisfait une équation fonctionnelle du type

f(z4+X) = exp (91(2)) f(2),

pour tout X € A, ot gy : C9 — C vérifie gr(z + 2') + gx(0) = ga(2) + gr(2'), pour
tous z,z" € CY. La fonction exp (gr(z)) est appelée facteur d’automorphie de la
fonction théta.

Exemple 2.2.10. Il n’est pas difficile de voir que la fonction op de Weierstrass
définie dans l'équation (1.6) est une fonction théta. En effet, on a vu que la fonc-
tion py est elliptique (c’est-a-dire A-périodique) et en intégrant deux fois puis en
passant a exponentielle, on trouve que l'on a op(z+X) = exp (N(A) + a(N))oa(2),
ot n(A) et a(\) sont des constantes indépendantes de z (voir [75, Théoréme
1.2.8]). Nous construirons plus tard des fonctions théta en toute dimension.

Théoréme 2.2.11 (Poincaré). Soit D un diviseur effectif sur un tore compleze
X = V/A. Alors il existe une fonction théta entiére par rapport a A qui représente
ce diviseur.

Démonstration. Voir [39, Théoreme A.5.2.2]. O

Si on prend deux fonctions théta qui représentent le méme diviseur, alors
il existe d’apres [39, Lemme A.5.2.3] une forme quadratique @, une forme li-
néaire R et une constante S telles que le quotient des deux fonctions théta vaut
exp (Q + R+ S). Une fonction théta de cette forme exp (Q + R + S) est dite une
fontion théta triviale.

Nous cherchons maintenant a associer & une fonction théta une forme de Rie-
mann. Notons pour simplifier e(z) := exp (2¢7rz). L’équation fonctionnelle d’une
fonction théta 6 par rapport au réseau A peut étre écrite comme

0(z+ X)) =e(L(z,\) + J(N)0(=),

ol L(z,\) est une fonction linéaire en z. A partir de cette équation et de la
définition des fonctions théta, on peut montrer que L(z, \) est Z-linéaire en A,
et puisque V = A ® R, on peut étendre R-linéairement L en sa seconde variable
pour obtenir une fonction L : V x V — C, qui est donc C-linéaire en sa premiere
variable et R-linéaire en la seconde.
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Proposition 2.2.12. Soit 8 une fonction théta par rapport a un réseau A, d’équa-
tion 0(z + X) = e(L(z,\) + J(N\)0(z). Alors en posant

E(z,y) = L(z,y) — L(y,x) et  H(z,y):=EQx,y)+1E(z,y),

on obtient une forme de Riemann par rapport au réseau A. De plus, H ne dépend
que du diviseur de 0, et si on note Hp la forme de Riemann associée au diviseur
D, alors on a une loi d’addition Hp,pr = Hp + Hpr.

Démonstration. Voir [39, Proposition A.5.2.4]. O

Lemme 2.2.13. Soit 0y une fonction théta par rapport au réseau A et H sa forme
de Riemann associée. Alors il existe une fonction théta 0 ayant les mémes diviseur
et forme de Riemann telle que

B(z+ \) = exp (WH(Z, N+ SHON) + 2z7rK()\)>9(z),

ot K : A — R est une fonction qui vérifie

(KA + X)) = e(K(A))e(K(X))e(%E(/\ X))

Démonstration. Voir [39, Proposition A.5.2.6]. O

Proposition 2.2.14. La forme de Riemann associée & une fonction théta est
positive.

Démonstration. Voir [39, Proposition A.5.2.5]. O

Soit # une fonction théta ayant pour diviseur D pour un réseau A dans V = C9.
Notons L(#) 'espace vectoriel de toutes les fonctions théta ayant la méme équation
fonctionnelle. Le lemme suivant nous dit que cet espace vectoriel est de dimension
finie. Notons /() cette dimension.

Lemme 2.2.15. Soit 6 une fonction théta et H sa forme de Riemann, que l'on
suppose définie positive, par rapport au réseau A C V = CY9. Soit {eq,...,eq,
fi..., fq} une base symplectique de E = (H) sur A et dy,...,dy les entiers
associés (comme dans le lemme 2.2.6).
— Les ensembles {e1,...,eq} et {f1,..., fg} forment des C-bases de V ;
— Aprés multiplication par une certaine fonction théta triviale, [’équation
fonctionnelle de 0 avec z = z;e; est de la forme

0(z+e;) =6(2) et 0(z+ fi) = e(diz; + ¢;)0(z),

ot ¢; € C;
— {(0) = Pf(E).

Démonstration. Voir [39, Lemme A.5.3.2 et Théoréeme A.5.3.3]. O

Soit 61, ..., 0y une base de L(#). On a I'application holomorphe :

¢op: V/IA — P™(C)
z — (01(2),,94(9)(2))
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Définition 2.2.16. Un diviseur D d’un tore V/A est dit trés ample si l'appli-
cation ¢p ci-dessus est un plongement. Le diviseur D est dit ample lorsqu’un
multiple positif de D est tres ample.

Théoreme 2.2.17. Soit D un diviseur effectif d’un tore. La forme de Riemann
associée a D est définie positive si et seulement si D est ample.

Démonstration. Voir [39, Théoreme A.5.2.7]. O

Le théoréeme de Chow nous dit que toute variété analytique complexe dans
un espace projectif est algébrique. Ainsi, un tore est une variété abélienne si et
seulement s’il peut étre plongé dans un espace projectif, si et seulement s’il admet
une forme de Riemann définie positive et si et seulement s’il contient un diviseur
ample.

2.3 Diviseurs du groupe de Picard

2.3.1 Théoréme d’Appell-Humbert

Soit X = V/A un tore. Le groupe de Néron-Severi NS(X) est le groupe des
formes de Riemann sur X. On pose Cy := {z € C : |z| = 1}. Un semi-caractére
pour une forme de Riemann H est une application y : A — C; telle que, pour
tous A\, \ € A,

XA+ X) = x(\)x(N) exp (mS(H(A, X))

Un caractére étant un morphisme multiplicatif, la définition de semi-caractere
nous dit que les caracteres sur A a valeur dans C; sont exactement les semi-
caracteres pour 0 € NS(X). Notons maintenant P(A) I'ensemble des paires (H, x)
pour H € NS(X) et x un semi-caracteére pour H. C’est un groupe pour l'opération

(Hi, x1) ® (Ha, x2) = (H1 + Ha, x1X2) (2.3)

et la suite suivante est exacte

1—— Hom(A,Cy) —> P(A) —2> NS(X) —=0

ou on a posé t(x) = (0,x) et p(H,x) = H. Il n’y a que la surjectivité de p qui
n’est pas évidente. Pour la montrer, il faut tout d’abord considérer I'application
qui a un couple (H, x) de P(A) associe la fonction a(g ) : A x V' — C* définie par

a1\ v) = X(V) exp (TH (v, \) + gH(A, ).

On peut rapprocher une telle fonction de la fonction # du lemme 2.2.13, ou la
fonction e(K) est un semi-caractére. On peut montrer (voir [4, Page 30]) que la
fonction a(g ) détermine uniquement un diviseur D du groupe de Picard Pic(.X).
On écrira dans la suite D = L(H,x) et pour un tel D, on dit de ap = a(H,y)
que c’est un facteur d’automorphie canonique pour D. L’application ¢ qui & tout
(H,x) associe L(H,x) est un morphisme de groupe. Considérons 'application
1 @ Pic(X) — NS(X) qui & tout diviseur D associe H tel que D = L(H, x). On a
alorsp=rc oc.

Posons Pic’(X) le noyau de ¢;. A tout semi-caractére x € Hom(A, Cy), on peut
associer le diviseur L(0,x) € PicO(X ). Cette application est un isomorphisme de
groupes. Tout ces résultats se résument dans le théoreme fondamental suivant :
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Théoréme 2.3.1 (Appell-Humbert). Soit X = V/A un tore compleze. Il y a un
isomorphisme canonique de suites exactes :

1——Hom(A,Cj) ——P(A) ——= NS(X) —=0
ST

1 Pic’(X) — Pic(X) —= NS(X) —=0

Démonstration. Voir [4, Théoréme 2.2.3]. O

Soit V = Homg(V, C) I'ensemble des formes antilinéaires de V' vers C. L’en-
semble R
A ={f € Homg(V,C) : I(f(A)) € Z}

est un réseau dans V et le quotient V/JA\ est un tore complexe de dimension g,
appelé tore complexe dual de X. Rappelons que nous notons e(z) := exp (2i7z).
L’homomorphisme V — Hom(A, C;) qui & f associe e(3(f(.))) induit un isomor-
phisme entre V /A et Pic?(X) ([4, Proposition 2.4.1]).
Soient X; = V;/A;, pour i = 1,2,3, trois tores complexes et f : X; — Xo
un homomorphlsme avec representatlon analytique F' : V) — Va. L’ apphcatlon
.G €Vy = GoF €V induit un homomorphisme f X, — Xl, puisque
F *Ag C A1. On a certaines propriétés évidentes comme idy x = idg, f = f. Si

h : X9 — X3 est un autre homomorphisme, alors l?f = fiAL et si deAplus la suite
0 — X7 = X9 — X3 — 0 est exacte, alors 0 = X3 — X9 — X7 — 0 Dest
également ([4, Proposition 2.4.2]).

Proposition 2.3.2. Sz [+ X1 — Xo est une isogénie de tores complezes, alors
Uapplication duale f X2 — X1 est aussi une isogénie et son noyau est isomorphe
a Hom(ker (f),Cy). En particulier, degf =deg f. On appelle cette isogénie 1'iso-
génie duale de f.

Démonstration. Voir [4, Proposition 2.4.3]. Supposons X; = V/A; et que la re-
présentation analytique de f est Idy. Par définition, Idj; est la représentation

analytique de ]? et donc f est une isogénie. Par I'isomorphisme X ~ Pic?(X), le
diagramme suivant commute

Xy —> Pic(X>)
fl J/f*
X, —=Pic’(X))
et si on ajoute a ceci le théoréme d’Appell-Humbert, on a que
ker f ~ ker (Hom(Ay, C;) — Hom(Ay,Cy)) ~ Hom(Ay /Ay, Cy).
On déduit la proposition du fait que ker f ~ Ag/A;. O

Lemme 2.3.3. Pour chaque D = L(H,x) € Pic(X) et v € X avec v € V pour
représentant, on a, en notant E = $(H),

t5L(H,x) = L(H, xe(E(v,.)))-
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Démonstration. Voir [4, Lemme 2.3.2]. O

Lemme 2.3.4. Soit f : X1 — Xy un homomorphisme. Pour tout L(H,x) €
PiC(Xg),
JTL(H, x) = L(pa(f)"H, pr(f)"X);

ot pa(f)*H désigne H(pa(f), pa(f))-
Démonstration. Voir [4, Lemme 2.3.4]. O

Soient D = L(H, x) € Pic(X) et x € X. Alors par le lemme 2.3.3 et I’équation
(2.3), le diviseur

£D@ D' = L(H, xe(E(,.))) & L(—H,x ") = L(0,e(E(z,.))
est dans Pic(X). L’application

¢p: X — X ~Pic%(X)
r — t:DeD!

est un homomorphisme d’apres [4, Théoreme 2.3.3].

Lemme 2.3.5. Soit D = L(H, x) € Pic(X). L’application

og: V. — ‘7
v — H(v,.)
est la représentation analytique de ¢p.
Démonstration. Voir [4, Lemme 2.4.5]. O

Corollaire 2.3.6. Soit f : X7 — X une isogénie de tores complexes ayant
représentation analytique F. Pour un diviseur D = L(H,x) € Pic(Xy), on a
I’équivalence :

1. D = f*D’ pour un certain D" € Pic(X3) ;
2. %(H(FﬁlAg, FﬁlAl)) CcZ.
Démonstration. Voir [4, Corollaire 2.4.4]. O

Corollaire 2.3.7. 1. ¢p ne dépend que de H ;
2. ¢pep = ép + dpr pour tous D, D’ € Pic(X) ;
3. ggzj = ¢p sous l'identification naturelle X=X ;

4. Pour tout homomorphisme f : Y — X de tores complexes, le diagramme
swivant commute :

y Lo x
¢f*D\L \L¢D
f

Démonstration. Voir [4, Corollaire 2.4.6]. Seule la preuve du troisiéme point peut
poser probleme. Mais puisque ¢7; est la représentation analytique de gi/)\D, la
proposition se déduit du fait que, sous l'identification Hom@(f/,(C) =V, on a
Oy = ¢H- O
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L’homomorphisme ¢p associé & D = L(H, x) est une isogénie si et seulement
si H est non dégénéré (si c’est une isogénie, alors ¢ est un isomorphisme et donc
H et non dégénérée; et réciproquement, si H est non dégénérée, alors ¢ est
injective; on conclut avec le fait que V et V sont de méme dimension). On dira
donc d’un diviseur du groupe de Picard qu’il est non dégénéré lorsque la forme
Hermitienne lui correspondant ’est. Ainsi, un tel diviseur D est non dégénéré si et
seulement si le noyau K (D) de ¢p est fini. Le degré de ¢p est det S(H), d’apres
[4, Proposition 2.4.9].

On peut se demander sous quelle condition un homomorphisme d’un tore vers
son dual est de la forme ¢p. Le théoréme suivant répond a cette question.

Théoréme 2.3.8. Soit X = V/A un tore complexe et f: X — X un homomor-
phisme avec pour représentation analytique F' :V — V. On a l’équivalence

1. f=¢p pour D € Pic(X);
2. La forme F : (z,y) € V xV — F(z)(y) € C est hermitienne.

Démonstration. Voir [4, Théoreme 2.5.5]. O

2.3.2 Polarisation

Soit X = V/A un tore complexe. Une polarisation sur X est une forme de
Riemann définie positive H qui provient d’'un diviseur D = L(H,x) € Pic(X).
Par abus de notation, on dira parfois que D est une polarisation. Le type de la

polarisation est le type de H, c’est-a-dire diag(dy, ..., dy) comme dans le lemme
2.2.6. On définit le degré de la polarisation comme étant le produit dg - - - dy. Une
polarisation est dite principale si elle est de type (1,...,1), ce qui est équivalent

a dire qu’elle est de degré 1. Puisque H est définie positive, ¢p est une isogénie
et elle est de degré 1 si la polarisation est principale. On a alors un isomorphisme
dp: X = X.

D’apres le théoreme 2.2.17, une variété abélienne est un tore complexe ayant
une polarisation. La paire (X, H) est appelée variété abélienne polarisée. On notera
parfois (X, D) au lieu de (X, H).

Nous avons vu qu’'une polarisation D définit une isogénie ¢p : X — X et
qu’inversement (théoréme 2.3.8), une isogénie ¢ : X — X est de la forme ¢p pour
une certaine polarisation D lorsque la forme provenant de la représentation ana-
lytique de ¢ est hermitienne et définie positive. Ainsi, certains auteurs préféerent
définir une polarisation comme étant une isogénie de X — X de la forme oD.

Définition 2.3.9. Un homomorphisme de variétés abéliennes polarisées
f : (X1,H1) — (XQ,HQ)
est un homomorphisme de tores complexes f : X1 — Xo tel que f*Hy = H1.

Notons que f est forcément de noyau fini. Inversement, si f : X7 — Xs est un
homomorphisme de tores complexes de noyau fini et que Dy est une polarisation
sur Xo, alors Dy := f*Ds est une polarisation sur Xy, appelée polarisation induite.
Ceci prouve que d’une part, un sous-tore d’une variété abélienne est une variété
abélienne et d’autre part qu'un tore complexe isogene a une variété abélienne est
une variété abélienne. En particulier, si X est le tore dual d’une variété abélienne
X, alors ce tore dual est aussi une variété abélienne, appelée variété abélienne
duale (voir [4, Page 70]).
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D’apres le corollaire 2.3.7, un homomorphisme f : X7 — X5 de tores complexes
polarisés en D; et Do respecte les polarisations, c’est-a-dire que Dy = f* Do, si et
seulement si le diagramme suivant commute :

X1 *f>X2

$Dy \L \L¢D2

Xi<=—Xo

Proposition 2.3.10. Une variété abélienne polarisée est isogéne d une variété
abélienne principalement polarisée.

Démonstration. Voir [4, Proposition 4.1.2]. O

Nous avons vu précédemment qu'un tore complexe est une variété abélienne
lorsqu’il admet une forme de Riemann définie positive. Nous donnons une autre
formulation de ce critere.

Théoréme 2.3.11 (Relations de Riemann). Soit X = C9/T1Z? un tore com-
plexe, ou II est une matrice des périodes. Alors X est une variété abélienne si et
seulement s’il existe une matrice alternée et non dégénéré A € May(Z) telle que :

1. A I =0;
2. JIIA-1I > 0.

Démonstration. Voir [4, Théoréme 4.2.1]. O

Ces deux relations sont appelées relations de Riemann. D’apreés [4, Lemme
4.2.2 et Lemme 4.2.3], en prenant E la forme bilinéaire alterné non dégénérée
ayant pour matrice A et en posant H(z,y) := E(ix,y) + 1E(z,y), on a que H
est une forme hermitienne si la premiere condition est vérifiée, et cette forme
hermitienne est définie positive lorsque c’est la seconde qui 'est. De plus, si,
comme dans le théoreme, A est a coefficients entiers, alors on a bien que H est
une forme de Riemann définie positive. C’est une polarisation pour le tore X, qui
est donc bien une variété abélienne.

2.4 Endomorphismes

Soit X = V/A une variété abélienne et D = L(H, x) une polarisation. Nous
avons vu que cette polarisation induit une isogénie ¢p : X — X. Notons d
son degré. La proposition 2.1.6 nous dit qu’il existe une unique isogénie ¥p de
degré d telle que v¥p o ¢p = [d]x et ¢p op = [d])? Ainsi, éwp est l'inverse
de ¢p dans Hom@(X',X). D’autre part, tout f € Endg(X) peut étre écrit de la
forme rh avec h € End(X) et r € Q. Le dual d'un tel f est défini comme étant
fi=rhe End@(X).

Définition 2.4.1. L’application

"+ Endg(X) — Endg(X)
S — f'=¢p fop

est appelée involution de Rosati par rapport a la polarisation D.
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C’est bien une involution car f” = (gbBlfqu)’ = qﬁqugl\)fd)qubD = f car
f = f, E = ﬁf et qu = ¢p (corollaire 2.3.7). On peut vérifier que I'on a de plus
que (rf +sg) =rf +sg et (fg) = ¢ f pour tous f,g € Endg(X) et r,s € Q.
Proposition 2.4.2. L’involution de Rosati est l'opérateur adjoint de la forme
hermitienne H, ot D = L(H,x), et aussi de la forme alternée E associée a H.
Ceci signifie que 'on a pour f € Endg(X) -

1. H(pa(f)(x),y) = H(z, pa(f')(y)) pour tous z,y € V ;

2. E(pr(f)(@),y) = E(z, pr(f')(y)) pour tous x,y € A.

Démonstration. Voir [4, Proposition 5.1.1]. O

Pour tout f € Endg(X), le polynéme caractéristique P} de la représentation
rationnelle p,(f) est Pf(t) = det (t1dy —p,(f)) = 2290(—1)int2~‘7*", ou les r; sont

7=

rationnels. Notons Tr,(f) le coefficient 71, appelé trace rationnelle de f.

Théoréme 2.4.3. L’application (f,g) — Tr.(f'g) est une forme bilinéaire symé-
trique définie positive sur le Q-espace vectoriel Endg(X).

Démonstration. Voir [4, Théoreme 5.1.8]. O

Corollaire 2.4.4. Le groupe des automorphismes d’une variété abélienne polari-
sée est fini.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 5.1.9] O

D’apres [4, Corollaire 5.1.10], si f est un automorphisme d’une variété abé-
lienne polarisée (X, D) et si n > 3 est un entier, alors il suffit que la restriction
de f au sous-groupe de torsion X|[n] soit l'identité pour que f soit la fonction
identité. Ceci induit un plongement :

Aut(X, L) = Autg,,z(X[n]) = GLgy(Z/nZ)

(pour n > 3) qui donne une majoration pour l'ordre du groupe des automor-
phismes.

Un élément f € Endg(X) est dit symétrique, par rapport a une polarisation,
s'il vérifie f* = f. Notons End®(X) (resp. End§) (X)) le sous-ensemble de End(X)
(resp. EndQ(X)) contenant les éléments symétriques. End®*(X) est un groupe
additif tandis que Endg(X) est un Q-espace vectoriel isomorphe a End*(X) ®z Q.

Proposition 2.4.5. Soit Dy une polarisation sur X. L’application
D € NS(X) ®z Q — ¢p¢p € End§(X)

est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels. De plus, si Dy est principale, alors
cette application induit un isomorphisme de groupes entre NS(X) et End®(X).

Démonstration. Voir [4, Proposition 5.2.1] O

Une variété abélienne est dite simple si elle ne contient pas d’autres variétés
abéliennes si ce n’est 0 et elle-méme.
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Théoréme 2.4.6 (Réductibilité complete de Poincaré). Pour toute variété abé-
lienne X, il existe une isogénie

X = X" x.oox X[

ot les X; sont des variétés abéliennes simples non isogénes entre elles. Ces varié-
tés, ainsi que les exposants n;, sont déterminées uniquement d isogénie et permu-
tation preés.

Démonstration. Voir [4, Théoréme 5.3.7] O

Corollaire 2.4.7. Endg(X) est une Q-algébre semi-simple. Ceci signifie que si
X est isogéne & X' x ... x X comme dans le théoréme précédent, alors

Endg(X) ~ My, (Endg(X1)) & ... & M,, (Endg(X,))
et les Endg(X;) sont des corps gauches de dimension finie sur Q.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 5.3.8]. On peut supposer sans perte de géné-
ralité que X = X7 x ... x X'". Or, puisque Hom(X;”,X?j) =0 pour 7 # j, on
obtient 1'égalité Endg(X) = @;_; Endg(X;") et Panneau Endg(X;") est égal a
I'anneau des matrices n; x n; prenant des valeurs dans Endg(X;). Pour une variété
abélienne simple X, tous les endomorphismes non nuls sont des isogénies et sont
donc inversibles dans Endg(X;). Ceci prouve que Endg(X;) est un corps gauche

sur Q. Il est de dimension finie d’apres la proposition 2.1.2. O

Corollaire 2.4.8. Pour toute variété abélienne X, le groupe de Néron-Severi
NS(X) est un groupe abélien libre de rang fini.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 5.3.9] O

Soit (X, D) une variété abélienne simple de dimension g. On a vu que Endg(X)
est un corps gauche de dimension finie sur Q muni d’une involution z — z’ qui
est I'involution de Rosati par rapport a D. Soit K le centre de Endg(X). On peut
montrer que son indice dans Endg (X)) est toujours un carré. Soit Ky le sous-corps
de K des éléments fixés par 'involution. C’est un corps de nombres totalement
réel ([4, Lemme 5.5.2]). Notons

[Endg(X): K]=d* [K:Q]=e [Ko:Q]=¢ey et rang(NS(X))= o.

Le couple (Endg,’) est dit du premier type si K = K, c’est-a-dire si I'involution
est triviale sur tout K. Si ce n’est pas le cas, on dit de ce couple qu’il est du second
type. On a alors :

Proposition 2.4.9.

Endg(X) ‘ d ‘ e ‘ 0 ‘ restriction
Corps de nombres totalement réel 1] e e elg
Algébre de quaternions totalement indéfinie | 2 | e | 3e 2elg
Algebre de quaternions totalement définie | 2| e e 2elg
d

(Endg,”) du second type se | eod® | eod?ly

Démonstration. Voir [4, Proposition 5.5.7]. O
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Soit X une variété abélienne. Pour tout entier IV, il existe une application
naturelle X[N] x X[N] — uy, ot juy désigne Pensemble des racines N-iémes de
I'unité ([67, Page 183]). Une polarisation H sur X permet alors d’en déduire un
couplage e : X[N] x X[N] — ppn. C’est une généralisation du couplage de Weil
sur les courbes elliptiques et nous parlerons donc dans la suite de couplage de
Weil associé a une polarisation.

Définition 2.4.10. Soient (X, Hy) et (Y, Ha) deux variétés abéliennes principa-
lement polarisées et soit f: X — Y une isogénie de degré 2, pour ¢ un nombre
premier. On dit que f est une £-isogénie lorsque le diagramme suivant commute :

x-—.oy
14 iqﬁeHl l@{g

OH, 7

Dans ce cas, ker f C ker ¢y, est isotrope maximal pour le couplage de Weil
issu de £H;. Réciproquement, soient H une polarisation sur X et K C ker ¢y
isotrope maximal pour ey. Alors il existe une polarisation He sur X/K qui est
principale et telle que f*Hy = H (voir [66, 18]). Si ¢ est premier, alors f est une
(-isogénie si et seulement si K = ker f C X[/] est isotrope maximal pour esg,. De
plus, on a K ~ (Z/{Z)?* ce qui fait que plusieurs auteurs parlent de (¢, ¢)-isogénie.
Nous avons choisi dans cette these de garder la dénomination f-isogénie pour étre
cohérent avec la notion qui suit.

Définition 2.4.11. Soient (X, Hy) et (Y, Ha) deux variétés abéliennes principa-
lement polarisées de dimension 2 et soit f : X — Y wune isogénie de degré ¢,
pour £ un nombre premier. Supposons qu’il existe i : Ky — Endg@(X), o Ky est
un corps de nombres quadratique totalement réel et que ¢ = BB dans Ky avec
B totalement réel totalement positif. On dit que f est une B-isogénie lorsque le
diagramme suivant commute :

ot fHi(z,y) == Hi(Bz,y) = Hi(z, By).

Dans ce cas, ker f C X|[f] est un sous-groupe cyclique qui est alors isotrope
maximal pour egp,. Réciproquement, soient 3 totalement réel totalement positif
de norme / et K isotrope maximal dans X|[f5] pour egp,, alors il existe une pola-
risation principale Hy sur X/ K telle que le diagramme de la définition précédente
commute (voir [18]).

2.5 Espaces de modules

Nous avons vu qu’a un tore complexe on peut associer plusieurs matrices des
périodes, selon les bases que 'on choisit. Nous décrivons dans cette section un
critére permettant de dire si deux matrices des périodes différentes proviennent
de la méme variété abélienne ou pas. D’autre part, nous allons faire la méme chose
avec des variétés abéliennes qui ont un certain type d’anneau d’endomorphismes.
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2.5.1 Espace de Siegel et matrices symplectiques

Soit X = V/A un tore complexe de dimension g et H une forme de Riemann qui
définit une polarisation de type D = diag(dy, ..., dg). Soient Ai,..., Ay, ft1,. .., g
une base symplectique de A pour H. La forme alternée E qui correspond a H est

donnée par la matrice (_OD ’03 ) par rapport a cette base.

Posons maintenant e; = d%_m pour ¢ = 1,...,g9. D’apres le lemme 2.2.15,
les vecteurs e; forment une C-base de V. Par rapport aux bases e1,...,e, et
Ay-osAgy 1, -+ -5 fhg, la matrice des périodes de X est de la forme IT = (2, D)
pour un certain € € My(C). On peut étre plus précis et utiliser les relations de
Riemann (théoréeme 2.3.11) pour trouver qu’en fait {2 est une matrice symétrique
dont la partie imaginaire est définie positive et que S(Q)fl est la matrice de la
forme hermitienne H par rapport a la base eq, ..., e4. Ceci conduit & la définition
suivante.

Définition 2.5.1. Le demi-espace supérieur de Siegel H, de dimension g est
l’ensemble

Hy = {Q € My(C): 'Q=Q, I(Q) > 0}.

L’espace de Siegel est une sous-variété ouverte de dimension %g(g + 1) sur
'espace vectoriel des matrices symétriques de M, (C). On appelle variété abélienne
polarisée de type D avec base symplectique un triplet de la forme

(X>H7{)\17"'7)‘g7)u17"'>)u9})>

avec X = V/A une variété abélienne, H une polarisation de type D et les \; et y;
une base symplectique de A pour H.

Proposition 2.5.2. Soit D un type. L’espace de Siegel Hy est un espace de mo-
dules (grossier) pour les variétés abéliennes polarisées de type D avec base sym-
plectique.

Démonstration. Voir [4, Section 8.1]. On a vu déja que d’un tel triplet on peut en
déduire un point € € H,. Réciproquement, soient D un type et 2 € H,. On pose
alors Aq := (Q,D)Z%; c’est un réseau de V = CY et Xq := V/Aq est un tore
complexe. On définit la forme hermitienne Hq qui s’écrit matriciellement %(Q)_l
par rapport a la base standard de C9. Par définition de ’espace de Siegel, cette
forme est définie positive. Considérons maintenant ’isomorphisme R-linéaire de
R?9 vers C9 défini par la matrice (2, D) € Myx24(C). Soient A1, ..., Ag, f1, -+, fig
les images dans C9 des éléments de la base standard de R?9. Par définition, ces
éléments forment une base de Aq. Par rapport a cette base, S(Hgq|(Aq X Ag)) est
donnée par la matrice

S(.D)S@) @ D) = (% 5).
On a donc montré que Hq est une polarisation de type D sur Xgq. ]

On cherche maintenant a se débarrasser de la base symplectique, c’est-a-dire
a se rendre indépendant du choix de la base pour I'écriture de la matrice des
périodes. En d’autres termes, a donner un critere qui permet de savoir quand
deux matrices des périodes proviennent de la méme variété abélienne.
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Définition 2.5.3. Soit R un anneau commutatif. On appelle groupe symplectique

le groupe
Spog(R) = {rver:v( 9 4)v=(5"%)}
Lemme 2.5.4. Soit R un anneau commutatif.
1. Le groupe SpQQ(R) est fermé par transposition ;
2. Pour une matrice v = (é B) € Myy(R), on a les équivalences suivantes :
(a) v € Spay(R) ;
(b) AC et 'BD sont symétriques et AD — 'CB =1, ;
(c) A'B et C'D sont symétriques et A'D — B'C = I,.

Démonstration. Soit v € Spy,(R). Notons que y = (I(; —({g) 1 (f)lg Ig) On

vérifie qu’alors %y (_OIg 109) v = (_Olg Ié’) et donc que le premier point est vrai. Le
deuxiéme découle directement de la définition du groupe symplectique et du fait
qu’il est fermé par transposition. Voir aussi [4, Lemme 8.2.1]. O

Le groupe Spgg(R) agit transitivement par la gauche sur ‘H, par

A B 1
(C D) Q= (AQ+ B)(CQ+ D).
De plus, tout sous-groupe discret I' de Spy,(R) agit proprement et discontintiment
sur H, ([4, Proposition 8.2.5]). Ceci signifie que pour toute paire de compacts
(K1, K2) de Hg, Vensemble {y € T : vK; N Ky # (0} est fini.

Posons Ap := (Ig g) 7% et Tp:={y€ Spa,(Q) : WAp € Ap} pour un type
D fixé.

Proposition 2.5.5. Soient ()1, Qo € Hy. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Les variétés abéliennes (Xq,, Hq,) et (Xq,, Hq,) de type D sont isomorphes ;
2. Qo =~ - pour un certain v € I'p.

Démonstration. Voir [4, Proposition 8.1.3]. La preuve est calculatoire. Elle découle
de la relation A(£21,D) = (Q2, D)R, vue dans ’équation (2.1), ot A et R sont
les matrices des représentations analytique et rationnelle d’un isomorphisme f :
(Xq,,Hq,) = (Xq,, Hq,) par rapport a la base standard de CY et des bases de
Aq, et Aq, déterminées par 2 et (2s. O

Puisque T'p est un sous-groupe discret, le [4, Théoréme A.6] nous garantit que
le quotient
Agp = Hg/ I'p

est un espace analytique complexe et normal de dimension %g(g + 1). Avec les
propositions précédentes, on en déduit :

Théoréme 2.5.6. L’espace Ay p est un espace de modules pour les classes d’iso-
morphismes des variétés abéliennes polarisées de type D.

Démonstration. Voir [4, Théoréme 8.2.6]. O
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Il existe une autre approche pour décrire I'espace des modules des variétés
abéliennes de type D. Soit pour R un anneau commutatif de caractéristique nulle

D
Spy(R) = {y € May(R): 7 ( 5 B) = (% 7))}
En général, ce groupe n’est pas invariant par transposition. L’application

op : SpQDg(R) — SpQQ(R)
I, 0 Iy 0
T (ogD—1>7(5JD>
est un isomorphisme de groupe. L’action de SpQQ(R) sur ‘H, induit une action de
Spg(R) sur H, via op :
v-Q:=(AQ+BD)(D'C’'Q+D'D'D)!

pour tous v = (éﬁ gj) € Spgg(}R) et @ € H,. Notons aussi que 'on a I'p =

O'D(SPQDg(Z)). On en déduit que
Ag.p = Hy/ Sp3, (Z)
est un espace analytique complexe isomorphe a A, p. D’ott

Corollaire 2.5.7. L’espace ./197D est un espace de modules pour les classes d’iso-
morphismes des variétés abéliennes polarisées de type D.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 8.2.7]. O

Dans la suite, c’est cette dernieére description qui nous privilégierons.

2.5.2 Variétés abéliennes ayant multiplication réelle

Nous reprenons ici des résultats de [4, Sections 9.1 et 9.2]. Soit K un corps de
nombres totalement réel de degré e sur Q.

Définition 2.5.8. On dit qu’une variété abélienne X a multiplication réelle par
K lorsqu’il existe un plongement K — Endg(X).

Pour une telle variété abélienne, la proposition 2.4.9 nous dit que g = em pour
un certain entier m > 1.
Soit @ € K. Notons a® la valeur de a par le i-éme plongement de K dans R.
On pose
p: K — My(C)
a +— diag(aW1I,,...,a"1,).

Soit z = (21, ..., 2e) € HE,. On définit 'application

J.: (K®gR)?™ ~R¥Y — Co
a —  diag((z1, Im), - -+, (ze, Im) )a
otta = {aV,...,al®) € R¥ avec o) = t(agi), e ,agi?,z) € R?™. Ainsi, J.(a) est

le vecteur colonne

J.(a) = (Zi t(agi)» SRR i)) + t(ag%)-ﬂ’ T ’aé%)>i:1 e
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Cette application est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. Du coup, pour tout
sous-Z-module libre M de K?™ de rang 2g tel que la trace Try g (tg ( _?m 181 ) b)

est dans Z pour tous a,b € M C (K ®g R)>™, on a que J,(M) est un réseau de
CY et le quotient X, := C9/J,(M) est un tore complexe. Posons alors

H.(z,y) = ‘rdiag(3(21), -, (2)) 7.

C’est une forme de Riemann définie positive sur CY. Enfin, on a que p(K) C
Endg(X;) et on pose alors ¢, = p.

Définition 2.5.9. Fizons une représentation p : K — My(C). Une variété abé-
lienne polarisée avec (K, ’, p) comme structure d’endomorphismes est un triplet
(X, H,¢) tel que X = CI/A est une variété abélienne, H une forme de Riemann
définie positive qui est donc une polarisation sur X, et tel que l'on a un plongement
¢ K — Endg(X) € My(C) (ici, on considére Endg(X) comme un sous-espace
de My(C) via la représentation analytique) qui vérifie :

— 1 et p sont des représentations équivalentes ;

— Uinvolution de Rosati sur Endg(X) relativement a H prolonge linvolution

" sur K wvia t.

Proposition 2.5.10. Pour tout z € HE,, le triplet (X,, H,,i,) est une variété
abélienne polarisée avec (K, idg,p) comme structure d’endomorphismes.

Démonstration. Voir [4, Proposition 9.2.1]. O

Regardons maintenant quand est-ce que deux triplets sont isomorphes au sens
suivant :

Définition 2.5.11. Soient (X1, Hy, 1) et (Xo, Ha,t2) deux triplets avec la méme
structure d’endomorphismes (K, ', p). Un isomorphisme de variétés abéliennes
avec une structure d’endomorphismes f : (X1, H1,t1) — (Xo, Ha,12) est un iso-
morphisme de variétés abéliennes polarisées f : (X1, H1) — (X2, H2) tel que le
diagramme suivant commute :

pour tout a € K.

L’action de Spsy,,(R) sur H,, induit une action du groupe G := []_; Spy,, (R)
sur H¢,. Cette action est, pour tous z = (z1,...,2.) € HS et v = (71,...,7) € G,

YR I= (71'217"'776'2:6)7

avec y; - z; = (Aizi + B;)(Cizi + D;)7Y, ot vy = (éz gi) et les A;, B;,Ci, D;
sont des matrices m x m. Pour chaque sous-module M sur Z de K?™ comme
précédemment, on pose

G(M) ={y € G : diag("y1,..., He)M C M}.
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Proposition 2.5.12. Soient z et t deux points de H,. Les variétés abéliennes
polarisées (X, H,,t,) et (X¢, Heyt) avee (K, ', p) comme structure d’endomor-
phismes sont isomorphes si et seulement s’il existe un v € G(M) tel quet = - z.

Démonstration. Voir [4, Proposition 9.2.2]. O

Ce groupe G(M) est discret dans G. 11 agit proprement et discontiniiment sur
HE, ([4, Proposition 8.2.5]). Donc comme dans la section précédente, on en déduit
que le quotient A(M) := HE, /G(M) est un espace analytique complexe normal
de dimension dim A(M) = dim Hy,, = §m(m + 1).

Proposition 2.5.13. A(M) est un espace de modules appelé espace de mo-
dules pour les variétés abéliennes polarisées avec pour structure d’endomorphismes
(K, ', p) associé au K-module M.

Démonstration. Voir [4, Page 249]. O

Notons que le choix de M fixe le type de polarisation et donc si on change M,
on change ce type. On obtient ainsi une multitude indéfinie d’espaces de modules
associés a une méme structure d’endomorphismes et chaque type de polarisation
apparait au moins une fois. Inversement, on a :

Proposition 2.5.14. Toute variété abélienne polarisée (X, H,.) de dimension g
avec (K, idg, p) comme structure d’endomorphismes est contenue dans un espace

de modules de la forme A(M).

Démonstration. Voir [4, Proposition 9.2.3]. O

Le cas qui nous intéresse le plus est lorsque I'on a que e = g et m = 1. On
prend M un idéal fractionnaire de K, qui est ici un corps de nombres totalement
réel de degré g. On vérifie aisément que pour z € HY, X, = C9/(Mz + M) ot
Mz4+ M = {{0Dz + ,u(l),...,/\(g)zg + p9)) € C9 : A\, u € M}. L'espace de
modules A(M) est appelé variété modulaire de Hilbert. Nous étudierons dans la
section 5.1 les surfaces modulaires de Hilbert.

2.6 Fonctions théta classiques

2.6.1 Plongements

Soit (Xq = C9/Aq,H = Hgq) la variété abélienne principalement polarisée
correspondant & 2 € H,. On a que Ag = A1 @ Ay avec Ay = QZ9 et Ay = 7Z9.
Ceci induit la décomposition suivante C9 = V7 @ V5 de C9 en deux espaces réels
Vi = QRY et Vo = RY. La forme hermitienne H est symétrique sur V5 car E Dest.
Notons maintenant B I'extension C-bilinéaire de la forme symétrique H |V, x V5.
Cette extension B est également symétrique.

On a vu que ¥(Q) ' est la matrice de la forme de Riemann H et donc on a
B(x,y) = 2(3(Q))"1y. On en déduit que

(H = B)(z,y) = 23(Q) 7 —y) = 23(2) (@ — Qs = —2'zy1,

ou y = Qui + y2 (voir aussi [4, Page 223]).
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A partir de cette forme bilinéaire B, on définit ce que 'on appelle le facteur
d’automorphie classique

aq (N z2) € (Aq,CY) — x(N) exp (n(H — B)(z,A) + g(H — B)(\,\)) € C.

Les fonctions théta associées au facteur d’automorphie classique sont appelées
fonctions théta classiques. Une fonction théta f avec un tel facteur d’automorphie
doit vérifier f(z 4+ ) = aq(A, 2) f(2) pour A € Aq, ce qui donne pour m € Z9 :

f(z+m) = f(2),
f(z +Qm) = exp (=2 em — am 'mQm) f(2). (24)

Soit la fonction sur CY x H, suivante, appelée fonction théta classique
0(z,9) = Z exp (1 'nQn + 2um 'nz). (2.5)
nez9

C’est une fonction holomorphe sur C9 x H,, ([68, Proposition II.1.1]) et elle vérifie
Iéquation (2.4). On peut également montrer que toute fonction f vérifiant cette
méme équation est de la forme f(z) = cst - 0(z,9Q) ([68, Pages 121-122]).

Définition 2.6.1. Soit Q € H,. Une fonction entiere f sur C9 est Ag-quasi-
périodique de poids £ si

fz+m) = f(2),
f(z+Qm) = exp (=2l am — aml 'mOQm) f(2),

pour tout m € Z9. Notons R? lespace vectoriel de telles fonctions.

Pour a,b € Q9, on appelle fonction théta classique de caractéristique (a,b) la
fonction :

0[5]1(2,9) = S,czoexp(min+a)Q(n+a)+ 2min+a)(z+b))

= exp (v taQa + 2o la(z + 0))0(z + Qa + b, Q). (2:6)

Remarquons que l'on a 0[] = 0. La quasi-périodicité de 6 [§] est donnée par

0
0

| (z+m,Q) exp (2o fam)0 [ 1] (2, Q);
] (z+Qm,Q) = exp (-2 bm)exp (—um mQm — 21w 'm=z) (2.7)
051 (2 9).

a
b
a
b

En outre, pour n,m € Z9, on a
0[in] (2.9) = exp (ur am)0 [§] (2,9) (2.8)

et
0131 (—=2) =0 55| (2. ). (2.9)

Proposition 2.6.2. Soit Q € H,. On a comme bases de R? les ensembles :
1. fa(2) =0 [aéf} (02,09), pour 0 < a < €;
2. gp(z) =10 {b(/)@] (Lz, %), pour 0 <b< {;

8. Sil=k?, une troisieme base est donnée par hyp(z) =0 {Z?ﬂ (£z,Q), pour
0<a,b<k.
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Ces bases sont reliées par

gy = Z exp (2ol ab) £, et hap = Z exp (2umk 1 ch) £...

c=a mod k
Démonstration. Voir [68, Proposition II.1.3]. O

D’autres bases sont explicitées dans [13, Proposition 3.1.6.]. Les changements
de base sont fournis dans les pages qui suivent cette proposition.

Ainsi que nous 'avons vu dans la section 2.2, les fonctions théta permettent
d’obtenir un plongement de la variété abélienne vers un espace projectif. Soit
A C Z? d’indice s. Considérons la forme réelle antisymétrique sur R?9 x R29
définie par A(z,y) = Z1y2 — Yoo ot © = (w1,72) et y = (y1,y2). Le réseau
perpendiculaire & A est

At = {z € Q¥ :exp (2imA(z,a)) = 1,Ya € A}.

Soient a;,b; € At pour 1 < i < s un ensemble de représentants du quotient
A+ /7%, Notons eq l'identification de RY x RY avec C9 par (z,y) — Qx + y.
L’ensemble des points de base Bq(A) du tore complexe C9/eq(A) est 'ensemble
des points de ce tore qui annulent toutes les fonctions théta 6 [’ ] (z,€2) :

Bo(A) :={2€C?:0}'](2,9 =0,1<i<s}/ea(A).
L’application holomorphe suivante est alors bien définie

OA : (Cg/6Q(A))—BQ(A) —_— Pps—1
z — (0[5 ](2,9Q),...,0 3] (2,9).

Théoréme 2.6.3 (Lefschetz). Soit A C Z?9 un réseau d’indice s et supposons
que A C rAL+ pour un certain r € N. Alors :

1. Sir>2, Bo(A)=0;

2. Sir > 3, ¢a est un plongement et son image est une sous-variété algébrique
de Ps—1;

3. Un tore complexe CI/A peut étre plongé dans un espace projectif si et
seulement si A(A) C QQ9 + QY pour une certaine matrice A complexe
g x g et un certain Q € H,.

Démonstration. Voir [68, Théoreme I1.1.3 et Corollaire page 134]. O

2.6.2 Equation fonctionnelle des fonctions théta

Soient € et Qs dans H,. Nous avons vu que les tores C9/(Z9 + ;Z9) pour
i = 1,2 sont isomorphes si et seulement s'il existe une matrice v € Spy,(Z) telle
que v - 21 = Q9. L’isomorphisme entre les tores est donné par :

CI/(MZI +79) —s CI/(QZ9 + 79)
z —  HCQ + D)Lz

D’apres [68, Proposition I1.5.5], le groupe Spy,(Z) agit sur CY par

y-z=YCY + D)z,
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pour v = (é [B) ). Cette méme proposition affirme que ce groupe agit également sur
la caractéristique des fonctions théta. Les trois actions de Spy,(Z) se retrouvent
dans I’équation fonctionnelle sur les fonctions théta qui suit.

Commengons par noter, pour une matrice M donnée, My le vecteur colonne
composé des éléments diagonaux de M.

Proposition 2.6.4 (Equation fonctionnelle). Soient v = (AB) e Iy, ¢ =
$('AC)y et ¢ = 3('DB)gy. Alors pour tous vecteurs a,b dans Q9, z dans C9
et Q) dans Hgy, on a

0[%] (v2,7Q) = (,1/det(CQ + D) exp (1 2(CQ + D)~1C2)
O[5 (5)+ ()] (22 exp(~2m (YAa + Ch+ €)e")
-exp(—1 laA'Ba) exp(—m BC 'Db) exp(—2u7 'a B 'Cb),

ot Cy est une racine huitieme de l'unité qui ne dépend que de .
Démonstration. Voir [48, Chapitre 5 Théoréme 2] ou [13, Proposition 3.1.24]. [

Remarque 2.6.5. La racine huitieéme de l'unité et la racine carré ne dépendent
pas de la caractéristique. Comme dans la suite nous nous intéresserons qu’a des
quotients de fonctions théta, nous n’aurons pas besoin de connaitre cette racine
de l'unité ni la détermination de la racine carré.

Similairement au cas de la dimension 1, nous notons I'y le groupe Spy,(Z).
Définissons les groupes suivants qui sont les groupes que nous manipulerons le
plus :

B
D
To(N,2N) = {(45) € Ty(N) : ("AC)o = ('DB) =0 mod 2N},
Lgo(N):={(AB)ely: C=0mod N},
et TON):={(AB)€eTy: B=0mod N}.

Pour ces deux derniers groupes, nous enléverons 'indice g lorsque la dimension
ambiante sera implicite.

Proposition 2.6.6. Le groupe I'y est engendré par la matrice J = (f}g [09> et

g(g+1)
2

les matrices de la forme

I M

ot m; ; désigne la matrice de taille g X g dont toutes les entrées sont nulles sauf
les entrées (i,7) et (j,1) qui valent 1.

Démonstration. Voir [50, Pages 41-42]. O

Les générateurs de quelques sous-groupes de I'y sont donnés dans I’annexe 5 de
[68, Chapitre IT]. Terminons avec les définitions de formes et fonctions modulaires
de Siegel.
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Définition 2.6.7. Soit g > 2 et soit I' C I'y un sous-groupe d’indice fini. Une
forme modulaire de poids k pour le groupe I' est une fonction holomorphe f définie
sur Hqy telle que f(y- ) = det (CQ+ D)*F(Q) pour tous v = (AB) el et
QeH,.

Pour g = 1, on a vu qu’il faut une condition supplémentaire. Le principe de
Koecher [50, Section 4] nous dit que cette condition est immédiatement vérifiée
lorsque g > 2. Par exemple, on a

Proposition 2.6.8. Soit N pair. Alors pour tous aq, as, by, by € %ZQ, la fonction
016:1(0,92)-0 |3 |(0,9)
az ) bo 9

est modulaire de poids 1 pour le groupe T'y(N? 2N?).

Démonstration. Voir [68, Corollaire I1.5.11]. O]

Définition 2.6.9. Soit I' un sous-groupe d’indice fini de I'y. Une fonction f :
Hy — C est une fonction modulaire de Siegel lorsqu’il existe deux formes mo-
dulaires de Siegel f1 et fo de méme poids et pour le méme groupe I' telles que

f=%

On peut prendre des quotients de fonctions comme dans la proposition précé-
dente pour former des fonctions modulaires.

2.6.3 Théta constantes en caractéristique % et en dimension g

On va étudier maintenant les fonctions théta au point z = 0 en regardant ces
fonctions comme des fonctions en 2. Dans ce cas la, on parle de théta constantes.
De plus, on se place en caractéristique % car c’est la caractéristique la plus mal-

léable. Soient donc a,b € {0,1}9, posons 6, (1) := 6 {Z;;} (0,9).

Les équations (2.8) et (2.9) nous disent pour a,b € {0,1}9 que

053] (0,9 =0[713] (0,9) = exp (2m(~'a/2)b)0 | 1/3] (0,)
et donc
0ap(Q) = exp (17 'ab) ().

Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 2.6.10. Soient a,b € {0,1}9. On dit que la théta constante 0,4 est
paire lorsque ‘ab = 0 mod 2. Si ce n’est pas le cas, on dit que la théta constante
est impaire.

Lorsque la théta constante est impaire, on a 0,,(2) = —0,(S2) est donc
cette théta constante est identiquement nulle. On ne s’intéresse donc qu’aux théta
constantes paires. Une récurrence montre que sur les 49 théta constantes, il y en
a 2971(29 4 1) qui sont paires et donc 2971(29 — 1) qui sont impaires.

L’équation fonctionnelle sur les carrés des théta constantes et la définition du
groupe symplectique nous donnent le résultat suivant, que nous réutiliserons.
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Corollaire 2.6.11. Pour tous v = (A B) € Ty4(2,4), a,b € {0,1}9 et Q € H, :
025( - Q) = ¢ det (CQ+ D)6 ,(€2).

Ainsi, les quotients des carrés de fonctions théta paires (en caractéristique %) sont

des fonctions modulaires pour le groupe I'g(2,4).

Proposition 2.6.12 (Formules de duplication). Pour tous a,b € {0,1}9 et Q €
Hy, on a

1 ¢
0ap(20) = 55 Yo (=1 ™00, (20,6, ()5
b1+bo=b mod 2

Q 1
Oap (2) - 29 Z (_1)talb‘galvo(Q)eaQ,O(Q)-
ai+az=a mod 2
Démonstration. Voir [19, Propositions 5.5 et 5.6]. O

On note par A\(Q2) la plus petite valeur propre de la matrice J(£2).
Lemme 2.6.13. Pour tous a,b € {0,1}9, si (Q,)nen est une suite d’éléments de

Hy telle que limy, o0 A(2y,) = +00, alors

) 1 sia=0;
nh—>120 Oas(2n) = { 0 sia#0.

Démonstration. Nous reprenons la preuve de [19, Lemme 5.2]. Soient b € {0,1}¢
et (Qn)nen. Notons ¢, = exp (—mA(€2,)). Alors la définition des théta constantes
montre que pour tout n > 0,

m2+...4+m?2 m m _
100,5(20) — 1] < 3 gn T <090 30 gty (Y gL

(ma,...,mq)€Z9\{0} meZ\{0} meZ

On utilise la majoration

pour obtenir

2qn >2“ 2qn
1—qn 1—qn ‘
Si A(€y,) tend vers l'infini, alors bien str ¢, tend vers 0 et I'inégalité ci-dessus
permet de montrer le résultat puisque le c6té droit tend vers zéro.

Si maintenant a # 0 et que (£2,)nen est une suite de H, telle que A(€2,) tend
vers l'infini, alors ce qui précéde montre que pour tout b € {0,1}9,

. 0
lim 6o, <2> =1,

Bos(Sta) ~ 1] <27 (1+

n—-+o0o

et en exprimant les Gib(Qn) en fonction des 987,)(9—2") a l'aide de la formule de
duplication, on voit facilement que si a # 0,

lim 62 ,(Q,) =0,

n—-+o0o

ce qui conclut la démonstration. O
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2.7 Jacobiennes de courbes

Nous avons vu dans le premier chapitre que les tores complexes de dimension
1 sont des courbes elliptiques. Nous allons voir maintenant le lien entre les courbes
de genre g et les tores de dimension g.

Soit C' une courbe projective lisse de genre g sur C de racines e, ..., ezg42.
C’est une surface de Riemann compacte de genre g. Le groupe d’homologie H;(C, Z)
est un groupe abélien libre de rang 2g. Notons Ay, ..., Ay, By, ... B, une base et
dans le cas des courbes hyperelliptiques, nous la prenons comme dans la figure 2.1.
C’est une base canonique au sens ou si on note I(o,7) le produit d’intersection
de deux cycles o et 7, alors

I(AZ',AJ‘) =0, I(BZ‘,BJ') =0 et I(AZ‘,BJ') = 6@',]‘-

Cependant, cette base n’est pas unique. En effet, le vecteur v (A1, ..., Ay, By, ..., By)
fournit une autre base canonique lorsque v € Spy,(Z).

FIGURE 2.1 — Base canonique du groupe d’homologie d’'une courbe hyperelliptique

Théoréme 2.7.1 (Relations bilinéaires de Riemann). Soit C' une surface de Rie-
mann compacte de genre g :

1. Pour toutes 1-formes holomorphes w, n :

g g
wi o n- /w n=0;

2. Pour toute 1-forme holomorphe w :

g —
R) / w / w] >0.
Démonstration. Voir [68, Théoreme I1.2.1]. O

Notons par I'(C, Q') 'espace vectoriel de dimension g des 1-formes sur la
courbe C. D’apres [69, Proposition 5.2], cet espace consiste, dans le cas hyperel-

liptique, en les 1-formes w = @ pour P un polynoéme de degré < g — 1.
Corollaire 2.7.2. On peut trouver une base normalisée w1, ... ,w, de r(c,ah

telle que

wj = bi .
/Ai J J

Soit Q; ; = fBi wj. Alors Q4 j = Qj; et 'image de (8 j)1<ij<g est définie positive.
On obtient ainsi une matrice de la forme (I14,€2) € Myy24(C) avec 2 € H,.
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Démonstration. Voir [68, Corollaire 11.2.2]. Le couplage entre les w € T'(C, Q1)
et les A; est non dégénéré a cause du deuxiéme point des relations bilinéaires
de Riemann. En appliquant le premier point & w = w; et n = w;, on obtient
fBj w; — fBi wj = 0 et donc Q;; = Qj,. Soient ay,...,a, des réels. On pose
w =YY, ajw;. Le point deux nous donne

ofE ) {0

et donc ¥(2) > 0. O

Une intégrale de la forme [ w pour o € H1(C,Z) et w € T'(C, Q') est appelée
une période de C. C’est pourquoi les matrices {2 comme dans le corollaire précédent
ainsi que toute matrice de H, sont appelées matrice des périodes.

Soit wi,...,w, la base normalisée de I'(C,Q'). Considérons maintenant 'ap-
plication
per: H{(C,Z) — CY
o — ([wi, ., [ wg).

Corollaire 2.7.3. L’application per est injective et son image est le réseau 79 +
Q79 engendré par les vecteurs entiers et les colonnes de €.

Démonstration. Voir [68, Corollaire 11.2.3]. O

On peut ainsi définir un tore complexe & partir d’'une surface de Riemann
compacte. Ce tore est appelé la Jacobienne de C :

Jac(C) := C9/(Z7 + QZ79).

Ce tore est une variété abélienne principalement polarisée. Notons H sa polarisa-
tion principale. Elle est appelée polarisation canonique de Jac(C'). Tout diviseur
O tel que le diviseur associé dans le groupe de Picard définit la polarisation cano-
nique est dit diviseur théta de la Jacobienne. On note (Jac(C), ©) la Jacobienne
canoniquement polarisée.

Nous avons vu que le ﬁéﬂ"éme d’Appell-Humbert nous permet de construire
un isomorphisme entre Jac(C) et Pic?(Jac(C)). De pES,\la polarisation étant

principale, il y a un isomorphisme entre Jac(C') et Jac(C). On sait donc que
Pic’(Jac(C)) est isomorphe & Jac(C).

Le théoreme de Stokes dit qu’on peut associer canoniquement & tout élément
o de Hy(C,Z) la forme linéaire sur I'espace vectoriel T'(C, Q'), que I'on note éga-
lement o, suivante :

U:wEF(C,Ql)H/wEC.

La Jacobienne de C est canoniquement isomorphe & Hom(I'(C, ), C)/H1(C, 7Z)
(et ou les éléments de groupe d’homologie sont vus comme des formes linéaires).
Notons Pic}y(C) le groupe obtenu en quotientant Div{,(C), le groupe des divi-
seurs de Weil de degré 0, par le sous-groupe des diviseurs principaux. Chaque
diviseur D € Div{},(C) est une somme formelle finie D = "% (px) — (q&) pour
certains points pg,qr € C. La classe de la forme linéaire w — > 1, fli *w dans
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Hom(I'(C,QY),C)/H,(C,Z) dépend certes du diviseur D, mais pas de sa repré-
sentation comme somme de différences formelles de points. Ainsi, I’application
suivante, dite d’Abel-Jacobi est bien définie :

Diviy (C) — Jac(C)

C’est un homomorphisme de groupes.
Les diviseurs de Weil et de Cartier sont équivalents, dans le sens ot Divyy (X)) =
Div(X), pour toute variété lisse X ([38, 11.6.11]).

Théoréme 2.7.4 (Abel-Jacobi). L’application d’Abel-Jacobi induit un isomor-
phisme canonique entre Picyy, (C) et Jac(C).

Démonstration. Voir [4, Théoreme 11.1.3]. O

Ceci montre que Pic’(C) a une structure de variété abélienne principalement
polarisée.

Théoréme 2.7.5 (Torelli). Soient C et C' deux surfaces de Riemann compactes
de genre g. Si leurs Jacobiennes (J(C),0) et (J(C'),©") sont isomorphes en tant
que variétés abéliennes principalement polarisées, alors C' et C' sont isomorphes.

Démonstration. Voir [4, Théoreme 11.1.7]. O

On vient de voir qu’a chaque courbe projective lisse on peut associer une
variété abélienne. Réciproquement, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.7.6. Toute variété abélienne complexe, simple et principalement
polarisée de dimension g < 3 est :

1. Pour g =1 une courbe elliptique ;

2. Pour g = 2 la Jacobienne d’une courbe lisse hyperelliptique de genre 2 ;

3. Pour g = 3 la Jacobienne d’une courbe lisse de genre 3 ;

Démonstration. Le cas de genre 1 a été vu dans le premier chapitre. Pour les deux
autres, voir [4, Corollaire 11.8.2]. O
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Chapitre 3

Différentes représentations

Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur les variétés abéliennes qui
sont principalement polarisées et de dimension 2. Ceci ne nous empéchera pas de
donner des résultats qui seront vrais en toute dimension. Le chapitre précédent
nous a permis de voir que ces surfaces peuvent étre représentées via des courbes
hyperelliptiques de genre 2 ou des matrices des périodes dans Ho. Une autre
fagon consiste a considérer des invariants appelés invariants d’Igusa qui sont la
généralisation du j-invariant que I’on a vu dans le premier chapitre. Par contre, ces
invariants d’Igusa sont au nombre de trois. Nous donnerons d’autres invariants que
nous notons ¢; et b; définis a partir de quotients des carrés des théta constantes.

Notre objectif ici est de donner différents algorithmes permettant de passer
d’une représentation a ’autre. Nous allons commencer par décrire un domaine
fondamental dans Ho, ce qui permet d’avoir un représentant d’une classe d’isomor-
phisme de variétés abéliennes principalement polarisée, et donner un algorithme
de réduction dans ce domaine (algorithme 3.1.2). L’algorithme de Mestre sert a
déduire, a partir des invariants d’Igusa, ’équation d’une courbe hyperelliptique
de genre 2 correspondant a la méme variété. Les algorithmes 3.4.1 et 3.6.1 per-
mettent alors de passer de cette courbe aux invariants ¢; et de ces invariants a
une matrice des périodes de Ho. Nous verrons le réle fondamental que jouent les
suites de Borchardt, qui sont une généralisation de ’AGM, dans ces algorithmes et
comment elles peuvent étre utilisées pour évaluer rapidement les théta constantes,
en généralisant ’algorithme correspondant que 1’on a vu dans le premier chapitre
en dimension 1.

3.1 Domaine fondamental

Nous commengons par quelques rappels pour bien fixer le cadre dans lequel
nous sommes. Soit la matrice
~ 0 I
iy

Nous avons vu que le groupe symplectique Spgg(Z) est défini par

SPag(Z) := {7 € Magxay(Z) : 73" = J}
et que de fagon équivalente, v = ( é g) € Spgg(Z) si et seulement si

Uc ='c4A, 'BD='DB, 'DA-'BC=1,

89
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si et seulement si
A'B = B}, D'C =C'D, A'D - B'C =1,

Ce groupe définit une action de groupe v-Q = (AQ+ B)(CQ+ D)~ sur H,. Re-
marquons que —I, agit trivialement et ainsi, plusieurs auteurs préferent considérer
le groupe symplectique projectif Spy,(Z)/(£1,). Rappelons que nous posons

Iy := SpQQ(Z).

La proposition 2.6.6 dit que le groupe symplectique est finiment engendré. Dans
le cas de la dimension 2, les générateurs de I'y sont les quatre matrices
10 0
I I
0 0], M=]" 1
0 IQ 0 12 0 I2

37 i):nl = (31)

Comme avec les courbes elliptiques (proposition 1.3.5), il existe un domaine
fondamental pour I'action de I'y/(£124) sur H,.

Définition 3.1.1 (Domaine fondamental). Définissons l’ensemble F, comme étant
lensemble des Q = (€ ;) € Hgy vérifiant les trois conditions suivantes :

1. 1R(Q5)] < L pour tous i, j € {1,...,g};
2. La matrice () est réduite au sens de Minkowski ;

3. Pour tout (4 B) €'y, |det (CQ+ D)| > 1.

Cet ensemble est un fermé dans ’espace des matrices complexes symétriques
([50, Page 31]). Nous ne détaillerons pas la réduction de Minkowski. Nous donne-
rons seulement sa définition et renvoyons le lecteur a [50].

Une matrice réelle symétrique A = (a; j)1<ij<q est réduite au sens de Min-
kowski lorsque pour tout j € {1,...,g} et pour tout vecteur n = (n,...,ny) €
79 vérifiant pged(ni,...,ng) = 1, on a mAn > a;; et lorsque pour tout j €
{1,...,9—1},on aa;j+1 > 0. Par [50, Proposition 1 page 13], ceci implique pour
une matrice réelle (¢ %) que ¢ >a > 2b > 0.

Notons que pour g = 1, on retrouve ’ensemble F; défini dans le premier
chapitre.

Proposition 3.1.2. L’ensemble F4 est un domaine fondamental pour l’action de
Ly/(£1lag) sur Hy. Ceci implique que pour tout @ € Hg, il existe v € I'y/(E1ag)
tel que v-Q € Fy et cet élément v est unique si vy -§2 est un point intérieur de F.

Démonstration. Voir [50, Théoreme 2 page 34] ou [19, Proposition 5.3]. O

Notons que la troisieme condition de la définition du domaine fondamental
doit étre vérifiée pour toutes les matrices de I'y. Cependant, il est montré pour
tout g qu’il suffit que cette condition soit vérifié pour un certain ensemble fini
([50, Page 30]), qui n’est connu que pour g = 1 et g = 2. Pour g = 1, on a vu que
I'ensemble {S} fonctionne. Pour g = 2, cet ensemble est constitué des 19 matrices
suivantes (voir [33]) :
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00-1 0 00-10 00-10
_[o000 -1 _ {000 -1 _ {000 -1
N = 100 0 | Ny = 101 0 | M=|70-10 |-
010 O 010 O 010 O
00-1 0 00-10 00—-1 0
_ {000 —1 _ {000 -1 _ {000 -1
Ny = 100 0 | N5 = 100 0 |> Mg = 101 0 [»
010 1 01 0 —1 010 1
887)1 01 00-10 00-10
_ - _ {000 -1 _ {000 -1
Nr=11o-10 |> Ng=110-10 |- No=1701 0 |>
010 -1 010 1 01 0 —1
00-1 0 887)1 01 00—1 0
_ {000 -1 _ - _ {000 —1
mlo_ 10 0 1 ) sjtll_ 10 0 —1 ) sJ’t12_ 10 1 1 )
011 0 01-10 011 0
00-10 00-10 00-10
— (000 -1 _ (000 -1 _[00 0 -1
Mz=\{10-1-1]> RISPRES 100 1 | Ms=1{100 -1 />
01-10 01 1 1 01-1-1
10-1 0 10-1 0 (1)(1)88
_ {010 —1 _ {010 —1 _
Me=1100 0 ) MMr=|oo1 o) Ms={(1-110]>
000 1 010 0 -1 101

On en déduit 'algorithme 3.1.1 qui permet de réduire au sens de Minkowski une
matrice symétrique réelle pour g = 2 et 'algorithme 3.1.2 qui permet de réduire
une matrice de Hy dans Fy (ce sont les algorithmes 9 et 10 de [19]).

La validité de l'algorithme de réduction dans le domaine fondamental découle
de [50, Lemme 1 page 29].

Lemme 3.1.3. Pour tout Q) € F, si l'on note 1 le premier élément diagonal de

Q, alors
3
S() > \Qf

Démonstration. Voir [19, Lemme 5.2]. Soit la matrice (4 B) € I'y avec

0 O 10 -1 0 0 O
On a alors |det (CQ+ D)| = |Q4|. Par définition de Fg4, on a d’'une part que
Q1] > 1 et d’autre part que |R(€21)| < 3. On en déduit la proposition. O
Proposition 3.1.4. Soit Q € Fy. Alors la plus petite valeur propre de ()
vérifie
V3

NOEES

Démonstration. Puisque ) = (g; g§> est dans F3, elle est réduite au sens de

Minkowski et on a alors :

() > S() > 23(R) > 0.
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Algorithme 3.1.1 : Réduction d’une matrice symétrique réelle au sens
de Minkowski
Entrée : Une matrice v = (‘g ’c’) symétrique réelle définie positive.
Sortie : Une matrice entiére unimodulaire U telle que U~ U soit réduite
au sens de Minkowski.

1t =vrai;
2 U:IQ;
3 tant que t = vrai faire
4 si 2|c| < |a| alors
5 si |a| < |b] alors
6 si |¢| <0 alors
7 v=1(62)7(6%);
8 U=(5%)0;
fin
9 t = faux;
sinon
10 v=(%0)7(%0);
1 U=(%0)U;
fin

sinon
12 q = |c/al;
o | (D)
14 U= (Eq?)U;

fin

fin

15 retourner U;

Les valeurs propres de $(£2) étant les racines du polyndéme X2 — (y; + y3)X +
(y1y3 — y3) ot y; = I(€2;), la plus petite valeur propre () vérifie alors

1

A(R2) = 3 (yl +ys — \/(yS - 91)2 +4y§> > o > I

par le lemme 3.1.3 et car y3 > \/(yg —y1)? + 4y§ 0> (y% —y1y3)+ (4y§ —Y1Y3),
ce qui est le cas. ]

3.2 Théta constantes en caractéristique % et en dimen-
sion 2

Retournons aux théta constantes et regardons les spécificités de la dimension
g = 2. Rappelons au lecteur que les théta constantes sont les fonctions théta,
définies a ’équation (2.6), vues comme des fonctions sur Hs au point z = 0. En
caractéristique %, nous avons vu a la définition 2.6.10 une notion de parité sur
ces théta constantes, qui dit que les théta constantes impaires sont identiquement
nulles. On montre aisément qu’il y a 49 = 16 théta constantes, dont 10 qui sont
paires et 6 qui sont impaires. Pour tous a = (ag,ay) et b= *(bg, by) dans {0, 1}2,
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Algorithme 3.1.2 : Réduction dans le domaine fondamental F»

Entrée : Une matrice des périodes €2 € Ho.

Sortie : Un couple (fy, Q= (gl g%)) €y x Fy tel que Q' =~v-Q.
2 3
1y = Iy
2 O =Q;
3 t = vrai;

4 tant que t = vrai faire

5 U = RéductionMinkowski(3(Q'));
6 | v=(Y %)
7 O =UQU;
8 pour j =1 a 3 faire
9 a=—[R(Q))I;
10 Q' = MY,
11 vy = Mj;

fin
12 t = faux;
13 pour j =1 a 19 faire
14 si | det (C;€ + D;)| < 1 alors
15 t = vrai;
16 Q=M
17 v =N

fin
fin
fin

18 retourner (v, {);

on pose
Oby-+2b1 +4ag+8as = Gab- (3.2)

Avec cette notation, les théta constantes impaires sont celles dont 1’indice est dans
{5,7,10,11, 13,14} tandis que les paires ont un indice dans {0, 1,2, 3,4, 6,8,9,12,15}.
Notons P ce dernier ensemble.

Proposition 3.2.1. Pour tous Q) € Fy et j € {0,1,2,3},
16;(2) — 1| < 0.405.
Ceci reste vrai lorsqu’on remplace ) par af) avec a > 1.

Démonstration. Voir [19, Proposition 6.1]. Soient Q = (g; gi) € Faetj e
{0,1,2,3}. Notons, pour i € {1,2,3},

qi = |exp (17Q;)| = exp (—73(2;))

et QQ = exp (—7‘(@). On a alors par la définition des théta constantes :

2 2
;) -11< > " E™e
(m,n)eZ?
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Comme {2 est dans le domaine fondamental, on a d’une part que
I(Q3) > (1) > 2F3(Q2) >0

et d’autre part que () > ce qui nous permet de déduire que

V3
2 )

2mn n2 < QZ(m2+n2) si mn 2 0;
ql a3 QZ(m2+mn+n2) si mn < 0.

Nous utilisons ces majorations pour majorer une premiere partie de la somme :
> @B < 6Q7 +2Q" +4Q° + 6Q° + 4Q" + 20,
(m,n)€[-2,2]\{(0,0)}
Pour le reste de la somme, on utilise la majoration moins fine suivante, qui provient

3(Q
de ce que \(Q2) > % :

2mn n m2+4n?
qar’ (12 <Q

pour tous m,n € Z. On trouve alors :

1
DI LERTD 9D s CauR D ob W Cat) IEFee e
(m,n)eZ? m=0n>3 m>3n>1 ( Q)
|m|>3 ou |n|>3

Ces deux majorations mises ensembles nous donnent

1+Q
(1-Q)

et une évaluation numérique permet de conclure la premiere partie de cette preuve.
La derniere affirmation de la proposition vient du fait que cette preuve s’applique
aisément dans le cas considéré. O

10;(2) — 1] <6Q* +2Q" +4Q° +6Q° +4Q" +2Q"0 + 4 ———@°

La proposition suivante contient des majorations pour d’autres théta constantes.
Les preuves sont similaires. Nous renvoyons donc le lecteur a [19, Propositions 6.2
et 6.3]

Proposition 3.2.2. Pour tous Q € Fa, j € {4,6} et k € {8,9} :

Q 01 (92
exp <z771>’ et ﬁ -1 <2
2 2 exp (ZTrQ?’)

0;(2)

2 exp (m’Ql) =2

e ()
XP 7'('2 .

Intéressons nous maintenant aux valeurs pour lesquelles les théta constantes
paires s’annulent.

Proposition 3.2.3. Soit Q € Hy et O € Fo qui sont dans la méme classe
d’équivalence sous laction de I's. Alors soit la matrice Y est diagonale auquel cas
exactement une théta constante paire s’annule en € et en méme temps 615(Y) = 0,
soit Q' n’est pas diagonale et dans ce cas aucune des théta constantes s’annule en
Q (ni en Q' par Iéquation fonctionnelle de la proposition 2.6.4).

Démonstration. Voir [19, Proposition 6.5 et Corollaire 6.1] O
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Nous concluons cette section avec un premier algorithme d’évaluation des théta
constantes. Cet algorithme est qualifié de naif car il ne fait qu’utiliser la définition
des théta constantes comme séries de Fourier. Notons de suite qu’il suffit de savoir
évaluer les théta constantes sur le domaine fondamental, ce qui souvent permet
d’avoir une meilleure convergence, car pour une matrice des périodes 2 dans Ho,
on peut calculer € dans ce domaine fondamental qui lui est équivalente, évaluer
les théta constantes en Q' et ensuite utiliser ’équation fonctionnelle des théta
constantes pour les calculer en . De plus, on a

Proposition 3.2.4. Pour tout ) € Ha, sil’on pose (a,b,c,d) = (9?((2)%6{0717273},
alors

(X —03(Q)(X —62(2) X2+ (P +d®—a®—cA)X + (ac — bd)?,

(X — 03(0))(X —03(Q)) X2 4 (2 +d®—a?> - )X + (ab — cd)?,
et (X —0L())(X -05(Q) = X2+ B>+ —a®—d*)X + (ad — be)?.

Démonstration. Voir [19, Proposition 6.8]. O

Cette proposition nous dit qu’on peut connaitre toutes les théta constantes a
une racine quatriéme pres a partir des quatre premieres. Ces racines peuvent étre
déterminées en calculant des approximations a faible précision. Nous présentons
donc un algorithme qui permet de calculer les quatre premieres théta constantes.
Nous renvoyons a [19, Section 10.1] pour plus de détails.

Pour tous b € {0,1}2 et € Ha, on a par les équations (2.6) et (3.2) que les
quatre premieres théta constantes sont

0o5() = Y (—1) ™ exp (4 ).

nez?

On cherche a approcher cette somme et pour cela, on introduit les sommes par-
tielles Sy g pour tous b = by, b1) € {0,1}%, Q = (gé g;) € Hy et B> 1 par

SpB(Q) = Z (—1)bomt01m oxepy (4 (M2Qy + n2Q3 + 2mnfdy)).
(m,n)e[—B,B]?

En notant ¢; = exp (17821), g3 = exp (17Q3), g2 = exp (2e7€ds) et en utilisant les
symétries apparaissant dans Sb, B, on trouve que

B B
Sb,B =142 Z ((_Dnboq{ﬂ i qglz <(_1)nb1 4

n=1

(_1)mbo+nb1 q§n2 (qgnn + q2—mn)>> )

m=1

C’est cette expression que 'on va utiliser pour calculer 6;(Q2), j € {0, 1,2, 3}. Pour
accélérer les calculs, les q{”Q sont précalculés en utilisant une chaine d’addition
adaptée. Notons que pour ces théta constantes, les S p font intervenir les mémes
termes au signe pres, ce qui fait qu’on peut les réutiliser et ainsi, la complexité de
I’évaluation simultanée de ces quatre théta constantes est la méme que celle de
I’évaluation d’une seule d’entre elles.

Pour tous b € {0,1}%, B >0 et Q € F2, [19, Lemme 10.1] montre que I'on a

2
100.5(2) — Sp5(2)] < 16exp (—mA(Q) B < 16exp (—mv/3/4) "
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et en utilisant la proposition 3.2.1, on en déduit la majoration

Sp,5(€2)
00,5(£2)

Dans ces conditions, si B vérifie

B> 4(N + log, (27)) _,
mlog, (e)v/3
alors Sp p est une approximation de 6y ;(£2) & précision N (nous avons repris ici les

arguments de [19] en y apportant plusieurs corrections mineures). Tout ceci justifie
l'algorithme 3.2.1 (voir [19, Algorithme 15]) qui est de complexité O(M’'(N)N).

(B+1)2

— 1| < 27exp (—7V3/4)

3.3 Fonctions modulaires pour I’y

Nous allons introduire dans cette section des fonctions modulaires qui sont
I’analogue du j-invariant en dimension 1 et présenter des algorithmes pour obtenir
ces invariants depuis une courbe hyperelliptique de genre 2 et vice-versa.

3.3.1 Invariants d’Igusa et de Streng

Commencgons par définir les invariants d’Igusa et de Streng. Nous allons donner
deux définitions équivalentes : une par les théta constantes et I’autre par les séries
d’Eisenstein. Nous aurons besoin des deux dans la suite.

Soient les formes modulaires de Siegel h;, pour j € {4,6,10,12,16}, de poids
7 et pour le groupe I's suivantes

ha=Y 65,  hio=]]6;

jeP jeP
hia = (0061020405015) +  (0001020609012)*+  (0061030409615)*+
(0001030605012)*+  (00010406012015)* + (9092939499912)4+
(0002030603615) +  (00020509012015) +  (000304060509)*+
(9192939498912)4+ (0102050600015) +  (010204060509)*+

(01030509012015) 4 (02030406012015)*+  (04060309012015)%,

hlﬁ = (93 + ‘9 + 08 + 0 )(0001‘92‘94‘98915)4+ ( )(0001020609612)4
(98 + 98 + 98 + 9 )(9091039499915)4+ (98 + 98 + 98 + 9 )(0091930608912)4
(65 + 68 + 98 + 98)(00010406912015)4+ (6% + 08 + 98 + 60%5)(0002030409012)*
(6% + 6% + 98 + 65,)(0002030605015)*+ (65 + 98 + 65+ 98)(90029899012015)4
(98 + 02 + 9 2 + 985)(909394069899)4+ ((98 —I— 98 + 08 + 0 )(9102939408012)4
O 8+ 05,)(0102030600015)*+ (68 05, + 085)(010204060809)4
(08 + 68 + 98 + 68)(01030809612615) 1+ (98 + 98 + 0% + 65)(02030406612015)*
(05 + 08 + 98 + 05)(04060509612015)*,
et enfin
he = M2l = 3
2h10 '
On pose alors
h h
L=72, Ii=hy Io=-—2, It=hs, Tio=hio (3.3)
h10 th

et on a la relation I§ = 1 (1214 — 31¢).

_|_
+
+
_|_
+
_.I_
+
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Algorithme 3.2.1 : Evaluation de 05, j € {0,1,2,3}, par les séries de
Fourier

Entrée : @ = ({1 §2) € Fo, N > 1.

Sortie : (7)) cq0,1,2,3) tel que pour tout j € {0,1,2,3},
17,/6,(9) — 1 < 2.

B L 4(N-+log, (27))J_
mlogs (V3 |’

q; = exp (1)) pour j € {1,3} et g2 = exp (2:7Q2);

qa = 1/q;

a=qi;b=q};Qus1] = q1;

pour m = 2 a B faire

a = ab;

Ql,s[m] = an,s[m - 1];

(=B B N N

BN

fin

S; =0 pour j € {0,1,2,3};

Q3 =1liay = l;a4 = 1;b3 = q3;c3 = ¢3;
10 pour n =1 a B faire

11 A2 = G2¢2; 04 = 0444;

12 Q3 = Q3b3; b3 = bcs;

13 So = So + Q1.5n;

14 S1 =51+ (—1)"Q1,4[n;

15 | Sy =So+ Q1s[n];

16 Sz =S5+ (—1)"Q1,5[n;

17 | Q2=1,Q4=1;

18 | Ag=141 =14y = (1) A3 = (-1);

© ®

19 pour m =1 a B faire
20 Q2 = Q2a2; Q4 = Quay;
21 5 = Q1,s[m](Q2 + Qu);
22 AO = Ao + S; Al = Al + (—1)m8; A2 = Ag + (—1)”8; A3 =
Az + (=)™ s
23 S; =85+ Q3A; pour j € {0,1,2,3};
fin
fin

24 retourner (1 +25;),c(0,1,2,3};
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Définition 3.3.1. On appelle invariants d’Igusa les fonctions j1, jo et j3 définies
par
I3 hi, j L3 hghdy . Il high?,
L = 2= — = e 3= — = N
o hig o hio

‘1: - 76
" o T,

Définition 3.3.2. On appelle invariants de Streng les fonctions i1, io et i3 définies
par

; I4Ié h4h6 i IZIQ hZhIQ ¢ i IZ? hi
1= 5 = ) 2= 7 = € 3= 73 T 332 -
Lo h1o Lo h3, Iy hi
Ces invariants sont reliés par les relations suivantes
j2(j2 — 3i3) B i
h=""—" b=, 3= (3.4)
21 i1 i
et .5 .3 .2(. . )
. i 15 i5(l2 — 21g
=2 =2 ==~/ 3.5
)1 % )2 is )3 3is (3.5)

Historiquement, les invariants d’Igusa ont été introduits par Igusa dans [45]
tandis que les autres invariants ’ont été par Streng cinquante ans plus tard dans
[80]. Ce dernier, dans sa these, les a définis afin d’obtenir des polynémes de classes
plus petits que ceux que l'ont obtient avec les invariants d’Igusa ([80, Annexe 3]).
Les invariants de Streng sont construits afin d’avoir une puissance minimale de
h1p dans les dénominateurs. Nous parlerons parfois de j-invariants en analogie
avec le j-invariant de la dimension 1 et le contexte rendra clair si nous parlons des
invariants d’Igusa ou ceux de Streng. Les résultats fondamentaux d’Igusa (voir
[45, 46]) sont les théorémes :

Théoréme 3.3.3. Le corps Cr, des fonctions modulaires de Siegel en dimension
2 est C(ju,j2,j3) = C(i1,12,13).

Théoreme 3.3.4. Génériquement, deux surfaces abéliennes principalement pola-
risées sont isomorphes si et seulement si elles ont les mémes invariants d’Igusa,
ou, de maniére équivalente, de Streng.

Redéfinissons ces invariants a travers des séries. On définit la série d’Eisenstein
i de poids pair k > 4 par

V() =Y det (CQ+ D) 7", (3.6)
C,D

ot la somme est prise sur 'ensemble des matrices (4 8) de Sp,(Z) & multiplication
a gauche pres par SLa(Z). Soient

x10 = —27 1237557277 1537143867 (¢4 106 — 1h10) (3.7)
et
X1z = 27 133775737723377 1131 - 593(327%43 + 2 - 53¢ — 691¢19) (3.8)

deux formes modulaires paraboliques de Siegel de poids 10 et 12 respectivement.
Par forme parabolique de poids k sur Hy, on entend une forme modulaire de poids
k sur H,4 telle que sa série de fourier est de la forme

f(Q) = Z a(t) exp (2umTr(tQ2)),

t>0
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ou t parcourt I’ensemble des matrices semi-entiéres positives ([50, Proposition 2
page 56]). Ces séries peuvent étre écrites en terme des théta constantes. En effet,
on a1y = 27 2hyg, g = 27 2hg, x10 = —2" R et x12 = 271737 hyo (voir [46, 47]).
L’anneau gradué des formes modulaires holomorphes de Siegel pour Sp,(Z) est
Panneau engendré par les polyndmes 14, 16, X10 et x12 (voir [46]). Ainsi, les
invariants d’Igusa s’écrivent

5 3
o2l g, _gesgstiXin g (Wu 223¢4X”) (3.9)
X10 X10 Xlo X1o

et on peut aussi en déduire 'expression des invariants de Streng en fonction de
ces formes modulaires, ce dont on n’aura pas besoin dans la suite.

3.3.2 Courbes hyperelliptiques de genre 2 et invariants d’Igusa

Nous allons parler ici du passage d’une courbe hyperelliptique aux invariants
d’Tgusa et vice-versa. Supposons donc que l'on ait 1’équation Y2 = f(X) d’une
courbe hyperelliptique de genre 2 avec f de degré 6 (on peut toujours se ramener
a ce cas). Alors, en notant ai,...,as les six racines distinctes, ag le coefficient
dominant et (ij) la différence (ay(;) — ag(;)), on a les relations

Iy = a§ 3215(12)%(34)(56)?,

Iy = ag 3210(12)*(23)(31)*(45)*(56)*(64)?,
(3.10)
Is = ag 360(12)%(23)%(31)*(45)(56)(64) (14)*(25)(36)?,
et Lo =ag [Tc;(u — o),
ou les indices des sommes représentent le nombre de combinaisons possibles. On
obtient ainsi les invariants d’Igusa a partir d’une courbe hyperelliptique de genre
2 (voir [46]).

Il existe un algorithme appelé Algorithme de Mestre pour résoudre le probléme
inverse. Dans son article [62], Mestre étudie les invariants associés a une forme
sextique. Ces invariants sont construits a partir d’'une opération sur les formes
appelée “Ueberschiebung”.

Il est alors montré qu’a partir d'un modele C' d’équation Y2 = F(X), avec F
de degré 6, et d’involution w, on peut construire une conique non dégénérée L,
une cubique M et un isomorphisme C'/w — L dont les images des 6 points de
Weierstrass de C, c’est-a-dire des 6 racines de F', sont les points d’intersection de
L et de M. Ces conique et cubique sont définies & partir des invariants trouvés
par des “Ueberschiebung” et peuvent étre construits directement a partir des
invariants d’Igusa de la variété qui nous intéresse. L’exposition succincte qui suit
de cet algorithme provient de [56] et correspond au cas général ou la courbe a un
groupe d’automorphisme trivial. On est sur C et on pose

8 16
20 1 80**600 t
v 225(+ 11) = 3375<+ i 1> ¢
)2)3

—64
( 10800000/j; — 9 — 700— - 3600 + 12400 (J ) — 48000)
1

~ 253125 i1 i
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La conique de Mestre est donnée par 1’équation wLv = 0 pour v = {v1,v9,v3) et

T + 6y 622 + 2y 2z
L= 62242y 2z 923 4 4y + 61 ,
2z 923 4 4xy + 6y% 622y + 2y% + 322

tandis que 'équation ) ¢;vvvr = 0, ol les ¢, sont définis plus bas, nous donne
la cubique de Mestre M dans P? :

c111 = 3bzy — 2y — 12z;

cri2 = —182% — 12zy — 36y% — 22;

cr13 = —92% — 3622y — dxy — 622 — 18y?;

€122 = C113;

clo3 = —27z* — 1822y — 18xy? — 3z2 — 2% — 12yz;

c133 = —27/2x% — 7223y — 622y — 9222 — 392y% — 369° — 2y2;
caoe = —8la* — 5dxy — 18xy? — 8y? + 6yz;

coos = 93y — 272%2 + 62y? + 18y3 — 8yz;

o33 = —81/2:1:5 — 27:U3y — 9m2y2 — 41‘y2 + 3xyz — 622;
c333 = 81/2x%y — 81/2232 4 272%y? + 9xy3 — 18zyz + 41> — 30y°2.

En prenant un point rationnel quelconque de L, on peut réécrire la conique comme
une fonction paramétrique v; = f;(X) pour un polynéme quadratique en X, ce qui
donne d’ailleurs un isomorphisme entre L et P! sur C. En mettant ces équations
dans M, on obtient une équation polynomiale f en X de degré 6. Une courbe
hyperelliptique de genre 2 correspondant aux invariants d’Igusa de départ est
alors Y2 = f(X). Nous renvoyons donc a l'article de Mestre pour plus de détails.
Une implantation de cet algorithme est disponible dans [29].

3.4 Invariants avec les théta constantes

En plus des invariants d’Igusa, nous allons nous intéresser a des invariants sur
des sous-groupes du groupe I's, afin d’obtenir des polynémes modulaires pour ces
invariants plus petits que ceux avec les invariants d’Igusa ou de Streng, ainsi qu’il
est fait en dimension 1.

3.4.1 Formules de Thomae

Les formules de Thomae sont des formules qui permettent d’obtenir les puis-
sances quatriéme des théta constantes en dimension g a partir de I’équation d’une
courbe hyperelliptique de genre g. Elles dépendent d’un choix de la base du groupe
d’homologie. Nous les donnons avec la base canonique vue dans la figure 2.1 de la

section 2.7. Soit donc
2g+2

C:Y?= H (x —ej)
j=1
une telle courbe. On note £ = {eq,...,exq42}, U = {1,3,5,...29 + 1} et pour
tout j € {1,...,g}, on pose
— 12j—1 le vecteur composé du vecteur de {0, 1}9 ayant que des entrées nulles
si ce n’est la j-ieme puis du vecteur de {0, 1} ayant que des entrées nulles
si ce n’est les 5 — 1 premieres;
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— 125 le vecteur composé du vecteur de {0,1}9 ayant que des entrées nulles
si ce n’est la j-iéme puis du vecteur de {0, 1}9 ayant que des entrées nulles
si ce n’est les j premieres;

— M2g+1 = ((0770)7(1771))7

— mMag+2 = ((0,...,0),(0,...,0)).

Ceci nous permet de définir pour tout ensemble S C F le vecteur ng comme étant
la somme Zeje g 1nj modulo 2. Rappelons que la différence symétrique de deux
ensembles S et T est

SAT = (SUT)\(SNT).

On peut enfin donner une version des formules de Thomae

Théoréme 3.4.1 (Formules de Thomae). Pour tout ensemble de points de Weiers-
trass E = {e1,...,ezg42}, il existe une constante c telle que pour tout sous-
ensemble S de E de cardinal pair, on ait

. 0 st #SAU # g + 1,
005 () = ¢ (—1)#SV e [Lresav T Si#SAU =g+1.
y@SAU
Démonstration. Voir [83] ou [69, Section IIL.8]. O

Notons qu’il existe des formes plus générales pour ce théoréme, en particulier
on peut prendre un des points de Weierstrass comme étant le point a I'infini.

La matrice Q0 qui apparait dans ce théoreme est une matrice de H, qui corres-
pond a la méme variété abélienne principalement polarisée que la courbe hyper-
elliptique de départ. Cette matrice est déterminée par un choix dans l'ordre des
racines de £. Un autre choix donne une matrice équivalente dans #H,4/I'y. Notons
que les puissances quatriemes des théta constantes ne sont pas des fonctions mo-
dulaires (ce sont des formes modulaires) et donc si ' est équivalente a Q dans
Hq/Ty, on a que, en général, eé,b(Q/) * 93,1;(9)' Par contre, les quotients Hgyb/eid
sont des fonctions modulaires mais seulement pour le groupe I'y(2).

Considérons 7—[;2) Pensemble des paires (C, o), ou C est une courbe hyperel-
liptique et o : {1,...,29 + 2} — FE une bijection vers E C C qui est ’ensemble
des points de ramification de 7 : C' — P!, modulo isomorphismes de courbes.
Puisque les points de branchement dans P! déterminent la courbe, on a, d’apres
[69, Section III.8], que

242) ~ séquences de points distincts modulo équivalence
9 71 Pi,...,Pyi2de P! projective PGL(2, C)

et puisque I'on peut normaliser Py,42 comme étant le point a 'infini, on a aussi

242) ~ séquences de points complexes modulo équivalence
9 7| distincts eq,...,e2g+41 affine e; — Ae; + i

et en normalisant encore en posant e; = 0 et ea = 1, on obtient

H2) ~

{ sous-ensemble ouvert de C29~! de points }
g

(e3,...,€2941) tel que €; # ej,¢e; # 0,1
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Ainsi, 7-[52) est une variété affine, car c’est I'intersection de deux ouverts fonda-
mentaux. En terme de sa seconde description, si ¢ est la coordonnée de P!, alors
I’anneau de coordonnées affine de 7—[5(,2) est engendré par les fonctions de la forme
HP) — (P t(P) —H(P)
t(Py) = t(Py) () —t(F)

En terme de la troisiéme description, cet anneau est engendré par les fonctions de

la forme
a; — ag

a; — ag

Les formules de Thomae impliquent alors

Proposition 3.4.2. L’anneau de coordonnées affine de Héz) est engendré par les

fonctions
+4
bap
o)
Démonstration. Voir [69, Corollaire 8.13]. O

Le lemme 8.12 de [69] nous dit alors que ”HEJQ) peut étre envoyé dans H,/T'¢(2).
Or, lorsque g = 2, le théoréme suivant nous dit qu’il y a un morphisme birationnel
entre les deux.

Théoréme 3.4.3. Le corps des fonctions modulaires invariantes par I'g(2) est

C(0a./%,0)-

Démonstration. Voir [60, Théoreme 2]. O

3.4.2 Invariants pour I'y(2) et I'y(2,4)

Tout courbe hyperelliptique de genre 2 est isomorphe via des transformations
linéaires fractionnaires a une courbe de la forme :

C:Y?=X(X - 1)(X —t1)(X —12)(X —13), (3.11)
ou les t; sont appelés invariants de Rosenhain de C'. On peut prendre

_ 0361 _ 030% _ 050%

T1 = 555 Ty = € T3 = .
202> 202 202
9392 02915 03915

Ces invariants sont des fonctions modulaires pour I'y(2). Notons qu’une courbe
comme dans ’équation (3.11) est équivalente a la courbe

2t 2t 2t
TY2 = X(X —1)(X -2 (X— 1>(X— 2><X— 3> 12
¢ ( )( ) t1+1 t2—|—1 t3—|—1 ’(3 )

courbe que l'on obtient en envoyant le point a l'infini vers 2. On peut donc fa-
cilement obtenir les quotients des théta constantes a la puissance 4 a partir des
invariants de Rosenhain en appliquant les formules de Thomae que nous avons
données sur cette derniere courbe. On en déduit le corollaire suivant du théoreme
3.4.3.

Corollaire 3.4.4. Le corps des fonctions modulaires invariantes par T'2(2) est
engendré par les invariants de Rosenhain.
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Rappelons que le groupe I'y(2,4) est défini dans la section 2.6.2. Cette défini-
tion est équivalente a la suivante, qui est plus malléable :

A B
F2(2,4)—{<C D)EFQ(Q):BOECOEOmod4}.
C’est un sous-groupe normal de 'y d’indice 11520. Notons pouri € Pet j = 1,2, 3,

2 ,
G(Q) = Zgg ot bj(Q):m. (3.13)

Les formules de duplication de la proposition 2.6.12 permettent d’écrire les fonc-
tions ¢; en fonction des b;. Inversement, on a les relations

by = (g +C9)(1+C4+C8+C12)_1,
by = (CQ + Cﬁ)(l + ¢4+ ¢+ Clg)fl, (3.14)
by = (63+615)(1 —|—C4—|—C8+C12)_1.

L’équation fonctionnelle des fonctions théta montre que les fonctions b; et ¢; sont
invariantes par le groupe I'9(2,4). On a de plus

Théoréme 3.4.5. Le corps des fonctions modulaires invariantes par T'o(2,4) est
(C([Jl, bg, [13) = (C(Cl, ceey C15).

Démonstration. Voir [60, Théoreme 1]. O

3.4.3 Utilisation de l’intégration numérique

Nous avons vu comment en appliquant les formules de Thomae on pouvait cal-
9 04(Q)
culer les valeurs ¢5(Q2) = 9% @
a une variété abélienne principalement polarisée dont 2 est une représentation.
Nous cherchons maintenant a obtenir les ¢; plutdt que les c? car nous allons voir
que l'algorithme 3.6.1 nous permettra de déduire la matrice € des c;, si €2 est
dans le domaine fondamental. Bien entendu, une telle matrice peut étre obtenue
directement par intégration numérique, mais puisque c’est une opération cotiteuse,
nous cherchons a obtenir une complexité qui soit meilleure.
Rappelons qu’on peut prendre la base Ay, ..., Ay, Bi,..., By du groupe d’ho-
mologie H;(C,Z) comme dans la figure 2.1. Une base des 1-formes holomorphes

est I’ensemble {%,j €{0,...,9—1}}. Si on pose

k-1 k—1
0 = (/ T da:) ot Q, = (/ T dx) 7
A y Jke{l,....g} Bj Yy jke{l,...,g}

alors la matrice Qo = € 10, est dans H, et correspond a la courbe C. Cette
matrice 2o dépend des bases choisies pour le groupe d’homologie et pour les
1-formes. Les intégrales qui apparaissent dans ces différentes matrices sont des
intégrales hyperelliptiques. 1l existe plusieurs algorithmes pour les calculer. Par
exemple [17, 7, 65].

L’algorithme 3.4.1 permet d’obtenir les ¢;(2) & partir des points de Weierstrass
d’une courbe hyperelliptique de genre 2. 1.’idée consiste a utiliser tout de méme
Iintégration numérique mais a faible précision. On obtient ainsi une matrice qui
va nous permettre de choisir la bonne racine carré de c?- afin d’obtenir c;.

Dans cet algorithme, seulement un nombre constant d’opérations se font a
précision N. Toutes les autres, en nombre constant aussi, se font & faible précision.
On en déduit une complexité en O(M’'(N)) (voir [19, Algorithme 12]).

pour j € P a partir d'une courbe C' qui correspond
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Algorithme 3.4.1 :  Evaluation des ¢;(Q2) associés & une courbe

Entrée : Les racines (ej, ..., eg) € C® d'une courbe hyperelliptique
C:Y?=T],,(X —¢;), NeN.

Sortie : (c;(€2))jeq1,...,15) & précision N, ot 2 € Fp décrit la méme variété
que la courbe C.

1 Calculer la matrice € associée a C par intégration numérique a faible
précision en utilisant le méme choix de base du groupe d’homologie que les
formules de Thomae ;

Calculer v et Q € F; tels que Q = Q' par 'algorithme 3.1.2;

Calculer les c?(Q’ ) par les formules de Thomae & précision N;

En déduire les CJQ(Q) = c? (v§) par I’équation fonctionnelle;

[S I NV M

Calculer les ¢;(2) a faible précision a partir de la matrice € : on peut
utiliser les définitions des théta constantes comme séries de Fourier;

6 En déduire les ¢;(£2) a précision N en utilisant leurs approximations pour
extraire la bonne racine carré de ¢;();

3.5 Suites de Borchardt

3.5.1 Définition générale

On note Z, = (Z/2Z)9. Soit (ay)vez, € C**. On dit d’'un 29-uplet (by)vez, de
C% quil est un itéré de Borchardt de (av)vez, s'il existe (aw)vez, € C% tel que
pour tout v € Z; :

1
2
o = Ay, et by, = % Z Qly; Qg -
v1+va=v
Le 29-uplet (ay) est le choiz de racines correspondant & cette itération de Bor-
chardt. On dit de plus que c’est un bon choiz si pour tous vi,v2 € Z; on a

‘am - av2| < |aU1 +O‘U2"

Si ce n’est pas le cas, on parlera de mauvais choiz de racines. Notons qu’il y a
au plus 29 choix de racines et que les choix (ay)vez, et (—aw)vez, conduisent au
méme itéré, ce qui fait au plus 297! itérés possibles.

Définition 3.5.1. Une suite (aq(;n))uezg,neN est une suite de Borchardt associée a

(ai(,o))vezg si, pour tout n € N, vez, est un itéré de Borchardt de (afﬁ))vgg.

Les suites AGM (vues a la section 1.6.1) correspondent au cas g = 1 des suites
de Borchardt.

Théoréme 3.5.2. Soit (as,n))vgg,neN une suite Borchardt et soit (Oéq(;n))uezg,neN
une suite de choix de racines associée. Alors il existe un unique A € C tel que,
pour tout v € I,

lim o{® = A.

n—o0 v

On appelle A la moyenne de Borchardt de (ag,o))vefg. On a que A = 0 si et
seulement si la suite (a&n))vezg’neN contient une infinité de mauvair choix de

. . n . . .
racines. Chacune des suites (ag ))neN converge quadratiquement vers sa limite A
sauf st A =0 auquel cas la convergence est, en général, linéaire.
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Démonstration. Voir [19, Théoreme 7.1 et Page 164]. O

On dispose de quelques renseignements sur la position de A par rapport a
(ai(,n))vezg pour un n fixé :

< (n) > mi (n)
\Alfgggilav , %(A)ﬂ{rég;(?ﬁ(av )

; (M) < < (n)
et gellzr;(arg(av ))_arg(A)_ggi}(arg(av )-

L’archétype de ce type de suite est PTAGM associée & ag = 1 et bg = 0 : on a alors
by, =0 et |a,| = 5= pour tout n.

3.5.2 Une fonction associée a la moyenne de Borchardt

Soit (zv)vez,\{0} € C*~1. On lui associe la suite de Borchardt (a&"))vezgmeN

définie par a(()o) — 1, aY = 2, pour v € Z,\{0} et ol on définit (agn))uezg par

récurrence sur n en posant

a(()n—l—l) _ 1 Z o™ ot (D = Z a™ g™

29 U1 v
vELy v1+v2=v

ou aén) est une racine carré quelconque de a[()n) et pour tout v # 0, aq()”) =0 si

(n) (n) (n)

oy’ =0ousiay =0 etsinon c’est une racine carrée de ay ’ telle que
n n
laf” = af?| < |af” + o),

avec %(aqgn) / a(()n)) > 0 en cas d’égalité.
On note By((2v)vez,\{0}) la limite de cette suite. Dans le cas g = 1, on a que
B est exactement la fonction M définie dans la définition 1.6.4.

Proposition 3.5.3. Soit (2y)yez,\f0} € C*~1 qvec R(z,) > 0 pour tout v. On

note (agn))vezg,neN la suite de Borchardt associée au calcul de A = By((2v)vez,\{0})-

Soit N > 1. On pose

log (1 — 97) My
B(N, (z,)) = | ———22~2 —i—N—i—l—i—{lo w
( ( U)) ’7 IOg % g2 7m0
. 0 0 0 . 0
ot Ny = Zvl,vgeIg \aqgl) — aq(,z)\, My = maxyerz, (|a5, )|) et mo = mingez, §R(a1(, )).
Alors aOB(N’(Z“)) est une approzimation de By((2y)) avec une précision relative de
N bits.
Démonstration. Voir [19, Proposition 7.2]. O

Cette proposition justifie la validité de ’algorithme 3.5.1 ([19, Algorithme
11]) d’évaluation de By. On peut montrer qu'il suffit de travailler a précision N +
glogs(3)B(log (N) + 1, (2y)), ce qui implique que la complexité de cet algorithme
est en

O(M'(N + B(log (N), (20)))B(log (N), (2v))),

pour g fixé. Si de plus (z,) est fixé, alors B(log (), (z,)) = O(log N). Cela reste
vrai lorsque (z,) varie mais que mg est minoré tandis que My est majoré (ce qui
permet de majorer Ag). Dans ces deux cas 1a, la complexité de I'algorithme est
en

O(M'(N)log N).
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Algorithme 3.5.1 :  Evaluation de la moyenne de Borchardst B,

Entrée : N € N* et (2y)vez,\(0) € C?~1 tel que R(z,) > 0 pour tout v.
Sortie : A tel que ‘% — 1’ <2-N.

B = B(N +1,(2));
apg = 1;
pour v € Z,\{0} faire
| ay = 2
fin
5 pour n =1 a B faire
6 pour v € 7, faire
7 ay = /Gy tel que R(aw,) > 0;
8 b, = 0;

W N =

fin
9 pour v € 7, faire
10 bo = by + ay;
11 pour v € Z, faire
12 ‘ by = by + Q) Qytvy
fin
fin
13 pour v € 7, faire
14 ay = by /29;
fin

fin

15 retourner agp;
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3.6 Applications de la moyenne de Borchardt

3.6.1 D’une courbe hyperelliptique de genre 2 & une matrice de

Ho

Il existe un lien étroit entre les théta constantes et la moyenne de Borchardt.
Soit ) € Hy. Considérons la suite

62(2"€2)
(an, b, Cny dn) = 22 0 pour n € N.
0 ) jeos
Elle converge vers s d’aprés le lemme 2.6.13. Les formules de duplication

02(Q
(proposition 2.6.12) 1?1(cnis disent que c’est une suite de Borchardt. Si de plus €2
est dans le domaine fondamental alors la proposition 3.2.1 nous dit que pour tout
n € N, R(6;(2"Q)) > 0 pour j € {0,1,2,3}. Ainsi, cette suite est une suite de
Borchardt ou tous les choix de racines sont bons. On a donc montré

Proposition 3.6.1. Pour tout Q) € Fa, on a

1
03(2)

BQ(Cl(Q), CQ(Q), Cg(Q)) =

Démonstration. Voir aussi [19, Proposition 9.1]. O

On a vu dans ’algorithme 3.4.1 comment calculer les ¢; a partir d'une courbe
hyperelliptique de genre 2. La proposition précédente nous permet d’avoir tous les
carrés des théta constantes car 032(9) = ¢;(2)63(9). La conjecture suivante (qui
provient de [19, Conjecture 9.1]) nous permet alors de calculer §2. Rappelons que
les matrices 9; sont définies dans I’équation (3.1).

Conjecture 3.6.2. Pour tous Q € Fp et v € {(IM1)2, (3M2)?, (3M3)?},

Ba(e1(19), 2(19) ¢5(7)) = Ho(lm)

Cette conjecture dit que si on fait comme dans la proposition 3.6.1, alors tous
les choix de racines sont bons.

On pose 2 = (3; 8;) € Hs. L’équation fonctionnelle montre que

(e1 ((391)9Q), c2((INM1)?€), c3((INM1)*Q)) =

2 2 2
(1 ((312)702), €2 ((I2)9), €3((3M2)02)) = (ZZ§3§ 32533 gﬁi) |
2 2 2
(e1((30)°02), e2((3N0) Q) e3((3N)*02)) = (ZSES% Z“Egi 9553)
et que
0o((IM1)?Q) = - 63(),
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Algorithme 3.6.1 : Calcul de Q € F; a partir des ¢;(£2) ou des b;(€2)
Entrée : (¢;(Q2))jep € C? ou (0i(2))ieq1,2,3) € C3.
Sortie : 2 € F, tel que ¢; = ¢;(§2) pour tout j et en supposant qu’une telle
matrice existe.

Si on part des b;, utiliser les formules de duplication pour en déduire les c;;
To = Ba(c1,¢2,¢3) 71
pour j € P faire
| T = Toey;
fin

5 0 = (—ZT4B2 (TO T Q))fl;

[

Ty Ty Ty

—1
Ty9 To T; .
6 3= (—xBy (2.0 1))

29

Ty Ty T .

7 a=(ToBy (B, 50, 52))
8 Qo = Va+ Q2103 tel que F(Qg2) > 0;

Q1 Q2 ).
9 retourner (Q2 93),

En supposant vraie la conjecture précédente, on peut déduire 2 des carrés des
théta constantes car alors :

1

0 (3.15)
02(Q) 62(2) 63\’
07(Q) B2 (9%(9)’ 92(9)’ 9?%(9))

O ? (3.16)

3= 02(Q) 02(Q) 02(Q)\’ '
03(Q) B2 (92(9)’ R 02(9))
1
02— 100y — (3.17)

02(Q) 62(Q) 62,()\’

e (5. 70 )
et de plus, comme 2 € Fy, la réduction de Minkowski implique que I(£22) > 0 ce
qui nous permet de déterminer la bonne racine carré de 3. On obtient ainsi la
matrice 2. On en déduit aussi la validité de 'algorithme 3.6.1, sous la conjecture
3.6.2.

La complexité de cet algorithme se ramene a la complexité de quatre moyennes
de Borchardt. Elle est donc en O(M’(N)log N) ([19, Algorithmes 13 et 14]).

Remarque 3.6.3. La conjecture a été testée et vérifiée numériquement par Du-
pont pour plusieurs millions de matrices aléatoires. Nous soulignons le fait qu’il
est facile de tester si une matrice ) trouvée a la fin a les bons invariants d’Igusa
ou pas.

3.6.2 Deux variantes

Notons qu’il existe une variante (voir aussi [19, Pages 200-201] pour cette va-
riante et la suivante) de 'algorithme 3.6.1 qui permet de s’affranchir de la conjec-
ture 3.6.2, mais qui suppose 'utilisation d’une technique d’intégration numérique.
Soit v € {(IM1)?2, (3M2)2, (3M3)?}. Supposons que I’on connaisse les valeurs des
¢;(72), j € {1,2,3}, pour un certain € F3, ainsi qu’une approximation de cet
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a faible précision. Les formules de duplication et la proposition 2.6.13 nous disent

que la suite
2(9n
(9]‘ (2 ’YQ)>
2
05(v42) j€{0,1,2,3},neN

est une suite de Borchardt associée a (1, ¢1 (7€), c2(7£2), ¢3(7y2)) qui converge vers
m. Pour pouvoir évaluer cette suite, on peut déterminer les choix de racines
0
qui correspondent aux
0;(2"2)

<00(79))j€{0,1,2,3},n€N

et ceci peut étre fait en utilisant 'approximation de £ qui nous permet d’évaluer
les théta constantes a faible précision. En tout, il est nécessaire d’en calculer qu’un
nombre fini car les quatre suites convergent vers la méme limite et donc a partir
d’un moment les racines & prendre seront toutes situées dans un méme quart de
plan, ce qui permet d’extraire les bonnes racines. A Q fixé, ces calculs & faible
précision ne changent pas le colit asymptotique du calcul de Q. On en déduit
alors en utilisant cette variante et 'algorithme 3.2.1 qu’on peut trouver, a partir
des points de Weierstrass d’une courbe hyperelliptique C' de genre 2, une matrice
Q) € Hs associée a C avec une précision N en temps

O(M'(N)log N).

On peut également choisir de s’affranchir dans 'algorithme 3.4.1 du calcul
numérique d’intégrales hyperelliptiques mais en utilisant la conjecture 3.6.2. Sup-
posons donc que ’on a les valeurs c? (Q) et qu’on cherche & calculer 2 € Fy qui
soit équivalent a ©'. On a vu que les c? sont des générateurs du corps des fonctions
modulaires pour I's(2). Ainsi, I’ensemble

{(CJZ(VQI))je{l,...,w} 1y € Ty/T2(2)}

est calculable et de cardinal [T : T'3(2)] = 720. Le vecteur (¢;());e(1,..,15) est
dans I’ensemble

B(Y) = {(ejc; (YY) jequ,...15) ¢ (€)jeqn,...15y € {£1}°, 7 € T2/T2(2)}

qui est fini et explicitement calculable. Pour le déterminer dans cet ensemble, on
peut procéder comme suit, a faible précision :

Poser S = B(Y);

Choisir un élément (55) (1,151 € S

Calculer un élément ¢t € H, en utilisant ’algorithme 3.6.1;
Sit & Fa, enlever (3;) de S et retourner au point 2;

Sinon évaluer les b;(t) ;

S e W

Vérifier si les ¢;(t) correspondent aux f; : si c’est le cas, alors on a bien
(Bj) = (¢j(t)), sinon on enleve (f3;) de S et on retourne au point 2.

Cette variante ne change pas la complexité asymptotique du calcul de €, ni
méme du calcul des ¢;(€2) puisqu’elle ne fait intervenir qu'un nombre fini de calculs
a faible précision. Notons que I’ensemble S du point 1 peut étre réduit en utilisant
les propositions 3.2.1 et 3.2.2.
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Algorithme 3.6.2 : Evaluation des b; par la méthode des différences
finies

Entrée : Une approximation flottante y(™ € C3 de Q € F; en précision 2N
et une approximation (™ € C3 de f (©2) en précision N.
Sortie : Une approximation flottante z("*1) de f (Q) en précision 2N.

1 Soit € = 27V max; \x§")|;
2 Soit (e;) la base standard de C3. Calculer F(z(™) et

ﬁ—fj = %(F(a:(”) +eej) — F(z™)) en utilisant I'algorithme 3.6.1;
3 Soit J = (Ji,j)i,j:1,2,3 avec Ji,j = 272’

4 Soit (™1 = £ — (F(z(™) — y(™) =1 611 'on voit les vecteurs comme
des vecteurs ligne;

3.6.3 Algorithme rapide d’évaluation des théta constantes

Une application importante des suites de Borchardt est qu’elles permettent
d’obtenir un algorithme rapide pour le calcul des théta constantes. Notons par

F: C3 — C3
(bl(Q)>b2(Q)7b3(Q)) —

la fonction calculée par I'algorithme 3.6.1 et par

f Y (CB
Q — (bl(Q)abQ(Q)7bS(Q))
son inverse dans JFa, ou ) = (g; 83) est interprétée comme un vecteur de C3.

On utilise la méthode des différences finies sur F' pour calculer f, ce qui conduit
a l'algorithme 3.6.2 qui provient de [29]. On peut trouver dans [19, Pages 212-216]
le calcul de f par des itérations de Newton utilisant la matrice Jacobienne de F'.
Cette méthode est plus technique et d’apres [29], elle est également plus lente que
la premiere.

Une premiére approximation de f(€) peut étre calculée en utilisant la défi-
nition des fonctions théta en terme de série de Fourier : c’est ’algorithme 3.2.1.
Les calculs sont faits a précision 2N bits. Bien entendu, aussi bien le calcul de
la matrice Jacobienne par différences finies que la méthode de Newton elle-méme
engendrent des pertes de précisions.

Théoréme 3.6.4 (Sous la conjecture 3.6.2). Soient Q € Fy telle que 6y(2/2) # 0,
x = f(Q) et 2O une premiére approzimation flottante de x. Sans prendre en
compte les pertes de précision, il existe deux réels eg > 0 et § > 0, qui dépendent
de x, tels que pour ||z — || < e, la suite (™) définies par des applications
successives de l'algorithme 3.6.2 converge vers x avec une précision qui augmente
a chaque pas de N a 2N —§. Pour atteindre une précision N donnée, la complexité
totale est dominée par la complexité de la derniére étape qui est

O(M'(N)log N).

Démonstration. Voir [29, Théoreme 12]. O



Chapitre 4

Polynomes modulaires de
Siegel

Ce chapitre a pour but de définir les polynémes modulaires sur I’espace de Sie-
gel et de décrire un algorithme de type évaluation/interpolation pour les calculer.
Nous commencons par expliquer comment on interpole des fractions rationnelles
multivariées, puis nous décrivons 'algorithme de Régis Dupont pour le calcul de
ces polynoémes avec les invariants d’Igusa. Cette these apporte une généralisation
de cet algorithme a d’autres invariants, notamment les b; qui sont définis a 1’équa-
tion 3.13. De plus, nous étudierons les propriétés des polynémes modulaires avec
les b; : nous prouverons l’existence de symétries, de relations modulo 4 entre les
exposants des invariants dans les coefficients et décrirons des propriétés des dé-
nominateurs des coefficients des polynomes. Les références pour ce chapitre sont
[19, 85, 9]. En particulier, nous avons repris plusieurs preuves de [9].

4.1 Interpolation

Nous expliquons dans cette section comment interpoler des polynémes et des
fractions rationnelles multivariées. En effet, on a besoin de savoir interpoler des
fractions rationnelles trivariées pour calculer les différents polynémes modulaires
par la méthode d’évaluation/interpolation. Le probléme est le suivant : on suppose
que l'on dispose d’un algorithme f qui renvoie une approximation flottante de la
valeur P(x1,...,x,), pour tous x1,...,x, € C, ou P est une fraction rationnelle
multivariée a coefficients complexes P(Xy,...,X,) en n variables que l'on ne
connailt pas. Le but est de calculer P.

On note My (d) la complexité de la multiplication de deux polynémes de
degrés inférieurs ou égaux a d avec des coefficients de IV bits. Par ailleurs, on note
M'(N) la complexité de la multiplication de deux entiers de N bits. D’apres [85,
Corollaire 8.19], on a que My(d) € O(dlogd M’(N)) si on utilise la FFT et si
on suppose que N € Q(logd), ce qui est nécessaire pour distinguer les différentes
racines de 'unité utilisées dans la FFT. De plus, M'(N) € O(N log N loglog N)
(voir [78]).

Ce qui suit est basé sur des idées de [19]. On entre dans les détails et on fait
une étude de la complexité.

111
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4.1.1 Interpolation d’un polynéme multivarié

Le probleme de 'interpolation d’un polynéme univarié P est bien connu et peut
étre résolu par les méthodes de Lagrange et de Newton qui nécessitent deg P + 1
évaluations (appels a 'algorithme f de I'introduction de cette section). La com-
plexité de linterpolation rapide est en O(My(deg(P))log (deg(P))) (voir [85,
Corollaire 10.12]).

Dans le cas d’un polynoéme bivarié P(X,Y’), on note qu’il peut étre écrit sous
les formes

dx [ dy dx
P(X,Y)=)" (Z cz-,jw) X' => (V)X
i=0 \j=0 i=0
On peut calculer le polynéme univarié P(X,y), pour y fixé, en évaluant P(z;,y)
pouri=1,...,dx +1 et puis en interpolant. Le /-iéme coefficient de ce polynéme
est ¢/(y), qui est ’évaluation du polynéme univarié ¢,(Y") au point y. On a donc
un algorithme pour évaluer ce polyndme et en I'appliquant sur dy + 1 valeurs y;,
on peut en déduire les ¢y(Y') pour tout ¢ et par suite le polynéme bivarié¢ P(X,Y).
Reprenons. Pour interpoler P(X,Y’) on procéde comme suit. Pour j de 1 a
dy + 1, on fixe une valeur y; et on choisit dx + 1 valeurs z; (il n’est pas génant
de prendre les mémes x; pour différents j), on évalue alors tous les P(xz;,y;) et on
interpole pour obtenir le polyndéme univarié P(X,y;). Enfin, pour £ = 0,...,dx
on interpole ¢;(Y). Ainsi, pour pouvoir interpoler un polynoéme bivarié, il nous
faut (dx + 1)(dy + 1) évaluations et la complexité de I'interpolation est en

(dy + DO(Mn(dx)log (dx)) + (dx + 1)O(Mn(dy)log (dy)) € O(dxdy N).

L’interpolation d’un polynoéme trivarié peut étre faite de maniere similaire. On
écrit

dx (dy [dz
PX\Y,Z)=> (Z (Z ci7j7ka) Yj) X
k=0

i=0 \j=0
dx [ dy 4 ' dx '
=) D (2R | X =D (Y, 2) X7
i=0 \j=0 i=0
Si, pour y et z fixés, on évalue P(x;,y,z) pouri=1,...,dx +1 et qu'on interpole,

on obtient le polynéme univarié P(X,y, z) et son ¢-iéme coefficient est cy(y, z).
Ceci nous fournit un algorithme d’évaluation du polynoéme bivarié c,(Y,Z) en
n’importe quels points. On peut donc appliquer ce qu’on a dit sur les polynomes
bivariés pour calculer tous les ¢/(Y, Z) et en déduire P.

Détaillons. Pour j de 1 a dy +1 et pour k de 1 & dz+1, on évalue P(x;,y;, z1)
pour dx + 1 valeurs z; et puis on fait (dy +1)(dz + 1) interpolations pour obtenir
tous les P(X,y;,2). Chacun des dx + 1 coefficients ¢/(Y, Z) est un polynéme
bivarié et on a déja donné la méthode et la complexité pour le calculer. En tout,
on fait (dx +1)(dy +1)(dz + 1) évaluations et la complexité de 'interpolation est

(dy +1)(dz + 1)O(Mn(dx)log (dx)) + (dx + 1)(dz + 1) O(Mny(dy)log (dy))+

(dx + 1)(dy +1)O(Mn(dz)log (dz)) € O(dxdydzN).

On peut généraliser cet algorithme par récurrence sur le nombre de variables n du
polynoéme multivarié P(X1,...,X,). Le nombre d’évaluations est [[;-;(dx, + 1)
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et la complexité de I'interpolation d’un polynoéme a n variables est

n n
> T (dx, + HO(Mny(dx,)log (dx;)) HdXN.
i=1j=1
J#1
Notons la symétrie entre les variables dans cette complexité. Elle indique que
I’ordre des variables n’a pas d’importance.

4.1.2 Interpolation d’une fraction rationnelle multivariée

On commence par le cas univarié : F(X) = gg{%, avec A(X) = > X OalXZ
C[X] et B(X) = Z?Eo b; X' € C[X]. On cherche la solution avec des degrés d4 et
d® minimaux. Chaque paire (A, B) est alors définie & une constante multiplicative
pres.

Soit n = d4 + d§ + 1. Berire A(X) — F(X)B(X) = 0 induit un algorithme
par algebre linéaire : il suffit d’évaluer F' en n + 1 valeurs x; et de trouver les
coefficients a; et b; en résolvant le systeme linéaire

ao
dA B 0
1 x ... ,7;1 —F(xl) —F(x1)~:v1 —F(aﬁl)'$1x
oo : . . : : Gag | _
,;A . ' . . dB o
1 @y ... zp° —F(x,) —F(an) xn ... —F(x,)- -z~ 0

Cette méthode est particulierement facile a implanter mais elle a une mauvaise
complexité. Une autre solution consiste a utiliser I'interpolation de Cauchy (voir
[85, Section 5.8]) couplée avec l'algorithme d’Euclide rapide (voir [85, Section
11]), ce qui produit un algorithme de complexité O(My(n)log(n)). Le nombre
d’évaluations est alors n.

Décrivons briévement cette derniére méthode. Soient k et m tels que deg A < k
et deg B < m — k. Prenons z1,...,2, € Cet y; = F(z;) pour 1 < i < m et
interpolons : on obtient un polynéme univarié f. On cherche des polynémes r(X)
et ¢(X) tels que pour tout ¢, r(z;) = t(x;)F(z;); ceci implique (r(x;) = t(x;)y; =
t(x;) f(x;) si et seulement si r = tf mod (X — z;) pour tout i) et par le théoreme
des restes Chinois, c’est équivalent a avoir que r = ¢t f mod g, ot g = [[/%; (X —x;).

On utilise alors I'algorithme d’Euclide étendu sur g et f. Soient rj, s;, t; la
j-ieme ligne de cet algorithme ou j est minimal tel que degr; < k (c’est-a-dire
quer; =g,10 = f,81 =1,50 =0,t1 =0,t2 = 1 et ry = gsy+ ft, pour chaque ligne
?). Par le corollaire 5.18 de [85, Section 5.8], r; et t; vérifient r;j(x;) = t;(x;)ys
et tj(x;) # 0 pour tout i. Ainsi, il suffit de calculer cette ligne pour interpoler la
fraction F et il est possible de ne calculer qu’une ligne par 'algorithme d’FEuclide
rapide (voir [85, Section 11] pour plus de détails).

On étudie maintenant le cas bivarié FI(X,Y) = gg{ Q, avec

da di

ZZCZJXZYJ Zc Y)X' e CIX,Y]

=0 j=0
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et similairement pour B(X,Y’). On pourrait bien entendu utiliser de I'algebre li-
néaire, mais la complexité serait vraiment trés mauvaise. On veut plutot faire
comme dans le cas des polynomes bivariés : fixer des valeurs y;, calculer les frac-
tions F'(X, y;) et ensuite interpoler les coefficients comme des polynémes univariés
en Y. Si F(X,Y) € Q[X,Y], alors pour chaque fraction rationnelle trouvée, on
peut forcer les numérateur et dénominateur a avoir un contenu égal a 1. Mais
a cause de la constante multiplicative, cela ne va pas marcher comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 4.1.1. Supposons que l’on cherche F(X,Y) = % et que l'on a
trouwvé F(X,1) = ))((2;*'11, F(X,2) = 1§§i‘§4, F(X,3) = 2§§i‘§5 et aussi F(X,5) =

75X247 . p A . .
ixt3 - Pour le plus grand coefficient du numérateur, ¢4 (Y'), si on interpole avec

¥, = 2,3,5, ce qui mous donne c‘24(yi) = 12,27,75, on trouve 3Y? ce qui est
correct; d’un autre coté, avec y; = 1,2,3 donnant ca(y;) = 1,12,27, on obtient en
interpolant le polynome 2Y? + 5Y — 6, qui est complétement fauz. Cette erreur

provient de la simplification entre le numérateur et le dénominateur dans le cas
Y =1.

Remarque 4.1.2. Pour quelques valeurs de Y, il y a une simplification par un
polynome. Par exemple, F(X,—5) = —5X — 1. Ceci est immédiatement détecté
a cause du fait que les degrés en X se trouvent diminués. A chaque fois que cela
arrive, on abandonne nos valeurs. On supposera dans la suite que cela n’arrive
jamais.

Dans I’exemple, si on avait fixé le coefficient de degré 0 du dénominateur de
la fraction rationnelle univarié calculé & une certaine valeur (3 par exemple), la
simplification n’aurait pas été un probléme. Ce n’est pas vrai en général.

Exemple 4.1.3. Cette fois-ci, on écrit F(X,1) = X241 F(X,2) = 3X241

ESaE resh

21x241 \ . . p p

F(X,3) = §X+§ , ..., ou on fize toujours le coefficient de degré 0 du mumé-
5 5

rateur a 1. Alors on déduit par interpolation que cé‘(Y) =1, ce qui est fauz.

En effet, lorsque 'on divise par une constante pour obtenir le coefficient 1, c’est
comme si on divisait par le polynome Y + 2.

La difficulté est donc qu’on doit normaliser tout en étant stir que le i-ieme
coefficient du numérateur et du dénominateur de chaque fraction en X provient
bien de ’évaluation du méme polynoéme en Y.

Cette normalisation est facile a obtenir dans le cas treés particulier ou un des
coefficients ¢1(Y) ou ¢?(Y) € C[Y] non nul est connu : on doit juste multiplier la
fraction trouvée par la constante qui donne la bonne évaluation pour le coefficient
connu. On peut alors obtenir par l'interpolation de Cauchy la fraction avec en
tout n(dy + 1) évaluations. La complexité de 'interpolation est alors en

(dy +1)O(Mp(n)log(n)) + (n + 1)O(Mp(dy) log(dy)) C O(dxdyN)
oul dx = max(dy,d%), dy = max(di,dB) et n =d§ +d¥ +1 < 2dy +1.

Exemple 4.1.4. On reprend ’exemple précédent. Supposons que | ’072L connaisse
(Y)Y =Y +2. On a (1) = 3 et au lieu de prendre la fraction <L comme

X+1
3X2+3 ; A — -
sx1s - On a aussi que ¢y (2) = 4 et on écrit

précédemment, on prend plutdt

F(X,2) = 1§§i§4, etc.
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En général, une idée pour éviter la difficulté a laquelle on a fait allusion plus

haut consiste & considérer la fraction F/(X,Y) = F(X,YX) = B'EX Y; plutot

que F(X,Y) car dans ce cas, on a toujours que COB (Y') est une constante. Si elle

n’est pas nulle, on peut choisir de la fixer a 1 et alors 'argument précédent (un
coefficient connu) s’applique. Ensuite, en remplacant Y par Y/X dans F(X,Y X)
on obtient F(X,Y). Puisque d§ = d4 et d¥ = d&, ot 'indice T désigne le degré
total, la complexité est en O(drdy N), ot dp = max(d, d%).

Remarquons que dans le cas particulier ou le coefficient de degré zéro de cOB (Y)
est 0, cette méthode ne fonctionne pas. Néanmoins, pour surmonter ce probleme,
on peut considérer F(X + r,Y + s) au lieu de F(X,Y) pour certaines valeurs r
et s telles que ce coeflicient ne soit pas nul.

On étudie maintenant le cas trivarié. On veut interpoler F(X,Y, Z) = gg))S;Q
avec A(X,Y,Z) et B(X,Y,Z) dans C[X,Y, Z]. Notons dr = max(d4,d?) et simi-
lairement pour dx, dy et dz. Soit n = d? + d? + 1. Comme dans le cas bivarié,
on calcule F(X, XY, XZ) et ensuite en remplace Y par Y/X et Z par Z/X pour
obtenir F'(X,Y, Z). Nous expliquons comment calculer F/(X, XY, X Z) récursive-
ment.

1. Supposons que 'on soit capable de calculer F(X, XY, 2X) pour z € C
fixé. Alors on n’a besoin que de dz + 1 évaluations en z; pour interpoler,
comme des polyndmes, chaque coefficient en Z et trouver FI(X, XY, X 7).
Le nombre de coefficients est majoré par (n+ 1)(dy + 1) de telle sorte que
la complexité de I'interpolation pour cette étape est en

(n+1)(dy +1)O(Mn(dz)log(dz));

2. Pour obtenir F'(X, XY, zX) pour un z fixé, il suffit d’appliquer I’algorithme
d’interpolation dans le cas d’une fraction rationnelle bivariée. On applique
cette étape dz + 1 fois. La complexité est alors

(dz +1)((dy +1)O(Mn(n)log(n)) + (n + 1)O(My(dy)log(dy)))-

En procédant ainsi, le nombre d’évaluations est de n(dy + 1)(dz + 1) et la
complexité totale de l’interpolation est en O(dpdydzN). Dans le cas spécial ol
'on connait un des c2(Y, Z) ou ¢?(Y, Z), la complexité est en O(dxdydzN).

Une amélioration de cet algorlthme est obtenue en remarquant qu’il y a la pos-
sibilité de remplacer Y par Y/X dans la seconde étape pour trouver F(X,Y, zX)
et calculer F(X,Y, XZ) dans la premiere. Ce faisant, le nombre de coefficients
dans la premiere étape décroit et est majoré par (n’ + 1)(dy + 1) ou n’ est
degy (F(X,Y, 2X)) + degB (F(X,Y, 2X)) + 1 < n, ce qui nous permet de réduire
le nombre d’interpolations. La complexité est alors

(dy +1)(dz + 1)O(Mn(n)log(n)) + (n + 1)(dz + 1)O(Mny(dy) log(dy))+

(n' +1)(dy +1)O(Mn(dz)log(dz)) € O(drdydzN).

On peut généraliser tout ceci récursivement pour traiter le cas des fractions
rationnelles F' ayant m variables Xy, ..., X,,. On trouve

m

O([[(dx, + D)Mn(n)log(n iﬁ dx, + 1)n(j)Mn(dx,)log(dx,))
=2 Jj=21=2
J
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m
C O(dr [ dx,N),
i=2
o n =d} +dB +1 et n(j) est 1 plus le degré en X; du numérateur plus le degré
en X1 du dénominateur de F(Xl,XQ, PN ,Xj_l, Xle, . ,Xle).

Notons que, cette fois-ci, toutes ces formules de complexité pour les fractions
rationnelles sont asymétriques. Le choix de I'ordre des variables est alors impor-
tant. Les formules suggerent qu’il est préférable de prendre X; comme la variable
apparaissant avec le plus grand degré. Dans ce cas, on a que n < 6dx, + 1 et la
complexité de V'interpolation est alors en O([[™, dx,N).

4.2 Polynémes modulaires : définition et calcul

4.2.1 Polynémes modulaires avec les invariants d’Igusa

Soit I" un sous-groupe de I'y d’indice k. Notons par Cr le corps des fonctions
modulaires de Hs invariantes sous l'action de I'. C’est le corps de fonctions de
Ha/T'. Cette définition est en accord avec la définition de Cr, vue plus haut.
D’apres [32], Cr est une extension algébrique finie de degré k de Cr,.

Soit f une fonction modulaire sur I's, v € I's et p un nombre premier. On
définit la matrice , et les fonctions f7, f, et f) de Ha — C par

F)=509),  fo@=7f02) et fI(Q) =19, (4.1)

et on définit la matrice 7, par

Y = (C“/‘p pg). (4.2)

Définition 4.2.1. Pour tout entier N > 1, on note I'y(N) le sous-groupe de T'o
défini par
Lo(N):={(AB)eTy:C=0mod N}.

Soit p un nombre premier. Pour tous a,b,c € {0,...,p — 1}, on pose
I, 0 0 —Ip
Ti(a,b,c)=|a b , Ts(a,b,c) = a b
Iy I
b ¢ b ¢
1 0 0 O -1 -1 1 -1
0 0 0 -1 0o 0 -1 1
D=1y 01 o0 B0 0o o -1
—a 1 0 0 1 0 0 -1

Proposition 4.2.2. Pour tout nombre premier p, l'indice du sous-groupe T'og(p)
dans 'y est

[[2:To(p)] =p® +p* +p+ 1.

De plus, un ensemble de représentants des classes (a droite) du quotient T's/To(p)
est

{T1(a,b,c) : (a,b,c) € {0,...,p—1}3}

U {Tx(a,b,c): (a,b,c) €10,...,p— 1} tels que ac = b* mod p}
U {Ts(a):a€{0,...,p—1}}

U {T4}.
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Démonstration. Voir [19, Proposition 10.1]. dJ

Proposition 4.2.3. Les trois fonctions je, := (je)p (voir définition 3.3.1) sont
invariantes sous l'action du groupe T'o(p).

En effet, si v € I'g(p), alors pyQ = 7,(pQ) et v, € I'y, de telle sorte que
jzp(Q) = () = 1(p(PN)) = 1(PQ) = jrp(). En d’autres termes,  est
équivalent a ~€) pour v € I'9, c’est-a-dire que 2 et y£) ont les mémes invariants
d’Tgusa, mais cela ne signifie pas que pS) soit équivalent a py€) : ce n’est le cas que
lorsque 7y est dans I’ensemble I'y(p).

Notons C), un ensemble de représentants des classes du quotient I'y/I'g(p). Les
matrices des périodes des variétés abéliennes principalement polarisées p-isogenes
a une variété Q donnée sont les py§) pour v € C), (par [9, Théoreme 3.2]).

Lemme 4.2.4. On a une surjection entre I'y = Spy(Z) et Sp,(Z/NZ) pour tout
N entier.

Démonstration. Voir [1, Lemme 3.2 page 123]. O

Proposition 4.2.5. Pour un nombre premier p, Cr, est égal a Cr,(jrp) pour
¢=1,2,3.

Démonstration. Nous reprenons la preuve de [9, Lemme 4.2]. On a vu que Cr, =
C(j1,i2,)3) et que Cry,) est une extension de Cr, de degré [I's : T'g(p)]. les fonc-
tions jg sont dans Cr(,) par la proposition 4.2.3. Il suffit alors de montrer qu’a
{ fixé, les fonctions jzp pour v € T'y/Ty(p) sont distinctes (tout comme pour
le théoreme 1.4.14). Si deux de ces fonctions sont égales, alors le stabilisateur
S C TI'y de jgp dans I'y contient strictement I'g(p). Les images de S et de I'g(p)
sous l'application de réduction 7 : I'y — Spy(F),) vérifient alors 7(S) 2 7(I'o(p)).
Le groupe m(I'o(p)) est le stabilisateur d’un sous-espace isotrope de Spy(F,) et
est donc maximal, par [49, Théoréme 4.2]. On en déduit que 7(S) est le groupe
Sp4(Fp) et S est égal a I'y, ce qui est absurde. O

Notons que les fonctions j, ont des poles en Q2 € Ha tel que hip(2) = 0. Ceci
arrive quand 6;(Q) = 0 pour un certain ¢ € P. Par la proposition 3.2.3, si Q' € F,
est équivalent & Q, alors Q' est diagonal. On en déduit que 2 correspond & un
produit de courbes elliptiques. Ainsi, les fonctions j,, ont des poles en les 2 € Ho
correspondant aux variétés p-isogenes a un produit de courbes elliptiques.

Soit ®1,(X) = [ ec, (X —i7,). Cest le polynome minimal de j; , sur Cr,.
Comme les fonctions jo, et js, sont contenues dans Cr,(ji1,) = Cr,[i1,] par
la proposition 4.2.5, on définit ®9,(X) et ®3,(X) comme étant les polynémes
unitaires dans Cr,[X] ayant un degré inférieur ou égal a deg(®; ,(X)) vérifiant
Jop = Pap(ing) et izp = P3p(inp)-

De plus, on a pour £ = 2,3 que ®¢,(j1) = V(1) /P ,(1,p) OU

‘Ijé,p(X) = Z ij H (X_ﬁ,p)'
v€Ch 7' €Cp\{7}

Du coup, on va plutot considérer Wy ,(X) que ®,,(X), car ils sont plus petits.

Définition 4.2.6. Soit p un nombre premier. On appelle ®1,, Yo, et V3, les
p-polynomes modulaires pour ji, jo et j3.
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Proposition 4.2.7. Pour tout nombre premier p, les p-polynémes modulaires
sont dans Uanneau Q(i1,j2,)3)[X].

Démonstration. Voir [9, Théoreme 5.2]. Rappelons que le premier polynéme mo-
dulaire est le polynome minimal de j1, par rapport a 'extension Cr,)/Cr, : @1,

est donc dans C(j1, j2, j3)[X]. Soit Q = (g; gi) € Hs. Posons ¢; = exp (2um);).
Alors d’apres [9, Lemme 5.1], les invariants d’Igusa ont une série de Laurent en ¢,

q2 et q3 avec des coefficients rationnels. Ce résultat peut étre retrouvé en regardant
la définition des invariants d’Igusa par les théta constantes. On peut écrire

Z(l b,c Cmya’b70j%jgj§ m
Dy, =y =45 b X
P Z d abic
m>0 2<ab,c ¥m,a,b,c)1)2)3

et il nous suffit de prouver que les coefficients des numérateurs et dénominateurs
sont rationnels. On réécrit I’équation ®1, = 0 avec les séries de Laurent de j1, jo,
j3 et j1, et en regardant les termes de la forme aq%ngg, on en déduit un systeme
d’équations linéaires pour les coefficients ¢y, q.p,c €t dp q,b,c. Sur les nombres com-
plexes, ce systéme a une solution qui est unique. Mais comme les coeffients qui
apparaissent sont rationnels, cette unique solution doit aussi étre rationnelle. La
preuve pour ¥y, et W3, est similaire. ]

Pour un p-polynéme modulaire P, on notera, selon les cas, ce polynéme comme
étant a une variable P(X) ou a quatre P(X,j1,j2,i3).

L’application évaluation C(j1,j2,j3) — C qui envoie j; vers j;(2) associe au
polynéme modulaire P le polynéme P(X,j1(£2),j2(),j3(2)) dans C[X]. L’intérét
de ®1 ), est que les racines de son évaluation en €2 € Ha sont les ji-invariants des
surfaces abéliennes principalement polarisées qui sont p-isogenes a la variété 2. De
plus, si x est une telle racine, alors (z, ®2 ,(x), ®3,(x)) sont les invariants d’Igusa
d’une surface abélienne principalement polarisée qui est p-isogene a la variété qui
a pour invariants d’Igusa (j1(€), j2(€2), j3(£2)).

Notons £, le lieu de toutes les surfaces abéliennes principalement polarisées
qui sont p-isogeénes a un produit de courbes elliptiques. Ce lieu £, est une sous-
variété algébrique de dimension 2 de l’espace de modules tridimensionel Ha /T2
et peut étre paramétrisé par une équation L, = 0 pour un polynoéme L, dans

Qlj1,2,3]-

Lemme 4.2.8. Les dénominateurs des coefficients de @1 ,(X), Ua ,(X) et U3, (X)
sont tous divisibles par le polynome L.

Démonstration. Voir [9, Lemme 6.2]. Soit 2 € Hy tel qu’il existe une p-isogénie
vers un produit de courbes elliptiques et soit ¢ un coefficient de ®;,. Pour un
certain v € I'y/T'g(p), la valeur j; ,(7€2) est infinie car les fonctions j; ont des poles
aux produits de courbes elliptiques (proposition 3.2.3). L’évaluation de ¢ au point
Q) est une expression symétrique en les j1 ,(7'2) et génériquement, il n’y a pas
de relation algébrique entre ces valeurs; I’évaluation de c en 2 est donc infinie.
Mais puisque j;(€2) est fini, le numérateur de ¢ 'est également et c’est donc son
dénominateur qui s’annule en 2. On en déduit que c est divisible par L,. On peut
faire une preuve similaire pour ¥y, et W3 . O

Nous donnons un algorithme pour déduire d’un triplet (z,y,2) € C? les dix
¢i(2), ou 2 € F; est tel que (j1(Q),i2(2),i3(Q)) = (z,y, z). Ceci peut étre fait en
quatre étapes.
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Algorithme 4.2.1 :  Calcul de © & partir de (j;(£2),j2(€2),i3(£2))
Entrée : (z,y,2) = (71(2),)2(2),j3(2)) pour un certain Q € Fy inconnu,
une précision N.
Sortie : ) € Hs.

1 Utiliser l'algorithme de Mestre pour obtenir une courbe hyperelliptique
Y? = f(X) a précision N;

2 Déduire les dix ¢;(2) a précision N en utilisant une technique d’intégration
numérique a faible precision (algorithme 3.4.1);

3 Utiliser la proposition 3.6.1 pour obtenir le carré des théta constantes a
précision N;

4 Appliquer (3.15), (3.16), (3.17) pour calculer & la précision ambiante,
avec quelques pertes (algorithme 3.6.1).

1. La premieére consiste a utiliser l'algorithme de Mestre a précision N pour
trouver I’équation d’une courbe hyperelliptique Y2 = f(X) sur C avec f
de degré 6 dont les invariants d’Igusa sont (z,y, 2) ;

2. Une fois que l'on a f, il est facile de déduire I’ensemble E des racines de f a

précision N et a partir de cet ensemble, on applique les formules de Thomae
pour obtenir les puissances quatriémes des théta constantes a partir d’'un
ordonnancement des racines de f, ordonnancement qui correspond a un
choix de la base du groupe d’homologie de la courbe hyperelliptique.
Le probleme ici est que les fonctions ¢; ne sont pas invariantes sous I’action
du groupe symplectique I'y, mais sous le sous-groupe I'y(2). Ceci signifie
que pour deux matrices des périodes équivalentes sous 'action de I's (en
d’autres termes, avec les mémes invariants d’Igusa), 1’évaluation des ¢;
en ces matrices peut produire des résultats différents. Plus exactement,
pour deux telles matrices des périodes €2 et {29, il existe une matrice ~
dans 'y /T'9(2) telle que ¢;(21) = ¢;(7€22) pour tout i € P. Ainsi, les théta
constantes trouvées avec les formules de Thomae nous donnent ¢?(v£2) pour
un certain vy € I'y/T'2(2) ;

3. Utilisons maintenant une technique d’intégration numérique a petite pré-
cision N’ avec le méme choix de la base du groupe d’homologie que les
formules de Thomae pour trouver la matrice des périodes y§) que 'on ré-
duit dans le domaine fondamental pour obtenir €2, & précision N’, et . On
calcule ¢;(€2) a faible précision (avec I'algorithme 3.2.1 par exemple). On
pourrait utiliser I'intégration numérique a la précision ambiante N mais
alors la complexité de ’algorithme empirerait ;

4. Appliquer I'équation fonctionnelle de la proposition 2.6.4 sur les c¢7(y2)
avec la matrice 4~ ! permet d’obtenir les c¢?(£2) & précision N ; et connaitre
¢;(2) a faible précision est suffisant pour déduire les bonnes racines carrés
et obtenir les ¢;(€2) a précision N.

Hypothése 4.2.9. Notons que l’on fait Uhypothése que l'intégration numérique
fournit un vQ avec v suffisamment petit tel que y§) peut étre correctement réduit
dans le domaine fondamental a faible précision.

On obtient ainsi 'algorithme 4.2.1. La seconde étape est 1'algorithme 3.4.1 et
les troisiéme et quatriéme sont l’algorithme 3.6.1. Ils ont complexité O(M'(N))
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et O(M'(N)log(N)) (ot M'(N) est la complexité pour multiplier deux entiers de
N bits). Au total, cet algorithme est en O(N).

4.2.2 Définition plus générale

Dans cette section, nous donnons une définition plus générale des p-polyndémes
modulaires en utilisant d’autres invariants que les invariants d’Igusa. C’est I'ana-
logue de ce qui est fait en dimension 1 (voir les travaux de Schléfli [76] et de Weber
[87] et/ou [25, Section 4.2 et 4.3] ou alors la section 1.6.3).

On ne considere que les sous-groupes de congruence I' C I's, c’est-a-dire les
groupes qui vérifient I'y(N) = {M € I's : M = I, mod N} C I pour un certain
entier V. Si IV est minimal avec cette propriété, on dit que N est le niveau de T.
Soient donc I un sous-groupe de congruence et f1, fo, f3 trois fonctions modulaires
qui sont des générateurs pour le corps de fonctions de Ha/T'. Soit p un nombre
premier qui est premier avec le niveau de I' et C}, un ensemble de représentants
des classes de I'/(I' N Ty(p)).

Définition 4.2.10. Les p-polynomes modulaires pour ces données sont, pour £ =
2,3,

Pip(X)= [[(X—11,) e W)= 5, [ x-1).

v€CH v€CH v €C\{7}

On écrira parfois @1 ,(X, fi, fo, f3) et parfois ®1,(X) et similairement pour
Uy, ,(X). Tandis que la phase d’interpolation reste inchangée, la phase d’évalua-
tion, elle, est légerement différente. En effet, cette fois-ci, il nous faut trouver
une matrice des périodes Q2 € Ha a partir d’un triplet (x1,x2,23) € C telle que
fi(Q) = z;. Bien siir, cette étape dépend des trois générateurs, mais nous al-
lons tout de méme donner un algorithme général. D’un autre coté, les calculs de
Q1 (X, f1(9Q), f2(92), f3(2)) et de ¥y, (X, f1(2), f2(2), f3(€2)), pour un certain €2,
ne changent pas : on peut appliquer les mémes algorithmes et ces calculs ont donc
la méme complexité, excepté, éventuellement, celle qui provient de I’évaluation
des fonctions f;.

Tout comme dans le cadre de la dimension 1, on cherche des invariants qui
produisent les polyndémes les plus petits possibles. Ceux produits par les invariants
d’Igusa étant particulierement gros.

Les premiers invariants que nous avons essayés sont les invariants de Streng
(définition 3.3.2). Ceci est justifié par le fait que dans sa these, Streng les a utilisés
avec succes pour obtenir des polynomes de classes plus petits que ceux trouvés
avec les invariants d’Igusa. Ces invariants sont définis de telle sorte que I'exposant
de hig dans le dénominateur soit le plus petit possible.

Notons que les équations (3.4) et (3.5) nous disent que tous les résultats de
la section précédente avec les invariants d’Igusa sont également vrais avec les in-
variants de Streng et que donc on peut appliquer le méme algorithme. L’ unique
différence se situe dans l'obtention d’une matrice Q € Hs (modulo I'y) a par-
tir d'un triplet (i;(2),i2(€2),13(£2)), ou il nous faut ajouter une étape : a partir
d’un tel triplet, il nous faut utiliser les équations (3.5) pour en déduire le triplet
(1(£2),32(€2),j3(€2)) et ensuite on peut appliquer I'algorithme 4.2.1. D’apres I’équa-
tion (3.4), le calcul de iy(€2) a la méme complexité que le calcul de j (). Ainsi, la
complexité du calcul des polynémes modulaires avec les invariants de Streng est
exactement la méme que celle du calcul des polynoémes avec les invariants d’Igusa.
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Toutefois, on constate (voir section 4.3) que les polynomes avec les invariants de
Streng sont plus petits en termes de degrés et de taille des coefficients. Les cal-
culs sont donc faits a une précision plus petite et I’étape d’interpolation est plus
rapide. Le nombre d’appels a ’algorithme 4.2.1 est diminué.

Rappelons que les invariants d’Igusa et de Streng sont définis a partir de
sommes et produits de quotients de théta constantes. Ainsi, les fonctions t; et
b;, pour ¢ = 1, 2, 3, définies dans la section 3.4.2 produisent potentiellement des
polynémes plus petits. C’est effectivement le cas. Dans la suite, nous allons nous
concentrer sur les b; qui donnent les meilleurs polynémes que nous avons obtenus.

Nous avons donc trois invariants by, ba, bs qui engendrent le corps des fonctions
modulaires invariantes par

I'y(2,4) = {(ég) efgz(ég) = I, mod 2 et By =Cp=0mod 4},

qui est un sous-groupe normal de I's d’indice 11520 et de niveau 4. Notons que
nous utilisons les invariants b; plutot que ¢; car ces derniers sont au nombre de
10 tandis que les premiers au nombre de trois.

Proposition 4.2.11. Soitp > 2 un nombre premier. Les classes de I'2(2,4)/(To(p)N
['5(2,4)) sont en bijection avec les classes de T's /To(p).

Démonstration. Considérons ’application ¢ : I'3(2,4) — I'y/To(p) de noyau I'y(p)N
I'2(2,4). La surjectivité provient du théoreme des restes Chinois et du fait que
Sp4(Z) — Spy(Z/ApZ) est surjectif. O

Pour p =2, on a que (I'g(p) N'2(2,4)) = T'2(2,4) ce qui justifie que le nombre
premier p doit étre premier au niveau du sous-groupe considéré dans la définition
des polynémes modulaires.

Proposition 4.2.12. Pour un nombre premier p > 2, Cp,2 4nr,(p) €st égal a
Cry(2,4)(bip) pour tout i =1,2,3.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 4.2.5. On doit
utiliser I'isomorphisme entre I'2(2,4)/(I'2(2,4) N T'2(p)) et I'y/T2(p) qui provient
du theoréme des restes Chinois et de la surjectivité de Sp,(Z) — Sp4(Z/4pZ). O

Proposition 4.2.13. Les p-polynomes modulaires pour les invariants by, ba et bg
sont dans l'anneau Q(by,bo, b3)[X]. Plus généralement, ceci est le cas avec tous
les invariants qui sont définis a partir des théta constantes.

Démonstration. Cette propriété provient du fait que, pour tout 2 = (g; gi >, les

fonctions by, by et bg ont un développement en série de Laurent en ¢; = exp (2:7€2;)
avec des coefficients rationnels. On conclut avec une preuve similaire a celle de la
proposition 4.2.7. O

On veut pouvoir déduire €2 de (b1(Q2), b2(£2), b3(2)) = (21, z2, x3). La premiere
chose a faire est de déduire de (z1, 22, z3) les invariants d’Igusa de Q. Ceci peut étre
fait facilement en utilisant les formules de duplication de la proposition 2.6.12 pour
obtenir les 10 ¢;(§2) et en utilisant la définition des invariants d’Igusa (définition
3.3.1). On utilise alors I'algorithme 4.2.1 pour déduire une matrice des périodes
Q' € Hs a partir de ces invariants d’Igusa. Notons qu’on pourrait aussi déduire les
invariants de Rosenhain t; a partir des ¢; (ou des b;), desquels on déduit I’équation
d’une courbe hyperelliptique de genre 2 et de degré 6 que 'on peut utiliser dans
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lalgorithme 4.2.1. Malheureusement, dans les deux cas, la matrice ' que 'on
obtient est équivalente & € dans le sens ou elles ont les mémes invariants d’Igusa,
mais ceci ne signifie pas que b;(Q)") = x; parce que les fonctions b; sont invariantes
pour le groupe I'3(2,4) et non pas I's.

Pour pallier cette difficulté, il faut considérer les classes du quotient I'y /T'3(2, 4).
Pour trouver la bonne matrice 2 modulo I'y(2,4), on peut prendre tous les repré-
sentants 7 des classes du quotient et évaluer les trois b;(y€') a faible précision. Le
triplet le plus proche de (x1,x2, x3) nous donne la bonne matrice v et ensuite on
utilise I’équation fonctionnelle des théta constantes pour obtenir b; (7)) = b;(Q) a
la précision courante N. Le probléme de cette méthode est que I'indice de I'y(2,4)
dans I'y est 11520 ce qui est grand et par suite cette méthode est lente. Nous
proposons donc une autre méthode, plus complexe, certes, mais plus efficace.

Cette solution consiste a précalculer I'action sur les théta constantes (permu-
tations et constantes) de ’ensemble des représentants de I'y/T'2(2,4) en utilisant
I’équation fonctionnelle et en comparant les trois b;(§2) avec les trois b; (') pour
en déduire ’action et par suite le représentant v qui correspond a cette action, ce
qui nous permet d’avoir v’ = Q. Ici, le temps passé sur chaque représentant est
négligeable.

Exemple 4.2.14. Nous donnons un exemple de ce que l’on appelle par action.

Soit la matrice
10-1 0
_ (o000 -1
T=V{100 0 |-
010 1

En utilisant ’équation fonctionnelle, on trouve que
07 Q) = Cdet()R(Q),  que 03y Q) = 1C2 det(.)0(9),

ou alors que
0%5(7 - Q) = =3 det(...)675(9).

En oubliant les facteurs C,? det(...) qui disparaissent lorsqu’on passe au quotient, on
peut écrire l'action de vy sous la forme de deux tableaux : [6,2,12,8,3,9,4,0,1,15],
qui est une bijection de P, et [1,1,1,1,2,—1,1,1,2, —1].

Détaillons. On connait les trois b;(£2), donc aussi les dix ¢;(2), plus Q" a la
précision N. Notre but est de trouver une matrice v € 'y telle que 78’ = Q. On
calcule les dix ¢;(©'). L’équation fonctionnelle des théta constantes nous dit que

r (7€) = ¢ det (.. TP (),

avec €(7, k) € {0,1,2,3}, et comme les ¢; sont des quotients de théta constantes,
on peut oublier les facteurs (3 et det(...). On dira ici que l'action de 7 envoie
I'indice k vers l'indice ¢. Dans le cas ou 0 est envoyé vers 0, alors les ensembles
A des dix ¢;(2) = ¢;(7) et B des dix ¢;(€') sont égaux & permutation et & une
racine quatrieme de I'unité pres. Il est alors facile de comparer ces ensembles pour
en déduire 'action de la matrice . Lorsque 0 n’est pas envoyé vers 0, les choses
se corsent. Dans ce cas, ¢;(vQ') pour i € P s’écrit comme une racine de I'unité
fois un quotient de carrés de théta constantes évaluées en 2. Cependant, notons
qu’il existe ¢ € P tel que ¢ est envoyé sur 0 et un d € P tel que 0 est envoyé sur
d. On a alors
Cc(’}/Ql) — Z6('y,c)76('y,0) Cd(Q/)fl
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et en comparant A et B a une racine quatrieme de 'unité pres, il est possible de
trouver ¢4(€). On a alors

Ck (’YQ/) _ ,Le('y,k)—e(%O) — Ze('y,k)—e('y,O) CK(Q/)CC[(Q/)_I

et il suffit de multiplier I'ensemble A par ¢;(Q2')~! et comparer ce nouvel ensemble
avec B pour déduire 'action de ~.

Cette méthode peut aussi étre utilisée pour modifier I’étape 2 de I'algorithme
4.2.1. En effet, dans le cas ou ne peut pas choisir la base du groupe d’homologie
pour l'intégration numérique, on obtient une matrice 2 a faible précision, mais
on ne connait pas la matrice v telle que ¥2 est la matrice des périodes provenant
des formules de Thomae. Comme expliqué plus haut, en comparant ¢;(§2) a faible
précision et ¢;(7€2) a la précision courante N, on peut tout de méme déduire ¢;(£2)
a précision N.

C’est ce qu’on a fait en pratique car on a utilisé le code de Pascal Molin (voir
[65]) pour l'intégration numérique et on a d’ailleurs remarqué que ce code, une
fois données les six racines de la courbe hyperelliptique, renvoie une matrice des
périodes de la forme v”Q”, ou Q" € F; et 7" semble toujours avoir —1,0,1 comme
coeflicients. Ainsi, nous n’avons jamais eu de probléme avec la réduction dans le
domaine fondamental de v”Q” (nous rappelons ’hypothése 4.2.9).

4.2.3 Analyse de la complexité

Soient f1, fo, f3 trois fonctions modulaires pour un sous-groupe de congruence
I' de T'y qui générent le corps de fonctions de Hsy/T'. Soient p un nombre premier
qui est premier au niveau de I' et C), un ensemble de représentants de I'/(I' N
To(p)). On a décrit précédemment une procédure pour trouver {2 & partir de
(f1(), f2(2), f3(2)) & travers ’exemple des fonctions b; et on doit ensuite évaluer
les p-polynoémes modulaires pour un nombre premier p en 2, ce qui signifie que
I’on doit calculer pour ¢ = 2,3 :

D1 p(X, f1(2), f2(2), f3(€2)) et Wyp(X, f1(Q), f2(€2), f3(€2))

(et chacun des coefficients de ces polynéomes dans C[X] est I’évaluation en (2
d’une fonction rationnelle trivariée en fi, fa, f3 que 'on doit interpoler). Pour
ce faire, on doit d’abord calculer pr(Q), pour tous v € C)p et £ = 1,2,3. Soit
q=p>+p?>+p+1ledegré de ®1,(X). L'évaluation de @1 ,(X) en Q peut
étre obtenue en O(My(q)logq) en utilisant un arbre de sous-produits (voir [85,
Section 10.1]). Les deux autres polynémes quant & eux s’obtiennent avec la méme
complexité grace a une interpolation rapide (voir [85, Section 10.2]).

L’algorithme 4.2.2 résume ce que ’on a déja expliqué. La complexité de cet al-
gorithme dépend de la complexité de I’évaluation des fonctions f; en 2 € Hs. Dans
le cas des théta constantes et des fonctions dérivées d’elles, comme les invariants
d’Igusa et de Streng, les étapes 1 & 7 sont de complexité O(M'(N)log(N)) ([19,
Théoréme 9.3]), 'étape 8 est en O(gM’'(N)log(N)) (par [29, Théoréeme 12] sous
la conjecture 3.6.2), ’étape 9 en O(Mn(q)log(q)) et la 10 en O(Mpy(q) log(q)) de
telle sorte que la complexité totale de cet algorithme avec des fonctions dérivées
des théta constantes est

O(qM'(N)log(N) + Mn(q) log(q)) C O(p°N).
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Algorithme 4.2.2 : Evaluation des polynémes modulaires
Entrée : f1(Q), f2(2), f3(2), un sous-groupe I' de I'y tel que
Cr = C(f1, f2, f3), un nombre premier p qui est premier au niveau
de I', un ensemble C), de représentants de I'/(I' N I'y(p)) et un
précalcul de P'action des représentants de I'y/T", une précision N.

Sortie : ©1,(X, f1(2), f2(€2), f3(2)) et Yy, (X, f1(Q2), f2(2), f3(2)) a
précision N (avec quelques pertes) pour ¢ = 2, 3.

1 Déduire les j-invariants j;(€2) ou si possible les invariants de Rosenhain
t;(Q) a partir des f;(Q) ;

2 Utiliser ’algorithme de Mestre ou les invariants de Rosenhain pour obtenir
une courbe hyperelliptique Y2 = f(X) & précision N ;

3 Déduire les dix ¢;(€2) a précision N en utilisant une technique d’intégration
numérique a faible précision;

4 Inverser les fonctions pour trouver ) avec les bons j-invariants & précision
N;

5 Comparer (permutations et constantes) les trois f;(£2) avec les trois f;(€');

6 Déduire un représentant v de I'y/T" correspondant a cette action en
utilisant le précalcul,;

7 Calculer Q = ~';

8 Calculer les f] (Q) & précision N pour tout y € Cp;

9 Calculer @1 ,(X, f1(2), f2(9), f3(2)) a précision N en utilisant un arbre de
sous-produits ;
10 En utilisant I'interpolation rapide, calculer ¥, (X, f1(€2), f2(€2), f3(€2));

En pratique, I’étape qui prend le plus de temps est la 8 (voir section 4.5).

Supposons que fi soit la variable qui apparait avec le plus grand degré parmi
tous les numérateurs et dénominateurs des coefficients des polynémes modulaires.
Notons d4 (resp. d¥) le degré total maximal des numérateurs (resp. dénomina-
teurs) des coefficients des trois polynémes modulaires et notons dy, (resp. dy,, dy,)
Pexposant maximal de la variable f; (resp. fa, f3) apparaissant dans un coefficient
d’un des polynoémes Soit n = d% + d%ﬁ < 6dy,. Pour calculer les p-polynomes mo-
dulaires, I’algorithme 4.2.2 est exécuté (n+1)(dy, +1)(dg, +1) fois et I'on a besoin
d’interpoler 3¢ fractions rationnelles. La complexité pour calculer ces polynémes
est alors

(n+1)(dg, + 1)(dyg, + 1)O(p3N) + O(np3df2df3N) c O(dfldfzdf3p3N)'

Remarquons que 'on suppose ici que 'on connait les degrés de toutes les frac-
tions rationnelles trivariées pour pouvoir utiliser l'interpolation de Cauchy avec
I’algorithme d’Euclide étendu. Nous verrons a la section 4.5 comment calculer ces
degrés.

Comme ’'on ne connailt pas de bornes explicites pour la taille des coefficients
des polynomes modulaires, on suppose qu’il suffit d’utiliser une précision flottante
en O(N), ou N est la taille du plus grand coefficient, pour faire tous les calculs
avec une précision qui, une fois la phase d’interpolation finie, permet de recon-
naitre correctement les coefficients comme des rationnels. On supposera également
I’hypothese 4.2.9.
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Théoréme 4.2.15 (Sous la conjecture 3.6.2 et les heuristiques du paragraphe pré-
cédent). Soient fi1, fa, f3 trois fonctions modulaires dérivées des théta constantes
pour un sous-groupe de congruence I' de I'y qui engendrent le corps des fonctions
modulaires invariantes par Cr. Soit p un nombre premier qui est premier au niveau
de T'. Alors, sous les différentes hypothéses formulées, les polynomes modulaires
pour ces données peuvent étre calculés avec une complexité en O(dfldedf3p3N),
ot df, = max(dy,,dy,,dy,), si les degrés en f; de tous les coefficients (numéra-
teurs et dénominateurs) des trois polynomes modulaires sont connus. Ici, N est
la taille du plus grand coefficient entier apparaissant dans ces polynomes.

Remarque 4.2.16. — La conjecture est utilisée pour la complexité mais elle
n’affecte pas la justesse de l’algorithme car il est facile de vérifier si la ma-
trice des périodes obtenue est la bonne ou pas a chaque €tape d’évaluation.

— Pour que la complexité O~(df1df2df3p3N) soit quasi-linéaire en la taille de
la sortie, on doit supposer également que la taille moyenne des coefficients
des polynomes modulaires est en Q(N).

4.3 Résultats

On présente dans cette section les différents polynémes modulaires que nous
avons calculés avec les invariants de Streng et avec les b;. Les données expérimen-
tales de cette section qui sont prouvées dans la section qui suit sont utilisées pour
optimiser I'implantation du calcul des polynémes modulaires (voir section 4.5).

4.3.1 Polynémes modulaires avec les invariants de Streng

Avec l'algorithme que nous avons présenté dans la section 4.2.1, Régis Dupont
[19] a calculé les polynémes modulaires avec les invariants d’Igusa pour p = 2.
Pour p = 3, il n’a pu calculer que les dénominateurs et les degrés des différents
coeflicients, a cause de degrés en les invariants trop élevés qui apparaissent dans
les coefficients. Quant & nous, nous avons pu calculer les polynémes modulaires
avec les invariants de Streng pour p = 2 et p = 3.

Nous commencgons avec quelques notations pour pouvoir comparer les diffé-
rents résultats trouvés entre les invariants d’Igusa et ceux de Streng (voir défini-
tions 3.3.1 et 3.3.2). Pour p = 2, le nombre d’isogénies est p> + p? +p+ 1 = 15.
Notons pour ¢ = 2,3

A1 11 ig 13) AZ 11 io 13)
o X15 1 ) V2 X t N ? ) e X
172( +ZB11<11’12713) © £2 ZOBZ'L(lla12713)

On considere le quotient A;;/Bj; comme le i-ieme coefficient du j-ieme poly-
noéme modulaire. Les numérateur et dénominateur de chaque coefficient sont des
polynoémes dans Z[iy, io, i3].

Rappelons que Dupont a trouvé que les dénominateurs des trois polyndémes
modulaires sont de la forme 1428j§¢Ds(j1,j2,j3)®, pour un certain entier a qui
varie de 5 a 21 et ou Dy est de degrés 5, 7 et 5 en respectivement ji, jo, et j3
(voir [19, Pages 225-226] pour ces résultats et pour la définition de Ds). Avec les
invariants de Streng, nous avons trouvé que les dénominateurs sont de la forme
ci§ Db(iy, 12, i3) pour @12 et de la forme ci§ (D) (i1, 1ia,13))? pour les autres, ot ¢ est
une constante dans Z, « varie de 0 a 3 et
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D)y = (245761313 + (9613 — 4608i3is)i} + (—6220800i3iy — 1228813 )i + (—23328i5 —
48i3i3 + 1088640i3i3 + 2304i3is + 24883200i3)i? + (93312i3i5 + 419904000i3i3 —
5909760i2i2-+ (153613 —8398080000i3) )i; + (141717615 —5832i3i5+ (613 —94478400i3)i3+
287712i3i3 + (—288i3 + 115473600013 )iz + (—248832i3 + 755827200000i3)))

est irréductible. Il est clair que les puissances de Dy et D} sont reliées a la puissance
de hip dans la définition des différents j-invariants. Notons par d; ;. le degré du
numérateur du f-ieme coefficient du i-iéme polynéme modulaire en i; (voir défini-
tion 4.2.10) et oy ¢ la puissance de j3 qui apparait dans le dénominateur du ¢-ieme
coefficient du i-iéme polyndéme. Les degrés trouvés sont écrits dans le tableau 4.1.

¢ | diayg dipgg dige arg | daie dogy dagye aop| d3ae d3oe d3se asy
0 |25 11 11 3 30 17 15 3 33 17 16 3
1 |23 11 11 3 28 17 15 3 31 17 16 3
2 |23 11 11 3 28 17 15 3 31 17 16 3
3 |21 11 11 3 26 17 15 3 29 17 16 3
4 | 21 11 11 3 26 17 15 3 29 17 16 3
5 |20 11 10 3 25 17 14 3 28 17 15 3
6 | 20 11 10 3 25 17 14 3 28 17 15 3
7 | 18 10 9 2 23 17 14 3 26 17 15 3
8 |18 10 9 2 23 16 13 2 26 16 14 2
9 | 16 10 8 2 21 15 12 2 24 15 13 2
10 | 16 8 7 1 21 15 12 2 24 15 13 2
11 | 15 8 7 1 20 13 11 1 23 13 12 1
12 | 15 7 7 1 20 13 11 1 23 13 12 1
13 | 11 6 5 0 16 12 10 1 20 12 11 1
14 | 8 5 4 0 13 11 8 0 16 11 9 0

TABLEAU 4.1 — Degrés des numérateurs des polynémes modulaires avec les inva-
riants de Streng pour p = 2.

Les degrés des numérateurs des coeflicients des polynémes modulaires trouvés
par Dupont avec les invariants d’Igusa varient de 37 & 60 en j;, de 50 & 75 en jo et
de 33 a 50 en j3 pour ®;2(X) tandis qu’ils n’excedent pas 25 avec les invariants
de Streng. La taille des entiers dans le premier cas est majorée par 210 chiffres
décimaux et par 105 dans le dernier cas. De plus, les trois polynémes calculés par
Dupont (et accessibles dans sa page web) prennent 57 Mo d’espace mémoire et
les autres 2.1 Mo. Les invariants de Streng fournissent donc des polynémes plus
petits en termes de degrés, précision et espace mémoire.

Nous avons aussi calculé les polynémes modulaires avec les invariants de Streng
pour p = 3. Le nombre d’isogénies est 40. Les dénominateurs ont les mémes
propriétés que celles décrites plus haut : ils sont de la forme ci§ (D4 (i1, i2,i3))? pour
@1 3 et de la forme ci§(Dj(i1,i2,13))* pour les deux autres. La partie commune
D% est un polynoéme irréductible de degrés 13, 10 et 8 en respectivement iy, is
et i3. Dupont a trouvé que les dénominateurs avec les invariants d’Igusa sont de
la forme ¢j§¢Ds(j1,i2,i3)'%, ott D3 est de degrés 14, 20 et 13 en ji, j2 et j3. Nous
présentons des degrés de numérateurs dans le tableau 4.2.

Les degrés sont beaucoup plus petits que ceux avec les invariants d’Igusa qui
varient de 243 & 420. Nous ne connaissons pas les tailles des entiers des polynémes
avec les invariants d’Igusa, mais dans le cas des invariants de Streng, nous avons
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dipg digg dige e | doyyp dapy daze oy | d3ie d3ope d3se asy
61 32 32 4 87 52 48 4 92 52 49 4
61 32 31 4 87 52 47 4 92 52 48 4
61 32 31 4 87 52 47 4 92 52 48 4

N = Ol

37141 22 21 1 67 43 37 1 72 43 39 1
3813 21 19 O 62 42 36 1 67 42 37
39131 20 17 O 57 41 33 0 62 41 35 O

[u—

TABLEAU 4.2 — Degrés de numérateurs des polynémes modulaires avec les inva-
riants de Streng pour p = 3.

trouvé qu’ils peuvent avoir jusqu’a 550 chiffres décimaux. Les trois polynoémes
occupent 890 Mo d’espace mémoire.

4.3.2 Polynémes modulaires avec les b;

Nous avons calculé les polyndémes modulaires avec les b; pour p = 3,5 et 7
(voir équation (3.13) pour leurs définitions). Rappelons que pour p = 2, ces po-
lyndémes n’existent pas parce que I'2(2,4) NTy(2) = I'y(2,4). Cette fois, il n’y a
qu'un dénominateur commun D), pour tous les coefficients des trois polynémes (il
n’y a pas de constantes ni de puissances d’un des b;). Par exemple, on a

D3 = 10246565610 — ((768b§ + 153663 — 256)b§ + 15366565 — 256b5)b6% +
(102468610 + (1024630 + 256005 — 51262)65 — (51265 — 6462)62)6$ — (15366565 +
(—416b3 4-32)b4 4+ 3263) b7 — (512065 — 64b3)b5 — 6465b3)b2 + 2566505 — 326565 + 1.

Pour p = 5 (resp. p = 7), le dénominateur apparait avec puissance 70 (resp.
226) pour les trois b;. Ces dénominateurs pour p = 3,5,7 ont des propriétés in-
téressantes. Ils sont symétriques, les puissances des b; sont toujours paires et il
y a des relations modulo 2 et 4 entre les puissances de chaque monoéme. Nous
avons noté des propriétés similaires sur les numérateurs. En particulier, nous
avons remarqué que pour p = 3 et 5, Wy (X, by, bo, b3) = W3, (X, by,b3,b2) et
D1 (X, b1, b2, b3) = ®1,(X, by, bs, b2). En outre, les degrés totaux pour les déno-
minateurs sont 24, 120 et 336, c’est-a-dire p® — p. Nous étudierons ces propriétés
dans la section suivante.

Le tableau 4.3 montre quelques degrés pour p = 3. Ce tableau peut étre
comparé avec les résultats trouvés avec les invariants de Streng (voir tableau 4.2).
Les notations sont similaires & celles d’avant.

Le tableau 4.4 indique les degrés minimaux et maximaux de chacun des b;
dans les différents polynémes modulaires pour p =5 et 7.

Les coefficients entiers ont jusqu’a 10, 60 et 190 chiffres décimaux pour respec-
tivement p = 3, 5 et 7. Les trois polynémes occupent 270 Ko pour p = 3 (ce qui
est 3000 fois plus petit que ’espace total que prennent les polynémes modulaires
avec les invariants de Streng pour p = 3), et 305 Mo pour p = 5 tandis que
seulement les deux premiers prennent 29 Go pour p = 7 (nous n’avons pas calculé
le troisieme parce qu’en supposant la symétrie constatée dans les cas p = 3 et
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dige dige dige | doie dooys dazy
40 10 10 37 13 12
37 12 12 36 15 14
38 14 14 37 17 16
39 16 16 36 19 18
36 16 16 35 19 18

=W NN~ Ol

35| 21 16 16 22 19 18
36 | 20 16 16 19 19 18
37| 17 16 16 16 17 16
38| 14 14 14 15 15 14
39| 13 12 12 12 13 12

TABLEAU 4.3 — Degrés des numérateurs des polynémes modulaires avec les b; pour
p=3.

min-max de by bo b3
D5 75-156 70-92 70-92
Uy 5 72-155 75-97 72-94
D7 233-400 | 226-272 | 226-272
Uo7 230-397 | 233-279 | 230-276

TABLEAU 4.4 — Degrés des numérateurs des polyndmes modulaires avec les b; pour
p=25,T.

5, on peut déduire ce troisieme polynéome du deuxieme de telle sorte qu’essayer
de le calculer directement ne résulte qu’en une perte de temps). Comparé aux
polyndémes trouvés avec les invariants de Streng pour p = 3, ces invariants pro-
duisent des polyndémes plus petits en termes de degrés, de taille des entiers dans
les coefficients et d’espace mémoire.

4.4 Propriétés des polyndémes

4.4.1 Dénominateur et surface de Humbert

Nous allons étudier dans cette section la signification des dénominateurs qui
apparaissent dans les différents polynémes modulaires et leur relation aux surfaces
de Humbert, que nous étudierons plus profondément dans le chapitre suivant.

Soit A = 0,1 mod 4 et A > 0. On appelle surface de Humbert Ha de discri-
minant A la surface irréductible des matrices des périodes qui sont équivalentes &
un certain Q = (! §2) modulo 'y qui vérifie kQy + £, — Q3 = 0, ot k et £ sont
déterminés uniquement par A = 4k + £ et £ € {0, 1}. Nous renvoyons le lecteur a
[35] pour le calcul de ces surfaces.

Nous avons vu dans le lemme 4.2.8 que les dénominateurs des polynémes mo-
dulaires avec les invariants d’Igusa (ou de Streng) sont divisibles par un polynéme
L, € Q[j1,j2,)3]. La proposition qui suit nous dit que £, = H,2, ce qui explique
I'importance de 1'étude des surfaces de Humbert (rappelons que £, est le lieu de
toutes les surfaces abéliennes principalement polarisées qui sont p-isogenes a un
produit de courbes elliptiques).
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Proposition 4.4.1. Soit m un entier positif. Alors la surface de Humbert H,,2
est un espace de modules pour les classes d’isomorphismes de surfaces abéliennes
principalement polarisées qui sont isogenes da un produit de courbes elliptiques via

une isogénie de degré m?.

Démonstration. Voir [70] ou [35, Proposition 2.14]. O

Pour tout discriminant A, il existe un polynéme irréductible L (j1, j2,j3) dont
I’ensemble des zéros est la surface de Humbert de discriminant A. Ainsi, par le
lemme 4.2.8, L2 (j1,j2,j3) divise les dénominateurs des polynémes modulaires dé-
finis avec les invariants d’Igusa. La puissance avec laquelle L2 (j1,j2,)3) apparait
dans le dénominateur semble étre un facteur de la puissance de hig dans la défi-
nition des j-invariants. Une raison heuristique a ’apparition des facteurs j¢ dans
le dénominateur d’un coefficient d’un polynéme modulaire est pour compenser
le cas ol h12(€2) = 0 (nous rappelons la définition 3.3.1). Avec les invariants de
Streng, il y a un facteur i§ pour compenser les cas ot hy(§2) = 0 (voir définition
3.3.2). Notons que j; (resp. i3) est 'invariant parmi ji, j2, j3 (resp. i1, iz, i3) avec
la plus grande puissance dans his (resp. hy) dans sa définition.

L’avantage des surfaces de Humbert est qu’on connait des formules pour leur
degré. Soit

p2 _ g2
ap =24 > o < I > +12p% — 2, (4.3)

z€ZL,
4f(p*—a?)

ol 01(n) = 3 g, d est la fonction somme des diviseurs positifs d’un entier. On a
alors

Théoréme 4.4.2. Le degré d’une surface de Humbert de discriminant p* peut
étre obtenu par la formule

2 . % N 2y 1/2 Si P = 2
v(p~) deg(Hy2) +5 = 5 ol v(p?) = { ] sinon.
Démonstration. Voir [40, Théoreme 8.10] ou [35, Théoreme 3.8]. O

En appliquant cette formule, on trouve deg(Hy) = 60 et deg(Hy) = 120.
Ici, le degré d’une surface est le degré de la forme homogene de L avec poids
(4,6,10,12) pour les fonctions (hy4, hg, h1o, h12) (voir [40, Pages 170-172]). On a
donc remplacé les j-invariants du dénominateur commun pour p = 2 et p = 3
par leurs définitions en terme des h; et multiplié par une puissance de hig pour
homogénéiser. Ce faisant, le degré que nous avons trouvé pour p = 2 est 100 (resp.
300) avec les invariants de Streng (resp. d’Igusa), mais il y a un facteur hi° (resp.
h39) et on a 100 — 40 = 60 (resp. 300 — 240 = 60). Ce facteur peut étre expliqué
par le fait que tous les j-invariants s’annulent lorsque hgy = 0 (resp. h1a = 0). Pour
p = 3, on a trouvé pour les invariants de Streng que le degré est 200 et qu’il existe
un facteur h2°. On a alors 200 — 80 = 120, ce qui correspond bien & la formule.

Regardons maintenant ce qu’il se passe pour les polynémes modulaires avec les
b;. 11 existe la aussi une formule pour les degrés due aux travaux de Runge ([74],
voir aussi [35]) qui a considéré des recouvrements finis de Hz/T' pour I’étude des
surfaces de Humbert a cause des grands degrés et coefficients qui apparaissent
dans les polynomes avec les invariants d’Igusa. Définissons I'5(2,4) comme étant
le sous-groupe normal le plus grand de I'2(2,4) qui ne contient pas la matrice
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diag(—1,1,—1,1). Il est d’indice 2 dans I's(2,4). La projection 7 : Ha/I'5(2,4) —
Ho /Ty est une application finie. On dit que chaque composante de W*I(Hpg) dans
Ha/I'5(2,4) est une composante de Humbert et il est possible de définir un ordre
v} (p?) pour chaque composante irréductible de Humbert F,2 ;. Puisque I'5(2,4) est
normal, ces composantes ont le méme degré. De plus, par [74], chaque composante
irréductible du recouvrement de Hy2 est donné par 'ensemble des zéros d'un seul
polynome irréductible.

Proposition 4.4.3. Le degré d’une composante de Humbert Fy2 ; dans Ha/T5(2,4)
est donné par la formule

ap2 = 10(1 + deg(Fpgi)).
Démonstration. Voir [74, Page 293]. O

Corollaire 4.4.4. Soit p > 2 un nombre premier. Le degré de F2 ; est p® —p.

Démonstration. D’apres la formule du degré ci-dessus et la définition de a2 dans
I’équation (4.3), il suffit de prouver que

p? — 22 _5p3—6p2—5p+6
2 - 24 '

>0

Le membre de gauche peut étre réécrit comme

S oy (p —x ) :%Zgl(k;)al(p—k)-

x>0 k=1

" +x : } —x
En effet, >, 01 (p 1 =Y 0 01(557 - B57), ce qui donne, en posant k = P57,

Z,(cp 11)/2 1(k(p—E)). Or ici, pged(k,p—k) = 1 et donc o1 (k(p—k)) = o1(k)o1(p—
k), ce qui nous permet de déduire 1’égalité voulue. L’équation (1.21) et le théoreme

1.4.3 nous permettent d’écrire :
o 2
(Z Ul(m)qm> .

o0 5 [ee]
2 mor(mg" = > sl 3
m=1 = m=1

En regardant au point m = p, on trouve :

@\H

p(p+1):g(p3+1)+é(p+1 (Zm Joi(p — k:))

et un simple calcul nous permet de conclure. (De plus, en utilisant le fait que o
est multiplicatif, on peut montrer que pour tout p > 2, le degré de F,2 ; est aussi
p® — p, mais on n’aura pas besoin de ce résultat). ]

Dans notre cas, on considére I'9(2,4) et non pas I'5(2,4), mais nous avons
remarqué que le degré total trouvé pour p = 3,5 et 7 est toujours p®> — p. La
raison a cela est que la formule du degré dépend du nombre de composantes de
Humbert et de ’ordre d’un certain sous-groupe isotrope et ces nombres sont égaux
pour les groupes I'5(2,4) et I'y(2) (voir [74, 35]). Ce doit donc étre aussi le cas
pour I'9(2,4) car I'5(2,4) < I'2(2,4) < T'2(2). Ainsi, la formule du degré d’une
composante de discriminant p? pour le groupe I's(2,4) est la méme que celle pour
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le groupe I'5(2,4), cest-a-dire p* — p. Notons que la définition du degré ici est
le degré total du polyndme parce que les 6;(7/2) sont des formes modulaires de
Siegel, a une racine de 'unité pres, de poids 1 pour le groupe I'2(2,4).

Considérons cette fois le lieu £; de toutes les surfaces abéliennes principa-
lement polarisées modulo I'y(2,4) qui sont p-isogénes a une surface abélienne
principalement polarisée €2 qui est elle-méme isogene a un produit de courbes
elliptiques par la 2-isogénie Q2 — /2 et telle que 0p(2/2) = 0 (rappelons que
bi(2) :=0;(2/2)/600(€2/2) et la proposition 3.2.3).

Proposition 4.4.5. Les dénominateurs des polynomes modulaires pour les fonc-
tions by, b, by sont divisibles par un polynéme L;) dans Q[by, ba, bs] décrivant le
lieu précédent.

Démonstration. On adapte la preuve du lemme 4.2.8. Soit Q € Hy/T'2(2,4) qui
est p-isogeéne a Q' tel que 6p(€'/2) = 0. Soit ¢ un coefficient du polynéme @1 ,(X).
Pour un certain v € I'y(2,4)/(I'2(2,4) N To(p)), b1,p(7€2) est infini. L’évaluation
de c en §) est une expression symétrique en les bip(Q). Génériquement, il n’existe
aucune relation algébrique entre ces valeurs et 1’évaluation de ¢ en € est donc
infinie. Or comme les b;(§2) sont finis, le numérateur de ¢ est fini. On conclut que
le dénominateur de ¢ doit s’annuler en 2, ce qui signifie que ¢ est divisible par un
polynéme décrivant le lieu. La preuve pour ®;,, £ = 2,3, est similaire. ]

Nous avons remarqué que pour p = 3,5 et 7, les coefficients des trois polyndmes
modulaires avec les b; ont toujours L;, comme dénominateur (contrairement aux
cas avec les différents j-invariants ou le dénominateur commun peut apparaitre
avec une puissance > 1 et ou il y a parfois des facteurs j; ou i3) Ceci justifie la
conjecture suivante, qui sera utilisée dans les sections suivantes.

Conjecture 4.4.6. Soit p > 2 un nombre premier. Le polynome L;, est le dénomi-
nateur de tous les coefficients des trois p-polynomes modulaires (sauf le coefficient
de degré p> +p* + p+1 de @1 ,(X) qui vaut 1).

4.4.2 Symétries

Nous avons dit précédemment (section 4.3.2), que nous avons remarqué, pour
p=3,9, que
Wy p(X, b1, ba, b3) = W3, (X, by, b3, ba)

et pour p = 3,5,7 que
(I)LP(X7 bl? [12’ b3) = q)l,p(Xa bl? b37 62)

Ces symétries ont la signification suivante. Pour toutes variétés Q € Hy/T'2(2,4)
et pQ) ayant pour invariants (bq(€2), b2(£2), b3(Q2)) et (b1,(2), b H(2), b3 ,(£2)),
il existe une variété avec pour invariants (b1(2), b3(£2), b2(Q2)) et telle que une de
ses variétés p-isogene a (by(p€2), b3(p€2), ba(pf2)) comme invariants.

On prouve l'existence de ces symétries en regardant l'action de certaines
matrices. En effet, ®;, est le polynome minimal de by ,, ce qui signifie qu’il
est 'unique polynéme irréductible unitaire tel que pour tout Q € Ha, @y ,(z,
b1(£2), b2(Q2), b3(2)) = 0 si et seulement si @ = by p(y€2) pour un certain v €
I'2(2,4)/(T'2(2,4) N To(p)); en particulier, on a que Py (b1 ,(€2), b1(22), ba(L2),
b3(€2)) = 0. Or cette derniere égalité est valable pour tout Q € Hy donc aussi
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pour Y avec v € I'y, d’ott 1, (b1 ,,(7€2), b1(7€2), b2(7€2), b3(7€2)) = O pour tout
v € I's. On cherche alors une matrice dont I'action fixe by et by, et remplace
by par by et ba, par bsz,. Cette action sur ®1 ,(X) produit un polynéme unitaire
avec les mémes racines et degrés que @1 ,(X). Par unicité, ils doivent donc étre
égaux.

Supposons maintenant qu’il y ait la symétrie pour ®;,. Alors par la défini-
tion 4.2.10, by, = Wy p(b1,)/®] ,(b1,) pour £ = 2,3. L’action décrite plus haut
sur cette derniere égalité avec £ = 2 nous dit alors que

b3p = Wo,(b1p, b1, b3,02)/®7 (b1, b1, by, b3),

et donc
Wy (b1, b1,b3,b2) = b3, @) (b1, b1, b2,b3) = W3,(b1p, b1, ba, b3).

La recherche de la matrice qui a cette action se fait tout d’abord parmi les
représentants des classes du quotient I'o /T'2(2, 4) parce que I'y(2,4) fixe les b;. Un
représentant v de 'unique classe telle que (b],b3,63) = (b1, b3, ba) est

-(1271)

Deuxiémement, on cherche une matrice 7/ dans I'5(2,4) telle que vy (ou 7'y
car I'y(2,4) est un groupe normal) soit dans I'g(p). Pour p = 3,5 et 7, on peut
prendre pour v respectivement

—524 —12 12 76 4 2 13 12 -16 —6
—219 —-12 8 0 -72 0 et —-10 =3 10 4
0 6 -5 2 ’ 0 10 =3 0 56 14 —55 —22 | -
-24 0 3 10 -8 —6 -3 30 —40 —12 -7

Nous rappelons que nous notons Xy, pour une matrice X, le vecteur composé
des éléments diagonaux de X.

3 -2

oo
| o
SN
—OON

4 -5

Lemme 4.4.7. Soit M = ({4 B) € To/T(2,4) et M’ € T5(2,4) telle que
MM’ € Ty(p), pour un nombre premier p > 2. Alors (MM'), est dans la méme
classe d’équivalence que M pour tout p = 1 mod 4. Pour p = 3 mod 4, c’est le cas

si on ajoute les propriétés (A''B')g = 0 mod 2 et (C"'D")p = 0 mod 2.

Démonstration. Soit MM' = (4 B). Etudions sous quelles conditions (M M'), M~}
€ I'(2,4) ou, de manitre équivalente, (MM'),(MM’')~!, est dans I'5(2,4). On a

A pB tp —tB\ _ ([ A'D—-pB'C —A'B+pB!A
C/p D —tc ta ) = \C/ptD-D'C —C/p'B+D*A )"

_to tg

tité modulo 2. Maintenant pour p = 1 mod 4, on a —A'B + pB'A = C/p'D —
D'C = 0 mod 4 (souvenons nous que ce produit est dans I's) de telle sorte que
(MM"),(MM')™t € Ty(2,4). Pour p = 3mod 4, on a que —A'B + pB!A =
2A'B mod 4 et C/p'D — D'C = 2C''D mod 4. Donc pour étre dans I's(2,4), on
veut que (A'B)g = (C''D)p = 0 mod 2. Enfin, notons que M’ = I; mod 2 et on en
déduit le lemme. O

ol ( £ _tB) est l'inverse de M. Comme p = 1 mod 2, ce produit est I'iden-
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Par ce lemme, on a que (77), est dans la méme classe d’équivalence que 7y

pour tout premier p > 2, d’ou la permutation (b'lyz;, bg};, bgg;) = (b1,p, b3, b2,).
De plus, la surjectivité de Sp,(Z) — Sp4(Z/4pZ) et le théoreme des restes Chinois
prouvent que la matrice 7/ existe toujours. Ainsi, il y a des symétries pour tout
premier p > 2 (voir théoreme 4.4.9).

Par ce qui précede, on a également démontré que le dénominateur est toujours
symétrique en by et bs. Pour prouver que LJ’D est également symétrique en by et

ba (resp. by et bs), on utilise les matrices

0 —
-1 0
Y410 = 0 0
0 0

qui fixent b3 (resp. by) et échangent by avec by (resp. avec bg).

L’action de 7410 (resp. 7s316) sur L;, nous fournit un polynoéme irréductible
avec les mémes racines que L;,, qui est toujours dans E; par le lemme qui suit.
On en déduit que ce polynéme est L;) et donc ce dernier est symétrique.

Lemme 4.4.8. Soit Q € L,, v = (A4 B) € To/T2(2,4) et ' tel que y, est dans
la méme classe d’équivalence que . Supposons que l'action de ' sur les théta
constantes envoie lensemble {0,4,8,12} vers lui-méme. Alors vQ est dans L.

Démonstration. Que Q € Hz/T'2(2,4) soit dans L), signifie qu'il existe M €
I'2(2,4)/ (T'2(2,4)NTo(p)) qui vérifie Oy (pMQ/2) = 0. Soit M € T'5(2,4)/(T'2(2,4)N
Lo(p)) tel que (M'y)M~! € Ty(p). 1l existe alors 4" € To(p) avec M’y = ~"M.
On a, en utilisant la formule de duplication, que

Oo(pM'y2/2) = Op(py"MQ/2) = () (pMQ)/2) = Y 07 (v, (pMQ)).
i€{0,4,8,12}

De plus, ’y}’,' = (M'vM *1)1, est dans la méme classe d’équivalence que 7, c’est-

a-dire que ' par hypotheése (I'2(2,4) est un sous-groupe normal). L’action de +/
envoie {0,4, 8,12} vers lui-méme, et donc

Y. Gy (eMQ) = Gydet() Yo 6 (pMQ)

1"
P
i€{0,4,8,12} i€{0,4,8,12}

= (3 det(...) 00 (pMQ/2) = 0.
Nous avons prouvé le théoréme suivant

Théoréeme 4.4.9. Soit p > 2 un nombre premier. Les p-polynomes modulaires
pour by, by et by satisfont

Q1 (X, b1,b2,b3) = 1 ,(X,b1,b3,b2) et Wo,(X, by, ba,b3) = W3, (X, by, bz, by).

De plus, le polynome L;) est symétrique.
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4.4.3 Relations modulo 2 et 4

On étudie maintenant les différentes relations modulo 2 et 4 qui apparaissent
entre les exposants des b; dans chaque coefficient des polynémes modulaires.
Considérons le numérateur du ¢-ieme coefficient du m-ieme polynéme modulaire
pour m = 1 ou 2 (nous avons vu que le troisieme polyndéme peut étre déduit du
second). Leurs monomes sont de la forme c;;;,b%b3b5. Nous avons constaté que
pour p = 3,5 et 7, si ¢;j;, # 0, alors

i ={¢+m+1mod 2
i+j=-plfmod4 (4.4)
j+k=p(m—1)mod4

et, avec des notation similaires, on a toujours que

i=j=k=0mod2 et i+j=j+k=0mod4 (4.5)
pour les dénominateurs. Ces égalités sont déterminées par l'existence de ma-
trices v avec la propriété que b;(7Q2) = 1%b;(Q) et b;,(vQ) = Pib;,(Q), avec
a; et B; dans {0,1,2,3}. On notera l'action d’une telle matrice par le vecteur
(a1, a2, a3, B1, B2, B3).

Avec les mémes arguments que pour les symétries, on déduit qu'une telle ac-
tion produit un polynéme avec les mémes racines et degrés que @1 ,(X) (resp.
Uy, (X)), qui est donc @ ,(X) (resp. Wop(X)) & une constante pres. Comme
p® 4+ p? +p+ 1 = 0mod 4 pour tout premier p > 2 et comme le coefficient do-
minant de @ ,(X) est XP* "4+l on en déduit que cette action ne change pas
@1 ,(X). Ce n’est pas le cas de W ,(X), qui est de degré p3 + p? + p en X.

La matrice
-10 0 0
_ [ 0-=10 0
Y134 = 2 1 -1 0
1 0 0 —1

agit par (—1,1,1,—1,1,1) pour tout p d’apres 1’équation fonctionnelle de la pro-
position 2.6.4 et le lemme 4.4.7.

Le lemme 4.4.8 montre que cette matrice préserve la composante de Humbert
(et (7134)p est dans la méme classe d’équivalence que 134 par le lemme 4.4.7). On
obtient ainsi un polynoéme avec les mémes racines et degrés que L; : c’est un de
ses multiples. Comme ce dernier est irréductible, il contient au moins un monoéme
ou il n’y a pas by et donc cette matrice ne change pas ce mondéme et la constante
est alors 1. Comme L; est symétrique, on en déduit qu’il a des exposants en by,
bo et bz qui sont pairs.

En supposant la conjecture 4.4.6, on a prouvé que l'action de 7134 sur les
numérateurs ne dépend pas de l'action sur les dénominateurs. Par suite, sur les
numérateurs de ®1,, I'action de 134 montre que 7 4 £ est toujours pair. Pour
Uy »(X), on doit déterminer quelle constante apparait. Le coefficient dominant
de ce polyndme est 3 ¢ b;7po3+p2+p. Considérons maintenant le polynéme
minimal Hvecp(X — b;p) de by et remarquons qu’il est invariant par l’action
précédente, ce qui est donc le cas de ZveCp b;p. On en déduit que la constante

. 3,2 < g
est —1, & cause de XP TP 1P c’est-a-dire que

3 2 3 2
Z b’2712134(b’1}/’1£4)p +p=+p _ _ Z b’g’p(blm)p +p4p.
7€Cyp v€Cyp
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On a donc démontré la premiere des trois égalités de (4.4).
Pour les deux autres, on doit considérer les matrices

-1 0 0 O -1 0 0 O
_ 0 -10 O _ 0 —-10 O
Y141 = 1 ~-10 et Y21 = 0 0 -1 0 .
1 1

1
1 0 — 0 1 0 -1

Leurs actions pour p = 1 mod 4 sont respectivement (2,7, 1,2,2,1) et (1,2,1,1,1,2),
tandis que pour p = 3 mod 4 c’est (z,1,1, —1, —2,1) et (1,2,2,1,—12,—1) parce que
dans ce cas (7141)p €t (721)p sont équivalents a

10 0 0 10 0 0
_ (0o -10 0 _[o0o-10 0
Y886 = | 211 21 o et vs55=1\| 9 o0 <10 |-

0 3 0 -1

Sur L;, I’action de 7141 ne change pas la composante de Humbert par le lemme 4.4.8,
de telle sorte que Lj,(1b1,2b2, b3) est un multiple de Lj,.
Comme L;, est irréductible, il existe un monoéme sans by, qui est alors de la

forme cb’Q b%, pour une constante c. On a déja montré que i = j = 0 mod 2 et donc
c(1b2)'6} = £cbib]. Si cest +, alors 'action de 7141 fixe L;,. Sinon i = 2 mod 4
et comme L, est symétrique, on a alors que les monomes cb? b% et cb} b% existent.
Regardons ce dernier : cbi(1bg)) = icbéb%. Si c’est —, alors j = 2 mod 4 et alors
c(1b1)*(1b2)7 = cbib}. Dans tous les cas, action de 7141 fixe Lj,. On peut adapter
cette preuve a 7121 et en déduire (4.5).

On applique des arguments similaires sur ®q,(X) et ¥y ,(X) pour prouver
(4.4). On obtient alors

Théoreme 4.4.10. Soit p > 2 un nombre premier. Alors le polynéme L;, satisfait
(4.5). De plus, en supposant la conjecture 4.4.6, les numérateurs des deuz premiers
polynomes modulaires vérifient (4.4).

4.5 Implantation

4.5.1 Logiciels externes

Dans sa these, Régis Dupont a présenté deux algorithmes pour calculer les
fonctions théta. Le premier utilise la définition des théta constantes en terme de
sommes d’exponentielles et calcule 0;(2) pour i = 0,1,2,3, Q € Fy a précision
N avec une complexité de O(M'(N)N). Le deuxiéme unit I'itération de Newton
avec les suites de Borchardt et est en O(M’(N)log(N)) sous la conjecture 3.6.2.
Il calcule 62(2)/03(Q), i = 1,2,3. Ces algorithmes ont été étudiés et implantés
par Enge et Thomé dans [29, 30]. En utilisant la méthode des différences finies, ils
prouvent que la complexité pour calculer le carré de toutes les théta constantes
est en O(M'(N)log(N)) sous la conjecture 3.6.2.

Nous avons utilisé la librairie cmh [30] écrite en C pour I’évaluation des carrés
des théta constantes et avons également récupéré dans cette librairie 'implanta-
tion de l’algorithme de Mestre et quelques autres fonctions écrites en GP. Nous
avons également utilisé le logiciel pari-gnump [26] pour pouvoir passer des dif-
férents types du systeme GNU (GMP, MPFR et MPC [34, 37, 27]) aux types
correspondants dans Pari/GP afin de pouvoir appeler les algorithmes de cmh
depuis GP.

Il y a deux raisons pour lesquelles les différents algorithmes de calcul des
théta constantes sont définis pour €2 seulement dans le domaine fondamental.
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La premiere est pour la convergence et la deuxieme parce qu’on peut employer
I’équation fonctionnelle de la proposition 2.6.4 pour déduire les théta constantes
en Q € Ho A partir des théta constantes en €' € F5. Nous avons implanté un
algorithme qui calcule les dix fonctions ¢; pour une matrice quelconque de Ho
avec GP [2].

Pour pouvoir appliquer I’algorithme 4.2.2, on a besoin d’une méthode pour
réduire une matrice 2 € Ho dans le domaine fondamental. Nous avons donc
implanté I'algorithme 3.1.2. Comme nous ’avons déja signalé, nous avons récupéré
le code de Pascal Molin [65] pour le calcul de §2 € Ha correspondant a une courbe
hyperelliptique de genre 2 donnée.

De plus, on a besoin de connaltre les représentants des classes des quotients
I'2(2,4)/(To(p) N T'2(2,4)) pour un nombre premier p. Ils sont bien siir calculés
dans une phase préparatoire. Une généralisation directe de ’algorithme 1.3.1 en
dimension 2 permet de calculer pour des sous-groupes I" C I' de I's, les repré-
sentants des classes de T'/T” et un ensemble de générateurs de I & partir des
générateurs de I' et une fonction qui dit si une matrice est dans IV ou pas. On
peut Pappliquer deux fois : la premiére sur I' = T'y et IV = TI'y(2,4), puis la
deuxiéme sur I' = T'3(2,4) et IV = T'y(p) N T'2(2,4). Une autre solution consiste
a utiliser la proposition 4.2.2 qui nous donne un ensemble de représentants des
classes de I'y /Ty (p) pour tout p > 2. On doit multiplier chaque représentant par
une matrice dans I'g(p) de telle sorte que la matrice résultante soit dans I'2(2,4),
ce qu’on peut toujours faire d’apres le théoréeme des restes Chinois.

4.5.2 Evaluation et interpolation

Jusqu’a présent, nous avons présenté les algorithmes sous un point de vue
théorique. En pratique, on procede comme suit. Puisque nous voulons utiliser
Iinterpolation rapide, il est nécessaire de connaitre les degrés des coefficients des
polyndémes modulaires en les trois variables f1, fo et f3, ou on reprend les nota-
tions de la section 4.2.2. Par exemple, soit F'(f1, fo2, f3) un des coefficients que I'on
veut calculer. Pour obtenir le degré total de son numérateur et de son dénomina-
teur, il est suffisant de calculer les matrices 2 € Ho, avec 'algorithme 4.2.2, qui
vérifient (f1(€2), f2(2), f3(Q)) = (w4, iy, z;z) pour un certain nombre de z; et
des valeurs y et z fixées, pour pouvoir ensuite évaluer F'(z;, z;y,z;z) et faire une
interpolation d’une fraction rationnelle trivariée. On en déduit les degrés totaux
plus des majorations des degrés en fi, fo et f3. Pour connaitre les degrés en f1,
on peut calculer F'(x;,y, z) puis interpoler. On procéde de maniére similaire pour
les autres degrés. Par contre, tout ceci ne donnera pas forcément la bonne réponse
a chaque fois, en supposant que la précision est correcte et que ’'on a assez de x;.
En effet, il peut il y a avoir des simplifications. Donc pour étre certain du résultat,
il est préférable d’évaluer et d’interpoler en plusieurs valeurs de y et z et idem
pour F(X + r,y+ s,z 4+ t) pour plusieurs valeurs de 7, s et t.

Une fois que 1’'on posseéde ces informations, on a deux choix dans la maniere
de procéder. La premiere consiste a faire suffisasamment d’évaluations pour calcu-
ler tous les coefficients en X des trois polynémes modulaires en interpolant des
fractions rationnelles. Ici, par évaluation, on entend I’évaluation des polynomes
modulaires en une matrice des périodes Q telle que (f1(€2), f2(2), f3(Q2)) soit de
la forme (x;, x;y;, x;2). L’autre maniere consiste a se concentrer sur le coefficient
ayant le degré total le plus bas au numérateur afin de calculer le dénominateur
commun aux différents coefficients. Ensuite, on fait assez d’évaluations, cette fois
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de la forme (x4, y;, 21;), pour calculer les autres coefficients par interpolation de po-
lyndémes multivariés (et non pas de fractions rationnelles). On peut en effet parler
de polyndémes car on peut multiplier les coefficients par le dénominateur commun
(et, par exemple dans le cas des invariants de Streng, aussi par une puissance de
i3).

Dans le premier cas, le nombre d’évaluations dépendra du degré total maximal
des trois polynomes, tandis que, dans le second, le degré total n’intervient que
pour le coefficient avec les plus petits degrés. De plus, la précision nécessaire pour
interpoler une fraction rationnelle est plus grande que celle pour un polynéme (et
la complexité d’une évaluation des trois polynémes modulaires en une matrice {2
dépend de cette précision) et il est plus facile d’interpoler des polynémes plutot que
des fractions. Pour le second choix, les tables de degrés suggerent de se focaliser
sur le coefficient de degré p® + p®> +p en X de Dy ).

On peut choisir de chercher des matrices 2 telles que les f;(€2) soient entiers.
Une telle matrice 2 ainsi que les invariants de ses variétés isogénes ne sont par
contre pas a valeurs entieres mais chaque coefficient des polyndémes modulaires
évalués en cet () sont a valeurs rationnelles, car on a vu que les polynémes sont dans
Q(f1, f2, f3)[X]. Ainsi, il est possible, & chaque étape d’évaluation, de trouver ces
rationnels grace a des fractions continues, si la précision est assez élevée. L’étape
d’interpolation se fait alors avec des valeurs exactes. Cependant, en procédant
de cette maniere, la précision requise, en pratique, augmente et donc le temps
d’évaluation aussi. Il est préférable de prendre des valeurs flottantes et de retrouver
les rationnels une fois que les polynémes ont été calculés a la précision ambiante
pour trouver les coefficients exacts.

4.5.3 Temps de calcul

Notons que la phase d’évaluation peut étre divisée en deux étapes : a partir
de (f1(22), f2(2), f3(2)) trouver Q et ensuite évaluer les polyndémes modulaires en
Q. Cette derniere étape prend bien plus de temps que la premiere (& précision
suffisamment grande). Par exemple, pour p = 5 et 7 & une précision de 1000
chiffres décimaux il faut environ 0.5 seconde pour calculer © & partir des b}(Q)
alors que le calcul des deux polynémes modulaires @1 ,(X, b1 (£2), ba(£2), b3(2)) et
Uy, (X, b1(£2),62(2),b3(2)) prend 12 et 30 secondes pour respectivement p = 5
et p =7 (cette différence est due au nombre d’isogénies : 156 pour la premiere et
400 pour I’autre ; notons que ce nombre est de 1464 pour p = 11).

Concentrons nous maintenant sur le calcul des polynémes modulaires avec les
invariants de Streng. Nous employons la deuxieme méthode qui n’est pas forcé-
ment la plus rapide parce qu’elle requiert deux phases d’évaluations (une pour
avoir le dénominateur et une autre pour les numérateurs), mais qui a l’avantage
de se concentrer sur le dénominateur qui est a 'origine de nombreuses difficul-
tés pour calculer les polynémes. De plus, dans notre implantation, nous faisons
I'interpolation d’une fraction rationnelle univariée par algebre linéaire.

En niveau 2, le degré total du numérateur de degré 14 de ®; 2(X) est 9 et celui
du dénominateur D) est 7. Pour calculer le dénominateur, il suffit de faire (9+7+
2)(5+1)(4+1) = 540 évaluations. Une fois que nous les avons faites, nous faisons
(334 1)(174 1)(16 + 1) = 10404 évaluations pour calculer les numérateurs (voir
le tableau 4.1). Tout ceci peut étre fait & une précision de 100 chiffres décimaux.
Une évaluation prend environ 1.33 secondes de telle sorte que le dénominateur
peut étre calculé en environ 12 minutes et tous les polynémes en 4 heures (sur un
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seul processeur).

En niveau 3, les degrés totaux sont 35 pour le numérateur du coefficient de
degré 39 de @13 et également 35 pour le dénominateur. Le dénominateur peut
étre calculé avec (35 + 35+ 2)(20 + 1)(17 + 1) = 27216 évaluations en 17 heures
a précision 300 et puis tous les numérateurs avec (92 + 1)(52 + 1)(49 + 1) =
246450 évaluations (voir le tableau 4.2) en environ 30 jours a précision 1000.
L’interpolation prend environ 1 heure.

Pour calculer les polynémes modulaires avec les b;, on peut utiliser les résultats
trouvés dans les sections 4.3.2 et 4.4. En particulier, on ne doit calculer que les
deux premiers polynémes modulaires.

Pour p = 3, les degrés totaux sont 25 et 24 pour le numérateur et dénominateur
du 39-ieme coefficient. Il faut environ (25 + 24 + 2)(12 + 1)(12 + 1)/32 ~ 270
évaluations pour obtenir le dénominateur et environ (40+1)(1941)(18+1)/32 ~
487 pour les numérateurs (voir tableau 4.3). Nous utilisons 100 chiffres décimaux
pour la précision et ensuite une évaluation prend approximativement 0.6 secondes
de telle sorte que les deux (et donc trois) polynémes modulaires peuvent étre
obtenus en moins de 10 minutes (la phase d’interpolation est négligeable).

Pour p = 5, les degrés totaux sont 121 et 120 pour le numérateur et dénomi-
nateur du 155-iéme coefficient. Le nombre théorique d’évaluations pour calculer le
dénominateur et tous les numérateurs est (121+1204-2)(72+1)(72+1)/32 < 40500
et (15641)(97+41)(94+41)/32 < 46000 (voir tableau 4.4). Les calculs peuvent étre
fait a une précision de 1000 chiffres décimaux ou chaque évaluation prend environ
12 secondes. Les polynémes peuvent étre calculés en moins de 12 jours (sur un
processeur). La phase d’interpolation peut étre faite en moins de 2 heures.

Pour p = 7, nous n’avons eu d’autre choix que de calculer d’abord le dé-
nominateur commun car les deux polyndmes prennent 29 Go d’espace mémoire
et les calculs intermédiaires beaucoup plus. De plus, nous avons constaté que
le coefficient dominant du dénominateur en by est respectivement 21°656$b1° et
2706%%%06{0 pour p = 3 et 5, de telle sorte que nous avons conjecturé qu’il serait
similaire pour p = 7. Apres quelques expériences, nous avons compris qu’il devait
étre égal & 2226p38p3%632°. En connaissant ce mondme, nous n’avons pas eu be-
soin d’utiliser le degré total pour l'interpolation, comme expliqué dans la partie
de la section sur l'interpolation ou I'on explique le cas spécial o un monéme de
la fraction est connu. Ceci nous a permis de réduire significativement le nombre
d’évaluations, car ce nombre, au lieu de dépendre du degré total, ne dépend plus
que du degré de by. En effet, les degrés en b; du 399-iéme coefficient sont 233 et
226, tandis que les degrés totaux sont 337 et 336. Le nombre d’évaluation pour
le calcul du dénominateur est d’environ (233 + 226 + 2)(226 + 1)(226 + 1)/32 <
727000 et pour les numérateurs des deux premiers polynémes modulaires d’environ
(40041)(279+1)(276 +1)/32 < 972000 (voir tableau 4.4). Pour le dénominateur,
on a réussi a le calculer en moins de 700 jours a précision 2000 tandis que pour
les numérateurs il nous a fallu environ 2000 jours a précision 3000. L’interpola-
tion nous a pris autour d’une semaine; c’est négligeable par rapport au temps
d’évaluation.

Finalement, notons que chaque évaluation est indépendante des autres ce qui
fait que le calcul des polynémes modulaires est parallélisable. L’interpolation d’un
coefficient est indépendant de I'interpolation des autres coefficients ; donc I'inter-
polation est également parallélisable.
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4.6 Exemples de courbes p-isogenes

L’objectif principal des polynémes modulaires est de trouver des courbes hy-
perelliptiques qui ont des Jacobiennes isogenes. En particulier, ces courbes peuvent
étre sur un corps fini car les p-polynémes modulaires que nous avons obtenus
peuvent étre réduits modulo un nombre premier ¢ # p tout en conservant leur
interprétation, d’aprés un argument que ’on peut trouver dans [8, Section 6 page
511].

Nous donnons des exemples avec les différents polynémes que nous avons cal-
culés. Notons que 'algorithme que nous avons présenté est heuristique parce que
nous n’avons pas de bornes pour la perte de précision et la taille des coefficients
et nous n’avons pas de preuve que nos polyndémes sont corrects. On aurait pu
faire tous les calculs en utilisant une arithmétique d’intervalle mais nous pré-
férons vérifier heuristiquement la justesse des polyndémes en les testant sur des
matrices des périodes aléatoires qui n’ont pas servi dans ’algorithme d’évalua-
tion/interpolation. Pour un certain Q € Ha, il faut vérifier que

@15 (f1,p(2), f1(2), f2(2), f3(£2)) =0

et que pour £ = 2, 3,

fep(Q) = Wy (f1p(Q), £1(Q), f2(Q), £3(2)) /P, (f1(Q), [1(Q), f2(Q), f3(2)).

Avec un seul calcul a haute précision, on peut étre virtuellement certain que le
résultat est correct.

Les Jacobiennes des courbes suivantes sont des variétés 3-isogénes entre elles.
Nous avons trouvé ces courbes grace aux polyndmes avec les invariants de Streng
(pour p = 3 bien entendu). Les premiéres sont sur Fso61 :

Y2 = 272X5 4+ 4278X* 4+ 4297X3 + 4063X2 + 1069X + 2998,
Y2 = 695X° +2322X% 4 3115X3 + 4588 X2 + 1453X + 655

et les autres sur Fo534967893 :

Y2 = 1774507961X6 + 48872812X° + 2028583210X* + 1092030439.X 3+
671225738X2 + 2233670825X + 608155867,
1927466494X 6 + 2286039407X° + 1720123333 X* 4 87910848 X 3+
2422852850 X2 + 183139891X + 825611194.

YZ

Nous donnons également deux exemples de courbes dont les Jacobiennes sont
b-isogenes et qui ont été trouvées grace aux polynoémes avec les b;. Sur Fig :

Y2 = 27X+ 71X*+91X3 +59X2 4+ 5X + 14,
Y2 = 29X5+4+26X*+38X3 +20X2+7X +51

et sur 4004967311 :

Y2 = 2420332800X° + 3653091983 X% + 2536585478 X3 + 2805510580.X 2+
159741347X + 2690010753,
Y2 = 4076826784X° + 2616936853 X% + 3748957676 X3 + 1209100179X 2+

3172892980X + 1266950302.

Enfin, nous donnons deux paires de courbes avec des Jacobiennes 7-isogenes, cal-
culées en utilisant les polynémes modulaires avec les b;. Sur Fygggg :
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Y2 = 4826X° +471X* 4 2876X3 + 5411X2 + 7948X + 1308,
Y2 = 7218X° 4+ 7699X* + 7011X3 + 7103X2 + 1845X + 4087

et sur 3450678353 :

Y2 = 393356368X° + 1698662093 X* + 471351782X 3 + 448279016 X 2+
1342046779X + 3241061457,
Y2 = 2171506943X° + 2231412358 X* + 2005208933X 3 + 580698082X 2+

306153493X + 474327543.

Le lecteur motivé peut vérifier que les courbes que nous donnons ont bel et
bien les propriétés que nous leurs donnons : il suffit pour cela de calculer leurs
fonctions zéta et voir si elles sont identiques ou pas (voir [82]).



Chapitre 5

Polynomes modulaires
d’Hilbert

Dans ce dernier chapitre, nous allons introduire une définition de polyndémes
modulaires pour des surfaces abéliennes principalement polarisées qui ont multipli-
cation réelle par un corps de nombres quadratique réel K = Q(v/D). Au lieu d’étre
sur Hsa/T'2, nous allons nous placer sur la surface de Hilbert H?/SLa(Of @ 95,
qui s’envoie sur une surface de Humbert de ’espace précédent. L’équivalent des j-
invariants ici sont les invariants de Gundlach, qui n’ont été définis que pour D = 5.
Nous allons en définir pour D = 2 et montrerons comment réutiliser les techniques
du chapitre précédent pour calculer nos nouveaux polynémes modulaires. Enfin,
nous allons définir des théta constantes sur ’espace de Hilbert et donnerons un
algorithme de calcul de ces polynémes modulaires avec des invariants définis &
partir de ces théta constantes pour tout K = Q(\/E)

Les références principales pour ce chapitre sont [56, 54, 72, 71, 36, 42, 43, 44,
74, 35].

5.1 Espaces modulaires d’Hilbert et de Siegel

5.1.1 Espace modulaire de Hilbert

Soit D un entier sans facteur carré et K = Q(\/ﬁ) un corps quadratique réel.
Son discriminant Ag est D si D =1 mod 4 et 4D si D = 2,3 mod 4. Considérons
Ok lanneau des entiers de K. On a que Og = Z 4+ wZ, ou w = # si D=
1 mod 4 et w = v/D sinon. Notons par @ le conjugué de a dans O

Rappelons que l'ensemble H#; = {z € C : J(z) > 0} est le demi-plan de

Poincaré. Le groupe SLa(Of ) agit par la gauche sur H? par
a b ( ) az1+b @z +b
(21, 29) = — .
c d =2 cz1+d ¢zg+d
L’espace quotient H?/SL2(Ok) est la surface modulaire de Hilbert, qui paramé-
trise les surfaces abéliennes principalement polarisées ayant multiplication réelle

par 'ordre maximal O (voir section 2.5.2).
Pour A € K et z = (21, 22) € H2, on note

Az = (21, A22), N(z) = z129 et tr(z) = 21 + 22.

141
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On définit o comme étant I'involution
0 (21,22) € H? — (29,21) € H3.

Définition 5.1.1. Soit I' un sous-groupe de SLa(Ok). Une fonction holomorphe
f sur H? est appelée une forme modulaire de Hilbert de poids & pour le sous-
groupe I' si elle satisfait pour chaque v = (‘Clg) €l etz=(2,2) € H la
condition f(yz) = N(cz + d)ff(2). Si de plus elle vérifie f(o(2)) = f(2) pour
tout z € H3, alors on dit de cette forme modulaire qu’elle est symétrique. Une
fonction modulaire de Hilbert est le quotient de deux formes modulaires de Hilbert
de méme poids pour le méme groupe. On ajoute qu’elle est symétrique si les deux
formes le sont.

Théoréme 5.1.2. La surface modulaire de Hilbert H?/SLa(Of) est rationnelle
seulement pour D = 2,3,5,6,7,13,15,17,21, 33.

Démonstration. Voir [41, Théoreme 2] O

On ne connait les deux générateurs de la surface modulaire symétrique de
Hilbert H?/(SL2(Ok) U SL2(Ok)o) que pour D = 2 et 5. On se concentrera sur
ces deux cas a présent. Soit € > 0 une unité dont sa norme vérifie €€ = —1. On

peut prendre 1 + v/2 et HT\/E pour respectivement D = 2 et D = 5. Posons

q1 = exp (2w (ez1 — €22) /VAKk) et g2 = exp (2o (20 — 21) /VAK).

Proposition 5.1.3. Soit g une forme modulaire de Hilbert pour SLy(Ok) de poids
k. Alors elle a un développement de Fourier de la forme :

9(z) = ag(O) + Z ag(t)Q%qg'
t=a-+bec O}

Démonstration. Voir [56, Proposition 3.2 (1)]. O

Notons Az(SL2(Ok))r le Z-module des formes modulaires symétriques de
Hilbert de poids pair k& ayant des coefficients de Fourier rationnels et posons
Az(SL2(Ok)) = @ Az(SL2(Ok)) k. Définissons la série d’Eisenstein de poids pair
k > 2 par

Gr(z) =1+ > b(t)gies,

t=a+becO};
ou
b(t) =ke . |OKr/uOkF
tOx CuOk

et rp = Cre(k)~1(2m) 2k ((k — 1)) "2A727F,
Lemme 5.1.4. — Si K = Q(V?2), alors ko = 2% -3, ky = 2°-3-5-1171 et

ke =2%-32.7-197%;

— Si K =Q(V5), alors kg =23-3-5, ky =2%-3-5, kg =23-32.5.7-67"!

et k1o =2%-3-52- 1141275171,

Démonstration. Voir [71, Lemme 1.1]. O

Les séries d’Eisenstein sont des formes modulaires symétriques pour SLa (O )
avec des coefficients dans Q. De plus, on a
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Théoréme 5.1.5. Dans le cas K = Q(/2), on pose

—5-7? 11-59 192
G GoGy—————

253313 2 2%3%5 13 24T 2735 13

Alors Ga, Hy et Hg sont dans Az(SLa(Ok))r pour respectivement k = 2,4,6. De
plus, elles forment un ensemble minimal de générateurs de Az(SLa(Ok)) sur Z.

Hy = 276‘372-11(G%—G4) et Hg= Gs.

Démonstration. Voir [71, Théoreme 1]. O

Théoréme 5.1.6. Dans le cas K = Q(\/2), le corps des fonctions modulaires
symétriques de Hilbert pour SLa(Ok) sont des fonctions rationnelles en

_ &
=,

G2 Hg
et 32 = .
Hj

J1
On appelle J1 et Jo les invariants de Gundlach pour K.
Démonstration. Une preuve de ce théoreme sera donnée a la page 149. O

Théoréme 5.1.7. Dans le cas K = Q(/5), on pose

67 , 5
6 = W(GQ - G6)7
Hyp=2710375575771(412751G0 — 5 - 67 - 2293G3G + 223 - 7- 4231G3)
et Hiy, = 272(Hg — GQHlQ).

Les quatre formes modulaires Ga, Hg, H1o et Hio sont dans Az(SLa(Ok))x pour
k =2,6,10 et 12 respectivement. De plus, elles forment un ensemble minimal de
générateurs de Az(SL2(Ok)) sur Z.

Démonstration. Voir [36] ou [71, Théoréme 2]. O

Théoréme 5.1.8. Dans le cas K = Q(\/5), le corps des fonctions modulaires
symétriques de Hilbert pour SLa(Of) sont des fonctions rationnelles en

G3 HgG3
Ji=—= et Jo= .
' Hy 2 Hyg

On appelle J1 et Jo les invariants de Gundlach pour K.

5
Démonstration. Voir [36]. Notons qu'’il est usuel de prendre les invariants % et
Hg
G3~
d’avoir le méme dénominateur pour les deux invariants de Gundlach. ]

Nous avons choisi de remplacer ce dernier par le produit de ces deux afin

5.1.2 De Hilbert a Siegel
Soient z = (21,22) € H}, z € K et v = (24) € SLy(K). Notons

* _ (21 0 * _ (x
Z_<022)7 x_(()

Fixons eq, e une Z-base de Ok et définissons les matrices

8o

) et 4= (a).

R=(22) et sz(fRo)

er ez 0 R!
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et les applications

Peres: HI — Ho ot Geres - SLa(K) —  Spyu(Q)
z +— 'Rz*R ~y —  Sy*STL

Soit
SLQ(OK @81_(1) = {(Z Z) S SLQ(K) ca,d € Og,be 8[_(1 et c € 8}(} .

Comme K = Q(\/ﬁ), on a que dx = VAgOxk et 8;(1 = —_Og. Le groupe

VAK
SLo(Ok @ 8;(1) est engendré par les matrices
11/VA 1 w/vVA 0 —1/VA
(0/1K)’ (0/1K> ot (\/E 0K>'

Proposition 5.1.9. L’application ¢, e, satisfait :
— gy (T2) = SLa(Ok & 91) ;
T ¢61,€2 (ry ’ Z) = ¢€1,62 (’Y) ’ ¢61,62 (Z) pour tous y € SL?(OK ©® a;{l) et z € /H% ;
— Si f1, fo est une autre Z-base de O, alors il existe un certain v € I'y tel

que pour tout z € H3, Gy en(2) =7 Of1.12(2) 5
— 1l eziste un certain v € I'y tel que pe, e,(0(2)) =7 - ey en(2).

Démonstration. La preuve est calculatoire. Nous renvoyons a [56, Proposition
3.1]. O

L’application ¢, ¢, fournit donc une application holomorphe de H?/ SLo(Ox @
8[_(1) vers Ho /Ty qui est indépendante du choix de la base de O . Elle envoie aussi
z et o(z) vers le méme point de Ha/I's.

La base que nous choisissons est e; = 1 et e = w. Nous noterons ¢ au lieu
de ¢1,. On a alors que ¢(z) = ( Atz z1w+zQw2) = (8; 8;) € Hoy et cette

Z1w—+20W 21 w? +z2ow
application vérifie

%Qlﬁ-gg—ﬂg =0 siD=1mod4;
DOy —Q3 =0 siD=2,3mod4.

(

(5.1)
De plus, posons

1

o= OO

0
?) si D =1 mod 4;

S
colo
i

1000
0990 ) siD=2,3mod4.
00 0-1
La matrice M satisfait
¢(o(2)) = M - ¢(2). (5.3)
Considérons maintenant v = ( \/Ai;(zfc,w) (bﬂgi)d/,w‘ B ) € SLy (O ® 0'). Alors
L a b b+’
(B’ ata’ b+ b+(EE)Y R '
(Dzl)clfc c d (%)d/ Sl.D—lrIlOdZ_]:7
6(1) = Coo (54)

a/a’b’ b/
gz, a ZIDD?I’ si D=2,3mod4.
cdd d

c



5.1. ESPACES MODULAIRES D’HILBERT ET DE SIEGEL 145

Lorsque 'unité fondamentale a norme —1, il existe un isomorphisme qui per-
met de se placer sur SLo(Of) au lieu de SLy(Ox @ ). Soient € > 0 une telle

unité et o = diag(1, —Vf‘(), alors

do: HF —  H? ot ¢o: SL2(Ok) — SLa(Ox @)
z > & -1

A? 0 — ayo

sont des bijections. Notons que ceci ne fonctionne que lorsque ¢ a norme —1
afin que \/27 soit totalement positif et ¢o(z) € H3. Soit ¢1 = ¢1z et P =
¢1 0 ¢o. La base {1,€} est la base que nous avons utilisée pour définir les formes
modulaires symétriques de Hilbert de la section précédente. L’application ¢, vérifie
des propriétés similaires a celles de la proposition 5.1.9. Reconcentrons nous sur

les cas D = 2 et D = 5. Notons

Sme(Z)v = {T = (an ém) TMmy,m e Z}

§m m2

le dual de Syma(Z) (les matrices symétriques de taille 2 dans Z) et Syma(Z)V-+
le sous-ensemble de Syms(Z)Y des matrices définies positives.

Proposition 5.1.10. Soit

F@Q) =ap0)+ > ap(D)q"

TESyma(Z)V+

une forme modulaire de Siegel pour 'y de poids k. Alors son tiré en arriéere g = ¢} f
est une forme modulaire symétrique de Hilbert avec le développement de Fourier
suivant :

9(2) = f(¢e(2)) = ag(0) + > ag(t)aias,

t=a+becO}

avec ag(0) = as(0) et
ag(t) = Yo ag(D).
TeSyma(2)V-+
QT(LE):t
Ici, Qr(x1,me) = (w1, x2)T (3}) est la forme quadratique définie positive associée
a T. Enfin, ¢© = exp (2umtr(TQ)).
Démonstration. Voir [56, Proposition 3.2]. O

Nous nous intéressons aux tirés en arriere des invariants d’Igusa. Ils sont déja
connus lorsque D = 5.

Théoréme 5.1.11. Pour K = Q(\/5), on a

oy = G3;

s = —32Gh+ SIG =G — 2°33Hg;
—4oixi0 = Hio;
12¢:X12 = 3Hg — 2G2H10.

Démonstration. Voir [72, Théoreme 1]. O
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Corollaire 5.1.12. On a

o1 = 831(333/31 —2)%;
deo= 331(333/31 - 2)%
oz = 27°31(333/31 — 2)%(433 /31 + 2°3%32/31 — 3).
Démonstration. C’est une conséquence du théoréeme précédent et de la définition
3.9 des invariants d’Igusa en séries. Voir aussi [56, Proposition 4.5]. O

En utilisant la proposition 5.1.10 et en comparant les différentes séries de
Fourier (comme il est fait dans [72] dans le cas D = 5), nous avons trouvé :

Théoréme 5.1.13. Pour K = Q(\/2), on a

oty = G3+ 144Hy;

d*bg = G5 — 648H,Go — 1728 Hg;
¢ix10 = —1HyHg;

dixi2 = 15G2H4Hg+ Hj + HE.

Corollaire 5.1.14. On a

1= 833/32(1+ 12/32 + 1232/31)%;
52 3% /32/2(31 + 144) (1 + 12/32 + 1232/31)%;
Nz o= s(1+12/32 4+ 1232/31)*
(33 /32 + 1632 4+ 1633 /32 + 230432 /33 + 40837 /32 + 288031).

5.2 Surfaces de Humbert

Soit Q = (g; gi) € Hs et a,b,c,d,e € Z. On appelle une équation de la
forme :
aQy + b 4+ Q3 +d(Q2 — 0 Q3)+e=0 (5.5)

une relation singuliére. Si de plus pged (a, b, c,d,e) = 1, on dit de cette relation
qu’elle est primitive. Enfin, on définit le discriminant d’une relation singuliere
comme étant A = b? — 4dac — 4de.

Proposition 5.2.1. Soit Q € Hy satisfaisant une relation singuliére de discri-
minant A. Alors pour tout v € T, v - Q satisfait aussi une relation singuliére de
discriminant A. Cette derniere relation est primitive lorsque la premiére [’est.

Démonstration. 11 suffit de montrer cette proposition sur les générateurs de I's.

Soient Ny, My, N3 et J comme dans I'équation (3.1) et soient ) = (g; 8;) € Ho

et des entiers a, b, ¢, d, e € Z tels qu’on ait la relation (5.5). Commengons par ;.
Onady - Q= (Q;;Zrl gi) et alors

a(@ +1) +b% + (c+d)Q3+d(3 — (Q +1)Q)+e—a=0

est une relation singuliére de discriminant b? — 4a(c + d) — 4d(e — a) = A. Le cas

avec M3 est trés proche de celui avec M. Pour Moy, on a Moy - ) = (Q?il QSQ):I)

et il nous faut prendre la relation

aQy+ (b—2d)(Q +1) +c3+d((Q+1)2 =) +e—b+d=0
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. . L ~ O 1 Qs —Q
qui est aussi de discriminant A. Enfin, on a J - Q = a0, (792 Q ) On a

alors la relation singuliere

% L L S— L d=o0
O o A o o Y o B o Do M o - o P o ML
qui est bien de discriminant A. ]

Théoréme 5.2.2 (Lemme d’'Humbert). Soit 2 = (g; 8§) satisfaisant la relation
primitive singuliére :

aQy 4 bQ + Q3 + d(Q3 — 1Q3) +e =0

de discriminant A = b*> — 4ac — 4de. Alors il existe une matrice v € I'y telle que
oLy, . . .
v Q= (Q, Qg) vérifie une unique relation normalisée de la forme :
2

k4695 —Q5=0 (5.6)
ou k et £ sont déterminés uniquement par A = 4k + ¢ et £ € {0,1}.
Démonstration. Voir [42, 43, 44]. O

Remarque 5.2.3. En écrivant l’équation (5.6) avec A = AQ(@), on retrouve
léquation (5.1).

Soit Q) € Hy satisfaisant une relation singuliere de discriminant A. Un algo-
rithme constructif pour calculer v comme dans le lemme d’Humbert peut étre
trouvé dans [5, 74]. L’algorithme 5.2.1, que nous avons pris de [5], permet de
calculer cette matrice v dans un cadre général. Il fournit alors une preuve du
lemme d’Humbert dans le cas ou les entiers gq, ..., g3 qui apparaissent dans cet
algorithme sont non nuls.

Proposition 5.2.4. Pour tout A =0 ou 1 mod 4, A > 0, l’ensemble Hp := {Q €
Ho /Ty : Q satisfait une relation primitive singuliére de discriminant A} est une
surface dite surface de Humbert de discriminant A.

Démonstration. Voir [35, Proposition 2.11]. O

Proposition 5.2.5. Soit Aq la surface abélienne principalement polarisée asso-
ciée a Q € Ha. Soit aussi A # A" deuz discriminants qui ne sont pas des carrés.
Alors :
— Aq est simple si et seulement si Q & U, >0 Hpmz ;
— 8iQ € Ha, alors End(Aq) ® Q contient Q(v/A) ;
— SiQ € HyxNHay, alors soit Aq est simple et End(Aq) @ Q est une algébre
de quaternions totalement indéfinie sur Q, ou Aq est isogéne a £ X E, ou
E est une courbe elliptique.

Démonstration. Voir [35, Proposition 2.15]. O

Notons désormais T’ = SL2 (O @ 8[_(1). La proposition 5.1.9 et les équations
(5.1), (5.2), (5.3) disent que I'image par ¢ de H? /T et de H?/(I'UT'¢) sont dans la
surface de Humbert de discriminant Ag. C’est également vrai pour ¢, ., parce
que les images de z par ¢ et par ¢, ., sont équivalentes modulo ’action de I'y
(ce qui signifie que ces applications envoient z vers le méme point de la surface de
Humbert). Similairement, ¢. envoie z vers cette méme surface de Humbert, méme
si les images de z par ¢, et par ¢ ne sont pas équivalentes modulo I's. On a plus
précisément :
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Algorithme 5.2.1 :  Calcul du représentant normalisé sur une surface de
Humbert

Entrée : Q) = (8; 8?) € Ho satisfaisant la relation primitive singuliere
(5.5) de discriminant A = b% — 4ac — 4de.
Sortie : Une matrice v € I'y telle que v - §2 satisfait I’équation (5.6).

0a 0 d
Notons Ro = [ 5“2 % °. ).

1 Choisir des entiers « et 3 tels que ae — Sc = pged(e, ¢) =: go. Alors

1 0 1 0
My = <_01 o 8 g > est dans I'y et Ry = tMo_le My est de la forme
0 ¢/go 0¢e/go
A1 O 0
(Ci tA1)’ avec A; = (_Cl ‘;i) et Cp = (_%1 801>;
2 Puisque pged(aq, 1, e1)|g1 := pged(aq, e1), le théoréme de la progression

arithmétique de Dirichlet dit qu’il existe un entier n tel que p := ;—1 + ng—i

—n 0
est un nombre premier avec |c;| < p. Maintenant, M; = (IOZ (fo) eIy et
2
— A N
Ry = tM; LR My = (C; tgl) ot Cy = (_%2 602) avec e2 = e1 + ain = g1p.
En particulier, pged(eq, e2)|g1 puisque |c1]| < g1 et ainsi, pged(cy, e2)|ay ;
3 Choisir des entiers 7 et 0 tels que yeas — dc; = pged(eg, ¢1) =: go. Alors

vyai/g2 0 1 0
My = _01 J 8 g eIy et Ry = th_le My est de la forme
0 Cl/gg 0 82/g2

Az 0 _ 0 as).
( 0 ng) avec Ag = (763 b3>’

4 Choisir des entiers € et 1 tels que eas + ncg = pged(as, cs) =: g3. Alors

1 0 1 0
_ 0 ca/gs 0 —as/gs -1t
M3 - <—Ea3/gg 0 mncs/gs 0 € FQ et R4 - M3 R3 M3 est de la
0 € 0 n
Ag 0 _( 0 ases).
e (4 8,) o 40— (2, %)

5 Puisque pged(by, cs) = 1, on peut choisir des entiers p et v tels que
w((ag + 1)eq + by) + pey = pged((ayg + 1)eq + by, cq) = 1. Alors
1 0 1 0

My — 0 ca 0 —(aa+1l)ca—bs M! = 4980 d
4= | —p((aa+1)ca+bs) 0 veq 0 et My=1| " o171 ) sont dans
0 w0 v 0001
_ As
[y et Ry = {(MyM)}) 1R, Y MyM}) + cqly est de la forme ( 0 525) avec

0
As = (71?:;);
6 Soit 7 = bs/2 si bs est pair et 7 = (bs — 1)/2 sinon. Alors
100 0
M5 = (6(1) 90 ) €'y et Rg = tM5_1R5tM5 — 714 est de la forme (‘%6 516)
00

0
1
0
avec Ag = (91 ‘g,) avec b’ = 0 si by est pair et b’ = 1 si by est impair;

010 0
N={o010 |5
000-1
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Proposition 5.2.6. Le diagramme suivant commute :

H3/T Hi v Ha

~ ]
H2 /(T UTo) —2> Hy /Ty

ou Y est s0it P, e, SOIt Pe, ™ st de degré 2 et p est une application génériquement
de degré 1 vers la surface de Humbert Hx . .

Démonstration. Voir [84, Page 328] ou [40, Proposition 8.4]. O

L’espace quotient analytique H?/ (f‘ U fa) est appelé surface modulaire symé-
trigue de Hilbert. L’involution o identifie les surfaces abéliennes dont la. multipli-
cation réelle different par conjugaison.

Lemme 5.2.7. Soient X une sous-variété de Y, toutes les deux irréductibles.
Alors Uapplication associée (qui n’est pas définie partout) sur les corps de fonctions
E(Y) — k(X) est surjective.

Démonstration. Puisque X est une sous-variété de Y, c¢’est une variété fermée dans
un ouvert U de Y. L’inclusion naturelle ¢ : X — U nous fournit un épimorphisme
de faisceaux i* : Oy — Ox. En regardant les germes des points génériques, on peut
en déduire que l'application k(Y) — k(X) (définie pour des fonctions f € k(Y)
qui sont définies sur les points génériques de X) est surjective. O

Preuve du théoréme 5.1.6. La proposition 5.2.6 dit que I'application de l'espace
modulaire symétrique de Hilbert vers ’espace de Siegel est birationnelle a son
image (la surface de Humbert). Par le lemme 5.2.7, toute fonction modulaire
symétrique de Hilbert (vue par birationnalité comme une fonction rationnelle sur
la surface de Humbert) peut étre relevée en une fonction modulaire de Siegel.
Nous savons déja qu’une fonction modulaire de Siegel est une fonction rationnelle
avec des coeflicients complexes en les invariants d’Igusa et par le corollaire 5.1.14,
les tirés en arriere des invariants d’Igusa peuvent étre exprimés en terme des
invariants de Gundlach. Toute fonction modulaire symétrique de Hilbert peut
étre ainsi exprimée en terme des invariants de Gundlach. 0

Comme on n’a pas d’invariants de Gundlach pour chaque D, on peut prendre
ik = &*jk, pour k = 1,2,3, comme invariants sur la surface modulaire symétrique
de Hilbert. Ces fonctions sont algébriquement dépendantes. De méme, on consi-
dere les fonctions by, = ¢*by, et ¥, = ¢*t; pour k = 1,2,3 (ces fonctions by et vy
sont définies a la section 3.4.2) . Soit

™ b/vVA - N —
T'(n) = {(\/ALK I K) € SLy(Ox ® 05Y) s a=d =1mod n, b:c:Omodn}.
Définissons alors pour respectivement D =1 mod 4 et D = 2,3 mod 4

f(2,4):{(\/A‘LKCb/‘/dE) ef‘(2):b5050mod4},
[(2,4) = {(\/H(C;c/w) (b+b’w()1/\/ﬂ> el(2):¥ =¢ =0mod 4}.

(5.7)

Théoréme 5.2.8. Les fonctions t et by pour k =1,2,3 sont respectivement des
générateurs pour le corps des fonctions modulaires invariantes par I'(2) et T'(2,4),
si D=1mod 4, et par I'(2) UI'(2)0 et I'(2,4) UT'(2,4)0, si D = 2,3 mod 4.
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Démonstration. D’apres I'équation (5.4), on a que $~1(9(2,4)) = T'(2,4). Ainsi,
les fonctions by, sont modulaires pour I‘(2 4). De plus, si D = 2,3 mod 4, alors ces
fonctions sont aussi modulaires pour T'(2,4)0, car la matrice M de I'équation (5.2)
appartient a I'2(2,4). Similairement, ¢*1(F2(2)) =T'(2) et les ¥ sont modulaires
pour T'(2) et aussi par I'(2)o lorsque D = 2,3 mod 4. On conlut en appliquant
le lemme 5.2.7 et le fait que b; (resp. t;) sont des générateurs pour le corps des
fonctions modulaires de Siegel invariantes par I'2(2,4) (resp. I'2(2)). O

Proposition 5.2.9. Les sous-groupes I'(2) et I'(2,4) de T' sont d’indices

36 et 576, st D =1modS8;
60 et 960, st D =5modS;
48 et 192, si D =2,3mod4.

Démonstration. On ne fait la preuve que pour I'(2,4) car 'autre cas fonctionne
pareil. Notons que I'/T'(4) ~ SLo(Ok /40k). On a alors que O /40 est iso-
morphe a

— ZJAZ x Z/AZ, lorsque 2 est décomposé (D = 1 mod 8);

— ZJAZ|X]/(X?% + X + 1), lorsque 2 est inerte (D = 5 mod 8);

— ZJAZ[X]/(X?), lorsque 2 est ramifié (D = 2,3 mod 4).
Le cardinal de SLa (O /40 ) est alors 482, 3840 ou 3072. De plus, I'indice du sous-
groupe I'(4) de T'(2,4) est 4 lorsque D = 1 mod 4 et 16 lorsque D = 2,3 mod 4.
Comme ces deux ensembles sont des sous-groupes normaux de T, le troisiéme
théoréme d’isomorphisme des groupes nous donne le résultat désiré. O

Considérons maintenant I" un sous-groupe de I's d’indice fini. La projection
7 : Ha/T — Ha /Ty est une application finie. Soit A le discriminant d’un certain
corps de nombres quadratique. Une composante irréductible de 7~!(H) dans
Ho /T est appelée une composante de la surface de Humbert. Nous nous intéressons
aux cas ou I' =T1'9(2) et I' = I'9(2,4).

Proposition 5.2.10. Le nombre de composantes de la surface de Humbert pour
respectivement T'o(2) et T'9(2,4) est

10 si D =1mod 8, 10 si D =1 mod 8,
6 siD=5modS§, et 6 siD=5modS§,
15 siD=2,3mod4 60 si D =2,3mod 4.

Démonstration. Voir [74]. Un argument heuristique pour I'2(2,4) est que si l'on
note P(by, b, bz) la composante de Humbert qui est I'image de ¢ et 2 = ¢(z) €
Ho, alors pour tout v € I's/T'9(2,4), on a que P(b;(y€2)) = 0 seulement pour les
matrices v qui proviennent de 'image de ¢(I'/T'(2,4)) et de ¢(I'/T'(2,4)0) dans
I'y/T'9(2,4). Le nombre de composantes correspond au nombre

v(D) - [T2/T2(2,4)|/|T/T(2,4)],
olt v(D) est 1si D =2,3mod 4 et 3 si D =1mod 4. Cet argument fonctionne
aussi pour I'y(2). O

Nous donnons les équations des composantes des surfaces de Humbert qui
correspondent a l'image de ¢ pour I'5(2,4) et D =2, 3,5
by — g(fﬁ +b3) =0,
—b4 — b3 — 4b3 — 26203 + 4b1by + 4b1b2b3 = 0, (5.8)
SO0 b 4 305 204 (biby )4) + b1b2b3(1 4 X5, b} — b1b2bz) =0
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et similairement pour I'z(2) et D = 2 seulement :

(162 — 16t3)t2 + (—16t2 + 16t3)t9)t] + ((—16¢3 + 1613)v3 + (—16t3+

16t3)r3 + (1613 — 16v3)v2)rs + (=13 + (16v3 — 1613 + 2)t3 + (—14v3+

1dvs — 1)v3 + (—16t3 + 14v3 + 2v3)vy + (—t3 + 2v3 — v3))v? + (2v3r3+ (5.9)
(—16t3 + 143 — 2v3)ed + (14¢3 — 12e2)d + (2v — 2ed)vo)vy + (—ded+

233 — vie3) = 0.

Pour D = 3, les équations sont trop grosses pour étre reproduites ici. Le calcul des
ces équations est le sujet de [35], ol les équations associées & de nombreux discri-
minants peuvent étre trouvées. Nous avons retrouvés les équations pour les petits
discriminants D = 2,3,5 en évaluant les différents invariants en de nombreuses
matrices des périodes et en procédant & une phase d’algebre linéaire.

5.3 Polynémes Modulaires et multiplication réelle

5.3.1 Polynomes classiques

Notons dans cette section I' = SLy(Of) et considérons les cas ot D = 2 ou
5. Le groupe I' est engendré par les trois matrices S = ((1) _01), T = (1) et
R = ({4%). Notons que T'( 1, §) T = —S de telle sorte que nous allons parfois
considérer la matrice (% 9) au lieu de S.

Soit ¢ un nombre premier qui se décompose en facteur totalement positifs :
¢ = Bp. Soit z € H?/ I'. Les variétés -isogenes sont %’y-z tandis que les B-isogeénes
sont %’yz, pour vy € T'. On veut définir des polynémes qui paramétrisent des classes
d’isomorphismes de surfaces abéliennes ayant multiplication réelle par O munis
d’une (-isogénie. Nous commengons avec quelques notations. Rappelons que J; et
J2 sont les invariants de Gundlach (voir théorémes 5.1.6 et 5.1.8), que 1’on connait
pour K = Q(v/2) et Q(v/5).

Définissons pour i = 1,2 et y e TUTo

Jig: ”H% — C J;.YB: H% — C

~ et ’ ~
z \ji(%z) z ‘jz(%’yz)

Soit T(8) = {(2}) € I': 8o}

Lemme 5.3.1. Le sous-groupe I'°(8) de T' est d’indice { + 1. L’ensemble des
matrices

Cp = {S,Ti,z' €{0,...,0— 1}}
est un ensemble de représentants des classes de T /TO(3).

Démonstration. Les £ + 1 matrices de Cg sont clairement dans des classes diffé-
rentes du quotient I'/T°(8). Remarquons que ‘7" = ST~15~1 € T9(3) et ‘R =
SR=1S~1 € T9(B) de telle sorte que T est engendré par S, 'T et ‘R. Pour tout
i €40,...,0 =1}, 'TT" et 'RT" sont dans la classe de T* tandis que 'T'S et ‘RS
sont dans la classe de S. De plus, ST? est dans la classe de S et SS = I, ce qui
montre qu’il ne peut pas y avoir une classe de plus que les £ + 1 classes que I'on
connait déja. O
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Pour une matrice v € ['%(3), nous notons VB = ( CfB b/ﬁ) eT. On a que

32/3(2) =Ji (;’Y : Z) =Ji (7,8 : (;Z>> =Ji (;Z> =:Ji8(2),

ou la seconde égalité provient du fait que %’y “Z="8" (%z) et la troisieme de la
modularité de J;. Ainsi les fonctions J; 3 pour ¢ = 1,2 sont modulaires pour le
groupe Fo(ﬂ).iCependant, ces fonctions ne sont en général pas symétriques car
3 5lo(2) =315 (2).

Rappelons que nous notons par € I'unité fondamentale de (’)K Soit € e (’)X

une unité totalement positive de Q. S’il existe n € Z tel que ¢ = €27, alors la
e 0
0 e ™
et, en particulier, une [-isogénie est aussi une € 3-isogénie.

matrice vy = ( ) est dans T et - z = ¢z. Ainsi, dans ce cas, ‘jl(e z) = Ji(2),

Remarque 5.3.2. — Nous ne considérons que des unités totalement posi-
tives € pour garantir le fait que €z € H? ;

— Lorsque D = 2 ou 5, l'unité fondamentale € a norme —1 tandis que € €
O[X(”L a norme 1, de telle sorte que ce dernier peut toujours étre écrit
comme une puissance paire de €. Ainsi, le choix de la décomposition de ¢
n’importe pas.

Proposition 5.3.3. Soit D =2 ou 5 et { un nombre premier. Ecrivons { = 55
avec 8 € (’)}. Si £ est ramifié, alors les polynomes

(X, 31,32) = [[ (X =35 et W(X,31,32) =D I,

A7
’YECﬁ ’YEC/; X "(17
sont dans Q(J1,J2)[X]. Si £ se décompose, alors les polyndomes
Qo(X,J1,J2) = H (X —315)()( —315) et
veCp

~ o~ o DX, 31,3 ~ Po(X, 31,7
G = Y dwﬁf)((lﬂ 3 %W
v€CH Y1, v€Cs 1,3

sont dans Q(J1,J2)[X]. Ces polynomes dépendent seulement de .
Démonstration. Nous ne donnons la preuve que pour ®, car elle est similaire pour

Wy, et seulement dans le cas décomposé car les mémes arguments s’appliquent dans
le cas ramifié. La preuve se fait en deux étapes.

1. Définissons les fonctions ¢; : H2 — C, pour i =0,...,2({ +1) — 1, par

2(£41)—1
[[ X=X -3]) =X 37
v€Cp =0

Les fonctions ¢; sont modulaires pour I’ parce qu’elles sont symétriques en
les J7 5 et en les ‘j 5 qui sont modulaires pour I'(3) et T°(j3) respecti-
vement, et parce que 'ensemble (g est un ensemble de représentants des
classes de T'/T%(8) et de T'/T°(3).

De plus, les fonctions ¢; sont symétriques dans le sens ou ¢;(z) = ¢;(0(2))
pour z € H? (en d’autres termes, ¢; est modulaire pour I' U T'o). Ceci
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provient de la symétrie de J; et puis du fait que, pour v € C3, 315(0(2)) =
3'1775(,2). On en déduit que les fonctions ¢; sont des fonctions modulaires
symétriques de Hilbert et par les théoremes 5.1.6 et 5.1.8, elles peuvent
étre écrite comme des fonctions rationnelles en J; et Jo avec des coefficients

complexes.

2. Comme J1 et J9 ont des coeflicients de Fourier rationnels par les théoremes
5.1.5 et 5.1.7, les mémes arguments de la preuve de la proposition 4.2.7
montrent que ¢; € Q(J1,J2)-

O

Définition 5.3.4. Soit { = S un nombre premier qui se décompose ou se ra-
mifie en éléments totalement positifs dans O . Les polynomes ®y(X,J1,J2) et
Uy (X, J1,32) de la proposition 5.5.3 sont appelés les B-polyndmes modulaires pour
K. Ils ne dépendent que de (.

Remarque 5.3.5. Ces polynomes dépendent seulement de ¢ car on se focalise
sur Q(v'D) pour D =2 et 5, ot l'unité fondamentale a norme —1.

Par construction, pour chaque z € HZ?, les polyndémes modulaires satisfont
Dy(X,J1(2),J2(2)) = 0 lorsque X est I’évaluation de J; en un point 2z’ qui est -
isogéne, ou 3-isogéne dans le cas décomposé, & z. Alors Jo(2') = Wu(J1(2), J1(2),
J2(2))/Py(J1(2'), J1(2), J2(2)), out ) est la dérivée de @, par rapport & la variable
X. Ainsi, pour J1(z) et J2(z) donnés, les S-polyndémes modulaires permettent de
calculer tous les invariants de Gundlach des variétés isogénes a z.

Soit IV un sous-groupe de I'. Notons par Cys le corps des fonctions méro-
morphes de H? invariantes sous laction de TV (c’est le corps de fonctions de
H2/T).

Lemme 5.3.6. L’extension de corps (Cfo(ﬁ)/(CfoU est algébrique et son degré est
o[ : T9(B)] =2(¢ + 1).

Démonstration. Soit G = (I UTo)/T(¢) et L = Ct()- Comme G est un groupe
fini d’automorphismes de K, alors par un théoréme d’Artin, extension L/LY est

Galoisienne de degré |G|. De plus, on peut facilement prouver que L¢ = Ciipo-

Soit H = T9(8)/T(¢) un sous-groupe d’indice fini de G. On a que L7 = Crog)

donc par le théoreme fondamental de la théorie de Galois, I’extension (Cf( 0 / Cfo( 8)

est Galoisienne de groupe de Galois H. A partir de ces deux extensions, on en dé-
duit le lemme. Notons que le sous-groupe I'° (B)~ n’est pas normal donc l'extension
Cruro/Cro(g) nest pas Galoisienne. L'indice [I' : I'%(3)] est donnée par le lemme
5.3.1. ]

Lemme 5.3.7. Soit N un entier. Alors l'application SLa(Ok) — SLo (O /NOk)
est surjective.

Démonstration. C’est une application de la théorie d’approximation forte. ]

Théoreme 5.3.8. Le corps des fonctions modulaires de Hilbert invariantes par
°(B) est (Cfo(ﬁ) = C(Jig, J1,J2) pour i = 1,2. Ainsi, ®,(X,J1,J2) est le poly-
nome minimal de J, g sur Cy ., = C(J1,J2)-
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Démonstration. Nous avons vu dans la preuve du lemme 5.3.6 que I'extension
i)/ Crup, est Galoisienne de groupe de Galois (I'U I'o)/I'(€). Soient Ky =

0
CFUFJ(‘leB) = C(Jp6,31,32) et Ko = CF(()B)/F() = Cpog)- Alors Ky C K3 et

on veut prouver ’égalité. Par la théorie de Galois, les sous-corps entre K et Ko
correspondent aux sous-groupes de I' U T'o contenant I'°(3). Si on montre que le
groupe I9(B) est maximal dans T, alors on en déduit que K| = Cilpgr K1 =Cp
ou K1 = Ks. Or seulement la derniere possibilité peut étre vraie.

Soit m : T' — SLa(Ok/lOk). Si £ se décompose, alors SLy(Of /lOk) =~
SLo(Z/tZ)? et w(TO(B)) = {(29) x (£ *)}. Par [49, Théoréme 4.1], Pensemble
des matrices triangulaires de SLo(Z/(Z) est maximal et w(I'°(3)) est alors maxi-
mal dans SLo(Z/¢Z)?. Comme 7 est surjectif, on en déduit que T'°(3) est maximal
dans T'. Si £ est ramifié, alors SLy (O /fOf) ~ SLa((Z/(Z)[X]/(X?)) et 7(T°(B))
est ensemble des matrices de la forme (* #X) pour chaque = € Z/¢Z. Soit G un

groupe qui contient strictement 7(I'°(3)). Alors il existe une matrice (4 B) € G,
avec B(0) # 0. Si A est inversible (c’est-a-dire A(0) # 0) alors (_}4~ ) (Ao ! 3)

(é ATB) € G et (A71B)(0) # 0 de telle sorte que A~ B = ¢+ 1 X avec zg # 0.

Finalement on a que ((1) ot X ) ((1] X ) = (%) a partir de quoi on déduit
11

que (§1) € G. Comme cette derniére matrice ainsi que les matrices (1, 9) et
(3 X) sont toutes dans G et sont des générateurs de SLa(Ok ), on déduit que G
est m(I'), que m(I'°(B)) est maximal et ainsi par surjectivité que I'°(3) est aussi
maximal. Si A n’est pas inversible mais que D 1’est, la preuve procéde de maniere
similaire. Sinon, si A et D ne sont pas inversibles, alors B et C' le sont. De plus,

(AB)(19) = (éig g) et (A + B)(0) # 0, ce qui termine la preuve. O

Soit Ly le lieu des surfaces abéliennes principalement polarisées ayant multi-
plication réelle par Ok qui sont S-isogenes, ou [-isogeénes dans le cas décomposé,
a un produit de courbes elliptiques.

Théoréeme 5.3.9. Dans le cas ot D = 5, les dénominateurs des polyndmes mo-
dulaires ®y et Wy sont divisibles par un polynome Ly dans Q[J1,Jo| décrivant Ly.

Démonstration. On adapte la preuve du lemme 4.2.8 et on ne la fait que dans le cas
décomposé. Soit z € H? qui est 3- ou B-isogeéne & un produit de courbes elliptiques
et soit ¢; un coefficient de ®,. La forme parabolique y19 (définie dans I’équation
(3.7)) s’annule aux produits de courbes elliptiques et par le théoréme 5.1.11, on a
que Hig = —4¢x10 de telle sorte que Hjg s’annule aussi aux produits de courbes
elliptiques. Ainsi J1 et Jo ont des pdles en ces valeurs et il existe une certaine
matrice v € T'/TO(B) telle que J7 B( z) ou JVB( z) soit infini. L’évaluation de ¢; en
z est une expression symétrique en les J/ B(Z> et en les 37 (z). Génériquement,

il n’existe pas de relations algébriques entre ces valeurs et 1 évaluation de ¢; en z
est par suite également infinie. Puisque Ji(z) et Ja(z) sont finis, le numérateur
de ¢; est fini. Le dénominateur de ¢; doit s’annuler en z ce qui signifie que ¢; est
divisible par Ly. La preuve pour ¥, est similaire. ]

Si D = 2, les invariants de Gundlach J; et Jo ont des pdles lorsque Hy(z) = 0.
Puisque par le théoreme 5.1.13, on a que ¢} x10 = _TIH4H6, I’ensemble des poles
est un sous-ensemble de produits de courbes elliptiques. On doit donc considérer le
sous-ensemble £ de Ly des surfaces z telles que H4(%'y -z) =0, ou H4(%’y +2)=0
dans le cas décomposé, pour un certain v € Cpg.
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Théoréme 5.3.10. Dans le cas ou D = 2, les dénominateurs des polynémes
modulaires ®; et W, sont divisibles par un polynome Lj, dans Q[J1,J2] décrivant
L.

5.3.2 Polyndmes modulaires avec les fonctions théta

Dans cette section, nous allons introduire des polynémes modulaires pour tout
entier D sans facteur carré en utilisant les théta constantes. Les invariants que nous
utiliserons sont les tirés en arriére des générateurs pour le groupe I'y(2,4) définis
dans la section 3.13 : b; = ¢*b; pour i = 1, 2,3, qui sont des fonctions modulaires
pour le groupe I'(2,4) qui est défini dans I'équation (5.7). Rappelons que nous
avons le théoréme 5.2.8. Nous notons dans cette section I' = SLo(Ox @ 8;(1) et
nous ne considérons que des nombres premiers ¢ = 33 différents de 2.

Pouri=1,2,3, g € (’);2 et v e T UTo, on pose :

big: H? — C

[NJ;Y : H? — C
z bi(%z)

et =
z bi(%’y - Z).

Lemme 5.3.11. Le sous-groupe T'(2,4) NT°(B) de I'(2,4) est d’indice £ + 1.

Démonstration. Soit v € T/T°(B). 1l suffit de prouver qu'il existe un élément
7 € TO(B) tel que vy € T'(2,4).

Regardons v tel que 7'y = 0 mod 4, c’est-a-dire tel que v/ = v~! mod 4, et tel
que v = (#9) mod ¢. Par le théoréme des restes Chinois, ces conditions modulo
4 et ¢ donnent une matrice v qui doit satisfaire des conditions modulo 4/ et par

le lemme 5.3.7, 4" peut étre relevé en une matrice dans r. ]

Pour une matrice v € I'(2,4) N T'%(8), on aimerait pouvoir écrire

=8 () 5 (- (3)) -5 (3) =5t

pour pouvoir conclure que les fonctions [;i, g pour i = 1,2, 3 sont modulaires pour le
groupe f(2, 4) ﬂfo(ﬁ ). Cependant, la troisieme égalité n’est vraie que si la matrice
s est dans f(2,4). Un simple calcul montre que c’est toujours le cas lorsque
D = 1mod4. Lorsque D = 2,3 mod 4, ceci n’arrive que si 3 est de la forme
a + bw avec b pair. Si D = 2 mod 4, c’est équivalent & demander que ¢ = 1 mod 4
et sinon si D = 3 mod 4, £ doit nécessairement vérifier £ = 1 mod 4. En particulier,
dans ce dernier cas, 0, 1 ou 2 polynémes modulaires avec une structure sur f(2, 4)
peuvent exister pour un nombre premier qui se décompose en facteurs totalement
positifs donné, en fonction de I'unité fondamentale €. Ainsi :

Propositiop 5.3.12: Les fonctions [Nai”g pour i =1,2,3 sont des fonctions modu-
laires pour T'(2,4) NTY(B) lorsque

— D=1mod 4;
— D = 2mod4 et 8 = a+ bw avec b pair, ou, de maniere équivalente,
{=1mod4;

— D =3mod 4 et B =a+ bw avec b pair; ceci implique que £ =1 mod 4.

Proposition 5.3.13. Soit £ un nombre premier. E/’cl"ivons t= BB avec 5 € (’)};
et Cz un ensemble de représentants des classes de 1'(2,4)/(1'(2,4) NT°(B)). Si



156 CHAPITRE 5. POLYNOMES MODULAIRES D’HILBERT

D =1 mod 4, alors les polynomes

AP - . Xb,b,b
®p(X,b1,02,b3) = [] (X—b] ) et Wpp(X,b1,b9,b3) = > b”,ﬁ 1,b2,63)

~eCs ~eCs ~bjs

pour k = 1,2 sont dans Q(by, by, b3)[X]. Si D =2,3mod 4 et B = a + bw avec b
pair, alors

Os(X, 61,62,63) = H (X — 615)()( - 6’{%), et

’7605

b1, B, 6 5y 2(X, b, b2, bs) <o D5(X, b1, b2, B3)
Wi (X, 01,0,b3) = 37 6] 5= X—0 + 3 852 X -b)°
veCp — Y18 ~ECH —bi 5

pour k = 1,2 sont dans Q(by, ba, b3)[X].

Démonstration. La preuve est comme celle de la proposition 5.3.3. La différence
entre les cas D = 1 mod 4 et D = 2,3 mod 4 réside dans les équations (5.2) et
(5.3) : dans le premier cas, par la proposition 5.2.6, application H?/ f‘(2 4) —
Hs/T5 est injective tandis que dans le second, c’est I’application H?%/(I'(2,4) U
['(2,4)0) — Ha/T's qui est. Les coefficients des séries de Fourier des b; sont dans
Q parce que c’est le cas des séries de Fourier des théta constantes de Hilbert (voir

[54]). O

Définition 5.3.14. Les polynomes Pg(X, by, bo,b3) et Uy, 5(X, b1, ba, b3) pour
k = 2,3 définis dans la proposition 5.5.13 sont appelés les S-polynémes modulaires
pour K.

Notons qu’il existe trois polynémes pour que a b1, by et by donnés, on puisse
obtenir les valeurs b} 5, bj 5 et by 5 pour tout v € Cj, alors que nous n’avions que
deux polynomes avec les invariants de Gundlach. Néanmoins :

Remarque 5.3.15. Lorsque D=210 equatzon (5 8) dit que l’on doit considérer
seulement bs et bg car by est déterminé par by et [13

Contrairement aux polynémes modulaires avec les invariants de Gundlach, les
polynémes définis avec les b; dépendent du choix de 8. Notons tout de méme que
lorsque deux paires (3, 3) et (', 3) d’éléments totalement positifs dont le produit
vaut £ et qui different d’un facteur pair de €, ou € est une unité fondamentale qui
peut étre de norme —1 ou 1, alors ' = € = ( 0 e*") (8. Ainsi pour tout

z € H?, si on calcule Eiﬁ(z), pour i = 1,2, 3, & partir des b;(2) et des -polynomes

modulaires, alors on a que b; 5(2) = b, ((6 ) ) éz) et en sachant comment la

matrice (66" 6(21) agit sur les [Nai’g, on peut calculer les [Naiﬁ/ a partir des [NJZB Dans

ce cas-13, il est inutile de calculer les 5’-polyndémes modulaires.

Exemple 5.3.16. Lorsque D =2, 5 ou 13, l'unité fondamentale a norme —1.
— Si D=2, on a que (b1 2, by 2 b3 2) = (b1, b3,b2);
— Si D=5, on a que (b1€2 5262 b3€2) = (b3, b1, b2) ;
— Si D =13, on a que ([31762,62’52, b3’€2) = (ba, b3, by).
Lorsque la norme de € est 1, alors si £ = 33, on a aussi que £ = '3, ou1 B’ = €B.

La multiplication par € ne provient pas de 'action d’'une matrice et l’argument
précédent ne tient pas.
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Exemple 5.3.17. Lorsque D = 55, lunité fondamentale € = 89+ 12+/55 a norme
1 et pour £ = 5, on peut choisir B = 15 + 2\/55 et B = €8 = 2655 + 3581/55.
Comme 2 et 358 sont pairs, on peut définir deuz triplets de polynomes modulaires
“non équivalents” (par les propositions 5.3.12 et 5.3.13) .

Théoréme 5.3.18. Si b; 3 est une fonction modulaire pour f‘(2 4)NT%B), alors
le corps des fonctions modulaires de Hilbert invariantes par F(2 4) NTOB) est
(Cro(ﬁ) = C(bzg, b1, by, b3) pouri = 1,2,3. Ainsi, Os(X, b1, by, b3) est le polynome
minimal de by 8 sur C(by, by, b3).

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 5.3.8. ]

Comme ®g est un polyndéme minimal, c’est I'unique polyndéme unitaire et
irréductible qui vérifie, pour tout z € H?, ®5(by5(2),b1(2), b2(2), b3(2)) = 0.
Regardons ce qu’il se passe sur o(z). La matrice M de I’équation (5.2) agit
comme suit : (b7, 637 b)) = (bl,bQ,bg) si D = 2,3mod4 et (b}7,637 b)) =
(b3,b2,bl) si D = 1mod 4. Ainsi (b],b5,65) = (b, b2,b3) si D = 2,3 mod 4 et
(b7, b”) (bg, by, by) si D =1 mod 4. Le polynome irréductible et unitaire
@g(blﬁ, ,b5,6%) a les mémes racines que ‘135(b15, by, b2, b3) et donc, par uni-
cité, ces polynomes doivent étre égaux. Ainsi par exemple, si D = 1 mod 4 (Pautre
cas étant similaire), @5(53 3 b3, bg,b1) = @5(b1 3 by, by, b3) et il est possible d’ob-

tenir la valeur 635(2) pour tout z € H? en utilisant le 3-polynéme modulaire. On
a alors que, toujours en agissant par o,

By 3(2) = Wa(By5(2), Ba(2), Bal2), B1(2))/ (6, 5(2). Ba(2), Ba(2), Ba(2)) et
b, 5(2) = Wa(B, 5(2), Ba(2), ba(2), B1(2)) /@(6, 5(2), Bs(2), Ba(2), B (2)).

On conclut qu’une fois que 1'on posséde les S-polyndémes modulaires, il est inutile
de calculer les B-polynémes modulaires.

On peut procéder de la méme maniére avec des matrices de v € I'/I'(2,4) qui
ont des propriétés spéciales, comme dans le cas des p-polyndémes modulaires (voir
section 4.4). Si v permute les b; et les Ei,g, ceci implique qu’il existe des symé-
tries dans les polyndmes modulaires. En particulier, si v satisfait (67,63,63) =
(b1, b3, by) et (b1 8 626’ b] ) = (b8, b3 3,b2 3), ceci signifie que

®5(X, by, ba, b3) = ®s(X, by, b3, ba)
et par conséquent que
qj?,ﬁ(Xa Ela 63) 62) = ‘113,[3(X7 617 625 E)3)

de telle sorte que ’on n’a besoin de calculer que les deux premiers S-polyndémes
modulaires, car le troisieme peut étre déduit du deuxieme. Ceci arrive par exemple
pour D =6, £ =73, f =13 — 4/6 et pour D = 10, ¢ = 41, 5 = 9 — 21/10.

De plus, si v satisfait [37 = 1%p; et 575 = b Ei’g, pour i = 1,2,3 et o;,3; €
{0,1, 2,3}, alors les puissances des b; dans chacun des coefficients des polynoémes
modulaires vérifient des relations modulo 4. Comme ’on calcule ces polyndémes
par évaluation/interpolation (voir section 5.4), ceci peut étre utilisé pour faire
décroitre le nombre d’évaluations.

L’existence de ces matrices dépendent de D et de (. Elles peuvent étre re-
cherchées dans une phase de précalcul. Nous donnerons des exemples de relations
dans la section 5.5 (voir équation (5.12)).
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Soit Lg le lieu des surfaces abéliennes principalement polarisées z modulo
f(2,4) ayant multiplication réelle par O pour lesquelles z, ou o(z) dans le cas
D = 2,3 mod 4, est B-isogene & 2’ tel que ¢(2') est isogene & un produit de courbes
elliptiques par la 2-isogénie ¢(2') — ¢(2')/2 et telle que p(4(z')/2) = 0.

Théoréme 5.3.19. Les dénominateurs des polynomes modulaires ®g et Wy, g sont
divisibles par un polynome Lg dans Q[by, b, b3] décrivant Lg.

Démonstration. Soit z € Lz et soit ¢ un coefficient de ®3. Alors il existe un
v €T(2,4)/(T(2,4) NT(B3)) tel que [;Yﬁ, ou EY% si D = 2,3 mod 4, est infini. En
effet, rappelons nous que b; = g—é(Q /2) et que par la proposition 3.2.3, exactement
une des théta constantes s’annule en (2 si et seulement si 2 est isomorphe a un
produit de courbes elliptiques. On conclut en utilisant les mémes arguments que
dans la preuve du théoréme 5.3.9. O

La raison pour laquelle nous avons introduit des polynémes modulaires avec
les b; est pour obtenir des polynomes plus petits que ceux avec les invariants
de Gundlach ou avec les tirés en arriere des invariants d’Igusa. Par le théoreme
5.3.12, les B-polyndémes modulaires ne sont pas définis pour tous les £ qui se
décomposent en facteurs totalement positifs. Nous avons deux manieres de gérer ce
probléme. La premiére consiste a trouver un sous-ensemble de f(2, 4) pour lequel
EZ‘”B est invariant (on est dans le cas D = 2,3 mod 4). Un groupe qui fait toujours
I’affaire est le groupe I défini comme T'(2,4) dans le cas D = 1 mod 4. Ce sous-
groupe est d’indice 4 dans I'(2,4) et on considére le quotient T'(2,4)/(I" NT°(3)),
contenant 4(¢+1) classes, pour définir nos polynomes. La seconde maniére consiste
a prendre d’autres invariants. En particulier, les tirés en arriére des invariants de
Rosenhain t; = ¢*t;. Nous avons déja dit qu’ils sont des générateurs pour le corps
des fonctions modulaires de Hilbert invariantes par I'(2) (voir théoréme 5.2.8) et
t; 3, pour i = 1,2, 3, est toujours invariant par ['(2) NTY(B). Tous les résultats de
cette section peuvent étre adaptés a ces invariants.

5.4 Algorithme

Nous décrivons maintenant un algorithme pour calculer les polynémes modu-
laires. Nous commencons par les S-polynoémes avec les invariants de Gundlach.
Nous avons vu que ®/(X,J1,J2) = X20641) 4 Zi(ﬁoﬂ)*l Xt € QF1,32)[X].
On procede par évaluation/interpolation pour calculer les ¢ € Q(J1,J2) et nous
réutilisons et adaptons les techniques décrites dans le chapitre précédent pour le
calcul des p-polynémes modulaires.

Rappelons briévement la phase d’interpolation. Soit z € H?. En calculant le
produit [, ¢, (X—fj'lyﬂ(z))(X—ﬁYﬁ(z)) et en séparant les coefficients en fonction

des puissances de X, on obtient les valeurs cx(J1(z),J2(2)). C’est une procédure
qui permet d’évaluer les fonctions ¢ € Q(J1,J2) en n'importe quel point z € Hy,
sans connaitre les ¢, qui peuvent alors étre obtenus par interpolation (d’une
fonction rationnelle bivariée). On écrit
4, % a3
_ A(dlde) _ Zmlzo n:20 am,n\ﬂlndg _ Zm;() am(dQ)\ﬁn
B 3 73 dB B o B e N
002 S b3S ot b (323




5.4. ALGORITHME 159

Soit z, pour m = 1,...,dé + dB + 2, ot T désigne le degré total, tel que
(J1(2m), J2(2zm)) soit de la forme (up,, vu,y,) pour un v € C fixé. On interpole
pour trouver la fraction rationnelle univariée ci(J1,vJ1) et on écrit la fraction
telle que le coefficient de degré 0 du dénominateur soit 1. Calculons de cette ma-
niere les fractions cx(J1,v,J1) pour n = 1,..., max (d‘%,di) + 1. Il nous reste a
interpoler les polynoémes a,, et b, pour obtenir c;(J1,J1J2) et & remplacer Jo par
J2/31 pour en déduire ck(J1, J2).

Les calculs sont fait a une précision N qui doit étre suffisamment élevée pour
qu’on puisse a la fin reconnaitre les coefficients des fractions rationnelles biva-
riées comme des nombres rationnels. Puisque 1’on ne connait pas de bornes pour
cette précision, on I'augmente, en pratique, jusqu’a trouver une précision qui soit
suffisante. La complexité de I'interpolation d’une fraction rationnelle bivariée est
O(drdy,N), ot dy = max (df},d%) et dy, = max (d4 ,d?).

Notons que pour pouvoir utiliser cette interpolation, on doit étre capable de
trouver des z; € H? tels que (J1(25),J2(2;)) soient de la forme (up, vptm). On
décrit un algorithme (algorithme 5.4.1) pour calculer z € H? & partir des valeurs
31(2) et 32(2).

Algorithme 5.4.1 :  Calcul de z a partir de (J1(z), J2(2))

Entrée : Les valeurs Ji(z) et J2(z), une précision N
Sortie : z modulo SLy(Of) USLe(Ok)o
1 Calculer j1 (), j2(€2), j3(2), ot Q € Hy tel que Q = Pe(2);
2 Appliquer I'algorithme 4.2.1 pour déduire une matrice des périodes §2

(modulo T'9) & partir des trois invariants d’Igusa;
3 Trouver un certain v € I'y tel que ¢c(z) = Q2 et en déduire z;

La premiere étape peut étre faite en utilisant le corollaire 5.1.12 ou 5.1.14.
La seconde a déja été expliquée et peut étre faite en O(M'(N)log N) sous la
conjecture 3.6.2. Pour la troisiéme, remarquons que pour D = 5, si z € H?,
alors ¢c(z) = (g; 83) € Ho vérifie par définition Q7 + Qo — Q3 = 0. La seconde
étape fournit un €' € Ho qui est plus précisément dans la surface de Humbert
Hs. Ainsi, par le lemme d’Humbert, on sait qu’il existe une matrice v € I's, que

l’on peut calculer avec I'algorithme 5.2.1, telle que Q" = 70 = (gg 3%’:) vérifie
QY +9Q5—Q4 = 0. On a alors que 2* = ((ﬁ)*)*1 ‘R7IQ"R™L. Pour D = 2, ¢.(2)

satisfait 21 4+ 2Qy — Q3 = 0 et on peut adapter 'algorithme 5.2.1 pour trouver la
matrice v. On a donc montré :

Théoréme 5.4.1. Soient J1(2) et J2(2), ot J1 et J2 sont les invariants de Gund-
lach pour D = 2 ou 5, et z € H3. Sous la conjecture 3.6.2, on peut trouver
z € H2/(SLa(Ok) USLy(Ok)o) en temps O(M'(N)log N).

On doit aussi étre capable d’évaluer J;(z) et Ja(2) pour tout z € H3. On
pourrait le faire en utilisant leurs définitions en série de Fourier mais la complexité
serait mauvaise. On procede comme suit.
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Algorithme 5.4.2 :  Evaluation de J1(2) et J2(2), pour z € H?

Entrée : z € H? et une précision N
Sortie : Ji(z) et Ja(2)
1 Calculer Q = ¢¢(z) a précision N;
2 Caleuler j1(2), j5(%) et j5(Q);
3 Déduire J1(z) et Ja2(z) & partir des invariants d’Igusa;

Pour la premiere étape, il suffit d’utiliser la définition de ¢.. Pour la seconde,
on peut utiliser l'algorithme 3.6.2 qui calcule rapidement les théta constantes
et la définition 3.3.1 des invariants d’Igusa en terme des théta constantes. La
complexité est en O(M'(N)log N), sous la conjecture 3.6.2. Pour la troisiéme, on
doit inverser les tirés en arriére des corollaires 5.1.12 et 5.1.14. Ceci doit étre fait
dans une étape de précalcul et on peut utiliser des bases de Grobner. Dans le cas
D =5, on a trouvé :

J2/31 = (1/69126"3%)2 — 1/23040%36")5 — 1/33592320%)1%j§ + 1/373248
6510%30 ) + 1/8646"11 6753 — 1/1244166%16%0¢"13 + 1/1244166%, 6753 +
1/33592326"% — 1/11197446"36™53) /(6"16773 + 1/19446"]3 — 1/64867i30%)3);

J1 = —(45349632¢%13 %3 — 2584929024 /5¢*13¢*i3p*i3 — 499571546112 /5¢*j3
¢*i3 + 11019960576 /5¢*i3 ¢*13¢0*13 + 1410554953728 /5¢*13 p*130* i3 —
20815481088 /5¢*i3d*iab*i3 + 14693280768 /5¢*j3p*i3 — 1866240*i2¢*i5 +
16236288 /5¢*13¢*i536* i3 — 12380449536 /5¢%12¢*5 — 235146240*i3¢*i30*i3 +
146887458048 /5¢*12¢*isd*i3 + 31972578951168/5¢*12¢*)5 + 906992646*2
P*i30*is — 651402114048 /5¢*i3¢*i3¢*i3 — 90275517038592/5¢*13¢*j5b* i3 —
196515072012 ¢*13¢%)3 + 1279948013568 /5¢*12¢*13¢*)3 + 22674816002 ¢*jo
$*33 — 940369969152/56*12¢*ia0* i3 — 544195584 /54*12¢*i5 + 192¢*j16*5 —
22464/5¢%)19%3¢%)3 — 18289152 /5¢*)1¢*i5 + 229824 /5¢")1¢"i5¢"}3 +
260527104/56*)1¢*156*j3 + 30051689472 /5¢%)1 ¢*i§ — 1342656/56*)10*i536* 3
— 1482541056 /5¢*11¢*15¢%13 — 171240210432 /5¢*j16*i30*i3 + 9TITT60*i10*i4
B*i3 + 4212476928 /5¢*j1p*i30*i5 + 243799621632/5¢*11¢*5¢%)2 — 2286144
P j10*i50* i3 — 5IT6073728/50*i10*i30* i3 + 16656192/50%j16*i3¢*iS +
3386105856/5¢*)10*j56*j5 — 13856832/5¢™j16*j2¢*i] + 5038848 /56*j19*1§ —
3200%)9 + 5568¢*15¢%i3 — 1555200*)5 — 40320¢*i7¢*i3 + 4572288 /5¢*iLd*jz +
3869835264 /5¢%)5 4+ 1555200*i5¢*j5 — 6718464 /5¢*iS6*i% — 3369604*i53¢*i3 +
388800¢%j30%)5 — 186624¢*13¢*13) /(¢*)5 — 42/5¢*13¢% )3 — TT76/5¢*i] +
117/5¢*i§¢*i5 — 108/5¢%i56%53);

Dans le cas D = 2, les équations sont trop grosses pour étre reproduites ici. Nous
en profitons pour remercier Pierre-Jean Spaenlehauer d’avoir réussi a calculer cette
base de Grébner pour nous. On a donc montré :

Théoréme 5.4.2. On peut évaluer les invariants de Gundlach J1(z) et Ja(z) pour
D =2 ou 5 en tout point z € H? avec une complexité en O(M’'(N)log N), sous
la conjecture 3.6.2.

Nous avons vu que la complexité pour obtenir z & partir Jy(z) et J2(z) est

en O(N) Nous devons calculer 315 et J7- pour tout v € Cp, ce qui peut étre

17/8
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fait avec une complexité en O(¢N). En utilisant un arbre de sous-produits (voir
85, Section 10.1]), ®4(X,J1(2),J2(2)) peut étre obtenu en O(LN) et en utilisant
'interpolation rapide (voir [85, Section 10.2]), Wy (X, J1(2), J2(z)) peut étre calculé
avec la méme complexité. Tout ceci correspond & une phase d’évaluation.

Pour trouver les S-polynémes modulaires, le nombre de phases d’évaluations
est en O(drdy,) et nous devons interpoler 4(¢+ 1) fractions rationnelles bivariées.
La complexité est alors

O(drdy,)O((N) + 4(¢ +1)O(dpds,N) € O(drdy,(N). (5.10)

Nous considérons maintenant les S-polyndmes avec pour invariants les b;
(ou les t; : la méthode est la méme). On doit interpoler des fractions ration-
nelles trivariées, ce qui peut étre fait en regardant des z; avec la propriété que
(El(zj), EQ(Z]'), Eg(zj)) sont de la forme (U, UpUm, Wyrty,), ou les indices m, n et
r varient de 1 au degré maximal auquel les variables by, by et bs apparaissent. Le
probléme est que ces trois variables sont algébriquement dépendantes (rappelons
les équations (5.8) et (5.9)), de telle sorte qu’a by et by fixés, les valeurs que by
peut prendre sont déterminées (de plus, elles ne seront pas de la forme w,uy,
et le nombre de valeurs sera inférieur au degré en [;3) Notons par E 1’équation
entre les trois variables. Une solution a ce probleme consiste & remarquer que
Q(by, ba, b3)/(F) = Q(by, b2)[b3]/(E). Ainsi, chaque coefficient ¢ du S-polynéme
modulaire peut étre écrit comme ck(El, bo, 63) = Z?;Ol Ck,i(Ela 52)~§, ou d est le
degré dans lequel les variables b3 apparaissent dans E et Cki € Q(El, Eg)

L’interpolation est faite comme suit. Pour assez de valeurs u,, et v,, on calcule
les d racines w;, de E (U, Uptm, ). Pour 7 = 1,...,d, on trouve z,. € H3 tel que
(b1(2), b2(2),b63(2)) = (U, Vptim,w,) et on évalue les S-polyndmes modulaires
en z.. Ceci donne les valeurs c;(b1(2.), ba(2,), b3(2.)). En faisant l'interpola-
tion d’un polynéme univarié avec w, et cgx(b1(z), ba(z), b3(z,)), on trouve les
cri(01(2r), b2(2r)) = i (U, Vnt). Nous venons juste d’expliquer une procédure
pour évaluer les polynomes bivariés ¢ ; en un point donné et on a déja vu comment
interpoler une fraction rationnelle bivariée.

Comme avec les invariants de Gundlach, on a besoin de procédures pour le
calcul des b;(z) en z € H? et pour trouver certains z € H? & partir des b;(z).
Le premier est similaire a ’algorithme 5.4.2, la troisieme étape étant triviale car
b; = ¢*b;, et a la méme complexité. Pour la deuxiéme procédure, on procéde
comme dans l’algorithme 5.4.1, la premiere étape étant également triviale. Pour
la seconde, il est possible de trouver Q modulo T'y(2,4) en O(N) (voir 'algorithme
4.2.2 et la section 4.2.2). La difficulté réside dans la troisieme étape. En effet, nous
sommes capable de trouver 7y tel que ¢(z) = 7€, mais v n’est pas nécessairement
dans I'5(2,4) de telle sorte que I’on ne trouve que z modulo I' U T'o au lieu de z
modulo f(2,4), si D = 1 mod 4, et modulo f(2,4) U f(2,4)a, si D = 2,3 mod 4.
Une solution consiste & précalculer toutes les classes de I'/T'(2,4) et de I'/T'(2,4)o
et voir comment ces classes sont envoyées vers les classes de I'y /T'2(2, 4). 11 suffit de
trouver dans quelle classe de I' /T'9(2, 4) v appartient pour trouver la matrice 4 qui
correspond dans I'/T'(2,4) ou dans IT'/T(2,4)o. On a alors ¢(7~2) = ¢(7 1) ¢(z) =
v~y = Q. Ainsi :

Théoréme 5.4.3. Supposons la conjecture 5.6.2. On peut évaluer les trois [;l(z)
pour z € :H% en O(M'(N)log N) et on peut déduire z modulo I'(2,4) ou modulo
I'(2,4) UT'(2,4)0 selon les cas a partir des b;(z) avec cette méme complexité.
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Pour calculer les g-polynémes modulaires, 1’étape d’évaluation sera exécutée
O(ddeEQ) fois, ott d est le degré en bs de E, et on doit interpoler O(dl) fractions
rationnelles bivariées et faire O(EdeB2) interpolations de polynémes univariés. La
complexité est alors

O(ddrd,)O(EN) +O(de)O(dpdy, N )+ O(bdypdy YO(dN) C O(ddrdy ¢N). (5.11)

Théoreme 5.4.4. Sous les heuristiques du théoreme 4.2.15, la complexité du
calcul des B-polyndomes modulaires avec les Gundlach est donnée par [’équation
(5.10), tandis que la complexité pour le calcul des B-polynomes modulaires avec
les b; est donnée par ’équation (5.11). Ces complexités sont quasi-linéaires en la
taille de la sortie.

5.5 Résultats

Nous présentons dans cette section des polynémes que nous avons calculés et
nous comparons des polynémes avec des invariants différents lorsque cette com-
paraison a un sens.

551 Cas D=2

Nous avons calculé des S-polynémes modulaires avec les Gundlach pour de
nombreux nombres premiers, en particulier pour ¢ = 2,7,17,23,31 et 41. Si on
écrit dans le cas ramifié

2041 20+1
(X, 31,32) = X224 ) (31, 32X et Up(X, J1,32) = Y di(J1,32) X7,
=0 i=0

alors nous avons constaté que le dénominateur de ¢; est de la forme D(Jl,32)4
sauf pour i = 20+ 1, ot1 c’est D(J1,J2)?, et le dénominateur de d; est de la forme
D(3J1,32)8, sauf pour i = 241, ot c’est D(J1,J2)*. Nous avons par exemple pour
L=17

~

D(31,32) = 35 — 3135 + 23132 — 8131 + 6433
et pour £ = 17

D(J1,32) = J7 — I35 — 63533 + 302 — 41435 + 4283333 + 23873733 —
177603532 + 43181137 + 177283133 — 3319523133 — 25788563133+
62291973132 — 8051513437 — 61455363333 + 529742723333+
5350370403533 4+ 611681641233J2 + 3782285936135 — 9164800033 35—
65021532163235 — 757932057603233 — 197144611776323%—
1756569600031 35 — 7812042752313 + 11059200000035.

Le tableau 5.1 contient certaines informations au sujet de ces polynoémes. La
premiere colonne est le nombre premier ¢, la seconde 'espace mémoire des -
polynémes modulaires, ensuite nous avons mis le degré total et les degrés en J;
et en Jo du polynéme bivarié D(Ji1,J2), et de méme pour les degrés maximaux
apparaissant dans les numérateurs. La derniere colonne est le nombre de chiffres
décimaux du plus grand coefficient apparaissant dans un des polyndémes.
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2 10325Ko | 3

0 4 4 2 8
7| 163Ko | 3 2
7

3

2125 23 13| 66
17| 5.8 Mo 9 6 | 66 61 36| 195
23] 21 Mo |12 11 8 | 87 8 48 | 280
31| 70Mo |17 14 10| 117 111 61 | 401
41 | 225 Mo |23 21 14 | 157 153 84 | 559

—_

TABLEAU 5.1 — Informations sur les S-polynémes modulaires pour D = 2.

Nous avons obtenu des S-polynémes modulaires avec les b; pour £ = 17 et
41 (qui sont congrus & 1 modulo 4, voir la proposition 5.3.12). Par la remarque
5.3.15, les S-polynémes modulaires sont

L 20+1 L ) 20+1
Da(X, by, b3g) = X2+ 3" (b, b3) X' et Wg(X, by, b3) = Z d;(by, b3) X
1=0

N01~1$ avons constaté que les dénominateqrs ~de ¢; et de d; sont de la forme
D(bg, b3)? sauf pour i = 2/ + 1, ot1 c’est D(bs, b). Par exemple, on a pour £ = 17
et B=5+22:

D(by, b3) = b5bi® + (6b8 — 6b4 + l)b + (15630 — 2465 + 762)b3* 4 (20632 — 42065+
963 + 2)b3? + (15b5" — 48630 + 370§ + 452)650 + (6630 — 42042 + 6865 — 2603+
3)6% + (618 24b3* + 37610 4 865 — b3)b§ + (—60615 + 963> — 2665 — 2463 4 2)b3+
(7634 + 4630 — bﬁ)b2 (b}f)‘ + 2632 + 30§ + 203 + 1).

Pour ¢ = 17 et 41, les degrés des coefficients ¢; et d; en les variables bg et
b3 sont proches des degres en les variables J; et Jo. Par contre, avec les bl, il
y a certaines relations entre les exposants. Le numérateur de ¢; peut étre écrit
comme Y. > Cimmn 672”53 (et similairement pour d;). On a alors que pour ¢ = 17

et B=54+2V2:

m = 0Omod?2 m = 1mod?2
n+i = 0mod?2 et n+i = 1mod?2 (5.12)
m-+n = imod4 m+n = 1mod4

pour respectivement ¢; et d;. Dans le cas £ = 41 et f = 7 + 2v/2, ces équations
sont les mémes sauf pour la derniere qui est m +n = —i mod 4 pour ¢; et d;. Une
autre différence est que pour ¢ = 17, le plus grand ¢; m, n OU d; 1m,n s'écrit avec 13
chiffres décimaux, contre 195 pour les polyndémes avec les invariants de Gundlach.
Pour £ = 41, c’est 38 contre 559. Du coup, les S-polynémes modulaires avec les b,
sont plus petits. En terme d’espace mémoire, ils prennent respectivement 221 Ko
et 7.2 Mo, ce qui est environ 26 et 31 fois plus petit que dans le cas des Gundlach.

Lorsque ¢ = 3 mod 4, nous avons fait comme expliqué a la fin de la section
5.3.2. D’une part, nous avons calculé les polynémes en utilisant le sous-groupe
d’indice 4(¢ + 1) et d’autre part, nous avons calculé les polynémes en utilisant
les invariants de Rosenhain. La premieére solution donne de meilleurs résultats en
terme de degrés, les polynoémes sont plus creux et ils occupent 930 Ko dans le
premier cas contre 70 Mo dans le second pour ¢ = 7. Notons que dans les deux
cas, c’est bien plus que les 163 Ko avec les invariants de Gundlach.
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552 Cas D=5

Nous avons calculé les S-polynémes modulaires avec les Gundlach pour ¢ =
5,11,19,29 et 31. Si on écrit

20+1 20+1
Dp(X,31,32) = X224+ 3" (31, 32) X7 et (X, J1,32) Z di(31,32) X

i=0
lorsque ¢ se décompose, alors nous avons constaté que les dénominateurs de c; et
de d; sont de la forme D(J1,J2)* sauf pour i = 2¢ + 1, o1 c’est D(J1,J2)%. Nous
avons par exemple pour £ = 11 :

D(J1,32) = 437 + (—1233 — 1923632 + 119497519)¢ + (1233 + 5697233 —
38780505233 — 2781638350562 + 35953243171744)F3 + (—435 — 5598035+
44973069835 + 94383729096033 — 13323069269139233 + 665101013209984032+
13001634695104256)~ + (185003% — 21519350035 — 117043088200035+
38832423398000042 3239522671651200033)J3 + (3260937535+
63509175000035 — 7186325130000003§ + 3462067742400000033)J% -+
(—12487500000032 + 60191100000000038)J1 — 18225000000000033°.

Nous avons obtenu les S-polyndémes modulaires avec les b; pour £ = 5,11 et 19.
Ces polynoémes sont

4
®5(X, by, bo, b3) = X“%Z (O (b, b2)b) X" et
]_

~

‘I/kwg(X,El,EQ,Eg) XK-H +Z de,%] 51,62)6%))(1
=0 5=0
d’apres 1’équation (5.8) et ce que l'on a dit dans la section 5.4. Le tableau 5.2
contient les mémes informations que le tableau 5.1. La partie haute concerne les
polyndmes avec les invariants de Gundlach tandis que la seconde ceux avec les b;.

5 | 14 Ko ) 3 5|10 10 10 | 53
11135Mo | 10 7 10| 40 40 40 | 252
19| 33Mo | 16 12 16| 64 64 64 | 513

5| 14Ko | 16 8 8 |31 19 22 )
11 296 Ko | 72 40 40| 76 49 49 | 11
19 | 3.6 Mo | 128 96 96 | 128 103 108 | 25

TABLEAU 5.2 — Informations sur les polynémes modulaires pour D = 5.

On peut voir qu'il y a un gain & utiliser les b; en terme d’espace mémoire, sauf
pour £ = 5, qui correspond au cas ramifié. Les degrés sont plus grand avec les b;
mais il y a des relations modulo 4 entre les exposants.

5.6 Exemples de courbes [-isogenes

Comme pour les p-isogénies, nous donnons des exemples de courbes hyperel-
liptiques dont les Jacobiennes sont (-isogénes sur un corps fini.

Commencons avec des exemples de courbes trouvées en se placant sur Q(v/2)
et en prenant les invariants de Gundlach. Les Jacobiennes des courbes suivantes
sont (3 + v/2)-isogenes sur Fos33 :
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Y2 = 356X5+116X° + 1589X* + 986.X3 + 178 X2 + 1094X + 1229,
Y2 = 144X +2096X° + 387X 4+ 1562X3 + 478X 2 4 486X + 1718

tandis que les Jacobiennes de celles qui suivent sont (5+2\@)—isogénes sur F345267203 :

Y2 = 288618938X° + 208826828 X+ + 73681500X 2 + 329580565X 2+
193693317X + 328425210,
Y2 = 229859713X° + 180037958 X* + 95105703 X3 + 68631100X 2+

32660205X + 107566399

et les Jacobiennes des courbes ci-apres sont (7 + \@)—isogénes sur Fs596982779 :

Y2 = 3476666651X° + 2997006123 X* + 2343918968 X3 + 1313289865X 2+
1251164949X + 1521154595,
Y2 = 2390845907X6 + 2649299485 X° + 3307186776 X* + 2143442296 X3+

1448110737X2 + 918458873 X + 1476608496.

Nous donnons également deux exemples de paires de courbes calculées avec
les polyndomes modulaires avec les invariants de Gundlach sur Q(v/5). Premier
exemple de courbes pour des (4 — (1 + /5)/2)-isogénies sur Fsg311 :

Y? = 13477X° +6136X?* + 35146 X3 4+ 28148 X2 + 7150X + 19730,
Y2 = 2953X° +26725X% + 14100X2 + 6565X2 4+ 22149X + 19740

et deuxieéme exemple pour des (5 + 2(1 + /5)/2)-isogénies sur Fgroggsr :

Y? = 3739712X6 4 4881762X° 4 6611129X* 4 5775262X3 4 521647 X2+
2066678 X + 350732,

Y2 = 2707309X°% + 1535264X° + 311501.X* + 2965267X3 + 3507011.X2+
101110X + 5795310.

Enfin, nous donnons une paire de courbes dont les Jacobiennes sont (7 +2v/2)-
isogenes sur Fsga789, calculées en utilisant les polyndémes modulaires avec les b;

sur Q(v2) :
Y?2 = 540913X° 4 353915X* + 118050X3 + 355166 X2 + 424096 X + 379433,
Y2 = 231396X° + 474300X* + 200176 X3 + 335056 X2 + 345222 X + 464702

et une paire pour des (5 — (1 4+ 1/5)/2)-isogénies sur Fs3g2789, calculés en utilisant

les polynéomes modulaires avec les b; sur Q(v/5) :

Y2 = 2531476 X° + 900554X* + 1248025 X3 + 440959X 2 + 912166X +
4367293,

Y2 = 1772175X° + 3557482X* + 848889X 3 + 4562893X 2 4 146681X +
475016.

Ici aussi, le lecteur motivé peut vérifier I'existence d’une isogénie entre les
différentes Jacobiennes de courbes en vérifiant que les fonctions zéta des courbes
sont identiques.



166 CHAPITRE 5. POLYNOMES MODULAIRES D’HILBERT



Perspectives

Avant la présente these, une généralisation en dimension 2 des polynémes mo-
dulaires ne se retrouve essentiellement que dans les travaux de theése de Régis
Dupont ([19]), quant & Paspect algorithmique des polynémes définis avec les in-
variants d’Igusa, et dans un article de Broker-Lauter ([9]) donnant de nombreux
résultats théoriques permettant de caractériser ces polyndémes : on y montre que
le premier polynéme modulaire est un polynéme minimal, que les trois polynémes
modulaires sont dans Q(j1,j2,j3)[X] et le lien entre le dénominateur commun et
les surfaces qui sont p-isogenes & un produit de courbes elliptiques.

Nous avons pu généraliser ces différents résultats selon deux directions. D’une
part, en introduisant des polynémes modulaires pour d’autres invariants, comme
les invariants de Streng et les b;, et en démontrant des propriétés de ces polyndémes,
analogues a celles de [9] avec en plus des symétries et des relations modulo 2 et
4 avec les invariants b;, et, d’autre part, en définissant la notion de polynémes
modulaires associées aux isogénies cycliques dans le cas ol il y a multiplication
réelle maximale, ou nous avons la aussi pu démontrer des résultats au sujet de ces
polynomes.

Néanmoins, il reste encore quelques zones d’ombres. Nous n’avons pas de
bornes sur les coefficients entiers qui apparaissent dans les polynémes, ni sur les
degrés des invariants dans les numérateurs et nous ne savons pas d’ou viennent
les exposants qui apparaissent dans la partie commune aux dénominateurs.

Alors que nous avons pu calculer de nombreux polynéomes modulaires de Hil-
bert, nous avons vu que nous ne disposons de polynémes de Siegel que pour
p=2,3,5 et 7. Pour pouvoir obtenir plus de polynémes, nos travaux suggerent de
trouver des invariants qui seraient définis pour des sous-groupes dont la définition
fait intervenir des congruences modulo un nombre plus grand que 4. Dans tous les
cas, le nombre de p-isogénies est d’ordre p3 ce qui nous fait penser que la taille des
polynémes modulaires est en p'® (p? par invariant, p? pour le nombre d’isogénies
et p® pour la taille des entiers). Mais de meilleurs invariants ne feront que diviser
la complexité par une constante.

On pourrait également définir et calculer des polynémes modulaires sur la sur-
face de Hilbert avec des p-isogénies, au lieu des [-isogénies comme on 1’a présenté
dans ce manuscrit. Le nombre d’isogénies est ici d’ordre p?.

Enfin, nous comptons appliquer ces différents polynémes modulaires comme
on le fait en dimension 1. En particulier dans ’exploration de graphes d’isogénies,
dans le calcul de I'anneau des endomorphismes de surfaces abéliennes et dans la
production d’un algorithme type CRT de calcul de polynémes de classes d’Igusa.

167
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Résumé

Les polynémes modulaires sont utilisés dans le calcul de graphes d’isogénies, le
calcul des polyndomes de classes ou le comptage du nombre de points d’une courbe
elliptique, et sont donc fondamentaux pour la cryptographie basée sur les courbes
elliptiques.

Des polynoémes analogues sur les surfaces abéliennes principalement polarisées
ont été introduits par Régis Dupont en 2006, qui a également proposé un algo-
rithme pour les calculer, et des résultats théoriques sur ces polynémes ont été
donnés dans un article de Broker—Lauter, en 2009. Mais les polynoémes sont tres
gros et ils n’ont pu étre calculés que pour ’exemple minimal p = 2.

Dans cette these, nous poursuivons les travaux de Dupont et Broker—Lauter
en permettant de calculer des polynémes modulaires pour des invariants basés sur
les théta constantes, avec lesquels nous avons pu calculer les polynoémes jusqu’a
p = 7, tout en démontrant des propriétés de ces polyndomes. Mais des exemples
plus grands ne semblent pas envisageables.

Ainsi, nous proposons une nouvelle définition des polynémes modulaires dans
laquelle I'on se restreint aux surfaces abéliennes principalement polarisées qui
ont multiplication réelle par 'ordre maximal d’un corps quadratique réel afin
d’obtenir des polyndémes plus petits. Nous présentons alors de nombreux exemples
de polynomes et des résultats théoriques.

Mots-clés : Cryptographie, isogénies, variétés abéliennes, polynémes modu-
laires.

Abstract

Modular polynomials on elliptic curves are a fundamental tool used for the
computation of graph of isogenies, class polynomials or for point counting. Thus,
they are fundamental for the elliptic curve cryptography.

A generalization of these polynomials for principally polarized abelian surfaces
has been introduced by Régis Dupont in 2006, who has also described an algorithm
to compute them, while theoretical results can been found in an article of Broker—
Lauter of 2009. But these polynomials being really big, they have been computed
only in the minimal case p = 2.

In this thesis, we continue the work of Dupont and Broker—Lauter by defining
and giving theoretical results on modular polynomials with new invariants, based
on theta constants. Using these invariants, we have been able to compute the
polynomials until p = 7 but bigger examples look intractable. Thus we define a
new kind of modular polynomials where we restrict on the surfaces having real
multiplication by the maximal order of a real quadratic field. We present many
examples and theoretical results.

Keywords : Cryptography, isogenies, abelian varieties, modular polynomials.



