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Introduction générale 
 

Le besoin de conception des dispositifs du génie électrique augmente sans cesse depuis 

l’utilisation massive de l’énergie électrique dans notre société. Une conception performante 

requière une connaissance solide des phénomènes électromagnétiques en présence. 

L'apparition, au début des années 1970s, des logiciels fondés sur la résolution numérique des 

équations de Maxwell a ouvert une nouvelle ère de l'étude des phénomènes 

électromagnétiques. Grâce à l’augmentation de la capacité de calcul numérique, l'utilisation 

de l’outil informatique pour la compréhension des phénomènes physiques ou la conception 

assistée par ordinateur (CAO) est aujourd'hui incontournable dans la recherche et l'industrie. 

Les études magnétostatiques de dispositifs représentent une part non négligeable des 

études de pré-dimensionnement. La majeure partie des outils numériques employés 

actuellement pour la modélisation des phénomènes électromagnétiques en basse fréquence 

reposent sur la méthode des éléments finis (MEF). Développée depuis plus d'un demi-siècle, 

cette méthode est largement répandue et reconnue aujourd'hui comme étant la méthode de 

référence parmi les approches numériques. La MEF conduit à la résolution de matrices 

creuses, ce qui présente un avantage en termes de place mémoire et de techniques de 

résolution permettant  de traiter des dispositifs complexes. Toutefois, cette méthode nécessite 

une discrétisation de l’ensemble de l’espace contenant de l’énergie. Or en électromagnétisme, 

lorsque l’on a des dispositifs ouverts, une partie non négligeable de l’énergie se trouve dans 

l’air. Ces dispositifs requièrent donc un maillage fin de l’air entourant les parties actives. 

Cette propriété rend difficile l'application de la MEF dans plusieurs situations telles que les 

structures ayant un volume d’air prépondérant, des régions filaires, ou encore dans l'étude du 

mouvement d'une partie du dispositif.  

Les figures (Fig.0.1.a et Fig.0.1.b) représentent un modèle de contacteur électromagnétique 

et son maillage servant à une résolution effectuée par le logiciel Flux3D (MEF). Afin 

d'obtenir un résultat raisonnable du calcul de la force sur la palette du contacteur, il est 

nécessaire de raffiner fortement le maillage dans le matériau ainsi que dans l'entrefer. Le 

système d'équations devient donc très lourd avec un grand nombre d'inconnues et une matrice 

d'interaction de taille importante. Si une stratégie de mouvement de la palette est associée, il 

faut remailler tout le domaine à chaque modification de la géométrie du contacteur ce qui rend 

la résolution très couteuse en temps de calcul et en ressources informatiques. En outre, si une 
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stratégie d'optimisation est appliquée, l'utilisation de la MEF conduit à un nombre de 

paramètres d'optimisation importants à cause du maillage de l'air. 

  

a. Vue globale b. Exemple de maillage pour la MEF c. Exemple de maillage pour la MIV 

Fig.0.1. La modélisation d'un contacteur électromagnétique 

 

Ces dernières années, la méthode intégrale de volume (MIV) a reçu une attention 

particulière pour la modélisation des champs électromagnétiques basses fréquences. La MIV 

contrairement à la MEF est une méthode d'interaction à distance. Son principal intérêt est 

l'absence de maillage des matériaux (ou régions) inactifs, par exemple la région air 

(Fig.0.1.c). Cette particularité rend la méthode MIV légère, rapide et précise pour la 

modélisation des dispositifs rayonnants et/ou ayant un volume d'air prépondérant. De plus, la 

MIV est bien adaptée pour des études multistatiques avec une stratégie de déplacement ou 

d'optimisation car l'air n'est pas remaillé à chaque étape de résolution. 

La MIV conduit à la résolution d'un système matriciel plein. Cette contrainte semble la 

raison principale pour laquelle la MIV a été globalement moins attractive que les méthodes 

conduisant à la résolution de systèmes matriciels creux, comme c'est le cas avec la méthode 

des éléments finis. Le regain d’intérêt des MIV s’explique en grande partie par le 

développement d’algorithmes de compression matricielle de plus en plus performants associés 

à des calculateurs devenus aujourd’hui massivement parallèles. En effet, les méthodes de 

compression matricielle comme la méthode FMM (Fast Mutipole Method), sa version 

adaptative et multiniveaux AMLFMM, ou d’autres méthodes telles que la méthode ACA 

(Adaptive Cross Approximation) ou HCA (Hybrid Cross Approximation) nous permettent 

d'économiser la mémoire tout en réduisant les temps de calcul lors des phases de construction 

et de résolution. Associées à ces méthodes, la MIV devient une alternative très compétitive à 

la MEF pour le calcul des interactions à distance mais aussi pour la détermination des champs 

de fuite. Les logiciels académiques basés sur l'approche intégrale comme GFUN, RADIA, 

CALMAG3D et LOCAPI ont montré l'efficacité ainsi que la faisabilité de cette approche. 
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Au sein du laboratoire G2Elab, le développement de méthodes intégrales est l'objet d'une 

forte dynamique de recherche depuis plus d'une dizaine années. Grâce aux travaux de thèse de 

(Chadebec, 2001) et (Guichon, 2001) une plateforme MIPSE (Modeling of Interconnected 

Power SystEms) pour la modélisation multi-méthodes, spécialement la méthode intégrale de 

volume a été mise en place. Les travaux dans le cadre des thèses de (Ardon, 2010), (Le-Duc, 

2011), (Nguyen, 2012), (Carpentier, 2013) et (Nguyen, 2014) se sont inscrits dans ce courant 

de recherche et ont contribué au développement de la plateforme.  

Dans le cadre du développement de la MIV pour la résolution de problèmes 

magnétostatiques, (Chadebec, 2001) a développé une formulation intégrale de volume en 

aimantation magnétique basée sur l'interpolation des éléments volumiques (méthode des 

moments magnétiques). Cette formulation est simple pour l'implémentation numérique et 

permet de traiter rapidement et précisément des dispositifs de géométrie relativement simple. 

Son inconvénient reste le nombre élevé d'inconnues et l'imprécision pour la résolution de 

problèmes complexes et/ou avec des matériaux non linéaires. (Carpentier, 2013) a par la suite 

développé une formulation en potentiel scalaire magnétique basée sur l'interpolation en 

éléments nodaux avec son application au couplage magnéto-mécanique. D'une façon générale, 

cette formulation est apte à résoudre des problèmes complexes avec des matériaux non 

linéaires. Toutefois, elle requiert un maillage dense si l'on souhaite obtenir des résultats ayant 

une bonne précision. 

Cette thèse porte sur le développement de nouvelles formulations intégrales de volume en 

magnétostatique avec une prise en compte de la présence de sources de courant, d'aimants 

permanents, de régions magnétiques non simplement connexes ainsi que des régions minces 

magnétiques. Le post-traitement associé à la MIV pour étudier les grandeurs locales ainsi que 

globales, spécifiquement la force magnétique globale et le flux dans les bobines, fait 

également partie de ce travail. 

Le manuscrit est organisé en trois chapitres :  

Le premier chapitre propose un état de l'art des formulations intégrales de volume pour la 

modélisation magnétostatique. Après la présentation du problème type, la mise en équation du 

problème magnétostatique et une méthodologie pour la construction des formulations 

intégrales de volume à travers la méthode des moments magnétiques seront élaborées. Ce 

chapitre rappellera également des propriétés des fonctions de forme des différents types 

d'élément (nodal, arête, facette, volume) et des formulations intégrales de volume proposées 

dans la littérature.  
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Le deuxième chapitre se focalise sur le développement de formulations intégrales de 

volume de type magnétique. Dans un premier temps, deux formulations pour la modélisation 

du problème magnétostatique non linéaire, l'une basée sur l'interpolation des éléments de 

facette et l'autre basée sur l'interpolation des éléments d'arête, sont proposées. Le chapitre 

continue dans un second temps avec le développement d'une formulation pour la modélisation 

des régions minces magnétiques. Enfin, dans le troisième temps, une comparaison entre les 

nouvelles formulations avec la formulation en potentiel scalaire magnétique est présentée.  

Le troisième chapitre est consacré au post-traitement à partir de la solution des 

formulations intégrales de volume en magnétostatique. Deux approches pour le calcul du flux 

magnétique dans la bobine et deux méthodes pour le calcul de la force magnétique globale 

sont abordées. Les formulations développées, associées avec l'outil de post-traitement, sont 

appliquées à la modélisation d'un capteur de vitesse à réluctance variable et de contacteurs.  

La dernière partie du manuscrit est destinée aux conclusions et perspectives. 
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1.1 Introduction  

 De nombreuses formulations intégrales de volume pour la modélisation magnétostatique 

sont disponibles dans la littérature. De façon générale, chaque formulation possède ses 

avantages mais aussi ses inconvénients. Le choix d'une formulation convenable requiert donc 

sa connaissance approfondie ainsi qu’une analyse soignée du dispositif à modéliser et des 

grandeurs à calculer. 

 Nous proposons dans ce chapitre un état de l'art des différentes formulations intégrales en 

magnétostatiques ainsi qu'une méthodologie pour la construction de ces formulations. Le 

chapitre commence par le rappel du problème type et la mise en équation du problème 

magnétostatique. Ensuite, la construction d'une formulation intégrale de volume en 

magnétostatique la plus simple – la méthode des moments magnétiques sera présentée par 

deux approches, par collocation et par projection de Galerkin. Le chapitre suit par le rappel 

des propriétés des fonctions de forme des différents types d'éléments (nodal, arête, facette, 

volume) et des formulations intégrales de volume plus complexes proposées dans la 

littérature. La fin du chapitre aborde les difficultés de la méthode intégrale de volume et les 

solutions apportées. 

1.2 Le problème magnétostatique 

1.2.1 Hypothèses 

 Dans ce document, seuls les phénomènes électromagnétiques sont étudiés. Les 

phénomènes mécaniques, thermiques qui pourraient être induits ne sont pas pris en compte. 

Les hypothèses de notre problème sont les suivantes : 

- Tous les problèmes à traiter sont en trois dimensions (3D).  

- Le régime considéré est stationnaire, les phénomènes étudiés ne varient pas suivant le 

temps. Ainsi, les sources de champ inducteur sont parcourues par des courants 

continus. Les courants induits sont négligés. 

- Les matériaux ferromagnétiques sont supposés isotropes. Ils peuvent être linéaires ou 

non linéaires. Leur hystérésis n'est pas prise en compte. 

- Les aimants permanents travaillent dans des zones de fonctionnement linéaire. 

Ces hypothèses sont les hypothèses classiques du problème de la magnétostatique. 



Chapitre 1 - Etat de l'art des formulations intégrales de volume pour la modélisation magnétostatique 

11 
 

1.2.2 Définition du problème type 

 Notre problème type magnétostatique est schématisé sur la figure FIG.1.1. Un problème 

magnétostatique se compose généralement :  

- de régions ferromagnétiques non conductrices, Ωf, 

- de régions du type aimant permanent Ωa, 

- de sources de champ inducteur Ωj (conducteurs bobinés), associées à une densité de 

courant J0, 

- d’une région air englobant toutes les autres régions. Cette région est non bornée. 

L’union des régions Ωf et Ωa est appelée le domaine magnétique et notée Ωm. Le domaine 

d'étude total est noté Ω.  

 

FIG.1.1. Problème type magnétostatique 
 

 Avant de détailler l’état de l’art des MIV (Méthodes Intégrale de Volume) pour la 

modélisation magnétostatique de ce problème, nous allons rappeler les équations de Maxwell. 

1.3 Mise en équation du problème magnétostatique  

1.3.1 Rappel des équations de Maxwell  

 Equations de Maxwell 

 Le fondement de l'électromagnétisme à l'échelle macroscopique repose sur les quatre 

équations de Maxwell. Dans les milieux continus, ces équations peuvent s'écrire sous leur 

forme "locale" comme suit : 

Aimant, Ω
a
, H

c
 

 Région d'air (non bornée), Ω
0
, µ

0
 

Matériaux 
ferromagnétiques Ω

f
, µ(B) 

Ωj 
Source J

0
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- L'équation de Maxwell Gauss : 

ρ=Ddiv  (1.1) 

- L'équation de Maxwell flux magnétique : 

0=Bdiv  (1.2) 

- L'équation de Maxwell Faraday : 

t∂

∂
−=

B
Erot  (1.3) 

- L'équation de Maxwell Ampère : 

t∂

∂
+=

D
jHrot  (1.4) 

 Nous notons :  

ρ : la densité volumique de charge électrique (C/m
3) 

j : la densité de courant,  (A/m
2) 

E : le champ électrique, (V/m) 

D : l'induction électrique, (C/m
2) 

B : l'induction magnétique, (T) 

H : le champ magnétique, (A/m) 

t : le temps (s).  

1.3.2 Equations de Maxwell en magnétostatique 

 En régime stationnaire, les champs électromagnétiques indépendants du temps, les termes 

dérivés temporels dans les équations (1.3) et (1.4) s'annulent. En conséquence, les 

phénomènes électriques et magnétiques deviennent indépendants et sont découplés. Les 

équations de Maxwell flux magnétique et de Maxwell Ampère régissent la magnétostatique :  





=

=

0

0

jHrot

Bdiv
          (1.5) 

où j0 est le vecteur densité de courant continu.  
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 Afin de prendre en compte les matériaux magnétiques, la relation entre l'induction 

magnétique B et le champ magnétique H dans le matériau est introduite. Cette relation qui 

caractérise les matériaux est appelée la loi de comportement ou la relation constitutive du 

matériau. Elle est généralement donnée sous la forme :  

( )HBB =  (1.6) 

 L'objectif des études de magnétostatique est de résoudre le système combinant (1.5) et 

(1.6). La résolution permet de déterminer la distribution du champ magnétique et de 

l'induction magnétique dans tout le domaine. Des grandeurs globales comme la force, le flux 

magnétique ou le moment magnétique peuvent alors être calculées. 

1.3.3 Lois de comportement 

 En se basant sur la définition du problème type, nous nous intéressons à deux types de 

matériaux, les matériaux ferromagnétiques sans aimantation rémanente et les aimants 

permanents. Nous allons écrire les lois de comportement pour chaque type de matériau avant 

de proposer une forme générale pour tous les deux.  

 Matériaux ferromagnétiques 1.3.3.1

 En absence d'aimantation rémanente, la relation constitutive des matériaux 

ferromagnétiques isotropes peut être écrite comme suit :  

( )HHB µ=  (1.7) 

où µ(H) (H/m) est la perméabilité magnétique, ce qui est souvent exprimée par µ(H) = 

µ0µ r(H) avec µ0 la perméabilité du vide et µ r(H) la perméabilité relative du matériau.  

 En introduisant l'aimantation M (A/m) définie par : 

( )MHB += 0µ  (1.8) 

Nous pouvons exprimer la loi de comportement par la relation entre M et H :  

( )( )HHM 1−= rµ  (1.9) 

ou par la relation entre M et B :  
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( )( )BBM νν −= 0  (1.10) 

où ν0 et ν(B) sont successivement les reluctivités magnétiques du vide et du matériau, les 

inverses de µ0 et de µ(H). 

 Aimants permanents 1.3.3.2

 En pratique, les aimants permanents sont principalement utilisés dans des zones de 

fonctionnement linéaire. Notons bien que le matériau des aimants permanents n'est pas 

isotrope. Par conséquent, leur loi de comportement est exprimée suivant (Meunier, 2002):  

[ ] rµ BHB +=  (1.11) 

où [µ] est le tenseur de la perméabilité magnétique, Br est l'induction rémanente de l'aimant 

permanent. En supposant que Br est homogène dans la direction perpendiculaire, nous 

pouvons réécrire (1.11) sous la forme explicite :   









+
















=









⊥⊥⊥ 0

B

H

H

0

0

B

B //////// r

µ

µ
 (1.12) 

où les signes // et ⊥  signifient la direction parallèle ou perpendiculaire des grandeurs à la 

direction d'aimantation de l'aimant. Les composantes du tenseur de la perméabilité 

magnétique peuvent être écrits par : //0// rµµµ =  et ⊥⊥ = rµµµ 0 .En pratique, //µ  et ⊥µ sont 

voisins de 1 (légèrement plus grands que 1). Pour les aimants parfaits, 1// == ⊥µµ . 

 En introduisant l'aimantation M définie par la relation (1.8) à l'équation (1.12), nous 

obtenons :  









+









−

−
=

⊥ 0

M

10

01 //// rr

µ

µ
HM  (1.13) 

soit 

[ ]( ) rµ MHM +−= 1  (1.14) 

où Mr est l'aimantation rémanente, 







=

0

M //r
rM  et 

0

//
//

B
M

µ

r
r = . 

A partir de (1.12), nous pouvons écrire le champ H en fonction de B comme suit :  
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







−















=









⊥⊥⊥ 0

B

B

B

0

0

H

H ////////// rν

ν

ν
 (1.15) 

De façon compacte :  

[ ] cHBH −= ν  (1.16) 

où [ν] est le tenseur de la reluctivité magnétique, 
//

//
1

µ
=ν  et 

⊥
⊥ =

µ

1
ν  ; Hc est le champ 

magnétique coercitif de l'aimant : 







=

0

//Hc

cH avec ////// BH rc ν=  

 En combinant (1.8) et (1.16), nous avons :   

[ ] cHBBM +−= νν0  (1.17) 

Pour un aimant parfait, l'aimantation est constante, M = Mr = Hc.  

 De façon générique, pour l'ensemble des matériaux magnétiques (aimants permanents et 

ferromagnétiques), leur loi de comportement peut s'écrire :  

 ( )[ ] cHBBH −= ν  (1.18) 

( )[ ] cHBBBM +−= νν0  (1.19) 

En notant que [ν(B)] devient un scalaire pour les matériaux ferromagnétiques et un tenseur 

pour les aimants permanents.  

1.3.4 Les potentiels magnétiques  

Le potentiel scalaire réduit 

 En supposant que les matériaux magnétiques et les sources de courant sont séparés, le 

champ magnétique H en un point peut se décomposer en la somme de deux composantes : le 

champ source H0 créé par les sources dans le vide et le champ réduit Hred créé par 

l’aimantation de la matière et à rotationnel nul.  

redHHH += 0  (1.20) 

Avec 00 jHrot =  nous avons 0=redHrot . Hred dérive donc d'un potentiel scalaire φred :  
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redred ϕgradH −=  (1.21) 

φred est appelé le potentiel scalaire magnétique réduit ou bien potentiel scalaire réduit. En 

conséquence, (1.20) peut s'exprimer de la façon suivante :  

0HgradH =+ redϕ  (1.22) 

Le potentiel scalaire source 

 En supposant que le domaine Ωm est simplement connexe, nous pouvons définir un 

potentiel scalaire source φ0 tel que le champ magnétique source H0 dérive de ce potentiel. Ce 

dernier peut s'écrire :  

00 ϕgradH −=  (1.23) 

Remarquons que (1.23) n’est vrai qu’à l’extérieur des sources de courant. Le champ inducteur 

H0 peut être déterminé par la loi de Biot et Savart. De nombreux travaux présentent des 

expressions analytiques pour différentes géométries d’inducteurs (Urankar, 1980), (Urankar, 

1982a), (Urankar, 1982b). Toutefois,  il n’existe que peu de travaux présentant des solutions 

analytiques simples pour la détermination de potentiel scalaire source. Une solution 

pragmatique consiste à écrire que ce potentiel est la solution du problème de minimisation 

suivant :  

( )[ ]2
000

min Hgrad +ϕϕ . (1.24) 

La résolution de (1.24) peut être effectuée par la méthode des éléments finis comme proposé 

par (Carpentier, 2013) 

Le potentiel scalaire total 

 En introduisant le potentiel φred et le potentiel φ0 dans (1.20), nous obtenons :  

( )redϕϕ gradgradH +−= 0  (1.25) 

Nous pouvons donc également introduire un potentiel scalaire total φ tel que :  

ϕgradH −=  (1.26) 

En conséquence, nous pouvons écrire :  
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redϕϕϕ += 0  (1.27) 

Le potentiel vecteur magnétique 

L'équation de Maxwell-flux magnétique s'écrit :  

0=Bdiv  (1.28) 

D'après l'analyse vectorielle, la divergence d'un rotationnel est toujours nulle. Ceci implique 

que l'induction B est le résultat du rotationnel d'un champ de vecteurs A :  

ArotB =  (1.29) 

On appelle A le potentiel vecteur magnétique ou bien potentiel vecteur. Le choix du potentiel 

vecteur comme variable assure rigoureusement donc la solénoïdalité de B (B à flux 

conservatif).  

1.4 Equations intégrales magnétostatiques – méthode des 

moments magnétiques 

1.4.1 Equation de base en aimantation et méthode des moments 

 Le potentiel scalaire réduit φred en un point P créé par le domaine des matériaux 

magnétiques Ωm peut être exprimé par l'expression suivante (Durand, 1968), (Brissonneau, 

1997): 

∫
Ω

Ω







⋅−=

m

mred d
r

1

4

1
gradM

π
ϕ  (1.30) 

ou bien 

∫
Ω

Ω
⋅

=

m

mred d
r

34

1 rM

π
ϕ  (1.31) 

où r est le module du vecteur r reliant le point d’intégration Q au point P où le potentiel est 

exprimé (FIG.1.2).  
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FIG.1.2. Description des notations de l'intégration 

 

Nous avons : 

0HgradH =+ redϕ  (1.32) 

En utilisant la loi de comportement ( )( )HHM 1−= rµ  et introduisant (1.31) dans (1.32), nous 

obtenons (Harrington, 1993), (Chadebec et al., 2006):  

03

.

4

1

1)(
H

rM
grad

H

M
=Ω








+

−
∫

Ωm

m
r

d
rµ π

 (1.33) 

Cette équation est l’équation intégrale classique de la méthode des moments 

magnétostatiques. Pour la résolution numérique, le domaine Ωm est décomposé en Ne éléments 

volumiques (par exemple tétraèdres, hexaèdres, prismes ou mixte). Deux approches 

différentes sont souvent utilisées pour la résolution : l’approche par collocation et l’approche 

par projection de Galerkin. 

1.4.2 Approche par collocation 

 L'approche par collocation est basée sur l’écriture de l'équation (1.33) ou d’une de ces 

variantes sur un ensemble de points discrets dans le domaine. Il s’agit ainsi d’obtenir un jeu 

d’équations égal au nombre d’inconnues puis de résoudre le système (linéaire ou non) associé. 

Cette approche considère que l’aimantation est uniforme sur chaque élément. Il suffit alors 

d’écrire l’équation vectorielle (1.33) au barycentre de chacun des éléments pour obtenir un 

système carré. 

 Le problème (1.33) devient : trouver les Me telles que :  

( )
( )

e

N

e
e

ee
er

e

e

d
rr

µ 0
1

33

3

4

1
1)( Hr

rMM
MH =Ω







 ⋅
−+− ∑ ∫

= Ωπ
,  (1.34) 
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            avec e=1, 2, …, Ne.  

 Le système (1.34) est la représentation de la méthode des moments magnétiques (MMM) 

pour la magnétostatique (Harrington, 1993), (Chadebec et al., 2006). Notons bien qu'il y a 

trois inconnues associées au vecteur Me. Le nombre total d'inconnues est donc 3Ne. 

1.4.3 Approche par projection de Galerkin 

 La projection de Galerkin consiste à projeter (1.33) non pas ponctuellement mais sur un 

ensemble de fonctions tests. En pratique la fonction test est choisie comme étant la fonction 

de forme de volume des éléments volumiques, c'est-à-dire une fonction uniforme et égale à 1 

sur un élément et nulle ailleurs. Pour un élément de volume c, sa fonction de forme wc 

satisfait :  








=

=

 0

1

élementsautres

élement

c

cc

w

w
 (1.35) 

 Le problème (1.33) devient : trouver les Me telles que :  

( ) ( )

mec

m

N

e
e

ee
cmerc

dw

dd
rr

wdµw

m

e

emm

Ω=

Ω













Ω







 ⋅
−+Ω−

∫

∑ ∫∫∫

Ω

= ΩΩΩ

0

1
33

                                                                          

3

4

1
1)(

H

r
rMM

MH
π

 (1.36) 

     avec e = 1, 2, …, Ne et c = 1, 2, …, Ne.  

 Cette approche était le sujet de travaux de (Morandi et al., 2010). Les auteurs ont montré 

une précision légèrement meilleure pour l’approche par projection de Galerkin par rapport à 

une simple collocation. 

1.4.4 Conclusions 

 Deux approches pour la construction la formulation en aimantation magnétique sont 

présentées. Parmi ces deux approches, celle par collocation est plus simple à implémenter 

informatiquement et plus rapide en termes de temps de calcul. Toutefois, puisque l'intégration 

est calculée sur un seul point dans chaque élément, cette approche conduit à des imprécisions. 

 L'approche par la projection de Galerkin quant à elle, nécessitant l'intégration sur 

plusieurs points dans chaque élément, améliore la précision par rapport à l'approche par 
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collocation. Elle est capable de modéliser des dispositifs complexes comme présentés dans 

(Morandi et al., 2010). Toutefois, le temps d’intégration est plus important que celui de 

l’approche par collocation.  

 La méthode des moments magnétique possède un inconvénient important. Cette dernière 

conduit à une matrice singulière si la perméabilité du matériau est infinie. Ceci provoque une 

instabilité numérique de la solution pour les problèmes à forte perméabilité. Cet effet est 

appelé "looping pattern" (Forsman et al., 1996).  

 Les avantages de la MMM mais aussi ses limites motivent les chercheurs à développer de 

nouvelles formulations intégrales de volume. La tendance est ainsi de changer l’inconnue de 

résolution historique qui est l’aimantation. Nous allons donc nous concentrer sur d’autres 

grandeurs physiques qui seront interpolées plus judicieusement qu’avec des fonctions 

d’interpolation uniformes par éléments. La compréhension des propriétés des fonctions 

d'interpolation joue un rôle important dans l'établissement de nouvelles formulations. Nous 

allons dans la suite rappeler quelques points sur les propriétés des fonctions de forme des 

éléments finis. 

1.5 Propriétés des fonctions de forme des éléments de Whitney 

1.5.1 Introduction  

 Avec la méthode des moments magnétiques, les éléments volumiques sont utilisés lors de 

la discrétisation en éléments finis des matériaux actifs. Du point de vue de la modélisation, en 

dehors des éléments volumiques, il est possible d’employer des éléments nodaux, des 

éléments d'arête et des éléments de facette. Ces types d'éléments référencent sont introduits 

mathématiquement dans (Raviart and Thomas, 1977) (Nedelec, 1980) et sont souvent connus 

sous le nom des éléments de Whitney (Bossavit, 1988). L'utilisation des éléments de Whitney 

dans la modélisation des champs électromagnétiques a été présentée par plusieurs chercheurs 

(Bossavit, 1988), (Dular et al., 1994), (Ren and Razek, 1996), (Henneron, 2004). 

 Le domaine magnétique Ωm est discrétisé par un maillage composé d’éléments 

volumiques élémentaires (tétraèdres, hexaèdres ou des prismes). Les entités géométriques de 

base du maillage comprennent les nœuds, arêtes, facettes et volumes (FIG.1.3). Nous noterons 

que Nn, Na, Nf, Ne sont respectivement le nombre d'éléments nodaux, d'arête, de facette et de 

volume du maillage. Chaque élément de Whitney est associé à une fonction d'interpolation 

qui est également appelée fonction de forme. D'après (Bossavit, 1988), les éléments nodaux 
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font référence aux éléments de Whitney de degré 0, les éléments d'arête aux éléments de 

Whitney de degré 1, les éléments de facette au éléments de Whitney de degré 2 et enfin les 

éléments de volume aux éléments de Whitney de degré 3. 

 Nous n’allons pas entrer dans les détails de construction des fonctions de formes des 

différents éléments finis. Dans le cadre de nos travaux, les éléments tétraédriques et 

hexaédriques sont utilisés. Le même principe peut être appliqué aux éléments de type prisme. 

  

 

 

    

 

 

     

 
Nœuds Arêtes Facettes Volumes 

 

FIG.1.3. Des éléments géométriques 

  

1.5.2 Fonction de forme des éléments nodaux 

 La fonction de forme nodale wn associée au nœud n est scalaire, continue dans tout le 

domaine Ωm tel que wn vaut 1 sur le nœud n et vaut 0 sur tous les autres nœuds du maillage. 

wn est appelée également la fonction de poids barycentrique du nœud n. Nous notons E
0 

l'espace fonctionnel généré par ces fonctions. L'interpolation linéaire d'un champ scalaire ϕ 

définie dans E0 sur un point de coordonnée r s'écrit :  

( ) ( )∑
=

=
nN

n
nnw

1
φφ rr  (1.37) 

où ϕn est la valeur de la fonction ϕ sur le nœud n. Cette interpolation assure la continuité du 

champ ϕ aux nœuds connectant des éléments volumiques.  

 Le gradient du champ scalaire ϕ peut s'écrire :  
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( ) ( )∑
=

=
nN

n
nnw

1
φφ rgradrgrad  (1.38) 

1.5.3 Fonction de forme des éléments d'arête 

 Considérons maintenant une arête a  composée de deux nœuds n1 et n2 aux extrémités et 

orientée de n1 vers n2. La fonction de forme d'arête wa peut être définie grâce aux fonctions 

de forme nodales et écrite comme suit :  

1221 nnnna wwww gradgradw −=  (1.39) 

où wn1 et wn2 sont respectivement la fonction de forme nodale du nœud n1 et du nœud n2. La 

fonction vectorielle wa est non nulle sur tous les éléments volumiques contenant cette arête. 

Le module de wa est égale à 1 sur l'arête a, et 0 sur toutes les autres arêtes. 

Nous notons E1 l'espace fonctionnel généré par les fonctions wa. L'interpolation linéaire d'un 

champ de vecteurs V défini dans E1 sur un point de coordonnée r s'écrit :  

( ) ( )∑
=

=
aN

a
aa V

1
rwrV  (1.40) 

où Va est la circulation du champ de vecteurs V le long de l'arête a. Si nous notons ta le 

vecteur tangentiel de l'arête a, Va est déterminée par l'intégration linéique :  

∫ ⋅=

al

aaa dlV tV  (1.41) 

L'interpolation (1.40) assure la continuité tangentielle du V.  

Le rotationnel de wa est définie par :  

rot wa = 2 (gradwn1×gradwn2) (1.42) 

 

1.5.4 Fonction de forme des éléments de facette 

 Les fonctions de formes des éléments de facette peuvent être exprimées à partir du 

rotationnel des fonctions de forme d'arête. Dans le cas d'un élément de facette f en triangle 

définie par les trois nœuds n1, n2 et n3, sa fonction de forme wf s'écrit :  
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( )2131323212 nnnnnnnnnf wwwwwwwww gradgradgradgradgradgradw ×+×+×=  (1.43) 

Suivant le même principe nous pouvons écrire la fonction de forme pour les facettes sur un 

quadrangle. 

 Le champ de vecteurs wf possède une composante normale continue à travers la face. Le 

flux du wf est égale 1 à travers la facette f, non-nulle dans les tétraèdres possédant cette facette 

et égale 0 sur toutes les autres facettes. Nous notons E2 l'espace fonctionnel généré par les 

fonctions wf. En conséquence, l'interpolation linéaire d'un champ de vecteurs V définie dans 

E
2 sur un point de coordonnée r est : 

( ) ( )∑
=

=
fN

f
ff V

1
rwrV  (1.44) 

où Vf est le flux du champ de vecteurs V en traverse de la facette f. Si nous notons nf le 

vecteur normal de la facette f, Vf  est déterminé par l'intégration surfacique suivante :  

∫ ⋅=

fS

fff dSV nV  (1.45) 

L'interpolation (1.44) assure la continuité normale de V entre deux éléments. 

1.5.5 Fonction de forme des éléments de volume 

 Pour chaque élément tétraèdre e, la fonction de forme we est définie telle que we vaut 1 

dans l'élément e et est nulle dans tous les autres éléments. Nous notons E3 l'espace fonctionnel 

généré par les fonctions we. En conséquence, l'interpolation d'un champ scalaire ϕ défini dans 

E
3 sur un point de coordonnée r s'écrit : 

( ) ( )∑
=

=
eN

e
eew

1
φφ rr  (1.46) 

où ϕe est la valeur de la fonction ϕ déterminée dans l'élément e. De même façon, nous 

pouvons écrire l'interpolation d'un champ de vecteurs V définie dans E
3 sur un point de 

coordonnée r : 

( ) ( )∑
=

=
eN

e
eew

1
VrrV  (1.47) 

où Ve est la valeur du champ de vecteurs V déterminée dans l'élément e.  
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 Les interpolations (1.46) et (1.47) n'assurent pas la continuité des champs ϕ et V. Nous les 

utilisons lorsque la continuité de ces champs n'est pas requise. 

1.5.6 Conclusions  

1. En se référant aux propriétés des différentes fonctions de forme ainsi qu’aux 

continuités des grandeurs intégrales en magnétostatique (H, B, M, φ et A), chaque 

grandeur possède un espace fonctionnel sur lequel il peut être interpolé: 

� Elément nodal : le potentiel scalaire total φ. Les degrés de liberté sont φ 

aux nœuds. 

� Elément d'arête : le champ magnétique H, le potentiel vecteur A. Les 

degrés de liberté sont les circulations des vecteurs (A ou H) sur les 

arêtes. 

� Elément de facette : l'induction magnétique B. Les degrés de libertés 

sont les flux magnétiques traversant les facettes. 

� Elément de volume : la magnétisation M. Les degrés de libertés sont les 

vecteurs M uniformes sur les éléments volumiques. 

2. Nous pouvons utiliser la notation d'incidence pour déterminer les connexions entre les 

différentes entités géométriques que sont les nœuds, les arêtes, les facettes et les 

volumes. Les matrices incidences (nœud-arête, arête-facette, facette-élément) peuvent 

être considérées comme des opérateurs différentiels (grad, rot, div) discrets. Le 

passage entre les espaces fonctionnels différents peut être réalisé en utilisant ces 

matrices. Le détail sur la construction des matrices d'incidence peut se trouver dans la 

thèse de Henneron (Henneron, 2004). 

1.6 Différentes formulations intégrales de volumes pour la 

magnétostatique 

1.6.1 Background 

 Depuis plus de quarante ans, le développement et l'application de la MIV à la 

modélisation des problèmes magnétostatiques fait l’objet d’une forte dynamique de recherche 

dans le monde scientifique. Cette tendance a commencé par l'ouvrage de Harrington sur la 

méthode des moments (présentée dans la partie précédente), publié en 1968 (Harrington, 

1993). Le premier code implémentant la méthode est GFUN en 1970 (Newman et al., 1972), 

(Trowbridge, 1982), plusieurs codes académiques ont également été développés, par 
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exemples, RADIA (Elleaume et al., 1997), (Chubar et al., 1998), CALMAG3D (Souza et al., 

1997), LOCAPI (Chadebec et al., 2006).  

 Dans l'objectif de profiter des avantages de la MIV et surmonter les inconvénients de la 

MMM, de nombreux chercheurs ont travaillé sur le développement de nouvelles formulations 

intégrales de volume en se basant sur les éléments de Whitney et l'approche de géométrie 

discrète pour la modélisation magnétostatique. Depuis les années 1990, plusieurs publications 

sur ce sujet ont vu le jour : (Kettunen and Turner, 1992a), (Han et al., 1994), (Gimignani et 

al., 1994), (Forsman et al., 1995), (Kalimov and Svedentsov, 1996), (Forsman et al., 1996), 

(Souza et al., 1997), (Chubar et al., 1998), (Canova and Repetto, 2001), (Chadebec, 2001), 

(Vishnevsky et al., 2002), (Balasubramanian et al., 2002a), (Zhao et al., 2005), (Hafla et al., 

2005), (Hafla et al., 2006), (Chadebec et al., 2006),  (Takahashi et al., 2007), (Nguyen, et al., 

2011),  (Young and Gedney, 2011), (Carpentier et al., 2013), (Le-Van et al., 2014), (Le Van 

et al., 2015a), (Le Van et al., 2015b).  

 En général, la différence entre les formulations intégrales consiste en le type d'élément de 

Whitney utilisé et au type de variable associée. Hormis la méthode classique MMM, nous 

pouvons donc distinguer deux familles de formulations intégrales pour la magnétostatique : 

les formulations de type h et celles de type b (Forsman et al., 1996). Nous proposons dans la 

suite de faire un bref état de l’art sur des formulations proposées.  

 En plus des formulations susmentionnées, il existe également dans la littérature une 

approche utilisant des charges magnétiques équivalentes (Krstajic et al., 1992), (Hafla et al., 

2005). Cette approche, qui souvent associée à la méthode intégrale de frontière étendue, est 

très intéressante pour la résolution de problèmes magnétostatiques linéaires. Lors de la 

résolution de problèmes non linéaires, elle requiert à la fois des charges surfaciques mais 

aussi des charges volumiques. Ces méthodes basées sur les charges peuvent à première vue 

sembler différentes des MIV classique. Elles présentent en fait de grandes similarités avec les 

formulations que nous allons présenter uniquement cachées par des notations différentes et 

souvent très variées. Nous ne les évoquerons pas dans cet état de l’art. 

1.6.2 Formulations de type h 

 Les formulations de type h sont celles vérifiant fortement l'équation de Maxwell Ampère 

et faiblement l'équation de Maxwell flux magnétique. Il s'agit de formulation en champ 

magnétique et de formulation en potentiel scalaire total. 

 Formulation en champ magnétique 1.6.2.1
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 La formulation en champ magnétique consiste à l'interpolation du champ magnétique sur 

les arêtes. Elle a été proposée dans (Kettunen and Turner, 1992a) puis elle est développée 

dans (Kettunen et al., 1995), (Forsman et al., 1995), (Canova and Repetto, 2001). L'idée de 

base de cette formulation est la suivante. 

 Le champ magnétique H peut être approximé par l'interpolation des composantes 

tangentielles du champ magnétique sur des arêtes associées aux fonctions de forme des 

éléments d'arête :  

 ∑
=

=
aN

a

aa H

1

wH  (1.48) 

où Ha est la circulation du champ magnétique H le long de l'arête a.  

 Nous nous rappelons que la décomposition du champ magnétique total en somme de 

champ source et de champ réduit nous permet d'écrire :  

0HgradH =+ redϕ  (1.49) 

 Avec le potentiel scalaire réduit φred déterminé par :  

( )( )∫
Ω

Ω
⋅

−=

m

mrred d
r

µ
3

1
4

1 rH
H

π
ϕ  (1.50) 

L'introduction de (1.50) à (1.49) conduit à l'écriture :  

( )( ) 03
1

4

1
H

rH
HgradH =














Ω

⋅
−+ ∫

Ωm

mr d
r

µ
π

 (1.51) 

A partir de (1.51) et (1.48), avec l'approche par collocation ou par projection de Galerkin nous 

pouvons déduire la formulation intégrale en champ magnétique, aussi appelée formulation H-

arête. 

 En employant l'hypothèse que les régions à modéliser sont simplement connexes, il est 

possible de démontrer que le système des projections de champ magnétique sur les arêtes 

entraîne la construction d’un jeu d’équations qui n’est pas linéairement indépendant. Il existe 

des projections dépendantes les unes des autres. L'imposition de circulations de champ nulles 

sur les boucles d'arête fermées à l'intérieur du domaine permet de rendre la solution du 
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problème unique. D’un point de vue topologique, les degrés de liberté linéairement 

indépendants sont les arêtes connectant les nœuds du maillage mais ne fermant pas les 

boucles (Gimignani et al., 1994), (Canova and Repetto, 2001). Cette hypothèse nous permet 

d'éliminer les équations linéairement dépendantes en construisant un système d'arbre et de co-

arbre des arêtes. Le système linéaire indépendant comprend des projections sur les arbres et la 

solution devient unique. Toutefois, comme le choix d'arbres n'est pas unique, une bonne 

construction d'arbre peut nous permettre d'avoir une résolution rapide et vice versa. Les 

détails sur la technique d'arbre et co-arbre peuvent être trouvés dans (Albanese and Rubinacci, 

1988), (Dular and Nicolet, 1995). 

 Il existe en pratique une solution avec laquelle nous n'avons pas besoin de choisir 

d’arbres. Cette solution consiste à choisir le champ magnétique H comme étant le gradient du 

d’un champ scalaire φ qui impose naturellement la condition précédente. En conséquence, le 

choix de φ sur les nœuds du maillage comme inconnus nous permet d'assurer l'unicité de la 

solution des formulations de type h (Kettunen and Turner, 1992a). Il faut toutefois imposer la 

valeur du potentiel en un nœud du maillage pour garantir rigoureusement l’unicité. Il s'agit ici 

de la formulation intégrale en potentiel scalaire. 

 Formulation  en potentiel scalaire 1.6.2.2

 Cette approche est proposée dans (Han et al., 1994), (Kalimov and Svedentsov, 1998), 

(Carpentier et al., 2013). 

 D'après la définition des potentiels scalaires dans la section §1.3.4 nous avons :  

redϕϕϕ += 0  (1.52) 

En absence d'aimant permanent, la loi de comportement peut s'exprimer par 

( )HHM 1)( −= rµ . Nous pouvons donc écrire le potentiel scalaire réduit à (1.30) par :  

( )∫
Ω

Ω
⋅

−=

m

mrred d
r

µ
3

1)(
4

1 rH
H

π
ϕ  (1.53) 

En remplaçant φred dans (1.52) par (1.53), nous obtenons :  

( ) 03
1)(

4

1
ϕ

ϕ

π
ϕ =Ω

⋅
−+ ∫

Ωm

mr d
r

µ
rgrad

H  (1.54) 

Le potentiel φ est approximé par des fonctions nodales :  
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∑
=

=
nN

n
nnw

1
ϕϕ  (1.55) 

où φn est le potentiel scalaire sur le nœuds n et wn sa fonction de forme nodale et Nn est 

nombre de nœuds du maillage. A partir de ces deux dernières équations, en utilisant une 

approche par collocation aux nœuds ou celle de Galerkin nous pouvons en déduire la 

formulation intégrale en potentiel scalaire (Carpentier, 2013).  

 L'utilisation l'approche par collocation conduit à résoudre le système :  

( ) 0Θ=Θ+ ϕLI  (1.56) 

où Θ est le vecteur composé des potentiels scalaires sur les nœuds, Θ0 le vecteur des 

potentiels scalaires source. Les matrices d'interaction I et Lφ sont déterminées par:  
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Si l'approche par projection de Galerkin est utilisée, nous obtenons le système suivant:  

( ) 0YLR =Θ+ Gϕϕ  (1.57) 

avec:  

( )( )

. … 2, 1,=  avec    ;Y

;1
4

1
L

;R

0

3

nmniij

mm

i

inj
ni

G
ij

mnjniij

Ni, jdw

dd
r

w
µw

dww

m

mm

m

∫

∫∫

∫

Ω

ΩΩ

Ω

Ω=

ΩΩ
⋅

−=

Ω=

ϕ

π

ϕ

ϕ

ϕ

rgrad
H  

 Notons que Rφ
 est une matrice creuse et LφG est une matrice pleine. Toutes les deux sont 

de dimension Nn× Nn. Si un solveur direct est utilisé pour la résolution le système (1.56) ou 

(1.57), il requiert un point de référence où la valeur du potentiel est imposée. Dans un tel cas, 

il suffit de choisir arbitrairement un degré de liberté et lui imposer un potentiel nul.  

 Parmi les deux approches, celle de Galerkin est plus précise mais le temps d'assemblage 

des matrices d'interactions, spécifiquement celui de la matrice pleine L
φG, est exorbitant 



Chapitre 1 - Etat de l'art des formulations intégrales de volume pour la modélisation magnétostatique 

29 
 

(Carpentier et al., 2013). En conséquence, malgré une précision moindre mais acceptable, 

l'approche par collocation est préférée. La formulation en potentiel scalaire magnétique est 

appelée la formulation φ nodal par la suite. 

 L’application de ce type de formulation devient plus compliquée pour des régions non 

simplement connexes. Si le circuit magnétique contient des trous, ce qui se présente très 

souvent dans des dispositifs industriels, des coupures magnétiques doivent être introduites 

afin de restaurer l’équation de Maxwell-Ampère (Phung, 2006). 

 Enfin, la résolution des problèmes non linéaires n'est pas sans difficulté. Si la méthode de 

Newton Raphson (NR) est utilisée afin de résoudre le problème non linéaire, des coefficients 

de relaxation convenables sont souvent requis pour assurer la convergence de la résolution 

(Carpentier, 2013). Ce phénomène est dû au résidu qui présente une forme en B(H). En outre, 

la présence de la loi de comportement dans l'expression de la matrice pleine (Lφ ou L
φG) 

requiert la réintégration cette matrice à chaque itération de la méthode NR. Cette dernière 

coûte cher en termes de temps de calcul. 

1.6.3 Formulations de type b 

 Les formulations de type b sont celles qui vérifient fortement l'équation de Maxwell flux 

magnétique et faiblement l'équation de Maxwell Ampère. Il s'agit de formulation en induction 

magnétique et celle en potentiel vecteur. 

 Contrairement aux formulations de type h, il n'existe pas beaucoup de documents sur 

celles de type b. L'introduction sur les formulations de type b est évoquée dans (Kettunen et 

al., 1995), (Forsman et al., 1996). Toutefois, aucun résultat avec ce type de formulation n'est 

présenté dans ces travaux. 

 Nous pouvons évoquer les travaux présentés par (Balasubramanian et al., 2002a) sur une 

formulation intégrale utilisant l'interpolation des fonctions de forme de facette associées avec 

les composantes normales de l'induction magnétique (ou les flux). Cette approche est très 

intéressante et apte à conduire à de bons résultats. Toutefois, l’approche proposée par les 

auteurs nécessite d’imposer 0=Bdiv  localement par élément volumique et par une pénalité 

ce qui conduit à une implémentation complexe et pourrait induire des imprécisions. 

 Une autre approche basée également sur les éléments de facette a été proposée dans 

(Vishnevsky et al., 2002). Cette approche utilise d'interpolation de l’aimantation associée avec 

les fonctions de forme de facette. Les auteurs ont montré l'efficacité de leur formulation dans 
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quelques situations. Pourtant, elle ne pourra pas être utilisée de façon générale pour les 

problèmes non linéaires. La raison de cette limitation est que la composante normale de 

l’aimantation n'est pas continue, la conservation du flux magnétique n'est pas assurée.  

1.6.4 Conclusions 

 Deux familles de formulation intégrale de volume pour la magnétostatique existent dans la 

littérature. Pour la famille de type h, nous avons la formulation en champ magnétique et celle 

en potentiel scalaire. Le passage de la formulation H-arête à la formulation φ nodal permet de 

vérifier naturellement l'équation de Maxwell Ampère sans avoir besoin d'imposer une jauge. 

Ces formulations de type h nécessitent des coupures pour la résolution des problèmes non 

simplement connexes. La résolution des problèmes non linéaires est aussi une problématique 

pour cette famille de formulations car les convergences sont difficiles. Malgré tout, de 

nombreux auteurs se sont intéressés à ces approches et même certainement la majorité. Les 

formulations de type b quant à elles n'ont été que très peu étudiées dans la littérature. Le 

développement de ces formulations ainsi que leur application pour traiter des problèmes 

magnétostatiques complexes y compris comportant des matériaux non linéaires, non 

simplement connexe et en présence d'aimants permanents sont l’objet de cette thèse.  

1.7 Difficultés de la méthode intégrale de volume et solutions 

 Bien que la MIV semble une méthode "légère", son application n'est pas sans difficulté. 

La singularité du noyau d'intégration ainsi que l'obtention d'un système matriciel plein sont les 

deux principales difficultés si l’on souhaite implémenter ce type de méthode.  

1.7.1 Singularité de noyaux d'intégration et les méthodes de correction 

 La méthode intégrale consiste en un calcul de toutes les interactions entre des éléments. 

Ces dernières peuvent être critiques lorsque les points d'intégrations sont très proches ou 

même confondus pour le calcul de l’interaction. Si aucun traitement spécifique n'est mis en 

place pour l’évaluation précise des intégrants, des imprécisions trop importantes peuvent 

apparaître.  

 En général, chaque formulation est associée à un noyau que nous appelons noyau de 

Green (il s’agit en fait de la fonction de Green et de ses gradients). Ce noyau est de la forme 









3

r

r
pour les formulations du type h  et 








4

r

r
 pour la formulation en aimantation 

magnétique MMM. Le développement de calculs analytiques des expressions de ces noyaux 



Chapitre 1 - Etat de l'art des formulations intégrales de volume pour la modélisation magnétostatique 

31 
 

de Green est présenté dans plusieurs travaux dont (Ardon, 2010), (Canova and Repetto, 

2001). Quand une solution analytique n'est pas disponible, une solution numérique (décalage 

de points de Gauss entre source et cible) peut être envisagée. Une formulation dont le noyau 

possède une expression analytique précise et maîtrisée est donc à préférer. 

1.7.2 Matrice pleine et les méthodes de compression matricielle 

 L’obtention d’une matrice pleine est inhérente à la MIV puisque toutes les interactions 

entre des éléments dans le domaine actif sont prises en compte. L’intégration et la résolution 

du système plein est un vrai défi pour la MIV car la place mémoire et le temps de résolution 

sont proportionnels à O(N2) et O(N3), où N est nombre de degrés de liberté, si un solveur 

direct est utilisé. C'est pourquoi le développement de la MIV ne peut pas s’effectuer sans 

employer une méthode de compression matricielle. Ces dernières permettent à la fois 

d'économiser l'espace de mémoire et d’accélérer la vitesse de l'intégration. 

 Nous pouvons citer ici la méthode de multipole rapide FMM (Greengard and Rokhlin, 

1987), qui est sans doute la méthode la plus connue. La méthode purement algébrique 

d'approximation en croix adaptatives ACA (Bebendorf and Rjasanow, 2003) ou mixte 

algébrique-physique HCA (Börm and Grasedyck, 2004) est actuellement de plus en plus 

utilisée et présente d’importants avantages pour la résolution de systèmes linéaires. Le 

développement récent des méthodes de compression matricielle est la raison du regain de 

popularité de la MIV. L'implémentation de ces méthodes pour la résolution des problèmes 

magnétostatiques peuvent être trouvée dans (Balasubramanian et al., 2002a), (Zhao et al., 

2005), (Takahashi et al., 2007), (Le-Van et al., 2014), (Siau et al., 2015). 

 En appliquant des méthodes de compression et utilisant les solveurs itératifs (GMRES par 

exemple), le cout de calcul de la MIV réduit du  O(N2) au O(NlogN) et devient compétitive 

avec la MEF.   

1.8 Conclusions 

 Un état de l'art des formulations intégrales de volume pour la résolution des problèmes 

magnétostatiques a été présenté. La méthode des moments magnétiques est la plus ancienne et 

aussi la plus populaire. Quelques logiciels basés sur cette méthode ont vu le jour. Sa légèreté, 

seul le domaine actif devant être discrétisé ainsi que la facilité pour les études multistatiques 

sont les avantages important de la MIV en général et de la MMM en particulier. Un grand 

nombre d'inconnus ainsi que l'imprécision lors de traitement des problèmes complexes sont 
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l’inconvénient majeur de la MMM. Ainsi d'autres formulations intégrales type-h ont été 

proposées dans la littérature afin de surmonter ces difficultés. Ces formulations sont plus 

flexibles et plus précises que la MMM. Pourtant leur application pour des problèmes non 

simplement connexe requiert des coupures. La vitesse de convergence est lente en général 

pour les problèmes non linéaires. 

 Dans le cadre de cette thèse, nous visons au développement de formulations du type b, ce 

qui doit nous permettre de traiter des problèmes complexes, contenant des matériaux non 

linéaires, des régions non simplement connexes, en présence d’aimants ainsi que de bobines. 

Nous nous intéresserons également à la résolution des problèmes avec des régions minces 

magnétiques et le post-traitement sur le calcul des grandeurs locales et globales dans le 

domaine d'étude. 
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2.1 Introduction   

 Ce chapitre est dédié au développement des formulations intégrales de volume du type b 

pour la modélisation des problèmes magnétostatiques non linéaires, prenant en compte la 

présence de régions d'aimants permanents, de régions non simplement connexes ainsi que de 

régions minces magnétiques. Il s'agit de la formulation en flux magnétique (B de facette), qui 

est basée sur l’interpolation des éléments de facette au premier ordre et de la formulation en 

potentiel vecteur magnétique (A d’arête), qui est basée sur l’interpolation par éléments d’arête 

du premier ordre.  

 Ce chapitre commence, tout d'abord, par le développement de la formulation B de facette 

suivie par la modélisation d’un tore magnétique et d’un contacteur excité par un aimant 

permanent. Ensuite, le développement de la formulation A d'arête et son application à la 

modélisation du problème TEAM Workshop 13 sont présentés. Nous montrerons qu'il est 

possible de passer de la formulation B de facette à la formulation A d'arête en utilisant une 

matrice de passage. Puis, nous nous intéressons à une comparaison entre les formulations 

proposées et la formulation en potentiel scalaire qui est proposée dans la littérature pour la 

résolution de problèmes magnétostatiques non linéaires. Dans la fin du chapitre, nous 

développerons une formulation intégrale de volume de type b pour la modélisation de régions 

minces magnétiques.  

2.2 Formulation en flux magnétique 

2.2.1 Propriétés des éléments de facette 

 Considérons une facette f du premier ordre. Nous rappelons quelques propriétés de sa 

fonction d'interpolation wf : 

f
nfff

S

1
w ±==⋅nw  (2.1) 

( )
e

f
V

div
1

±=w  (2.2) 

où nf, Sf sont successivement le vecteur normal de la surface de la facette f et Ve le volume de 

l'élément E auquel appartient la facette f. Nous notons que les propriétés (2.1) et résolution  

sont valables quel que soit le type d'élément : tétraèdre, hexaèdre ou prisme.  
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 Les signes de wnf  et de div(wf) dépendent de l'orientation du vecteur normal nf. Nous 

définissons une règle d'orientation des normales des facettes comme suit : 

- la normale des facettes extérieures (facettes sur la frontière du domaine) est sortante ; 

- la normale des facettes intérieures est orientée de l'élément de numéro le plus petit 

vers l'élément de numéro le plus grand. 

Pour une facette f intérieure partagée par deux éléments ei et ej (j > i) comme sur la figure 

FIG.2.1.a :  

( )












+=

+=

 
1

1
w

e

e

i

i

i

e
f

f
nf

V
div

S

w

                       et 
( )













−=

−=

 
1

1
w

e

e

j

j

j

e
f

f
nf

V
div

S

w

 

Pour une facette f extérieure appartenant à l'élément j comme sur la figure FIG.2.1.b :  

( )












+=

+=

 
1

1
w

e

e

ej
f

f
nf

V
div

S

j

j

w

. 

  

a. Facette intérieure b. Facette extérieure 

FIG.2.1. Localisation et orientation des facettes intérieures et extérieures 

 

2.2.2 Développement de la formulation 

 Les équations de base 2.2.2.1

ej 
ei 

f 

ej ei 
f 

ej 
f 

ej 
f 
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 Considérons un problème magnétostatique comprenant des régions ferromagnétiques non 

linéaires, des aimants permanents et des sources de courant continu (cf. le problème type 

défini dans §1.2.2). L'ensemble du domaine des matériaux magnétiques est noté Ωm. 

L'induction magnétique B dans le matériau peut être approximée par l'interpolation des 

éléments de facette du premier ordre :  

∑
=

Φ=
fN

f

ff

1

wB  (2.3)  

où Фf est le flux magnétique traversant la facette f ; wf représente la fonction de forme du 

premier ordre de la facette f et Nf le nombre de facettes. 

 Nous rappelons que la décomposition du champ magnétique total en la somme du champ 

magnétique réduit Hred et du champ magnétique créé par les sources H0 nous permet d'écrire :   

redϕgradHH −= 0  (2.4) 

où φred est le potentiel scalaire magnétique réduit dont le champ réduit Hred dérive. 

La loi de comportement des matériaux peut s'écrire :  

( )[ ] cHBBH −= ν  (2.5) 

où [ν(B)] est le tenseur de reluctivité magnétique et Hc est le champ coercitif de l'aimant 

permanent. En introduisant cette loi de comportement à l'équation (2.4), nous obtenons :  

( )[ ] cred HHgradBB +=+ 0ϕν  (2.6) 

La projection de l’équation (2.6), dans le domaine discrétisé Ωm, par la méthode de Galerkin 

en utilisant wg (fonction de forme de la facette g) comme fonction test conduit à :  

( )[ ] ( )∫∫∫
ΩΩΩ

Ω+⋅=Ω⋅+Ω⋅

mmm

mcgmredgmg ddd HHwgradwBBw 0ϕν  (2.7) 

En remplaçant B par son approximation à (2.3), nous avons :  

( )[ ] ( )∫∫∑ ∫
ΩΩ= Ω

Ω+⋅=Ω⋅+Φ















Ω⋅⋅

mm

f

m

mcgmredgf

N

f

mfg ddd HHwgradwwBw 0
1

ϕν  (2.8) 
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L'écriture de l'équation (2.8) successivement pour les wg (g =1, 2,…, Nf) nous donne le 

système d'équations suivant : 

0UIΦR =+  (2.9) 

où Φ le vecteur des flux magnétiques au travers des facettes. La matrice R, les vecteurs I et 

U0 sont déterminés par :  

( )[ ]

( )

∫

∫

∫

Ω

Ω

Ω

Ω⋅=

Ω+⋅=

Ω⋅⋅=

m

m

m

mredgg

mcgg

mfggf

d

d

d

ϕ

ν

gradw

HHw

wBw

I

U

R

00  

avec g = 1, 2, …Nf  et f = 1, 2, …Nf 

(2.10) 

R est une matrice creuse du type éléments finis de facette et le vecteur U0 représente les 

termes sources intégrés sur les éléments de facette.  Intéressons-nous au terme Ig :  

∫
Ω

Ω⋅=

m

mredgg dϕgradwI  (2.11) 

 L'identité vectorielle suivante est vérifiée :  

( ) g wwgradw divdiv redgredredg ϕϕϕ −=⋅   (2.12) 

Les applications de l'identité (2.12) et du théorème de la divergence dans l'intégrale (2.11) 

permettent d'écrire :  

∫∫
ΩΓ

Γ Ω−Γ⋅=

m

mgredgredg ddivd wnw ϕϕI  (2.13) 

où Γ est la frontière du domaine Ωm et nΓ est la normale à Γ.  

- Si g est une facette intérieure et partagée par deux éléments de volume ei et ej, j > i: 

∫∫∫
ΩΩΩ

Ω−Ω=Ω−=

eiejf

eired
ei

ejred
ej

fgredg d
V

d
V

ddiv ϕϕϕ
11

I w  (2.14) 
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Comme ∫
Ω

Ω

e

ered
e

d
V

ϕ
1

représente le potentiel scalaire réduit moyen 
eredϕ  dans l'élément 

volumique e, nous pouvons donc exprimer Ig par : 

 
INgeiej redredredg ϕϕϕ ∆=−=I  (2.15) 

où 
INgredϕ∆ représente la différence du potentiel scalaire réduit moyen entre deux éléments 

qui partagent la facette intérieure g. 

- Si g est une facette extérieure et appartient à l’élément ej :  

∫∫
Ω

∆=−=Ω−=

ej

EXgejg

g

redredredejred
ejS

gred
g

g
V

S
S

ϕϕϕϕϕ d
1

d
1

I  (2.16) 

où 
gredϕ est le potentiel scalaire réduit moyen sur la facette g dont Sg est la surface; 

EXgredϕ∆

représente la différence de potentiel scalaire réduit moyen entre la facette extérieure g et 

l'élément volumique lui appartenant. 

 Introduction du circuit équivalent 2.2.2.2

 A partir de (2.15) et (2.16), le vecteur I s'écrit : 















∆

∆
=

EX

IN

red

red

ϕ

ϕ
I  (2.17) 

Ce vecteur peut être représenté sur le maillage dual du maillage éléments finis initial, sous 

forme  d'un circuit électrique où: 

- un élément volumique correspond à un nœud du circuit;  

- une facette correspond à une branche du circuit. 

Un modèle de circuit équivalent en 2D représenté sur la figure FIG.2.2.a illustre cette 

approche, les segments en tiret représentant les branches du circuit. 

 En introduisant le vecteur I dans (2.17) à l'équation (2.9) nous obtenons :  

0U
∆

∆

RΦ =













+

EX

IN

red

red

ϕ

ϕ
 (2.18) 
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         a.  Circuit équivalent initial b. Circuit équivalent avec l'introduction du nœud à l'infini 

FIG.2.2. Circuits équivalents d'un maillage en 2D  

 

 Afin de prendre en compte les flux magnétiques rentrant/sortant par l'extérieur de la 

région Ωm nous introduisons des branches de circuits extérieures en introduisant un nœud à 

l'infini noté nœud ∞. Ce dernier relie avec toutes les facettes du bord (FIG.2.2.b) et assure la 

conservation du flux. En supposant que le potentiel est nul à l'infini, la différence du potentiel 

scalaire réduit moyen entre une facette g au bord et le nœud ∞ s'écrit : 

gd

g

S
S

S g

red
redredredred ggg ∫==−=∆

Γ∞Γ∞Γ

ϕ
ϕϕϕϕ  (2.19) 

Nous nous rappelons que le potentiel scalaire réduit φred peut être calculé par :  

∫
Ω

Ω







⋅−=

m

mred d
r

1

4

1
gradM

π
ϕ  (2.20) 

L'identité vectorielle suivante est vérifiée.  

( )M
M

gradM div
rr

div
r

11
−







=








⋅  (2.21) 

En appliquant cette identité et le théorème de la divergence dans l'équation (2.20), nous avons 

: 

EXredϕ∆

INredϕ∆

∞ INredϕ∆

∞
∆+∆ redredEX

ϕϕ
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∑ ∫∑ ∫

∫∫

= Ω= Γ

Γ

ΩΩ

Ω+Γ
⋅

−=

Ω+Ω







−=

e

e

e

e

e

mm

N

e

e

N

e

e

mmred

d
r

div
d

r

d
r

div
d

r
div

11 4

1

4

1
       

4

1

4

1

MnM

MM

ππ

ππ
ϕ

 (2.22) 

où Ne est nombre d'éléments volumiques, Γe est la frontière de l'élément e et 
eΓn est le vecteur 

normal de Γe.   

 Nous rappelons que la loi de comportement des matériaux magnétiques peut s'écrire :  

( )[ ] cHBBBM +−= νν0   (2.23) 

En supposant que le matériau magnétique est linéaire par morceau et Hc indépendant de B, la 

reluctivité est supposée constante par élément volumique, nous avons alors divM = 0 dans 

chaque élément e car divB = 0. D'ailleurs, notons bien que les frontières des éléments 

volumiques sont des éléments de facette. La formule (2.22) peut donc s'écrire :  

∑ ∫
=

=
f

f

N

f S

f
nf

red dS
r1

M

4

1 δ

π
ϕ  (2.24) 

où δMnf est la différence de l'aimantation déterminée sur la facette f comme ci-dessous :  

  

- Si f est une facette intérieure partagée par deux éléments ei et ej, j > i : 

( ) ( ) ( )cnjicnnfjininjnf HHBMMM −+−−=−−= ννδ   (2.25) 

où νi, νj sont successivement les reluctivités des éléments ei et ej,; Hcni = Hci·nf avec Hci 

vecteur champ magnétique déterminé dans l'élément i, idem pour Hcn j et Bnf = B·nf. 

- Si f est une facette extérieure appartenant à l'élément j : 

( ) cnjnfjnjn HBMM 0 −−−=−= ννδ   (2.26) 

Généralement, δMnf peut s'écrire :  

nfnffnf cHBM δδνδ +−=   (2.27) 
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avec 







−=

−=

jextérieureff

jiintérieureff

ννδν

ννδν

0

 et 







−=

−=

cnjextérieurefcnf

cnjcniintérieurefcnf

HH

HHH

δ

δ
. 

En introduisant δMnf dans (2.27) à la formule (2.24), nous obtenons :  

∑ ∫∑ ∫
==

+−=
f

f

f

f

N

f S

f
cnf

N

f S

f
nff

red dS
r

dS
r 11

H

4

1B

4

1 δ

π

νδ

π
ϕ  (2.28) 

Comme Bnf = B·nf, nous pouvons appliquer l'approximation de l'induction B dans l'expression 

(2.28) par (2.3):  

∑ ∫∑ ∫
==

+Φ















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f

f

f

N

f S

f
cnf

f

N

f S

f
nff

red dS
r

dS
r 11

H

4

1w

4

1 δ

π

νδ

π
ϕ  (2.29) 

Avec le remplacement de φred dans (2.19) par (2.29), nous obtenons :  

∫ ∫ ∑ ∫∑ ∫
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g
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4

1 δ

π

νδ

π
ϕ  

 (2.30) 

Pour l'ensemble des facettes extérieures nous écrivons :  

0VΦL∆ =+ Γ∞Γredϕ  (2.31) 

où ΦΓ est le vecteur des flux traversant les facettes extérieures. La matrice L et le vecteur V0 

sont définis par :  















Γ=

Γ=

∑ ∫ ∫

∫ ∫

= Γ

Γ

f

g f

g f

N

f F

gf
f

g

F

gf
fg

f
gf

ddF
S

ddF
rSS

1

cn
0g r

H1

4

1
V

1
4
1

L

δ

π

δν

π

 

Si Nf Γ représente le nombre de facettes extérieures, L est une matrice pleine de taille Nf ×Nf  Γ 

et le vecteur V0 est de taille Nf  Γ. La construction de la matrice L entraîne une singularité lors 
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de l’intégration de la fonction de Green d’un élément sur lui-même (g=f). Cette singularité 

peut être levée soit à l’aide d’une intégration numérique dans laquelle un décalage des points 

de Gauss entre les points sources et les points cibles est effectué, soit en employant une 

correction analytique (Rubeck et al., 2013). 

 Mise en équation et résolution 2.2.2.3

 En combinant les équations (2.18) et (2.31), nous obtenons le système d'équations 

suivant : 

( ) 00 VU∆ΦLR +=++ redϕ  (2.32) 

Le vecteur 














+
=

∞Γredred

red

red

EX

IN

ϕϕ

ϕ
ϕ

∆∆

∆

∆  représente les différences de potentiels réduits 

moyens entre les bornes des branches du circuit équivalent.  

 La loi des mailles de Kirchhoff s'écrit :  

0 =redϕ∆P  (2.33) 

où P représente la matrice d'incidence entre des mailles indépendantes et les branches 

(facettes) du circuit ; Pij = 0 si la branche j n’est pas présente dans la maille i sinon Pij = ± 1, 

le signe dépendant de l'orientation de la branche dans la maille. La matrice P est de taille NMI 

× Nf  avec NMI le nombre de mailles indépendantes.  

  

FIG.2.3. Un ensemble de mailles indépendantes 

 

∞ 

2mΦ

1mΦ

4mΦ

6mΦ 5mΦ

3mΦ
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 En appelant Φm le vecteur des flux de mailles indépendantes (figure FIG.2.3) et P
T la 

matrice transposée de la matrice P, nous avons :  

m
T
ΦPΦ =  (2.34) 

 En utilisant les relations (2.33) et (2.34), le système (2.32) est simplifié:  

( ) ( )00m
T VUPΦPLRP +=+  (2.35) 

Nous avons donc le système d'équations de la formulation B de facette. Nous rappelons que 

les matrices R, L ainsi que les vecteurs U0, V0 sont déterminés par : 

[ ]
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d
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1
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4

1
L

R

δ

π

δν

π

ν

HHw

ww

 (2.36) 

La matrice R est creuse et de taille Nf × Nf ; la matrice L est pleine, de taille Nf × Nf Γ; le 

vecteur U0 de taille Nf et le vecteur V0 de taille Nf Γ. En pratique, Nf Γ << Nf . Les tailles des 

matrices R et L sont illustrées sur la figure FIG.2.4.  

 La formulation B de facette est adaptée à l'utilisation de la méthode de Newton Raphson 

pour la résolution des problèmes non linéaire. Avec cette méthode, seule la matrice creuse R 

doit être recalculée à chaque itération, la réintégration de la matrice L pouvant être évitée. En 

effet, nous pouvons décomposer la matrice L par un produit entre le vecteur des différences 

de reluctivité δν et une matrice L0 indépendant du matériau et déterminée par 

∫ ∫
Γ

Γ=

g fF

gf
fg

gf ddF
rSS

11

4

1
L0

π
. Il suffit donc de mettre à jour la matrice L par la 

connaissance de δν à chaque itération. En outre, puisque δν << ν la contribution de la  matrice 

intégrale L dans le résidu est faible par rapport celle de la matrice R ce qui est favorable pour 

la convergence du solveur non linéaire. Enfin, comme la résolution du système non linéaire de 

la formulation B de facette utilise la courbe H(B), la convergence peut être atteinte sans 

besoin de relaxation.  
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a. Matrice R b. Matrice L 

FIG.2.4. Taille des matrices R et L  

 

Nous pouvons faire les remarques suivantes :  

1. La présence d'aimant dans le système induit deux termes sources :  

- Un terme "éléments finis" U0.  

- Un terme "intégral" V0.   

Si le système ne possède pas d'aimant permanent, le vecteur V0 disparaît. Le vecteur 

U0 ne contient  donc que les contributions des courants sources. 

 

2. δνf s'annule aux facettes intérieures de chaque région linéaire. Dans le cas particulier 

d'un problème avec une seule région linéaire la matrice L se réduit et devient une 

matrice carrée de dimensions Nf Γ × Nf Γ. 

 

3. Le nombre d'inconnues est égal à celui des mailles indépendantes. La matrice 

d'incidence des mailles indépendantes P peut être déterminée en utilisant des 

techniques de recherche d'arbre et de co-arbres (Nguyen et al., 2012) par exemple. 

Comme il existe généralement plusieurs possibilités de construction de la matrice P 

pour un maillage donné, le choix des mailles indépendantes influence directement 

l'étape de résolution du système, spécialement en termes de temps de calcul. 

 

4. Comme mentionné dans le chapitre précédent, Balasubramanian et ses collègues dans 

(Balasubramanian et al., 2002b) ont également proposé une formulation intégrale de 

volume magnétostatique basée sur l'interpolation par éléments de facette. Toutefois, il 

reste peu clair dans leur approche comment la condition divB=0 est imposée. Dans 

notre formulation, la nullité de la divergence de l'induction magnétique a été assurée 
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de façon rigoureuse par l'introduction du nœud infini et l'utilisation de la méthode des 

mailles indépendantes. 

 

2.2.3 Exploitation après résolution 

 Calcul de l'induction magnétique dans le matériau 2.2.3.1

 Une fois le système (2.35) résolu, le vecteur des flux magnétiques Φ est retrouvé par :  

m
T
ΦPΦ =  (2.37) 

A partir de la connaissance du vecteur Φ, nous pouvons calculer l'induction magnétique en un 

point dans le domaine discrétisé en employant l'interpolation suivante :  

( ) ( )∑
=

Φ=
fN

f

ff

1

rwrB  (2.38) 

 Calcul du champ magnétique dans l'air 2.2.3.2

 Le potentiel scalaire magnétique réduit sur un point P extérieur au domaine Ωm  peut être 

calculé par (2.20) : 

( ) ( )∫
Ω

Ω







⋅−=

m

mred d
r

1
Q

4

1
P QgradM

π
ϕ  (2.39) 

   

 

FIG.2.5. Calcul du champ magnétique sur le point P dans l'air  

 

Selon (2.24), cette intégrale peut être ramenée sur les facettes : 

Q P 

dΩ
m
 

r 

Ω
m
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( ) ∑ ∫
=

=
f

f

N

f F

f
f

red dF
r1

nM

4

1
P

δ

π
ϕ  (2.40) 

Le champ magnétique H au point P est la somme du champ source créé par des bobines et du 

champ réduit créé par des matières ferromagnétiques :   

( ) ( ) ( )PPP 0P HgradH +−= redϕ  (2.41) 

Dans (2.40), seul 
r

1
 dépend de la position de P, ce qui permet d'écrire :  
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f

f
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ffred dF
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4

1
P

r
gradgrad δ

π
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ϕ  (2.42) 

avec δMnf déterminé selon les expressions (2.25) et (2.26). Nous avons donc :   

( ) ( )PM
4

1
P 0

1
3n H

r
H += ∑ ∫

=

f

f

N

f F

ff dF
r

δ
π

 (2.43) 

 

2.2.4 Applications 

 Modélisation d'un circuit magnétique fermé 2.2.4.1

 Nous considérons un circuit magnétique fermé de forme rectangulaire donc non 

simplement connexe, constitué d’un matériau ferromagnétique non linéaire et excité par une 

bobine de courant continu de 150 At (FIG.2.6). La loi de comportement du matériau est 

représentée par une fonction arc tangente à deux coefficients :  

( ) ( )







 −
+=

s

0s
0 2J

1J2 H
HHB

µµπ

π
µ rarctg  (2.44) 

avec µ r = 1000 et Js = 1 T. L'induction magnétique sur le chemin PQ, P(-25,0,-5) et Q(25,0,-5) 

est calculée. 
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(unité: mm) 

a. Vue de face b. Vue de droite 

FIG.2.6. Géométrie du circuit magnétique  

  

 L'application de la formulation B de facette nous permet de résoudre ce problème sans 

coupure du circuit magnétique. Deux maillages comprenant successivement 96 tétraèdres et 

890 tétraèdres sont utilisés (FIG.2.7). Une solution de référence est obtenue par la méthode 

des éléments finis (MEF) sur le logiciel commercial Flux3D avec un maillage très fin (300 

000 éléments). La formulation MEF utilisée est celle en potentiel scalaire magnétique au 

deuxième ordre ce qui requiert une coupure surfacique dans le circuit magnétique (Luong, 

1997), (Phung, 2006).  

  
a. Maillage de 96 éléments b. Maillage de 890 éléments 

FIG.2.7. Maillages du circuit magnétique 
 

  
a. MIV – Formulation B de facette b. Flux 3D – Formulation en  potentiel scalaire 

FIG.2.8. Distribution de l'induction magnétique dans le matériau (T) 
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a. Module de l'induction magnétique b. Ecarts relatifs 

FIG.2.9. Calcul de l'induction magnétique sur le chemin PQ 
 

 Les distributions de l'induction magnétique dans le matériau ferromagnétique sont 

visualisées sur la figure FIG.2.8. Les résultats du calcul de champ sur le chemin PQ obtenus 

par la MIV et la MEF avec les mêmes maillages (les mêmes nombres d'éléments dans la 

région active) sont représentés sur la figure FIG.2.9. Nous constatons une bonne adéquation 

entre les résultats obtenus par les deux méthodes. La MIV est capable de conduire à de bons 

résultats même si un maillage grossier de 96 éléments est utilisé (les écarts relatifs étant de 

moins de 6%). Pour le maillage à 890 éléments, la MIV donnent des résultats très proches des 

valeurs de référence, les écarts relatifs étant inférieurs à 1%. Avec la MEF, les résultats 

obtenus avec ces deux maillages sont généralement loin des valeurs de référence.  

 

 Modélisation d'un contacteur magnétique excité par aimant permanent 2.2.4.2

 Considérons un contacteur excité par un aimant permanent dont la géométrie est présentée 

en figure FIG.2.10. Le matériau du contacteur est non linéaire, modélisée par  l'équation 

(2.44) avec µ r = 1000 et Js = 1 T. L'aimant permanent est caractérisé par son induction 

rémanente de 1T et une perméabilité relative égale à 1. L'induction magnétique dans l'entrefer 

sur le chemin MN avec M(-50, 0, 15) et N(50, 0, 15) est calculée.  
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 (unité: mm) 

a. Vue de face b. Vue de gauche 

FIG.2.10. Géométrie du contacteur excité par l'aimant permanent 

 

  

a. Avec la méthode intégrale de volume b. Avec la méthode des éléments finis 

FIG.2.11. Distribution de l'induction magnétique dans le matériau du contacteur  

 

 Les distributions de l'induction magnétique dans le matériau par la MIV et par la MEF  

sont successivement visualisées sur les figures FIG.2.11.a et FIG.2.11.b. Sur la figure 

FIG.2.12, les inductions magnétiques sur 200 points du chemin MN calculées par la 

formulation proposée sont présentées. Ces résultats obtenus avec un maillage de 2000 

éléments tétraédriques sont comparés avec ceux obtenus par le logiciel Flux3D utilisant un 

maillage très fin, plus 1 million d'éléments. Nous constatons que les résultats de la 

formulation proposée sont similaires avec ceux de la référence. L'écart relatif maximum pour 

le calcul de l'induction magnétique est inférieur à 0.8%. L'étude sur le calcul de la force 

s'exerçant sur la palette du contacteur sera présentée dans le chapitre 3, à la section §3.3.3.2. 
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a. Induction magnétique b. Ecarts relatifs 

FIG.2.12. Calcul de l'induction magnétique sur le chemin MN 
 

2.3 Formulation en potentiel vecteur magnétique 

2.3.1 Propriétés des éléments d’arête  

 Appelons wa la fonction de forme d’arête d’ordre un de l’arête a appartenant à une facette 

f dans le domaine discrétisé Ωm. Nous rappelons que :  

f
fa

S

1
±=⋅nwrot  (2.45) 

où nf et Sf sont respectivement le vecteur normal et la surface de la facette f. Le signe du côté 

droit dépend de l’orientation de l’arête a ainsi de celle de la facette f et est illustrée sur la 

figure FIG.2.13. 
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FIG.2.13. Propriétés des éléments d’arête 
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Pour une facette g ne contenant pas l’arête a, nous avons 0=⋅ ga nwrot . 

2.3.2 Développement de la formulation 

 Les équations de base 2.3.2.1

 Le potentiel vecteur magnétique A, qui selon sa définition satisfait rotA = B, peut être 

approximé par : 

∑
=

=
aN

a

aa A

1

wA  (2.46)  

avec wa la fonction de forme de l’arête a et Aa la circulation du potentiel vecteur A le long de 

l'arête a. 

 Nous rappelons que la décomposition du champ magnétique total nous permet d’écrire :  

( )[ ] cred HHgradBB +=+ 0ϕν  (2.47) 

où [ν(B)] est le tenseur de reluctivité magnétique, φred le potentiel scalaire, H0 le champ 

magnétique source et Hc est le champ coercitif de l'aimant permanent. En projetant cette 

équation sur le domaine discrétisé Ωm par la méthode de Galerkin en utilisant rot wb comme 

fonctions de projection, nous obtenons l’équation intégrale : 

( )[ ] ( ) mcbmredbmb

mmm

Ω+⋅=Ω⋅+⋅ ∫∫∫
ΩΩΩ

dddΩ 0 HHwrotgradwrotBBrotw ϕν  (2.48) 

Comme B = rotA, nous avons :  

( )[ ]

( ) mcb

mredb

N

a

amab

m

m

a

m

A

Ω+⋅=

Ω⋅+















⋅⋅

∫

∫∑ ∫

Ω

Ω= Ω

d                                                                                   

ddΩ

0

1

HHwrot

gradwrotwrotBrotw ϕν

 (2.49) 

En écrivant (2.49) successivement pour les wb différents (b =1, 2,…, Na) nous obtenons : 

0A QIR =+ αα  (2.50) 

où A est le vecteur des inconnues Aa. La matrice Rα
, les vecteur Iα et Q0 sont définis par : 
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( )[ ]

( )

∫

∫

∫

Ω

Ω

Ω

Ω⋅=

Ω+⋅=

Ω⋅⋅=

m

m

m

mredbb

mcbb

mabba

d

d

d

ϕ

ν

α

α

gradwrot

HHwrot

wrotBwrot

I

Q

R

00  

avec b = 1, 2, …Na  et a = 1, 2, …Na 

(2.51) 

La matrice Rα
 et le vecteur Q0 peuvent être calculés sans aucune difficulté. Il nous reste le 

vecteur Iα à développer.  

 Développement du terme intégral 2.3.2.2

L'identité vectorielle suivante est vérifiée :  

( )bredredb div wrotgradwrot ϕϕ =⋅  (2.52) 

En appliquant cette identité et le théorème de la divergence, nous pouvons écrire :  

( ) Γ⋅=Ω=Ω⋅= ∫∫∫
ΓΩΩ

dddI nwrotwrotgradwrot bredmbredmredbb

mm

div ϕϕϕα  (2.53) 

où Γ est la frontière du domaine Ωm.  

Le potentiel scalaire réduit φred peut être calculé par :  

∫
Ω

Ω







⋅−=

m

mred d
r

1

4

1
gradM

π
ϕ  (2.54) 

Grâce à la loi de comportement des matériaux magnétiques :  

( )[ ] cHBBBM +−= νν0   (2.55) 

nous pouvons écrire :    

( )[ ]( )∫
Ω

Ω







⋅+−=

m

mcred d
r

1

4

1
0 gradHBBνν

π
ϕ  (2.56) 

En notant que B = rotA, l'approximation de φred en fonction des inconnues Aa peut s’écrire de 

la façon suivante :  



Chapitre 2 - Développement des formulations intégrales de volume en flux magnétique et en potentiel vecteur 

57 
 

[ ] ∫∑ ∫
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Nous avons donc :  
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 (2.58) 

L'utilisation des éléments d'arête au premier ordre associé avec la circulation du potentiel 

vecteur magnétique impose l'induction magnétique B constante dans chaque élément 

volumique. La perméabilité est donc constante par morceaux. Le domaine Ωm peut être donc 

considéré comme plusieurs sous-régions à caractéristique linéaire isotrope.  En appliquant 

l'identité (2.52) et le théorème de la divergence, les intégrales volumiques de l'expression 

(2.58) peuvent être ramenées sur les bords des éléments volumiques (sur les facettes) :  
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où Nf est le nombre de facette, nf est le vecteur normal de la facette f, δνf et δHcnf sont 

déterminés sur la facette f de la façon suivante :  

- Si f est partagée par deux éléments i et j avec j >i : 




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;  

- Si f est au bord du domaine et appartient à l’élément j : 
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Cela conduit à l’écriture de α
bI : 
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 (2.61) 

Ou encore :  
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 (2.63) 

En considérant la propriété des éléments d’arête (2.45), α
baL et W0b peuvent également être 

exprimés par : 
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 (2.64) 

Dans lesquelles Nfb est nombre des facettes contenant l’arête b et Nfa pour l’arête a ; Sgb est la 

surface de la facette g signée en fonction de l’orientation de l’arête b à la facette g, idem pour 

Sfa. Le vecteur W0 est nul s'il n'y a pas de régions contenant des aimants permanents. 

 Mise en équation et résolution 2.3.2.3

 A partir de (2.50) et (2.62) nous trouvons le système d’équations final pour la formulation 

A d’arête : 

( ) 00A WQLR +=+ αα  (2.65) 

Ici, R
α
 est une matrice creuse de type "éléments finis" de taille Na×Na, qui représente les 

interactions proches entre les arêtes. L
α est une matrice pleine de type intégral de taille 

NaΓ×Na avec NaΓ nombre d’arêtes sur la frontière du domaine. En général, NaΓ << Na.  

 Le potentiel vecteur magnétique n'est pas unique car sa divergence n'est pas définie. 

L'utilisation d'une condition de jauge par arbre (Albanese and Rubinacci, 1990), (Dular et al., 
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1995) nous permet de garantir l'unicité de la solution. Toutefois, en pratique, le système 

d'équations de la formulation A d'arête (2.65) peut être résolu par un solveur itératif (GMRES 

par exemple) sans employer de jauge. Ceci est lié au fait que le système (2.65) est compatible 

(compatibilité du second membre) selon les travaux de Ren (Ren, 1996). 

 Comme la formulation B de facette, la formulation A d'arête est également adaptée à 

l'utilisation de la méthode de Newton Raphson pour la résolution des problèmes non linéaires.  

2.3.3 Passage de la formulation en flux magnétique à la formulation en 

potentiel vecteur 

 Les deux formulations B de facette et A d'arête forment la famille des formulations du 

type-b. En pratique, l'utilisation de l'approche à géométrie discrète (Specogna and Trevisan, 

2008), (Bossavit and Kettunen, 2000) nous permet d’obtenir le système d’équations de la 

formulation A d'arête de façon indirecte par le biais de la formulation B de facette (Meunier et 

al., 2015). Considérons le maillage primal du domaine discrétisé Ωm et ses matrices 

d'incidence : C reliant les facettes et les arêtes et D reliant les éléments volumes (cellules) et 

les facettes. Sur le maillage dual qui définit le circuit équivalent, la matrice d'incidence reliant 

les arêtes et les facettes s'écrit : T~
CC =  (CT est la transposée de la matrice C).  

 
FIG.2.14. Approche de géométrie discrète sur un tétraèdre 

 

 Pour un élément tétraédrique du premier ordre e comprenant six arêtes {a1, a2, a3, a4, a5, 

a6} et quatre facettes {f1, f2, f3, f4} comme sur la figure FIG.2.14, Les matrice C et D 

s'écrivent comme suit :  
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[ ] facettecellulee   -       - ,1111=D  

Notons bien que DC = 0 (Bossavit and Kettunen, 2000). 

 La matrice C nous permet de relier les flux magnétiques sur les facettes du tétraèdre avec 

les circulations du potentiel vecteur sur des arêtes. En effet, la définition du potentiel vecteur 

ArotB = conduit à l'écriture :  

∫ ∑∫ =⋅=⋅=Φ

L edge

edge

S

facet AlASB dd  (2.66) 

Sur le tétraèdre d'exemple, nous pouvons écrire :  
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2

1

 

où Ai (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) est la circulation du potentiel vecteur A sur l'arête i et Фj (j = 1, 2, 3, 

4) est le flux magnétique traversant la facette j. 

 Généralement, sur le maillage primal du domaine discrétisé Ωm, la relation entre le vecteur 

des flux traversant des facettes et celui des circulations du potentiel sur des arêtes s'écrit :   

ACΦ =  (2.67) 

où Ф est le vecteur des flux magnétiques traversant des facettes et A est le vecteur des 

circulations du potentiel vecteur sur les arêtes.  

Dans la section § 2.2.2.3, le système d'équations de la formulation B de facette s'écrit :   

( ) 00 VU∆ΦLR +=++ redϕ  (2.68) 

En appliquant l'approche de géométrie discrète, le vecteur redϕ∆  peut être écrit par :  

redred Ψ= TD∆ϕ  (2.69) 

où redΨ  est le vecteur des potentiels scalaires réduits sur les nœuds du maillage dual, DT est 

la transposée de la matrice D. Comme DC = 0, nous avons :  
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0TTT =Ψ= redred DC∆C ϕ  (2.70) 

En utilisant les relations (2.67) et (2.70), l'équation (2.68) peut être simplifiée :  

( ) ( )00
TT A VUCCLRC +=+  (2.71) 

Nous retrouvons le système d'équations de la formulation A d'arête. Dans le cadre de ces 

travaux, le système (2.71) est utilisé.  

 Rappelons-nous que l'utilisation des mailles indépendantes pour l'équation (2.68) nous 

permet d'obtenir le système d'équations de la formulation B de facette : 

( ) ( )00m
T VUPΦPLRP +=+  (2.72) 

où P est la matrice d'incidence reliant les mailles indépendantes et les facettes, Φm est le 

vecteur des flux de maille indépendante.  

 A partir de (2.71) et (2.72) nous constatons que l'utilisation de la matrice d'incidence 

reliant les arêtes et les facettes au lieu de matrice d'incidence des mailles indépendantes 

permet de passer de la formulation B de facette à la formulation A d'arête. Le système (2.68) 

peut être donc résolu soit avec les flux de mailles indépendants, soit avec les circulations du 

potentiel vecteur sur les arêtes. 

2.3.4 Application : Résolution du problème TEAM Workshop 13 

 Présentation et modèle du problème 2.3.4.1

 Le problème TEAM Workshop 13 est un problème benchmark en magnétostatique non 

linéaire défini dans le TEAM (Testing Electromagnetic Analysis Methods) Workshop,  

(Nakata and Fujiwara, 1992), (Nakata et al., 1995). Son modèle est représenté sur les figures 

FIG.2.15 et FIG.2.16. Deux U en acier sont placés sur les deux côtés d’une plaque en acier 

qui est entouré par une bobine de courant continu. Les plaques en acier ont des propriétés 

ferromagnétiques non linéaires spécifiées par la courbe B(H) de la figure FIG.2.16.b pour des 

inductions inférieures à 1,8 Tesla. La courbe pour les inductions magnétiques fortes (B > 1,8 

T) est approximée comme suit :  

( ) ( )
( )
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
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≤≤++−+
=

−−

T2,2B16,2H
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µ

µ
 (2.73) 
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Les forces magnétomotrices de la bobine d'excitation sont de 1000 At et 3000 At, ce qui est 

suffisant pour saturer les plaques.  

 

 

a. Vue de face b. Vue de dessus 
FIG.2.15. Modèle du problème TEAM 13 (Nakata et al., 1995) 

 

 

 
a. Vue globale b. Loi de comportement du matériau ferromagnétique 

FIG.2.16. Description du problème TEAM 13 

 

 L'objectif du problème est de calculer l'induction magnétique moyenne sur différentes 

sections dans le matériau (sur les chemins A-B, C-D, E-F) ainsi que de calculer l'induction 

magnétique sur le chemin ab dans l'air comme illustré sur la figure FIG.2.17. Les résultats 

obtenus seront confrontés avec ceux obtenus par la mesure. 

 Ce problème a reçu une grande attention de la part de la communauté de modélisation 

électromagnétique depuis son apparition en 1990. De nombreuses (plus de trente) séries de 

résultats du problème, par différents groupes de chercheurs utilisant diverses méthodes, ont 

été proposées dans la littérature. Datant du début des années 90, la majorité de ces résultats est 

synthétisée dans (Nakata and Fujiwara, 1992), (Nakata et al., 1995). Les travaux se basant sur 

la MIV sont ceux de (Kettunen and Turner, 1992b), (Gimignani et al., 1994), (Vishnevsky et 
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al., 2002), (Balasubramanian et al., 2002b), (Morandi et al., 2010), (Young and Gedney, 

2011), (Carpentier, 2013), (Le Van et al., 2015a). 

 
FIG.2.17. Positions des sections dans les plaques et des points dans l'air 

  

 La présence d'entrefers étroits entre les plaques d'aciers de faible épaisseur ainsi que la 

courbe B(H) non linéaire raide du matériau sont les principales difficultés du problème 

TEAM 13. Suivant la formulation utilisée, il est très souvent nécessaire d'utiliser des 

maillages fins afin de garantir des résultats précis.  

 Résolution et résultats 2.3.4.2

 Ce problème a été résolu par la formulation B de facette en utilisant trois maillages 

tétraédriques différents ayant respectivement 1 235, 4 855 et 20 737 éléments (FIG.2.18). La 

courbe B(H) est approximée par une interpolation du type spline et la non linéarité du 

matériau est traitée par la méthode de Newton Raphson classique. Le critère d'arrêt de la 

méthode Newton Raphson est pris tel que :  

71-
mm 10−<Φ−Φ kk  (2.74) 

où k et k-1 sont deux itérations consécutives.  

 Le système linéaire est résolu par un solveur itératif de type GMRES (Generalized 

Minimal Residual Method) avec un critère d'arête relatif de 10–8. 
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a. Maillage de 1 235 éléments b. Maillage de 4 855 éléments c. Maillage de 20 737 éléments 

FIG.2.18. Maillages du problème 13 

 

a) Avec la force magnétomotrice 1000 At 

 La figure FIG.2.19 montre la distribution de l'induction magnétique dans les plaques 

d'acier. L'induction dans la plaque centrale se situe sur le coude de la courbe B (H) tandis que 

les deux U en acier restent dans la zone linéaire. Les inductions magnétiques moyennes sur 

les sections dans le matériau et les inductions magnétiques sur les points dans l'air sont tracées 

respectivement sur les figures FIG.2.20 et FIG.2.21. 

 
FIG.2.19. Distribution de l'induction magnétique dans le matériau (1000 At) 
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FIG.2.20. Induction magnétique moyenne sur les sections dans le matériau (1000 At) 

 

 
FIG.2.21. Induction magnétique sur les points dans l'air (1000 At) 

 

 Les résultats calculés numériquement sont proches de ceux obtenus par la mesure, surtout 

dans le matériau. Les deux maillages de 4855 éléments et de 20737 éléments nous donnent 

des résultats presque identiques, dans le matériau comme dans l'air. Ceci permet de conclure 

que la convergence est assurée avec un maillage de 4855 éléments. En outre le maillage le 

plus grossier de 1235 éléments est capable de conduire à un résultat de bonne qualité. Ces 

deux maillages (1235 et 4855 éléments) restent très grossiers comparativement aux maillages 

utilisés par les autres auteurs dans les références citées ci-dessus.  

b) Avec la force magnétomotrice 3000 At 

 Une force magnétomotrice de 3000 At sature la plupart du domaine ferromagnétique. La 

distribution de l'induction magnétique dans les plaques est montrée sur la figure FIG.2.22. 
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Nous constatons que la plupart du circuit est saturée. Les inductions magnétiques moyennes 

sur les sections dans le matériau et les inductions magnétiques sur les points dans l'air sont 

présentées respectivement sur les figures FIG.2.23 et FIG.2.24. Les remarques pour les 

résultats donnés par la source d'excitation 1000 At restent valables avec la source d'excitation 

3000 At. Cette fois, l'utilisation du maillage de 1235 éléments nous donne des résultats très 

proches de ceux obtenus à la convergence. Ceci peut s'expliquer par la saturation du circuit 

magnétique. 

 Dans les deux scénarios (1000At et 3000At), il existe toujours un écart visible entre les 

inductions magnétiques calculées dans l'air et celles expérimentales. Cependant, ce même 

écart a déjà été rapporté dans la littérature (Nakata and Fujiwara, 1992), (Simkin, 1990). 

 
FIG.2.22. Distribution de l'induction magnétique dans le matériau (3000 At) 

 

 
FIG.2.23. Induction magnétique moyenne sur les sections dans le matériau (3000 At) 

 

A B C D E F

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

position de la section

in
d
u
c
ti
o
n
 m

a
g
n
é
ti
q
u
e
 B

(T
) 

 

 

  mesure

  MIV - 1235 éléments

  MIV - 4855 éléments

  MIV - 20737 éléments



Chapitre 2 - Développement des formulations intégrales de volume en flux magnétique et en potentiel vecteur 

67 
 

 
FIG.2.24. Induction magnétique sur les points dans l'air (3000 At) 

 

c) Coût de calcul 

 Pour chaque maillage utilisé, le nombre d'inconnues, la mémoire requise pour le stockage 

des matrices ainsi que le nombre d'itérations de Newton Raphson et le temps de calcul sont 

reportés dans le tableau TAB 2.1. Le temps de calcul est la somme des temps de construction 

du second membre, d'assemblage des matrices ainsi que de la résolution de Newton Raphson. 

Tous les calculs sont réalisés sur un ordinateur standard de CPU Intel Core i7-2600 de 3.4 

GHz, OS 32 bits, 3Go de RAM. 

TAB 2.1 – Informations concernant la résolution du problème 13 

Maillage (nombre 
d'éléments) 

Nombre 
d'inconnus 

Mémoire requise 
(Mo)  

Source 1000 At Source 3000 At 

Nombre 
d'itérations 

Temps de 
calcul (s) 

Nombre 
d'itérations 

Temps de 
calcul (s) 

1 235 2 180 21 5 7 13 16 
4 855 8 319 304  5 55 13 98 

20 737 33 697 5 776/213* 5 5104* 13 7 786* 
 
*
 : avec compression AMLFMM (Adaptative Multi Level Fast Multipole Method) 

2.4 Comparaison des formulations intégrales de volume pour la 

résolution de problèmes magnétostatiques non linéaires 

2.4.1 Introduction  

 Dans les parties précédentes, les deux formulations – l'une en flux magnétique et l'autre en 

potentiel vecteur sont développées. Ces deux formulations sont dites des formulations de type 

b. Comme abordé dans le chapitre précédent, les formulations de type h ont été largement 
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utilisées par plusieurs chercheurs. Au laboratoire G2Elab, la formulation en potentiel scalaire 

– φ nodal a été mise en place grâce aux travaux de la thèse de Carpentier (Carpentier, 2013). 

 Nous allons donc dans cette partie faire une comparaison entre les formulations B de 

facette, A d'arête et φ nodal (approche par collocation) pour la résolution de deux problèmes 

magnétostatiques non linéaires. Le premier est un cube excité par une bobine et le deuxième 

est le problème TEAM 13. 

2.4.2 Comparaison les systèmes d'équations à résoudre 

 Le tableau TAB 2.2 représente un bilan des systèmes équations à résoudre pour les 

formulations intégrales. 

TAB 2.2 – Systèmes d'équations à résoudre pour les formulations 

 Formulation B de facette Formulation A d'arête 
Formulation φ nodal  

(approche par collocation) 

Système 
d'équations ( ) ( )00m

T VUPΦPLRP +=+  ( ) ( )00
TT A VUCCLRC +=+  ( ) 0Θ=Θ+ ϕLI  

Matrice 
FEM 

[ ] mfggf d

m

Ω⋅⋅= ∫
Ω

ww νR  
 matrice d'identité 

Matrice 
intégrale 

∫ ∫
Γ

Γ=

g fF

gf
fg

f
gf ddF

rSS

1

4

1
L

δν

π
 ( )( ) m

i

inj
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r

w
µ

m

Ω
⋅

−= ∫
Ω

3
1

4

1
L

rgrad
H

π
ϕ  

Dégrées de 
liberté 

nombre de mailles indépendantes nombre de nœuds -1 

Dimension 
des 

matrices 

  

 

 Les formulations A d'arête et B de facette sont similaires. Ces deux formulations ont les 

mêmes matrices d'interaction. Leur matrice intégrale L est une matrice rectangulaire de taille 

NfΓ × Nf avec NfΓ < Nf. Tandis que la matrice intégrale Lφ de la formulation φ  est une matrice 

carrée, de dimension Nn × Nn. Si l'intégration de la matrice L peut être calculée par des 

intégrales surfaciques, celle de la matrice L
φ est en volumique. En outre, si la méthode de 
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Newton Raphson est utilisée pour la résolution de problèmes non linéaires, la matrice Lφ de la 

formulation en potentiel scalaire doit être recalculée à chaque itération. Pour les formulations 

de type b, nous pouvons calculer la matrice L0 une seule fois et puis la mettre à jour par des  

produits sur les lignes et les colonnes de L à chaque itération. 

2.4.3 Exemples numériques 

 Modélisation d'un cube excité par une bobine 2.4.3.1

 Considérons un cube de dimension 0,2×0,2×0,2 m3 excité par une bobine de courant 

continu de force magnétomotrice 1000 At (figure FIG.2.25.a). La bobine qui entoure le cube 

est de dimension 0,25 m de largeurs et 0,1 m de hauteur. Sa section est rectangulaire avec une 

épaisseur 0,015 m. Ses coins sont arrondis avec le rayon intérieur de 0,03 m et le rayon 

extérieur de 0,045 m. La loi de comportement du matériau est décrite selon (2.44) avec µ r = 

1000 et Js = 1 T. La distribution de l'induction magnétique dans le cube est présentée sur la 

figure FIG.2.25.b. On peut noter que l'induction obtenue est très importante et non réaliste (dû 

à la source de 1000 A.t). A travers cet exemple non physique, nous présentons le bon 

comportement de notre code de calcul lorsque le matériau est totalement saturé à certain 

endroit (ici à proximité de la bobine) 

 
  

a. Aperçu  b. Distribution de B dans le cube (1688 éléments) 

FIG.2.25. Cube excité par une bobine 

 

 Les trois formulations : B de facette, A d'arête et φ nodal sont appliquées avec les mêmes 

paramètres des solveurs. Tous les matrices intégrales sont pleines (aucune méthode de 

compression matricielle n'est utilisée). Les systèmes non linéaires sont résolus par la méthode 

de Newton Raphson (NR) avec un critère d'arrête absolu de 10-7. Le solveur itératif GMRES 

est utilisé pour la résolution le système  linéaire avec un critère d'arrête relatif 10-8. L'objectif 

z 

O 

y 

x 
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est de calculer l'induction magnétique sur le chemin PQ, P(0,14 ; 0 ; 0,2) et Q(-0,14 ; 0 ; 0,2) 

avec 15 points de calcul. Le résultat fourni par le logiciel Flux3D en utilisant un maillage très 

fin est considéré comme la référence. 

 La figure FIG.2.26 représente les inductions magnétiques calculées par les formulations 

différentes en utilisant un maillage de 335 éléments tétraédriques. Comme l'application des 

formulations B de facette et A d'arête donne des résultats presqu'identiques, une seule courbe 

est tracée pour  ces deux formulations. Nous trouvons que les résultats des formulations B (ou 

A) sont beaucoup plus proches de la référence que ceux de la formulation φ. Ceci peut être 

expliqué par la différence du nombre de dégrées de liberté entre deux formulations. En effet, 

le nombre de dégrées de libertés de la formulation B est de 443 (nombre de mailles 

indépendantes) tandis que ce dernier de la formulation φ n'est que 121 (nombre de nœuds -1). 

En utilisant un maillage de 1688 éléments tétraédriques correspondant à 476 nœuds, la 

formulation φ permet d'avoir des résultats comparables avec ceux de la formulation B. 

Toutefois, les valeurs fournies par la formulation B restent plus proches de la référence.  

 L'écart relatif de l'induction magnétique calculé sur un point i par la MIV par rapport la 

valeur de référence est défini par:  

( ) %.100%
Réf

MIVRéf

×
−

=

i

ii
i

B

BB
ε  (2.75) 

 

 

  

a. Induction magnétique b. Ecarts relatifs 
FIG.2.26. Calcul de l'induction magnétique sur le chemin PQ 

 

-0.14 -0.1 -0.06 -0.02 0.02 0.06 0.1 0.14
0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

0.16

0.17

0.18

x (m)

in
d
u
c
ti
o
n
 m

a
g
n
é
ti
q
u
e
 B

(T
)

 

 

 Référence

 Formulation B ou A - 335 éléments

 Formulation phi       - 335 éléments

 Formulation phi       - 1688 éléments

-0.14 -0.1 -0.06 -0.02 0.02 0.06 0.1 0.14
0

1

2

3

4

5

6

7

x (m)

é
c
a
rt

 r
e
la

ti
f 

%

 

 

 Formulation B ou A - 335 éléments

 Formulation phi       - 335 éléments

 Formulation phi       - 1688 éléments



Chapitre 2 - Développement des formulations intégrales de volume en flux magnétique et en potentiel vecteur 

71 
 

 Nous nous intéresserons maintenant au coût de calcul (temps et mémoire) des 

formulations en fonction de la précision p du calcul de l'induction magnétique. Cette dernière 

est définie par la moyenne des écarts relatifs sur tous les points de calcul :  

( ) ∑
=

=
iN

i
i

iN
p

1

1
% ε  (2.76) 

Le problème est résolu par une série de maillages différents, variant de 100 à 15000 éléments 

tétraédriques. Le nombre d'itérations de la méthode de Newton Raphson varie très peu en 

fonction du nombre d'éléments du maillage: 8 itérations pour la formulation en potentiel 

scalaire et 4 itérations pour les deux formulations du type b. D'une façon générale, plus p est 

petit plus le maillage du cube est dense.  

 Une comparaison du temps de calcul entre les trois formulations, comprenant le temps de 

résolution et  d'assemblage, est présentée sur la figure FIG.2.27. Nous trouvons que quel que 

soit la précision souhaitée (p < 1,5%), les formulations de type b sont toujours plus rapides 

que celle en potentiel scalaire. La réintégration de la matrice intégrale, le calcul des 

intégrations en volumique ainsi que le nombre d'itération de Newton Raphson plus important 

sont les raisons principales pour lesquelles la formulation φ est la plus lente parmi les trois 

formulations. Pour les formulations de type b, la forme de la matrice intégrale est de type 

éléments surfaciques (bord des régions volumiques) – éléments volumiques, cette dernière 

pouvant être calculée qu'une seule fois. En outre, l'utilisation d'un résidu avec une loi sous la 

forme H(B) facilite la convergence des systèmes non linéaires. 

 
FIG.2.27. Comparaison entre les formulations B, A, φ sur le temps de calcul 

 

 La figure FIG.2.28 propose une comparaison entre les deux formulations de type b. La 

formulation B de facette est résolue soit avec un préconditionneur (décomposition LU de la 
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matrice R), soit sans préconditionneur. La formulation A est résolue sans préconditionneur. 

Lorsque les maillages utilisés sont grossiers, nous observons une similarité dans le temps de 

calcul entre les deux formulations. Quand on souhaite une meilleure précision, la formulation 

A sans jauge et sans préconditionneur devient la plus rapide. En utilisant le préconditionneur 

LU, le temps de la formulation B devient comparable avec celui de la formulation A pour des 

valeurs de p > 0,035%. Avec p < 0,035 %, les maillages utilisés sont plus denses, l'algorithme 

de recherche des mailles indépendantes requiert un temps de calcul important (FIG.2.29) ainsi 

que la décomposition LU qui coûte plus cher. Ainsi, le temps de calcul de la formulation B 

devient plus grand. Quant à la formulation A, son système d'équations est compatible. La 

résolution ne requiert pas donc de jauge lorsque l'on utilise un solveur itératif. 

 
FIG.2.28. Comparaison entre deux formulations B et A sur le temps de calcul 

 

 
FIG.2.29. Temps de recherche des mailles indépendantes de la formulation B 
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 La figure FIG.2.30 représente les évolutions de la précision p des formulations en fonction 

du nombre d'éléments et du nombre de dégrées de liberté. Avec le même maillage utilisé, les 

résultats fournis par les formulations B et A sont nettement plus précis que ceux de la 

formulation φ. Si le nombre de dégrées de liberté est équivalent, la précision de la formulation 

φ devient comparable mais toujours supérieur à celle des formulations de type b. Par 

conséquent, pour avoir un même niveau de précision, la formulation en potentiel scalaire 

demande plus d'espace mémoire que les deux formulations A et B comme montré sur la figure 

FIG.2.31. 

 
a. En fonction du nombre d'éléments du maillage b. En fonction du nombre de dégrées de liberté 

FIG.2.30. Evolution de la précision des formulations 
 

  
FIG.2.31. Comparaison entre les formulations B, A, φ sur la mémoire nécessaire 
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 Résolution de problème 13 avec la force magnétomotrice 1000 At 2.4.3.2

 Dans le cadre de la thèse de Carpentier (Carpentier, 2013), le problème TEAM Workshop 

13 avec la force magnétomotrice 1000 At a été également résolu par la formulation φ nodal. 

Les résultats de convergence sont obtenus avec un maillage comportant 30200 éléments 

tétraédriques. La figure FIG.2.32 représente la comparaison des résultats de l'induction dans 

le matériau magnétique obtenus par la formulation φ nodal avec ceux de la formulation A 

d'arête. Cette dernière utilise un maillage de 4855 éléments tétraédriques. Les écarts relatifs 

par rapport aux données mesurées sont présentés sur la figure FIG.2.33.  

   

FIG.2.32. Inductions magnétiques dans le matériau par deux formulations A et phi 
 

 

FIG.2.33. Ecarts relatifs par rapport la mesure 

  

 Dans l'ensemble, les deux formulations donnent des résultats assez proches de la mesure. 
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valeurs de référence (mesure) que ceux de la formulation en potentiel scalaire. Pour la 

formulation φ nodal, on note de très grands écarts (plus de 20%) de l'induction aux extrémités 

de la section CD.  

 A titre d'information, le nombre d'inconnus de la formulation φ nodal correspondant au 

maillage de 30200 éléments est de 10300, alors que ce dernier est de 8319 avec la formulation 

en potentiel vecteur comportant 4855 éléments. Les nombres d'itérations de Newton-Raphson 

sont respectivement de 12 pour la formulation φ nodal et de 5 pour la formulation A d'arête. 

2.4.4 Conclusions 

 Une comparaison entre les trois formulations intégrale de volume en magnétostatique a 

été abordée. En utilisant la méthode de Newton Raphson et le solveur itératif GMRES pour la 

résolution de problèmes de matériau magnétique non linéaire, les formulations de type b sont 

plus performantes que la formulation en potentiel scalaire (approche par collocation) en 

termes de temps de calcul,  de l'espace de mémoire ainsi que de la précision. Les deux 

formulations de type b donnent des résultats similaires. Pour les maillages grossiers, le temps 

de calculs de ces formulations est équivalent. Pour les maillages plus dense, la formulation A 

d'arête sans jauge converge plus rapidement que la formulation B de facette.  

 Afin compléter la comparaison entre ces trois formulations, il serait aussi intéressant de 

mener une telle comparaison en utilisant d'autres solveurs. Par exemple, le solveur direct pour 

la résolution des systèmes linéaires et la méthode de point fixe pour la résolution des systèmes 

non linéaires. Si un solveur direct est utilisé, la compatibilité de la formulation A n'est plus 

significative et la jauge sera nécessaire. D'ailleurs, comme l'utilisation de la méthode de point-

fixe permet d'éviter la réintégration de la matrice intégrale de la formulation φ, le temps de 

calcul peut être diminué. En outre, la précision de cette formulation peut être améliorée en 

utilisant l'approche par projection de Galerkin. 

 Notons également que pour les exemples simples, la formulation en potentiel scalaire peut 

être préférée car elle est plus facile à implémenter ainsi qu'elle demande un nombre 

d'inconnus petit. En pratique, il n'existe pas de formulation générale pour tous les problèmes 

magnétostatique, le choix de la formulation doit reposer sur la compréhension du problème 

traité.  
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2.5 Formulation intégrale de volume pour la modélisation des 

régions minces magnétiques 

2.5.1 Introduction 

 L’utilisation d’un maillage volumique pour modéliser des régions minces magnétiques 

conduit souvent à utiliser un grand nombre d'éléments afin d'éviter les erreurs numériques. En 

outre, la création du maillage volumique d'un dispositif de géométrie complexe avec une 

faible épaisseur (une coque de navire, une chambre blindée par exemple) requiert souvent de 

grands efforts. 

 La modélisation des régions minces magnétiques par la méthode des éléments finis est 

basée sur des éléments spéciaux (éléments coques) (Brunotte, 1991). Bien que cette approche 

permette de simplifier le maillage des régions minces et donne des résultats précis, les espaces 

d'air doivent toujours être maillés en volumiques. Avec cette considération, nous proposons 

dans cette partie une nouvelle approche basée sur la méthode intégrale de volume avec la 

formulation B de facette. Cette approche ne requiert que le maillage surfacique des régions 

actives.  

2.5.2 Formulation intégrale pour des régions minces magnétiques 

 Eléments de facette pour des régions minces 2.5.2.1

 Considérons une région mince magnétique non conductrice Ωm d'épaisseur e faible par 

rapport aux autres dimensions. L’induction  magnétique de cette région peut être supposée 

uniforme suivant l'épaisseur. Nous pouvons donc approximer la région Ωm par une région 

surfacique Sm associée à une épaisseur e (FIG.2.34). Ainsi, une facette f partagée par deux 

éléments volumiques est remplacée par une arête sf partagée par deux éléments surfaciques 

(FIG.2.35). Cette arête sf sera appelée la facette équivalente dont la fonction de forme du 

premier ordre wsf satisfait :  

sf
sfsf

l

1
±=⋅nw  (2.77)  

e
sf

S
div

1
±=w  (2.78)  

où sfl est la longueur de l'arête sf et Se la surface de l'élément auquel l'arête sf appartient. 
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a. Région mince d’épaisseur e b. Région surfacique équivalente 

FIG.2.34. Approximation de la région mince magnétique par une région surfacique 

  

 
 

 

a. Elément de facette du domaine Ω b. Elément de facette équivalente 

FIG.2.35. Passage d’éléments volumiques aux éléments surfaciques équivalents 

 

 Les équations de base 2.5.2.2

 Nous supposons que les flux rentrant et sortant sont sur les surfaces larges et aucun flux 

ne sort par les bords correspondant à l'épaisseur de la région mince. L'induction B dans un 

élément volumique est approximée par la somme de composante tangentielle Bt et de 

composante normale Bn dans l'élément surfacique équivalent correspondant comme sur la 

figure FIG.2.36. En pratique, la perméabilité du matériau ferromagnétique est plus importante 

que celle de l'air, Bt
 est donc plus important que Bn. 

 L’induction magnétique tangentielle dans le matériau peut être approximée par : 

∑
=

Φ=
sfN

sf
sfsft

1
wB  (2.79)  

où Φsf est le flux magnétique traversant la facette équivalente sf déterminé par fsf
e

Φ=Φ
1

, 

wsf est la fonction de forme de sf et Nsf est le nombre de facettes équivalentes actives (incluant 

les facettes équivalentes aux bords) du domaine discrétisé Sm.  
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FIG.2.36. Approximation de l'induction dans un élément volumique à travers un élément surfacique 
 

 En absence de région d'aimant permanent, nous avons l’équation du flux magnétique (cf. 

la section §2.2.2.1) :  

( )[ ] 0HgradBB =+ redϕν  (2.80)  

En projetant l’équation (2.80) sur le domaine Sm par la méthode de Galerkin utilisant wsg (la 

fonction de forme d'une facette équivalente sg) comme fonction test, la composante normale 

s'annule et nous obtenons:   

( )[ ] ∫∫∫ ⋅=⋅+⋅

mmm

msgmredsgmtsg ddd

S
0

SS

SSS HwgradwBBw ϕν  (2.81) 

En introduisant l'approximation de B dans (2.79) à l'équation (2.81), nous obtenons :  

( )[ ] ∫∫∑ ∫ ⋅=⋅+⋅⋅
=

mm

sf

m

msgmredsg

N

sf

msfsg ddd

S
0

S1 S

SSS HwgradwwBw ϕν  (2.82) 

 L'écriture de l'équation (2.82) successivement pour les wsg différents (g =1, 2,…, Nsf) nous 

donne le système d'équations suivant : 

ss
IN

s
0UIΦR =+  (2.83) 

où ΦIN est un vecteur représentant les flux magnétiques au travers des facettes équivalentes; la 

matrice Rs, les vecteurs Is
 et  s

0U  sont déterminés par :  
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( )[ ]

( )
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mredg
s
g

mcg
s

g

msfsg
s
gf

d

d

d
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S
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S
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SU

SR

ϕ

ν

gradw

HHw

wBw

 

avec g = 1, 2, …Nsf  et f = 1, 2, …Nsf. 

(2.84) 

 Intéressons-nous au calcul de l'intégral s
gI . L'identité vectorielle suivante est vérifiée :  

( ) sg wwgradw divdiv redsgredredsg ϕϕϕ −=⋅   (2.85) 

En appliquant cette identité et le théorème de la divergence nous pouvons écrire :  

∫∫∫ −⋅=⋅=

mm

msgredsgredmredsg
s
g ddivdd

SL
L

S

SLSI wnwgradw ϕϕϕ  (2.86) 

où L est la frontière du domaine Sm et nΓ est la normal de Γ. L'hypothèse qu'aucun flux ne sort 

par les bords de Sm conduit à la nullité de l'intégral linéique. Ainsi, en utilisant la propriété de 

la fonction de forme de facette équivalente (2.78), nous pouvons exprimer l'expression (2.86) 

comme suit :   

∫∫∫ −=−=

ejeim

ejred
ej

eired
ei

msgred
s
g d

S
d

S
ddiv

SSS

S
1

S
1

SI ϕϕϕ w  (2.87) 

où ei et ej  (j > i) sont deux éléments surfaciques qui partagent la facette équivalente sg;  Sei et 

Sej sont les surfaces de ei et ej.  

 Introduction du circuit équivalent 2.5.2.3

 Dans l'expression (2.87), ∫
Ω

Ω

e

ered
e

d
S

ϕ
1

représente le potentiel scalaire réduit moyen 

eredϕ  dans l'élément surfacique e. Ainsi, nous pouvons donc exprimer Ig comme : 

 
INsgejei redredredg ϕϕϕ ∆=−=I  (2.88) 
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où 
INsgredϕ∆ est la différence du potentiel scalaire réduit moyen entre deux éléments qui 

partagent la facette intérieure g. L'équation (2.83) peut s'écrire : 

s
redIN

s
IN 0U∆ΦR =+ ϕ  (2.89) 

 Le vecteur des différences de potentiel réduit moyen 
INsgredϕ∆  peut être représenté sur le 

maillage dual du maillage éléments finis initial, sous la forme  d'un circuit comme montré sur 

la figure FIG.2.37 où : 

- à un élément surfacique correspond un nœud du circuit;  

- à une facette équivalente correspond une branche du circuit.  

 

FIG.2.37. Circuit équivalent pour les régions minces magnétiques 
 

  

FIG.2.38. Introduction du nœud ∞ pour le circuit équivalent 
 

 Afin de prendre en compte les flux magnétiques rentrant/sortant par les facettes 

horizontales de la région Sm nous introduisons des branches de circuits extérieures en 

introduisant un nœud à l'infini, dit nœud ∞, reliant tous les nœuds du circuit comme illustré 

INredϕ∆

INredϕ∆

∞ 

∞
∆ redϕ
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sur la figure FIG.2.38. Ceci permet la prise en compte de la composante normale (Bn) du 

l'induction magnétique au système d'équations. En supposant que le potentiel est nul à l'infini, 

la différence du potentiel scalaire réduit moyen entre l'élément ei et le nœud ∞ s'écrit : 

ei

S ei

red
redred S

S
ei

eiei
d∫==∆

∞

ϕ
ϕϕ  (2.90) 

En utilisant le même principe que le développement présenté dans la section §2.2.2.2, nous 

obtenons le système d'équations suivant :  

0=+ ∞∞
ΦL∆

s
redϕ  (2.91) 

où 
∞redϕ∆ est le vecteur des différences de potentiel entre les éléments surfaciques et le nœud 

∞, Φ∞ est le vecteur des flux sortant par les éléments surfaciques ; la matrice Ls représente les 

interactions entre les éléments surfaciques et est déterminée par :  

∫ ∫
−

=

ei ejS S

ejei
ejei

is
ij dSdS

rSS

1

4

1
L 0 νν

π
 

 Mise en équation et résolution 2.5.2.4

 En combinant les équations (2.89) et (2.91) nous obtenons le système suivant :   
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Φ

Φ

L
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ϕ

ϕ
 (2.92) 

Nous rappelons que la loi des mailles de Kirchhoff s'écrit :  

0 =












∞red

redIN

ϕ

ϕ

∆

∆

P  (2.93) 

où P représente la matrice d'incidence reliant des mailles indépendantes et les branches du 

circuit équivalent. Ainsi, le système d'équations (2.92) peut s'écrire :  




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




=













0 

0

0
0T
s

ms

s U
PΦP

L

R
P  (2.94) 

avec Φm le vecteur des flux de mailles indépendantes. 
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 Les problèmes linéaires peuvent être résolus sans difficulté. Pour la résolution des 

problèmes non linéaires, la méthode de Newton Raphson peut être utilisée. Dans un tel cas, 

l'évolution de la perméabilité (ou reluctivité) doit être basée sur l'induction totale (Bt + Bn).  

 Dans les sections précédentes, nous avons trouvé que la formulation A d'arête peut donner 

des résultats identiques que ceux de la formulation B de facette avec une meilleure 

convergence. Néanmoins, la modélisation des régions minces par la formulation B de facette 

est préférable par raison de simplicité. En fait, si la formulation A d'arête est utilisée pour les 

régions minces, les inconnus sont à la fois les arêtes et les nœuds du maillage surfacique. Ceci 

devient compliqué lors de modélisation des tôles en forme de T.  

2.5.3 Applications 

 Modélisation d'une plaque placée dans un champ magnétique constant 2.5.3.1

 Il s'agit d'une plaque mince magnétique, non conductrice de dimension 6m × 4m, 

d'épaisseur 0.05m placée dans un champ source magnétique constant H0(1,1,0) A/m comme 

montré sur la figure FIG.2.39. Le matériau est de type ferromagnétique linéaire et de 

perméabilité relative 1000. L'objectif est de calculer le champ magnétique sur le chemin PQ 

avec 21 points de calcul. 

 

FIG.2.39. Description du problème de la plaque mince magnétique 

 

 Ce problème a été résolu par la formulation B de facette pour les régions minces, les 

résutats obtenus sont comparés avec ceux obtenus par l'utilisation de la formulation B de 

facette classique (volumique). La figure FIG.2.40 représente les distributions de l'induction 

magnétique dans la plaque données par les deux approches. Les résultats de calcul du champ 

magnétique sur le chemin PQ sont tracés sur la figure FIG.2.41. Nous constatons que les 

résultats sont en bonne adéquation. Pour le champ magnétique sur le chemin PQ, on observe 

au maximum une différence de 1.5 %, ce qui reste faible.  

z 

O 

y 

x H0 
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a. Avec le maillage surfacique b. Avec le maillage volumique 

FIG.2.40. Distribution de l'induction magnétique dans la plaque 
 

 

FIG.2.41. Champ magnétique sur le chemin PQ dans l’air 
  

 Ces résultats ont été obtenus avec un maillage surfacique de 1080 quadrangles et un 

maillage volumique de 1080 hexaèdres. Le tableau TAB 2.3 résume les informations 

concernant la résolution du problème par les deux approches. Nous constatons que l'approche 

utilisant le maillage surfacique nous permet d'économiser de la mémoire et de diminuer les 

temps de résolution tout en conservant une bonne précision. 

TAB 2.3 – Comparaison deux approches pour la modélisation de région mince 

Approche Maillage surfacique Maillage volumique 

nombre d'éléments 1080 1080 

nombre d'inconnus 2093 3037 

nombre d'itération GMRES  55 109 

temps de résolution (s) 2,3 6,6 
 

 Modélisation d'une chambre blindée  2.5.3.2
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 Considérons une chambre de blindage en µ-métal de surface 4,5×4,5 m2, de hauteur 2,5 m, 

avec une porte ouverte et un couloir de longueur 3 m. Toutes les plaques ont une épaisseur de 

1mm.  La vue générale et les parties latérales de la chambre sont présentées sur la figure 

FIG.2.42.  

 La chambre possède deux couches de blindage. Elles sont séparées par une couche d'air de 

40 mm. La perméabilité relative du matériau métallique est égale à 40 000. Une maquette de 

cette chambre a été réalisée par l'équipe ERT (Equipe Recherche Technologique) au 

laboratoire G2Elab. L'objectif du blindage est de fortement diminuer le champ magnétique 

terrestre à l'intérieur de la chambre. On suppose que le champ magnétique terrestre est 

constant et vaut B0 = (0 ; -19,98, -39,96) µT dans tout l'espace.  

 

 

a. La chambre de blindage (tout droit réservé à l'équipe ERT, G2Elab) 

  
b. Vue générale de l'extérieur c. Vue intérieur des parties latérales de la chambre 

FIG.2.42. Présentation de la chambre blindée 

 

 Nous avons appliqué la formulation proposée pour résoudre ce problème. Les résultats 

sont comparés avec ceux obtenus par le logiciel commercial Flux3D (MEF) utilisant les 

éléments coques (Guérin, 1994) avec un maillage très fin. 



Chapitre 2 - Développement des formulations intégrales de volume en flux magnétique et en potentiel vecteur 

85 
 

 

a. MIV b. MEF (isovaleurs lissées) 

FIG.2.43. Distribution de l'induction magnétique sur la chambre blindée (avec un maillage comportant 20100 
quadrangles dans le matériau magnétique).  

 

 La figure FIG.2.43 représente les distributions de l'induction magnétique dans le mur de la 

chambre obtenues par la formulation B de facette et par le logiciel Flux3D. Les deux 

méthodes utilisent des maillages comportant 20 100 quadrangles dans le matériau 

magnétique. Toutefois, avec la MEF, la taille du maillage ajoute plus 250 000 éléments dans 

l'air (le volume d'air est prépondérant dans ce problème). Les résultats de l'induction 

magnétique au centre de la chambre sont présentés dans le tableau TAB 2.4. Nous trouvons 

une très bonne adéquation entre les deux méthodes.   

TAB 2.4 – Induction magnétique au centre de la chambre 

 MIV – régions minces MEF – éléments coques 

Bx (µT) 0,023 0,026 

Bx (µT) 0,88 0,87 

Bx (µT) 1,53 1,53 

Modul (µT) 1,765 1,760 

Ecart relatif du module (%) 0,3 référence 

 

Cette chambre blindée permet de diviser le champ magnétique interne de la chambre par 25. 

2.5.4 Conclusions 

 Nous avons développé une nouvelle formulation intégrale de volume basée sur des 

éléments de facette équivalente pour la modélisation des problèmes de région mince 

magnétique. Cette approche ne requiert que le maillage surfacique des matériaux actifs de la 

région mince. De façon similaire avec la formulation B de facette, le développement de la 
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formulation utilise le circuit équivalent qui permet d'assurer la conservation des flux 

magnétiques. L'application de la formulation à la résolution d'une plaque et d'une chambre 

blindée a montré la précision et l'efficacité de l'approche. 

2.6 Conclusions 

 Dans ce chapitre, les formulations intégrales de volume du type b ont été développées. La 

formulation B de facette est basée sur l'interpolation des éléments de facette du premier ordre 

et les flux magnétiques traversant des facettes. Cette formulation est associée à un circuit 

équivalent et résolue par la méthode des flux de maille. La formulation A d'arête est basée sur 

l'interpolation des éléments d'arête du premier ordre et les circulations du potentiel vecteur sur 

les arêtes. Grâce à son système d'équations compatibles, elle peut être résolue par un solveur 

itératif sans nécessiter de jauge. Pour la modélisation des régions minces  magnétiques, la 

formulation utilisant des éléments de facette équivalents a été développée. Cette formulation 

est similaire à la formulation B de facette, elle est associée à un circuit équivalent et résolue 

par la méthode des flux de maille. L'application de ces formulations à la résolution de 

nombreux problèmes comprenant des régions non simplement connexes, d'aimant permanent, 

d'entrefer très faible, de régions minces donnent des résultats précis comparables à ceux 

obtenus par la méthode des éléments finis ainsi qu’avec la mesure. 

 Les formulations du type b permettent la résolution des problèmes non linéaires plus 

efficacement que les formulations du type h. La convergence du solveur non linéaire est 

obtenue après quelques itérations et aucune relaxation n’a été utile dans les cas que nous 

avons expérimentés. En outre, l'application des formulations du type b pour la modélisation 

des problèmes non simplement connexes ne requière aucun travail supplémentaire. 
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3.1 Introduction   

 Dans le chapitre précédent, des formulations intégrales de volume ont été développées 

pour la modélisation de distribution de champ et induction magnétique dans l'air ainsi que 

dans le matériau. Les formulations proposées sont capables de fournir des résultats précis 

même en présence de maillage grossier et dans des temps de résolution très faibles. Dans ce 

chapitre, nous allons exploiter les résultats obtenus par ces formulations intégrales de volume 

en développant des outils de post-traitement. Une fois les formulations intégrales résolues, 

nous avons accès rapidement à la distribution du champ et de l'induction magnétique en tout 

point des régions actives. Nous allons plus particulièrement nous intéresser au flux 

magnétique traversant les bobines et à la force magnétique globale, qui sont des grandeurs 

essentielles pour le concepteur d'un dispositif. Une question qui se pose est de savoir si les 

formulations intégrales de volume vont nous permettre de calculer ces grandeurs globales 

efficacement, tout en assurant une bonne précision en présence de maillages comportant peu 

d'éléments. 

 Dans la première partie du chapitre, nous parlerons du calcul de flux magnétique dans les 

bobines en employant deux formulations différentes. Ensuite une application de ces 

formulations est présentée aux travers de quelques dispositifs électrotechniques  courants. 

Dans la deuxième partie, nous présenterons le calcul de la force magnétique globale. Deux 

approches différentes (la méthode des charges magnétiques équivalentes et la méthode des 

travaux virtuels) et leur mise en œuvre sont présentées et appliquées à l'étude de contacteurs. 

3.2 Calcul du flux magnétique dans les bobines 

3.2.1 Formulations de calcul du flux 

 Considérons un domaine Ω comprenant des régions magnétiques Ωm, une région air Ω0 et 

un ensemble Ωb comportant Nb bobines alimentées en courant. L'objectif est de calculer le 

flux Ψk traversant une bobine k dans le domaine Ωb.  
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FIG.3.1. Illustration du domaine Ω  

 

 Chaque bobine dans Ωb est caractérisée par son nombre de spire et un vecteur d'orientation

( )z y, x,t  définissant la direction des fils en tout point. Nous définissons une fonction d'espace 

de la bobine j0 (1/m²) qui relie la densité de courant j (A/m²) au courant i (A) traversant les 

spires :  

 0 ijj=  (3.1) 

Par définition, j0 est la densité de courant qui produit un courant de 1A dans le fil de la 

bobine. Avec une bobine de section constante S (m²), comportant n spires, nous avons :  

  0 tj
S

n
=  (3.2) 

Le flux magnétique Ψk traversant la bobine k s'écrit (Meunier, 2002) :  

∫
Ω

Ω⋅=Ψ

bk

bkkk dAj0  (3.3) 

De même façon qu'avec la décomposition du champ magnétique H, l'induction magnétique 

peut être décomposée en la somme de deux termes : B0 créé par les sources de courant seules 

en l'absence de régions magnétiques et Br créé par les matériaux magnétiques soumis au 

champ source.  

rBBB += 0  (3.4) 

Par conséquent, nous pouvons écrire le potentiel vecteur A tel que :  

rAAA += 0  (3.5) 

Matériaux 
magnétiques Ω

m
 

j 
Ω

b
 

 Région d'air, Ω
0
, µ

0
 

Aimant 
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où A0 est le potentiel source et Ar est le potentiel réduit dû à la présence des matériaux 

magnétiques. D'après la loi de Biot et Savart, nous avons : 

∑ ∫
= Ω

Ω=
b

bq

N

q
bq

q
q d

r

iµ

1
0

0
0 4

jA
π

 (3.6) 

où j0q et iq sont respectivement la fonction d'espace de la bobine q et le courant traversant cette 

dernière ; r est la distance entre le point d’intégration et le point de calcul du champ. 

Le potentiel vecteur réduit Ar peut être déterminé par (Brissonneau, 1997) :  

mr d
r

µ

m

Ω







×= ∫

Ω

1

4
0 gradMA
π

 (3.7) 

où l'aimantation M est récupérée à partir de la solution de la formulations intégrale de volume  

par :  

( ) cHBM +−= νν 0  (3.8) 

Ainsi, (3.3) devient :  

∫ ∫∑ ∫
Ω Ω= Ω

Ω















Ω








×+Ω⋅=Ψ

bk m

b

bq

bkm

N

q
bq

q
qkk dd

r
d

r

iµ 1

4 1
00

0 gradMjj
π

 (3.9) 

Avec cette approche, le calcul de Ψk nécessite le maillage de la bobine k. Nous l'appellerons 

l'approche j0A pour la distinguer de l’autre façon de calculer le flux Ψk présentée ci-dessous.  

 A partir de (3.5) et (3.9), nous pouvons décomposer le flux Ψk en somme du Ψk0 dû aux 

bobines de source de courant et du Ψkm dû aux régions magnétiques :  

krkk Ψ+Ψ=Ψ 0  (3.10) 

avec 

∫ ∑ ∫∫
Ω = ΩΩ

ΩΩ⋅=Ω⋅=Ψ

bk

b

bqbk

bk

N

q
bq

q
qkbkkk dd

r

iµ
d

1
00

0
000 4

jjAj
π

 

(3.11) 
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∫ ∫∫
Ω ΩΩ

ΩΩ







×⋅=Ω⋅=Ψ

bk mbk

bkmkbkrkkr dd
r

µ
d

1

4 0
0

0 gradMjAj
π

 (3.12) 

 Grâce aux travaux de Fabbri (Fabbri, 2008) (Fabbri, 2009) et Urankar (Urankar, 1980), 

(Urankar, 1982a), (Urankar, 1982b) nous pouvons calculer le flux Ψk0 par une formule 

analytique pour des bobines circulaires. Si la bobine k est de forme complexe, il est 

généralement possible de la mailler sous la forme d’hexaèdres et/ou de tétraèdre dans 

lesquelles la densité de courant source est uniforme, comme sur la figure FIG.3.2.a. Puis, les 

interactions entre les éléments des bobines discrétisées sont obtenues par une expression 

analytique. Intéressons-nous maintenant au terme Ψkr. 

   

a. Bobine maillée pour l'approche h0M b. Bobine maillée pour l'approche j0A 

FIG.3.2. Maillages de la bobine pour le calcul du flux magnétique (bobine du problème TEAM 13) 

 

  Le champ magnétique unitaire h0k produit par la bobine k avec le courant de 1A 

satisfait la relation suivante :  

kk 00 jhrot =  (3.13) 

Le flux magnétique dû aux matériaux magnétiques s'écrit donc :  

∫
Ω

Ω⋅=Ψ

bk

bkrkkr dAhrot 0  (3.14) 

L'identité vectorielle suivante est vérifiée :  

( ) rkrkrkdiv ArothAhrotAh ⋅−⋅=× 000  (3.15) 

En appliquant cette identité et le théorème de la divergence, l'expression (3.14) devient :  



Chapitre 3 - Post-traitement : Calcul du flux magnétique dans les bobines et de la force magnétique globale 

94 
 

( )∫∫
ΓΩ

Γ×⋅+Ω⋅=Ψ

Jbk

Jkrbkrkkr dd 00 hAnrotAh  (3.16) 

où ΓJ est la frontière de Ωbk. Notons bien que n×Ar et hok sont conservés sur ΓJ ou Γm, Γm 

étant la frontière du domaine magnétique Ωm. Par conséquence,  

∫
Ω

Ω⋅=Ψ drkkr rotAh0  (3.17) 

avec Ω qui est tout le domaine R3. 

 L'induction magnétique peut être exprimée par :    

( )MgradHrotArotAB +−=+= rr µ ϕ000  (3.18) 

L'égalité rotA0 = µ0H0 entraîne :  

( )MgradrotA +−= rr µ ϕ0  (3.19) 

Par conséquent : 

∫∫
ΩΩ

Ω⋅−Ω⋅=Ψ dµdµ rkkkr ϕgradhMh 0000  (3.20) 

L'identité vectorielle suivante est vérifiée :  

( ) krrkkr divdiv 000 hgradhh ϕϕϕ +⋅=  (3.21) 

L'application de cette identité et du théorème de la divergence permet d'écrire :  

∫∫∫
ΩΓΩ

Ω−Γ⋅=Ω⋅ ddivdd krkrrk 000 hnhgradh ϕϕϕ  (3.22) 

En remarquant que φr s'annule à l'infini et que divh0k = ν0 div(rotA0)= 0, nous avons :  

00 =Ω⋅∫
Ω

drk ϕgradh  (3.23) 

A partir de (3.20) et (3.23), nous avons :  

∫
Ω

Ω⋅=Ψ dµ kkr Mh00  (3.24) 

Puisque l'aimantation M s'annule en dehors du domaine des matériaux magnétiques Ωm :  
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∫
Ω

Ω⋅=Ψ

m

mkkr dµ Mh00  (3.25) 

Cette approche ne requiert pas le maillage de la bobine k. Elle sera appelée l'approche h0M.  

3.2.2 Applications 

 Calcul de flux dans la bobine du problème TEAM 13 3.2.2.1

 Nous considérons le problème TEAM 13 (Nakata and Fujiwara, 1992) (Nakata et al., 

1995) présenté dans le chapitre 2 avec la source d'excitation 1000 At (1A×1000 tours). 

L'objectif est de calculer le flux dans la bobine par les deux approches proposées. Les 

résultats obtenus sont comparés avec celui du logiciel FLUX 3D (méthode des éléments 

finis). Une vue globale du problème est représentée sur la figure FIG.3.3. Une des difficultés 

de ce problème est que l'entrefer entre les plaques est très faible par rapport aux autres 

dimensions du dispositif. 

 
FIG.3.3. Calcul du flux dans la bobine du problème TEAM 13 

 

 Dans un premier temps nous nous intéressons à l'approche j0A. Afin d'étudier l'influence 

du maillage de la bobine sur le résultat du calcul du flux magnétique, un maillage du circuit 

magnétique comportant 4855 éléments tétraédriques est utilisé. La bobine est maillée par des 

éléments hexaédriques comme sur la figure FIG.3.2.b. Les résultats du flux magnétique et du 

temps de calcul en fonction du nombre d'éléments du maillage sont présentés sur la figure 

FIG.3.4. Nous constatons que la convergence du flux magnétique est atteinte avec l'utilisation 

d'un maillage de 3500 éléments, correspondant à un temps de calcul du flux de 6 secondes. Le 

temps de calcul étant proportionnel au nombre d’éléments du maillage, ce maillage va être 

utilisé dans la suite pour le calcul du flux dans la bobine par l'approche j0A. 
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FIG.3.4. L'influence du nombre d'éléments du maillage de la bobine sur le calcul du flux par l'approche j0A 
  

 La valeur de référence du flux dans la bobine est de 0.409 Wb. Cette valeur est obtenue 

par l'utilisation du logiciel Flux3D avec un maillage de 1,5 millions d'éléments. La figure 

FIG.3.5 représente les courbes de convergence pour le calcul du flux en fonction du nombre 

d'éléments dans le matériau par les deux méthodes présentées.  

 Quant à la méthode intégrale de volume (MIV), seul le matériau et la bobine doivent être 

maillés. L'approche h0M utilise un maillage de la bobine comportant 28 éléments comme 

présenté sur la figure FIG.3.2.a et l'approche j0A utilise un maillage de 3500 éléments comme 

mentionné ci-dessus. La valeur de convergence du flux magnétique est de 0.407 Wb. Cette 

valeur est atteinte avec un maillage de 4855 éléments, correspondant à un écart relatif de 0,5% 

par rapport à la valeur de référence. 

 L'application des deux approches proposées pour le calcul du flux magnétique donne des 

résultats presque identiques, l'écart relatif maximum étant inférieur à 0,1%. Les temps de 

calcul pour ces deux approches sont similaires. Pour le maillage de 4855 éléments, ils sont de 

6.5 secondes en utilisant  l'approche j0A et de 5.7 secondes en utilisant l'approche h0M.   

 Quant à la méthode des éléments finis (MEF), le nombre d'éléments dans l'espace d'air est 

fixé à 43 700 éléments. La formulation en potentiel scalaire en ordre 2 est utilisée.  La figure 

FIG.3.5 montre que la méthode MIV converge beaucoup plus rapidement que la MEF. Avec 

un maillage contenant  plus de 48 000 éléments dans le matériau (91 700 éléments au total), la 

MEF n'atteint pas encore la valeur de convergence. Avec la MIV, l'utilisation d’un maillage 

comportant 1000 tétraèdres permet d'obtenir un résultat de flux avec un écart relatif inférieur à 

2,2 % par rapport à la référence. Le temps de calcul (temps de résolution + temps de post-
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traitement) est de 20 secondes. Pour avoir un écart similaire, la MEF requiert un maillage 

contenant plus de 16 000 éléments dans le matériau. Le temps de calcul est supérieur à 3 

minutes. 

 

FIG.3.5. La convergence du calcul du flux magnétique dans la bobine par des méthodes différentes 
 

 Modélisation d’un capteur de vitesse 3.2.2.2

 Considérons un capteur de vitesse à réluctance variable dont l'aperçu et le modèle sont 

illustrés sur les figures FIG.3.6 et FIG.3.7. La rotation de la roue cible près de la pointe du 

capteur modifie le flux magnétique, créant un signal de tension analogique qui peut être 

récupéré dans des sondes. Ce modèle du capteur se trouve dans les documents du logiciel 

Flux de CEDRAT (http://cedrat.com/). 

 Un modèle simplifié du capteur est présenté sur la figure FIG.3.7, se composant d'une 

roue avec trois dents et deux sondes composées chacune un aimant et une bobine autour. Le 

matériau de la roue est ferromagnétique non linéaire spécifié par la loi en arc-tangente 

suivante :  

( ) ( )







 −
+=

s

0s
0 2J

1J2 H
HHB

µµπ

π
µ rarctg  (3.26) 

avec µ r = 5000 et Js = 1,9 T. Les deux aimants permanents ont une induction rémanente de 0,8 

T et une perméabilité relative de 1. Les deux bobines sont circulaires de section rectangulaire 

comportant 1000 tours et sans courant d'excitation. 
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FIG.3.6. Aperçu du capteur de vitesse à réluctance variable (@CEDRAT) 

 

 

FIG.3.7. Modèle simplifié du capteur de vitesse (@CEDRAT) 

  

 La position initiale de la roue correspond à un angle alpha de 75° de la première dent par 

rapport à l'horizontale. L'objectif est de calculer le flux magnétique dans les deux bobines en 

fonction de l'angle alpha, de 75° jusqu'à 195°. Sur la figure FIG.3.8, les distributions de 

l'induction magnétique dans le matériau correspondant à alpha = 75° et alpha = 120°sont 

présentées.  
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a. alpha = 75° 

 

b. alpha  = 120° 

FIG.3.8. Distribution de l'induction magnétique dans le matériau magnétique 

 

 Sur la figure FIG.3.9, les flux magnétiques dans les deux bobines calculées par les deux 

approches  sont comparés avec ceux obtenus par le logiciel FLUX utilisant un maillage de 

300 000 éléments. La MIV utilise un maillage comportant 9 600 éléments dans les matériaux 

magnétiques. Les deux bobines sont maillées en 50 éléments pour h0M et j0A. Nous trouvons 

une bonne adéquation entre la MIV et la MEF, l'écart relatif maximum étant inférieur à 0,1 %.  

Les deux approches proposées donnent des valeurs similaires du flux magnétiques. Pour la 

MEF, nous devons remailler le domaine d'étude à chaque modification de l'angle car l'espace 

d'air est changé. Ceci est très coûteux quand le maillage est dense. Pour la MIV, il suffit de 

mailler une fois les pièces séparées (la roue et les aimants) puis de changer la position de la 

roue maillée. 
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FIG.3.9. Flux magnétique dans les deux bobines en fonction de l'angle alpha 

 

3.2.3 Conclusions 

 Deux approches pour le calcul de flux traversant les bobines ont été développées. La 

première, j0A, est basée sur l'utilisation de la fonction d'espace de la bobine et l'évaluation du 

potentiel vecteur magnétique dans la bobine. La deuxième, h0M, est basée sur la séparation 

des flux créés par les bobines et ceux créés par les matériaux magnétiques. Ces approches ont 

été appliquées pour le calcul du flux dans la bobine du problème TEAM 13 et pour modéliser 

un capteur de vitesse à reluctance variable. Les résultats obtenus montrent que les deux 

approches donnent des résultats similaires. Tandis que l'approche j0A est nettement plus 

compliquée à développer, l'approche h0M requiert un maillage de la bobine avec un nombre 

d'éléments plus faible. Elle est également plus générique pour l'implémentation dans le code. 

En comparant avec la MEF, la MIV permet d'obtenir des résultats précis du flux magnétique 

avec des maillages contenant peu d’éléments entrainant des temps de calcul faibles.  
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3.3 Calcul de la force magnétique globale 

3.3.1 Introduction 

 Les études sur les forces électromagnétiques sont essentielles pour la conception et 

l'optimisation d'une large gamme de dispositifs du génie électrique allant du contacteur au 

moteur électrique. Plusieurs méthodes numériques pour la détermination des forces 

magnétiques (la force globale ainsi que la distribution de la force locale) sont présentées dans 

la littérature (Carpenter, 1960), (Coulomb, 1983), (Coulomb and Meunier, 1984), (Sadowski 

et al., 1992), (Carpentier, 2013). Ces méthodes sont basées soit sur l'introduction de sources 

équivalentes (la méthode des courants équivalents, la méthode des charges équivalentes et la 

combinaison les deux),  soit sur le principe des travaux virtuels en dérivant des énergies 

magnétiques ou sur l'utilisation du tenseur de Maxwell. 

 La plupart des travaux cités ci-dessus calculent des forces à partir des solutions de la 

méthode des éléments finis. L'étude sur la distribution de force magnétique à partir de la 

solution d’une méthode intégrale de volume (MIV) a été abordée dans la thèse de Carpentier, 

(Carpentier, 2013). Nous nous intéressons au calcul de la force magnétique globale en 

exploitant les solutions de la MIV (formulations B de facette ou A d'arête). La méthode des 

charges magnétiques équivalentes et celle des travaux virtuels sont retenues. Nous 

n’aborderons pas l’approche par le tenseur de Maxwell.  

 Nous allons dans la suite aborder les principes de ces deux méthodes avant de les 

appliquer à la modélisation d'un contacteur excité par une source de courant ou un aimant 

permanent. Les résultats numériques sont comparés à ceux obtenus par la méthode des 

éléments finis.   

3.3.2 Méthodes pour le calcul de la force magnétique globale 

 Méthode des charges équivalentes  3.3.2.1

 Considérons un problème type pour le calcul de la force magnétique globale présenté sur 

la figure FIG.3.7.a. Les régions Ω1, Ω2 comprennent des matériaux magnétiques 

(ferromagnétiques, aimants permanents) et la région Ωb est associée aux sources de courant. 

L'objectif est le calcul de la force globale F2 qui est exercée sur le domaine Ω2 par l'ensemble 

des domaines Ω1 et Ωb. 

 La méthode des charges équivalentes fait partie du groupe de méthodes basé sur des 

sources équivalences. L’idée de cette méthode repose sur le remplacement de toutes les 
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régions aimantées par un matériau amagnétique et portant des charges magnétiques fictives 

qui engendrent la même valeur du champ ou de l’induction magnétique (FIG.3.7.b). 

  

a. Problème type  b. Modèle de la méthode des charges équivalentes 

FIG.3.10. Calcul de la force globale par la méthode des charges équivalentes 

 

La matière aimantée sur laquelle est calculée la force est remplacée par une densité de 
charge volumique définie par (Carpenter, 1960), (Durand, 1968):  

Mdivv −=ρ  (3.27) 

combinée avec une densité de charge surfacique :  

nM ⋅=sρ  (3.28) 

où ρv, ρs sont les densités de charge volumique et surfacique, respectivement. Par l'analogie 
avec l'électrostatique, la distribution volumique de force fv et la distribution surfacique de 
force fs sont déterminées par :  

extvv Bρ=f  (3.29) 

extss Bρ=f  (3.30) 

où  Bext est l'induction magnétique créée par les domaines Ω1 et  Ωb.  

 Nous remarquons que la perméabilité magnétique est constante ou supposée constante 
dans chaque élément volumique dans les formulations intégrales de volume que nous avons 
développées au chapitre précédent. Par conséquent, divM s'annule dans chaque élément 
volumique ; ρv et fv sont donc nulles.  

 La force globale est obtenue par l'intégrale surfacique de la densité fs sur toutes les 
facettes des éléments volumiques du domaine Ω2:  

e

N

e

exts d

e

e

Γ= ∑ ∫
Ω

= Γ

2

1
2 BF ρ  (3.31) 
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où NeΩ2 est le nombre d’élément dans le domaine Ω2, Γe est l'ensemble des surfaces de 
l'élément volumique e. 

 A partir de la solution de la formulation B de facette (ou le rotationnel de la solution de la 
formulation A d'arête), nous pouvons calculer l'aimantation M par la relation :  

( )( ) cHBBM +−= νν0  (3.32) 

Dans laquelle ν(B) est la reluctivité et Hc est le champ coercitif de l'aimant permanent.  

 En introduisant (3.28) à (3.31), nous pouvons écrire l’expression de la force globale sous 
la forme : 

f

N

f

extnf d
f

f

Γ= ∑ ∫
Ω

= Γ

2

1
2 M BF δ  (3.33) 

où NfΩ2 est le nombre de facettes dans le domaine Ω2, δMnf est la différence des aimantations 

de deux éléments partageant la facette f, déterminée comme ci-dessous :    

- Si f est une facette intérieure partagée par deux éléments ei et ej, j > i : 

( ) ( )jifjifjfif cncnnnnn HHBMMM −+−=−= ννδ   (3.34) 

où νi, νj sont les reluctivités des éléments ei et ej, respectivement;  Mnf i = Mi·nf, Hcn i = Hci·nf et 

Bnf = B·nf avec Mi, Hci l'aimantation et le champ coercitif de l'élément i. 

- Si f est une facette extérieure appartenant à l'élément ej : 

( ) jfjfjf cnn0nn HBMM +−== ννδ   (3.35) 

 

 Méthode des travaux virtuels 3.3.2.2

 La méthode des travaux virtuels repose sur l’établissement d’un bilan énergétique d’un 

système électromécanique soumis à un déplacement virtuel. Elle est utilisée très souvent pour 

le calcul des forces et couples à partir de solution issues de la méthode des éléments finis, par 

exemple dans le logiciel Flux (Coulomb and Meunier, 1984).  

 Nous considérons un domaine ferromagnétique Ωf = Ω1 ∪ Ω2 soumis au champ 

magnétique créé par une bobine comme sur la figure FIG.3.11.a . Ce système est placé dans 

l'air, qui est le domaine Ω0. Nous notons Ω = Ωf ∪ Ω0. La solution de la formulation intégrale 

de volume (B de facette ou A d'arête) nous permet de connaitre la distribution d'induction 

magnétique et de potentiel vecteur magnétique dans les matériaux magnétiques.  
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a. Système magnétostatique b. Déplacement virtuel de la partie mobile 

FIG.3.11. Illustration du principe de la méthode des travaux virtuels 

 

 L'énergie magnétique Wmag et la coénergie magnétique du système sont définies par :  

∫ ∫
Ω

Ω=
B

0

ddBHmagW   (3.36) 

∫ ∫
Ω

Ω⋅=
H

0

ddHBco
magW   (3.37) 

 La force globale s'exerçant sur un milieu magnétique mobile non déformable du domaine 

est (Coulomb and Meunier, 1984) :  

u

Wmag
u

∂

∂
=F   (3.38) 

où u représente un déplacement virtuel de la partie mobile suivant une direction donnée. Dans 

ce déplacement virtuel, le maillage n'est pas distordu, la source de courant reste constante.  

 L'énergie magnétique peut s'exprimer par la somme de l'énergie réduite Wred fournie par 

les régions ferromagnétiques et l'énergie de source W0 fournie par la source de courant, telle 

que (Carpentier, 2013) :  

0WWW redmag +=   (3.39) 

avec  
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∫

∫ ∫

Ω

Ω

⋅=














⋅+⋅−⋅=

dΩ
2

1

dΩ dBH2
2

1

000

0
0

HB

BHBM

W

W f

B

red

f  (3.40) 

où B0 et H0 sont les vecteurs d'induction et du champ magnétique créé par la source ; M est 

l'aimantation.  

 En introduisant (3.39) à (3.38), nous pouvons écrire :  

u

W

u

Wred
u

∂

∂
+

∂

∂
= 0F   (3.41) 

Comme l'énergie de source W0 ne dépend que du courant d'excitation qui reste constant lors 

du déplacement virtuel, 
u

W

∂

∂ 0  s'annule. En conséquence,  

u

Wred
u

∂

∂
=F   (3.42) 

Les dérivés par rapport au déplacement virtuel des termes de (3.40) peuvent s'écrire dans 

toutes les directions. Par exemple, si nous nous intéressons à la direction x, la composante Fx 

de la force globale peut s'exprimer de la façon suivante : 

f
x

x
x

xx

f

xxxxx
dΩ 

B
H2

H
B

B
H

M
B

B
M

2

1
F 0

0
∫

Ω










∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=   (3.43) 

ou bien 

f
xxx

x
x

xx

f

xxxx
dΩ 

B
H

H
B

M
B

B
M

2

1
F 0

0
∫

Ω










∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=   (3.44) 

De la même façon, nous pouvons calculer les composantes Fy et Fz. Le principe pour le calcul 

des dérivées  
xxxx

xxxx

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂ B
et 

H
 ,

M
 ,

B0  peut se trouver dans (Carpentier, 2013).  

3.3.3 Applications 

 Modélisation d’un contacteur excité par la source de courant 3.3.3.1
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 Considérons  un contacteur dont la géométrie est décrite par la figure FIG.3.12 (unité en 

mm). Ce contacteur est excité par une bobine de 1000 tours traversée par un courant de 2A. 

L'entrefer entre les deux parties fixe et mobile est de 5 mm. Le matériau ferromagnétique du 

contacteur est non linéaire et défini par la loi suivante :  

( ) ( )







 −
+=

s

0s
0 2J

1J2 H
HHB

µµπ

π
µ rarctg  (3.45) 

avec µ r = 1000 et Js = 1 T. 

 

a. Vue de face b. Vue de gauche 

FIG.3.12. Géométrie du contacteur excité par un courant continu 

 

Afin de modéliser ce contacteur, nous définissons trois scénarios d'étude :   

1. Le courant d'excitation et l'entrefer sont fixés, la convergence du calcul de la force 

globale sur la palette en fonction du nombre d’éléments du maillage est étudiée. 

2. A entrefer fixe, le calcul de la force sur la palette en fonction du courant 

d'excitation (du 0,5A à 9A) est étudié. 

3. Avec un courant d'excitation constant (2A), le calcul de la force en fonction de 

l'entrefer (du 10 mm au 0,5 mm) est étudié. 

Les résultats de la méthode des éléments finis (logiciel Flux) avec un maillage très fin sont 

utilisés comme référence.  

Scénario 1: Le courant et l'entrefer sont fixés. 

 Pour un courant d'excitation de 2A, la distribution de l'induction magnétique dans le 

circuit magnétique du contacteur est représentée sur la figure FIG.3.13.  
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FIG.3.13. Distribution de l'induction B dans le circuit magnétique du contacteur  

 

 La figure FIG.3.14 représente les courbes de convergence du calcul de la force en fonction 

du nombre d'éléments des régions ferromagnétiques. Les résultats obtenus par la MIV avec 

deux méthodes de calcul de la force proposées sont comparées avec ceux obtenus par le 

logiciel Flux (MEF). Ce dernier utilise la méthode des travaux virtuels pour le calcul de la 

force globale. 

 

FIG.3.14. Convergence du calcul de la force pour le contacteur excité par la bobine 

  

 Les forces calculées par la MEF et la MIV convergent vers la même valeur 15,3 N. 

Toutefois, la force calculée avec la MIV converge plus rapidement qu'avec la MEF. En 

utilisant la MIV, un maillage de 100 éléments hexaèdres donne une valeur de force avec 

moins 5% d'écart par rapport à la référence. Pour atteindre un tel écart, la MEF requiert un 

maillage contenant plus de 2000 éléments hexaédriques dans les régions ferromagnétiques.  
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 Les deux approches de calcul de la force globale proposées donnent des valeurs très 

similaires. En général, les écarts relatifs entre les forces obtenues par les deux approches sont 

inférieurs à 1%. 

Scénario 2 : L'entrefer fixé, le courant variant 

 Afin d'étudier la saturation du circuit magnétique, nous nous intéressons maintenant au 

calcul de force en fonction du courant d'excitation en utilisant trois maillages qui se 

composent respectivement de 100, 830 et 6650 éléments.  

 
FIG.3.15. Forces globales en fonction du courant d'excitation  

 

 Sur la figure FIG.3.15, nous trouvons que les forces obtenues par la MIV sont très proches 

des valeurs de référence de la MEF. Le maillage de 100 éléments nous permet d'évaluer les 

forces avec un écart par rapport à la référence de 5% en moyenne. Si le maillage de 6650 

éléments est utilisé, cet écart moyen est de 1,5%. 

Scénario 3: L'entrefer varie 

 Avec un courant d'excitation de 2A, nous calculons la force en fonction de l'entrefer en 

définissant une variation de l'entrefer allant de 10 mm à 0.5 mm. Pour la méthode des 

éléments finis, nous devons redéfinir le maillage du domaine à chaque changement de la 

géométrie du dispositif car l'espace d'air est modifié. Ce procédé peut ainsi devenir très lourd 

surtout à très faible entrefer. L'application de la MIV nous permet d'éviter le remaillage du 

domaine. Ceci est réalisé en définissant une variable de position associée avec les 

coordonnées du maillage de la partie "mobile" et prenant en compte cette variable lors de 

l'intégration des matrices d'interaction.   
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 Le comportement de la force globale en fonction de l'entrefer du contacteur est présenté 

sur la figure FIG.3.16. Les résultats obtenus par la MIV avec des maillages de 830 et 6650 

éléments sont comparés avec les valeurs de référence du logiciel Flux. Nous constatons une 

bonne adéquation entre la MIV et les valeurs de référence pour des entrefers supérieurs à 

1 mm. Pour les entrefers plus faibles, le raffinage du maillage est nécessaire afin d'obtenir des 

résultats précis. En outre, les techniques d'intégration pour les interactions proches (calcul 

analytique ou augmentation du nombre de points de Gauss) doivent être implémentées.  

a. Valeurs de la force globale b. Ecarts relatifs 

FIG.3.16. Forces globales en fonction de l'entrefer du contacteur 

 

 Modélisation d’un contacteur excité par un aimant permanent 3.3.3.2

 Considérons un contacteur magnétique excité par un aimant permanent déjà présenté dans 

le chapitre précédent (section §2.2.4.1) et dont la géométrie est rappelée sur la figure 

FIG.3.17. Le matériau du contacteur est non linéaire  avec µ r = 1000 et Js = 1 T.  
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a. Vue de face b. Vue de gauche 

FIG.3.17. Géométrie du contacteur excité par l'aimant permanent 

 

 
FIG.3.18. Convergence du calcul de la force pour le contacteur excité par l'aimant permanent 

 

Les convergences du calcul de la force agissant sur la palette du contacteur obtenues avec la 

méthode des charges équivalentes et la MEF sont présentées sur la figure FIG.3.18. La 

méthode des travaux virtuels n'a pas encore été mise en place dans le cadre de ces travaux de 

thèse. En effet, la présence d’aimants permanents doit modifier sensiblement les calculs.  La 

MIV possède une vitesse de convergence plus rapide que celle de la MEF et des maillages 

grossiers permettent d'obtenir de bons résultats.  

 L'utilisation de la MIV avec un maillage de 900 éléments permet d'obtenir un résultat de 

la force de 2% d'écart par rapport à la référence. Le temps de calcul est de 30 secondes. Pour 

avoir un résultat similaire, la MEF doit utiliser un maillage contenant plus de 40 000 

éléments, le temps de calcul étant supérieur à 3 minutes. 
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3.3.4 Conclusions 

 Deux méthodes de calcul de la force magnétique globale à partir de la solution de la 

méthode intégrale de volume ont été développées. L'une est basée sur l'équivalence des 

charges magnétiques et l'autre est basée sur le principe des travaux virtuels. L'application de 

ces deux méthodes pour la modélisation d’un contacteur excité par la bobine nous donne des 

résultats similaires. D'une part, nous avons toujours une bonne adéquation entre la MIV et la 

MEF dans les scénarios différents, l'augmentation du courant d'excitation ou la diminution de 

l'entrefer. D'autre part, la MIV permet d'obtenir de bon résultats même si des maillages avec 

peu d’éléments sont utilisés. 

 Parmi ces deux méthodes, la méthode des charges magnétiques équivalentes est plus facile 

à implémenter. Toutefois, lorsque l'entrefer est petit la méthode des travaux virtuels peut 

donner des résultats plus précis. Dans le cadre de ces travaux de thèse, les deux méthodes 

utilisent des matrices pleines, nous n'avons donc pas comparé les temps de calcul entre elles. 

Une comparaison de ce type, lorsqu’une implémentation optimisée sera faite, pourrait être une 

perspective de ces travaux. 

3.4 Conclusions 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les formulations de post-traitement pour exploiter 

les solutions de la méthode intégrale de volume en magnétostatique. Deux méthodes pour le 

calcul du flux magnétique traversant la bobine et deux méthodes pour le calcul de la force 

magnétique globale à partir de la solution de la MIV ont été développées.  

Les méthodes proposées ont été appliquées à la modélisation de différents dispositifs (le 

problème TEAM 13, un capteur de vitesse à reluctance variable et des contacteurs). Quelle 

que soit l'approche utilisée, la MIV donne des résultats précis avec un temps de calcul faible 

en comparaison avec la MEF. Pour la MIV, l'utilisation de maillages peu dense permet 

d'obtenir de bons résultats. En outre, lorsqu’une stratégie de déplacement est associée au 

problème, la MEF requiert de remailler le domaine. En utilisant la MIV, il suffit de changer la 

position de la pièce mobile maillée.  

Ainsi, la MIV est très favorable aux études de pré-dimensionnement, c’est-à-dire 

associé à une stratégie d'optimisation.   
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Conclusion générale et perspectives 
 

Les travaux réalisés dans cette thèse ont eu pour objectif le développement d'un outil 

performant pour la modélisation magnétostatique de dispositifs du génie électrique. Deux 

formulations intégrales de volumes et des méthodes pour le calcul de la force magnétique 

globale et du flux dans les bobines ont été proposées. Les matériaux magnétiques non 

linéaires, régions non simplement connexes, aimants permanents, bobines ainsi que les 

régions minces magnétiques sont pris en compte.  

La première formulation, dite formulation B de facette, est basée sur l'interpolation des 

éléments de facette du premier ordre et les flux magnétiques traversant les facettes. Son 

système d'équations est résolu à travers la méthode des mailles indépendantes, les inconnus 

étant les flux de maille. La deuxième formulation, dite formulation A d'arête, est basée sur 

l'interpolation des éléments d'arête du premier ordre et la circulation du potentiel vecteur le 

long des arêtes. Même si la matrice à résoudre est singulière, nous pouvons utiliser un solveur 

itératif pour la résolution sans avoir besoin d'introduire de jauge, car le système d'équations 

est compatible. Avec ces deux formulations, dites formulations de type b, nous pouvons 

passer de la formulation B de facette à la formulation A d'arête en substituant la matrice 

d'incidence des mailles indépendantes par une matrice d'incidence face-arête. Les essais 

effectués ont montré que ces formulations permettent d'obtenir des résultats ayant une bonne 

précision même en présence de maillages légers. En outre, la résolution des problèmes non 

linéaires converge généralemement avec peu d’itérations, sans nécessiter de relaxation. 

Suite au développement des formulations de type b, une comparaison entre les 

formulations intégrales pour la résolution de problèmes magnétostatiques non linéaires a été 

proposée. Comme attendu, les formulations B de facette et A d'arête donnent des résultats très 

similaires. Les résultats numériques ont montré que les formulations de type b sont plus 

performantes que la formulation en potentiel scalaire magnétique par collocation (type h) si un 

solveur itératif et la méthode de Newton Raphson sont utilisés. Afin de simplifier la 

discrétisation et la modélisation magnétostatique des régions minces, une formulation utilisant 

des maillages surfaciques reposant sur la formulation B de facette a été proposée. Grâce à 

cette approche, les formes géométriques complexes peuvent être discrétisées simplement avec 

un nombre d'inconnues réduit tout en garantissant une bonne précision des résultats. 

Un des objectifs de la modélisation magnétostatique est de déterminer des grandeurs 

globales sur les dispositifs. Ainsi, le post-traitement pour le calcul du flux dans les bobines et 
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de la force magnétique globale sur une région à partir des solutions obtenues grâce à des 

formulations intégrales a été étudié et développé. Deux approches pour le calcul du flux, l'une 

basée sur le potentiel vecteur et la densité de courant unitaire et l'autre, basée sur le champ 

magnétique unitaire et l'aimantation, ont été proposées. Concernant le calcul de la force, la 

méthode des charges magnétiques équivalentes et celle des travaux virtuels ont été 

implémentées. En général, les différentes approches donnent des résultats très similaires sur 

les grandeurs globales. En comparant les résultats obtenus avec ceux de la méthode des 

éléments finis pour la résolution des problèmes dans lesquels l'air est prépondérant, les 

méthodes intégrales de volume basées sur les formulations développées dans cette thèse, 

convergent (au sens du maillage) plus rapidement. L'utilisation de maillages grossiers permet 

d'obtenir des résultats ayant une bonne précision avec un temps de calcul réduit.  

A la suite de ces travaux, quelques perspectives sont envisagées. Premièrement, permettre 

la prise en compte des courants induits dans les formulations intégrales afin de traiter des 

problèmes magnéto harmoniques, temporels et en mouvement. Deuxièmement, en considérant 

l'intérêt de ne pas avoir à mailler l'air, il peut être intéressant d'appliquer les formulations 

développées à la modélisation des machines tournantes (thèse en cours de Q. Debray). Enfin, 

il parait opportun de coupler la méthode intégrale de volume en magnétostatique avec des 

méthodes d'optimisation, en utilisant par exemple l'outil GOT développé au G2Elab pour le 

pré-dimensionnement des dispositifs. 
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DEVELOPPEMENT DE FORMULATIONS INTEGRALES DE VOLUME EN 
MAGNETOSTATIQUE 

Résumé: 

Ces dernières années, la Méthode Intégrale de Volume (MIV) a reçu une attention particulière pour la 

modélisation des problèmes électromagnétiques en basse fréquence. Son intérêt principal est l’absence 

du maillage de la région air, ce qui rend la méthode légère et rapide. Associée aux méthodes de 

compression matricielle la MIV devient aujourd'hui une alternative compétitive à la méthode des 

éléments finis pour la modélisation de dispositifs électromagnétiques ayant un volume d'air 

prépondérant. 

Ce rapport porte sur le développement de deux formulations intégrales de volume pour la résolution de 

problèmes magnétostatiques avec prise en compte des matériaux non linéaires, des aimants, des 

bobines, des circuits magnétiques avec ou sans entrefer et des régions minces magnétiques. La 

première est une formulation en flux de mailles indépendantes basée sur l'interpolation par éléments de 

facette. La deuxième est une formulation en potentiel vecteur magnétique basée sur l'interpolation par 

éléments d'arête. L'application de ces formulations permet d’une part d'obtenir des résultats précis 

même en présence d’un faible maillage et d’autre part de résoudre aisément des problèmes non 

linéaires. Des méthodes de calcul de la force magnétique globale ainsi que du flux magnétique dans 

les bobines ont été également mises en œuvre. Les développements informatiques ont été réalisés dans 

la plateforme MIPSE et ont été validés sur des problèmes académiques ainsi que sur quelques 

dispositifs industriels. 

Mots clés: méthode intégrale de volume, magnétostatique, matériau non linéaire, région mince 

magnétique, force magnétique globale, flux magnétique, éléments d'arête, éléments de facette. 

 

DEVELOPEMENT OF MAGNETOSTATIC VOLUME INTEGRAL FORMULATIONS  

Abstract: 

In recent years, the Volume Integral Method (VIM) has been received particular attention for 

modeling of low frequency electromagnetic problems. The main advantage of this method is that 

inactive regions do not to be discretized, which makes it light and rapid. Associated with matrix 

compression methods, the VIM is a competitive alternative to the finite element method for modeling 

electromagnetic devices containing a predominant air volume. 

This PhD thesis focuses on the development of two volume integral formulations for solving 

magnetostatic problems, in the presence of nonlinear materials, magnets, coils, multiply connected 

magnetic regions, and the presence of magnetic shielding. The first one is a mesh magnetic flux 

formulation based on the interpolation of facet elements and the second one is a magnetic vector 

potential formulation based on the interpolation of edge elements. The application of these 

formulations provides accurate results even with coarse meshes and allows solving straightforward 

nonlinear magnetostatic problems. Methods for computing global magnetic force and magnetic flux 

through a coil were also implemented as part of this work. Developments performed in the MIPSE 

platform were validated on academic case-tests as well as some industrial devices. 

Keywords: volume integral method, magnetostatic, nonlinear materials, magnetic shielding, global 

magnetic force, magnetic flux through a coil, edge elements, facet elements. 


