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L. NOELS Associate Professor Rapporteur
Univ. de Liège
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1.4.5 Méthode séquentielle pour l’homogénéisation des compo-

sites linéaires viscoélastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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3.3 Homogénéisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.4 Calcul numérique de An+1(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.5 Variables internes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.5.1 Procédure proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.5.2 Algorithme de Return-mapping . . . . . . . . . . . . . . . 73
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3.7 Algorithme général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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sage linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.2.3 Microstructure avec inclusion rigide, matrice élastoplastique
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paramètres : (a) σY et (b) σ∞ pour la taille de VER fixée à L/D =
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2.12 Composite élasto-viscoplastique : champs de contraintes de Von
Mises dans le cas d’une fraction volumique f = 0.5 : (a) 4 inclu-
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2.26 Déplacement en fonction du chargement : comparaison entre mo-
dèle complet et matériau homogénéisé dans le cas d’une fraction
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Introduction générale

Contexte
L’ingénierie du génie civil fait désormais un usage avancé de la simulation

numérique pour modéliser une grande variété de phénomènes, tels que le calcul
statique, dynamique ou la stabilité des structures, le vieillissement des matériaux
dans des environnements naturels, la tenue au feu, etc. Cependant, la prise en
compte des matériaux à des échelles plus fines reste encore du domaine de la
recherche et n’est pas encore transférée dans les codes de calcul industriels. Les
raisons principales sont liées à des difficultés théoriques et numériques associées
au passage d’une description à l’échelle microscopique, où les phénomènes tels
que la microfissuration, les modifications chemo-mécaniques, ou le transport de
l’humidité à travers les pores peuvent être observés et modélisés, et l’échelle de la
structure, où les dimensions caractéristiques vont de quelques centimètres à des
dizaines de mètres.

Les progrès dans ce domaine, appelé ”micromécanique”, ou plus récemment
”mécanique multi-échelle” sont cependant nombreux et ont permis des avancées
spectaculaires ces dernières années. En effet, depuis les travaux pionniers des an-
nées 50 en micromécanique portant notamment sur l’homogénéisation, un très
grand nombre d’outils mathématiques ont été proposés qui ont permis de défi-
nir des évaluations des comportements effectifs pour des matériaux hétérogènes,
principalement dans le cas linéaire. C’est le cas par exemple de l’évaluation des
propriétés élastiques ou thermiques des composites. Les challenges portent ces der-
nières années sur les comportements non linéaires : plasticité, endommagement
ou les couplages multi physiques non linéaires. La prise en compte de microstruc-
tures réalistes, telles qu’obtenues par la démocratisation des techniques de micro
tomographie est également un défi. Pour aborder ces nouveaux problèmes, les
méthodes incluant des calculs numériques sont désormais incontournables et per-
mettent d’envisager de nouvelles stratégies de modélisation, en se rapprochant du
calcul de structure incluant des effets microstructuraux non linéaires.

L’objectif de cette thèse est de contribuer à cet enjeu, en se centrant sur l’ho-
mogénéisation non linéaire des matériaux élastoplastiques et viscoplastiques, et
sur le calcul de structures composées de ces matériaux non linéaires hétérogènes.

Intégration de la thèse dans le projet ILMAB

Ce travail de thèse s’inscrit dans le projet ILMAB (Infrastructure Logicielle
pour la Modélisation et l’Analyse des Bâtiments) financé par la région Ile-de-
France, dans lequel l’Ecole supérieure d’ingénieurs Léonard de Vinci (ESILV) est
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partenaire. Les tâches du projet liées à la thèse portent sur le développement de
méthodologies et d’outils de modélisation numérique, notamment, basés sur l’uti-
lisation du Logiciel Digimat. Bien que l’objectif à plus long terme soit d’aborder
le comportement à rupture pour des applications du génie civil, cette thèse consti-
tue un premier pas vers le développement de méthodes permettant de traiter des
structures hétérogènes non linéaires, et porte sur des approches plus en amont des
applications, même si les outils proposés dans ce travail pourraient être étendus
pour d’autres comportements non linéaires dans un futur proche.

Plan de la thèse
Dans le premier chapitre, nous dresserons un état de l’art récent des méthodes

d’homogénéisation pour les matériaux linéaires et non linéaires, et notamment
sur les méthodes numériques multi échelles.

Dans le deuxième chapitre, nous proposerons une démarche pour déterminer
la taille d’un volume élémentaire représentatif (VER) dans un cadre non linéaire,
en se basant sur une approche d’homogénéisation incrémentale semi-analytique,
et utiliserons les modèles de comportement associés pour réaliser des calculs de
structures hétérogènes non linéaires, pour des composites contenant des phases
élastoplastiques et viscoplastiques.

Nous développerons Dans le troisième chapitre une nouvelle méthode d’ho-
mogénéisation numérique pour les matériaux élastoplastiques, basée sur une ap-
proche incrémentale, où les opérateurs permettant de définir les quantités macro-
scopiques sont calculés numériquement sur la base d’un VER. La démarche est
développée pour des cas de calcul de structures hétérogènes non linéaires impli-
quant deux échelles de calcul.

Nous illustrerons dans le quatrième chapitre la méthode élaborée au chapitre
3 au travers d’exemples numériques réputés difficiles pour les méthodes dispo-
nibles, pour permettre de valider la méthode et d’en discuter ses avantages et
inconvénients.

Enfin, nous présenterons un bilan et dresserons quelques perspectives.
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Chapitre 1

Méthodologies multi-échelles

d’homogénéisation des matériaux

hétérogènes : État de l’art

1.1 Introduction

Le rôle des différentes échelles en mécanique des matériaux est aujourd’hui bien

établi. Au niveau du matériau, l’échelle caractéristique d’intérêt est l’échelle des

hétérogénéités microstructurales et des défauts. La mécanique et la physique de

ces microstructures multiphasiques est généralement considérée comme le princi-

pal mécanisme décrivant le comportement de la réponse du matériau. La compré-

hension du comportement, des évolutions et de la réponse mécanique à l’échelle

microstructurale est donc critique. Il est aujourd’hui bien compris que même les

très petites échelles et les interfaces fines peuvent avoir une influence sur le com-

portement à l’échelle macroscopique. Les méthodes multi-échelles ont ainsi émergé

en vue de relier les petites et grandes échelles en mécanique du solide. L’homogé-

néisation non linéaire des matériaux hétérogènes a constitué l’une des premières

approches multi échelles, mais s’est rapidement révélée insuffisante pour traiter

des microstructures plus complexes, des comportements non linéaires, et pour

décrire les phénomènes locaux dans les microstructures. Pour pouvoir atteindre
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ces objectifs, les méthodes numériques multi échelles ont été développées dans les

dernières décennies. Nous présentons ci-dessous un état de l’art (probablement

non exhaustif) des méthodes d’homogénéisation, en commençant par une présen-

tation des méthodes classiques d’homogénéisation linéaires, puis des méthodes

d’homogénéisation pour les matériaux hétérogènes non linéaires, nécessitant des

approches numériques.

Les premiers travaux en homogénéisation remontent aux travaux de Voigt, suivi

par le modèle de Sachs [? ] de Reuss (1929) et le modèle de Taylor [? ]. Bien que

les bornes de Voigt et Reuss aient été développées pour les composites, les modèles

de Sachs et Taylor ont été proposés pour les polycristaux. L’intérêt croissant pour

les composites au cours du XXe siècle a motivé d’importants développements en

homogénéisation. La contribution la plus marquante a été celle d’Eshelby [? ], où

l’attention a été portée sur la solution élastique pour une inclusion ellipsöıdale.

Cette thématique, appelée ensuite ”micromécanique”, a été formellement établie

par Hill [? ]. Une revue des travaux menés dans ce cadre depuis une quarantaine

d’années peut être trouvée dans [? ].

Les progrès en homogénéisation des matériaux hétérogènes ont été fournis par

Kröner [? ], Hashin and Shtrikman [? ], Hill [? ], Mori and Tanaka [? ] ou encore

Willis [? ], parmi d’autres. Les premiers pas vers des extensions au cas non linéaire

furent développés par Hill [? ] ou encore Hutchinson [? ]. Les comportements

abordés incluaient l’élastoplasticité, l’élasticité non linéaire et la viscoélasticité.

Plus récemment, plusieurs contributions importantes ont été apportés par Nemat-

Nasser [? ? ], Ponte Castañeda [? ], Suquet [? ? ], Willis [? ] ou Zaoui [? ], parmi

d’autres.

Durant les dernières années, des progrès majeurs ont été réalisés par l’intro-

duction des méthodes numériques dans les approches d’homogénéisation, particu-

lièrement pour lever les verrous liés aux comportements non linéaires complexes

dans les matériaux hétérogènes, ainsi que pour permettre de fournir des modèles

utilisables dans des calculs de structures pour les ingénieurs. Ainsi, les méthodes

d’homogénéisation ”numériques” [? ] ont été proposées, où des calculs numériques
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à deux échelles sont effectués de manière couplés pour fournir la réponse d’une

structure hétérogène non linéaire. Ces techniques sont décrites plus en détails

dans la suite de ce chapitre.

1.2 Classification

Nous proposons ici une classification des méthodes d’homogénéisation, bien

qu’une telle classification ne soit pas unique. Nous distinguons, parmi les ap-

proches que nous présentons ci-dessous, les approches séquentielles, et les ap-

proches concourantes. Dans les approches séquentielles, l’information nécessaire

à la construction de la loi de comportement macroscopique est obtenue par des

calculs analytiques ou numériques préliminaires à l’échelle microscopique. Lors

du calcul de structure, il n’est plus nécessaire d’effectuer de nouveaux calculs au

niveau microstructural. Dans les approches concourantes, le problème à l’échelle

macroscopique est résolu simultanément avec le problème à l’échelle microsco-

pique, ce qui de manière numérique peut se traduire par des échanges d’informa-

tions, par exemple lors des différentes itérations, entre les échelles macroscopiques

et microscopiques. Les méthodes présentées par la suite sont classées suivant ce

principe dans la figure 1.1.

1.3 Méthodes analytiques et semi-analytiques

1.3.1 Problèmes linéaires

Les méthodes analytiques ont été proposées initialement pour les composites

élastiques linéaires. Si ces approches fournissent des bornes et des estimations

utiles pour les ingénieurs dans certains cas, elles sont limitées par la mauvaise

prise en compte des interactions entre les inclusions et la forme de celles-ci, qui

sont généralement restreintes aux formes ellipsöıdales.

13



Figure 1.1 – Classification des méthodes d’homogénéisation.

1.3.1.1 Méthode d’Eshelby

Dans la méthode d’Eshelby, les inclusions sont supposées éloignées les unes des

autres et leurs interactions négligées. En d’autres termes, chaque inhomogénéité

peut être traitée comme existant dans une matrice homogène sans interaction avec

les autres inhomogénéités. Soit une inclusion définie dans un domaine ellipsöıdal

Ωr, de module élastique Cr. La matrice entourant l’inclusion possède un module

élastique C0 et est soumise à un chargement en déplacements du type :

u = εx (1.1)

avec

ε = ⟨ε⟩ = 1

|Ω|

∫
Ω

ε(x)dΩ. (1.2)
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La déformation dans l’inclusion Ωr, supposée constante si l’inclusion est ellip-

söıdale, peut être exprimée par

εr = Ar : ε (1.3)

où Ar est le tenseur de localisation de la déformation dans l’inclusion r, donné

par :

Ar = [I+ E : C0 : (Cr − C0)]
−1 , (1.4)

avec E le tenseur de Eshelby (voir par exemple [? ]). En exprimant la loi de

comportement élastique en tout point et en prenant la moyenne

σ = ⟨σ⟩ = 1

|Ω|
σ(x)dΩ, (1.5)

on identifie le module élastique effectif C comme :

C = C0 +
∑
r

fr (Cr − C0) : Ar. (1.6)

Dans le cas d’un composite contenant des inclusions sphériques arbitrairement

dispersées de fraction volumique f , et lorsque les constituants sont linéaires élas-

tiques isotropes, on obtient, en notant k1, µ1 les coefficients de compressibilité

et de cisaillement de la matrice et k2, µ2 des inclusions et k et µ les coefficients

effectifs du composite :

k = k1 +
f(k2 − k1)(3k1 + 4µ1)

3k2 + 4µ1

(1.7)

µ = µ1 +
5fµ1(µ2 − µ1)(3k1 + 4µ1)

3k1(3µ1 + 2µ2) + 4µ1(2µ1 + 3µ2)
. (1.8)
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1.3.1.2 Schéma de Mori-Tanaka

La méthode de Mori-Tanaka inclut certains effets des interactions entre inclu-

sions en prenant la déformation dans l’inclusion égale à ε1 = ⟨ε⟩Ω1
(voir détails

dans [? ]). On peut citer quelques applications dans [? ? ? ? ? ]. Cela conduit,

pour des inclusions sphériques isotropes, aux estimations suivantes :

k = k1 +
f(k2 − k1)(3k1 + 4µ1)

3k1 + 4µ1 + 3(1− f)(k2 − k1)
(1.9)

µ = µ1 +
5fµ1(µ2 − µ1)(3k1 + 4µ1)

5µ1(3k1 + 4µ1) + 6(1− f)(µ2 − µ1)(k1 + 2µ1)
. (1.10)

1.3.1.3 Schéma auto-cohérent

Dans ce schéma, les effets des chargements appliquées (par le biais des condi-

tions aux limites) et les interactions entre inclusions sont prises en compte en

supposant que l’inclusion r est placée dans une matrice homogène de tenseur

élastique C qui est soumise à une déformation ε. Dans le cas d’inclusions sphé-

riques isotropes élastiques, cela conduit aux équations suivantes à résoudre pour

déterminer k et µ :

k = k1 +
f(k2 − k1)(3k + 4µ)

3k2 + 4µ
, (1.11)

µ = µ1 +
5fµ(µ2 − µ1)(3k + 4µ)

3k(3µ+ 2µ2) + 4µ(2µ+ 3µ2)
. (1.12)

Ce modèle a été étendu aux matériaux viscoplastiques [? ] et pour des mor-

phologies d’inclusions complexes [? ]. Les différents schémas ci-dessus sont à la

base de méthodes récentes, comme une technique proposée dans [? ] permettant

de traiter des composites polydisperses par une approche itérative.
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1.3.2 Définition du VER et aspects statistiques

La définition du Volume Elémentaire Représentatif (VER) est centrale en ho-

mogénéisation numérique, où la microstructure est définie dans un domaine de

taille finie. La définition proposée par Hill [? ] implique que le VER doit être de

taille suffisante pour représenter un ensemble de microstructures au sens statis-

tique, lorsque les conditions aux limites sont macroscopiquement uniformes. Dru-

gan et Willis [? ] ont proposé une variante, où le VER est le plus petit volume

de matériau qui représente la réponse mécanique moyenne avec suffisamment de

précision. Povirk [? ] proposa encore une autre approche pour déterminer la taille

de VER basée sur la description de la microstructure en utilisant un indicateur

statistique. Une taille optimale de domaine préservant la description statistique

de la microstructure originale est appelée Cellule Unitaire Représentative (CUR).

Dans tous les cas, le VER doit à la fois capturer le comportement mécanique (phy-

sique) du matériau et être statistiquement représentatif (capturer la complexité

géométrique du matériau). La définition du VER est critique, et son étude dans

le cas non linéaire est relativement récente. Ce problème fera l’objet du chapitre

2, dans lequel nous proposerons une méthodologie alternative pour déterminer

la taille d’un VER dans un cadre non linéaire en se basant sur une approche

incrémentale.

1.4 Problèmes non linéaires

1.4.1 Méthodes semi-analytiques

Les approches analytiques qui ont été proposées depuis les travaux pionniers de

Hill [? ] ont pour objectif d’estimer ou de borner le comportement des matériaux

hétérogènes non linéaires. Dans le cas des matériaux non linéaires en petites

déformations, des extensions au cas non linéaire de certaines techniques classiques

dans le cadre linéaire ont été proposées (voir par exemple Nemat-Nasser & Hori

[? ] ; Torquato [? ] ; Milton [? ]), les travaux de Willis [? ], Dvorak [? ], Qiu and
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Weng [? ], Ponte Castañeda [? ], Hu [? ], Milton et Serkov [? ]. Dans le cas des

grandes déformations, plusieurs auteurs ont également étendu certaines approches

d’homogénéisation analytiques issues du cadre linéaire pour des cas spécifiques.

Dans une série de travaux, (voir par exemple [? ? ? ] entre autres), des estimations

et des solutions exactes pour certaines classes de composites hyperélastiques ont

été dérivées. Ponte-Castañeda [? ] a proposé une méthode d’homogénéisation

du second ordre pour déterminer la loi de comportement effective de matériaux

composites non linéaires poreux et renforcés, suivi par plusieurs autres auteurs

(voir par exemple [? ? ? ]). Quelques-unes de ces techniques sont décrites ci-

dessous.

1.4.1.1 Méthodes incrémentales et affines

Les méthodes semi-analytiques ont été étendues pour les comportements non

linéaires tels que la visco-élasticité non linéaire ou la viscoplasticité. La plupart

des extensions se basent sur la notion de composite de comparaison linéaire (CCL)

[? ? ? ? ? ]. Hill [? ] a proposé une méthode incrémentale pour homogénéiser les

composites non linéaires dans ce cadre. L’approche a ensuite été étendue (voir

par exemple [? ? ? ]). Dans ce cas, le comportement du composite est écrit par

une loi incrémentale du type ∆σ = Ctan
: ∆ε, où ε, σ, Ctan

sont respectivement la

déformation et la contrainte macroscopique et le module tangent. Cette méthode,

combinée avec un schéma de Mori-Tanaka est décrite plus en détails dans la

section 1.4.1.3.

Les autres approches semi-analytiques sont appelées méthodes affines. Celles-

ci ont été proposées initialement par Molinari et al. [? ? ] pour les matériaux

visco-plastiques. Dans ce type d’approche, on considère le champs de contraintes

et non son incrément durant la procédure d’homogénéisation. Cette technique a

été étendue aux matériaux élasto-plastiques par Zaoui et Masson [? ] et Masson

et al. [? ]. Le comportement dans la méthode affine est exprimé sous la forme

σ = C : ϵ + τ où τ est une contrainte de polarisation et C peut être différent

du module tangent. Chaboche et al. [? ] ont montré que cette méthode peut
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conduire à un comportement trop raide lorsqu’un opérateur tangent anisotrope

est considéré. Ces méthodes ont ensuite été utilisées pour étudier le comporte-

ment de composites visco-plastiques [? ? ? ]. Le CCL peut être défini par un

opérateur sécant comme dans Berveiller et Zaoui [? ] pour les comportements

élasto-plastiques. Dans cette approche, l’opérateur sécant est utilisé et la réponse

effective du composite donnée sous la forme σ = Csec
: ε, qui limite la méthode

aux cas de chargements proportionnels monotones. D’autres approches peuvent

être citées comme des extensions à l’endommagement dans le cas d’un schéma

incrémental non local [? ] ou une méthode de gradient modifié dans Peerlings et

al. [? ] ou Engelen et Baaijens [? ] pour prendre en compte l’endommagement

local dans la matrice.

En raison de la faible qualité de l’approximation dans le cas élastoplastique

[? ], ces méthodes ont été étendues en considérant le second ordre du moment

stochastique (voir par exemple Suquet [? ], Ponte Castañeda [? ] ou de Doghri et

al. [? ]) et dans un cadre visco-plastique dans [? ? ? ? ] et élasto-visco-plastique

avec écrouissage cinématique dans [? ].

1.4.1.2 Méthode de second ordre

La méthode d’homogénéisation non linéaire du second-ordre, proposée par

Ponte-Castañeda dans (voir par exemple [? ]), est une approche dans laquelle

la loi de comportement non-linéaire est de la forme

ε̄ =
∂ū(σ̄)

∂σ̄
, (1.13)

où la fonction de densité d’énergie ū du matériau est obtenue par le problème de

minimisation :

ū(σ̄) = inf
σ∈K(σ̄)

N∑
r=1

c(r)
⟨
u(r)(σ,x)

⟩
, (1.14)

où u(r) est le potentiel convexe associé au comportement non-linéaire d’une phase

(r). Ce type de loi permet de décrire la plasticité dans le cadre de la théorie de la
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déformation (chargements monotones sans retour élastique), ou de la viscoplas-

ticité. Dans ce cas, σ et ε sont remplacés par leurs dérivées temporelles σ̇ et ε̇,

respectivement. La méthode du second ordre [? ] consiste à approximer u(σ) sous

la forme :

u(σ) = Argmin
M(s)

0

{
ũT

(
σ, σ̆(s),M(s)

0

)
−

N∑
r=1

c(r)V (r)
(
σ̆(r),M(r)

0

)}
. (1.15)

Dans (1.15), ũT est le potentiel effectif d’un composite linéaire de comparaison

avec la même microstructure que le composite non linéaire, et où M(r)
0 sont des

tenseurs de souplesse d’ordre 4 constants dans chaque phase (inconnus), et où

V (r) est une fonction d’erreur. Les tenseurs σ̆(r) sont des contraintes résiduelles

uniformes par phase (à choisir). La fonction erreur est telle que :

V (r)
(
σ̆(r),M(r)

0

)
= Argmin

σ̂(r)

{
ũT

(
σ̂, σ̆(s),M(r)

0

)
− u(r)

(
σ̂(r)

)}
(1.16)

ou

∂u(r)

∂σ

(
σ̂(r)

)
− ∂u(r)

∂σ

(
σ̆(r)

)
= M(r)

0

(
σ̂(r) − σ̆(r)

)
. (1.17)

L’Eq. (1.15) donne des relations supplémentaires reliant les variables σ̂(r) aux

variables σ̆(r) etM(r)
0 dans le composite linéaire de comparaison. La relation (1.15)

peut être réécrite comme :

ũ(σ) =
N∑
r=1

[
u(r)

(
σ̂(r)

)
− ∂u(r)

∂σ

(
σ̆(r)

)
:
(
σ̂(r) −

⟨
σ(r)

⟩)]
. (1.18)

Le choix de M(r)
0 est discuté, par exemple dans [? ]. Les équations (1.17) et

(1.15) permettent de déterminer les variables inconnues σ̂(r) et M(r)
0 pour tout

choix de tenseur de référence σ̆(r). Dans [? ] il est suggéré de choisir σ̆(r) = σ(r),

ou, pour éviter certaines difficultés évoquées dans le même article, σ̆(r) = σ.
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Cette méthode nécessite d’évaluer le tenseur de souplesse effectif du matériau

linéaire de comparaison, avec une méthode d’homogénéisation linéaire analytique

(Mori-Tanaka, modèle auto-cohérent, etc.).

Dans le cas des matériaux non linéaires, les estimations de comportement et les

bornes analytiques sont d’une grande importance théorique et pratique lorsque

celles-ci sont applicables. Cependant, en raison des difficultés inhérentes à la réso-

lution des problèmes locaux non linéaires, ces solutions sont en général obtenues

pour des hypothèses assez restrictives sur la morphologie de la microstructure

et sur les lois de comportement utilisées, et sont insuffisantes pour être utilisées

dans des calculs de structures, pour des chargements complexes arbitraires. Les

méthodes d’homogénéisation numériques, développées depuis quelques années,

permettent de dépasser ces limitations. Nous présentons ci-dessous quelques mé-

thodes représentatives de cette classe de techniques d’homogénéisation.

1.4.1.3 Méthode d’homogénéisation incrémentale par champ moyen

Les méthodes d’homogénéisation incrémentales sont des extensions de la for-

mulation proposée par Hill [? ] dans lesquelles les contraintes et les déformations

sont reliées par une loi sous la forme :

σ̇(t) = Ctan
(t) : ε̇(t) (1.19)

où σ̇ est le taux de contraintes macroscopiques, ε̇(t) le taux de déformations

et Ctan
(t) est un opérateur tangent dépendant de l’état de déformation et de

l’histoire du chargement. Pour le problème linéarisé, il est possible d’appliquer

le principe de superposition et de calculer le module tangent Ctan
(t) à chaque

itération, connaissant la loi de comportement non linéaire dans chaque phase et

la déformation à l’itération précédente.

Pour un schéma d’homogénéisation donné (Mori-Tanaka, modèle auto-cohérent,

etc.), connaissant l’incrément de déformation ∆ε appliqué sur le VER à un ins-

tant tn, il est possible d’évaluer les modules tangents associés aux modèles non
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Figure 1.2 – Approche d’homogénéisation non linéaire incrémentale.

linéaires dans chaque phase (voir [? ? ? ]) qui sont utilisés pour calculer le mo-

dule effectif à l’instant tn+1. Un schéma, proposé par Doghri et al. [? ], consiste

à chercher, pour un instant tn+1, la déformation moyenne dans les inclusions. Un

algorithme itératif est nécessaire pour calculer cette déformation moyenne. Soit

⟨∆ε⟩Ω = ∆ε l’incrément de déformation, noté à l’instant tn, ⟨∆εn⟩Ω = ∆εn.

Pour une prédiction de ⟨∆εn⟩Ω1
, on peut évaluer la moyenne dans la matrice

⟨∆ε⟩Ω0
. A partir des modules tangents calculés dans chacune des phases, le ten-

seur d’Eshelby E peut être évalué (voir par exemple [? ]). On peut alors calculer

le tenseur de concentration Bϵ permettant de relier la déformation moyenne dans

chacune des phases à la déformation macroscopique.

Pour un schéma de Mori-Tanaka, connaissant εn et ∆εn et les variables d’his-

toire dans les phases au temps tn, le problème consiste à déterminer la contrainte

σn+1 et le module tangent Ctan

n+α, où n + α désigne le temps tn+α = tn + α∆t.

L’algorithme est décrit plus en détails dans le chapitre 2, et sera étendu à une

approche où les différents opérateurs seront calculés par éléments finis sur des

VER dans les chapitres 3 et 4. Ces méthodes ont été étendues pour des tech-

niques incrémentales sécantes pour le traitement des composites élastoplastiques

dans [? ? ] ou élastoplastiques avec endommagement dans [? ? ].
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1.4.2 Méthode FE2

Les méthodes d’homogénéisation numériques à deux niveaux ont connu un très

grand succès ces dernières années (voir une revue dans [? ]). Ce type de méthode

permet de prendre en compte des comportements arbitrairement non linéaires,

incluant des morphologies complexes, pouvant évoluer, ainsi que des couplages

multiphysiques non linéaires. La méthode de base, supposant une séparation des

échelles, est souvent mentionnée comme ”approche du premier ordre” [? ] est

décrite ci-dessous.

La méthode multi-échelle numérique concourante est parfois désignée dans la

littérature sous le nom de ”Méthode d’Eléments Finis au carré” (FE2 method) [?

], ou ”Eléments Finis multi-niveaux”. L’idée de ce type de méthode est de coupler

des problèmes mécaniques à deux échelles simultanément, les uns à l’échelle mi-

croscopique, l’autre à l’échelle macroscopique (voir Fig. 1.3). Ce type de technique

suppose une séparation des échelles, ce qui signifie que les longueurs d’onde carac-

téristiques associées aux champs de déformations macroscopiques sont beaucoup

plus grandes que la longueur caractéristique des champs à l’échelle microscopique.

Le calcul macroscopique (à l’échelle de la structure) fournit les champs de défor-

mations aux différents points de Gauss du calcul Eléments finis, à une itération de

Newton-Raphson, permettant de définir des conditions aux limites pour tous les

VER (Volume Elémentaires Représentatifs) correspondants (voir figure 1.3). La

résolution de tous les problèmes non linéaires en chaque point de Gauss fournit

par moyenne des contraintes les contraintes macroscopiques et permet de définir

implicitement une relation de comportement contraintes/déformations à l’échelle

macroscopique, pour des comportements et des microstructures arbitraires. Il est

également possible de prendre en compte des microstructures dont la morphologie

évolue. La méthode, nommée FE2 par F. Feyel dans [? ], a été proposée de façon

indépendante par un certain nombre d’autres auteurs (voir par exemple [? ? ? ?

]). Des extensions ont été développées récemment pour les cas de l’homogénéisa-

tion du second ordre [? ? ? ], pour la réduction des calculs locaux en combinant
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Figure 1.3 – Représentation schématique de la méthode (FE2).

cette méthode avec des techniques de réduction de modèle par POD [? ? ] ou

pour le traitement des instabilités à plusieurs échelles [? ].

Cette procédure ne nécessite pas de spécifier la loi de comportement macrosco-

pique qui est déduite des non-linéarités dans le comportement de la microstructure

associée. Les ingrédients de la méthode sont résumés ci-dessous :

1. Une modélisation du VER à l’échelle microscopique.

2. Des conditions aux limites imposées sur le VER en fonction des déformations

macro en chaque point d’intégration.

3. Une résolution complète du problème non linéaire sur le VER en chaque

point d’intégration, pour calculer par moyenne la contrainte macroscopique.

4. une résolution de type Newton-Raphson au niveau macro.

La résolution du problème macroscopique non linéaire nécessite d’évaluer l’opé-

rateur tangent en chaque point d’intégration. Une façon d’évaluer ce tenseur est

d’utiliser une méthode de perturbation (différences finies) à partir des calculs de

contraintes moyennes sur le VER [? ] :
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C
tan

ijkl ≃
σij

(
ε+ δε(kl)

)
− σij (ε)

∆ε(kl)
(1.20)

où δε(kl) désigne une perturbation sur la composante (kl) et ∆ε(kl) l’amplitude

de la perturbation. Ce point est une difficulté de la méthode car cette évaluation

induit une augmentation importante du nombre de calculs locaux non linéaires à

effectuer, qui motivera la méthode proposée dans cette thèse au chapitre 3.

Les méthodes de type FE2 offrent l’avantage de fournir un cadre général pour

tout type de comportement ou de morphologie, sans restriction. La méthode est

très largement répandue, et a été récemment introduite dans des codes éléments

finis généraux tels qu’Abaqus [? ]. L’inconvénient majeur reste cependant la com-

plexité des calculs numériques. En effets, le nombre de calculs non linéaires à

effectuer dépend du nombre de points d’intégration de Gauss, et donc de la taille

du maillage macroscopique. Pour cette raison, les calculs 3D sont prohibitifs à

l’heure actuelle, et les problèmes mettant en jeu plus de deux échelles ne sont pas

aujourd’hui envisageables.

Plusieurs extensions ont été proposées depuis, incluant : (a) la prise en compte

du gradient de la déformation, ou techniques d’homogénéisation numériques du

”second ordre” [? ? ? ? ? ] ; (b) les approches incluant des discontinuités à l’échelle

macroscopique [? ] ; l’introduction de couplages multiphysiques [? ? ? ? ], l’homo-

généisation des coques et plaques non linéaires [? ? ? ], les problèmes dynamiques

[? ] ou encore d’homogénéisation du contact [? ]. Malgré leur indéniable utilité, les

méthodes d’homogénéisation numériques induisent des coûts de calcul prohibitifs

dans certains cas, spécialement pour les modélisations tridimensionnelles.

1.4.3 Méthode d’interpolation de bases de données

Pour réduire les coûts de calculs liés aux approches de type FE2, des méthodes

alternatives ont été introduites, dites ”séquentielles” pour les problèmes non li-

néaires ou pour des comportements dépendant du temps. Une première approche

directe, inspirée par les procédures d’identification expérimentales classiques, uti-
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lise des tests virtuels sur des VERs numériques par calculs éléments finis pour

identifier les paramètres de lois de comportement empiriques (voir par exemple

les récentes contributions de Terada et al. ? ? ). Cependant, classer ces techniques

dans les méthodes d’homogénéisation est discutable. Construire la loi de compor-

tement effective sans connaissance a priori sur sa forme analytique est possible,

mais dans un nombre restreint de cas. Une deuxième approche possible se base

sur la construction d’une relation numérique entre les contraintes effectives et les

déformations macroscopiques) [? ? ? ? ? ? ]. Ces méthodes peuvent être appli-

quées pour l’élasticité non linéaire ou pour la viscoélasticité linéaire, comme décrit

ci-après. Une troisième classe de méthodologies, valides pour les matériaux visco-

plastiques en petites déformations, utilise des calculs préliminaires pour construire

une base de modes anélastiques (méthodes TFA et NTFA). Nous décrivons ces

différentes techniques ci-dessous.

1.4.4 Approches séquentielles pour les matériaux hyperléastiques

1.4.4.1 Rappels d’homogénéisation en grandes déformations

Le lemme de Hill-Mandel stipule que si le VER est soumis à des conditions

aux limites homogènes en déplacements ou périodiques, alors

⟨P : F⟩ = ⟨P⟩ : ⟨F⟩ . (1.21)

avec P et F le premier tenseur de Piola-Kirchhoff et le tenseur gradient de la

déformation, respectivement. Une conséquence de ce lemme est que le premier

tenseur de Piola-Kirchhoff effectif peut être défini par :

P = ⟨P⟩ = ∂Ψ
∗
(F)

∂F
, (1.22)

où ⟨.⟩ est l’opérateur de moyenne défini sur le VER dans la configuration de

référence et où Ψ
∗
(F) définit la fonction de densité d’énergie ou potentiel élastique

associé avec le matériau homogénéisé équivalent, défini par
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Ψ
∗
(F) = Inf

F∈K∗(F)
⟨Ψ∗(X,F)⟩ = Inf

F∈K∗(F)

N∑
r=1

cr ⟨Ψ∗r(F)⟩r , (1.23)

avec K∗ l’ensemble des tenseurs de gradient de déformation cinématiquement

admissibles, N est le nombre de phases et cr sont les fractions volumiques des

différentes phases. On peut montrer que Ψ
∗
est objective. Ainsi, Ψ(C) = Ψ

∗
(F).

Il est à noter que seuls F et P peuvent être définis comme la moyenne de leurs

quantités microscopiques. De plus, on a les relations :

S = F
−1
P , σ =

1

J
PF

T
, (1.24)

avec J = detF.. Une relation similaire à (1.22) peut être établie pour relier le

second tenseur effectif des contraintes de Piola-Kirchhoff S et le tenseur des dé-

formations droit de Cauchy-Green C. En utilisant (1.22), on a

P =

(
∂C

∂F

)
:
∂Ψ(C)

∂C
(1.25)

et (
∂C

∂F

)
= 2

(
F

T⊗I
)
, (1.26)

où nous notons le produit (A⊗B)ijkl =
1
2
(AikBjl + AilBjk). Ainsi, on obtient

S = F
−1
P = 2 (I⊗I) : ∂Ψ(C)

∂C
. (1.27)

Après quelques simplifications, et en utilisant la symétrie de C, on aboutit à

S = 2
∂Ψ(C)

∂C
. (1.28)

La fonction de densité d’énergie effective Ψ du composite peut alors être définie

comme

Ψ(C) = Inf
C∈K(C)

⟨Ψ(X,C)⟩ = Inf
C∈K(C)

N∑
r=1

cr ⟨Ψr(C)⟩r , (1.29)

où K est l’ensemble des tenseurs de déformation admissibles C.
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En d’autres termes, pour une déformation macroscopique donnée C, la valeur

correspondante de Ψ(C) est déterminée en évaluant la moyenne spatiale des po-

tentiels locaux Ψ(X,C), où C(X) est un champ de déformation admissible. De la

même manière, l’opérateur tangent effectif L peut être exprimé par :

L = 4
∂2Ψ(C)

∂C
2 . (1.30)

1.4.4.2 Méthode NEXP

Dans la méthode NEXP [? ? ], le comportement effectif de matériaux hété-

rogènes non linéaires est obtenu par le biais d’une base de données décrivant le

potentiel effectif Ψ(C), qui est évalué numériquement puis interpolé dans l’espace

des déformations macroscopiques par

Ψ(C) ≈
∑
i

Ni(C)Ψi, (1.31)

où Ni sont des fonctions d’interpolation dans l’espace des déformations macro-

scopiques. Pour cela, des calculs par éléments finis sont réalisés sur un VER en

plusieurs points d’un domaine décrivant l’espace de déformation. Les déformations

correspondantes sont alors appliquées sur le bord du VER et le problème local

non linéaire est résolu par éléments finis. Une fois calculés et stockés, les valeurs

discrètes du potentiel Ψi peuvent être interpolées pour obtenir les contraintes

macroscopiques S par

S(C) ≈ 2
∑
i

∂Ni(C)

∂C
Ψi. (1.32)

Finalement, l’opérateur tangent, L, (nécessaire à l’échelle macroscopique en

tout point d’intégration de la structure macro pour résoudre le problème dans un

cadre de Netwon-Raphson), est évalué par

L(C) ≈ 4
∑
i

∂2Ni(C)

∂C
2 Ψi. (1.33)
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Le problème local étant résolu dans le but de calculer le potentiel Ψ(C), il est

utile de définir les conditions aux limites par rapport à C. Comme Ψ ne dépend

pas des rotations R, on peut choisir R = I, qui conduit à F = U = C
1/2

.

Finalement, les conditions aux limites (par exemple périodiques) peuvent être

appliquées comme

∆x = C
1/2

∆X+w on ∂Ω0. (1.34)

1.4.5 Méthode séquentielle pour l’homogénéisation des compo-

sites linéaires viscoélastiques

Pour les problèmes viscoélastiques, bien que le problème soit linéaire, la forme

intégrale de la loi de comportement suffit à induire des difficultés importantes pour

l’homogénéisation. Pour lever ce problème, les approches séquentielles numériques

permettent de traiter l’homogénéisation des composites viscoélastiques dans le

domaine temporel. Nous décrivons ci-dessous la méthode proposée par Tran et

al. [? ].

On considère un composite dont les phases sont linéaires et viscoélastiques, en

supposant de petites déformations. Dans ce cas, il a été montré que le matériau

macroscopique reste linéaire viscoélastique (voir ? ) et est caractérisé de manière

générale par :

σ(t) =

∫ t

−∞
Γ(t− s) : dε(s)

ds
ds

=

∫ t

0

Γ(t− s) : dε(s)
ds

ds+ Γ(t) : ε(0), (1.35)

où σ(t) = ⟨σ(t)⟩ et ε(t) = ⟨ε(t)⟩. Pour une morphologie de microstructure et

des lois de comportement locales arbitraites, la forme analytique du tenseur de

relaxation du quatrième ordre Γ(t) est inconnue. Cependant, une approximation

numérique de Γ(t) peut être construite, comme proposé dans [? ]. Pour cela, une
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fonction de transformation numérique [Γ]ijkl : R+ → R est introduite, et définie

comme :

[Γ]ijkl (t) ≃
M∑
p=1

ϕijkl
p (t)αijkl

p , (1.36)

où M est le nombre de fonctions de forme non nulles au temps t et αijkl
p sont les

composantes du tenseur de relaxation effectif échantillonné au temps tp tel que :

[Γ]ijkl (t
p) ≡ αijkl

p (1.37)

et ϕijkl
p (t) est la fonction d’interpolation associé au pas de temps tp. Dans l’Eq.

(1.36), la sommation n’est pas réalisée sur les indices i, j, k et l. En choisissant

ε(t) = H(t)ε(ij), (1.38)

où H(t) est la fonction de Heaviside et ε(ij) est une déformation élémentaire

définie ci-dessous, et en introduisant (1.38) dans (1.35), nous obtenons :

σ(t) =

∫ t

−∞
Γ(t− s) : ε(ij)δ(s)ds, (1.39)

où δ(t) est la fonction de Delta Dirac. En utilisant la propriété

∫ t

−∞
f(t− s)δ(s)ds = f(t), (1.40)

nous obtenons finalement

[
Γ(t)

]
ijkl

=
σ

(kl)
Mij(t)

ε0
=

⟨
σ

(kl)
mij(t)

⟩
ε0

(1.41)

où σ
(kl)
ij (t) est le tenseur des contraintes du second-ordre dans le VER obtenu par

résolution numérique du problème de VER en temps en appliquant une déforma-
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Figure 1.4 – Homogénéisation d’un matériau hétérogène viscoélastique par une
approche d’homogénéisation numérique séquentielle [? ]. (a) Structure. (b) VER.
(c) Réponse de la structure à un chargement permanent dans le temps.

tion macroscopique de la forme :

ε(kl) =
1

2
ε0 (ek ⊗ el + el ⊗ ek) , k = 1, ..., 3, l = 1, ...3. (1.42)

Dans les Eqs. (1.41)-(1.42), ε0 est une constante arbitraire, suffisamment petite

pour maintenir l’hypothèse des petites déformations. Un algorithme simple peut

alors être défini pour calculer la réponse à l’échelle d’une structure dans un cadre

éléments finis (voir par exemple [? ] pour plus de détails. Une illustration d’un

calcul de structure hétérogène viscoélastique est fourni dans la figure 1.4.

1.4.6 Méthode NTFA

Dans cette approche, les constituants sont supposés être des matériaux stan-

dards généralisés (voir [? ] ou [? ]). En tout point de chaque matériau, le com-

portement est décrit par l’état de déformation infinitésimal ε et un ensemble de

variables internes α décrivant les phénomènes irréversibles tels que la plasticité

ou l’endommagement. Les contraintes et forces thermodynamiques sont données

par les relations

σ =
∂w

∂ε
(ε,α), Ξ = −∂w

∂α
(ε,α). (1.43)

31



L’évolution des variables internes est donnée par

α̇ =
ψ

∂Ξ
(Ξ), ou Ξ =

∂φ

∂α̇
(α̇), (1.44)

où φ et ψ sont des potentiels duaux convexes. Nous décrivons dans un premier

temps brièvement la méthode TFA (Transformation Field Analysis), proposée

initialement par Dvorak [? ]. On considère les équations suivantes associées au

problème local défini sur le VER défini dans un domaine ouvert Ω contenant des

interfaces désignées collectivement par Γ :

div σ(x) = 0 dans Ω\Γ, (1.45)

⟨ε(x)⟩ = ε (1.46)

σ(x) = C(x) : (ε(x)− εan(x)) (1.47)

où (1.46) est associée à des conditions aux limites sur le bord du VER, pour une

déformation macroscopique donnée ε et où C(x) est le tenseur élastique, et εan(x)

un champ de déformations anélastiques, dues aux phénomènes dissipatifs (plasti-

cité, endommagement, etc.). En introduisant (1.47) dans (1.45) et en considérant

(1.46), la solution en déformation du problème linéaire (1.45), (1.46), (1.47) peut

être exprimée, grâce au principe de superposition, comme :

ε(x) = A(x) : ε+

∫
Ω

D(x,y) : εan(y)dy. (1.48)

Dans (1.48), D est un opérateur de Green du quatrième ordre défini sur Ω et dy

désigne une intégration par rapport à la variable y. Sous cette forme, en utilisant

(1.47) et en exprimant la moyenne des contraintes σ = ⟨σ(x)⟩, on aboutit à

une expression dépendante du champ local anélastique complet εan(x) au niveau

microscopique, correspondant à un nombre infini de variables internes pour la
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loi de comportement à l’échelle macroscopique. L’idée de la méthode TFA est de

réduire ce nombre de variables internes en décomposant εan(x) sous la forme

εan(x) =
N∑
r=1

εanr χ
(r)(x) (1.49)

où χ(r)(x) est une fonction caractéristique telle que χ(r)(x) = 1 dans la phase r

et 0 dans le reste du domaine, et εanr un champ de déformations libres uniforme

dans chaque phase.

En introduisant (1.49) dans le problème (1.45), (1.46), (1.47), ε(x) peut être

décomposé comme :

ε(x) = A(x) : ε+
N∑
r=1

Dr(x) : ε
an
r (1.50)

où Dr(x) sont des tenseurs du quatrième obtenus en résolvant le problème (1.45),

(1.46), (1.47) pour ε = 0 et pour des composantes unitaires de εanr . En utilisant

(1.47) et en prenant la moyenne spatiale sur Ω, on obtient la loi de comportement

macroscopique suivante :

σ = C : ε+
N∑
r=1

Dr : ε
an
r (1.51)

avec

C = ⟨C(x) : A(x)⟩ (1.52)

et

Dr =
⟨
C(x) :

{
Dr(x)− Iχ(r)(x)

}⟩
(1.53)

avec I le tenseur identité du quatrième ordre. La loi de comportement dépend à

présent d’un nombre fini N de variables internes, dont l’évolution est donnée par

(voir [? ]) :

ε̇anr =
∂ψ

∂Ξan

(
Ξan
r ,Ξ

β
)
, β̇r =

∂ψ(r)

∂Ξβ

(
Ξan
r ,Ξ

β
)
, (1.54)
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où

Ξan
r = σr −Xr, Xr =

∂ (wan)(r)

∂εan
(εanr ) , (1.55)

Ξβ
r = −

∂
(
wβ
)(r)

∂β
(βr) , σr = ⟨σ(x)⟩Ω(r) . (1.56)

Il a été montré que la méthode TFA donnait des résultats peu précis en pratique

[? ]. Une solution pour améliorer la qualité de l’approximation est de subdiviser

les sous-domaines associés aux champs de déformations anélastiques uniformes,

mais au prix d’un accroissement important du nombre de variables internes.

La méthode NTFA (Non Uniforme Transformation Field Analysis) proposée

par Michel et Suquet [? ] remplace la décomposition (1.49) par une décomposition

où les champs de déformations libres anélastiques sont non uniformes :

εan(x) =
M∑
k=1

εank (x)αk. (1.57)

Cette décomposition est complétée par plusieurs hypothèses sur les modes

anélastiques, comme l’incompressibilité des modes plastiques (tr (εanr (x)) = 0),

l’orthogonalité des modes (⟨εans (x) : εanr (x)⟩ = 0, s ̸= r) et la normalité de ceux-

ci (
⟨
(εanr )eq

⟩
= 1), avec (.)eq désignant la partie déviatorique d’un tenseur du

second ordre.

Un modèle a été proposé dans [? ] pour décrire l’évolution des variables in-

ternes. Les modes anélastiques εank (x) peuvent être déterminés par simulations nu-

mériques en appliquant des chargements représentatifs sur le VER. Une méthode

efficace pour la sélection des modes est la méthode POD (Propper Orthogonal

Decomposition) [? ], qui permet de sélectionner les modes orthogonaux les plus

représentatifs à partir d’une collection de modes échantillonnés [? ]. L’évolution

des variables internes est un point clé et délicat.
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1.4.7 Calculs multi-échelles intensifs

D’autres solutions ont été proposées pour réduire les calculs dans le cadre

des calculs de structures non linéaires hétérogènes à deux échelles, basées sur

la distribution en parallèle des calculs ou par l’introduction de techniques de

réduction de modèle . Par exemple, dans Matous̆ et al. [? ? ], un code parallèle

hiérarchique a été utilisé pour résoudre des problèmes d’endommagement dans

un cadre de double échelle. D’autres techniques basées sur des calculs GPU et

des méthode de réduction de modèle ont été proposée par exemple par Fritzen et

al. [? ].

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un état de l’art des méthodes d’homogénéisation a été pré-

senté. Les méthodes analytiques et semi-analytiques fournissent des solutions ra-

pides à calculer, mais sont limitées en termes de morphologies de microstructures

et de comportements locaux. D’autre part, la seule méthode vraiment générale, la

méthode numérique multi-niveaux (FE2) pour traiter tous types de comportement

local et de microstructure dans un cadre non linéaire nécessite des calculs numé-

riques très coûteux. Les autres familles de méthodes passées en revue possèdent

toutes les avantages et inconvénients des deux premières approches citées. Les

approches incrémentales d’homogénéisation par champ moyen possèdent néan-

moins l’avantage de permettre de travailler dans un cadre linéarisé et d’utiliser

les outils des approches linéaires (analytiques et numériques). La motivation de

ce travail est de proposer une nouvelle méthode alliant avantages des calculs nu-

mériques et minimisation des coûts de calculs en vue de permettre l’introduction

des modèles construits dans un cadre de calcul de structure. Pour cela, nous ex-

plorerons donc le cadre des méthodes d’homogénéisation incrémentales avec une

amélioration de la précision à l’aide de calculs éléments finis sur des VER. L’autre

problématique peu traitée, et nécessaire pour développer ces méthodes, est de dé-

finir la taille du VER dans le cadre non linéaire lorsque les microstructures sont
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aléatoires. Dans une première partie (chapitre 2), nous utiliserons les approches

incrémentales semi-analytiques par champ moyen pour définir une démarche ori-

ginale pour déterminer la taille de VER pour des composites élastoplastiques et

élasto-viscoplastiqeus. Dans une seconde partie (chapitre 3), nous proposerons

une nouvelle méthode d’homogénéisation numérique basée sur l’homogénéisation

incrémentale et utilisant des calculs locaux par éléments finis. Dans les deux par-

ties, les modèles développés seront utilisés ou inclus dans des approches de calculs

de structures hétérogènes non linéaires.
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Chapitre 2

Procédure de détermination de la

taille du VER pour des composites

non linéaires basée sur une méthode

d’homogénéisation incrémentale

2.1 Introduction

Un concept fondamental dans l’homogénéisation des matériaux composites

aléatoires est le volume élémentaire représentatif (VER). Cette notion permet de

définir le comportement effectif des matériaux hétérogènes à partir de la détermi-

nation du domaine associé à la microstructure. Les propriétés ainsi déterminées

peuvent être injectées dans un outil de calcul par éléments finis des structures.

Si cette notion de VER est aujourd’hui bien définie pour les composites linéaires

aléatoires, de nombreuses questions restent sans réponse quand on considère les

matériaux hétérogènes non linéaires. Une revue des différentes définitions du VER

peut être trouvée dans [? ] pour les matériaux linéaires et non linéaires. Plusieurs

méthodes statistiques ont été proposées, incluant, parmi d’autres, les procédures

de Kanit et al. [? ], Gitman et al. [? ], ou Pelissou et al. [? ].
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Une première classe de méthodes pour l’étude de la taille du VER inclut les

approches basées sur l’homogénéisation analytique, limitées principalement aux

cas linéaires. Ces techniques (voir par exemple [? ? ? ], ont été utilisées pour

étudier des inclusions sphériques ou ellipsöıdales et ont été utiles dans certaines

situations, pour déterminer la taille du VER par rapport à la caractéristique des

inclusions.

Une seconde classe d’approches, basées sur des méthodes numériques telles que

la MEF (voir, par exemple, parmi beaucoup d’autres, ([? ? ? ? ? ]), utilise des

calculs sur une cellule unitaire et permet de déterminer la taille du VER via des

analyses statistiques s’appuyant sur des calculs numériques. Ces techniques ont

été appliquées principalement aux cas linéaires, et dans quelques études récentes

aux cas de matériaux hétérogènes non linéaires.

Dans le cas linéaire, la détermination de la taille du VER peut être effectuée

par analyse de la convergence statistique des paramètres effectifs par rapport à

la taille de la cellule unitaire. Dans [? ], Kanit et al. ont étudié les propriétés

linéaires thermiques et élastiques de microstructures aléatoires polycristalins 3D.

Dans [? ], Ostoja-Starzewski et al. ont effectué des investigations sur les polycris-

taux aléatoires constitués de cristaux de formes cubiques. D’autres exemples dans

le domaine de l’élasticité peuvent être trouvés dans [? ? ? ? ? ]. Des applications

à l’os cortical, des modèles de dynamique moléculaire de supports polymériques

poreux peuvent être trouvés dans [? ? ? ]. Dans [? ], de nouveaux critères pour

déterminer la taille du VER à matrice élastique aléatoire ont été proposés ainsi

que des estimations pour les tailles du VER. Dans [? ], une théorie stochastique

d’homogénéisation a été introduites pour les composites élastiques anisotropes

aléatoires qui ne peuvent pas être décrits en termes de leurs constituants et pour

lesquels les méthodes classiques ne peuvent pas être appliquées, comme l’os cor-

tical ou des membranes biologiques. Dans [? ], une méthode utilisant le concept

de périodisation de milieux aléatoires a été utilisée pour estimer les propriétés

effectives des composites aléatoires en utilisant des petits volumes.
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Dans le cas non linéaire, la plupart des méthodes proposées sont basées sur

l’analyse de la convergence de la réponse effective (par exemple la contrainte

homogénéisée) à un point de la courbe de chargement, par rapport à la taille [? ?

? ]. Des études plus récentes ont analysé la convergence des paramètres identifiés

liés à un modèle macroscopique empirique par rapport à la taille de cellule unitaire

[? ? ].

Dans cette thèse, une nouvelle méthodologie pour estimer la taille du VER pour

les composites non linéaires est proposée, pouvant s’appliquer aux matériaux hé-

térogènes non linéaires, comme pour les applications en jeu dans le projet lié à

cette thèse tels que les matériaux cimentaires renforcés de fibres composites où

les composites à matrice polymère élastoplastiques et viscoplastiques. La tech-

nique combine une analyse statistique basée sur la convergence des paramètres

macroscopiques identifiés et l’homogénéisation. Une technique d’homogénéisation

incrémentale [? ] par champ moyen est utilisée, ce qui permet de fournir la loi de

comportement effectif du matériau. Ensuite, la convergence des paramètres asso-

ciés au processus d’homogénéisation est analysée par rapport à la taille du VER à

travers une mesure appropriée. L’avantage de cette méthodologie est double : (a)

la taille du VER pour les matériaux non linéaires comme celles élasto-plastiques

ou élasto-visco-platique peut être estimée ; (b) les paramètres identifiés à partir

du calcul du VER peuvent être utilisés pour effectuer des calculs de structure liés

au matériau homogénéisé.

2.2 Revue de la méthode incrémentale utilisée dans

l’homogénéisation

Les schémas d’homogénéisation incrémentaux sont des extensions de la for-

mulation proposée par Hill [? ] dans lequel les contraintes et les déformations

macroscopiques sont reliées par la loi de comportement donnée sous la forme

suivante :
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σ̇(t) = Ctan
(t) : ε̇(t), (2.1)

où σ̇ et ε̇(t) sont les taux de contraintes et de déformation, respectivement, et

Ctan
(t) est l’opérateur tangent effectif en fonction de l’état de déformation réelle

et de l’historique du chargement. Pour le problème linéarisé, il est possible d’appli-

quer le principe de superposition et de calculer l’opérateur tangent effectif Ctan
(t)

à chaque itération, à partir de la connaissance de la loi de comportement non

linéaire dans chacune des phases et de la déformation à la première itération.

Soit Ω un domaine dans Rd associé au VER, d étant la dimension de l’espace. Le

bord de Ω est notée ∂Ω. Nous supposons que Ω contient deux phases, la matrice,

associée à un domaine Ω0 et l’inclusion, associée à un domaine Ω1. Les interfaces

entre les phases sont supposées parfaitement délimitées.

Pour un schéma d’homogénéisation analytique donné (par exemple auto-cohérent,

Mori-Tanaka, voir [? ]), à partir d’un incrément de déformation ∆ε défini sur le

VER à l’instant tn, il est possible d’évaluer les modules tangents associés à la loi

constitutive non linéaire dans chaque phase (voir par exemple [? ? ? ], qui sont

utilisés pour calculer le module tangent effectif à l’instant tn+1 . Par exemple,

dans le schéma proposé par Doghri et al. [? ], le problème consiste à déterminer à

l’instant tn+1 la déformation moyenne dans les inclusions à chaque itération. Un

algorithme itératif est alors nécessaire pour évaluer cette déformation moyenne.

Soit ⟨∆ε⟩Ω = ∆ε l’incrément de déformation, notée à l’instant tn ⟨∆εn⟩Ω = ∆εn.

Le symbole ⟨.⟩ω = 1
|ω|

∫
ω
(.)dΩ signifie la moyenne spatiale sur le domaine ω. La

matrice et les inclusions sont associées à l’indice 0 et 1 respectivement. Les dé-

formations moyennes dans la matrice et dans les inclusions sont notées ⟨∆ε⟩Ω0
et

⟨∆ε⟩Ω1
respectivement. Pour un nouvel incrément de ⟨∆εn⟩Ω1

, la déformation

moyenne de la matrice ⟨∆ε⟩Ω0
peut être calculée par :

∆ε = ⟨∆ε⟩Ω0
(1− f1) + f1 ⟨∆ε⟩Ω1

, (2.2)

40



où f1 est la fraction volumique des inclusions. En utilisant l’expression du module

tangent calculé dans chaque phase, le tenseur d’Eshelby E peut être évalué (voir

par exemple [? ]). Nous pouvons alors calculer les tenseurs de concentration Ar qui

lie la déformation moyenne dans chaque phase r à la déformation macroscopique

par :

⟨∆ε⟩Ω0
= [f1Ar + (1− f1)I]−1 : ε, (2.3)

⟨∆ε⟩Ω1
= Ar : [f1Ar + (1− f1)I]−1 : ε, (2.4)

où Ar est exprimé par (1.4), avec C0 et C1 les modules tangents associés aux

lois de comportement non linéaires dans chaque phase. Enfin, le module tangent

effectif est donné par :

C = [f1C1 : Ar + (1− f1)C0] : [f1Ar + (1− f1)I]−1 . (2.5)

Pour le schéma de Mori-Tanaka, l’algorithme proposé par Doghri et al. dans [?

], est décrit comme suit : Soit [tn, tn+1] un intervalle de temps. Etant donnés εn,

∆εn et les variables internes dans les phases à l’instant tn, le problème consiste à

déterminer la contrainte globale σn+1 et le module tangent Cn+β, où n+β désigne

l’instant tn+β = tn + β∆t . Les différentes étapes de l’algorithme sont résumées

comme suit :

– Initialisation ⟨ε⟩Ω1
= ∆ε.

– Tant que ∥R∥ > TOL , où TOL est la tolérance numérique :

1. Itération k (L’indice supérieure k est omis pour des raisons de simpli-

cité)

2. Etant données ⟨εn⟩Ω1
et ⟨∆ε⟩Ω1

, calculer, à partir de la loi de compor-

tement non linéaire de l’inclusion, le module tangent C1 ≡ C1(n+1)
.
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3. Calcul de la déformation moyenne dans la matrice par (2.2) :

⟨∆ε⟩Ω0
=

∆ε− f1 ⟨∆ε⟩Ω1

1− f1
. (2.6)

4. Etant données ⟨εn⟩Ω0
et ⟨∆ε⟩Ω0

, calculer, à partir de la loi comporte-

ment non linéaire de la matrice, le module tangent C0 ≡ C0(n+1)
.

5. Extraire la partie isotrope Ciso
0 de C0 (voir la justification et les détails

dans [? ])

6. Calculer le tenseur d’Eshelby E pour Ciso
0 .

7. Calculer C0 et C1 à l’instant tn+β :

Ci(n+β)
= (1− β)Ci(n)

+ βCi(n+1)
i = 0, 1, β ∈ ]0, 1] . (2.7)

8. Calculer le tenseur de localisation Ar comme suit :

Ar =
{
I+ E :

[
C−1

0(n+β)
: C1(n+β)

− I
]}−1

. (2.8)

9. Vérifier la compatibilité de la déformation moyenne dans l’inclusion par

le calcul du résidu :

R = Bϵ : [f1Bϵ + (1 + f1)I]−1 : ∆ε− ⟨∆ε⟩Ω1
. (2.9)

10. SI ∥R∥ ≤ TOL, on arête le processus itératif.

11. SINON Aller à (1) avec une déformation moyenne dans l’inclusion

⟨∆ε⟩k+1
Ω1

= ⟨∆ε⟩kΩ1
+ ξR, ξ ∈ ]0, 1] . (2.10)

– A la convergence, calculer le module tangent effectif Cn+β et la contrainte

macroscopique comme suit :

Cn+β =
[
f1C1(n+β)

: Ar + (1− f1)C0(n+β)

]
: [f1Ar + (1− f1)I]−1 , (2.11)
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∆σ = Cn+β : ∆ε, (2.12)

σn+β = (1− β)σn + β∆σ. (2.13)

2.3 Méthodologie proposée pour déterminer la taille

du VER

2.3.1 Description de la procédure

La procédure de détermination de la taille du VER est décrite comme suit :

Nous définissons un ensemble de volumes χV =
{
V k
}K
k=1

, où K est déterminé

par le critère de tolérance définie dans (2.17)-(2.21) et V 1 est la taille minimale du

VER. Le volume est donné par V = L2×H, L désignant la longueur du domaine

carré associé à Ω(V ) et H est longueur unitaire. Le bord de Ω(V ) est noté par

∂Ω(V ).

Pour chaque volume V k, on suppose que la géométrie de la microstructure

est modélisée par un vecteur de Rm, de variables aléatoires avec la distribution

de probabilité Pξ dont le support est un sous ensemble de Rm. Les paramètres

géométriques possibles aléatoires sont représentés par le vecteur aléatoire ξ. Les

réalisations indépendantes χξ = {ξr}Rr=1 du vecteur aléatoire ξ sont générées ici

par une distribution uniforme d’inclusions centrées dans Ω , en rejetant les po-

sitions induisant une intersection avec les inclusions introduites précédemment.

Une illustration d’une réalisation de la microstructure est fournie dans la figure

2.1. Les lois de comportement de chaque phase sont non-linéaires. Ensuite, R réa-

lisations de la morphologie de la microstructure sont générées, R étant déterminé

par le critère défini en (2.22). Pour chaque réalisation r , un calcul par éléments

finis direct est effectué, à partir d’un historique de chargement macroscopique

ε(t) sur le VER à travers des conditions aux limites périodiques :
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Figure 2.1 – Exemple de réalisation de la microstructure

u(t) = ε(t)x+ ũ(x, t) sur ∂Ω(V k), (2.14)

avec ũ(x, t) une fluctuation périodique. En définissant une discrétisation en temps

T = [t1, t2, ..., T ] et en résolvant le problème non-linéaire pour t ∈ [0, T ], la

réponse de contrainte effective est calculée par :

σ(V k, ξr, t) =
1

V k

∫
Ω(V k)

σ(V k, ξr, t,x)dΩ, (2.15)

où σ(V k, ξr, t,x) est la contrainte locale dans le VER à l’instant t , pour le volume

V k et pour la réalisation r . Cette solution constitue la solution de référence pour

l’ensemble {k, r}. Ensuite, en choisissant une loi empirique appropriée définie par

les P coefficients α = {α1, α2, ..., αP} , la procédure incrémentale décrite dans

la section précédente est suivie, où le comportement des inclusions est déterminé

par les valeurs fixes de coefficients, mais où le comportement de la matrice est

associé avec les coefficients α . La réponse en contrainte macroscopique peut être

évaluée de manière efficace par (2.13) et est notée σ̂(V k, ξr, t).

Ensuite, les coefficients α(ξr, V k) sont ajustés de manière à minimiser la fonc-

tion d’erreur :

e =

∫ T

0

∥∥σ(V k, ξr, t)− σ̂(V k, ξr, t)
∥∥2 dt, (2.16)

avec ∥e∥2 = e : e. Pour un volume donné V k , l’opération est répétée pour R

réalisations, jusqu’à atteindre le critère de convergence, définie dans la section
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Figure 2.2 – Identification des paramètres numériques α par 3 approches pour
un comportement élasto-plastique, et une fraction volumique f = 0.5.

suivante. Les paramètres convergents associés relatifs à la loi de comportement

de la matrice pour le schéma d’homogénéisation incrémentale sont désignés par

α(V k).

Ensuite, le volume est augmenté à V k+1 et les étapes précédentes sont répétées.

Enfin, la convergence est vérifiée par rapport au volume k, défini dans la section

suivante. Le volume associé à la convergence par rapport à la tailleK et au nombre

des réalisations R fournit une estimation de la taille du VER, noté V = V K,R.

2.3.2 Critère de convergence

2.3.2.1 Convergence des paramètres empiriques pour un volume donné

Pour un volume donné V k, la convergence de P paramètres αj(V
k), j = 1, ..., P

est déterminée par un critère simple, défini par :

ϵrel =
2Dj

α

M j
α

√
R
, (2.17)
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où R désigne le nombre des réalisations indépendantes pour le volume V k fixe,

pour la réalisation r. Soit χj
α le vecteur regroupant les R réalisations indépen-

dantes des paramètres αj :

χj
α =

{
α1
j (V

k), α2
j (V

k), ..., αR
j (V

k)
}
. (2.18)

Dans (2.17), M j
α et Dj

α représentent la moyenne et l’écart-type de αj respecti-

vement :

M j
α

[
χj
α

]
=

1

R

R∑
r=1

αr
j(V

k) ≡ µj, (2.19)

Dj
α

[
χj
α

]
=

√
M j

α

[(
χj
α − µj

)2]
. (2.20)

Le critère de convergence est choisi de telle sorte que :

ϵrel ≤ ϵ∗rel, (2.21)

où ϵ∗rel est une erreur de tolérance donnée. Dans notre travail, nous avons choisi

ϵ∗rel = 0.05.

2.3.2.2 La convergence des paramètres empiriques par rapport au volume

Plusieurs approches ont été proposées précédemment pour déterminer les cri-

tères de convergence relatifs à la convergence par rapport au volume du VER,

et les estimations du volume du VER associé (voir Kanit et al. [? ], Gitman et

al. [? ], ou Pelissou et al. [? ]). Dans [? ], l’estimation de la variance par rapport

à la taille du volume a été modélisée par une loi de puissance, ce qui nécessite

la détermination d’une métrique appropriée. Dans notre travail, la convergence

de α(V ) est simplement estimée par une analyse de convergence numérique par

rapport à V comme suit :

∥∥α(V k+1)−α(V k)
∥∥

∥α(V k+1)∥
< δ (2.22)

où δ est un paramètre de tolérance.
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Remarque Une approche plus simple aurait pu être encore proposée, consistant

à identifier directement les paramètres d’une loi empirique choisie pour le

composite homogénéisé, sans utiliser la procédure d’homogénéisation incré-

mentale pour obtenir σ̂(V k, ξr, t). Cependant, cette approche présente deux

inconvénients : (a) tout d’abord, sans aucune connaissance de la loi constitu-

tive effective, la plage de variation des paramètres servant à l’identification

peut être très grande, ce qui conduit à des calculs lourds associés à mini-

miser (2.16) ; (b) une loi de comportement classique peut conduire à des

résultats éronés par rapport à la solution de référence, comme illustré ci-

dessous dans la figure 2.2. Une autre option aurait été d’analyser la réponse

en termes de contrainte macroscopique du composite en appliquant direc-

tement la procédure d’homogénéisation incrémentale, et en utilisant une loi

de comportement avec des valeurs fixes pour la matrice. Comme indiqué

ci-dessous, cela peut également conduire à des résultats éronés par rapport

la solution de référence. À titre d’illustration, nous comparons dans la figure

2.2 la réponse en terme de contraintes effectives obtenu par un calcul direct

par éléments finis (solution de référence) pour le composite non linéaire dé-

crit dans 2.4 avec les estimations suivantes : i) par application directe de

la procédure incrémentale ; ii) par identification avec une loi de compor-

tement empirique sans utiliser le schéma d’homogénéisation incrémentale

et iii) par application du schéma proposé d’homogénéisation incrémentale

corrigé. On peut noter que la dernière solution est la plus proche de la solu-

tion de référence. Le cas étudié correspond au cas des inclusions élastiques

dans une matrice élasto-plastique, avec une fraction volumique f = 0.5 et

des paramètres du matériau fournis dans le tableau 2.1, sauf que le module

d’Young des inclusions et la matrice sont 300 GPa et 15 GPa, respective-

ment. De plus, cette dernière stratégie est aussi la plus efficace, car dans

ce cas, la plage de variation des paramètres à identifier peut être choisie

comme beaucoup plus étroite.
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2.4 Exemples numériques

Pour les deux exemples qui suivent, un VER 2D est considéré, contenant des

fibres cylindriques réparties de façon aléatoire, comme représenté sur la figure 2.1.

Les fibres ne peuvent pas s’interpénétrer. Nous avons étudié deux comportements

de la matrice : élasto-plastique et élasto-visco-plastique. Pour chacun des deux

cas, deux fractions volumiques sont étudiées : f = 0.3 et f = 0.5. Pour un

nombre donné de fibres et une fraction volumique donnée, on définit la taille du

VER comme étant la longueur d’une arête du domaine carré contenant les fibres,

L =
√

(πN)/fD/2, D étant le diamètre des inclusions.

2.4.1 Composite avec matrice élasto-plastique

Dans le premier exemple, la matrice est élasto-plastique avec écrouissage iso-

trope non linéaire. La déformation est supposée composée d’une partie élastique

εe et d’une partie plastique εp comme :

ε = εe + εp. (2.23)

La loi de comportement locale est alors donnée par :

σ = C : (ε− εp) (2.24)

avec

C = λ1⊗ 1+ 2µI, (2.25)

où (I)ijkl = 1
2
(δikδjl + δilδjk), avec λ et µ les paramètres de Lamé. Dans le cadre

de la théorie J2, la réponse est supposée élastique si

f (σ, p) = J2(σ)− σY −R(p) ≤ 0 (2.26)

où J2(σ) =
(
3
2
s : s

)
, s = σ− 1

3
Tr(σ), Tr(.) est l’opérateur trace, σY est la limite

d’élasticité, R(p) est la contrainte d’écrouissage et p est la déformation plastique
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Matrice Inclusion

Module d’Young E (MPa) 15000 300000

Coefficient de Poisson ν 0.2 0.45

Limite d’élasticité σY (MPa) 80

Module d’écrouissage σ∞ (MPa) 60

Exposant d’écrouissage m 75

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 20

Table 2.1 – Paramètres de matériau pour la matrice et des inclusions pour le
modèle élasto-plastique.

équivalente cumulée exprimée par :

p(t) =

∫ t

0

ṗ(τ)dτ (2.27)

avec ṗ =
(
2
3
ε̇p : ε̇p

)1/2
.

L’évolution de la déformation plastique εp est donnée par la loi normale :

ε̇p = ṗ
∂f

∂σ
. (2.28)

Dans ce travail, la déformation d’écrouissage est supposée sous la forme sui-

vante :

R(p) = kp+ σ∞
(
1− e−mα

)
(2.29)

où k est le module d’écrouissage linéaire, σ∞ est le module d’écrouissage et m est

l’exposant d’écrouissage. Les valeurs numériques des paramètres sont indiquées

dans le tableau 2.1.

Comme décrit dans les sections précédentes, les calculs par éléments finis sont

réalisés en imposant une charge de traction ε = ε11(t)e1 ⊗ e1 sur le VER, afin

d’avoir une solution de référence. Quelques illustrations des champs de contraintes

de Von-Mises pour 4 et 144 inclusions, et pour des fractions volumiques f = 0.3 et

f = 0.5 sont montrées dans les figures 2.3 et 2.4. Nous avons observé des bandes

de cisaillement très localisées pour les petites valeurs de L/D. Cependant, pour

des valeurs beaucoup plus grandes de L/D, ces bandes existent mais restent
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(a) (b)

Figure 2.3 – Composite élasto-plastique : champs de contraintes de Von-Mises
dans le cas d’une fraction volumique f = 0.3 : (a) 4 inclusions, correspondant à
L/D =3.23 ; (b) 144 inclusions, correspondant à L/D = 19.41.

(a) (b)

Figure 2.4 – Composite élasto-plastique : champs de contraintes de Von-Mises
dans le cas d’une fraction volumique f = 0.5 : (a) 4 inclusions, , correspondant à
L/D =2.5066 ; (b) 144 inclusions, correspondant à L/D = 15.03.

limitées et sont stoppées par les inclusions environnantes. Ceci induit un manque

d’ergodicité du processus, qui nécessite des tailles élevées de VER (rapport L/D)

pour obtenir des valeurs des paramètres à la convergence, comme le montre les

figures suivantes. Ce phénomène a également été montré dans F. Fritzen et al. [?

].

La procédure décrite dans la section 2.3 est effectuée dans les deux cas, f = 0.3

et f = 0.5. Les convergences statistiques des paramètres σY , σ∞, m and k sont

représentées par les figures 2.5-2.6. Les erreurs relatives ϵ∗rel ont été choisies comme

suit : ϵ∗rel = 0.02, ϵ∗rel = 0.02, ϵ∗rel = 0.03 et ϵ∗rel = 0.04.
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Figure 2.5 – Composite élasto-plastique, f = 0.3 : convergence statistique des
paramètres : (a) σY et (b) σ∞ pour la taille de VER fixée à L/D = 3.23.
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Figure 2.6 – Composite élasto-plastique, f = 0.3 : convergence statistique des
paramètres : (a) m et (b) k pour la taille de VER fixée L/D = 3.23.
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Figure 2.7 – Composite élasto-plastique : convergence du paramètre k par rap-
port au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ; (a)
fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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Figure 2.8 – Composite élasto-plastique : convergence du paramètre σY par
rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ; (a)
fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.

Dans les figures 2.7-2.10, la convergence des paramètres par rapport à la taille

du VER L/D est représentée. Pour chaque valeur de L/D, nous avons rapporté

les valeurs de convergence en fonction du nombre de réalisations R.

Dans le cas de la fraction volumique f = 0.3, on observe une convergence des

différents paramètres pour une taille de VER d’environ L/D = 17− 18. Dans le

cas f = 0.5, la taille est à peu près de L/D = 14− 15.
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Figure 2.9 – Composite élasto-plastique : convergence de paramètre m par rap-
port au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ; (a)
fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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Figure 2.10 – Composite élasto-plastique : Convergence de paramètre σ∞ par
rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ; (a)
fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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2.4.2 Composite avec matrice élasto-viscoplastique

Dans le deuxième exemple, la matrice est supposée avoir un comportement

élasto-visco-plastique. La déformation totale ε est supposé être la somme d’une

partie élastique et une partie viscoplastique εvp comme suit :

ε = εe + εvp. (2.30)

Les effets visqueux ne sont considérés que dans le domaine de plasticité. L’évolu-

tion de la déformation viscoplastique est donnée par la loi d’écoulement :

ε̇vp = ṗ
∂f

∂σ
(2.31)

et les contraintes vérifient (2.26). Dans ce travail, la loi de Norton définie ci-

dessous [? ] a été choisie pour décrire l’évolution de ṗ = dp
dt

:

ṗ =
σY
η

(
f

σY + σ(p)

)s

, (2.32)

où η est le coefficient viscoplastique de Norton. Ce paramètre indique la sensibilité

viscoplastique du matériau à la vitesse de déformation, σY est la limite d’élasticité,

s est l’exposant viscoplastique et f est la partie viscoplastique de la contrainte,

définie comme suit :

f = J2(σ)− σY −R(p). (2.33)

Les valeurs numériques de paramètres sont indiquées dans le tableau 2.2.

Ici encore, la procédure décrite dans la section 2.3 a été utilisée. Les illustrations

des contraintes de Von-Mises obtenues lors du calcul de la solution de référence
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Matrice Inclusion

Module d’Young E (MPa) 15000 300000

Coefficient de Poisson ϑ 0.2 0.45

Limite d’élasticité σY (MPa) 80

Module d’écrouissage σ∞ (MPa) 60

Exposant d’écrouissage m 75

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 20

Coefficient viscoplastique η 2

Exposant viscoplastique s 100

Table 2.2 – Paramètres du matériau pour la matrice et les inclusions pour le
modèle élasto-viscoplastique

(a) (b)

Figure 2.11 – Composite élasto-viscoplastique : champs de contraintes de Von
Mises dans le cas d’une fraction volumique f = 0.3 : (a) 4 inclusions, correspon-
dant à L/D =3.23 ; (b) 144 inclusions, correspondant à L/D = 19.41

sont représentés par les figures 2.11 et 2.12, pour f = 0.3 et f = 0.5 et pour les

cas N = 4 et N = 144 inclusions.

Dans le cas d’un composite élasto-viscoplastique, on observe également des

bandes de cisaillement, qui se propagent à l’extérieur de la cellule pour les petites

tailles L/D et sont bloqués pour les grandes tailles. Cependant, ces bandes sont

beaucoup moins localisées dans le cas d’un composite viscoplastique et induisent

une convergence plus rapide par rapport à la taille L/D, et conduisent ainsi à de

plus petites tailles de VER.

Dans les figures 2.13-2.18, la convergence des paramètres par rapport à L/D

est représentée comme dans l’exemple précédent.
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(a) (b)

Figure 2.12 – Composite élasto-viscoplastique : champs de contraintes de Von
Mises dans le cas d’une fraction volumique f = 0.5 : (a) 4 inclusions, correspon-
dant à L/D =2.5066 ; (b) 144 inclusions, correspondant à L/D = 15.03
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Figure 2.13 – Composite élasto-viscoplastique : convergence du paramètre k par
rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ; (a)
fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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Figure 2.14 – Composite élasto-viscoplastique : convergence du paramètre σY
par rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ;
(a) fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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Figure 2.15 – Composite élasto-viscoplastique : convergence du paramètre σ∞
par rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ;
(a) fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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Figure 2.16 – Composite élasto-viscoplastique : convergence du paramètre s par
rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ; (a)
fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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Figure 2.17 – Composite élasto-viscoplastique : convergence du paramètre m
par rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ;
(a) fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.
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Figure 2.18 – Composite élasto-viscoplastique : convergence du paramètre η par
rapport au volume du VER, ou de manière équivalente par rapport à L/D ; (a)
fraction volumique f = 0.3 ; (b) fraction volumique f = 0.5.

On peut noter que la convergence du coefficient d’écrouissage k et du coefficient

viscoplastique η est très rapide par rapport à la taille L/D, tandis que les autres

coefficients convergent beaucoup plus lentement. Enfin, on remarque que la taille

du VER L/D pour laquelle la convergence est observée par rapport à l’ensemble

des paramètres dans ce cas est d’environ L/D = 14−15. La rapidité du processus

de convergence dans le cas des composites avec une matrice élasto-visco-plastique

peut être expliquée par le fait qu’il y a moins de localisation dans la matrice par

rapport au cas de composites élasto-plastiques.

2.5 Application de la méthodologie proposée pour le

calcul des structures non linéaires hétérogènes

Dans la partie précédente, la méthodologie que nous avons proposée permet

de déterminer la taille de VER pour des matériaux non linéaires, tels qu’élas-

toplastiques ou élasto-viscoplastiques. Comme nous l’avons noté, les coefficients,

convergés vis-à-vis de cette taille sont associés à la loi de comportement macro-

scopique, peuvent alors être utilisés pour réaliser un calcul de structure. Notons

que les lois obtenues ne sont pas des formes empiriques mais des paramètres

d’une loi incrémentale d’homogénéisation, fournissant une loi de comportement
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Figure 2.19 – (a) géométrie du modèle complet et (b) géométrie du modèle
homogénéisé dans le cas d’une fraction volumique des inclusions de 0.3

plus précise que par simple identification des coefficients de la loi empirique tout

en restant rapide à évaluer. Nous utilisons donc la loi incrémentale construite au

travers de l’étude de convergence de ces paramètres pour réalier des calculs de

structures, en introduisant la loi obtenue dans le logiciel Abaqus. Nous évaluons

la qualité de la réponse de la structure hétérogène en comparant le modèle homo-

généisé obtenu avec des calculs de structures complets, où toutes les inclusions

sont décrites explicitement et maillées dans le modèle éléments finis. Nous utili-

sons également le modèle construit pour effectuer des analyses de sensibiltié de la

réponse non linéaire de la structure hétérogène par rapport à certains paramètres

microstructuraux tels que la fraction volumique des inclusions ou les contrastes

de rigidité entre phases.

2.5.1 Influence de la fraction volumique des inclusions dans le

VER sur le résultat de calcul des structures

On considère une structure hétérogène constituée d’un matériau composite

formé d’une matrice élastoplastique et d’inclusions cylindriques, dont la géométrie

et les conditions aux limites sont représentées dans les figures 2.19 et 2.20, pour

des fractions volumiques d’inclusions f = 0.3 et f = 0.5, correspondant aux VER

étudiés dans la partie précédente pour les cas élastoplastiques. Les paramètres du

matériau hétérogène sont donnés dans le tableau 2.1. Les paramètres du matériau

homogénéisés ou les paramètres identifiées de la matrice sont donnés dans le

tableau 2.3.
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Figure 2.20 – (a) géométrie du modèle complet et (b) géométrie du modèle
homogénéisé dans le cas d’une fraction volumique des inclusions de 0.5

Fraction volumique 0.3 0.5

Module d’Young E (MPa) 14337 14738

Coefficient de Poisson ν 0.19 0.20

Limite d’élasticité σY (MPa) 72.21 74.35

Module d’écrouissage σ∞ (MPa) 67.57 61.16

Exposant d’écrouissage m 79.5 77.23

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 19.97 20.26

Table 2.3 – Paramètres identifiés du matériau de la matrice pour le modèle
élasto-plastique dans le cas des fractions volumiques des inclusions de 0.3 et de
0.5.

Afin d’évaluer la qualité de l’approximation construite, nous menons des calculs

complets non linéaires où toutes les hétérogénéités sont explicitement maillées.

Dans cet exemple, nous étudions le déplacement et la contrainte en un point

d’extrémité de la poutre. Les champs de déplacement et de contrainte dans la

poutre sont donnés dans les figures 2.21-2.24.

Les courbes déplacement-chargement dans les calculs complets et modèle ho-

mogène pour des fractions volumiques de 0.3 et de 0.5 sont donnés dans les figures

2.25 et 2.26.

U, U2

−4.007e−01
−3.673e−01
−3.340e−01
−3.006e−01
−2.672e−01
−2.338e−01
−2.004e−01
−1.670e−01
−1.336e−01
−1.002e−01
−6.679e−02
−3.340e−02
+0.000e+00

U, U2

−3.499e−01
−3.207e−01
−2.916e−01
−2.624e−01
−2.332e−01
−2.041e−01
−1.749e−01
−1.458e−01
−1.166e−01
−8.747e−02
−5.831e−02
−2.916e−02
+0.000e+00

Figure 2.21 – Champs de déplacement dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.3 : (a) modèle complet ; (b) modèle homogénéisé
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(Avg: 75%)
S, Mises

+1.384e−01
+2.512e+01
+5.010e+01
+7.508e+01
+1.001e+02
+1.250e+02
+1.500e+02
+1.750e+02
+2.000e+02
+2.250e+02
+2.499e+02
+2.749e+02
+2.999e+02 (Avg: 75%)

S, Mises

+1.288e−01
+1.565e+01
+3.117e+01
+4.669e+01
+6.222e+01
+7.774e+01
+9.326e+01
+1.088e+02
+1.243e+02
+1.398e+02
+1.553e+02
+1.709e+02
+1.864e+02

Figure 2.22 – Champs de contrainte dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.3 : (a) modèle complet ; (b) modèle homogénéisé

U, U2

−2.417e−01
−2.215e−01
−2.014e−01
−1.813e−01
−1.611e−01
−1.410e−01
−1.208e−01
−1.007e−01
−8.056e−02
−6.042e−02
−4.028e−02
−2.014e−02
+0.000e+00 U, U2

−1.988e−01
−1.822e−01
−1.656e−01
−1.491e−01
−1.325e−01
−1.159e−01
−9.938e−02
−8.281e−02
−6.625e−02
−4.969e−02
−3.313e−02
−1.656e−02
+0.000e+00

Figure 2.23 – Champs de déplacement dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.5 : (a) modèle complet ; (b) modèle homogénéisé

(Avg: 75%)
S, Mises

+6.152e−02
+3.323e+01
+6.640e+01
+9.957e+01
+1.327e+02
+1.659e+02
+1.991e+02
+2.322e+02
+2.654e+02
+2.986e+02
+3.318e+02
+3.649e+02
+3.981e+02

(Avg: 75%)
S, Mises

+2.121e−01
+1.336e+01
+2.651e+01
+3.966e+01
+5.281e+01
+6.595e+01
+7.910e+01
+9.225e+01
+1.054e+02
+1.185e+02
+1.317e+02
+1.448e+02
+1.580e+02

Figure 2.24 – Champs de contrainte dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.5 : (a) modèle complet ; (b) modèle homogénéisé
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Figure 2.25 – Déplacement en fonction du chargement : comparaison entre mo-
dèle complet et matériau homogénéisé dans le cas d’une fraction volumique =
0.3
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Figure 2.26 – Déplacement en fonction du chargement : comparaison entre mo-
dèle complet et matériau homogénéisé dans le cas d’une fraction volumique =0.5
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U, U2

−3.858e−01
−3.537e−01
−3.215e−01
−2.894e−01
−2.572e−01
−2.251e−01
−1.929e−01
−1.608e−01
−1.286e−01
−9.646e−02
−6.431e−02
−3.215e−02
+0.000e+00

U, U2

−3.341e−01
−3.062e−01
−2.784e−01
−2.505e−01
−2.227e−01
−1.949e−01
−1.670e−01
−1.392e−01
−1.113e−01
−8.351e−02
−5.567e−02
−2.783e−02
+5.484e−06

Figure 2.27 – Champs de déplacement dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.3 et d’un rapport Ei/Em = 100 : (a) modèle complet ; (b)
modèle homogénéisé

On peut constater dans les figures 2.25 et 2.26 un accord satisfaisant entre le

modèle complet faisant office de solution de référence et le modèle homogénéisé,

bien que des écarts apparaissent pour les grandes valeurs de chargements. Cet

écart est encore plus marqué pour la fraction volumique f = 0.5. Cela peut

être expliqué par les limitations de la méthode semi-analytique pour les fortes

fractions volumiques et les effets liés à la séparation incomplète des échelles pour

le modèle complet, où les inclusions restent de tailles finies et peuvent sur les

bords engendrer des effets parasites comparé au modèle homogène.

2.5.2 Influence du rapport entre les modules d’Young de la ma-

trice et des inclusions sur le résultat de calcul des struc-

tures

Nous proposons ici d’étudier l’influence de ce rapport de module d’Young sur

les résultats de calcul des structures dans le cas non linéaire élastoplastique.

Les rapports que nous avons considérés entre le module Young des inclusions

et de la matrice sont 20, 100 et 200. Les autres paramètres matériaux sont ceux

du tableau 2.1. Les comparaisons des champs de déplacement et des champs des

contraintes sont donnés dans les figures 2.27-2.30.

Aussi, les courbes déplacement-chargement dans les 2 cas de matériau hétéro-

gène et homogénéisé sont données par les courbes de la figure 2.31. Nous pou-

vons voir l’influence du module d’Young sur la réponse en déplacement. Ainsi,

la méthode peut être utilisée pour réaliser des études paramétriques de calcul de

structures hétérogènes vis-à-vis des paramètres microscopiques. Les conclusions
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(Avg: 75%)
S, Mises

+1.645e−01
+2.590e+01
+5.163e+01
+7.737e+01
+1.031e+02
+1.288e+02
+1.546e+02
+1.803e+02
+2.060e+02
+2.318e+02
+2.575e+02
+2.832e+02
+3.090e+02

(Avg: 75%)
S, Mises

+1.303e−01
+1.620e+01
+3.226e+01
+4.833e+01
+6.439e+01
+8.046e+01
+9.652e+01
+1.126e+02
+1.287e+02
+1.447e+02
+1.608e+02
+1.769e+02
+1.929e+02

Figure 2.28 – Champs de contraintes dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.3 et d’un rapport Ei/Em = 100 : (a) modèle complet ; (b)
modèle homogénéisé

U, U2

−3.660e−01
−3.355e−01
−3.050e−01
−2.745e−01
−2.440e−01
−2.135e−01
−1.830e−01
−1.525e−01
−1.220e−01
−9.150e−02
−6.100e−02
−3.050e−02
+0.000e+00

U, U2

−3.296e−01
−3.021e−01
−2.747e−01
−2.472e−01
−2.197e−01
−1.923e−01
−1.648e−01
−1.373e−01
−1.099e−01
−8.239e−02
−5.493e−02
−2.746e−02
+5.634e−06

Figure 2.29 – Champs de déplacement dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.3 et d’un rapport Ei/Em = 200 : (a) modèle complet ; (b)
modèle homogénéisé

(Avg: 75%)
S, Mises

+1.645e−01
+2.586e+01
+5.155e+01
+7.725e+01
+1.029e+02
+1.286e+02
+1.543e+02
+1.800e+02
+2.057e+02
+2.314e+02
+2.571e+02
+2.828e+02
+3.085e+02

(Avg: 75%)
S, Mises

+1.302e−01
+1.620e+01
+3.226e+01
+4.833e+01
+6.439e+01
+8.046e+01
+9.653e+01
+1.126e+02
+1.287e+02
+1.447e+02
+1.608e+02
+1.769e+02
+1.929e+02

Figure 2.30 – Champs de contrainte dans la poutre dans le cas d’une fraction
volumique f = 0.3 et d’un rapport Ei/Em = 200 : (a) modèle complet ; (b)
modèle homogénéisé
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Figure 2.31 – Déplacement en fonction du chargement avec (a) modèle complet
et (b) modèle homogénéisé

vis-à-vis de la qualité du modèle homogénéisé par rapport à la solution du modèle

complet sont similaires au cas traité précédemment, avec un accord satisfaisant

entre les deux modèles.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, en première contribution, une nouvelle méthode de déter-

mination de la taille de VERs pour des comportements locaux non linéaires tels

qu’élastoplastiques ou élasto-visco plastiques avec des microstructures aléatoires

a été proposée. Dans le cas non linéaire, la plupart des approches disponibles

sont basées sur la convergence d’une réponse non linéaire du VER, nécessitant

la construction d’une métrique appropriée. L’originalité de notre approche est

d’étudier directement la convergence statistique des paramètres d’une loi empi-
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rique fittant la réponse du VER sous chargement, qui est calculée numériquement.

Cependant, une telle approche directe peut conduire à des temps de calculs pro-

hibitifs sans connaissance préalable sur les plages de validité des paramètres.

Pour contourner ce problème, notre approche utilise une réponse incrémentale

construite par la méthode de Doghri et al. [? ] et utilise seulement les paramètres

empiriques associés à un comportement fictif de la matrice. Ainsi, les plages de

recherche lors de l’identification des paramètres peuvent être choisies beaucoup

plus étroite et les calculs associés réduits considérablement. Une procédure basée

sur l’analyse statistique de ces paramètres a été conduite pour des composites

contenant des distributions aléatoires de fibres rigides élastiques dans des ma-

trices élastoplastiques ou élasto-visco plastiques. Nous avons trouvé une taille

caractéristique du VER de l’ordre de 17-18 fois le diamètre des fibres dans le cas

élastoplastique, et 13-15 fois le diamètre des fibres pour le cas viscoplastique. La

taille plus réduite dans le cas viscoplastique peut s’expliquer par une plus faible

localisation des déformations dans la matrice pour ce cas.

Une seconde contribution a consisté à utiliser les comportements identifiés par

l’approche précédente sous la forme des lois incrémentales semi-analytiques pour

mener des calculs de structures, afin de modéliser la réponse de structures hété-

rogènes non linéaires. Les coûts de calculs liés à l’évaluation de ces lois sont très

faibles et le calcul de structure peut être mené en des temps comparables avec un

calcul où une loi purement empirique est donnée en chaque point d’intégration

de la structure. Nous avons utilisé ce modèle pour effectuer des analyses de sensi-

biltié de la réponse non linéaire de structures hétérogènes par rapport à certains

paramètres microstructuraux tels que la fraction volumique des inclusions ou les

contrastes de rigidité entre phases.
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Chapitre 3

Une méthode incrémentale

numérique d’homogénéisation des

composites élastoplastiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode d’homogénéisation numérique

incrémentale pour les matériaux hétérogènes non linéaires, avec application aux

composites élastoplastiques. L’objectif est de définir une approximation du com-

portement effectif d’un matériau hétérogène non linéaire sans restriction concer-

nant le comportement local des phases, ni sur la morphologie de la microstructure,

tout en réduisant les temps de calculs par rapport à des calculs couplés de type

FE2 [? ]. Pour cela, le problème d’homogénéisation non linéaire est linéarisé à un

incrément de chargement donné et le tenseur effectif élastique tangent est cal-

culé numériquement par superposition de chargements élémentaires dans l’espace

tangent. Une loi incrémentale est alors construite, pour exprimer la relation de

comportement effective. L’algorithme général ainsi que les développements dans

un cadre éléments finis sont présentés.
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Figure 3.1 – Volume Elementaire Représentatif (VER).

3.2 Formulation du problème micro

On considère un volume élémentaire représentatif (VER), défini dans un do-

maine Ω ⊂ Rd, avec d la dimension de l’espace, dont le bord est noté ∂Ω (voir

la Fig. 3.1). Les déformations et contraintes microscopiques sont notées ε(x) et

σ(x), respectivement, pour tout point x ∈ Ω. Celles-ci sont liées aux quantités

macroscopiques par les relations :

ε = ⟨ε(x)⟩ , (3.1)

σ = ⟨σ(x)⟩ , (3.2)

où ⟨.⟩ indique l’opération de moyenne sur Ω, soit ⟨.⟩ = 1
|Ω|

∫
Ω
(.)dΩ.

On considère le problème d’homogénéisation non linéaire suivant. Soient ε(t),

q(t) respectivement un champ de déformations macroscopique et un vecteur de

variables internes au niveau microscopique. On cherche ε(x, t) tel que :

div σ(x,q(t)) = 0 dans Ω (3.3)

sous la condition (3.1).

Si σ(x, t) est une fonction non linéaire de ε(x, t) et de q(x, t), le problème est

non linéaire et le principe de superposition ne peut s’appliquer. Nous proposons

ici une approche incrémentale numérique pour résoudre ce problème. L’idée est de

linéariser le problème et de déterminer numériquement l’opérateur tangent effectif
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Figure 3.2 – Modélisation incrémentale du comportement effectif.

par analogie avec le module élastique effectif pour le problème d’homogénéisation

élastique linéaire (voir Fig. 3.2). On pose :

R1 = div σ(x,q, t). (3.4)

On introduit une discrétisation du temps sous la forme :

T = {0, t1, t2, ..., tn, tn+1, ..., T} (3.5)

et l’on pose ε(t) = εn et ε(t+∆t) = εn+1 et adptons l’approximation

ε̇(tn+1) ≃
εn+1 − εn

∆t
. (3.6)

En appliquant un développement de Taylor de R1 à l’ordre 1, on obtient :

R1(εn+1) = R1(εn) +D∆uR1(εn), (3.7)

ce qui conduit, à partir de (3.7), au problème linéarisé à l’instant t :

D∆uR1(εn) = −R1(εn) (3.8)

où Dvf(u) est la dérivée de Gâteaux, ou dérivée directionnelle, définie par :
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Dvf(u) =

[
d

dϵ
f(u+ ϵv)

]
ϵ=0

. (3.9)

On obtient, à partir de (3.8) :

D∆uR1(ε) = div (D∆uσ(ε)) = div

(
∂σ(ε)

∂ε
: D∆uε

)
(3.10)

= div
(
Ctan : ε(∆u)

)
= div

(
Ctan : ∆ε

)
. (3.11)

La condition (3.1) s’exprime, en introduisant la discrétisation en temps, comme :

⟨ε(t+∆t)⟩ = ε(t+∆t) (3.12)

et on a :

⟨εn +∆εn+1⟩ = εn +∆εn+1. (3.13)

En supposant ⟨εn⟩ = ∆εn vérifée, on obtient :

⟨∆εn+1⟩ = ∆εn+1. (3.14)

Finalement, on aboutit au problème linéarisé à l’instant tn :

div
(
Ctan

n : ∆εn+1

)
= −div (σn) , (3.15)

avec

⟨∆ε(x)n+1⟩ = ∆εn+1. (3.16)

Le problème ci-dessus étant linéaire, il est possible d’appliquer le principe de

superposition. La solution ∆εn+1(x) peut alors être reliée à l’incrément de défor-

mation macroscopique ∆εn+1 par le biais d’un tenseur de localisation An+1(x) tel

que :

∆εn+1(x) = An+1(x) : ∆εn+1, (3.17)
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avec

[Aijkl]n+1 (x) = ε
(kl)
ij (x), (3.18)

où ε
(kl)
ij (x) est la solution locale du problème (3.15)-(3.16) avec

(∆εkl)n+1 =
1

2
(ek ⊗ el + el ⊗ ek) , (3.19)

où ei, i = 1, 2 en 2D sont des vecteurs unitaires de base. La condition (3.16) peut

être vérifiée pour l’une des conditions suivantes sur ∂Ω :

∆u(x) = ∆εn+1 x+ ũ (3.20)

ou

∆u(x) = ∆εn+1 x, (3.21)

où ũ est une fluctuation de l’incrément de déplacement périodique. Dans ce travail,

nous avons utilisé le deuxième type de conditions aux limites.

3.3 Homogénéisation

En supposant connue l’expression analytique de Ctan
n (x) (voir section 3.5.2) et

en remplaçant la relation

σ̇(x, t) = Ctan(x, t) : ε̇(x, t) (3.22)

par l’approximation

σn+1(x)− σn(x)

∆t
=
{
γCtan

n (x) + (1− γ)Ctan
n+1(x)

}
:
εn+1(x)− εn(x)

∆t
(3.23)

on obtient
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∆σ(x) =
{
γCtan

n (x) + (1− γ)Ctan
n+1(x)

}
: ∆εn+1(x). (3.24)

avec γ ∈ [0, 1]. A ce stade, il est à noter que l’on ne connait pas Ctan
n+1(x). En

choississant γ = 1 on obtient

∆σ(x) = Ctan
n (x,qn) : ∆εn+1(x, t). (3.25)

En utilisant (3.17), on obtient ;

∆σ(x) = Ctan
n (x,qn) : An+1(x) : ∆εn+1. (3.26)

En prenant la moyenne spatiale de (3.26) sur Ω, il suit :

⟨∆σ(x)⟩ =
⟨
Ctan

n (x,qn) : An+1(x)
⟩
: ∆εn+1. (3.27)

On définit le module tangent homogénéisé comme :

Ctan

n+1 =
⟨
Ctan

n (x,qn) : An+1(x)
⟩
. (3.28)

En remplaçant la relation macro

σ̇ = Ctan
: ε̇ (3.29)

par l’approximation

σn+1 − σn

∆t
=
[
βCtan

n + (1− β)Ctan

n+1

] (εn+1 − εn)

∆t
, (3.30)

avec β ∈ [0, 1], on obtient finalement la relation :

σn+1 = σn +
[
βCtan

n + (1− β)Ctan

n+1

]
∆εn+1. (3.31)

De plus, en utilisant (3.17), on a :
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εn+1(x) = εn(x) + An+1(x) : ∆εn+1. (3.32)

Nous choisissons ici de mettre à jour les variables internes dans tout le VER

par un algorithme de prédiction-correction (return-mapping) (voir section 3.5.2).

Numériquement, les valeurs de Ctan
sont rangées en 2D dans une matrice C

tan

telle que

[∆σ] = C
tan

: [∆ε]n+1
(3.33)

avec

C
tan

=
[[
σ(11)

]
;
[
σ(22)

]
;
[
σ(12)

]]
(3.34)

où

[
σ(11)

]
=
[⟨
σ
(ij)
11 (x)

⟩
;
⟨
σ
(ij)
22 (x)

⟩
;
⟨
σ
(ij)
12 (x)

⟩]
(3.35)

avec σ
(kl)
ij (x) le champ de contraintes obtenus par la résolution éléments finis de

(3.42) (voir section suivante.)

3.4 Calcul numérique de An+1(x)

Les solutions [Aijkl]n+1 (x) sont calculées ici numériquement par la méthode

des éléments finis. La forme faible associée au problème (3.15) est donnée par :

∫
Ω

ε(δu) : Ctan
n (x) : ε(∆u)dΩ = −

∫
Ω

ε(δu) : σn(x)dΩ. (3.36)

En introduisant les formes vectorielles associées aux tenseurs du second ordre :

[ε] = {ε11, ε22, 2ε12} , (3.37)
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[σ] = {σ11, σ22, σ12} , (3.38)

et en introduisant les discrétisations éléments finis classiques :

[ε(∆u)] = B∆ue, (3.39)

[ε(δu)] = Bδue, (3.40)

avec B une matrice de dérivées de fonctions de forme et ∆ue et δue des vecteurs

d’inconnues nodales, on obtient :

δueT

{∫
Ω

BTCtan
n (x)BdΩ

}
∆ue = −δueT

∫
Ω

BT [σn] dΩ, (3.41)

ce qui conduit au système linéaire :

K∆u = −R, (3.42)

avec

K =

∫
Ω

BTCtan
n (x)BdΩ (3.43)

et

R =

∫
Ω

BT [σn] dΩ. (3.44)

En 2D, pour chacun des problèmes élémentaires, le système (3.42) est résolu

en appliquant les conditions aux limites (3.21) avec ∆ε(kl) sous la forme :

∆ε(11) =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , ∆ε(22) =


0 0 0

0 1 0

0 0 0

 , ∆ε(12) =


0 1/2 0

1/2 0 0

0 0 0

 .
(3.45)
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La forme matricielle associée à An+1(x) est donc donnée, en 2D et déformations

planes, par :

An+1(x)︸ ︷︷ ︸
3×3

= B(x)︸ ︷︷ ︸
3×2n

u(11)
e︸︷︷︸

2n×1

;u(22)
e︸︷︷︸

2n×1

;u(12)
e︸︷︷︸

2n×1

 = B(x)︸ ︷︷ ︸
3×2n

Ue︸︷︷︸
2n×3

. (3.46)

avec n le nombre de nœuds par élément, et u
(kl)
e les vecteurs de déplacements

nodaux dans les éléments obtenus par la résolution des différents problèmes élé-

mentaires.

3.5 Variables internes

3.5.1 Procédure proposée

Il est à noter que les variables internes qn+1(x) doivent être actualisées pour

le pas de temps suivant dans tous les points du VER après avoir évalué les dé-

formations locales εn+1(x). Dans le cas élastoplastique traité ici, nous proposons

d’actualiser les variables internes par une opération de type return-mapping dans

les points de Gauss du VER. A noter que cette opération n’est ici qu’un post-

traitement des données et peut être parallélisée. Nous rappelons ci-dessous les

étapes de l’algorithme de return-mapping pour des matériaux élastoplastiques

avec écrouissage linéaire et cinématique.

3.5.2 Algorithme de Return-mapping

L’algorithme de return-mapping pour l’hypothèse de contraintes planes est

fourni ci-dessous, d’après [? ]. On rappelle tout d’abord les équations principales

décrivant la plasticité associative avec écrouissage isotrope et cinématique (Eqs.

(2.23)-(2.25) ).

On définit :

η = dev(σ)− β, T r(β) = 0 (3.47)

et la fonction seuil :
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f(σ,q) = ∥η∥ −
√

2

3
K ′(α). (3.48)

La loi d’écoulement est donnée par

ε̇p = γ
η

∥η∥
, (3.49)

et

α̇ = γ

√
2

3
(3.50)

avec K ′(α) et H ′(α) les modules d’écrouissage isotropes et cinématiques et

α(t) =

∫ T

0

√
2

3
∥ε̇p(τ)∥ dτ. (3.51)

On a de plus les relations de Kuhn-Tucker :

γ ≥ 0, f(σ,q) ≤ 0, γf(σ,q) = 0 (3.52)

où q représente un vecteur de variables internes.

Pour un modèle d’écrouissage linéaire, on a :

H ′(α) = (1− θ)H, K ′(α) = [σY + θHα], θ ∈ [0, 1] (3.53)

avec H une constante matériau et σY la contrainte d’écoulement. On définit le

tenseur P tel que :

s = dev[σ] = P : σ. (3.54)

Enfin, on définit la partie déviatorique de β̃ telle que

β = P : β̃. (3.55)
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L’algorithme de prédiction-correction est alors donné ci-dessous. A chaque in-

crément de chargement tn+1, pour un point x du VER, connaissant εpn(x), εn+1(x)

, β̃n(x), qn :

(1) Calculer les contraintes de prédiction et la fonction test

σ∗ = C : (εn+1 − εpn) , (3.56)

ξ∗ = σ∗ − β̃n, (3.57)

et

f ∗
n+1 = ∥ξ∗∥ −

√
2

3
[σY + βH

′
αn]. (3.58)

(2) SI f ∗
n+1 < 0 ALORS : FIN

SINON : Résoudre f(∆γ) = 0 et déterminer ∆γ, avec

f 2(∆γ) =
1

2
f
2
(∆γ)−R2(∆γ) = 0, (3.59)

f
2
(∆γ) =

1

2

1
2
(ξ∗11 + ξ∗22)

2[
1 +

(
E

3(1−ν)
+ 2

3
H ′
)
∆γ
]2 +

1
2
(ξ∗11 − ξ222)

2
+ 2 (η∗12)

2[
1 +

(
2µ+ 2

3
H ′
)
∆γ
]2 ,
(3.60)

R2(∆γ) =
1

3
K2

[
αn =

√
2

3
∆γf(∆γ)

]
. (3.61)

(3) Calculer le module tangent algorithmique

Ξ =

[
C−1 +

∆γ

1 + 2
3
∆γH ′P

]−1

. (3.62)

(4) Actualiser les différentes quantités locales :
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ξn+1 =
1

1 + 2
3
∆γH ′ΞC−1ξ∗, (3.63)

β̃n+1 = β̃n +∆γ
2

3
H ′ξn+1, (3.64)

σn+1 = ξn+1 + β̃n+1, (3.65)

αn+1 = αn +

√
2

3
∆γf(∆γ), (3.66)

εpn+1 = εpn +∆γP : ξn+1. (3.67)

(5) Calculer le module tangent

Ctan
n+1 = Ξ− [Ξ : P : ξn+1] [Ξ : P : ξn+1]

T

ξTn+1 : P : Ξ : P : ξn+1 + βn+1

(3.68)

θ1 = 1 +
2

3
H ′∆γ θ2 = 1− 2

3
K ′

n+1∆γ (3.69)

β =
2

3

θ1
θ2

(
K ′

n+1θ1 +H ′θ2
)
ξTn+1Pξn+1. (3.70)

(6) Actualiser ε33

ε33n+1 =
−ν
E

(σ11n+1 + σ12n+1)− (εp11n+1 + εp22n+1). (3.71)

FIN

3.6 Choix du paramètre β

Le paramètre β dans le schéma (3.31) peut influencer fortement la précision

des calculs, et son choix peut permettre, pour une précision donnée, d’augmenter
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Matrice

Module d’élasticité k (MPa) 20

Contrainte d’écoulement σ0 (MPa) 1

Déformation de référence ε0 1

Paramètre d’écrouissage m 0.4

Table 3.1 – Paramètres de matériau élastique non linéaire en petites déforma-
tions.

les pas de chargement et ainsi diminuer les temps de calcul. La détermination

de sa valeur optimale dépend de la loi de comportement et de la microstructure.

Dans cette partie, nous réalisons des études numériques pour deux lois de com-

portements non linéaires pour déterminer les valeurs optimales de β. Pour des

lois analytiques données, nous pouvons évaluer l’opérateur tangent et comparer

la réponse incrémentale avec la réponse exacte en contraintes.

Dans ce premier test, nous utilisons la loi suivante (loi puissance) :

w(r)(ε) =
9

2
k(r)ε2m +

ε
(r)
0 σ

(r)
0

1 +m(r)

(
εeq

ε
(r)
0

)1+m(r)

, (3.72)

Dans (3.72), k(r) est le module de compressibilité de la phase r, εm = Tr(ε)/3

est la déformation hydrostatique ; εeq est la déformation équivalente définie par

εeq =
√
2εd : εd/3 avec εd = ε− εm1 et 1 est le tenseur d’identité d’ordre deux.

Dans l’équation (3.72),m(r) est le paramètre d’écrouissage de déformation dans la

phase r et 0 ≤ m ≤ 1 ; σ0 et ε0 sont, respectivement, la contrainte d’écoulement et

la déformation de référence de la phase r. Les cas particuliers,m(r) = 0 etm(r) = 1

correspondent à la plasticité parfaite et à l’élaticité linéaire, respectivement.

Pour ce test, les valeurs des paramètres choisis sont indiqués dans le tableau

3.1.

Les résultats de l’influence de β sur l’approximation de la réponse par un

schéma incrémental sont présentés dans la figure 3.3. Dans ce cas, nous trouvons

une valeur de paramètre β optimale de 0.8.
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Figure 3.3 – Influence du paramètre β pour un modèle de comportement de
type loi puissance.

Matrice

Module d’Young G (MPa) 15000

Coefficient Poisson ν 0.2

Limite d’élasticité σY (MPa) 60

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 100

Table 3.2 – Paramètres de matériau élastoplastique avec écrouissage isotrope.

Pour ce deuxième exemple, la loi de comportement non linéaire étudiée est une

loi élastoplastique avec écrouissage linéaire. Les paramètres sont fournis dans le

tableau 3.2.

Pour un choix judicieux du paramètre β, les incréments de chargements peuvent

être augmenté jusqu’à un facteur 10.

Les résultats sont fournis dans la figure 3.4.

Pour cet exemple, la valeur optimale de β est ici encore de β = 0.8.

3.7 Algorithme général

Finalement, l’algorithme proposé est résumé ci-dessous :
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Figure 3.4 – Influence du paramètre β sur la qualité de la réponse pour une lois
élastoplastique avec écrouissage linéaire.

(0) Initialiser ε0(x) = 0, q0(x) = 0, Ctan
0 (x) = C(x), σ0 = 0, Ctan

0 = C.

POUR tous les pas de temps (incréments de chargement), connaissant qn(x),

εn(x), Ctan
n (x), σn, C

tan

n :

(1) Calculer An+1(x) en utilisant la procédure décrite dans la section 3.4.

(2) Calculer Ctan

n+1 = ⟨Ctan
n (qn) : An+1(x)⟩

(3) Actualiser le champ de déformations microscopique dans le VER

εn+1(x) = εn(x) + An+1(x) : ∆ε.

(4) Actualiser les variables internes qn+1(x) en appliquant l’algorithme de return-

mapping décrit dans la section 3.5.2 en tout point x ∈ Ω, connaissant

εn+1(x).

(5) Calculer le module tangent (voir section 3.5.2).

(6) Actualiser les contraintes macroscopiques.

σn+1 = σn +
[
βCtan

n + (1− β)Ctan

n+1

]
∆ε
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(7) εn(x) ← εn+1(x) , qn(x) ← qn+1(x), Ctan
n (x) ← Ctan

n+1(x), C
tan

n ← Ctan

n+1,

σn ← σn+1 et aller en (1).

FIN

3.8 Calcul de structures hétérogènes élastoplastiques

à deux échelles

Nous décrivons ici une procédure dans laquelle l’algorithme décrit précédem-

ment est utilisé en tout point x d’une structure à l’échelle macroscopique, en vue

de calculer la réponse de celle-ci dans un cadre de résolution de type Newton. A

l’échelle macroscopique, le problème à résoudre est donné par :

div σn+1 = 0 ∀x ∈ Ω, (3.73)

avec les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann imposés sur les portions

correspondantes du bord ∂Ω, ∂Ωu et ∂ΩF , telles que ∂Ω = ∂Ωu ∪ ∂ΩF , ∂Ωu ∩

∂ΩF = ∅ :

σn+1n = F on ∂ΩF , u = U on ∂Ωu, (3.74)

où n est le vecteur unitaire sortant normal à ∂Ω, et où F etU sont les efforts et les

déplacements imposés sur la structure à l’échelle macroscopique. Pour résoudre

ce problème, une procédure de type Newton-Raphson est appliquée, dans laquelle

l’opérateur tangent Ctan
(t) est évalué par la procédure décrite dans la section 3.3.

Dans la suite, on notera pour alléger les notations u ≡ un+1.

La forme faible associée au problème (3.73)-(3.74) est donnée comme suit :

trouver le champ de déplacements macroscopique u, u = U sur ∂Ωu, u ∈ H1(Ω),

tel que :
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∫
Ω

σn+1 : ε(δu)dΩ−
∫
∂Ω

F · δudΓ = R(u) = 0 ∀δu ∈ H1
0 (Ω), (3.75)

où H1(Ω) et H1
0 (Ω) sont les espaces de Sobolev habituels. Le développement de

Taylor au premier ordre de R au voisinage d’une solution uk connue à l’itération

k est donnée par :

R(uk +∆u) ≃ R(uk) +D∆uR(uk), (3.76)

Ce qui conduit, au problème linéarisé :

D∆uR(uk) = −R(uk), (3.77)

avec

D∆uR(u
k) =

∫
Ω

∂σn+1

(
ε(uk)

)
∂ε

: ε(∆u) : ε(δu)dΩ

=

∫
Ω

Ctan

n+1(u
k) : ε(∆u) : ε(δu)dΩ. (3.78)

En posant [σ] et [ε] les formes vectorielles des tenseurs du second ordre σ et ε,

et Cn+1 la forme matricielle associée avec Ctan

n+1, [δε] = [ε(δu)] et [∆ε] = [ε(∆u)],

la forme linéarisée (3.78) peut être ré-écrite comme :

∫
Ω

[δε]TC
tan

n+1

(
ε(uk)

)
[∆ε]dΩ = −

∫
Ω

[δε]T [σ(uk)]dΩ +

∫
∂ΩF

F · δudΓ. (3.79)

En introduisant une discrétisation FEM :

[∆ε] = B∆ue, [δε] = Bδue, δu = Nue, (3.80)
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où N et B sont les matrices de fonctions de forme et de dérivées de fonctions de

forme, et ∆ue et δue sont les valeurs nodales de ∆u et δue, respectivement, nous

obtenons finalement le problème linéarisé à résoudre sous la forme :

K
tan

(uk)∆u = −R(uk) (3.81)

avec

K
tan

(uk) =

∫
Ω

BTC
tan

n+1

(
ε(uk)

)
BdΩ, (3.82)

R(uk) = −
∫
Ω

BT [σ(uk)]dΩ +

∫
∂ΩF

NTFdΓ. (3.83)

La procédure est la suivante. A l’échelle de la structure, une procédure de

Newton est appliquée pour résoudre le problème non linéaire. La loi de compor-

tement locale étant inconnue, on applique, connaissant ∆εn+1 et les quantités à

l’incrément de chargement précédent, l’algorithme décrit dans la section 3.7, qui

nous fournit le module tangent Ctan

n+1 et la contrainte σn+1, qui permet de mener

la prochaine itération de Newton à l’échelle macro après avoir bouclé sur tous

les points de Gauss. Une représentation schématique de la procédure de calcul à

deux échelles utilisant l’approche incrémentale à l’échelle micro est fournie dans

la figure 3.5.

Pour résumer, la détermination de Ctan

n+1 ne nécessite ici que la résolution de

3 problèmes élémentaires linéaires en 2D, contre IT × (1 + 3) problèmes dans

un cadre FE2, avec IT le nombre d’itérations à convergence en chaque point

de Gauss, le facteur 3 étant lié à la nécessité d’approximer l’opérateur tangent

dans la méthode FE2 par différences finies. En 3D, 6 problèmes linéaires sont

nécessaires contre IT × (1 + 6) problèmes pour la méthode FE2. Si l’on suppose

4 itérations à convergence, le gain est d’environ de 5. En comparaison avec la

méthode de Doghri [? ], l’opérateur tangent est ici calculé numériquement par

éléments finis, permettant de prendre en compte des comportements non linéaires

et des morphologies de microstructures arbitraires. La méthode fournit constitue

donc un compromis entre qualité et temps de calculs, en réduisant les temps de
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Figure 3.5 – Procédure de calcul à deux échelles utilisant l’approche incrémentale
à l’échelle microscopique.

calculs par rapport à une approche de type FE2 et en améliorant la qualité par

rapport à une méthode semi-analytique incrémentale par champ moyen.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle méthode d’homogénéisation

numérique incrémentale pour les matériaux hétérogènes élastoplastiques. L’origi-

nalité de la démarche est d’utiliser un cadre incrémental, dans lequel une ho-

mogénéisation classique basée sur le principe de superposition est réalisée dans

le problème tangent (linéarisé) à chaque incrément de chargement. L’opérateur

tangent effectif est ainsi calculé numériquement par homogénéisation, sans néces-

siter de technique de perturbation. Des calculs sur un VER sont réalisés par la

méthode des éléments finis pour calculer les différents opérateurs nécessaires à

l’évaluation de l’opérateur tangent, comme le tenseur de localisation, permettant

de lever les limitations liées aux approches semi-analytiques, comme l’isotropie du

comportement effectif, ou les types d’écrouissages dans le modèle élastoplastique.
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La technique permet ainsi de combler les limitations des approches incrémentales

semi-analytiques telles qu’utilisées dans le chapitre 2, en permettant la prise en

compte de morphologies de mirostructures et de comportements non linéaires

locaux arbitraires. Cependant, la contrepartie réside en des coûts de calculs sup-

plémentaires liés aux calculs linéaires par éléments finis à effectuer sur le VER.

Par contre, cette technique est moins onéreuse qu’un calcul non linéaire direct

à chaque incrément, car ne nécessite que la résolution en chaque point d’inté-

gration de 3 problèmes linéaires en 2D, contre un nombre plus important avec

une résolution directe par Newton, qui nécessite de calculer plusieurs problèmes

pour évaluer les contraintes moyennes et l’opérateur tangent par perturbation. La

méthode proposée est donc un compromis entre les méthodes semi-analytiques in-

crémentales, qui sont peu coûteuses mais moins précises, et une résolution directe

non linéaire, précise mais très coûteuse.

La deuxième contribution proposée dans ce chapitre a été d’inclure la démarche

ci-dessus dans un cadre de calcul de structure hétérogène à deux échelles. Les

conclusions concernant les avantages et inconvénients par rapport (a) à un cal-

cul de structure avec une loi semi-analytique incrémentale, comme utilisée dans

le chapitre précédent, et un calcul où une résolution non linéaire complète est

requise en chaque point d’intégration (méthode FE2), sont identiques que dans

la première partie. Pour analyser quantitativement la qualité de cette approche,

nous proposons dans le chapitre 4 des exemples d’applications à l’homogénéisation

de composites à phases non linéaires élastoplastiques sous chargements cycliques.
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Chapitre 4

Applications de la méthode

incrémentale numérique

d’homogénéisation aux composites

élastoplastiques

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons des applications de la méthode présentée

dans le chapitre 3, en vue de réaliser l’homogénéisation de matériaux hétérogènes

dont les phases sont élastoplastiques avec écrouissage isotrope et cinématique.

Dans un premier temps, nous réaliserons des tests de validation de la technique

en comparant les réponses sous chargements cycliques obtenues par le modèle nu-

mérique homogénéisé proposé et des calculs directs utilisés comme référence, et

des comparaisons avec la méthode semi-analytique incrémentale par champ moyen

de Doghri et al. [? ]. Dans un deuxième temps, nous utiliserons la méthode d’ho-

mogénéisation numérique développée dans une approche à deux échelles en vue

de réaliser le calcul d’une structure hétérogène élastoplastique. Plusieurs cas de

morphologies de microstructures seront étudiés, incluant des cas sévères pour l’ho-
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(a) (b)

Figure 4.1 – Volume élémentaire représentatif avec une inclusion rigide et ma-
trice élastoplastique, écrouissage linéaire : (a) géométrie ; (b) maillage.

mogénéisation numérique non linéaire, comme par exemple des microstructures

poreuses ou anisotropes, ou des microstructures issues d’images de microstruc-

tures obtenues par microtomographie.

4.2 Homogénéisation de microstructures élastoplas-

tiques sous chargements cycliques

4.2.1 Microstructure avec inclusion rigide et matrice élastoplas-

tique avec écrouissage linéaire

Dans ce premier exemple, nous considérons un volume élémentaire représentatif

d’une microstructure dont la géométrie est représentée dans la figure 4.1 (a). Le

VER est constitué d’une inclusion élastique rigide circulaire et d’une matrice

élastoplastique. La fraction volumique de l’inclusion est de f = 0.3. La matrice

est élasto-plastique renforcée par une inclusion élastique. Le maillage du VER est

représenté dans la Fig. 4.1 (b).
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Matrice Inclusion

Module de Young E (MPa) 45000 300000

Coefficient Poisson ν 0.2 0.45

Limite d’élasticité σY (MPa) 60

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 200

Table 4.1 – Paramètres pour la matrice et les inclusions pour le modèle élasto-
plastique avec écrouissage isotrope linéaire.

la matrice est élasto-plastique, dont le comportement est décrit par un modèle

avec écrouissage isotrope linéaire sous la forme (2.24) avec

f (σ, p) = J2(σ)− σY −R(p) ≤ 0. (4.1)

Pour cet exemple, on choisit le modèle :

R(p) = kp (4.2)

où k est le module d’écrouissage linéaire. Les paramètres numériques utilisés pour

cet exemple sont indiqués dans le Tableau 4.1.

Un chargement cyclique est appliqué sur le bord du VER comme représenté

dans la Fig. 4.2. Il est à noter que dans ce travail, les différents problèmes sont

résolus de manière quasi-statique, et que le temps représente ici l’évolution du

chargement appliqué.

Pour les différents exemples présentés dans ce chapitre, l’algorithme décrit dans

la section 3.7 est utilisé pour calculer la réponse par la méthode incrémentale nu-

mérique proposée. Nous comparons cette réponse avec un calcul direct (résolution

par éléments finis du problème non linéaire sur le VER), ainsi qu’avec la réponse

fournie par la méthode semi-analytique de Doghri et al. [? ]. Pour le premier

exemple, les résultats sont fournis dans la figure 4.3.

Nous pouvons constater que la méthode proposée permet une bonne approxi-

mation par rapport à la solution de référence. De plus, celle-ci permet de capturer

l’écrouissage progressif induit par la plastification hétérogène dans la matrice au
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Figure 4.2 – Chargement cyclique appliqué sur le VER.
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Figure 4.3 – Courbes de contrainte-déformation pour le composite à matrice
élastoplastique avec inclusion rigide élastique.
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(a) (b)

Figure 4.4 – Champs de contrainte et déformation dans le VER : (a) ε11 et (b)
σ11.

cours du chargement, ce qui n’est pas le cas pour la méthode semi-analytique, qui

ne permet que de capturer un comportement de type élastoplastique sans écrouis-

sage. On constate donc que la méthode incrémentale proposée permet d’accéder

à un degré plus fin de précision pour l’homogénéisation de composites élasto-

plastiques avec écrouissage sous chargement cyclique. Comme mentionné dans le

chapitre précédent, le coût par rapport à la méthode de Newton (calcul direct) est

moindre, en raison du nombre restreint de calculs linéaires nécessaires dans l’algo-

rithme présenté dans la section 3.7. Les champs de déformations et de contraintes

dans la microstructure pour ε11 = 1.5.10−3 sont représentés dans la figure 4.13.

4.2.2 Microstructure poreuse, matrice élastoplastique avec écrouis-

sage linéaire

Dans cet exemple, une microstructure périodique poreuse, dont la géométrie

est représentée dans la Fig. 4.5 (a), est considérée.

Ici encore, la matrice est décrite par un comportement élastoplastique avec

écrouissage linéaire. La fraction volumique de pore est de f = 0.2. Le maillage

utilisé est représenté sur la figure Fig. 4.5 (b). Les paramètres du comportement

utilisés sont fournis dans le tableau 4.2.
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Figure 4.5 – Volume élémentaire représentatif de la microstructure poreuse : (a)
géométrie ; (b) maillage.

Matrice

Module de Young E (MPa) 1.5× 106

Coefficient de Poisson ν 0.2

Limite d’élasticité σY (MPa) 60

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 20

Table 4.2 – Paramètres du matériau pour la microstructure poreuse avec matrice
élastoplastique, écrouissage linéaire.

Le chargement est le même que dans l’exemple précédent. Les résultats sont

fournis dans la figure 4.6. Nous pouvons constater que dans ce cas plus sévère que

dans le précédent (ici le contraste de propriétés entre la matrice et l’inclusion est

infini), un plus grand écart est noté entre la solution fournie par la méthode d’ap-

proximation proposée et la solution de référence. Cependant, la solution proposée

capture ici encore l’écrouissage progressif et non linéaire apparent du composite,

contrairement à la méthode semi-analytique.

Les champs de contraintes et de déformations dans la microstructure pour

ε11 = 8.10−3 sont représentés dans la figure 4.7.
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Figure 4.6 – Microstructure poreuse : courbe de contrainte-déformation maro-
scopiques sous chargement cyclique.

(a) (b)

Figure 4.7 – Champs de contrainte et de déformation dans la microstructure
poreuse : (a) ε11 et (b) σ11.
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Matrice Inclusion

Module de Young E (MPa) 1.5× 106 3× 107

Coefficient de Poisson ν 0.2 0.45

Limite d’élasticité σY (MPa) 60

Module d’écrouissage cinématique h (MPa) 2E4

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 20

Table 4.3 – Paramètres matériau pour la matrice élasto-plastique avec écrouis-
sage isotrope et cinématique.

4.2.3 Microstructure avec inclusion rigide, matrice élastoplas-

tique avec écrouissage cinématique

La méthode proposée n’étant pas restreinte à des comportements élastoplas-

tiques parfaits ou avec écrouissage isotrope, nous testons ici ses capacités à re-

produire le comportement d’un composite dont les inclusions sont élastiques et

rigides, et la matrice élastoplastique avec écrouissage cinématique. L’écrouissage

cinématique est linéaire et décrit par :

R(p) = (1− θ)kp+ θhp (4.3)

où k est le module d’écrouissage linéaire et h le module d’écrouissage cinématique.

Le paramètre θ donne la proportion entre l’écrouissage isotrope et l’écrouissage

cinématique. On obtient donc un comportement avec écrouissage purement iso-

trope pour θ = 0 et purement cinématique pour θ = 1. Dans le cas présent, nous

avons choisi θ = 0.5. Les paramètres numériques sont indiqués dans le tableau

4.3.

Le chargement appliqué est représenté dans la figure 4.8. Nous réalisons ici

plus de cycles afin de mettre en évidence l’écrouissage cinématique apparent du

composite.

La réponse contrainte-déformation est représentée dans la figure 4.9. Nous

constatons ici encore une meilleure précision de la méthode proposée par rapport

à la méthode semi-analytique, et pouvons observer que la technique capture bien
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Figure 4.8 – Chargement cyclique appliqué sur le VER pour le cas du composite
avec phases élastoplastique, écrouissage cinématique.

l’écrouissage cinématique apparent du composite induit par l’écrouissage cinéma-

tique de la matrice.

Les champs de déformations et de contraintes pour cet exemple sont représentés

dans la figure 4.10 pour ε11 = 5.10−5.

4.2.4 VER élastoplastique anisotrope

L’objectif de ce test est de montrer les potentialités de la méthode proposée

pour traiter des cas de microstructures où les méthodes semi-analytiques sont li-

mitées. Nous considérons ici un VER avec une microstructure anisotrope, comme

représentée dans la figure 4.11. Très clairement, ce cas ne peut être traité par les

méthodes semi-analytiques telles que proposées dans [? ], car ces méthodes né-

cessitent une étape d’”isotropisation”du tenseur effectif élastique. Nous montrons

ici qu’à l’opposé, la méthode incrémentale proposée n’est pas restreinte à des cas

isotropes.

Les inclusions sont supposées périodiques et ellipsöıdales. Les valeurs choisies

pour les semi-axes sont a = 0.3 mm, b = 0.1 mm. L’inclusion est centrée dans

un VER carré de largeur L = 1 mm. Les propriétés matériaux sont données dans
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Figure 4.9 – Courbes de contrainte-déformation pour le composite avec matrice
élastoplastique, écrouissage cinématique.

(a) (b)

Figure 4.10 – Champs de contrainte et déformation dans le VER pour le com-
posite à matrice élastoplastique, écrouissage cinématique : (a) ε11 et (b) σ11.
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Figure 4.11 – VER pour une mirostructure anisotrope : (a) géométrie ; (b)
maillage.

Matrice Inclusion

Module de Young E (MPa) 1.5× 106 6× 107

Coefficient Poisson ν 0.2 0.45

Limite d’élasticité σY (MPa) 60

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 20

Table 4.4 – Paramètres matériau pour le VER anisotrope

le tableau 4.4. La matrice est supposée élastoplastique avec écrouissage linéaire

isotrope, les inclusions élastiques et rigides.

Un chargement cyclique est appliqué sur le bord du VER. Les résultats sont

présentés dans la figure 4.12. La méthode semi-analytique ne pouvant être appli-

quée ici, nous comparons la méthode incrémentale numérique et la solution de

référence.

Nous constatons un très bon accord entre la solution de référence et la solution

proposée, même dans ce cas limite pour ce cas de microstructure plus complexe.

De plus, on peut apprécier très nettement l’anisotropie du comportement effectif.

Les champs de déformation et contraintes sont représentés dans la figure 4.13

pour ε11 = 5.10−5.
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Figure 4.12 – Courbes de contrainte-déformation pour le VER anisotrope.
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Figure 4.13 – Champs de contrainte et de déformation dans le VER anisotrope :
(a) ε11 et (b) σ11.
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Figure 4.14 – VER de béton obtenu à partir d’une image segmenté à partir
d’une microtomographie.

4.2.5 Microstructure réaliste obtenue à partir d’une image de

microtomographie

Pour les matériaux à microstructures complexes tels que les matériaux cimen-

taires, la prise en compte de microstructures réalistes (voir par exemple [? ? ])

est essentielle. Nous évaluons ici la capacité de la méthode à traiter des morpho-

logies de microstructures arbitraires. La microstructure étudiée a été obtenue à

partir d’une image segmentée obtenue par microtomographie d’un matériau de

type béton. La géométrie de la microstructure est décrite dans la figure 4.14.

L’image segmentée est constituée de pixels associés à des propriétés des phases

du matériau. Pour obtenir le modèle numérique, chaque pixel a été associé à un

domaine carré constitué de deux éléments triangulaires. Ainsi, les propriétés des

phases sont projetées sur le maillage régulier éléments finis.

Une loi de comportement élastoplastique avec écrouissage isotrope est adoptée

pour la matrice. Les inclusions sont supposées élastiques. Les paramètres associés

aux comportements des phases sont fournis dans le tableau 4.5.

Un cycle de charge/décharge est appliqué sur la microstructure. La réponse

obtenue par le modèle incrémental est comparée avec un calcul direct dans la
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Matrice Inclusion

Module d’Young G (MPa) 1.5× 106 3× 107

Coefficient Poisson ϑ 0.2 0.45

Limite d’élasticité σY (MPa) 60

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 20

Table 4.5 – Paramètres de matériau du VER de béton
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Figure 4.15 – Courbe contrainte-déformation pour le VER de béton.

figure 4.15. Nous pouvons constater un très bon accord entre les deux solutions,

montrant la robustesse de l’approche vis-vis des morphologies de microstructures

considérées.

Les champs de contraintes et de déformation pour ε11 = 5.10−5 sont représentés

dans la figure 4.16.

4.3 Exemple de calcul de structure hétérogène non li-

néaire élastoplastique à 2 échelles

Dans ce dernier exemple, nous présentons un exemple de calcul de structure

à deux échelles illustrant la démarche présentée dans la section 3.8. La structure

considérée est hétérogène, constituée de phase élastoplastiques avec écrouissage
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(a) (b)

Figure 4.16 – Champs de contrainte et déformation dans le VER de béton : (a)
ε11 et (b) σ11.

x

F

2 m

10 m

VER

Figure 4.17 – Géométrie et chargement pour le problème de structure hétérogène
élastopalstique à deux échelles.

isotrope (identique à celui traité dans l’exemple 4.2.1). La microstructure est

associée à un VER défini dans la figure 3.8. La géométrie de la structure et

son chargement sont représentés dans la figure 4.17. La réponse de la structure

obtenue par la méthode à deux échelles proposée dans cette thèse et une solution

de référence dont la solution est décrite ci-dessous.

Le déplacement du point supérieur droit de la structure macroscopique est

tracé en fonction de l’effort appliqué. Une solution de référence est construite en

réalisant un maillage complet décrivant explicitement toutes les hétérogénéités.

Les solutions de référence et obtenues par la méthode à deux échelles proposée

sont comparées dans la figure 4.18. Nous pouvons constater un accord satisfaisant
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Figure 4.18 – Déplacement vertical d’un point extrémité de la poutre.

entre les deux courbes, malgré que des écarts existent. L’une des hypothèses

pouvant expliquer ces différences est le type de conditions aux limites imposées

sur le VER pour les calculs micro. Nous avons fait le choix ici, pour des raisons

de simplicité, d’imposer des conditions uniformes en déformation sur le bord du

VER, ce qui peut légèrement modifier la solution par rapport à des conditions

périodiques. Ce point nécessitera des analyses supplémentaires.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs exemples numériques utilisant

l’approche d’homogénéisation incrémentale introduite dans le chapitre 3 appliqués

à l’homogénéisation de composites élastoplastiques. Les exemples ont été choisis

comme étant des cas limites pour les approches semi-analytiques incrémentales,

en introduisant : des géométries de microstructures complexes et anisotropes, et

la prise en compte de l’écrouissage isotrope et cinématique. Pour les différents

cas, il a été constaté globalement que l’approche proposée permettait un bon

accord avec la solution de référence (fournie par un calcul direct non linéaire) et

pouvait notamment reproduire l’écrouissage non linéaire apparent induit par la
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plastification hétérogène dans la microstructure au cours du chargement, ce que ne

capture pas la méthode semi-analytique. Un autre avantage est de pouvoir accéder

aux champs locaux de déformations et de contraintes. Par rapport à un calcul

direct, cette approche réduit le nombre de calculs en exploitant le schéma présenté

dans le chapitre 3. Enfin, nous avons montré les potentialités de la méthode pour

un calcul de structures hétérogènes élastoplastique, en appliquant cette démarche

dans un cadre à deux échelles.
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Conclusions et perspectives

4.5 Conclusions

Dans ce travail, nous avons développé des approches dont l’objectif est de per-

mettre le calcul de structures hétérogènes non linéaire, en utilisant les avantages

des méthodes incrémentales et des calculs numériques par éléments finis. Dans une

première partie, nous avons proposé une méthodologie pour déterminer la taille

des VER associés à des composites non linéaires dont les phases sont distribuées

arbitrairement. La technique repose sur une identification des coefficients d’une

loi empirique associée à la matrice dans un cadre d’homogénéisation incrémentale

semi-analytique [? ]. Une analyse de la convergence statistique des paramètres

de la loi identifiée en vue de déterminer la taille du VER. L’idée de n’utiliser

que les paramètres de la matrice dans un cadre d’homogénéisation incrémental

permet d’obtenir une loi d’allure plus complexe que la loi empirique choisie pour

la matrice pour mieux représenter le comportement homogénéisé, et d’autre part

permet de réduire les calculs en réduisant l’intervalle de recherche lors de l’iden-

tification des paramètres. Une fois construite, la loi peut être utilisée pour des

calculs de structures. Nous avons appliqué cette démarche pour des composites à

fibres longues réparties aléatoirement dans des matrices élastoplastiques et elasto-

visco-plastiques et avons pu d’une part déterminer la taille des VER associés, et

d’autre part mener des calculs de structures pour ces matériaux et réaliser des

études de sensibilité des paramètres microscopiques sur la réponse non linéaire de

la structure.
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Dans une deuxième partie, nous avons introduit une nouvelle méthode d’ho-

mogénéisation numérique incrémentale. En formulant le problème de localisation

dans l’espace de chargement tangent, nous avons exploité la linéarité des pro-

blèmes obtenus pour calculer numériquement le tenseur élastique tangent effec-

tif par superposition de calculs par éléments finis réalisés sur le VER. Ensuite,

une procédure d’actualisation des différentes quantités macroscopiques et micro-

scopiques a été proposée et appliquée en calcul de structures hétérogènes non

linéaires, pour des microstructures anisotropes, de morphologies complexes, et

pour des comportements locaux avec écrouissages isotropes et cinématiques. Les

avantages et inconvénients de la méthode par rapport d’une part aux approches

semi-analytiques et d’autre part par rapport à une méthode numérique couplée à

deux échelles (FE2) ont été discutés.

4.6 Perspectives

Ce travail de thèse ouvre de nombreuses perspectives. D’une part, la métho-

dologie proposée pour déterminer la taille des VER dans un cadre non linéaire

pourrait être appliquée pour traiter d’autres types de composites (matériaux élas-

toplastiques poreux, autres formes d’hétérogénéités) mais également pour d’autres

types de comportements, tels que la prise en compte de l’endommagement, en uti-

lisant les développements récents des approches semi-analytiques dans ce cadre [?

]. D’autre part, la méthode d’homogénéisation numérique incrémentale proposée

pourrait être étendue à d’autres types de comportements non linéaires, la dé-

marche n’étant pas restreinte aux seuls comportements élastoplastiques, comme

des composites hyperélastiques. En particulier, l’extension au cadre de l’endom-

magement pourrait permettre d’aborder des problèmes plus proches des calculs

de structures hétérogènes en génie civil. un autre point d’amélioration est la di-

minution des temps de calculs dans la méthode, notammement associés à l ’ac-

tualisation des variables internes au niveau microscopique.
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Enfin, des développements pour un cadre incluant des couplages multi phy-

siques non linéaires pourrait permettre de traiter de nombreuses autres classes de

problèmes pour des applications d’intérêt en génie civil et en sciences de l’ingé-

nieur.
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Annexe A

Présentation du logiciel Digimat

DIGIMAT [? ] est une plateforme de logiciels pour la simulation prédictive

des matériaux composites. Cet outil est utilisé dans de nombreuses applications

industrielles pour modéliser le comportement des composites en tenant compte

de l’orientation locale des fibres et du processus de fabrication. Il peut être aussi

appliqué aux matériaux cimentaires.

Il présente quatre modules : Digimat MF, Digimat FE, Digimat MX et Digimat

CAE.

A.1 Digimat MF

A.1.1 Description

Digimat-MF est un logiciel d’homogénéisation par champs moyens utilisé pour

prédire le comportement non-linéaire des matériaux multi-phaseiques. Il utilise

pour cela deux méthodes semi-analytiques principales : Mori-Tanaka et Interpo-

lative double inclusion (Modèle Lielens). Le nombre de phases de l’inclusion peut

être supérieur à un. Les inclusions peuvent avoir une forme ellipsöıde, de cavités,

d’inclusions enrobées et d’inclusions rigides ou quasi-rigides. Il peut modéliser des

matériaux thermo-élastique linéaire, thermo-élasto-plastique, plasticité cyclique,

viscoélasticité linéaire, élasto-viscoplastique et hyper-élastique. Les chargements
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Matrice Fibres

Densité (g/cm3) 1.14 2.54

Module d’Young G (MPa) 3000 72000

Coefficient de Poisson ν 0.37 0.22

Limite d’élasticité σY (MPa) 30

Module d’écrouissage σ∞ (MPa) 75

Exposant d’écrouissage m 10

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 20

Table A.1 – Paramètres du matériau

appliqués peuvent être : thermo-mécaniques, en contraintes ou en déformations

multi-axiales, monotones ou cycliques, imposés ou provenant d’une analyse par

éléments finis.

Les modèles de rupture sont : contrainte maximale, déformation maximale, Tsai-

Hill 2D et 3D, Azzi-Tsai-Hill 2D, Tsai-Wu 2D et 3D, Hashin-Rotem 2D, Hashin

2D et 3D.

L’interface de Digimat MF est facile à utiliser avec un arbre de données semblable

à celui d’Abaqus.

A.1.2 Exemple d’illustration

Le matériau composite étudié est une matrice de polyamide remplie de frac-

tion volumique 0.3 des fibres en verre courtes. La matrice est définie comme un

matériau élasto-plastique et les fibres en verre (inclusions) sont modélisées par

le comportement élastique. Les paramètres des 2 matériaux sont donnés dans le

tableau A.1.

Les inclusions sont caractérisées par :

– Rapport d’aspect : 25 (Rapport entre la dimension transversale et longitu-

dinale de l’inclusion).

– Tenseur d’orientation : A11 = 0.8 ; A22 = 0.2 ; les autres = 0 (indicateur sur

l’orientation des inclusions dans le repère local).
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Figure A.1 – Chargement considéré dans Digimat MF

Figure A.2 – Résultat d’analyse de contrainte-déformation par Digimat MF

La méthode Mori-Tanaka est utilisée dans cette homogénéisation.

Le chargement est de type de déformation uniaxiale suivant la direction 1 dans

le repère local d’une valeur de 0.1 comme le montre la figure A.1.

Le résultat de cette homogénéisation est la courbe contrainte-déformation est

donnée dans la figure A.2.

On peut aussi étudier l’influence des orientations des fibres en modifiant le

tenseur d’orientation comme le montre la figure A.3.

Ces résultats sont conformes à la théorie. En effet, pour une déformation don-

née, si on considère le cas où les inclusions sont orientées vers l’axe 1 (A11 =

1, A22 = 0) la rigidité sur cette direction devient plus élevée ce qui explique que
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Figure A.3 – Résultat d’analyse de l’influence de l’orientation par Digimat MF

la courbe contrainte déformation se trouve au dessus de toutes les autres courbes

correspondant aux autres configurations.

A.2 Digimat FE

A.2.1 Description

Digimat-FE est un logiciel d’homogénéisation du comportement non-linéaire

de Volume Elémentaire Représentatifs (VER) de microstructure de matériaux

complexes. Ce module utilise la méthode des éléments finis (MEF) pour l’analyse

de la structure de VER.

Digimat-FE utilise Abaqus/CAE pour générer le maillage d’une microstructure

via un script Python. Il utilise le même arbre de données que Digimat MF.

Il sert entre autre de confronter les résultats de la méthode MEF (Digimat FE)

avec ceux de la méthode semi-analytique (Digimat MF).

A.2.2 Exemple d’illustration

Dans cet exemple, on étudie la conductivité et la percolation d’un matériau

composite à l’échelle d’un VER. Ce VER est composé d’une matrice de carbone
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Figure A.4 – VER créé par Digimat FE

remplie de fraction volumique de 7.5% des fibres PE (inclusions).

La conductivité électrique de la matrice est de 5000S/m et celle de l’inclusion

est de 2.5 ∗ 10− 12S/m. Les inclusions sont caractérisées par

– Le rapport d’aspect : 5.5.

– L’orientation : aléatoire 3D

Un VER est alors créé par Digimat FE comme le montre la figure A.4.

Ensuite, ce modèle de VER est importé dans Abaqus CAE pour effectuer le

maillage comme le montre la figure A.5.

Enfin, on post-traite les résultats par Digimat (Post processing tasks). Dans

cet exemple, nous montrons la densité du courant électrique (ECD) dans la direc-

tion 1 (ECD1) pour le chargement considéré (étape-1) et le volume élémentaire

considéré.

La figure A.7 donne la courbe de la densité du courant électrique moyenne en

fonction du temps dans les trois directions.
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Figure A.5 – Maillage du VER pour l’analyse EF avec Abaqus CAE

Figure A.6 – Interface du processus de post-traitement dans Digimat FE

Figure A.7 – Densité du courant électrique moyenne dans les 3 directions.
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Matrice Fibres

Densité (T/mm3) 1.14e-9 2.54e-9

Module d’Young G (MPa) 1000 72000

Coefficient de Poisson ν 0.44 0.22

Limite d’élasticité σY (MPa) 10

Module d’écrouissage σ∞ (MPa) 10

Exposant d’écrouissage m 100

Module d’écrouissage linéaire k (MPa) 1

Table A.2 – Paramètres de matériau

A.3 Digimat MX

A.3.1 Description

Digimat MX est un module de Digimat qui sert à :

– Gérer des modèles de matériaux Digimat ainsi que des matériaux issus de

mesures expérimentaux.

– Identifier les paramètres des matériaux à partir de courbes expérimentales.

Ces courbes peuvent être importées sous forme de fichiers texte.

– Déterminer les caractéristiques de la matrice ou de l’inclusion en se basant

sur une méthode inverse.

A.3.2 Example d’illustration

On considère un matériau composite renforcé de fibres de verre. Ce matériau

composite appelé Hostaform fait partie de la base de données de Digimat-MF

avec les données dans le tableau A.2.

Le comportement de la matrice est élastoplastique dont le modèle de plasticité

est le modèle J2-Von Mises. Le comportement des inclusions est élastique.

Les 2 courbes expérimentales de tension de ce matériau aux 2 angles de charge-

ment : 0 et 90 sont données dans la base des données de Digimat.

La figure A.8 montre un tableau de Digimat MX avec les paramètres à renseigner

avec les bornes inférieurs et supérieurs ainsi que la moyenne et l’écart type de
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Figure A.8 – Identification des paramètres avec Digimat MX.

chaque paramètre de ce matériau et les résultats expérimentaux pour identifier

les paramètres.

Une fois de calcul Digimat MX lancé, il fournit les courbes d’identification

comme le montre la figure A.9.

Les paramètres identifiés sont donnés dans le tableau de la figure A.10, qui est

une sortie de DIGIMAT MX.

A.4 Digimat CAE

A.4.1 Description

L’interface DIGIMAT CAE/Abaqus couple Digimat MF avec Abaqus à travers

la fonctionnalité matériau utilisateur d’Abaqus. Digimat-MF est fourni sous forme

de librairie logicielle, reliée à Abaqus, pour réaliser le couplage entre les capacités

de modélisation non-linéaire, multi-échelles de Digimat-MF et celles d’analyse

non-linéaire par éléments finis d’Abaqus. Dans cette configuration, Digimat-MF

agit en tant que matériau utilisateur avancé, non-linéaire et visqueux à chaque

point d’intégration du maillage éléments finis Abaqus.
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Figure A.9 – Résultat de l’identification

Figure A.10 – Les paramètres optimisés après l’identification
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Figure A.11 – Interface de Digimat-Abaqus et maillage de la structure analysée

A.4.2 Exemple d’illustration

On crée un matériau dans Digimat MF dont les données sont celles du tableau

A.1.

Pour cet exemple, la sortie de Digimat MF est la courbe donnée dans la figure

A.2 montrée précédemment.

Ensuite on identifie les paramètres du matériau en utilisant Digimat-MX. Ensuite,

on considère ce même matériau comme un matériau virtuel qui servira d’entrée

à Abaqus pour une analyse éléments finis.

Ci-dessous une structure maillée avec Abaqus CAE ainsi que l’interface Abaqus-

Digimat pour renseigner le matériau dans Abaqus. Cette structure est une poutre

encastrée en ses deux extrémités sur laquelle est appliquée une charge répartie

sur sa face supérieure comme le montre la figure A.11.

La distribution de contraintes Von-Mises dans cette poutre est donnée par la

figure A.12.
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Figure A.12 – Champ de contraintes de Von-Mises issu de l’analyse avec Digimat
CAE
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procedure. Comptes rendus de l’Académie des sciences. Série II, Mécanique,
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