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���� ������ �� ������ ��������� �� ����� ��� � ���������� ������� �� ���� ���������� �� ��������
������� �� ��� ����� ��� ���� �� ������ � ���� �������� �� �� ����� ����� �� ���� ��������� ���
���� �� ������ ����� �� ���� ��� ��� ������ �� �� �����

�������� � ��� � ���� �� ��������� �� �� ��� ����������� ��� ������� ������� ��� ��� ����
������������ �������� � ������� ��� ��� ����� ����������� ��� ���� ��� � ����� ���� ���
��������� ��� ������ ���� ���� ��� ��� ���� �� ��� ���� �� ������ ������ �� �� ������ �� ���
�������� ������� �� ��� ����������� ���� ��� ���� �� ��� ��������� ���� ��� �������� �� ����
����������� ���� ������� ����������� ���� ����������� ����� �� �� ������� �� ������� ������ ����
������ ����� ���� ��������� ���� �� ��������� ���� ���� �� ������ ���� ��� ���� ��������� ��
���� �������� �������� �������� �� ��� ����� ����� ��� �������� �� ����� ��������� ��� ���� ������
�� ������ �������� ���� ���� ������ �� �� �� ������� ��� ������ �� ������ �� ������ ���� ����
����� ������ ���� � ����� ����� �� �������

� ����� ���������� ����� �������� ��� ����� ���������� ���� ���� �� ������ � �������� ������������
������ �� ����� � ��� ���������� �� ������� �� ������ ���� ��� �� ��� �� ������ ����� ���
���� ��� ���� ��������� ����� �� ���� ���� ��� ����� ������ ��� ��� ���� ������������ �������� �
���� �� ������� ����������� ��� ���� �������� ���� �� ������������ ��� �� ������� ������ �� �����
����� ��� ��� �� ���������������������� � ������� ��� � ���� ���������� ��� ���� ������� ������
��� ������ ���� ����� ������� ���� ���� �� ��� ���� �� ���� ������ ��� ���� ���� ������� ��� ����
��������� �������

�� ������ ����� ������� ������� ��� ���� ���������� ������������ �� ��� ���� �������� ��� ��
���� �� ������������ �� ��� ��������� ��� ������� ���� ��� ��� ����� ��� ��� ������� ���
���� �������� ��� ������� �� ������ �� ������ ��� �� ��� �� ���������� �� ��������������������
����� ���������� ������ ������ ������� ������ ��� ����� ���� ������� ����� ��������� �� ����
�� �� �������� �������

��� ���� �� ����� ��� ��������� �� ��� ����� ��� �������� �������� ��� ��������� ���
������� ������� ��� ��� ������� ������ ��� ����� ������� �� �� ������ ������� �� �������
���� ��������� ������� ��������� ������� �� �������� ��� ���� ����� �������������� ����
�������� �������� ��� ���� �������� ����������� ������� �� ��� ���� ������� ��������� ����������
�� ������ ������� ��� ������������� ������� �� ��� ����� ������� ���������� �� ���� ���� � �
�� �� ��� �������� ������� �� ������� ��� ���� �������� ����� �� ���� �� ��� �������� ������� �����
�������� ��� ���� ����� ������ ���� ��� ��������� ������� �� ������� ��� ���� ����������� ��� ����
����� ����������� �� ��� ��� ������������ ����� ���� �� �������� ��� �� �� ������� ��� �� ��
��������

� ���� ����� �� ��� ��� ���������� �� ��� ��� �������� ��� ����� ���� ������� ����
� ������� �� ����� ������������� ���������� ������ �� ��� ������ ������ ��� ��� ��������
��������� ��� ����� ����������� ����������� ����� ������ �������� ��� ���� ������ ��� ���
��������� ������ ��� �������� ������ ��� ������������ �� ������� ��� ��� �������� ��������
��� �������� ������ ��� ��� �� ����� ��� ��� ����� �������� ����� �� ��� ��� ������������
��������

�� ��� ��� ���� �� ���� ���� �������� �� �� ��� ����������� ��� ���� �� ���� ���������� ��
����� � ������ ����� �� ���� �� ��� �������� ���������� ��� ��� ������ ������� ��� ����
����������� ��� ����� ������� �� ���� �� ���� ��� ��� �������������� ������ �� ����� �� �������� ��
������ ����� ������� ������ �� ��� �������� ������ ���� �� ������������� ��������� �� ��������
��� � ������� ��� ����� ���� �� ��� ��� ������� ��������� ���� ��� ��� �� ������ �� ��� ���� �� ���
������� ������� ������ �� ���������� � ������ ���������� ��� ������� ������ ��� ����� ������ ���� ��
��������� ���������� ��� ������� ��������� ��� ����� ������������ ��� ��� ����������
����� ����� ������ �� ����� ��� ������ ������� ���� ��� ������ ���� �� ��� ����������� �
���� ���� ���� ����������� �� ����� �������� �� ��� ��������� ������� ��� ������� ������ ���
�������� ������ ��� ��� ������ �������� ��� ����� ��������� ��������� ��������� ������
�� �� ��������� �������� ��� ��o���� ��� ��������� �������� ��� ���� ����� ��� ���������
����� ��� ������� ������� �� ��� �� ����� ����� ��� ��� ��� ��������� ������� �������������
�� �� ����� ����������� �� ������ ��� �� ���� ���������� �� ������ ������� ���� ����� ���� ������
�������� �� �� ���� ������� � ����� ����� ��� �������� ���� ��� ������� ���� ����������

���������� ����� ���� ��� ���� ��� ���� ������� ��� ������� ����������� �� ������� ���
�������� �� ��� ���������� ���������� ��� �������� �� ��� ������ ��� ����� ��� ������ ���
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���� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ���������� �������� ��� ������ ��� ��� ������
���� ��� ������ ����� ���� ���� �� ���� ���������� ������ ���� �� ��� ������������� �������������
��� ��� ��������� ��� ���������� ���������� ��� �������� �������� �� ���� ��� ������� ������� ��
��������� ��� �������� ������ ���� �� ��� ����� ������ �� �������� ���������� ����� � ��� ������
�� ���� ���� ������� ������� ������� �� �������� �� �������� ����� �������� ���� ���� �� ������
����� ��� ��� ������� �� ���� ������ ��� ����� �� ���� ������� ��������� �������� ���� ��� ����
������� �� ������� ���� � ����� ����� ��� ���� ��� ��� ���� ���� ���� � ��� �������� ���
������� �� ��� ����� ��� ��� �����������

�������� ��� ������� ����� ��� ���� �� �������� �� �� ������� �� ����� ����� �� �����
��� �� ����������� ���� ���� ��� ������� ��� ��������������� ���� ���� �� ��� ��� �����
��������� �� �� �� ���� ��� ���� �� ��� ����� �������� � ���� ����� ������ ������ �� �� ����
��������� ��� �������� �� ��� ����� ������ ����� �� ���
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��� ���������������� �������� ��� ��� ��������� �� ������������ ������� �� ����� �� ��� ��������
�������������� �� ��� ����� ��������� ������� ��� ������������ ����������� �������� ���� ��������
������ �� �������� ���������� ���� ������� ��������� ��������� ��������� ���������� �� ���������
����������� ���������� �� �� ��������� � ��������� ��������� ��� ��� ��������� �� ��� ������
�������� �� ������� ������ ���������� ������ ���������

�� ���� ����� � ���������������� ������ ����� ������� ����� ����������� �� ������� ��� ���
���������������������������� ������ �� ������� �� ��������� ������� ���� ��������� ��
���� �� ������� ��� ������� ��������� �� ��� �������� ������ ��� ��������� �� ����� ��������� �����
����� � ������� ������ ����� �� ���� �� ������� ��� ��������� ��������� ��� ������� ���� ��� ������
���� ��������� ���� �������� ����������� ��� ���������� �� ������ ����������� ������� ���������
�� ��� ���� ���� ����� ���� ����� ������� ��������� ���������� �������� ��� ����������� �����
���� �� ���� �� ������� ��� ������������ ������� ������ ���� ��� �� ����� ��� ����������� R �
���� �� ��� ������ ��� ������� ����������� ��������� �� ��� �������� ������ ��� ����������� �����
������������ ���������� ��� � ����������� R � ���� ���������� ��� �������� ����� �� ���������� ��
� ���� ������

��� ��������� ����� �� � ��������� ������� ��������� ����������� ����� ���� �� ���������
���������� ��� ���������� ���� ��� ������������� �� ��� ����� ��������������� ��������� ��� ���
�������� ��������� ���������� �� ��� �������� ������� �� �� ����� �� ����������� ����� ���� ��� ��
��� ���������� ��� ��� ������������ �� ��� ��������� ����� ������� ��� ��� ���������� ������� ���
������ �� ������� �� � ������ �� ��� ������� ��������� ��������� ���������� ��� �������� ��������
��� ������ �������� ��� ��� ���� ������ ��������� �� ������� ��������� ����� ��� ��� ���������
������ ���� �� ������ ��� ����� ���� �� �� ��� ��� ���� ���� �� �� � �� ����� �����������
�������������� ��� ����������� �� ����� �������� ��� ������������ ����������� �� ��� ������ ���
���� �� ������� ��� ��������� ���� �� �� �� �� ����� ������ ����������� �������� �� ��������
���������� ��������� � ������������� ��������������� ������� ��������� ������ �� ���� �� ������
��� �� ����� �� � �� ���� ���� ���������� ��� ���������� ���� ������� �� ��� �������������� ��
��� �������� ��� ������� �������� �������� ��� �� ������ ������� ����� �� �������� �� ���������
�� ��� ������������� ��������� ������� ��� ��� �������� ����� ��� �������� ������� �������� ��
�������� ��� �� ������� ������� �������

�� ��������������� ��� ������� ���������� � ��������� ����� ������� ��������� � ��� ����
������� ���������������� �������� �� ������ ���� �� ���� ���� ��� ������� ������� ������� �� ��
����� �� � ����� ���� �� ��� ��� ������� ���� �� ��������� �������� ��� ��� �������� �������� ���
��� �� ������ ������� ��������� ��� ���� ���� ��������� ��� ��� ������� ������ ����� �����������
������������ ��� ��� ��������� �������� ��� ���� ������� �� ��� ������ ��������� ��� ����� ��������
������� ��� ��� ������ ������� ����� ��� ���������� �� ���������� �������� ��� �� ��� ��������
����������� ����� ����� �� ���� � ���������� �������� ������� ������ ��������� � ����������� �������
�� ���� �� ������ ��� ������������� ���� ��� �������� �������� ����������� ����� ��� �������
������������ ���� ����������������� ��� �������������������� ��� �������� �� ������� ��� ������
������������� ��� ����������� ������ ��� �������� ����� ��� ��������� ������� ��� ���������� ����
�������� ���� ��� ���������� ���� ��������������� ������� ���� ���� ��� ���� ������ ����
��� ��� ��� ��������� ������� ������ ������ ����� ��������� �������������
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• ���������� ��� �� �������� �� ������������ ��� �� ��������
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• �������� ��������� ������� ��� ������� ����� �����������
����� ����� �������� ���� ��� �������� ��������� ������ ������ ��� ���� ������ ������� ���
��������� ��� ������� ���� �������� ����� ��������� ���� ����� �� f ∼ 100GHz �����
���� ��� ��������� ���� ���� ��������� ������� ������ ��� ��� ��������� �� �������� ����
�������� ������ ������� ���� ��� ������� ����� ������� ���������� ����� ���� �����������������
�������� ��� �� ���� �� ��������� ������ ��� �������� �� ���������� ��� ������� ����� �� ���
������� �������� ������ ��� ������� � ������������ �� ����� �������� ���������� �� �������
�������� �� ���� �� ��� ���� ���� ��� ��������� ��� ������ ������� �� ���� ��� ����� �� ������
�� ��������� ������ ��������� � ������ ���� �� ���� ��� ���� ��� ���� �� ��� ����������

• ��� ��������� ������� ��� ������� ����� �����������
���� ��� ������������� �� ����� �f ∼ 40MHz� ����� ��� ������� �� ��� ��� ���������
��������� �� � ������ ��������� �� � ����� ��� ������� �� ��� ������� ����� ��� �� ������� ���
������������ ����������� ��� ����� ���� �� ������ �������� �� ��� ������������� ���������
����� ���� �� ��� ��������� �� ������ �� ����������� �������� ���� ��� ����� ��������
������� �� ��� �������������� ���������� ��������� �������� �������� ���� ���� ������ ��
�������� ���� ��� �����
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���� � �������� �� 11.5m ��� � ������ �� 7.2m� � ����� ������ �� 2.25m ����� ��� ������� ������
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�������������������� ���������� ���� ��� ���������� ��� ������� �� ����������� ���������

�� ���� ���� �� ��� �� ���������� � �������� �� ���� ����� ����� �������� ������� ���������
������� ������� ��������� ����� ��� ������ ������� ������� ������� ������ ���� ���� ������� ���
������ ��������� �� ��� ������ ����������� ���� ��� ����������� ��� ����� ��� ������ �������� ������
������� ��� ������� ��� ��������������� ������� ��� ��������� �� ������� ��� ��������� �������
������ �������� �� ����� ���� �� ���� ��� ����������� ��������� �� ��� �������� ����� ���� ����
���������� �� ����� ���� �� ���� ����� �� ������ ��� ����������� ��������� ����� ��������� ��� ������
��� ������� �� ���� ������ ���� ������ ���� ���� ��� ������ �� ��� ����������� �������
��� �������� ��� ������� ��� ����������� ������ ��������� ����� ���������� �������� �� �����
�������� ��� ������� ������� ���� �� �������� ����� ��� ���������������� ��������� ��� �����������
��������� ������� ��������� �� ����� �� ���� �� ����� �� ����� ��������������� ���������� ����������
��� ���������� ������ ��������� ������������ ���������� ����� �� ���������� ���������� ������ ����
�� ������� �������� �� ����� ������ �� ���� ��� ��� ��� ������� ����� �� �� ���� ��� � ���� ������
��� ������� �� ���� ������ ��� ��� ����������

• �� ���� ���������� ��������� ��������� ���� ���������� ��������������� ��������� �� ��� ����
�������� �� � ����������� ������������ ���������� �� �� ���� ������� ������ ���� � ���������
������������ �������� ��������� �� ��������� �������������� ��� ����� �������� �������� ����
�������� ��� ���������� �������������� ������������ ��������� ������

• ��� ������������ ���������� ��� ����� ����� ��������������� ���������� ���� �� ��� ����� ���
������ ����� ���������������� ��� ������ ��������� ����� �� ����� � ��������������� ��������
���� ����� ����������� ������ ���� � ������ ����� ���������� ����� ��������������� ���������
������

• ��� ������������ ��������������� ����������� �� ���� �� ������ ������������ ���������� ���
�� ��������� ������� ����� ��������� ��������� ���������� ���� ��� ��� ����� �������� ����
��� ���������� ��� ��������� ���������� �� ��� ������� ����������� ������ ��������� ��� �����
���������� ���������������� ��� ��������������� �� ���� �����������

�������� ������ �������� ����������� ���������� �� ������ ���� �� ��������� ������������ ���������� ������� ����
���������� ��� ������� �� ����������� ����� ��������� ����������� ��� �������

���� ���� ���� ������� ��� ���������� ��� ��� ���������� ������ ���� ����� ����������� ��������� �� ��� �����
����������� ���� ��� ���� ������������ ��� ��� �� ���������� ��������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

• ��� �������� �������� ��� ��������� ����� ��������� �� �� �������� ��������������� ��������
���� ����������� ����� �� ��������� �� ����� ��� ������ ������� ���������� ����� �� ������
�� ���������� �������� �� ��� ����� ���� �� ������� ���� �� ����� ��� ���������������
������������� ����� ������� ������� ���� ���������� ���� ������� ���� ������������ �������
�� ������� �������� �� ����������� ��������� ������� ���� �� ��� ������� �� �����������
���� ����� ��� ������� �� ����� ���� ��� ������ �� ��� ������� ����� ��������� ���� �� ���
������� �� � ������� ������ ��������� ������� � ������������ ���� �����

��� ����������� ���������� ��������� ��� ����������� ������
���� ������� �� ������������ ���� ���� �������� ������
����

�� ���� �������� ��� ���������������� ����������� ��� ������� �� ������������ ���� �� ��������� �����
����� ��������� ���������� ��� ��������� ���� ���� ����������� ���� ����� ���� ������� �� ������
�������� ��� ������� � ���� ������� �� ������ ���������� �������� ������� ���� ��� ��� ��� ����
������� ������� ���� ������� ���� ����������� ��������� �������� ���� �������� � ���� ���������
������ ���� ������� ���� ������� ���� �� ����� ���������� ����� �� ����� ������� �������� �����
������� ������ �� ���� ��������� ���� �� ����� ���� ��������� � ���� ��������� ����������� ��
���������� ������ ��� ����������� ��������� ������� ���� ��������� �� ������� ����������� �����
����� ���������� ���� �������� ������ ���� ���� ���� �������� ���� ���� ���� ��� ����� ��
��� ��������� �� ��� ����� ��������� �� ��� ��������� �� ���� ��������������� ��������� ����������
��� ���� ����������� �� ����� ��������� ��� ����� ����������� ���������� ��������� ���������� ����
�������� ��� ����� �� ��������� ����� ��� ���� �� ����� � ����� ������� ���� ��� � ����������������
����������� ��� ������� �� ������������ �����

�� �� ����� ���� ������������ ���������� ����� �� ������ ��� ����������� ����������� �� ����
�������� ��������� ������� �� ������� �������� �������� ����������� ������� �� ���� ������������
��������� ���������������� ������� ���� �������� ����� ����� �� ����� ��� ������ ������ ���
���������� �� ����� ������������ ���������� ��� ���������������� ���������� ��� ����������� ���
������� ������� �� ��� ������������� ����� ���� � ������� ������ Ω� �� ���� ���� ��� �� ���
�������� ����������� ��������� ���� ��� ����� ������ �������� ���� �� ������ ������� ��� �� ���������
��� ����������� ��������� ����� ���������� ��� �����

���� ��������� �������� ��� ���� ������� ������������ �� ���� ���������� ������� �� ������
�� ������������ ���� ������ ����� ���� ��������� ���� �� ������� ����� ��������� ���� ���� ���
���� ��������� ������������ ��������� ��� �� ���� �� ����� ���������������� ������������ ��
��������� ������ ������ ���� �������� ������������ �������������� ���� �� �� ��� ���� �� ����
��� ���� ��������� ��������� �� ���������� ������� ��� �� �� ����� �������� �� ���� ���� ���� ��
����� ������������� ���������� ���� ���� � ���� ���������� ��������� ������ ��������� ��������
����� �� ��� ���� ������� ���� ���� ��� �������� �� ��� �������� �� ������������� ����� �������
��������������������� ������ ��� ���� �������� ���������� ����� ����������

����� ���������� ���� ��� �������� �������� ���������

��� �� ���� ������ ���� �������� �������� ���������� ��� ��������� ���� �� ��� ������� �� ������
��������� � ��� �������� ��� ���������� ����� ���� ������ ��� ����������� ����� ���������� �� ������
���� �� ��� ������ �� ���������� �������� ���� � �������������� �� ������ ��� ������ �������� ��
����� �� ��� ���������� �� ����� ���� � ����� �������� �� ���� �������� ���� ����� ��������

������� ����������� ����

��������� ������ �� � n������������ ������� ������ Ω � ξ� � k����� �k ≤ n�� �� ��� ���� ωk
ξ ��

k����������� ����� �� TξΩ� ���� �� k������� ����� ������ ���� ������� �� ���� �� ��� ���������� �����

����� ����� �� ���������� ��������� ���� ��� ��������� ��� ������� ������� ��� ��� ��� ����������� �� ��� �������
������� ��� �������� ������� ��� ��� �������� �� ��� ������� ������� ��� �������� ��� ��� ������� ��� �� ���
��������� ������� ���� �������� �� ���������� ����� �� ��������� ��� ��������� ��������� ��� ��� ������������ ����
��� ��������� ���������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

�� ��� ������� �������� ωk
ξ : (TξΩ)

k → R ���� ������� ��� ��� ����������� π �� {1, .., k} ��� ���

��� k������ (ξ1, . . . , ξk) ∈ (TξΩ)
k�

ωk
ξ

�
ξπ(1), . . . , ξπ(k)

�
= σ (π) ωk

ξ (ξ1, . . . , ξk)

����� σ (π) ������� ��� ��������� �� ��� ����������� π� ��� ��� �� � ������ �� ������� �� Λk (Ω) �

����������� ������� ��� ������� ���� � �������� ������ �������� �������� ������� �� ∧� �����
�� ��� �� ������� ��� ����� ��� ����� ��� ��������� ����������� ��� � ���������� ����� �� ������
�������� ����������� ������� �� �� ����� ��������� ��� ������ �� ��������

������� �������� ��������

�������� � k����� ωk ∈ Λk (Ω) ��� � l����� ωl ∈ Λl (Ω)� ����� �������� ������� ����� ������ �����
������� �� �������� �������� �� ��� (k + l)����� ωk ∧ ωl�

∧ : Λk (Ω)× Λl (Ω) → Λk+l (Ω)

���� ���� ��� ��� (k + l)������ �� ������ ����� (ξ1, . . . , ξk+l)�
�
ωk ∧ ωl

�
(ξ1, . . . , ξk+l) =�

π∈S σ (π)ωk
�
ξπ(1), . . . , ξπ(k)

�
ωl
�
ξπ(k+1), . . . , ξπ(k+l)

�
∈ Λk+l (Ω)

����� S ������� ��� ���� �� ����� ����������� ���� �� ��� ����������� π ���������� π (1) < . . . <
π (k) ��� π (k + 1) < . . . < π (k + l)�

������� �������� ����������

��� �������� ���������� ����� ������ ����������� ���� �� � ������ ωk ∈ Λk (Ω)� ������� �ωk� �� �
���������� �� ������ 1 ����� ���� Λk (Ω) ���� Λk+1 (Ω)

� : Λk (Ω) → Λk+1 (Ω)

��� ���������

• ��������� �(ω + η) = �ω + �η

• ��������������� �
�
ωk ∧ ωl

�
= (−1)

k ��ωk ∧ ωl
�
+
�
ωk ∧ �ωl

�
ωk ∈ Λk (Ω) , ωl ∈ Λl (Ω)

• �� ω0 �� � ������ ��������� �ω0 �� ��� ����������� �� ��� ��������

• � ∧ � = 0

• ��� ���������� �� ������ ��� ��� ���� ��� U ⊂ Ω � �� ��� ������������ �� U �� ��� k������
�������� ���� ���� ��� ������������ �� ����� �������� ������������

������� �������� ���������� ���� �� ����� ������� �� ��� �������� ����������� ����� �� ��� �����
���� ��������� ��� ��� ����������������� �� ����� �� ��� ����������� �� � ������ ���� ���� ������
����� ���� ��� ������ �� ��������

������� ����� ���� ��������

��� ����� ���� ���� ���� ������������ �� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ����������� ��� �������
��������� �� ���� �������� ������� ����� ������ ����������� ������� ������ ���� ��� ������ �����
Λk (Ω) �� k������ �� Ω �� ������� ���� �� ����� ������� ������� �� ( , )� ���� ��� ����� ���� ��
� ������ ��� ���� ���������� � k����� ωk ���� � (n− k)������ ���� ������ ��� ���� �� ��� ������
(n− k)����� �ωk�

� : Λk (Ω) → Λn−k (Ω)

����� �
α, ωk
�
=

ˆ

Ω

α ∧
�
�ωk
�

∀α ∈ Ωk (Ω)

�� ������ �� ���� ��� ����� ������� ��� ��� ������������ ���� ����� ��� ���� �� ������� �� � ���������
������������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

������� �����������

��� ����������� �� � ������ ωk ∈ Λk (Ω) �� ���� ������ ���� v ∈ TξΩ � ������� �� ivω
k� �� �

���������� �� ������ −1 ����� �����

iv : Λk (Ω) → Λk−1 (Ω)

���� ���� ��� ��� (k − 1)������ �� ������ ����� (ξ1, . . . , ξk−1)�

iξω
k (ξ1, . . . , ξk−1) = ωk (ξ, ξ1, . . . , ξk−1)

����������� �������� ������� ��������� �������

ivα
1 �(v1 ∧ �α1) −→v .−→α

ivα
2 −(�(v1 ∧ �α2)) −−→v ×−→α

ivα
3 �

�
v1 ∧ �α3

�
α.−→v

����� ������ ����������� ��� ���������� ��������

������ �� �� �������� ��� ������� ��� ������� ��������� ���� ��� ������ ����� �������� ��� �����������
������ �� �� ����� ��� ������� ������� ����������� � ������ ��� ��� ������ ���� �� ��� ����������
�������� .�� ������� ��� �������� ������ ���� ������ �� v� ������������� �� ��� ������ v ∈ Λ1 (Ω)�
�������� ��� ��� ���� �� ����������� ��� ���� ��� ��� ������� ���� �� R3� �� ����� ��� ��� �������
������������ �� ��� ������ ������ ������ ��� ������ ������� �� � ������ v ∈ Λ1 (Ω) ��� � (n− k)�
���� α ∈ Λn−k (Ω) ����� �� �� ����������� ���������� ����������� �� ��� ���� ����� ������ ���������
�� ����� ��������� ����� ��� ����������� �� � ������ �� � ������ ����� ����� ��� ����� ���� ���������

�
�
v ∧ αn−k

�
= �
�
v ∧ �αk

�
= εivα

k

����� ε ∈ {−1,+1}� ��� ����������� �� ��� ����������� ����� �� ������ � �� � ���� � ������ ����
v �� ���������� �� ��� ����� ������ ��� ������ �������� ��� �� ����� �� ������ �� �������� ��

������� �� ����� ������ ������� ������� ����� �� ����������� ��� ��� ��������� �� ��� ����
��������� ������ �� ��� �������� ��� ����� ���� ��� ���� �� ��� ����� ��������� ����������
������� �� ������������ ���� ���� ������ ��� �� ��� ���������

������� ������ �������� � ������� ������ Ω ∈ Rn ����� �� k������������ ������ �������� ����
������ (k − 1)������������ �������� ∂Ω� ���� ��� ��� (k − 1)����� ωk−1 ���� ������� �������
�� Rn� ��� ����

ˆ

Ω

�ωk−1 =

ˆ

∂Ω

ωk−1 �������

���� ���� ���� ����� ��� ������� ������ Ω �� ���������� ��� �� ������ Ω ∈ R3� ��� �����
����������� ����������� �� ������� ��������� ����� ��� ��������������� ��� ������� �� ������������
�����

����� ������� �� ������������ ����

�������� ��� ������� �� ��� ������������ ���� �� ��������� ����������� ��� ���� �� ���� ���������
���� ����� ����� ���������� �� ��� ���� ���� ����� ���� �������� ������ ������

��������� ������ �������� ��� ��� ��������� ���������� �� ����� ��� �������� q ∈ Λ2(Ω) ���
p ∈ Λ2(Ω)� �������� ���� ��� ������ �� ������������ ����� ���� ��� ��������� βq ∈ Λ1(Ω) ���
βp ∈ Λ1(Ω) ��� ���� ��������� ��������� ������ �� ��� ����������� ������� �������� H : Λ2(Ω)×
Λ1(Ω) → Λ3(Ω) ��������� �� ��� ����� ����������� H :=

´

Ω
H (q, p) ∈ R� ��� ������ �� ���

����������� ����������� ������������ ���� �� ���� ������ ���

∂

∂t

�
q
p

�
+ �
�

βq

βp

�
= 0 ���

�
βq

βp

�
= ε

�
0 1
1 0

�� δH
δq
δH
δp

�
�������

����� ε ∈ {−1,+1} ������� �� ��� ����� ���� ���������� �� ��� �������� �������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

���� ������ �� ��� ������������ ���� ��� �� ���� ������� �� ��������

∂

∂t

�
q
p

�
= ε

�
0 �
� 0

�� δH
δq
δH
δp

�
�������

���� �� �� �� ������������������� ����������� ������ ������ ���� ������� �� ��� ������ �����������
�������� �

J = ε

�
0 �
� 0

�
�������

��� ��������� �� ��� ����������� �������� H ������

�� ����� �� �������� � ����������� �������� ��� ������ ����������� �������� J ������ �� �������
������ ������� ��� ���������� �� � ����������� ��������� ���� �� �� ������ �� �������������� ���
������� ��� ������ ����������� � ����� �������� ����� ���� ��� ������������� ����� ���� ��� ���������
���� ������� ������� �� ��� ������� ������ Ω �� ���������� ��������� �� ������� �����������
�������� �����������

����� ������������ ���������� ��� ������� �� ������� ���������

���������� �� ����������� ��� ������� ��������� ��� ���� �������� ���� ������� ��������� ��������
���������� ����� ���� ������ �� ��������� ������� ��� �������� �� ��� ������� ������� ���������
��� ������ ����������� �������� J ���� �� �������� �� � ����� ���������� ������ ������������
��������� ���� ��� ���� ����� ���������� ���� ��� ��� � ��������� ����������� �� ��������������
�������� �������� ������������� �� ����� ������ ����� ���������� ��� ������� ���������� ���� �������
�������� �� �������������� ������ ���� ���� ���� ���������� �� ��������� ��������� �� ���������
������� ���� ������������ ���� ���� ���� ���� ���� �� ������� ������������ ���� ��������� �� �����
����������� ���������������� ������ ����� ������� �� ������� ����������� ���������� ������ �������
����� ����������� ��� ���� ������ �� ��������� ����������� ��������� ������� �� ������������ ����
���� �������� ������ ���� �����

����������� ������ �������� ��� ������� ������ �� ��������

F = Λ2(Ω)× Λ2(Ω)× Λ1(∂Ω) � (fp, fq, fb)

E = Λ1(Ω)× Λ1(Ω)× Λ1(∂Ω) � (ep, eq, eb)
�������

�������� ��� ������ �������� D �� ��� ���� ����� B = F × E�

D = {(fp, fq, fb, ep, eq, eb) ∈ F × E|�
fp
fq

�
= ε

�
0 �
� 0

� �
ep
eq

�
,

�
fb
eb

�
=

�
ε 0
0 −1

� �
ep|∂Ω
eq|∂Ω

�� �������

����� ε ∈ {−1,+1} ��� |∂Ω ������� ����������� �� ��� �������� ∂Ω = [0, L]� ���� D �� � �����
��������� ���� ������� �� ��� ��� ����������� �������� ���� ������� F ��� E�

�(ep, eq, eb) | (fp, fq, fb)� =
ˆ

Ω

[ep ∧ fp + eq ∧ fq] + �eb, fb�∂Ω �������

�� � ����������� �� ����������� ����� ��� ��� ����� � ����������� ������ ���� ������� �� ����
������������ ��������� �� ��������

��������� ������ ��� �������� ���������������� ������ �� ��� ������������ ���� ���� �����
����� Λ2(Ω) × Λ2(Ω) � (q, p) ��� �������� ���� ��������� ������ Λ1(∂Ω) × Λ1(∂Ω) � (fb, eb)� ��

��� ��� ����������� z� ��� ����������� ������ ������� ��� �� ������� ����� ��������� ���

∂

∂t

�
q (z)
p (z)

�
= ε

�
0 ∇×

∇× 0

��
δH
δq

(z)
δH
δp

(z)

�



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

��� ����������� ������ ������ ���� ������� �� ��� ������������ ��������� D ����� �� �����������
����� ��� ��������� �� ��� ����������� ���������� H (q, p)� �� ��������

���
−∂p

∂t
,−∂q

∂t

�
, fb

�
,

��
δH
δp

,
δH
δq

�
, eb

��
∈ D

��� ������ �� �������� ���������� ��� ��������� �� �� ����� �� ��� ��������� �� � ��������
���������������� ������ �� ����� �� ����� � ������ �������� �� ����� �� ��� ������ ����� � ��������
���������������� ������ ������ � ����� �� ���������� �������� ��� ��� ��������� ��� ��������
��������� �� ��� ����� ��������� ������� ��� ������� �������� �� ��� ������������

dH
dt

= �eb, fb�∂ �������

����� �������� �� �������� ���������������� �������

��� �������� �� ��� ����� ������������ ���� ���� ����� �� 1 ����������� ������ ��� ��� ���������
�������� �������� ���� ���� �� ��� ������ �� 3 ����������� �� ��� ������ ����� ��� ������ �� �����������
��� �������� ������� ��� ��������� ����������� �� ����������� ������� �� ��������� ��� ��� ����
����� ���������� ��������� �������� ������ ������������ ����������� �� ����������� ������������
������� ��������� �� ���� �� ������� ��� ������� ��������� ���������� ��� ��������� ��������������
����������

������� �� ����� ������������ ����

�������� �� ����� �������� ������������ ���� ������ �� ��� �������� Ω = [0, L]� ��� ����� ��������� ���
��� ������ ������� ������ q = q(t, z)�z ∈ Λ1(Ω)� ��� ��� ��� ������� ������ p = p(t, z)�z ∈ Λ1(Ω)
����� t ≥ 0 ������� ��� ���� ��������� ��� ����� ������ ������ �� ���� t �� ��� ������������ ���� ��
����� ���

H(q, p) =

ˆ L

0

1

2

�
� 1

C(x)
q ∧ q + � 1

L(x)
p ∧ p
�

�z �������

=

ˆ L

0

1

2

�
q2(t, z)

C(z)
+

p2(t, z)

L(z)

�
�z

����� C(z), L(z) ��� ������������ ��� ����������� ����������� ��� ���������� �� ��� ����� ��� �����
������� ����������� ���� ������� �� ��� ����� ��������� ����

δH
δq = � 1

C(z)
q = V (t, z) ���������

δH
δp = � 1

L(z)
p = I(t, z) ���������

��������

��� �������� �� ��� ������������ ���� �������� ��� �� ��������� �� ��� ����������� ������� ����
��� ���������� �������� � �� ���������� �� ��� ������� ���������� ∂z�

∂

∂t

�
q
p

�
=

�
0 �
� 0

�� δH
δq
δH
δp

�
��������

���������� ��������� �� �������� ���� ��� �������� ����������

f0
b (t) = V (t, 0), f1

b (t) = V (t, L)

e0b(t) = −I(t, 0), e1b(t) = −I(t, L)
��������

����� ��� ������ ��� ������� ��� ��� �������� �� ���� �������� ������ �� ��� ������� ������� ���
��������� �������������� ���

dH
dt

= �eb, fb�∂ = − (I(t, L)V (t, L)− I(t, 0)V (t, 0)) ��������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

������� �� ��������

�� ������ ��������� Ω ��� 3D ������� ������ ��� ∂Ω ��� ������ ��������� ��� ������ c ∈ Λ3 (Ω) ��
��� ����� ������� ���������������� ��� ������ J ∈ Λ2 (Ω) �� ��� ����� ���� ��� ���� ������������
�������

d

dt

ˆ

Ω

c = −
ˆ

∂Ω

J = −
ˆ

Ω

dJ �� �� ����� ��������� ����
∂c

∂t
= −∇.J

�������� ����� �� ���� ��� ������ ����� ����� �������� c(x, t)� ��� ���� ������������ ��� �� ����
������ ���� ��� ���������������� �������� ���������

J = J (F )

��� F = −d (µ) �� �� ��������� ���� F = −∇µ

���� ��� �������� ������ ����� ��� ����� ���� ������ �������� u (c) ∈ Λ3 (Ω)� ��� ������� �����
F ∈ Λ1 (Ω)� ��� J � ���������������� �������� ������� ��� ��� ��� ��� ������� ������ ���
�������� ��������� µ ∈ Λ0 (Ω) �� ������� ������ ���� ��� ������ H (µ, c) �� ��� �������� ��������
����������

µ(c) = δcH

������ ��� ��������� ����� ��� ��� �������� ��������� ��������� �������� ��������� ��� �� ���
������� �� ����������� ����������� ���

�
−∂c

∂t
−F

�
=

�
0 d
d 0

� �
µ
J

�
���
�

e∂
f∂

�
=

�
−µ|∂
J |∂

�

����� µ|∂ ��� J |∂ ������� ������������ ��� �������� ��������� ��� ��� ����� ��� �� ��� ��������
∂Ω� ��� ��� ������ ������ ���� ��� �������� ��������� ��� ����������� �������� ���������

∂c

∂t
= −∇. (J (∇ (µ(c))))

�������� ��� ����� ������� ������

dH
dt

=

ˆ

∂Ω

e∂ ∧ f∂ =

ˆ

∂Ω

µ ∧ J

���� ������� ������������ ���� ��� �������� ������������ ��������� ��� �� ���� �� ���� ���
��������� ������� ����� ������������� � �������� ���� �������� ����� ��� ���� ����� ������� ���
� ����������� ��������� �� ��� ���� ����������� �� ������ � �������� ���������������� ��������
���� ��� ��� ��������� �������� �������� ����� ��������� ��� �������� �� ��� �������� �������� ���
�� ��� ��������� ���� �� ����������� ��� ������������ �� ��� ��������� �������� ��� ��� ����������
����������� �� ��� ����� ��������� �� ��� ���� ���� � ���� ������� ���������� ���������

�� ���������� ����������� ��� ��� �������� �� ��� ��������
�������� ������

�� ������ ��������� ��� ���������������� ���������� ����������� �� ��������������� �� ��� ������
������ ����� ����� ����� � �������� ����������� ���������� ����������� ���� ����� �������� ���
����� ��������� �� � ������ ���������� ���� ��� ����� ��������� �� ���� ��� ���� ����� �������� ���
�������� ������� ������� ��� ���� ��������� �� ���������������� ��� ���������� �� ������ ��������
�������� �� ��� ����� ���� ������

��� ������ �� Ω ��� ������ ��������� ��� ������� ������� ������ �� ��� ������ ��� �� ∂Ω
��� ������ ��������� ���� ��� �������� ��� �������� ���� ����������� ��� ��������� ��������� �� ����
���� ��� �������� E, H ∈ Λ1(Ω)� ��� ��������� �������� ��� ��� ���� ������� ��������� ��� ���������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

���� ��� �������� B, D, J ∈ Λ2(Ω)� ��� ��� ������ ������� �� ������� �� � ������� ρe ∈ Λ3(Ω)�
������� �� ����� �������� ��� �������� �� ��� ������ ���� � ������� v ∈ Λ1(Ω)� �������� �����������
����� ��� ���������� ��������� �� ��� ������� ������ ��������� ��� �������� ���� ��� ���������
������ �� R3� ��� ���� ���� �������������� ���������� ���� ����� ��� ���� ������ �� ����� �� ����
��� ���� ���� �� ������ �� ��� ������ �� ���� ������ ���� �� ���������� �� ��� �������� ������ ����
�� ��� ����������� ���������

���� ������ �������� ����������� ���������� �����������

������� ��� ∇.D = ρe dD = ρe

������� ��� ��� ��������� ∇.B = 0 dB = 0

�������� ������� ∇× E = −∂B
∂t dE = −∂B

∂t

�������� ������ ∇×H = J + ∂D
∂t dH = J + ∂D

∂t

������������ ���������
D = �E
B = µH

D = ��E
B = �µH

����� ����� ��� ������ �������� ���� ��� ��� ���������� ����������� �� ��� �������������� ���������
�� ����������������
����� ��, �µ ������ ��� ����� ���� �������� ���������� ���� ��� ������������ ��� ������������
������� �������������

��� �������������� ��������� ��� �� ����������� ����� ��� ���������� ����������� ����� ��
� ���������������� ������ ���� ���������� ��� ����������� ���������� �� ������ �� ��� �����
��������������� ������ H (D, B) �� ��� ������ Ω ����� �� ��� ����������� �� ��� ������ �������
H = 1

2 [E ∧D +H ∧B]�

H (D, B) =

ˆ

Ω

H =
1

2

ˆ

Ω

[� 1
ε
D ∧D + � 1

µ
B ∧B] ������

��� �������� ���� ��������� ��� �������� ���� ��������� ��� ��������� ��������� ��������� ������ ��
����������� ����������� �� H (D,B)� ���� �� ������������ ��� ��� �������� E, H ∈ Λ1(Ω) �

δH
δD

= E (t, x)

δH
δB

= H (t, x)

������

���� ��� ����� ���������� ��� ������ �������� ��� ��� ������ ��� ��������� ������������ ���������
���� ���� ��� ��� ��������� ��� �������� �� ��� ����� �� ���� F =Λ2(Ω)×Λ2(Ω)×Λ2(Ω)×Λ1�∂Ω�
��� ������ E = Λ1(Ω)× Λ1(Ω)× Λ2(Ω)× Λ1(∂Ω)�

DEM =



(fel, fmg, fd, f∂Ω, eel, emg, ed, e∂Ω) ∈ F × E |�
fel
fmg

�
=

�
0 −�
� 0

��
eel
emg

�
+

�
1
0

�
fd,

ed =
�
1 0
�� eel

emg

�
���
�

f∂Ω
e∂Ω

�
=

�
eel|∂Ω
emg|∂Ω

�





������

����� ω1
��
∂Ω

������� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ������� ���� ���
��������������� ���� ��������� ��� �� ���������� ������ �� � ���������������� ��������

�
−∂D

∂t
, −∂B

∂t
, fd, f∂Ω, E, H, ed, e∂Ω

�
∈ DEM ������

���� �������� ���� ���������� �
f∂Ω = E|∂Ω
e∂Ω = H|∂Ω

����� ����� ������� ����� ��� �������� ������ �� ��� �������� �� ��� ������� ������ ∂Ω� ���
����������� ���� ��������� �� ��� ������ Ω ����

�
fd = J

ed = E



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

����� J = JΩ+Jni �� ��� ����� ������� ������� ��������� ��� ����� ��� ��� �������� �������������
������� �������� �� ��� �� ������� ���� ����������� ���� �� ���������� ���� ��� ����� ���������
�ηJΩ ����� �η ��� ����� ���� ������� �� ��� ������ ������������ ��� ��������� �� ��� ��������
������ ��� ��� ������� ����� ��������� ��� ������� ����� EL �� ������� ������� ����� ��� �����
���� ������� ��� ��� �������� �������� ���

EL = � (v ∧ �B) ������

���� v ∈ Λ1(Ω) ��� ������ �������� ���� ���� ��������� �� ��� ������ � �� ��� �������� ����������
���� �������� � ��� ��� �������� �������� �� ��� ��� ��� ���������� ����������� EL = −ivB ���
������ ��� ���������

E = �ηJΩ − ivB ������

��� �������� ����������� ������ ������� �� �� ��������� ������ ��� ��� ������� ��� ������� ������
������ ����� ������� �� �������� ��������� ������ ������� ���������

dH
dt

= −
´

∂Ω
e∂Ω ∧ f∂Ω −

´

Ω
ed ∧ fd

�� ����� ������ ���� ��� ����������� ������ �� ������������ ���������� ��� ������ ��������� �� �����
���� ����� ��� ������ ��������� �� �������� �� ��� �������� ������ ������� ��� �������� ��� ���
��� ������������

� ������ ������� ������� ����� �� ��������� ��� 1D ��������� �������� ��������� ����� ���
�� ������� ���� ��� �������� 3D ����� �� ��� ���� �������� �������� �� ������ �� ������� ����
��� �������� �� �������� ������� �������� �� ������� ���������� �� ��� ��������������� �������
���� ��� ����������� η ��� ��� ���������������� Jbt ������ �� ���������� �� � ������������� �������
�������� �� ������� �� ���� ��������� �������� ������� ������ �� ������� �� ��� ������� �� ���������
��� �������� ������� ��������������� ��� ��� �������� ������� ����� ������ ��� ����������� η ���
������������ ������� ������ ����� ��� ��������� ������� ������ ����� ������� ���������� ������
���� �� ���� ���� ��� �� ���� �� ��� ���������

� ������� ��������� �� ��� �������� ������

�� ���� �������� ��� �������� ������� ��������� ��� ����� ��������� ������ ��� ������� ��� �������
���� ��� ��������� ��������� ��� ������� ������� ����� ������� ��������� ��� �������� ��� �
������ �������� ������� ��� ���������� ������� ��� ��������� ����������� ��������� ��������
��� ��� ���������� ����������� �� ���� �� ����� ��� �������� ���������� �� ���������� ���� ���
��� ����������� �������� ��� ��� �������� ������ ���� ����� ����� �� �� ������ ��� ������ �� �
���������� ��������� ����� ��������� �� ����� �� ����� �� ����� ���������� ���������� ��� ������
���� ��� ������� ������� �������� �� ��� �� ������ ���� ���� �� ������������ �� ��� ���� ��������

��� ������� ������ ��� ����������� ��������� ���������

����� � ������� ����������� ��� ��� ������ ��������� ��� �������� ������� ��������� ������ ���
������� ��� ������ ��������� ��� �� �������� ���� ��� ��������� �� ��� ��������� �������� ����
�� ����� ��� ��������� ��� ������� ���� �� ��������� ���� �∇,∇×,∇.�� ���� ���� �� � �������� ���
��� ���� �������� ������ ������

����� ��������� ��������

��� ��������� �������� �� � ����� �������� ����� ��������� ��� ���� ��������� �� ��� ������������
��������� fa (t, x, v) ��� ��������� ���� �������� x ��� �������� v �� ��� ���������� β�

∂fa
∂t

+
∂

∂xβ
(vβfa) +

∂

∂vβ

�
Faβ

ma
fa

�
= Ca �����

���� ��� ��������� a ������ ��� ��� �������� ���������� �������� ���� �� ��������� a = e� ���� a = i�
�� ������� ��������� a = n �� ��� ����� ��� �������� ������

Fa = eaE +
ea
c
[vB] �����



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

�� ������ �� �������� ��� �������� ������ ������������ E ��� B� ��� ��������� ���� �� ������� ��
��� ���� Ca =

�
b Cab (fa, fb) ����� Cab ������� ��� ���� �� ������ ��� ��� ������������ �������� ��

��������� a ��� �� ������� ������ ��������� ���������� ���� b�� ��������� ������� �� ��� ������������
�������� ���� ��� �������� ����������� ��� ������� �� ����������� ��������� ����������� ���������� ���
�� ��������

na (t, r) =
´

fa (t, r, v) dv

va (t, r) =
1

na

´

vf (t, r, v) dv = �v�a

Ta (t, r) =
1

na

´ ma

3
(v − va)

2
f (t, r, v) dv

=
ma

3

�
(v − va)

2
�

�����

����� ��� ��� a���������� �������� ������� �������� ��� ������������ ��� ����� �������� �� ��������
�� ����������� ��� ������� ����������� ����� va = 0� m

�
v2
�
/2 = 3T/2� �� ���� ����� ����� �� ��

������ �������� ����������� ����� ������� ��������� ��� ��� ������� �� ��� ������ ��� �� �������
������� ���� ����� ��� ��� ����� ������� ��������� ����� ��� ���� ��������� ����������� �������
����������� ��������� ������� �� ���� ��� �������������� ������� ���� �� ���������� �� ���� �����
����� ���� �� �� ���� ��� �� ��� ������� ���������� a ��� ���������� ����� ��� ������� ����������
�� ����� ������ T, P, v, ... ���� �� �������������� ������� ������������ ��������� ��������� ��� ��� ���
��������

����� ��������� ��������� �������� ����������

����� ����������� ������� ��������� ��� �� ������� �� ����������� ��� ��������� �������� �����

���� 1� mv� ���
mv2

2
������������� ��� ����������� ����� ����� ��������� �������� ���� ��� ������

�� �������� ���������� ������������ ������ ���� ��� ���� ������ ��� �������� �� ��� �������� ��� �����
������ ��� ����� �������� �����������

d

dt
=

∂

∂t
+ v.∇ �����

�� ������ ���� ��� ������������ ��������� ���������

• ��� �������� �� ���������� ��������� �����������

dn

dt
= −n∇.v �����

����� �� �������� �������� ��� ������� ������������ ��� �������� ������ ������ ��� ��� ���
�������� ���� ��� ����� ���� �� ����� �������� ������� �� v → ∞�

• ��� �������� �� ������ ��������� �����������

n
dv

dt
= −∇P −∇× τ − en

�
E +

1

c
[vB]

�
�����

����� P ������� ��� ������ ��������� τ ��� ������ ������� ��� �������� ������ e = 1.6 10−19C�

• ��� ������� ������ ��������� ���������

d�

dt
= −∇. [nTv + τv + q] + en (Ev) �����

����� q �� ������ �� ��� ������ ��� �������� T �� ��� ������� ����������� ��� ��� �����
������ �� ������ ���

� =
mn

2
v2 +

3

2
nT �����

����� ��������� ���� �� ��������� �� ���� ����� �� �� � ����� ����� ���������� ����� ��� ������ ��� �� ������� ��
��� ������� ��� ������� ���������� �� � ������� ��� ���� ���� ������ �� ���� ���������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

��� �������� ������ ��� ���� �������� �������� ��� �� �������� ���� ��� ����� ������ ����� ��
�������� �� �������� ������ ����� ��� ���������� ��� �������� ����������

3

2
n
dT

dt
= −P∇.v −∇.q− τ (∇× v) �����

������� ��� ������� �� ��� ������� ��� ���� �� s = ln
�
T 3/2/n

�
= ln
�
P 3/2/n5/2

�
� ��� ���� �������

�������� ��� �� ��������

Tn
ds

dt
= −∇.q− τ (∇× v) ������

��� ������� ��������� ������ ����� � ����� ��� ������ � ���� ��� �� ������� �� ���������� ����
��� � �������������� �� ��� ���������������� ������������

��� ���������� ����������� �� ��� ��������� ���������

��� ���������� ��� �������� �� ��� ������ ���������� �� � ���� ���� �� ��������� �� ���� ��������
��� ����� ��������� ������ ��� ������� ������� ��������� ���� �� ������� �� ��� ����������
����� �� ����� ������ ������� ��� ������� ����� ��������� �� ����� ������� ������ ��� ����� �� ���
������������� ������� ���������� �� ����� �� ����������� ������

��� �������� ���������� ��� ������ �� ��� ����� �������� ������ HM ����� �� ��� �������� ����
��� �������� ������ M �� ����� ������ ������� �� �� �������� ��� ��� �� ��� ������� ��� ��������
������ �� ��� ������ ����� ������� �� ��� ������� �������� ���� ���� ����� �� ��� ��������
������� p ∈ Λ1(M)�� ��� ������� s ∈ Λ3(M) ��� ��� ������ v ∈ Λ3(M)�

���� ���������� ����� � ��������� �� ��� �������� ���������� �� ����� �� ����������� ���� �����
���� �� ���� �� ��� ��������� �� ����� ��� ������� ��������� �� � ������ �������� ������� ����
�������� ��� ��������� �� ��� ������� ����� ������ �� ��� ����������� �� �������� ��������� ���
����������� ������������� ������ �� ����� ������ T, P, v, ... ��������� ��� ������� ������������
�������������������� �� ��� ��������

����� ���� ���������� ���������� ��� �������

��� �������� ���������� ���� �� ��������� ��� � ���� ������ �� ���� ������ ��� �� ���� ��������
����� �� ��������� �� � �������������� ������� ������ ����� �� ������ � ������ �������� �������
�� ������ φt ��� ��� ���������� ���� ��� �������� ���� v ����� v = d/dt (φtz)�� ���� ��� ������
�������� ������ ���� � ���� ���� ��� �� ������ �� V (t) = φt (Ω) ����� Ω ������� ��� ����
�������� ������ �� ���� t = 0� ���� ��� ��������� �� ���� ��������� �������� �������� αk ��
������� �� ���� ���� ��������� ������� ������ V (t) �� ��������� n �������� ���� ������� �������
��������

d

dt

ˆ

V (t)

α =

ˆ

V (t)

∂α

∂t
+ Lvα ������

����� Lvα ������� ��� ��� ���������� �� ��� k����� α� ����� �������� ��������

Lv = iv ◦ � + � ◦ iv ������

��� ��� ����� ��� �������� ���������� Dα
Dt �� ���� �� ��� ��������� �� ���� ��������� �������� α

���� �����
ˆ

V (t)

Dα

Dt
=

d

dt

ˆ

V (t)

α ������

����������
Dα

Dt
:=

∂α

∂t
+ iv�α+ �(ivα) ������

��� � ������ ���� αn �� �� n������������ ������� ������ ��αn = 0� ��� ������ ��������

D

Dt
α =

∂α

∂t
+ �ivα ������

����� �� ���������� �� ��� ����� ∂t + v ·∇ ��������� �����
��������� ������� �� �������� ����� �� ��� �������� p = v ����� ������� ����
����� ����� ��� ������� ����� �� ��� ���������� ���� �� ���� ������� �� �������������� �������� ������� a ����������

����� ������� ���������� ���� �� ������� �������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

����� ������������ ��� ��������� ��� ������� ��������

� ������� �������� ��� ��� �������� �������� α �� � ���� ����� ��������� ����� �����

∂α

∂t
= −�fα + σα ������

����� fα ������ ��� ��� �� α� ��� σα ���������� ��� �������� α ������ ��� ���� ����� �� α �� �
��������� ���������� ���� ����������� � ������ �������� ������� ��� ������� �������� �������
������ ������ ��� ��������

D

Dt
α =−�fR

α + σα ������

����� fR
α = fα − ivα �� ��� ��� �������� ��� �� α ���

D

Dt
��� �������� ����������� �� ��� ���

������� �� ���������� ���� ��� ��� ������� ��������� �������� ���� ��� ������� ������ �� � ������
�������� �������

���� ������� ��� ���� ������� ������������ �������� ��� �� ������� ���������� ������������
���

∂ρ

∂t
= −�fρ + σρ ������

�� ����� ����� ��� �������
D

Dt
ρ = −�fR

ρ + σρ ������

���� ��� ���� ������� ρ = mn� ��� �������� �������� ��� �fR
ρ = � (fρ − ivρ) ≡ ρ ∧ � (�v)� ��� ���

�������� ������ ���� σρ ��� ���� �������

������ �� �� v := 1/ρ ������� ��� ������� ������ ������ ��� σv �� ��� ������ ������ ����� ����
���� �������� ������ �� ���� ������� ������������� ������ ������� ��������� ���� ��� ��������
������ ��� �fR

v ≡ −v� (�v) ≡ � (−ivv)�

D

Dt
v = � (ivv) + σv ������

�������� ������������ ��� �������� ���������� ��� �� ���� �� ���� �� ����� ��� ��������
������� �������� �� � ������ �������� �������

1

v

Dp

Dt
= −�fR

p + σp ������

����� p �� ��� �������� ��� ���� ���� ����� �� p ≡ v� ��� σp �� ��� ������ ���� ������ ��
�������� ���� ����� ��� ���� ����� ���������� �� ���� ���� �� �� ��� ��������������� ���������

σP = − � (�J ∧ �B) ������

�� ��� ����������� �� ���� ���� ����� ��� ��������� ��� ����� ���������� ���

�v ∧ σP = �v ∧ (− � (�J ∧ �B))
= �v ∧ (� (�B ∧ �J))
= � (v ∧ (�B ∧ �J))
= � (EL ∧ �J)
= (�EL ∧ J)

������

���� ���� ��� ����� ���� ��� � ���� ����� ������������� �� ���� ��� �������� v ��� ��� �������
J ����� �� ��������� ���� ������ ����� ���� ������ � ��� �������� ��� ������� �� �� �����������
���������� �� ����� ��������� ����� ��� ����������� �� � ������ �� � ������ ����� ��� ���������������
�������� �� ���� ��������� ���

σP = −i(�J)B ������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

������ ������� ��� ��������� �������� �� ��� ���� ��������� �� ������������� ������ ���� ���
����� ������ �� ��� ������ �� ���������� �� � ��������� ��������� ���� ��� ������ ������� ��� ����
�� ������� �� �������� ���������� ���

D�

Dt
= −�fR

� + σ� ������

����� ��� ������ ���� σ� ���������� ��� ��������� ������� ���� ������ ���� ����� �� v (E ∧ J) =
v (�ηJ ∧ J)�

��� ������� ��������� ��� ������� ����������

�� ���� ����������� �� �������� ��� ������� ��������� ��� ��� �������� ��� ������ ������� �����
������ ����� ����� ��� ������� �� ��� � ��������� ��������� ��� ������������ ������� ���������� ����
���� �� �������� ����� ��� �������� ������� ��� ������� ��������� ����� �� ��� �����������
��������� ��� ���� ��� ������� ���������� ������� �� ����������� ��� ����� ������ �� ������ ����
�������� �������

����� ��������

�� ���� �������� ��� �������� ������� ��������� ��������� �� ������ ��� ������ fR
p � ������������

��� �������� ��� ��� ���� �� ������� ����� �� ��� ��� �� � �������� P ��� ������� ����� τ ������

fR
p = (P I+ τ) ������

����������� ���� P �� � ������ ��� �� ��������� �������� ����� τ ∈ Λ1 �� ��� ������������ ���� ��
������ ������� �� ��� ��������� ����� ������ ������� �� �����

�fR
p = �P + ��τ ������

����� �������� ������

��� ����� ������ ������� ���� ���� ����� ���

� =
�p ∧ p

2
+ u ������

���� u �� ��� �������� ������� ���� ��� ���� ��������� �� ������ ��������� ���

D�

Dt
= �v ∧ Dp

Dt
+

Du

Dt

= ivv ∧ 1

v

Dp

Dt
+

Du

Dt

������

����� ��� �������� ���������� �� �������� ������ u �� ������� ���� �������

D

Dt
u = −�fR

u + σu ������

������ �� ��������� ������ ��� ������� ��� ����� ������ �������� �� ������ �� �����

D�

Dt
= ivv ∧

�
−�fR

p + σp

�
+
�
−�fR

u + σu

�

= −�
�
ivv ∧ fR

p + fR
u

�
+ fR

p ∧ � (ivv) + ivv ∧ σp + σu

������

���� 



fR
u = fR

� − ivv ∧ fR
p

σu = σ� − fR
p ∧ � (ivv)− ivv ∧ σp

= v (�ηJ ∧ J)− (P ∧ � (ivv) + τ ∧ v�v)

������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

����� �������

��� �������� ������ �� ���� ���������� �� ��� ����������� ���������

�u = T ∧ �s− P ∧ �v ������

����� ���� ����� �� �� ������� ��� ������������ ������� ���������� ������ ���� σs �������� �������
������ �������� �� ��� ������� ������ �� ��� ������ ��� ������� ���������� �����

Ds

Dt
=

1

T

�
Du

Dt
+ P ∧ Dv

Dt

�
������

�������� ��� �������� ���������� ������� ��� s� u ��� v �� ������� �� ����

D

Dt
s =

1

T

�
Du

Dt
+ P ∧ Dv

Dt

�

⇔− �fR
s + σs =

1

T

�
−�fR

u + σu + P ∧ � (ivv)
�

⇔− �
�
fq
T

�
+ σs=

1

T
(−�fq − (P ∧ � (ivv) + τ ∧ v�v))+

+
1

T
(v (�ηJ ∧ J) + P ∧ � (ivv))

������

����� ��� ���� ��� fq �� ������� �� ��� ������� ��� �������� ������ ������



fR
u = fq

fR
s =

1

T
fq

������

���� ��� ������������ ������� ������ ���� σs �� �������� ���� ��� ���� �� ��� �������� ������ ������
���� �� �������� �������

σs =�
�
fq
T

�
+

1

T

�
−�fq − τ ∧ v�v + g ∧ fR

ρ

�

= − 1

T 2
fq ∧ �T − 1

T
τ ∧ �v +

v

T
�ηJ ∧ J

������

���� ������������ ������� ������ ���� �������� ��� ���� ���������� − 1

T 2
fq ∧ �T � ��� �������

����������� − 1

T
τ ∧ �v ��� ��� ����� ������� �����

v

T
�ηJ ∧ J � ��� ����� �� ���� ����� ���

������������ ��������� ��� ��� R � ���� ���� ���� �������� ����� �� ������ �� ������� ��� ���� �������
���������

�� ����������� ��������� ��� ����������� ���� �R � �����

�� ���� �������� ��� ����� ������������ ������������ ��������� ��� �������� �� ���� �� � �����������
R � ���� ������������ �������� �������� ���� ���������� ������ ���� ��� ������������ ������������
��������� ��� �� ����������� ����� ����� ���������� ���� ������

���� �������������������� �������� ���� ���������

��� �������� �� ��� �� ��� ��������� ������������ ��������� �� ������� ������� �� ���������
� ������������� ����� ��������� ������ ������� ��� ��� �������� �� ��� �������� ���� ��� ��
������������������� ���������� �������������� �� ���� ��� ���������� ��� ������ ������� ���������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

������ ������������� ��������

����������� ����� ��� �� ��� ����� ���� ��� ��� ��������� ������ ��� ������ ��� �� �������
���� ���� � ����� ���������� ���������� ����� ��� ������������� (fJ , eJ) = (J, EL) ��� (fv, ev) =
(σP , �v)� �� ����� ����� ��� ����� �� ��� �������� F1 = Λ2(Ω) × Λ1(Ω) � (fJ , fv) ��� ��� �����
�� ����� ��������� E1 = Λ1(Ω) × Λ2(Ω) � (eJ , ev)� ��� � ���� �������� ��������� B � ��� ���
��������� ������ ��� ������ ����� ��� ������������ �����

Λ2(Ω) → Λ1(Ω)
fJ �→ fv = − � (�fJ ∧ �B)

���
Λ1(Ω) → Λ2(Ω)

ev �→ � (�ev ∧ �B)

��� ������ �������� D1 (B) ���� B ∈ Λ2(Ω)� ������ � ����� ��������� �� ��� ���� ����� �� F1×E1�

D1 (B) =





(fJ , fv, eJ , ev) ∈ F1×E1 |�
fv = − � (�fJ ∧ �B)

eJ = � (�ev ∧ �B)





������

������ ��� �� ������� ���� ��� ����� ��������� �� ������ ���� ������� �� ��� ����������� �������
�� ��� ������� �� F1×E1 ������ ���

��
eJ
ev

�
,

�
fJ
fv

��
=

ˆ

Ω

ev ∧ fv − eJ ∧ fJ

������� ��� �� ���� ���� D1 (B) ⊂ D1 (B)
⊥ ����� �� ���������� �� ���� �����

��
e
ev

�
,

�
fJ
fv

��
= 0 , ∀ (fJ , fv, eJ , ev) ∈ F1×E1

��� ���� ������� �� ����� ��� ����������� �������
�������� ��� �� ����� ���� D1 (B)

⊥ ⊂ D1 (B)� ������ ���� (fJ , fv, eJ , ev) ∈ F1×E1 ���������
��

e�J
e�v

�
,

�
fJ
fv

��
+

��
eJ
ev

�
,

�
f �
J

f �
v

��
= 0 , ∀ (f �

J , f
�
v, e

�
J , e

�
v) ∈ D1 (B)

���� �� ���������� ���
��

� (�e�v ∧ �B)
e�v

�
,

�
fJ
fv

��
+

��
eJ
ev

�
,

�
f �
J

− � (�f �
J ∧ �B)

��
= 0 , ∀ (f �

J , e
�
v) ∈ Λ2(Ω)×Λ1(Ω)

��
ˆ

Ω

(e�v ∧ fv − � (�e�v ∧ �B) ∧ fJ)−(eJ ∧ f �
J − ev ∧ � (�f �

J ∧ �B)) = 0 , ∀ (f �
J , e

�
v) ∈ Λ2(Ω)×Λ1(Ω)

������
����� ��� ����

´

Ω
�α ∧ β =

´

Ω
α ∧ �β ���� � � α = α ��� �����������

´

Ω
� (�e�v ∧ �B) ∧ fJ =

´

Ω
�e�v ∧ �B ∧ �fJ

= −
´

Ω
�e�v ∧ �fJ ∧ �B

= −
´

Ω
e�v ∧ � (�fJ ∧ �B)

��� �������� f �
J = 0� ��� ��������� �������� ��������

ˆ

Ω

e�v ∧ (fv + � (�fJ ∧ �B)) = 0 , ∀e�v ∈ Λ1(Ω)

����� fv = − � (�fJ ∧ �B)�
�� � ������� ���� �������� e�v = 0� ������ ��������

ˆ

Ω

(eJ ∧ f �
J + ev ∧ � (�f �

J ∧ �B)) = 0 , ∀f �
J ∈ Λ2(Ω)



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

�� ���� ������� ���������
´

Ω
ev ∧ � (�f �

J ∧ �B) = −
´

Ω
ev ∧ � (�B ∧ �f �

J)
= −

´

Ω
�ev ∧ �B ∧ �f �

J

= −
´

Ω
(�ev ∧ �B) ∧ �f �

J

= −
´

Ω
� (�ev ∧ �B) ∧ f �

J

ˆ

Ω

(eJ − � (�ev ∧ �B) ∧ f �
J) ∧ f �

J = 0 , ∀f �
J ∈ Λ2(Ω)

�������� eJ = � (�ev ∧ �B)� ����� (fJ , fv, eJ , ev) ∈ D1 (B)����� ��������� ��� ������

������ ������������������� ��������������

�� ����� ����� ��������� � ����� ��������� ���������� ���� ��� ������ ���� �������� �� ����������
����������� ����� �� ���� ����������� �� � ���� ������ Ω �� � ������ ������ M = φt (Ω)��
��������� ��� �� ����� ��� ����� ������� ������� ��� ����� ��� ��� ��� ��������� �� ��� ���
����������� ��� ���� ��� ��� ��������� ���������

ˆ

M=φt(Ω)

e2 ∧ f2 =

ˆ

Ω

φ∗ (e2 ∧ f2) =

ˆ

Ω

φ∗ (e2) ∧ f1 ������

���� φ∗ (e2) = 1/�ve2 ◦ φ−1� ����� v �� ��� ������� ������ ������ �� ��� ������� ���� ������ ���
��������� ������ �������� �

D (v) =





(f1, e1; f2, e2) ∈ Λ1 (Ω)× Λ2 (Ω)
×Λ1 (M)× Λ2 (M)

f2 = f1 ◦ φ−1; e1 = φ∗ (e2) ◦ φ;
f1 ∈ Λ1 (Ω) , e2 ∈ Λ2 (φ (Ω))





������

��������� D1 ��� D (v)� �� ���� �� ����� ���������������� ��� �� ������ �� �� ����� ����������
����� ��� ����� �������� �� ��� �������� ������ ��������� �� ������ ��� ��������� ���������
������� �� ����� �� ����� �� ��� ������� ����� ��� ����� �� ��� ��� ����� ��������� ��� ���������
�� �������� (f1, e1; f2, e2)1 = (−i�JB, �v; −i�JB, ivv) ��� (f1, e1; f2, e2)2 = (J, �ηJ ; J, �ηJv)�

���� ����������� ��������� �� �������� �������� �������

��� �������� ������� �������� ��� ����������� ��������� ��� ������� �������� ��������������
�������� ��� ��������� ������������ ���������� ����������� ������ �� ��� �����

Di =





(fp, fq, fi∂M , ep, eq, ei∂M ) ∈ F� × E� |�
fp
fq

�
=

�
0 �
� 0

��
ep
eq

�
,

�
fi∂M
ei∂M

�
=

�
0 1
1 0

��
ep
eq

�
|∂M





i = {2, 3, 4} ������

• ��� ����� ��������� D2 �� ��� �������������� �������� ������� ���������� ��� ���������
��������

(−�P, � (�v) , f2∂M , �v,−P, e2∂M ) = (fp, fq, f2∂M , ep, eq, e2∂M ) ∈ F� × E�

�����

�
F2 = Λ1(M)× Λ3(M)× Λ0 (M)

E2 = Λ2(M)× Λ0(M)× Λ2 (M)

• ��� ����� ��������� D3 �� ��� ������������������ ��������� �����

(��τ,v�v, f3∂M , ivv, τ, e3∂M ) = (fp, fq, f3∂M , ep, eq, e3∂M ) ∈ F� × E�

�����

�
F3 = Λ2(M)× Λ2(M)× Λ1 (M)

E3 = Λ1(M)× Λ1(M)× Λ1 (M)



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

• ��� ������������� �������� D4 ���������� ��� ������������ ���� ���� �� ��� ������� �������
�

�
�
fq
T

�
, �T, f4∂M , T,

�
fq
T

�
, e4∂M

�
= (fp, fq, f3∂M , ep, eq, e3∂M ) ∈ F� × E�

�����

�
F4 = Λ3(M)× Λ1(M)× Λ2 (M)

E4 = Λ0(M)× Λ2(M)× Λ0 (M)

���� ��������� ���� �R � �����

��������� �� ��� ���������� ��� ��� ������������ ������� ������ ���� �� ������� ��� ������� ��������
�� ����������� �� �������� ����������� �������� ��� ���� ����������� ��� ����� �������� ��� ���

���������� ���� ����������� ����� ��������� ��
�
− 1

T
fq ∧ �T, v (�ηJ ∧ J) , −τ ∧ v�v

�
�������������

��� ������ ���� ��� ������� �������� ����� ��� ���� ��������� �� ���� ������� ���� ����� �� ����� �
������ ����������� ����� R� �����

�������� ��� �� ������ �� ��� ������� ����������� ������� ���� ������ ���

Ds

Dt
= − 1

T
∧ �fq − τ ∧ v�v +

1

T
(v (�ηJ ∧ J)) ������

��������� �� ���� ��� ���� �� ����� ���� ������� ���������� �� �������� �� ��� ����� ������� ��
������ ��� ����� ��� ����� �� � ��������� ������ Γ ����� ������ ��� �������� �������� ������� ������
��� ������

f = Γ�e ������

��������� ������ ���� ������� ���� ��������� ������ Γ �� ���������� �� ��� ����� � ������� ������
��� ��� ����� ��� ����� ���������� �������

�� ����� ������ �� �� ���� ����������� �� �������� ��� ������� ������������ ���� �� ��� ������� ����
���� ��� ��� ������ �� ��� R� ����� ����� �� ���� �� ����������� �� ���� �� �� ����� �� �����������
��� ��������� ������ Γ�




fq
τ
J


 =




�χ × ×
× �κ ×
× × �1/η


 �




T
v

Vloop


 ������

����� ��� �������� ����� �χ, �κ, �1/η ��������� ������������ ��� ������� �������� ���������� �������
���� ��� ���������� ������������ Vloop �� ��� ���� ������� �� ����� ���������� ��������� �� EΩ = �V � ����
������������ �������� ��������� ��� ����� ���� ��� ����������� ����� �� ��� R� ���� �� ����������
�� �������

������ �� ��� ������������ ����� �×� �� ������ ��� ���� ���������� ����� �� ��� �����������
���������� ������������� ����� �������� ������������ ��� ��� ��� ���� ������ � ��� ������������
������� ����� ����� ���� �� ���� �����

��� ����������� �� ��� �������� ����� ���� ���������� ���
������

�� ���� �������� �� �������� ��� ������� ������ �� � ��������� ��� �� ����� ��������� ���� �����
��������� �� ������ ��� ����� �������� ������� �������� �� � �������� ��� ������� ��� ������
��� ��� ������������ ��� ����� ��������� ��� ����������� �� ������� ��� ��������� �� ��� ����� ��
��� ���������� ��������� �� ����� ���� ���� ����� �� ������� �� ��� ���� �� ����� ��� ��� ����������
����� ������� ������ ��� ����� �� ������ �������� ������� ��� ��������� P (t) = e ∧ f �

����� ��� ����� ����� ����� �� ��������� ������ ������� ������� C� ������ ����������� ������� R�
��� ��������������� ������� ������ ���������� ���������� ������������ ��� ���������� ��� ���������
�� ������ ������������ �������� � ����������� ����� ��� �������������� ���� ��������� ���������� ���
���������������� ������ ���������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

������ ������ ������ ���������

� ���� ������ ������� �� ��� ����� ����� ��� ���� �� ������� ��� ��������� �������� ���� �������
���������� ���� ������ �������� ������� ���� �� �������� ��� �������� �� �������� �����������
�������

��� ������ ������� ������� C ��� ����������� ������� R ������ ����������� ������ ���� �����
��������� �

P (C) := e3 ∧ f3

P (R) := ed ∧ fd

��� ������������ ��������� D ������ �� ���������� ����� �� � ���������� ������ �������� �����
������

�(e1, e2, e∂) | (f1, f2, f∂)� =
ˆ

Ω

[e1 ∧ f1 + e2 ∧ f2] + �e∂ , f∂�∂Ω = 0

���� ��� ����� �� ��������� ��� ���� �� ������� ��� �������� �������� ��������� ���� ������� �����
�� ��������� ������ � 0− junction �� � ����� ����� ���� ��� ������������

�
e1 = e3 = e4

f1 + f3 + f4 = 0

����� � ���������� �� ����� ������ ��� ������������
�
e2 + ed = 0

f2 = fd

��� �� ���� ����� �� ���� ������ �������������
�

i

ei ∧ fi = 0

������ �� �� ���� ������ �������� �� ���� ��� ��������� ��� ������������ ������� ���������� ���
�������� ������ ������� ��� �������� ������ ��� ������ ������ ��� ��� �������� 0 �� ��� ����� e4∧f4
�� ����� ��� ������ ������� ��� �������� �� e∂ ∧ f∂ �

�� ����� ������ �� ������� ��� �������� ������� �� ����� ��������� ��� ��� ������� ���
����������� �� ���� �� ����� ������������ ��� ������������ ���������� ���������������� ��������
������������� ���������������� ��� ������������ ������������ ��������� ������ ������������
��� ��������������� ������������

��� ���� ���� ��������� ��� ��������������� ������� ��� ����� ��������� DEM �� ������ �������
��� �������� ��� �������� �������� ����� ��� ����� �� ��������� ��������� �������������� ���
����� ��� ������������� ��� ��������������� ������ �� ����������� �� ������ ������� ��������
C :: H (D) ��� C :: H (B)� �� �� ���������� �� ����� ����� ��� ��� R����� ������� �������� ������
��������� ���� ��������� ���� ��������� ��� �������� ������� ����� ����� ��� ��� �������� ������
������ ������� (Vloop, Ip) ��� ����������� ������� ������������� ������� �����(Jni, �ηJni)� ���
������ ��������� ���� �� ��������� �� ��� ���� ���������

��� ���� ������ ��� ����� ����� �� ��� ��������� ������������ ������ ��� �������� ����������
��� ��������� ���������� �� ��� �������� ������� ����� �� � ������ ������� ������ �� ���� ������

������� C :: H =
´

M
�p ∧ p

2
+u� ��� ��� ��������� ��������� ��������� �� ������� � ��� ������� ��

������ ����� ������ ��� ���������� ������� C� ����� ��� ������� �� ���� �� ������ ������ �� ��� ������� R �� ��
������������ �������� ���� ����� ��� ������ ������� ��� ������ �������� ��� ��� ���� ��������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

����������� �� ���� ���������� ����������� ���� ��� ���������� �� ��� ����������� R������ �����
��������� ��� ��� ������ �� ��� ������������ ������� ������ ���� �� ��� ������� ������� �� ����
�������� ���������� ����� �� � ������������ ��������� ������ �������� ����� ���� �� ��� ���������
D2 ��� ��� ��������� ������� D3 ��� ��� �������� ������� ��� D4 ��� ��� ������� ���� �� ����
������������ ���������� ��� �������� ������� ������� ��� ����������� �������� �� ����� ��� ����
��� �� ������ ������� �� �������� ��� ����� ��������� ������� ������� �� ��� �������� ������ �� ���
����������� ������� ������ Sheat �� ������� ������� ��� �������� ��������� ������ σv �� ���������
�������

��� ��������������� ���������� ������� ��������� �� ��� ���� ���� ��� ������� �� ��� ��������
������ ������� ��� ����� ��������� D (v) ������ �� ������ ��� ��� ����������� T F :: B = D1 ��
�� �������

��� ��������� �������� ��� ��� �������� ������� ������ �� ��� ������ �� ������� ������
�������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ������ ����������� ������������ ���� ���
����������� ������������ ���� ���� �� ����������� �� ��� ���� ������� �� �� ��� ����� ����� ���� ����
���������� �� ������ ��� ���������� �������� ����� ���������� ��� ������ ��������� ������������
�� ��� ���������

������ ������ ��������� �� ������������� ������� ������ ��������� ��������������� ������
������� �������� ������ �������� ������� ������ ����� ��� ��������� ������ �������



������� �� �� ���������������� ������� ����� ��

���� ����������

�� ���� ������� �� ��������� ��� ������� ��� ������������ ��������� ��� ��� �������� ������� � ����
�� ��� ������ ���� ����� ��� ��������� ����� ��������� ��� ������� ���� ��� ��������� ���������
����� ��� ��������� ������� ������ ��������� ���� ���� ���� ������� �� � ���������������� ����
���� ��� ���� �� �������� ����������� �������� ��������� ��� � ������ �������� ��������

��� ������� ������� ��� ��� ����������� ��������� ������� �� �� ������� ��� ������������
������� ���������� �������� ����� �� ������ ������ � ������� ���������� ����� ����� �� �����
���� �������� ������ ���� ������ ������ �� �� �� ���� �� ��������� �������� ��� ��������� ��������
�������� ������� ������ ����� ����������� ���� �� ��� ��������������� ������� ���������� ��� ����
���� ���� �� �� ������� � ������ ������� ����� ���� ��� ���� ���������� ���� ��� ����� ����� ������
������������� � ������ ���� ��������� �������� ������������ ����� ��� ��� ��������� �� ��� �����������
���� ��� ������������ ���� ����� ���� ����� �� �� �������� ��� ��������� ����� �� �����������
���������� �� ��� ����������� ��� ���� �� ��� ��� ��� ��������� ��������� ��� ��� ������� �� ���
������� ��� ������ ���� ���� �� �� �������� ��� �������������������� ��� ������������ ����
�� ������ � ������� ����� ����� �������� ��� ��������� ������� ������ �������� ��� ����� ���� ����
�� ��� ��������� �� ��� ���� ������� �������� ��� ��� ������������� ����� ��� ��������� �������
�� ��� ������ ���������

��� ���� ������� ���� ������� � ��������� ��������� ������ ��� ��� �� ����������� ������ ��
����� �� ������ �� ����� ������� ����� ����� �������� ��� ����� ������������� �������� ����������



������� �

��������� ���������

� ������������

��� ��� ������� �� ������ ��������� ���������� �� ������� ���������� � ������� ����� ��������������
��� �������� ��� � �� ���� ������� ������� � ��� �� ������ ���� ��� ���� ���������� ����������
��� ����������� ������ �������� �� ��� ����� �� ��� ����� �� ���� ������� ����� ��� ��� �����
��������� �� ��� ��������� �� ����� ����������� ���������� �� ���� ��� �� ������ ���������� ���
��������� ��������� �� ������ ��� ����� ������ ��� �������� ��� ������ ������ �������� ����������
���� ����� ���� ��� ���������� �� ����������� ������� ��� ����� �� ������� ��� ��������� �����
��� ���� �� ������������ �� ��� ��������� ��� ��������� �� ����� ��������� ��������� ����������� ��
��� ��������� �� �������� ����������� �������� ��� ���������� ��� ��� ������� �� �������� ���
������ �������� �� ����� �������� ������ ��� ����������� ��� ���� ��������� �� ��� ������� �����
��� ��� ������ ����������� ����� ��� ���� � ������� ���� �� ������� ������� ��������� �����������
�� ��� ����������

�� ��� ����� ����� ������ ��� ������ ������� �� ��� �������������� �� ����� ��� ���� �� ���������
��������� ������������ ��� ������� ��� ��� ��������� ���������������� ��������� ��� ���� �����
��� ���������������� ����������� ��� �������� ��������� �������� ��� ��������� ��������� ��� ������
�� ������ ����� ����� ������� ��� ������ ��������� ��������� �� ���������� ��� ����������� ���
��������� �� ��������� ����� ���� ��������� ����������� �������� ��� ��� ���������� ��������
�� ����������� �������� ���� ������ ���� ���������������� ������� �� ���� ��� �� ������� ����
���������� ��������� ������� ������������ ������������� ��� ���������������� ��������� ������������
�� ��������� ���������� �� ����������� �������� ����� ���������������� ������������ ��� ��� ��������
������������ �� ����� ��� �������� �� ���� ����� �����

��� ��������� ��������� ������ ��������� �� ���� ������ ���� ���� �� ��� ������� ��������� ���
������� �������������� �� � ������ ����� ������� ��� ��������� �� ��� ������� ������� ���� � �����
����������� ����� �� � ����� ����������� ���� ����� ������������ ���� ���������� �������������������
������� ��� ��� ���� ������� ����������� �� ��� ����������� �������� ���� �� ���������� �� ��� ����
���� ��� ���� ���������� �� ��� ���������� �� ���������� ���� ������� ������������� �� ��� �������
������ �� ��� ������ ������� ���� ����� �� ��� ����� ���������� �� ��� ���������������� ���������
� ����� �� ���������� �� � ������� ��������������� ��������� ������ ���������� ��� ��� �����������
�������� ��������� ������� ���� ��� ������ ���������� ��� �������� ��������� ���� ���� �� ���
������������ �� ��� ���� ��������� ���������� ��� ��� �������� ��� �������� ����������� ����������
��� ������������ ������� ��� ��� ���� ��������� ���������� ������������������ ���������������� ���
�������������� ���� �� ��� ���������� ������� ��� ������������� ������� ��������� ��� ������
�� ����� �� �������� ��� ��������� ����� �������� ��� �������� ������ ������� ������ �� �����

�������� ��������� ���������������� ��� ������������������ ������� ��� �� ������� �� ��� ���� Kxt + Lxρ =
∇xS(x) ����� K ��� L ��� �������������� �������� ��� ∇xS ������� ��� �������� �� ���� ������ ������ ��������
S� ���� �� � � ��� �� ������������ ����������� ������� �� ���� �� ��� ���� Jxt = ∇H(x)� ���� ������� ���� �
���������� ������������ ��� ���� ����� ������ ������������ ���� ��� �� ������� ���� �� ������ ��� �� ��������
������������ ���� ������ �� ���� �������� ���������������� ����������� ��� ��������� ����������� ������� ���� �������
�������� ���� �������� �������� �� ��� ���������������� ������������ ��� �� ���������� ��������� �� ���� ����� ���
������

����� ��� �� �������� �� ����������� ��������� ��������� �� ��������� ��� ������������

��



������� �� ��������� ��������� ��

����������� ������ ��� ���� ������� �� ������� ��������� ��� ���� �� ������� �� ��� �� ���������
����� �� ��� ������ ������� ������� ��������� �� ������� �� ��� �������� �� ��� �� ������ ����
�� ���� ����� �� ��� ������ �� ����� ������������ ��������� �� ������ ����� ������� ���������� �����
�� ������� ������� ������

��� ���� ���� �� ��� ������� ��������� ������ � ���� ���������� ��� ������� ����� ������� �����
�� ���� �� ����� ��� ����� ��������������� ���������� � �� ������� ������ ���� �� ������ ��� �����
���� �� �� ��� ��� ��� ������� �� ���� �������� ���� ���� �� �� �� �������� ������ �� ��� ����
�������� ���� ���������� ��� ���������� ���� ������� �� ��� �������������� �� ��� �������� ���
������� �������� �� ������� �� ��� ����������� �� ����� �������� ��� ������������ ����������� ��
��� ������ ��� ���� �� ������� ��� ��������� ���� �� �� �� �� ����� ������ ����������� ��������
�� �������� ���������� ��������� ��� ��������� ��������� ����������� �� ���� ������� �� �������
���� ��� ����������� ��������� ������������ ��� ��� �������� ����� �� � �� ������ ��� �������� ���
��� ��������� �������� �������� �� ������� �� ��� ��� ��� ������� �������� �������� �� ������� ��
���� ��� ����������� ���� ���� ������ �� �������� ��� ����� ������� ������ ��� �������� ����������
��� ������� ��������� ���� �� ������� � ����� ��� ���� ����������� � �� ������� �� �� �������� ���
�� ������ ���� ����������� ��� ������� ��� �� ��� ���� ������� �� ����� �� �������� ��� ������������
�� ��� �������� ���������� �� ��� ������ ������ �� �������� ��������

�� ��������� ������������ ������������� ��� ������������
�����������

� �� ���� ������� ����� ��� ���� ��������� �� ������� � ��� ��� �������� �� � ������ ���
�� � �������� �������� �� �� ����� �� ��� ����� �������� �������� ��� ��������������� �������
���������� ���� ��� ���� �� ����� ��� ������������ ��������������� ����������� ������� ��� �������
�������������� ��������� ��� ��������� �� � ���������� ���������������� ������

�� ���� ������� �� ������ � �� ����� ���� �������� ��� ������� ������ ���� ��� ���� �� ����
���� ����� ��� ��� ���� ��������� ������������ ����� �������� ���� ������� �� ��� ���� �����
���� ���� ����� ����� ��� ������������ ����������� ��� ��� ������� ���� ����� ��� ������������ ��
��� �� ������ ���� ��� �������� ��� �������� ���� � ��� �� ������ ������� ����� ��� ��������������
��������� ���������� ��� ������������ ���� ���� ����� ���� ���� ��� ���� ����� ���� ����� � ����������
�������� ����� �������� ��� �� ������� ���� ������ ������� �������� �������� ���� �������� ������
�������� ��� � ��� �� �������� ����� ����������� (ρ, θ,φ) ���� ����� ����� ��� �� ������ ���� ���� ρ
������� ��� ����� �� ��� ���������� �������� ������� ���� ��� �������� ����������� ���������� ����
���� ������� ��� �� ��������� ���� ρ ������ ��� ���� ���� ��� ��� ������ ��������� ��� �����������
�� θ ��� φ� ��������� ��� ����� ��� �� ��������� ���� ��� �� ������ Π = [0, a] � ρ� a = ρmax�

������ ����� �������� ����� ������������ θ ������� ��� ����� ����� ��� φ ��� ������� ������ Bθ ��� Bφ

��� ��� ��� �������� ���� ����������� �Bρ = 0�� R0 ������� ��� ������� ����� ������ ��� Ip ��� �����
������ ��������

���� �������� ��� ψ(R,Z) �� ������ �� ��� ��� ������� � �������� ���������� ���� S ���������� �� ��� ������ R
���� ��� ����� ���� ��� ��� ������ Z �� ����������� ���������� �� ��� ����� �����



������� �� ��������� ��������� ��

������ ����� ��� �������� ��� ψ (R,Z) �� ��� �������� ��� ���������� ��� ���������� ���� S

�������� ��� ���������� ����������� ��� ������� �� ��� ������� �� ���� ������ ��� ����
����� ����������� ����� �� ������� �� ����� �������� ���� ����� ����������� ������� ���������
���� ����������� ������ �������� �� ����� ������� ���������� �� ��� �� ����� �� ����� �� �����������
������ ��� ����� ������� �� �� ������������ �� �� �� ����� ������� ����� ��� ���� �������

���� ����������� ����������

��� ��������� �������� �� ��� ��� �������� ����� ������ �� ����� ��� �� ������������ �������� ����
������ ��� ��������� ���� �� ��� ������ ���� ����� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ����������� ������
��� �� ���������� �� ����������� �� ��� �������� ����� φ� ����� ���� ���������� �� ��� � �� �����
���� ��� ��������� ��������� ���� �� ��� ρ ��� θ ������� ������������ ���� ����� ������� ����� ��
���� � ����� ������ �� ������������� �������� ������ � ������������ ����� ������ �������� �������
������ �� ������ �� ��� �� ������� �� � ������������ ������ �� ��� �� ����� �������� ���� ���
������������ ����������� �����������

���� ������������ ����������� ����������

��������� ���� �������� �� �������� ���� ��� ������ ���� �������� τA
� �� ���� ������� ���� ���

��� ��� ������ �������� τp
�� ��� ���� �������� τA �� �� ��� ����� �� � ����������� ����� τp �� ��

��� ����� �� � ������������ ��������� ��� ������ ��� �� ������� �� ���� ������� � ������������
���������� ������ �� ����� ������� t ���������� ��� ��� ���� �� �������� ��� �������� ����������
��������� ������� ����� ��� �������� ��� �������� ��������� �� ����������� ���� ������ ���� ��� ����
���� ��������� �������� �� �������� � ����� ������ ������ �� ������� ����� �������� ��� ��������
∂p

∂t
�� �������� ������������� �� ���� ���� ��� �������� ����� �������� ��� �������� ������ ���

− i�JB = �P �� �� ��������� ���� J ×B = ∇P ������

����� J, B, P ��� ��� ������ �������� �������� ���� ��� ������ �������� ������������� ��������
�� ��� ��������� �������� �������� ����� ���� �� ���������� �� � ���������� ������� ���������� ���

����� ���������� �������� ��� ���� ������� ���� �� �� �������� ������ �� �����
Dv

Dt
= 0� ������ ��

��� ��������� �������� �������� ����� �� ��������� ���� �� � �� ������� ����� ��� ��� �������� ���
������ ����������� ��� �������� ������ ������������ �� ����������

���� �������� �������� ��� �������� ����� ����������

��� �������� �������� ���� ���� �������� ���� ����� �� B ������ ���� ���� ��� ������ �������
������� J�� ������ �� ��� ������������ ���������� ������� ��� ���� �������� �� �������� �������� P �

���� ������ ���� �� �� ��������� ��������� ��� ���� ���������� �� �� ������� �� ��� ������ �������� ��� τA =
a

vA
�

����� a ������� ��� ����� ������ �� ��� �����
�τp �� �� ���� ������ �� ��� �������� ����� ��� �������� ���� ��������� �� ��� �������� ������� τn�������������� ��

��� �������� ��� ��� ���� �������� τe, τi �������������� ��� ��� ��� �� ��� �������� �� ������� ������� ��� ��������
���� τr ���������



������� �� ��������� ��������� ��

������������ ���� ������ �� ����� ��� ���� ������ ��� ���� �������� ���� ����� �������� ��� �����������
��� ������������ ��� �� ����� ���������� �� ����� � ��� �������� � ��� ρ ������ ����� ����������

������ ����� �������� ����� ������ �� ��� �������� ��� �������� ��� � ������ ����������� �� ��� �����
��������� ���������� (r, θ,φ)� ����� ������ ������ ��� ������ ������� �� �������� ����� ����������
(ρ, θ,φ)�

��� �������� ���������

ρ =

�
Φ

πB0
������

����� B0 ������� ��� �������� �������� ���� ��������� �� ��� ������ �� ������ ��� �ρ = 0)
����������� �� � ��������� ��� Φ �� ��� �������� �������� ��� ���� ��� ������� � �������� ������� ��
��� �������� ��� ρ ����� ������ ��� ���� �� � ������� �������� ��� ��� ������ �� ��� ��� �����������
������ (ρ, θ,φ) ������� ��� ��� �� �������� �������� ���� � ��� �� ������ ���� �� ����������� �� ���
����� ����� ��������� �� ���� ������ ��������� ��� �������� ���� Φ ������ ���� ���� ���� ���
�������� ��� ψ� ���� Φ �� ������ ��������� ������ ��� ������ ��������� ��� �� �� ��� ����� �������
ρ �� ���� �������� ������� ������ ���� Φ� �� ��� ������� �� ���� ����� ���� ��� ����������� ������
(ρ, θ,φ) � ����� �������� ����� ������������ �� ������ ��� �� ����� ���� ��� �� ��� ���� ���
������� ��������� ������ ���� �� ��������

��� ����� ��������� ��������� ������

��� �� ���� ����� �� ������� � �� ������ �� ��������� ����� ���� �� ��� ����� ��� ���� ���������
��� ��� ������ �� ������ ����� ��� ������ �� ����������� k������ ������������� �� ��� ��������
�������� ���� ������ �� �� ������� �� ���� �������� ���� ��� ����� ������ �� �� ������� ������ Ω
��� �� ������� H =

´

Ω
H3 ����� ��� ������ ������� H3 ∈ Λ3 (Ω) �� ��� �������� ������� �� ���

k������� ������ H3 = α1 ∧ β2 �� H3 = α0 ∧ β3� ��� ���� �� ���� �� ��������� ��������� H �� ��
���������� �������� ���� ���� ��� ����� ������ ������

H =

ˆ

Ω

H3 =

ˆ

Π

α0 ∧ β
1

�������

������� �� ��� ��������� �� ��� �� ������� ��������� α0 ��� β
1

��� ����� �������� ������� ������

�������� α0 ∧ β
1

�� ��� �� ������ Π = [0, a] ; a = ρmax� �� ������� ��������� ��� �� ���������

������� ���� �� ��� ����� ��������� ���������� (r, θ,φ)� ��� ����������� �������� ��� ��� �������������� ������
��� �� ������� �� � ����������� �������� ��� ��� �������� ��� ψ� ���� ����������� �������� �� ������� ������ �����
��������� �������� ������ ��� ���� ��� ���� ��������� ����� ���� ����� �� ��������� ��� ������� �� ��� ������ ��������
P ��� ������ ������� J � ���� ������ �� ���� �� ���� ��� ���� �� ���� �������� ����� ���� ��� ��� �������� ���� ��
���� ψ �� ��� ����������� �������� �� ��� ��� ��� ��������� �������� ��������� �� ������� �������� �������� ��
������������ ��������� ψ ������ ���� ������ ������� �� ���� �� ���� ������� �� ��� ������� �����

����� ���� ���� �� ��� � ������ ��������� ���� ����������� ������ ����� �� �� ������� ������� �� ��� ������ ��������
��������



������� �� ��������� ��������� ��

������ ��������

α0 T, P
α1 E,H, v,p
α2 D,B, J
α3 s,v,u,σ

����� ������ ��� ��������� �� ��� �� ����� ��� ������� αk �� ����� �� �� � �� �

����� ����������
��� gρ, gθ, gφ� ��� g = gρgθgφ ������ ��� �������������� ���������� ������� ��������� �����

����������� (r, θ,φ) ��� �������� ����� ����������� (ρ, θ,φ) ���� �������� � ��� � �������� ����
�������� �� ���� ����������� �������������� ��� ��� ���������� �� ������ ����� ��� �����������
��������� �� ����� ������������� ��� ��� ������ ������� �� dV =

√
gdρdθdφ� ��� ��������� ���

����������� �� ������� �� �������� ����� ���������� ����� �� ����� ������������
ˆ

Ω

H3 =

ˆ

V

αβ dV �������

��������� � ��� ������������� ������� ��������� α ��� β ��� �� �������� �� �������� ��� ���������
���� ��� ����� ��� ���������� ����������� �� �������� ����������� �������� � ����� ���������� ���
������� ��� ������� ��� � ������� ���������� ��� �������� ����� ������������ ��� ���������� ��
����� ������ ���� ���� ���� �� ��� ��������� ����� �� ��� �������� ��������� ����� ��� ��������� ��
��� ������ ��������� ρ �������� ���� ��� ������������ ����������� �����������

�� ���� ������ ��� ������� �� ������� ��� �� ������� ���������� ����� �� ���� ����� ������ ��� ���
�� ��������� �� ��� ������ �� ��� ����� ������ ����� ��� ���������� ��������� �� ��� �� ����� ���
������� ��� ��� ����� ������������ �������� �� ��� ���� �� ��� ����������� ��� �� ��� ����� �����
�� �� ������ �� � ���� ������� �� ������� ��������� ����������� ��� ���������� ����� �� ������
�� ��� ����� ������� �� ��� �������� ���� ��������� E ∈ Λ1 (Ω) ��� ��� ������ ������� J ∈ Λ2 (Ω)�

PJoule =

ˆ

Ω

E1 ∧ J2 =

ˆ

V

EJ dV �������

��� ������ E �� ���������� ���� � ������� C� �� ������ Et = Eθ + Eφ ��� ���������� ���������
�� ��� ������ ���� E ��� dl ��� ������ ������� ����� ��� ������� C� ���� ��� ���� ������� �� C
������

VC =

ˆ

C

Etdl �������

���� dl = dlθ + dlφ =
√
gθdθ +

√
gφdφ ���� �������� ��� �����

VC =
´ 2π

0
Eθ

√
gθdθ +

´ 2π

0
Eφ

√
gφdφ

= Eθ + Eφ
�������

��� ������ ������ ���� E1 ∈ Λ1(Ω) ������� � �������� �� ��� �� ������ Λ0(Π) � VC ≡ E0 =
Eθ + Eφ ���� �

Eθ =
´ 2π

0
Eθ

√
gθdθ

Eφ =
´ 2π

0
Eφ

√
gφdφ

������ �� �� ��� ��������� ��� �� ��� ������ ������������ �� ��� ���� ������� ������ Vloop ����
����� �������� �������� �� �� ������ �� ��� ������� �� ��� �������� �������� ���� ���� ������� �� ���
�������� ������� �� ρmax�� ���� �� Vloop = Eφ (ρmax)� ���� ��� �� ��� ��������� ������� ���������
����� ���������� ��� ����� ������� �� ������ ���� �� �����

���� ������� �� ��� ��������� ���� ��� ������� ���� �� ��� ���������� �������� J ∈ Λ2 (Ω) ��

� ������ �� ��� �� ������� ������� J
1 ∈ Λ1 (Π)� �� ����� ����� �� ��� ���������� ����� �� �������



������� �� ��������� ��������� ��

������ ��� ��������� ������������� ������

������ α0 f

������ α0 =
�
Aθ, Aφ

� �
´ 2π

0

√
gθAθdθ,

´ 2π

0

√
gφAφdφ

�

������ α1 =
�
Aθ, Aφ

�
dρ
�
´ 2π

0

√
gρgφAθdφ,

´ 2π

0

√
gρgθAφdθ

�
dρ

������ α1 = Adρ
�
´ 2π

0

´ 2π

0

√
gAdθdφ

�
dρ

����� ������ ������� ��������� ���������� �� ��� �� ������ Π �������� ���� ��� ������������ ��
������������� ��������� �� ��� �� ������ �������� �� ����� ������������

�� ��������� ��� ������������� ����� �� J
1

�� ��� Π �������

PJoule =
´

V
(EρJρ + EθJθ + EφJφ)

√
gdρ ∧ dθ ∧ dφ

=
´ a

0

´ 2π

0

´ 2π

0

��
Eθ

√
gθ
� �

Jθ
√
gρgφ
�
dθdφ+

�
Eφ

√
gφ
� �

Jφ
√
gρgθ
�
dθdφ
�
dρ

=
´ a

0

��
Eθ

� �
Jθ

�
+
�
Eφ

� �
Jφ

��
dρ

=
´

Π
E

0 ∧ J
1

�������

���� ���� Jρ = 0 �� ��� ������ �������� ��� �� ��� �������� �������� ����������� ����� ��� ����

��� �� ������������� ��������� ����� E
0

�� �������� ��� ����������� ���� ��� θ, φ ������������ ���
������� �������� �� J �� �����

Λ1 (Π) � J
1
= Jθdρ+ Jφdρ �������

���� �
Jθ =

´ 2π

0
Jθ

√
gρgφdφ

Jφ =
´ 2π

0
Jφ

√
gρgθdθ

�� ��� ��� ��� ������������� �� ��������� ��� ������ ������� �� �� ������ ������� ��� �������
��� �������� ������ �� ��� ������� �������� ���� ������� � ��������� ��� ��� �������� ������������
�� ��� ������������������� ������� ������� ��������� ��� ������ ��� ���������� �� ��� �����
������

������ �� � �������� ��� �� ����������� ������� ����� ���������� �� ��� ������� ��������� �� ���
�� ������ Π ��� ��� ������� ��������� ������� ���� �� ���� ������� ������ �� ������� ��� �����
���������� �� ���� ������ ���� ������� ���������� �A� ��� ������ ���� ��� �������� �������� �� ���
�����

�A� = ∂

∂V

ˆ

V

AdV �������

��� ������� ������ �� � �������� A ��� � ������ ���� W �� ��� ����������� ���� ����� ������� �������
�� ������ ���

�A� =
1

V �
´

S

AdS

|∇ρ|

�∇.W � =
1

V �
∂

∂ρ
[V � �W.∇ρ�]

�������

����� S �� ��� ������� �� ��� ���������� ���� �� ��� ����� ����� �� ����� ��� ���� V � = ∂V
∂ρ �� ����������

�� ��� ������ ������� �� ���� ���� �� ρ�
∂V

∂ρ
=

√
gdθdφ� ���� ���� ���� ��� �� ���������� �� ���

�������� ��� ���� k������ ���� ���

• ��� ��� 1����� A1 ∈ Λ1� �� ������� ����� ������ ��� ����� �������� �����

�
A1
�
=

´ 2π

0
A
√
gθdθ

´ 2π

0

√
gθdθ

��������
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• ��� ��� 2����� A2 ∈ Λ2� �� ������� ����� �� ��� �������� ������� �� ������ ���
�
A2
�

�� ������
���

´ ρ

0
dτ
´ 2π

0
A
√
gρgθdθ =

´ ρ

0
dτ
�
A2
� ´ 2π

0

√
gρgθdθ

⇒
�
A2
�

=

´ 2π

0
A
√
gρgθdθ

´ 2π

0

√
gρgθdθ

��������

• ��� ��� 3����� A3 ∈ Λ3� �� ������� ����� �� �� ������� �������
´ 2π

0
dφ
´ ρ

0
dτ
´ 2π

0
A
√
gdθ =

´ 2π

0
dφ
´ ρ

0
dτ
�
A3
� ´ 2π

0

√
gdθ

⇒
�
A3
�

=

´ 2π

0
A
√
gdθ

´ 2π

0

√
gdθ

��������

���� ���� �� ���� ���� ��� ������� ����� �� � 3����� ������ ��� ��� ���� �� �������� A �� ��������
����� ����� �� ��� 1����� ��� 2����� ���������� �� ��� ���� �� ������ ���� W �� ��������

�������� ������� � �������� ����� ������� ��� �� �������� ����������� �� �������� �����������
��� ����������� �� ����� ���� ��� ������� ������ �� ������� ���������� ����� ���� ����� �� ���
����� �������� ����� �� ���� �������� ��� ����� ������ ��� �� ������������� ��������� ��� ������ ��
����������� ���� ���� ����� ������ �� �� ����� ������

��� ���������� �� ������� ��������� ����� �� ��� ������������ �� ��� ����� �������� ��� ����
������� ����� �� ��������� �� ������� ��������� �� ������ ��� ������� �� ������ ��� ��� ���������
������� ��� ������������ ��������� ��� ��������� ��������� �� ��� ��������������� ������ �� ��������
����� ��� ��������������� ������ ������� �� ������ �� � �������

HEM = α1 ∧ β2 ��������

��� ������������� �� ��������� ��� ��� ������� ��� ��� ������� ��� �������� ���� ���� �� �������
�� ��� �������� ������� �� ��� ����������� ������� PJoule�

��������� ��� �� ����� ��� ��� ������� �������� �������� ���� �� �������� �� �������� ���
������������� �� ��������� �� ��� ������� ��� ��� �������� ����� ��� ������� ������ ����� �������
���

HT = α0 ∧ β3 ��������

�� ��� ��������� �������� �������� �������

��� �� ����� �� ������� ������ �������� �� �������� ������� �� ���� �� �� ������� �� ���������� ���
�������� ��������� ������� ��� �� ������������ ��������� �� ���� �� ��� ������������ ��������� ���
��� ��������� �� ��� ������� ����������� ��� ������ �� ���� ��������� �� ��������� �� ��� ���������
�������

���� �� ������������ ���������

��� ������ ��������������� �� ����� ��� ������ ��� �� ���������������� ���� �� ��� ��������
������� �� ������� �� �� ������ �� ��� ��������� ��������� ����������� ��� ��� ��������� ���������
���� ��� ���� �� ��� ��������� �������� ����������

�
fel
fmg

�
=

�
0 −�
� 0

��
eel
emg

�
+

�
1
0

�
fd ������

�� ����� ���������� ��� ��������������� �������� ����������
�

−∂tD
−∂tB

�
=

�
0 −�
� 0

��
E
H

�
+

�
1
0

�
J ������

���� � ������� ��� �������� ������� ���������� �� ��� ������� ����� ����������� �� ��� ���� ��������
�� ��� ��������� ��������� ��� ��������������� ������ ���

HEM =
1

2

ˆ

Ω

[E1 ∧D2 +H1 ∧B2] ������
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��� �� ��� ����� ��� ��������� ��������� ��������� ���������� ���� �� ��� �������� ������ ��
��������� ��� ������������� �� ����������

H(B) =
1

2

´

Ω
H1 ∧B2

=
1

2

´

Ω
(HρBρ +HθBθ +HφBφ)

√
gdρdθdφ

=
1

2

´ a

0
dρ[
´ 2π

0

�√
gθHθ

�
dθ
´ 2π

0

�√
gρgφBθ

�
dφ

+
´ 2π

0

�√
gφHφ

�
dφ
´ 2π

0

�√
gρgθBφ

�
dθ]

=
1

2

´ a

0
dρ
��
Hθ

� �
Bθ

�
+
�
Hφ

� �
Bφ

��

=
1

2

´

Π
H

0 ∧B
1

������

��� ���� ��������� �� ������� �� ��� �������� ������ ���� ��� ������ ������� H(D) =
1

2

´

Ω
E1 ∧

D2 ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ������� ��������� E
0
, D

1
����� ��� ������� ���������� ���

��������� ��������� ��� �� ����� ���������� �� Π ������ ��� ���� ������ ��������



− ∂

∂t
D

1

− ∂

∂t
B

1


 =
�

0 −�Π

�Π 0

� �
E

0

H
0

�
+

�
1
0

�
J
1

������

����� ��� �������� ��������� � ������� �Π =

�
0 −1
1 0

�
∂

∂ρ
�� ��� �� ������� ������� ������ Π�

��� ������������ ��������� �� ��� �� ������ ���� �� ��������� ���� ��� ������ �� � ���� ��
������� ��������� ��� ��� �������� ������ ���� �� ���� �� �� �������� ������� �� ��� ������� �� ��
������ ��� ����� ������ �� �������� �������� ���� ��� ������� �� ��� ������� ������� �� �� ������
�� ������� ��������� ��� ������ ��� ������� ���� ���������� �� ������ ��� ������������ ��������
�� ��� ����������

��� �� ������� �� ���� ������� ��� ������ ���
´

∂Ω
H1 ∧ E1 ����� ���� ������� ��� ���������

��� ���������� �������� �� ��� ������ �� ��� �������� ������� �� ��� ������ �������� ������
ρmax = a � ����� Eρ = Hρ = 0 �� ��� �������� ��������� �� ����

´

∂Ω
H1 ∧ E1 =

´

∂Ω
(HρEθ − HθEρ)

√
gρdρ ∧ √

gθdθ + (HφEρ − HρEφ)
√
gφdφ ∧ √

gρdρ
+(HθEφ − HφEθ)

√
gρρdθ ∧ √

gφdφ

=
´ 2π
0

dφ
´ 2π
0

dθ
√
gθgφ (HθEφ − HφEθ) |a0

=
�´ 2π

0

√
gφEφdφ

� �´ 2π
0

dθ
√
gθHθ

�
|a0 −

�´ 2π
0

√
gφHφdφ

� �´ 2π
0

dθ
√
gθEθ

�
|a0

=
´

∂Π
HθEφ − HφEθ

=
´

∂Π
H

0 ∧ E
0

������

���� �� ��� ����� �� ������� ���� ���������� ���� ��� �������� ���� F = Λ1(Π) × Λ1(Π) ×
Λ1(Π)×Λ0(∂Π) ��� ������� ������ ���������� ���� ��� �������� ������� E = Λ0(Π)×Λ0(Π)×
Λ0(Π) × Λ0(∂Π)� ��� ��� ����� ��� ������� �� ����� ���� ��� ���� �� � ������� ������������
��������� ����� �� ��������� ��� ���� �� ������ ������� ��� ��� ���� ���� �� �� ������� ���������� ���
��� θ ��� φ ���������� �� ��� ������� �����������

DEM =



(fel, fmg, fd, f∂Π, eel, emg, ed, e∂Π) ∈ F × E |�
fel
fmg

�
=

�
0 −�Π

�Π 0

��
eel
emg

�
+

�
1
0

�
fd,

ed =
�
1 0
�� eel

emg

�
���
�

f∂Π
e∂Π

�
=

�
eel|∂Π
emg|∂Π

�





������

���� ��� �� ����� ������ ���������� ���� � �� ����� ���� � ������� ����� ������� ��������
�� ����� ���� �� �� ����� ��� �� ����� ���� ��� ��������� ���������� ��� �������� ��������
����������� ��� �������� �� Bθ, Hθ, Eφ, Jφ� ��� ��� �������� ��� ����������� ��� ��������� �������
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Bφ, Hφ, Eθ Jθ�� �� ����� �� ����� ��� ����������� ������� ��� �������� ��� ��� �������� ���������
�������� ��������� �� ���� ����� �� ��� �������� �������� ����� ��� �� ��������

�
felφ
fmgθ

�
=




0 − ∂

∂ρ

− ∂

∂ρ
0



�

eelφ
emgθ

�
+

�
1
0

�
fdφ ������

����� felφ = −∂t
�
Dφ

�
� fmgθ = −∂t

�
Bθ

�
� eelφ = Eφ� emgθ = Hθ ��� fdφ = Jφ� �� ��� ���������

����������� �� ��� �� ������ ��� ��������� �������� �������� ���� ��� ������� ������ ������ ����
��� ���� �� ��� ������������ ��������� �� �� �������

���� ������� ������������ ��������� �� �� ������

�� �������� ���� ��� �� ������������ ��������� ��� ��� ��������� ���� ��� ����� ���� ����� ���
������������ ��������� ��� �� ������� �� ������������

�
B2 = �µH

1

E1 = �ηJ
2

⇒
�
Bθ = µHθ

Eφ = η (Jφ − Jni)
������

�� ����� ��� ��� ��������� ������� Jni �� ��� ��� �� ��� ��������� ������� Jbs ��� ��������
������� ������ Jext ����� �� ���������� ������� �������� ������� �������� ��� ����� ������������
��������� ��� �� ������� �������������





1

µ

√
gθ√

gρgφ

�√
gρgφBθ

�
=
�√

gθHθ

�

η
√
gρgθ (Jφ − Jni) =

√
gρgθ√
gφ

�√
gφEφ

� �������

����������� ��� ���� ��� ����� ���� ����� �� ����� ���� ��� ������ θ ∈ [0, 2π] ��� φ ∈ [0, 2π]� �����
��� �������� ���������� �� ��� �� ������� ���������� �� ��� ��� ��� ������������ ��������� �� ���
Π ������� 




�
ˆ 2π

0

√
gθ√

gρgφ
dθ

�

� �� �
A1

Bθ = µHθ

η
�
Jφ − Jni

�
= Eφ

�
ˆ 2π

0

√
gρgθ√
gφ

dθ

�

� �� �
A2

⇒
�
B

1
= �µH

0

E
0
= �ηJ

1 �������

����� ��� J̄ni ���� ����� �� ��� ������ ������������ �������� �� ������� �� �� ���� ��� J̄niφ����������
����� ���� ��� ������� ����� �� � ��������� ������ �� ��� ������������ ���� ����� ����� ������ ��

� ���������� ������� ���� ������� ��� �������� �� ��� ��������� ������������ ���� �������� �������� ��
��� ��������� �������� ������ ��� ������������ ������� felφ �� ���������� ���������� ���� ��������
�� ��� ��������� �������� ���� ����������� ���� ������ �� � ������ �� ���� ��� ������������ ���
�������� �� ��� �������� ���� ��������� �������� ����� ��� �� ������� �� �� ��������������������

������ ����� ��� ���� �� ��������� �������
���� ���� ����������� ������ ��������

∂Bθ

∂t
=

∂

∂ρ
Eφ

=
∂

∂ρ

�
η

1

A2

�
Jφ − Jni

��

=
∂

∂ρ

�
η

1

A2

∂

∂ρ

�
1

µ
A1Bθ

��
− ∂

∂ρ

1

A2

�
ηJni

�
�������

���� ���� ���������� �� ���� �� ��� �������������� ��� �� ���� ������� ��� ����� ��� ����� �� ��� ��� ���
�������� ��������

��� ���� �������� ��������������������� �� �� �������� ���� ����� ��� ����������� �������� ���� ����� ��� �� ��
�������� ����������� �� ���� ����� ���� ��� ����������� �������� �������� �� ���� ����������



������� �� ��������� ��������� ��

����� ��� ��������� �� ��� �������� ������ ��� ψ� ������� ������ ������

−∂ψ

∂t
= Eφ

⇒ −
∂
∂ψ

∂t
∂ρ

=
∂Eφ

∂ρ
=

∂Bθ

∂t

⇒ −∂ψ

∂ρ
= Bθ

�������

���� �� ������ ������ ��� ��������� ��������� �������� �������� ��� ��� �������� ����

∂

�
−∂ψ

∂ρ

�

∂t
= − ∂

∂ρ

�
η

1

A2

∂

∂ρ

�
1

µ
A1

∂ψ

∂ρ

��
− ∂

∂ρ

1

A2

�
ηJni

�

⇔ ∂ψ

∂t
= η

1

A2

∂

∂ρ

�
1

µ
A1

∂ψ

∂ρ

�
+

1

A2

�
ηJni

�
�������

������ �� ��� ������ ������ q ������� ������ �� ������ ��������� ��� �������������� ������ �����
�� �������� ������� ������� ��� ����� �� ��� ������� �� ���� ������ ������ ������ ��� ���� �� ����
�������������� ��� q������� �� ����� �� ��� ���������� ���� ��������

q = − 1

2π

∂Φ

∂ψ
�������

����� Φ �� ��� �������� �������� ���� ����� �� ���������� ������ �� ��������� ���� ��� ���������
�� ��� �������� ��� ψ �� �������� �� ��� �������� ����� �� ����� ��� ��������� �� ������� ���
������������� �� ��� ������ �� q > 1� �������� �� ���� ����� �� ��������� ���� �� �� ��� ���� �� �
��������� ������ ��� ��� ������ �������� �� ��� ������ ���� ��� q������� ������� ��� �������� �����
q = 1�

��� ������ �������� ���������� ��� �� ������� ������������ �� ���� �� ��� �������� ����




fmgθ|ρ=0 ∼ ∂ψ
∂z |ρ=0 = 0

eelφ|ρ=a = −∂ψ
∂t |ρ=a = −Vloop

�������

��� ���� ��� ��������� ��� ���������� ��� �������� ���� ������� �� ��� ������� �������� ����
��������� ����� �� ��� ������� ������ ��� ������ ��� ������ ��� �������� ������� �������

������ �� ����� �� �� ����������� ������� (A1, A2) ��� ��� ���������� (C2, C3) ���� ���� ��
���� ������� �� ����� �� ����� ��� ��� ��������� �������� ��������� ������� ������ ���� ��� ������
������� ��� �� ������� �� ��� �������� ����������� ������ dV = rλ.dρ.dθ.dφ ��������� ��� �����

V � =
∂V

∂ρ
= 4π2 �rλ�� ���� �������� ����� r =

√
gρgθ� ���

∂r

∂ρ
=

√
gρ = δρ�

√
gφ = λ = R0 + rcosθ�

���� �� �����

⇒





A1 =
´ 2π

0

r

λδ2ρ
dθ

A2 =
´ 2π

0

r

λ
dθ

⇒





A1 =

�
r

λδ2ρ

�

A2 =
� r
λ

�
�������

��� ���������� (C2, C3) ��� ������ ���




C2 = V �
�
|∇ρ|2
λ2

�

C3 = V �
�

1

λ2

�
⇔





C2 = 4π2

�
r |∇ρ|2

λ

�
= 4π2A1

C3 = 4π2
� r
λ

�
= 4π2A2

�������

�����
∂ρ

∂r
=

1

δρ
= ∇ρ�



������� �� ��������� ��������� ��

�� � ������� ���������� �� ��� ���� �������� ��� ��������� ����� �������� ��� ������������
����������� ������������ ���������� ��� ������������ ������� ��� ����������� ��� ���� ������������
��������� �� �� ��� ��������� ��������� ��� ���������������� ����� �������� ��� ��������� ��������
�������� �� � ���������� ���������� ���������� �� ��� �������� ��������� ���� � ������ �������������
��������� �� ��� ���������� A1 ��� A2 ������������� �� ��� �������� ����� ���������

��� ������ ��������� �������� ����� ������ ��� ������� ��� ���� �� ����������� �� ��� �����
����������� ��������� ����� � ������������ �������������� ���������� ���� ��������� �������
������� �� �� ���� � �������������� �� ��� ������������� ������ ������ �� � ����������� ����������
���� ��������������� ���� ��� ��������� �� ����������� ������ ����� ��� �� ������� �� ���������
�� ����������� ����������� ���� ���� ���������� ������ ���� � ������� �������������� ���� �����
����������� ����� ��� �� ������������ �������� ���� ��� ��� �������� ������� �������� div �����
��� ��� ������������ ���� ��� grad ����� ��� ��� ��� ����� ���� �������� ��� ������� ���� �������
��� ��� ��������� �� ��������� ��������� ��� ��� ����� �� ���� ���� ���������� �� ��������� �������
��� ��������� ��������� ����� ��������� ���������� ��������� ������� ���� ���� ���� ��� ��� �����
����������� ����������� �� �������� ���� ��������� ��������� �� ����� ������� �� ��� ���� �������
��� ��� ������� �������� ���������

��� ������ ����������� η� ��� ��� ��������� ������� Jbs ��� ������������ ������� ���� ��� ������
����������� T ���� ���� �������� �������� �� ���� �������� ������� ������� ���� ��� �������� ���
�������� ����� ���� ��������� ���� ���� ��������� ��� ��� ����������� T ��� ���� ����������
�� �� �������� ���������� ��������� η := η (z, t) ��� Jbs := Jbs (z, t) ���� ���� ���������� ��
���� ��� ����� ��������� ����������� �� ��� ���� �������� �� ���� �������� ��������� �� ��������
���������������� ����������� ��� � ��������� ���� ��������� �������� �� ��� �������� ���� ��
�������� �������� ��������� ���� ����� �� ��� ������ �� �������� ���� ������� ��������� ���������� ���
���������� �� ��� ������ ����������� ��� ��������� ������� ���� ��� ��� ����� �������� T �

� ��� ������� �������� �������� �������

�� ������� �� ��� �������� ������ ������� ��������� ��� ����� ��������� ������ ��� ������� ����
������� ���� ��� ��������� ��������� ��� ���������� ������� ��� ��������� ����������� ���������
�������� ��� ��� ���������� ����������� ��� ���� ���� �� ����� ��� �������� ���������� ���������
������� �� ��������� ����� �� ���� ������� ��� ������������ ������� ������ ����� ����� ��� ������
����� ��������� ��������� ��� ������������ �������� �� ����� ������� �� ����� ����� �������� ���
���� ���������� ����� ��� ������� ����������� ����� ��� ����� ������� ���� ��� ��� �������� �������
������� ��� �� ����� ����� ��� ��������� �� ����� ��� ������������ ��������� ��� ��� ���� �������
�������� �� �������� �������� ����������

��� σs ∈ Λ3 (M) ������ ��� ������� ������ ����� s ∈ Λ3 (M) ��� ������� ������� ��� T ∈
Λ0 (M) ��� �������������� ����� ��������� ��� ��� ������ �� ��� �������� ������ ���� ������
������ ����� M�� ��� ������� ������� �������� ����� ���� ������� �� ������� �������

������ ���� ��� ����� ���������� ��������� ��� �� ���� ������� ������ ����� ��� ���� ������ �������� �� ��������

������� �� ���� ��� ���������� ���� ������� ��� ��� ��� ����������� ��� �������������� ������� ��������� ������

���� �������� ������������ ������� ������� ���� ���� ��������� ������� �� ���� ���� ������ ��������� �� �������� �����

������� ��������� ��������� ���� ��� ������ �������� ���� �� ���������� ��� �������� �������� ������� ��������� ����

�� �������� �� ������� ��� ��� ������� ���������������� ���� �� ��� ������ ��� ������� ������ �� ����� ��� ����������

������ ��������� ��������� ��� ������� ���� �� ��� ���� ������� ������� ���� ���� ����� �������� �� ��� ���� ���

���������� ���� ������� ��������� ��� �� ���� ��� ���� ��� ������ ������� �������� ��� �� ���������� ��� ���

���� �� ���������� ��� ������� ���� �� ����������� ��������� ������ �� ���� �������� ���� ��� ���������� �����������

Te ��� �� ������� ���� ��� ������� ����������� T ������ �� ��� ����������� �� ��� ������ ������������ �������

���������������� ������������ Te, Ti ��� ����� ��������� ne, ni �

Ti = αTiTe

ni = αine

T =
neTe + niTi

ne + ni
=

1 + αiαTi

1 + αi
Te

����� αi ��� αTi ��� ��� ������ ������ �� ������



������� �� ��������� ��������� ��

�
T
ds

dt
F

�
=

�
0 −�
−� 0

��
T
fq

�
+

�
σs

0

�
�����

���� ��� ���� ��� fq ∈ Λ2 (M) ��� ��� ������� ����� F ∈ Λ1 (M)� ��� ������� ������� ��������
����� �� ������� ��� � ������ �������� ������ M �������� �� ������� ��� ���������� � ��������������
���� ���������� �� �������� ����������� ������ ������� ��� ����� �� ������� ��� ���� �� ���������
�� ������� ���� ������� �������� �� ��� �� ������� ��������� ������� �� ��� ���� ������� ������
Ω�

�������� ��� �������� ����� ��������� �� ���������� ���� ����� �� ���� �������� ����� �����
������� ��� ��� ������� ������� ��� �� ������� ��������������� ��������� �� ��� ������� ������
��� �� ������ �� ��� ��������� ����

H(T ) =
´

M
T 0 ∧ σ3

s =
´

Ω
T 0 ∧ nσ3

s

=
´

Ω
Tnσs

√
gdρdθdφ

=
´ a

0
dρ
�
T
´ 2π

0

´ 2π

0

�
n
√
gσs

�
dθdφ
�

=
´ a

0
Tσsdρ =

´

Π
T

0 ∧ σ1
s

�����

��������� ��� �� ������� ����� �� ����� ��� �� ����������� ���� ��� �� ����������������
������ �

f1
e2

�
=

�
0 −∂ρ

−∂ρ 0

��
e1
f2

�
+

�
σs

0

�
�����

����� f1, f2, e1, e2 ��� ��� ���� ��� ������ ����� ��� ������������ ������ �� nT (Dts), nfq, T
��� F ������ ��� ������ n �� ��� ������� �������� ��������� ��� �� ��� ���������� ������� ��������
�� ��� ��������� ��� �� �� ��� ��� ������������� �� ��������� ������

f2
q =�χ F 1 ⇒ f2 = nχ

√
gθgφ√
gρ

e2 �����

����� χ �� ��� �������� ���������� ��� ����� ��� ��� �� ���� �� ��� ������ ������������ ���������

�������� e1 ��� f1� �� ����������� �� �������� ������ ���������
dn

dt
= 0�

s = ��
�
T 3/2

n

�
⇒ ds

dt
=

∂s

∂T

dT

dt
=

3

2

1

T

dT

dt
�����

��� ��� ������ ���� ��� ���������������� ����� ��� ���� ��������� ������� ���� ����� �� ��������
���������� �� ��� ����� ������� �������� �������� ���� ����� ���� ������ ���

√
g
3

2

∂nT

∂t
= ∂ρ

�√
gθgφ√
gρ

(nχ∂ρT )

�
+ σs �����

������������ ��� ���������� ��������� �� z = 0 ������

f1 (0) = e2 (0) = 0 �����

��� �������� ���������� ���� �� ������ ���




f2 (0) ∼ ∂T
∂z |z=0 = 0

e11 = T |z=1 = T1

�����

��� ���������� ��� �������� �� ��� ������� ����� ��� ���� ��������� ������ �� ��� ���� ��������
���������� ��� ������ �������� ��������� ������ � �������� ������� ������ T1� �� ��������� ����
���������� �� �������� ��� ������ ����������� �� ��� ��������� �� �� ������� ���� �� T1 = 0� ����
������� ������ �� ���� ��� ���� �� ��� ������� ���������� � ����������� ������� �� ����������� �� ���
������ ���� S� ��������� �������� ����� ������� �� ������������� ������� ��������



������� �� ��������� ��������� ��

������ �� ��� ���������� ���� ��������� �������� �� ���� �������

V �∂t (neTe) = ∂ρ (G1V
�neχe∂ρTe) + V �Pe �����

����� ��� ����� V �, G1 = �∇ρ�2 , ���Pe ��� ���������� ������������ �� ��� ����������
√
g, g−1

ρ �
��� nσs ����� ��� ��� �������� ����� ���������� ���������� ��� ��� ������ ����� �� ������

��� �������� ����� ��� ��� ��������� �� ��� ����� ������� ���� �� �� �� ������� ������� ����
���� ������� ������� ��� �������� �������� ���� ��� ��������������� �� ��������� ���������� ���
������ ����� ��������������� ��������� ��������� �� ������� ������������ ��������� �� ��� ������
���������� �� ����� �� ��������� ������� �� �� � ��� �������� ��� �� ������� ����� ��� ����
��������� ��������� ���������� �� ��� ����� ������ �������� ��� ��� ���� �� ������� ��� �������������
�� ���� ��� ����� ��� ��� ��������� �� ��� �������� �� ��� ������ ��������

�� �������������������� ���������

�� ���� ������� �� ���� ����� ���� ��� ��������� ����������� �� ��� �������������������� ����
������� ���� �� �� ��� ������������� �������� ��� ��� ��������� �������������� ������� ��� ���
������ ��� ���������� ������������ ����� �� ���� ���� �������� ���� ��������� �������� ���� ��
��� ������ ����� �� �������� �� ����� �� ����������� ��� ����������� η� ��� ��������� ������� Jbs
��� ��� ������� �������� ��������� χ� ����� ��������� ���������� ���� �� ��������� ���� �� ���
������� ��������� �� ��� ���� ���������

���� ������������� ��������

��� ����� ��������� ������ �� ���� �� ��������� ��� ��������� ������������� ����������� ��� �����
������������ �� ���� ���������� ������

ˆ

Ω

ev ∧ fv − eJ ∧ fJ = 0 ������

���� (fJ , eJ) = (J, EL) ��� (fv, ev) = (σP , �v)� ��� ��������� �� ���� ����� ��������� �� ���������
��������������� ����� �� �� �������� ��������� �� � ����� �������� �� ���� ��� �� ��� ��������������
������� �� ��� �� ��������� �� ����� ����� �� ������ ����� ����� �������� ������� �� ��� �����

�
´

Ω
J ∧ EL =

´

Π
J ∧ EL

´

Ω
σP ∧ �v =

´

Π
σP ∧ �v

������

��������� ��� �� ����� ������������ ��� ��� �� ���������� ������
ˆ

Π

σP ∧ �v − J ∧ EL = 0 ������

��� ��� ����� ��������� ������ ����� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ������� ����������

���� ������������������� ��������������

������ ����� �� ������� ��� �������� ��������� �� �������������������� �������� D (v) ��������
�� ���������� �������� ��� �������������� ���� ��� �� ������� ����� Ω ���� ��� ������ ������ ���
M�� �������

ˆ

M=φt(Ω)

e2 ∧ f2 =

ˆ

Ω

φ∗ (e2 ∧ f2) =

ˆ

Ω

φ∗ (e2) ∧ f1 ������

���� φ∗ (e2) =
1

�v
e2 ◦ φ−1� ��� ���� ���� n =

1

�v
��� �������� ������� ����������� �������� �� ���

������������ ���������� ∂tv = 0��
��� ������� ��������������� �� ����� �� ������� �� �� �������� ����� ������������ ���� ���

��������� ∂tg = 0 �� ��������
�√

gnT (Dts) = −∂ρ
�
n
√
gθgφfq
�
+
√
gnσs√

gρFρ = −∂ρT
������
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���� ��������� ������������� ������

�� ������� ���� ��� ���������� ���� ��� ���������� ����������� ��� ��������� ���� �� ��� �����������
η (T )� ��� ��������� ������� Jbs (T, ∂zT ) ��� ��� ������� �������� ��������� χ

�
T, Bθ

�
�����

������ �� ��� ��������� ��� ������� �������� ��������� ��� ���� � ������� ���� �� ��� �������� ��
����� ��� ����������

• ��� �������� ���������� ��� η ����� �� ���� ���

η (T ) = Cη (Bθ)T
−3/2 ������

����� Cη �� ��� ������� ��������� ������� ���� ��� �������� ���� Bθ� ��� ��� ��������� ��
η �� Bθ ������ ����� �� ����� ����� ∼ 1� ��� �� ��������� �� ���������� ���� ��� ������
������ �� ��� ������ ����������� T �∼ 105KeV ��

• ��� ��������� ������� �� ���� ���������� ��� ������������ ����� ��� ��������� ����� �� �����
�� ��� ��������� ���������� ����� ���� ��� �����

Jbs = q (β1T + β2∂zT ) ������

����� β1 ��� β2 ��� ��� ��������� ���������� �� ����� �� ��� ���� �� � ������ ����� ��������
������� n�

• ������� �������� ���������� ����� �������� ���������� ����� �� ������ ���

χ (∂zT, Bθ) = Cχ (Bθ) ∂zT ������

����� Cχ �� ��� ������� ��������� �� χ ����� ���� ������� �� ��� �������� ���� Bθ�

�������� ��� �������� ��������� �� ������ ������� ��� �� ���������� ���� �������� ���� ������ ��
��������� �� ��� ���������� ����� �� �� ���� �� ����� �� ��� ���� �������� ��� �������� ����������
������������� �� ��� ��� �������� ���������������� ������� ������ ����� ������� ���� ���� �����
���������� ���������

�� � ������� ��� ������ ����������� T ������ �� ��� ������� �������� ��� ����� �� �����������
��������� ����� ������ ���� ��� �������� ���� ������ �� ��� ��������� �������� ��� ������� ����
������������ ���������� ������ �� �������� ��� ���������������� ��� �������� �������� η (Te)
��� Jbs (Te, ∂zTe) �� ��� ��������� �������� ����� ��� �� �������� ���������� ���� ���� ��������
����������� ���� ���������� ���� Te� ��� ���������� ������������ �� ����������� ��� �������� ���
��� ������� �������� ��������� χ (T, Bθ) ��� ���� �� ���������� �� �� �������� ���������� �����
������� �� T ��� ��� ����� �� ��������� ����� Bθ� ����� �� ���������� ����������

��� ����������

� ����� ���������� ��������� ��������� ����������� ��� ���� �������� �� ���� �������� ���
��������� ��� ������� �������� ��������� ���� ���� �� ������������� �� ��� �������� ������� ����
����� ��� �� ��� �������� ����� �� � ����� ����������

�� ���� ������ ��� �� ������� ������� ������ ��� ������������ �� ��� ����� ���� ��� ����������
���� ��� ������������� ������ ���� ��������� �������� �������� ��� ���� ��������� ��������� �� ���
����� ����� ���� ����� ����� ��������������� ���������� ��������� �� ��� ���� �� ��� �������� ��
���������������� ������ ��� �������� ��� ������������� ��� ���� ����� �� ��������������� ���������
������ ���� �������� ��������� ���������� �� ��� �� ����� ���� �� ����������������� ����������������
���������� ������ ��� ������� ���������� ����� �� ��� �������� �� ������ ���� �� ����� ���� ���
����������� ��� ��� ���� �������� ��������� ���������� � ���������� �������������� ������ ���� ��
��������� �� ������� � �� ����� �� ������ ��� ����� ����������� ��� �������� ����� ��� ��������
����� ����������� ��� ����� ���� �� ���� �� ������ ������� ������� ���� �� ������� �� �� ���
������ �������� ������� ���������� �� ���� ������ �� ������� ����������� ������������ �������
��� �� ������� � ����� ��� �� ������� �������� �� ��� �� ������� ������ ��������� �� ���� ��������

� ���� �������� �� ������ ��������� ��������� ����� ��� ���������� ������� ��������� �������
��� �� ���� �� ������� ��������� ���������� ��� ������������ �������� ��� ����� ��� ��������� ��
���� �����
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�� ���� �������� � ������ �� ������ ��������� �������������� ������� ���� �������� �������� ���
����������� ������� ���� ����� �� ���������� �� �� ���� ������� �� ��� ��������������� �������
�������������� �� ��� �� ������ ������� ����� ������� �� ��� �������� ��������

�� ��� ������� ��������� �� ����������� ��������� �������� ���� ��������� ������� ���������
�� ����� ������� ����������� ���������� ��������������� ������� ��� ����� ������ ������� ���� ����
�� ��� ����� ������������ ������� ���� �������� �������� ���������� ��� ��� ������ ����� ��� ���
�������� ������ ����� ���������� ��� ��������� ��� ��� �������� ��� ��� ������� ����������� ���
������� ����������� �������� �������� ���� ��� ��������� ��� ��������� � ����������������� ���
���������� ����� ��� ���� �� ����� ���� ������ �� ��� ����� ����������� ��������� ���������� ����
��� ������ ������������������� ������ �� ������� ���� � ���� ����� �� ������ �� ���������� �
��������� ��������� ������ �� ��� ������� ������� �� � ����� ���� ������� �� ��������� ���������
���� ����������� ��� ������� �� �������� ����������� ��������� �����

�� ��� ���� �� ���������������� ������� ���� ��������� ������� ��������� ��� ������ � ������
����� ����������������� ��������������� ����������� ����� ����� ���� ���� ��� �� ������������ ��
����� ��� �� ��������� ��������������� ��� �������� ������� �� �������� �� �������� ��� �����������
��������������� ��������� �� ��� ����� ��� ���� ��� ���� ������� �������������� ��������� ���
������������ ������������ ��������� ��������� ��������� �� ��� ������ ������������� ������� ��
������ ���� ����� ��� ��� ������ ������� ���� ��� ����� ������� ������������ ���� ������� ���
���������������� ������ �� ��������� ���� ����� ��� ��� ��������� ��� ��������� ���� ��� ����
��� ������������� ������ ��� ���� ���� ����� ����� � ���������� ������� ��������� �������� ��
��������� ���� �������������� ��� ��� �� �������� �������� ������������� ������ ��� ��� ���������
��������� ��������� �� ����� ��������� �������� ���� �� ��� ����� �� ����������� ����� ���� �� ������
���� ����� �� ������ �� ������� ���� ����� �������� ������������� ������ ��������� �� ��� ������
�� ����������� ����� �� �� ������������ �� ��� � ��� ����� �� ��� �� ����� �� ��� ���������� ���
���� ������� ������������� ������� ���� �� ��� ������� ����� �������� ������ ���� ��� ��� ��
�� ��� ������� ���������� ����������� ���� �������� ����������� ����� �� ���� ������� �� �����
��� �� ��� �� ������� �� ����� �������������� � ���������� ������� ��������� ������ ���� ���
����� ��������� ��������������� ������ ���� ��� �������� ���� ��� � ������� ������������ �� ���������
��������������� ���������

������� ���� ��������������� ���� ���� �������� � ����������� �������������� �� �������� �������
���� �� ����� ������� ������ ������ ���� ��� ������ ������������� ������ �������� �������� ���
����� ��� ��� ���������� ���� �� �� ���������� �� ��������� ��� ������������ �� ��� ����������
����� ������� ���� ����� ��� ���� ���������� �� ���� ������� ���� ����� ������������� �� ������
����� ������� ��������� ������� ��� ��� ������������� ������ ��� ����� ������� �� �������� �������� ��
���������� ������ ��� ���� ��� ���� ������� ������� ����� ��� �� ������ ����������� � ������ ��
������������� ������ ����� ����� ����� �� ��� ������� ����� �� ���� ����� � ���������� �����������
������ ����� �������� ����������� �� ���� ������� ��� ������������� �������� ��� ������ �� ������
����������� ��������� ������� ���� �������� ������������ �� ��� ��������� �������� �� ��� ���� ��
��������������� �������� ���������� �� ����� ����������� ������� ��������
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���������� �� �������� � ������ ���������� ���� � ������� ��� �� �� �� ��� ��� ����������
��������� �� ���������������� ������ ����� �� �� ������ � �� ��� �� ��� ���������� �������������
����� � ��� ����� ��������� �� �������������� �� � ��������� ����������� ����� ��� ����� ���
�������������� ��� �� ������� �������� ����� ��� ������������� �� ��� ��������� ���������������
����������� ���� ��� ����� ������������ ������������� ����� ��� �� �������� ����� �� �����
������� �������������� ��������� ����� ������� ��� ������������ �� ��� ����� �������� ����� ���
������������� ������ ��� ����� �� ���� ���� ��� ����������� ������ ����� �� ���� ������� �� �
���������� �������� ������� ������� ���� �������� ����������� ���� ������ ����� �� ��� �������������
��� �������� ������������� �� �������������� ����� ��� ������ ��� ��������� ����������� �������
����������� ���� ����������� ������ ��� ��������� ������� �����������

�� ��� ���������� ������� ���� ��������� ��� ������� �������� ��������� ���� ������� �� ������
��������� ��� ������ ��������� ����� ����� �� ���� ������ �� ����� ��� ��� ������� �������������
������� �� �� ���� ����� ��� ���� ��������������� ������ ������� ��������� ������������ �� ��� �����
���� �� ��� ����������� ������� ���������� �� ����� ����������� ������� �������� ���������� �������
��� �������� ���� ��� �������� ���������� ��������� ������ ��� ������� ��� ��������� �������
������������ ���� ���� ��� ������� ���� ������

��� ������� �� ��������� �� �������� �� ��� ������� �� �� ������� ��� �������� ����������� ��
��������� � ��������������� ������ ��� ��� ������������� �� ��� ��� �������� ���� � ����������
���� ��� ������������� ��������� ������� ��� ������������� ����� ����� ���������� ����� �������
�������������� �� ���������� �� ���� �� ��� ����� ����������� ������� �� ��� ������ ������� ���
��� ��������� ������������� �� ��� ������������� ������� ��������� ������� ��� ������� ��������
��������������� ����������� ����� ����������� ��� ��� ����������������� ����� �������������
�� ��������� ������������� ���� ��� ������ ������������� ������ �� ������� ��� �� ����������� �
���� ���������� ������ ����� �� ��������� ���� ��� ��������� ����������� ������� ��������� �����
�� ����� ��� ������ �� ������� �� �� �� ��� ���� �� � �������� ��������� �������� ��� �� ���
��������� ������������� ������������ ��������������� ��������� ��� �������� ��������� ������� ���
�������� ���� �������� ���������� ��� ��� ������������ �� ���� ���� ��� �������������� ��� ������
������������� ���� ������� �� �������� ��������� ������������ �� ��� �������� ���� ������ �� ���
���� �� ��� ����������� ������� ���������� �� ����� ����������� ��� ��������� ������� �������� ��
����� ���� ������� � �������� ������ ���� �������� ������������� ����� �� ����������� ���������
�� ���� ���� ��� ��������� ��� ������������� �� ��������� ������ ��������� �� �������� �����������
������������ ����� ��� �������� ��������� ������������ ��� ��������� �� ���� ������� �� ������� ���
���� ��� �������� �������� ����� ��� �� ��������� ������� ������������ ���� ���� ��������� �����
��� ������� ����������� ��� ����������� ��� ��������� ������� ������ �� ���� ����� �������� ���������
��� �� ���� ��� �������������� ��� ��� ���������� �������� ��� ����� �������� ��� ���������� �������
��� ��������� �� ������� �� ��� ���� ����������� �� ���� ������� �� ��� ������� �������� ���������
�� ��� ���� ��� ����� �������� ������ �� ��� ������� ������ �� ��������� ��� �������� ����� ��
����� ��� ��� ���� ����� ������� ��������� �� ������� �

�� �������������� �����������

�� ����� �� ��� � ����������������� ������������� ��� ��� �������� ����������� ��������� ������
������� �� ���������������� ����� �� ���� ����� �������� ������� ������������� ������ ��� ���
��� ��� ����� ���������� �� ��� �� ����� ����� ������������� ������ ���� �� ������������ ������ ��
����������� ����� �� ����� 0 ��� 1�

���� ������ �� ��������� ���� ��� ������� ������ ����������� �������������� ��������� ����
������� ��� ������������ ��������������� ��������� �� ���������� ����� ������� �������������� �� ���
���������� ������������� �������

���������� ��� �������� ���������� ��������� ����������� �� ��� ����� ���������������� ����������
���� ������ ���� �� ����������� ���� � ���������� ��� �� ��� ����� ���� ��� �������� ����� �������
���� ���� �� ����� ��� ������������ ��������� �� ���������� ������������� ���� ������� �� ���� ����
������� ���� ������� ��������� ���� ���� ����������������� ��������������� ��� ����������� �������
���� �� ��� ��������� �� ��� ������ ����� ��� �������� �� ��� ����� ����������� ������������� ����
�� ��� ���� �� ������� ���� �������� ������ ���� ����� �� ��� ��� ���� ���� ��������� �������������

����� ���� �� ����������� ��� ������� ����������� ������� ����� ������������ ���� ��� ����������� �������
������������ ��� ��������� ��� ���������



������� �� ���������� �������������� ��

����� ��� �������� ��� ������ ����������� ���������
������� �� ���� ������� ��� ����������� ���� �� ������� �� ��� ��������� �������� ������� ������

��� �� �������� ������� �� ���������� ��� ��� ������� ��������� ��� �� ��������� ���� ��� ��������
������ ����� ���� ���� ���� ���� ������ ��� ����� �� �������� �� ����� �������� ������ ��������
��������� ��� ��� ������� ��������� �������� ������ ������� �� ���� ��� ������� ��� ������� ��� ���
���������� �������������� ����������� ��� �� ������� �� ���� �������� ����� ���� ���� �������
�� ��� ���������������� ���� ��� ��� ���� ������������� ������

���� ������������� ����� ��� ���� ��� ������

��� ���� �fel, fmg, fd� ��� ������ �eel, emg, ed� ��� ������������ �� ��� �� Π ������ ����� �
��������� ����������

f (t, z) =
�N−1

k=1 (f (t))k w
f
k (z)

e (t, z) =
�N

i=1 (e (t))i w
e
i (z)

������

�� ����� f(t) ∈ RN−1, e(t) ∈ RN ��� ������������ ��� ��� ��� ��� ����� ���� ��������� �����
������ ����� wf

k (z) ��� we
i (z) ��� ��� ������������� ���� ���������� ��������� ���������� ��� �����

�������������� ���������� 



E = span (we
i (z))

F = span
�
wf

k (z)
�

d
�
E
�

= F
������

����� d ������� ��� ������� �������� ���������� ��� ��� ������������� ����������� ���� ������ �� ���
�� ����� �� �� ������ ��� ����� ���������� ���� ������� �� ��� ������� ������� ���������� z ���
������� �� ����� ��������� ����� ��� ������� �� ����������� ���� ������ ��� ������� �� ��� �������
��� �������� f(t, z) = d(e(t, z)) �� ��� ����� ����������� ������������� ����� ���

N−1�

k=1

wf
k (z)fk (t) =

N�

i=1

∂z (w
e
i (z)) ei (t) ������

����� ��� ������������� ����� ���� ���� ������ �� ������� ��� ����� �������������� ���������� ���
���������� ∂zwe

i (z) ��� �� �������� �� ��� ��� ������ ���� ������� �� � ����������������� ����������
�������� ����������� �� ��� �������������� ������ D ∈ R(N−1)×N ���� �����

f (t) = De (t) ������

���� �������� ����� ������� ��� ����� ����������� ������� �������

�� ��� �� ������ Π ���� �������� ∂Π� ��������� ������������ ��������� ��� �� ������ �� �����
���������� �������� D �� ��� ���� ����� B = F × E ���� ������� �� ��� ����� ������� ������
�� �������������� �� ��� ��� ����������� �������� ���� ��� ����� �������� ��� ����������� ����� ��
������� ���

�.|.� : F × E −→ R
(f, e) �−→ �e|f� ������

����

�e|f� =
��
ep, eq, e

∂
�
|
�
fp, fq, f

∂
��

:=

ˆ

Π

[ep ∧ fp + eq ∧ fq]−
ˆ

∂Π

e∂ ∧ f∂ ������

���� ����� ������� �� ���� ��� ��������� �������� ������� �������� �����

��., .�� : B × B −→ R
((f1, e1), (f2, e2)) �−→ ��(f1, e1) , (f2, e2)�� := �e1|f2�+ �e2|f1� ������

�� ��� ���� ����� ���������� ���� ����� ����� (f, e) ��������� �� ��� ������������ ��������� �����
���������� ��� ������� ���������� ���� ������� �e|f� = 0� �� � ������������ ������� ��������� ����
������������� ����� ���� �� �������� ���� �� ��� ����� ����������� ������������� ������ �� ��� ��������
���� ������ �� ��������� �� ��� ��������������� �� ���� �������� �� ���� ���� ��� ��������� ������



������� �� ���������� �������������� ��

���������� ���� ������� �� ��� ����� ������� �� ������� ���� ������������� �� ���� ����������� ���
����������� ������ ������������ �������� ��� �������� �e|f� = 0 ���� ��� ��������� ��������������
���� �� �������� ��� ����� �� ������������ ��� ��� ����� ��������� ������ �� ��� �������� �������
�������� ���� ��� �������� ��������� (e∂ , f∂) ��� ��������� ������� �� ���� ������ ���� ������ ���
��� ���������� ������� ������� ���� ������� ����� ������� ���������� �� ��� ������ ����������
���������� ������������� �������

�� ��� ������� �� ������� ��������������� ������� �� ��� ���������

(e, f) =
��
ep, eq, e

∂
�
,
�
fp, fq, f

∂
��

=
��
eel, emg, e

∂
el

�
,
�
fel, fmg, e

∂
mg

��
������

���� ���� ���� �� ��� ������ ��� ���� ���� ���� �������� θ ��� �������� φ �����������
�� ������� �� ����� ����������� �� ��� ����� ������� �������� ���� ���� ������������ �� ��� �����

������� �� ��� ���� ������ �� ����� ��� ���������� ������ M ∈ RN×(N−1) ���� ���

Mik =

ˆ

Π

we
i (z)w

f
k (z)�z ������

��� ��� ������� �������� Tk ∈ RN×N ���

(Tk)ij = we
i (z = k)we

j (z = k) ����� k ∈ {0, 1} �������

�� ��� ������� ��� ����� ��� ��� ��������� �� ����� ������������� ������ �� ��� ������ ������
����� ������������� ������ ��� ����� ��� ������� ��������� �� ������� ��� ������������ ���������
������ ����� ������� �������������� �� ��� ������������� �������� �� ��� ����� ����� ��� ������
������� ��� ��� ����� ������� ��������� �� ����� ���� ��� �������� ����� ������� �������� ���� ���
������� ��������� ����������� �� ����� ����� ���������� ��� ���� ��� ����� ����� �� ������� ���������
(e1, f1), (e2, f2) �� ��� ������������ ����������

e1Tp

�
0 MD +DTMT − T1 + T0

−DTMT −MD + T1 − T0 0

�
e2q+

−e1Tq

�
0 MD +DTMT − T1 + T0

−DTMT −MD + T1 − T0 0

�
e2p = 0

�������

����� ep = (epθ, epφ) ��� eq = (eqθ, eqφ) ��� ��� ���� ������ ������ �� ��� ����� ����������� �� ���
����� ��������� �� ��� ����� ����������� ������������� ������� ��������� �� ��� ������ � ������
������������ ������� �� ��� ������ ������� �� ��� �������� ���������� ������������� ������ ���
������� ������ ��� �����

MD +DTMT − T1 + T0 = 0 �������

�� ���� ���� ��������� ���� ������ ��� �������� ������ �������� �� ������ ������ �� ����������� ���
����� ������������ �� ��� ��������������� ��������� ��������� ���� ��� ���������� �� ��� �������
����� ��������� ��������� �� ��� ������������� ������ �������� ��� ��� ������� ������ ��� �����

������ ��� ���� ���� ��� ����������� �������� ����������� ��� ������ ��� ���� �� ��� ��������
��� ��������� ��� ����� �������� ��� �� �������� �� T1 = T0 = 0� �� ���� ����� ������� �� ������
�������� ������� ��� �������� ��� ��� �������� ������ ������� ������� �� MD+DTMT = 0� ��
���� ���� ��� ������ MD �� �������������� ��� ������ � ������� ������� ��� ��������� �������
��� ���� �� ������ �� ��� ��������� �� � ������������� �������� �������������� ����� �����������
������� ����� �����������

������ ��� ��� �������� ������� ��������������� ������ ��� �� ������ �� � ��������� ������
�� �� �������� ���� ���� ��� ������������� ����� �� ������� ��� ������������� ����� ���� ��� ���
����� ���������� �� ���� ����� ��� ���������������� ����������� ��� ��� ��������� �������� ��������
��� �� �������� ��� ��� ��������� �� �� ��������� ������������� ����� ��� ��� ���� ��� �� ������
�� � ������� �� ������ � ���������� �������� ������ ��� ��� ������ ����� �������� ��������� �� ���
����� ��� �������� ������ ������� ������� ������� ��� ������������� ���� ������� �� ��� ���������
����� ������� �� ��� ���������� ������� �� ��� ����� ����� ��� ����� ����������� ������� ��� ���
��������� �������� ������ ������� ���� ������ ���� ��� �������� �� ���� �� ��� ������������� �����
�������� �� ������� ���� ����������� ���������� ��� �������� ����� ��������������� ������� ���
�� ���� ������ �� � ������ �� ���������� ������������� ������� ��������� ��� ���������� �� ��� ������
�������� �� ��� ������������� ����� ������� �� ��� ����� ������
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���� ��������� �������� ����� ��������� ��� ��� ��������� �������� �����
����

�� ��� ���� �� ��� ��������� ��������� ����� ������ �� ������� �� �� �� �������� �� ����� ���� ���
�������� ��������� ���������� ��� �������� �� ��� ���������

��
ep, eq, e
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�
fp, fq, f
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=
��
eelφ, emgθ, e

∂
elφ

�
,
�
felφ, fmgθ, e

∂
mgθ

��

������ ��� �������� ��� �������� ���������� ��� ������� ��������� ��� ��� ����� ����������� ���
����������� �� ��� �������� ��������� ��� �� ������� ������������� ���� ��� �������� ��������� ��
��� �����


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�
felφ

fmgθ

�
=

�
0 −D

−D 0

�

� �� �
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�������� ��������� �������� ����� ��� ��� ��������� ��� �������� ���� ��� ����� ��������� �������
� ������� ����������� ��� ��� ������������� ������ �� ��� ���� ��� ���� ��������� ��� ������
������� �� ��� �� ������� ����� ���� ������� ���� �� �� ����� ���������� ������� �� �� ��������
�� ������� � ���������� ����� ������� ����� ��������� ��� ����� ����������� ������ ���� �� � �����
����� ��� �� ��������� �� ��� ����� ���������� ��������������� ����������� ������ ����� ���
�� ��� ��� �� ����� ��������� ��� �� ������ ������ �� �� ������ �� ������ ���� � ������� ���� ���
��� ������ ������� � ������������� �� �� ���������� �������������� �� ��� ������� ����� ���������
� �� ���� �� ��������� ����� ��� � ���������� ����� ������� ��� ������ �� ��� �������� ����������
��� ��� ����� �� ������� ����� ������������ ��� ������� �������� ��� ����� ������� ����� ��� ���
��������� ������������� �� ��� ��������� ������� ���� � ��������� �� ����� ��������� ����� �� ���
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������� ���� ��� ��������� �������� �������� �� �������� �� ���������� ��� ������������ ������� fp = felφ =
0� ��� ��������� ��������� �������� ����� ������� ���� ��� �������� ������� �������� ��� ��� ������� ����������
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�
emgθ

�
��� ��� �������� ���� ��������� emgθ�



������� �� ���������� �������������� ��

������������ ����� ��������� ������������� �� ���� ����� ������� ��� �� ������� ����� ��� �����
��������������� �� ��� ����




felφ
fmgθ

f1
∂φ

f0
∂φ


 =




0 −D
−D 0
we(1) 0
we(0) 0




� �� �
ET

�
eq

ep

�
���



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���������������� ����� ���� ��� �� ��������� �� ��� ����������������� ������������� ������
����� ���� ���� ���������� ������ �� ��������� ������������� �� ��� ������� ��������� �������
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���������� ��� ���� ��� �������� �������������� �� ��������� �������� ���������������� ��������
���������� �������� �������� ������ �� ��� ��������� ���� ������� �������� ���������� ��� ���� ��
��������� �������� ������� ������� �� ��� ������� ����� �������� ������� ������� ���������� �� ���
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�� ��� ��������� ��� ����������� �������� ���������� ��� ����� �������� ���� ��� ��������
����� ���� �� ���������� �� ��� ������������� ����� ������� ��� ����������� �������� ����������
�� ��� ����� �� ��� ������ ���� ����� ������� ������������ ���� �� �������� �� ��� ��������� �� ���
������������� ������������� ������ ���� ������ ������ ���� ����� ������ �� ��� ������ �������
�� ����� �� ��������� ���������� �� ��� �������� ������ ���������� �� ��� �������� �����������
�������� �� ����� �� ���� ���������� ��������� ������� ��� ����������� �������� �� �� ��� �� ����
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���� ������������ � ���� �� �� ���������� �� ��������� ������� ���������� �������� ���� ���������
�� ��� ����� ����������� ����� ����� ������ ���������� ���� ����������� �� ��� ����� ����� ������
����� ��� ����������� �������� ���������� ����� ��� ����� ���������� ��� ���� �� � ���� ��
������������� �� ��� ���������� ������� ��������� ������ ����� �� ��� �������� ����� �������� ����
������� ��� ���� ������� ������ ������ ��� ��� ����� �� ��� �������� ������� ��� �������� ������
�� ������� ������ ���������� ������� ������������� �� ������ ���� ������� �� � �������� ���� �����
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�� �������� ���� ����� �� �� ��� ������ ������ ��� ������ �� z = 0 ���� ������� �������� ����
������ ��� �������� ������ ��������� ��������� ��� ��������� �������� �������� ���������� �����

fdφ (0) = fmgθ (0) = 0 �������
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Bθ, C2 (0) = 0 ����� ���

e0θ = emgθ (0) = 0 �������
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��� ���� ������� ���� �� ���������� �� ��� ���������� �������� ������ ��������� �� ���� ��������
��� ����������� �������� ���������� �� ��� �������� z = 1�

f1φ = eelφ(1) = −∂tψ|1 = −Vloop(t) �������

������ ���� ������� ��� ������������ ���������� felφ = 0� ��� ��������������� ��������� ��������
�������� ���� ��� ������ ������� ������������ �������� �������� ��� ������ ����������� ������������
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�� ���� ������� �� ����������� ��� ��������� �� ���������� ��������� ������������� ������ ����
������� �� �������� ��� ������������� ����� �� ������ �� ��� ��������������� ������ ���������
�� �� ���������� �� ����� ��� �������� �� ������� ��������� ���� �� ��� ��� ���������� �� ��� ������
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������� ������ �������������� ������� ��������� ���� ���� �� ��������� �� � ���� �������������
�� ��� �������������� �� ��� ���������� ��������� �������� ��� ������������� �� ��� ����������� ��
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�� ��� ����������� ����� ���� �� ������� ����������� η ��� ����������� �������� ����������� ���
����������� ������� ��� ��� ������ ��������� �������� �������� ����� ���� �� � ������ ���������
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�� ���� ������� �� �������� ��� ��� ������������� ����� ���� �������� ����������� ��� ���� �
������������� ���������� ����������� ������ ���� ��� �������� ������� �� ������� ��� ��������
�� ��� ��������� �������� ������������� ��� ���� ������� ��������� ������������ �� ��� ��� �����
������� ����� ���� ������� ���� �� ������ �� ��� ���� �������� �� ����������� ����� ����������
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����� ξj ( j = 1..N − 1) �� ��� N −1 ������ ����������� ������ ��� ��� ���� ��� ζi (i = 1..N) ��� N
����������� ������ ��� ��� ������� �� ��� ������ �� ������� ��� ����� �� ��� ������������� ��������
��� �������� ��� ������������ �� ��� ������������� ������� ����� �� ������������ (N − 1)th ��� N th

������ ��������� ����������� ���� �� ������� ���� ���� ��������� f ∈ RN−1 ��� e ∈ RN ����
�� ���� �� ������ ������������ ��� ������������ ������� �� ��� ������������ ���� ��� ������ ��
��� ������������� ������������� ������� �� ����������� ���� ��� ������ ���������� �����������
������� ��� ������������� ����� ��� ��� ���� �� ���� ���� �������� ������������� ����������� ��
��� ����������� ������ ξj ( j = 1..N − 1) ����� ������� ��� ������������� ����������

wf
k (ξj) =

�
1 �� j = k

0 ����
�������

��������� ��� ����� ������� ���������� �������� ������ �������������� ��������� ������� ��� ��� ���
����� ���������� ������������� ������ ��������

f (t) = D (z) e (t) �������

����� D �� � (N − 1)×N ���������� ������ ���� �������� Dji := ∂z (w
e
i ) |ξj �

��������� ��� ����������� �������� ���������� �� ��� ������������� ����� ������
�����

���� ������ �� �� ��������� �� ������� �������� ���������� �� ��� ������������� ����� ����������
�� ��� ���������� ������� ��� ��� �������� �������������� �� ��� ������ ��������� �������� ��������
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��� ��� �� �� ���� ���������� ��������� ��� �������� ������������ ����� ������� ��� ���� �������
��� ��� ���� ���� ������� ����������� η ��� ����������� �������� ���������� ����� �� z = 0 ���
z = 1�� ����� ����������� �� ���� ����� ���� ���� �������� ��� �������� ���� ��� ����������� ����
������������ �� ��� ��������� �������� �������� ���� ����������� �������� ����������� ��� ��������
�� ��� ���� ��� ���� �������� �� � ����� ��������� ������� ���� �������� ��� ������� ��� �����
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�� ��� ���� �� ��� ����������� �������� ���������� ��� ��� ���� �� z = 1� ��� ���� ��� �����������
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�� ��� ��� ����������� � ���������� �������� ����� ���������� ������ ��� ������ ��� ��� ����
������� Vloop ������� ������ ��� ��� ����������� ������ ���� Jni� ��� �������� ������ ������� ��
��� �������� ���� ��������� Bθ ��� ����������� �� ����� ����� ��� ��� ����� ��� ���������� ���� ��
������� ����������� ������ ���� Jni = 0 ��� �� ��� ����� ���� Jni �= 0 ��� ����������� ������ ����
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������ ������ Bθ ������ ���� �������� ������� ����������� η = 5.10−7 ���������� ����� � �������
�������� ��������� Vloop �= 0 � ������� ����������� ������ ���� jni = 0 ������ ��� ���� �����������
������ ���� jni �= 0 �������

�� ��� �� �������� ���� ��� �������� ������ Bθ �������� �� ����������� ������ ������ ������
������ �� ��� ���� �� � ��� ���� ����������� ������� ������� ���� ����� ��� ���������� �����������
������� �� ����� ���� �� ���� ��� ���� � ��� ��� ���� ���� ����� � ���� ���� ������� ������� �������
��� ������ ��� ��� ����� ���������� ����� ��������� ������������ ��� ��� ����� �� ������ ����� ��
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������� ���������� ������� ����� ������������ ���� ����� ����� �������� ��� ����� ����� ������������
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������ �� ��� ���������� ����� �� �� ��� �������� ���� �� ������� ����� ����������� ��� � ������� ��
������ ��������� �� �������� ������� ��������� ���������� ������ ���� ���� ������ �� ��� � �����
����������� ��� ����� ����� ��� �� ������ �������� �� ��� �������� ���� ��������� ���� ��
�� ���������� ����������� �� ��� ���� ���� �������� ��� ���������� ������� �������� �� ���� ���� ��
��������� ��� �������� G ��� R ���� �� ��� ����� ����������� ������� ��� ����������� ������������
��������� ��������

���� �������� ������ �� ���������� ���� ��������� ��������� ���������� �������� �������������
������������� ��� ��� ������� ���� ����������� �������� ���������� ��� ������� �����������
����� ��� ������������� ��������� ��� ��� ��������������� �� �� ��� �� ��������� �� ����� ���� �����
���� �������� ������� ��� ��� ���������� �������������� �� ����������� �� ����� ����� ��� ��� ����
η = 5.10−7�
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����� ������ ����������� ���� ������ ����� ������������� ��������� ��� ��� ���� η = 5.10−7

����� ���������� �������� ������

�� ��� �������� ������������ �� ��������� ��� ���������� �� ��� ���������� ����������� η ���� ��� ����
t ��� ��� ������� ������ ���������� z� ���� ��������� ���� ����������� �� � �������� �� ��� ������ �����
����������� �� ��� ������ ���������� ����������� Te(z, t) ��� ������� ne(z, t)� ��� ����� ��� ���������
������ ���� ��������� � ������������� ������ ����� ��������� ��� ������ ��� ���� �������� �������
��������� �� ���� ���� ��� �� �� �������� ���������� ��� η (z, t) ����� ������

�� ���� ����� ��� ������ ������ ����� ��������� ��� �� ������ ��� �������������� �� ��� �������
����� ��� �������������� ��� �� ���� ������������ ��������� ��� �������������� ������ ���� �� ����
������ � ���������� �������� ������ ����� ���� ��� ���������� �� ��� ��������� �������� ��������
��� ��� ������������ �� ��� ������������� �������� ��� ��������� �� ��� ���� ������������� �����
��������� �� ��� ������ ������ ���������� ��� ����������� ������ R ��� ��� �� �� ��������
������ ��� �� ��� ���� ���������� �� ��� ����������� η (z, t)� �� ����� ��� ����������� ������ ��������
���� ��� ������������ ���� ��� �� ���� �� ��� ��� ������ �� ηk(t) �� ��� ����������� �� ��� ��������
���������� ������ zk ���� �� ��� ����� ����������� ������ ��� ����������� R ������ �� ���� ����
������� �������� �� ��� ����� ���������� ������� �������� ��������� ���
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��� ����������� �� ��� ������������� ����� ����������� ��� ����� �������� ���� ��� ��������
���������� �������� ������ ��� ��� ���� �� �������� ������������ �� ����� ���� � ���� �������
������������ ��� ������� �� ��� ���������� ������������ ������������ ��� ��� ������� ����������� ������
���� �������� �������� �� ��� ���� ������ ������� ��� ��� ����� ���� ��� ����� ����������� �����



������� �� ���������� �������������� ��

����� ��� ������ ����������� ����������� ��� �������� ���� � �������� ��������� ��� ���� ����� ����
�������� ���� N ���������� ��� ������� ��� �� ����� ������ ����� ��� ����������� ��� �������� ��
���� t = 11s ��� ��� ���� ����� ��������� ���������

��������� �����������
��� ��� ���� ����

������������ ������������ ������������ ������������
������������ ������������ ������������ ������������
������������ ������������ ������������ ������������
������������ ������������ ������������ ������������

������������ ������������ ������������
������������ ������������ ������������
������������ ������������ ������������

������������ ������������
������������ ������������

����� ������ ����������� ���� ������ �������������� ��� �������������� �������� ���� ������� ��� ��� �������

����������� η (z, t = 11s) ∈ [2.10−8, 2.10−6]� ��������� ��������

�� ���������� ������� ������������ ����

�������� �� ��� ���� �������� ��� ��� �������� �������� ����� ����� ��������� ��������� ��� ���
�� ��������� ���� �� ���������� ����� ������������ ������ ���� ���� ���� ��� ��� ������ ������������
���������� �� ���� �������� �� ���� �� ������� � ���������� �� ��� ������ ���������������� ���������
��� ���������� ��������� ��������� ��� ��� ������ ��������� �������� �������� �� ��������� ���
���������� ������� ���� ������������ �����

���� ���� ���� ���������

�� ����� �� �������� ��� ��������� ������ �� �� �������� �� ������������ ���� ���� ���� �����
��������� �������� ����� ������ ������� ����� ��� ���������� ��� ����� ���� ��������� ���� ��
������ ����� �� N = 5� m = 10 ��������� ������ ��� ���� �� ��� ����� ���������� ������� ���������
��� ������ ����� �� ��� �������� ��������� Vloop ��� ��� ������ �� ��� ����� ������ ������� Ip�

�� ��� ���� ����� ��� ������������� ������� ������ Jni �� ���� ��� ��������� ������� Jbs ���������
������������� ������� ��� ��� �� ������ ���� ������� ������ ��� ��� ������ ����������� ��� ��������
����� ������������ ���� ��� ����������� ����� �� ��� ���� �����

������������ �� � �������� ��� ���� ������� Vloop ����� �� ��� �������� ��� �� ��������� ����� ���
������� �������� ���� �������� ���� �� ���� ������ � ������ ������������ ���������� �� �����������
������� ��� ������ ������� ��� ��� ���� �������� �� ��� �������� ������ ���� ���������� �� ��������
�� � ������������ ���������� ������� Ip ��� Vloop� ��� ���� �� ��� ���������� �� ����� �� ��� ���
���� ������ ����� ����� �� �� ��� ���� ����� ���� ��� ������ ������ ��� ��������

���� �������

��� ����� ���� ����� ��� ���������� ������� �������� ���� ������������ ����� ��� ���������
������� ��� ����� ��� ��� ������������ �������� ����� �� ��� ������������� �� ��� ������ �� ������
������ �������� ��� ��������� ���� ������� Vloop �� ���� ������ �� ��� ���� ���� ������ �� ��� �����
�� ��� ����� ������ ��� ������� ����� ���� ��� ����� �� ��� ������ �� ��� ������ ��� �� ��� �����
��� ����� ������ �� ��� ������ ��� ��������������� ���� ���������� �� ��� ����� ���� �������
�� ��� ���������������� ����� ��� ����� �� ��� ����� �������� ��������� �� ����� ������ ������
t < 3�� � ���� �� ��� ������ ������� Ip ��� ���� ������� Vloop �������� ��� ���� �������� �� ���
������ �� ����� ������� � ����� ����� ������� ������� ��� ������������ ������ ������� ��� ���
��������� ���� ���� ����� �� ������ ���� ��� �������� ������������� ������� �� ��� ������ ���
������� �������� ���������� ������� �� ��� ��������� ���� �������� ��� ��� ���� �������� �� ���
����� �� ������ ���� ��� ��� �� ��� ���� ������
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������ ����� ��������� ����������
�� ������ ������� Ip� �� ���� ������� Vloop�

�� (Ip, Vloop) ���� �� t ∈ [7.4s, 8.2s]

��� ������ ������ q������� ���� ������� ����� �� ����� ��� ������� ���� ����� �� ����� ����� ���
��������� ����� ������ ������ �� ������ �� ��� ��� �������� �� ����� ������� ��� ����� ���������
�� ���������� ������� ����� ��� ������� ����� ����� �� ����� �� � ����� ��������� ��������������
������ �� ��� ��������� �������� �������� ���� ���� ������������ �� ���� ���� ��� ����������� ��
� � �� ����� ������������ �� ��� ����� � ����� ������� ��������� ����������� � �� ��� ���� ���
��� ������ ������������ �� ��� ������ ������� ��� ��������� ������� ��� ��� q−������� �� ���
����������� �������� ��� �� ��� �������� �� ������ ������������ ������������ �� ��� �������� ��
���� ����� ��� ������������ �� ���� ���������� ��� �������������� ����� ��� q������� �������� ����
����� ����� �� ���� ���� �� �� ��������� �� ��� ������ q������� ������
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� ���������� �������������� ������� �� ������� �������� �����
����

��������� ��� ���� ����� ��� ����������� �������������� �� ��� ������� �������� �������� ��� ���
������ ���� �� ������� ����������� ������� �������� ��������� χ� ��� ���� �� ���� ��� ����������
���� ����� ���������� ��� �������������� ��������� ���� ��� ����� ���� ��� �������� ����� ��������
��� �������� ����� ����������� ����� ��� ��� ������� �������� �� ����� �� �������� ���� ���� �����
������� ���� ��� ������������ ��� ��� ��� ������� ���������� ��� ������������ �������� �� ���������
��� �� �������� ����� �������� �� �� ���� ������ �� ���� � ��� ������ ���� ������� �� ������� ���
������������� ��� ������� ����� ������� ���� ���� ������ ������ � �������� ����� 0 �� ��� �����
��������� � ��� ������ ��������� �� ����� 0 ��� 1 ��� ����� �������� �� ��� ������ �� ������ ��� ����
�� ���� ������� ������������� ��� ����������� ��� ��� ��� ���� �� ����� �� ��� �������� �������
��� �� ��� �������� �������� ��������� �� ���� ���� ���� ������� �� �� �������� � ��� ��� ��������

��� ������� ��� �������� �����

��� ������� �������� �������� �� ������ ������� � �� ��� ���� �� � ������� ��� �������� ����������
χ �� ���� � ������ �������� ���� ������� �� �������� � ��� ��� ���������� �� ���� �������� ��� �������
������� �� ����������� ��� �������������� �� ��� ������� �������� ���������� ��������� �� ��� ���
�� ���� ������ ��������� ��� ��� ������������� ������ ��� ���� ���� ������ ��������� �� ����� 0�
JB0� ��� ����� 1� JB1� ���� �� ���� ����� �� �������� ������������� ����� ��� ������ ��� �����
��� ����������� sT ��� ��� ������� �������� �������� ���� ������� �������� ���������� χ ��� ��
�� ���� ������� ���� ��� ����� ξk �� JB0 ���

sTk =
2χ

3a2
ξ2k, k = 1..N − 1 �����

������ ��� �� ��� ������� ����� ��� ��� ������ ��� �������� ���� �� ������������� ����� wf (z)
��� we (z) ��� ��� ������� ��������� ��� ������� �������� ���������� �� ���� ����� ��� ���� ���������
�������������� ������� ��� ��� ��������� ���� �� �� ��������� ���� ��� ������������� �����
�� ��� ����� ������� � ��������� ��������� ��������� �������� ����� �� ��� ����������� ���� ���
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ẽ1
f̃2
f∂1
f∂0


 =




MT 0
0 MT

0 we(1)
0 we(0)




� �� �
FT

�
e1
f2

�
������

��� ����� ��� ���� ����� �������� ��� ����������� �� ��� �������� �������������� ������ ����
��� ����������� ����� ��� ��� ���� ���� � ����� ��������� ������� ��� ���������� ������ ��� ����
���� ���� �������� ������ ��� ���� ������ ��� �������� �� �������� ����� ��������� ����������� ��
����������� ����� �� �� ��� �� �������� ���� ��� ����� �������� ������� ��� ����������� ��� ���



������� �� ���������� �������������� ��

����������� ��������� �����������
����������� ��� ��� ���� �� ���� ����

��������
����������� ����������� ����������� ����������� �����������
����������� ����������� ����������� ����������� �����������
������������ ������������ ������������ ������������ ������������
������������ ������������ ������������ ������������ ������������
������������ ������������ ������������� ������������
������������ ������������ ������������ ������������
������������ �������������� ������������ �������������
������������� ������������� �������������
������������� ������������� �������������

����� ���� ����������� ���� ���������� ��� ����� �������� �������������� ������� ���� n = 2.1019[m−3], χ = 5[m2/s]

������ ��������� �� ����� ��� ��� ������� �� ����� ������ ���� ��� ���� �������� ��� ��� ��������
��� ��������� �� ����� ������ ��� ���������� �� ��� ���� �������� ���� ������ �� ��� ������ ���������
���������� ��������� �� ���������� ����� �� ���� ��������� ����������� �� ��� �������� �� ������
���������� ������� ������ �� ��� ���� ��� ��� ��� �������� ����������

��� ����� ��� ����� ��� ����������� ������ ���������� ������� ��� ���������� ������� �������
��� ��� ������������ ���� ���� ��� ������� ���� ����� ���� ���������� ����� ����� �� ������
������ ����� ������������ ����� ��� �������� ������ ���� ����� ������� �� ���� ������� ����� ��� ���
����������� ������ ���� ��� ������ �� ��� ������ ����� �� ���� ����� ��� ����������������� ��������
������ �� �������� ���� ��� ����������� �������� ��������� χ ������� �� ��� ���� ����� ����� ��
� ��������� ������� ��� ��� ������� �� ��� ������ ����� �� �������� ��� �� � ���� ���������� ��
��� ���������� ��������� χ ��������� ���� ��� ��������� ������� �������� �� ����� ��� ��������
�� ����������� ������� ��� ������������ �� ��� ����� ��� �� ���� �������� ��������

0 5 10 15 20
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

t [sec]

Te
 [e

V
]

Te data from 47673

0 5 10 15 20
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

t [sec]

Te
 [e

V
]

Simulated Te

 

 
z=0.9
z=0.8
z=0.7
z=0.6
z=0.5
z=0.4
z=0.3
z=0.2
z=0.1

������ ���� ���������� ����������� ������� � ���� ��������� ����������

�� ����������

�� ���� ������� �� ���� ��������� ��� ��������� ��������������� ������� ��� ��� ������� �����������
���� �� �� ����������� ��������� ������� ����� �� ������� �� ����� �� �������� ��� ���������
��������� �� � ����� �� ����������� ������� ������������ ���� �������� �������� ���� ���� ������
��� ������� ��� �������� �� ����� ������� ������� ��� ��������� ������� �������������� �������
�������� ���� ��������� ����� ��� ��������� �� ���������� �� ��� ������ ������������� ������ �����



������� �� ���������� �������������� ��

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1000

2000

3000

4000

x

Te
 (t

=4
s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1000

2000

3000

x

Te
 (t

=7
s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

500

1000

1500

2000

2500

x

Te
 (t

=9
s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

500

1000

1500

2000

x

Te
 (t

=1
4s

)

 

 

Te.ref
Te.sim

������ ���� ���������� ����������� ������� � ����� ��������� ����������

��� ���������� ������ ��������� �� ��� ������ �� ��� ����������� ����� ���� ���� ������������ ���
��� ����� ���� ��� �������� ���������� ��� ��� �������� �������� ��� �� ������� ����������� ���
������������ ��� ������� ������� ��������� ���� ��� �������� ����������� ��� ���������� ���
���������� ����� ��� ������� ���� �� �������� ����� ����� ������� ��� ����

������� ����� �� �������� �� ��� ���������� ����� ��� ��������� �� ��� ������������� ������ ���� ��
� ������� ������� ��� ��������������� ������� ������� �� ��� ���� �� ������� �������� ����� �������
���������� ������������� ����� ���� �� �� ��������� �� ��� ��� ������� ���� ����������� �������
����� ������� �� ����� ���� ��������� ��� ��� �� ��� ���������� ������������� ������ ��� ��� ��
�������������� �� � ��������� ������� ��� �� �� ����������� ������� �� ���������� ��� �������������
���� ������ ������������ �� �������� ��� �������� ������ ����� ��� �������� ���������������
�������� ���� �� ������ ���� ��� ������������� �� ��� ������������ ��������� ����� ���� �� �
��� �� �������������� ������� ��������� �� ��� �������� ��� ����� � ���������� ���������� ���� ���
������ �� ������ �������� �� ��� ��������� �������� �������� �������� �� ������ ���� ���� ��������
��� ������ ��������� ������������ �� ��� �������� �� ��� ����������� ������� ���������� �� �����
����������� ��������

��� ����������� �������������� ��������� ����� �� ��� ���������������� ����������� ��� ����
����������� ��������� �������� ��� ���� ���� �� �������� � ����������������� ������������� ���
� �� ������� ����� ��� ������ �������� �� ��������� ���� �������� ��� ������������ �� ���
�������� �� ���������� ���� ������� �������� ���������� �� ��� ������ �� ������ ������ ��������
������������ ��� ��������������� ��� ��������� ����������������� ��� ���������� ����������� �����
����� �������� ����� ������������� ����������� ��� ���� �� ��� ������ �������� ��� ����������
�� ������ ��� ��������� �������� ��������� ���������� ������� ���� ���� ��������� ���� ��� ������
������� ���� ��� ������� �������� ��� ����������� �������� ������� �� ��� ���� �������� ���� ���
����� �������� ��������� ���� ������� ��� ���� ������ ������������ ������������� �� ��� ����
�� ������ ���� ��� ����������� ����� ����������� ������ ������� ���������������� ��� �������
����������� ��� ����� ����������� ���� � ������������ ������ �� �������� ���� ���� �� ��� ����� ��
��� ���� ������� ��



������� �

������� ���������� ������

� ������������

��� ������� ������ ������� �������� ��� �� ���� �������� ���������� ���� ���� ��� ��� ��
���� �������� �� �������� ��� ��� ������������� ����� ����������� ���� �������� ����������� ���
�������� ������� �������� � �������� ������� ����� ��� ����� ������ �������� �� ���� � ������� ���
�� ��� ������ ��������� ��� �� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� �� ������ ������ ������ ������
����� �� �� ��������� ��������� ��� ���� ������ ��������� ��� ������������ ��� ���� ���� �� ��
����� ���� ������� ����������� ������ ������� �� ����� �� ����� ��� ������������� ��� �� �������
��� ������ ����������� ���� �������������� ��������� ���� ������� �� ��� ���� ������� � ���
��������� ��������� �� ���� ��������� ����� ����� �� ���� ������� ��� �� ��������� �������� �������� ���
��� �������� ��� �� ��� ������ ����� �������� �� � �������� ���� ������� ������

������� ����� ����� �� ����� ��� �������������� �� ���� ����� ��� ������� �������� �� �� ���� ���
����������� �� ����������� ���������� �������� � ������� ����� ��� ���� ���� �� ����� ��� �������
������ ������� �������� ������� ���� �� �� ������ ������ ���������� ��� ��� �������� �������� ���
������ �� ����� �������� ������� ����� �������� �������� �� ���� �� ������� ���� �� ���� ��� ����
��������� ���� ���� ���� �������� ����� ���������� ���� ������� ���� ���������� ��� ������������
�������� ��� ������� ������������� ������ ������� �� ������� �����

���� ��� ��������� �� ���� ������ ����� ���� ��� �������� �� �� ����� � ����� ����� ��� ����
���������� ������������ ��� ���� �������� ���������� ��� ��������� ���������� �� ��� ������ ���
����� �� ���� ������ ������ �� ���������� � ����������� ������� ��� ��� �������� ������� �� ���
������� ��� ��������� ����� �� ����� �� � ���������������� ����������� �� ��� ������ ���� ��
�������� ��������� �� ������� � �������� ������� ���� ����� ������� �� ������ ��� ������ ������
������� ������� ���� �� ���������� �������� ���� ������ ������� �������� ������� ��������� ���
�������������� �������� �������� ���� ���� ��� ��������� �� ������� � ��� ������� �� ����� ��
������ ���� �� ���� ����� �� � ����� ����������� ��� ������ ����� ���������� ��������� ���
�������������� ������� �������� ��� ����������� �������� ���������� ���� ������� �� ����� �����������
������� ����������� �� ���� ��� ����������������� ��� ����� ������� �� ������� � ��� ��� ����
���������� ���� �������� ��� ����� ������ �������� ��� ����� ��������� �� ��� �������������������
����� ������ ��� ���������� �������� �� ��� ����� ����������� ����� ��� ������ ������������� ��
��� ������ ���� �� ��� �������� ����������� ��������� ������ ���������� ���� ����������������� ���
����� ����� �� �� ��� ����� ��� ��� ��� ������ �� � ���� ����������� ������� ���������� �����

����� ��� �������� ������� ���������� ������ ����������� �� ������� �� ��� �������� ���� �
����� ���� ��� ������ ������ q������� �� ��� ������� ���������� �������� �� ��� ���������� ��� �������
�� ��� �������� �� ��� ������ ���� ���� ������� Vloop� ��� ��� ����������� ��� ��������� ��������
����� ������� ������ Jext� �������� � ����� ��������� ��� �������� ������� ������ Sheat� ���� ��
���� �� � ������������� �������� ����� ������� ��� ������ ������������ ����� ���������� ����
�������� ���������� ���� �� ��� ����������� η ������ �� ��� ��������� ��������

���������� �� ���� ������� ������� ��� ���� ����� ���� ��� ���� ��������� �� ���� ����������
������� ����� ��������� ����� �� ��� ����������� �� ���������� ��� ���������� ��� ���� ���� ��� �����
��������� ����������� ��� ��������������� �� ��� �������� ������� �� ��� ���������� ���������� � ����
����� ���� ��� ��� � ��� ����������� �������� Jext ��� Sheat ���� ������� ������� �������� ����

��



������� �� ������� ���������� ������ ��

����� ��������� ���� ��� ������� �������� ������ ����������� �� ����� ��� ������������ ������ ���
������ ��� ����� �������� ������� ����� Pext ��� ��� ����� �������� ������� ����� Pheat� ��� ����
�������� �� ���� ��� ������ �� � ����� ���� ������������ ������� ������ ���� ���� �������� ���
����������� ������� �������� ��� ����� ����������� ������� ������� ����� ��� ���� �� ����������
�� �� �������������� ������ �� ��� ����� ���� ��� ������ �� ��������� �� ���� ���� ��� ������ ��
������ ������ ����� ������� �� �������������� ��� ������� ����� �� ����� �� ������

������ ���� � ������� ������ ������������ ��� �� ������ ������ ������� ��� ���������� �� ����
����� ��� ��������� ������� ������� ��� ���� �� �������� ��� q������� �� � ����� ������ �� �������
�� ��� ����� ��� ������������� q������� �� ��� ����� ������� ������ ��� ��� ������ �����������
�� ���� �� ��� ������������� ����������� ������� ��� ���� �������� �� ����� �� ��������� �����
��������������� ���� ��� ������� ������������ �� ��� ����� ����� ��� �������� ������� ��������
������� ���� �� ��������� ��� ������ ������������� ��� ����������� ���� �� ���� �� �� �����������
��� ������������� ������� ������������� �� ���������� �� ����� ��������� �� ������ ��� ������ ����� ��
��� ������ ������ �������

��� �������� ��� ������ ��� �� ��� ������� �� ��� ���� ��� ��� ��� ����� ���������� �� ���
��������� �������� �������� �������� �� ������� �� �� ���� ���� ��� ������� ������� Vloop ��� Pext

�� �������� ��� q ������ ������ �� ��� ���������� �� ��� ������ ���� ��� ���������������������
��������� ��� ��� ����������������������� ����� ��� ������������ ���� ������� �� ������� ������ �
����� ������� ������ Pheat �� ���� �� ����� �� ����� � ����� ��������� ����� ��� ���q ������ ������ ��
� ����� ������

��� ������� �������� �� ��������� ���� �� ����������� ��� ��� ���� ����� ���� ��������� �����
����������� ��� ����� �� ��� ������ ���������� ������ ��� ��������� ���� ��������� �� ������ �����
����� ���������� ������� ���� �� ���������� ���� ��� ����� �� ��� ������ ���� ��� ��� ���
������� ��������� ������� ������� �� �� � �� ��������� ���� ��������� �������� ��� � ���� ���������
���������� ���� ��� ����� ��� ��������� ������� �� ��� ��������� ������������ ������� ���� ����

�������� ����� �� ����� �������� ���������� ������ ��� ������� ���������� ��� ���� ���� ������
������ ��� ������ �� ��� ���� ��� ������������ ��������� ��� ���� ������ �������� ������� ��� ���
���� ������� ��� � ���� ������ ��� ����������� ��� �������� �� ����� �� ��� ��� �� ��� ��������

���� ������� �� ��������� �� �������� �� ������� ��� ��� ������� ������ ����������� �� ���������
��� ������� �� ��� ������� ������� ����� ��� ��������� �������� ����� ����� ������� � ������� ���
�� ������ ���� �� � ������� ����� �� ������� ���� � ���������� ����������� ������� ����� ���� �������
��� ������ ����������� �� ��� ���� ������� ���� ��� � ������ �������� ������� �������� �������
�� ��������� ���� ��� ���� �� ���� ��������� ��������������� � ��������� �� ������� ����� ������ ��
���� � ����������� ������������ �������������� �� ��� ������� ���������� ������� ���� ����������
��� ������������ ����� ������� ��� ������� ������� ��� ���� ������� �� ������� ��� ��� �������
���� ������ �� ���� ���� �� � ������� ����� ��� ��� ������� ���������� ������� �� ������� ����
��� ������ �� ���� �������� ��� ������ ���� ������������ ����� �� ������� � �� ���� ���� ��� ��
����� ����� ������� �� ������� �� ������������ ���������� �������� ���� ��� �� ������� �����������
���������������� ������

�� ������� ������ ���� �������

��� ������� ������� ������ ��� �� ���������� �� ��� ��� ���� ������� ��� ����� ��������� �����
������� ����� ������� ��� ��� �������� ������� ��� ����� �� ���� ��� �� �������� ��� �����������
������� ������� �������� ��� ���� ���������� ����� �� ���� ���� �� ������ �������� �����
�������� �� ������� �� ���������������� � ����� �������� �� ��� ������� ������ �����������
��������� ���� ����� �� ����� ����������

���� ����������� ��������

����� � �������� ��� �������

ẋ = [J (x)−R (x)]
∂H (x)

∂x
+ g (x)u ������

��� ���� ���� �� ��� ������� ������ �� �� ������ �� ����������� �������� ������� ��� u (x) ��
���� ��� �������� ������ ������ �� ������ ���� �� � ��������� ������ ���� � ��� �� ������� �����������



������� �� ������� ���������� ������ ��

��� �� ������ � ������ ���� ��������� �������

ẋ = [Jd(x)−Rd(x)]
∂Hd

∂x
(x) ������

���� Jd = −J T
d � Rd = RT

d � 0 ��� � ������ ����� ������� xd ��� ��� ������ ���� �����������
Hd� ���� ������� xd �� � ������� ������ ����������� ������

Ḣd = − (∂xHd)
T Rd (∂xHd) ≤ 0 ������

��� ������ ����� �������� �� ���� ������ ���� ���� ��� ����������� ������ ������� ���� ��������� ���
������ �� ����� ��� ������� ����������� Ja (x) , Ra (x) , Ha (x) ���� ���� Jd (x) = J (x) +Ja (x)�
Rd (x) = R (x)+Ra (x) ��� ���� ���� Hd (x) = H (x)+Ha (x) ��� ��� ������� �� xd� ���� �����
�� � �������� �������� ��� ��� ����������� �� ������ ��� ������ ����� ������

(J −R)
∂H
∂x

+ gu = (Jd −Rd)
∂Hd

∂x
������

��� ����� �� ��� ���������

u =
�
gT g
�−1

gT
�
(Jd −Rd)

∂Hd

∂x
− (J −R)

∂H
∂x

�
������

�������� ��� ��������� ���������� ��� �������� ��� ��� ���������
�� ���������������

∂2Hd

∂x2
(x) =

�
∂2Hd

∂x2
(x)

�T
������

��� ������������ �����������
∂Hd

∂x
(xd) = 0 ������

���� ��������� ����������
∂2Hd

∂x2
(xd) > 0 ������

��� ���� ��������� ������� ��� ��������� �� ��� ������ ������ �������� Hd� ����� ��� ��� ������
������ ������������ ��� ��������� �� ��� ������� �� Hd �� ��� ������� ����������� ����� xd ��� ���
���������� ���� ������� ������ ����������� ��������� ���� ������� �� ������� ����� ��� ����������
�� ��� ���� ���� Ja, Ra ��� Ha ���� ���� ������� �� ������� � ���������� ������ ����������� ���
��� ������ �� ��� ���� ������������

���� ���������� ���������

�� �������� ������ ��� �� ����� �� ��� ������� ������� ������ �� ����� �� ��������� ��� ������
����� ��� �� ��� �������������� �� ������������� ����� ������ ���������� ��� ��� ��������� �� ���
����� ����������� ������ �� ������ ������ ��� ���� �������� ������ �� �������� �� ���� �������� �� ����
����� �� ���� ������� ���� ���������� ���� ��� �������

����������� ����� �������� ��� ������ �� �������� ������ �� ����������� ���� u = β (x) + v�
�

ẋ
ẋI

�
=

�
Jd(x)−Rd(x) KI

−KT
I 0

� �
∂xW
∂xI

W

�
������

����� xI ∈ Rk ��� ��� �������� �������� ��������� ��� KI ∈ Rn×k ��� ������������� �������� ������
��� �������� �����������

W (x, xI) � Hd (x) +HI (xI) �������

�������� �� � ��� �������� ��������� �� ����� HI �� ���������� �� ��� ������ �������� ����������
���� ��� �������� ������ �� ��� �� �������� �� ��� ����� ��������� �����

HI =
1

2
xT
I QIxI QI = QT

I ∈ Rk×k
+ �������



������� �� ������� ���������� ������ ��

��� �������� ������������ �� ��� ������� ������ �� ���� ��������

v = −
�
gT g
�−1

gTKIQI

ˆ t

0

KT
I ∂xHd �������

��������� ���������� �� xd ������ ��������� ����� ��� ��������� ������ ������ ����� ��� ���������
��� �����

���� ������� �������

��� �� ������ ��� ������� ������ ���������� �� ����� ������� �� ���� ����� ���� ��� ���������� ��
������ �� ��� ������� ���� ���� �� ��������� �������� �� ���� ��� ��� ���� �� ���������� ��� ����� ��
� ����� ����������� ��������� �� ��� ������� ���� ������ ���������� ����� �� �� ��������� ��� ���
������� �������� �� �� �������� ��� ��� ������ ���� ������� �������� ��� ������ ����� ����������� Ra

������� ��� �������� ������� ��� ���� �������� ����������� ������� ������� ��� ��������� ����������
��� ��� ������� �� �� ��� ����� ������� �� ��������� �� ������� ������� ������ ����������� ��
����� ��� ������� ���������� ��� ������ �� �������� ��� ����� ��� ��� ������ ������ ������ �����
��� ����������� �� ��� ������ ��� ����� ���������

�� ���� ���� ������ ��� ����������� ������� �� ������� ������� ���� uopt� ��� ��� �������
���� uIDA� �� ������������ �� ��� ���� ���� ��� ������� ��������� ����� ���������� �� ����� ���� �
���������� ������� ���������� ��� ������� ���������� ��� �� ���������� ��� ��� uopt ��������
���� ��� ���������� ������� �������� ���������� �� ��� ������������� ��������� ���� ���������

��� ����������� ������� ������� ��������� ���� ����� �� ������ ��������� �� ��� ������� �� ��������
��� ������ ����� ����� ��� ��� ������ ������ ��� �� �������� �� � ������� ������ ������ �� ���
�����

ẋ = Ax (t) +Bu (t) �������

��� ���� �������� ��� �������� ��������� ���� ���������

I =

ˆ tfin

0

xTCx+ uTDu �������

����� C = CT ∈ Rn×n
+ ��� D = DT ∈ Rm×m

+ ��� ������������ ��� ������ �������� ��� ��� ����������
����� ��� ����� ������� ��� ������� �������� ������� ��� ���� ��������� ��� ���� �������� I ��
��������

uopt = −D−1BTPx �������

����� P = PT ∈ Rn×n
+ �� ��� �������� �� ������� ���������

PA+ATP − PBD−1BP + C = 0 �������

������ �� ��������� ��� ������� ������� uopt ����� �� ������� �� ��� �������� �������� ������� ���
������� ������� ���� �� ���������� ��������� ������� �� ����� �� ������� �������� ���������
������� �� ��� ����� ����� �� ���� ��� ������� H� ��� �������� Hd� ����������� ��������� ���� ���
��������� �����

H =
1

2
xTQx

Hd =
1

2
xTQdx

�������

���� �� ��������� A = (J −R)Q� ��� �������� �������� ������ ��� �� ����������

Ax+Bu = (Jd −Rd)Qdx �������

������������ ��� ������� ������� ��� uopt ���� ������� ���� ���� �������� ��������� �� �������� ����
��� ������� ������ ���������� (Jd, Rd, Qd) ���� ��������

(Jd −Rd)Qd = A−BD−1BTP ∀x �������



������� �� ������� ���������� ������ ��

�������� ���� ��� �������������� ����������� ��� ��������� ���������� ������������ ������ ���� ���
������� ����� ������ Qd = QT

d > 0 �� ��� ������ ���� ������ �� ���� ���� ��� ����� ����������
(Jd, Rd) ��� �� �������� �� ���������� ��� ��������� ��� �������������� ����� �� ��� �������

S = (Jd −Rd) =
�
A−BD−1BTP

�
Q−1

d �������

������ �� ��� ������ ����� 



Jd :=
1

2

�
S − ST

�

Rd := −1

2

�
S + ST

�
�������

������ ��� ���� ���� ��� ������ Qd = αQ ���� ��� ������ α > 0 ������� �� �� ���� �������� ���
�������� �������� �������� ������� ������ ������� ����� Qd ≡ Q� ��� �������� ������ �������� ��
�� ���������������� ��� ������� ����������� ������� ����� ���� ��������������� Jd ��� �������
Rd �������� ��� ��������

������ ��� ��� ���������� �� ��� �������� ������� ������ ������ ���� �������� �� ��� �������
������� ��������� ������� ������ ��� ��� ����������

• ���������� ������������� �� ��� ��������� ��� ��� ����� ����������� ��� �� ������� �� ������
���������� ��� ������ �������� D ��� C�

• �������� �������� C ��� D ��� ������ ������ �� ������ ���� � �������� ���� �������� (Jd, Rd, Qd)�

• ������� �� ���� �� ��� � �������� ��� �������� ������� ����������� �������� ������ �� �����
��� ������� ������� �����������

���� ������� ��������

������� ��� ����� �� ��� ���������� ��������� ������� ��� ��������������� ��� �������� �����������
����� ���������� ��� ������� ���������� ��������� ��� ����������� ��������� ��� ���� ������ ������� ���
��� ����� ������ Pext(t) ��� Pheat(t) �� ��� �������� ������� ����� Jext(z, t) ��� ��� �������� �������
������ Sheat(z, t) ������������ �z ������� ��� ������� ������������ ��� ������� ������� ������� ���
������������ ��� �

Jext = Pext(t) fext (z, t)

Sheat = Pheat(t) fheat (z, t)
�������

����� fext (z, t) ��� fheat (z, t) ��� ��� ������� ������� ������� ������ �� ����� ������������� ��������
���������� �������� ������ �� ���� ��� ����� ������ ���� ���� �� ��� ���� ����� ���� �����
��� �������� ������ ���� ������ �� ��� ������ ����� ������� ����� fext := fext (z, t, Pext) ���
fheat := fheat (z, t, Pheat)�

������������ � ����������� ������� ���� �� �������� ���� ����� ����� �� � ��������� ������
������ ���� ��� ����������� ������������� ��� ��� ����������� ���� ���� �� �������� ��� �� ����
��� �������� �������� ���� ������� ������� �������� �� ���������� �� ��� ����� �����

��� ��� ������ �� ��� ������� �������� �������� �� ���� ���� ��� �� ��� ������������� �� g (x, u)
������ ��� ����������� ������ (xd, ud) ������ ud ������� ��� ����������� ���� �� ��� ������� ������
����� �� �������� ���� ��� ��� ������ ��� ������� ���� ���� ���� �� �� ���������� ����������� ���
����������� ��� �������� ������� �� ���� �� ������ �� �� ����� ��� ������������� ������� ��������
������ ��������� �� ��� �������� �����������



������� �� ������� ���������� ������ ��

Tokamak 
model 

Nonlinear 
PCH Model 
inversion 

Linear  
IDA­PBC 
feedback 

Reference 

+ + 

Nonlinear feedforward 
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u signals Estimated 
Resistivity, 
Bootstrap,… 

_ 

 Mesured states 

������ ����� ��� �������� ������� ��������� � ��������� ����������� ������� ��� � �������� �������
�������� ���� ��� ���� �� ��� ���������� �����

����������� ����� �������� � ���� �������� �� ��� ������ ��� �������� ����� ������������ ��
���������� ������ ������ ���� ��� ����������� ��� ���� ��� ����� ������� ��� g(x, u)u� ���� ���
����������� ���� �� ��� ���������� �� �������� ����� ���������� ���������� �� ��� ������ ��� �
������������� ������ ��� ����������� ����� ��� �� ���� ��� ��� ����������� �� ��� �������� �����

g(x, u)u = g (xd, ud + δu) (ud + δu)

≈ gdud + gdδu
�������

����� gd = g (xd, ud)�

���� ���������� ��������

�� ���� ����������� ��� ���������� �� ��� ���������� ������� ��� ����� �� ������������� �� �������� ���
���� ��� �� �� ��� ������ ����������� R ������ ���� � ��� ���������� �� ��� ������ �����������
���� �� ��� ������ ����������� η ��� ��� ������� �������� ��������� χ� ��� ������ ��� ��������
��� ����������� �� ��� �������� ������� Jext, Sheat �� ���� �� � ��� ��������� �� ��� ���������
������� Jbs� �� ��� ���� ������� ��� ������������� ����� ������ ��� ������������� �� ��������

g (x, u)u = gdud + gdδu+ δg (ud + δu)� �� �
ζ

�������

�� ������ �� ��� ��������� ����� ���� ���� � ��������� �� ����������� ��������� ��� ����������������
��������

����� ����� �������� � �������������������������� ������ ������ ���� ��� ������� �����������
ζ�

ẋ = [Jd −Rd] ∂xHd + ζ �������

������ λmin [Rd] ��� �������� ���������� �� Rd ≥ 0� ���� ��� ��� ��������� ������� �����

• �� ζ = A (x) ∂xHd ���� �� (Rd −A) ≥ 0 � ��� ��������� ������ �� ����� �������� ������ ���� ���
����������� xd

• �� |ζ| < κ |∂xHd| ����� κ < λmin [Rd] ���� Ḣd ≤ 0� ��� ���� ��� ������ �� ����� �������� ������

��� ����������� ������ ��� ��� ����������� �� ��� ����������� δη ��� �� ��� ������� ��������
��������� δχ ����� �� �� ����������� δR = δRT ������� �� R� ��� ��������� ������ ��� ��
������ ���

ẋ = [Jd − (Rd + δR)] ∂xHd �������

���� ���� �� ����������� ����������� �� ��� ���� ���� ������ �� ��� �������� ������ ������ ���
������ �� ����� ������ �� ���� �� ��� ����� ����������� �� ��������� ���� [Rd + δR] > 0�

��� ������ ���� �� ����������� �� ��� ������� ������ ������� ������������ ��� �� ��� �����������
������� ������ ��� �� �������� �� ������������ �� ��� ������ ���� �� ����� ����� ������������� ��
������� ������� �� �������� �������������� ��� �������� ��������� �� ����� ������������ �� ���� ��
�� ������ � ���������� ����������� Hd ���� �������� ��� ��������� �� ����� �����



������� �� ������� ���������� ������ ��

��� ����� ���� ������ ��� ��� ��������� �������� �����

��� �������� ������� ���������� ������ �� ��������� ��� ������ ������ ������ �� ��� ������� ���������
����� ��� ���������� �������� ���������� ��� ���� ������� Vloop(t) ��� ��� �������� ������� �����
������ Pext(t)� ��� ����������� ������� �� �������� �� �������� ��� ����������� ������� ������ ������
�� ���� �������� � ������ ���������� ������ ��� ��� ������� ���������� �� ��������� ���� ������
�� ���������� �� ������� ���������� ��� ������ �������� ��� ����������� ������ �� ���������� ���
�������� ��� ����� �� ���� ��� ���� ����� ���� ��� ��� �����������

����� ��� ��������� �������� �����

��� ������� �� ������� �� ������� �� ��� ��������� �������������� ����������� ��������������� ������
������ ����� ���������� �� ��� ��������� �������� �������� ���� ����������� ����� ��� ����������
�������� �������

∂t

�
d
b

�
=

��
0 −J1

−J2 0

�
−
�

R−1 (η (z, t)) 0
0 0

��


∂dHEM

∂bHEM




−
�

Jbs + Jext

−J4Vloop

� �������

��� ��������� d, b� Jbs ��� Jext ��� ��� ������������ ���������� �� ��� ���������� �� ��� ������
������������� ����� �� ������������ ��� �������� ����� ��� �������� ����� ��� ��������� �������
������� ��� ��� �������� ������� ������ �������� ���� ���� ��� �������� ������� Vloop(t) �� ���
�������� �� ��� ����� ��������� ����� ��������� ��� �������� J1, J2 ���� J1 = −JT

2 ��� ��������
���� ��� �������������� ���� ���������� �� ��� ������� ���������� ∂z �� ��� ����� ������������� �����
����� J4 �� ������� �� ��� �������� ��������� �� ���� �������������� ��� ����������� ������ R ��
���������� �� ����� ��� ����������� ������������� �� ��� ���� ������������� ����� η (z, t)� ���
����� ������������� ������ �������� HEM �� ������ ���

HEM =
1

2

�
dTGeld+ bTGmgb

�
=

1

2
xTQx

����� ��� �������� Gel ��� Gmg ��� �������� ��� ������� ��� ������������� ��� �������� ��� ��������

�������������
1

�0C3
���

C2

µ0
� �� ��� ������ ����������� ������ ��� ���������� C2, C3 ��� ��� �����

���������� ���������� ������ �� ��� ������ ����������� ����������� �������� �� ���������� ������
��� �������� ������� ������ �� ������� ����� �� Jext = fext (z)Pext ����� fext (z) �� ��� ��������
������� ������ ������� ������������� ����� ����� ������������ ��� ��� ����� ���� ����� ��������

�
ḋ

ḃ

�
=

��
0 −J1

−J2 0

�
−
�

R−1(z, t) 0
0 0

���
Gel 0
0 Gmg

��
d
b

�

� �� �
∂xHEM

+

�
−fext − Jbs

Pext
0

0 J4

�

� �� �
g(z)

�
Pext

Vloop

�

� �� �
u(t)

�������

���� ������� ������ �� ���� ������ �������� �� ��� ����� ��� �������� ������ ��� ���� �������
������ ��� ��� �������������� ���������� ������� g (z)� � ��������� ����������� �� ���� �� ���
������������� ����������� ���� �� ���������� �� ��� ��������� �����������

����� ��������� ����� ���������� ��� ��� ��������� �������� �����

��� ������� �� ��� ����������� ����� �� ���������� ������� �� ��� �������� ����������� ���������� ����
������� �� ������� �� ��� ���������� � ��������� ����������� ������� ���� ��� ������ �� ��� ���������
qref ���� �� ��� ���������� ��� ������ ����� xd = (dd, bd)

T �� �������� ����� bd ������� ����
��� ������� �� ��� ������ �������� ��� ��� ������������� ����������� ������� ud = (Pext.d, Vloop.d) ��
�������� ��� ������ ����������� �� �������� �� �� ����� �� ���� �� ����� ������ ����������� ���



������� �� ������� ���������� ������ ��

����������� ������� xd ���� �� ������� ������ �� ���� ���� ������� ��� ���������� �� ��� ���������
���������� fext.d ��� ��� ��������� qref � �� ���� ���� ��� �� ��� �������� ������� ��� q������� ���
��� �������� ���� Bθ �� ����� ��� �� �������� ����� �� ������� � �� ����� ��� ��������� ���������
�� ������� �� ��� ��� ���������� �������������� ������ �� ������� �� ���� �������� ������� �� ���
������ ������������� �������

Bθ (zi, t) = wf (zi)bd (t) = 2πBφ0a
2 zi
qi

�������

����� qi ������� ��� ������ �� q �� ��� �������� zi�Bφ0 ��� �������� �������� ���� ��������� �� z = 0

��� wf (zi) =
�

wf
1 (zi) ... wf

N−1 (zi)
�

��� N − 1 ������ ������������� ��������� ������ ��

������� �� ������� �� �� ��� ����� ����� �� ��� ����������� ẋd = 0 ��� ��� ����������� �������
���� ��������

�
J1Gmgbd +R−1Geldd + Jext.d + Jbs.d = 0

−J2Geldd + J4Vloop.d = 0

⇒





dd =
�
0 (J2Gel)

−1 J4

�
�

Pext.d

Vloop.d

�

bd = − (J1Gmg)
−1

�
fext.d R(t)−1J−1

2 J4

�

� �� �
C(t)

ud − (J1Gmg)
−1 Jbs.d

�������

���� ������� ��� �������� ��� ����������� ������� �� ����������

�
Pext.d

Vloop.d

�
=

��
wf (z1)
wf (z2)

�
C(t)

�−1

× 2π
�
Bφ0a

2
�� z1/q1

z2/q2

�
�������

������ ��� �� ��������� ��� ��� ���� ����� ���� ���� ����� ��� ����� fext (x, u) ������� ��
������� ������ Pext� �� ��������� ���� �� ���� �� ���� ���� ���� �� ����� �������� �������� ���� ������
������ ����� �� ��� �������� �� ������������ ������ ����� ����������� �� ����� ��������� ����������
��� ��������� ���������� �� ������ ������ �������� ����� �� �� ��������� ���� ��� �������� ��������
����� �� ��� ����������� �� ���� ��� ����������� ��� ��� �������� ����� �� ��� ������� ��� ���� ��
���������� ���� ��� ������ ����������� ������ ��� ��������� ����� ����������� ��������� �� �� ����
�� ������������

����� ���������� ������

�� ��� ������� � ���������� �������������� �������� ������� �� ��������� ��� ������� ������ Hd =
H+Ha �� ������� �� �� ��� ����� � ��������� �����

Hd =
1

2
XTQdX =

1

2
XT (Q+Qa)X �������

���� X = x−xd ��� ����� ����� ��� Qd = QT
d > 0 ��� ���� � ��� ���� Hd �������� ��� ��������������

����������� ��� ��������� ���������� ������������� ��� ���������� ��������� ��� ������� ��� �� ���
������� ��� ���� ��� ����������� �� � ������ �� ������ �� �������� ��� ��� ������ ������� �������
���� Ra ���������������� ��� ��� ������ ������� Qa� ������� ���� ��� �������� �������� ��������
������������� ���� �������� ������ � ����� ����������� �� ��� �������� Ra ��� �� ��� ������ ���
�������� ���������� ��� ���� ��� ����������� ��������� ��� ��� ������ ������� ������ �� ��� ������
��������� �� ������� ��������� ������ �� ��� ������ ������ ����� ��� ����� ������ ��� ��������
�������� �� ������ ��� �� ����� �� ������ � ������� ������ ��� ��� ������� �����������

������� ������� ������ ������� ������ ������� ��� ������� ����������

�� ��� ���������� �� ������ Ja = 0 ����� ��� ��������������� ��������� Jd ������� ������ ���
����������� ����� �� ��� ������ ����� ������ Hd �� �������� ������� ��� ������ Qa ������ ���

����� ��� �������� �������� ��� Φ �� ������� ������������� ��������� �� ����� ��� ������� ������ Φ =
−1/2Bφ0a

2z2 ���� ����� �� ���� �������



������� �� ������� ���������� ������ ��

����� ������ ������� �������� Hd �� ��� ������ ���� ������� ����� Ra ����� ��� ���� �� ������
������������

����� ��� ������� ������ ��� ����������� R ���� �� ��� �������� ���� ������ ������� �� ��� ����
�������� d�� ���� �������� �� ��� ����������� �� ��� ����� ���� ������� �� ��� ������ �������� ������
����� ����� �� ��������� �� ��� �������� b�� ��� ��� ������ Ra �� ����� ��� ���� Ra = RT

a =�
0 0
0 Ra

�
, 0 � Ra ∈ Rn×n ����� Ra �� ������ �� �� � �������� ������ �������� �� ��� �����

������ ������ �� ���������� ���� ��� ���� ��� ���� �������� ������ ������������� �� ��� ���
��������� ��������� z1 ��� z2� ��� ������ ��� ����� �� Ra ��� ��� ������ ��� ������ ���� ���������
�������� ��� ����� ����� ���������� �� ��� ���� ������� Vloop ������� ����� �� ��� � ���� ����� ���
Ra�

��� ������ �� Qa �� ���� ������������ ��� ���� ��������� �� �� �������� �� Qd = Q+Qa > 0�
��� ��� ����� �� ������� � �� ���� ��� � �������� ���������� ����� ��� �� ������ Qa ������� ���
�������� �������� ����� �� ������ �� ���������� ��������� �� ��������� ������ �� Qa ���� ������
���� �� ���������� ������� ������ �� �������� ������� �������� ��� ������� ��� �� ���� ���� �������
������ ��� �������� �������� (II.4)� ���� ���� ����� ���� ��� ������ �������� ���������� ��� ��������
������ ������ ���� ��� ������� ��� ������ ���� �� ������� ����� ������ ���� ��� �������� ��������
������ ���� � ������� ���������� ��� ��������� �� � ������� ��� �������� ���� � ���������� ������ ��
������� �����������

��� �� ��� ������������� ��������� �������� �� ���� �� �� ������������ ��� �������� ��������
������� ���� ��� ���� ������������ g⊥ �� gd ����� ���� ���� g⊥d gd = 0�� ��� �� ������ Qa �� ��� ��������
�� ��� �������� ���������

0 = g⊥d gdδu = g⊥ ([J − (R+Ra)]QaX −RaQX) �������

��� ������ ������ ���� Qa ������ �� ���� ��� �� �������������� ��� �� ��� ���������� ����
R (z, t)�

����� ���������� �������

�� ��� ������������ ��� ��������� ������� ���������� �� ������ ���� ���� � ������ ����� �� ��� ����
����� ���� ������� ����� ��� �������������� ��� ������ ��� ���� ���� ��� ������ ����
��������� ��� ��� ��� ������� ���� ���� ����� ��� ���������� ����������� ������ �� ��� ������ ��
�������� ����� � ������ �� ����� ����� �� �������� ������� ������������ ����������� �� ��� ����
����� ���� ���������� ��� � ������� �������� ����� �� ��� ���������� ����� ��� ������
����������� ������ ������� �� ���� ����������� ������� ��� ��������� ������� �� � �������� �� ���
���������

������ ��� ��� ������ ������� ��� ������ ���������� ��������� �� ���� ������� ���� ������� ��
��� ��������� �������� �� ���� �������� �� ��� ���� ���� ����� �������� ���� ��� ������ ������
q������� ��� ��� ������ ������� �� ��� �������� Ip �∼ 1/q(z=1)� ��� ����������� �� ���� ��� ���
�������� ��� ����� �� ��� q��������

�������� ���������� ��������� � ������� �� ��� ������������� ��������� ��� ��� �� ��� ��� ���
���������

������� ������� ��� ��� ���� ����� ���� ������������

��� ������������� ������� ������ �� �������� �� ���������� ���� ��������� ��������� ����������
������� ���� ������ �� ������ ��� ��� ������ ����������� �� �������� ����� � ���������� ����� �����
���� ������� ��� ����� ������ ���������� ��� �� ����� �� �������� � �� �� �����

��� ��������� ������ ��� ��� q������� �� ��� ��� ����������� ��� ���������� �� ������� �����������
q1 �� z1 = 0.001 ��� Ip ������ ������������ ����� ��� ����� �� q2� �� z2 = 1� ��� ��������� ����
���������� �� Ip �� t = 7s ��� q1 �� t = 13s ��� ���� �� ���������� ��� ��������� �� ���� ������� ����
��� ���������� ������� ���������� ���� ��� ������� �� Ra �� Qa ��������� �� ��� �������� �������
��� ������ ����

����� �� ���� ����� ��� ������ �� ��������� ������������ �� ���� ��� ����������� �� ��� ���������
������ ���� ��� ����������� ������� ���� ����� ������� ��� ������� ��������� �� ������� �� ���



������� �� ������� ���������� ������ ��

������ ������ ��� �������� ���� �� ��������� �� ��� �������� ������� ������ ��� ��� ���� Ra ���
Qa �������� ���� ����� �������

�������� ���� ��� ���� ���������� ��� Ip ��� q1� ��� ������ ���� ������ ���� � ����� ������� Ra

������������� �� ��� ������ ������� ��� �������� �������� �� Pext ��� Vloop ������ ������� � ����
���� ����� �� ��������� ��������� ��� ���� �� ������� �� ��� ���������� �� ����� ���� ����������� ���
�������� �������� ����� ������� Ip ��� q0 ���������� ��� ��������� ������ �� ��� �������� ����������
��� �������� ������� ������ ��� ����������� ���� �� ����� �� ��� ���������� �������� �������
������� ��� ����������� ������ ������ ���� ���� �� ����� ��� ������ ����� �� ��� ������� ���
���������� �� ��� �������� �� ���� ������� ����� ��� ����� ������ ����� �� ��������� ��� �� ������ ��
���� ���� ���������� ���� �������� �� ��� ����������� �� ��� q������� �������������
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������� ������� ��� ��� ��� ������������

��� ��������� ��������� ���� ������� �� ������� � ��� ���� �������� ��� ���� �� �������� ����
��� ������������� ������� ��� ��� �������� ������� ������� ��� ���� ��� �� ���� �� � ����������
������ ��� �������� ��� ����� ������ �������� ��� ��� ������ ��� �� � ��������������� ������ ���
�������� ��� ����� ������ ��������� ���� �������� ��� ���� ���� �� �������� ������� ������� ��� ���
��������� ���� ����� ��� ������ ������� ��������� ����������� ������� ������� ���� ��� ������

Jext = fextPext = fext (PA − PB)

Sheat fheatPheat = fheat (PA + PB)
�������

��� ����� ������� ������ Pheat �� ���� ��������� ������ ��� ������ ��������� �� ���� �������� ��
���� �������� ���� ��� ��� ������ ��� ���������� �� ���������� ���� ������������� ������ �� ���
���� �� ��� ������� ���� ����� ����� ��� ��� ����������� �������� ��� ����� ������ �� q �� ����

���� ������� ��� ��� ��� ��������� ��� ���� �� ����� �� ��� ������� ������������������������������������
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������ ������ ������ ���� ������ ���� ��� ���� ����� ����������� ���������� ������������ ��� ��������
������

���� ��� ��������� ��� ���������� ��������������� �� �� ��������� �� ���� ��� q������� ���� ���
������ �� ��� �� ��������� ���������� ��� ��������� ������ ��� ��� ������ ������ q ��� ������ �� ���
������ �������� ����������� z1 = 0.1, ��� z2 = 0.4 ����� ��� �� ��� ����������� ����� ��� �����������
�������� ����� ud �� ���� �� ��� ��������� ������ qd �������������� �� ��� ��� ��������� ������ ���
������ ���� ������� �������� �������� ��� ������� ������� ���������� ��� �������� ������ δu ����
������� �� ������� ��� ����� X�

������ ��� �� ��� ��� ����� ��� ������ q������� ���������� �� ������ �� ����� �� � �����
������� �������������� ������ �� ��� ��������� �������� ������ ����� ��� ��� �� ��� ����� �����
���� � ���������� ��������� ������ ���� ������� ��� ���� �������� ��� ����������� ����� �� ���
q�������� ������ �� ��� ������� ������� �� ����� ������ ���� �� ��� ���� ���� ������� ����� � q�
������ ����� ������� ��� ��� ������� �������� ���� ��� ��� �������� ������� ��� ����������
��������� �� ������� ���� �� �������� q �� ��� ��� ������ ��������� ���� ���� ���� ��� ���� ��������
������������� �� ��� �������� �����������

�� ��� ����� ������ ��� ��������� q ������ �� ��� ���� ��� ������ �� ��� ��� ������ z = 0.1, 0.4
�� qa = (0.85, 1.25)� ��� ������� ����� �� �������� �� �� t = 0.2s� ��� �������� ������� ������ ��
t = 0.45s� ���� �� t = 1.2s� ��� ��������� �� ������� �� ��� ��� ������� ������ qb = (1, 1.25)� ��
������ error 1, 2 ��� ���� ������� q ��� qref ������� �� ��� ���������� ����������

����� ��� ������ �� ��������� ������������ ��� ����������� �� ����� ������� ����� ��� �����������
�� ��� ����������� ������� ������ �� ��� �������������� �� ��� ����������� ������ �� �� �������
�� ���� ���� ����� ��� q������� ������� � ������ ����� ����� �� ����� ������ �� ��� ��������� �������
�� ����� ����� ��� ������ ��� �������� ���� �� ��������� �� ��� �������� ����� ��� ��� Ra �������
��� ��� Qa ������ ��������

���� ��������� �� ���� ����� �� ������� ��� �������� ����� ���� ��� ������������ ���� �� ��� ����
������� ���������� ���������� �� ���� ���������� ��� ����� q� ������ ���� ���� ������� ����������
�� ����� ���� ����� ����� ��� ������� �������� ��� ������� �������� �� ���� ����� �� ��� ���������
������ �� q� �������
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������ ������ ��� �������� �� ��� ������ ���� ������ ���� �� ������� ���������� ��� � �����
������� Ra

����� ����� ��� ������ ������ ������ ������ �� ��� �������������� �� ��� ������������� ���� ����
������� ����� �� ��� �������� ������������ ������ ��� �� ��� ����� ���������� �� �������� �� ����������
�� ����� �� ��� ������� �������� ��� ������� ��� ����� �� ����� ������

������ ��� ��� ������ �� ��� q������� �� ��� ��� ���������� ��������� ��� ������� ���������� �����
0.5s� �������� �� �� ����������� �� ���� �� ���������� ������ �� ���������� ��� ��� �� ��� ��� ������
�� ��� q������� ����� 0.05� ������������ PA ����� �� ����������� ��� ����� ��� ����� �� 150KW
��� ������������ ��� �������� ����������� ���� �� ����� ����� �� ����������� �� ��� �������� �� ���
����� ����� � ����� ����� �� q������� ������� ���� �� � ���������� ������ �� ��� �������� �� ���
����� �������

�� ��� ����� ������ ��� ������������ ��� ������ �� ����� �� 0.5η �� ����� �� ��� ��������
����������� �� t = 0.65s ��� �� ����� �� 0.5fext �� ����� �� ��� ��������� �������� ������ �� t = 0.9s�
����� ������������� ��� ���������� ��������� �� ��������� ��� ���� ������� Vloop �������������
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����� ������������ ������

��� ������� ������� ���� ��� ������ ������� ��� ������ ������� �� ���������� ������� ��� ���
��������� �� ��� �������� ��� ���� ������������ ���� ��� �������� �� ��� ���������� ��� ��
��� ����� ������ ��� ���� �������� �� ��� �� ��� ���� �� ��� �������� ���������� �� ��� ����������
��������

��� ���������� ������� �� ��������� �� ��� ���� ������ ������ 0.5s� ��� ������� ������� ������ ���
���������� ���� ��� ���������� ������ ��� ��� PA, PB ��� Vloop� ������������� ��� �� ��� ������� ����
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������ ������ ������ ���� ������ ���� ������� ���������� ����� ��� ����������� ���� �������������
�� ��� ����������� ��� �� ��� �������� ������� ������������

���������� ������� ������� A� ������� ������� �� t = 0.8s� ���� ���� �� ���� ��� ������� ��������
�� ��� ���������� ������ �������� ����� ���� ��������� �������� ��� ������ ���� ������� �� ����� ����
�� ��� ����� ���������� ������ ������� B ����� ���� qref ������ ��������� ������� ����� ��� ���� ��
��� ������ �� t = 0.8s, ���� PA ��� ��� ��� ��� ���������� �������� ��� ��������� �� q�������� ����
������� �� PB.sim� ������ �� ��������� �� ������ ���� ��� ���������� ������ ����� ��� ��� ������� ��
���������� PB ����� ��� ��������� ����� �� ��� ��� ������� ��� �� ��� ����������� �����������
�� ���� ��� ���� ���������� PB ��������� ���� ������ ���� �� ����������� ���� �� ��������� �� ���
��������� �� ��� �������� �� t = 0.45s� �� ��� ���� ���� ��� �������� ����������� �������

��� q� ������ �� ��� ���������� ��������� ��� ���� ������ �� ��� ����� ������ ��� ��������
������� �� ������������ ����� �� ��� ������������ ������� ������ ������� n ���� ��� ����� ������
��� �� ��� ���� ���� ��� ������� ������� ��� ���������� �� ��� ������ ��� q�������� ����� �� ����������
��� ��� ������� ����� ������� ����� ������������ ��� �������� ������ �� ����� ����� ���� ���
���������� �����
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��������� ��� ��������� �������� ����� ���� �� ��� �������� ������� �� ���������� �� ��� ���������
�������� �������� ����� �� ������ ���� �� � ������� ����� ��� ��� ������ ����� ��� ����� ��
�������� ��� �������� ������ ������� ��� ���������� �������� �� ��������� �� ������� �� ������� ���
��� �������� �� ��� ����������� T �� ������� ���������� �� ��������������� ������� ���� �� ���
����������� η (T ) ��� ��� ��������� ������������� ������� Jbt (∂zT )� �� ��� ����������� ��� ���
��������� ������� ��� ��������������� ��� ������� ������� ��� ��������� �� ������� � �� ���
������������ ������� ������ ���� ��� �� ��� ��������� ������� �������

���������� � ������� ������� ����� ���� ���� ��� ��������� �������� �������� ��� ��� �������
�������� ��������� �� ������������ ���������� ���� ����� ����������� ������� ����� �� ��������
���� ��� �������� �� ��� ��� ����� ����������� �������������� ���� ��� ��� �������� �������
����� ��� ��������� ��������� �������� ������ � ����������� ������� ���� �� ���� �� ��������� ���
������������� �� ��� �������� ������� ���� ��� �������� ������������ ����� �� ������� ��������
��� ���� �� ����������� ����� ��� ��� ���������� ����� �������
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�� ��� ������ �� ������ ��� ������� �������� ��������� � ����� ��������� ��� �������� �������
����� ������ Pheat� ���� �� ��������� ����� ��� �� ��� ��������������� �� ��� ������� �������
���� ��� ������ �� ��� ������ ������� �� ����� ��������� ������ z1, z2 ��� z3� ������� ������������
q1, q2 ��� q3 ���� �� �������� ���� ��� ���� �� ��� ����� ��������� ������� ��������� Vloop� Pext ���
Pheat� �������� ��� ������������� ���� ������ ������ ��������� ��� q������� ������ ��� ��� �����
��������� �� ��� ������ �� �������� �� ����� �� ����� ��� ������� ����� ��������� ���� ������ ����
�� �������� �� ������ ���� ������� �� ��� ���� ���� ��� ��������� ����������� ��� ��� ����
���������� ���� ��������� ����� �� �� ���������� ������ ����� ��� ��� �������� ������ ���� �� ���
����� ����� ���������� ��� �������� ������ ���� � ���������� ������� �������� ������� ��������
��� �������� ��������� ������� ��� ��������� ���� ��� ������ �����

���� ���� ������� ������

��� ���� ��������� �������� �������� �� �������� �� �������� ������� �� ��� �������� �������� ���
������ �������� �� ��� �������� ������� ����� ������� ���� ��� �� ���������������� �������
�������� ����� ����� ��� ������� �� ������� ��� ����� ��� ���� �������������� ����������� �� ���
��� ��������� �������� ��������� ���� ����������������� ������������� ������

�
∂teex
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�
=
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0 JT1

JT2 0

�
−
�

0 0
0 R−1

T

���
GT eex

fq

�
+

�
S

JT4T1

�
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1

2
eTexQT eex

������

����� eex, fq ∈ RN×1 ��� ������������ ��� ���� ��������� ���������� �� TDts ��� �� ��� ���� ���
fq� ��� �������� JT1, JT2 ∈ RN×N ���� JT1 = −JT

T2 ��� �������� ���� ��� ��������� �� ��� �������
���������� �������� ∂z �� ��� ������ ����� ����������� ������� ������������� ������ QT ∈ RN×N

�� ��� �������� ������� ������ �������� ���� ��� �������������� �� ��� ������������ �������� ��� ���
������ ����� ������� eex ��� T � ��� RT ∈ RN×N �� ��� ������� ����������� ������������� �����
������� �� ��� ������� �������� ��������� χ� ���� ������� ���������� ��������� ��� ��� ������ ��
���� �� ����� ��� ����������� ������������ �������� ������� ��� ������� ����� F ��� ��� ���� ��� fq�
JT4 ∈ RN×1 �� ������� �� ��� �������� ���������� T1 �� ��� ���� ����� �� ��� ������� �����������
�� ��� �������� ��� HT �� ��� ������� �������

���� ���� ��� ��� ����� ��� ��� ������� �������� ������ �� ����� �� �������� ���� ����� �����
������� ���� ��� ������� �������� ��� ��� �������� ��� ������ �������� ����� �� ����� ��� ���������
���� �������� ���� ��� ������������ �������� �� ���� ��� ����� ���������� �� ��� ����������� ��������
������ ��� ������� ������

��� ����������� �� ��� ��������� �������� ��� ��� ���� ��������� ��������� ������� �� ��� �����
����������� ���� ������




∂td
∂tb
∂teex

0


 =







−
�

0 J1

J2 0

�
0

0

�
0 JT1

JT2 0

�


 −




�
R−1 0
0 0

�
0

0

�
0 0

0 R−1
T

�





×

×




Geld
Gmgb
GT eex

fq


 +




−fextPext − Jbs

J4Vloop

S
JT4T1




������

����� �� ������� �� ��� ���������� �������� �����
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0
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= [J (x)−R(x)]

�
∂xH
fq

�
(x) + gu ������

����� J = −J T �� � �������������� ��������������� ������ ������� � ������������� ����� ������
���� ����� R = RT � 0 �� � ��������� �������� ������������ ����������� ������ ����� �� �����������
��������� �� ��� ����� ���������� ��� ����� ������ �������� �� ����������� �� ������ ��� ��� ��
��������������� ��� ������� ������� H = HEM +HT � �� � ����������� �� ���� ����������������
�������������� ��� ��� ���� ������ ��� ������� �������� ��� ��������� ������� ��� �� �������



������� �� ������� ���������� ������ ��

�� ��� ����� �������������� ����� �� �� ��� ������� ��� ���� ��� ��� ��������������� ���� �� ��
����������� �� ��� ��������� �������� �������

��� ������� �� ��� �������������� ������ ���������� �������� ��� ������� �������� ���������� ��
�������� �� ���� ��������� �� ��� �������� ����� ����� �������������� �� ��� ���� �������� ��������
�� ������� ��� ������� ����������� ������� � ������ ��������� ����������� ��� ��� ����������� R
���� � ���� ������������� �� η (Te) ��� �� ��� ��������� ������� Jbs (Te, ∂zTe)�� �� ���� �� ��� ���
������� ����������� RT ���� ��� �������� ��������� χ (∂zT, B)��

�������� ��� ������� ������� ��� ������� �� ������� ������� ������ ������� ������������� ��� ���
��������� fext ��� fheat ������� �������� ������������� �� ��� ������� ������ ��������� �������
��������� ��� ��� ������ ����� �������� ������� ����� Pext ��� ������� ����� Pheat� �� ���������
�� ���������� ����� ���� ������� ���� ���� � ������� ��� �� ����������� ������ xd = (dd, bd, eex)

T

��� ���������� ���� � ����������� ������� ���� �� �������� ���� ����� ����� �� � ��������� ������
����� ��� ����� ��� ������ ���� ����������� �� ��� �������� �������� ������ ��� �� �������� ��� ��
������� ����������� ����������� � ����������� ������� (Pext, Vloop)

T
d ��� ���� �������� �� �������

��� ���������� ��� ��� ��������� ������ �� ��� ������ ������ ������� �� ��� ������ ��� �� ��� ���������
����� ����� ��� �������������� ���� ����� ���� ������ �� �� ��� � ����� ��������� ����� �� q ��
��� ��� �� ��� ��� ������� ������ Pheat�

���� ������ ����� ���������� ��� ������� ���� �����

��� ������ ����� xd �� ������ ���������




J1Gmgbd +R−1Geldd + fextPext + Jbs = 0

−J2Geldd + J4Vloop.d = 0

JT1fqd + S = 0

JT2GT eex −R−1
T fqd + JT4T1 = 0

������

��� ��������� ������ ����� �� ������� �

• ��� ����� ������ T1 �� ������� �������� �� ����� ����������� ��������� (T1 = 0 ��� �������)

• ��� ������ ���� S �������� ��� ����� ����� SJoule = ηJtot (Jtot − Jni) ������ Jtot �� ��� �����
������� �������� ��� ��� �������� ������� ������ Sheat ����� �� ���������� �� ��� �������
����� Pheat�

• ��� ���� ��������� � ��������� ��� ����� Jbs (Bθ, T, ∂zT ) , η (T ) , ��� χ (∂zT, Bθ) � ���
��������� �� ��������� �������� ����������� ����� �� ������� �� ������� �� ���� ��� ����������
���� ��� ������� ������ ����� ��� T ��� ∂zT ��� ������� ����������� ��� ���� �������� �
�������� �������� ������� n� �� ��� ������ ���� ����� ����������� ��� ��������� ������ ����

� ��� ����������� ��������� �
η (T ) = Cη (b)T

−3/2

� ��� ������� �������� ����������

χ (∂zT, Bθ) = Cχ (b) ∂zT

� ��� �������� ��������� ��������

Jbs =
1

b

�
β1eex + β2R

−1
T fq
�

=
1

b

�
β1 (JT2GT )

−1
+ β2

�
(JT1RT )

−1
S ������

=
1

b

�
β1 (JT2GT )

−1
+ β2

�
(JT1RT )

−1
(SJoule + Sheat)

��� ����� ����� SJoule ��� �� ���������� �� � ���������� ������ �������� ���� ���
����� ������� ��� ��� �������� ������������� ������� ��� ������ ���� ���� ��� �� ��� ���
��������� ��� �� ��������� �� �� ���������� ���� �������� �� ��� �������� ������� �������
Sheat �� ����� �� ��� �������� ���������� fheatPheat ����� fheat �� � ������ �������
�������� �������� �� z ����� �� � �������������� �� ��� ���� ���������



������� �� ������� ���������� ������ ��

��� �� ��� �������� ������ �� ��������� ������� T ��� b ��� �� ��� ���� ���� ���� ����� ����������
�� ��� �������� ���� ��� ����������� ��� ���������� �� ��� ��������� �������� ��� ������ �����������
��� ��� ������� �������� ��������� ���� ��� �������� ���� ��� �� ���������� ���� ������ �
������������� ��� ��� ����������� ������������ ������ ��� ��� ����������� �� ����� ����������� ���
����������� �� ��� �������� ���� ������� �� ��� �������� ��������� bd� �� ��� �� �� ������� �������
���� ����� ��� ��� ������������� ���� ��� ����� �������� ������� ���� �� �������� ���� �������� ����
��� ��������� ���������� ���� �� ����� ������ ���� ��� ������ ������� ����� �������

������ ��� ��� ��� ������ ���� ���� ��� �������� ���� ��� ������� ������ �� ��� ���������������
��� �� ����������� ��� ��� ��� �������� ������ ���� ������ ������� �� �������� �� ��� ����������
�� ������� �� ������� ���� ���� ��� �������� ����������� �� ���� ������ ��� ��������� �� �������
������ �� ���������� ��� ����������� ����������� �������� ����� ������ ���� ��� �������� ����
����� �� ������������ ��� �������� ���� ��� �� ���������� �� �������� �� ��� ����������� �� ���
��� ����������

�������� ��� ����������� �� ������� ���� ��� ������ ����� �������� ������ ����� ��� ��������
������� ��� ������ ������ q ��� ��� �������� ����� b �� �������� �������� ��� �������� �����������
ud ���




Pext

(Pheat)
3/2

Vloop

Pheat




d

=






wf (z1)
wf (z2)
wf (z3)


C




−1

×




2π
�
Bφ0a

2
�� z1

q1d
,
z2
q2d

,
z3
q3d

�T

+




wf (z1)
wf (z2)
wf (z3)


 (J1Gmg)

−1
Cbs.dSJoule




������

����� C = − (J1Gmg)
−1 � fext CRJ−1

2 J4 Cbsfheat
�
� CR = R/ (Pheat)

3/2
d � ����� z1, z2, z3 ��� ���

����� ��������� �� ��� ����� ���������� q1d, q2d, q3d ��� ��� ������ �������
��� ����������� ������� �� ���� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ��� ������ �������� �� ���

������������� �� ���� ���� ���� �� ��� ���������� ���������� R, RT , GT ��� Jbs� ��� ��������
������� �� ���� �������� ��� ���� �� �������� ��� ����������� ����� ��� ���� �� �������� ��� ������
������ �� ��� ������������� ������������

���� ���������� ������

��� �������������� ������ ��������� �������� �� ��� ����������� ������ �� ��� ��� ������������
����������� �� ��� ����������� �������� R ��� RT � �� ������ �� �������� ��� ���������������
��������� J �� ��� �������� ������� ����� ��� ��������� ��� �������� ��������� ��������� �Ja = 0��
��� ������� ������ �������� �� ������� Ra �������� ���� ���� Rd = RT

d > 0 ���� ������� �����������
����� ��� ���� �� ��������� ��� ������ ����������� Hd ��� ��� �������� ������ δu ���� ��� ���� ��
��� �������� �������� ������� ��� ��� �������������� ����������� ��� ��������� ���������� ������������

��� ���������� �� ��� ���������� ���� ������� �� ��� ����� �� ������������� �� �������� ��� ����
���� �� ������������� ��� ����� �� ��� ������ ����������� R ��������� ���� ���� ����������� �� ���
������ ����������� η ��� ��� ������� �������� ��������� χ� ��� ������ ���� �� ������������� ���
������� �� ��� ������������� ����������� ���� �� ��� ���������� ��� ����������� ������� ��� �� ���
������������� �� ��� ��������� ������� Jbs�

������� ���� � ������ �� ������������� ����������� Ra ���� ���� Rd �� ���������� ������ ��
��� ������ ����� ������������� ���� ���������� ������ �� ������� ��� �������� ����� ���������� ����
������� �� �� ���������� ���� ����� �������������� �������� ��� �������� ���������� ����� ���������
� ������������ ����������� ��� ������ �� ����� ������ ��� ��� ������������ ���� ��� ������ ���������
������������ ��� ����������� ��� ��� ������ ���� �������

���� ����������

����� ��������� ������ ��� ��� ������ ������ q ��� ������ ������������ �� ��� ������ �������� �������
����� z = 0.1, 0.3, ��� 0.4� ��� ����������� �������� ����� ud� ��� ����� ��������� ������ qd ���



������� �� ������� ���������� ������ ��

��� ������� ����������� ������ Td� ������������� �� ����� ����� ���������� ��� ������ ���� �������
��� ��������� ������������ ��� ������� ������� ���������� ��� �������� ������ δu ���� ��������
�������� ������ �� ������� ��� ����� X� ��� ������� ���������� ��� �������� �� ��������� �� ���
�������� ����������� ���� ��� ������ �� Ja = 0 ��� Ra ���� ���

Ra =




�
0 0
0 Ra1

�
0

0

�
Ra2 0
0 0

�


 ������

����� ��� �������� �������� ������ Ra1 ��� Ra2 ������� ��� ��� �������� ����� �� ���������������
������ ��� ������� ������ ������������� �� � ���������� ���� ��� ��� ��� ���� ����� �������� ������
��� ��� �������� Ra1 ��� Ra2 ����� ���������� �� ����� ������ ��������� ����������

��� �������� ������� ���������� �� ������ �� ��� ������ ���� ���� ��� ��� �������������
��� ���������� ������� ��� ������ �� ������
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������ ����� T ������� �� t = 0.7s ��� ��� t = 1.5s ���

������� ���� ��� ���� ���� ������������ ��� ������� �������� ���� ��� ����������� ��� ��� �����
���� ��������� ��� ������� �������� ������ �� t = 0.2s ���� ��� ������� ������ (Pext, Vloop, Pheat)init=
(40kW, −0.6V, 300kW )� ������� �� z = (0.1, 0.3, 0.7) ��� ��������� q������� �� ��� �� qa = (0.85, 1.1, 2.4)�
���� �� t = 0.8s� ��� ��������� �� ������� �� qb = (1, 1.4, 3)�

��� ����������� ���� ����� ��� q ������ ����� �� ��� ��������� ������ ��� ��� �������� ������
�� ���� �� ��� q ������ ��������� ������ ��� ����������� ��� �� ��� ��������� ������������� ���
�������������� ��� �������� ������� ����� ����� �� ������� ��� ������ �� ���������� �� �����
������������ �� Pheat� �������� �� ������� ������� �� ����������� ��� ������ ��������� ����� ��� ���
q�������� �� �� ������ ��������� �� Pheat� ����� ��������� �� �������� ���� ��� ���� �� ����������
�� ��������� ��� ��� ���������� ��������� �� ����� ����� � ������������ ����������� �� ��������
��� ��� ���� ��� ��� ����� ������� ����� ��� �������� ������� �� Pext ��� Vloop� ����� Pheat �����
������ ���������� �� ��� ������ ����� ��� ��� ���� ��������� Jbs� ��� ����� ���� ����� ���
����������� ������ �� ��� ��������� ������ �� ��� ����������� ������� �� t = 0.7s ��� t = 1.5s�
�������� ����� ��� ������� ��� ����� �� ��� �������� �������������� �������� ���� ����� ����� �����
���� �� ���� ������ �� ��� ����� ����� ����� ������� ���� �� � ���������� ����� ��� ��������� �������



������� �� ������� ���������� ������ ��

������ �� ���� ��� ��������� ������ ��� ��� q������� ��� ��� ��� ��� T ������� ��� ������ �����
�������� ������� �� ��� ������� ������ Sheat� ��� ����������� ������ ������� ������ �� � �����
��������� �� ��� ���� ������� ������� ����� �� ����� ��� ��������� �� ���� �����

� ����������

�� ���� �������� � ������� �������� ��� �� ��������� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ��������
��� ��� ���� ��� ��� ������� ���� ����� � � ��� �� ��� �������������� ������ ��� ��� ���������
��� ������� ��������� ������ ��� ������� ������� ��� ������� ����������� �� ����� �� �������
��� ��� ������� ��� �� ������� ���� � ��� ������� ����� �������� ���� ��� ���������� ����������
�������������� �� ��� ������������� ������� ����� �� ���������� �� ���� ������������ ���� �� �����
�� ��������� ��� ������ ������� ��� �������� ����������� ��� ����������� ��� ����� ���� ������� ��
��� ����������� ����������� ��� ��� ����������� ������� ������� ��� ����������� ������ ��� ���
�������� �� ��� ����������� ���������� ��� ���������� ���� ��� ������� ��� ��� ��� ��������������
��������� ���������� ��� ����������� ���� ���� ������ �� ����������� ���� ��� ������ ����� ��
���� ����� ���� ��� ���� ��� ������ ����� ��� �������� ������� ��� ������������ ����� �
����������� ��� ���� �������� ���� ��� �������� ����������� ��� �������� ��������� ��������� ��
��� ������� ����� ��� ��� �������� ��� �������� ������� �� ��� ���������� ����� ��� ���������������
������ ���� ���� ���� ����� �� � ���������� ������ �������� �� ����������� ��� �������� PA ��� PB

����������
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������� ����������� ���������������� ������� ���� �������� ������ ���� ��� ���� ������� ������
�� ��� ������ ������ ��������� �� � ����� �� ��������� ���������� �������� ������� ���� ���� ����� ��
�������� ��� ������� ������� ����� �� ������� ����������� �� ����� ������� �� ��������������� �����
�� ���� �� ������ ������� �� ����� �� ��� ����� ����� ������� ������� ���� ���� ���������� �� ���
������� �� ��������� ���� ������� ����� ����������� ��������������� ����������� ������� �� ���� ����
�� ��� ���� ���� ���� ����������� �� ��� ������� �� ����� ����������� ��� ������� �������� ���
��������� ������� ��������� �� ���������������� �������� ���� �� �� ��� ����� �� ������ �������
������� ��� �������� ��������� ���������� �� ������� �� ������� ��������� �� ����� ��� �� ���
�������� ������� �� ����� ��� �������� ������ ���� � ������� ������ ������� �� ��� ���� �� � ������
���� �������������� ������ ����������� ��������

�� ���� ������� �� ������� �� ��� ���� ���� �� ��������� �� ���� ���� �� ������� ����������� ����
���������������� �������� ���� ���������� ����� ������� ��� ����������� ��������������� ���������
������� ��� ����� ���������� ���������� �� ������� ������ ������� ��� ������� ���������� ��
����� � ���������� ����� �� ������ ���� ���������������� �������� �� ����� �� ������� ���� �������
�� ���� �� ��� ��� ����� ���� ����������� ������� �� ��� ����� �������� ��� ��� �������� �������
���������������

�� � ������ ����� �� ������������ ����������� ������� �� ��� ��� ��������� ��� ��� ����� ���
��������� ����� ���� �� ������������� �� ��� ����� �� ��� ������� ����������� ���� ����� ��� ����
����������� �� ��� ������ �� ��� ������ ������������ ����� ��������� �� ��� ������ ���� �����������
����������� ������� ���� ��� ��������������� ����������� ���� ���� �� ��� � ������� �������� �� ���
�������� �������� ����� ���� �������� ����� ������������ �� ��� ����� ����� �� ��� �������� ����
������� ���� ��� ������� ������� ��� �������� �������� ��� ��� ������������ ����� �� �� ����������
��������� ��� ��� ������� ������ ���� ������������ ��������� �� ������� ��������� �� ������������
�������� �� ��� �������� �������� ���� ���� ��� ����� ����� ������� �� ���� ������ ���������� ���
�� ����������� �� ������� �������� ������� ��� � ������������ ��������� ��� ������������ ����
����� �� �� ����������� � ������� �������� �� ������� ��� �� ����� ��� �� � �������� ������� ����� ��
�� ������� �� �������� �������� �� ���� ���������� �� ���� ������ ����� ��� ����������� �������� ��
�������� �� �� ��� �k�������� ���� �� ��� �������� ��� �������������� �� ����� ���������������

�� ��� ����������� ����� ��� ������� �� ���� �� ��� ��� ������ ������ �� ��� �������� ��������
��� �� ���� ������� ����������� ����������� ������������ ������� ���� ��� �������� ���������
������ ��� ����������� ���������� ��������� ��� ����� ��� ������������� ������� ��������� ����� ���
���� �� ��� ����������� ������� ����� ��� ���� ������� ������� ��� �������� ������� ��� �����������
������� �� ����� ���� ����� ���� ��� ����� �������� ����� ��� ��� ����� ��� ��� �������� ����� ���
���������� ����� ��� ������ ������������ ������� �� ��� ������� ������ �� ���� ��� � ����� ���������
������ �� ��� ������������� �������� ������� ������� ����� ��� �������� ������ �� �����������
�� ������ �� ��� ������ ����� ��������� ��������� ��� �������� ����������� ������� �� ���� ���� ��
����� � ������ ���� �� ����������� ����� �������� ��� ������� ����� ��� � ��� �������� �������

��
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������ ����� �������� ���� ��� �������� ������� ��� ��� ����������� �� ��� ����������� ��������
���� ������� �� ��������� �� �������� �� ������� � �� ����� ��� ����� �� ���������� �����

����������� �������� ��� ����� �� ������ ������� ��� ��� ��������� �������� �������� ��� ���
������� ������� �� ������� � �� ����� ���� ���� �� ��� ������� �� ��� ��������� �������� �������� ���
��� �������� ��� �� ��������� ���� ����������� ��� ��������� ������� ��� �������� ���� �������
��� ���� �� ������� ���������� ������� ���������� �� ��������� �� ����� �� ������� ���� ����������
����������� ��� ��� ��������� ���������� ���������� �� ������� �� ��� �������� ������� ����� ���� ���
������� �������� �������� ��� ��� �������� ��������������� ���� ������������ ��� ��������� ��
��������� ��� �������� ����������� ������� ��� ����������� �� ���� ������� �� ��������� ������� ����
���������� ���������

�� ������� ������� ��� ������������������� ����������������
�������

��� ������� ����� �� ������� ����������� ���������������� ������� �� ��������� �� ���� �������� ���
��������� �� ������� ������� �� ���� ������� ��� ��� ���������� ����� �� ��� ���� ����� �� �������
� ������ ������� ������� ������ ������ ������� ��� ������� ���������� ��� ��� �������� �� ������
���������������� �������� ��� ��������� �� ��� ����������� ������ �� ��� ����� �� �������� �� ����
�������������

���� ��� ����� �� ���������� �������� ��� ������ ���������������� ����
����

�� ���� ����������� ��� ������� ������� ��� � ����� �� ����������� ���������� ����������������
������� ���� ���� �������� ��� ����������� ����� ���� �������� ������ ���





ẋ = [J (x, t)−R (x, t)]
∂H
∂x

+ g (x)u1 (t)�
u2

y

�
= Bx

������

����� ��� ������������� ������� u1 �� ���� � ���� ��������� ������ ������ u1 (t)� ��� ������� ���
g (x) ���������� ��� ������� ������������ �� ���� ������� ������� J = −J ∗ �� � �������� �����
��������� ����������� �������� ���� ���� ��������� ����� ��� ��� ���� �� ���������� �� ���� ��������
���� � ���������� ����� �� ������� ��������� �� ��� ���� J = P1∂z + P0� ����� P1 ∈ Mn (R) �� �
������������ ��������� ������ ��� P0 = −PT

0 ∈ Mn (R) �� � �������������� ���� �������� ����
����� ��� �� ����������� �� ������ ����� ������� ����������� ���� �� �� ���� ����� �������� Z = [0; 1]�
��� ������� ������� ��� ����� ����� �� ����� �� ������������� �� ������ �� x � X = L2([0,+∞)×Z)�
��� ����������� �� ������ ����� ��� ��� �������� ������������ �������� R � 0� ��� ��� ����� ������
������ �� ��� ������ ����� ��� ����������� ������ �������� H : X → R ����

H =

ˆ

Z
H�V ������

����� H �� ��� ������ �������� B �� � ����������� �������� ������� �� ��� �������� ∂Z = {0; 1}
�� ��� ����������� �������� J �� ��� ����� �� ��� ��������� ����� �����

����� ����� �������� � ������ ����������� �������� L ��� ������ �� L∗ ��� ������ ������� �����
��������� ����� ������ �� U, V ��� ���� �� ������ ��������� ���� Z �� R� ����� ��� ����� ���������
u ∈ U ��� v ∈ V � ����� ������ � ����������� �������� BL ������ �� ��� �������� ∂Z ���� �����

ˆ

Z

�
vTLu− uTL∗v

�
�V =

ˆ

∂Z
BL (u, v) �A ������

�� ��� ���� BL �� ��� ����������� �������� ������� �� ��� �������� ∂Z �� ��� ����������� ��������
L�
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��� �������� �� �� �������� ��� ���� ����� ������� ���������� L = ∂z �� ��� ������ Z = [a; b]�
������ u, v ∈ Z� ���� �� ����

´

Z
�
vT∂zu+ uT∂zv

�
�z =

´

Z (∂z (vu)) �z = vu|ba ������

��������� ��� �������� �������� B∂z
������� �� L = ∂z �� ���� ������ ��� ���������� �� ��� �����

������� �u, v� = uv �� ��� �������� ∂Z = {a; b}� ���� ������� �������� ��������� ��� ��
����������� ��� � ������ ����� �� ������������ ���� ��������� ����������� ���������� ��� ���������
����� �� ������� �� ��� ���� ������ �������� ���� ��� ����� �� ������������ ��������� ����� ���
���������� �� ����� �� ����� � ���������� ������ ������� ��� �������� � ����������� ��������� ���
������ �� ����� ��� ����� �� ���� �� ������� ���� ��� ����� �� ������� �� ��� ���� ������ �������� ����
��������� ���������� �������� ���� �� ����� ��������� ������ ��� ����� ���������� ������� �����
��������� ����������� ������ �� ����� ��� ������������� ��� ���������� ������� ���� ����������
���� ��� ���� ���� ��������� �������� �� �� ���� �� ����� ��������� ���� ��� ������ �������� ���
��������� �������� ���������

��� ������� �� ��� �������� �������� ������� �� �� ����� � ������ ��� ���������� ��������� �������
���������������� ������ �� ��� �����





ẋ = [Jd (x, t)−Rd (x, t)]
∂Hd

∂x�
ũ2

ỹ

�
= Bdx

������

����� Jd = −J ∗
d � Rd = RT

d � 0 ��� ������������ ��� ������� ������ ��������������� ��� �������
���������� ��� ������� ����������� ����������� Hd ���������

�� ������������ �����������
∂Hd

∂x
(xd) = 0 ������

��� ��������� ����������
∂2Hd

∂x2
(xd) > 0 ������

Bd ������� � ������� �������� �������� ����� ������� ���� ��� ������ (ỹ, ũ2) �� � ������� ������
������ ���� ��� ��� ������ ������ ���� ������� �� ��� ������� ���������� Hd� ����� ��� ��������� ���
��������������� �� ��� ���������� ������� ������������ ����� ����� ���� �� � ���������� ��������
������� ������ ��� �� ����� �� ���� �� ����� ����� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� ���������
����������������� ������������ ����� �� ��������� ������ ������� ���� ��� ������ ������� ��������
����� ����� ���� �� ��� ������������ ����������� �������� Jd ���� ���� ��������� ��� �� ����� ����
��

dHd

dt
=

∂Hd

∂x

T

ẋ

= ỹT ũ2 −
∂Hd

∂x

T

Rd
∂Hd

∂x
≤ ỹT ũ2

������

������ ��� ������ ��� ������������� �������� ����� �������� �� ������������ ��� �������� �������
�� ����� �� �� ��� ������ ����� �������� ��� ���� �������� �� �� � ����������� �������� ��� ������
��������� �� ���� ���� �������� ��� ����� �� ����� ������ ��� ����������� ������� �� ���� �� ���������
��� �������� ������ ������ ���� ��� ������ ��������� ���������������� ������ ������ ���� � ��������
������� �������� ��� ��� ���� �� ��� ��� �� ��� �������� ��������

������ ��� � ����������� ������ ���������������� ������� ���� �� ���� Rd > 0� �� ��������������
������ ���� ���� �� ���������� �������� ��������� ũ2 = 0� ���������� ���� Rd ≥ 0 �� ����
�������� ������������ � ������ ��������� �������� ��������� �� ��� ���� ũ2 = −Kpỹ2, Kp > 0
������� ��� �������������� ��� �������� ���������

gu1 = [Jd (x, t)−Rd (x, t)]
∂Hd

∂x
− [J (x, t)−R (x, t)]

∂H
∂x

������

���� ���������� ��� ������������� ������� gu1�
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���� ������ ������� ��� ������� ���������� ��� � �������� �� ������
���������������� �������

�� ���� ��� ����� �� � ���������� �������� �� ������ ���������������� �������� �������� ���� ���
������ �������� �� ��� �������� ������ ��� ��� ��������� ���� H = 1

2x
TQx ����� ��� ������ �������

�� ������� ��� ���� ��� ��������� ������ (u2, y2) = (∂xH) |∂Z �� �������� ������������ ����������
������� ��������� ��� ���� �������� ������ �� ��� ������ ���� ��� ��������������� �������� J ��� �
�������� ���� ����� ������ ������ ��������� �� ��� ������ ������� �� ����� ���� �� ��� ���� ������
���� ��� ��� ��������� ��������������� ��������� �� ��� ������ ����� ������ ��� �� ������� �� ���
������ ������ ������ ���� ������� �������� ��� ����� ����� �� ������ ��� ���������� ���������� ���
��������� ��������� �������� �� ��� ������� ��� ��������� �� ��� ��������� �������� �������� �������
���������� ��� ��������������� �������� J �� ������ ����� ��� ���������� ��������

Jd = J =

�
0 1
1 0

�
∂z �������

�������� ���� ���� ����� �������� ���������� ���� ������� �� ��� ������ �� ��������� ����� ��
������� ����� � ����������� ������� ��������� � ������ ����������� ������������ �������� ���� �
�������� �������� ����� �� ��� �������� ���� ��������� �� ��� ������� ������ �� ���� ����� �����
��� ��������������� ��������� �� ��� ������ ������ ���� ������ ���������� ��� ������ ������ ��
�������� �� ����� ���� ������� �������� ������ �������� �����������

• Hd =
´

Z
1
2x

TQdx =
´

Z
1
2x

T (Q+Qa)x = H+Ha; Qd > 0

• Rd = R+Ra ≥ 0 ���� Ra = RT
a �= 0

��� ��� ��������� �������� ����� ���� ��� ������������� ���������� ������� �� ��� ������ ������
�� ���������� ��� ��� ������ ����������� Hd ��� ���� ��� �� ������� ���� ��� �������� ������
�������� ������� u2�

�
ũ2

ỹ2

�
=

�
f∂
e∂

�
= (∂xHd) |∂Z

= (∂xH+ ∂xHa) |∂Z

=

�
u2

y2

�
+ ∂xHa|∂Z

�������

���� ��� �������� ����� ũ2 �� ���� ������� ���� �� ��� ������ ������� Qa ��� ��� ���������
�� ��� ������� ��������� Ra� ������������ �� ��� ���������� ������ ���� ����������� ��������� ����
�� �������� ������� ��� ������������� �������� ������� ũ2� ��� ��������� �� ��� ������ ������
��� �� ������ ��� ��� ���� ��� ������ �������� ��������� �������� ���� ��� �������� ����� �� �����
� �������� ����� �� ��� ����� ��� ���� ���������� ���� ��� ������ ������ �� ��� ������ ������
������� �� ���� ������ ������������ �� ����� ��� ���������� ������������� ��������� ���� ������� ��
���� ����� ������� ������ ���� ��� ������ �������� �� ��� ������ ������ �� ��� ��������� ����
Hd = 1

2

´

Z xTQdx = �x�2Qd
� ���� ∂xHd (x

∗) = H (x∗) = 0 �� ��� ����������� ������ x∗ = 0�
����������� �� �������� ������� ũ2 = 0 �� ��� ������ ������� ��� ������ ������� ������

d

dt
Hd = −∂Hd

∂x

T

Rd
∂Hd

∂x

= −
´

Z xTQdRdQdx

= −
´

Z xTQd (Rd)
1/2

(Qd)
−1/2 Qd (Qd)

−1/2
(Rd)

1/2 Qdx

= −
���(Qd)

−1/2
(Rd)

1/2 Qdx
���
2

Qd

≤ −Γ �x�2Qd

�������



������� �� ������������ ���������� ��� �������������������� ��� ��

����� Γ = ���
�
(Qd)

−1/2
(Rd)

1/2 Qd

�
> 0� ��� ������� �������� ����� ��

�
(Qd)

−1/2
(Rd)

1/2 Qd

�

����� Qd > 0, Rd > 0� �����
d

dt
Hd ≤ −Γ �x�2Qd

= −ΓHd �������

����� ������ ����������� ��������� �� ��� ����� �� �������� ���� ������� �� ��� ������ ���� �.�Qd
�

��� ��������� �������� �� ������ �������� ��� �� �������� ���� �� ���� �� ��� ���� ���� �� ��
������� ��� ��� �������� ������ ������� ��� ������� ���������� ������� �������

��� ������� ���������� ������ ��� ��� ��������� �������� �����
����

�� �������� �� ���� ������� � ���� ������ �������� �� ��� �������� �������� ��� ��� ������� �������
������ ��� ��� ��������� �������� �������� ���� ������� �� ������� ���� �� ���� ������� ���� ��� �����
�������� �������� ��� ��� ��������� ������� ������� ��� ��� �������� ��������� �������� ��� ����
������� ��������� �� �������� ������ ��� ����������� �� ��� ���� ����� �� ���� ��� ���������������
��������� �� ��� ����� ��� ��� ����������� ��� ���� ��������� �� ��� ������ ������� �� �������
�������� �� ����� ���������� ��� �������� �������� �� ������ ��� ������� ���������� ������� ���
����� ���� ����������� ������� �� ��� ����� ���������

����� ������������������� ��� ����������� ��� ��� ��������� ��������
��������

��� �� ������ ��� ���������������� ����������� �� ��� ��������� �������� �������� ������ �� �������
�� ������� ��� �� �������� ����� ������������ ���� ����������� ������





∂t

�
Dφ

Bθ

�

� �� �
x

=




�
0 1

1 0

�
∂z

� �� �
J

−
�

C3
η

0

0 0

�

� �� �
R




�
1

�C3
0

0 C2
µ

��
Dφ

Bθ

�

� �� �
∂xH

+

�
−Jext − Jbs

0

�

B (∂xH) =

�
f∂
e∂

�
|z=1 =

�
Vloop

Ip1

�
�������

����� ��� ��� ��������� ���� ��� ∂t
�
−Dφ

�
� ∂t
�
−Bθ

�
���
�
Jext + Jbs

�
����� ���������� �� ���

������� �� ��������� ��� ��� �������� ��������� ���� ��� �������� ������� ��� ��� ��� ����� �������
�������� ��� ������ ��������� ��� ��������� ������� Jbs ��� ��� �������� ������� ������ Jext� ���
������ ����������� η �� �������� � ��������� ������� ������������ ���� ��� ������ ������������
�������� ����� ��� �������������������������� ��������� ��� ��� ���������� �� ���� ��������
��� ������ ����������� �� ������� �� �� � ����� ��������� ��� ������� ���� ������� ��������� η (z, t)�
� ��� µ ��� ������������ ���������� �� �� ��� ���� ������������ ��� ���� ������������ ���� ��������
��� ��������� �� ���� ��� ����������� ��� �������� ��������� ���������� �� ��� ����� ������ �������
�� ��� ���� Ip1 ��� ��� ���� ������� Vloop �������� �� ��� �������� �������� ������ ���� ���� �������
�� ������ ������ �� ��� ������� ����� f∂e∂ |z=0 = 0� ��� ����� ��������������� ������ ������� ��
������� �� �� � ��������� �����

H =
1

2
xTQx �������

���� ����� ������������ ��� ��� ����� ��� ��� ��������� �������� ��� �� ������ ���� ��� �����
��� ����� 




∂t

�
x1

x2

�
= [J −R]Q

�
x1

x2

�
+ gu1

�
u2

y2

�
= Q
�

x1

x2

�
|z=1

�������

�����
�

x1

x2

�
���
�

u1

u2

�
������ ��� ������ ������ δ

�
D
B

�
��� �������� ������� δ

�
Pext

Vloop

�
��

��� ��������� �������� ������ �� �������� ��� g =

�
−fext
0

�
�� ��� ������� ��������



������� �� ������������ ���������� ��� �������������������� ��� ��

������ ��� ���� ���������������� ����� ������� ������ ��� ����� ��������� �� ��� ������ ������
�������� ��� ��������� ������� Jbs� ��� � ������� ������� �� ���� ����� ���� ������� �� ��� �����������
������������

������ ��� • ��� ������� gu1 �� ��� � ������ ������������ ������ �� ��� ����� ���� �� �� ���������
���� �� ��� ������ ����� u1(t)� ��������� �������� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ����
����� ���������� g (x, t) �� � �������� �� ��� ������ ����� ��� ����� � ����������� �����������
�� ��������� �� ��������� ��� ���������� ������ ����� ���� ������� �� ��� �������� ���������� g�
��� ������ ����� ������� �� ���� ������ ����� ��� ������������� ������ ��� ������� �����������
�� �� ��� ����� ����������� �����

• ��� �������� ������ ������� ������� ��� ����������� ������� u1 ��� ��� ������� ���� ���� �
����������� ��������������� ���������� ����� �� ����� �������� ��� ��������� �������� ���
����� ������� ����������

d

dt
H ≤ uT

2 y2 �������

• ��� ������ ����������� R ≥ 0 �� ��� �������� �������� ������� ��� ���� ��� �� ������� ��
����� ��� ����������� ������� gu1 ������ ���� ������ �� ������� ��� ����������� �������

������������� �� ��� ��� ����� ���� ����� ������ � �������� u1 �� ��� �������� �������� ������
����� ��� ����� ��� ������ �� ��� ������ ������ ���� ������� ���� ��� ����������� ����� ��� ��
������� �������� ���� ��� �������� ������� ũ2� �� ����� ������ ��� ���������� � �������� ����
���� u1 (t) ������� ����������� ��� ������ �� ��� ������� ���������� Jd, Rd, ��� Hd� ��� ��� ����
���������� ����� ����������

����� ���������� ������

�� ���� �������� ���� � ������ ������� ���������� ��� ��� ����� ������ �������� ����� ���� ���
����������� ������� �� ������ ��� ������ ����������� ����� ���������� ��� ������ ������ ����� ��
Qa = 0� �� ������ ��������� �� ���� ���� �� ������� ��� ���������





∂t

�
x1

x2

�
= [J −R]Q

�
x1

x2

�
+ gu1

�
u2

y2

�
= Q
�

x1

x2

�
|z=1

−→





∂t

�
x1

x2

�
= [J −Rd]Q

�
x1

x2

�

�
u2

y2

�
= Q
�

x1

x2

�
|z=1

�������

��� �� ������ ��� �� Rd =

�
r1 r12
r12 r2

�
> 0� ��� ������� �������� �������� ������� �������

�������� ����� 



r1 > 0

r2 > 0

r1r2 − r212 > 0

�������

��� ����� R1 = C3

η � Q =

�
Q1 0
0 Q2

�
=

� 1
�C3

0

0 C2

µ

�
� �� ���� �������� ����� ��� �������� ��

��� ����������� ���������� ���� gu1 ����� ������� ��� ������� ����������� Rd ������

gu1 = (R−Rd)
∂H
∂x

= (R−Rd)Qx �������

���������� ��� ���� ��� �� ����� ��� ���������� ��������� �� ���� ������ ������� u1(t) ��� ��� x ������
���������� ��� �������� ������� u2 ���� �� �������� �� ���������� ��� ����������� �� ��� ���������
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��� �������� �������� ������� ����� ���
�

−fext
0

�
u1 =

��
R1 0
0 0

�
−
�

r1 r12
r12 r2

���
Q1 0
0 Q2

��
x1

x2

�
�������

⇐⇒





−fextu1 =

0 =

(R1 − r1)Q1x1 − r12Q2x2

r12Q1x1 + r2Q2x2

�������

��� ��� ������ ������ ���� ������� ��� ������� ��� ���������




−fext
Q1x1

u1 = (R1 − r1) + r2

�
Q2x2

Q1x1

�2

r1 > r2

�
Q2x2

Q1x1

�2
> 0

��������

���� ��� ����������� �� �������� �� u1�

R1 − r1 <
−fext
Q1x1

u1 < R1 ��������

���� ��� ����� �� u1 �� ���������� ���� ��� �������� ���������� ��� ��� x� ��� ��� ������ ���
��������� �� � �������� ������� ������� Rd > 0 ��� ��� ���� r1 > R1 � � ������� �������� �� u1 = 0��
��� �������� ������ ���� ������� ��� ������ ������ ���� ��� ������ ������� ������� ��������� �
������������� �������� ������� ��������� ũ2 = −Kpỹ2, Kp > 0 ���� ���������� ��� �����������
�� ��� ������ ���� ������ �� ��� ����������� 0 ����� �� ��� ����������� �� ��� ���� ������ �� ���
������� ����� ���� �� ������ ��� ����������� ���������

����� ���������� ������

��� ����� ������� ������� ��� �� ������� �� ��� ��������� �������� ����� ��� ��� ������� ��������
���� ����� ������� ����� ������ ����� �� �������� ��� ������������ ������� �� ����������� ��� ���������
�������� ��� ������ ����������� ������ ������� �� ��� ����������� ������� ��� ��������� �������
�� ������ �������� �� ��� ��������� ��� ��� ���������� ���� ������������ ��� ��� ��� ����������
���������� ����������� ����� ������ ���������� ��� �� ����� �� �����

��� ��������� ���� ���������� �� Ip �� t = 7s ��� q0 ���� ������ ������� �� ��� ������ z ≈ 0�
�� t = 11s ��� ���� ���� ���� �� ������� �� ������� ������� �� ���������� ��� �������� �� ���� �������
���� ��������� �� ��� ����������� �� ����� ������ ������� �� ��� �������� ������� u1� ��������
���� ��� ������ r1 ��� r2 ���� ������ ��������� ��� �������� ���� ���� ����� ������� �� ����� ��
������� ����� �� ���� ������ u1 ����� �� ������ �������� ������� ��� ��������� ��������� �������������
��� �������� �������� ������� ���� (u1, u2) �� ������ �� �� ����� ������ ��� �������� ������ Ip
������� ����� ��� ��������� �� ��� �������� ������� Vloop ������ �������� ��� ���������� ��������
Ip� ��� �������� ����� ����� ���� ���� �� ��������� �� ��� ������� �� ����� �� �������� q0�
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������ ������ �������� ���� ��� ����������� ������� u1 ��� ��� �������� ������� u2

�� ���� �� ����������� ��� ���� ���������� �� ����� ������� �������� ��� ��� ����� �����������
������� ��� �� ����� �����

������ ��� ���������� � �������� ������ �������� ������� ũ2 = −kỹ2, k > 0 ���� ���� ��



������� �� ������������ ���������� ��� �������������������� ��� ��

���������� ��� ����������� ����� ζ �� ��� ��� ���������� �������� �������� �������
�

f∂
e∂

�

d

�

�� ������� �������� �������

�� ��� �������� �������� ��� ���� ���� ��� ������ ������� ���������� �� ������ ��� �� � ��������
�� ��� ������� �������� ��������� ���� ���������� ��� �������� �� ��������������� ��� ������
�������� ��� �������� �� ��� ���� �������� ����� ������ ��� �� ��� ������� ���������� ���� ����
�������� ���������� (Jd, Rd, Hd) ���� �������� �� ��� ����� ��� ��� ������ ������ �� �������
�������� �� �������� ��������� �������� �� ������� ��������� ��� ��������� �� ��� ����������� �������
�� ��� ����� ����� ��� �������� �������� ������� ���� ��� ����������� ������� ���� ��� ��������
������� ����� ���� ����� ������ �� ������� ���� ����� �� �� ������� ��� ������� �������� �������
��������� ��������� ����������

��� ������ �� ��� �������� ������� ��� ������ ���� ��� ����� ������ ��� � �����������
�������� ���� �� ���� �� ����� �� ����� ��� ���� ������ �������� ���� �������� �� ��� �� ����� ���
������ �� ��� ��� ���� ��� ������ ����������� �������� �� ��� ������� ������� ��� ����� ���� ��
��� �������� ��������� �� ����� ������ �� ��� �������� �������������� ��� ������������ ��������
�������� ��������� �� ��� ����������� �� ������ ��� ������ ������������� ���� �� ��������� ������� ��
��� ����� �� ��� �������� �������� ���� ��� ����������� ������� ������� � ���������� �� ��������
�������� �������� �� ���� �������� �� ����� �������������� ��� ����������� ��� �������� ���������

���� ������� �������� �������� ���������

��� �� ����� ��� �������� �������� ������ ��� ��� �� ����������� ��� ��������� ��� ����� ��������
�� ��� ������� ���������� ���� ��� ��� ������� ������ ��� ����� ����������� ������� ����� ����� ��
��� ���� ��� ����������� ������� �� ���� ����� ����� ����� �� �� �������� �� ������� ��� ��� ��������
�������� �� ��� ������� ����������� ����� �� ������� ��������� ��� ���������� �� ������� ����
������� �� ���� ����������� �������

• � ���� ���� ������ ���� ����� ������ �� ������� �������� g⊥ �� g ������� ����� ����� ��������
g⊥, g
�
= 0� ��� ���� ��� ����� ��� ����� ������� ���������� Jd, Rd, ��� Hd ��� ��� �

������� ���� ��� ����� ������ ��������� �� ��� �������� �� ��� ������ ���������

0 = u1

ˆ 1

0

g⊥g�z

=

ˆ 1

0

g⊥ [Jd (x, t)−Rd (x, t)]
∂Hd

∂x
�z −

ˆ 1

0

g⊥ [J (x, t)−R (x, t)]
∂H
∂x

�z ������

���� ���� ��� ���������� ��� �� �������� �� ���� ��� ������ ������� ��� ���������� �����������
Jd = −J ∗

d � Rd = RT
d � 0� ��� Hd = HT

d > 0� �� �� ��� ������ �������� �� ��������� ���
��������� �� � �������� ���� ����� ����������� �������� �� ������ ��� ��� ��������� ��������
�������� �� ��� ���� �� ���� ������� ���������� ������� �� �� �� ������� ��� �� ������� ����
��� ���� ����� �� �� �������� ���������� ��� ����� �� ���������� ������ ��������

• � ������ �������� �������� �� ������� ��� �������� �������� ���� �� �� ������� ������ ������
��� ������ ����� �� u1(t)� ��� ��������� �� ��� ������� ���������� z� ��� �� �������� ����
��� ������� ������� ������������ g (z, t) �� ��� �������� �������� ���� ��������� �������
��� ���� ������������� ��� �������� ��� ��� ������� ������ �� ����

´ 1
0
g (z, t)u1 (t) �z =

´ 1
0
[Jd (x, t) − Rd (x, t)]

∂Hd

∂x
�z −

´ 1
0
[J (x, t) − R (x, t)]

∂H
∂x

�z

⇔ u1 (t)
´ 1
0
g (z, t) �z =

´ 1
0
[Jd (x, t) − Rd (x, t)]

∂Hd

∂x
�z −

´ 1
0
[J (x, t) − R (x, t)]

∂H
∂x

�z

⇔ u1 (t) =

´ 1
0
[Jd (x, t) − Rd (x, t)]

∂Hd

∂x
�z −

´ 1
0
[J (x, t) − R (x, t)]

∂H
∂x

�z
´ 1
0
g (z, t) �z

������

��������� ��� �������� ������� u1 �� ��� ��� ����� ������� ��� ������� ����� ��� ��� �����
������� ������ [0, 1]� �� ��� �������� ��� ��� �������� ��������� ��� ���� ����� �� ��������
�� ������ ������� �� ��� �������� ����� �������� �� ��� ���� ����� ������� ������� ���������
��� ����������



������� �� ������������ ���������� ��� �������������������� ��� ��

������ ��� ��� �������� �������� �������� ��� ��� �������� �������� ���� ����� �� �� �� �������
������ ���������� ��� ��� ��� ��������� ��� �������� ������ ���� ��� ������ ���� ����� �� �������
���� ���� �������� ��� ���������� ���� �������� �� ������� ������� �� ��� ��� �������� ������� ũ2

��� �� ���� �� ��������� ���� ��������� ������� ��� ����������� �� ��� ���� ������� ���� ������� ����
�����

���� ������� ���������� �������� �������� ����������

�� ������� �� ��� ���� ����������� �� �������� ������� �� ������� ��� ������� ����������� �����
����������� �������� ����� ���� ����� ���� ����������� ������� ��� �������� ������������ �������
��������

����������� ����� �� �������� ��� ������ ���� ������ �������� ���� ��� ������� ����� ���� ����
�������� ������� ������ �� ��� �������� �������

ẋ = [J −R]Qx+ gu1 = [Jd −Rd]Qdx+ F (x) ������

����� F (x) �� ��� ����� ���� ��� �������� �������� ������� �� ����� ��� �������� ��� �������������
����� ����� �������������� ���������������

w = x−
ˆ z

0

k (z, y)x (y, t) �y ������

����� k (z, y) �� ��� �������� ������� ��� �������� ������� u2 �� ������ ��������

u2 = Bx = B
�
w +

ˆ z

0

k (z, y)x (y, t) �y
�

������

= ũ2 + B
�
ˆ z

0

k (z, y)x (y, t) �y
�

��� �������� ������ ����� ���� � ��� ������ ����� �� ������� �� ����� ������ � ������������� ������
k (z, y) �����������

F (x, z) −
´ z

0
k (z, y)F (x, y) �y −

´ z

0
k (z, y) [Jd −Rd]Qd (y)x (y) �y

+ [Jd −Rd]Qd

´ z

0
k (z, y)x (y, t) �y = 0

������

������
��������� ��� ��� �������� ��������� ������������ ��� �����

ẇ = ẋ−
´ z

0
k (z, y) ẋ (y, t) �y

= [Jd −Rd]Qdw
������

��� ������ ������� ������� �������� ������� �Bw ≡ 0�� �� �������������� ������ ���� Rd > 0�
��������� �� ��� ������� �������� �� �������

������ ��� �� �������� ������� ��� �������� �������������� ������ k (z, y) ��������� ��� ��� ���
�������� ������� u2 ���������� ������ ��� ������ ������ Z� ��� �� ������ �� ���������� ���
�������� ����� F (x) ��� �� ��������� ��� ����������� ������ ���� ��� ��������� �� ������ �� ���������
������������ ���� ��������� �� ��� � �������� ������� ��� ũ2 = Bw ������ �� ũ2 = −Kpỹ2 ��
����� �� ������� ��� ������������� �� ��� ������ ������� �� ���� �� ��� ��� �� ��� �������� ������
�������

������ ��� ��� ���� ����� F (x, z) = 0 �� ��� ��������� ������� ������� �������� ���� ���
������ k (z, y) �� ��� ����� �� ����� �� ������ ����������� ���������� ���������� (Jd, Rd, Hd) ����
�����

−
´ z

0
k (z, y) [Jd −Rd]Qd (y)x (y) �y

+ [Jd −Rd]Qd (z)
´ z

0
k (z, y)x (y, t) �y = 0

������



������� �� ������������ ���������� ��� �������������������� ��� ��

��� ��������� ����������� ��� �� ���������� �� ��� ��������� ����

�������� ������





ẋ = [J −R]Qx+ gu1�
u2

y2

�
= Bx

H =
1

2
xTQx

������

�������

u1 ���−−−−→





ẋ = [Jd −Rd]Qdx+ F (z)�
u�

2

y�2

�
= Bx

Hd =
1

2
xTQdx

�������

w = x−
ˆ z

0

k (z, y)x (y, t) �y
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→





ẇ = [Jd −Rd]Qdw�
ũ2

ỹ2

�
= Bw

Hdw =
1

2
wTQdw

�������

�� ���� ��� ������ ��� ��� �������� ��������� �� ��������� ��� ������ �������� u1 ��� u2

�������� ���� ��� ����������� ������ �� ��� ������ k (z, y) ��� ��� �������� �������������� ��� ���
������� ���������� (Jd, Rd, Hd)�

���� ������� ��� �������� ��������

�� ���� ����������� �� ��� �� ����� ��� �������� �������� ������ ������������� ���� �� �����

�� ���� ���� ��� �� ��� �������� Jd = J =

�
0 1
1 0

�
∂z = i∂z� ��� ������������ �� ���

��������� ��� ���� ������� �� �������� ������ �� ��� ��������� ����

[Jd −Rd]Qd

´ z

0
k (z, y)x (y, t) �y = JdQd

´ z

0
k (z, y)x (y) �y

−RdQd

´ z

0
k (z, y)x (y) �y

= i∂z
´ z

0
Qd (z) k (z, y)x (y) �y

−
´ z

0
Rd (z)Qd (z) k (z, y)x (y) �y

= iQd (z) k (z, z)x (z)
+
´ z

0
i∂z (Qd (z) k (z, y))x (y) �y

−
´ z

0
Rd (z)Qd (z) k (z, y)x (y) �y

�������

����� ���� ������� ������� ∂z
´ z

0
f (z, y) �y = f (z, z) +

´ z

0
∂zf (z, y) �y � ��� ����� ������� ��

������ ��������

−
´ z

0
k (z, y) [Jd −Rd]Qd (y)x (y) �y = −

´ z

0
k (z, y) i∂y (Qd (y)x (y)) �y

+
´ z

0
k (z, y)Rd (y)Qd (y)x (y) �y

( ��������� �� ����) = −k (z, z) iQd (z)x (z) + k (z, 0) iQd (0)x (0)
+
´ z

0
∂yk (z, y) iQd (y)x (y) �y

+
´ z

0
k (z, y)Rd (y)Qd (y)x (y) �y

�������

�� ����

F (x, z)−
´ z

0
k (z, y)F (x, y) �y +k (z, 0) iQd (0)x (0)

+
´ z

0
∂yk (z, y) iQd (y)x (y) �y +

´ z

0
k (z, y)Rd (y)Qd (y)x (y) �y

+
´ z

0
i∂z (Qd (z) k (z, y))x (y) �y+ −

´ z

0
Rd (z)Qd (z) k (z, y)x (y) �y = 0

�������



������� �� ������������ ���������� ��� �������������������� ��� ��

����� ��� �� ������������ ���

∂yF (x, y)
+∂yk (z, y) iQd (y)x (y) + iQd (z) ∂zk (z, y)x (y)

+k (z, y) (−F (x, y) + i∂zQd (z)x (y) +Rd (y)Qd (y)x (y)−Rd (z)Qd (z)x (y)) = 0
�������

�������� ��� ��� �������� f (z, t) ���������� ���������� �� Z�

f (z, t) =

ˆ z

0

∂yf (y, t) �y + f (0, t) �������

���� ���� ��� ��������� �������� ��������� ������

F (x (0)) + k (z, 0) iQd (0)x (0) = 0 �������

������ k (z, y) �������������

��� ������� ������ �� ������� ������ �� ���������� �������� �� ����� ��� �������� ���������� ������
���� �� ��� ���� ����� ∂yF (x, y) = 0� ���������� ��� �������� �� ��� �������� �� ��� ����������
���� ����� k (z, y) = k (y)� ��� �������� ��������� ������� �� ��������� ��� ��� �������� �������
�������� 




∂yF (x, y) + ∂yk (z, y) iQd (y)x (y)

+k (y) (−F (x, y) +Rd (y)Qd (y))x (y) = 0

i∂zQd (z)−Rd (z)Qd (z) = 0

�������

��� ������ ��������� �� ������� ����� �� �� ����������� ������ �� ������� ����������� ����� ����
�� ������� �� ��� ���� ����������� ��� ������� ���������� �������� �� k (y) ���� ���� ��� �� ��������
���� ����� ��� k (y) ������ ���� ��� ������ Rd, Qd ������ ���� �� �� �������� �� ��� ������ ��������
�� ���������

A (y) ∂yk (y) +D (y) k (y) + C (y) = 0 �������

���� k (y) ��� �� �������� �����������

k (y) = e−α(y)

�
ˆ

β (y) e−α(y)dy + κ

�
�������

���� α (y) =
´ D(y)

A(y)�y� β (y) = − C(y)
A(y) ��� ����� κ �� � �������� �� ����������� ��������� �� ���

������� ����������

������ ���� (Rd, Qd)

��� ������� ���������� (Rd, Qd) ���� �� �������� �������� ���� ��� ������ k (y)� ��� �� ������

Rd =

�
r1 r12
r12 r2

�
> 0 ��� Qd =

�
q1 q12
q12 q2

�
> 0 ����� ���� ��� ���� ����� q12 = 0 �� ���

�������� ���� ��� ����������� �������� J = i∂z��
�� ���� �������� ��� ������ ���� ����� r1, r2 > 0; r12 = 0 ��� q1q2−q212 > 0� ���� ��� ���������

��� (Rd, Qd) �� ������� ����� ��� 



∂zq12 = r1q1 = r2q2

∂zq1 = r2q12

∂zq2 = r1q12

�������

���� r1, r2 ��� ����� ����� ���������� ������ ���

∂zq1
∂zq2

=
q1
q2

=
r2
r1

= α (z) > 0 �������

������ ��� ���� q2 = β (z) ��� ∂zβ (z) �= 0� ���� �������� �� ����
�
q1 (z) = α (z)β (z)

∂zq1 (z) = α (z) ∂zβ (z)
⇒ α (z) = α �������� �������



������� �� ������������ ���������� ��� �������������������� ��� ��

���� ��� ���������� ��������� −√
αr1 < 0 < ∂zq1

q1
<

√
αr1 ������������ Qd > 0� ����� �� ���

q1 (z) = Ce
´ z
0 (

√
αr1−�)dz �������

����� C ��� � =
√
αr1 − ∂zq1

q1
> 0 ��� ������ ����������

���� ����������

��� ������ ���� �� �������� ���� ���� �� ��� ������� ������ �������� ��� ��� ���� �� �����������
��� ������� ������� ��� ��� �������� ��� ������� ����� u1 = Pext (t) (= PA − PB) �� ��� �������������
������� Jext ��� ��� ���� ������� u2 = Vloop (t)�

����� ��� ���� �������� ���� �� �� ���������� �������� ������� �� ��� ��������� ������ ��� ������
������ q ��� ������ �� z = 0.1, ��� 0.4� ��� ����������� �������� ����� ud ��� ��� ����������� ����
��� qd� ������������� �� ��� ���������� ��� ������ ���� ������� ��������� ������ ��� ����������������
��� �������� ������� ������� ��������� �� ��� �������� ������� ������ ��� �������� ������� ����
��� ������ �� ������� ������������

Rd =

�
r1 0
0 r2

�
> 0

����� r1 = C3

η ��� ��� ����� α > 0 �� ���� ��� ������ α = 10−9 ����� ��� ��� ���� ��� � ����
����� ������� ���� ��� �������� ������ ��� r2 > 0�� ���� ��� ����� ������� ���������� �r2
��� Qd� ��� ���������� ����� �� ��� ���������� �� ���������� ����� ��������� �������������� ���
������������� ������� u1 �� �������� ���� �������� ������� �� ���� �� ��� �������� ����� F (x, z)
�� ������� �������� ��� �������� ������ k (y) �� ������ ��� �� �� �������� ���� ����� �� ��� ��������
������� ����� u2 ���� ������ ���� � �������� ������� �u2 = −Kpỹ2, Kp > 0 �� ���� ����� ���
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������ ����� ����� ���������� ������� ��� ��������� ������� ��� ������� ��� ������� ��������
�������� ��� ������������� ����� ������� ��� ��� ����������� �������

��� ������ ���� ����� ��� ������� �������� ���� ��� �������� ������� ����� ��� ����������
������ �� t = 0.45s ���� ��� ������� ������ (Pext, Vloop)init = (0, −0.65V )� ������� �� z = (0.1, 0.4)
��� ��������� q ������ �� ��� �� (q1a, q2a) = (0.85, 1.25)� ���� �� t = 1.2s� ��� ��������� �� �������
�� (q1b, q2b) = (0.95, 1.25)�

�� ����� ����� ��� ������ ������ ��� ��������� ��� ����������� ������ ��� q ������ ���� �� ���
��������� ������� ��� ����� ��� ����� ���������� ������ ����� ������ ���� ��� ������������� ��� ���
������ �� ��� ������ ��������� ������������� ����� �������� ����������� ��� �������� �� ����
����� ���� ��� ��� �������� ������� ������� ���� ���� (u1, u2)

T � ��� ���� ������� �����������
������� ������� u1� ��� ����� ����������� ������� ������� ��������� �� ������� �� ��� ���
���������� �������� �������� ������� ��� ��������� �� ��� ������������ ����� ���� u1 ���������
����� �� � ������ ������ �� ��������� �� ��� ����������� ������� ��� �� ����� �������� ��� ������
������� ��� �������� ������� ������� (u1, u2)

T ��� ������ ��� ���� ��������� ���� ��� �����
������� ������� �� ��� ������ z = 0.1 ��� �� ����� ��� ���� ������� �� ��� ������ ����� ���� ���
���� z = 0.4 ������ �� ��� ����������� �� ������ �������� ������� �u2 = −Kpỹ2�
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������������ ��� ��� ���� ��� �� ���������� ������ �� ������� �� ��� ���� �� ���� ������� �� ��
��������� ��� ������ ������ �� �� ��� ����� ����� ��� ����������� �� ������� ������� �� ��� ���� �����
���� t < 1.2s� ��� ���� �� ���� ���������� �� ��� ������ ����� t ≥ 1.2s� ������������� ���� ����
���� ��������� �� �������� ���� ���� �� ��� ��� �� � ����� ������ ������ �������� ��� �������� �������
����� Pext = −4.105MW �� t = 2s �� ��� �� ��� �������� ��������� ������ �������� �� ���������
� ����� ��� �� q� ������ �� ����� ���������� ����� �� ������� ������ ���� ��� �������� ���������� ��
��� �������

� ����������

�� ���� �������� � �������� ������� ������� ��� ������� ����������� ���������������� ������
�� ������������� ��� ����������� ������� �� ���������� �� ��� ������������� ������� ����������
����� ��� �������� ������� �� �������� �� ���������� ��� ����� ���� ��� �������� ��������� ���
�������� �������������� �� ���� �� ����� ��� ��������� �� ��� ������ �������

�� ������ ������� ��� ������� ���������� ������� ��� ���� �������� ��� ��� ��������� ��������
����� �� ��� �������� �������� ��� �� ������� ��������� ����� ��� ����������� ����� ���� �������
u1 ��� ��� �������� ������� u2� ��� �������� ������� ������������ ��� ���� �������� �� ��� �������
������ ��� ��� �������� �� ��� ��������� ���������� ������ ���� ��� �������������� ������ ������
������ �� ����������� ���� �� ��� ��� ���� ���� �� ��� ���� ������� �������� ������ ��� ���
������� ����������� ������ �� ��� ����� ����������� ������� �����������

��� �������� ���������� ��� ���� ������ �� ������ ���������� ���� ��������� ��� ��� ���
������������� ��������� ����������� ���� ���� ������ ���������� ����������� �� ������� ����
���� �������� ��������



������� �

���������� ��� ������������

�� ���� ������� � �������� ����������� ��� ���� �������� ��� ��� ���������� ��������� ��� ����
���� ������ ��� ����� ��� ������� ����������� ���������������� �������� ��� ������ �������� ��
�������� ��� ���� �������� �� ��� ���������� ������������� ������� ���������� ��� �������

��� ���������������� ��������� ��� ���� ���� �� ����� � �� ����� ��� ���� ��������� �� ���
������� ������� ��������� ��� ��������������� ���� ������ ������ ��� ��� ������ �������� ���
���� ���� ��� ����� ������� ��� �������� ������� ����������� � �������� �� ����������������
����� ��� ���� ����� �� ������ ������� ����������� ��� ���������� � ��������� ��������������
�� ���� ����� ��� ���� �������� ����� ��������� ��������� ����� ������� ��� ��������� �� �����
��������� ���������� ��� ������� �� ���� �� ���� ����������� ��������� �� ���� ��������� ����
�� ��� ��������� ������� �� ��� ������������ ������� �� ��������� R� �����

� ������� ��������� ���������� ��������� ��� ���� �������� �� ������ �� ����������������
������ ���� �� ������� ������ �� ����� ���������� �� ��� ������ �������� ����� ������������� ���
������ �� ����� �� ��� ����� ������� ������������� ��� ����� �� ��������� ��� ������ �� ����
� ��� ���� �������������� ��� ����� �������� ��� ��������������� ���������� ��� ��������� �����
����������� ���� ����������� �� ��������������� ������������ ����� ����� ��� ���� ������� �� ���
������� ������� �� ��� �� ������� ������ ���� ��� ��� �������� �������� ��� ������ �������� ���
��� ��� ���� ������ ���������

����� �� ����� ������� ������� ��� ������ ��� �������� ���������� ���� ���� ������������ ���
��� ������� ������� ��������� ���� ����� ��� ������������������� ������� ������� ������� ����
���� ���������

��� ��� �������� ��������� � ���������� �������������� ������ ��� ���� ��������� �� ��� �
�� ���������� ��� ������� ������� ����� ������� ����� �� ��� ��� ����� ���������� ��� �����
�������������� ���� �� ������� ��������� ��� �������� ���������� �������� �������� ��� ������
���������� �� ��� �������� ������� � ���������� �������� ������ ��� ���� �������� ���� ��������
������� ��� ��� ����� ��� ��� ������������� ������� ��� ������ ��� ���� ��������� ���� ��������
������������� ��������� ��� ��� ��������� �������� �������� ��� ��� ��� ���� �������� ����������
��� ������� ��������� ��������� ������� �������� ��������� �������� ����������� ��� �������� ���
������� ���������� ��� ����������� ��������� ���������� �� ���� �� � ���� ��������� ���� ���
�������������� ���� ���� ��� ����� ��������� ����������� ��� ���� �������

��� �������� ������� ������� ���� ���� ���� ��������� ���� ��� �������� ����� �����������
��� ������� ������� ������������ ��� ��� ��� ��������� �������� �������� �� ��� �������� ���
���� ��� ��� ��� ������� ���� ����� ����� ��� ������� ��������� ��� ��� ������ ������ q�������
����������� ��� ���� ����������� ������� ���� ������ ��� ��������� ����������� ��� ����������������
� ������������� ���������� ���������� ��� ������ ������� ��� ��������� ������� ���� ���� ����
������������ �� ��� ��� ������� ��� ���� ����� ���� ������� �� ��� ������ ������������ ��������

��� ��� ������ ������� ��������� � �������� ������������ ������� ������ ��� ���� ��������
���� ��� �� ������� ����������� ���������������� ����� ��� ��� ��������� �������� ��������� ���
���������� ����������� ��� �������� ������� ������� ���� ���� ����������� �� ����������� ����
��� �������� �������� ��� ���� ���� �� ��������� ��� ����� ���� ����������� ������� ���� ���
������������� �������� ����� �� ���� ����������� �� ��� ������������ �������� �������� ���
�������� ������� ����� ����������� ���� ��� ����� ������ ������ �� ������� �� ��� ������ �� �
�������� ��������������� ��� �������� ������ ��� ������ �� �� �������������� ������ �� ��� �����

���



������� �� ���������� ��� ������������ ���

�� ��������� � ������ ���� �� ��� ��������� �������� �������� ������������ ��� ������������ �� ����
������� �������� ������� ��������

���� ������������ �� ���� ���� ���� ���� ��������� �� ����������� �� ���� �� �� ��������� ��������
��� ������� ��������� ������ �� �������� �� ��� �������� ������ �� ����� �� ���� ���� �������
��� �������� ��������� ��� ��� ������ �������� ���������� ��� ���� �� ������ ����� �������� ���
��������� ��������� ����� ��� ������������ ����������� ��������� ������������ �� ���� ���� ����� ���
��� ��������� ��� �� ���� ���������� �� � �������� ����� ��� ��� ���� ��������� ����� ����� ���
��������� �� ��� ������ ��������� ����� �� ��������� ���� �� ���������� ��� ������� ���������� �� �����
������ � ���� ������� ������ ����������� ��� ��� ������� ���������� ����� �� ��������� �� ��
��������� �� ��� ������� ������ �������� �� ���� ������� ��� ��������� ����������� ��� ��������
�� �� ������������ �� ��� ��� ������������� �� ���� ��� ���� ��� ����� �� ��� ���� �������
������� �� ��� ���������������� ����������� �� ���� �� ��������� ��������� ��� ��� ������ ������



�������� �

������� ������ ����������

���� �� ��� �������� ���������� �� ������� ������ ����� ��� ���� �� ��� ����� ��� ����� �� ���
��������� ������

�������� ���� ����� �� ���� ����� �� ��� ����

a ����� ������ �� ��� ����� 0.4 0.28 m
z ���������� ������ [0, 1] [0, 1] m
R0 ��� ����� ������ 2.5 0.88 m
B0 �������� �������� ���� �� z = 0 3.8 1.45 T
η ���������� ������ ����������� 5× 10−7 10−5 Ωm
n ������� ������ ������� 4× 1019 2× 1019 m−3

� ������������ 8.854× 10−12 Fm−1

µ ������������ 4π × 10−7 Hm−1

����� ��� ����� ���������� �� ������� ������

��� ����� �� ���������� ��� ��� ���������� ������� ���������� ���� �� ������ ������ �� ������
������� ���������� �� ���� �������

���



�������� �� ������� ������ ���������� ���

�������� ���� ����

Bθ �������� �������� ���� T
D �������� ���� NC−1

E �������� ���� ��������� V m−1

H �������� ���� ��������� Am−1

J ����� ������ ������� ������� Am−2

JΩ ����� ������� ������� Am−2

Jni ������������� ������� ������� Am−2

H ����� ������ �� ������ J
H ������ ������� Jm−3

ψ �������� �������� ��� Wb
Φ �������� �������� ��� Wb
Ip ������ ������� A
v ������� ������ �������� ms−1

T ������� ������ ����������� eV
P ������� ������ �������� Pa
χ ������� ������� �������� ��������� m2s−1

C2, C3 ����� ���������� ����������

����� ��� ������� ���������� �� ������� ������
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���� �������� ����������� ��� ������ �� ��� ���������� ���� �� ���������� ����� ���� ��� ��������
��� ��� �������� ������ �� ��� �� ������ Ω ∈ R3�

� ����������� �����

����������� ����� ����� ��������� �� �� ������� ��� �� �������� �� �������������� �������� ���� ��
����������� �� ������������ ����������� ����� ������� � ������ �������� �� ������� ����������
���� ������� ��������� �������� ��� ������������������ ��������� �� ��� ������������ ����� ��
����������� �������� ��� ������ ��������� �� ��� ���� ������������� ���������� �� ��������� ��������
��� ��������

����������� ������� ��� ������� ���� � ������� ����� �� ��� �� ������� ��� ����� ��� �����
��� ��������� ����������� ��� ���������� �� � ������ �� � ����� ����� ��� ��� ���� (dz1, dz2, ..., dzn)�

ω =
�

aHdzh1 ...dzhk , aH ���������

�� ���� ����� �� �� �����
ω =
�

aH(z1, ..., zn)dxH =
�

aHdzH

�� �� ������������� �� ���� ���� �� ��������

a(..., dzi, ..., dzj , ...) = −a(..., dzj , ..., dzi, ...)

��� �������� �������

���� ���� ��� �������� ∧ �� ���� �� ����������� ����� �� �������� ��������������� �� ��� ����� ������
�� �� ������� ���� �� ��� ����� dzi� ��� �������� �� � �� ����� (dx, dy, dz)�

• � ������ �� � �������� �� Ω

• � ������ �� � ������ ����
ω1 = ω1dx+ ω2dy + ω3dz

• � ������ �� � ���
ω2 = ω1dy ∧ dz + ω2dz ∧ dx+ ω3dx ∧ dy

• � ������ �� � �������
ω3 = ω1dx ∧ dy ∧ dz

��� ������������ ��� ����� ����� �� ���������� ��� ���� ������ ��� ������������� �� ����������
dx ∧ dy = −dy ∧ dx ��� dx ∧ dx = 0

��� �������� ������� �� ������ ��� ����� ������� ���� ��� ���������� ����� �� ����������� ������

���



�������� �� ��������� ���� ���

∧ : Λp (Ω)× Λq (Ω) → Λp+q (Ω)

���� �� ω ∈ Λ1 (Ω) ��� η ∈ Λ2 (Ω)�

ω1 = ω1dx+ ω2dy + ω3dz

���

η2 = η1dy ∧ dz + η2dz ∧ dx+ η3dx ∧ dy

�� ����� �������� ������� ���� ���

ω1 ∧ η2 = (ω1η1 + ω2η2 + ω3η3)dx ∧ dy ∧ dz ∈ Λ3 (Ω)

��� �������� ����������

��� � �������� ����� �������� ���������� ���� ���� ������ ω ���� � ���������� dω�

� : Λk (Ω) → Λk+1 (Ω)

�� Ω = R3 �� ���� ���

�f0 =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

���� ��� � �������

�ω1 =

�
∂ω1

∂x
dx+

∂ω1

∂y
dy +

∂ω1

∂z
dz

�
∧ dx+

�
∂ω2

∂x
dx+

∂ω2

∂y
dy +

∂ω2

∂z
dz

�
∧ dy

+

�
∂ω3

∂x
dx+

∂ω3

∂y
dy +

∂ω3

∂z
dz

�
∧ dz

=

�
∂ω3

∂y
− ∂ω2

∂z

�
dy ∧ dz +

�
∂ω1

∂z
− ∂ω3

∂x

�
dz ∧ dx+

�
∂ω2

∂x
− ∂ω1

∂y

�
dx ∧ dy

�� ���� ����� ω �� � �������

�ω2 =

�
∂ω1

∂x
dx+

∂ω1

∂y
dy +

∂ω1

∂z
dz

�
∧ dy ∧ dz +

�
∂ω2

∂x
dx+

∂ω2

∂y
dy +

∂ω2

∂z
dz

�
∧ dz ∧ dx

+

�
∂ω3

∂x
dx+

∂ω3

∂y
dy +

∂ω3

∂z
dz

�
∧ dx ∧ dy

=

�
∂ω1

∂x
+

∂ω2

∂y
+

∂ω3

∂z

�
dx ∧ dy ∧ dz

������� ��������� ��� � �������� �� � ��������� �� ���������� �� ��� �������� �������� ∇� ����
(∇×) ��� ���������� (∇.)�

�� ����� ���� ��������

����� ���� Ωn � ������������� ������ ��� ����� ���� �������� �������� �� � �������

� : Λk (Ω) → Λn−k (Ω)

�� Ωn ���� ��� ���������� ����� dx1 ∧ ... ∧ dxn� ���� I = (i1, ...ik) ��� ��� ������������� J =
(j1, ..., jn−k)� ���� �� ����

�(dxI) = ±dxJ

��� ���� ± ������� �� ��� ����������� ����� �� ����������� ������
��� �������� �� Ω3�

�f0 = f dx ∧ dy ∧ dz ∈ Λ3 (Ω)

�ω1 = ω1dy ∧ dz + ω2dz ∧ dx+ ω3dx ∧ dy = ω2 ∈ Λ2 (Ω)



�������� �� ��������� ���� ���

��� �������� ������� ��� �����������

��������� ������ �� v �� � ������ ��� α �� � ������� ��� �������� ������� �� �������

iv : Λk (Ω) → Λk−1 (Ω)

���� �������� ������� �� v ��� α ��� ��� ���� ��������� �� ����� ���� ��������� ������� ����� ���
���������� vjai1...ik ��� ��� ����������� vjaji2...ik ������� � ��������� ������� ���� ���� �� � �������
��������� ��� ����������� ������� ��� ������

��� �������� ��� �� ����� ���� ��������

ivα =
�

i2<...<ik

�

j

vjaji2<...<ikdx
i2 ∧ ... ∧ dxik

��� �������� ������� �������� ��� ��������� �����������

• ia+b = ia + ib ��� ica = cia ���� c ��������

• iv �� �� ���������������� ���� �������� ��������

iv(α
p ∧ βq) = (ivα

p) ∧ βq + (−1)pαp ∧ (ivβ
q) �������

�� ��� ��������� ����� �� ������� ���������� ���� ���� �� ������� ������� �� �������� ���� �� α�
������ �� ��� ������ �����

ivα =
�

j

vji∂j
α

���� ���� ivα
0 = 0 ���� ����� α ∈ Λ0 ��� ��� ���� �������� �������� ���� ��� ���� ��� ����

���������� ����� �� v ��� α ���� ���� ����

i∂i
�xi = 1

i∂i
�xj = 0

��� ��� ���������� ���� ����� �� �����

i∂i

�
�xj ∧ �xi

�
= i∂i

�
−�xi ∧ �xj

�
= −�xj

���������� �� ���� ������ ��� ������ �� � ������ �� � �����������

����� ����������� ��� �������������

����� ���� ���� ������ �������� �� ����������� ��������� ��� ���� �� �� ��� ��� ��� ������������
������� ��� ��������� �������� ��� ��������� ������� ����������� ��� ������� ��� ����� ���������
����� ��������� ��� ������ ���� v �� � ������ ��� αk ������

�
k = 0..3

�
�� R3�

v1 = v1dx+ v2dy + v3dz

α1 = α1dx+ α2dy + α3dz

α2 = α1dy ∧ dz + α2dz ∧ dx+ α3dx ∧ dy

α3 = α0dx ∧ dy ∧ dz = �α0

���� ���� �α0 = α3� ��� �α1 = α2� ������ ��� ��� ������� ������������� ���� �� ��������� ��
�������� � ������ ���������� �� �� ������ αk �� ��� ���������� �� ����� ���������� ����� (dx, dy, dz)�
�� ����������� ��� ������ ��� ������ �� α ��� ���������� �� � ������ �������� α0� ������� ��� ������
��� ������ ���������� ������ −→α = α1dx+α2dy+α3dz� ������ ��� �������� ������� ��� �� �������
��� α1 ���

ivα
1 =

3�

i=1

vii∂i

�
α1
�
=

3�

i=1

vii∂i
(α1dx+ α2dy + α3dz) = v1α1 + v2α2 + v3α3



�������� �� ��������� ���� ���

�� �� ��� ��� ���� � ivα
1 ≡ �(v ∧ �α1) �� �������� ������� ����� ��� ivα

1 = −→v .−→α �� ���������
����� �� ��� ���� ������� �� �����

ivα
2 =

�3
i=1 vii∂i

�
α2
�

=
�3

i=1 vii∂i
(α1dy ∧ dz + α2dz ∧ dx+ α3dx ∧ dy)

= (v3α2 − v2α3)dx+ (v3α1 − v1α3)dy + (v2α1 − v1α2)dz
= −(�(v1 ∧ �α2))

����

ivα
3 =

�3
i=1 vii∂i

�
α3
�

=
�3

i=1 vii∂i
(α0dx ∧ dy ∧ dz)

= α0(v1dy ∧ dz + v2dz ∧ dx+ v3dx ∧ dy)
= �

�
v1 ∧ �α3

�

��� �������������� �� ����� �������� �� ���������� �� ��� ����� ������ ������� �� ���� �����������
��� ���� ������� �� ���� ��������������� ��� ��� ������� α1 ��� β1 �� R3� α =

�3
i=1 αidx

i ���
β =
�3

i=1 βidx
i �

������ ��� �� ���� ����� ��� ������� � (α ∧ β) ��� �� ��������� �������������� ���� ��� ������

�������




α1

α2

α3


∧




β1

β2

β3


� ������� �� ��� ������� ��� �������������������� �������� ���������

����� ���� ����������� �� ��� ���� �������� �� ����� ��� ������� ����� ������ ����� ��� ����� ����
������� ��� ��� �������� ������� EL = ivB ��� ��� ��������������� �������� ������ �� σP =
−i(�J)B�



�������� �

����������� ����� ����������
����������

����� �� ��������� �������� ����� �������� ��� �� ��������� ��� �������� �� ���� �������� ����

1� mv� ���
mv2

2
������������ ���� ��� �������� ������� �� ����� �� ������ ��� ����� ���������

��� ������ �������� ���� ������

� �������� �� ���������� ��������� ��������� ���������

���� ����������� �������� ����� �������� �� ���� ��������� �� ��� ��� �������� ��������� ���������
ˆ

�
∂fa
∂t

+
∂

∂xβ
(vβfa) +

∂

∂vβ

�
Faβ

ma
fa

��
dv =0

⇔∂na

∂t
+

∂

∂xβ
(nava) =0

�����

���� �� ������
∂na

∂t
+∇. (nava) = 0 �����

����� a = e �� i� ���� ������� ������ �� ��� ����� ������������� ������� �������� ������� ��� ���
���������� ���� ��� ����� ���� �� ����� �������� �� �������� ������� �� v → ∞� �����

d

dt
=

∂

∂t
+ v∇ �����

�����
dna

dt
=

∂na

∂t
+ va∇.na

= −∇. (nava) + va∇.na

= −na∇.va − va∇na + va∇.na

= −na∇.va

�����

�� ����� �� �������� ����� �������� ���

�� �������� �� ������ ��������� ����������

���� ��������� �������� �����×mv� ���� ��������� ���� ���������

m

ˆ

v

�
∂fa
∂t

+
∂

∂xβ
(vβfa) +

∂

∂vβ

�
Faβ

ma
fa

��
dv =0

⇔∂ (mnva)

∂t
+∇. (mn �vavβ�)− en

�
Ea +

1

c
[vaB]a

�
=0

������

���



�������� �� ����������� ����� ���������� ���������� ���

���� ���� ea ����� ��� ����� �� ee = −e� ��� ������ v = v + v�� ���� ��� ���� �������� v ��� �
������ �������� v� ����� �v�� = 0� �����

�vavβ� = vavβ +
�
v�av

�
β

�
������

��� ��� ������ ���� �� ����� ���

∇. (mn �vavβ�) = ∇. (mnvavβ) +∇.
�
mn
�
v�av

�
β

��

= mnvβ∇. (va) +mva∇. (nvβ)+

+∇.
�
mn
�
v�av

�
β

��
������

��� ��� �������� ������ �� �����������

Paβ =

ˆ

mv�av
�
βfdv = mn

�
v�av

�
β

�
= P δaβ + τaβ ������

����� P ������� ��� ������ �������� ��� τ ��� ������ ������� ��������
�
P = nm

�
v�2
�
/3 = nT

τaβ = nm
�
v�av

�
β −
�
v�2/3
�
δaβ

� ������

�� ��� ����� ����� ������ �� ��� ���������� �������� �� ������ ��� ���� ���� �� �������� ������ ��
��������

∂ (mnva)

∂t
= mn

∂va
∂t

+mva
∂n

∂t

= mn
∂va
∂t

−mva [∇. (nvβ)]

������

���� ���� ������������� ��� ����� ��� �������� ��������� ��� �� ��������� ���

nm
dva
dt

= −∇P −∇× τ + en

�
Ea +

1

c
[vB]a

�
������

��� ������ ���������

���� �������� �����×mv2

2
� ���� ��������� ���� ���������

ˆ

mv2

2

�
∂fa
∂t

+
∂

∂xβ
(vβfa) +

∂

∂vβ

�
Faβ

ma
fa

��
dv =0

⇔ ∂

∂t

�mn

2

�
v2
��

+∇.
�mn

2

�
v2vβ
��

− en (Ev) =0

�������

�� ���� ����� ��� ����� ������ � �������� ��� ������� ��� ��������� ������ ��� �� �������� �������

� =
mn

2

�
v2
�
=

mn

2
v2 +

mn

2

�
v�2
�

=
mn

2
v2 +

3

2
nT

�������

��� ������ ���� ����������� �� ��� ���������� �� ������ ����
�
v2vβ
�

=
�
(v + v�)2

�
vβ + v�β

��

= v2vβ +
�
v�2
�
vβ + 2v

�
v�v�β

�
+
�
(v�)2 v�β

�

= v2vβ +
(3nT ) vβ

nm
+

2 (τ + nT ) v

nm
+

2q

nm

�������



�������� �� ����������� ����� ���������� ���������� ���

����� ������ �� ��� ��������� �� �������� P ��� ������ ������ τ �� ������� ���� ��� ���� ��� ��������

q =

ˆ

m

2
v�2vfdv = mn

�
v�2

2
v

�

��� ������ ������� �������� �� ������� �� ���� ���������� ���

∂

∂t

�
mn

2
v2 +

3

2
nT

�
+∇.

��
mn

2
v2 +

5

2
nT

�
vβ + τv + q

�

−en (Ev) = 0
�������

��� ������� �� ���������� �� ����� �� ���� ����� ���

d�

dt
=

∂�

∂t
+∇. (�vβ)

= −∇. [(�+ nT ) vβ + τv + q] + en (Ev) +∇. (�vβ)

= −∇. [nTvβ + τv + q] + en (Ev)

�������

�� �������� �� �������� ������ ����� ������� ��������� ���
������� ��������

��� ��������� ���� ������� �������� ��� �������� ������ �������� �� ������� �� ����� �� ��������
�� ���������� ��� ������� ��� ������� ������ �� ���������� �� �������� �������� �� ���� ������ ���
������� ���� �����

d

dt

�mn

2
v2
�

=

�
mv2

2

�
d

dt
n+mnv

d

dt
(v)

= −
�
mv2

2

�
∇.v+

+v

�
−∇P −∇× τ + en

�
E +

1

c
[vB]

��

= −3

2
nT∇.v + v (−∇P −∇× τ + enE)

������

��� �� ����� ��� ������� ��� ��� ���� ���� v [vB] = 0 � ���� ������� ��������

d

dt

�mn

2
v2
�
+

d

dt

�
3

2
nT

�
=−∇. [Pv + τv + q] + en (Ev)

⇔− 3

2
nT∇.v +

d

dt

�
3

2
nT

�
=− P∇.v − τ∇.v −∇.q

⇔3

2
n
d

dt
T =− P∇.v − τ∇.v −∇.q

������

�������� ��� �������� ������ �������� �� ��������

3

2
n
d

dt
T = −P∇.v − τ∇.v −∇.q ������



�������� �

�������� ����� ����������

��� ����� ���������� (r, θ,φ) �� �� ��������� �� ������� �� ���������� ���� �� ��� ���������� ��
�������� ��� ������� ������ �� �� ������ �������� �� ��� ��� �������� ����� ���������� (ρ, θ,φ)

����� �� ���������� ��� �������� ����� ����������� ���� r = r (ρ, θ) ��� dr =
∂r

∂ρ
dρ +

∂r

∂θ
dθ� ��

������� ��������� ��� ���������� ��������� �� ���� �����������

� ���� ��������� �� �������� ����� ���������� �����������
����

�� ������ ���� ����� ��� �������� ������� ��������� ���������� (x, y, z) ��� �������� ����� �����
������ (r, θ,φ) ������ ���� � � ����� �� (x, y, z) �� ���������� �� (r, θ,φ) �� ��� ��� �����������

x = (R0 + rcosθ) cosφ
y = (R0 + rcosθ) sinφ

z = r sinθ
�����

������ ���� ��������� ����� ����������

����� ���� λ = R0 + rcosθ� δρ =
∂r

∂ρ
� ��� δθ =

∂r

∂θ
�� �������� ��� ������������ �� ������� ���

� ���� ������� �� ���������� (x, y, z)�

dl = dx.1x + dy.1y + dz.1z
= (δρcosθcosφ dρ+ (δθcosθcosφ− rsinθcosφ) dθ − λsinφ dφ) 1x+

+(δρcosθsinφ dρ+ (δθcosθsinφ− rsinθsinφ) dθ + λcosφ dφ) 1y+
+(δρsinθ dρ+ (δθsinθ + rcosθ) dθ) 1z

�����

���



�������� �� �������� ����� ���������� ���

������������� �� ���� ��� ��� ���������� ���� (ρ, θ,φ)�

eρ = δρ (cosθcosφ.1x + cosθsinφ.1y + sinθ1z)
eθ = (δθcosθcosφ− rsinθcosφ) 1x + (δθcosθsinφ− rsinθsinφ) 1y + (δθsinθ + rcosθ) 1z
eφ = λ (−sinφ1x + cosφ1y)

�����
���� ��� ���������� ���������� g ��� �� �������� ���

=⇒





gρ = (eρ)
2
= (δρ)

2

gθ = (eθ)
2
= δ2θ + r2

gφ = (eφ)
2
= λ2

=⇒ g = gρgθgφ = (δρ)
2 �

δ2θ + r2
�
λ2 �����

���� � ������ ������� �� ��������

dV =
√
g dρ dθ dφ

= δρdρ.
�

(δ2θ + r2)dθ.λdφ
�����

�� ��� ����� ����� �� ���� � ������ ������� �� ��������� ��� ������ ������� �� ��� ��� �����
�������

dV = det
(x, y, z)

(ρ, θ,φ)
dρ dθ dφ

= rλ dρ dθ dφ
�����

������� det
(x, y, z)

(ρ, θ,φ)
�� ������ ��� ����������� �� ��� �������� �� ��� �������������� ���� (x, y, z)

�� (ρ, θ,φ) ����������� �� ��� ������� ���� ����� �����

√
gρgθ = δρ

�
(δ2θ + r2) = r �����

�� ���������� ��������� �� �������� ����� ����������

��� ��������� ���� ���� ������� ��� ���������� �� ��� ���������� �������� �� � �������� f ��� �
������ A = Aρ1ρ +Aθ1θ +Aφ1φ �� ��� �������� ����� �����������

• ����������� �� ∇f

∇f =
1

√
gρ

∂f

∂ρ
1ρ+

1√
gθ

∂f

∂θ
1θ +

1
√
gφ

∂f

∂φ
1φ

=
1

|δρ|
∂f

∂ρ
1ρ +

1�
(δθ)

2
+ r2

∂f

∂θ
1θ +

1

λ

∂f

∂φ
1φ

������

• ����������� �� ∇×A

∇×A =
1√
g




√
gρ1ρ

√
gθ1θ

√
gφ1φ

∂

∂ρ

∂

∂θ

∂

∂φ�√
gρAρ

� �√
gθAθ

� �√
gφAφ

�


 ������

������ ���� �� ���� ��� �������� 3× 3 ������ ���� �� �������� ��� �������� ����������� ����
����� ��� ���������� ������ �� ���������� �� ��� ����������� �� ���� �������

• ����������� �� ∇. A

∇ ·A =
1√
g

�
∂
�√

gθgφAρ

�

∂ρ
+

∂
�√

gρgφAθ

�

∂θ
+

∂
�√

gρgθAφ

�

∂φ

�
������



�������� �

����������� ����������� ��� ���
�������� ��������

�� ���� �������� �� ������� ��� ������������ ������ �� ������ ����������� ��� �������������� �� ���
��������� ��������� �������� �������� ����� ����������� �������� ��������� ��� ������� ���������
����� ����� ����������� ��� ��������� �� ������� �� ���� ��� ��������� ���� �� ����� �� ����� ���
������������� �� ��� �������� �������������� ������� ��� ����� ���������� ��������� ��� �����������
��� �������������� ��� ���� �� �������� ��������� ���������� ����� ��� ��� ��������� ����������
�������� �������

� ����������� ����������� ��� ��� ��������� �������� ��������

���� ��� ������� ���������� �� ������� ������� �� ��� �������� ����� �� ������ ��� ���

�
felφ
fmgθ

�
=




0 − ∂

∂ρ

− ∂

∂ρ
0



�

eelφ
emgθ

�
+

�
1
0

�
fdφ �����

����� fmgθ = −∂t (R0Bθ) = −∂tB̃θ� ��� ��� ���������� ���� felφ = 0� jni = 0� ����� ��� ���������
���� �������� �������� ������� �� �� ����

�
fdφ

− ∂

∂t
B̃θ

�
=




0
∂

∂ρ

− ∂

∂ρ
0



�

eelφ
emgθ

�
=




0
∂

∂ρ

− ∂

∂ρ
0







η
R0

ρ
0

0
1

µ

ρ

R0



�

fdφ
B̃θ

�
�����

��� ����������� −s �� ��� ��������� �������� �������� ��� ����� ������� ������ ���� ���� ��� ������
����� ���������

− sB̃θ =
1

a2
∂

∂x




η

x



∂
1

µ
xB̃θ

∂x





= LB̃θ ����� x :=

ρ

a
�����

��� � ��� ������� �������� ���� ��� �������� ���������� ����������� �� ��� ���� �� �������� ����������
�������� ������������ ��� ������������� ��� ����������� �������� L �� ��� ��������� ������� ��������
�� ����� ������������

1

a2
∂

∂x




η

x



∂
1

µ
x.

∂x





 �����

�� ���� ����� ��� ��� ����� ����� ����� ������� ��� � ���� ���������� ����� ������� �� ��� ��������
���� −s �� ���� ��� ��������� ����� ����������� ��� ���������� ���������� ��� ��� ���� η ��� µ

���



�������� �� ����������� ����������� ��� ��� ��������� �������� ���

��������� �������� ����� ��������

x2 ∂2

∂x2
B̃θ + x

∂

∂x
B̃θ + B̃θ

�
µs

η
x2 − 1

�
= 0 �����

��� z2 =
µs

η
x2 ������ s > 0�� ���� ��� �������� ��� ��� �������� ���� �� � ������ ���������

z2
∂2

∂z2
β + z

∂

∂z
β + β
�
z2 − 1
�
= 0 �����

����� ������� �������� ���
a0J1(z) + a1Y1 (z) �����

����� J1(z) ��� Y1 (z) ��� 1st ����� ������ ��������� �� ��� ���� ��� ������ ����� �� �����������
J1 (z) ��� �� ��������

J1 (z) =
1

π

´ π

0
cos (τ − zsinτ) dτ

=
1

2π

´ π

−π
e−i(τ−zsinτ)dτ

=
�∞

m=0

(−1)
m

22m+1m! (m+ 1)!
z2m+1

�����

��� �������� ���������� ���� �� �� ��������� ��� ��������� a0 ��� a1� ��� ��������� �� x = 0
������ a1 = 0 �� Y1(z) �� ��������� ���� z → 0� ��� ����� �������� ��������� ∂x (xβ) |1 = 0
��������

∂ (zJ1 (z))

∂z
|
z=

�sµ

η

= zJ0 (z) |
z=

�sµ

η

= 0 �����

����� ������ ��������� ��������
∂ (zJ1)

∂z
= zJ0 ������

��� ����������� ��� �� ���������� ���������� ���� ��� ����� �� ��� ������ �������� J0(z)� �����
����� ��� ����������� �� ����� ��� ����������

0 5 10 15 20
−0.5

0

0.5

1

n � � � � �

z ���������������� ���������������� ���������������� ���������������� ����������������

������ ���� ��� ������ �������� J0 (z) ��� ��� ���� ����� ������

�� ����������� ����������� ��� ��� ������� �������� ��������

��� ������ ������� �� ����� ��� ������� �������� ������ �� �������� ������ ������� ��

√
g
3

2

∂nT

∂t
= ∂ρ

�√
gθgφ√
gρ

(nχ∂ρT )

�
+ σs ������



�������� �� ����������� ����������� ��� ��� ��������� �������� ���

��� ������ �� ��� ������� ����� �����������




gρ ≈ 1

gθ ≈ ρ2

gφ ≈ R2
0

������

����� R0 �� ��� ������� �������� ������ ��� x = 0� �� ��� ������ ��� ������� ���� ���� ��� �������
������ n �� ���� ���������� ���� ��� ��� ��� ����� �������� T ��� �� ������� ���

3

2
ρ (−sT )T = ∂ρ (ρχ (∂ρT )) = LTT ������

����� (−sT ) ������� ��� ����������� �� ��� �������� �������� �������� L �� ������� ���������������
������ ���� ��� �������� ������ ��� ���� �� ��������

ρ2
�
∂2
ρT
�
+ ρ (∂ρT ) +

3

2

ρ2sT
χ

T = 0 ������

���� ρ �= 0� ��� λ2 =
3

2

ρ2sT
χ

������ s,χ > 0, ρ > 0�� ���� ��� �������� ��� ��� �������� ���� ��

� ������ ���������

λ2 ∂2

∂λ2
β + λ

∂

∂λ
β + β
�
λ2 − 0
�
= 0 ������

���� ����������� T ��������� ����� ��� ������ �������� JB0� ��� �������� �� ��� �������� ����� 0
������ ����������

���� ��� �������� ����� ��� ����������� sT ��� ������� ���� ��� ����� �� ������ �������� ����� 0
JB0 ������ �� ����� ����

����� ���� ��� ������� �������� �� �������� ������ �� a0JB0(λ) + a1YB0 (λ)� ��� ��� ��������� λ = 0 ������ a1 = 0
�� YB1(λ) �� ��������� ���� λ → 0



�������� �

����� �������� �� ����������
����������� ������

� �������� �� ����������� ����� ������

�� �� ������� ���� ��� �������� ����������� ������ ��� �������� ����������� �� ��� ���� �� �����������
��� ����������� ���� ��� �������� �������� ��� ��������� ����������� ������� ������ �� ��� ����
������� ����� ���� ��� ��������� ������ �������� ���� ��������� ���� ��� ��� ������� ������������
������� ������ �� ���� ��� ������ �� ����� ����������� ������ ���� �� �� ���� ��������� ���� �����
�� ���� �� ��� ��� �������� ��� ����� �� ��� ����� ���� ��������� we

i (x) , (i = 1..N)�

����������� ��������� �����������
����������� ������� ������ �������� ������ ��������� ������

������������ ���������� ���������� ������������
������������ ����������� ����������� ������������
������������ ����������� ����������� ������������
������������ ����������� ����������� ������������
������������ ������������ ����������� ������������
������������ ������������ ������������ ������������
������������ ����������� ������������ ������������
������������ ������������ ������������ ������������
������������ ������������� ������������� ������������

����� ���� ���������� ��� ��������� �� ��� �������� ����������� ����� ������ ����� ��� ������
�������� ��������� ��������� η = 5.10−7

���������� �������� ��� �������� ��� �� ��� ����������� ����� ������� �� ����� ��� ���������
��� �� �� ��� ������ ��� ��������� ������ �� ��� ����������� �� ��� ������ �� ����������� ��� ������
����������� ��������� ���������� �� ��� ���� �������� �������

�� �������� �� �������������� ���� �������� ������

�� ��� ��� �� ����������� ��� ������������� ��������� �� �������������� ������� ��� ����� ������
������ �� ������� �� ����� ��� ����������� �������������� ��� ���������� ���� ��� ������ �������� ��
����� � J1 ���� ���� �� �������� ��������� ������� ��

yk (x) = J1 (λkx) ������

����� λk =

�
sk

η

µ
, k = 1, ...N − 1� ��� ������������� ��������� ��� ��������� �� ��� ��������

�������

ŷk (x) =

N−1�

j=1

yk (ξj)w
f
j (x) ������

���



�������� �� ����� �������� �� ���������� ����������� ������ ���

���� ξj , j = 1...N − 1 ��� ��� ��� ����������� ������� wf
j (x) ��� ��� ��� ���� ���������� ��������

������ ������ ����
Ek (x) = yk (x)− ŷk (x) ������

���� Ek (ξj) = 0, ∀j �� wf ��� ���������� ����������

wf
k (ξj) =

�
1 �� j = k

0 ����
������

���� ���������� ����������� ���� �������� �����������

��� ���� ��������� ������ �� ���� ���� ��� ��������� �� ���������� �������� ������� ��

we
i = 1− x2ζ2i li, li =

N�

j=1�=i

x− ζj
ζi − ζj

������

����� ζi, i = 1..N ��� ��� ����������� ������ ��� ������� ���� deg (we) = N + 1�
��� ��� ���� ��������� ��� ��������� ���� ��� ����� ���� ���

wf = (∂xw
e)D+ ������

���� ������ ������� D� = D�(DD�)−1� ���� deg (ŷ) = deg
�
wf
�
= N � ��� ������ �� ��� ��������

������ �� ��� ���� ��������� wf
j (0) = 0, ∀j �

����� ���� N ������ ����������� p (x) = x
�N−1

j=1 (x− ξj) � �� p (x) �������� �� 0 ��� N − 1 ���
����������� ������ ξj � p (0, ξj) = 0� ���� ����� � �������� F (z) ����� ���

F (z) = y (z)− ŷk (z)− [yk (x)− ŷk (x)]
p (z)

p (x)
������

�� ���� {0, ξj} ��� x ��� N + 1 ����� �� F (z)� ���� �������� ���� �� ����� N ����� ��� �������
������� �� F (z) � �� ����

F (z)(N) = y (z)
(N) − ŷ (z)

(N) − [y (x)− ŷ (x)]
N !

p (x)
������

���� ������� �� ����� � ζ ∈ [0, ξN−1] �������� F (ζ) = 0� �� ������ ������

E (x) = y (x)− ŷk (x) =
�
y (ζ)

(N) − ŷ (ζ)
(N)
� p (x)

N !
������

�������� �� deg (ŷ) = N � �� ��� ��������
�
y (ζ)

(N) − ŷ (ζ)
(N)
�

���� ��� �� ��������� ����� ��

E (x)� ��� ����� ���� ����� ��� ���� ���������� ����� �� ������������� �������������� ���� �������
���� ���� �������� ������ ���� ������ �� ��� ����������� ������� ���� �� ���� ��� ���� ��� ��� ����
������������ ��� ��� ����������

���� ���������� ����������� ������� �������� �����������

���� ��������� ���� ��� �������� ����� ���� �� ��� �������� ���� �������� ������� �������� ��� ���
���� ������� ����������� �������� ����������� �� ������ ���� ����� ���� �������� ����� �� ���
�������� ����������� �� ������ N − 1� deg (we) = N − 1�

we
i = li, li =

N�

j=1�=i

x− ζj
ζi − ζj

�������

������� �� ��� �������� ����� ��� ���� ��������� wf ��� ��� ������ �� N − 2�

deg (ŷ) = deg
�
wf
�
= N − 2 �������

���� ���� ��� ����������� p (x) �� ����� ���
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������ ����� ���������� ��� ��� ���� �� wei = lei ���� �������� η = 5.10−7� ������� ��������
����������

p (x) =

N−1�

j=1

(x− ξj) �������

����� deg (p) = N − 1 ��� �� ������ p (ξj) = 0�
���� ��� ���� �������� F (z) �� �������

F (z) = y (z)− ŷk (z)− [yk (x)− ŷk (x)]
p (z)

p (x)
�������

�� ���� ��� N ����� �ξi ��� x � �� F (z)� ���� N − 1 ����� ��� ������� ������� �� ��������

F (z)(N−1) = y (z)
(N−1) − ŷ (z)

(N−1) − [y (x)− ŷ (x)]
(N − 1)!

p (x)
�������

���� ������� �� ����� � ζ ∈ [ξ1, ξN−1] �������� F (ζ) = 0� �� ������ ������

E (x) = y (x)− ŷk (x) =
�
y (ζ)

(N−1) − ŷ (ζ)
(N−1)
� p (x)

(N − 1)!
�������

�� ���� ���� ŷ (z)
(N−1)

= 0 ����� deg (ŷ) = N − 2� ��� ������������� ����� �� ���� �� ����� ��
y(N) = J

(N)
1 � ��� �� ��� ��� ����� �� 10−5 ���� N = 10� �� ��� ����� ����� ��� �������������

�� ������ ���������� ���� ��� ���� ����������� ��� ��� ��� ���� ��������� ����� ���� ��� ����
����������� ��� �� ������� ��� �������� ��������� ����� �� ���������

�� ����������� ���������� ����������� ������ ���� �� ������� �� ���� ��� �������������� ������
���� ���� ������� �� ��������� ������ ��������� ��������� �� ���� ����� � ���� ���� ����������
�������������� �������� ��� ��� ������������� �������������� ������ �� ��� �������� ���������
����������� �� ��� ���� �������� ������� ����� ������� ��������� ����������� �� ��� �����������
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�� ������� ���� ������� �� � ��������������� ������ �� ���� ��� ��� ������� �������������� �� ���
��������� �������� �������� ������� �� ��� ���������������� ����� ��� �������� �� ��� ��������
������������� �������� ���� ���� ������ �� ���� �������� ���� ��� ��� ������� ���� ��� ����������
����������� ��� �������� �������� �� ������� � ���� ����������� � ���� ������� ���� ��� �� ��
����������� ������ ��� ���� ������ ��� ��� ����� ��������� ������ ��� ����� �� ��������� ������������
�������� ��� �������� �������� �� ������� ���� ��������� ������� ����� ����������� ��������
���������� ���� �� �� ����������� ������� �������� ��� ������ �� �������������� ������ ��� ��� �����
��������� ������ �� ��� ���������� �� ��� ����� ������� �� ��� �������� ����� ������� ���� �� ������
��� ������������ ���������� ��� ���� ������� ����� ��� ���������� �������� ������������ ����
���� ������ �� �������� ��� ����������� ����� ���� ����������� ������ ��� ��� ��������� �� ���
����� ��������� ������������ ����� ����� ��� ��������� �������� ����� ������ �� �� ������ ������
������������ ��� ����� ��������� ������ ���� �� ����� ��� ��������� �������� �������� ���� ���
������� �������� B̃θ = R0Bθ� ���� ����� ����������� �� ��������� ���������� �� ����� ���� ���
��������� ��������� �������� ���������

∂B̃θ

∂t
=

η

µa2
∂

∂x

�
1

x

∂

∂x

�
xB̃θ

��
− η

∂

∂x
jni

=
η

µa2

�
1

x2
B̃θ +

�
1

x
+ 1

�
∂

∂x
B̃θ + x

∂2

∂x2
B̃θ

�
− η

∂

∂x
jni

����

�� �������� bi, (i = 1..N) ��� ������������ ������ �� B̃θ �� ��� �������������� ������ xi ������ ��
��� (N − 2)th ����� ��������� ����������� ��������� ���� ��� ��� �������� ������� �� ��� ������
��� �����

∂bi

∂t
=

η

µa2
[− 1

x2
i

bi +

�
1

xi
+ 1

�
bi+1 − bi−1

δi+1 + δi

+2xi
bi+1 − 2bi + bi−1

δ2i+1 + δ2i
] ∀i = 2.. (N − 1)

����

����� �
δi+1 = xi+1 − xi

δi = xi − xi−1

��� �������� ���������� ���� ��� ������� ������ ��� b1 ��� bN �





B̃|x1=0 = 0 ⇒ b1 = 0

∂x

�
xB̃
�
|xN=1 = 0 ⇒ bN =

bN−1

2− xN−1

����

���
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��������

∂b

∂t
=

η

µa2




β2 γ2 0
� � �

� � �
� � �

αi βi γi
� � �

� � �
� � �

0 αN−1

�
βN−1 +

1

2− xN−1
γN−1

�




� �� �
A

b ����

���� b := (b2, . . . ,bN−1)
T ��� ������





αi =


−

1

xi
+ 1

δi+1 + δi
+ 2

xi

δ2i+1 + δ2i




βi =

�
− 1

x2
i

− 4xi

δ2i+1 + δ2i

�

γi =




1

xi
+ 1

δi+1 + δi
+ 2

xi

δ2i+1 + δ2i




∀i = 2.. (N − 1) ����

�� �� ��� ���� �������� ���� ����� ��������� ������ ���� ���� N = 200 ������ ��� �������� ����������
���� ����� ������� ������� � ����� ��� ���������� �� ����� �������� ���� ��� ����������� ������
���� ����� N = 10 �������������� ������ ���� ����� ������� ������� �� ���������� ��� �����������
���������� ���� ��� �������������� ������ A �� ��� �������� �� ������ �� ������� � ������������

������� �������� �� ��� ����������� ������ ��
1

N
� ����� ����� �������� ���� ��� ����������� ������

���� ��� ���� ������� ��
1

N2
�
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