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Résumé

Cette thèse est une contribution à la modélisation du comportement d’une suspension de bulles
dans un fluide non newtonien du type fluide à seuil.

Elle comprend trois parties. La première partie est une étude bibliographique recensant les tra-
vaux théoriques et expérimentaux pour des bulles cisaillées dans un matériau newtonien. La
seconde partie est consacrée à l’étude expérimentale de cisaillement simple d’une bulle suspen-
due dans un fluide à seuil. La dernière partie présente une approche par changement d’échelle du
comportement macroscopique d’une suspension de bulles dans un fluide à seuil.

Pour le travail expérimental, nous avons développé un premier prototype de dispositif permettant
de cisailler d’une bulle suspendue dans un fluide à seuil. Pour cela, une bulle d’air est injectée au
sein d’un grand volume de Carbopol cisaillé loin de la bulle par un dispositif à bandes parallèles.
Une première série d’essais a permis de montrer l’efficacitédu dispositif et d’obtenir quelques
résultats sur la déformabilité d’une bulle cisaillée par unfluide à seuil.

Pour le travail théorique, d’abord nous avons proposé des estimations du comportement de la
suspension dans le cas des schémas dilué, Mori-Tanaka, autocohérent et motifs morphologiques.
Ces modèles nous ont permis de trouver que dans le régime élastique le module élastique macro-
scopique de la suspension dépend du nombre capillaireCaelast défini comme le rapport entre le
module de cisaillement du fluide porteur et la pression capillaire de la bulle. Ensuite en utilisant
une méthode d’homogénéisation sécante modifiée (Suquet 1997), nous avons estimé des caracté-
ristiques non linéaires globales de la suspension. Le modèle prédit que le seuil d’écoulement de
la suspension est égal au seuil d’écoulement du fluide porteur quelle que soit la taille des bulles.
La validation de ces modèles micromécanique a été réalisée par comparaison aux résultats expé-
rimentaux obtenus au laboratoire (Ducloué 2014).

Mots clés: suspension de bulles, fluide à seuil, rhéologie, nombre capillaire, approche par chan-
gement d’échelle.
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Abstract

This thesis contributes to characterizing the behavior of asuspension of bubbles dispersed in a
non-Newtonian fluid (yield stress fluid type).

It consists of three parts. The first part is a literature review identifying the theoretical and expe-
rimental works for bubbles sheared in a Newtonian material.The second part is dedicated to the
experimental study of the simple shear of a bubble suspendedin a yield stress fluid. The last part
consists in developing an upscaling approach to study the macroscopic behavior of a suspension
of bubbles in a yield stress fluid.

For experimental work, we developped a first prototype of device for the study of the shearing
of a bubble in a yield stress fluid. For that purpose, an air bubble is injected in a big volume of
Carbopol sheared far from the bubble by a system in two parallel bands. A first series of tests
allowed to show the efficiency of the device and to obtain someresults on the deformability of a
sheared bubble in a yield stress fluid.

For theoretical work, first we proposed estimates of the behavior of the suspension in the case
of diluted scheme, Mori-Tanaka, autocoherent and morphological patterns. These models have
allowed us to find that in the elastic regime the macroscopic elastic modulus of the suspension
depends on the capillary number Caelast defined as the ratio of the shear modulus of the fluid
suspended over the capillary pressure of the bubble. Then using a modified secant homogeni-
zation method (Suquet 1997), we estimated the overall nonlinear properties of the suspension.
The model predicts that the overall yield stress of the suspension is that of the suspending fluid
regardless of the size of bubbles. The validation of these micromechanical models was achieved
thanks to the experimental results obtained in the laboratory (Ducloué 2014).

Keywords : bubbles suspensions, yield stress fluid, rheology, capillary number, upscaling ap-
proach.
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Chapitre 1

Introduction générale

Les matériaux aérés (situation où des bulles de gaz sont incorporées ou emprisonnées dans
un matériau) sont présents lors d’un certain nombre de processus industriels. L’incorporation
de ces bulles d’air crée de nouveaux matériaux qui permettent d’améliorer leurs propriétés
d’usage : diminuer la densité, renforcer l’isolation acoustique et thermique, comme dans les
cas des bétons de façade aérés et les plaques de placoplâtre par exemple. Au contraire, il est
aussi possible d’obtenir des caractéristiques non souhaitées du matériau : engendrer des zones
mécaniquement fragiles, comme lors de la mise en œuvre des bétons frais. De nombreuses
recherches ont été menées dans la situation où la fraction volumique en gaz est très importante
(mousses [15]). Par contre les suspensions de bulles, situation où la phase gazeuse occupe des
domaines disjoints entourés d’une matrice de fluide, n’ont pas été beaucoup étudiées. L’objectif
de cette thèse est de développer des outils de modélisation du comportement d’une suspension
de bulles dans un fluide à seuil et de comparer ces prédictionsavec les résultats expérimentaux
obtenus notamment par Lucie Ducloué [29] au cours de son travail de thèse mené au laboratoire
Navier.

Le premier chapitre de ce manuscrit est une étude bibliographie recensant les travaux théoriques
et expérimentaux pour des bulles cisaillées dans un matériau newtonien. Pour cela, nous
présenterons d’abord le contexte scientifique de cette étude. Ensuite nous nous intéresserons aux
travaux sur le comportement des suspensions de bulles dans un matériau homogène. Puis nous
aborderons les résultats expérimentaux de Ducloué [29] et de Dufresne ([59], [58]) qui serviront
de référence pour valider les prédictions des modèles de l’approche micro-mécanique de cette
thèse. Dans la partie suivante, nous parlerons de la solution établie par Palierne pour le problème
d’une goutte avec tension de surface suspendue dans un matériau homogène linéaire cisaillé
à l’infini qui nous permettra de généraliser les approches « classiques » de l’homogénéisation
des matériaux hétérogènes. Nous présenterons ensuite la méthode d’homogénéisation sécante
modifiée de Suquet [60] qui sera employée pour le calcul d’homogénéisation non linéaire dans
la thèse. Enfin nous rappelerons les résultats sur le cisaillement d’une bulle dans un fluide ([62],
[24], [52], [54]). Cette dernièe partie nous permettra d’établir un bilan des connaissances sur la
déformation et la rupture d’une bulle ou d’une goutte cisaillée dans un fluide newtonien.
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Le second chapitre de cette thèse est consacré à l’étude du cisaillement d’une bulle suspendue
dans un fluide à seuil. L’étude d’une bulle unique est indispensable à la compréhension des
phénomènes qui ont lieu à l’échelle macroscopique dans un matériau aéré. Nous présenterons
tout d’abord le choix et la caractérisation des matériaux modèles (fluide à seuil). Ensuite, nous
identifierons dans la littérature les différents dispositifs expérimentaux permettant de cisailler
une bulle dans un fluide (dispositifs de Taylor [62], de Rust et Manga [54], de Assighaou et
Benyahia [4] et de Blaj et al. [10]). La plupart de ces expériences ont été réalisées dans un fluide
newtonien visqueux. En comparant ces dispositif, nous avons retenu le système à deux bandes
parallèles comme étant le plus adapté à nos études. La suite du chapitre présentera le principe
de fabrication et la mise au point du dispositif permettant de cisailler une bulle dans un fluide à
seuil. La procédure expérimentale et les résultats seront présentés à la fin du chapitre.

Dans la troisième partie, nous développons une approche parchangement d’échelle pour étudier
le comportement macroscopique d’une suspension de bulles dans un fluide à seuil. Nous dé-
taillons dans un premier temps la solution d’Eshelby généralisée avec prise en compte des effets
de tension superficielle. Cette solution nous a permis de proposer des estimations des propriétées
globales du matériau étudié en utilisant les schémas d’homogénéisation linéaire classiques, à
savoir le schéma dilué, le schéma de Mori-Tanaka et le schémaautocohérent. Ces estimations
prennent en compte la concentration en bulles, la polydispersité et les caractéristiques de la
suspension (tension de surface, rayon de bulles, module élastique du fluide porteur). Cependant
elle ne permettent pas de prédire les caractéristiques d’une suspension concentrée de bulles.
Nous avons donc mis en oeuvre une approche par motifs morphologiques représentatif pour
améliorer la description des interactions entre bulles pour des fortes concentrations en bulles.
Cette approche permet une meilleure prise en compte de la localisation des déformations à
l’approche du seuil de percolation au sein de la suspension.Ensuite, en utilisant une méthode
d’homogénéisation sécante modifiée [60], nous avons proposé des estimations des caractéris-
tiques non linéaires globales de la suspension. Cette partie se termine par une comparaison entre
la modélisation micromécanique et les tendances expérimentales observées au laboratoire.

La quatrième partie de thèse a pour objet de présenter les conclusions générales que nous avons
retirées de ce travail.
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Chapitre 2

Etude bibliographique

Ce chapitre a pour objet de présenter la problèmatique de cette thèse. Dans une première partie
nous présentons le contexte scientifique de cette étude. Différents modélisations de suspensions
existant dans la littérature, qui permettent de prédire leurs caractéristiques macroscopiques, se-
ront abordés dans cette partie. Ensuite nous présentons le problème de suspension de bulles
dans un matériau homogène et les résultats expérimentaux deLucie Ducloué [29] et de Du-
fresne [58], [59]. Ces résultats seront utilisés pour comparer avec les résultats de l’approche
micro-mécanique présentée dans le chapitre 4. La suite de cechapitre est consacrée au problème
d’inclusion équivalente proposé par Palierne [50] qui sertà estimer les propriétés élastiques glo-
bales de suspensions dans les schémas d’homogénéisation. Ensuite, nous présentons la méthode
sécante modifiée proposée par Suquet [60] qui sera employée dans la partie de calcul non linéaire
de ce travail. La dernière de ce chapitre est l’étude bibliographie du cisaillement d’une bulle dans
un fluide. Dans le chapitre 3 nous décrirons le dispositif expérimental réalisé au laboratoire ayant
fait suite à cette étude.

2.1 Contexte de l’étude

Les suspensions sont le mélange d’une phase fluide et d’inclusions quelconques non miscibles
avec le fluide [32]. Les mortiers, les boues de forage, les plâtres dans le génie civil, les crèmes,
les gels coiffants, les vernis dans la cosmétique, les soupes, les compotes, les pâtes de gâteaux
dans l’agroalimentaire sont des exemples de suspensions. Les inclusions peuvent être des
particules solides, des gouttes liquides ou des bulles de gaz suspendues dans le fluide porteur
(newtonien ou non-newtonien). Le comportement des suspensions a été étudié expérimentale-
ment et théoriquement par de nombreux auteurs.

La première étude visant à estimer la viscosité macroscopique effective d’une suspension diluée
de particules solides dans un fluide newtonien a été menée parA. Einstein en 1906 [31]. Pour
une suspension de sphères dures ayant une fraction volumiqueϕ faible suspendues dans un fluide
newtonien de viscositéµ, la viscosité globaleµhom est donnée par :

µhom = µ(1 + 2, 5ϕ) (2.1)
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L’estimation d’Einstein n’est valable que pour les valeursde la fraction volumique inférieures à
quelques pourcents (3 à 5).
Ensuite, en 1959, Krieger et Dougherty [38] ont proposé une loi empirique pour une suspension
concentrée :

µhom = µ(1− ϕ

ϕm
)−2,5ϕm (2.2)

où ϕm représente la fraction volumique maximale des particules que l’on peut inclure dans la
suspension. La fraction volumique maximaleϕm correspond aussi à la valeur pour laquelle la
viscosité de la suspension diverge vers l’infini. Sa valeur dépend de la forme, de la distribution
de taille et de l’arrangement des particules. Le modèle de Krierger et Dougherty est un des plus
utilisés parmi les modèles empiriques.
En 1972, Batchelor et Green [6] ont proposé une extension de la formule de Einstein pour des
suspensions de sphères de concentration inférieure à 10%. En prenant en compte les interactions
hydrodynamiques entre paires de particules, les auteurs ont rajouté un terme d’ordre 2 enϕ, la
nouvelle estimation s’écrit donc :

µhom = µ(1 + 2, 5ϕ+Bϕ2) (2.3)

Dans le cas où les particules sont browniennes on aB = 6, 2. Pour un écoulement élongationel
de particules sphériques non browniennes on aB = 7, 6. Dans le cas où la microstructure de la
suspension reste isotrope, en utilisant la relation obtenue par Hashin pour un matériau composite
élastique renforcé par des inclusions rigides, la viscosité peut être estimée en utilisant la relation :

µhom = µ(1 + 2, 5ϕ+ 5, 2ϕ2) (2.4)

De nombreuses autres relations ont été proposées pour estimer les caractéristiques globales d’une
suspension de particules dans un fluide newtonien. Comme dans la suite de ce document, nous
n’utiliserons que les relations (2.1) et (2.2), nous invitons le lecteur intéressé par ce sujet à consul-
ter une des nombreuses synthèses bibliographiques disponibles dans la littérature [26], [47], [44]
ou [39]. La majorité de ces travaux sont consacrés au comportement de particules suspendues
dans un fluide newtonien. Cepedant, dans de nombreuses situations, les particules sont disper-
sées dans un fluide non newtonien. Nous nous intéressons plusparticulièrement ici aux situations
où le fluide suspendant est un fluide à seuil. Ces matériaux se comportent comme des solides vis-
coélastiques lorsqu’ils sont soumis à une contrainte inférieure à une valeur critique (appelée
« contrainte seuil »). Par contre, ils coulent comme des liquides lorsque la contrainte appliquée
est supérieure à la contrainte seuil. Cette propriété joue un rôle pratique dans de nombreuses
applications, comme la mise en œuvre des matériaux de construction, le pompage des bétons
ou l’enduction de mortier par exemple. Différents travaux de la littérature se sont intéressés au
comportement des suspensions de particules dans un fluide à seuil.
En se basant sur la méthode sécante « modifiée » de Ponte Castañeda et Suquet [16], Chateau et
al. [19] ont proposé des estimations théoriques pour les caractéristiques rhéologiques globales
d’une suspension de particules non colloïdales et non browniennes immergées dans un fluide de
type Herschel-Bulkley. La loi de Herschel-Bulkley s’écrit:

τ(γ̇) = τc + ηγ̇n (2.5)
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où γ̇ est le taux de cisaillement,τ(γ̇) la contrainte,τc la contrainte seuil,η la consistance etn
l’indice de rhéofluidification du fluide). Les auteurs ont supposé que les particules sont rigides,
indéformables, sphériques, monodisperses et non colloïdales et que le fluide porteur est incom-
pressible et homogène. Dans le modèle, il y a adhérence parfaite entre les particules et le fluide
porteur. Dans le cas où le fluide porteur obeit à la loi de Herschel-Bulkley, l’estimation pour la
contrainte seuil adimensionnée est donnée par :

τhomc

τc
=

√

(1− ϕ)g(ϕ) (2.6)

et la consistance adimensionnée s’écrit :

ηhom

η
=

√

g(ϕ)n+1

(1− ϕ)n−1
(2.7)

où g(ϕ) désigne le module élastique adimensionné de la suspension de même composition et
de même morphologie,τc, η et n désignant respectivement le seuil, la consistance et l’indice
plastique du fluide porteur. Ces résultats ont été validés par comparaison avec les résultats
expérimentaux de Mahaut [45], [46], obtenus en utilisant une procédure permettant de se
rapprocher au mieux des hypothèses formulées pour élaborerle modèle. Ces travaux contribuent
ainsi à la mise au point d’outils théoriques d’aide à la formulation de divers produits obtenus en
mélangeant des particules non colloïdales à un fluide non newtonien, comme les bétons et les
pâtes alimentaires par exemple.

Les caractéristiques d’une suspension isotrope de particules sphériques non colloïdales dans
un fluide à seuil ont été étudiées expérimentalement par F. Mahaut durant sa thèse [45], [46].
Il a suspendu des billes de verre ou de polystyrène sphériques, rigides et monodisperses de
différentes tailles dans des pâtes-une émulsion inverse, un microgel polymère (carbopol) et
une suspension colloïdale d’argile (bentonite)-qui sont des fluides à seuil. Il a montré que le
module élastique adimensionnéG(ϕ)/G(0) et la contrainte seuil adimensionnéeτc(ϕ)/τc(0)
ne dépendent que de la fraction volumique en particules (G(0) et τc sont respectivement le
module et le seuil de la pâte sans particules/du fluide suspendant. Il a trouvé que l’évolution
du module élastique en fonction de la concentration s’accorde bien avec la loi empirique de
Krieger-DoughertyG(ϕ)/G(0) = (1 − ϕ/ϕm)

−2,5ϕm avecϕm = 0, 57. Il a aussi vérifié que
l’évolution du seuil de la suspension en fonction de la concentration est reliée à l’évolution du
module élastique en fonction de la concentration par la loi (2.6) avecg(ϕ) = G(ϕ)/G(0) et
τhomc = τc(ϕ) en accord avec les résultats de [19].

Vu et al. [65] ont généralisé ces résultats au cas des suspensions de particules sphériques non
browniennes polydisperses. Les auteurs ont proposé une estimation du module d’élasticité ma-
croscopiqueG par une loi de Krieger-Doughety modifiée pour une suspensionpolydisperse :

G(ϕ, λ, ξ)

G(0)
= (

1− ϕ

ϕm(λ, ξ)
)−1,43 (2.8)
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où λ désigne le rapport de tailles des particules etξ la proportion de particules fines dans le
mélange granulaire. En combinant avec le résultat obtenu dans le cadre de l’approche d’homo-
généisation non linéaire [19], la contrainte seuilτc de la suspension peut être calculée par la
relation :

τc(ϕ, λ, ξ)

τc(0)
=

√

(1− ϕ)(1− ϕ/ϕm)−1,43 (2.9)

avecτc(0) le seuil du fluide suspendant.
Dans les relations (2.8) et (2.9),ϕm(λ, ξ) désigne la fraction d’empilement maximale aléatoire
(random close packing) du mélange granulaire suspendu dansle fluide. La valeur deϕm est évi-
demment une fonction de la composition du mélange granulaire décrite par les deux paramètres
λ etξ et qui peut être déterminée en utilisant des modèles du type de celui proposé par de Larrard
[25]. A côté de ces travaux consacrés aux suspensions de particules dans les fluides à seuil, il est
frappant de constater que la situation où des bulles sont suspendues dans un fluide à seuil n’a
pas été étudiée à notre connaissance. L’incorporation de bulles dans les fluides à seuil permet de
formuler des matériaux « aérés » comme les mortiers de façadeaérés ou les mousses de plâtre
dans l’industrie du génie civil. L’ajout d’air à un matériauentraîne une modification de plusieurs
de ses propriétés macroscopiques. Les matériaux aérés permettent non seulement d’améliorer
les propriétés d’isolation thermique et acoustique mais aussi d’alléger le matériau. Ils participent
au développement durable et à diminuer la consommation énergitique. La principale différence
entre les suspensions de bulles et les suspensions de particules est liée au caractère déformable
des bulles. La mise en écoulement du fluide porteur a donc tendance à provoquer la déformation
des bulles. Cette tendance à la déformation des bulles est compensée par la tension de surface
régnant à l’interface entre l’air contenue dans la bulle et le matériau suspendant qui a tendance à
« ramener » la bulle dans une configuration sphérique. Le caractère plus ou moins déformable de
la bulle par rapport à son milieu environnement est en général quantifié par un nombre capillaire
fonction de la valeur de la tension de surface, de la taille dela bulle et des propriétés mécaniques
du matériau suspendant (viscosité, module d’élasticité ouautres...). Comme une bulle peut être
dispersée dans des milieux très divers (liquide, solide, fluide à seuil,...) il n’existe évidemment
pas de définition universelle du nombre capillaire.
La plupart des études disponibles dans la littérature sur cesujet sont consacrées aux situations
pour lesquelles une ou plusieurs bulles sont suspendues dans un fluide newtonien. Taylor [62] a
notamment proposé une généralisation de la formule d’Einstein pour des suspensions de bulles
très diluées. Dans cette situation, le nombre capillaire quantifie le rapport entre la contrainte
visqueuse appliquée à la goutte et sa déformabilité propre quantifiée par la pression capillaire :

Ca =
µγ̇

σ/a
(2.10)

avecγ̇ taux de cisaillement macroscopique,σ tension de surface air/fluide eta rayon de la bulle.
Quand ce nombre est très faible, la bulle est indéformable etla viscosité de la suspension diluée
vaut :

µhom
Ca=0 = µ(1 + ϕ) (2.11)

où µ désigne la viscosité du fluide suspendant etµhom la viscosité de la suspension. Quand le
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nombre capillaire est très grand, la bulle est complétementdéformable et la viscosité macrosco-
pique est une fonction décroissante de la fraction volumique en bulles et s’écrit :

µhom
Ca→∞

= µ(1− 5

3
ϕ) (2.12)

Partant de cette étude « pionière », on retiendra surtout lestravaux expérimentaux de Rust et
Manga [55], [54] qui se sont attachés à valider les travaux théoriques de Frankel et Acrivos [33]
consacrés à la prédiction du comportement d’une suspensiondiluée d’inclusions visqueuses dans
une matrice également visqueuse. Une présentation plus détaillée des résultats obtenus par Rust
et Manga sera donnée dans le paragraphe (2.6).

2.2 Suspension de bulles dans un matériau homogène

On s’intéresse aux propriétés rhéologiques d’une suspension de bulles dans un matériau homo-
gène. On se restreint ici aux situations pour lesquelles lesbulles occupent des domaines disjoints
suffisament éloignés les uns des autres pour qu’elles puissent adopter une forme sphérique quand
les efforts intérieurs sont nuls dans le fluide suspendant. Les matériaux du type mousse sont donc
exclus du domaine de cette étude.
De nombreux travaux ont déjà été consacrés à la modélisationdu comportement de ce type de
matériaux, que ce soit dans le cadre de la mécanique des milieux poreux [23], la microméca-
nique des milieux poreux [27], la rhéologie des suspensionsde bulles [29], [55]. Alors que dans
les études consacrées aux milieux poreux le couplage géométrique entre la déformation des pores
et la déformation de la matrice est négligé (hypothèse de petites perturbations [56]), la majorité
des travaux consacrés aux suspensions de bulles dans un fluide prend en compte ce couplage. Il
convient de souligner qu’à l’exception des travaux expérimentaux menés par Lucie Ducloué du-
rant sa thèse [29], [30], les autres études n’ont considéré que les situations où le comportement de
la matrice était linéaire (élastique, visqueux ou viscoélastique). Les émulsions peu concentrées
ou suspension de gouttes dans un fluide constituent une classe de matériaux dont les propriétés
rhéologiques et morphologiques sont très proches de cellesdes suspensions de bulles. De nom-
breux travaux ont été également consacrés à ces systèmes [20], [50].
Comme pour les suspensions de bulles, ces travaux ne considèrent que des comportement li-
néaires de la matrice.
L’objectif de ce travail est d’étudier le comportement de suspensions de bulles dans des fluides
non newtoniens du type fluide à seuil par une approche par changement d’échelles d’espace.
Cette étude prolonge donc l’étude par homogénéisation du comportement des suspensions de
particules non colloïdales et non browniennes [19] et [65] déjà réalisée au laboratoire.
Dans la suite de ce chapitre nous commençerons par présenterrapidement les résultats expé-
rimentaux obtenus par Lucie Ducloué durant sa thèse [29]. Ces résultats expérimentaux nous
serviront à valider les approches théoriques développées dans la suite de ce travaux. Nous nous
intéressons alors à la prédiction des caractéristiques rhéologiques d’une suspension de bulles
dans un fluide à seuil. Après avoir constaté que les approchespar changement d’échelle d’es-
pace mise en œuvre classiquement pour traiter du comportement des milieux poreux non saturés
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[27], [17], [18] sont incapables de rendre compte du couplage entre déformation de la matrice
et effets capillaires mis en évidence expérimentalement, nous mettons en œuvre une méthode de
changement d’échelle pour étudier le comportement d’une suspension de bulles dans un matériau
élastique subissant de grandes transformations. La linéarisation de ce modèle général débouche
sur un modèle linéaire couplant déformation de la matrice solide et déformation de la bulle. Dans
le (4), nous nous intéressons au calcul effectif des propriétés globales d’une suspension de bulles
dans un milieu élastique isotrope. Enfin dans la dernière partie, nous mettons en œuvre une mé-
thode d’homogénéisation non linéaire pour traiter du comportement d’une suspension de bulles
dans un fluide à seuil avant de conclure et de recenser les perspectives ouvertes par ce travail.

2.3 Résultats expérimentaux

Nous présentons ici rapidement les résultats expérimentaux qui serviront de référence pour va-
lider les prédictions des modèles élaborés dans ce travail.Compte tenu de la rareté des données
expérimentales concernant les suspensions de bulles dans un fluide à seuil disponibles dans la
littérature, nous nous appuyerons presque exclusivement sur les résultats obtenus par Lucie Du-
cloué durant son travail de thèse au laboratoire Navier [29]. Lucie Ducloué a en effet travaillé
avec des système modèles correspondant parfaitement aux hypothèses formulées pour construire
les modèles présentés dans la suite de ce document. Par ailleurs, ce travail ayant été mené au
même endroit et en même temps que l’étude présentée dans les pages qui suivent, il a été parti-
culièrement facile de récupérer ces données.
Les fluides à seuil utilisés par Lucie Ducloué sont des émulsions concentrées dont la formulation
permet d’ajuster les propriétés rhéologiques. Il s’agit d’émulsions directes (gouttes d’huile dans
une phase aqueuse stabilisées par différents tensioactifs: TTAB, SDS, Tween20 et Forafac).
A l’échelle macroscopique, ces émulsions se comportent comme des fluides à seuil simples :
à très faible vitesse de cisaillement, elles se comportent comme un matériau élasto plastique
parfait incompressible tandis que pour les « fortes »valeurs des vitesses de cisaillement elles se
comportent comme des fluides de Herschel-Bulkley (voir la figure (2.1) extraite de [29]).
A faible vitesse de cisaillement, le comportement de l’émulsion s’écrit donc :

tr ε = 0 (2.13a)

σ = −pδ + τ (2.13b)

τ = 2Gε (2.13c)

si τeq < τc avecτc la contrainte seuil,ε le tenseur des déformations linéarisé,σ le tenseur des
contraintes de Cauchy,p la pression régnant dans le matériau,δ le tenseur identité du second
ordre,G le module de cisaillement élastique etτeq la contrainte équivalente définie par :

τeq =

√

1

2
τ : τ =

√

1

2
τijτji (2.14)

La convention d’Einstein (sommation sur les indices répétés) est employée dans la formule (2.14)
et sera utilisée dès que nécessaire dans la suite du document. Il convient de noter que la loi de
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comportement décrite par les équations (2.13a) à (2.13c) n’est valable que dans le régime des
petites déformations (i.eεij ≪ 1) [56].

FIGURE 2.1 – Comportement sous le seuil de contrainte (à gauche) et au dessus du seuil de
contrainte (à droite) d’une émulsion modèle (figure extraite de [29]).

Le comportement en écoulement de l’émulsion est décrit par les équations suivantes :

tr d = 0 (2.15)

d = 0 si τeq < τc (2.16a)

τ = 2(
τc
γ̇eq

+ ηγ̇n−1
eq )d si τeq ≥ τc (2.16b)

avecd le tenseur des taux de déformation eulérien,η la consistance,n l’indice plastique eṫγeq le
taux de déformation équivalent défini par :

γ̇eq =
√
2d : d =

√

2dijdji (2.17)

Il convient de noter que les équations (2.15) et (2.16) sont valables quelque soit la valeur du
taux de déformation équivalent (dans la limite de pertinence du modèle bien sur). Les équations
(2.13c) et (2.15) sont bien compatibles puisque sous l’hypothèse des transformations infinitési-
males, on a :

ε̇ = d (2.18)

L’introduction de bulles de taille contrôlée au sein du fluide à seuil se fait en mélangeant une
mousse aqueuse monodisperse produite séparément à l’émulsion modèle. Diverses précautions
sont prises lors de la fabrication de cette mousse (utilisation de la même solution aqueuse pour
la mousse et l’émulsion par exemple) pour obtenir un fluide à seuil simple aux propriétés bien
contrôlées. Le lecteur intéressé par le détail des procédures employées est renvoyé à la thèse de
Lucie Ducloué [29] pour une description détaillée.
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Au final, Lucie Ducloué a formulé plusieurs suspensions de bulles dans des fluides à seuil de
module élastique comprise entre 163± 10 Pa et 799± 40 Pa, de contrainte seuil comprises entre
7,2± 0,5 Pa et 40± 0,2 Pa et pour des tensions de surfaceσ solution aqueuse-air comprise entre
15,5± 0,1mNm−1 et 36mNm−1. Le rayon des bulles est compris entre 4± 5 µm et 1000±
100µm tandis que la fraction volumique en bulles maximale atteinte est égale à 63 % (voir le
tableau (2.1) de [29]).
Le comportement rhéologique des suspensions a été étudié dans le régime des faibles déforma-
tions et dans le régime d’écoulement. Seuls les résultats concernant le régime des suspensions
pour lequel les bulles occupent des domaines sphériques au repos sont présentés ici.
Intéressons nous d’abord aux mesures du module élastique macroscopique des suspensions.
Comme il est classique pour les suspensions de bulles [36], [30] ou les suspensions de gouttes
[29], [30], on observe que le module adimensionné (c’est-à-dire le module élastique de la sus-
pension divisé par le module du fluide porteur) dépend simultanément de la fraction volumique
en bulles, notéeϕ et d’un nombre capillaire adimensionnéCaelast défini par :

Caelast =
G

σ/a
(2.19)

Les valeurs des modules d’élasticité adimensionnés mesurés pour diverses formulations corres-
pondantes à diverses valeurs du nombre capillaire élastique sont représentées sur la figure (2.2).
Comme on le constate sur la figure (2.2), le module de cisaillement adimensionné est une fonc-

FIGURE 2.2 – Module élastique adimensionné en fonction de la fraction volumique en bulles
pour différentes valeurs du nombre capillaire élastique.

tion décroissante de la fraction volumique en bulles dont letaux de décroissance est d’autant plus
grand que le nombre capillaire est grand.
On peut évidemment tracer le même type de diagramme pour la contrainte seuil adimensionnée
en fonction de la fraction volumique pour l’ensemble des systèmes étudiés (figure (2.3)).
Les travaux d’Eric Dufresne et de son équipe [58], [59] constituent une seconde référence ex-
périmentale intéressante. Ils ont observé les déformations microscopiques de gouttes de fluides
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physico-chimie rhéologie capilarité
Emulsion phase disp. - phase cont. diamètre G(Pa) τc(Pa) σ (mN/m) a (µm) σ/(2a) (Pa) ϕ

frac. vol. gouttes
50± 10 360± 82 0 - 48 %

1 dodécane - SDS 2,7% m 4 ± 2 µm 285± 20 10± 0,4 36± 1 143± 17 120± 18 0-45 %
73 % dans l’eau

800± 40 23± 1,7 0-49 %
2a silicone (V20) - Forafac 4 % m 10± 4 µm 230± 20 12± 0,3 15,5± 0,1 41± 5 189± 54 0-36 %

75 % dans l’eau
2b silicone (V20)- Forafac 4 % m 10± 4 µm 163± 10 7,2± 0,5 15,5± 0,1 129± 10 60± 11 0-41 %

73 % dans l’eau
3 slicone (V350) TTAB 3 % 2 ± 1 µm 650± 50 40± 2 35± 1 1000± 100 18± 2,2 0 - 47 %

-79 % m dans
eau/glycérol
50/50 m/m

4a slicone (V350) TTAB 3 % 2,5± 1 µm 650± 50 20,5± 0,5 35± 1 50± 10 350± 80 0 - 44 %
-70 % m dans

eau/glycérol
36/64 m/m

4b slicone (V350) TTAB 3 % 2,5± 1 µm 799± 40 20,5± 0,5 35± 1 150± 10 117± 11 0 - 63 %
-70 % m dans

eau/glycérol
36/64 m/m
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FIGURE 2.3 – Contrainte seuil adimensionnée en fonction de la fraction volumique en bulles
pour différentes tailles de bulles et différentes valeurs de la tension de surface.

incompressibles constitués d’un liquide ionique suspendus dans un solide élastique « mou » (un
gel de silicone). Le comportement macroscopique du matériau a également été étudié. E. Du-
fresne a également proposé dans [59] une théorie permettantde prévoir les déformations de la
goutte en fonction de la déformation appliquée à la matrice ainsi que le module de Young ma-
croscopique du matériau en fonction du module Young de la matrice, de la taille des gouttes,
de la valeur de la tension de surface régnant à l’interface goutte-matrice et de la fraction volu-
mique occupée par les gouttes. Il est à noter que les deux constituants de matériau étudié étant
incompressible, le matériau est lui même incompressible à l’échelle macroscopique.
Un point intérssant de cette étude par rapport aux travaux deLucie Ducloué [29] est qu’il a été
montré expériementalement que de très petites gouttes pouvaient provoquer une augmentation
des caractéristiques élastiques globales du matériau (voir figure (2.5)). Par contre l’étude expéri-
mentale de E. Dufresne et al. [58], [59] est restreinte aux faibles valeurs de la concentration en
inclusion (inférieure à 20%) et au comportement linéaire.
Les principaux résultats de ce travail sont représentés surla figure (2.4) (déformation microsco-
pique d’une goutte en fonction de la déformation macroscopique appliquée et de sa taille) et sur
la figure (2.5) (module de Young macroscopique en fonction dela fraction volumique occupée
par les inclusions).
Sur la figure (2.5), les deux courbes en pointillés représentent les prédictions du modèle dit
d’Eshelby. Pour un matériau constitué d’une matrice élastique incompressible dans lequel sont
suspendues des inclusions sphériques de liquide incompressible, cette estimation s’écrit :

Ehom =
E

1 + 5/3ϕ
(2.20)

avecϕ la fraction volumique en gouttes etE le module de Young de la matrice. Même si cette
équation permet bien de prédire les mesures théoriques pourle domaine des fractions volumiques
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FIGURE 2.4 – Rapport d’aspect de gouttes de liquide déformées dans un gel de silicone mou
en fonction de leur taille et des déformations appliquées. a) Rapport d’aspect de 8 gouttes de
taille différente en fonction de la déformation appliquée.b) Evolution du rapport d’aspect en
fonction de la taille pour plusieurs valeurs de la déformation. Figures extraites de [58]. Pour tous
les systèmes la tension de surface liquide-matrice vaut0, 0036Nm−1.

éutdiée dans [58], il convient de noter qu’elle ne correspond à aucun modèle classique de la théo-
rie de l’homogénéisation. Par contre elle permet bien de retrouver l’estimation diluée (situation
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FIGURE 2.5 – Module de Young du matériau composite en fonction de la fraction volumique en
liquide pour deux matrices différentes. a) matrice de module de Young égal à105kPa. b) matrice
de module de Young égal à3kPa. Pour les deux figures, la courbe représente les prédictionsdu
modèle dit d’Eshelby. Figure tirée de [58].

étudiée par Eshelby dans [66]) dans le casϕ ≪ 1 :

Ehom = E(1− 5/3ϕ) (2.21)

L’estimation (2.20) est obtenue à partir de la relation :

ζ =
(σ∞)2

2E
+ ϕ

W
4
3
πR3

=
(σ∞)2

2Ehom
(2.22)

donnée dans [59] sans justification. Dans cette équation,ζ désigne la densité d’énergie élastique
globale stockée dans le matériau,R le rayon des inclusions (supposées monodisperses) etW
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l’excès d’énergie due à la présence d’une inclusion suspendue dans un solide élastique soumis
à une traction simple d’intensitéσ∞. Il est à noter qu’une définition de l’énergie élastique en
fonction d’une déformation uniaxiale à l’infini aurait conduit à une prédiction deGhom dépendant
linéairement deϕ alors que la formule (2.22) conduit à une dépendance deEhom et donc deGhom

enϕ−1. La prédiction des caractéristiques macroscopiques du matériau ne devant pas dépendre
du mode de chargement, ce point souligne que l’approche conduisant à la relation (2.22) ne
semble pas correcte. La prédiction du comportement macroscopique d’une suspension de bulles
dans une matrice élastique est traitée dans le chapitre (4).

2.4 Problème d’inclusion équivalente de Palierne

Les propriétés rhéologiques globales dans le régime linéaire (module complexe) d’une émulsion
constituée de deux fluides viscoélastiques linéaires incompressibles ont été calculées par Palierne
[50] dans le cadre d’une méthode de changement d’échelle. Dans ce travail la tension de surface
régnant à l’interface dépend de la déformation de l’interface : les interfaces se comportent donc
comme des interfaces membranaires élastiques avec une tension initiale non nulle.
Comme il est classique pour les méthodes de changement d’échelle, le calcul des propriétés
rhéologiques globales de l’émulsion repose sur la résolution d’un problème pour une unique
inclusion suspendue dans une matrice.

2.4.0.1 Problème pour une inclusion unique

Palierne a donc considéré le problème d’une matrice qui contient une unique inclusion de rayon
a, centrée à l’origine et soumise à un chargement du type déformation uniforme à l’infini. La
fraction volumique en inclusions estϕ. La déformationε au pointr au tempst s’écrit :

ε(x, t) =
1

2
(gradξ + tgradξ) (2.23)

oùε(x, t) désigne le champ de déformation associé au champ de déplacementξ(x, t). La défor-
mationε tend vers une valeur uniformeεh(t) = ε

h(0)exp(iωt) loin de l’inclusion.
La relation contrainte-déformation est définie par :

σ(x) = −p(x)δ + τ (x) (2.24a)

τ (x) = G∗(ω)ε(x) (2.24b)

où le module complexeG∗ relie la contrainte déviatoriqueτ et la déformationε. La valeur de ce
module estG∗

m dans la matrice etG∗

i dans l’inclusion.G∗, constant et réel, correspond au solide
élastique etG∗ = iωη décrit un fluide newtonien de viscositéη.
Comme il est classique en homogénéisation on se place dans lasituation où les forces volumiques
(gravité et inertie) sont négligeables. L’équation dynamique s’écrit donc :

div σ(x, t) = 0 (2.25)
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Le comportement de l’interface séparant l’inclusion de la matrice s’écrit :

n = σδR +
1

2
β ′tr εRδR + β”(εR − 1

2
tr εRδR) (2.26)

où n désigne le tenseur de membrane dans l’interface occupant lasurfacer = R, δR le ten-
seur unité du second ordre du plan tangent à l’interface,εR le tenseur des déformations de la
membrane interfaciale,β ′ le module de dilatation surfacique etβ” le module de cisaillement
surfacique.
Palierne a donné dans son papier [50] la solution complète duproblème décrit par les équations
(2.23) à (2.26).

2.4.0.2 Emulsion monodisperse diluée

Dans le cas d’une émulsion obtenue en suspendant des inclusions sphériques de même taille et
même composition dans une matrice homogène, il est légitimede négliger les interactions avec
les particules voisines dans le cas dilué. Palierne [50] a montré que dans cette situation le module
complexeG∗(ω) de l’émulsion s’écrit sous la forme :

G∗(ω) = G∗

m(ω)(1 +
5

2
ϕ
F (ω)

D(ω)
) (2.27)

avec

F = 2(G∗

i −G∗

m)(19G
∗

i + 16G∗

m) +
8σ

a
(5G∗

i + 2G∗

m) +
48β ′σ

a2
+

2β ′

a
(23G∗

i − 16G∗

m)

+
4β”

a
(13G∗

i + 8G∗

m) (2.28a)

D = (2G∗

i − 3G∗

m)(19G
∗

i + 16G∗

m) +
40σ

a
(G∗

i +G∗

m) +
48β ′σ

a2
+

32β”(σ + β ′)

a2

+
2β ′

a
(23G∗

i + 32G∗

m) (2.28b)

avecϕ la fraction volumique occupée par les inclusions.
Pour les valeurs plus importantes de la fraction volumique,on peut mettre en œuvre un schéma
de Mori-Tanaka. On obtient alors :

G∗(ω) = G∗

m(ω)

1 +
3

2
ϕ
F (ω)

D(ω)

1− ϕ
F (ω)

D(ω)

(2.29)

2.4.0.3 Inclusions de tailles différentes

On peut très facilement généraliser ces résultats pour prendre en compte une distribution de
tailles des inclusions. Dans cette situation l’estimationdiluée s’écrit :

G∗(ω) = G∗

m(ω)(1 +
5

2

∑

i

ϕi
F (ai, ω)

D(ai, ω)
) (2.30)
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alors que dans le cas semi-concentré l’estimation de Mori-Tananka s’écrit maintenant :

G∗(ω) = G∗

m(ω)

1 +
3

2

∑

i

ϕi
F (ai, ω)

D(ai, ω)

1−
∑

i

ϕi
F (ai, ω)

D(ai, ω)

(2.31)

Il est possible de la même façon d’obtenir des estimations pour un milieu constitué de gouttes
sphériques de taille et de composition différentes suspendues dans une matrice homogène en
considérant dans les équations (2.28), (2.30) et (2.31) queles valeurs deG∗

i , γ, β ′ etβ” ne sont
pas les mêmes pour les différentes classes d’inclusions. Cette situation n’étant pas abordée dans
ce travail, nous renvoyons le lecteur intéressé à l’articlede Palierne [50] pour plus de détails.

2.4.0.4 Inclusions aux caractéristiques hétérogènes

Les caractéristiques de l’interface ne sont pas faciles à estimer, ni par la théorie ni par l’expé-
rience. La majorité des tentatives pour comparer les données des modules dynamiques avec le
modèle de Palierne ont été réalisées avec l’hypothèse que latension interfaciale est constante
(β ′ = β” = 0). Dans ce cas, l’expression théorique deG∗ ne contient que des paramètres qui
peuvent en principe être déterminés par des mesures indépendantes : module complexe de la
matriceG∗

m(ω) et de la phase disperséeG∗

i (ω) (dans le cas d’un mélange binaire), tension in-
terfacialeσ et la composition du mélange (ϕi, ai) [57]. Le module complexe d’une émulsion
semi-concentrée s’écrit dans cette situation :

G∗(ω) = G∗

m(ω)(

1 +
3

2

∑

i

ϕiHi(ai, ω)

1− 3

2

∑

i

ϕiHi(ai, ω)
) (2.32)

où

Hi(ai, ω) =
8( σ

ai
(2G∗

m(ω) + 5G∗

i (ω)) + 2(G∗

i (ω)−G∗

m(ω))(16G
∗

m(ω) + 19G∗

i (ω))

40( σ
ai
(G∗

m(ω) +G∗

i (ω)) + 2(G∗

i (ω) + 3G∗

m(ω))(16G
∗

m(ω) + 19G∗

i (ω))
(2.33)

Dans le cas où des particules sphériques rigides sont dispersés dans une matrice viscoélastique
(G∗

i (ω) → ∞), Hi(ai, ω) = 1, on a :

G∗(ω) = G∗

m(ω)(
1 +

3

2
ϕ

1− ϕ
) (2.34)

Dans le cas où la matrice est un fluide newtonien (G∗

m(ω) = iωηm), l’équation (2.34) devient
dans la situation diluée (ϕ ≪ 1) :

µhom = µ(1 +
5

2
ϕ) (2.35)

C’est l’estimation d’Einstein [31] pour la viscosité d’unesuspension diluée.
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2.5 Méthode sécante modifiée

On introduit dans ce paragraphe la méthode d’homogénéisation non linéaire permettant d’estimer
le comportement macroscopique d’une structure dont les constituants ont un comportement non
linéaire.
La méthode d’homogénéisation non linéaire consiste à ramener le problème non linéaire à un
problème linéaire pour lequel on peut employer un schéma d’homogénéisation « classique ». Il
s’agit d’introduire un niveau de chargement moyen par phasequi permet d’évaluer les propriétés
élastiques de la phase en question.

La méthode sécante consiste à écrire une relation non linéaire sous une forme linéaire :

σ(x) = C
sct(x, ε(x)) : ε(x) (2.36)

avecCsct(x, ε(x)) le tenseur des modules sécants. Chaque phase est associée à un tenseur de
module sécant uniformeCsct

i (εi) où εi est indéterminé à cette étape. Le champ de déplacement
ξ est solution du problème non linéaire suivant :

ξ → E · x (2.37a)

div σ = 0 (2.37b)

σ(x) = C
sct(x, ε(x)) : ε(x) (2.37c)

ε(x) =
1

2
(gradξ(x) + tgradξ(x)) (2.37d)

La résolution du problème (2.37) étant impossible, on remplace le champε(x) par sa « valeur
moyenne » dans chaque phase. On a donc :

ε(x) ≃ εi (∀ x ∈ Ωi) (2.38)

Le choix de déformation de référenceεi est limité à la valeur moyenne par phase〈ε〉i (approche
sécante classique) et au moment d’ordre deux du champ de déformation

√

〈ε2〉i (approche sé-
cante modifiée). Le comportement macroscopique du matériaunon linéaire est estimé en assimi-
lant les moyennes de la contrainte et de la déformation par phase dans le matériau non linéaire à
celles du milieu linéaire de référence :

Σ =
∑

i

ϕi〈σ〉i =
∑

i

ϕiC
sct
i : 〈ε〉i = C̃(ϕi,C

sct
i ) : E (2.39)

où C̃ désigne le tenseur d’élasticité des modules sécants définisen chaque point de chaque phase
i. Il est évalué selon la morphologie considérée grâce à l’un des modèles d’homogénéisation
linéaire choisi.
Suquet [60] a montré que la meilleure estimation des caractéristiques non linéaires était obtenue
avec le choixCsct

i = Csct
s (

√

〈ε〉2). Dans cette situation, le champ de module sécant est homogène
par phase, ce qui simplifie la résolution du problème.
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2.6 Etude du cisaillement d’une bulle dans un fluide

Une partie de cette thèse vise à etudier expérimentalement le cisaillement simple d’une bulle
dans un fluide à seuil. Pour cela, il nous faut tout d’abord mettre au point un dispositif de ci-
saillement qui permet de réaliser cette expérience et choisir le fluide dans lequel sera suspendue
la bulle. Avant de présenter en détail les travaux que nous avons menés, nous rappelons dans les
paragraphes qui suivent quelques résultats de la littérature concernant quelques études expéri-
mentales et théoriques de bulles cisaillées dans un fluide newtonien.

2.6.0.5 Etude de Taylor [62]

La déformation et la rupture d’une goutte suspendue dans un fluide visqueux newtonien soumis
à un écoulement de cisaillement simple ont été étudiées expérimentalement et théoriquement par
G. I. Taylor [62].
Pour cela, parmi une variété infinie de champs de vitesse possibles, deux types d’écoulement
qui peuvent être facilement reproduits en pratique ont été choisis. Le premier dont les lignes de
courant sont des hyperboles est décrit par les équations :

u = Cx (2.40)

v = −Cy (2.41)

Le deuxième dont les lignes de courant sont des lignes droites est décrit par :

u = αy (2.42)

v = 0 (2.43)

L’écoulement décrit par les équations (2.40) et (2.41) est un écoulement d’extension biaxial (voir
figure (2.6)) tandis que l’écoulement décrit par les équations (2.42) et (2.43) est un écoulement
de cisaillement simple. Les valeurs deC etα peuvent être calculées dans des expériences. Pour
reproduire approximativement les champs de vitesse décrits par (2.40), (2.41), (2.42) et (2.43),
deux dispositifs expérimentaux ont été mis au point : le dispositif du type « quatre rouleaux » et
celui du type « bandes parallèles » . La figure (2.6) représente le dispositif du type « bandes
parallèles »et les lignes de courant générées par le dispositf du type « quatre rouleaux » . Dans
toutes les expériences, l’appareil est rempli avec un fluidevisqueux newtonien (une solution
sucrée concentrée, puis diluée avec une petite quantité d’eau) dont la viscositéµ varie entre 5 et
15Pa.s. Une goutte de rayona, de viscositéµ′ est insérée dans ce fluide à l’aide d’une seringue
avant déclencher le moteur du dispositif. Différent liquides non-miscibles avec l’eau ont été
utilisés (CCl4 et paraffine, huile de graissage, mélange de brai de goudron...) pour produire la
goutte afin d’explorer une large gamme du rapport des viscositésλ = µ′/µ. La valeur de la
viscositéµ′ varie donc entre 0,0034 et 200Pa.s. Sous l’influence de la tension de surface, la
goutte est sphérique au repos. L’expérimentateur prend unephoto pour mesurer le rayon initial
de la goutte. Le dispositif est mis en marche à faible vitessejusqu’à ce que la goutte atteigne
une configuration stable et stationnaire. Une photo est prise ce moment-là. Puis la vitesse du
dispositif est augmentée et d’autres photos sont prises. Ces opérations sont poursuivies jusqu’à
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ce que l’écoulement provoque la rupture de la goutte.

FIGURE 2.6 – A gauche : lignes de courant générées par appareil à quatre rouleaux créant un
écoulement purement élongationnel, d’après Tretheway et Leal [64]. A droite : dispositif du type
« bandes parallèles » de cisaillement simple d’une bulle dans un fluide newtonien. D’après Taylor
[62].

Pour une goutte soumise à un cisaillement simple avec le dispositif « bandes parallèles », l’écou-
lement du fluide provoque une déformation et une orientationde la goutte par rapport à la di-
rection du cisaillement simple caractérisée par l’angleθ (voir figure 2.7). Dans la limite des
petites déformations, la goutte déformée est généralementconsidérée comme un ellipsoïde dont
la demi grande longueur est notéeL et la demi petite longeur est notéeB (voir figure 2.7). Afin
de caractériser l’anisotropie de la goutte déformée, Taylor introduit un paramètre adimensionné
D = (L − B)/(L + B). Taylor a montré que la déformation et la condition de rupture d’une
goutte soumise à un type d’écoulement donné dépendent :
– du rapport des viscosités des deux fluidesλ = µ′/µ
– du rapport entre la contrainte visqueuseµγ̇ du fluide cisaillé autour de la goutte et la contrainte

capillaireσ/a à l’interface de la goutte où̇γ désigne le taux de cisaillement imposé par le
dispositif etσ désigne la tension de surface entre deux liquides. Ce rapport s’exprime par :

Ca =
µγ̇a

σ
(2.44)

D’après les résultats expérimentaux, la rupture d’une goutte soumise à un cisaillement simple dé-
pend principalement du rapport des viscosités.Voici quelques observations des tailles en fonction
du paramètreλ :
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FIGURE 2.7 – Paramètres géométriques caractérisant la forme et l’orientation d’une goutte sou-
mise à un écoulement de type cisaillement simple

– Pourλ = 0, 0003, la goutte s’allonge presque indéfiniment mais ne se casse pas même quand
la vitesse maximale est atteinte.

– Pourλ = 0, 5 la goutte casse pourCa = 1, 4.
– Pourλ = 1 la goutte casse pourCa = 0, 5.
– Pourλ = 20 la goutte casse pourCa = 0, 3 dans les expériences avec le dispositif « quatre

rouleaux » mais elle ne casse pas dans les expériences avec ledispositif « bandes paral-
lèles » même quand la vitesse maximale est atteinte.

FIGURE 2.8 – Exemple de variation deD en fonction deCa dans un écoulement de cisaillement
simple pourλ = 20. D’après Taylor [62]

En résumé lorsqueCa est faible ouλ supérieur à quelques unités, la goutte atteint une forme
ellipsoïdale d’équilibre alors qu’elle se déforme progressivement jusqu’à se fragmenter en
plusieurs gouttelettes quandCa est élevé pourλ inférieur à quelques unités. La figure (2.8)
présente la variation deD en fonction deCa dans un écoulement de cisaillement simple dans le
cas oùλ = 20.

Les études analytiques de Taylor [62] [61] ont montré que :

D = Ca× 19λ+ 16

16λ+ 16
et θ = 45˚ pour λ ≃ 1 et Ca ≪ 1 (2.45a)

D =
5

4λ
et θ = 0˚ pour λ ≫ 1 et Ca ≃ 1 (2.45b)
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D’après les études de Taylor, si le paramètre adimensionnéD dépasse une valeur critique
Cacri = 0, 5, la goutte sera cassée en plusieurs gouttelettes.

L’auteur a trouvé un bon accord entre les expériences et les calculs théoriques dans le cas des
faibles vitesses d’écoulement (D < 0, 2, λ ∼ 1, Ca ≪ 1). A forte vitesse, l’effet produit par
l’écoulement varie d’une manière importante avecλ.
Les travaux de Taylor [61], [62] sont considérés comme les recherches pionnières pour les
études de déformations de gouttes isolées suspendues dans un fluide newtonien. Ces travaux
ont ensuite été généralisés et approfondis par plusieurs auteurs dont R. G. Cox en 1969 [24],
Rallison [52], Rallison et Acrivos [53] ou Rust et Manga [54].

2.6.0.6 Etude numérique de Cox [24]

La déformation d’une goutte dans un écoulement de fluide dépendant du temps a été étudiée par
R. G. Cox en 1969 [24]. Dans son article, la déformation de la goutte est supposée petite. Les
champs de vitesse solutions sont cherchés sous forme de développement en série fonction du
paramètreǫ. Les solutions obtenues sont donc valables pour toutes les valeurs deλ et deCa tant
que l’hypothèse de petites déformations de la goutte est vérifiée. Grâce à cette méthode, le pro-
blème de la détermination de la forme d’une goutte dans un écoulement dépendant du temps n’est
pas plus difficile que celui d’une goutte soumise à un cisaillement stable et stationnaire. D’après
Cox, on voit qu’après un certain temps, la goutte prend une forme stable avec une déformation
donnée par :

D =
5(19λ+ 16)

4(λ+ 1)
√

(19λ)2 + (20Ca−1)2
(2.46a)

θ =
π

4
+

1

2
tan−1(

19λ

20Ca−1
) (2.46b)

Pour un écoulement de cisaillement stable, dans le cas oùλ = 0(1) etCa → 0 nous avons :

D ∼ 19λ+ 16

16(λ+ 1)
Ca (2.47a)

θ ∼ π

4
(2.47b)

et dans le cas oùCa−1 = 0(1) etλ → ∞ nous avons :

D ∼ 5

4
λ−1 (2.48a)

θ ∼ 1

2
π (2.48b)

Les expressions (2.47a) et (2.47b) s’accordent bien avec laforme de la goutte soumise à un
écoulement de cisaillement observée par Taylor [62] dans lecas où l’effet de la tension de surface
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est dominante sur l’effet visqueux. Pour la situation inverse où l’effet de la tension de surface
est négligé, (2.48a) et (2.48b) s’accordent bien avec les résultats de Taylor. Au contraire, pour
des nombresCa−1 > 0, 2, l’équation (2.46a) prévoit des déformations plus faiblesque celles
prévues par les calculs analytiques de Taylor.

2.6.0.7 Etude de Rallison [52]

En 1984, J. M. Rallison [52] a continué les études sur le problème de la déformation d’une
petite goutte visqueuse/bulle suspendue dans un fluide soumis à un cisaillement. Ses travaux
théoriques et expérimentaux ont pour but d’expliquer la déformation d’une goutte dans un fluide
produit par un écoulement ainsi que de trouver la vitesse de l’écoulement provoquant la rupture
de la goutte. Il a également cherché le nombre et la taille desgouttes formées après rupture dans
un fluide cisaillé.

Les réponses à ces questions peuvent être utilisées afin de formuler des émulsions (situation où
une phase de fluide est dispersée dans une autre phase liquide), pour caractériser sa rhéologie et
établir des dispositifs efficaces afin de mélanger différentes phases de fluides. Dans ses études,
Rallison a supposé tout d’abord que la goutte/bulle est suffisamment petite, que le nombre de
Reynold du fluide suspendant est petit et que la force d’inertie est négligeable. La deuxième sim-
plification est que le centre de la goutte est toujours fixé pour que le seul terme de l’écoulement
(qui est responsable de la déformation de la goutte) soit un cisaillement linéaire. En résumé, des
petites gouttes suspendues dans un fluide soumis à un cisaillement sont seulement déformées et
rompues par le gradient de vitesse local lors de l’expérience. Les grandeurs qui gèrent la défor-
mation et la rupture de la goutte/bulle sont :

1. λ, le rapport entre la viscosité de la goutteµ′ et celle du fluide suspendantµ,

2. Ca, le nombre capillaire qui représente le rapport entre la force de l’écoulement et la

tension superficielleσ, Ca =
µγ̇

σ/a
,

3. gradu, d et ω qui désigne respectivement le gradient de vitesse appliqueloin de la
goutte/bulle, le taux de déformation et le taux de rotation associés à gradu,

4. l’histoire de l’écoulement du fluide,

5. la forme initiale de la goutte.

Trois types d’écoulements sont considérés : l’écoulement en cisaillement simple, l’écoulement
plan hyperbolique et l’écoulement orthogonal-rhéomètre.Selon les calculs théoriques, l’auteur
a montré que quand le taux de cisaillement est faible,Ca ≪ 1, la déformation d’une goutte est
limitée par la tension superficielle. On peut alors utiliserl’estimation linéaire à la déformation
stationnaire suivante :

D =
19λ+ 16

16λ+ 16
Ca(dmax − dmin) (2.49)

oùdmax etdmin désigne respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre du tenseur
de taux de déformation. Ce résultat, qui prédit une très faible dépendance de la déformation
stable en fonction de la grandeurλ, est en très bon accord avec les expériences. Dans le cas où la
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viscosité de la goutteη est élevée (λ ≫ 1) et le taux de cisaillement n’est pas trop fortCa ≤ 1,
une déformation modérée est observée. Le traitement analytique en grandes déformations d’une
goutte se base sur la théorie des corps minces (slender body theory) pour les écoulements de
Stokes dans lequel l’influence de la goutte est représentée comme une distribution de singularités
le long de ses axes plutôt que sur sa surface. Ces estimationssont valables asymptotiquement
dans le casλ → 0 etCa → ∞ (Taylor [63], Buckmaster [13], Acrivos et Lo [1], Hinch [35]).
A partir de ces études, le mécanisme de l’explosion d’une goutte suspendue dans un fluide est
analysé de la façon suivante :

1. Quand le taux de cisaillement extérieur augmente, l’écoulement du fluide autour de la
goutte devient plus rapide.

2. En conséquence, le gradient de pression à l’intérieur de la goutte augmente.

3. Pour conserver le volume de la goutte, la grande longueur de la goutte doit augmenter, et
donc la goutte s’étend vers les régions de l’écoulement plusrapide.

4. La tension de surface joue un rôle comme force s’opposant àla rupture de la goutte, mais
si la goutte est allongée, cette tension superficielle peut favoriser la rupture de la bulle. La
taille et le nombre des gouttes après rupture de la goutte initiale dépendent de l’histoire de
l’écoulement.

2.6.0.8 Etude de Rust et Manga [54]

La forme et l’orientation d’une bulle immergée dans un fluidenewtonien de faible viscosité
soumise à un cisaillement simple ont aussi été étudiées par Rust et Manga [54]. Une version plus
simple du dispositif de Taylor a été utilisée : le montage estconstitué d’une seule bande au lieu
de deux. L’objet à étudier est placé au centre. La figure (2.9)décrit le dispositif expérimental.

Les observations de Rust et Manga ont permis de montrer que laforme stable et l’orientation de
la bulle dépendent :
– du rapportλ entre la viscosité de la bulle et celle du fluide suspendant ;
– de la concentration et des caractéristiques des tensio-actifs utilisés ;

– du nombre capillaireCa =
µγ̇

σ/a
.

Ces auteurs s’accordent pour dire que la déformation d’une bulle est généralement quantifiée soit
parD = (L − B)(L + B) soit parL/a oùL etB sont respectivement la demi grande longeur
et la demi petite longeur de la bulle déformée (voir figure 2.7). D est pratique dans le cas des
petites déformations (Ca ≪ 1) alors que la mesureL/a est plus pratique quandCa ≫ 1.
Comme il a déjà été dit dans le cas d’un cisaillement simple, l’angle θ (entre le grand axe et
la direction de cisaillement) varie avecCa. Pour des bulles faiblement déformées (Ca ≪ 1),
l’angleθ est égal à 45˚ etθ diminue quandCa augmente.
Rust et Manga ont rassemblé des données pour 15 bulles de rayon a compris entre 0,88 et 2,55
mm et des nombres capillairesCa compris entre 0,02 et 7,1. La tension de surface est constante
approximativement égale à 0,0808N/m. Les auteurs ont aussi examiné la géométrie de la bulle
déformée une fois qu’elle revient à la forme sphérique (quand le cisaillement est arrêté). Les
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FIGURE 2.9 – Dispositif de cisaillement du type « Bandes Parallèles», d’après Rust et Manga
[54].

résultats expérimentaux de Rust et Manga sont comparés avecles calculs théoriques des autres
auteurs : Taylor [62], Rallison [51], Hinch et Acrivos [35],Caneda et al [14].
Dans le cas oùCa ≪ 1 et λ ≪ 1, l’orientation de la bulle est prédit par Rallison [51] avecla
formule suivante :

θ =
π

4
− 0, 6Ca (2.50)

Dans le cas des grandes déformations, les bulles sont allongées avec des extrémités pointues.
En utilisant la théorie des corps minces (slender-body theory), Hinch et Acrivos ont proposé les
estimations dans le cas oùCa ≫ 1 etλ ≪ 1 :

θ = tan−1(0, 359Ca3/4) (2.51)

Dans le casCa ≫ 1, λ ≪ 1, Re ≪ 1, ils ont montré que :

L

a
≃ 3, 45Ca1/2 (2.52)

Canedo et al. [14] ont mesuré expérimentalement la déformation d’une suspension de bulles dans
une huile de polybutène dans un dispositif de Couette (qui produit un écoulement similaire à un
cisaillement simple). Les auteurs ont constaté que la formedes bulles cisaillées est ellipsoïdale
et que les déformations en fonction deCa (3 < Ca < 50) sont bien décrites par :

L

a
= 3, 1Ca0,43 (2.53)

L’estimation théoriqueCa ≃ D est une bonne prédiction dans le casCa < 0, 5. Les résultats de
Hinch et Acrivos pour la forme et l’orientation de la bulle dans le cas des grandes déformations
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FIGURE 2.10 – Paramètre de déformation adimensionné,D = (L−B)/(L+B) en fonction du
nombre capillaire pour des bulles soumises à un écoulement en cisaillement simple avecλ ≪ 1
etRe ≪ 1. La taille de chaque cercle est proportionnelle à celle de labulle quand elle n’est pas
encore déformée (0, 88 ≤ a ≤ 2, 55mm). La courbe en trait plein est l’estimation théorique en
petites déformations [62]. La courbe en pointillés est donnée par la relation (2.52) de Hinch et
Acrivos [35]. D’après Rust et Manga [54].

fournissent une bonne approximation dans le cas oùCa > 1, 0 etCa = 0, 5.
Les figures (2.10) et (2.11) représentent les courbes des paramètres géométriques des bulles
soumises à un écoulement de cisaillement simple dans les expériences de Rust et Manga et les
courbes décrivant les estimations théoriques pour ces bulles.

2.6.0.9 Récapitulatif

Le tableau (2.2) représente les formules de la déformation et de l’orientation de la goutte/bulle
soumise à un écoulement de cisaillement simple et le domained’emploi de chaque formule.
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FIGURE 2.11 – Orientation stable des bulles soumises à un écoulement en cisaillement simple
décrite par une relation entreCa et θ. Le trait plein et la courbe sont des relations théoriques
(2.51) de Hinch et Acrivos pourθ(Ca) à faibles et fortes déformations. D’après Rust et Manga
[54].

Référence D θ Ca λ

Taylor (1932) 19λ+16
16λ+16

Ca π/4 Ca ≪ 1 λ ≃ 1

5/4λ 0 Ca ≃ 1 λ ≫ 1
0,5 La goutte casse λ = 1
1,4 La goutte casse λ = 0, 5

Cox (1969) 19λ+16
16λ+16

Ca π/4 Ca ≪ 1 λ ≃ 1

5/4λ π/2 Ca ≃ 1 λ ≫ 1
Rallison (1984) π/4− 0, 6Ca Ca ≪ 1 λ ≪ 1

Hinch et Acrivos (1980) tan−1(0, 359Ca3/4) Ca ≫ 1 λ ≪ 1

TABLE 2.2 – Récapitulatif des déformation et orientation de la bulle soumise à un cisaillement
simple
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Chapitre 3

Cisaillement d’une bulle suspendue dans
un fluide à seuil

Afin de mieux comprendre le comportement d’une suspension debulles dans un fluide non-
newtonien, il faut connaître les propriétés de déformabilité d’une bulle. Pour cela, nous avons
étudié le comportement d’une bulle isolée entourée d’une matrice de fluide à seuil soumise à un
cisaillement simple.
Dans ce chapitre, après quelques généralités sur les fluidesà seuil, nous présenterons le choix et
la caractérisation des matériaux modèles (le fluide à seuil)ainsi que la description du dispositif
expérimental utilisé. La dernière partie est consacrée à laprésentation et à l’analyse les résultats
expérimentaux obtenus.

3.1 Matériau modèle

On appelle fluide à seuil un fluide possédant une structure interne de taille caractéristique méso-
scopique, c’est-à-dire intermédiaire entre l’échelle moléculaire et la taille de l’échantillon. Cette
mésostructure lui confère des propriétés intermédiaires entre celles du liquide simple et du solide
élastique. Le fluide à seuil que nous cherchons à formuler doît être un matériau modèle, c’est-à-
dire ayant un comportement rhéologique simple, bien caractérisé, modulable et le plus possible
représentatif des matériaux réels, utilisés par exemple dans le Génie Civil. Il devra également
être transparent pour permettre la visualisation de la déformation de la bulle.

3.1.1 Généralité sur les fluides à seuil

Les fluides à seuil sont des matériaux qui ne s’écoulent que sion leur applique une contrainte qui
est supérieure à la contrainte minimale appelée « contrainte seuil », notéeτc. Des exemples de
fluide à seuil que l’on trouve dans la vie de tous les jours sontla pâte dentifrice, la mayonnaise,
le gel pour les cheveux...
Dans le cas où la contrainte appliquée au fluide est inférieure à cette contrainte seuil, il se com-
porte comme un solide viscoélastique. Si elle est supérieure au seuil de contrainte, le maté-
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riau s’écoule et a un comportement de liquide plastique visqueux. En plus de cette transition
liquide/solide liée à l’existence d’une contrainte seuil,d’autres phénomènes peuvent compliquer
le comportement des fluides à seuil comme la thixotropie, quenous cherchons à éviter dans cette
étude.

3.1.2 Quelques comportements particuliers

Voici quelques exemples de comportements particuliers desfluides à seuil que l’on souhaite
éviter :

3.1.2.1 Les fluides thixotropes

Les fluides thixotropes sont des matériaux dont la viscositéévolue au cours du temps quand
on leur applique une contrainte (ou une vitesse de cisaillement) constante. Leurs caractéristiques
rhéologiques dépendent donc du temps mais aussi de l’histoire du matériau et de la mise en place
de l’échantillon (précisaillement, temps de repos,...).

Au repos, le fluide thixotrope se structure. Lorsque la contrainte appliquée au matériau est in-
férieure à sa contrainte seuil, son module élastique augmente au cours du temps. Quand la
contrainte appliquée est supérieure à sa contrainte seuil,il s’écoule et sa viscosité évolue. S’il
était dans un état initial très fluide, sa viscosité augmenteet atteint à un état stationnaire. S’il était
dans un état initial solide, sa viscosité diminue. Ce ne sontdonc, du point de vue rhéologique,
pas des fluides à seuil modèles.
Les matériaux thixotropes sont largement utilisés dans l’industrie comme par exemple le béton
[2, 5, 48], la pâte de ciment, certaines peintures [22].

3.1.2.2 Emulsion floculée

Dans certaines conditions, les émulsions peuvent floculer.Ce phénomène est dû à l’agrégation
réversible des gouttelettes sous l’effet de forces attractives. On peut distinguer deux mécanismes
de floculation :

– Si la phase continue contient des macromolécules, elles vont s’adsorber sur la surface des
gouttes et peuvent provoquer un pontage entre les gouttes etainsi les réunir en flocs.

– Si la concentration en tensioactif est importante dans la phase continue, de nombreuses mi-
celles vont être présentes en solution. Ceci va réduire le volume libre accessible par les gouttes
de la phase dispersée et donc avoir tendance à les coller entre elles et ainsi former des flocs.

Des auteurs [7, 8] ont montré que le comportement rhéologique d’une émulsion floculée est
très différent du comportement de la même émulsion non floculée. Il faudra donc apporter une
attention toute particulière à la formulation des émulsions afin qu’elles ne soient pas floculées,
pour qu’elles constituent un fluide à seuil modèle, au comportement rhéologique bien caractérisé.
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3.1.3 Formulation de fluide à seuil modèle

La façon le plus simple de suivre la déformation de l’interface entre une bulle et le matériau
est la visualisation directe ou sous microscope du système.Il faut donc que le fluide à seuil soit
transparent, ce qui est une contrainte supplémentaire pourla formulation du matériau. D’après ce
que nous avons vu précédement, il doît également être non thixotrope, et pour les émulsions, non
floculées. Le gel de Carbopol et l’émulsion transparente nonfloculée semblent donc être deux
bons candidats de fluide à seuil simple répondant à nos critères.

3.1.3.1 Solution de Carbopol

Le Carbopol est un polymère polyacrylique, de formule générique (CH2 − CH − COOH)n,
qui se présente sous forme d’une poudre dont les particules ont un diamère variant de2 à20 µm.
Afin d’obtenir un gel de Carbopol, il suffit de dissoudre le poudre de Carbopol dans de l’eau,
puis de neutraliser la solution avec un volume approprié d’hydroxyde de sodium (NaOH). La
solution de Carbopol forme un milieu de masse volumique trèsproche du celle de l’eau, estimée
à 0,985kg/L et transparent, ce qui est un grand avantage expérimental. De plus, conservé dans
des conditions standards, le Carbopol est un fluide à seuil très stable dans le temps et très peu
thixotrope [32].

3.1.3.2 Emulsion

Il existe deux grands types d’émulsions : directes ou inverses. Les premières sont constituées
de gouttelettes d’huile dispersées dans une phase continueaqueuse, tandis que les deuxièmes
consistent en une assemblée de gouttelettes d’eau dispersées dans une phase continue d’huile.
Les interfaces sont dans les deux cas stabilisées par des molécules amphiphiles (tensioactifs,
polymères ou particules).

Une première étude réalisée au laboratoire [34] a montré quepour mélanger une émulsion et des
bulles ou de la mousse, les deux fluides doivent avoir la même phase continue, c’est à dire une
phase continue aqueuse. Nous avons donc utilisé des émulsions directes. De plus, il faut que la
bulle soit stable et immobile dans le matériau au repos.

Des auteurs ont défini un critère de stabilité pour une bulle dans un fluide à seuil [28] : la
contrainte seuil du matériau doit être supérieure aux forces de gravité. La formule qui exprime
ce critère s’écrit :

τc
ρga

≥ 1√
3

(3.1)

où a est le rayon de la bulle,g est l’accélération due à la gravité,τc est la contrainte seuil etρ
est la densité du fluide. Du coup, il nous faudra adapter le seuil du matériau à la taille de la bulle
étudiée pour qu’elle soit stable au repos.
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3.1.4 Méthode de préparation

3.1.4.1 Solution de Carbopol

Pour la préparation du gel de Carbopol, nous utilisons un malaxeur à mortier. Ce malaxeur nous
permet de préparer en une seule fois jusqu’à 4 litres de fluide. Grâce à sa pale qui cisaille l’en-
semble du volume de matériau, ce malaxeur planétaire nous fournit un mélange homogène. La
vitesse de rotation choisie est de 90 tours par minute. Dans un premier temps, un volume ap-
proprié d’eau est mélangé pendant quelques minutes dans le malaxeur. Ensuite, une masse de
poudre de Carbopol correspondant à la concentration massique désirée est introduite lentement
et en pluie fine dans ce volume. Une fois la poudre incorporée dans sa totalité, l’agitation est
prolongée durant trois heures minimum pour que toute la poudre soit hydratée et qu’il y ait plus
de « grumeaux » (homogénéisation de la suspension). Après cette étape, la solution obtenue est
acide et n’est pas encore un fluide à seuil. Une fois l’homgénéisation faite, en ajoutant rapide-
ment un volume adéquat d’hydroxyde de sodium (NaOH) à 1mol/Là l’aide d’une seringue, nous
obtenons une solution de pH neutre. Suite à cet ajout, la solution de Carbopol se « gélifie » . Les
chaines de polymères se réticulent. Le malaxage continue p endant environ 24h afin d’obtenir
une solution homogène.
Nous avons utilisé des solutions de Carbopol de concentration massique 0,15 % ce qui permet
d’avoir du carbopol dont la contrainte seuil est autour de 25Pa.

3.1.4.2 Emulsion directe transparente

Pour préparer une émulsion transparente, il faut adapter les indices optiques de la phase continue
et de la phase dispersée. L’indice optiquen d’un mélange de deux constituants d’indice optique
différentsn1 etn2 est donné par la formule suivante [41] :

n = x1n1 + x2n2 (3.2)

oùxi est la fraction massique du constituanti, d’indice optiqueni.
En utilisant comme phase continue un mélange 50/50 massiqued’eau et de glycérol, et comme
phase dispersée de l’huile silicone, l’émulsion est transparente. En effet,nhuile silicone= 1.44,
neau = 1.33, nglycérol = 1.47, nphase continue= xeauneau+ xglycérolnglycérol = 1.4.
L’ajoute de tensioactif modifie un peu l’indice optique du mélange et permet d’obtenir une émul-
sion transparente.
L’émulsion doît se comporter comme un milieu continu. Il faut donc une séparation de taille
entre le diamètre des gouttes de l’émulsion et celui de la bulle. Pour cela, il faut que l’émulsion
se compose de petites gouttes (diamètres de1 à10 µm) et soit relativement monodisperse. Nous
avons donc utilisé la technique « émulsification par rupturede goutte » pour préparer l’émulsion
[42]. Cette méthode consiste à préparer un prémélange « grossier » constitué de très grosses
gouttes polydisperses, puis à le cisailler fortement dans un entrefer étroit afin de fractionner
uniformément ces gouttes pour obtenir des gouttes plus petites et monodisperses.
Dans notre système, la phase continue est un mélange 50/50 massique d’eau et de glycérol et du
tensioactif TTAB (bromure de tétradécyl- triméthylammonium). La masse du TTAB est égale à
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3 % de celle de la phase aqueuse. Cette concentration en tensioactif est suffisante pour stabiliser
les gouttes d’émulsion, et pas trop importante pour ne pas lafloculer. La phase dispersée est une
huile silicone dont la viscosité est 0,35Pa.s. Le prémélange est préparé en ajoutant goutte-à-
goutte l’huile à la phase continue et en agitant légèrement la solution à la spatule. Après avoir
ajouté une quantité d’huile égale à la masse de phase continue, on peut verser plus rapidement de
l’huile dans la solution en remuant régulièrement. Nous obtenons ainsi un prémélange grossier
composé de grosses gouttes d’huile, très polydisperse.

FIGURE 3.1 – Schéma de l’émulsificateur Couette, d’après la référence [43].

Ensuite, afin d’obtenir une émulsion monodisperse avec de petites gouttes, nous utilisons l’émul-
sificateur Couette représenté par la figure 3.1 [43]. Cette machine est conçue pour préparer des
émulsions constituées de gouttes de taille définie. Le principe du fonctionnement de la machine
est de fractionner les grosses gouttes grâce à un fort taux decisaillementγ̇. Le prémélange est
poussé à travers le gap stator/rotor avec le rotor en rotation grâce à une seringue motorisée. Il
est possible de varier le gap entre le stator et le rotor (gap 100 µm ou 200µm) ainsi que la vi-
tesse de rotation. Dans notre cas, nous utilisons le gap 100µm et choisissons quatre vitesses de
rotation : 150 rpm, 300 rpm, 450 rpm et 600 rpm (les taux de cisaillement correspondants sont
respectivement3550 s−1, 7100 s−1, 10650 s−1 et 14200 s−1). Nous avons étudié l’influence de
deux paramètres : la fraction volumique en huile et le taux decisaillement sur les propriétés des
émulsions obtenues. Des émulsions à diverses teneurs en huile (entre 80 % et 93 %) ont été fabri-
quées. Pour chaque composition, nous avons fait varier la vitesse de rotation de l’émulsificateur
ce qui revient à modifier la valeur du cisaillement imposé auxgouttes. Nous constatons que :
– une forte vitesse de rotation permet d’obtenir des émulsions plus monodisperses
– à composition donnée, l’indice de polydispersité est une fonction décroissante de la vitesse de
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Fraction Vitesse Diamètre Indice de Module Module Seuil η
volumique de cisaillement moyen polydispersité élastique visqueux
ϕ γ̇ a U G G” τc
% s−1 µm Pa Pa Pa Pas−0,5

80 3550 53,97 0,61 49,7 9,44 3,45 4,5
7100 8,83 0,44 131,71 12,64 10,60 7
10650 9,24 0,69 675,93 39,19 75,70 19
14200 6,79 0,32 892,94 70,62 105,23 21

87 3550 18,77 0,74 209,71 12,52 25,44 12,5
7100 6,97 0,32 443,97 24,03 53,89 16,50
10650 5,21 0,23 667,37 39,29 83 19
14200 4,43 0,24 916,09 71,36 107 23

89 7100 6,64 0,57 584,59 26,55 75 19
10650 4,99 0,25 927,3 67,86 114 24
14200 3,9 0,22 1429,48 145,56 143 28

91 7100 5,1 0,22 833,17 56,09 108,05 30
10650 3,81 0,22 1291 133,19 185,77 36
14200 3,44 0,24 1782,17 253,99 243,9 35

93 3550 3,46 0,22 1639,79 238,55 275,26 30
7100 4,29 0,21 1261,12 115,63 200,04 26
10650 7,02 0,39 560,49 38,65 85,76 18
14200 3,12 0,20 1878,29 437,15 343,39 25

TABLE 3.1 – Récapitulatif des différentes émulsions préparées.

52



Système Module Module Seuil η n
élastique visqueux
G G” τc
Pa Pa Pa Pasn

Carbopol 1 143,66 28,72 21 5,51 0,42
Carbopol 2 222,86 157,24 33 10,24 0,39

TABLE 3.2 – Récapitulatif des solutions de Carbopol utilisées.

rotation
– une forte teneur en huile est également un élément qui permet d’obtenir une émulsion mono-

disperse.
– à vitesse de rotation fixe, l’émulsion est d’autant plus polydisperse que la fraction volumique

en huile est faible.
De plus, la vitesse de rotation a également une influence sur la taille des gouttes générées : plus
on cisaille intensèment, plus la taille des gouttes est petite. Cet effet est attendu puisqu’un fort
cisaillement provoque la rupture des gouttes les plus grosses. Pour notre problème, nous consta-
tons que nous avons réussi à formuler des émulsions monodisperses dont la taille des gouttes
est comprise entre 3 et 5µm. Ces émulsions peuvent être considérées comme des matériaux
homogènes pour des bulles de diamètres de l’ordre 100µm.

3.1.5 Caractérisation des matériaux modèles

Nous avons utilisé deux techniques pour caractériser les émulsions : la granulométrie laser et la
rhéométrie.

3.1.5.1 Granulométrie

L’analyse granulométrique permet de caractériser la distribution de taille des gouttes dans
l’échantillon. La distribution granulométrique est déduite de l’interaction entre un ensemble de
particules et le faisceau laser incident par l’analyse de latâche de diffraction du faisceau. La
granulométrie donne accès au diamètre moyen des particulessphériques et à la polydispersité de
l’échantillon.
La polydispersité d’une émulsion est caractérisée par l’uniformité U représentant la déviation
moyenne au diamètre médian de la distribution U s’exprime enpourcentage [43] :

U =

∑

i Vi|d(v, 0.5)− di|
∑

i Vi

1

d(v, 0.5)
(3.3)

où Vi et di sont respectivement le volume et le diamètre de laième particule,d(v, 0.5) est le
diamètre médian de la distribution granulométrique. Une émulsion sera considérée comme mo-
nodisperse si son indice de polydispersitéU est inférieur à 20% [43].
L’émulsion à étudier est diluée dans l’eau à laquelle on ajoute du tensioactif TTAB. L’ajout de
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TTAB aide à stabiliser l’émulsion. En effet, en diluant l’émulsion dans l’eau, on diminue la
concentration en tensioactif. Il faut donc s’assurer que les gouttes sont toujours stabilisées par du
tensioactif pour éviter leur coalescence.

FIGURE 3.2 – Effet de la fraction volumique en huile sur la distribution granulométrique d’une
émulsion, toutes les émulsions ont été cisaillées àγ̇ = 10650 s−1.

FIGURE 3.3 – Effet du cisaillement sur la distribution granulométrique d’une émulsion à fraction
volumique constante (87 %).
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La figure 3.2 représente l’effet de la fraction volumique en huile sur la distribution granulomé-
trique de quatre émulsions (les fractions volumiques en huile ϕh sont respectivement87 %, 89
%, 91 %, 93 %). Toutes les émulsions ont été cisaillées àγ̇ = 10650 s−1. On constate que pour
un même taux de cisaillement, le diamètre moyen des gouttes dans l’émulsion décroît quand la
fraction volumique augmente. La polydispersité des émulsions à 87 %, 89 % et 91 % en huile
reste à peu près constante. Pour l’émulsion àϕh = 93 %, la taille des gouttes est plus grande que
les autres. On s’attendrait à avoir des gouttes plus petitesque pour les autres émulsions, ce qui
n’est pas le cas. A cette valeur de la fraction volumique en huile (93 %), l’émulsion est très vis-
queuse et s’échauffe beaucoup lors du cisaillement dans la cellule de Couette. On peut donc avoir
du mûrissement ou de la coalescence entre les gouttes d’huile, ce qui a pour conséquence d’aug-
menter leur diamètre moyen. On se limitera donc à des fractions volumiques en huile inférieure
à 91% pour éviter ce problème.
L’effet du cisaillement sur la distribution granulométrique de l’émulsion à 87% en huile est
présenté sur la figure 3.3. On peut voir que pour une même fraction volumique, si le taux de
cisaillement augmente, la taille des gouttes et la largeur des pics (et donc la polydispersité) di-
minuent. A 3550 s−1, la distribution granulométrique est beaucoup plus large,avec la présence
de très grosses gouttes car le cisaillement n’est pas suffisant pour fractionner de façon homogène
les gouttes de l’émulsion.
En conclusion, pour avoir une émulsion avec de petites gouttes monodisperses, il faut avoir
une fraction volumique en huile élevée et un fort taux de cisaillement lors du passage dans
l’émulsificateur.
Nous avons également étudié la reproductibilité de la préparation d’émulsions. Nous avons effec-
tué plusieurs prémélanges, de même composition, les avons cisaillés dans les mêmes conditions
et comparé les résultats granulométriques obtenus. La figure 3.4 représente l’effet du cisaillement
sur la distribution granulométrique de deux émulsions de lamême fraction volumique (87 %) à
la vitesse de14200 s−1. On peut voir que les distributions granulométriques se superposent. Cela
démontre la reproductibilité de la préparation de nos émulsions, quelque soit le prémélange.

3.1.5.2 Rhéologie

Après avoir rappelé quelques notions de rhéologie (module élastique, module visqueux et
contrainte seuil ainsi que les différents comportement d’écoulement des fluides [32, 40, 49]),
nous présenterons les résultats obtenus pour nos émulsions.
La rhéologie consiste en l’étude de la déformation et de l’écoulement de la matière en fonction
des efforts (contraintes) qui lui sont appliqués.
Les propriétés rhéologiques d’un fluide sont classiquementmesurées avec un rhéomètre rotatif.
La géométrie est constituée d’une partie fixe (stator) et d’une partie mobile fixée à l’axe de
rotation du rhéomètre (rotor). Les variables rhéologiquesde contrôle du mouvement sont soit la
vitesse de rotation de l’axe du rhéomètreω, soit le coupleΓ qui lui est appliqué. Dans les deux
cas, l’échantillon de fluide est placé dans l’entrefer entrele stator et le rotor. Grâce au mouvement
de l’axe de rotation du rhéomètre, l’échantillon est cisaillé. En pratique, les géométries les plus
fréquemment utilisées sont la cellule de Couette, le cône-plan, le plan-plan [32]... Dans nos
expériences, nous avons utilisé le rhéomètre C-VOR 200 de lamarque Bohlin et la géométrie
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FIGURE 3.4 – Reproductibilité de la préparation des émulsions : deux émulsions de même frac-
tion volumique en huile (87 %) et même taux de cisaillement (γ̇ = 14200 s−1) obtenues à partir
de deux prémélanges différents.

plan-plan. Elle est constituée de deux disques de même rayonr coaxiaux en rotation relative l’un
par rapport à l’autre (voir figure (3.5)). Le disque inférieur est fixe alors que le disque supérieur
tourne à la vitesseω sous l’effet de l’application d’un coupleΓ. Ces disques sont striés afin
d’éviter le glissement du fluide à seuil. Les disques sont séparés par un entrefer d’épaisseurH.
Cet appareil est utile si on a une faible quantité de fluide. Ilpermet également de régler l’entrefer
à l’épaisseur souhaitée. Le taux de cisaillement n’est pas constant dans l’entrefer. Il est nul au
centre et maximum à la périphérie. Sous ces conditions, le taux de cisaillemenṫγ s’écrit sous la
forme suivante :

γ̇ =
ωr

H
(3.4)

Une des mesures utilisée en rhéométrie est la mesure en oscillation. Elle consiste à imposer à
l’échantillon des oscillations à petites déformations et àmesurer sa réponse en contrainte. A
partir de cette expérience, on peut mesurer le module élastique et le module visqueux. Si la
déformation appliquée est sinusoïdale :

γ(t) = γ0 cosωt (3.5)

avecγ0 suffisamment faible pour que la réponse du matériau soit linéaire, la contrainte est pro-
portionnelle à la déformation, avec un déphasageφ :

τ(t) = τ0 cos(ωt+ φ) (3.6)
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FIGURE 3.5 – Géométrie plan-plan.

Les modules élastiques (ou de conservation)G(ω) et visqueux (ou de perte)G”(ω) sont définis
par :

G(ω) =
τ0
γ0

cos(φ(ω)) (3.7)

G”(ω) =
τ0
γ0

sin(φ(ω)) (3.8)

La réponse du matériau s’écrit sous la forme :

τ(t) = γ0[G(ω) cos(ωt)−G”(ω) sin(ωt)] (3.9)

Si G(ω) etG”(ω) sont non nuls, le matériau a un comportement viscoélastique, c’est-à-dire un
comportement intermédiaire entre le solide élastique et lefluide visqueux :
– SiG > G”, le matériau est viscoélastique mais plutôt élastique,
– SiG < G”, le matériau est viscoélastique mais plutôt visqueux.
Un exemple de module élastique et de module visqueux de l’émulsion à89 % d’huile formulée
en appliquant un cisaillement de7100 s−1 mesurée avec la géométrie plan-plan est présenté sur
la figure 3.6.
Pour mesurer la contrainte seuil du matériau, on applique untaux cisaillement très faible (de
l’ordre de10−2 s−1) et on mesure l’évolution de la contrainte en fonction du temps. La valeur
du plateau de la courbe nous donne la contrainte seuilτc. La figure 3.7 représente un exemple de
mesure de la contrainte seuil d’une émulsion à 91 % d’huile.
La courbe d’écoulement est le lien entre le taux de cisaillementγ̇ et la contrainteτ = f(γ̇) dans le
matériau. Pour déterminer la courbe d’écoulement, on effectue les expériences rhéologiques qui
consistent à appliquer des plateaux de cisaillement et à mesurer les contraintes correspondantes.
On analyse ces expériences en faisant les hypothèses suivantes :

1. Le régime stationnaire est atteint,

2. l’écoulement est homogène,

3. il n’y a pas de glissement aux parois,
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FIGURE 3.6 – Exemple de module élastique et module visqueux d’une émulsion contenant 87%
d’huile.
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FIGURE 3.7 – Exemple de contrainte seuil mesurée sur une émulsion contenant 91 % d’huile.

On obtient donc la relationτ = f(γ̇). Cette courbe permet de caractériser le comportement
rhéologique du fluide à seuil. On peut énumérer quelques comportements non newtoniens : les
fluides rhéofluidifiants, les fluides rhéoépaississants, lesfluides à seuil.
– Les fluides rhéofluidifiants sont des matériaux dont la viscosité diminue quand le taux de

cisaillement augmente.
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– Les fluides rhéoépaississants sont des matériaux dont la viscosité augmente quand le taux de
cisaillement augmente.

– Le comportement des fluides à seuil a été décrit en début de cechapitre.
Les émulsions et le gel de Carbopol sont des exemples de fluideà seuil. La loi de Herschel-
Bulkley permet de décrire l’écoulement de nombreux fluides àseuil.
Ces différents comportements rhéologiques sont représentés sur la figure (3.8).

FIGURE 3.8 – Différents comportement rhéologiques : (1) fluide newtonien, (2) fluide rhéoépais-
sissant, (3) fluide rhéofluidifiant, (4) fluide de Bingham ou (5) fluide de Herschel-Bulkley avec
n < 1.

La figure 3.9 représente la courbe d’écoulement du Carbopol 1. Sa loi de comportement en
écoulement est du type de Herschel-Bulkley avecτc = 21, 31 Pa,η = 5, 50 Pas−0,42 etn = 0, 42.

Les caractéristiques rhéologiques (τc et η) et granulométriques des émulsions que nous avons
formulées sont résumées dans le tableau (3.1).
Toutes les émulsions que nous avons élaborées ont un comportement de type Herschel-Bulkley
avec un indice plastique égal à 0.5. Si l’on ne s’intéresse qu’aux émulsions monodisperses consti-
tuées de petites gouttes, il est possible de faire varier lesparamètres rhélogiques tels que : la
contrainte seuil, les modules élastique et visqueux et le paramètre de consistanceη en modifiant
la taille des gouttes et la fraction volumique en huile. Pournos matériaux, nous avons obtenu
des valeurs du seuil comprises entre 80 et 350 Pa, du module élastiqueG comprises entre 650 et
1900 Pa, du module visqueuxG” comprises entre 40 et 440 Pa.
L’ensemble des résultats montre que nous avons bien la possibilité de fabriquer des fluides à
seuil modèles aux caractéristiques rhéologiques variées,de façon reproductible. En dispersant
des bulles d’air de taille controlée dans ces matériaux, nous serons donc capables d’élaborer des
suspensions de bulles dans des fluides à seuil. Dernier point, on observe que les valeur obtenues
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FIGURE 3.9 – Exemple de courbe d’écoulement du Carbopol.

du seuil ici sont toujours supérieures à 80 Pa. En appliquantle critère de stabilité 3.1, on en
déduit que toutes les bulles de rayon inférieur à approximativement 240µm seront stabilisées
lorsqu’elle seront suspendues dans les émulsions. On constate également que les caractéristiques
rhéologiques de l’émulsion à 80 % en huile et l’émulsion à 93 %en huile qui sont cisaillées à
10650 s−1 ne semblent pas cohérentes avec les autres. Il faudrait effectuer d’autres expériences
pour le vérifier.

3.2 Choix du dispositif expérimental

Dans cette partie, nons présenterons les quatre principauxdispositifs expérimentaux décrits dans
la littérature pour cisailler une goutte/une bulle dans un fluide. La plupart des expériences pré-
sentées dans la littérature ont été réalisées avec une goutte ou une bulle placée dans un fluide
newtonien visqueux.

– Dispositif de cisaillement à « quatre rouleaux »
– Dispositif de cisaillement à « bandes parallèles »
– Dispositif de cisaillement « plan-plan »
– Dispositif de cisaillement « cellule de Couette »

Les deux premiers dispositifs ont été utilisés pour la première fois par G.I.Taylor en 1930 [62].
Ces dispositifs ont déjà été présentés dans le chapitre 1.
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3.2.1 Dispositif de cisaillement à « quatre rouleaux »

La figure 3.10 représente le dispositif de cisaillement à « quatre rouleaux ». Cet appareil se com-
pose de quatre cylindres placés aux quatre coins d’un carré.Les cylindres sont entraînés par deux
axes verticaux et des roues coniques. Ces deux arbres sont mis en rotation à la même vitesse mais
en sens opposé par un moteur. L’ensemble est éclairé par une lampe et observé au moyen d’une
caméra fixée avec son axe sur la ligne centrale dans une direction parallèle aux axes des cylindres.

FIGURE 3.10 – Dispositif de cisaillement à « quatre rouleaux », d’après Taylor [62].

Les lignes de courant créées par un tel dispositif sont représentées sur la figure 2.6. Il s’agit
d’un écoulement purement élongationnel, et non pas un cisaillement simple, comme nous le
souhaitons. On ne choisit donc pas le dispositif à « quatre rouleaux ».

3.2.2 Dispositif de cisaillement à « bandes parallèles »

La figure 2.6 représente le dispositif de cisaillement à « bandes parallèles » également proposé
par Taylor [62]. Il est composé de deux bandes parallèles contre rotatives immergées dans un
fluide. Les bandes sont lisses et constituées de films photographiques. Elles sont entraînées à
la même vitesse en sens opposé. Pour que la goutte (ou la bulle) soit immobile, il faut qu’elle
soit insérée exactement au milieu des deux bandes. La visualisation de la déformation de l’objet
dans un tel dispositif est simple, elle se fait avec des méthodes optiques classiques : en utilisant
des caméras ou par microscopie. Le seul inconvénient de ce dispositif est le positionnement
initial de la goutte qui est délicat. Pour éviter ce problème, un dispositif plus évolué a été mis au
point par Birkhofer et al. [9] où la distance entre les deux bandes et la vitesse des deux moteurs
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peuvent être controlées indépendamment, ce qui permet de maintenir l’objet immobile quelque
soit sa position en ajustant les vitesses de chacun des moteurs. En effet, si la relationV1

V2

= h1

h2

est vérifiée, alors la goutte cisaillée sera immobile.V1 et V2 sont respectivement les vitesses de
la bande1 et de la bande2, h1 eth2 sont respectivement la distance entre la bulle et la bande1 et
la distance entre la bulle et la bande2.
Une version simplifiée du dispositif de Taylor (présentée sur la figure 3.11) a été utilisée par Rust
et Manga [54] : le montage n’est constitué que d’une bande, l’objet à étudier est placé au centre.
Comme pour le dispositif de Taylor, la goutte/bulle doit obligatoirement être placée au centre
pour rester immobile pendant le cisaillement du fluide.

FIGURE 3.11 – Dispositif de cisaillement à « bandes parallèles », d’après la référence [54], a)
Vue latérale, b) Vue de dessus.

Pour notre application, le seul inconvénient de ces systèmes est que les bandes sont lisses. Pour
éviter le glissement aux parois avec des fluides complexes, il nous faut des bandes rugueuses.

3.2.3 Dispositif de cisaillement « plan-plan »

Une variante du dispositif à bandes parallèles a été proposée par S. Assighaou et L. Benyahia
[3]. Dans ce cas, ce ne sont pas des bandes mais deux plans parallèles qui sont mis en rotation.
La bulle/goutte peut être maintenue immobile quelque soit sa position entre les deux plaques
en jouant sur leur vitesse de rotation relative. Un schéma dudispositif de cisaillement « plan-
plan » est présenté sur la figure 3.12.
En pratique, le dispositif est constitué de deux disques. Chaque disque est contrôlé par un moteur
de type brushless. Il existe également une autre configuration possédant un plateau fixe et un
plateau mobile.
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Dans le premier cas, la bulle/goutte peut être maintenue immobile mais les disques doivent être
rugueux et transparents pour notre étude. La visualisationà travers des surfaces rugueuses (de
type papier de verre, collage de billes) est difficile. Pour la seconde configuration, la bulle/goutte
insérée est mobile et donc difficile à visualiser. Ce dispositif est a priori plus facile à réaliser

FIGURE 3.12 – Dispositif de cisaillement « plan-plan », d’après la référence [3].

mais il présente deux inconvénients majeurs. D’abord, il faut que les plans soient rugueux, ce qui
empêche toute visualisation par dessus/dessous. En outre,si le cisaillement appliqué est grand,
la goutte peut être éjectée. Une façon d’éviter ce dernier point est d’utiliser une géométrie de
Couette.

3.2.4 Dispositif de cisaillement « cellule de Couette »

Le dispositif « cellule de Couette » a été proposé par Blaj et al. [10] (voir figure 3.13). Le fluide
est placé dans l’entrefer de deux cylindres coaxiaux de rayon R1 etR2 avecR1 < R2 et de
hauteurh tournant avec des vitesses angulaires respectivesΩ1 etΩ2. Il existe également une
configuration dans laquelle l’un des cylindres est fixe et l’autre tourne ce qui ne permet donc pas
de maintenir l’objet immobile.
Pour placer une goutte dans l’entrefer, une seringue est insérée dans la fente à travers un orifice
d’injection percé au fond de la cellule. Deux caméras sont utilisées. La première permet de loca-
liser la bulle dans l’entrefer. La seconde est utilisée pourcapturer les changements de forme de
l’interface. Le fait que le cylindre externe soit courbée peut déformer l’image près de l’interface.
Pour résoudre ce problème, Blaj et al. [10] proposent de placer la cellule de couette dans une cuve
carrée remplie d’un fluide qui a la même indice optique que le PMMA. Le montage optique pour
visualiser l’objet est alors plus complexe qu’une simple caméra, il est représenté sur la figure
3.13b.
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FIGURE 3.13 – Exemple d’un dispositif de cisaillement « cellule de Couette », d’après la réfé-
rence [10].

La mise en œuvre du système optique pour la visualisation du cisaillement d’une goutte/bulle
dans le dispositif « cellule de Couette » est donc plus compliquée.

3.2.5 Conclusion

En comparant les quatres dispositifs présentés précédemment, le système à deux bandes paral-
lèles semble le plus adapté à notre étude. Il convient cependant d’utiliser des bandes rugueuses
afin d’éviter le glissement aux parois, ce qui n’a pas encore été proposé dans la littérature. La
conception, la fabrication et la mise au point d’un tel système représentant un investissement
important, il a été décidé de réaliser dans un premier temps un dispositif de cisaillement à une
seule bande pour valider les solutions techniques retenues. Par manque de temps, il n’a pas été
possible de développer un dispositif à deux bandes durant cetravail.
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3.3 Dispositif

3.3.1 Principe

Nous présentons dans ce paragraphe le dispositif expérimental développé par Pascal Mouche-
ront au laboratoire Navier permettant d’étudier le cisaillement simple d’une bulle dans un fluide
à seuil. Nous avons décidé de construire un dispositif du type à « bandes parallèles ». Notre
dispositif s’inspire de celui de Taylor [62].
Une version simple du dispositif semblable à celle proposéepar Rust et Manga (3.11) a été
developpée. En outre, une fois les problèmes techniques réglés, on pourra facilement mettre une
seconde bande afin de réaliser le dispositif souhaité. Notredispositif est composé d’une bande
rugueuse montée sur deux cylindres de même rayon ce qui permet de cisailler de façon uniforme
un petit volume de fluide au centre de la bande. La bulle est insérée au centre et la visualisation de
la déformation de l’objet se fait au moyen d’une caméra. Par contre, nous avons modifié quelques
éléments du dispositif pour qu’il soit adapté à nos études.

3.3.2 Mise au point

Le dispositif de Rust et Manga [54] est enfermé dans un réservoir transparent qui n’a pas de
couvercle. Il existe une distance entre la bande et le fond dureservoir ainsi qu’entre la bande et
le niveau du fluide ce qui nécessite un grand volume de fluide pour remplir le dispositif. Dans
notre cas, on veut réduire autant que possible la quantité defluide à seuil à utiliser. On va donc
chercher à diminuer la distance entre la bande et les plaquessupérieure et inférieure. On choisit
les dimensions du dispositif de façon à ce que la quantité du fluide contenu dans le dispositif
n’excède pas0.5 litre (capacité maximale de production de l’émulsificateur). Les plaques sont en
PMMA transparentes pour faciliter la visualisation de la goutte/bulle insérée dans le dispositif.
La bande est une boucle de film polyester de40 mm de largeur. Elle est tendue entre une roue de
guidage et une roue dentée dont des dents coincident avec lesperforations du film. Les roues sont
en PVC. Loin des roues, un écoulement de cisaillement simpleest produit par le déplacement de
la bande. On peut faire varier la vitesse de la bande de 5 mm/s à210 mm/s. Une vue éclatée du
dispositif est représentée sur la figure (3.14).
Deux pièces (123-02-04 sur la figure (3.15)) ont été utilisées pour limiter les problèmes de re-
circulation du fluide au niveau des roues et ainsi ne pas perturber l’écoulement dans la zone où
sera insérée la bulle. Les expériences sont enregistrées grâce à une caméra numérique, avec une
vitesse d’acquisition de 3 images par seconde. Afin d’avoir des images les plus nettes possibles,
le dispositif est éclairé avec un écran lumineux (éclairagehomogène) et il est placé sous un drap
noir pour éviter d’avoir des variations de luminosité à cause des éclairages de la salle de labo-
ratoire. La prise d’images, ainsi que le contrôle de la vitesse de la bande sont pilotés par un
ordinateur. Les déformations de la bulle au cours du cisaillement (taille, forme, orientation) sont
mesurées grâce au logiciel ImageJ. Un exemple d’analyse d’une des image de nos expériences
est montré sur la figure (3.16). Le contrôle de l’éclairage est très important pour avoir des images
facilement analysables avec le logiciel.
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(a) (b)

FIGURE 3.14 – (a) Dispositif de cisaillement d’une bulle dans un fluide fabriqué au laboratoire ;
(b) Image d’une bulle déformée sous un cisaillement simple dans une expérience au laboratoire.

3.3.3 Procédure expérimentale

La mise au point de la procédure expérimentale a été réaliséeavec un gel de Carbopol, matériau
beaucoup plus simple à préparer que les émulsions transparentes.
Le dispositif est précautionneusement rempli avec le Carbopol, en faisant attention de ne pas
introduire de bulles d’air. Les quelques bulles d’air piègées dans le fluide lors de cette étape sont
otées une à une en utilisant une pipette. Une bulle d’air, de volume contrôlé, est alors injectée
grâce à une micropipette. Le volume des bulles étudiées varie entre 5 et 22µl. La bulle est
photographiée après introduction et son rayon est alors mesuré par analyse d’image. Le volume
correspondant est alors calculé. Il y a un écart entre le volume d’air théoriquement injecté et
celui calculé, d’environ 10%. Cette différence s’expliquepar le fait que lorsque la micropipette
est retirée du Carbopol un petit volume d’air reste attaché àl’embout de la micropipette.
Deux carbopol ont été utilisés comme fluide à seuil suspendant. L’appareil est ensuite mis en
mouvement à une vitesse choisie. Nous avons choisi deux vitesses de cisaillement : 5 mm/s et 20
mm/s qui correspondent respectivement à un taux de cisaillement de 0,25s−1 et 1s−1. La caméra
est démarrée en même temps que le moteur de l’appareil. L’expérience est poursuivie jusqu’à la
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FIGURE 3.15 – Quelques éléments du dispositif à « Bandes Parallèles» fabriqué au laboratoire.

(a) (b)

FIGURE 3.16 – (a) Image prise par la caméra ; (b) Image traitée par le logiciel ImageJ d’une bulle
de 20µl.

sortie de la bulle du champ de la caméra.
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3.3.4 Résultats expérimentaux

Faute de temps, seules des expériences avec du Carbopol ont pu être réalisées. Afin d’étudier la
relation entre la géométrie de la bulle et le nombre capillaireCa, nous recensons les données à
partir des expériences pour 5 tailles de bulle dont le volumevarie entre 5 et 22µl. Quatre des
bulles sont soumises à un taux de cisaillement de 0,25s−1. La dernière est soumise à un taux de
cisaillement de 1s−1. Les gels de Carbopol semblent avoir presque la même valeur de tension
de surface quelque soit leur seuil. La tension de surface entre l’air et le carbopol utilisé pour nos
expériences est estimée à 0,066 N/m [12]. Les caractéristiques des bulles sont résumées dans le
tableau (3.3). Le nombre capillaireCa qu’on présente dans ce tableau est défini par :

Ca =
µγ̇

σ/a
(3.10)

L’orientation induite par l’écoulement de la bulle est décrite par l’angleθ. C’est l’angle entre
l’axe principal (aussi appelé l’axe majeur) de la bulle et ladirection de cisaillement.L etB sont
respectivement la grande longueur et la petite dimension dela bulle déformée. L’amplitude de la
déformation de la bulle est quantifiée par un paramètre sans dimensionD = (L− B)/(L+B).
Les déformations des bulles en fonction du nombre capillaireCa sont représentées sur la figure
(3.18).

Tout d’abord nous avons étudié la reproductibilité des expériences de cisaillement d’une bulle
suspendue dans un fluide à seuil. Pour chaque taille de bulle,nous avons fait au moins trois
expériences dans les mêmes conditions (avec un Carbopol de même contrainte seuil, soumis à un
écoulement de même taux de cisaillement). La figure (3.17) représente l’orientationθ de la bulle
en fonction du temps et l’évolution du paramètre adimensionnéD en fonction du temps pour
trois bulles de rayon 1,68 mm, chaque bulle est cisaillée à 0,25s−1 dans un carbopol dont le seuil
est 21 Pa. Nous pouvons voir que pendant les cinquante premières secondes de l’expérience,
le paramètre de déformation adimensionnéD augmente rapidement et l’orientationθ décroît,
ce qui montre que la bulle ne cesse de se déformer. Pendant environ les cinquantes secondes
suivantes, les paramètresD etθ varient régulièrement. Après ce stade,D etθ varient légèrement
et atteignent un régime stationnaire, la bulle ne se déplaceplus et accède à une configuration
stable. Nous trouvons que les trois courbes sont semblableset que les courbes se superposent
presque. Cela démontre la reproductibilité de nos expériences de cisaillement.
Les orientations des bulles soumises à un cisaillement simple quantifiées par l’angleθ en
fonction du nombre capillaireCa sont présentées sur la figure (3.18). Nous constatons que pour
le même taux de cisaillement, l’angleθ de la bulle diminue quand la taille de la bulle et le
nombre capillaireCa augmentent.

PourCa ≪ 1, Rallison [51] prédit pour une bulle suspendue dans un fluidevisqueux :

θ =
π

4
− 0, 6Ca (3.11)

Cette fonction est tracée en trait plein de couleur noire. Nous voyons qu’elle reproduit bien la
tendance du comportement d’une bulle étudiée expérimentalement. Les résultats obtenus sur les
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Système Contrainte Rayon Taux de L’angle L’axe L’axe L’angle D Nombre
d’expérience seuil de bulle cisaillement θ majeur mineur θ capillaire

Pa mm s−1 mm mm Ca
Carbopol 1 21 1,06 0,25 27,00 2,45 1,55 27,00 0,22 0,19
Carbopol 1 21 1,53 0,25 25,00 4,71 2,04 25,00 0,39 0,28
Carbopol 1 21 1,68 0,25 16,75 4,57 2,24 16,75 0,34 0,31
Carbopol 1 21 1,68 1,00 15,59 4,79 2,15 15,59 0,38 0,34
Carbopol 2 33 1,73 0,25 8,21 6,09 1,77 8,21 0,54 0,32
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FIGURE 3.17 – (a) Reproductibilité de l’orientationθ de la bulle en fonction du temps pour
trois bulles de rayon 1,68 mm ; (b) Reproductibilité du paramètre de déformation adimensionné,
D = (L− B)/(L+ B) en fonction du temps pour trois bulles de rayon 1,68 mm. Chaque bulle
est cisaillée à 0,25s−1 dans un carbopol dont le seuil est 21 Pa.
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FIGURE 3.18 – Relation entre les paramètres de déformation de la bulle et le nombre capillaire :
(a) θ(Ca) ; (b)D(Ca).

systèmes avecCa ∼ 0, 1 − 0, 35 montre que l’angleθ en fonction deCa d’une bulle cisaillée
dans un fluide à seuil décroit plus rapidement que celui d’unebulle cisaillée dans un fluide
visqueux newtonien.
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La relation entre le paramètre sans dimensionD et le nombre capillaireCa pour les bulles sou-
mises à un cisaillement simple est présentée sur le graphique (b) de la figure (3.18). La ligne noire
décrit l’estimation théorique de Taylor [62],D ≃ Ca pour le cas oùCa est petit. Nous voyons
que pour le même taux de cisaillement, le paramètreD augmente quand la taille des bulles et le
nombre capillaireCa augmente. On trouve que l’estimation de Taylor pour la déformation d’une
bulle dans un fluide visqueux newtonien n’est pas vraiment adaptée au cas d’une bulle dans un
fluide à seuil.
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Chapitre 4

Homogénéisation

Dans ce chapitre, nous développons une approche par changement d’échelle afin d’étudier le
comportement macroscopique d’une suspension de bulles dans un fluide à seuil. Tout d’abord,
nous étudions le problème d’une bulle sphérique immergée dans un milieu infini en partant de la
solution établie par Palierne [50]. La solution du problèmesera utilisée ensuite pour généraliser
les approches « classiques » de l’homogénéisation des milieux hétérogènes au comportement li-
néaire, à savoir le schéma dilué, le schéma de Mori-Tanaka etle schéma autocohérent. Puis nous
présentons une approche par motif morphologique. Ensuite nous nous intéressons au comporte-
ment d’une suspension de bulles dans un fluide de Herschel-Bulkley. Nous utilisons l’approche
par sécante modifiée pour obtenir les estimations des caractéristiques macroscopiques de la sus-
pension dans la situation isotrope.

4.1 Bulle sphérique dans un milieu infini

On considère le problème d’une bulle d’air de forme sphérique de rayona, immergée dans
un milieu occupant un domaine infiniΩ constitué d’un matériau élastique linéaire isotrope
(module de cisaillementG, module de compressibiliték, second cœfficient de Laméλ). On note
I le domaine occupé par la bulle. Cette structure est soumise àun chargement en déformation
homogène loin de la bulle. Aucune force à distance n’est appliquée sur le système.

On s’intéresse à la situation où il n’y a pas de contrainte dans le matériau de la matrice avant
l’application du chargement (hypothèse de l’état initial naturel). L’interface entre la matrice
et le gaz est une interface capillaire où il règne une tensionde surfaceσ uniforme. Pour que
cette interface soit à l’équilibre, il est nécessaire que lapression à l’intérieur de la bulle dans la
configuration initiale soit égale à2σ/a (loi de Laplace).
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Dans l’état initial, les efforts intérieurs dans le systèmevérifient donc les équations suivantes :

σ0(x) = 0 (∀ x ∈ Ω\I) (4.1a)

σ0(x) = −p0δ = −2σ

a
δ (∀ x ∈ I) (4.1b)

[[ σ0 ]] ·N + σtr BN = 0 (∀ x ∈ ∂I) (4.1c)

div σ0 = 0 (∀ x ∈ Ω) (4.1d)

où σ0 désigne le champ de contrainte de Cauchy dans la configuration initiale etδ le tenseur
identité du second ordre. L’équation (4.1c) traduit l’équilibre de l’interface capillaire. Dans cette
équation, on a :
– [[ σ0 ]] : le saut de contrainte à la traversée de l’interface avecN le vecteur normal unitaire

extérieur à la bulle,
– B : le tenseur courbure de l’interface capillaire dans l’étatinitial. Pour une sphère de rayona

orienté parN , on a trB = −2

a
.

(4.1d) est l’équation d’équilibre sans force de volume. Elle est vérifiée dans la matrice et dans la
bulle.

Lorsqu’il est soumis au chargement uniforme en déformationappliqué à l’infini, le système se
déforme. On désigne parξ le champ de déplacement solution,ε le champ de déformation associé
et σ le champ de contrainte dans la configuration déformée. Ces quantités sont solutions des
équations :

ξ → E · x (|x| → ∞) (4.2a)

σ(x) = 2Gε(x) + λtr ε(x)δ (∀ x ∈ Ω\I) (4.2b)

σ(x) = −2σ

a
δ + kg

δVb

Vb
δ (∀ x ∈ I) (4.2c)

[[ σ ]] · n + σtr bn = 0 (∀ x ∈ ∂I) (4.2d)

div σ = 0 (∀ x ∈ Ω) (4.2e)

L’équation (4.2c) exprime le comportement du gaz contenu dans la bulle. Comme on s’intéresse
ici uniquement aux positions d’équilibre du système, les efforts intérieurs dans la bulle sont du
type pression. Le cœfficientkg désigne le cœfficient de compressibilité du gaz à la pressionp0

défini par la relation
δVb

Vb

= −δp

kg
avecVb le volume de la bulle dans la configuration initiale,δVb

la variation de volume de la bulle etδp la variation de la pression du gaz contenu dans la bulle
due à l’application du chargementE. (4.2d) est l’équation d’équilibre de l’interface capillaire
avecn le vecteur normal unitaire extérieur à la bulle etb le tenseur courbure de l’interface
capillaire dans la configuration déformée.

Compte tenu de la symétrie sphérique du problème la résolution du problème défini par les
équations (1.1) et (1.2) dans le cas général s’obtient à partir de la solution pour une compression
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isotropeE = Eδ et de la solution pour un cisaillement purE = E(ex ⊗ ex − ey ⊗ ey). On
cherche donc maintenant les solutions de ces deux problèmes.

4.1.1 Chargement en compression isotrope

Les calculs de cette section sont effectués en utilisant un système de coordonnées sphériques
d’origine le centre de la bulle.
La condition (4.2a) s’écrit dans ce cas :

ξ → E · x = Erer (r → ∞) (4.3)

On cherche le déplacement dans la matrice, solution du problème sous la forme :

ξ = (Er +
C

r2
)er (4.4)

oùC est un réel inconnu. Comme la bulle reste sphérique dans la configuration déformée, on a
n = er dans l’équation (4.2d).
On calcule la déformation dans la matrice en utilisant la relation :

ε =
1

2
(gradξ + tgradξ) (4.5)

où grad désigne l’opérateur gradient. En utilisant la relation (4.5) et les équations de comporte-
ment (4.2b) et (4.2c), on obtient dans l’inclusion :

σ = 3kg(E +
C

a3
)δ − 2σ

a
δ (4.6)

et dans la matrice :

ε = (E − 2C

r3
)er ⊗ er + (E +

C

r3
)(eθ ⊗ eθ + eϕ ⊗ eϕ) (4.7a)

σ = (2G(E − 2C

r3
) + 3λE)er ⊗ er + (2G(E +

C

r3
) + 3λE)(eθ ⊗ eθ + eϕ ⊗ eϕ) (4.7b)

La relation de continuité du déplacement radial à la traversée de l’interface capillaire impose :

ξr(a) = δa = Ea+
C

a2
(4.8)

On en déduit que la trace du tenseur de courbure de l’interface capillaire dans la configuration
déformée s’écrit au premier ordre :

tr b = −2

a
+

2δa

a2
(4.9)

et que la variation de volume de la bulle est égale au premier ordre à :
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δVb = 4πa2δa (4.10)

En reportant les équations (4.6), (4.7b) et (4.9) dans l’équation d’équilibre de l’interface capil-
laire (4.2d), on obtient :

2G(E − 2C

a3
) + 3λE − 3kg(E +

C

a3
) +

2σ

a

δa

a
= 0 (4.11)

En combinant (4.8) et (4.11), on a donc

C = a3
3k − 3kg +

2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

E (4.12)

ce qui détermine complètement la solution. On a donc :

σ = 3kg
3k + 4G

4G+ 3kg −
2σ

a

Eδ − 2σ

a
δ (4.13)

dans le gaz et :

σ = (3k − 4G
3k − 3kg +

2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

a3

r3
)Eer ⊗ er

+ (3k + 2G
3k − 3kg +

2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

a3

r3
)E(eθ ⊗ eθ + eϕ ⊗ eϕ) (4.14a)

ε = (1− 2
3k − 3kg +

2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

a3

r3
)Eer ⊗ er

+ (1 +
3k − 3kg +

2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

a3

r3
)E(eθ ⊗ eθ + eϕ ⊗ eϕ) (4.14b)

ξ = E(r +
3k − 3kg +

2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

a3

r2
)er (4.14c)

dans la matrice.
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Pour la suite, on a besoin de calculer les grandeurs〈ε〉b et 〈σ〉b oùb désigne la bulle, c’est-à-dire
le système matériel « gaz + interface capillaire ».

〈ε〉b =
1

|I|

∫

I

εdΩ =
1

|I|

∫

∂I

n⊗s ξdS (4.15)

oùn⊗s ξ = 1
2
(n⊗ ξ + ξ ⊗ n) désigne la partie symétrique den⊗ ξ.

Le système « gaz + interface capillaire » étant à l’équilibre, on montre que l’on a :

〈σ〉b =
1

|I|

∫

I

σdΩ =
1

|I|

∫

∂I

x⊗ σ
+.ndS (4.16)

oùσ+ désigne le tenseur de la contrainte dans la matrice. On obtient :

〈ε〉b =
3k + 4G

4G+ 3kg −
2σ

a

Eδ (4.17)

〈σ〉b = (3k − 4G
3k − 3kg +

2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

)Eδ (4.18)

En posant :

U c
b =

3k + 4G

4G+ 3kg −
2σ

a

(4.19)

V c
b = 3k − 4G

3k − 3kg +
2σ

a

4G+ 3kg −
2σ

a

(4.20)

on réécrit〈ε〉b et 〈σ〉b sous la forme :

〈ε〉b = U c
bEδ (4.21)

〈σ〉b = V c
b Eδ (4.22)

4.1.2 Chargement en cisaillement pur

La condition (4.2a) s’écrit maintenant :

ξ → E(ex ⊗ ex − ey ⊗ ey) · x (|x| → ∞) (4.23)

Dans ce paragraphe, on se place dans le système de coordonnées sphériques pour effectuer les
calculs.
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Comme dans l’article de Christensen et al. [21], on cherche la solution du problème sous la
forme :

ξ = ξrer + ξθeθ + ξϕeϕ (4.24)

avec

ξr = ur sin
2 θ cos 2ϕ (4.25a)

ξθ = vθ sin θ cos θ cos 2ϕ (4.25b)

ξϕ = vϕ sin θ sin 2ϕ (4.25c)

et

ur = A1r + A2r
3 +

A3

r4
+

A4

r2
(4.26a)

vθ = B1r +B2r
3 +

B3

r4
+

B4

r2
(4.26b)

vϕ = −vθ (4.26c)

Les constantesBi sont reliées aux constantesAi par les relations :

B1 = A1 (4.27a)

B2 =
1

3

11
3
G+ 5k

k − 2
3
G

A2 (4.27b)

B3 = −2

3
A3 (4.27c)

B4 =
2G

3G+ 3k
A4 (4.27d)

A1, A2, A3 et A4 sont des inconnues dépendant de la valeur de la tension de surface σ, des
caractéristiques élastiques de la matrice (G, k) et de la taille de la bullea. La condition à l’infini
(4.23) imposeA1 = E etA2 = 0. On a donc :

ur = Er +
A3

r4
+

A4

r2
(4.28a)

vθ = Er +
B3

r4
+

B4

r2
(4.28b)

La variation du volume de la bulle au cours de la transformation pour la famille de champ de
déplacements considérée est nulle. On a en effet :

δVb =

∫

∂I

ξr(a)dS =

∫ θ=π

θ=0

∫ ϕ=2π

ϕ=0

a3ur(a) sin
3 θ cos 2ϕdθdϕ = 0 (4.29)

On calcule ensuite les contraintes dans la matrice. On vérifie que pour les champs de déplacement
de la forme (4.24), l’équation d’équilibre (4.2e) est toujours vérifiée.
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Comme dans le paragraphe précédent, on calcule la moyenne dela contrainte〈σ〉b et de la
déformation〈ε〉b dans la bulle. On est toujours dans le cas où la bulle est considérée comme
un système « gaz + interface capillaire ». Dans ce cas, on calcule ces grandeurs en utilisant les
formules (4.15), (4.16). Il reste à écrire les conditions d’équilibre de l’interface capillaire. Dans
l’hypothèse des petites perturbations, cette équation s’écrit :

[[ σ ]] r=a · er + σtr ber = 0 (4.30)

avec :

– tr b = tr B + δtr B = −2

a
+ δtr B où δtr B désigne la variation au premier ordre de la trace

du tenseur courbure. On montre que :

δtr B = −2(
2

a
+

2A3

a6
+

2A4

a4
) sin2 θ cos 2ϕ (4.31)

– Comme la variation du volume de la bulle est nulle dans la transformation, la contrainte dans

la bulle dans la configuration déformée est égale à−2σ

a
δ.

En reportant l’équation (4.24) dans les équations(4.2b) et(4.5), on calcule le tenseur de contrainte
dans la matrice. En reportant tous ces résultats dans l’équation (4.30), on obtient une équation
vectorielle dont la résolution fournit la valeur des deux constantesA3 etA4

A3 = −
3(6k + 2G+ 3

σ

a
)a5G

18Gk + 16G2 + 24G
σ

a
+ 15k

σ

a

(4.32a)

A4 = −
15(G

σ

a
+ k

σ

a
− 2G2 − 2Gk)a3

18Gk + 16G2 + 24G
σ

a
+ 15k

σ

a

(4.32b)

ce qui achève la résolution du problème

〈ε〉b =
30Gk + 9k

σ

a
+ 40G2 + 12G

σ

a

18Gk + 16G2 + 24G
σ

a
+ 15k

σ

a

E(ex ⊗ ex − ey ⊗ ey) (4.33a)

〈σ〉b =
16(3k + 4G)G

σ

a

18Gk + 16G2 + 24G
σ

a
+ 15k

σ

a

E(ex ⊗ ex − ey ⊗ ey) (4.33b)

En posant :

Us
b =

30Gk + 9k
σ

a
+ 40G2 + 12G

σ

a

18Gk + 16G2 + 24G
σ

a
+ 15k

σ

a

(4.34)

V s
b =

16(3k + 4G)G
σ

a

18Gk + 16G2 + 24G
σ

a
+ 15k

σ

a

(4.35)
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on réécrit〈ε〉b et 〈σ〉b sous la forme :

〈ε〉b = Us
bE(ex ⊗ ex − ey ⊗ ey) (4.36)

〈σ〉b = V s
b E(ex ⊗ ex − ey ⊗ ey) (4.37)

Compte tenu de la symétrie sphérique du problème on a évidenmment la même relation pour des
sollicitations de cisaillementE(ey ⊗ ey − ez ⊗ ez) etE(ez ⊗ ez − ex ⊗ ex).
On calcule alors les grandeurs〈ε〉b et 〈σ〉b. À partir des équations (4.21), (4.22), (4.36) et (4.37)
et en utilisant le principe de superposition, on trouve que la solution du problème général défini
par les équations (1.1) et (1.2) s’écrit donc :

〈ε〉b = Ub : E (4.38)

〈σ〉b = Vb : E (4.39)

avec

Ub = U c
bJ+ Us

bK (4.40)

Vb = V c
b J+ V s

b K (4.41)

où les tenseursJ et K représentent les projections sur les parties sphériques etdéviatoriques
dans l’espace des tenseurs symétriques du second ordre.

Ensuite, il est possible d’identifier les relations (4.38) à(4.41) à des relations pour une inclusion
sphérique équivalente de caractéristiques bien choisies.Pour cela, on considère maintenant le
problème d’une inhomogénéité sphérique constituée d’un matériau à comportement élastique
linéaire isotrope (de moduleCI , de caractéristiqueGeqvt

I etkeqvt
I , noyée dans une matrice dont le

comportement est élastique linéaire isotrope (de moduleCm, de caractérisiquesG etk) soumise
à l’infini un chargement de type déformation homgèneE. La solution de ce problème vérifie les
équations :

ξ → E · x (|x| → ∞) (4.42a)

σ(x) = Cm : ε(x) (∀ x ∈ Ω\I) (4.42b)

σ(x) = CI : ε(x) (∀ x ∈ I) (4.42c)

[[ σ ]] · n = 0 [[ ξ ]] = 0 (∀ x ∈ ∂I) (4.42d)

div σ = 0 (∀ x ∈ Ω) (4.42e)

En partant de la solution du problème d’inhomogénéité d’Eshelby, on montre que le champ de
déformation solution est uniforme dans l’inclusion et dépend linéairement du chargementE :

ε(x) = (
1

1 +
β0(G

eqvt

I
−G)

G

K+
1

1 +
α0(k

eqvt

I
−k)

k

J) : E (∀ x ∈ I) (4.43)
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avec

α0 = 3
k

3k + 4G
(4.44a)

β0 =
6(k + 2G)

5(3k + 4G)
(4.44b)

En résolvant les deux équations :

U b
c =

1

1 +
α0(k

eqvt

I
−k)

k

(4.45a)

U b
s =

1

1 +
β0(G

eqvt

I
−µ)

µ

(4.45b)

on obtient alorsGeqvt
I etkeqvt

I :

Geqvt
I =

8G
σ

a

3
σ

a
+ 10µ

(4.46a)

keqvt
I = kg −

1

3

2σ

a
(4.46b)

4.2 Homogénéisation

Dans de nombreuses situations d’intérêt pratique, la taille des bulles est significativement plus
petite que la taille caractéristique du domaine occupé par la suspension. Dans cette situation, il
est naturel de chercher à caractériser le comportement du matériau en le supposant homogène.
L’objet des méthodes d’homogénéisation est justement de définir le comportement homogène
« équivalent » du matériau en partant de la description de sescaractéristiques hétérogènes (i.e
la taille des bulles, la valeur de la tension de surface, la compressibilité du gaz... dans notre cas).
Pour formaliser cette approche, il convient de distinguer trois longueurs caractéristiques pour le
problème étudié :L de l’ordre de grandeur d’une dimension caractéritique de lastructure étudiée,
ℓ de l’ordre de grandeur de la taille du volume élémentaire représentatif (VER) etd de l’ordre
de grandeur de la taille des hétérogénéités du matériau. Quant à la taille du VER, elle doit véri-
fier la condition de séparation des échellesd ≪ ℓ ≪ L. Elle est donc suffisamment grande par
rapport à l’échelle microscopique (conditiond ≪ ℓ) pour que le comportement du VER puisse
être caractérisé par une loi homogène équivalente et suffisamment petite par rapport à l’échelle
macroscopique (conditionℓ ≪ L) pour que la structure puisse être modélisée comme un milieu
continu. Quand ces conditions sont vérifiées, il est possible de déterminer le comportement ho-
mogène équivalent du VER en résolvant un problème posé sur ledomaine occupé par le VER
pour le matériau hétérogène. Dans les situations où cette approche peut être mise en œuvre (le
matériau est alors homogénéisable), le comportement homogénéisé peut être déterminé en calcu-
lant la moyenne de la solution sur le VER quand celui-ci est soumis à une déformation homogène
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sur le bord avec des forces de volume nulles. Évidemment, la justification de ce résultat ainsi que
la définition de son domaine de validité nécessitent une discussion plus complète que le simple
énoncé qui vient d’en être donné. Ces questions ayant été traitées en détail dans de nombreux
ouvrages [27], [60], [66], nous renvoyons le lecteur intéressé à ces références.
Dans la suite de ce paragraphe, nous présentons d’abord l’approche générale pour le problème
d’homogénéisation d’un VER de suspension de bulles immergées dans un matériau élastique
linéaire. Nous présentons ensuite quelques schémas classiques d’estimation des caractéristiques
macroscopiques des suspensions de bulles : le schéma dilué,le schéma de Mori-Tanaka et le
schéma autocohérent. Chacun de ces schémas est construit defaçon à rendre compte de certaines
propriétés morphologiques du milieu étudié.

4.2.1 Approche générale

Nous considérons ici le problème d’un VER de suspension constitué den bulles d’air sphériques
immergées dans une matrice constituée d’un matériau élastique linéaire homogène de module
Cm. Chaque bulle de rayonai occupe un domaineIi aveci ∈ [1, n]. Ce VER est soumis à un
chargement en déformationE à l’infini sans force de volume. Dans la configuration initiale, le
matériau est libre de contrainte et la pression dans chaque bulle est égale à la pression de Laplace.
Dans cette configuration, les efforts dans le système vérifient :

σ0(x) = 0 (∀ x ∈ Ωm = Ω\ ∪n
i=1 Ii) (4.47a)

σ0(x) = −2σ

ai
δ (∀ x ∈ Ii) (4.47b)

[[ σ0 ]] ·N + σtr BiN = 0 (∀ x ∈ ∂Ii) (4.47c)

div σ0 = 0 (∀ x ∈ Ω) (4.47d)

Bi désigne le tenseur courbure de l’interface capillaire de laième bulle dans la configuration ini-
tiale.
Dans la configuration déformée, les champsξ, ε etσ doivent vérifier les équations suivantes :

ξ → E · x (|x| → ∞) (4.48a)

σ(x) = Cm : ε(x) (∀ x ∈ Ωm) (4.48b)

σ(x) = −2σ

ai
δ + kg

δVi

Vi

δ (∀ x ∈ Ii) (4.48c)

[[ σ ]] · n+ σtr bin = 0 (∀ x ∈ ∂Ii) (4.48d)

div σ = 0 (∀ x ∈ Ω) (4.48e)

avecVi le volume de laième bulle,δVi la variation de volume de laième bulle due à l’application
du chargementE, bi le tenseur courbure de l’interface capillaire de laième bulle.
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La contrainte macroscopique dans le VER est définie comme la moyenne des efforts microsco-
piques [66]. Nous avons donc :

Σ = 〈σ〉 = (1− ϕ)〈σ〉m +

n
∑

i=1

ϕi〈σ〉i (4.49)

avec〈σ〉m la moyenne de la contrainte dans la matrice et〈σ〉i la moyenne de la contrainte dans
le domaineIi. ϕi désigne la fraction volumique occupée par la bullei etϕ =

∑n
i=1 ϕi la fraction

volumique occupée par toutes les bulles. Comme les efforts intérieurs dans l’interface capillaire
sont du type tension de membrane, la relation (4.49) doît être comprise au sens des distributions
[17], [18]. Plus précisement, on a :

〈σ〉 = 1

|Ω|(
∫

Ω

σ(x)dΩ+

∫

ω

n(x)dS) (4.50)

avecω le domaine occupé par les interfaces capillaires etn(x) le champ des efforts de membrane
dans les interfaces capillaires égal àσδTω(x) avecδTω(x) l’identité du plan tangent à l’interface
capillaire en chaque point.
Comme le comportement de la matrice est élastique linéaire homogène, nous avons :

Σ = (1− ϕ)Cm : 〈ε〉m +
n

∑

i=1

ϕi〈σ〉i (4.51)

avec〈ε〉m la moyenne de déformation dans la matrice.
Nous avons la relation classique pour le mode de chargement uniforme en déformation (4.48a) :

E = (1− ϕ)〈ε〉m +
n

∑

i=1

ϕi〈ε〉i (4.52)

avec〈ε〉i la moyenne de déformation dans laième bulle. En combinant (4.51) et (4.52), nous
obtenons :

Σ = Cm : E +
n

∑

i=1

ϕi(〈σ〉i − Cm : 〈ε〉i) (4.53)

On est dans la situation où le comportement de la matrice (4.48b) et du gaz contenu dans chaque
bulle (4.48c) est élastique linéaire. En se plaçant de nouveau sous l’hypothèse des petites pertur-
bations, on peut linéariser l’équation d’équilibre de l’interface capillaire (4.48d) en utilisant le
résultat :

tr bi = tr Bi + δtr Bi = − 2

ai
+ δtr Bi (4.54)

où δtr Bi désigne la variation au premier ordre de la trace du tenseur courbure de laième bulle.
Le problème ainsi défini étant complètement linéaire, la quantitéδtrBi dépend linéairement de E
pour chaque bulle, les grandeurs〈σ〉i et 〈ε〉i se calculent en utilisant les mêmes relations qu’aux
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paragraphes 1.1.1 et 1.1.2. Elles dépendent donc linéairement de la déformation macroscopique
imposéeE. On peut donc écrire les grandeurs〈ε〉i et 〈σ〉i sous la forme :

〈ε〉i = Ui : E (4.55a)

〈σ〉i = Vi : E (4.55b)

avecUi etVi deux tenseurs du quatrième ordre dont la valeur dépend des coefficients d’élasticité
de la matrice, de la tension de surfaceσ et de la microstructure de la suspension (i.e de la
position et de la taille des bulles).

En pratique, il n’est pas possible de calculer exactement les grandeursUi etVi pour chaque réa-
lisation du milieu. En fait, nous construisons une premièrefamille d’estimations des caractéris-
tiques macroscopiques du milieu étudié en estimant ces deuxgrandeursUi etVi par la solution du
même problème mais pour une unique bulle immergée dans un matériau élastique soumise à une
déformation homogène à l’infini. Dans ce cas, nous simplifions les moyennes de déformation et
de contraintes dans les inclusions〈ε〉i ≃ U(ϕ, σ,G, schéma) : E et 〈σ〉i ≃ V(ϕ, σ,G, schéma) :
E dont la valeur dépend du schéma d’homogénéisation particulier utilisé.
La contrainte macroscopique dépend donc linéairement de ladéformation macroscopique du
matériau, nous avons alors :

Σ = C
hom : E (4.56)

En combinant (4.53), (4.55a), (4.55b) et (4.56), nous montrons que :

C
hom = Cm +

n
∑

i

ϕi(Vi − Cm : Ui) (4.57)

Nous obtenons donc que le module de cisaillement élastique macroscopique s’écrit :

Ghom = G+
n

∑

i

ϕi(V(ϕ, σ,G, schéma)− 2GU(ϕ, σ,G, schéma)) (4.58)

Pour prendre en compte la déformabilité de la bulle par rapport à celle du milieu dans lequel elle
est suspendue, nous introduisons le nombre capillaireCaelast avec :

Caelast =
G

σ/a
(4.59)

Nous pouvons réécrire les modules de l’inclusion sphériqueéquivalente dans un milieu élastique
infini sous la forme :

Geqvt
i =

8G

3 + 10Caelast
(4.60a)

keqvt
i = kg −

2

3

G

Caelast
(4.60b)

Dans la suite, en utilisant la solution du problème de l’approche générale, les schémas « clas-
siques » sont présentés et mis en œuvre pour estimer les caractéristiques macroscopiques de
différentes suspensions de bulles.
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4.2.2 Schéma dilué

Reprenant exactement le même matériau que celui considéré au paragraphe précédent, nous ra-
joutons l’hypothèse que la concentration en bulles est suffisamment faible pour qu’il soit possible
de négliger les interactions entre les inclusions. Dans cette situation, il est légitime d’estimer la
déformation de la matrice « loin de l’inclusion » par la déformation macroscopiqueE appliquée
au VER, c’est-à-dire que chaque bulle se trouve immergée dans une matrice de matériau soumise
à « grande distance » à une déformationE. Cette définition correspond exactement à la solution
du problème général (4.38) et (4.39) que l’on a présenté dansla partie 1.1. On écrit donc (4.53)
sous la forme :

Σ = (2GK+ 3kJ) : E +
n

∑

i=1

ϕi(Vbi : E − (2GK+ 3kJ) : Ubi : E) (4.61)

avecUbi = Ub(G, k, σ
ai
) etVbi = Vb(G, k, σ

ai
) :

Ubi = U c
bi
J+ Us

bi
K (4.62a)

Vbi = V c
bi
J+ V s

bi
K (4.62b)

où

U c
bi
=

3k + 4G

4G+ 3kg − 2σ
ai

(4.63a)

V c
bi
= 3k − 4G

3k − 3kg +
2σ
ai

4G+ 3kg − 2σ
ai

(4.63b)

Us
bi
=

30Gk + 9k σ
ai
+ 40G2 + 12G σ

ai

18Gk + 16G2 + 24G σ
ai
+ 15k σ

ai

(4.63c)

V s
bi
=

16(3k + 4G)G σ
ai

18Gk + 16G2 + 24G σ
ai
+ 15k σ

ai

(4.63d)

En reportant (4.62a) et (4.62b) dans (4.61) on obtient :

Σ = (2GK+
n

∑

i=1

ϕi(V
s
bi
− 2GUs

bi
)K+ 3kJ+

n
∑

i=1

ϕi(V
c
bi
− 2GU c

bi
)J) : E (4.64)

D’autre part, la contrainte macroscopique s’écrit sous la forme :

Σ = (2Ghom
K+ 3khom

J) : E (4.65)
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En combinant (4.64) et (4.65), nous obtenonsGhom
DL etkhom

DL dans ce cas :

Ghom
DL = G+

1

2

n
∑

i=1

ϕi(V
s
bi
− 2GUs

bi
)

= G+
1

2

n
∑

i=1

ϕi(
16(3k + 4G)G σ

ai

18Gk + 16G2 + 24G σ
ai
+ 15k σ

ai

− 2G
30Gk + 9k σ

ai
+ 40G2 + 12G σ

ai

18Gk + 16G2 + 24G σ
ai
+ 15k σ

ai

)

= G+
n

∑

i=1

ϕi

5G(3k σ
ai
+ 4G σ

ai
− 6Gk − 8G2)

18Gk + 16G2 + 24G σ
ai
+ 15k σ

ai

(4.66a)

khom
DL = k +

1

3

n
∑

i=1

ϕi(V
c
bi
− 3kU c

bi
)

= k +
1

3

n
∑

i=1

ϕi((3k − 4G
3k − 3kg +

2σ
ai

4G+ 3kg − 2σ
ai

)− 3k
3k + 4G

4G+ 3kg − 2σ
ai

)

= k +
1

3

n
∑

i=1

ϕi(3k −
−24Gk + 12Gkg − 8G σ

ai
− 9k2

4G+ 3kg − 2σ
ai

) (4.66b)

Dans le cas d’un matériau constitué d’une matrice dont le comportement est élastique linéaire
isotrope incompressible (quandk tend vers l’infini), nous obtenons alorsGhom

DL,k→∞
:

Ghom
DL,k→∞

= G+
1

2

n
∑

i=1

ϕi

16G σ
ai
− 2G(10G+ 3 σ

ai
)

6G+ 5 σ
ai

(4.67)

En introdusant le nombre capillaireCaelast dans (4.67), nous avons donc :

Ghom
k→∞

= G(1 + 5ϕ
1− 2Caelast
5 + 6Caelast

) (4.68)

En développant (4.68) quandCaelast tend vers l’infini, nous retrouvons la même estimation que
celle d’un matériau poreux dont la matrice est constituée d’un matériau élastique isotrope incom-
pressible et dont les pores sont sphériques [27] :

Ghom
k→∞,Caelast→∞

= G(1− 5

3
ϕ) (4.69)

Enfin, dans le cas où la matrice est élastique linéaire isotrope incompressible (k tend vers infini)
et les bulles sont indéformables (Caelast tend vers zéro), nous avons :

Ghom
k→∞,Caelast→0 = G(1 + ϕ) (4.70)

Nous obtenons exactement le même résultat dans le cas d’inclusions élastiques linéaires isotropes
équivalentes noyées dans une matrice de caractéristique élastique linéaire isotrope.
La figure (4.1) présente l’estimation diluée du module de cisaillement adimensionné en fonction
de la fraction volumique en bulles. La ligne rouge est le tracé de l’expression (4.70) dans le cas
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FIGURE 4.1 – Estimation diluée du module de cisaillement adimensionné en fonction de la
concentration en bulles.

où les bulles sont indéformables. La ligne bleu est le tracé de l’expression (4.69) pour le cas où
les bulles n’ont pas de tension de surface (très déformables). Les lignes verte, jaune et marron
sont respectivement les tracés des exemples oùCaelast = 1/2, Caelast = 0, 2 et Caelast = 5.
Nous trouvons que les bulles ont un effet renforçant siCaelast < 1/2 alors qu’elles ont un effet
assouplissant siCaelast > 1/2.

4.2.3 Schéma de Mori-Tanaka

Considérant le même matériau que dans le paragraphe précédent, nous tenons compte ici des
interactions entre les inclusions. Pour cela, nous proposons de considérer que « loin des inclu-
sions » la déformation dans la matrice est égale àEm = 〈ε〉m qui est la valeur moyenne de la
déformation dans la matrice :

ξ → Em · x = 〈ε〉m · x (|x| → ∞) (4.71)

La déformation moyenne et la contrainte moyenne dans laième bulle se calcule alors à partir du
résultat du problème général en remplaçantE par〈ε〉m :

〈ε〉i = Ubi : 〈ε〉m (4.72a)

〈σ〉i = Vbi : 〈ε〉m (4.72b)

La relation〈ε〉 = E permet de calculer la valeur du tenseur〈ε〉m en fonction deE :

E =

n
∑

i=1

ϕi〈ε〉i + (1− ϕ)〈ε〉m (4.73)
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En combinant (4.72a) et (4.73), nous obtenons :

E = (

n
∑

i=1

ϕiUbi + (1− ϕ)I) : 〈ε〉m (4.74)

En suite, nous écrivons donc (4.53) sous la forme :

Σ = (2GK+ 3kJ) : E +

n
∑

i=1

ϕ(Vbi : 〈ε〉m − (2GK+ 3kJ) : Ubi : 〈ε〉m) (4.75)

En reportant (4.62a), (4.62b) et (4.74) dans (4.75) nous obtenons :

Σ = (2G(
n

∑

i=1

ϕiU
s
bi
+ (1− ϕ)) +

n
∑

i=1

ϕi(V
s
bi
− 2GUs

bi
))K : 〈ε〉m

+(3k(
n

∑

i=1

ϕiU
c
bi
+ (1− ϕ)) +

n
∑

i=1

ϕi(V
c
bi
− 3kU c

bi
))J : 〈ε〉m (4.76a)

D’autre part, en reportant la relation (4.74) dans (4.65), nous réécrivons la contrainte macrosco-
pique sous la forme :

Σ = (2Ghom
K+ 3khom

J) : (
n

∑

i=1

ϕi(U
c
bi
J+ Us

bi
K) + (1− ϕ)I) : 〈ε〉m

= 2Ghom(

n
∑

i=1

ϕiU
s
bi
+ (1− ϕ))K : 〈ε〉m + 3khom(

n
∑

i=1

ϕiU
c
bi
+ (1− ϕ))J : 〈ε〉m (4.77a)

En combinant (4.76a) et (4.77a), nous obtenonsGhom etkhom dans ce cas :

Ghom = G+
1

2

∑n
i=1 ϕi

∑n
i=1 ϕiUs

bi
+ (1− ϕ)

(V s
bi
− 2GUs

bi
)

= G+
1

2

∑n
i=1 ϕi

∑n
i=1 ϕi

30Gk+9k σ
ai

+40G2+12G σ
ai

18Gk+16G2+24G σ
ai

+15k σ
ai

+ (1− ϕ)

(
16(3k + 4G)G σ

ai

18Gk + 16G2 + 24G σ
ai
+ 15k σ

ai

− 2G
30Gk + 9k σ

ai
+ 40G2 + 12G σ

ai

18Gk + 16G2 + 24G σ
ai
+ 15k σ

ai

) (4.78a)

khom = k +
1

3

∑n
i=1 ϕi

∑n
i=1 ϕiU c

bi
+ (1− ϕ)

(V c
bi
− 3kU c

bi
)

= k +
1

3

∑n
i=1 ϕi

∑n
i=1 ϕi

3k+4G
4G+3kg−

2σ
ai

+ (1− ϕ)
(3k − 4G

3k − 3kg +
2σ
ai

4G+ 3kg − 2σ
ai

− 3k
3k + 4G

4G+ 3kg − 2σ
ai

) (4.78b)
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Dans le cas d’un matériau constitué d’une matrice dont le comportement est élastique linéaire iso-
trope incompressible (quandk tend vers l’infini), en introduisant le nombre de capillaireCaelast
nous obtenons alorsGhom

MT,k→∞
:

Ghom
MT,k→∞

=
1 + 31−2Caelast

5+6Caelast
ϕ

1− 21−2Caelast
5+6Caelast

ϕ
G (4.79)

Quand nous faisons tendreCaelast vers zéro etk vers l’infini, nous obtenons :

Ghom
MT,Caelast→0,k→∞

=
5 + 3ϕ

5− 2ϕ
G (4.80)

Quand on fait tendreCaelast vers l’infini etk vers l’infini, nous retrouvons l’estimation de Mori-
Tanaka du milieu poreux dont la matrice est incompressible :

Ghom
MT,Caelast→∞,k→∞

=
3(1− ϕ)

3 + 2ϕ
G (4.81)

En plus, à partir de ce résultat, nous pouvons vérifier que le schéma dilué est une approximation
au premier ordre enϕ du schéma de Mori-Tanaka.

FIGURE 4.2 – Estimation de Mori-Tanaka du module de cisaillement adimensionné en fonction
de la concentration en bulles.

La figure (4.2) représente l’estimation de Mori-Tanaka du module élastique adimensionné en
fonction de la fraction volumique en bulles. Les lignes rouge et bleu représentent respectivement
l’estimation dans le cas oùCaelast → 0 et Caelast → ∞. Les lignes verte, marron et jaune
représentent l’estimation d’homogénéisation dans le cas où Caelast = 1/2, Caelast = 0, 2 et
Caelast = 5. L’estimation de Mori-Tanaka améliore l’estimation diluée pour les valeurs deϕ qui
se sont pas très petites devant 1.
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4.2.4 Schéma autocohérent

Il est connu que le schéma de Mori-Tanaka ne permet pas de rendre compte du phénomène
de percolation des inclusions pour une valeur de la fractionvolumique différente de 1 [27]. Le
schéma autocohérent constitue une première solution visant à prendre en compte ce phénomène.
Pour estimer le tenseur de localisation dans chacune des phases, nous estimons que chaque inclu-
sion est entourée par le milieu continue équivalent cherchésoumis à une déformation homogène
εm loin de l’inclusion. Dans le cas d’un matériau biphasique, nous montrons que :

〈ε〉i = [I+ Rh : (Ci − C
hom)]−1 : εm (4.82)

où i = 1, 2, Rh est le tenseur du quatrième ordre qui dépend des valeurs du tenseur d’élasticité
Ci. Dans ce cas, la valeurεm est déterminée grâce à la relation〈ε〉 = E. Dans le cas d’inho-
mogénéités de même forme et de même orientation, nous montrons que〈ε〉m = E. Nous en
déduisons l’estimation des tenseurs de localisation par phase :

Ai = [I+ Rh : (Ci − C
hom]−1 (4.83)

L’estimation autocohérente du tenseur d’élasticité macroscopique s’obtient alors dans ce cas en
résolvant l’équation :

(1−ϕ)(Cm−C
hom) : [I+Rh : (Cm−C

hom)]−1+ϕ(Ci−C
hom) : [I+Rh : (Ci−C

hom)]−1 = 0
(4.84)

Cette équation est équivalente aux deux équations scalaires suivantes :

(1− ϕ)
G−Ghom

1 + βhomG−Ghom

Ghom

+ ϕ
Gi −Ghom

1 + βhomGi−Ghom

Ghom

= 0 (4.85a)

(1− ϕ)
k − khom

1 + αhom k−khom

khom

+ ϕ
ki − khom

1 + αhom ki−khom

khom

= 0 (4.85b)

où

βhom =
6khom + 12Ghom

15khom + 20Ghom
(4.86a)

αhom =
3khom

3khom + 4Ghom
(4.86b)

Comme nous l’avons montré il est possible de remplacer des bulles monodisperses suspendues
dans un milieu élastique infini par une inclusion équivalente de caractéristiques données par
(4.60a) et (4.60b), nous construisons donc l’estimation autocohérent pour des bulles en résolvant
les deux équations (4.85a) et (4.85b) en imposant :

Gi =
8Ghom

3 + 10Caelast
(4.87a)

ki = kg −
2

3

Ghom

Caelast
(4.87b)
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L’estimation du module de cisaillement s’obtient en résolvant une équation polynomiale de de-
gré supérieur à trois. Il n’est donc pas possible d’en donnerune expression analytique. Nous
montrons qu’il existe une seule bonne solution qui donne la valeur deG quandf = 0.
Nous vérifions qu’en faisant tendreϕ vers zéro ou quandCaelast = 1/2, nous trouvons que
Ghom

AC = G.

Quand nous faisons tendreCaelast vers l’infini etk vers l’infini, pour les valeurs deϕ strictement
inférieures à1/2, nous retrouvons l’estimation autocohérente du milieu poreux [27].

Ghom
AC,Caelast→∞

=
3− 6ϕ

3− ϕ
G (4.88)

QuandCaelast tend vers zéro, pour les valeurs deϕ inférieures à5/8, nous retrouvons également
l’estimation autocohérente du milieu poreux [27].

Ghom
AC,Caelast→0 =

3ϕ− 5

8ϕ− 5
G (4.89)

4.2.5 Approche par motif morphologique

Nous avons présenté les schémas classiques permettant d’obtenir des estimations des caractéris-
tiques macroscopiques des différentes suspensions de bulles. Ces trois estimations ne permettent
pas de prédire les caractéristiques d’une suspension concentrée de bulles dans toutes les situa-
tions. Dans le but de mieux prendre en compte les interactions entre bulles à fortes valeurs de la
concentration, nous mettons en œuvre une approche par motifs morphologiques. Cette approche
permet de contrôler la valeur du seuil de percolation des bulles.
Nous considérons donc un schéma en assemblant deux motifs. Le premier motifM1 est constitué
d’une bulle sphérique de rayona suspendue dans une couronne de matériau compressible iso-
trope de caractéristiquesG, λ de rayon extérieurb immergée dans une matrice infinie homogène
élastique isotrope de caractéristiqueG0 et λ0. A l’interface entre la bulle et la couronne règne
une tension de surfaceσ. Au sein de ce motif, la bulle occupe la fraction volmiquex = (a

b
)3

du motif. Les motifsM1 occupent une fraction volumiquef au sein de l’assemblage. La frac-
tion volumique occupée par les bulles dans ce schéma à deux motifs est donc égale àϕ = xf .
L’épaisseur de la couronneM1 diminue quand la fraction volumique en bullesϕ augmente. En
fait, l’épaisseur de la couronneM1 est proportionnelle au rayon de la bulle et à la fraction volu-
mique occupée par la phase gazeuse au sein de la suspension.
Le deuxième motifM2 consiste en une inclusion sphérique homogène élastique isotrope de mo-
duleG etk suspendue dans une matrice de caractéristiquesG0, λ0. Nous faisons de plus l’hypo-
thèse que la distribution des centres du motifM1 est isotrope au sein du composite. Le champ de
déformation imposé à l’infiniE est donc identique pour les deux motifs [11]. Pour une valeurde
E, les moyennes de contraintes et des déformations dans chacun des deux motifs sont calculées
en considérant qu’ils sont immergés dans un milieu linéairedont les caractéristiques matérielles
(G0, k0) sont celles de la suspension (Ghom, khom) (i.e on poseG0 = Ghom, k0 = khom). Ce
modèle définit donc le modèle à deux motifs et à deux phases.
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Compte tenu de la symétrie sphérique du problème, la résolution s’obtient à partir de la solution
pour une compression isotropeE = Eδ et de la solution pour un cisaillement purE = ex ⊗
ex − ey ⊗ ey. En utilisant le principe de superposition, on montre que pour chacun des motifs la
moyenne de la contrainte et la moyenne de la déformation s’écrivent grâce aux relations :

〈ε〉mi
= Vmi

: E (4.90a)

〈σ〉mi
= Umi

: E (4.90b)

où

Vmi
= V c

miJ+ V s
mi
K (4.91a)

Umi
= U c

mi
J+ Us

mi
K (4.91b)

aveci = 1, 2. Le comportement effectif est alors défini par l’équation [11] :

C
hom
motif = (fUmi

) : ((1− f)Vmi
)−1 (4.92)

ou nous pouvons également écrire dans le cas isotrope :

2Ghom =
fUs

m1
+ (1− f)Us

m2

fV s
m1

+ (1− f)V s
m2

(4.93a)

3khom =
fU c

m1
+ (1− f)U c

m2

fV c
m1

+ (1− f)V c
m2

(4.93b)

Dans la suite, nous présentons le calcul en détail des deux motifs.

Pour le premier motifM1, nous reprenons exactement les hypothèses de la section (4.2.1). Dans
l’état initial, les efforts dans le système vérifient les équations qui décrivent le comportement
dans la bulle, celui dans la couronne et celui dans la matriceainsi que les équations d’équilibre
dans l’interface entre la bulle et la couronne et celle entrela couronne et la matrice :

σ0(x) = 0 (∀ x ∈ (r > a)) (4.94a)

σ0(x) = −2σ

a
δ (∀ x ∈ (r < a)) (4.94b)

[[ σ0 ]] ·N + σtr BN = 0 (∀ x ∈ (r = a)) (4.94c)

[[ σ0 ]] ·N = 0 (∀ x ∈ (r = b)) (4.94d)

div σ0 = 0 (∀ x ∈ Ω) (4.94e)

Identiquement, dans la configuration finale, la solution de ce problème vérifie les équations sui-
vantes :
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ξ → E · x (|x| → ∞) (4.95a)

σ(x) = 2Gε(x) + λtr ε(x)δ (∀ x ∈ (a < r < b)) (4.95b)

σ(x) = 2G0ε(x) + λ0tr ε(x)δ (∀ x ∈ (r > b)) (4.95c)

σ(x) = −2σ

a
δ + kg

δVb

Vb
δ (∀ x ∈ (r < a)) (4.95d)

[[ σ ]] · n+ σtr bn = 0 (∀ x ∈ (r = a)) (4.95e)

[[ σ ]] · n = 0 (∀ x ∈ (r = b)) (4.95f)

div σ = 0 (∀ x ∈ Ω) (4.95g)

La solution de ce problème s’écrit donc :

〈ε〉m1
= Vm1

: E (4.96a)

〈σ〉m1
= Um1

: E (4.96b)

où

Vm1
= V c

m1
J+ V s

m1
K (4.97a)

Um1
= U c

m1
J+ Us

m1
K (4.97b)

Nous cherchons donc maintenant la solution dans le cas de chargement en compression isotrope
et en cisaillement pur.

4.2.5.1 Chargement en compression isotrope

La condition (4.95a) s’écrit dans ce cas :

ξ → E · x = Erer (r → ∞) (4.98)

En effet, nous avons présenté le calcul d’un problème d’une bulle sphérique dans un milieu infini
dans la partie (4.1). Les étapes de calcul de ce problème sontdonc le même pour le calcul de la
bulle et de la couronne du motifM1 qu’on cherche dans cette partie.
La solution dans la couronne est cherchée sous la forme :

ξ = (E1r +
E2

r2
)er (4.99)

oùE1, E2 sont des réels inconnus.
Nous calculons la déformation en utilisation la relation :

ε =
1

2
(gradξ + tgradξ) (4.100)

puis la contrainte en utilisant la formulation :
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σ = 2Gε+ λtr εδ (4.101)

Nous trouvons que l’équation d’équilibre (4.95g) est toujours vérifiée.

Pour la suite nous avons besoin d’écrire la solution dans la matrice. Elle s’écrit sous la forme
(4.99) avec :

E1 = 1 (4.102a)

E2 = E20 (4.102b)

G = G0 (4.102c)

k = k0 (4.102d)

Nous calculons la déformation et la contrainte dans la matrice en utilisant (4.100) et (4.101) et
on montre que l’équation (4.95g) est vérifiée.
Ensuite, nous utilisons les formules (4.15) et (4.16) afin decalculer les moyennes de la déforma-
tion 〈ε〉cm1

et de la contrainte du motif〈σ〉cm1
. Nous obtenons :

〈ε〉cm1
= V c

m1
E (4.103a)

〈σ〉cm1
= U c

m1
E (4.103b)

où

V c
m1

= −4G0E20 − 3b3k0
b3

(4.104a)

U c
m1

=
b3 + E20

b3
(4.104b)

Il reste à écrire la condition à l’interface capillaire entre la bulle et la couronne (4.95e). Nous
montrons que dans ce cas :

tr b = tr B + δtr B (4.105a)

= −2

a
+ δ

2(E1a+
E2

a2
)

a2
(4.105b)

4.2.5.2 Chargement en cisaillement pur

La condition (4.95a) s’écrit dans ce cas :

ξ → E · x = (ex ⊗ ex − ey ⊗ ey) · x (r → ∞) (4.106)
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Comme ce que nous avons présenté dans la partie du calcul de chargement en cisaillement pur
d’une bulle sphérique dans un milieu infini, pour le motifM1 nous écrivons également la même
solution dans la couronne sous la forme :

ξ = ξrer + ξθeθ + ξϕeϕ (4.107)

où ξr, ξθ, ξϕ prennent les mêmes valeurs que dans (4.25a), (4.25b) (4.25c). Nous utilisons les
mêmes formules pour le calcul de la déformation, de la contrainte et pour vérifier l’équation
d’équilibre.
Ensuite, nous cherchons la solution dans la matrice. Elle s’écrit sous la forme (4.107) avec :

A1 = 1 (4.108a)

A2 = 0 (4.108b)

A3 = A30 (4.108c)

A4 = A40 (4.108d)

G = G0 (4.108e)

k = k0 (4.108f)

Nous calculons la déformation et la contrainte dans la matrice en utilisant (4.100) et (4.101) et
nous montrons que l’équation (4.95g) est vérifiée.
Pour calculer les moyennes de la déformation〈ε〉sm1

et de la contrainte du motif〈σ〉sm1
, nous

utilisons les formules (4.15) et (4.16). Nous obtenons donc:

〈ε〉cm1
= V s

m1
E (4.109a)

〈σ〉cm1
= Us

m1
E (4.109b)

où

V s
m1

=
2

15

1

(G0 + k0)b3
(G0(−8G0A40 + 15b3k0 + 15G0b

3 − 9A40k0)) (4.110a)

Us
m1

=
1

15

2A40k0 + 5b3k0 + 5G0b
3 + 4G0A40

(G0 + k0)b3
(4.110b)

Ensuite, nous avons besoin d’écrire les conditions d’équilibre à l’interface capillaire (4.95e).
Nous montrons que dans la relation (4.111a), nous avons :

tr b = tr B + δtr B (4.111a)

= −2

a
+ δ(−4 sin θ2 cos 2ϕ)(

A1

a
+ A2a +

A3

a6
+

A4

a4
) (4.111b)
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(a) (b)

FIGURE 4.3 – Estimation du module de cisaillement adimensionné en fonction de la fraction
volumique en bulles pour une suspension isotrope de bulles monodisperses pourCaelast = 0
(f = 0, 6) etCaelast → ∞ (f = 0, 6).

Pour le deuxième motifM2, comme dans le calcul du motifM1, la résolution du problème est
également défini par les équations (1.1) et (1.2) dans le cas général et elle s’obtient à partir de
la solution pour une compression isotropeE = Eδ et de la solution pour un cisaillement pur
E = ex ⊗ ex − ey ⊗ ey. En effet, la localisation pour une sphère s’écrit en prennant en compte le
fait que le matériau dans la couronne est incompressible (k tend vers l’infini) :

〈ε〉m2
= (V c

m2
J+ V s

m2
K) : E (4.112)

avec

V c
m2

=
1

1 + α k−k0
k0

(4.113a)

V s
m2

=
1

1 + βG−G0

G0

(4.113b)

où

α =
3k0

3k0 + 4G0
(4.114a)

β =
6k0 + 12G0

15k0 + 20G0
(4.114b)
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De façon identique, pour la moyenne de la contrainte du motifM2, nous obtenons :

〈σ〉m2
= (U c

m2
J+ Us

m2
K) : E (4.115)

avec

U c
m2

= 3kV c
m2

(4.116a)

Us
m2

= 2GV s
m2

(4.116b)

4.2.5.3 Résolution de l’approche par motif morphologique

(a) (b)

FIGURE 4.4 – Estimation du module de cisaillement adimensionné en fonction de la fraction
volumique en bulles pour une suspension isotrope de bulles monodisperses pourCaelast = 0, 4
(f = 0, 6) etCaelast = 0, 7 (f = 0, 6).

Nous avons calculé toutes les grandeurs nécessaires pour les équations (4.93a) et (4.93b). Nous
nous intéressons ici à l’estimation autocohérente obtenueà partir de ces équations en imposant
G0 = Ghom et k0 = khom. Nous résolvons d’abord (4.93b) et nous obtenons le module de
compressibilité macroscopique en fonction deGhom et des caractéristiques des composants du
matériau :

khom = −2

3

−2Ghoma4 + 2Ghomfa4 + 2Ga4 + γb3 − 2Gab3

a4ϕ
(4.117)

En reportant la valeur dekhom dans l’équation (4.93a), nous pouvons trouverGhom
motif . Nous mon-

trons qu’il existe une seule bonne solution qui donne la valeur deG quandf = 0. L’estimation
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du module de cisaillement s’obtient en résolvant une équation polynomiale de degré supérieur à
trois. Il n’est donc pas possible d’en donner une expressionanalytique.
En imposanta = b, nous retrouvons le schéma autocohérent classique.
Nous retrouvons également l’estimation diluée au premier ordre enϕ à partir du schéma à motifs
morphologiques.
Les prédictions de différents schémas d’homogénéisation sont représentées sur les diagrammes
des figures (4.3) et (4.4) pour différentes valeurs du nombrecapillaire. Les prédictions obtenues
en mettant en œuvre le schéma de motif morphologique sont toujours comprises entre l’estima-
tion autocohérente et l’estimation de Mori-Tanaka (voir figures (4.3) et (4.4)). Pour les quatres
schémas, la transition entre les bulles renforçant le milieu et les bulles assouplissant le milieu se
produit pourCaelast = 1/2. Les bulles ont un effet renforçant siCaelast < 1/2 (cas des bulles
peu déformables) et au contraire assouplissant siCaelast > 1/2 (cas des bulles très déformables).

4.3 Homogénéisation non linéaire

Nous appliquons ici la méthode d’homogénéisation non linéaire décrite dans la section (2.5)
prédire le comportement macroscopique d’une suspension debulles dans un matériau non li-
néaire dans le cas où les interfaces ne stockent pas d’énergie. Cette condition est vérifiée quand
Ca → ∞ (tension de surface nulle) ou quandCa → 0 (tension de surface infinie et bulle indé-
formable). La méthode comprend 3 étapes.
La première étape consiste à résoudre un problème d’homogénéisation linéaire pour une sus-
pension de bulles dans un fluide newtonien homogène isotropede viscositéGu. La viscosité
macroscopique de la suspension est reliée à la viscosité du fluide porteur par le cœfficientg(ϕ).
On peut écrire :

µhom(ϕ) = µg(ϕ) (4.118)

La deuxième étape consite à choisir un taux de déformation effectif d̃eff pour le fluide suspen-
dant. Cette quantité mesure une moyenne des taux de déformations locaux au sein de la phase
fluide à l’échelle microscopique. En mettant en œuvre la méthode d’homogénéisation non li-
néaire sécante modifiée de [60], le taux de déformation effectif est égal au moment du second
ordre de la quantité̃d :

d̃eff =

√

〈(d̃)2〉l (4.119)

avecd̃ =
√
2d : d.

La troisième étape consiste à traiter la non linéarité du problème posé en calculant le grandeur
d̃eff en fonction deD. En exploitant les résultats généraux obtenus par Kreher [37] nous obte-
nons la relation :

〈(d̃)2〉l =
1

1− ϕ

∂µhom

∂µ
D̃ =

1

1− ϕ
g(ϕ)D̃2 (4.120)
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FIGURE 4.5 – Définition du module sécant d’un fluide isotrope incompressible. Figure tirée de
[19].

4.3.1 Suspension de bulles très déformables/non déformables dans un
fluide de Herschel-Bulkley

Nous nous intéressons maintenant au comportement d’une suspension de bulles dans un fluide
porteur qui obéit à la loi de comportement de type Herschel-Bulkley de contrainte seuilτc, de
consistanceη et d’indice plastiquen. Cette loi s’écrit :

s = 2(τc + ηd̃n)
d

d̃
et trd = 0si

√

1/2s : s ≥ τc (4.121a)

d = 0 si
√

1/2s : s ≤ τc (4.121b)

(4.121c)

Nous pouvons écrire la loi (4.121a) sous la forme suivante :

s = 2µ̃(d̃)d avec trd = 0 (4.122)

où µ̃(d̃) est le module de viscosité sécant défini en chaque point de la phase fluide par :

µ̃(d̃) =
τc

d̃
+ ηd̃n−1 (4.123)

Nous remplaçons le problème d’homogénéisation non linéaire original par un problème d’ho-
mogénéisation linéaire pour une suspension de bulles suspendues dans un fluide incompressible
isotrope hétérogène de viscosité apparenteµ̃(d̃) :
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ξ → D · x (|x| → ∞) (4.124a)

s(x) = 2µ̃(d̃)d(x) (∀ x ∈ Ω/I) (4.124b)

σ = −piδ + kgtr εiδ (∀ x ∈ Ii) (4.124c)

[[ σ ]] · n+ σtr bin = 0 (4.124d)

div σ = 0 (4.124e)

Nous avons besoin ensuite d’estimer la valeur prise par la grandeurd̃ au sein du domaine oc-
cupé par la phase fluide dans le VER. Pour cela, nous adoptons une estimation du module sécant
uniforme par phase. L’influence des hétérogénéités à l’intérieur de la phase fluide sur le compor-
tement macroscopique de la suspension est donc négligée. Cette estimation s’écrit :

µ̃(d̃(x)) = µ̃(d̃eff) (4.125)

Par ailleurs nous avons l’estimation du module sécant macroscopique qui s’écrit :

µ̃hom(ϕ, D̃) = g(ϕ)µ̃(d̃eff) (4.126)

En reportant directement les équations (4.118), (4.120) dans (4.126), nous pouvons écrire :

µ̃hom(ϕ, D̃) = g(ϕ)µ̃(

√

g(ϕ)

(1− ϕ)
D̃) (4.127a)

τhomc (ϕ)

D̃
+ η(ϕ)D̃n−1 = g(ϕ)(

τc
√

g(ϕ)
(1−ϕ)

D̃
+ η(

√

g(ϕ)

(1− ϕ)
D̃)n−1) (4.127b)

τhomc

D̃
+ ηhom(ϕ)D̃n−1 =

τc

D̃

√

g(ϕ)(1− ϕ) + ηg(ϕ)(
g(ϕ)

1− ϕ
)
n−1

2 D̃n−1 (4.127c)

A partir de l’équation (4.127c), nous obtenons finalement l’estimation de la contrainte seuil et de
l’indice de consistance de la suspension à l’échelle macroscopique :

τhomc (ϕ) = τc
√

g(ϕ)(1− ϕ) (4.128a)

ηhom(ϕ) = ηg(ϕ)(
g(ϕ)

1− ϕ
)
n−1

2 (4.128b)

Ce résultat ne dépend pas du schéma d’homogénéisation retenu pour relier la viscosité du fluide
porteur à la viscosité de la suspension. La qualité de la prédiction ne dépend que de la validité de
l’approximation consistant à remplacer le champsµ̃(x, d̃(x) par sa valeur moyennẽµ(d̃eff).
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4.3.1.1 Application au schéma dilué

Dans le paragraphe (4.2.2) nous avons montré que pour le schéma dilué (ϕ ≪ 1) l’estimation du
module de viscosité macroscopique d’une suspension de bulle dans une matrice de comportement
linéaire homogène isotrope pour les deux cas limites (Ca → ∞ etCa → 0) est donnée par les
formules :

µhom
DL,Ca→∞

(ϕ) = µ(1− 5

3
ϕ) (4.129a)

µhom
DL,Ca→0(ϕ) = µ(1 + ϕ) (4.129b)

Selon (4.118), nous écrivons le cœfficientg(ϕ) dans ces cas :

gDL,Ca→∞ = 1− 5

3
ϕ (4.130a)

gDL,Ca→0 = 1 + ϕ (4.130b)

En développant à l’ordre 1 enϕ, nous obtenons les estimations de la contrainte seuil et de la
consistance à l’échelle macroscopique d’une suspension debulles dans un fluide de Herschel-
Bukley pour ces deux cas :

τhomc(DL,Ca→∞) ≈ τc(1−
4

3
ϕ) (4.131a)

τhomc(DL,Ca→0) ≈ τc (4.131b)

4.3.1.2 Application au schéma de Mori-Tanaka

Dans le paragraphe (4.2.3) nous avons montré que pour le schéma de Mori-Tanaka l’estimation
du module de viscosité macroscopique d’une suspension de bulles dans une matrice de compor-
tement linéaire homogène isotrope pour les deux cas limites(Ca → ∞ etCa → 0) est donnée
par les formules :

µhom
MT,Ca→∞

= µ
3(1− ϕ)

3 + 2ϕ
(4.132a)

µhom
MT,Ca→0 = µ

5 + 3ϕ

5− 2ϕ
(4.132b)

Selon (4.118), nous écrivons le cœfficientg(ϕ) dans ces cas :

gMT,Ca→∞ =
3(1− ϕ)

3 + 2ϕ
(4.133a)

gMT,Ca→0 =
5 + 3ϕ

5− 2ϕ
(4.133b)

En reportant (4.133a) et (4.133b) dans (4.128a) nous obtenons :
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τhomc(MT,Ca→∞) = τc

√

3(1− ϕ)2

3 + 2ϕ
(4.134a)

τhomc(MT,Ca→0) = τc

√

(1− ϕ)
5 + 3ϕ

5− 2ϕ
(4.134b)

4.4 Validation expérimentale

4.4.1 Module élastique de la suspension

FIGURE 4.6 – Module élastique adimensionné en fonction de la fraction volumique en bulles.
Rouge : prédiction pourCa → 0, noir : prédiction pourCa → ∞, disques pleins : bulles de 41
µm - Forafac, croix : bulles de 50µm - SDS, losange : bulles de 1000µm - TTAB.

Nous représentons sur la figure (4.6) la comparaison des prédictions théoriques aux résultats
expérimentaux de Lucie Ducloué [29] décrits dans (2.3). La ligne rouge représente l’estimation
diluée pour le cas où les bulles sont indéformables tandis que la ligne noire décrit l’estimation
diluée pour le cas où les bulles sont très déformables. Les points expérimentaux sont les valeurs
extrêmes deCaelast que Lucie Ducloué a pu atteindre avec ses systèmes expérimentaux. Nous
constatons que tous les points expérimentaux se situent entre les deux bornes de l’estimation
diluée, ce qui montre un bon accord entre théorie et expérience pour trois systèmes d’émulsions.
Nous trouvons que l’estimation théorique àCaelast → ∞ est déjà satisfaisante aux valeurs de
Caelast ≃ 20 (pour la suspension de bulles de 1000µm).

Les trois graphiques a, b, c sur la figure (4.7) représentent la comparaison entre le module élas-
tique adimensionné en fonction de la fraction volumique en bulles estimé dans le schéma de
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.7 – (a), (b), (c) : Comparaison entre le module de cisaillement adimensionné en fonc-
tion de la fraction volumique en bulles estimé dans le schémade Mori-Tanaka (en trait plein sur
les graphes) et les valeurs expérimentales des suspensionsmesurées par Lucie Ducloué [29] :
(a) Influence du rayon des bulles ; (b) Influence du module élastique de l’émulsion interstitielle ;
(c) Influence de la tension de surface ; (d) Comparaison entremodule élastique estimé pour le
schéma de Mori-Tanaka et module élastique mesuré sur 8 suspensions faites par Lucie Ducloué
[29]. La ligne noir est le tracée de la fonctiony = x.
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Mori-Tanaka et les valeurs expérimentales des suspensionsmesurées par Lucie Ducloué [29].
Le graphiquea présente l’influence du rayon de la bulle sur le module de cisaillement adimen-

FIGURE 4.8 – Module élastique adimensionné en fonction de la fraction volumique en bulles pour
des suspensions de bulles de 50µm dans l’émulsion 4a et de 150µm dans l’émulsion 4b. Les
courbes en trait plein sont les estimations du module élastique adimensionné de Mori-Tanaka.
Données expérimentales d’après Lucie Ducloué [29].

sionné en fonction deϕ. Les points expérimentaux sont les données de trois taillesdes bulles (50
µm, 143µm et 800µm) dans une même émulsion (émulsion 1). Nous constatons que le module
de cisaillement adimensionné de la suspension diminue quand le rayon des bulles dans l’émul-
sion augmente. Nous obtenons un bon accord entre théorie et expérience pour deux tailles des
bulles dans l’émulsion 1 (bulles de 143µm et bulles de 800µm). Pour la suspension de bulles
de 50µm, la situation est moins satisfaisante. Cette différence est peut-être dû à la plus grande
polydispersité des bulles employées pour ces suspensions (d’après [29]).
Le graphiqueb représente l’influence du module de cisaillement de l’émulsion interstitielle sur le
comportement des suspensions. Les points expérimentaux sont des modules élastiques adimen-
sionnés de deux suspensions : bulles de 150µm dans l’émulsion 1 (avec SDS comme tensio-actif)
et bulles de 150µm dans l’émulsion 4b (avec TTAB comme tensio-actif). Le module élastique
de l’émulsion 1 et de l’émulsion 4b sont respectivement égaux à 285 Pa et 799 Pa. Nous voyons
que pour la même taille de bulles, les suspensions sont plus «rigides » quand le module élas-
tique de l’émulsion interstitielle diminue. L’estimationthéorique reproduit bien la tendance du
comportement des suspensions étudiées expérimentalement.
L’influence de la tension de surface sur le comportement des suspensions est représentée sur
le graphec de la figure (4.7). Les valeurs du module de cisaillement ont été mesurées pour les
suspensions de bulles de 143µm (dont la tension de surface est égale à 36 mN/m) dans l’émulsion
1 et de bulles de 129µm (dont la tension de surface est égale à 15,5 mN/m) dans l’émulsion 2b.
Les nombres capillairesCaelas de ces deux suspensions sont respectivement égaux à 1,13 et 1,35.
Le trait plein est le tracé de l’estimation du schéma de Mori-Tanaka pourCaelast = 1, 26. Nous
trouvons que l’évolution du module élastique adimensionnéavecϕ est analogue pour ces deux
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FIGURE 4.9 – Système à grands nombres capillaires : module de cisaillement adimensionné en
fonction de la fraction volumique en bulles. Courbe marron :estimation de Mori-Tanaka pour
Ca → ∞. Losanges bleus pleins : bulles de 1000µm. Losanges verts : bulles de 150µm.
Données expérimentales d’après Lucie Ducloué [29].

systèmes.
Nous constatons sur le graphed de la figure (4.7) un très bon accord entre module de cisaillement
estimé par homogénéisation et module de cisaillement des huit suspensions de bulles mesurées
par Lucie Ducloué.
Nous traçons sur la figure (4.9) la comparaison entre le module de cisaillement adimensionné
mesurés expérimentalement par Ducloué et le module de cisaillement adimensionné donné par
l’estimation théorique(1 − ϕ)/(1 + 2/3ϕ) du casCaelast → ∞. Nous trouvons que les va-
leurs expérimentales sont compatibles avec la prédiction du schéma de Mori-Tanaka : elles se
réunissent sur une même courbe.

4.4.2 Contrainte seuil de la suspension

Nous avons présenté sur la figure (4.10) la comparaison entreprédiction d’homogénéisation et
résultats expérimentaux de la contrainte seuil adimensionnée en fonction deϕ de 7 systèmes
d’émulsions étudiées par Lucie Ducloué décrits dans (2.3).Nous constatons sur cette figure que
l’ajout de bulles ne modifie pratiquement pas la contrainte seuil de la suspension pour les valeurs
de la fraction volumique en bulles inférieures à 50 %. Nous retrouvons évidemment la même
tendance que pour l’estimation de Mori-Tanaka (4.134b) quand le nombre capillaire dans le
régime plastique tend vers 0. Pour justifier ce point nous formons un nombre capillaire qui est
défini comme le rapport de la contrainte seuil du matériau suspendant sur la pression capillaire
régnant dans la bulle :

Caplas =
τc(0)

γ/a
(4.135)

Pour tous les systèmes présentés sur (4.10), ce rapport est très faible (entre 0,0138 et 0,22).
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FIGURE 4.10 – Seuil de contrainte adimensionné en fonction de la fraction volumique en bulle.
Courbe marron : estimation de Mori-Tanaka pourCa → 0. Les points expérimentaux sont me-
surés pour 7 systèmes d’émulsions étudiées par Lucie Ducloué [29].

La figure (4.11) représente la comparaison entre prédictionthéorique et résultats expérimentaux
de la contrainte seuil adimensionnée en fonction deϕ (données expérimentales d’après Lucie Du-
cloué [29]) pour les bulles de 1000µm. Les mesures de contrainte seuil adimensionnée pour les
7 autres systèmes d’émulsions sont rappelées sur ce graphique pour comparaison. Nous pouvons
voir que la contrainte seuil adimensionné de la suspension des bulles de 1000µm (dontCaplas
est égale à 1,14) diminue avec la fraction volumique en bulles. Nous observons que la tendance
de ces points expérimentaux suit la courbe tracée de l’estimation de Mori-Tanaka dans le cas où
le nombre capillaire plastique tend vers l’infini. Nous trouvons que l’estimation théorique dans
ce cas est déjà cohérente avec les points expérimentaux àCa = 1, 14.
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FIGURE 4.11 – Seuil de contrainte adimensionné en fonction de la fraction volumique en bulle.
Courbe rouge : estimation de Mori-Tanaka pourCa → ∞. Losanges bleus : bulles de 1000
µm. Les valeurs mesurées sur les autres systèmes d’émulsionssont rappelées pour comparaison.
Données d’après Lucie Ducloué [29].
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Chapitre 5

Conclusion

Cette thèse a été consacrée à l’étude du comportement d’une suspension de bulles dans un fluide
à seuil dans le cadre d’une approche expérimentale et de méthodes de changement d’échelles.

Pour le travail expérimental, nous avons formulé un fluide à seuil modèle et fabriqué un
dispositif pour l’étude du cisaillement d’une bulle dans unfluide à seuil. Nous avons effectué les
premiers essais et obtenu les premiers résultats sur la déformabilité d’une bulle cisaillée dans un
gel de Carbopol.

Afin de prédire les caractéristiques globales d’une suspension de bulles dans un fluide à seuil,
nous avons mis en œuvre une approche micro-mécanique. Tout d’abord, nous avons construit la
solution décrivant le comportement d’une bulle isolée dansun matériau linéaire déformé avec
prise en compte des effets de tension superficielle. En partant de la solution établie par Palierne
[50] pour problème d’une bulle avec tension de surface suspendue dans un domaine infini consti-
tué d’un matériau homogène à comportement linéaire cisaillé à l’infini, nous avons généralisé
les approches « classiques » de l’homogénéisation des milieux hétérogènes à comportement
linéaire. Nous avons donc donné les estimations du comportement de la suspension dans le cas
des schéma dilué, Mori-Tanaka et autocohérent. Ces modèlesnous ont permis de retrouver que
dans le régime élastique le module élastique macroscopiquede la suspension dépend du nombre
capillaireCaelast défini comme le rapport entre le module de cisaillement du fluide porteur et
la pression capillaire de la bulle. Ce nombre quantifie la déformabilité de la bulle par rapport à
la déformabilité de la matrice dans laquelle elle est immergée. A fraction volumique en bulles
donnée, le module élastique macroscopique de la suspensionest d’autant plus grand que les
bulles sont déformables et donc que le nombre capillaire estgrand. Pour les trois schémas, les
bulles ont un effet renforçant siCaelast < 1/2 (cas des bulles peu déformables) ou au contraire
assouplissant siCaelast > 1/2 (cas des bulles très déformables). Ensuite dans le but de mieux
prendre en compte les interactions entre bulles à plus grande fraction volumique en bulle nous
avons mis en œuvre une approche par motifs morphologiques.

Les caractéristiques non linéaires globales de la suspension ont été estimées en utilisant une
méthode d’homogénéisation sécante modifiée [60]. Le point important dans cette méthode
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est d’écrire le comportement de suspension sous une forme linéaire en faisant apparaître
une viscosité apparente ou un module sécant. Dans le cas d’une suspension monodisperse
de bulles dans un fluide rigide-plastique, le comportement macroscopique prédit est du type
élasto-plastique. Le modèle prédit que le seuil d’écoulement de la suspension est égal au seuil
d’écoulement du fluide porteur quelle que soit la taille des bulles.

Ces estimations théoriques ont été validées par comparaison avec les résultats expérimentaux de
la thèse de Lucie Ducloué [29] obtenus en utilisant une procédure permettant de se rapprocher
au mieux des hypothèses formulées pour élaborer le modèle.
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