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Combinatoire algébrique des permutations et de
leurs généralisations

Résumé :

Cette these se situe au carrefour de la combinatoire et de I’algebre. Elle se consacre d’une part
a traduire des problemes algébriques en des problemes combinatoires, et inversement, utilise le
formalisme algébrique pour traiter des questions combinatoires.

Apres un rappel des notions classiques de combinatoire et d’algebres de Hopf avec quelques
applications, nous abordons 1’étude de certaines statistiques définies sur les permutations : les
pics, les vallées, les doubles montées et les doubles descentes, qui sont a la base de la bijection de
Frangon-Viennot, elle-méme débouchant sur une étude combinatoire des polyndémes orthogonaux.
Nous montrons qu’a partir de ces statistiques, il est possible de construire diverses sous-algebres
ou algebres quotients de FQSym, une algebre dont une base est indexée par les permutations.

Puis, nous étudions deux suites classiques de combinatoire par une démarche non commutative :
les polynémes de Gandhi, un raffinement polynomial des nombres de Genocchi, et les nombres
d’Euler, une suite recelant de nombreuses propriétés combinatoires. Nous nous attachons & montrer
que l'approche non commutative permet, dans la majeure partie des cas, d’obtenir de maniere
directe des interprétations d’identités combinatoires.

Enfin, inversement, certaines questions de nature algébrique peuvent étre abordées d’un point de
vue combinatoire. Ainsi, a travers 1’étude des algebres dendriformes, des algebres tridendriformes,
et des quadrialgebres, nous prouvons des questions de liberté a propos de ces algebres grace a la
combinatoire des arbres étiquetés.

Mots-clés :

Algebres de Hopf combinatoires ; statistiques sur les permutations ; pics ; vallées ; doubles montées ;
doubles descentes ; polynomes de Gandhi; nombres d’Euler; algebres dendriformes; algebres tri-
dendriformes ; quadrialgebres.

Algebraic combinatorics of permutations and their generali-
sations

Abstract :

This thesis is at the crossroads between combinatorics and algebra. It studies some algebraic
problems from a combinatorial point of view, and conversely, some combinatorial problems have
an algebraic approach which enables us to solve them.

In the first part, some classical statistics on permutations are studied : the peaks, the valleys,
the double rises, and the double descents. We show that we can build subalgebras and quotients
of FQSym, an algebra which basis is indexed by permutations.

Then, we study classical combinatorial sequences such as Gandhi polynomials, refinements
of Genocchi numbers, and Euler numbers in a noncommutative way. In particular, we see that
combinatorial interpretations arise naturally from the noncommutative approach.

Finally, we solve some freeness problems about dendriform algebras, tridendriform algebras and
quadrialgebras thanks to combinatorics of some labelled trees.

Keywords :

Combinatorial Hopf algebras; statistics on permutations; peaks; valleys; double rises; double
descents ; Gandhi polynomials ; Euler numbers ; dendriform algebras ; tridendriform algebras; qua-
drialgebras.
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Introduction

Avant-propos

Combinatoire des identités algébriques

L’un des aspects de la combinatoire consiste a expliquer de maniere simple les identités algébri-
ques. Mais ceci ne se résume pas a comprendre une a une chaque identité en introduisant a chaque
fois un nouvel objet combinatoire obtenu par des constructions de plus en plus techniques. 1l s’agit
le plus souvent de comprendre les objets sous-jacents a une identité, puis de poser un cadre dans
lequel d’autres objets ont des interprétations analogues. Ainsi, de nombreuses théories ont été
développées et permettent d’obtenir des méthodes systématiques d’interprétation combinatoire,
comme par exemple :

— la combinatoire des fractions continues et des polyndémes orthogonaux ;

— les composés partitionnels;;

— la théorie des especes.

La premiere correspond historiquement & des problémes d’énumération résolus grace a des frac-
tions continues. Nous pouvons déja trouver cette approche chez Touchard ([Tou52]). Puis Flajolet
dans [Fla80] montre que les fractions continues s’interprétent bien en termes de combinatoire sur
les chemins. Il existe de plus de nombreuses bijections entre les chemins et d’autres classes combina-
toires, par exemple la bijection de Francon-Viennot ([FV79]). Et les fractions continues sont aussi
reliées & des séries génératrices de moments de polynomes orthogonaux. Ainsi, en mettant bout &
bout ces observations, une théorie combinatoire des polynémes orthogonaux a été développée sous
I'impulsion entre autres de Viennot ([Vie83]) et est aujourd’hui treés active.

La deuxiéme, développée par Foata et Schutzenberger ([SF70]), est une interprétation com-
binatoire des formules exponentielles et pose un cadre rigoureux au principe suivant : “la série
génératrice exponentielle d’objets étiquetés est ’exponentielle de la série génératrice exponentielle
d’objets connexes”. Elle a été appliquée pour obtenir des preuves combinatoires de nombreuses for-
mules comme la formule de Mehler ([Foa78]), une identité faisant intervenir les polynémes d’Her-
mite. Des identités sur les polynémes eulériens découlent également de cette construction ([SF70])
et des problemes de linéarisations des polyndémes orthogonaux peuvent étre résolus par cette ap-
proche ([KZ01]). Enfin, elle marque le début des fondations de la théorie des especes.

En effet, le composé partitionnel est I'interprétation combinatoire des formules exponentielles.
Force est de constater que de maniere générale, la composition de deux séries exponentielles a
coefficients entiers positifs est encore a coefficients entiers positifs. Pour expliquer de maniére com-
binatoire ce phénomene, Joyal pose les fondations de la théorie des especes ([Joy81]). De nombreux
résultats combinatoires se traduisent dans cette théorie : on retrouve par exemple une version
“espece” de linversion de Lagrange ([Lab81]), de la théorie des équations différentielles ([LV86]),
du pléthysme des fonctions symétriques ([Ber87]) et aussi du composé partitionnel ([DM97]). On
pourra trouver une introduction a cette théorie dans [BLLT94].

Des algorithmes a la construction d’algebres

Un autre aspect de la combinatoire est sa force dans les analyses d’algorithmes. Nous n’abordons
malheureusement pas cet aspect dans ce mémoire. Par contre, nous utilisons de nombreux algo-
rithmes classiques provenant de I'informatique théorique, comme la standardisation, un algorithme
associant & un mot la permutation ayant les mémes inversions, le “tassement”, qui a un mot associe
le mot tassé ayant les mémes occurrences de lettres en conservant ’ordre relatif entre celles-ci, la
bijection entre arbres binaires croissants et permutations, 'algorithme d’insertion d’un mot dans



un arbre binaire de recherche. D’un point de vue historique, la standardisation apparait déja dans
larticle [Sch61] de Schensted, les arbres binaires de recherche se retrouvent dans [Hib62] de Hib-
bard, tandis que les arbres binaires croissants remontent au moins aux années 70 ([Bur72], [Fra76]).
Les applications de ces algorithmes sont nombreuses, et il est difficile, voire impossible, d’en faire
une liste exhaustive. Donnons tout de méme quelques exemples : la standardisation est a la base de
la réalisation polynomiale de ’algebre de Malvenuto-Retenauer ([MR95], [DHT02]) algebre graduée
dont une base est indexée par les permutations. Les arbres binaires de recherche sont tres utilisés en
informatique comme structures de données et permettent de construire la réalisation polynomiale
de l’algebre de Loday-Ronco ([LR98], [HNT05]).

Algebres de Hopf combinatoires et généralisations

L’approche combinatoire ne se limite pas aux équations fonctionnelles ou a ’analyse d’algo-
rithmes : en effet, de maniére générale, la présence d’entiers positifs pour un combinatoriste est sy-
nonyme d’interprétation combinatoire. Ainsi, elle intervient également en théorie des représentations.
Par exemple, si on veut connaitre les dimensions des représentations irréductibles du groupe
symétrique &,,, la formule des équerres nous fournit une méthode de calcul. Mais la théorie des
représentations des groupes symétriques est elle-méme reliée a la théorie des fonctions symétriques
(sym). On trouve d’ailleurs déja ces liens entre combinatoire, représentations du groupe symétrique
et fonctions symétriques dans la théorie de Pdlya ([P6137]), qui étudie des problémes de symétries
relevant de la chimie. Les fonctions symétriques sont donc elles aussi riches en combinatoire : la
régle de Littlewood-Richardson en est un autre exemple. Enoncée en 1934 ([LR34]), il a fallu at-
tendre les années 1970 avec Thomas ([Tho74]) et Schiitzenberger ([Sch77]) reposant sur des travaux
de Robinson ([Rob38]), Knuth ([Knu70]) et Schensted ([Sch61]) pour en avoir une preuve complete.
Aujourd’hui, il existe de nombreuses preuves et variantes de cette régle, notamment ([LLTT02])
ou Lascoux, Leclerc et Thibon retrouvent divers résultats sur les tableaux a partir du monoide
plaxique, ou Viennot ([Vie77]) donnant une interprétation géométrique de la correspondance de
Schensted, ou Zelevinsky ([Zel81]) généralisant la régle aux formes gauches...

Mais de nombreuses questions restent en suspens a propos de ces fonctions et de leurs généralisati-
ons. Une des approches pour aborder ces problemes est de passer dans le monde des algebres de
Hopf combinatoires. Il s’agit souvent d’algebres qui correspondent & des raffinements de sym,
comme les fonctions quasi-symétriques dues & Gessel (QSym [Ges84]) indexées par les compo-
sitions d’entiers et dont sym est une sous-algebre, les fonctions symétriques non commutatives
introduites par Gelfand, Krob, Lascoux, Leclerc, Retakh, Thibon dans [GKL'95] également in-
dexées par les compositions et qui se projettent naturellement sur sym, 'algebre de Malvenuto-
Retenauer (ou FQSym [MR95]) dont une base est indexée par les permutations , l’algebre de
Loday-Ronco ([LR98]) dont une base est indexée par les arbres binaires etc. Dans toutes ces
algebres, la combinatoire est mieux appréhendée que dans sym. Par exemple, on peut trouver
dans I’algebre FSym (algébre de Poirier-Retenauer [PR95], [DHT02]) un analogue de la régle de
Littlewood-Richardson, dont découle “la vraie”. Certaines de ces algebres admettent une structure
plus fine que celle d’algebre associative, comme PBT qui est également ’algebre dendriforme libre
sur un générateur. Ainsi, la combinatoire a aussi sa place dans le monde des opérades, théorie
prenant sa source en topologie algébrique pour étudier les espaces de lacets itérés, introduite par
May ([May72]) Boardman et Vogt ([Vog73]), Loday lui donnant une nouvelle impulsion & travers de
nouveaux exemples d’algebres ([Lod96], [LR98], [Lod01], [LV12]). Aujourd’hui, cette théorie a des
applications dans de nombreux domaines allant de l'informatique théorique ([HNTO5]), & la phy-
sique théorique ([MSS07]), en passant par les études de nombreuses algeébres comme les algebres
pré-Lie ([CLO1]), les algébres dendriformes ([LR98]), les algebres tridendriformes ([LRT04]), les
quadrialgebres ([ALO4]), et par des généralisations du théoréme de Cartier-Milnor-Moore-Quillen,
que lon peut trouver dans [Lod06], [Cha02], [Ron02]...

Contexte

Dans cette thése, nous abordons des problemes combinatoires par des méthodes algébriques,
et réciproquement, nous résolvons des problemes de nature algébrique par une approche combi-
natoire. Ainsi, la construction de certaines algebres que nous présentons repose sur des bijections
et des statistiques sur des objets. Inversement, en relevant dans une algebre non commutative



des égalités fonctionnelles sur les séries formelles, le déterminisme algébrique permet d’obtenir
automatiquement des interprétations combinatoires.

Nous essayons donc d’exploiter les liens entre algebre et combinatoire qui sont déja tres nom-
breux : certaines statistiques comme les positions des descentes sur les permutations sont a la
base de constructions d’algebres qui peuvent avoir des interprétations en terme de théorie des
représentations ([Sol76]). Les algeébres de Hopf, une des manieres de formaliser la combinatoire,
fournit des méthodes de calculs efficaces. Inversement, la description combinatoire des algebres
apporte des informations quant & leur structure. En effet, I’étude des algebres générales (théorie
des opérades) peut en effet se faire & 1'aide de réalisations combinatoires, celles-ci apportant des
informations quant a la “forme” possible d’une algebre qui au départ est définie de maniere abs-
traite.

Un outil de calcul : les algebres de Hopf combinatoires

Tout au long de cette these, la plupart des calculs sont effectués dans des algebres de Hopf
combinatoires. Ces dernieres fournissent un cadre algébrique pour de nombreuses théories, comme :

— les reléevements non commutatifs de fonctions spéciales ;

— la renormalisation.

Pour la premiere, le calcul dans les algebres non commutatives a des fins combinatoires est assez
ancien : on trouve des calculs dans des algebres de mots dans [FS73b], [Fla80] et [Ges80]. Au-
jourd’hui, a travers les algebres de Hopf combinatoires, les calculs ont lieu avec d’autres objets
combinatoires, et on retrouve des fonctions spéciales ou des identités qui ont leur analogue non
commutatif, comme les fonctions symétriques ([GKL195]), les fonctions de Bessel ([NT06b]), ou
encore le théoreme de Redfield-Polya ([BCLM13)).

La seconde, une théorie utilisée en physique, consiste & donner un sens notamment aux intégrales
et aux sommes divergentes, et certains de ses problemes font intervenir des algebres de Hopf comme
celle de Connes-Kreimer ([CK99]), une algebre de Hopf combinatoire dont une base est indexée
par les arbres enracinés. Depuis, de nombreux travaux ont eu lieu dans ce sens ([BF01], ([Foi02]),
et la recherche dans cette théorie est en plein essor. Malheureusement, cet aspect des algebres de
Hopf ne sera pas abordé.

Statistiques sur les permutations et constructions d’algebres

On retrouve I’étude des valeurs de pics, de vallées, de doubles montées et de doubles descentes
des les années soixante-dix chez Foata ([FS73b]), chez Francon ([Fra76]), ce dernier étant motivé par
des calculs de complexité en informatique. Grace a celles-ci, Francon et Viennot construisent une
bijection ([FV79]) faisant le lien entre le monde des chemins et des permutations. En exploitant
le rapport entre fractions continues et chemins ([Fla80]), Viennot pose les bases de la théorie
combinatoire des polynémes orthogonaux ([Vie83]). Une autre classe de statistiques, provenant de
la structure cyclique des permutations comme les excédances (les positions ¢ telles que o; > i) a
aussi été étudiée ( [SF70], [FZ90], [Han92]). Il est & noter que les valeurs de pics, vallées, doubles
montées et doubles descentes ont également leurs analogues dans d’autres objets combinatoires
comme les tableaux de permutations introduits par Steingrimsson et Williams dans [SWO07] et
qui ont des applications dans la combinatoire d’'un modele physique appelé PASEP et dans la
combinatoire des polynomes orthogonaux ([CWO07], [CW*11], [JV10]).

Les statistiques définies sur une classe combinatoire munie d’une structure d’algebre permettent
la construction de classes d’équivalence et une question naturelle est alors de se demander si
la structure d’algebre “passe” ou non au quotient ou a la sous-algebre. Par exemple, grace aux
positions des descentes d’une permutation o (les i tels que o; > 0;41), Solomon définit 1’algebre
des descentes ([Sol76]). De méme, en s’intéressant aux positions des pics, Stembridge construit
lalgebre des pics ([Ste97]) qui a des applications en théorie des représentations ([BHTO04]). Grace
aux valeurs des descentes d’une permutation, on peut retrouver une base de Sym définie par
Tevlin [HNTTO09].

Polynémes de Gandhi et nombres d’Euler

Nous abordons ensuite I’étude de deux suites classiques de combinatoire par ’approche non
commutative : les polyndmes de Gandhi et les nombres d’Euler. Les premiers, historiquement



définis par la récurrence suivante :

Co - 1,
{ Gt 2 dater 1) (o 100uo) W

sont des raffinements des nombres de Genocchi, proposition conjecturée par Gandhi dans [Gan70].
Celle-ci fut prouvée indépendamment par Carlitz dans [Car71] et Riordan et Stein dans [RS73].
Dumont en donne une interprétation combinatoire dans [DT74] en termes de pistolets surjectifs.
Plus tard, ces polynémes ont été généralisés par Dumont et Foata ([DF76]), par la récurrence

DF, = 1, @
DFpi(z,y,2) = (z+2)(y+2)DFu(z,y,2+1) — 2°DF,,

avec une interprétation combinatoire en termes de statistiques sur les pistolets. D’autres in-
terprétations ont pu étre trouvées par Han dans [Han96]. Une autre propriété remarquable de
ces polynomes est leur symétrie en les trois variables, mais il n’existe pas a ce jour une in-
terprétation combinatoire simple de ce fait. Une généralisation a six parametres a ensuite été
définie par Dumont ([Dum95]). Randrianarivony et Zeng en ont donné les propriétés combina-
toires ([Ran94|, [Zen96]). Plus récemment, dans [HZ99], Han et Zeng ont proposé un g-analogue
pour les polynomes de Gandhi et en ont donné une interprétation combinatoire. Dans le contexte
de ces polynomes, I’étude non commutative revient a trouver des relevements de sa définition dans
des algebres de mots.

Nous étudions dans un deuxieme temps la suite des nombres d’Euler. Cette suite apparait
régulierement en combinatoire : en effet, de nombreuses classes combinatoires, comme les permu-
tations alternantes ([And81]), les permutations de Jacobi ([Vie80]), les arbres binaires non plans
décroissants et les permutations d’André ([FS*73a]) sont comptées par cette suite.

Rappelons que la suite des nombres de Genocchi et la suite des nombres d’Euler impairs sont
intimement reliées par leur série génératrice exponentielle : la premiere est la fonction xtan(5),
tandis que la seconde est la fonction tan(z). D’un point de vue analytique, il est aisé d’exprimer les
nombres de Genocchi en fonction des nombres d’Euler et vice versa. Ainsi, I’approche combinatoire
pour chacune de ces suites est similaire. Pourtant, il semble qu’il n’y ait pas encore d’interprétation
combinatoire simple expliquant le lien entre leur séries génératrices ([Vie82]).

Combinatoire de P-algebres particulieres

Dans la suite, P désigne une opérade, c’est-a-dire, de maniére informelle, une famille d’appli-
cations multilinéaires vérifiant des relations entre elles. Autres que les algebres de séries formelles,
de nombreuses algebres non associatives peuvent étre étudiées sous un angle combinatoire. Par
exemple, il est connu que certaines algebres de Hopf combinatoires sont aussi des algebres den-
driformes ([LR98|, [HNT05]), d’autres sont des algebres tridendriformes ([LRT04], [NT06a]) ou
des quadrialgeébres ([AL04]). Ainsi, certains probléemes liés & ces algebres peuvent étre abordés
du point de vue combinatoire, comme déterminer la série de Hilbert d’une P-algebre libre sur un
générateur. D’ailleurs cette série fait souvent intervenir des objets connus : celle de I’algebre dendri-
forme (respectivement algebre tridendriforme, resp. quadrialgebre) est égale a la série génératrice
de la suite des nombres de Catalan ([LR98]) (resp. suite des petits nombres de Schroder [NT06al,
resp. suite des nombres de graphes connexes sans croisement [FN99] [ALO04], [Val08]). D’autres
problémes, comme celui de la liberté d’une algebre se montre généralement par des méthodes
algébriques ([Foi07], [BR10]), la liberté devenant un simple corrolaire d’un théoreme de structure
général. Or, dans une algebre de Hopf combinatoire, une des maniéres de montrer la liberté est
d’exhiber une base multiplicative comme c’est le cas pour FQSym ([DHT02]). On peut alors se de-
mander s’il est possible d’aborder les problemes de liberté pour d’autres algebres par des arguments
combinatoires.



Plan du mémoire

La these est organisée comme suit : nous commencons par introduire les différents outils
nécessaires a la compréhension de ce mémoire. Ceux-ci sont généralement de nature algorith-
mique et combinatoire : les objets mis en jeux sont des classes combinatoires, des bijections et
des algorithmes sur les mots et les arbres. Mais ils dégagent aussi une saveur algébrique : ils sont
a la base des réalisations polynomiales des algebres de Hopf que nous présentons. A la fin des
préliminaires, nous donnons des exemples d’applications : le premier est une généralisation des
méthodes présentées pour construire d’autres algebres, en particulier, nous donnons une version
“algebre de Hopf” du composé partitionnel. Le second montre une des manieres d’exploiter ces
algebres a travers un exemple classique de combinatoire, les permutations alternantes.

Nous poursuivons par une étude algébrique d’une des bijections présentées : la bijection de
Francon-Viennot. Elle fait intervenir deux types d’objets, les permutations et les histoires de La-
guerre. Une des propriétés remarquables de cette application est ’obtention d’une lecture simple
sur les histoires des valeurs de pics, vallées, doubles montées et doubles descentes des permuta-
tions. De plus, ces statistiques vérifient une certaine stabilité vis-a-vis du produit de shuffle sur
les permutations. Nous nous attachons des lors a décortiquer leurs propriétés algébriques. Une
famille cousine des précédentes statistiques, les positions de pics, vallées, doubles montées, doubles
descentes construites a partir des positions des descentes d’une permutation, ont elles aussi des
propriétés algébriques intéressantes : elles vérifient une certaine stabilité vis-a-vis d’un autre pro-
duit sur les permutations, le produit de convolution. Ainsi, nous exploitons ces propriétés pour
construire de nouvelles algebres.

Mais la construction d’algebres n’est pas une fin en soi : encore faut-il pouvoir trouver des
applications a ces nouveaux objets : nous étudions a l’aide du formalisme non commutatif des
problemes de combinatoire a travers deux exemples classiques : les polyndémes de Gandhi et les
nombres d’Euler. Ainsi, en relevant dans le monde non commutatif la relation de récurrence de ces
polynémes, nous obtenons une maniere de construire une des classes combinatoires qui “encodent”
ces polynomes, les pistolets surjectifs. Une approche identique est faite pour les nombres d’Euler :
nous travaillons dans une algebre non commutative et montrons que certaines bijections existantes
deviennent alors naturelles, ou encore que certaines égalités qui peuvent sembler “mystérieuses”
dans le monde des séries formelles classiques ont une explication simple dans le monde non commu-
tatif. Sous cet angle, nous constatons que certaines difficultés de la combinatoire, comme trouver
une classe combinatoire adaptée a une identité algébrique ou trouver une statistique naturelle
définie sur une classe “disparaissent”. Il nous est possible a partir de cette méthode de retrouver
quelques résultats classiques concernant ces polynoémes ou leurs généralisations, et d’exhiber une
nouvelle famille d’interprétations pour le g-analogue des polynomes de Gandhi défini par Han et
Zeng.

Enfin, nous abordons une étude combinatoire d’algebres a travers différents exemples : les
algebres dendriformes, les algebres tridendriformes et les quadrialgebres. Nous donnons une méthode
purement combinatoire similaire & celle employée dans [HNTO05] pour l'algebre dendriforme pour
d’une part déterminer la série de Hilbert d’une P-algebre libre sur un générateur, et d’autre part,
aborder les problemes de liberté d’une P-algebre. Ainsi, nous fournissons des preuves combinatoires
de la liberté de I’algeébre dendriforme FQSym (respectivement algébre tridendrifome WQSym,
resp. quadrialgebre des 2-permutations objets combinatoires définis dans [NT14]). Nous retrou-
vons ainsi les résultats de liberté de FQSym obtenus par Foissy dans [Foi07] et ceux obtenus par
Burgunder et Ronco dans [BR10] & propos de WQSym. Enfin, le cas de la quadrialgebre des 2-
permutations semble & priori étre un nouveau résultat et est une conjecture laissée par Aguiar et
Loday dans [ALO4].






Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notions essentielles pour la suite de ce mémoire. On
commence par présenter dans le paragraphe 1.1 des familles d’objets et de classes combinatoires.
Puis, dans le paragraphe 1.2 on rappelle quelques algorithmes et bijections qui sont au cceur de
constructions d’algebres. Nous abordons ensuite dans le paragraphe 1.3 une partie introductive
concernant les algebres de Hopf combinatoires et donnons des exemples. Le paragraphe 1.4 est
consacré a la dualité. La méthode par réalisation polynomiale est traitée dans le paragraphe 1.5.
Enfin, nous appliquons de deux manieres différentes les bases de la théorie présentée dans ce début
de chapitre dans les paragraphes 1.6 et 1.7. La premiére consiste a apporter quelques compléments
3 propos des algebres WQSym et WQSym™ : en particulier, on présente une interpolation entre
deux structures de cogebres de WQSym”*, un analogue de I'identité de Cauchy pour la dualité
entre ces deux algebres et on montre que le composé partitionnel a son analogue dans ces algebres.
L’interpolation de cogebre se présente comme un résultat dual d’'un changement de base présent
dans [Maul3], l'identité de Cauchy comme un raffinement de celle donnée dans [DHNT11]. Par
contre, 'analogue algébrique du composé partitionnel, théorie développée dans [SF70], semble étre
nouveau et fournit une nouvelle construction de &QSym (paragraphe 1.6.3.4). La seconde appli-
cation est une approche algébrique d’un résultat classique de combinatoire dit & André ([And81]),
a propos de l'interprétation combinatoire des coefficients de la tangente comme permutations al-
ternantes impaires. On montre que cette interprétation combinatoire de la tangente découle natu-
rellement d’une construction de Hivert, Novelli et Thibon ([HNTO08b]).

1.1 Quelques objets classiques de combinatoire

1.1.1 Classes combinatoires

Définition 1.1.1. Soit un ensemble C = U,enCpr. On dit que C est une classe combinatoire si
pour chaque entier n, ’ensemble C,, est fini. Un élément ¢ de C est appelé objet combinatoire. La
sous-partie C,, de C est I'ensemble des éléments de C de taille n. Le cardinal d’'un ensemble E est
noté |E|.

Ezemple 1. Les permutations, les mots sur un alphabet fini, les entiers sont des classes combina-
toires.

Définition 1.1.2. Soit C une classe combinatoire. Sa série génératrice ordinaire (ou série génératrice)
est la fonction

Gfe(t) ==Y |Calt", (1.1)

n>0

et sa série génératrice exponentielle est la fonction

Cect) =3 Il (1.2)

n>0

1.1.2 Mots finis

Définition 1.1.3. Soit A un alphabet. Un mot fini sur A est une suite finie de lettres de A. On
le représente généralement sous la forme w = a; - - - a,. Dans ce cas, n est appelé la longueur ou

7
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taille du mot w (noté l(w)), |w|p désigne le nombre de w; appartenant a I’ensemble B. Si B est un
singleton {a}, le nombre |w|{,} correspond au nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot w.
On note |wl|, := |w|f.}, et A* P'ensemble des mots sur A.

Ezemple 2. Si A = {a,b,c,d}, et w = aabaaccddbaa, alors w est bien dans A*, et |w|, = 2. La série
génératrice des mots sur ’alphabet A est donnée par

> At 71_4t (1.3)

n>0

Démonstration. Appliquons la méthode non commutative pour déterminer cette série génératrice.
Bien que la preuve soit plus complexe, elle apporte une nouvelle approche dans la recherche des
séries génératrices.
On a l'identité classique
1

1—(a+b+c+dt

=> (a+b+c+d) " (1.4)

n>0
En développant (a + b+ ¢+ d)™, on obtient

Z(a+b+c+d"t"—z Z wt™, (1.5)

n>0 n>0 weA™,
l(w):n

le membre droit étant la série des mots sur A filtrés suivant leur taille.
Or substituer les lettres de A par la valeur 1 est un morphisme d’algebre. En particulier I'iden-
tité (1.5) est encore vraie apres substitution. Mais le membre droit de (1.5) est projeté sur

> H{w e A% I(w) = n}[t", (1.6)
n>0
tandis que le membre gauche est projeté sur
> are, (1.7)
n>0
On en déduit que la série génératrice des mots sur A est donnée par

D ant —1_4t (1.8)

n>0

Définition 1.1.4. Soit X un alphabet. Un monéme sur X ou mot commutatif est une classe
d’équivalence de ’ensemble des mots finis pour la relation “avoir les mémes permutés”. Autrement
dit, dans le cas des monomes, 'ordre des lettres n’a plus d’importance. Un monome est donc
caractérisé par le nombre d’occurrences de chacune de ses lettres. On note M(X) I'ensemble des
monomes sur X.

Ezemple 3. Si on considere X = {x,y, 2}, alors 2%yz et ryzz représentent le méme monome. La
série génératrice dans ce cas est donnée par
1

f(t):m~

Démonstration. En ordonnant les lettres de X (z < y < z), nous remarquons que tout monome
de taille n est associé a un unique mot croissant de taille n, cette correspondance étant bijective.
En particulier, ces deux ensembles sont de méme cardinal. Or, les mots croissants sont obtenus en

prenant le produit
1 'I’L
l—xtl—ytl—zt_z > wt (1.10)

(1.9)

n>0 weX™
w
l(w)=n
En spécialisant =, y, z a 1, on retrouve
=Y Hwe X*|i(w) =n, w /" (1.11)

( n>0

Le résultat découle alors de la bijection entre les mots croissants et les monémes. O
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1.1.3 Partitions d’ensembles, mots tassés et compositions d’ensembles

Définition 1.1.5. Une partition P de I’ensemble E est un ensemble tel que :
— pour tout I appartenant & P, ’ensemble I est non vide;
— pour tout I et J éléments de P, si I # J alors INJ = {);
— Urepl = FE.
On note P(n) la classe des partitions de I'ensemble {1,---,n}, et on pose P := U,enP(n). Plus
généralement, P(F) désigne la classe des partitions de ’ensemble E.
Ezemple 4. L’ensemble {{1,2},{4,6,7},{5},{3}} est un élément de P(7).

La série génératrice exponentielle de P est égale a

f(t) = exp(exp(t) — 1). (1.12)

Définition 1.1.6. Un mot tassé de taille n est un mot w = wy - - - w,, tel que si un entier strictement
positif k£ est une lettre de w, alors les lettres comprises entre 1 et k apparaissent aussi dans w.

L’ensemble des mots tassés de longueur n et la classe combinatoire des mots tassés sont notés
respectivement M7 (n) et MT.
Ezemple 5. Le mot 1132422 est bien un mot tassé, tandis que 14355 n’en est pas un.

Un mot tassé w peut étre vu comme une surjection f de {1,---,n} dans {1,---,k}, en
considérant que la i° lettre de w est I'image de i par f. Réciproquement, en écrivant une sur-
jection f de {1,---,n} dans {1,---,k} sous la forme f(1)f(2)--- f(n), on a bien un mot tassé.
La représentation des surjections sous forme de mots tassés est donc une bijection entre ces deux
classes.

Définition 1.1.7. Une composition de l’ensemble (ou partition ordonnée de l’ensemble) {1,--- ,n}
est une partition de {1,--- ,n} dans laquelle les blocs ont été ordonnés.

L’ensemble des compositions de {1,--- ,n} est noté PO(n) et on pose PO := U,enPO(n).
Ezemple 6. {1,2}{4,6,7}{3}{5} est une composition de PO(7).

De méme, une partition ordonnée de {1,--- ,n} peut étre vue comme une application surjec-
tive f de {1,--- ,n} vers {1,---  k} : le i® bloc correspond alors & f~!(i). Réciproquement, soit f
une surjection de {1,--- ,n} dans {1,--- ,k}. L’élément f~1(1)f=1(2)--- f~1(k) est bien une com-
position de 'ensemble {1,---,n}, les deux correspondances entre compositions de {1,---,n} et
surjections étant réciproques I'une de 'autre.

Remarque 1. L’ensemble des mots tassés de taille n et la classe des compositions de {1,--- ,n} sont
tous les deux de méme cardinal car ils sont en bijection avec ensemble des surjections de {1, ,n}
dans un ensemble de la forme {1,--- ,k}. On explicitera cette correspondance ultérieurement.

Les premiers termes de la suite (|M7T,,|)nen sont donnés par ([Slo] A000670)
1,1, 3,13, 75,---

La série génératrice exponentielle de M7T est égale a

(1.13)

1.1.4 Permutations

Définition 1.1.8. Une permutation de taille n est un mot de n lettres, ou tous les entiers de 1
a n apparaissent une et une seule fois. On note &,, 'ensemble des permutations de taille n, et &
désigne U,enG,.

Ezemple 7. 0 = 4172653 est une permutation de taille 7.

La série génératrice exponentielle de & est donnée par

ft) = —. (1.14)
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1.1.5 Arbres binaires

Définition 1.1.9. Un arbre binaire T est :

— soit ’ensemble vide 0,

— soit un triplet de la forme (e, 77, T%) ot T} et Ty sont des arbres binaires.
Les arbres T et T5 sont appelés respectivement fils gauche et fils droit de 7', la taille d’'un arbre
binaire est donnée par son nombre de nceuds, autrement dit par le nombre de e apparaissant
dans T.

On représente généralement un arbre binaire T' sous la forme :
L]
T Ty

On note BT (resp. BT ) 'ensemble des arbres binaires (resp. 'ensemble des arbres binaires de
taille n).
Les premiers termes de la suite (|B7T p|)nen sont donnés par ([Slo] A000108)

1,1,2,5,14,42, - - |
et la série génératrice de BT est égale a

1— 1 —4t
foy = —. (1.15)
2t
Remarque 2. Cette suite de nombres, communément appelés nombres de Catalan, fait partie des
suites classiques de combinatoire. En effet, la littérature a leur sujet est abondante et cette suite
compte de nombreuses classes combinatoires. Ainsi, on trouve dans [Stall] plus de deux cents

classes combinatoires comptées par ces nombres.

1.1.6 Chemins

Définition 1.1.10. Un mot de Dyck est un mot w sur 'alphabet {a, b} tel que

— |wla = wlp;

— pour tout préfixe p de w, [pls > |plo-
Un chemin de Dyck est un chemin dans le plan Ozy, commengant en (0, 0), terminant sur I'axe Oz,
restant au-dessus de celui-ci, et ayant comme type de pas (1,1) et (1,—1).

Remarque 3. Via la correspondance a «— (1,1), et b +— (1,—1), on constate que les mots de
Dyck de longueur 2n sont en bijection avec les chemins de Dyck de longueur 2n.

Ezemple 8. Le mot w = aabbaababb est représenté graphiquement par le chemin

4

3
2
1

012345678910

Le nombre de chemins de Dyck de taille 2n est exactement le n°® nombre de Catalan. Les
chemins de Dyck sont donc une des nombreuses interprétations combinatoires de ces nombres. On
note respectivement Dyck et Dyck,, la classe des chemins de Dyck et la classe des chemins de Dyck
de demi-longueur n.

Définition 1.1.11. Un mot de Motzkin est un mot w sur alphabet {a, b, ¢} tel que

— |wla = fwly;

— pour tout préfixe p de w, |pl, > |plp-
Un chemin de Motzkin est un chemin dans le plan Oxy, commencant en (0,0), terminant sur
laxe Ox, restant au-dessus de celui-ci (au sens large), et ayant comme type de pas (1,1), (1,0)
et (1,-1).
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Remarque 4. Via la correspondance a «— (1,1), b +— (1,1), et ¢ +— (1,0), on en déduit une
bijection entre les mots de Motzkin et les chemins de Motzkin. Ainsi, les chemins peuvent étre vus
comme une représentation graphique des mots de Motzkin.

Ezemple 9. Le mot w = aabcaabcbbe est représenté par le chemin

4

3
2
1

01 234567891011

La série génératrice des chemins de Motzkin est égale a

1t —1-2(— 3

1) o ,

(1.16)

la taille d’un chemin étant donnée par le nombre de pas.

Définition 1.1.12. Un chemin de Motzkin bicoloré de taille n est un chemin situé au-dessus de
laxe des abscisses qui commence en (0,0) et qui se termine en (n,0), les pas possibles étant le
pas montant (1, 1), le pas descendant (1, —1), et les pas horizontaux (1,0) et (1,0). L’ensemble des
chemins de Motzkin bicolorés de taille n est noté Mb,, et on pose

Mb = UpenMb,. (1.17)

Ezemple 10. Voici un chemin de Motzkin bicoloré de taille 8 :

= N W

N

01 2345678910,

Les premiers coefficients de la série génératrice de Mb sont ([Slo] A000108)
1,2,5,14,42, - -- (1.18)

Ainsi, le nombre de tels chemins de taille n est le (n+1)¢ nombre de Catalan.

1.1.7 Compositions

Définition 1.1.13. Une composition de lentier n est un k-uplet I = (i1, -- ,4x) d’entiers stricte-
ment positifs, tel que
k
Z ij =n.
j=1

La notation I F n signifie que I est une composition de n. Une composition admet également une
représentation sous forme de diagramme appelé ruban construit comme suit :
— si la composition I est égale & (n), le ruban correspondant est une suite de n boites ;
— sinon, le ruban de I = (iy,- - ,4,) est construit en plagant la premiére boite du ruban de (4,)
sous la derniére boite du ruban de (i1, -+ ,ip—1).

Ezemple 11. Pour la composition I = (3,1,2,2,3), le ruban correspondant est
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La série génératrice des compositions d’entiers est égale a

t
1—2t

fOy=1+) 2 m =1+

n>1

(1.19)

1.2 Algorithmes et applications classiques de combinatoire

Les algorithmes présentés dans la suite, qui au premier abord semblent étre des constructions
ensemblistes, recelent des propriétés algébriques : d’une maniere ou d’'une autre, nous utiliserons
ces applications pour construire des algebres. Par exemple, grace au tassement, il est possible
de construire WQSym. La standardisation fournit une réalisation polynomiale de 'algebre de
Malvenuto-Reutenauer, l'insertion dans un arbre binaire de recherche donne une maniere élégante
d’obtenir PBT, et la construction de la composition des descentes d’une permutation est a la base
de la définition de ’algebre Sym.

D’autre part, les bijections permettent dans le cas favorable de simplifier certaines démonstra-
tions. En effet, ’étude des propriétés d’une classe combinatoire peut s’avérer ardue. Différentes
stratégies sont alors envisageables. L'une d’entre elles consiste a trouver une bijection avec une
autre classe, ou la propriété étudiée apparait comme une évidence. Parfois, il ne s’agit pas d’une
bijection, mais d’une surjection, ou d’une application ayant de “bonnes” propriétés. Par exemple,
pour étudier les valeurs de pics, vallées, doubles montées, doubles descentes sur les permutations,
il est possible de faire appel aux arbres croissants (ou décroissants) ou a la bijection de Frangon-
Viennot, ces statistiques ayant une représentation simple dans les arbres croissants ou les histoires
de Laguerre.

1.2.1 Tassement et standardisation

Soit A un alphabet infini totalement ordonné. L’algorithme de tassement tas est une fonction
de A* vers MT, qui associe au mot w le mot tassé tas(w), obtenu en remplagant la i-eme plus
petite lettre de w par 'entier 7.

Ezemple 12. Pour A={a; <- - <a, <---}, et w = asasa9agaigagag, on a tas(w) = 1132422.
Définition 1.2.1. Soit A un alphabet infini totalement ordonné. Soit w un mot sur A, et n sa
longueur. Le standardisé de w (noté std(w)) est la permutation de taille n ayant exactement les
mémes inversions que w. On rappelle qu’une inversion est un couple (4, j), tel que i < j et w; > w;.
Ezemple 13. Le mot w = abaacba, a pour standardisé std(w) = 1523764.

Une facon de procéder pour déterminer le standardisé le mot, est ’algorithme suivant :

entrée : mot w de longueur n;
sortie : std(w);
initialiser i a 1;

faire

{
lire le mot w de gauche & droite;
trouver la premiére occurrence de la plus petite lettre
de w non remplacée;
la remplacer par i;
incrémenter i de 1;

X

tant que i est différent de n (ou de fagon équivalente, toutes les lettres
n’ont pas été remplacées).
Ezemple 14. Dans le cas ou w = abaacba, on obtient successivement les étapes suivantes :
1. lbaacba;
2. 1b2acba;
3. 1b23cba ;
4. 1623cb4 ;
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5. 1523cb4 ;
6. 1523c64 ;
7. 1523764.

1.2.2 Involutions classiques sur les mots
1.2.2.1 La lecture droite-gauche

Soit A un alphabet. La lecture droite-gauche rev est définie par

rev : A* —_— A*
W=ai Ay +—> Aplp_1- Q1.

Ezemple 15. Pour w = 4112, on a rev(w) = 2114.

1.2.2.2 Le retournement d’alphabet

Soit A un alphabet totalement ordonné. Nous définissons le retournement d’alphabet w par

w: A* — A*
w=a - -a, +rH—> bl"'bna

ol by - -+ by, est construit de la fagon suivante. Soit [aq, - -, ag] la liste des lettres de w triée dans
lordre croissant. Remplacons chaque lettre a = «; de w par la lettre ag—;. Le mot obtenu est
alors by - - - b,.

Ezemple 16. On prend comme alphabet A = {1,2,...,6}, et w = 223316. Alors w(w) = 332261.

1.2.3 Bijection de Francon-Viennot

Cette bijection est entre ’ensemble des permutations et une famille de chemins : les histoires
de Laguerre. Nous commencons donc par définir ces derniéres, puis nous présentons la bijection
ainsi qu’une variante. Enfin, nous 'appliquons a ’étude de statistiques sur les permutations.

Définition 1.2.2. Une histoire de Laguerre est un chemin a poids construit a I'aide de quatre types
de pas, (1,1), (1,-1), (1,0), et (1,0) tel que :
— le chemin commence en (0,0), est toujours au-dessus de 1’axe des abscisses et termine sur
celui-ci;
— tout pas du chemin situé a ’abscisse k£ a un poids j compris entre 1 et k+1.
On note respectivement HL et HL,, la classe des histoires de Laguerre et I’ensemble des histoires

de Laguerre de longueur n.

Remarque 5. Le chemin sous-jacent d’une histoire de Laguerre est un chemin de Motzkin bicoloré.

Exemple 17. Le chemin suivant représente une histoire de Laguerre de longueur 8 :

N W

AN

001 2345678910,

Donnons P'algorithme qui construit a partir d’une histoire de Laguerre de taille n—1, une
permutation de taille n.

— Entrée : h une histoire de Laguerre de taille n—1.

— Sortie : permutation de taille n.

— Initialisation : w = oc.
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On lit h de gauche a droite, et chaque pas de h modifie le mot w de la fagon suivante : si ¢ est le
type du i-eme pas et j son poids, alors le j-éme oo est remplacé par :

1 sitestun (1,-1);
ooioo  sitestun (1,1);
oo sitestun (1,0);
008 si t est un (1,0).

Enfin, le dernier oo est remplacé par n.

Ezemple 18. En prenant h égale a I'histoire suivante :

=N W

01 23456728910

On obtient la suite de mots

00
oo 1 o
© 2 oo 1 o
co 2 3 oo 1 o0
co 2 3 4 1 o
co Hh oo 2 3 4 1 o
co H oo 2 3 4 1 6
© 5 oo T 2 3 4 1 6
8 5 oo 7 2 3 4 1 6
8 5 9 7 2 3 4 1 6

Ainsi, on a FV(h) = 859723416.

Cette bijection admet quelques variantes qui sont elles aussi utiles dans ’étude des statistiques
sur les permutations. Par exemple, déterminons les histoires s’envoyant sur les permutations laissant
fixe le dernier point. Soit h une histoire de Laguerre de taille n telle que FV(h)(n+1) =n+1.
Dans l'algorithme, il est alors nécessaire et suffisant de toujours laisser un co a I'extrémité droite.
Or, deux pas & poids donnent une valeur fixe & cette extrémité : les pas (1,0) et (1,—1) avec
le poids maximal possible. On en déduit que h est un chemin ol les poids des pas du type (1,0)
et (1, —1) sont compris entre 1 et k, oul k est 'abscisse du pas correspondant. En particulier, ces pas
n’apparaissent pas sur ’axe des abscisses. Réciproquement, 1’algorithme appliqué a un tel chemin
laisse toujours lextrémité droite égale & oo. On en déduit donc que FV(h) laisse fixe n+1 si et
seulement si h est une histoire de Laguerre de taille n ot les poids des pas du type (1,0) et (1, —1)
sont compris entre 1 et k, ou k est ’abscisse du pas correspondant. Ces chemins sont appelés
histoires de Laguerre strictes de longueur n. On note respectivement HL, et HL' I'ensemble des
histoires de Laguerre strictes de taille n et I'union sur N de tous ces ensembles, et la bijection
résultante entre HL! et &,, est notée FVs.

Ezemple 19. Le chemin h

=N W

01 23456728910

n’est pas dans HL', car le sixiéme pas est descendant et est de poids 3, alors qu'il est situé en
abscisse 2.
Mais le chemin h
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— N W

01 23456728910

est bien dans HL'.

On définit respectivement C M, et C M’ les ensembles de chemins sous-jacents (sans les poids)
aux éléments de HL, et HL'. 1l s’agit de sous-classes des chemins de Motzkin bicolorés : en effet,
au niveau de 1’axe des abscisses, ces chemins ne comportent pas de pas du type (1,0).

Il existe une bijection simple entre chemins de Dyck de longueur 2n et chemins de CM’ de
longueur n. En effet, elle repose sur la correspondance suivante entre un type de pas d’un chemin
de CM’ et deux pas consécutifs d’un chemin de Dyck :

On note cette bijection x.

Ezxemple 20. Si h est égal a

— N W

N

012345678910

alors x(h) est égal a

6+

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 )

Grace a F'V; et k, nous obtenons une maniere de projeter les permutations sur les chemins de
Dyck. Posons PV D := kopo FV{l7 oll p est la projection de HL' dans C M’ qui consiste & oublier
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les poids d’une histoire. L’application k ainsi construite est une surjection des permutations dans
les chemins de Dyck. Elle sera utilisée ultérieurement pour comprendre une algebre construite a
partir de statistiques sur les permutations.

Utilisons la bijection de Francon-Viennot pour étudier les valeurs de pics, vallées, doubles
montées et doubles descentes des permutations.

Définition 1.2.3. On dit que o; est une valeur de :

-pic si 01 <05 > 0441
-vallée si oj—1 >0 < 0j41;
-double montée  si 01 < 0y < Ti41;
-double descente si  0;_1 > 0; > 0i41.

On note P(o) ( respectivement V (o), Dm(o), Dd(o)) les valeurs de pics (respectivement vallées,
double montées, double descentes) de o. Le statut de o; désigne la statistique associée a o;.

Cette définition est incomplete : pour une permutation o de taille n, le statut des lettres oy
et o, n’est pas bien défini. Il est alors nécessaire de se fixer une convention. Généralement, on
pose o = a et 041 = b, avec a et b dans {0,00} (noté par convention a — b). Par exemple,
la convention 0 — 0 correspond & oy = 0 et 0,41 = 0. Grace au retournement d’alphabet w, un
probleme portant sur les conventions oo — co ou co — 0 se rameéne & un probleme portant sur les
conventions 0 — 0 ou 0 — oco. Ainsi, il suffit d’étudier les propriétés de ces statistiques pour les
conventions 0 — 0 et 0 — oo.

Ezemple 21. Pour la convention 0 — 0 et o = 859723416, on a :

N
ﬂlm

{

AL
ST
A

'Sl
& \
\

|

|

/ P
iSRER 'S

Y

{5,2,1} (1.20)

AN

01 2345678910,

Nous remarquons que la valeur i < 9 de o est :
— un pic si et seulement si le i€ pas de h est (1,—1);
— une vallée si et seulement si le i¢ pas de h est (1,1);
— une double montée si et seulement si le i® pas de h est (1,0);
— une double descente si et seulement si le i° pas de h est (1,0).

7

Pour la convention 0 — 0, ce dernier constat est une propriété générale.

Proposition 1.2.4. Soit o une permutation de taille n. Alors une valeur i < n est :



1.2. ALGORITHMES ET APPLICATIONS CLASSIQUES DE COMBINATOIRE 17

— un pic si et seulement si le i¢ pas de FV (o) est (1,—1);

— une vallée si et seulement si le i¢ pas de FV ~1(o) est (1,1);

— une double montée si et seulement si le i¢ pas de FV~1(o) est (1,0);
— une double descente si et seulement si le i° pas de FV~1(o) est (1,0).

Pour la convention 0 — oo, il suffit de remplacer dans la proposition précédente i < n par i <n
et F'V par FVs.
Traduisons cette propriété a travers la projection PV D.

Proposition 1.2.5. Soit o une permutation de taille n. Alors la valeur i <n de o est :
— un pic si et seulement si les (2i—1)¢ pas et 2i¢ pas de PV D(o) sont montants ;
— une vallée si et seulement si les (2i—1)° pas et 2i° pas de PV D(o) sont descendants ;
— wune double montée si et seulement si le (2i—1)¢ pas de PV D(c) est montant et le 2i° pas
est descendant ;
— une double descente si et seulement si le (2i—1)¢ pas de PV D(o) est descendant et le 2i¢
pas est montant.

1.2.4 Arbres binaires de recherche

On rappelle la construction de I'arbre binaire de recherche d’un mot w.

1. On lit le mot de droite a gauche;

2. si Varbre est vide, on le remplace par la lettre courante. Sinon, on insere la lettre courante
dans le fils gauche (droit) si sa valeur est plus petite (strictement plus grande) que la valeur
racine.

On note T (w) 'arbre binaire de recherche de w.

Ezemple 22. Si w = 212132382, alors T (w) est égal &

9
2/\8
e e
1 3
/ N\ /

1 2 3
/
9

FIGURE 1.1 — Arbre binaire de recherche de w = 212132382.

1.2.5 Applications entre permutations et arbres

Il existe différentes fagons d’étiqueter un arbre binaire. Dans notre cas, on pourra considérer
I’étiquetage croissant et décroissant.

Définition 1.2.6. Un arbre croissant (décroissant) de taille n est un arbre binaire de taille n tel
que :

— les noeuds sont étiquetés par les entiers de 1 a n;

— deux noeuds différents ont des étiquettes différentes;

— un fils a une étiquette plus grande (petite) que son pere.
On note AbC,, (AbD,,) les arbres croissants (décroissants) de taille n, et on pose AbC = U,,enAbC,,
(AVD = UpenAbD,,).

Définition 1.2.7. Soit T un arbre binaire étiqueté. La lecture infize de T est la lecture des étiquettes
de l'arbre de T' définie de maniére récursive de la facon suivante :

1. on lit d’abord dans l'ordre infixe le sous-arbre gauche,

2. puis on lit I’étiquette de la racine,

3. enfin on lit dans 'ordre infixe le sous-arbre droit.

Exemple 23. La lecture infixe de I’arbre de la figure 1.1 est 112222338.
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La bijection entre permutations de taille n et AbC,, est donnée par la lecture infixe des étiquettes
d’un arbre croissant. On note I f(T") le mot obtenu en lisant 7' dans l'ordre infixe. Le sens réciproque
correspond a l'algorithme récursif suivant. Soit w un mot sans répétition de lettres de taille n.
Si n = 0, Parbre croissant correspondant est ’arbre vide. Sinon, w = wav, ou u et v sont des
facteurs de w, et a la lettre minimale de w. L’arbre croissant de w est alors :

RN
Cw  CW)

)
ou C(u) et C(v) sont respectivement les arbres croissants de u et v. De la méme fagon, on peut
construire 'arbre décroissant d’un mot. Cette fois-ci, on considere la lettre maximale du mot. On
note respectivement C(w) et D(w) Parbre croissant et décroissant de w.

Ezemple 24. Si o = 859723416, 'arbre C(o) est égal & :

2/ \6
/\
5 3
/ \ \
8 7 4
/
9

Ezemple 25. Pour w = 1132422, on a ¢(w) = {1,2}{4,6, 7}{3}{5}.

1.2.6 Compositions et permutations

Soit o une permutation de taille n. Une position ¢ comprise entre 1 et n—1 est une descente
si 0; > o;41. L’ensemble des descentes d’une permutation est noté des(c) = {iy, - i}, et la
composition (41,42 — i1, ;1 — i) est la composition des descentes de o (noté C(0)).

Ezemple 26. Pour o = 23615784, on a des(o) = {3,7} et C(0) = (3,4, 1). Ainsi, on peut inscrire o
dans le ruban qui lui est associé :

213 |6

115|718

En raffinant la notion de position de descentes, nous obtenons d’autres statistiques.
Définition 1.2.8. Soit o dans G,, et i compris entre 2 et n—1. Le statut de la position ¢ est :

-un pic sio;1 <o; > Oit1,
-une vallée sioi_1 > 05 <0441,
-une double montée  sio;_q1 < 0; < Oi41,
-une double descente sio;_1 > 0; > 0441

(1.21)

Par convention, les positions 1 et n n’ont aucun statut. Constatons que les positions de pics,
vallées, doubles montées et doubles descentes d’une permutation ¢ ne dépendent que de la forme
du ruban de o.

Il est alors important de différencier la construction de ces quatre statistiques définies par
rapport aux valeurs ou aux positions : pour G, la relation “avoir les mémes ensembles de valeurs
de pics, vallées, doubles montées, doubles descentes” définit C,, classes, tandis que la relation
“avoir les mémes ensembles de positions de pics, vallées, doubles montées, doubles descentes” en
définit 21, 1l se pourrait que la premiere soit plus fine que la deuxiéme, mais ce n’est pas le
cas. En effet, a cause du nombre de classes, la deuxieme relation ne peut pas étre plus fine que la
premiere. Et pour la convention 0 — 0, les permutations 15234 et 13524 ont les mémes ensembles
de valeurs de pics, vallées, doubles montées et doubles descentes, mais ont des rubans de forme
différente. Il en résulte que ces deux relations ne sont pas comparables.
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1.3 Algebres de Hopf combinatoires

Avant de donner toutes les définitions concernant les algebres de Hopf, rappelons quelques
notations classiques d’algebres linéaires. Si E et F' sont deux espaces vectoriels, on note L(E, F')
les applications linéaires de E dans F', E® F le produit tensoriel de F et F'. Le corps K sous-jacent
des espaces sera supposé de caractéristique 0. En pratique, il s’agit souvent de R, de C, ou d’un
corps de fractions.

1.3.1 Définitions générales d’algebres

Définition 1.3.1. Un espace vectoriel F est dit gradué s’il est de la forme

E:@En.

neN

L’espace F, est alors la composante homogene d’indice (ou de taille) n de E. Si les E,, sont de
dimension finie, la série de Hilbert de E est la série

MHe(t) =) dim(E,)t". (1.22)

n>0

Remarque 6. Généralement, dans la théorie des espaces vectoriels, seules les combinaisons linéaires
finies sont considérées. Dans notre cas, les sommes peuvent étre infinies mais sont finies en chaque
composante homogene.

Exemple 27. On se donne une classe combinatoire C = U,enCy,. On peut naturellement lui asso-
cier E = @,y En, out E, est de dimension |C,|. Ainsi, toute base de E,, est indexée par C,. De
plus, les notions de séries de Hilbert et de séries génératrices coincident. On a bien :

Hi(t) = Gle(t) = ) Calt™.

n>0

Définition 1.3.2. Une algébre associative unitaire est un triplet (A, m, u) tel que :
— A est un K espace vectoriel ;
— m appartient & L(A ® A, A), et vérifie 'égalité :

mo(Id®@m)=mo(m®Id) ;
— p est un élément de L(K, A), et pour tout a appartenant a A,
m(a® (1)) =m(p(l) ®a) = a

Ezemple 28. Soit A un alphabet, on considere le triplet A = (K(A), m, u) tel que :
— K(A) est le K-espace vectoriel engendré par éléments de A*;
— pour tout mot u et v de A*, m (u®v) = uv;
— (1) =1 (1 correspondant au mot vide) et u(v) = 0 pour tout mot non vide v.
Alors A est bien une algebre associative unitaire.

Ezemple 29. 11 est possible de définir sur les mots un autre produit : le mélange ou shuffle noté Lu.
Rappelons sa construction. Soient w = wy - - - w,, et v = vy - - - v, deux mots. On a :

vilw = w sin=0
w sim=0 (1.23)
= vi(va Uy Ww) +wi(vWwy---wy,) sinon.

Ezemple 30. Pour w =ca et u=dd on a
ca W dd = cadd + cdad + cdda + dcad + deda + ddca. (1.24)

Le triplet A = (K(A),m, 1) tel que :
— pour tout mot u et v de A*, m(u®v) =ulWwv;
— (1) =1 (1 correspondant au mot vide);

est bien une algebre associative unitaire.
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Dans un souci de concision, on identifie parfois v LUl w a I’ensemble des mots apparaissant dans
lopération v LU w si le contexte de cette notation ne laisse pas de doute quant a son sens. Si
I’alphabet est N, on définit :

v WM w = v LW w[max(v)], (1.25)

ol wimax(v)] est le mot obtenu en décalant chaque lettre de w par la lettre maximale de v. De
méme que pour le LU, il est possible que v [ w désigne ’ensemble des mots apparaissant dans
Popération v (0 w.

Ezemple 31. Siv =31, et w=11, alors w[3] = 44 et
v w = 3144 + 3414 + 3441 + 4314 + 4341 + 4431. (1.26)

Ezemple 32. Si (A, m,pu) est une algebre alors A ® A est naturellement muni d’une structure
d’algebre par
(a@d) - (bab)=mlaxb) @m(d @), (1.27)

I'unité étant donnée par u ® u.

Définition 1.3.3. Soient (Ay,mq,u1) et (Az, mo, ug) deux algebres. Un élément f de L£(A1,Az)
est un morphisme d’algébres si

Vo,y € A, fomi(z®@y) =my(f(z)® f(y)). (1.28)

Définition 1.3.4. Une cogébre coassociative est un triplet (C, A, ¢€) tel que :
— C est un espace vectoriel ;
— A est un élément de L(C,C ® C) et vérifie I'égalité :

(A@Id)o A=(Id® A)o A

— ¢ appartient a £(C,K) et vérifie :
— (e®Idc)o A = Idggc;
— (Ide ®€) o A = Idegk-

Ezemple 33. Soit A un alphabet et K(A) ’espace vectoriel des mots sur A. Définissons un coproduit
sur K(A) appelé deshuffle a4 'aide d’un procédé appelé dédoublement d’alphabet. Soit B une copie
de A. On se place dans K(A + B) en supposant que les lettres de B commutent avec celles de A.
Ainsi, tout mot en A et B peut s’identifier aux mots de la forme F'G, ou F est un mot en A et G
un mot en B. Il en résulte que K(A + B) s’identifie & K(A) @ K(B). Or, B est une copie de A. Sous
ces hypotheses, on peut donc identifier K(A + B) & K(A) ® K(A). Le deshuffle A est alors défini
comme suit :

— Ae) = e®ec¢;

— pour a lettre de A, on a A(a) = a+a’, ou @’ est la copie de a dans B;

— pour w = wy - -~ w, mot de A*, on pose A(w) = [T\, Alw;) = [T, (w; +w}).
En développant le produit []}_, (w; + w}), et en réordonnant suivant les régles de commutation,
on remarque que l'on a

A(w) = Z Ct uv, (1.29)
weullv

ol ¥ est la multiplicité de w dans le produit w LUl v et ol en indice u LU v désigne ’ensemble des
mots qui apparaissent dans le shuffle de u et de v. Munie de ce coproduit, K(A) est bien une cogebre
coassociative. Pour montrer cette propriété, nous utilisons plusieurs alphabets. En effet, d’apres
la remarque précédente, les produits tensoriels dans notre cas s’identifient a des algebres sur des
mots. Il suffit donc pour vérifier la coassociativité de considérer deux copies d’un méme alphabet.
De T’associativité de la somme sur les mots résulte alors la coassociativité de ce coproduit. Pour
la counité e, il suffit de prendre la projection envoyant le mot vide sur 1 et les autres mots sur O.
Ainsi, (K(A), A, €) est bien une cogebre coassociative counitaire.

Pour A = {a,b,c}, et B = {a,b,¢}, w = bac, alors on a

A(w) = bac+ bac + bac + bac
—i—gac + bac + bac + bac

= bac + bac + bca + bac
+ach + abé + cba + bac.

(1.30)
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En identifiant en termes de produits tensoriels :

Alw) = bac®1+ba®c+bc®a+b® ac

+ac®®b+a®bc+c® ba+ 1K bac. (1.31)

Définition 1.3.5. Soient (C1,A1,€1) et (Ca,As,eq) deux cogebres coassociatives counitaires. Un
élément f de L(Cq,C2) est un morphisme de cogébres si

Vi €C, (Asof)(z)=((f® f)oA) (x). (1.32)

Soient une algebre associative (A, m, ) et une cogebre coassociative counitaire (C, A, ¢€). Alors
Pensemble £(C, .A) est naturellement muni d’une structure d’algebre, appelé algebre de convolution
qui est définie par

Vf,g€ L(C,A), fxg=mo(f®g)oA. (1.33)

Définition 1.3.6. Une bigebre associative est un quintuplet (B, m, A, u,€) ou :
— B est un espace vectoriel ;
— (B, m, ) est une algebre;
— (C, A, €) est une cogebre;
— A et € sont des morphismes d’algebres de B;;
— ou de maniere équivalente au point précédent, m et u sont des morphismes de cogebres.

Ezemple 34. Soit A un alphabet. Le quintuplet (K(A), m, A, i, €) o m est le produit de concaténation,
ol A est le deshuffle, i le mot vide, et € la projection du mot vide sur 1 ayant comme noyau I’espace
vectoriel engendré par les mots non vides, est bien une bigebre.

En prenant A = {z}, nous retrouvons la bigeébre des polynémes sur une variable K[z], le
coproduit résultant alors de la formule du binéme de Newton :

n

INCOEDY <Z> ok @ 2"k, (1.34)

k=0

Définition 1.3.7. Soit (B, m, u, A, €) une bigebre. Alors L£(B, ) est une algebre de convolution.
On dit que B est une algébre de Hopf s’il existe une application S dans L(B, B) telle que :

Sxldg=1dg*xS=poe. (1.35)
S est alors appelée antipode.

Ezemple 35. Soit (G,.) un groupe. Alors (K[G],m, A, u,€,S) avec
— pour tout g et ¢’ dans G, m(g®¢') = g9.9';
— pour tout g dans G, A(g) = g® g;

— (1) est I'élément neutre de G;
— pour tout g dans G, €(g) = 1;
— pour tout g dans G, S(g) =g~ !;

est bien une algebre de Hopf.

Définition 1.3.8. Une bigebre (B, m, u, A €) est dite graduée si :
— B est graduée (B = ®penBn);
— pour tous entiers k et [, m (B ® B;) C Bi;
— pour tout entier n, A (B,,) C ®gri=—nBr ® B;.
Elle est dite connezxe si sa composante homogene de degré 0 est isomorphe au coprs de base.

Fait remarquable, I’antipode existe toujours pour les bigebres graduées connexes. Ces derniéres
sont donc des cas particuliers d’algebres de Hopf. La plupart des algebres que nous présentons sont
des bigebres graduées connexes. Dans notre contexte, une algébre de Hopf combinatoire est une
bigebre graduée connexe ou les éléments d’une base sont indexés par une classe combinatoire.

Avant de pouvoir donner de nombreux exemples d’algebres de Hopf combinatoires, nous rappe-
lons diverses relations d’ordre sur des classes combinatoires qui vont nous intéresser ultérieurement.
En effet, la structure de nombreux produits sur des objets combinatoires est reliée a un ordre sur
la classe correspondante.
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1.3.2 Des ensembles ordonnés dans les classes combinatoires
1.3.2.1 Rappels sur les ensembles ordonnés

Définition 1.3.9. Soit E un ensemble, et R une relation binaire sur E. On dit que R est une
relation d’ordre sur E si elle est :

1. Vz, 2Rz (réflexive) ;
2. Ry, et yRex = x = y (antisymétrique) ;
3. Ry, et yRz = xRz (transitive).

Le couple (E,R) est alors un ensemble ordonné, ou poset (partial ordered set). Si pour tout x et y
dans E on a 2Ry ou yRz, on dit que (E, R) est totalement ordonné.

Ezemple 36. Soit E un ensemble, on rappelle que P(FE) est I'ensemble des parties de E. Le
couple (P(FE), C) est alors un ensemble ordonné.

Exemple 37. Soit E un ensemble, considérons I’ensemble P des partitions de E. On dit qu'une
partition P est plus fine qu'une partition P’ si tout bloc I’ dans P’ est une réunion de blocs de P.
L’ensemble P muni de la relation “étre plus fine que” est bien un ensemble ordonné.

Définition 1.3.10. Soit (E, <) un ensemble ordonné. Soient x et y dans E. L’intervalle [z, y] est
I’ensemble des éléments z tels que x < z et z < y.

1.3.2.2 Les ordres faibles

L’ensemble des permutations de taille n est naturellement muni de deux structures d’ordre,
reliées aux inversions.

Définition 1.3.11. Soit o une permutation. Une inversion de o est un couple (i,j) avec i < j
tel que o; > 0. Une coinversion de o est une inversion de o~'. On note respectivement Inv(c)
et Colnv(o) I'ensemble des inversions et coinversions de o.

Ezemple 38. Pour o = 4172653, on a

T Inv(o) :{(172)7 (1’4)7 (177)7 (3a4)7 (3’5)’ (376)7 (3’7)’ (576)7 (577)’ (677)};
— Colnv(o) = {(1,4), (2,4), (2,7), (3,4), (3,5), (3,6), (3,7), (5.6), (5,7), (6,7)}.

Ainsi, deux ordres sur les permutations sont donnés par :

— 0 <g 7 si Colnv(o) C Colnv(r);

— o <y, 7 si Inv(o) C Inv(r).

Le premier est appelé ordre faible droit, le deuxieme ordre faible gauche. Il s’agit bien entendu
de deux relations d’ordres sur les permutations.

1.3.2.3 Un ordre sur les mots tassés/ partitions ordonnées d’ensembles

Une généralisation des inversions permet de définir un ordre sur les compositions d’ensembles.

Définition 1.3.12. Soit P = P, - - - P, une partition ordonnée d’ensemble. Soient i et j deux entiers
respectivement dans Py et P;. Le couple (i,7) est

— une demi-inversion de P sii < j, et k=1;

— une nversion de P sii < jet k> 1I.
Un couple (%,7) qui est une inversion ou une demi-inversion est appelé pseudo-inversion. On les
note généralement avec leurs coefficients correspondants.

Ezemple 39. L’ensemble des pseudo-inversions de P = {1,3}{2,5}{4} est égal & :

[5(13), 52.5), (2.3), (4.5). (1.36)

On définit 'ordre suivant sur les partitions ordonnées d’ensembles :

P < @ si et seulement si pour toute pseudo-inversion a.(i, j) de P, la composition ) contient
linversion b.(%, j), avec a < b.

A travers la bijection entre mots tassés et compositions d’ensembles, on en déduit un ordre sur
les mots tassés.
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1.3.2.4 Le treillis de Tamari

Il existe une structure d’ordre sur les arbres binaires, appelée ordre de Tamari. Rappelons sa
construction.

Définition 1.3.13. Soit 7" un arbre binaire, soit a¢ un nceud de T" ayant un fils gauche. Une rotation
droite sur T est I'opération suivante effectuée sur 7T :

RN PN
b T a

Tq
/ \ / N\
T1 T2 T2 Td
Définition 1.3.14. Soient T' et T’ deux arbres binaires de tailles n. On dit que T est plus petit
que T” pour l'ordre de Tamari s’il existe une suite de rotations droites r1 - -+ , 7}, telle que
rio--or(T)=T". (1.37)

1.3.3 Exemples d’algebres de Hopf combinatoires
1.3.3.1 Algébre de Hopf libre et cocommutative sur un alphabet A

Définition 1.3.15. Soit A un alphabet. L’algebre libre sur A est le K-espace vectoriel ayant comme
base les mots finis sur A, muni du produit de concaténation, et ayant comme unité le mot vide.
On note cette algebre K(A).

Définition 1.3.16. Soit X un alphabet. L’algébre commutative libre sur X (ou polynémes en X)
est le K-espace vectoriel ayant comme base les monémes sur X, muni du produit de concaténation
et ayant comme unité le mot vide. On note cette algebre K[X].

Il est possible de compléter K(A) et K[X], de sorte que I’on puisse considérer des sommes infinies
sur ces espaces. Ainsi, les algebres correspondantes sont respectivement I’algebre large libre sur A
(noté K{(A))), et 'algebre des séries formelles en X (noté K[XT]).

Nous rappelons que K{{A)) est naturellement muni d’une structure de cogebre dont le coproduit
est donné par le deshuffle. Or, concaténation et deshuffle sont compatibles : le deshuffle est un
morphisme d’algebre de K({(A)) vers K{A) ® K({(A)). Ainsi, K{(A)) est une algebre de Hopf.

1.3.3.2 L’algébre de mélanges (ou shuffle) sur les mots

Nous avons vu qu’il y a sur les mots un autre produit m donné par le mélange ou shuffle. Nous
avons aussi un autre coproduit A donné par la déconcaténation. Pour w un mot, on a :

A(w) = Z U@ . (1.38)

w=uv

Ezemple 40. Pour w = abbda, on obtient :
A (abbda) = abbda ® 1 + abbd ® a + abb ® da + ab ® bda + a ® bbda + 1 ® abbda. (1.39)

Il est possible de montrer que K{A) muni de ces deux lois ainsi que de I'unité et counité
classiques forme bien une algebre de Hopf.

1.3.3.3 WQSym

Soit A un alphabet infini totalement ordonné. On se place dans K({(A)). Soit v un mot tassé.
On pose :
M,(A) = Y  w (1.40)

tas(w)=u

On a alors :
M, M, = Z M,,. (1.41)
weMT
W=wiwa
tas(wi)=u
tas(ws)=v
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Ainsi, vect(M,,)uam7 est une sous-algebre de K{(A)).

Le coproduit est construit grace au dédoublement d’alphabet : on prend deux alphabets tota-
lement ordonnés A et B, on suppose que les lettres de A commutent avec les lettres de B, et que
les lettres de B sont plus grandes que les lettres de A. Par ce procédé, on obtient :

uEvlUw[max(v)]

Ezemple 41. On a :
Mi21M11 = Mi2133 + Mi2122 + Mi3122 + Mi2111 + Masoi1, (1.43)
et
A (Mi2321) = Mi2321 @ 1+ Migo1 ® My + M1y @ Mio; +1® Miasa;. (1.44)

Pour WQSym, I'unité est donnée par le mot vide, et la counité par la projection du mot vide

sur 1 et des autres mots sur 0. Comme nous avons une bigebre graduée connexe, nous en déduisons
qu’il s’agit bien d’une algebre de Hopf.
Remarque 7. Le produit M, M, s’exprime également comme une somme des éléments d’un inter-
valle du poset défini sur les mots tassés dans le paragraphe 1.3.2.3, ot ’élément minimal (maximal)
est donné par w = wyws avec tas(wy) = u, tas(wy) = v et les lettres de w; sont toutes strictement
plus petites (grandes) que les lettres de ws.

Ezemple 42. Pour le produit Mj2; My, U'intervalle correspondant est [12133,23211].

Nous étudierons plus en détails cette algebre dans les sections 1.5 et 1.6.

1.3.3.4 FQSym
On appelle FQSym (voir [DHT02]), le sous-espace vectoriel de K{{A)) engendré par les éléments

suivants :
G,= Y w (1.45)
std(w)=0c

FQSym est aussi une sous-algebre de K{{A)). En effet, soient o et 7 deux permutations de taille
respective n et m. On a le produit suivant :

G,G, = > G,. (1.46)

YEG n4m; Y=uv
std(u)=0,std(v)=7

Dans la base des (Gy)scs, le coproduit est donné par :
A(Go)= Y G,®G,. (1.47)
o€ullv

Ezxemple 43. Pour 0 =231 et 7 =21, 0n a

G231Go1 = Gosiss + Gaaisz + Gosiaz + Gaaise + Gasiae (1.48)
+Gus132 + Gaaos1 + Gas241 + Gusozr + Gassor. ’
et pour 0 = 2314, on a
A(Gz2s14) = G2314 ® 1 + G231 ® G1 + G21 ® G12 + G1 @ G123 + 1 ® Gasia. (1.49)

Une autre base de FQSym, (F,),ce est aussi tres utilisée. Rappelons sa définition et les
différentes lois exprimées dans cette base :

F,= Y w (1.50)
std(w)=0c—1

et la loi produit est
F,F.= ) F, (1.51)

yEoT

Le coproduit, lui, s’exprime ainsi :

A(F,) = Z Fitau) © Fsta()- (1.52)

g=Uuv
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Ezemple 44. On a :

Fa31F21 = Fazisa + Faszsi4 + Fazsar + Faszar + Fasazn (1.53)
+F52314 + Frs0341 + Fs2431 + Fr4031. '
et
A(Fo314) =Fo314 ® 1+ Fo3; @ F1 + F1o @ Fio + F1 @ Foi3 + 1 ® Fazug. (1.54)

Remarque 8. 1l est possible d’interpréter ces deux produits comme des intervalles d’un ordre faible
sur les permutations. En effet, pour ¢ et 7 deux permutations de taille respective n et m, on a

oWt = [o7[n], T[n|o]r

ou [o7[n], 7[n]o]r est un intervalle de 'ordre faible droit. De méme, on a

G,G,= > G,
veloT[n],7[n]o]L
ou [o7[n], 7[n]o]r désigne un intervalle de l'ordre faible gauche.

On reviendra sur cette algebres dans les sections 1.4 et 1.5.

1.3.3.5 PBT

A partir d’'une permutation, on a vu que ’on pouvait construire un arbre en prenant par exemple
I’arbre décroissant. On se place dans FQSym, et on regroupe les permutations qui ont la méme
forme d’arbre. Ainsi, on définit :

Pr= > G,

dec(o)~T

ou dec(o) ~ T signifie que I'arbre décroissant de o est de forme T. De fagon surprenante, la
famille (Pr)7epT engendre également une algebre dont la loi produit est donnée par :

PTPT’ = Z PT//
T" €Ty, Ts)

ou [T1, T»] désigne 'intervalle de Tamari avec comme élément minimal T3, arbre obtenu en greffant
sur la feuille vide la plus & gauche de T" 'arbre T', et T élément obtenu en greffant sur la feuille
vide la plus & droite de T I’arbre T".

Remarque 9. Le coproduit ayant une description plus compliquée, nous ne donnerons pas une
expression de celui-ci. Il est tout de méme possible de le calculer : comme les éléments Pp sont des
sommes de G, il suffit donc de calculer le coproduit sur les G, puis de regrouper les éléments
pour obtenir des Pr.

1.3.3.6 Sym

Pour construire Sym, une des facons de procéder est de considérer une statistique classique sur
les permutations : les descentes. Dans ce contexte, on rappelle que ¢ est une position de descente
de o si 0; > 0;41. On considere les éléments suivants :

RI: Z Ga7
C(o)=I

ot C(o) est la composition des descentes de o définie dans la sous-section 1.2.6.
Soient I=(i1,--+ ,4,) et J=(j1, - ,js) deux compositions. On a le produit

R/R;=Ri;+Rrqy, (1.55)

oulJ= (7;17"' 77;T7j17"' 7js)7 et I<J= (i17"' 7iT+j17"' 7j8)'

Le coproduit étant un morphisme d’algebres, et Sym étant libre et engendré par (R;,)n>1, il
suffit de déterminer le coproduit sur ces éléments.

On a

AR,) => Ry ® Ry (1.56)
k=0
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1.4 Dualité des algebres de Hopf

1.4.1 Rappels sur la dualité des applications linéaires

Il est & noter que les sommes considérées peuvent étre infinies : les bases linéaires seront ana-
lytiques, et ne seront pas nécessairement des sommes finies.

Définition 1.4.1. Soit E' = P, . E\ un espace vectoriel gradué, ott les E;, sont de dimension finie.
Le dual gradué de E est défini par E* := P, oy E;;, ot pour tout entier n, on a E}; := L(E,,K). Par
abus de langage, le dual d’un espace vectoriel gradué désigne toujours son dual gradué. Soit £ = (e)

une base de E, on note £* := (e*) la base du dual gradué vérifiant

w0 Co
T e (157)
que 'on peut réécrire a I’aide du symbole de Kronecker comme
e (e') = de,ers (1.58)
ou de facon générale,
"2 S (159

Ainsi, par construction du dual gradué, on constate que d’un point de vue linéaire ces deux
espaces vectoriels sont isomorphes. Par contre, en ajoutant de la structure, comme des produits ou
coproduits, il est possible qu’ils soient assez différents.

Définition 1.4.2. Soient E et F deux espaces vectoriels gradués. Soit f une application linéaire
de E dans F. Le dual ou conjugué ou la transposée de f (noté f*) est Papplication linéaire définie
par
ft. F* — FE*
l — lof.

Rappelons la méthode classique de calculs a I’aide du crochet de dualité. Soit E un espace
vectoriel. On note : < I|x >:=[(z), ot [ est une forme linéaire sur F, et 2 un vecteur de E.

Proposition 1.4.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels gradués. Soit T un élément de L(E, F).
Pour tout x dans E, et l dans F*, on a alors :

<T(z) >=<T')]z > . (1.60)
Réciproquement, le seul opérateur A vérifiant pour tout x dans E et | dans F*
<I|IT(z) >=< A(D)|z >, (1.61)

est la transposée de T'.

1.4.2 Exemples de dualité entre algebres de Hopf
1.4.2.1 Dual de K[X]

Pour F = K[X], nous avons vu que (E,m, A, u, €, S) avec pour tous n et m des entiers positifs,

_ (xn@)xm) — lm,+m7
A = Ty (etes,
—S(z") = (=),
—e(z™) = Onpo,

est bien une algebre de Hopf. Montrons qu’en transposant les différentes lois, on munit également E*
d’une structure d’algebre de Hopf. Par linéarité, il suffit de considérer la base canonique (z™),eN
de E et sa base duale (I;);jen. Ainsi, pour tout j, n, m trois entiers on a :

<Lim(z" ® ™) >= 0 ntm. (1.62)
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Donc,
<m'(l;)]2" @ ™ >= 6 ntm. (1.63)
Ainsi, on en déduit que :
J
mt(lj) = Zlk & lj,k. (164)
k=0

De méme, transposons le coproduit. On a :

<LOLIAGRY) > = Yi_ () <Liolldboanr >
(1.65)
= (ditimn
On a donc : o
A (L ® 1) = <Zj]>li+j. (1.66)

Nous avons de plus, u = € et S = S. On peut remarquer que 'on peut identifier E* & K[z], et
que la base duale de (2™),ecn correspond en fait a (77 ),en. En effet, dans cette derniere base on a

bien : ‘ . "
A 1+7\ x'Y
—_— — = R — 1~
m(“ ®ﬂ> ( i )(i+j)!’ (167)

—k

l‘i ‘ ZZ?k ,Ii

Cette dualité est également codée a travers 'identité algébrique

et

oo

exp(zt) = Z ﬁt”. (1.69)

|
n!
k=0

Remarque 10. Il existe une théorie manipulant les séries formelles a la fois comme des formes
linéaires et des opérateurs sur les séries : le calcul ombral. Cette méthode, formalisée entre autres par
Rota et Roman ([RR78]), donne un outil puissant de calcul, simplifiant certaines démonstrations, et
expliquant de maniere rigoureuse certaines manipulations “douteuses” que ’on effectuait au X7.X¢
siecle. On pourra consulter [KRY09] pour une étude complete, et [Ges03] pour quelques applica-
tions.

1.4.2.2 Dual de K{A))

Soit A un alphabet fini. Nous avons vu que (K{A),m, A, p, €) est une bigebre graduée connexe
ol m est la concaténation, A le deshuffle,  une application vérifiant (1) = € (mot vide), et €
Papplication vérifiant €(w) = 4. Or, dans le cas des bigebres graduées connexe, 'antipode existe
automatiquement. Nous avons donc une algebre de Hopf. Soit (w*),e 4+ la base duale de (w)yea+.
Déterminons les transposées des différentes lois. Il est clair que p et € sont duales 'une de l'autre.
Calculons m®. Soient u, v, w trois mots. On a :

<m'(u*)|v @ w >=< u*|mv@w) > . (1.70)

Donc :
<m'(u) v @ w >=< u*|vw >= Gy - (1.71)

On en déduit que

mt(u*) = Z vt @w". (1.72)

u=vw

L’opérateur m! est donc la déconcaténation.
Dualisons le coproduit A. Soient u, v, w trois mots. On a :

< A'(u* @ v*)|w >=< u* @ v*|A(w) > . (1.73)
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On a donc :
< A'(u* @ v*)|w >= Z Cot 20y 0y O s - (1.74)

wEw Ww2

ol ¢y est la multiplicité de w dans le shuffle de w; et wa, et ol 'indice wy LW ws de la somme
désigne de fagon abusive ’ensemble des mots apparaissant dans le shuffle. On en déduit alors que

Al(u* @ v*) = Z cwt (1.75)

weullv

et donc A? est en fait le produit de shuffle sur les mots.
Ainsi, I'algebre de Hopf duale est ’algebre des mots munie du produit de shuffle et du coproduit
de déconcaténation.

1.4.2.3 Dual de FQSym

Etudions plus en détail la dualité de FQSym. En effet, a partir de celle-ci, on retrouve celles
de nombreuses sous-algebres et algebres quotients. On se donne la base (G,)sece. Notons (pour
I'instant) sa base duale (G*),ee. Dualisons le produit. Pour tout -, o et 7 des permutations, on
a:

<Gm(Gy ® G,) >= > <GIG, >. (1.76)
std(u):l/:usit)d(v):‘r
On en déduit

<m'(G2) |G, ®G, > = 1 siy=uw,avecstd(u)=o etstd(v) =7

= 0 sinon (1.77)
On a donc
m' (G}) = Z Glagu) @ Giaq)- (1.78)
y=uv
Transposons le coproduit. Soient o, T et «y trois permutations, on a :
<G;®GIA(G,)>= Y <G;®GIG,®G,>. (1.79)
yEulv
Ainsi,
t * * _ . —
<A (GEGHI|IG,> =1 siy€owr (1.80)
= 0 sinon
On a donc
AN Gy GH = Y G (1.81)
YyEoLT

On peut identifier la base (G%),ce a la base des (Fy)secs, ot Fy, = G,-1. En effet, le produit
et le coproduit dans la base (F,),ce sont exactement les mémes que ceux de la base (G%)ses-
Ainsi, le dual de FQSym est lui-méme, et 'isomorphisme est explicite : on envoie G, sur F,.

On peut a l'aide de bilettres, établir une identité algébrique codant cette dualité. Soient deux
alphabets A et B (non commutatifs) totalement ordonnés, tels que les bilettres (‘g) commutent
entre elles. Etant donné un bimot, il existe (au moins) deux facons simples de le trier : on le trie

dans 'ordre lexicographique en privilégiant la premiere ou la deuxieme composante.

Ezxemple 45. Siw = (Cad“b“edc), en triant dans 'ordre lexicographique en privilégiant la premiere

adccfafdd
ligne, on obtient
aaabcedde
= . 1.82
v (acdfadcdf) (1.82)

Si on privilégie d’abord la deuxieme ligne, on obtient

acadacdbe
= . 1.
v <aaccdddf f > (1.83)
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On note [w] := (Zi‘fi}isgfsj), le bimot obtenu en gardant en premieére composante la premiere ligne

du deuxieme tri, et en deuxieéme composante la deuxieme ligne du premier tri. En standardisant la
deuxieme ligne, on obtient o = 135826479. En standardisant la premiere ligne, on a 7 = 152736849.
On peut constater que 7 = o~ !. Il s’agit en fait d’un résultat général.
Proposition 1.4.4. Soit w un bimot sur deux alphabets totalement ordonnés. Soient respective-
ment u = (Z;) etv = (5;) les mots obtenus en ordonnant w par ordre lexicographique en privilégiant
la premiére (deuxiéme) ligne. On a alors :

std(vy) = std(ug) .

Théoréme 1.4.5. Soit A et B deux alphabets totalement ordonné, soit A x B l’alphabet commu-
tatif des bilettres constitué de couples (a,b) avec a dans A et b dans B, alors on a :

1

11 | > Go(AFq(B), (1.84)
gy W] o

Remarque 11. Pour une étude complete de I'identité précédente, on pourra lire [DHNT11]. I est
possible de généraliser le procédé précédent au niveau de WQSym/WQSym”™.

1.5 Réalisation polynomiale

Un des premiers points dans la théorie des algebres de Hopf combinatoires est de vérifier quun
sextuplet A := (B, m, A, p,¢,S) est bien une algébre de Hopf. Dans une approche classique, on
vérifierait une a une toutes les conditions. Par une méthode appelée réalisation polynomiale, nous
déplagons le probleéme : nous cherchons un morphisme ¢ d’algebres injectif de I’algebre A dans une
algebre de mots. L’'image ¢(A) est donc une sous-algebre de polynémes. Or, les propriétés comme
I’associativité du produit, la coassociativité du coproduit sont stables par sous-ensembles. Elles
sont donc vérifiées pour ¢(A) qui est isomorphe a A. Elles le sont donc aussi pour A.

1.5.1 Reéalisation polynomiale d’algebres

Soient A := (E, m) une algebre et B une base de E. Considérons une injection linéaire R de A4
dans une algébre de mots sur un alphabet A comme K{A)) munie du produit de concaténation.
Pour b et ¢ deux éléments de 3, nous avons

mb@c) =Y afd, (1.85)
deB

ot les afl, sont des coefficients & valeurs dans K. Grace au plongement R, les éléments R(b) et R(c)
étant des sommes de mots, le produit R(b)R(c) a un sens dans K({A). Si on a

RO)R(e) = Y af.R(d), (1.86)
deB

pour tous les couples (b, c) de B2, I'application R est un morphisme d’algebres de A vers K{(A)).
En effet, d’un c6té nous avons

R(m(b®c) =R (Z agcd) = ai.R(d), (1.87)

deB deB

et de autre

R(b)R(c) =Y _ a.R(d). (1.88)
deB
D’oit
R(be) = R(b)R(c). (1.89)

Par injectivité de R, 'algébre A est isomorphe & une sous-algebre de K{{A)). Or, une sous-algebre
d’une algebre associative est associative donc A est associative.

Grace a la réalisation polynomiale R, nous ne montrons pas de maniere directe ’associativité
de A. Nous la déduisons par isomorphisme & une sous-algebre de K{(A)). Ainsi, le probléme “prouver
que lalgebre A est associative” s’est modifié en “trouver une réalisation polynomiale de A”.
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Ezemple 46. Considérons I’algebre A := (vect(S),*), ou

O*T = Z v, (1.90)

=uv,
std(u)=o,std(v)=71

pour o et 7 deux permutations.
Montrons 'associativité de la loi * en exhibant une réalisation polynomiale de A.
Soit A un alphabet infini totalement ordonné. Soit o une permutation, on définit

G,= > w (1.91)
weA*
std(w)=0o

Les G, sont alors des éléments de K({{A). Pour o et 7 deux permutations de &, nous observons
que
G,G, = > G,. (1.92)
y=uv
std(u)=0o,std(v)=1
En effet, les mots w = uv apparaissant dans le produit sont exactement ceux qui vérifient std(u) = o
et std(v) = 7. Comme std(w) = u'v’ est la permutation ayant exactement les mémes inversions
que w, v’ ales mémes inversions que u et v" a les mémes inversions que v. En particulier, std(v') = o
et std(v') = 7.
Ainsi, I'application
R: 6 — K({A4)

o — G, (1.93)

est une réalisation polynomiale de A. Celle-ci est appelée FQSym.

Ezemple 47. Considérons 'algebre A := (vect(MT),*") ol

ux v = Z w, (1.94)

W=wiwsz
tas(wi)=u,tas(ws)=v

pour tout couple de mots tassés (u,v).
nous allons montrer que I’algebre A est associative en lui trouvant une réalisation polynomiale.
Soit A un alphabet totalement ordonné. Posons

M, = Y w (1.95)

weA™
tas(w)=u

Pour u et v deux mots tassés, nous constatons que

M, M, = > M,,. (1.96)
tas(wli)l)::'tf,];;us%wz):v

En effet, les mots w = wyws du produit M, M, sont exactement ceux qui vérifient tas(wi) = u
et tas(wy) = v. Or, le tassé w’ = wjw} est le mot qui substitue chaque lettre de w par des entiers,
en conservant leur nombre d’occurrence et leur ordre par rapport aux autres lettres. Donc wq et w}
ont le méme tassé, et il en est de méme de wy et wh. Dot tas(w)) = u et tas(wh) = v.
Ainsi, I'application
R: MT — K(A)

M (1.97)

est une réalisation polynomiale de A. Elle est appelée WQSym.

Remarque 12. 11 suffit pour une réalisation polynomiale d’algebre de I'expliciter pour un alphabet.
Les réalisations polynomiales de cogebres nécessitant plusieurs alphabets, d’autres hypothéses sont
a ajouter pour les obtenir.
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1.5.2 Reéalisation polynomiale de cogebres

Notons (x) la propriété “étre infini et totalement ordonné”.
Soient (C,A) une cogebre et B une base de C. Supposons que 1’on dispose d’un algorithme P
prenant en argument un alphabet A vérifiant la propriété (x) et produisant une application sur-

jective
PA . A* — B

w  —> Pa(w), (1.98)

on définit alors un procédé R prenant en argument un alphabet A vérifiant (%) et construisant

Ra: B — K(4)
b X ues w (199
PA(’LU):b

que l'on étend par linéarité a C. Soient A et B deux alphabets vérifiant (). En imposant aux lettres
de A d’étre plus petites que les lettres de B, I'alphabet A + B vérifie alors la propriété (x). Ainsi,
pour tout élément b de B, la somme R4 p(b) existe dans algebre K{(A+ B)). Or, nous savons que
modulo la commutation entre les lettres de A et de B, algebre K{(A+ B)) s’identifie naturellement
a K{A) QK({B)). Ainsi, R4y (b) peut étre vu comme un élément de K{A) @ K{(B)), ce qui permet
de définir un coproduit sur les éléments de R4(C) par

A (Ra(c)) == Rasalc) (1.100)

pour tout ¢ appartenant a C.
Soit b un élément de B. En utilisant les notations de Sweedler, nous avons

Ab) = by @ ba). (1.101)
(®)

Donc la combinaison linéaire

> Ralb)) ® Rp(b) (1.102)
®)

existe aussi dans K({A)) @ K{(B)). Si nous avons 1'égalité
Rapp(b) =Y _ Ral(bu)) ® Rp(b) (1.103)
(b)

pour tous alphabets A et B vérifiant (x) et b appartenant & B, le procédé R est alors une réalisation
polynomiale de la cogebre C.

Proposition 1.5.1. Soient (C,A) une cogébre munie de la base B, R une réalisation polyno-
miale de C construite a partir de Ualgorithme P et A un alphabet vérifiant (x). Alors Ra réalise
un isomorphisme de cogébre entre C et Ra(C). En particulier, la loi A est coassociative.

Démonstration. On rappelle que le coproduit A’ sur R4(C) est donnée par :
A" (Ra(v)) = Raya(v), (1.104)

ou v est un élément de C.

L’application P4 étant surjective, pour tout b appartenant & B, la somme R 4(b) est non nulle.
Comme un mot w est un terme d’un unique R4 (b), on en déduit U'injectivité de R 4.

Soit b un élément de B. D’une part nous avons :

(Ra @ RA)(A®) = 3" Ralby) © Ralbea). (1.105)
D’autre part, grace a I’hypothese “étre une réalisation polynomiale” 1’égalité

Raya(b) = ZRA(b(l)) ® Ra(b)) (1.106)
(b)

est vérifiée. Ainsi,
(Ra® RA)(A(b)) = Rata(b) = A" (Ra(D)). (1.107)
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Par linéarité, ’égalité est vérifiée pour tout élément ¢ de C. Ces deux cogebres sont donc isomorphes.
Montrons la coassociativité de la réalisation polynomiale. Soit b un élément de B. D’un coté,
nous observons que

(Id® A") o A" (Ra(b)) = (Id®A")(Rat+a(b))
= Rarara(b) (1.108)
= Rayara(b),
de l'autre,
(A’®@Id)o A’ (Ra(b)) = (A'®@Id)(Rata(d))
= Rata)+a(b) (1.109)
= Ratata(b),
d’ol1 la coassociativité de A'. O

Ezemple 48. Considérons la cogebre C := (vect(&),A), ou le coproduit d’une permutation o est
défini par :

Alo):= Y u®v, (1.110)

Pour construire FQSym, ’algorithme P correspond a la standardisation, P4 est la standardi-
sation des mots sur l'alphabet A et

Ra(0) =Go(A) = > w (1.111)

weEA™
std(w)=0c

Pour avoir un coproduit, nous avons vu qu’il faut considérer deux alphabets A et B, prendre leur
somme A + B et appliquer la réalisation R avec I’alphabet A + B. Or, ceci n’est possible que
si A+ B est totalement ordonné. Nous considérons alors ’alphabet A + B, ou tout élément de B
est plus grand que tous les éléments de A. Ainsi,

G,(A+B)= Y w (1.112)

we(A+B)*
std(w)=0c

est un élément de K{(A + B)). Or, nous avons identifié K{A + B)) & K{A)) ® K{(B)) et nous
constatons que
G,(A+B)= ) Gu(A)®G,(B). (1.113)

oEullv

En effet, soit w un terme de G, (A 4 B). Notons w4 (resp. wyp) le sous-mot de w obtenu en
gardant uniquement toutes les lettres de A (resp. B). Les lettres de A étant toutes plus petites que
les lettres de B, la standardisation a d’abord lieu pour le sous-mot w4 puis pour le sous-mot w)p.
Ainsi, o appartient & std(wj4) [l std(w)z). Réciproquement, soit w un mot tel que o appartienne
a std(w)4) Wstd(w) ). Comme les lettres de A commutent avec celles de B, les mots que I'on peut
obtenir sont les mots de w4 W w|p. Les lettres de B étant plus grandes que celles de A, nous
avons :

std(wy4 Ww ) = std(w4) W std(w) ). (1.114)

La permutation o appartenant a std(w4) i std(wg), on en déduit quil existe un élément de
I'ensemble w| 4 W w|p ayant comme standardisé o.
Il en résulte que la standardisation permet de construire une réalisation polynomiale de C.

Remarque 13. La propriété (x) peut étre remplacée par des propriétés plus générales. D’ailleurs,
nous considérons dans le paragraphe 1.6 une variante des réalisations polynomiales présentée dans
ce paragraphe.

1.5.3 Réalisation polynomiale de bigebres

Soit un triplet A := (E,m,A) ou E est un espace vectoriel, m un produit sur B et A un
coproduit sur E et une base B de E. On suppose que 'on dispose d’un algorithme P permettant
la réalisation polynomiale de A pour sa structure de produit et de coproduit. Soit A un alphabet
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sur lequel on construit une réalisation polynomiale de A. Par abus, nous considérons que m et A
sont des lois sur la réalisation polynomiale. Pour un élément b de B3, nous avons :

Ra(b)= > w (1.115)
weA"
Pa(w)=b

Les lois m et A sont respectivement associative et coassociative grace a la réalisation polynomiale.
Pour que A soit une bigebre, Il est nécessaire de vérifier que A est bien un morphisme d’algebres
entre A et A ® A. Soient b et b’ deux éléments de B. On a :

A(RD)RY)) =) ey A(R(d)). (1.116)
d
Mais
Dy AR) =y Rara(d) = Raya(b)Rara(t)). (1.117)
d d

Autrement dit, A est bien un morphisme d’algebres.

Alinsi, en trouvant une réalisation polynomiale pour A = (E, m, A) qui fonctionne & la fois pour
la structure de cogebre et d’algebre nous en déduisons qu’il s’agit en fait d’une bigebre associative
et coassociative.

Exemple 49. On reprend les lois des exemples 46 et 48. Ainsi, nous considérons le triplet
A = (vect(8),*, A). (1.118)

Nous avons vu qu’a partir de la standardisation, nous obtenons une réalisation polynomiale qui
fonctionne & la fois pour la structure de produit et de coproduit. Il en résulte que A est une bigebre.

Remarque 14. Dans les axiomes pour les algebres de Hopf, il faut aussi une unité, une counité, et
une antipode. Les deux premieres existent car sont présentes pour les algebres de mots. Concer-
nant 'antipode, la plupart des bigebres que I'on étudie étant des bigebres graduées connexes, son
existence est elle aussi assurée.

1.6 Compléments sur WQSym et WQSym”*

De nombreuses algebres de Hopf peuvent étre vues comme des sous-algebres, quotients ou
généralisations de WQSym™, le dual de WQSym (cf. paragraphes 1.3.3.3 et 1.4). Précédemment,
grace aux réalisations polynomiales nous montrons de maniere indirecte qu’une algebre est bien
de Hopf. Inversement, il est possible de construire des algebres de Hopf a partir des réalisations
polynomiales. Ainsi, les composés partitionnels qui sont des classes combinatoires, indexent des
bases d’algebres de Hopf. Pour obtenir ces algebres, il nous est nécessaire d’exhiber une réalisation
polynomiale de WQSym™. Mais d’abord, rappelons la bijection entre mots tassés et compositions
d’ensembles. En effet, elle nous sera utile pour donner des descriptions simples de certaines lois
produits ou de coproduits.

1.6.1 Mots tassés et compositions d’ensembles

La bijection entre mots tassés et compositions d’ensembles est définie par :

¢ MT — PO

. . . 1.119

Ezemple 50. Pour u = 1132123, on a ¢(u) = {125}{46}{37}.

1.6.2 Réalisation polynomiale de WQSym*

En dualisant les lois de produit et de coproduit de la base (M, )uem7 de WQSym, pour u
et v deux mots tassés, on obtient :

M;M; = > M, (1.120)

wEullv
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et

A (MZ) = Z M:as(v) ® M:as(w)' (1121)
U=vw
On va maintenant construire une algebre de séries formelles dans laquelle on peut trouver des
éléments ayant les mémes lois de produit et de coproduit que la famille (M), c 7
Soit A un alphabet totalement ordonné, on note Pf(A) 'alphabet

(B C A, |B| < oo} (1.122)

Autrement dit, les lettres de Pf(A) sont les parties finies de A. Le standardisé partitionnel d’un
mot sur Pf(A) est la composition d’ensemble obtenue par le procédé suivant :
— On ordonne chaque bloc par ordre croissant.
— On initialise ¢ a 1.
— Tant que 'on n’a pas remplacé toutes les lettres :
— on lit le mot de gauche a droite sans se soucier des accolades, et on remplace la plus
petite lettre non remplacée la plus a gauche par 1,
— on incrémente ¢ de 1.
— On retourne la partition ordonnée obtenue.
La partition ordonnée d’ensemble obtenue est appelée standardisé partionnel du mot initial.

Ezemple 51. Siw = {a b d}{a c}{d e}, alors
stdP(w) = {1, 3, 5}{2, 4}{6, 7}. (1.123)

Pour obtenir une réalisation polynomiale de WQSym™, I’algorithme P utilisé est la standardi-
sation partitionnelle qui prend en argument un alphabet de la forme Pf(A) o A est un alphabet
infini totalement ordonné et qui construit

Pa: PEA)} — PO

0 s stdP(Q). (1.124)

Pour toute composition d’ensemble I, nous définissons les sommes suivantes dans K({(Pf(A)) :

®;(A) == Rpga)(I) = Z J, (1.125)
JEPf(A)*
stdP (J)=1I

et constatons que pour I et I’ deux compositions d’ensembles, I’égalité

(AP (A) = ) ®;(A) (1.126)
J=KL
stdP(K)=1I
stdP(L)=I"

est vérifiée.

Démonstration. Soient respectivement P et @ un terme de ®; et de ®5,. Notons J le standardisé
partitionnel de PQ. La composition J se factorise de fagon unique sous la forme KL, avec K de
méme taille que P et L de méme taille que Q). Or, K et P ont dans le méme ordre des blocs de
méme cardinal, et les inversions (en oubliant les accolades) de K et P sont les mémes. Donc ils ont
le méme standardisé partitionnel. Le raisonnement précédent fonctionne également pour @ et L.
Ainsi, stdP(K) = I et stdP(L) = I'. Réciproquement, soit R un terme de ®;, avec J = KL
et stdP(K) = I et stdP(L) = I'. Donc R se factorise sous la forme R = R'R”, avec R’ de méme
taille que K et R” de méme taille que L. On constate alors que les blocs ordonnés de R’ et K sont
de méme cardinal. Or, R’ et K (sans les accolades) ont les mémes inversions. Il en découle qu'’ils
ont le méme standardisé partitionnel. Le raisonnement est identique pour R” et L. O

Proposition 1.6.1. Soient u et v deux mots tassés. Alors

¢ (ulv) = > P. (1.127)

P=QR
stdP(Q)=¢(u),stdP(R)=¢(v)
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Démonstration. Soient respectivement u et v deux mots tassés de longueur n et m, et w un terme
de u W v.

Le mot w représente alors une application surjective f ot il existe une unique partition {A, B}
de {1,...n+m} avec A={a; < --- < ap}et B={b <+ < by} telle que pour tout i compris
entre 1 et n, et 7 compris entre 1 et m, on a :

flai) = ui, (1.128)
et
f(bj) = v; + max(u). (1.129)
Nous savons que la composition d’ensemble ¢(w) est égale a
FEOHR) - 7 (max(w). (1.130)

Or, les lettres de u sont plus petites que les lettres de v[max(u)]. Donc les max(u) premiers blocs
de ¢(w) correspondent aux images réciproques des valeurs de u. Ainsi, 'élément

P=f"11)--- ! (max(u)) (1.131)

est une partition ordonnée de A. Comme 'égalité (1.128) est vérifiée pour tout entier i compris
entre 1 et n, nous en déduisons que stdP(P) représente I'application g qui a l’entier i compris
entre 1 et n associe u;. Autrement dit, stdP(P) = ¢(u). Le raisonnement est similaire pour

Q = fH(max(u) + 1) --- f~!(max(u) + max(v)) (1.132)
avec B.
Réciproquement, soit P = QR une composition d’ensemble telle que
stdP(Q) = ¢(u),
stdP(R) = o(v). (1.133)

L’élément P représente une application surjective g sous la forme :
97 M)y (2) g7 (k) (1.134)
ou k est le nombre de blocs de P. Le facteur @ est aussi une partition ordonnée d’un ensemble
A={a; <---<ap} (1.135)
Comme stdP(Q) = ¢(u), pour tout ¢ compris entre 1 et n, on a :
g(a;) = u;. (1.136)

De la méme maniére, le facteur R est une partition ordonnée B = {b; < - -+ < by, } telle que pour 4
compris entre 1 et m, on a :
g(b;) = v; + max(u). (1.137)

En représentant g sous la forme g(1)---g(n + m), nous en déduisons que g est un élément de
I’ensemble « @ v. O

Ainsi, en appliquant la bijection entre compositions d’ensembles et mots tassés, on retrouve la
loi produit de la base (M?),em7-

Les lois de coproduit provenant de réalisations polynomiales se construisent généralement a
I’aide du dédoublement d’un alphabet. Or, dans notre contexte, il est possible de dédoubler 1’al-
phabet A ou l’alphabet Pf(A). Nous allons montrer que dédoubler A est suffisant, ’autre possibilité
étant obtenu par une spécialisation de parametres a définir. Dans les réalisations polynomiales de
cogebres, nous avons identifié K{(A+ B)) a K{(A4)) ® K{(B)) grace a la commutation des lettres de A
avec les lettres de B. Autrement dit, nous avons effectué le quotient de K{A + B)) par I'idéal Z
engendré par les relations :

ab = ba, (1.138)

pour tout couple (a, b) appartenant & A x B, et montré que ce quotient est naturellement isomorphe
a K{(A)) @ K(B)).
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Dans notre situation, pour A et B deux alphabets totalement ordonnés, il faudrait pouvoir iden-
tifier de maniere simple les éléments de K(Pf(A+ B))) & des éléments de K(Pf(A4))) @ K(Pf(B)).
Définissons les relations suivantes :

{ag, -5 ap}{r, - by = {bi,-o, bif{ar, -, anl,

(1.139)
{a17"' , Ak, bla"'bl} = tk},l{ala"' 7ak}{b17"' 7bl}
pour k, I > 1, t;; des indéterminées, et ai, - ,ar et by, -+ ,b; des lettres respectivement de A
et B. On pose également :
to,n = tn,0 = 1, pour tout n dans N. (1.140)

Proposition 1.6.2. Soient A et B deux alphabets, l'idéal T de K{Pf(A + B))) engendré par les
relations (1.139) et Iz la projection de K{Pf(A+ B))) sur K{(Pf(A+ B))/T.
Alors les algebres K{Pf(A+ B))/Z et K{Pf(A))) @ K(Pf(B))) sont isomorphes.

Démonstration. Définissons le morphisme d’algebres IT de K{(Pf(A+B))) vers K{Pf(A)) K ({(Pf(B))
par :

I ({ai,---,ar}) = {a1-,a:} @1,
H({b1~'~ ,bl}) = 1®{b1"' ,bl}, (1.141)
H({ala"' aakabla"' ’bl}) = tk,l{alv"’ >ak}® {blv"' 7bl}>
pour k, I > 1, t; des indéterminées, a1,--- ,ax et by, - ,b; des lettres respectivement de A et
de B. Montrons que l'idéal 7 est égal au noyau de II. Constatons que les éléments de la forme
{ala T ak}{b17 R bl} - {bla R bl}{ah Tty a/k)} (1142)
et de la forme
{a'lv sy Ak, b17 e bl} - tk,l{a'17 e 7ak}{b17 e abl} (1143)
pour k, I > 1, t;; des indéterminées, et a;,--- ,a; et by,---,b; des lettres respectivement de A

et B, sont dans le noyau de II. Par conséquent, I'idéal engendré par ces éléments, c’est-a-dire Z est
inclus dans le noyau de II.

Réciproquement, soit P un mot sur Pf(A 4+ B). Montrons par récurrence que sous les regles de
réécritures (1.139), il est équivalent & un mot de la forme QR ot @) est un mot sur Pf(A), R un mot
sur Pf(B) et o un produit d’indéterminées. Pour P de longueur 1, le cas P = {ay,--- ,ag, b1+ , b}
résulte d’'une des regles de réécriture. Supposons que l'on ait montré la propriété pour les en-
tiers inférieurs & n—1. Soit P = P;--- P, un mot sur l'alphabet Pf(A + B). Alors en appli-
quant la récurrence au mot P; - -- P,, nous en déduisons que P est équivalent & un élément de la
forme aP;QR, ol « est un produit d’indéterminées, @@ un mot sur l’alphabet Pf(A4) et R un mot
sur 'alphabet Pf(B). Si P; est un bloc de lettres de A, nous avons la proposition au rang n. Si P;
est un bloc de lettres de B, le mot se réécrit alors a@Q Py R. Sinon, on applique la troisieme relation
de (1.139), et on fait commuter le bloc de B. Dans tous les cas, la proposition est vérifiée au rang n.

Constatons que II restreinte a

S :=vect(PQ, P € Pf(A)*, Q € Pf(B)") (1.144)

est bijective. En effet, les éléments P(Q forment une base de S et sont envoyés sur les P ® @ qui
forment une base de K(Pf(A))) @ K{(Pf(B))). Il en résulte que S est un supplémentaire du noyau
de II.

Soit P un mot de Pf(A + B)™. Nous avons vu qu’il admet un équivalent sous les relations (1.139)
de la forme aQR, avec Q un mot de Pf(A)* et R un mot de Pf(B)". Donc, P—aQR appartient & Z.
Or, aQR est dans S. Comme P = aQR+(P—a@R), on en déduit que S et Z sont supplémentaires.
Mais S est aussi supplémentaire au noyau de II qui contient Z. Par conséquent, ce noyau est égal
a Z. On conclut par passage au quotient

K{Pf(A + B)))/Z ~ K{(Pf(A))) @ K(Pf(B)). (1.145)

O
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Soient A et B deux alphabets totalement ordonnés, Z I'idéal de K{(Pf(A + B))) engendré par
les relations (1.139), IIz la projection de K{(Pf(A + B))) sur K{(Pf(A + B)))/Z et I un élément
de PO. Comme ce quotient est isomorphe & K{(Pf(A))) @ K(Pf(B))), I'élément II7(P;(A+ B)) est
bien défini dans K{(Pf(A))) @ K(PL(B)).

Soit I une composition de I'ensemble {1,---,n}, on note I}; ;; le mot obtenu en restreignant [
aux lettres comprises entre i et j.

Ezemple 52. Pour I = {1,2}{4,6,7}{3}{5}, on a Ij3 5 = {4,6}{3}{5}.

Proposition 1.6.3. Soit I = I115--- I un élément de PO(n), alors le coproduit de ®; se décrit
comme suit :

n
A(®r) = sz@luyi] Q@ PstaP(1(; 41 0)5 (1.146)

i=0

0l Wi = H?:l L) aTe WIS TR STERT Mot WIS TR
Démonstration. Soient I = I - -- I;, appartenant & PO(n) et J un terme de ®;(A + B). La com-
position J contient n lettres de A + B réparties dans les J,. Notons ¢ le nombre de lettres de A
apparaissant dans J. Comme les lettres de B sont plus grandes que les lettres de A, lorsque I'on
applique la standardisation partitionnelle a J, les lettres correspondant respectivement a un en-

tier j < @ (j > ¢) seront des lettres de A (de B). En appliquant & J, les relations (1.139), on
obtient :

Uz (Jp) = t5,n41,17,0B|Ipla - Jp|B; (1.147)
ou Jp|c est la restriction de J;, a I'alphabet C. On en déduit que
k
Hz(J) = H t17,n Al 7,nB|IplA * Jp|B- (1.148)
p=1

Or on a stdP(J) = I, stdP(Jja) = I|j1 4 et stdP(Jjp) = stdP(I|j;41,,). Ainsi, IIz(J) est un
terme de Wi(I)II{l,-A- 4l q)sth(I‘{i+ly._. ) ol w; = Hp:1 t|1pm{1,--- A = LN {1, i} -

Réciproquement, soient un entier ¢ compris entre 1 et n, et w; P - @ un terme de la som-
me w;Pr1,... 4} -@Stdpul{iﬂ‘m ) Les regles de réécriture autorisées sont de permuter un bloc de
lettres de A avec un bloc de lettres de B, ou de fusionner un bloc de taille k£ de lettres de A avec
un bloc de taille [ de lettres de B avec disparition du coefficient ¢; ;. Nous savons que P est une
composition d’un ensemble {a; < -+ < a;} de lettres de A. De méme, ) est une composition d’un
ensemble {b; < -+ < b,—;} de lettres de B. Notons respectivement Ni, Ny et N le nombre de
blocs de P, @ et I. Appliquons alors 'algorithme suivant pour constituer une composition J de
lensemble {a,--- ,a;,b1,--+ ,by,_;} de sorte que stdP(J) =1 :

— On initialise r 2 1, s a 1, k a 1 et le mot J au mot vide.

— Tant que r < Ny +lous< Ny+1:

— Si le k°® bloc de I ne contient que des valeurs inférieures a i :

— J=JP.;
—r=r+1;
— Si le k° bloc de I ne contient que des valeurs strictement plus grandes que i :
- J:JQS;
— s=s54+1;
— Sinon :
— J=J(PUQy);
—r=r+1;
— s=54+1;
— k=k+1;

— retourner J.
Ainsi, w; Py - Py est bien un terme de IIz(®;(A + B)).
O

En appliquant la bijection entre compositions d’ensembles et mots tassés, on obtient une for-
mulation simple de ce coproduit. Soit u un mot tassé de longueur n a k lettres, alors

k
A(Nu) = Z <Htv|i,wi> Ntas(v) ® Ntas(w)a (1149)

u=vw \i=1
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ol (I)¢(u) = Nu

Remarque 15. En prenant t;; = 1 pour tous k et [ entiers positifs, on retrouve le coproduit de
déconcaténation de (M%), cm7 de WQSym™, c’est-a-dire :

A(Nu) = Z Ntas(v) ® Ntas(w)- (1.150)
u=vw
Si on spécialise les t; = 0 pour tous k et [ des entiers strictement positifs, on retrouve le cas du

dédoublement d’alphabet Pf(A), et on obtient pour w un mot tassé :

A/(Nu) = Z Ntas(v) b Ntas(w)7 (1151)
U=vw
Vnw=0
ol V et W sont respectivement les ensembles des lettres de v et de w.
En traduisant cette loi a travers la bijection ¢, nous constatons que pour toute partition or-
donnée I le coproduit est défini par :

N@)= Y ;00 (1.152)
I€JWK[|J]]

ou K[|J]] est la composition obtenue en décalant toutes les lettres a I'intérieur des blocs du cardinal
de U;J;, et ol le shuffle a lieu entre les blocs de J et de K[| J]].

1.6.3 WQSym" coloré et composé partitionnel

Un des aspects de la combinatoire est de donner la raison pour laquelle certaines formules
faisant intervenir des séries a coefficients entiers positifs donnent encore des séries a coefficients
entiers positifs. Par exemple, si les dérivées successives de f prises en 0 sont des entiers positifs, il
en est de méme pour

g :=exp(f), (1.153)

et
1

9=1"5

Or, certaines séries de ce type ont un relevement dans d’autres algebres. On peut alors se de-
mander si les identités admettent elles aussi une généralisation dans ces algebres. En manipulant
une généralisation de WQSym”™, nous retrouvons les explications concernant les identités (1.153)
et (1.154), celles-ci ayant déja une description combinatoire appelées composé partitionnel abélien
et composé partitionnel ordonné. De plus, de nouvelles algebres apparaissent naturellement a tra-
vers ces constructions.

Soit Y un ensemble et A un alphabet totalement ordonné. On définit ’alphabet

. (1.154)

Z(Y,A) := {(Z>| weY*, P=P- < Py, P € Pf(A)} , (1.155)
I’ensemble
Hp(Y) = {<z>| weY™, P =P - Py GPO}, (1.156)

et les éléments <I>(w) par :
P

w
() 1= > (J) (1.157)
(W)ez(v,4)",
stdP(J)=P
pour () appartenant & Hp(Y).
L’algorithme P permettant la réalisation polynomiale des (®,),cpp(y) Prend en argument les
alphabets de la forme Z(Y, A), avec A totalement ordonné et construit une application surjective

Pa: Z(Y,A) — Hp®Y)
(1.158)
(5) — (stdg(Q))'
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Ezemple 53. Si A=N*Y = {2,5,7}, et P ={2,3}{4,6,7}{5}{1}, alors

( 2 2 7 5)
{35} {5,7,9% {5} {1}
est un terme de (I)(‘;)'

w

Pour plus de lisibilité, on pourra réécrire ( J) sous la forme ( wry

I

Wy
I, )"

Ezemple 54. L’élément

( 2 2 7 5)
3,5} {5,7,9r {5p {1}

’ 7 . 2 2 7
se réecrit ( 35 | 579 | 5

5
1)

Constatons que pour tout couple ((;), (é’?)) de Hp(Y)?, I'égalité
(1) ®(3) = > Py (1.159)
R=IJ
stdP(I)=P, stdP(J)=Q

est vérifiée, les arguments de la preuve de 1’équation (1.126) étant encore valides pour cette identité.

Exemple 55. SiY = {y1, -+ ,Yn, - }, pour u égal & ( Ys

y*)etvégalé(“),ona:

23] 1 1
@uq)v:@(gg yf Zi;‘)—’_@( gi yls Z{?)-l-q)(gi yls 926>+(I)(§i y; yf’) (1.160)

#(Y)

On appelle cette algebre WQSym . Désormais, nous supposons que les lettres y de Y ont

un poids A(y), entier strictement positif.

Définition 1.6.4. Soit Y un alphabet tel que chaque lettre y de Y ait un poids A(y) entier stric-
tement positif. Soit w = wq - - - wy mot de Y*. Une composition d’ensemble I = I --- I, d'un in-
tervalle [1, E1gigk A(7)] est dite w-compatible, si pour tout ¢ appartenant a [1, k], on a |I;| = A(7).

L’ensemble CPO(Y) := {(7}’) € Hp(Y')| I w-compatible} est appelé composé partitionnel ordonné
de Y.

Proposition 1.6.5. L’ensemble A(Y) = vect (F) avec F = ((I)(";))(";)eC'PO(Y) est une sous-
algebre de WQSym* )

Démonstration. Soit ((}é,)7 (Z?)) un couple CPO(Y)2. Nous savons que
NORD D DR ) (1161)
R=IJ
stdP(I)=P, stdP(J)=Q

Soit CIJ(%) un terme de la somme. Comme R = I.J, avec stdP(I) = P et stdP(J) = @, nous en
déduisons que les blocs de I (resp. de J) sont de mémes tailles que les blocs de P (resp. Q). Or,

uv

le poids de u; (resp. v;) est la taille du bloc P; (resp. Q;). On en déduit que (R) est un élément
de CPO(Y). Donc 2A(Y) est bien une sous-algébre de WQSym* (¥, O

Ainsi, le couple A := (vect(Hp(Y),*) ou la loi % est définie pour tout élément ((3), (5))

de Hp(Y') par :
B)@= = (%) @

stdP(I)=P,stdP(J)=Q

est bien une algebre associative.
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1.6.3.1 La projection p

On consideére la relation d’équivalence “avoir les mémes permutés” (notée ~) sur les éléments

de CPO(Y). Autrement dit, (“I’H?jlm’“) est équivalent & (}’lllljj"_'_'_‘lljfk) s’il existe une permutation

wa(1)|wa(2) cee wa(k)) _ (U1|U2 A Uk) 1163
( Loy o2y - - Hom Ji|Jo - [Tk ( )

o de taille k tel que

L’ensemble quotient de CPO(Y") par cette relation d’équivalence est appelé composé partitionnel
abélien de Y.

Proposition 1.6.6. Soit Z := vect(F) avec

F={og -2yl (5)~ (6)} (1164

Alors T est un idéal de CPO(Y). En particulier, CPO(Y) /T définit une algébre notée A(Y), dont
une base est indexée par les composés partitionnels abéliens de Y. La projection de CPO(Y) /T sur

A(Y) est notée p.
Démonstration. On rappelle que pour un mot w de taille n et ¢ une permutation de taille n, on
définit
W.0 = We(1) " We(n)- (1.165)
Soient (;) et (52) deux éléments de CPO(Y), o et 7 deux permutations de tailles respec-
tives n :=l(u) et m := [(v). Montrons qu’il existe une bijection ¥ entre

E:= { (1;’) | R=1J, stdP(I) = P, stdP(J) = Q} (1.166)
et
u'v’ , ,
Fo=3 ("0 )| K = LM, stdP(L) = P', stdP(M) = Q (1.167)
ou v = wu.o,v =v.7r, P' = Po, Q = Q.0 telle que pour tout S élément de E, U(S) ~ S. Un
élément de E est caractérisé par une partition {F1, E»} de {1,--- ,n + m} avec E; de taille n.

Il en est de méme pour F. Ainsi, la bijection ¥ envoie 1’élément correspondant & {F1, Ex} de E
sur 1’élément correspondant & {E1, Ex} de F. L’équivalence entre ¥(S) et S pour S élément de E
résulte alors des équivalences de P avec P’ et de Q avec Q’. Ainsi, Z est bien un idéal. Le quotient
est alors bien défini. O

1.6.3.2 Deux formules classiques

En effectuant des calculs dans 1’algebre 2((Y), nous retrouvons des analogues des identités (1.153)
et (1.154).

Proposition 1.6.7. Dans A(Y), on a lidentité

> cb[,ﬂ:exp oo, 1 (1.168)

1, A\
[’;]GCPA(Y) yey { ! o
Démonstration. Considérons le calcul suivant dans 20(Y) :

(Cyer @ o "
exXp Z (I)({l,---?,//\(y)}) = Z ’ (7{71"’ (y)}) (1169)

yey neN

En développant et en réordonnant, on obtient

P Zq)({lw»lk(y)}) B l(w)!” (1.170)
yey (Y)ecpo(y)



1.6. COMPLEMENTS SUR WQSYM ET WQSYM* 41

ot l(w) est la taille du mot w. Comme un (%) a I(w)! permutés, en appliquant p & (1.170), on a :

exp Z <I>[ 0 } = Z I(m)! ) (1.171)

yey AW [ " ]ECPA(Y)

On en conclut que

Z Q{,,L} = exp P

T ! ey {{lw"‘%/\(g/)}} ’ (1.172)
[ b ]GCPA(Y) "

Proposition 1.6.8. Dans 2A(Y), on a lidentité algébrique suivante :

1
. . (1.173)
Z (1) 1- ZyGY(I)({l-»g\(y)})

Démonstration. On a :

1
1= ey ¥ =2 X LIPETIN (1.174)

{1...1;\@)}) n>0 \yeYy

En développant et en réordonnant, on obtient :

Z Z@QL_%)}) = Z Py (1.175)

n>0 \yeYy (¥)ecPo(y)
O

Ezemple 56. Retrouvons par cette méthode la série génératrice exponentielle des partitions or-
données d’ensembles. En effet, en prenant ¥ = N* avec A(i) = 4, on trouve que 2(Y") est naturel-
lement isomorphe & WQSym”*. On a donc :

o o= > ! : (1.176)

I1ePO n>1 (I){la"'»n}

En appliquant le morphisme d’algebres

[1]
X
H@n) = T

on obtient N )
x
Z |PO"‘F T2 ex ()
n>0 ’ p
Ezemple 57. De méme, A(N*) est naturellement indexée par les partitions d’ensembles. On a donc :
D Cr=exp (D Py
IeP n>1

En prenant I'image par II, on retrouve :

S 1P)| L = exp(exp(a) ~ 1),

n>0

série génératrice exponentielle des nombres de Bell.
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1.6.3.3 Structures de cogebres de WQSym*(Y)

Revenons sur WQSym*(Y). 11 est possible de généraliser les structures de cogébres de WQSym™
4 WQSym*Y). Pour cela, il faut pouvoir identifier les éléments de K(Z(Y, A+ B)) aux éléments
de K{(Z (Y, A))) @ K{(Z(Y, B))). L’algebre K({Z(Y, A + B))) étant libre et engendrée par les lettres
de Z(Y, A+ B), il suffit de définir des régles pour ces lettres. On considére les relations suivantes

pour le quotient :
v w w v
= 1.1
(U,l,"', ak) <b17"'7 bl) (bla"'v bl) (ah'"a ak) ( 77)

u
= 1.1
()= .

pour toutes lettres u, v, w de Y. Les relations (1.177) sont classiques : nous avons toujours utilisé les
relations de commutations pour construire les quotients permettant des réalisations polynomiales
de cogebres.

Concernant les relations (1.178), elles sont analogues & la spécialisation des parametres ¢ ; & 0
dans les relations (1.139).

Comme dans la réalisation polynomiale de WQSym™, griace aux relations (1.177) et (1.178),
on obtient une structure de cogebre sur WQSym*™). Pour tout élément (1;) de Hp(Y), on a

aeg)= X et (1179)
()<l

la preuve étant identique & celle donnée pour le coproduit de WQSym*.

Constatons que 2(Y) est stable par ce coproduit car les sous-mots (g) d’un composé partition-

et

nel (1’3) sont encore des mots w-compatibles.
Considérer les permutés des sous-mots de (113) est équivalent a considérer les sous-mots des
permutés de (p). Ainsi, p commute avec A. Donc, A(Y') hérite de la structure de cogebre de A(Y).
Nous avons vu qu'une autre cogebre naturelle de WQSym™ s’obtient par spécialisation des
parametres ti; & 1 dans les relations (1.139). Si on veut construire un analogue & cette cogebre
pour 2A(Y), il est nécessaire d’avoir des relations du type :

Yy _ Yy Y2 1.1
(al"'7ak7 blbl) <&1,"'7ak><b1,"'7bl>7 (80)

pour tous k, [ des entiers strictement positifs, toute lettre y de poids k+1, toutes lettres ai,- - , ax
de A et toutes lettres by,--- ,b; de B. Mais il faut aussi que la maniére de découper y en deux
parties y(1) et y(2) respecte la structure de poids et soit coassociative.

Dans la suite, nous supposons que toute lettre y de Y a un poids strictement positif A(y), que
le seul mot de poids nul est le mot vide 1, et que K{Y)) est munie d’un coproduit A coassociatif
défini par

Ay)
Aly) = Z Y1) ® Y), (1.181)
k=0

olt y(1) est un élément de Y de poids , et y o) un élément de Y de poids A(y) — k.

Sous ces conditions, 2(Y") est naturellement munie d’une autre structure de cogebre. En effet,
considérons A et B deux alphabets totalement ordonnés, et définissons I'idéal Z de K{(Z(Y, A+ B)))
engendré par les relations

(ala“l:by ak) (blw‘l'], bz) = (b1,~1{, bl) (al,ulf, ak)

(alm, aq:, b1~~bl) = (al,l%l,)ak) (bl,if)-(-z,) bl)’

ou u, v, w sont respectivement des lettres de Y de poids k, I, et k+1, w1y ® w(y) A(y), ou w(1)
est de poids k et w(o) de poids [, et les relations

w
=0 1.183
oy ) =0 (1.183)

(1.182)
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pour toute lettre w dont le poids est différent de k+I.

Les algebres K(Z(Y, A+ B))) /T et K(Z(Y, A)))  K(Z(Y, B))) sont alors isomorphes, les argu-
ments de la preuve de la proposition 1.6.2 fonctionnant pour prouver cet isomorphisme. Notons I17
la projection quotient de K{(Z(Y, A + B))) sur K{(Z(Y, A))) ® K{(Z(Y, B))). De la méme maniere
que pour WQSym* nous constatons que pour tout (}) de CPO(Y') I'égalité

A(w)
117 (‘I)(Q})) (A + B)) = kz_o (I)(:[’l(lk)])(A) X (I)(sth(i[film]))(B) (1.184)

est vérifiée.
Ainsi, le couple C := (vect(CPO(Y)), A) ou A est défini pour tout (%) appartenant & CPO(Y)

par :
A(w)

. (<1;)> - kz:;) <;1[)1(1k)]) <Sth(;l[)k(j-)l,/\(w)])) (1.185)

est bien une cogebre coassociative.

Par la projection p nous obtenons également une structure de cogebre sur A(Y), en effet,
permuter les blocs de (11”) par o puis appliquer A étant équivalent a appliquer A a (1;) puis a
permuter par des restrictions de ¢ aux deux composantes de chaque terme du coproduit.

Remarque 16. A l'aide de la méme réalisation polynomiale, nous avons construit une algebre et
une cogebre sur vect(CPO(Y)). Il en résulte que ces deux lois sont compatibles et que 'on a en
fait une algebre de Hopf.

1.6.3.4 L’algébre de Hopf commutative &SQSym

Il s’agit d’une algebre de Hopf dont une base est indexée par les permutations. Pour la définir,
quelques rappels concernant la décomposition en cycles d’une permutation sont nécessaires.

Définition 1.6.9. Soit ¢ une permutation de taille n. On dit que deux entiers ¢ et j sont dans
la méme o-orbite s’il existe un entier k tel que o*(i) = j. L’ensemble des o-orbites forme une
partition de {1,--- ,n}.

Un grand cycle est une permutation ¢ ayant une seule o-orbite.

Soient o une permutation de taille n, Oq,--- , Oy les o-orbites de o. Une écriture cyclique de o
en cycles disjoints est de la forme :

o= (al, o(ar), o*(ay)--- ,alol‘_l(al)) . (ak, olay), o*(ag),- - ,alok‘_l(ak)) (1.186)

ou a; appartient a O;.
Pour obtenir une écriture unique, on peut prendre les a; égal au minimum de I’ensemble O; et
trier les cycles dans l'ordre croissant des a;.

Ezemple 58. Pour o = 796213584, nous avons :
o=(1,7,5)(2,9,4)(3,6)(8). (1.187)

La loi produit de ’algebre de Hopf GQSym exprimée dans la base (My),ce, pour o et 7 deux
permutations est :

M, M, = > M, (1.188)

YEOTKT

ou o * T est le multi-ensemble E obtenu ainsi :
— on initialise £ au multi-ensemble vide;
— pour toutes partitions de {1,--- ,|o|+|7|} = AU B, ot A est de taille |o|, et B de taille |7];
— on écrit o et 7 en produits de cycles disjoints, on remplace respectivement les lettres
de o par celles de A, les lettres de 7 par celles de B en respectant ’ordre sur les lettres;
— on rajoute la permutation obtenue au multi-ensemble E';
— on retourne le multi-ensemble E.
Il est possible qu'une méme permutation apparaisse plusieurs fois. Dans ce cas, on la compte avec
sa multiplicité.
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Ezemple 59. On a :

Muye)Mazy3) = Maye@)eae) + Maye)eae) + Ma)@es)e)
T M) ) 28)a) T Me2)(3)014)5) (1.189)
+M2)4)(13)5) T M2)(5)13)(4) T M(3)4)12)(5)
+M3)(5)(12)(4) T M(a)(5)(12)(3)

et, en regroupant les termes, on obtient :

Moy Maze) = Maye)eae) + Mayee)e) + 2Ma)es)@e) (1.190)
TMaa)2)e)6) T 2Maz))@e) + 3Maz)e) @ e):-

Le coproduit est donné par :

AM,)= Y M,®M,, (1.191)
oT=Uuev
ol uev = uv|ull.
Ezemple 60. On a :
A (Miz2) = Mizo ® 14+ 1® Mgz, (1.192)
A (M1354) = Moi3sa @ 1+ Moz @ Moy + Moy @ Mysy + 1 ® Mayssa. (1.193)

Montrons que l'on peut également construire cette algebre a partir du composé partitionnel
abélien. Prenons Y = U,>1{0c € &,| o grand cycle}, ol le poids d’'un grand cycle est sa taille.
Nous savons qu’une base de A(Y") est indexée par CPO(Y). Soit un mot (;,i:::‘;’;) de CPO(Y). En
remplagant les lettres de o; par les lettres de P; en respectant l'ordre des lettres, nous obtenons
une permutation écrite en cycles dont 'ordre des cycles importe. Réciproquement, a partir d’une
écriture d’une permutation en cycles disjoints dont 1'ordre des cycles importe, en conservant la
partition sous-jacente et en standardisant les cycles, nous obtenons un élément de CPO(Y'). Donc,
une base de 2(Y") est indexée par les écritures ordonnées des permutations sous forme de cycles a
supports disjoints.

Rappelons que la loi produit de 24(Y") de la base des (é(;))(;)ecpo(y) est donnée par :

(1)) = > %y (1194

R=1J
stdP(I)=P, stdP(J)=Q

pour tout couple ((3), (5)) de CPO(Y)2. Or, un élément R = I.J avec stdP(I) = P et stdP(Q)
ou R est une partition de 'ensemble {1,---,|U; B;| + | U; Q;|} est caractérisé par une partition
de 'ensemble {1,---,|U; P;| +|U; Q;|} en deux parts A et B, 'une de cardinal | U; P;| et l'autre
de cardinal | U; @], et réciproquement. Appliquer la projection p a <I>(u) signifie que 1'ordre des
P

cycles n’est pas considéré. Ainsi, on retrouve le produit de &QSym de la base des (M, )ses, €t
donc A(Y') correspond en tant qu’algebre & SQSym.

Concernant la structure de cogebre, nous avons vu que dans la base des (<I>(;))(;) ccpo(y) Ine

loi de coproduit pour (}3) appartenant & CPO(Y) est donnée par :

AR () = > (1) @ P(y); (1.195)
(F)e(@)w (aian)

ol R[|Q|] signifie que les lettres de R on été décalées de | U; Q;l, et ou le shuffle a lieu avec les
lettres qui sont de la forme (;), avec a une lettre de Y et F' une partie finie de N*.

Nous savons qu’a travers la projection p, 'algebre A(Y) hérite de la structure de cogebre
de A(Y). Or, lordre des cycles n’importe pas dans A(Y). Donc les éléments de (5) LU (R[TUQH) se

réécrivent tous sous la forme ( 5) ( RﬁUQI)' En identifiant ce composé partitionnel abélien & ’écriture
en cycles des permutations, nous obtenons :

A@,)= Y d,0, (1.196)
o=st]ls]]

ce qui est exactement le coproduit de la base des (M, ),ce de SQSym.
Il en résulte que pour Y = U, >1{0c € &,| o grand cycle}, les algebres de Hopf GQSym et A(Y)
sont isomorphes.
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Remarque 17. 11 est possible de mettre une structure de cogebre simple sur Y. En effet, soit o un
grand cycle de taille n. Alors, on pose :

A0) =Y o0 @ std (o)1) + (1.197)
k=0

ol 0(; j) est ’élément obtenu en gardant les lettres de I'intervalle [i, j] dans I’écriture en cycle de o.
Ainsi, en I’étendant aux permutations, pour ¢ une permutation de taille n, on obtient :

A(My)=> My, @ Mgd(opssn)- (1.198)
k=0

Dans 'article [HNTO08a], il est défini un produit sur &QSym* qui correspond & un shuffle sur
des cycles. On peut constater qu’en dualisant le coproduit défini en (1.198), on obtient exactement
cette loi produit.

1.6.4 Une généralisation de 1’identité de Cauchy

De maniere analogue a la proposition 1.4.4, il est possible de généraliser la construction et de
I’étendre aux mots tassés et aux compositions d’ensembles.
On note A x B :={(a,b)| a € A,b € B}, et ou les bilettres commutent.

Proposition 1.6.10. Soit { :}L } un bimot sur un alphabet commutatif A x B. Soit v le mot ob-

tenu en triant Z en privilégiant les lettres de A, et uy celui obtenu en triant puis en regroupant

dans un méme bloc les lettres ayant la méme composante en A, alors ¢ (tas(v1)) = stdP(us).

Ezxemple 61. Considérons le bimot commutatif L abaacdae , alors v1 = aaceddda,
v cdaeddaa
et ug = (aae)(a)(bed)(a). Comme on peut le vérifier, on a :
tas(vy) = 11243331 (1.199)
stdP(u2) = {1,2,8}{3}{5,6,7}{4}.

Ainsi, ¢(tas(vy)) = stdP(us).

Montrons la proposition dans le cas général.

Démonstration. Soit [ Z ] un bimot commutatif sur A x B. Supposons dans un premier temps
que u est une permutation de taille n, et v un mot tassé de taille n et a k lettres. Ainsi, on
peut visualiser [ Z ] comme 'application f qui a w; associe v;. Trier u dans I'ordre croissant en

privilégiant la premiére ligne nous donne en deuxieéme ligne f(1)f(2)--- f(n).

Si on trie en privilégiant la deuxieéme ligne, on obtient, en regroupant par bloc dans la premiere
ligne, la partition ordonnée d’ensemble f=(1)--- f~1(k). Oron a ¢(f) = f~1(1)--- f~(k), ce qui
établit le résultat dans le cas ol u est une permutation et v un mot tassé.

De fagon général, soit [ Z } un bimot commutatif de taille n. Trions { Z } en privilégiant

/
la premiere ligne, et notons [ z, } le bimot obtenu. Ainsi, std(u') =12---n = I, et notons f

i
le mot tas(v'). 11 est clair que { u

f
u/

que [ f } et [ J? } aussi. Comme ces deux mots sont déja triés en privilégiant leur premiere ligne,

u . . N
] et { v } donneront les mémes sorties. Reste a montrer

reste & les trier suivant la deuxieme. Or dans un méme bloc f~1(4) les lettres sont nécessairement
croissantes car on trie dans l'ordre lexicographique. Ainsi, la position des lettres de la premiere

ligne est imposée. Notons [ 19k ] et { 1. .;. ke les bimots obtenus en triant respecti-

'U,I
vement

f

] et { ; } en privilégiant la deuxieéme ligne. En particulier, on a une inversion (4, j)
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(avec ¢ < j) dans u” et o si et seulement si la ¢ lettre de la deuxiéme ligne est strictement plus
grande que la j° lettre de la deuxieme ligne, et donc std(u”) = 0. Comme les deuxieémes lignes sont
identiques, les blocs obtenus sont les mémes.

O

En gardant les notations du paragraphe 1.6.10, étant donné un bimot commutatif { z } on

[z

Théoréme 1.6.11. Soit A et B deux alphabets non commutatifs et M [’ensemble des bimots
commutatifs sur A et B. Alors on a lidentité suivante :

<H m> = ) Nyw)(A)M,(B). (1.200)

acA ]l — ueMT
bEB 1 b

note

Démonstration. En développant, on a

H%: > Z . (1.201)
ANl

il [HGM

En appliquant 'opérateur () & la somme, on a donc :

<{u§]: [ v ]> N u; uz ® vy (1.202)

Ainsi, en regroupant par mots tassés identiques on obtient :

> uy @v1 =Y Ny (A)My(B). (1.203)
ugs€A* ueEMT

v EB*
stdP (uz)=o¢(tas(v1))

v1EB*
stdP (us2)=¢(tas(v1))
O

En regroupant les mots tassés ayant méme standardisé, on retrouve l'identité du théoreme 1.4.5.

Remarque 18. 1l existe une classe combinatoire contenant les mots tassés et les compositions d’en-
sembles, appelées matrices tassées. La bijection ¢ se traduit alors par la transposition des matrices.
D’ailleurs, 'inversion des matrices de permutations correspond également a une transposition de
matrice. Il semble qu’il soit possible d’étendre la construction précédente a ces objets.

1.7 Equations fonctionnelles non commutatives

Différentes motivations peuvent étre données pour justifier la construction d’algebres de Hopf
combinatoires. L’une d’entre elles est de fournir un cadre pour calculer directement avec des objets
combinatoires, et d’obtenir des “relevements” des identités classiques. L’avantage de cette approche
est multiple :

— simplification des démonstrations;

— généralisation de l'identité de départ dans une algebre plus générale (ce qui peut étre utile

si on veut construire des g-analogues) ;

— compréhension a la fois combinatoire et algébrique de I'identité.

Pour illustrer ces propos, on se place dans I’algebre FQSym, et on donne un morphisme le reliant
aux séries formelles. Puis a titre d’exemple, on retrouve 'interprétation combinatoire de la tangente
et de la sécante en termes de permutations alternantes.
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1.7.1 Un morphisme d’algebres classique

Rappelons le produit de FQSym dans la base (G4)ses. On a :

G,G, = ) G, (1.204)
uv=-y
std(u)=0, std(v)=71

Pour ¢ de taille n et 7 de taille m, ce produit comporte ("*™) termes. Donc I'application linéaire
E: G, = % (0€6,) (1.205)
est un morphisme d’algebres de FQSym vers Q[u]. En effet, pour o et 7 deux permutations de
tailles respectives n et m,
G,G, = > G,. (1.206)
Uv=

std(u)=o, std(v)=71

En appliquant E & cette égalité, on obtient

n+m
E(G,G,)=("TM) 1 (1.207)
n (n+m)!
et on a N
l‘n xm n _"_ m x"L m
E(G,)E T B 1.2
1.7.2 Une dérivation dans FQSym
On définit également une dérivation sur FQSym par 9(G,) = G,/, ol ¢’ est obtenue en

supprimant la plus grande lettre de ¢ si o n’est pas la permutation vide. La permutation vide
quant a elle, est envoyée sur 0. On remarque que Eo 0 = % o E.

Ainsi, on peut mener les calculs dans le monde non commutatif, puis projeter le résultat dans
le monde des séries formelles classiques. Pour une étude complete de FQSym, on pourra lire
[DHT02].

1.7.3 Une application bilinéaire sur FQSym

Pour o appartenant a &,, et 7 a S,,, posons

Bmax(Go, G,) = > G,. (1.209)

y=u(n+m+1)v
std(u)=o, std(v)=71

Ainsi, O0Bmax(Go, Gr) = G,G,. Cette application bilinéaire a été définie dans [HNTO8b], et
a permis de retrouver des résultats classiques, tels que la formule des équerres sur les arbres,
ainsi que son g-analogue. Dans la suite, on se repose sur le fait que cette application augmente

strictement le degré global, ce qui garantit ’existence et 'unicité des solutions des équations de la
forme X = X + Byax(X, X).

1.7.4 Une application : les fonctions tangente et sécante

Il est connu depuis au moins André ([And81]) que les coefficients de Taylor de la fonction
tangente ont une interprétation combinatoire en termes de permutations alternantes impaires, et
ceux de la sécante en termes de permutations alternantes paires. Les preuves classiques reposent
souvent sur la construction de la série génératrice de la classe combinatoire correspondante, puis
de trouver une équation fonctionnelle vérifiée par celle-ci, et enfin de conclure par des arguments
d’unicité de la solution de I’équation fonctionnelle. Grace a la méthode non commutative, la preuve
est plus directe : la fonction tangente admet un analogue non commutatif dont les éléments de la
somme sont indexés par les permutations alternantes impaires. Rappelons le théoreme que 1’on
veut redémontrer :
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Théoréme 1.7.1. On a les égalités fonctionnelles suivantes :
X2n+1

tan(X) = > ,en Bant190pm (1.210)

n

SeC(X) - ZnEN EZ”W’
ot E, est le nombre de permutations alternantes (montantes) de taille n.

Définition 1.7.2. Soit ¢ une permutation de taille n. On dit qu’elle est alternante (montante)
si o1 < 09 > --+ > 09,1 < 09; > ---0y,. On note respectivement 2Ag et 2A; I'ensemble des
permutations alternantes de taille paire et impaire.

Ezemple 62. La permutation o = 2413 est alternante de taille 4.

Nous savons que le couple (sec, tan) est la solution du systeme intégral

Yo(t) = 1+ [ Yo(s)Yi(s)ds
(1.211)
Yi(t) = t+ [ Yi(s)2ds.
Or dans le monde des séries formelles K[X], intégrer par fg correspond a ’application linéaire L
suivante :
wmen, ()= =0 (1.212)
’ n!')  (n4+1) '
Ainsi dans K[X], (sec, tan) est la solution de
Yo(X) = 1+ B(Yo, 1)
1.21
{ Yi1(X) = X+ B(Y1,1), ( 3)
ou B est 'application bilinéaire
B : K[X]? ~ K[X]
1.214
(f.9) — L(fg) (21
Ce systeme admet un analogue non commutatif dans FQSym :
}/O = 1+ Bmax(}/la }/0)
1.21
{ Yl = G"1 +Bmax(Y17Y1)- ( 5)
En effet, il suffit de vérifier qu’a travers E, on retrouve le systeme (1.213).
Proposition 1.7.3. On a l'identité :
BoE®E =EoBpyx- (1.216)

Démonstration. 11 suffit de vérifier la propriété sur une base de FQSym. Soient o et 7 deux
permutations de tailles respectives n et m. On a d’'un coté :

" ™ n+m xn+m+1
=B, — ] = —_— 1.21
et de l'autre :
E(Bmax(GaaGT)) =E Z ny (1218)

y=u(n+m+1)v
std(u)=0, std(v)=7

Par linéarité, on obtient :

E(BmaX(GaaG’r)) = Z E(G’Y) . (1219)

y=u(n+m+1)v
std(u)=0, std(v)=7

Comme dans cette somme il y a ("tm) termes de taille n+m+1, on en déduit que

n—+m gntmtl
]E(Bmax(GO'aGT))_< n >(n+7n+1)' (1.220)
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Une solution (Yp, Y1) de I’équation (1.215) se projette a travers E sur une solution de I’équation (1.213).
Comme le systeme (1.213) admet une unique solution qui est le couple (sec, tan), on en déduit que

(E(Ys),E(Y1)) = (sec, tan). (1.221)

Montrons que le systéme (1.215) admet une unique solution. On commence par prouver que le
systeme admet au plus une solution, puis on exhibe une solution au probleme. Enfin, on montre
qu’il ’avere que le couple solution trouvé est un analogue non commutatif du couple (sec, tan).

Proposition 1.7.4. Le systeme (1.215) admet au plus une solution.

Démonstration. Montrons I'unicité de la solution du systeme (1.215). Soient (Yp,Y1) et (Zo, Z1)
deux solutions de (1.215). Alors :

Y1 — Z1 = Buax(Y1, Y1) — Buax(Z1, Z1). (1.222)
Donc,
Y1 — Z1 = Buax(Y1 — Z1, Y1) + Brax(Z1, Y1) — Brax(Z1, 21). (1.223)
On en déduit :
Yl - Zl == Bmax(Yi - Zla Yl) + Bmax(Zla Yl - Zl) (1224)

Or, 'application bilinéaire By, ,x augmente strictement le degré des éléments non nuls. En particu-
lier, cette égalité n’est possible que dans le cas ou Y1 — Z; = 0. Elle est bien entendu vérifiée pour
ce cas. Comme on sait que la deuxieme composante est unique, on a pour la premiére composante :

Yo — Zo = Buax(Y1, Yo — Zo). (1.225)

Par le méme argument concernant les degrés on conclut immédiatement a 1'unicité de la solution
au probleme. Il nous suffit donc d’expliciter une solution. O

Pour D'existence, il est nécessaire de faire un rappel sur les évaluations des arbres binaires
complets (la classe combinatoire de ces arbres est notée BT'C'). Un arbre binaire complet est par
définition un arbre qui est soit réduit a une feuille, soit comporte une racine qui a deux fils qui
sont eux aussi des arbres binaires complets. Ainsi, dans un ensemble £ muni d’une loi interne m,
nous pouvons considérer 1’évaluation d’un arbre binaire complet T' (noté ev(7T)) ou les feuilles sont
étiquetées par des éléments de E et les noeuds internes par 'opération m, et ou ev(T") est calculée
de la fagon suivante :

— si T est une feuille étiquetée par e alors ev(T) = e,

— si T a comme fils gauche T} et comme fils droit Ty alors ev(T) = m (ev(T1), ev(T3)).

Proposition 1.7.5. Le couple (Yy, Y1) ot

Yo=Y ev(T) (1.226)

TeBTC’

ot BTC' est ’ensemble des arbres binaires complets dont la feuille la plus d droite est étiquetée
par 1, les autres feuilles par G1, et les neeuds internes par Buyax, et

Vi= Y ev(D) (1.227)

TeBTC”

ot BTC” est l’ensemble des arbres binaires complets dont les feuilles sont étiquetées par Gi et les
neuds internes par Bpax, est solution de (1.215).

Démonstration. Buax(Y1,Y7) est I'évaluation de 'ensemble des arbres binaires complets dont les
feuilles sont étiquetées par Gy et les noeuds internes par B« tel que la racine n’est pas une feuille.
Ainsi, en ajoutant Gi & Bp,ax(Y7,Y7), on obtient 1'évaluation de l'ensemble des arbres binaires
complets dont les feuilles sont étiquetées par G et les nceuds internes par B ax, autrement dit Y7.

De méme, Bax (Y7, Yo) est Pévaluation de ensemble des arbres binaires complets dont la feuille
la plus a droite est étiquetée par 1 et les autres par Gi et dont les nceuds internes sont étiquetés
par B.x, et tel que la racine n’est pas une feuille. On en déduit qu’en ajoutant 1 & By,ax (Yo, Y1)
on obtient Yj.

Ainsi, le couple (Yo, Y1) est bien solution de (1.215). O
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Déterminons les premiers termes de Y7 :

Yi = Gi+4+ Gigz + Gozi + Gisoas + Gosias
+Gas142 + Guso31 + Gisaae + Goszan
+Giss241 + Guasazi + Gaazst + Giasse (1.228)
+Ga253 + Gi32s4 + Gaazs1 + Gaaise
+Gag153 + Gozisg + -+

Nous constatons que tous les termes correspondent & des permutations alternantes de taille impaire.
Réciproquement, toutes les permutations alternantes de taille impaire correspondent & des termes.
En effet, pour ¢ et 7 deux permutations alternantes de taille impaire, les termes de Byax (G4, G)
sont toutes alternantes. En effet, pour u(|u| + |v] + 1)v un indice de cette somme, nous savons
que o termine par une descente car elle est impaire et commence par une montée, il en est donc
de méme pour u car std(u) = o. Puis, la lettre (Ju| 4+ |v| + 1) suit et est plus grande que la
derniere lettre de |u| et est plus grande que la premiere lettre de v. Comme std(v) = 7 on en
déduit que v est aussi alternante. Il en résulte que la permutation u(|u| + |v| + 1)v est alternante.
Elle est impaire car u et v le sont. Réciproquement, par récurrence, on en déduit que toutes les
permutations alternantes impaires sont obtenues par ce procédé. En effet, pour n = 1 la proposition
est vérifiée. On suppose que l'on a obtenu toutes les permutations de taille inférieures & 2n — 1.
Soit une permutation o = u(2n + 1)v alternante de taille 2n + 1. Constatons que std(u) et std(v)
sont alternantes et impaires. On a donc pu les construire. En considérant Buax(Gistd(u)s Gstd(v))
nous construisons G, .
Ainsi,
Tan =Y, = Z G,. (1.229)
oe,

est solution de X = G1 + Bpax(X, X).
De méme, en évaluant Yy nous constatons que 1’on a :

Sec:=Yy= »  Go, (1.230)
gy

On en conclut que les permutations alternantes sont bien des interprétations combinatoires des
fonctions tangente et sécante.



Chapitre 2

Construction d’algebres
combinatoires

Nous considérons dans ce chapitre les deux familles de statistiques sur les permutations définies
dans les paragraphes 1.2.3 et 1.2.6 :

— les waleurs de pics, vallées, doubles montées et doubles descentes ;

— les positions de pics, vallées, doubles montées et doubles descentes;;
chacune de ces deux familles étant étudiée de diverses manieres et ayant de nombreuses applications.
Par exemple, Frangon utilise cette premiere famille dans [Fra79] pour analyser des algorithmes sur
des structures de données. Ce dernier et Viennot en exhibant une bijection entre permutations et les
histoires de Laguerre établissent un lien fort entre permutations et une classe de chemins ([FV79]).
Or, comme I’a montré Flajolet dans [Fla80], les chemins “capturent” la combinatoire des frac-
tions continues. Les fractions continues étant elles-mémes reliées aux moments des polyndémes
orthogonaux, les deux articles ([FV79], [Fla80]) posent les bases de la théorie combinatoire de
ces polynomes ([Vie83]). A travers d’autres bijections, ces statistiques s’interprétent naturellement
dans les tableaux de permutations, objets définis par Steingrimsson et Williams dans [SWO07]. Ces
mémes tableaux ont été utilisés par Corteel et Williams dans [CWO07] et dans [CW11] pour décrire
la combinatoire de I’ASEP, un modele de physique statistique, et pour aborder des problemes com-
binatoires sur les polynomes d’Askey-Wilson. Une synthese de la combinatoire des chemins et des
tableaux se trouve dans la theése de Josuat-Verges ([JV10]).

L’autre famille de statistiques, les positions de pics, de vallées, de doubles montées, et de doubles
descentes, apparaissent en théorie des représentations : Solomon dans [Sol76] définit Ialgebre des
descentes a partir des positions des descentes, et une maniere de construire les fonctions symétriques
non commutatives est de considérer cette statistique ([GKLT95]). Citons aussi I’algébre des pics,
définie & partir des positions des pics d’une permutation ([Ste97], [BHT04]). Ainsi, en considérant
des statistiques sur les permutations, il est possible de construire de nouvelles algebres.

Il est alors naturel de se demander si on peut définir de nouvelles algebres a partir de ces deux
familles de statistiques.

Ce chapitre est divisé en deux grandes parties, chacune consacrée a une famille de statistiques.

Dans la premiere partie (paragraphe 2.1), on construit d’abord différents ensembles quotients
de FQSym grace aux valeurs de pics, vallées, doubles montées et doubles descentes. Puis, on
montre que certains de ces ensembles quotients ont des propriétés algébriques : en particulier, ils
définissent naturellement des algebres quotients. Dans la seconde partie (paragraphe 2.2), a Paide
des positions de pics, vallées, doubles montées et doubles descentes, nous obtenons de nouvelles
sous-algebres de Sym.

2.1 Ensembles quotients de FQSym

Nous continuons 1’étude de quatre statistiques définies sur les permutations dans le para-
graphe 1.2.3 :

— les pics,

— les vallées,

— les doubles montées,
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— les doubles descentes.

Sauf mention contraire, nous utilisons la convention 0 — 0 (cf. définition 1.2.3). Des ensembles
quotients des permutations peuvent étre construits en considérant des relations d’équivalence telles
que “avoir le méme ensemble de pics”. Pour plus de clarté, fixons des notations. Soit une partition
(A1,---,Ap) de ensemble {P,V,Dm,Dd}. On dit que deux permutations o et 7 sont dans la
méme classe d’équivalence si pour tout entier ¢ compris entre 1 et p, les ensembles A;(0) et A;(7)
sont égaux. La relation d’équivalence obtenue & partir d'une partition (Ai, - -- , A,) est abusivement
appelée relation (A4, -, A4,).

Ezemple 63. La relation (P,V, Dm, Dd) se traduit donc par “avoir les mémes ensembles de pics,
de vallées, de doubles montées, et de doubles descentes”. Ainsi, pour n=3, nous obtenons les cing
classes suivantes : {123}, {132}, {231}, {213,312} et {321}.

Ezemple 64. Ces quatre statistiques formant une partition des lettres d’une permutation, la rela-
tion (P UV U Dd, Dm) signifie donc “avoir le méme ensemble de doubles montées”. Pour n = 3,
les classes d’équivalence sont les suivantes : {123}, {213,312,321}, {231}, {132}.

Notons qu’il est possible pour deux permutations d’étre équivalentes pour une relation sans
I’étre pour une autre. Par contre, la relation (P, V, Dm, Dd) est la plus fine de toutes les relations
considérées : si deux permutations sont équivalentes pour cette relation, elles le sont pour toute
relation (A; ---, Ap) ou A; appartient a {P,V, Dm, Dd}.

Ezemple 65. Pour les relations des exemples 63 et 64, prenons o = 13245 et 7 = 14532. Nous
avons (P,V,Dm,Dd)(c) = ({3,5},{2},{1,4},9), et (P,V,Dm,Dd)(t) = ({5},9,{1,4},{2,3}).
Ainsi, elles sont équivalentes pour (P UV U Dd, Dm), mais ne le sont pas pour (P,V, Dm, Dd).

Nous avons vu au paragraphe 1.2.3 que la bijection de Francon-Viennot permet de donner des in-
terprétations simples de ces statistiques en termes de types de pas dans des chemins. L’énumération
des différents ensembles quotients peut donc étre faite a ’aide de cette application : les relations
d’équivalence sur les permutations se traduisent alors sur les chemins par des identifications sur
les types de pas. En effet, soit A une histoire de Laguerre. Posons :

Po(h, B) := {i| h; € B}, (2.1)

ol h; est le ¢¢ pas de h sans le poids, et B une partie de {(1,1),(1,—-1),(1,0),(1,0)}. On dit aussi
que h; est a ’abscisse i.

Ezemple 66. Pour h représenté par la figure 2.1, nous avons Po (h, {(1,1),(1,-1)}) = {1, 2,4, 5,6, 8}.

— N W

AN

012345678910

FI1GURE 2.1 — Une histoire de Laguerre de longueur 8.

Pour une permutation o de taille n, en notant h = FV ~!(o) nous observons les égalités sui-
vantes, en utilisant les notations du paragraphe 1.2.3

—P(o) = Po(h{(L,-1)})U{n};
V(o) = Po(h,{(1,1)}) ; -
—Dd(e) = Po(h{LO)}) ; 22)
—Dm(o) = Po(h,{(1,0)}).

Les relations du type (Ai,---,A,) peut donc se traduire par des relations simples sur les

chemins.

Ezemple 67. Pour la relation (P UV, Dm U Dd), deux permutations o et 7 sont équivalentes si
et seulement si on a PU V(o) = PU V(7). En posant h := FV~!(c) et K := FV~1(7), ceci se
traduit par :

h et h' sont équivalents si et seulement si Po (h, {(1,1), (1,—1)}) est égal a Po (W', {(1,1), (1, —1)}).
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2.1.1 Enumération des ensembles quotients

La méthode utilisée est la méme pour chacun de ces ensembles quotients : pour une relation
d’équivalence ~ sur les permutations, nous la traduisons a travers l'inverse de la bijection de
Francon-Viennot et obtenons alors une relation d’équivalence ~’ sur les histoires. Ainsi, le nombre
de classes pour ~' et ~ est le méme.

2.1.1.1 L’ensemble quotient par (P, V, Dm, Dd)

Via l'application FV 1, on sait que deux permutations ¢ et 7 de &,, sont équivalentes pour
la relation (P,V, Dm, Dd) si et seulement si les chemins sans poids de FV~1(o) et FV~1(7) sont
identiques. Il en découle que cet ensemble quotient est en bijection avec Mb,_1. Et il est bien
connu que ces éléments sont comptés par le n® nombre de Catalan ( [FV79]).

2.1.1.2 L’ensemble quotient par (P, V, Dm U Dd)

En reformulant cette relation sur les chemins, nous obtenons 1’énoncé suivant : deux histoires
h et h/ sont équivalentes si et seulement si

—Po(h,{(1,1)}) = Po(h {(1,1)}),
Po(h{(L-1)}) = Po(h{(L-1)}), (23)
~Po (h{(1,0),(L0)}) = Po (K. {(1,0),1,0)}).

Autrement dit, les abscisses des pas montants sont identiques, et il en est de méme pour les abscisses
des pas descendants. De plus, on a confondu les pas (1,0) et (1,0). Les classes du quotient sont
donc en bijection avec les chemins de Motzkin de taille n—1.

Ezxemple 68. La classe d’équivalence de o = 859723416 est représentée le chemin de la figure 2.2.

N W

01 2345678910

FIGURE 2.2 — Chemin représentant la classe de 0 = 859723416 pour la relation (P, V, Dm U Dd).

2.1.1.3 L’ensemble quotient par (P UV, Dm, Dd)

La relation correspondante pour deux chemins h et h’ est alors

~Po(h(L0)}) = Po (W ALO)}),

(2.4)
~Po(h (1O} = Po(W.{(10)}).

Ainsi, les pas (1,1) et (1,—1) sont équivalents. Or, les chemins de Motzkin bicolorés ont toujours
autant de pas montants que de pas descendants. Une classe est par conséquent la donnée d’un
ensemble A C {1,---,n—1} de taille paire correspondant aux abscisses des pas montants et
descendants des éléments de la classe, et d'une fonction f de A vers {(1,0),(1,0)} construite en
associant a ’abscisse d’un pas horizontal sa couleur. Par suite, le nombre de classes est égal a

n—1

i n—1 gn—1-2k _ @+ t4@2-1)t 34l
2k o 2 B 2

(2.5)
k=0

Chaque classe est en particulier représentée par un unique chemin de Motzkin bicoloré montant
(au sens large) puis descendant (au sens large).

Ezemple 69. L’histoire h représentée par la figure 2.1, est équivalente pour la relation (P U
V, Dm, Dd) au chemin de la figure 2.3.
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— N W

N\

0123456789107

FIGURE 2.3 — Un élément de I’ensemble quotient par (P UV, Dm, Dd).

2.1.1.4 Les ensembles quotients par (P UV U Dm, Dd) ou par (P UV U Dd, Dm)

Echanger les pas (1,0) et (1,0) définit une involution sur les histoires de Laguerre. En conju-
guant celle-ci par F'V, nous obtenons une involution I telle que :

— P(o) = P(r);

— V(o) =V(1);

— Dm(o) = Dd(T);

— Dd(o) = Dm(1),
ol o est une permutation de taille n, et 7 = I(0).

Ezemple 70. Pour o = 859723416 et son image h par FV 1, représentée par la figure 2.1 (cf.
exemple 18), en échangeant les pas (1,0) et (1,0) de h, on obtient I’histoire k' représentée par la
figure 2.4. En appliquant F'V & h/, on obtient la permutation 7 = 857924316. On a bien :

P(o) = P(r) ={4,6,8,9};
V(o) =V(r)={1,2,5};
Dm(o) = Dd(7) = {3};
Dd(o) = Dm(7) = {7}.

— N W

0123456789107

FIGURE 2.4 — Histoire h’ obtenue en échangeant les types de pas horizontaux de h

On en déduit que le nombre de classes est le méme pour ces deux quotients. Il suffit donc
d’étudier la relation (P UV U Dm, Dd). Deux chemins sont alors équivalents si et seulement si
les abscisses des pas de type (1,0) sont exactement les mémes. Une classe est alors représentée de
maniere fidéle par un sous-ensemble de {1,--- ,n—1}. Réciproquement, soit A un sous-ensemble
de {1,--- ,n—1}. 1l représente le chemin horizontal ot 'ensemble des abscisses des pas du type
(1,0) est exactement A. Le nombre de classes est donc égal & 2771,

2.1.1.5 Les ensembles quotients par (P,V U Dm U Dd) ou par (V,DdU Dm U P)

De méme, lire les histoires de Laguerre de la droite vers la gauche définit une involution sur
celles-ci. Par conjugaison, nous obtenons une involution J telle que deux permutations ayant :

— les mémes pics sont envoyées sur deux permutations ayant les mémes vallées ;

— les mémes vallées sont envoyées sur deux permutations ayant les mémes pics;;

— les mémes doubles montées sont envoyées sur deux permutations ayant les mémes doubles

montées ;

— les mémes doubles descentes sont envoyées sur deux permutations ayant les mémes doubles

descentes.

En particulier, le nombre de classes coincide pour ces deux relations. Il suffit alors d’étudier le
cas (P,VUDmU Dd). Pour cette relation, en termes de chemins, les pas (1, 1), (1,0), et (1,0) sont
considérés comme égaux. Donc, deux chemins sont équivalents si et seulement si I’ensemble des
positions de leur pas descendants est le méme. Ainsi, la classe d’'un chemin h est représentée par
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le chemin A’ obtenu en remplagant tous les pas horizontaux (1,0) et (1,0) de h par des pas (1,1).
Le chemin de h étant au-dessus de ’axe, h’ est & fortiori au-dessus de I’axe, et ne contient que des
pas montants et descendants. Donc h’ est facteur gauche de chemin de Dyck de longueur n—1.
Ainsi, une classe est représentée de maniere unique par un facteur gauche de chemin de Dyck de
longueur n—1. Réciproquement, soit C' = Ap; B un facteur gauche de taille n—1 et terminant
en (n —1,k), ou p; est le dernier pas montant de C'. Donc B ne contient que des pas descendants.
Si k=0, le chemin C' est lui-méme représentant de sa classe. Pour k& > 0, comme C' est un facteur
gauche de chemin de Dyck terminant en (n — 1, k) et que B ne contient que des pas descendants,
le chemin A se termine au point (¢ — 1,k 4+ {(B) — 1). Donc, en changeant ce i pas en (1,0), nous
obtenons que le chemin A(1,0) termine au point (i, k+1(B)—1). Ainsi, A(1, 0) B est toujours positif,
et finit en (n — 1,k — 1) (cf. figure 2.5). Par récurrence, en changeant les k derniers pas montants
de C en (1,0), nous obtenons un chemin de Motzkin bicoloré de taille n—1 dont C représente la

classe. Le nombre de classes est par conséquent donné par le binomial central (LS J)'
2

FIGURE 2.5 — Transformation élémentaire sur le chemin C.

2.1.1.6 Les ensembles quotients par (P, Dm, V U Dd), (P, Dd, V U Dm),
(P U Dd, V, Dm) ou (P U Dm, V, Dd)

Grace aux deux involutions I et J, on en déduit que le quotient par chacune de ces quatre
relations donne le méme nombre de classes. Il suffit donc d’étudier le cas (P, Dm, V U Dd). En
termes de chemins, les pas de type (1,0) et de type (1,1) sont équivalents. Ainsi, en changeant
tous les pas (1,0) d’un chemin en (1,1), on en déduit qu'une classe est représentée de maniere
unique par un facteur gauche d’un chemin de Motzkin de longueur n—1. Réciproquement, soit
un facteur gauche F = Ap;B de taille n—1 et terminant en (n — 1, k), ou p; est le dernier pas
montant. Si k = 0, alors F' est un chemin de Motzkin. Sinon, le chemin B ne contient que des pas
de type (1,0) et (1,—1). Le chemin Ap; se termine donc au point (¢,b+ k), ou b est le nombre de
pas descendant de B. En appliquant la transformation élémentaire donnée dans la figure 2.6, on
trouve un chemin positif au point (n—1,k—1). Ainsi, par récurrence, en modifiant les k derniers
pas de type (1,1) en (1,0) on obtient un chemin de Motzkin bicoloré dont F représente la classe.
Il en résulte que le nombre de classes est exactement le nombre de facteurs gauches de chemins de
Motzkin de longueur n—1, soit le nombre d’animaux dirigés de taille n—1 ([Slo]A005773).

. : .
/ (i, k+b—1)
. ! RS s T = -

T (-Lk-1)

¢ é

FIGURE 2.6 — Transformation élémentaire sur le chemin F'.
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2.1.1.7 L’ensemble quotient par (P UV, Dm U Dd)

En termes de chemins, nous avons (1,1) équivalent a (1, —1) et (1,0) équivalent & (1,0). Or, ces
chemins sont de longueur n—1 et ont autant de pas montants que de pas descendants. Une classe
est donc caractérisée par un sous-ensemble de cardinal pair de {1,---,n—1}. Réciproquement,
soit A = {ay, -+ ,ak, - ,ar} un sous-ensemble de taille 2k. Le chemin ayant aux abscisses a;
avec i < k des pas montants, des pas descendants aux abscisses a; avec i > k, et des pas du
type (1,0) pour les autres abscisses est représenté par A. Ainsi, le nombre de classes est égal au
nombre de sous-ensembles de {1,--- ,n—1} de taille paire, soit 2" 72,

2.1.1.8 Les ensembles quotients par (P U Dm, V U Dd) et (P U Dd, V U Dm)

En utilisant I'involution I, on en déduit que ces deux quotients sont en bijection. Il suffit de
traiter le cas (P U Dm, V U Dd). Les pas (1,—1) étant identifiés aux pas (1,0), et les pas (1,1)
étant équivalents aux pas (1,0), on en déduit qu'une classe est représentée de maniére unique par
un chemin horizontal, constitué de pas (1,0) et de pas (1,0). Réciproquement, deux tels chemins
sont dans des classes disjointes. Or, il y a 2"~ ! chemins de ce type. Le quotient a donc 2"~ ! classes.

2.1.2 Structure algébrique du quotient par (P,V, Dm, Dd)

Différentes algebres quotients ou sous-algebres de FQSym se définissent a partir de statistiques.
Par exemple, les positions des descentes des permutations permettent de construire la base des
rubans (R;) de Sym. A partir des formes des arbres décroissants, nous obtenons PBT. Il est
alors naturel de se demander si les ensembles quotients que nous avons construits ont un sens
algébrique. Dans la suite, nous nous plagons dans FQSym et nous travaillons dans la base (F,),cs
(cf. paragraphe 1.3.3.4). Rappelons que le produit dans cette base est donné par le shuffle décalé.
Commengons par étudier la relation (P, V, Dm, Dd) que nous notons ~. En effet, celle-ci étant la
plus fine, les propriétés des autres quotients se déduiront des siennes.

2.1.2.1 Résultat principal et schéma de preuve

Le but de la suite est de montrer que le quotient de la famille (F,) de FQSym par la rela-
tion (P, V, Dm, Dd) donne bien une algebre quotient. Ceci revient & montrer qu’en posant

T :=vect ({F, —F.|lo ~T}), (2.6)

on a

Vo6 F,, F,-ICZ

F,, T-F,CcT" (27)

Le probleme combinatoire équivalent est de trouver pour toutes permutations o, 7, et s avec o ~ T,
deux bijections ¢, et i telles que :
¢$s: sllo —r s, avec ¢s(w) ~ w pour w dans s o}

— Yy olls — 7s, avec ¥s(w) ~w pour w dans o W s.

Pour trouver ces bijections, on va changer d’objets combinatoires et en choisir de mieux adaptés
a ce contexte : les arbres croissants et décroissants. Nous commencons donc par rappeler les ana-
logues des quatre statistiques sur ces objets combinatoires. Puis, nous montrons que le shuffle décalé
sur les permutations est naturellement associé a une opération de greffe sur les arbres croissants.
Les bijections se construisent alors naturellement a partir de ces deux observations.

2.1.2.2 Un dictionnaire entre permutations et arbres

Nous avons vu que la lecture infixe donne une bijection des arbres binaires croissants vers
les permutations. Donnons alors les équivalents des quatre statistiques pour les arbres. Avec la
convention 0 — 0, pour ¢ une permutation de taille n, les correspondances sont les suivantes :

La lettre 7 dans o est : le noeud étiqueté par j dans C'(o) est :

un pic une feuille

une vallée un neeud avec deux fils non vides

une double montée un nceud avec seulement un fils droit non vide
une double descente un neeud avec seulement un fils gauche non vide

[111
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Démonstration. Grace a la bijection et parce que ces quatre types de nceuds permet de former
une partition de I’ensemble des étiquettes, c’est-& dire {1,---,n}, il suffit de montrer une des
implications : on obtient alors des inclusions blocs a blocs (par exemple les étiquettes des feuilles
appartiennent toutes & ensemble des pics), de deux partitions du méme ensemble. On en déduirait
alors qu’il s’agit de la méme partition.

Soit IV le noeud étiqueté par j dans un arbre croissant 7. Si IV est une feuille, alors dans la
lecture infixe de T, les voisins gauche et droit de j sont nécessairement plus petits que j car T est
un arbre croissant. Donc j est un pic. Si le noeud N a deux fils, alors les voisins gauche et droit
de j sont plus grands. On a par conséquent une vallée. Si N a exactement un fils droit, alors le
voisin gauche de j est plus petit, mais son voisin de droite est plus grand. Donc j est une double
montée. Si N a exactement un fils gauche, alors le voisin droit de j est plus petit, mais son voisin
de gauche est plus grand. Alors j est une double descente. O

Toujours avec la convention (0-0) mais cette fois les arbres décroissants, pour une permutation
o de taille n, la correspondance est alors la suivante pour une valeur j différente de oy et o,,.

La valeur j est : le noeud étiqueté par j dans D(o) est :

un pic +— un nceud avec deux fils non vides

une vallée +— une feuille

une double montée <— un noeud avec seulement un fils gauche non vide

une double descente <+— un nceud avec seulement un fils droit non vide

Pour les valeurs aux bords, le comportement differe a cause de la convention. Pour ne pas s’en-
combrer d’exceptions, on ajoute des feuilles étiquetées par 0 & gauche (respectivement & droite) au
nceud le plus a gauche (resp. a droite) Ainsi, le critéere précédent fonctionne aussi pour les valeurs
aux bords.

Démonstration. Le schéma de preuve est le méme que précédemment. Soit IV le nceud étiqueté par
j dans T (5 # 0). Si N est une feuille, alors dans la lecture infixe de T' les voisins de j sont plus
grands. Donc j est une vallée dans o. Si le nceud N a deux fils, alors les voisins gauche et droit de
j sont plus petits. La valeur j est par conséquent un pic dans ¢. Si N a exactement un fils droit,
alors le voisin gauche de j est plus grand, mais son voisin de droite est plus petit. Donc j est une
double montée. Si N a exactement un fils gauche, alors le voisin droit de j est plus grand, mais
son voisin de gauche est plus petit. Alors j est une double descente. O

Ezemple 71. Pour o = 859723416, constatons la traduction des statistiques sur son arbre croissant
et décroissant, représentés dans la figure 2.7.

1 9
2/ \6 8/ \7

5/ \3 / \ 0/ \5 / \6
VRN RN VRN VRN
8 7 - 4 : 4 0

AN /\ AN
9 - 3 1
/N ANA

FIGURE 2.7 — Arbre croissant et décroissant de o.

2.1.2.3 Greffe et shuffle

Rappelons 'opération de greffe sur les arbres. Soient T et 7" deux arbres. On sélectionne une
feuille I de T. Une greffe est alors la substitution de ! par Uarbre T" (cf. figure 2.8).

Donnons une description combinatoire des C'(w) pour w dans un produit de shuffle.
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{1} T’ {1}
N - \
l T

FIGURE 2.8 — Greffe de ’arbre T” sur la feuille [ de T'.

Proposition 2.1.1. Soient s et o deux permutations. Alors w appartient a s o si et seulement
st C(w) est un arbre obtenu par le procédé suivant :

— on éerit o = fy -+ f, ot les f; sont des facteurs non vides (k < |o|),

— on sélectionne k feuilles vides dans C(s),

— on lit C(s) dans Uordre infize, et on greffe la i¢ feuille vide sélectionnée par C(fi[|s|]).

Démonstration. Soit T un arbre obtenu par ’algorithme présenté. Cet arbre est encore croissant,
car on greffe des arbres croissants (les C(f;[|s|]) dont les lettres sont plus grandes que celles de s.
De plus, pour ¢ < k, les lettres de f; apparaissent avant les lettres de f;11 dans 'ordre infixe.
On en déduit que of|s|] est un sous-mot de I f(7T'). Mais s est aussi un sous-mot de If(T) car T
est construit en greffant des arbres & C(s). Les étiquettes de T étant exactement les lettres d’un

élément de s W o, il en découle que I f(T') est bien dans s [ o. Réciproquement, nous savons que
Is|+]o]
|s ) :
Il suffit donc de compter le nombre d’arbres construits par ce procédé. Par convention, on rappelle
que (Z) = 0 si b < a. Factoriser en k& mots non vides ¢ revient & prendre un sous-ensemble de

la lecture infixe des arbres croissants est injective. Or, le nombre d’éléments de s Ll o est (

taille k—1 dans {1,---,|o| — 1}. L’arbre C(s) ayant |s| + 1 feuilles vides, sélectionner k feuilles
vides consiste donc & choisir k éléments dans {1,--- ,|s|4+1}. Ainsi, le nombre d’arbres possibles
est donné par la formule :
lo| — 1\ []s| +1
2.
3 ( (M, (28)
k>1
que 'on peut réécrire :
lo| — 1Y\ /]s| +1
. 2.9
> (o) (" =9
k>1

Sous cette forme, on reconnait le coefficient de 2171 dans (1+2)171=1 (1 +2)I51*1. Tl s’agit également
du coefficient de 27 dans (1 4 z)!°/*15l. Donc,

= () ()

O

Exemple 72. Pour s =3142, 0 =51342, et 7 =935714862, T est bien un élément de s o. Il est
obtenu en factorisant o[4] sous la forme o[4]=9.57.86, et en greffant tous les facteurs comme dans
la figure 2.9.

3/1\2 PN

ABC(s) ABC(7)

FIGURE 2.9 — AbC(7) obtenu a partir de AbC(s).
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De méme, donnons une description combinatoire sur les arbres décroissants d’un produit de
shuffle.

Proposition 2.1.2. Soient s et o deuzr permutations. Alors w appartient ¢ s o si et seulement
st D(w) est un arbre obtenu par le procédé suivant :

— on éerit s = f1--- f, ou les f; sont des facteurs non vides ( k < |s|),

— on sélectionne k feuilles vides dans D(o[|s]]),

— on lit D(o]|s|]) dans Uordre infize, et on remplace la i° feuille vide sélectionnée par D(f;).

Démonstration. 1l suffit de traduire la proposition 2.1.1 en retournant ’alphabet. O

2.1.2.4 Construction de la bijection ¢,

Soient s une permutation, o et 7 deux permutations ayant les mémes ensembles de statistiques.
Montrons qu’il existe une bijection ¢4 de sllo vers sl T telle que pour w appartenant a sillo, on
a ¢s(w) ~ w, olt ¢5(w). Cette construction sera effectuée sur les arbres décroissants correspondants.

Démonstration. Pour construire ¢4, on procede ainsi. Soit w un élément de s i o. Considérons
Parbre décroissant D(w). D’apres la proposition 2.1.2, il existe une unique factorisation de la per-
mutation s en produits de f7 - - - fx et un unique ensemble de feuilles vides de D(o[|s|]) sélectionnées
de taille k, tels que arbre D(w) est obtenu en greffant a la i° feuille sélectionnée 'arbre D(f;).
Notons {a1,--- ,ar} cet ensemble de feuilles ordonné par la lecture infixe. Si a; ou aj est une
feuille extrémale (feuille la plus & gauche ou la plus & droite de arbre), on 1’étiquette par 0,
pour respecter la correspondance entre types de nceuds et statistiques. On construit ’ensemble de
feuilles {by,--- ,br} de D(7]|s|]]) de la maniere suivante : si a; (i = 1 ou k) est étiquetée par 0,
alors b; (i =1 ou k) est la feuille correspondante dans D(7[|s|]) étiquetée par 0. Sinon, notons p;
le pére de a; et ¢; le nceud dans D(7]|s|]) ayant la méme étiquette que p;. Les permutations o et 7
étant équivalentes, ¢; et p; ont donc les mémes nombres de fils gauche et droit vides. Ainsi, les fils
vides des ¢; sont naturellement en bijection avec les fils vides des p;. Soit b; la feuille vide associée
& a; & travers cette application. Pour tout b; dans {by, - , b}, greffons 'arbre D(f;) & la feuille b;.
Notons T I’arbre obtenu & la fin de ce procédé. On pose ¢s(w) := If(T).

Montrons que T et D(w) ont les mémes ensembles de statistiques. Soit a un noeud de D(w)
étiqueté par j et soit b le nceud correspondant dans T'. Si j < |s|, alors j est 'étiquette d’un
neeud appartenant & un D(f;). Cet arbre n’ayant pas été modifié, le type de nceud correspondant
non plus. Ainsi, @ et b ont bien les mémes nombres de fils gauche et droit vides. Sinon, a est
dans D(o[|s]]). Si @ n’est pas un des p;, alors b n’est pas un des g;. Dans ce cas, aucune greffe n’a
été effectuée sur une feuille vide de a et de b. Donc les nombres de feuilles vides gauche et droit
pour a et b n’ont pas été modifiés, et par équivalence de o et 7, ces nombres sont identiques pour a
et b. Si a vaut p;, alors b vaut g;. Les greffes étant effectuées dans les mémes emplacement libres, les
nombres de fils gauche et droit vides de a et de b sont encore les mémes. Ainsi, w et I f(T) = ¢s(w)
sont équivalents.

Dans le cadre de cette construction, o et 7 ont des roles symétriques. La bijection réciproque
est donc obtenue en échangeant leurs roles. O

Ezxemple 73. Pour s = 3421, 0 = 51342, w = 394572861 appartenant a s Ll o et 7 = 35214, la
construction de ¢,(w) est représentée par la figure 2.10.

2.1.2.5 Construction de la bijection

La construction de ¥, est similaire a celle de ¢4 : il suffit de remplacer les arbres décroissants
par les arbres croissants. Soient s une permutation, ¢ et 7 deux permutations de taille n ayant les
mémes ensembles de statistiques. Montrons qu’il existe une bijection 5 entre o [ s et 7 [ s telle
que ¥s(w) ~ w, pour tout w dans o W s.

Démonstration. Soit w dans o W s. D’apres la proposition 2.1.1, il existe une unique factorisation
de s[n] = f1--- fr et un unique ensemble de feuilles vides {a1,---,ar} de C(o) tels que C(w)
est obtenu en greffant les arbres C(f;) aux feuilles a;. Notons p; le pere de a; dans C(o) et g;
le nceud dans C(7) ayant la méme étiquette que p;. Les permutations o et 7 étant équivalentes,
nous en déduisons que les nombres de fils gauche et droit vides de p; et de ¢; est le méme. Nous
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FIGURE 2.10 — Construction de ¢4(w).

construisons alors 'ensemble de feuilles vides {by, - -- , by} associé & 'ensemble {a,--- ,ar} par les
mémes arguments que dans la preuve du paragraphe 2.1.2.4. Et de maniére similaire, on en conclut
que If(T) = 1¢s(w) et w ont les mémes ensembles de statistiques.

De méme, par échange des roles de o et 7, on obtient la bijection réciproque. O

Ezxemple 74. Sion a o = 3142, 7 = 4213, s = 51342, et w = 935714862 dans o [ s, alors 1’élément
¥s(w) se construit comme dans la figure 2.11.

Des bijections établies, il en résulte le théoreéme suivant :

Théoréme 2.1.3. Le quotient de la base (Fy)secs de FQSym par (P,V,Dm,Dd) est bien un
quotient d’algébre.

2.1.2.6 Description du produit dans le quotient

Parmi les différentes conventions, 0 — 0o est celle ou le produit s’exprime de maniére simple
en termes de chemins de Dyck. Il est alors possible d’en déduire une expression pour les autres
conventions. Dans cette partie, nous considérons le quotient de la base (F,),cs par la relation
(P,V,Dm, Dd) avec la convention 0 — co.

Ce quotient est bien défini : les preuves précédentes s’y adaptent en changeant les étiquettes
des feuilles aux bords. De plus, il existe une bijection simple entre les classes de ce quotient et
les chemins de Dyck grace a I’application x définie dans le paragraphe 1.2.3. Il nous suffit donc
d’interpréter la loi produit du quotient sur les chemins. Pour cela, on procede en plusieurs étapes :

1. on commence par montrer que les éléments de o [ 7 sont toujours deux a deux non
équivalents. En particulier, la projection PV D définie dans le paragraphe 1.2.3 restreinte a
cet ensemble est injective.

2. Puis on prouve que les éléments projetés sont nécessairement d’une certaine forme.

3. Enfin, une énumération des deux classes permet de conclure.

Proposition 2.1.4. Soit o une permutation de taille n et 7 une permutation de taille m. Soient

s et t deux permutations dans o W T. Si s et t sont équivalents pour la relation (P,V, Dm, Dd) et
la convention 0 — oo, alors s =t.
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FIGURE 2.11 — Construction de 7" avec o = 3142, T = 4213, s = 51342, et w = 935714862.

Démonstration. Supposons que s et ¢t ne soient pas égales. Considérons la premiere position ¢ ou s;
et t; different. Sans perte de généralité, supposons que s; < t;. Les permutations s et ¢ étant
dans o W7, 8i Spam €t tpim sont différents, alors la valeur ¢y, est située avant la position n+m
dans s. Donc l'entier i est strictement plus petit que n+m. Les configurations possibles pour s et ¢
sont alors de la forme :

— s=---as;---t; -

b= aty s
les lettres avant s; et t; étant les mémes, et s; étant plus petit que t;, par conséquent s; provient
de o et t; de T[n]. De plus, ces deux permutations appartenant & o [l 7, on en déduit que les lettres
situées entre s; et t; dans s sont plus petites que t;, et que les lettres situées entre ¢; et s; dans ¢
sont plus grandes que s;. Trois possibilités sont alors envisageables pour la lettre a :

1. si a < s;, il en résulte que le statut de s; n’est pas le méme dans s et t;
2. 81 s; < a <t alors le statut de a est différent dans s et ¢;
3. si a > t;, alors ¢; n’a pas le méme statut dans s et ¢.

Dans tous les cas, ces deux permutations ne sont pas équivalentes. O

Remarque 19. On peut constater que cette preuve ne dépend pas des conventions.
Corollaire 2.1.5. Soient o et 7 deux permutations. Alors PV D restreinte a o I T est injective.

Démonstration. D’apres la définition de PV D, deux permutations o et 7 ont la méme image par
cette fonction si et seulement si elles sont équivalentes pour (P,V, Dm, Dd) dans la convention
0 — 00. Or les éléments de o L1 7 sont deux a deux non équivalents (voir proposition 2.1.4), ce qui
implique I'injectivité de la restriction a o il 7 de PV D. O

En regardant les éléments de o (07 & l’aide du formalisme sur les arbres croissants, nous savons
qu’il s’agit de greffes effectuées sur certaines feuilles de AbC (o). Nous obtenons ainsi des conditions
sur les statistiques des lettres provenant de 0. De méme, en prenant les arbres décroissants, on a
des conditions sur les lettres de 7. L’application PV D étant constante sur une classe d’équivalence,
on en déduit des conditions nécessaires sur la forme des chemins de PV D(s) pour s dans o L 7.
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Soient A = {(1,1), (1,—1)} et d un chemin de Dyck. On note respectivement C(d) et D(d) les
ensembles
{ce A"|i(c) =1(d), d;=(1,1) = ¢; = (1,1)}, (2.11)

et
{ce A*|l(c) = U(d), di = (1,—1) = ¢; = (1, —1)}. (2.12)

Ezxemple 75. Si le chemin d est égal a

—= N W

01234567
alors, en posant a := (1,1) et b:= (1, —1) I'ensemble C(d) est égal a
{aabbab, aabbaa, aabaadb, aabaaa, aaabab, aaabaa, aaaaab, acaaaalt, (2.13)

et D(d) a
{aabbab, aabbbb, abbabb, abbbbb, babbab, babbbb, bbbbab, bbbbbb}. (2.14)

Proposition 2.1.6. Soient o et 7 deux permutations et s un élément de o W 7. Alors :
PV D(s) =uv, (2.15)
ot u et v appartiennent respectivement a C (PV D(o)) et a D (PV D(1)).

Démonstration. Soient o et 7 deux permutations de taille respective n et m et s dans ¢ 7. En
regardant les arbres croissants, on constate que la statistique d’une valeur 7 de s provenant de o
doit vérifier les conditions suivantes :
— si i est un pic dans o, alors il n’y a pas de contrainte pour 7 dans s,
— si 7 est une vallée dans o, alors i reste une vallée dans s,
— si ¢ est une double montée ou double descente dans o, alors ¢ peut rester inchangé dans s,
ou devenir une vallée.
De méme, en regardant pour une valeur j de s provenant de 7[n], on a les conditions suivantes :
— si j est un pic dans 7[n], alors j reste un pic dans s,
— si j est une vallée dans 7[n], alors il n’y a pas de contrainte sur j dans s,
— si j est une double montée ou double descente dans 7[n], alors j peut rester inchangé dans
s, ou devenir un pic.
Les conditions équivalentes pour les chemins sont alors :
— pour k < 2n, si PV D(0), est montant, alors PV D(s), est aussi montant ;
— pour 2n < ! < (n+m), si PV D(7);_2y, est descendant, alors PV D(s); est aussi descendant.
Ainsi, PV D(s) = uv, avec u dans C (PV D(c)) et v dans D (PV D(r)). O

Proposition 2.1.7. Soient ¢ et d deux chemins de Dyck de longueur respective 2n et 2m. Alors
l’ensemble
Palc,d) := {e € Dyckle = uv, u € D(c), v € D(d)}

est de cardinal au plus ("‘;m)

Démonstration. On reprend les notations a = (1,1), et b = (1,—1). Soit e élément de Py(c,d).
Alors, e = uwv, olt u appartient & D(c), et v appartient & D(d). Notons k = |u|, — |ulp. Le chemin
u étant au-dessus de l'axe, k est positif. Le chemin e étant de Dyck, k est aussi égal a |v|p,—|v],.
Comme c est de longueur 2n, k est au plus égal a n. De méme, d étant de longueur 2m, k est au
plus égal a m. D’ou :

min(n,m)
Palc,d) C E := |_| {e € {a,b}*|e = uv, u € D(c), v € D(d), k = |u|a — |ulp = |v|[p—|v]a}

k=0
(2.16)
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Byl (1) 217

k=0

Or le cardinal de E est :

En effet, ce qui caractérise wu (respectivement v) est I'ensemble des positions ou u (resp. v) et ¢
(resp. d) different. Mais cet ensemble est au plus de cardinal n (resp. m). En réécrivant cette

somime, on a
min(n,m)
n m n m
= . 2.1
k=0 k+l=m

Ainsi, on reconnait le coefficient de 2™ dans le produit (1 + z)™(1 4+ z)™. Il s’agit donc aussi du
coefficient de 2™ dans (1 + z)"*™. Il en résulte que E est de cardinal ("/™). O

Proposition 2.1.8. Soient o et T deux permutations. Alors
PVD(oc W) =Py (PVD(c), PVD(T)). (2.19)

Démonstration. Soient o une permutation de taille n et 7 une permutation de taille m. On sait que
PV D restreinte a o W 7 est injective (proposition 2.1.4) et que les éléments de PV D(o [ 7) sont
inclus dans F := Py (PV D(o), PVD(7)) (proposition 2.1.6). L’ensemble o [ 7 étant de cardinal

("Zm) éléments, par injectivité de PV D, on en déduit que F' contient au moins ("Zm) éléments.
Or, d’apres la proposition 2.1.7, il en contient au plus (”flm) D’ou :

PVD(oc W) =Py (PVD(c), PVD(T)). (2.20)

L]

Corollaire 2.1.9. Soient ¢ et d deux chemins de Dyck de taille respective 2n et 2m. Alors Py(c,d)
n+m) .

est de cardinal ( .
Démonstration. Soient ¢ et d deux chemins de Dyck de taille respective 2n et 2m. L’application
PV D étant surjective, on sait qu’il existe o de taille n et 7 de taille m telle que PV D(o) = ¢ et
PV D(7) = d. On applique alors la proposition 2.1.8. L’ensemble o LU 7 étant de cardinal (”:m) et
PV D restreinte & o W 7 étant injective, il en découle que Py(c, d) est de cardinal (”J;m) O

Théoréme 2.1.10. Soit le quotient de la base (F,),ce de FQSym par la relation (P, V, Dm, Dd)
avec comme convention 0 — oo et I le passage au quotient. Une base du quotient est alors donnée

par (F¢)eepyck, et le produit par :
FF,= » F. (2.21)
e€Py(c,d)

Démonstration. Soient ¢ et d deux chemins de Dyck. Par surjectivité de PV D, on en déduit qu’il
existe o et 7 tels que PVD(o) =cet PVD(1)=d. On a:

I(F,F.)= > T(F,). (2.22)
s€EolT
Ainsi,
H(FUFT): Z FPVD(S)' (223)
s€ollT

En appliquant la proposition 2.1.8, on obtient :

I(F,F.)= > F.. (2.24)
e€Pq(c,d)

Or II est un morphisme d’algebre. D’ou :

F.F, = Z F.. (2.25)
e€Py(c,d)
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Remarque 20. A partir de la proposition 2.1.8, il est possible de prouver que le quotient par les
quatre statistiques pour la convention 0 — oo est bien un quotient d’algebre. En effet, ’égalité (2.19)
montre que 'image de o7 par PV D est un ensemble construit & partir de PV D(o) et de PV D(1).
Ainsi, tout ne dépend que des images par PV D, autrement dit des ensembles de quatre statistiques.
En particulier, le produit est bien défini dans le quotient.

Remarque 21. Cette application quotient a permis de construire une nouvelle loi associative sur
les chemins de Dyck résultant de ’associativité du shuffle. Dans un autre contexte, on aurait pu
définir cette loi directement sur les chemins de Dyck. Mais alors ’associativité de celle-ci ne serait
pas une conséquence immédiate, propriété déduite ici par quotient.

2.1.2.7 Propriété algébrique du quotient

Nous nous plagons de nouveau dans la convention 0 — 0 et la relation d’équivalence considérée
(notée ~) est (P,V, Dm, Dd).

Le quotient étant bien défini, on peut alors se demander si ’algebre correspondante est libre
donc isomorphe & PBT. De surcroit, s’agissant d’une projection de FQSym, on peut restreindre
celle-ci a PBT, et regarder s’il y a bien injection, et donc par égalité des dimensions, isomorphisme.
Notons :

— C Talgebre quotient FQSym/ ~,

— P la projection de FQSym dans le quotient,

— SR lensemble des permutations o évitant le motif 312.

Il s’avere que P restreinte & PBT est bien injective. Cette proposition se prouve en montrant
qu'une base B de PBT est encore libre dans le quotient. La méthode adoptée est de prouver
que la matrice de B dans une “bonne base” de C est triangulaire avec des 1 sur la diagonale
(unipotence), et donc inversible. Soit la famille C := (P(F,)),cq, triée par taille croissante et par
ordre lexicographique décroissant. Dans un premier temps, on montre que cette famille est bien
une base de C. Puis, on prouve que la famille B := (P(E,)) . est bien triangulaire et unipotente
dans la base C.

Proposition 2.1.11. La famille C := (P(Fy)),cq est bien une base de C.

Démonstration. Cela revient a montrer que deux permutations évitant 312 et dans la méme classe
pour ~ sont en fait égales. Or, dans la bijection de Francon-Viennot, les permutations évitant
312 sont exactement associées aux chemins pour lesquels les poids des pas sont a 1. Donc deux
permutations différentes évitant 312 sont envoyées sur deux chemins différents. Ces derniers étant
associés a des permutations non équivalentes pour ~, on en déduit qu’elles ne sont pas équivalentes.
Donc C est bien une base. O

On rappelle la définition des E, de FQSym :

E,= Y F,, (2.26)

T>RO

ol >p est ordre faible droit sur les permutations. De plus, B := (E,)scn est une base de PBT.
Reste a prouver que P(B) est bien libre dans C. On a :

P(E,)= Y P(F.)=> d7P(F,), ot ) =|{r>polr~s}. (2.27)

T> RO SENR

Pour conclure, il suffit de montrer que la matrice de P(B) dans la base C est triangulaire avec
des coefficients non nuls sur la diagonale. Le lemme suivant permet d’établir cette propriété :

Lemme 2.1.12. Soit o dans R. Si on a T >R o, alors l’élément 7’ de R équivalent a T vérifie
0 <iex 7'

Admettons dans un premier temps le lemme 2.1.12. Par contraposition, on en déduit que pour
s et o dans R, si s <jey 0, alors ¢ = 0. Comme o > o, on a ¢Z > 1. Ainsi, la matrice de
P(B) dans la base C (ou les éléments sont triés par taille croissante et par ordre lexicographique
décroissant), est bien triangulaire, avec des coefficients non nuls sur la diagonale. En particulier,
P établit bien un isomorphisme entre PBT et C.

Pour démontrer le lemme 2.1.12, nous allons prouver une de ses généralisations. Mais il nous
faut introduire quelques définitions pour I’énoncer.
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Définition 2.1.13. On dit qu'un mot w contenant des co est une permutation gravitationnelle si :
— en supprimant les co de w, on obtient une permutation o ;
— w ne contient pas le facteur cooc.
L’ensemble des permutations gravitationnelles est noté GS, et GS,, désigne I’ensemble des per-
mutations gravitationnelles dont la permutation sous-jacente est de taille n.

Ezemple 76. Le mot w = 1oo432005 appartient a GGs, mais w = ocool43002 n’est pas une
permutation gravitationnelle.

Cet ensemble a été introduit par Foata et Zeilberger dans [FZ90] & propos d’une autre cor-
respondance entre histoires de Laguerre et permutations, la bijection de Foata-Zeilberger. Il est a
noter que GG est exactement ’ensemble des mots qui apparaissent dans les étapes intermédiaires
de lalgorithme de Frangon-Viennot. Réciproquement, pour un mot w de G, il est possible de
retrouver les étapes précédentes de 'algorithme qui ont permis d’obtenir w. En effet, notons n la
plus grande lettre finie de w. Le mot précédant w est obtenu en :

— remplagant n par oo si elle est entre deux lettres finies;

— en supprimant n si un seul voisin est un co;

— en supprimant n et un oo voisin, si n est entre deux oo.

Ainsi, en itérant le procédé, on retrouve toutes les étapes permettant d’obtenir w.

Ezemple 77. Siw = 1004362005, alors I'exécution “a I’envers” de ’algorithme de Francon-Viennot
donne :

1. 10043002005 ;
2. 1004300200
3. loodoo200;
4. 100200
5. loo.

Ainsi, pour les lettres ¢ < n de w, on sait exactement quel co a été substitué a chaque étape
dans Palgorithme et par quel mot. On peut donc construire le mot r(w), obtenu en remplagant &
chaque étape le premier oo par le mot correspondant dans I’exécution associée a w.

Ezemple 78. Pour w = 1004362005, les constructions de w et r(w) sont données par :

w r(w) élément & insérer

00 00 loo

loo loo 00200

loo200 loo200 00300 (2.28)
100300200 100300200 004

lood4300200 | 1004300200 | 005

10043002005 | 1oob4300200 | 6

1004362005 | 1654300200

Il est & noter que si w est une permutation, alors r(w) évite 312 et a les mémes ensembles de
statistiques que w. On définit aussi I’élément s(w) obtenu en supprimant les oo de w.

Lemme 2.1.14. Soit o dans &, évitant 312, et w dans GS,, contenant au moins un oo. Si
o <gr s(w), alors 000 <jep T(W).

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 1, on a ¢ = 1. Donc w est de trois formes possibles :

— w = 00l;
— w=1o0;
— w = ooloo.

Dans tous les cas, la propriété est bien vérifiée. Supposons-la vraie pour les permutations de taille
inférieure & n—1. Soient o dans &,, et w dans GS,, contenant au moins un oo tels que o <p s(w).
Notons ¢ la position de 1 dans o. La permutation ¢ évitant 312, cela implique que o est de la
forme alb, avec o) :=al dans &;. Si i = n, comme o <g s(w), on en déduit que s(w) se termine
également par un 1. On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence & o’ obtenu en supprimant
1 de o, et w’ obtenu en supprimant 1 de w et éventuellement un oo si 1 a ses deux voisins égaux
& oo dans w. Sinon, i < n. Soit alors w® la permutation gravitationnelle dans G&; apparaissant
dans I’exécution inverse de w. Notons que o) évite 312 car il est facteur de o et o) <p s(w®)
car o <p s(w) et les inversions portent sur les valeurs des lettres. Appliquons alors ’hypothese de
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récurrence & 0@ et w®. Si cWoo <oy r(w(i)), en exécutant les algorithmes en parallele de ¢+1 a
n, les co de r(w) sont remplacés par des lettres strictement plus grandes que i. En particulier, a
chaque étape, l'inégalité stricte n’est pas modifiée et donc o <je, r(w). Dans le cas contraire, on a
cWoo = r(w®). Les mots w® et r(w) ayant le méme nombre de oo, on en déduit que w® en
contient exactement un. Or, o(? <p w( et 1 posséde le méme statut dans w® et r(w®). Donc
w® = floo. Ainsi, w est égal & floow’. Il suffit alors d’appliquer la récurrence & b et w’. O

Démontrons le lemme 2.1.12 a partir du lemme 2.1.14.

Démonstration. Soit o évitant 312 et 7 > o. On sait qu'il existe un unique 7 évitant 312
équivalent & 7. Soit a la derniere valeur de 7’. Rajoutons la lettre oo & droite de a dans le mot 7
et notons w ce mot. Donc s(w) est égal & 7, d’ont s(w) >g o. En appliquant le lemme 2.1.14 & ¢
et w, on obtient oo <, 7(w). Or, nous avons I'égalité r(w) = 7'c0. Donc, 0 <je, 7' O

2.1.3 Structure algébrique du quotient par (P,V, Dm U Dd)

Dans cette partie, ~ désigne la relation d’équivalence (P, V, DmUDd). La méthode utilisée pour
(P, V, Dm, Dd) est applicable a la relation ~ : nous construisons d’abord les bijections garantissant
la bonne définition du quotient. Puis, nous montrons que cette algebre est libre par un argument
similaire au cas (P, V, Dm, Dd).

2.1.3.1 Un quotient bien défini

Rappelons 'équivalent combinatoire “d’étre une algebre quotient”. Soient s, o et T trois per-
mutations telles que o ~ 7. Cherchons deux bijections ¢4 et 1, telles que :

— ¢s: sWo — slT, avec ¢s(w) ~ w pour w dans s o;

— g olls — TWs, avec Ys(w) ~w pour w dans o W s.
De la méme fagon que dans la partie 2.1.2, nous commencons par traduire cette relation d’équivalence
sur les arbres. Ensuite, nous construisons les bijections ¢ et ¥, grace a des arguments similaires
a ceux présents dans les paragraphes 2.1.2.4 et 2.1.2.5.

2.1.3.1.1 Le dictionnaire arbre-statistique Dans notre cas, on identifie les doubles montées
avec les doubles descentes. Sur les arbres, cela signifie que les noeuds ayant un seul fils vide sont
équivalents. Le dictionnaire se modifie alors légerement. Ainsi, pour une permutation o de taille
n, on obtient les correspondances suivantes :

la lettre j dans o est : le neeud étiqueté par j dans C'(o) est :
un pic +— une feuille
une vallée +— un nceud avec deux fils non vides

une double montée ou double descente <+— un nocud avec un seul fils non vide

De méme, en étiquetant les feuilles vides extrémales par 0, on obtient pour les arbres décroissants
les correspondances suivantes :

la lettre j dans o est : le neeud étiqueté par j dans D(o) est :
un pic +— un nceud avec deux fils non vides
une vallée +— une feuille

une double montée ou double descente <+—  un nceud avec un seul fils non vide

Reste a adapter les constructions des bijections.

2.1.3.1.2 La bijection ¢; En remplacant “nombres de fils gauche et droit vides” par “nombre
de fils vides” dans le procédé présenté dans le paragraphe 2.1.2.4, nous obtenons une maniere de
construire une bijection ¢4 aux propriétés demandées.

2.1.3.1.3 La bijection s De la méme maniere que ¢, il suffit d’adapter la preuve donnée
au paragraphe 2.1.2.5 en remplacant “nombres de fils gauche et droit vides” par “nombre de fils
vides”.

Exemple 79. Pour o = 52143, 7 = 34125, s = 1342, w = 695281473, et w’ = 913654872, nous
représentons la construction de ¢4(w) dans la figure 2.13 et celle de ¢s(w’) dans la figure 2.12.
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FIGURE 2.13 — Coustruction de ¢¢(w’).

2.1.3.2 Une algebre libre

Appliquons la méthode de la section 2.1.2.7 a notre cas. Posons :
— C' I'algebre quotient FQSym/ ~,
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— P la projection de FQSym dans le quotient,

— ® T'ensemble des permutations o évitant le motif 312 et sans double montée,

— B’ la famille (E,)sep,

— (' la famille (P(F,))sen-
Grace & la bijection de Francon-Viennot, nous savons que C’ est une base du quotient. La famille
B’ est stable par concaténation décalée. Ainsi, I’algebre engendrée par B’ a comme suite des di-
mensions les nombres de Motzkin. Cette algebre est également libre car engendrée par la famille
algébriquement indépendante des E, avec o dans © et se terminant par un 1. Il suffit alors de
montrer que P(B’) est bien une famille libre du quotient. Pour cela, nous allons prouver que P(B’)
est triangulaire dans la base C’. En effet, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.1.15. Soient o et 7 deuzr permutations dans R et équivalentes pour (P,V, Dm U Dd).
Si Dm(o) est strictement inclus dans Dm(7), alors T <jey 0.

Démonstration. Soient o et T deux permutations vérifiant les hypotheses. Soit & le plus petit entier
qui est une double montée dans 7 mais une double descente dans o. L’existence est assurée, car
les doubles montées de o sont strictement incluses dans les doubles montées de 7, et o et T sont
équivalentes. Or, o et 7 évitent 312. Dans l'algorithme d’insertion & la Frangon-Viennot, a ’étape
k—1 nous avons donc :

O(k—1) = T(k—1) = uoov, (229)

avec u éventuellement vide, mais sans infini. En passant a I’étape k, nous obtenons :

— o) = uockv;

— et 7y = ukoov.
Or, le premier co de o(;) sera uniquement remplacé par des lettres strictement plus grandes que
k, d’ou l'inégalité 7 <jey 0. O

Notons :
¢ == |{r >g o|T ~ s}, (2.30)

ou s et o sont des éléments de ©.
Proposition 2.1.16. Soient s et o deux permutations de taille n. Si c > 1, alors § >jey 0.

Démonstration. Comme ¢J > 1, il existe donc 7 > o, avec 7 ~ s. Or, 7 est équivalent pour la
relation (P,V, Dm, Dd) & un 7/ évitant 312. De plus, 7/ >, o grace au lemme 2.1.12. Mais s est
équivalent a 7 pour (P, V, DmUDd). La relation (P, V, Dm, Dd) étant plus fine que (P, V, DmUDd),
on en déduit que s et 7 sont équivalents pour (P, V, DmUDd). Or, ils évitent tous les deux 312 et s
n’a pas de double montée. Par conséquent, s >;., 7’. Par transitivité, nous obtenons s >;., 0. [

En particulier, les coefficients ¢Z sont nuls si o >, s. Le coefficient ¢J étant supérieur a 1, on
en déduit que la famille P(B) est bien libre. En conclusion,

Théoréme 2.1.17. Le quotient de FQSym par la relation (P,V,Dm U Dd) est une algébre libre
dont la suite des dimensions est donnée par les nombres de Motzkin.

2.1.4 Les quotients par (P U Dm,V U Dd) ou par (P U Dd,V U Dm)

L’involution lecture droite-gauche rev sur les permutations étant un morphisme d’algebres pour
le produit de shuffle, il suffit de déterminer les résultats algébriques pour I'un des deux quotients.

2.1.4.1 Un quotient bien défini

Nous considérouns la relation (PUDd, V' UDm) et la notons ~. Adoptons les notations des para-
graphes 2.1.2 et 2.1.3 pour celui-ci. Soulignons qu’une variante de ce quotient existe dans [HNTT09]
et [NTW10] ol des applications ont pu étre trouvées.
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2.1.4.1.1 Le dictionnaire arbre-statistique Il est donné pour une permutation o de taille
n et son arbre croissant par les correspondances :

La lettre j dans o est : le neeud étiqueté par j dans C'(o) a :
un pic ou une double descente <— un fils droit vide
une vallée ou une double montée <+— un fils droit étiqueté

De méme, en étiquetant les feuilles vides extrémales par 0, on obtient pour I’arbre décroissant de
o les correspondances suivantes :

La lettre j dans o est : le neeud étiqueté par j dans D(o) a :
un pic ou une double descente <— un fils droit étiqueté
une vallée ou une double montée <+— un fils droit vide

2.1.4.1.2 La bijection ¢; Soient o et 7 deux permutations équivalentes, et s une autre per-
mutation. On cherche une bijection ¢5 de sl o vers s i T telle que pour w dans s [l o on ait
w ~ ¢s(w). Pour un arbre binaire de taille fixée, le nombre de feuilles vides est constant. Or, o et
T étant équivalents, leur ensemble des d’étiquettes des noeuds ayant un fils droit vide est le méme.
Comme le nombre de feuilles vides est constant, on en déduit que le nombre d’étiquettes ayant un
fils gauche vide dans D(c) et D(7) est le méme. Soit h la bijection obtenue par lecture infixe des
arbres en associant la i étiquette ayant un fils gauche vide dans D(0), & la i® étiquette possédant
un fils gauche vide dans D(7). La construction de la bijection ¢ sur les arbres est alors la suivante :
pour w dans s[lio grace a la proposition 2.1.2, nous savons qu’il existe une unique factorisation de
s = f1-+- fr et un unique ensemble {a;,--- ,ar} de feuilles vides ou étiquetées par 0 de D(c][|s])
associés & w. Considérons P’arbre décroissant D(7]|s|]). Les lieux de greffes vont étre choisis selon
les regles suivantes :

— une feuille étiquetée par 0 est un lieu de greffe pour 7 si et seulement si elle I’a été pour o ;

— un fils droit vide de pere j dans 7 est un lieu de greffe si et seulement si le fils droit vide de

j Vest dans o ;
— un fils gauche vide de pere j dans 7 est un lieu de greffe si et seulement si le fils gauche de
h=1(j) est dans o.

Enfin, nous greffons les arbres D(f;) aux i feuilles sélectionnées de D(7[s]) lu dans Pordre infixe.
Notons cet arbre T'. Posons ¢, (w) := I f(T). Alors de la méme maniére que pour les autres relations
d’équivalence, on en déduit que ¢, vérifie les propriétés demandées.

2.1.4.1.3 La bijection @, La bijection ¢4 se construit de fagon analogue a ¢s en remplagant
les arbres décroissants par les arbres croissants.

Ezemple 80. Pour o = 25143, 7 = 31254, s = 3142, w = 286514937, la représentation sous forme
d’arbre de s (w) est donnée dans la figure 2.14.

2.1.4.2 Une algebre libre

Nous savons que les espaces homogenes de FQSym/(PU Dd, V U Dm) sont de dimension 2771,
Dans [HNTTO09], les auteurs ont montré que FQSym/(P U Dd,V U Dm) avec comme convention
oo — 0o est une algebre libre. Il suffit alors de montrer que FQSym/(P U Dd,V U Dm) avec la
convention 0 — 0 lui est isomorphe ou anti-isomorphe.

Démonstration. Considérons ’application w qui consiste a retourner les lettres d’une permutation.
Alors une classe pour la relation (PUDd, V' UDm) avec la convention 0—0 est associée a une classe
pour la relation (PUDd,V UDm) avec la convention oo — co. De plus, w est un anti-isomorphisme
d’algebre sur FQSym. On en déduit que cette application passe au quotient et donc que 1’algebre
FQSym/(PUDd,VUDm) avec comme convention co— oo et I'algebre FQSym/(PUDd, V' UDm)
avec la convention 0 — 0 sont anti-isomorphes. Et donc cette derniere algebre est bien libre. O

2.1.5 Les autres cas

Parmi les autres relations, seule (P UV U Dd U Dm) définit bien un quotient d’algebre. Pour
montrer que le quotient n’est pas défini, il suffit de trouver des exemples pour lesquels il ne peut
y avoir de bijection préservant les statistiques voulues.
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FIGURE 2.14 — Construction de ¢, (w).

2.1.5.1 Le quotient par (P UV, Dm, Dd)

Pour la relation (P UV, Dm, Dd), les permutations ¢ = 2746351 et 7 = 2756341 sont bien
équivalentes. Le mot w = 27563481 est dans 7 0 1 et 4 est une double montée dans w. Or, 4 est
une vallée dans tous les éléments de ¢ (1 1. On en déduit que w n’est équivalent a aucun élément
de o W 1. En particulier, le quotient n’est pas bien défini d’un point de vue algébrique.

2.1.5.2 Les quotients par (P U Dm,V, Dd) ou (V,PU DmU Dd)

Prenons o = 45312, 7 = 53124 et w = 645312. Les permutations o et 7 sont bien équivalentes
pour les deux relations, et w est dans o [ 1. Or, 4 est une vallée dans w. Mais cette valeur n’est
une vallée dans aucun élément de 7 1. En particulier, w n’est équivalent (pour les deux relations)
a aucun élément de o I 1. Donc le quotient n’est pas bien défini.

Pour les autres relations, & ’aide des involutions I et J et en les appliquant aux cas traités
précédemment, nous en déduisons qu’aucune ne définit une algebre quotient.

2.1.6 Résumé des résultats

quotient par dimensions | algebre quotient | algebre libre

(P, V, Dm, Dd) C, oui oui
(P,V, Dm U Dd) M, _ oui oui
(P,V U Dm U Dd) ( Tfl ! ) non non
(P UV U Dm, Dd) on— non non
(P UV, Dm, Dd) 3n_21+1 non non
(P, Dm, V U Dd) Ap_1 non non
(P UV, Dm U Dd) on—2 non non
(P U Dd, V UDm) an—1 oui oui
(PUV UDmU Dd) 1 oui oui
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2.1.7 Les autres conventions

Dans tout le travail précédent, la convention fixée était 0 — 0. Nous avons vu qu’il est possible
grace aux involutions sur les permutations de ramener ’étude a deux conventions, 0 — 0 et 0 — oco.
Les méthodes employées dans ce dernier cas sont globalement les mémes. En effet, considérons
Iinjection de &,, dans &,, 41 consistant a ajouter a la fin d’un mot la lettre n+1. On remarque que
cette injection préserve les quatre statistiques et ramene donc ’étude au cas 0 — 0.

2.1.7.1 Résumé des différents ensembles quotients

Voici I’étude énumérative faite pour les différents quotients dans cette convention :

quotient par dimensions | algebre quotient | algebre libre

(P, V, Dm, Dd) C, oui oui
(P,V, Dm U Dd) M, oui oui
(P,V U Dm U Dd) (ng) non non
(P UV U Dm, Dd) on—2 non non
(P UV, Dm, Dd) 777 non non
(P, Dm, V U Dd) 777 non non
(P UV, Dm U Dd) 2n—2 non non
(P UV UDd, Dm) 2" —n non non
(PUDd, VU Dm) 2n-1 oui oui
(PUV UDmU Dd) 1 oui oui

2.2 Sous-algebres dans Sym

Dans cette partie, nous construisons des sous-algebres de FQSym basées sur les positions des
pics, vallées, doubles montées et doubles descentes (cf. paragraphe 1.2.6).

2.2.1 Définitions et rappels

On reprend les définitions posées dans le paragraphe 1.2.6 & propos des statistiques sur les
positions des lettres d’une permutation.

Il est a noter que le statut de la position ¢ d'une permutation o ne dépend que de I’ensemble
des descentes de o. En effet, i est :

-un pic si 1 est une descente mais pas i — 1,

-une vallée si i n’est pas une descente mais 7 — 1 'est,
-une double montée si i et ¢ — 1 ne sont pas des descentes,
-une double descente si i et ¢ — 1 sont des descentes.

Ainsi, dans le contexte des positions, deux permutations ayant le méme ensemble de descentes
) b

possedent les mémes pics, vallées, doubles montées, et doubles descentes. Ces mémes statistiques

se définissent alors sur les compositions.

Définition 2.2.1. Soit I = (iy,4s,- - ,i,) une composition de ’entier n. Rappelons que I’ensemble
des descentes de I est égal & {i1,41 + i2, -+ ,41 + 92+ -+ +ir—1} et est noté des(I). Soit i entre 2
et n—1. Alors 7 est :

-un pic si 1 est une descente mais pas i — 1,

-une vallée si i n’est pas une descente mais ¢ — 1 l'est,
-une double montée si i et ¢ — 1 ne sont pas des descentes,
-une double descente si 7 et ¢ — 1 sont des descentes.

Pour I une composition de l’entier n, on note respectivement P(I), V(I), Dm(I), Dd(I) V'en-
semble des pics, vallées, doubles montées, doubles descentes de I.

Il est aussi possible de lire chacune de ces statistiques sur la représentation en ruban d’une
composition. Dans ce cas, nous avons les correspondances suivantes pour une position ¢ compris
entre 2 et n—1 :
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statut de la position ¢ | condition sur la i® case

pic coin extérieur

vallée coin intérieur

double montée avoir des voisins gauche et droit
double descente avoir des voisins haut et bas.

Ezemple 81. Pour I = (4,1,3,1,1,2), on a

des(I) = {4, 5, 8, 9, 10},

P(I) = {4, 8},

V() = {6, 11}, (2.31)
Dm(I) = {2, 3, 7},

pa(n) = {5 9},

statistiques que l'on peut lire aisément dans la représentation en ruban de I (figure 2.15).

FIGURE 2.15 — Ruban de la composition I = (4,1,3,1,1,2).

Proposition 2.2.2. Soient o et 7 deuz permutations. Leur composition de descentes sont iden-
tiques si et seulement si elles ont les mémes pics, vallées, doubles montées, doubles descentes.

Démonstration. Soient o et T deux permutations ayant la méme composition de descentes. Les pics,
vallées, doubles montées et doubles descentes ne dépendent que des descentes d’une permutation.
On en conclut que ces quatre ensembles sont identiques pour o et 7.

Réciproquement, supposons que o et 7 ont les mémes pics, vallées, doubles montées, et doubles
descentes. Comme ces ensembles forment une partition de {2,--- ,n—1}, il en résulte que o et 7
ont la méme taille n. De plus, 'ensemble des descentes d’une permutation s contient la réunion
de ses pics et de ses doubles descentes. On rajoute a cette réunion I’élément 1 si 2 est une double
descente ou une vallée pour obtenir ’ensemble des descentes de s. On en déduit que o et 7 ont
bien le méme ensemble de descentes. O

Ainsi, les sous-algeébres construites a ’aide de ces statistiques sont également des sous-algebres
de Sym. Dans la suite, nous étudions ces statistiques dans Sym.

2.2.1.1 La construction de Sym a partir de FQSym

R;= Z G07

C(o)=I

On rappelle que

ot C(0o) est la composition des descentes de o.
Pour I = (41, ,4,) et J = (j1, -+ ,Js) deux compositions d’entiers, le produit est alors

R/R; =R +Rrqy, (2.32)

oulJ = (ila"' ai’f'ajla"' a.js)7 et I<aJ= (ilv"' 7iT +.j1a"' 7js)'

2.2.1.2 Construction de sous-algébres : méthode

Soit A une algebre graduée dont une base (P.).cc est indexée par une classe combinatoire C.
Soit f une fonction d’une classe combinatoire C vers un ensemble E. Si les images inverses de f de
tous les singletons sont finies, on peut considérer les éléments Q, := ) F=1(2) P, pour z dans f(C).
Posons V' := vect(Qz)zef(c)- A étant une algebre, si et y sont dans f(C), le produit Q.Q, est
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alors bien défini. Ainsi, on en déduit que V' est une sous-algebre de A si pour tout x et y dans f(C)
le produit @,Q, appartient a V.

Pour construire des sous-algebres il suffit donc de trouver des fonctions f vérifiant les bonnes
propriétés.

Ezemple 82. En prenant A = FQSym, la base (G,),ce et f application associant & une per-
mutation sa composition des descentes, on obtient :

— V=Sym;

— Qr=Ry.

Dans la suite de ce chapitre, nous notons C I’ensemble des compositions d’entiers.

2.2.2 Sous-algebres : des cas particuliers vers une construction générale
2.2.2.1 L’algebre des pics

On dit que S est un ensemble de pics sil existe une permutation o telle que P(c) = S. Notons
PS la classe des ensembles de pics. On définit par

Msn= Y G, (2.33)
ceS,
P(I)=S

la somme étant nulle si S n’est pas un ensemble de pics. Par la proposition 2.2.2; on a

Mgn= Y. Rp (2.34)
IEn, P(I)=S
Montrons que V := vect(Ils,,)seps, nen est en fait une sous-algébre de Sym. Si E est un

ensemble, on note E[n] := {z +n, © € E}. Alors la régle produit dans V est :

HS],TLHSQ,W = Hslusz[n],ner =+ Hslu{n}usz[n],n+m (235)
HIs, Ut 130Se[n)ntm T s U{n}U{n+11US2[0],ntm

certains termes pouvant étre nuls.

Ezemple 83. Pour S1 = {2, 4}, n =6, So = {5, 7}, m =8, 1 = (2,2,2) et J = (1,4,2,1), les
éléments Ry et Ry sont respectivement dans Ilg, , et Ilg, .. Nous observons que

P(I < J) =51 U SQ[’I’L} (236)

et
P(IJ) = 51 U{6} U Sy[n). (2.37)

Ainsi, Ryq; apparait dans Ilg,ug,[n],ntm, €t Ry est un terme de Ilg, y(nyussn)ntm-

Réciproquement, soit K = (2,2,3,1,1,2,2,1). Alors on a P(K) = S; U S3[6]. Or K =1 < J,
avec I = (2,2,2) et J = (1,1,1,2,2,1). Comme P(I) = Sy, et P(J) = Sz, on en déduit que Ry
apparait dans le produit IIg, I, 5.

Dans I'exemple 83, on trouve tous les ingrédients d’une preuve de Iégalité (2.35). En effet,
on détermine d’abord les ensembles de pics possibles d’un produit, puis on cherche & décomposer
un ensemble des pics pour vérifier qu’il est obtenu par produit. La preuve se fait donc en deux
temps : on commence par montrer que les termes du produit sont dans un des termes de droite,
et réciproquement, un élément dans la somme de droite apparait dans un produit des éléments de
gauche.

Démonstration. Soient deux compositions I E n et J E m, telles que P(I) = Sy et P(J) = Ss.
Alors les termes Ry et R sont respectivement dans Ilg, , et Ilg, . Comme

R/R; =R +Rrqy, (2.38)

il faut prouver que Ry et R4 apparaissent dans le membre droit de (2.35). Déterminons P(I.J)
et P(I < J) en fonction de I et J. Nous avons

des(IJ) = des(I) U {n} Udes(J)[n] (2.39)
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et
des(I < J) = des(I) U des(J)[n]. (2.40)

Comme P(K) = {d € des(I)|d — 1 ¢ des(K)}, on en déduit que :

P(HYUP(N)[n]c PIJ)C P(I)U{n, n+ 1} U P(J)[n] (2.41)
P(HYUP(NncPI<J)c PI)U{n, n+1}UP(J)[n] - ’
Ainsi, Ryy et Ry4y sont bien dans le membre droit de (2.35). Réciproquement, soit Ry apparais-
sant dans un des termes de droite de (2.35). Donc K est une composition de n+m. Il existe une
unique factorisation avec K = I.J ou bien K =1 < J telle que I En et J Em. Mais on a :

P(I) = P(K)N {1, ,n—1}, (2.42)

et
P(N)[n] = P(K)N{n+2,-- ,n+m}. (2.43)

Comme P(K)N{l,---,n—1} =851 et P(K)N{n+2,---,n+m} = Sa[n], Ry est donc dans
IIs, n, et Ry dans Ilg, ,,,. Ainsi, Rg est bien dans le produit d'un élément de IIg, , avec un élément
de Hsz)m. O

Pour une position 4, étre un pic est une propriété ne dépendant que de ses voisins immédiats.
Ainsi, I'aspect local de cette propriété a été un des points clés de la preuve précédente. En effet, elle
assure une certaine stabilité vis-a vis des opérations de concaténation et de <I sur les compositions.
Nous allons donner une condition suffisante pour la construction d’autres sous-algebres a partir
de “propriétés locales”. Mais présentons d’abord une autre sous-algebre elle aussi basée sur des
statistiques.

2.2.2.2 Une algébre construite grace aux vallées et aux doubles montées

Dans cette partie, la fonction f désigne I'application

H: C — Pf(N)

I — VUDm(D), (2.44)

ou Pf(N) désigne 'ensemble des parties finies de N.
Ezemple 84. Pour I = (4,1,3,2) ona H(I) ={2, 3, 6, 7, 9} (cf. figure 2.16).

[ [x[x

x| |

FIGURE 2.16 — Ruban I = (4,1, 3,2) et les statistiques considérées.

Définition 2.2.3. Soit S un ensemble. On dit que S est un ensemble V — Dm s’il existe une
composition I telle que H(I) = S. La classe des ensembles V —Dm est notée VDm.

Soit S un ensemble d’entiers. On pose
s, = > R;. (2.45)
IEn, VUDm(I)=S

Notons E = vect(Ilg ) sevpm, nen. Montrons que E est une sous-algebre de Sym, dont la loi
produit est donnée par :

Hsl,nHSQ,m = H5‘1U32 [n],n+m + Hslu{n}USQ [n],n+m ) (246)
s, Uint13USan]ntm T s, Un}u{n+1}USs[n],ntm
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Démonstration. Soient I une composition de n et J une composition de m, telles que H(I) = S
et H(J) = Ss. Par construction,

H(IY)UH(J)[n]Cc HIJ)C HU{n, n+ 1} UH(J)[n],

H(I)UH(J)[n] c HI <J)c HI)U{n, n+1}UH(J)[n]. (2.47)

Ainsi, Ry et Rr4y sont des termes du c6té droit de (2.45). Réciproquement, soit Ry apparaissant
dans le membre de droite de (2.45). La composition K admet une unique factorisation K = I.J ou
bien K=1I<J,avec I Fnet JEm. Or,on a:

H{I) = HK)N{l,--,n—1}, et

H(N[n] = HEK)N{n+2,-- ,n+m}. (2.48)

Comme H(K)N{l,---,n—1}=S1 et HK)N{n+2,--- ;n+m} = Ss[n], il en résulte que R;
est dans Ilg, ,, et Ry dans Ilg, ,,. O

Dans les preuves précédentes, la fonction f vérifiait les propriétés suivantes :

oeVIiEn, f(I)C{2,---, n—1},
=) U] C fIT) C fI)u{n, n+1}U f(I)]],

—fD U] c i <ad)cfI)u{n, n+1}U f(I)[H]],
—f(K)ﬁ{2,~-- 7n_1}:f(l)a

et J(E) N {n+2,- ,n+m} = F(J)nl,

oesi K=IJ KFEn+m, IFn, alors

osi K=I<1J KEn+m, [ En, alors

—et f(K)N{n+2,--- ,n+m} = f(J)[n].
(2.49)
Démontrons qu’une fonction f vérifiant les conditions (2.49) permet toujours de construire une
sous-algebre de Sym.
2.2.2.3 Une construction générale
Théoreme 2.2.4. Soit une fonction f vérifiant les conditions (2.49). Posons :

I, = Z R;. (2.50)
f(H)=S, IEn

Alors V := vect(Ils,n) serm(f), nen €st une sous-algébre de Sym, et la loi produit est donnée par :

H31 7nl_[Sg m = Z HS,n-i—nL- (251)
S1USa[n]CSCS1U{n, n+1}USs[n]

Démonstration. Soient S7 et So des éléments de Im(f) et soient n et m deux entiers.
Ona:

s, nIlg,m = Z R/R,. (2.52)
ITen, fI)=5
JEm, f(J)=25
Donc :
sy nllsym = Z Rij+Rrqy. (2.53)
IEn, f(I)=25,

JEm, f(J)= 25

Soient Ry dans Ilg, ,, et Ry dans Ilg, ,,,. Les ensembles f(IJ) et f(I <J) étant compris entre
lensemble f(I)U f(J)[|I|] et Vensemble f(I)U {|I], |I| + 1} U f(J)[|I|], on en déduit que Ry
et R4y apparaissent dans le membre droit de 1’équation (2.51).

Réciproquement, soit Ry un élément du membre droit de (2.51). K est donc une composition
de Pentier n+m, et Pensemble f(K)N{2,---, n—1} est indépendant de K et est égal a S;. De
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méme, f(K)N{n+2,---, n+m—1} est indépendant de K et vaut Sz[n]. De plus, il existe un
unique couple (I, J) avec I En et J E m, tel que K = IJ ou bien K =1 < J. Comme on a
JE)NAL2,---, I =1} = f(I) (2.54)
et
FE) N2+ ], [+ = 1) = fF(DII], (2.55)

il en résulte que f(I) =Sy et f(J) = Sa, et on en conclut que 'équation (2.51) est vérifiée. O

Remarque 22. 1l est possible de généraliser le résultat précédent de deux facons. On peut remplacer

lensemble {2,---, n—1} par {p,---, n — q}. Dans ce cas, on remplace
S U Sg[n} cScsSu {n, n+ 1} U Sg[n} (256)
par
S1USanjcSc S iu{n—qg+1,---, n+p}USsn] (2.57)

dans les conditions (2.51).
On peut aussi considérer deux fonctions f et g vérifiant (2.51). Alors on peut définir la famille :

Hszn = > Rr. (2.58)
f()=S8, g(I)=T, IFn

L’espace vectoriel engendré par la famille sera de nouveau une sous-algebre de Sym, les preuves
étant essentiellement les mémes.

2.2.3 Les différentes sous-algebres construites a partir de statistiques

Grace au théoreme 2.2.4, on en déduit que les sommes construites a partir des ensembles de pics,
vallées, doubles montées, doubles descentes sont bien des sous-algebres. Etudions leurs propriétés.

2.2.3.1 Une transformation fondamentale sur les compositions

Considérons la transposition * sur les compositions définie par

t. ¢ — ¢C

I — (2.59)

ol I' est la composition des descentes du complémentaire de des(T).
Ezemple 85. La transposée de la composition I = (4,1,3,2) est (1,1,1,3,1,2,1) (voir figure 2.17).

FIGURE 2.17 — Ruban de la composition (4,1, 3,2) et sa transposée.

La transposition échangeant montées et descentes d’une composition I, on en déduit qu’il en
est de méme pour les pics et vallées, et doubles montées et doubles descentes. De plus, on a :

(IJ)t = ItaJt
I<aJ)yt = IJt

Ainsi, I’application
F: Sym — Sym

R[ — RIt (260)

est un isomorphisme d’algebre. L’algebre des pics et 'algebre des vallées sont donc isomorphes.
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2.2.3.2 L’algebre des pics

Pour une étude de l'algebre des pics, on pourra consulter [BHT04].

2.2.3.3 L’algebre des doubles descentes

On définit :
Msn= Y, Rrp (2.61)
Dd(I)=S, Ikn
Posons
Fada = (Is;n)sc{2, n—1},nens (2.62)
et
Agq = vect(Fyq). (2.63)

La fonction Dd vérifiant (2.49), Agq est alors une algebre. Elle est appelée algébre des doubles
descentes.

Proposition 2.2.5. La suite des dimensions des composantes homogénes de Agqq est la suite
(Un)nen 0U ug et uy sont égauz a 1, et ot u, est le nombre de mots binaires sans facteur 101 et
de longueur n—2. On la trouve dans [Slo] au numéro A005251.

Démonstration. Considérons la fonction f, :

foooo {2en=1) o {0,1}2
Sc{2---,n—1} — 1g5(2)---1g()---1s(n—1) (2.64)

Ezemple 86. Pour S ={2,3,5} C {2,3---,8}, on a fo(S) = 1101000.

Par construction, f, est injective. Supposons qu’il existe une composition I de I’entier n telle
que S := Dd(I) et f,(S) contienne le facteur 101 avec 0 en position i+1. Alors ¢ n’est pas double
descente dans I, mais i —1 l'est, donc i —1 est une descente. Or i+1 est une double descente
donc 7 est aussi une descente. On en déduit alors que ¢ est en fait une double descente, ce qui est
contradictoire avec I’hypothese.

Réciproquement, soit un mot w de taille n—2 ne contenant pas 101. Construisons une compo-
sition I de n telle que f,, ! (w) = Dd(I). Posons S = f, }(w). On définit P de la facon suivante :

P_{{ie{2,~~-,n—1}|i¢5,i+1eS}U{1} si2¢e S (2.65)
) {ief{2,---,n—1}ié S, i+1€ S} sinon ’ '
et T = SUP. Alors T est ’ensemble de descentes d’une composition I E n. Montrons que
Dd(I) = S. Soit i dans S. Supposons que i—1 appartienne a S. Alors i et ¢ — 1 sont dans T, donc
i est une double descente de I. Sinon, i—1 n’est pas dans S et par construction de P, i—1 est
dans P donc dans T'. Ainsi, ¢ est encore une double descente de I. Par conséquent S C Dd(I).
Inversement, soit i+1 dans P. Montrons que i+1 n’est pas dans Dd(I). On sait que i+2 est dans .S
par construction de P. Or, f,(S) ne contient pas le facteur 101, il en résulte que i n’est pas dans
S. La valeur i+1 n’étant pas dans S, i n’appartient donc pas & T' = des(I). En particulier, i+1
n’est pas dans Dd(I) et par suite Dd(I) = S. O

Montrons que Agq est libre en donnant une famille génératrice algébriquement indépendante.
On rappelle que Ri» = Ry1...1. Considérons la famille

F = R1 U {Rln, n > 3}, (266)

et notons Ax l'algebre engendrée par celle-ci. Comme Il ... 1}, = Rin, la famille F est incluse
dans Agq et donc que Ar C Agq. L’algebre Agq étant engendrée par (Ilg ), il suffit de prouver
que les Ilg ,, sont appartiennent a Ar.

Démonstration. La récurrence sera double : une premiere sur la taille de la composante homogene,
une autre sur le cardinal des complémentaires des ensembles de doubles descentes. Donnons les
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éléments de Fgq pour n < 4 :

Myo=1, g =Ry
My, =Ry + Ry = RY

233 = Rin
Mys =Rz +Ro + Rz =R} —Rys
2314 = Rys ; (2.67)

o4 =Riz =RisRy —Rys
314 = Roin = RiRys — Rys
IIps = Ru+Riz+ Rz +Roo+Riog
= R!-R;sR; —R;Rys + Rys

pour les autres S C {2,3} et n < 4, on aIlg, = 0. Supposons que pour m < n—1 on ait IIg ,,, dans
Ax.Soit S C {2,--- ,n—1} et n > 5. Effectuons une récurrence sur p, le nombre de 0 dans f,(S5).
Sip=0,alors S = {2,---,n—1}. Or lI5... n_1}»n = Rin. Donc Ilg,, est bien dans Az. Pour
fn(S) contenant le facteur 101, nous savons que S n’est pas un ensemble de doubles descentes,
donc IIg,, = 0. Si f,(S) ne contient pas 101 et p = 1, la taille de f,(S) étant plus grande que 3,
le 0 doit étre en position 1 ou n—2. On a alors S ={3,--- ;n—1}, ou S ={2,--- ,n—2}. Comme
on a :

s, n—1},n = Rotn—2 = RiRyn-1 — Ryn

, 2.68
H{Q)... n—2}n — Rln—zg = Rln—lRl - Rln ( )

on en déduit que IIg,, est bien dans Ar.
Supposons maintenant p > 2. Si S ={3,--- ,n—2} on a:

HS,n = R21"*42
=RiR;»—2R; — H{37.,‘ n—1}n — H{Q},H n—2}n — Ri» . (269)
= RlRln—2R1 — RlRln—l — Rln—lRl +Ri»

Nous constatons alors que pour tout les S sauf le précédent, f,,(S) contient le facteur 00. En effet,
fn(S) ne contient pas 101, |f,(S)|o est supérieur ou égal & 2, et S est différent de {3,--- ,n — 2}.
Donc il existe un 0 dans f,,(S) & une position i strictement comprise entre 1 et n—2. Par conséquent,
un de ses voisins est aussi un 0. Il en résulte que f,(S) = w = w;00ws. Notons respectivement
m et mo la taille de wy et de we augmentées de 2, et S et S les ensembles fw_lll(wl) et fn;;(wg).
Comme w ne contient pas 101, les facteurs w; et wo de w n’en contiennent pas a fortiori. Donc Sy
et S sont des ensembles de doubles descentes. Les sommes Ilg, , et Ilg, n, sont alors non nulles.
On a aussi : S = 51 U Sz[my]. Par récurrence sur n, on sait que Ilg, ,,, et ILg, ,, sont dans Ag.
La loi produit donne :

Hsl,ml HSQ,mQ = HleJSQ[mﬂ + H51U52[m1]u{m1} . (270)
+HS’1US’2[m1]U{m1+1} + H51U52[m1]u{ml, m1+1}

Donc on a :

H51U52[m1] = Hsl,ml]:[Sg,mQ - HSlUSQ[ml]U{ml} . (271)
—Ils, U8y miju{mi+1} — LS, USs[ma]Ufma, mi+1}

Par récurrence sur p, on sait que tous les termes du membre droit de (2.71) sont dans Ax. Donc
s, s, [m,] appartient & Ax. Par récurrence sur n, il en découle que tout élément de Fgq est dans
Ax. Les deux algebres Ax et Agq sont donc égales. O

Théoréme 2.2.6. L’algebre des doubles descentes est libre, et est engendrée par la famille
F = R1 U {Rln, n Z 3} (272)
Corollaire 2.2.7. La série génératrice des ensembles de doubles descentes est égale a :

1

)= T (2.73)

Remarque 23. Grace a la transposition des compositions, il en résulte des résultats similaires en
considérant la fonction f = Dm.
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2.2.3.4 L’algebre Apaq

Pour tout n dans N, et S un ensemble fini inclus dans {2, -+ ,n—1}, on définit :

Os,= > Ry (2.74)
PUDA(I)=8,IFn

et notons A,uqq ’algebre engendrée par la famille (I ,,).
Proposition 2.2.8. Soit n un entier et S un sous-ensemble de {2,--- ,n—1}. Alors,

IIs,, = RiRy, (2.75)
ot J est égale o C(S[—1]).

Démonstration. Cherchons les compositions I de n telles que P U Dd(I) = S. L’ensemble S est
nécessairement égal & des(I)\{1}. Or, il existe exactement deux compositions I de n telles que
PUDd(I) =S, la premiere ayant comme ensemble de descentes S et la seconde S U {1}. Donc :

s, = Res) + Resuqiy- (2.76)

En factorisant par R; a gauche, on obtient
s, = RiRy, (2.77)
avec la composition J égale a C'(S[—1]). O

La famille F := (1) U (R1R1)sec, ol C est I'ensemble des compositions d’entiers, est donc une
base linéaire de Apqq. Pour toute composition J, posons :

s’:= ) R. (2.78)

des(I)Cdes(J)
Dans cette base, le produit pour deux compositions I et J est donné par
sis’/ =gl/, (2.79)

La famille 7’ := (S'/);¢cc est alors une autre base de Agq.
Ainsi, des générateurs algébriquement indépendants de Apuqq sont donnés par l’ensemble
{SY| I ne contient pas de 1}.

Remarque 24. Pour une composition I de I’entier n, on a
VuDm(I)={2,--- ,n—1}\PUDd(I). (2.80)

Ainsi, en remplacant la fonction P U Dd par V U Dm, I’algebre obtenue est la méme.

2.2.3.5 L’algébre A,yqq

Pour tout n dans N, et S un ensemble fini inclus dans {2,--- ;n—1}, posons :
Osn= » Ry (2.81)
IEn
VuDd(I)=S
et notons A, 44 1'algebre engendrée par la famille (Ilg,).
Proposition 2.2.9. Soit n un entier positif et S C {2,--- ,n—1}. Alors :
IIs,, = R/Ry, (2.82)

ot J est égale o C(S[—1]).
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Démonstration. Soit une composition I de Pentier n telle que V U Dd(I) = S. Pour tout i dans
S, la position i—1 est une descente de I. Posons T'= {i — 1| i € S}. T est alors un sous-ensemble
de des(I). Montrons que T' = des(I)\{n — 1}. Les éléments de T étant strictement plus petits que
n—1, il suffit de prouver que des(I)\{n — 1} C T'. Prenons i dans des(I)\{n — 1}. Donc i+1 est
soit une vallée, soit une double descente. Par suite, i+1 est dans S et donc ¢ appartient a T'. Ainsi,
il existe exactement deux compositions I telles que V U Dd(I) = S, la premieére ayant comme
ensemble de descentes T, la seconde T'U {n — 1}. On obtient alors :

s, = Reory + Rerugn-1y)- (2.83)

Et en factorisant par la droite par Rj :
Mg, = RyRy, (2.84)
avec J = C(T) = C(S[-1]). O

Donc une base linéaire de A, qq est donnée par (1) U (R;R1)rec ot C est ensemble des
compositions d’entiers, et ’'ensemble {S?!| I ne contient pas de 1} en est une base algébrique.

Remarque 25. Pour une composition I de ’entier n, nous avons :
PuUDm(I)={2,--- ,n—1}\V U Dd(I). (2.85)

Donc les fonctions P U Dm et V U Dd définissent les mémes algebres.

2.2.3.6 L’algébre Ap_y

Pour tout entier positif n et S un ensemble fini inclus dans {2,--- ,n—1}, posons :

Osn= > Ry (2.86)
IEn
PUV(D)=5
et notons Apyy lalgébre engendrée par la famille (Ilg ).

Proposition 2.2.10. Soit n un entier positif et S C {2,--- ,n—1}. Alors :
IIs, =R;+ Ry, (2.87)
avec PUV(I)=S.

Démonstration. Cherchons les compositions I de n telles que PUV(I) = S. Pour S = 0, la
composition I ne contient que des doubles montées, ou que des doubles descentes. Dans ce cas,

My, = Rin + R.,. (2.88)

Sinon, notons dans ’ordre croissant sy, - , s, les éléments de S. Seuls deux statuts sont possibles
pour la position de s; : soit il s’agit d’une vallée, soit il s’agit d’un pic. Or, dans une composition,
pics et vallées alternent. Il en découle les deux possibilités suivantes :

— P(I) = {a; € S|i est pair} et V(I) = {a; € S|i est impair};

— ou P(I) = {a; € Si est impair} et V(I) = {a; € S|¢ est pair}.
Exemple 87. On représente sur la figure 2.18 les compositions dont ’ensemble P UV est égal a
lensemble E = {4,6,8,9}.

Mais une composition I est caractérisée par son ensemble de pics P et de vallées V. En effet,
rajoutons artificiellement les valeurs 0 et n comme suit :

— si min(P) < min(V'), alors on ajoute 0 & V. Dans le cas contraire, on le met dans P,

— si max(P) > max(V), alors on ajoute n & D. Sinon, on 'ajoute & P.

Soit i une position entre 1 et n—1. Plusieurs cas peuvent alors se présenter : si 7 est dans P ou
V', nous savons si ¢ est une descente ou non. Sinon, il existe un unique couple (a,a’) dans P x V
tel que lintervalle ouvert (a,a’) ne contienne aucun élément de PUV. On en déduit que i est une
descente si et seulement si a < a’. En particulier, P et V' déterminent bien une seule composition
de descentes. De plus, si nous considérons la composition I’ telle que P(I') =V et V(I') = P, nous
constatons que nous obtenons I’ = It. Ainsi, le probléme initial admet exactement deux solutions.
Donc :

IIs, =R;+ Ry, (2.89)

avec PUV(I) = S. O
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FIGURE 2.18 — Rubans ayant comme ensemble de pics et vallées FE.

Donc une base linéaire est donnée par (1)U(R;+Ryt)recr o C’ est Pensemble des compositions
d’entiers commencant par 1.

Remarque 26. Connaissant les dimensions des composantes homogenes de 'algebre Apyy, pour
montrer si elle est libre, on pourrait, comme précédemment, exhiber une famille algébriquement
indépendante engendrant cette algebre. Si elle existe, le nombre ces générateurs en degré n est
nécessairement égal au (n—1)° nombre de Fibonacci. En effet, si on note f la série de Hilbert
de Apyy, dans ’hypothese ou elle est libre, il existe une fonction g telle que :

1
=—. 2.90
f=i (2.90)
Or,
2
=1+t . 2.91
=1ttt (291)
D’ou
1+t+ i _ 1 (2.92)
1-2t 1—g° ‘
Ainsi,
1—t—t2 1
= . 2.
1—-2¢ 1—g (2.93)
Donc, apres simplification,
t—t?
=—. 2.94
9=1 g (2.94)

Or, il s’agit de la série génératrice des nombres de Fibonacci. Il en résulte que 'on connait le
nombre de générateurs a trouver si cette algebre est libre.

2.2.4 Récapitulatif

algebre ensemble considéré | base linéaire | algebre libre

Sym descentes (Ryp) oui

algebre de pics | pics [BHT04] [BHT04]

Add doubles descentes oui (2.95)
ApUdd PUDd (R1R1) oui

Aq;Udd V UDd (R]Rl) oui

Apuv PUV (Rr+Ryp) | 777

Remarque 27. Concernant Palgebre des pics, il a été montré dans [BHT04] qu’une famille génératrice
algébriquement indépendante est donnée par :

Tort+1 = Ryor. (2.96)
Ainsi, une base linéaire est donnée par (T) ou
T, =[] 7, (2.97)

ou I = (i1,---,4,) est une composition dont toutes les parts sont impaires.
Concernant l'algebre Apyy on conjecture qu’elle est elle aussi libre.
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Chapitre 3

Interprétations combinatoires de
calculs algébriques

La suite des nombres de Genocchi et la suite des nombres d’Euler impairs sont reliées a travers
leurs séries génératrices exponentielles. En effet, leurs séries génératrices exponentielles sont res-
pectivement x tan(5) et tan(z). Pourtant, il n’existe pas de modele combinatoire simple expliquant
cette relation ([Vie82]). A défaut de pouvoir expliquer ce phénomeéne, nous abordons I'étude de
chacune de ces deux suites par une approche similaire, la démarche non commutative.

La suite des nombres de Genocchi a une généralisation : les polynémes de Gandhi. Introduits
par ce dernier, Gandhi conjecturait que la spécialisation de ces polynomes a 1 est bien égale a
un nombre de Genocchi. Cette conjecture a été prouvée indépendamment par Carlitz ([Car71]) et
Riordan et Stein ([RS73]). Dumont dans [D*74] définit les pistolets surjectifs, une interprétation
combinatoire “capturant” bien un des aspects de la combinatoire des polynémes de Gandhi. Puis,
ces polyndmes ont été généralisés par Dumont et Foata ([DF76]), avec une interprétation combina-
toire en termes de statistiques sur les pistolets. Han dans [Han96] & 'aide de pistolets valués trouve
d’autres statistiques distribuées sur les pistolets surjectifs suivant les polynémes de Dumont-Foata.
Vient ensuite une généralisation de Dumont ([Dum95]) avec six parametres, dont Randrianari-
vony et Zeng donnent les propriétés combinatoires respectivement dans [Ran94] et [Zen96]. Plus
récemment dans [HZ99], Han et Zeng ont défini un g-analogue de ces polynoémes avec leurs pro-
priétés combinatoires.

Concernant la suite des nombres d’Euler, de nombreuses classes combinatoires sont comptées
par cette suite, par exemple les permutations alternantes ([And81]), les permutations de Ja-
cobi ([Vie80]), les arbres binaires non plans décroissants et les permutations d’André ([FS*73a]). On
lui trouve des applications en topologie ([Arn92]), en théorie des ordres partiels ([Pur93], [HR98]).

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : dans le paragraphe 3.1, nous utilisons le forma-
lisme des algebres non commutatives pour étudier les polynémes de Gandhi et leurs généralisations :
les polynéomes de Dumont-Foata, une famille a six parametres de Dumont, et un g-analogue de
Han et Zeng. Ainsi, nous retrouvons dans un premier temps les interprétations combinatoires déja
connues. Puis, a la lueur du formalisme non commutatif, nous exhibons une famille d’interprétations
combinatoires pour le g-analogue des polynéomes de Gandhi.

Enfin, dans le paragraphe 3.3 nous revenons sur 'application bilinéaire B ,,x de FQSym définie
dans le paragraphe 1.7. Grace a celle-ci et a ses variantes, nous unifions dans un cadre algébrique
différentes bijections. En particulier, nous retrouvons une bijection de Viennot définie dans [Vie80]
entre permutations alternantes et permutations de Jacobi. Pour conclure, nous donnons une nou-
velle preuve concernant 1’évaluation en —1 des polyndémes eulériens.
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3.1 Pistolets surjectifs et polynomes de Gandhi non com-
mutatifs

3.1.1 Les polynémes de Gandhi

La suite des polynémes de Gandhi (C),),>1 est définie par :

Cl(l’) = 1
{Cn+1(l‘) = A(Cp(z)-22) sin>1, (3.1)

ol pour toute fonction f, on a A(f)(x) = f(x+1)—f(x). L’opérateur A est appelé différence finie.

Ezemple 88. Pour n = 2,3, on a :

CQ = 2z+ 1,
Cs = 622+8z+3, (3:2)
Remarque 28. Une des difficultés de la combinatoire est de trouver une classe adaptée a une suite
de polynémes a coefficients entiers positifs ou a une suite d’entiers. La méthode non commutative
dans les cas favorables permet d’en obtenir une de maniere aisée : la difficulté est déplacée, on
cherche une algebre dans laquelle la suite admet un analogue qui se projette naturellement sur elle.
Si I'algebre est bien choisie, 'interprétation combinatoire découlera alors de celle-ci.

Pour trouver une interprétation combinatoire des polynomes de Gandhi, nous considérons
lalgebre K(A), avec A = {a;, pour i € N*} U {aoo}.
Dans notre cas, il existe une projection naturelle IT de K(A) sur K[z] :

M(as) = z,
II(a;) = 1, pour i € N*, (3.3)

Un analogue non commutatif d’un polynéme P de K]z] sera alors un élément P de K(A) tel
que :
I(P) = P. (3.4)

De méme, pour L un opérateur linéaire défini sur K[z], on dit que L est un analogue non commutatif
de L, siIloL est égal a Loll. Comme les polynomes de Gandhi sont obtenus a I’aide de 'opérateur A,
une fagon d’obtenir des polyndémes de Gandhi non commutatifs est de les construire a partir
d’analogues non commutatifs de A. Ainsi, pour tout entier ¢, on définit 'opérateur T; par :

Ti (aoo) = Qs t+ ag,
T;(a;) a; pour j dans N*

et étendus aux mots par morphisme d’algebres. Pour tout entier positif 7, on a en effet
Toll=11oT,, (3.5)
ou T(f)(z) = f(x + 1). Puis on pose :
Ay =T; — Idgay. (3.6)
Exemple 89. Pour w = 0909050040500, ON Obtient :

Ag(w) = (2020604000000 + 4202050040600 + Q202000040006 (3.7)
+ 202060406050 + 202050040606 + A202060405006 + Q20206040606

Pour un mot w, les termes apparaissant dans A;(w) sont exactement ceux obtenus en rem-
placant au moins un a., de w par a;. On définit alors les polyndémes de Gandhi non commutatifs
par :

C; = 1,
{Cn+1 = A9, (Chants) sin> 1. (3.8)
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Ezemple 90. En particulier, pour n = 2,3 :

Cy = agas + a0 + axcaz,
C3s = 2020404 + 20205004 + Q209204050 + A2040404 + 2060404
+ 20400004 + (20404000 + A204000000 F+ A2000 U400 (3.9)

+ 0200000004 + A4020404 + Qoo020404 + A40200004
+ 040204000 + 402000000 + Co00204000 F Goo0200004-

Les polynémes C,, sont des sommes de mots dont tous les coefficients sont égaux & 1. Ainsi, en
les caractérisant, nous en déduisons une interprétation combinatoire en termes de mots vérifiant
une propriété. Plusieurs constats peuvent alors étre faits pour les éléments de C,, :

— ils sont de longueur 2n—2;

— leurs indices sont pairs ou égaux a oo ;

— tous les entiers de {2,4, - ,2n—2} apparaissent en indice;

— la position de leurs lettres est toujours inférieure a l’indice de celles-ci.

Ces mots ne sont pas sans rappeler les pistolets surjectifs, classe combinatoire introduite par
Dumont dans ([D*74]) pour étudier les polynomes de Gandhi.

Définition 3.1.1. Un pistolet surjectif p de taille 2n est une application surjective de {1,2,...,2n}
sur {2,4,...,2n} telle que pour tout ¢ dans {1,...,2n}, p(i) > i.

L’ensemble des pistolets surjectifs de taille 2n est noté Pa,,. On représente un élément p de Pa,
sous la forme d’un mot w de longueur 2n, ou la i-ieme lettre de w est la valeur p(i).

Exemple 91. Le mot w = 226466 représente le pistolet surjectif de taille 6 associant 1 & 2,2 a 2, 3
a6,4a4,5a6et6a6.

L’appellation pistolet provient d’une représentation de ces mots sous la forme

Représentation graphique du pistolet surjectif p = 226466.

Explicitons alors le lien entre Ps, et les mots présents dans C,,. Soit Z le plongement des
pistolets surjectifs vers les mots définis de la maniere suivante. Pour p = p; - - - po,, un pistolet de
taille 2n, le mot correspondant w = Z(p) est obtenu par :

— suppression des deux dernieres lettres de p;

— substitution de p; par a,, si p; < 2n;

— substitution de p; par ao sinon.

Ezemple 92. Pour p = 22646688, on a

Z(p) = asa2a6a4a606. (3.10)
Si p =22, alors Z(p) = ¢, le mot vide, et pour p = 28648688, on obtient

Z(p) = 420000604000 06- (3.11)

L’application Z est injective : & partir d’'un mot image w = w; - - - wey,, on reconstitue le pistolet
correspondant en appliquant successivement les procédés suivants :

1. lire les indices de w,

2. remplacer les oo par la lettre 2n+2,

3. rajouter deux fois la lettre 2n+2 au bout du mot.

On note p le mot Z(p). Reste & prouver que tout terme d’un C,, est associé & un pistolet surjectif.

Proposition 3.1.2. Soit n > 1. Alors :

C.= > p (3.12)

PEP2n
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Démonstration. Par récurrence sur n. La proposition est bien vérifiée au rang n = 1. Supposons
qu’elle est vraie au rang n > 1. Par définition de C,,, on a :

Cn+1 == AQn(Cnaooaoo)
= AQ”(ZPE"PQn 1Y aooaoo) (313)
= D pep,, A20(P Aooloo).

Soit p dans Pa,. Alors les éléments de Ag, (P doooo) sont des mots associés & des pistolets
surjectifs de longueur 2n+2. En effet, il s’agit de mots w = wy - - - way,, tels que :

— Wi = ay sip(i) < 2n,

—  W; = G9p OU (e SiNON,
avec au moins un des w; égaux & as,. Ces mots correspondent donc & des éléments p’ de Papaio
tels que :

— p/(i) = p(i) si p(i) < 2n,

— p'(i) = 2n ou 2n+2, si p(i) = 2n.
Réciproquement, pour un pistolet surjectif p’ de la forme précédente, le mot p’ est bien un terme
de A, (P aoolo). Pour p dans Pay,, notons alors

p . P EPuma | P(0)=0p() sii<2n+1etp(i) < 2n, (3.14)
P p'(i) =2n ou 2n+2  sinon ’ ’

il s’agit donc des pistolets en bijection avec les mots de A(p dooloo)-
De plus,
Pantz = Upep,, Dp- (3.15)

En effet, soit p’ dans Pay,4o. En supprimant les deux dernieres lettres, et en remplagant les 2n+42
par des 2n, on obtient un pistolet surjectif p de taille 2n tel que p’ € D,,. D’ot :

P2n+2 = UpGPanP' (316)

Si p et p’ sont deux pistolets surjectifs différents de taille 2n, il existe un ¢ tel que p(i) # p’(i). Par
symétrie, on peut supposer que p(i) < p’(i) < 2n. Alors pour tout ¢ dans D,,

q(i) = p(i), (3.17)

et pour ¢’ dans D,
q' (1) = p'(i). (3.18)
En particulier, ¢(¢) < ¢'(¢). Il en résulte que D, N D, est vide. Par suite,

Cn+l = ZpGPzn A2n (P aooaoo>
- ZPGP% Zp’er p (3.19)
= PEP2nt2 p-
O
Corollaire 3.1.3. [D*74] Soit n > 1. Alors :
C, = Z gax(p) (3.20)

PEP2n

ot max(p) est le nombre de mazimum de p plus petit que 2n—2. On rappelle que dans ce contexte,
un mazimum est une position i pour laquelle pour tout j dans {1,---,2n}, p(i) est supérieur ou
égal  p(j).
Démonstration. Nous savons que
In(c,) =0C,. (3.21)

Or, II(w) compte les occurrences de la lettre ao, dans un mot w apparaissant dans C,,. Mais il
s’agit aussi du nombre de positions ¢ inférieures & 2n—2, olt p(i) est maximal, ol p est le pistolet
correspondant a w. Par suite,

C, = Z pmax(p) (3.22)

PEP2n

O
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3.1.2 Les polynémes de Dumont-Foata

Dumont et Foata ont défini dans [DF76] une généralisation des polynémes de Gandhi et
montrent que ces polyndémes comptent diverses statistiques sur les pistolets surjectifs. Puis, Han
trouve une autre statistique apparaissant naturellement dans ces polynomes, sa méthode permet-
tant de retrouver les statistiques de Dumont et Foata ([Han96]). Montrons qu’avec ’approche non
commutative, il est aussi possible de retrouver ces résultats.

Définition 3.1.4. Les polynémes de Dumont-Foata sont définis par récurrence :

DF,1(x,y,2) = DF,(z+1,y,2)(x +2)(z +y) — DF,(x,y,2)2?, sin > 1. :

Comme DF, (1,1,1) = #Pa,, les variables z, y et z comptent des statistiques sur les pistolets
surjectifs.
Ezemple 93. Pour n =2,3, 0on a :
DFy, = xzy+yz+ zx,
DF; = 2%2y% + 2222 + 94222 + 22%yz + 22922 + 22y2° (3.24)
+x2y + 2%z + 3[:y2 +r2?+ y2z + y22 + 2xyz.
Remarque 29. Ces polynémes étant un raffinement des polynémes de Gandhi, pour trouver les sta-

tistiques correspondant & y et z, une des approches est de chercher une généralisation des (C,,)nen
se projetant sur les (DF),)nen.

Définition 3.1.5. On définit les polynémes de Dumont-Foata non commutatifs par :

bry =1 . (3.25)
DFpi1 = Ton(DFn) (a0 + za2p) (oo + Ya2n) — DF poctoo, sin > 1.
Ezemple 94. Pour n = 2,3, nous obtenons :
DFy = yz-a2a2+ 202000 + Y - Usol2,
DF3 = 4222 a2a90a4a4 + Y22 - 020200004 + Y22 - G202040050
+ yz2 ©A2a40404 + yz2 $ 20000404 + YZ + Q20400004 + 22 20404000 (3 26)

+ 2204050000 + 22. 205604000 + YZ * 20060 Qo4
+ Y22 - 44020404 + Y?7 + Q0020404 + Y? - 040200004 + Y2+ Q102040050
+ Y Q102000000 + Y2 - Aoc0204000 + Y2+ Aoo@2000a4.

Remarque 30. Un des obstacles dans la recherche de statistiques sur une classe combinatoire est
de trouver la répartition des parametres sur les objets. Dans notre contexte, la connaissance des
polynémes D F,, seuls donne quelques conditions pour “attacher” un monoéme a un pistolet surjectif,
mais le probleme n’étant pas assez contraint, déterminer les bonnes statistiques peut alors s’avérer
compliqué. Grace au formalisme non commutatif, cette étape n’a pas lieu. En effet, nous constatons
que le coefficient d’un mot de DF,, est un mondme en y et z. Nous savons donc associer a un pistolet
ses statistiques en y et z. Il reste alors & poser une “bonne” définition pour ces derniéres. Nous
savons que les mots de DF,, sont de longueur 2n—2. Ainsi, pour les mots de DF,,;1, le parametre y
(resp. z) est incrémenté de 1 si ag, est en position 2n (resp. 2n—1). Nous retrouvons alors les points
fixes introduits par Dumont et Foata, et les points surfixes définis par Han.

Définition 3.1.6. Soit p un pistolet surjectif de taille 2n. Une position ¢ est :

— un point fize si p(i) = i,

— un point surfize sip(i) =1+ 1,
Si p est de taille 2n, on note fix(p) (resp. surfix(p)) le nombre de points fixes (resp. surfixes) de p
plus petit que 2n—2.

Ezemple 95. Pour p = 42468688, les positions 2 et 6 sont des points fixes, 3 est un point surfixe.
On a donc : fix(p) = 2, surfix(p) = 1.

Théoréme 3.1.7. ([Han96]) Les polynémes de Dumont-Foata admettent comme interprétation
combinatoire
DF,(x,y,2z) = Z g 2x(p)  fix(p) surfix(p) (3.27)
PEP2n
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Dans la suite, nous allons montrer que le théoreme 3.1.7 découle de la définition des (DF,,)pn>1,
un analogue non commutatif de la suite (DF},),>1.

Proposition 3.1.8. Soit n > 1. Alors on a :
DF, = Z yﬁX(P)ZsurﬁX(P)p. (3.28)
PEP2n

Démonstration. Par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 1. Supposons la propriété vraie pour les
entiers n > 1. Par définition de DF,,;1, on a :

DFnt1 = Ton(DFn)(aco + zan) (oo + yaon) — DF ool

Ao (DF)ao0too + 2Ton (DF ) a2n 000 (3.29)

+ yTon(DFn)accazn + y2Ton(DF ) aznazn.
Par hypothese de récurrence et linéarité des opérateurs :

D]:nJrl — Zp€P2n (yﬁx(p)zsurﬁx(p) A2n(p)aooaoo + yﬁx(p)zsurﬁx(p)+1T2n (p)a2naoo)

+ ZpE'PZ,,L (yﬁx(p)+1zsurﬁx(p)T2n (p)aooaQn + yﬁx(p)+1zs11rﬁx(p)+1 T2n(p)a2na2n) )
(3.30)
Etudions alors chacun de ces quatre termes pour p dans Ps,.
— les pistolets surjectifs p’ correspondant aux Az, (P)accoe sont les éléments p’ de D, tels
que p’'(2n—1) = p'(2n) = 2n+2. Comme ces éléments ont exactement les mémes points fixes
et surfixes que p, il vient :

A2n(yﬁx(p) Zsurﬁx(p)p)aooaoo — E : yﬁx(p/)zsurﬁx(p/)p/. (3.31)
p €Dy,
P'(2n—1) = 2n+2,
P'(2n) = 2n+2

— les pistolets surjectifs p’ associés aux mots de Ts,(p)aoca2, sont les éléments p’ dans D,
tels que p'(2n—1) = 2n, et p'(2n) = 2n+2. Dans ce cas, les éléments p’ ont exactement un
point fixe de plus que p. Donc :

yTQn(yﬁx(P)ZsurﬁX(P)p>aooa2n — E yﬁx(p’)zsurﬁx(p/)p/' (332)
P €Dy,
p'(2n—1) = 2n+2,
P'(2n) =2n

— Les pistolets surjectifs p’ associés aux mots apparaissant dans Ta, (P)a2,Geo sont dans D,

et vérifient p’(2n—1) = 2n et p’(2n) = 2n+2. Ils ont alors un point surfixe de plus que p.
D’ou :
ZTQn (yﬁx(p)zsurﬁx(p)p)a2naoo _ Z yﬁx(p/)zsurﬁx(p/)p/. (333)
P €D,,

P (2n—1) =2n,
p'(2n) = 2n+2

— Les pistolets surjectifs p’ associés aux mots apparaissant dans T, (p)azn,az, sont dans Dp,
et vérifient p’'(2n—1) = 2n et p’(2n) = 2n. Ils ont donc un point fixe et un point surfixe de
plus que p. Il en résulte que

yZTQn(yﬁx(p)zsurﬁx(p)p)a2na2n _ Z yﬁx(p’)zsurﬁx(p/)p/. (334)

P €Dy,
P (2n—1) = 2n,
P (2n) =2n

En sommant les équations (3.31), (3.32), (3.33), (3.34), on obtient :

ZP’EDP yﬁx(p’)zsurﬁx(p/)p/ — A2n (yﬁx(p) Zsurﬁx(p)p)aoo Qoo + yTQn (yﬁx(p)zsurﬁx(p)p)aoo Aan

+ZT2n (yﬁx(p) zsurﬁx(p) p)af2na/oo + sz2n (yﬁx(p) Zsurﬁx(p) p)a/2n Ao
(3.35)
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Par hypothese de récurrence, par 1'égalité précédente et 1’égalité entre les ensembles Pojio
et Upep,, Dp, on en déduit que :

DFnp1= »  yWuixelp (3.36)

PEP2nt2
O]

Le nombre de a~ dans p étant égal a max(p), on retrouve le théoreme 3.1.7 en appliquant II
a l'identité (3.28).

Historiquement, cette interprétation combinatoire de Han n’est pas la premiere. En effet, Du-
mont et Foata dans [DF76] proposent une autre interprétation a ’aide d’une autre statistique.

Définition 3.1.9. Une saillance est une position i telle que pour j < i, on a p(j) < p(i), et p(4)
n’est pas une valeur maximale.

Le nombre de saillances d’un élément p de Pa,, est noté sai(p).

Théoréme 3.1.10. (/DF76]) Soitn > 1. Alors :

DF, = 3 ame)y i) fixto) (3.37)
PEP2n

Constatons que le relevement non commutatif (DF,),>1 ne se projette pas naturellement
sur cette interprétation. Montrons que l'on peut tout de méme modifier ces polynémes a ’aide
d’opérateurs de symétries pour retrouver le théoreme 3.1.10.

Définition 3.1.11. Soit ¢ un entier, et w = wy - - - w, un mot. Soit j (s’il existe) le premier entier
tel que wj = as ouU a;. La symétrie S; sur K(A) est définie comme suit :

Si(w) = (3.38)

Wi+ Wj—1Wp—1Wj41 * ** WpoW, Wy, Sl J existe,
w sinon.

Ezemple 96. Pour w = 4206040000006, 0N & Sg(W) = A200004000A606.

Définition 3.1.12. Les seconds polynémes de Dumont-Foata non commutatifs sont définis par :

DF, =1
DF,\ = Sa (Ton(DF! ~DF in > (3.39)
Fror = Son (T2n(DF)) (e + Yazy) (o + 2a2,)) F o Gooloo, Si M 2> 1.
Ezemple 97. Pour n = 2, 3, nous obtenons :
D]—"Q = Yz-0202 + Y 02000 + 2+ Qo2
DF, = 4?22 agasagay + yz? - azasasas + y*z - azazasas,
+ Y?2 - 2040404 + Y7 - 020000404 + Y2 - 020400004 + Y7 - 020404050 (3.40)
+ Y2 - 0204000000 + Y 0200004000 + Y2 * 0200000 s '
+ yz2 - (4020404 + 22 - (oo20404 + y22 © Q40200004 + YZ * Q4020400
+ YZ 0402000000 + 2 * Uoo0204050 + 22 Aoo20o004 .-
Proposition 3.1.13. Soit n > 1, on a alors :
DF) = Z ys2i(P) fix(P) g, (3.41)

PEP2n

Démonstration. Par récurrence sur n. La proposition est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle est
vraie pour n > 1. Par définition des polynomes DF/,,

DF, 11 = Son (Ton(DF,) (oo + yazn)(aso + 2a2n)) — DF oo (3.42)

La lettre ag, n’étant pas présente dans les mots de DF) dooloo, ce dernier est donc invariant
par So,. Ainsi :

D]—';hLl = Son, (Tgn(D}';)(aoo + yazn ) (oo + zagy) — D]—';Laooaoo) . (3.43)
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Par linéarité, on en déduit qu’il suffit de se fixer un pistolet surjectif p de taille 2n. Posons

H(p) := Sop (ysai(p)zﬁx(p)Tzn(P)(aoo + Yag,) (oo + 2ag,) — y*i@P) X P)p aooaoo> . (3.44)
Si p = uasv, avec u sans a, et de taille 4, alors :

H(p) = ysai(p)zﬁx(p)u(aoo + yaon) Ton (Vass) (Ao + za2,) — y22iP) X0 p g a0 (3.45)

Par suite,
H(p) = ysai(p)zﬁx(p)u(aooAQn (Uaoo)aoo + ya2nT2n (Uaoo)aoo

3.46
+ 2000 T2y (Vaso ) a2n + Y2a2, Tap (vass)asy) (3.46)

Les quatre termes de la somme correspondent en fait a une partition de D, en quatre ensembles,
suivant que la valeur de w; 1 et de wsq, valent as, ou aspie. De plus, u ne contenant pas de @,
toutes les lettres de u sont strictement plus petites que la lettre w;11. En particulier, un nouveau
facteur y apparait si et seulement si 1+1 est une saillance. De méme, un nouveau facteur en z
apparait si et seulement si 2n est point fixe. Par suite :

H(p) = Z yo2i(e") Aix () (3.47)

p' €D,

Si p n’a pas de a, il ne contient pas de asg,, il en découle que

H(p) = ysai(p)zﬁx(p)p (Y - G2n000 + 2 - A2n000 + YZ + Q2,,G2,,) - (3.48)
En particulier,
H(p) = Z ysal(P ) () gy (3.49)
p' €D,

Ainsi, par hypothese de récurrence, les constats précédents et I’égalité L,cp,, Dp = Pant2, on en
déduit la proposition. O

En appliquant IT & (3.41), nous retrouvons le théoreme 3.1.10.

3.1.3 Une généralisation a six parametres

Dans [Dum95], Dumont propose une généralisation & six parametres et quelques conjectures la
concernant. Indépendamment, Zeng dans [Zen96] et Randrianarivony dans [Ran94] prouvent ces
conjectures. Dans cette section, on retrouve la relation de récurrence vérifiée par cette famille de
polynomes.

Définition 3.1.14. Soit p un pistolet surjectif de taille 2n. Alors la position i est :

— un point fize double si p(i) =1 et sl existe j # i ou p(j) =1,

— un point fize non doublé si p(i) =i et i n’est pas double,

— un point surfive doublé si p(i) =i+ 1 et ’il existe j # i ou p(j) =i+ 1,

— un point surfize non doublé si p(i) =i+ 1 et i n’est pas double,

— un mazximal pair si i est pair et p(i) = 2n,

— un mazimal impair si i est impair et p(i) = 2n.

On note respectivement par dfix(p), ndfix(p), dsurfix(p), ndsurfix(p), emax(p) et omax(p) le
nombre de points fixes doubles, points fixes non doublés, points surfixes doublés, points surfixes
non doublés, points maximaux pairs, points maximaux impairs plus petits que 2n—2.

Exemple 98. Si p = 24846888, alors nous avons :

dfix(p) =1 ndfix(p) =1  dsurfix(p) =0
ndsurfix(p) =1 emax(p) =1 omax(p) = 1.

Définition 3.1.15. Soit n un entier positif. Les polynémes de Dumont sont définis par :

Fn (J?, Y, 2, f’ ?’ E) — Z xemax(p)ydﬁx(p) sturﬁx(p)fomax(p)yndﬁx(p)zndsurﬁx(p) ] (350)

PEP2n
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Zeng et Randrianarivony ont montré que (I',,) vérifient la relation de récurrence :
Fl = 1
Lna(2,y,2,7,5,2) = Tole+1,y,27+1,5,2)(2 +7)(y + 2) (3.51)
T (z,y,2,72,73,2) (T(y—7)+ (2 —2)z + Tx) ..

De nouveau, on peut utiliser le formalisme non commutatif pour retrouver cette récurrence. Dans
ce cas, on se donne un alphabet légérement différent : on prendra A = {a;, i € N*}U{awo, boo}- La
projection IT envoie a; sur 1, as et bs respectivement sur x et T, et on étend T; en envoyant b,
sur (boo + a;). De méme, on modifie légérement ’application 4 : un maximum impair correspondra
A boo-
Ezxemple 99. Pour p = 24846888, on a p égal a a2a4b50040600-

Définissons fs,, une application sur les mots par :

fon(w) = Taop(w)(boo + 2a21) (oo + Yazn) — W ((Y — Y) Gooton + (2 — Z)bootan + bootoo) . (3.52)
Définition 3.1.16. Un analogue non commutatif de (I'y),,>1 est alors défini par :
| = 1
Ezxemple 100. Pour n = 2,3 on obtient :

Ty = yz-a202+7 02000 +7 - as0o,
T3 = 9?27 42000404 + YY2 - 20200004 + Y27 - 420204000
+ YZZ - A2040404 + YZZ - Q20060404 + YZ * 020400004 + YZZ + Q20404000

Z_ . 7 3.54
+ YZ - 20405000 + y2 C 200004000 T YZ + Q2000 Aoo (4 ( )
+ YYz - 04020404 + YYZ * QooQ20404 + YY * A40206004 + YZ * 4020400
+ T+ 402000000 + U7 * Q00204000 + T2 + Qoo @200004.
Proposition 3.1.17. Pourn > 1,
Fn _ Z ydﬁx(p)yndﬁx(p) sturﬁx(p)zndsurﬁx(p)p. (355)

PEP2n

Démonstration. Par récurrence sur n. La proposition est vraie pour n = 1. Supposons-la vraie
pour n > 1. En utilisant ’égalité Ts, = Id + As,, on a :

f2TL (U)) = AQn(w)booaoo + ywbooa?n + ZwWasn oo

+ YAop (W)booaon + 2A0, (W)a2nboo + Y2 Asy, (W)as,asy,- (3.56)

De nouveau, par linéarité de fa,, il suffit de restreindre I’étude a un pistolet p de taille 2n. En
utilisant I'inverse de ¢, on en déduit que les six termes de fa,(p) correspondent & une partition D,
en six ensembles (éventuellement vides), suivant que les positions 2n—1 et 2n soient des points
surfixes (non) doublés ou non, des points fixes (non) doublés ou non. Si p’ est dans fa,(p), son
coefficient est de la forme y?3°2¢Z%, avec a, b, ¢, d égaux & 1 ou 0, suivant que 2n soit un point fixe
double ou non, un point fixe non doublé ou non, et que 2n—1 soit un point surfixe doublé ou non,
un point surfixe non doublé ou non. D’ou :

fon (ydﬁX(P)yndﬁX(Z”) sturﬁx(p)zndsurﬁx(p)p) — Z ydﬁx(p’)yndﬁx(p’)sturﬁx(p’)Endsurﬁx(p/)p/. (357)
p'€Dp
Par les mémes arguments que précédemment, on en déduit I'identité (3.55). O

De nouveau, en appliquant IT & (3.55), on retrouve la relation de récurrence vérifiée par la
famille de polynomes a six parametres. En effet, pour un pistolet surjectif p donné, le nombre
d’occurrences de ao, (resp. b)) dans p est égal & emax(p) (resp. omax(p)).

Dans les généralisations précédentes des polynémes de Gandhi, on ajoutait un nouveau pa-
rametre dans la relation de récurrence. Une autre fagon intéressante d’obtenir un raffinement, est
de considérer des g-analogues. Les polynomes de Gandhi étant définis grace a la différence finie,
il est naturel de remplacer cet opérateur par un de ses g-analogues. Ainsi, dans [HZ99], Han et
Zeng donnent un g-analogue de (Cy,),>1 et en trouvent une interprétation combinatoire. Dans la
section suivante, grace a la méthode non commutative, d’autres interprétations combinatoires de
ce g-analogue sont obtenues.
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3.2 Un g¢-analogue des polynomes de Gandhi

Dans cette section, 'alphabet considéré est A = {a;, i € N*}U{a}, et la projection IT envoie a;
sur 1, a sur x.

3.2.1 Un g¢-analogue de l'opérateur de différence finie

On définit A, le g-analogue de 'opérateur de différence finie par :

fleg+1) - f(z)

A = 3.58
Ezemple 101. Pour f(z) =2z", on a :
_ (eqHD)" =2 (hgr—a) (35T (Thgn) ")
Aq(f)(x) = 1q+(q,1)gC = 1+k(;,1)w )
(3.59)
n—1

— k:O(l + ql‘)kl‘"_l_k.

En développant (1 + gz)* puis en regroupant par puissances de z, on obtient :

AN =S (Z (’“) q) e (3.60)

i=0 \k=1i

3.2.2 La g-projection et les ¢-polynémes de Gandhi
Définition 3.2.1. On définit les g-polynéomes de Gandhi par

Ol(l’,q) = 17
{Cm—l(%Q) = A, (Cp2?) sin>1. (3.61)

Ezxemple 102. Pour n = 2,3, on a :

Co = (¢g+1)x+1, (3.62)
C; = (42 +2¢+1)2°+ (2> +4g+2)z+q+2. '

Les polynoémes de Gandhi non commutatifs étant déja construits, obtenir une interprétation
combinatoire de C,, revient & trouver une g¢-version II, de II. Autrement dit, on cherche II,
vérifiant I1,(C,,) = C,. Par linéarité et récurrence, le probleme se réduit & déterminer une ap-
plication linéaire 11, telle que pour tout pistolet surjectif p, on ait

I, 0 Agy(Pastno) = Aq (I (p)2?) . (3.63)

11 suffit donc de définir 11, sur les mots w de la forme p ou de la forme paoao. Pour un pistolet
surjectif p, nous avons vu que Ag,(Paooloo) est naturellement en bijection avec D,. Ainsi, nous
déterminons d’abord II, sur cet ensemble, puis celle-ci est étendue par réunion & Pa,. On cherche
donc II; et une statistique stat sur les pistolets surjectifs tels que :

_ stat(p)

Hq(p) _ qstat(p)l_[(p>7 2 (364)
II,(Paoclos) = ¢ I(p)x=.

Pour trouver stat, on raisonne par analyse et syntheése : les équations (3.63) et (3.64) imposent
a stat des conditions. Mais a ce stade, les contraintes ne sont pas suffisantes pour aboutir & une
solution. Pour en exhiber une, notre méthode consiste a rajouter des hypotheses raisonnables
ajoutant de la structure au probleme. Ainsi, dans la construction des polynéomes de Gandhi non
commutatifs, a I’étape n, seules les lettres as, et as interviennent dans la relation de récurrence.
On peut donc essayer de chercher une statistique sous la forme particuliere :

stat(p) = Z stat(p, 2i). (3.65)
i=1
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Ezemple 103. Dans le cas particulier n = 2, on a Cy = (¢+1)z+1. Les répartitions des parametres g
et x sur les pistolets de taille 4 sont donc

|z | 1 |z | 1
1] 2444 [ 2244 ou 1 | 4244 | 2244 .
q | 4244 q | 2444

Le premier cas sera relié aux inversions spéciales, et le second aux non-inversions spéciales.
Il est a noter que les inversions spéciales ont été introduites dans un autre contexte par Novelli,
Thibon et Williams dans [NTW10], statistique trés proche de celle de Han et Zeng ([HZ99]).

Remarque 31. A la différence du cas classique, la “rigidité” des polynémes non commutatifs n’a pas
été suffisante pour aboutir & une unique solution. Pour trouver stat, il a fallu “deviner” comment
répartir le parametre g dans une classe de la forme D,,.

Définition 3.2.2. Par convention, pour j > 4, on consideére que a; > a;. Soit w un mot de taille 2n
contenant les lettres as, -, ao, 9. Soient jo, -, jono les positions des derniéres occurrences
de ag, ..., a2,2. Une inversion spéciale de w est une paire (i, ) avec i < j telle que j est un des jj
et w; > w;. On note sinv(w, a;) le nombre d’inversions spéciales de w relatives a la lettre a;, et
par sinv(w) le nombre d’inversions spéciales de w.

Abusivement, pour un pistolet p, on confond les valeurs sinv(p, 2i) et sinv(p, as;). Il en est de
méme pour sinv(p) et sinv(p).
Ezemple 104. Si w = asaxcagaqag, on a sinv(w,as) = 0, sinv(w,aq) = 2, sinv(w,as) = 1,
et sinv(w) = 3.

Définition 3.2.3. Soit p un pistolet surjectif. On pose :

11 — Sinv(p)H — sinv(p) ,.max(p)
q(p) %inq( ) <p> qiin ( )xma ( ):&-2 (366)
Hq(p CLooa'oo) = ¢ H(p aooaoo) = @I gmapiTe,
Théoreme 3.2.4. Pour stat = sinv, on a :
1,(Cp) = Ch. (3.67)

Prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.2.5. Soit p un pistolet surjectif de taille 2n, et | le nombre de oo dans W =P Gooloo-
On a alors TI(p aue0o0) = 2! De plus, les égalités suivantes sont vérifiées :

A1) = (Z () q> (3.69)

i=0 \k=i

-1 -1
I Z qSinV(P',GQn,)p’ — Z <Z (lj) qk_i> le_l_i. (369)

p' €D, i=0 \k=i

Démonstration. Partons du membre gauche de (3.69). Commengons par regrouper les éléments de
D,, suivant leur nombre d’occurrences de a et de sinv(. , agy). Pour p’ dont [—i— 1 lettres sont
égales & a0, la valeur de sinv(p’, as,) est entre 0 et {—i— 1. Donc,

-11-1

Z qsinv(p/,azn)p/ — Z Z qk*ip/7 (370)

p’er i=0 7 p ED,
pa =1-1—14

sinv(p’,as,) =k —i

=
Il

ol |p’|a.. est le nombre de as, dans p’.
Déterminons le cardinal d’une classe. Deux pistolets surjectifs p’ et p” sont dans la méme classe
si et seulement si :
P'lae = [P ]aee = £, (3.71)
et
sinv(p’, az,) = sinv(p”, az,) = J. (3.72)
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Or, dans p’ et p” seule la lettre a, est plus grande que as,. En posant
E:={ny, - ,n}, (3.73)

I’ensemble des positions des a., dans w, on en déduit que la position de la derniere occurrence
de as, dans p’ et p” est la méme et est égale & Nji—k, car [—Fk est le nombre d’occurrences de asay,
dans p’ et p”.
Pour les éléments p’ tels que :
Plow =1—i—1, (3.74)

et
sinv(p’, as,) =k — i, (3.75)

il en résulte que la position de la derniere occurrence de az, est nyyr_;——i—1) = k1. A gauche
de la position njy1, nous avons k—i lettres exactement égales a ao, car

sinv(p’, agn) = k — i, (3.76)

et les ¢ autres lettres égales a ao,. Il en résulte que cette classe contient exactement (’f) éléments.
En appliquant IT & (3.70), on obtient (3.69). O

La démonstration du théoreme 3.2.4 en découle alors.

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 1, le théoreme est vrai. On le suppose vrai au
rang n. On a donc :

Co= > ¢™WIp). (3.77)

PEP2n

D’ou : .
Cur? = 3 O (paans). (3.78)

PEP2n
En appliquant Ay, on obtient :
Cn+1 _ Z qsinv(p) Z QSi‘lv(P’ﬂ?”)H (p/) ) (379)
PEP2n p'eD,

Comme sinv(p') = sinv(p) + sinv(p’, 2n), on en déduit

Cosi= D, > @™ (3.80)

pEP2n p' €Dy

De plus, Upep,, Dp = Pania, et II,(p') = ¢#™P1I(p). On en conclut que

Cor1= Y ™I (p') =T1,(Cppa). (3.81)
PEP2n42

O

Dans [HZ99], Han et Zeng ont défini une autre généralisation des g-analogues des polynémes
de Gandhi :

1 sin =20,
Dna(z) = {Aq(Dn(a:)xQ) +(y—1)Dp(z)xr sin>1, (3:82)

et donnent une interprétation combinatoire de ces polynémes. Nous allons de nouveau aborder
cette famille de polynomes, et ainsi exhiber une nouvelle interprétation de ce g-analogue.

Définition 3.2.6. Soit w un mot sur lalphabet {a1,- - ,a,}. Une non-inversion spéciale est un
couple (7,7) tel que i < j <k, et w; < w;, ol w; = ax, et ¢ est la position de la premiére occurrence
de ag. Le nombre de non-inversions spéciales de w est noté snv(w) et snv(w, ax) est le nombre de
non-inversions spéciales de la forme (4, j), ol w; est la premiere occurrence de ay.

Ezemple 105. Pour w = agasasa4a.0a6, o0 a snv(w,az) = 0, snv(w,ay) = 1, snv(w,ag) = 1,
et snv(w) = 2.
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De la méme facon que dans le théoreme 3.2.4, on a :

Théoréme 3.2.7.

m, [ Yy @p | =Dy (), (3.83)
PEP2n

ou 11 (p) = ¢ II(p).

Remarque 32. Notons quelques analogies avec la statistique des inversions spéciales. En effet,
celles-ci se définissent a partir de la derniere occurrence d’une valeur, tandis que les non-inversions
spéciales sont construites a partir de la premiere occurrence d’une valeur. Mais un mot “grandis-
sant” par la droite, pour avoir une analogie totale, il faut “tronquer” ces non-inversions. Ainsi,
la démonstration sera similaire : on montre un lemme reliant les non-inversions spéciales relatives
a la derniére lettre permettant de simplifier la démonstration par récurrence, puis on montre le
théoreme.

Lemme 3.2.8. Soit p un pistolet surjectif de taille 2n, et I le nombre de oo dans W =P Gooloo-
On a alors TI(p auo0o) = x'.De plus, on a les égalités suivantes :

-1 -1
A,((w) =3 (Z () qk> o1 (3.84)

i=0 \k=i

-1 /1-1
I Z qsnv(p/,aQH)p/ _ Z <Z (lZ) qk_i> xl_l_i. (385)

p' €D, i=0 \k=i

Démonstration. Partons du membre gauche de (3.85). Regroupons les pistolets par méme nombre
de maximum, et méme nombre de non-inversions spéciales.

Pour le mot w = pascao possédant I lettres égales & ao, les éléments de D, en ont au plus 1.
De plus, si un élément p’ posseéde k maximum, alors la valeur snv(p’, as,) est comprise entre 0 et k.
Ainsi, en indexant différemment, on obtient :

N
I
—
I
—

Z qsnv(p’,aZn)pl _ Z qk*ip/. (386)

p' €D,

s
Il
=
ES
1|

i yeD,
IPlaw =1-1—i
suv(p’,agn) =k —i

Considérons une classe ou r est le nombre de maximum, et j la valeur de snv(., as,,) de cette classe.

Posons :
E:={ny, - ,n}, (3.87)

I’ensemble des positions des ao, dans w.

La seule lettre plus grande que as, étant a.., ces conditions imposent que la position de la
premiere occurrence de ag, pour la classe correspondante est n,_;41, car a sa droite il y a l —r
lettres égales & ao, et j lettres égales & ao. En prenant r=[—i—1 et j=k—1, nous obtenons que
la position de cette premiére occurrence est n;_;_1_(x—j)41 = 7k Ainsi, un élément d’une classe

est la donnée d’un sous-ensemble de cardinal k—: de {n;_gy1,- - ,n} correspondant aux positions
des a. Il en résulte que cette classe contient exactement (’f) éléments. En appliquant IT & (3.86),
on retrouve bien (3.85). O

La preuve du théoreme 3.2.7 s’en suit :

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 1, le théoreme 3.2.7 est vrai. On le suppose vrai
au rang n. Ainsi, on a :

I, [ Y y™Wp | =Dy (). (3.88)

PEP2n

Dyi1(w) = Ay(Dp(x)2?) + (y — 1) Dy ()2 (3.89)
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Si on se place dans le monde non commutatif, on peut constater que

(y = DDu(w)z = (y— DI, [ > y"*™*Ppaccas, | . (3.90)

PEP2n

De plus, par linéarité de II, on a

Ag(Dn(@)a®) = Ag | Y ¢ Py ™0 (pageas) | - (3.91)
PEP2n

Par linéarité de A,, on obtient

Ag(Dy(z)2?) = Y ¢ PlyrBP A (T (paseas)) - (3.92)
PEP2n

En appliquant le lemme 3.2.8, on a donc

Ag(Dy(a)a) = 3 g @ynaie) § e ) (3.93)
pEP2n p' €D,

D’ou,

Aq( Z Z qsnvp ,Q2m ) snv( ) ndhx(p)H( ) (394)

pEP2, p' €Dy

On remarque que snv(p’) = snv(p) + snv(p’, asy,). De plus, il existe un seul cas ou les points fixes
non doublés augmentent de 1, celui présenté dans (3.90). Ainsi, en sommant (3.90) et (3.94), on

en déduit que
Daile) = Y T, (y™@p). (3.95)

PEP2n+2

O

Remarque 33. En spécialisant y a 1, on retrouve une autre interprétation combinatoire du g-
analogue des polynémes de Gandhi. Soulignons que dans les preuves précédentes, pour le passage
de n a n+1 dans la récurrence, seules les inversions ou non-inversions spéciales relatives a la derniere
valeur ont été nécessaires. Ainsi, on pourrait définir des statistiques faisant intervenir les deux. Par
exemple, pour un pistolet surjectif p de taille 2n, en considérant

3]
stat(p) = Y sinv(p, 4i + 2) + snv(p, 4i), (3.96)
k=0

w3

nous obtenons encore une interprétation combinatoire de ces g-analogues.

Remarque 34. Rappelons les statistiques définies par Han et Zeng pour ce probleme.

Définition 3.2.9. Soit p dans Ps,,. Notons respectivement ki, ko, - - - , k;, les positions des premieres
occurrences de 2,4, -+ ,2n. Pour ¢ dans {1,2,---,2n} on définit
dinv(p, i) = [{jli < j,p(i) > p(j)}, (3.97)

qui est le nombre d’inversions a droite relatives a ¢ de p. On pose

den(p) := > (k; + dinv(p, k;)). (3.98)
j=1
Alors pour n > 1,
C, = Z gmex(p) yndfix(p) qrﬂ—denw (3.99)
PEP2y,

Leur définition étant assez proche des notres, on peut alors se demander s’il existe une bijection
simple envoyant la statistique den sur snv, bijection & priori encore non trouvée.
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Nous avons relevé dans une algebre combinatoire une suite de polynomes définis a ’aide d’un
opérateur linéaire. En posant :

L(P)(z) :== A (P(z)z?), (3.100)

Nous constatons que la série

At) =) Cut" (3.101)

n>0

est I'unique solution de ’équation fonctionnelle
Y =1+tL(Y). (3.102)

Ainsi, nous obtenons une solution de cette équation dans ’algébre des séries formelles, sans in-
terprétation combinatoire. Or, le travail précédemment effectué permet d’obtenir un analogue non
commutatif IL tel que :

Alt) =) Cut" (3.103)

n>0

soit I'unique solution de
Y =1+tL(Y). (3.104)

A la différence de L, 'opérateur L. fournit une méthode pour construire les objets combinatoires
que sont les pistolets surjectifs. Ainsi, on pourrait se donner un autre relevement I de L qui serait
a la base d’'une autre classe combinatoire. Dans les cas favorables, une bijection découlerait des
propriétés de L et L.

Dans la prochaine partie, nous allons appliquer ce procédé a des familles d’objets comptés
par les nombres d’Euler. L’algebre considérée est FQSym, et les opérateurs de “construction”
sont B ax et des variantes. Nous commencgons par quelques rappels sur des propriétés de B ax,
puis nous donnons des exemples de bijections provenant d’équations fonctionnelles combinatoires.
Enfin, nous démontrons quelques résultats classiques de la théorie des polyndémes eulériens du point
de vue des algebres non commutatives.

3.3 Combinatoire de ’application B,

3.3.1 A propos du théoreme du point fixe de Picard

Théoréme 3.3.1. Soit (E,d) un espace métrique complet. Soit f une application contractante
de E dans E. Alors il existe un unique x tel que f(x) = x. De plus, pour tout xg dans E, la
suite (f™(xo))nen converge vers x.

Il existe diverses généralisations de ce théoreme et ses conséquences sont multiples : unicité des
solutions du probleme de Cauchy-Lipschitz, théoréeme d’inversion locale, méthode d’approximation
de solutions... D’ailleurs, les équations vérifiées par Tan et Sec sont des cas particuliers de ce
théoreme. En effet, rappelons la structure métrique de FQSym. Soit P un élément de FQSym

P=34,G,, (3.105)
ceS

sa valuation v(P) est la longueur des permutations de plus petite taille telle que a, soit non nulle.
Par convention, 0 est de valuation co.

Ezemple 106. Pour P = 2G312 — G3a1 + G123, on a v(P) = 3.
La distance de deux éléments de P et (Q dans FQSym est alors définie par

d(P,Q) =27°F=@), (3.106)
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Il est aisé de vérifier qu’en autorisant des combinaisons linéaires infinies de permutations avec
un nombre fini de termes en chaque degré, nous obtenons le complété de FQSym pour la distance
ultramétrique d. Enfin, 'application bilinéaire By,.x augmentant strictement le degré global, on en
déduit qu’elle est contractante. En effet, de facon générale,

Proposition 3.3.2. Soit B une application bilinéaire de FQSym? dans FQSym, telle que

v(B(P,Q)) > v(P) +v(Q). (3.107)
Alors Uapplication quadratique X — B(X, X) est contractante.

Démonstration. Soient P et Q dans FQSym. Alors on a :
B(P,P)-B(Q,Q)=B(P-Q,P)+B(Q,P — Q). (3.108)
En passant a la valuation, on en déduit que
v(B(P,P)—B(Q,Q)) >v(P—Q)+1, (3.109)
ce qui se traduit par étre contractante avec comme coefficient % L]
Supposons que l'on cherche la solution d’une équation de la forme
X =Xo+B(X,X), (3.110)

avec B vérifiant les conditions de la proposition précédente. On peut I'expliciter a ’aide des arbres
binaires complets. Posons
X= Y e (3.111)
TEBTC
ou ev(T) peut étre calculer de la fagon suivante :
— 81 T est une feuille, alors ev(T) = Xo,
— T a comme fils gauche T; et comme fils droit T5 alors ev(T') = B (ev(T1), ev(T3)).
Par calcul, on constate que X est solution de (3.110).

Ezemple 107. En prenant,
X = Gy + Bax (X, X), (3.112)

et en appliquant le résultat précédent, il en vient que les permutations apparaissant dans X sont
exactement les permutations dont I'arbre décroissant est complet, soit les permutations alternantes
impaires. Ainsi, on retrouve que Tan est solution de (3.112).

3.3.2 Propriétés de B,,..

Cette application possede quelques propriétés simples mais fondamentales : celles-ci vont per-
mettre d’obtenir des interprétations combinatoires de certaines équations fonctionnelles que 1’on
présentera dans le paragraphe 3.4.

Proposition 3.3.3. Soient o, 7, o/, T’ quatre permutations telles que :
Bmax(Gaa GT) - Bmax(GU’7 GT’)-

Alors 0 = o' et 7 = 7'. De plus, si Bnax(Geo, Gr) # Bmax(Gor, Grv), alors les ensembles corres-
pondant a chacune de ces sommes sont disjoints.

Démonstration. En effet, d’une part les éléments de B,ax (G, G, ) sont tous différents par construc-
tion, et d’autre part, si on prend un autre couple (G, G,/), les termes de la somme By,,x (G, G;/)
n’ont pas le méme standardisé que ceux de Bpax(Go, G1). O

Proposition 3.3.4. Soit By restreinte « PBT @ PBT. Alors l’image est incluse dans PBT.
De plus, on a :
Buox(Pr,Pr) =P , . (3.113)
T T
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Démonstration. Soient T et T' deux arbres binaires, o et 7 deux permutations telles que dec(o)
est de forme T et que dec(7) est de forme T”. Alors,

Buax(Go, G,) = > G,. (3.114)
y=u(n+m+1)v
std(u)=0, std(v)=71

Comme v = u(n + m + 1)v avec std(u) = o et std(v) = 7, il en résulte que dec(y) est de la forme
[ ]
dec(u) dec(v)

Or, std(u) = o, et std(v) = 7, on en déduit que dec(u) est de forme T, et que dec(v) est de
forme T". Ainsi, dec(y) est de la forme

[ ]
T T
Réciproquement, soit v ayant comme arbre décroissant
L)
T T

Donc v est de la forme u(n + m + 1)v, avec dec(u) ~ T, et dec(v) ~ T’. Do, std(u) = o
(respectivement std(v) = 7) avec dec(o) ~ T (resp. dec(r) ~ T”). Par suite, G, est un terme
de Bmax(PT; PT/). O

Dans la suite, nous utilisons les propositions 3.3.3 et 3.3.4 sans nécessairement les mentionner.
La premieére nous assure dans les cas que nous présentons la non multiplicité des coefficients d’une
solution d’'une équation fonctionnelle, et de la seconde on visualise les solutions en termes d’arbres
étiquetés. Nous allons voir dans le paragraphe suivant des équations fonctionnelles construites a
partir de 'application By, et qui s’interpretent naturellement comme des classes combinatoires
comptées par les nombres d’Euler.

3.4 Combinatoire des nombres d’Euler

La suite des nombres d’Euler, donnée par 1, 1, 1, 2, 5, 16, 61, 272, --- est la suite des cardinaux
de nombreux objets combinatoires : les permutations alternantes, les permutations de Jacobi, les
arbres binaires non plans décroissants. Dans cette partie, on va utiliser I’application bilinéaire B, ax
ainsi que ses variantes, pour obtenir des équations fonctionnelles vérifiées par chacune des classes
combinatoires, et montrer que ces équations fonctionnelles construites dans FQSym permettent
d’obtenir des bijections entre ces objets. En effet, les récurrences régissant ces équations sont
similaires. Donnons quelques exemples pour illustrer ce propos.

3.4.1 Permutations alternantes et de Jacobi

Considérons le systeme

Xo= 1+ Bmin(w(Xl)vXO)y
3.115
{ X1 = Buin(w(Xo), Xo), ( )
ou
Bmin(GJa GT) = Z GA/, (3116)

y=ulv
std(u)=0, std(v)=7

et ou w est le retournement d’alphabet sur les permutations. Nous obtenons alors le couple solu-
tion (Sec’, Tan), ot

Sec’= Y G,, (3.117)
oeAy’
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avec 2o étant ensemble des permutations alternantes paires commencant par une descente (o >
09 < -+ < 0941 > -+ ). Ce procédé donne une autre méthode pour construire les permutations
alternantes impaires montantes et paires descendantes.

Définition 3.4.1. Une permutation o est de Jacobi si :

— o est la permutation vide,

— ou bien ¢ = ulv, avec [(v) paire, std(u) et std(v) étant de Jacobi.
Notons respectivement Jo et J1 les ensembles de permutations de Jacobi de longueur paire et
impaire.

Cette classe a été définie par Viennot dans [Vie80] pour obtenir une interprétation combinatoire
naturelle des fonctions elliptiques. Posons

Jac; = ZUG%GU,

Jach - (3.118)

oEJL 9

et cherchons une équation fonctionnelle dans FQSym vérifiée par le couple (Jacq, Jacg). Grace a
leur construction récursive, il vient que ce dernier est solution de

{ XO = 1+ Bmin(XlaX0)7 (3 119)

Xl - Bmin(X07X0)'

En comparant les systémes (3.115) et (3.119), nous constatons que leur définition est assez
proche. Ainsi, a travers le morphisme E, ils se projettent tous les deux sur la solution du systéme

yo(t) = 1+ [gy1(s)yo(s)ds,
(3.120)

ni(t) = t+ [ yo(s)yo(s)ds,

c’est-a-dire (sec, tan). En particulier, il existe une bijection entre ces deux classes. Mais au niveau
des séries formelles, celle-ci n’est pas explicite. Cependant, en gardant leur équation fonctionnelle
non commutative, la bijection vient d’elle-méme. En effet, cherchons une bijection 6 des permu-
tations de Jacobi paires (resp. impaires) vers les permutations alternantes paires descendantes
(resp. montantes) préservant les structures données par les équations fonctionnelles. Ainsi, pour o
dans Jo UJ1 et 7 dans Jg, on aimerait avoir :

0 (Bmin(G07 GT)) = Bmin (w(Gg(U)), GG(T)) . (3121)

De plus, dans la construction d’un terme de Bpin(Gs, G;) ou de By (w(Gy), G;) trois pa-
rametres sont & prendre en compte : les deux permutations o et 7, mais aussi une partition { A, B}
de {2,--- ,|o| 4+ |7| + 1} avec |A| = |o|. Une “bonne” bijection étant une qui préserve le maximum
de structure, on aimerait que le terme de By,in (G, G;) construit a partir de la partition {A, B}
soit envoyé par 6 sur I'élément de Buin (w(Go(s)), Gg(r)) construit a partir de la méme partition.
Il existe alors une unique bijection vérifiant les propriétés demandées :

0(e) =

Olumv) = w(@(uw))mb(v), (3.122)

oll umv est un mot sans répétition de lettres, avec m comme lettre minimale. L’image des permu-
tations de Jacobi par 6 sont alors les permutations alternantes.

Remarque 35. La bijection 6 est en fait celle de Viennot dans [Vie80].

3.4.2 Arbres binaires non plans décroissants et permutations alternantes

Donnons-en une définition récursive :

— l’ensemble vide est un arbre binaire non plan décroissant,

— (N,{T1,T»}) est un arbre binaire non plan décroissant si N est plus grand que tous les

nceuds de T7 et de Ty, et T et T sont des arbres non plan décroissants.

Quitte a ordonner les fils, nous pouvons supposer qu’il s’agit d’arbres binaires décroissants dans
lesquels ’arbre droit contient la valeur minimale. De fagon surprenante, le nombre d’arbres binaires
non plan décroissants étiquetés par {1,--- ,n} est le n® nombre d’Euler. Donnons une équation
fonctionnelle dans FQSym correspondant a cette classe :
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X =14+ Gy + Bpax - (X, X), (3.123)

Bmax,>(Gaa GT) = Z G’y, (3124)

y=u(n+m+1)v
std(u)=0, std(v)=T7
min€v

avec comme convention

Bmax,>—(G07 1) = 0, (3125)

pour tout o dans &.
En exprimant en fonction de la partie paire Xy et impaire X; de X, nous obtenons le systeme
équivalent

{ XO - 1 + Brnax,>—(X07 Xl) + Bmax,>(X1a XO)

3.126
Xl = Gl + Bmax,>—(X0a XO) + Bmax,>—(X17 Xl) ( )

Cherchons une équation fonctionnelle sur les permutations alternantes qui soit “proche” de ce
systéme. Dans les permutations apparaissant dans Bpax -, la valeur 1 est toujours a droite de
la valeur maximale. Ainsi, au lieu de regarder toutes les permutations alternantes montantes ou
descendantes, nous allons considérer ’ensemble A (resp. Ag et A;) des permutations alternantes
(resp. paires et impaires) telles que la valeur 1 est située aprés la valeur maximale.

Proposition 3.4.2. Soient les projections I1' et II! sur les permutations par :

n: ¢ — 6
o — 0o si o1 < 09, (3.127)
w(o) siop > os.

Et

— 6

— o st o1 > 09, (3.128)
w(o) sioy < oa.

Q

Par convention, la permutation 1 est laissée five par ces deuz transformations. Alors 11! (resp. IT})
restreinte 4 A est injective et a pour image l’ensemble des permutations alternantes montantes
(resp. descendantes).

Démonstration. Soit o dans A. Pour ¢ commengant par une descente, nous avons I1'(¢) = w(o).
Comme la lettre 1 est située apres la lettre |o|, nous en déduisons que dans w(o) la lettre 1 est
située avant la lettre |o|. Ainsi, w(c) est une permutation alternante montante telle que la valeur 1
est située avant la lettre |o|. Pour 0 commencant par une montée, la permutation est laissée fixe.
La bijection réciproque consiste donc a retourner les permutations alternantes montantes dont la
valeur 1 est située avant la valeur maximale.

Le raisonnement est similaire pour IT'. O

N

Déterminons alors une équation fonctionnelle vérifiée par le couple (Sec, Tan) ou :

Sec:= Y Go, (3.129)
ocAg
et
Tan:= Y  G,. (3.130)
oc A

En donnant une définition inductive de ces permutations :

— la permutation vide et 1 sont dans A;

— pour o dans A, avec 0 = unw, la lettre n étant maximale, on sait que la lettre minimale est
dans v. Le mot v correspond toujours a une permutation alternante montante. Pour n en
position paire, u est une permutation alternante montante impaire, et pour n impair, u est
une permutation alternante descendante paire.
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Nous obtenons, en la traduisant dans FQSym, le systeme suivant :

XO - 1+Bmax,> (HL(XO%Hr(Xl)) +Bmax,> (HT(X1)7HT(X0)) (3131)
X1 = G +Bmax,>- (HL(X()),H[(X())) +Bmax,>- (Hr(Xl)anr(Xl))
En comparant (3.126) et (3.131), nous cherchons une bijection préservant la structure de ces deux
équations. En menant un raisonnement similaire au cas des permutations de Jacobi et alternantes
descendantes, nous aboutissons & une unique bijection.

Remarque 36. La difficulté réside alors dans une bonne définition des objets. En effet, nous avons
arbitrairement choisi une représentation des arbres binaires décroissants en tant que permutations
particulieres. Ainsi, les deux familles d’objets ont des représentants dans une méme classe, ici,
les permutations. Mais une autre construction des arbres binaires décroissants non plans ou des
permutations alternantes pourraient aboutir a une autre bijection préservant cette autre structure.

3.4.3 Polynomes eulériens et nombres d’Euler

Soit o dans &,,. La position ¢ € {1,--- ,n—1} est une descente si o; > 0;11. On notera des(o) le
nombre de descentes de o. On rappelle (cf. [NT12]) que les polynémes eulériens (non commutatifs)
sont définis par

E,(t)= ) t¥ G, (3.132)

cES,

Ainsi, E(t) = ), .y En(t) est la série génératrice des polynomes eulériens non commutatifs.
Considérons 'application bilinéaire

_ Bmax(GU; 1) si Gy = 1,
C(Go,Gr) = { tBhax(Go, G) sinon. (3133)
Remarquons que E vérifie
E=1+C(E,E). (3.134)
Ainsi, en ré-exprimant 1’équation en fonction de By,.x, on obtient que E est solution de
E=1+4tByx(E,E—1)+ B (E1). (3.135)
En dérivant, E vérifie
OE = tE(E-1)+E,
{ B, — 1. (3.136)
Maintenant, en prenant 'image par [E, on retrouve ’équation différentielle
X = tX(X-1)+X,
{ X(0) = 1 (3.137)

La série génératrice exponentielle des polynémes eulériens commutatifs vérifie donc (3.137). Or la
fonction

fouw = s (3.138)

est la solution de (3.137). Ainsi, nous en déduisons la série génératrice exponentielle des polynémes
eulériens.

Dans [SF70], Foata et Schutzenberger introduisent un autre parametre y, et considérent la
fonction suivante :

g u = ey, (3.139)

Ils montrent que le parametre y correspond a une certaine statistique sur les permutations, les
saillances qui ne sont pas des descentes. On va s’attacher a remontrer les propriétés associées a g
grace au formalisme non commutatif.

On a donc g(u) = f(u)e =" Montrons que f et g vérifient le systeme d’équations intégrales

g(u) = 1+t [ f(s)(g(s) = Dds+ y [y g(s)ds,

flw)= 1+t [ f(s)(f(s) = Dds+ [ f(s)ds.

(3.140)
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En dérivant, on constate que f et g vérifient le systeme différentiel

f((O)) = 1,

g(0) = 1,

Fo= (1) +uf, (3.141)
g = tg(f-1+g

Ainsi, en intégrant, on retrouve (3.140). Donnons un relévement non commutatif de ce systéme
intégral :

G= 14tBnax(G,F—1)+ yBpna(G,1),

(3.142)
F= 14+tBpax(F,F—1)+ Bpnax(F,1).
Par un simple calcul, on obtient que
G = Z Z tdcs(a)ysaim(U)G(ﬂ (3143)

neNoeS,

ou saim(o) est le nombre de saillances de o qui sont des montées. Considérons f et g écrites comme
une série génératrice exponentielle :

flwy=>" An(t)%, (3.144)

et .
g(u) = Bult, y)%. (3.145)

n>0 ’

Comme f et g dépendent des parametres y et t, on peut donc spécialiser y a 0, et ¢ a —1. Par
définition, on a alors :

F) =3 An-1) (3.146)
n>0
et

g(u) = Bn(—l,O)%. (3.147)

n>0
Gréce au systéme (3.142), montrons que

Proposition 3.4.3. Pour tout n dans N, on a :

Agyio(—1) = 0,
{ A%il(_l) = (=1)"Ean1, (3.148)
et
BZ”(_I’O) = (_l)nEan
{ B2,t1(=1,0) = 0. (3.149)

Démonstration. Comme on spécialise y a 0 et ¢ a —1, regardons le systéme obtenu en remplacant
ces parametres par les valeurs correspondantes :

G = 1-Bh(GF-1)
{ F = 1-Buu(F F — 1)+ Buu(F 1) (3.150)
On obtient que
F=>) (-1)*0G,, (3.151)
cc6
ce qui ne nous apprend rien. Mais en modifiant légeérement 1’équation (3.150) par
G = 1-Bnx(G,F-1)
{ F = 1—Buu(FF —1)+Bua(l,F) ° (3.152)

on obtient un systéme ayant clairement la méme image que (3.142) & travers E. Ainsi,

F—1=-Bupau(F—1+41,F—1)+ Buau(l,F), (3.153)
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par bilinéarité

F-1= _Bmax(F - 17F - 1) - Bmax(lvF) + Bmax(lv 1) =+ Bmax(l’F)' (3154)
Donc
F—-1=G; —Byux(F—-1,F-1). (3.155)
On en déduit que
o|—1
F-1=3 (-1)"7G,, (3.156)
oe,
et ol
G=) (-1)2 Gy, (3.157)
oAy

ou 2y et Ay sont respectivement les ensembles des permutations alternantes paires et impaires.
Ainsi, a travers le morphisme E, on en déduit le résultat annoncé. O



Chapitre 4

Combinatoire de structures
dendriformes

La théorie des opérades est ’étude des algebres générales : il s’agit d’espaces vectoriels munis
d’applications multilinéaires. Elle a été introduite par May ([May72]) Boardman et Vogt ([Vog73])
pour étudier les espaces de lacets itérés. Elle fut remise au goiit du jour par Loday ([Lod96],
[LRIS], [Lod01], [LV12]), et est aujourd’hui un sujet de recherche actif : elle est présente & la fois
en physique, en algebre et en combinatoire ([MSS07]).

Ce chapitre n’aborde pas de fagon générale la théorie des opérades. Il est consacré a 1’étude
de trois types d’algebres : les algebres dendriformes, tridendriformes, et les quadrialgebres. Les
algebres dendriformes ont été introduites par Loday et Ronco dans [LR98] et on trouve des appli-
cations de cette algebre en informatique ([HNTO5]) et en renormalisation ([BF03]). Les algebres
tridendriformes, une généralisation des algebres dendriformes, ont été entre autres étudiées par Lo-
day et Ronco ([LRT04]), Novelli et Thibon ([NT06a]) et Burgunder-Ronco dans [BR10]. Enfin, les
quadrialgebres, une autre maniere de généraliser les algebres dendriformes, on été introduites par
Aguiar et Loday dans [ALO4].

Dans notre contexte, P est une opérade, c’est-a-dire, de maniére informelle, une famille d’ap-
plications multilinéaires vérifiant des relations. L’objectif est de donner a travers des exemples
de P-algebres, ici les algebres dendriformes, les algebres tridendriformes et les quadrialebres, une
méthode pour étudier une P-algebre de maniere générale a ’aide de la combinatoire. En particu-
lier, le probleme posé est de trouver la série de Hilbert d’une P-algebre libre sur un générateur,
puis d’en déduire une méthode pour prouver qu’'une P-algebre est libre. Ainsi, nous commengons
d’abord par poser dans le paragraphe 4.1 les définitions générales qui nous sont utiles dans la suite
de ce chapitre, puis nous étudions le cas de 'algebre dendriforme dans les paragraphes 4.2 et 4.3.
Enfin, nous résolvons des questions similaires pour les quadrialgebres et les algebres tridendriformes
respectivement dans les paragraphes 4.4 et 4.5.

Notons que la plupart des résultats que nous montrons ont déja été prouvés :

— la preuve présentée concernant la liberté de 1'algebre PBT se trouve dans [HNTO05] ;

— Foissy prouve la liberté de FQSym dans [Foi07] ;

— lasérie de Hilbert de l'algebre tridendriforme libre sur un générateur se trouve dans [NT06a ;

— Burgunder et Ronco ont démontré que WQSym est une algebre tridendriforme libre ([BR10]) ;

— Valette dans [Val08] par des méthodes purement algébriques détermine la série de Hilbert

de la quadrialgebre libre sur un générateur.
Par contre, la preuve de la liberté de la quadrialgebre des 2-permutations semble étre nouvelle. De
plus, la méthode de preuve présentée est généralement différente des démonstrations existantes.

4.1 ‘P-algebres et arbres d’évaluation

Définition 4.1.1. Une P-algébre est un couple A = (A4, P) ot A = BpenAn, ot Ay est isomorphe
a K, A est un K-espace vectoriel gradué et P est un ensemble fini d’applications bilinéaires définies
sur A et a valeurs dans A tel que pour tout B appartenant a P, tout y, vecteur de A,, et tout vy,
vecteur de A,,, 'élément B(yy,, ym) appartient & A, 1, et 'élément de Ag identifié & 1k est élément
neutre pour chacune de ces lois B. On note A" := @,,>14,,.

105
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Remarque 37. La définition donnée des P-algebres est plus restrictive que sa véritable définition
que l'on peut trouver dans [LV12].

Définition 4.1.2. Soit une P-algebre (A, P). L’espace des arbres d’évaluation (ou d’expression)
sur A noté ET (A) est 'espace vectoriel engendré de maniere libre par la classe combinatoire des
arbres binaires complets dont les feuilles sont étiquetées par les éléments d’une base B de AT et
les nceuds internes par des éléments de P. On note cette classe BTC (P, B).

Ezemple 108. Pour lalgebre A = (A, {x,®,®}), et a, a’, b, V', et ¢ des éléments de A, 'arbre
représenté dans la figure 4.1 est un élément de ET (A).

X
®/ \G
PN VRN
a / X
/N
b c

a’ b

FIGURE 4.1 — Un arbre d’évaluation de ’algebre A.

Définition 4.1.3. Soit (A, P) une P-algebre. La fonction ev est 'application linéaire de ET (A)
vers A définie sur les arbres par :

ev () = Ix
ev ((z,0,0)) = z (4.1)
ev((B,T1,T2)) = Bl(ev(Th),ev(Tr)).

Ezemple 109. Pour A = (K({A)), m), algébre associative des mots sur A munie du produit de
concaténation, I’espace vectoriel ET (A) est engendré par BT'C ({m}, A*). Déterminons le noyau K
de lapplication ev et un supplémentaire S isomorphe & K{{A)). Comme la loi m est associative,
pour tous mots u, v, w de A*, nous avons :

m(m(u®v)@w)=m(u®mvew)). (4.2)
Autrement dit,

m m

PN N
m w u m
/ N\ /N
u v = v w
ou = signifie que les deux membres ont la méme évaluation. Ainsi, pour déterminer un quotient,
nous considérons des arbres n’ayant pas de m en fils droit. Alors tout mot w = a; - - - a, admet
comme antécédent par ev un arbre T'(w) construit de la maniére suivante :

— Si w = ay, alors T'(w) = (a1, 0,0);

— sinon, T(w) = (M, T (w1 - Wp—1) , Wy).
Autrement dit, tout arbre de BT'C ({m}, A*) est équivalent pour la relation “avoir méme évaluation”
a un peigne gauche ou les feuilles sont des lettres de A. Or, la famille des peignes gauches étiquetés
par des lettres de A (noté Pg({m}, A)) s’envoie bijectivement sur les mots en A par la fonction
évaluation, qui correspond a la lecture infixe des feuilles. Un supplémentaire S est alors donné
par vect (Pg(m, A)), et le noyau est engendré par

(S —T| S € Pg(m, A), T € BTC ({m},A*), T = S}. (4.3)

Pour une algebre associative libre graduée (A, m), il existe donc une famille F de A telle que I'ap-
plication ev est un isomorphisme de vect (Pg(m, F)) vers A.

Réciproquement, soit (A, m) une algebre associative graduée telle qu’il existe une famille F
de A pour laquelle 'application ev réalise un isomorphisme entre vect (Pg(m, F)) et A. Montrons
que A est libre et engendrée par F. Nous savons que 'antécédent par ev d’un élément f de F
est la feuille étiquetée par f. Un produit d’éléments [] f; de F a comme antécédent un peigne
gauche dont les feuilles sont étiquetées par les f; lues dans I'ordre infixe. Ainsi, un polynéme en
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les éléments de F a comme antécédent une combinaison linéaire en les éléments de Pg(m,F).
Considérons alors un polynéme P en des éléments de F égal a 0. Par image inverse de ev, nous
obtenons une combinaison linéaire de Pg(m, F) nulle. Cette famille étant libre, on en déduit que
tous les coefficients sont nuls. Or, 'application ev est injective. Il en résulte que P est le polynéme
nul. Donc la famille F est algébriquement indépendante. Comme ev est surjective, la famille F
engendre A.

Remarque 38. Ainsi, nous constatons qu'il est possible de traduire un probleme algébrique (trouver
une famille algébriquement indépendante et génératrice) en un probleme d’algebre linéaire sur des
familles d’arbres. Constatons qu’il n’y a pas unicité pour le type de famille d’arbres. En effet, dans
le cas des algebres associatives, nous aurions pu prendre des peignes droits au lieu des peignes
gauches.

Si une famille F algébriquement indépendante engendre une algebre A, par récurrence, il est
toujours possible de la choisir homogene. Autrement dit, tout élément f de F appartient & un A,,.

Dans la théorie des P-algebres, un des premiers points est de déterminer la série de Hilbert (série
génératrice des dimensions des composantes homogenes) d’une P-algebre libre sur un générateur
de degré un. Dans le cas des algebres associatives, celle-ci est la série ﬁ, qui est aussi la série
génératrice des peignes gauches ou les feuilles sont étiquetées par le générateur de degré un, et les
neeuds internes par la loi produit. Ainsi, pour une algebre associative A, si sa série de Hilbert H 4

ne peut pas s’écrire pas sous la forme 17}@) avec f a coefficients entiers positifs, on en déduit

qu’elle n’est pas libre.

Constatons que pour toute algebre associative graduée, 'application ev restreinte a la famille
des peignes gauches est toujours surjective. Les formes d’arbres a considérer dépendent donc uni-
quement des relations entre opérateurs. En effet, ’associativité se traduit sur les arbres par “deux
arbres sont équivalents si et seulement s’il existe une suite de rotations passant de I'un a l'autre”.
Or, un arbre peut toujours se ramener au peigne gauche en appliquant toutes les rotations gauches
possibles. D’ou le choix de prendre comme représentants ces types d’arbres.

Dans la suite, nous constaterons que les formes d’arbres a considérer dépendent du type
d’algebres.

4.2 Un exemple fondamental : ’algebre dendriforme PBT

Introduit par Loday et Ronco ([LR98]), cette algébre posséde de nombreuses propriétés : il
s’agit d’une algebre de Hopf contenant Sym, et incluse dans FQSym. De plus, elle est aussiest une
réalisation combinatoire des algebres dendriformes, remarque utile pour une approche combinatoire
de problemes portant sur les P-algebres.

On cherche dans la suite a déterminer la série de Hilbert de ’algebre dendriforme libre sur un
générateur. Nous appliquons la méthode présentée dans [Nov14]. La démonstration s’effectue en
deux temps : on commence par trouver un majorant terme a terme de la série de Hilbert, puis a
I’aide d’une réalisation de cette algebre, on montre que le majorant est aussi un minorant.

4.2.1 Définitions générales

Définition 4.2.1. Une algébre dendriforme (A, >, <) est un espace vectoriel A muni de deux
applications bilinéaires > et < vérifiant pour tous a, b, ¢ éléments de A les relations :

(a<b)<c = a=<(b<+>¢
a=b=c) = (a<+>b)>c (4.4)
(a=b)<c = a»(b=<c)

Remarque 39. L’égalité d’une relation étant vérifiée par tous les éléments de ’algebre, il est pratique
de considérer les relations en omettant les entrées. Par exemple,

(a<b)<c=a=<(b=<+>c),

devient
(<) ===< (=< + >).
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On peut également représenter ceci en termes d’arbres d’évaluation :

< < < <

SN N N

=< - <+> _ < 4 - (4.5)

Ezemple 110. L’algebre FQSym (cf. le paragraphe 1.3.3.4) admet naturellement une structure den-
driforme. En effet, dans la base des (Fy)see, le produit est donné par le shuffle décalé. Découpons
ce produit en deux parties. Soient ¢ et 7 deux permutations de tailles respectives n et m. Posons :

F, <F, = Z F, (4.6)
yEoT
Yn+m=0n
et
F, - F, := Z F.,. (4.7)
YEoLT

Yn+m=Tm ["]

Nous constatons que [ =< + >.

Vérifions chacune des trois relations dendriformes. Les applications étant bilinéaires, il suffit
de le vérifier pour les éléments de la base (F,),cs Solent o, 7, v trois permutations de tailles
respectives n, m, r. Considérons (o < 7) < v. Alors la derniére lettre de tous ces termes est la
derniere lettre de 0. On a donc

(0 =<7)=v=(01"0p_1 WTMV)0On, (4.8)

ce qui se réécrit aussi o < (7 WM v).
Pour (¢ > 7) > v, on obtient

o= (t=v)=(cWTWuv - Vp_1)Vp[n+m], (4.9)
ce qui se réécrit (o W 7) > v. De méme,
(0=7)<v= (W Tppo1 LWV)Ty[n] =0 > (T <v). (4.10)

Ainsi, (FQSym, <, >) est bien une algebre dendriforme.

Soit (A, <, =) lalgebre dendriforme libre sur un générateur x de degré un. On représente les
éléments comme des combinaisons linéaires d’arbres binaires complets, ou les feuilles sont étiquetées
par x et les nceuds internes par les opérateurs < ou . Or, griace aux relations (4.4), il est possible
de se restreindre a une sous-famille d’arbres.

Ezxemple 111. La figure 4.2 représente un élément de ’algebre dendriforme libre.

- <
PN PN
< x x -
/ \ / N\
x x -+ b x

/\

r T

FIGURE 4.2 — Un élément de 'algebre dendriforme libre sur le générateur z.

4.2.2 Une famille d’arbres “canoniques”

Proposition 4.2.2. Tout élément de A est combinaison linéaire d’arbres binaires complets dont
les feuilles sont étiquetées par x, les neeuds internes par = ou <, et évitant les motifs suivants :

>—\\> >_/-< -</-<

(4.11)
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Démonstration. Par récurrence sur la taille des arbres (nombre de feuilles). Pour n = 1, c’est
évident. Pour n = 2, ceci résulte des relations (4.4). Supposons la proposition vraie pour les arbres
de taille inférieure & n > 3. Soit T un arbre a n-+1 feuilles. Si T est de la forme :

—
/ \
T T

)

on applique ’hypotheése de récurrence sur T5. On obtient une combinaison linéaire d’arbres B de
la forme

-
/ \
T/

Tl 2

ou Ty évite les motifs (4.11). Mais il se pourrait que T4 ait une racine étiquetée par >, et on aurait
un arbre de la forme

—
VRN
—

/ N\
T/ T77

Ty

avec T” n’ayant pas une racine étiquetée > et évitant les motifs (4.11). En appliquant ’égalité
-(-)=(=4+ =), (4.12)
on obtient un arbre de la forme
—
SN
*

/ N\
Ty T

T77

avec x =<+ >. On peut donc appliquer ’hypothese de récurrence au membre gauche pour conclure.
Si T est de la forme

<

N
T Ty

)

on applique 'hypothese de récurrence a T7. On obtient alors une combinaison linéaire d’arbres B
de la forme

PN
T T,

ou Ty est un arbre évitant (4.11). Mais T} n’est pas nécessairement réduit & une feuille. Si 77 a sa
racine étiquetée par <, I'arbre B est de la forme

=<
SN
=< T’
/
x T’
En appliquant la relation
(<) <== (3

oll * =<+ >, on obtient
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=<
/ \

x *

/ N\

/ T77

)

T

il reste a appliquer la récurrence au sous-arbre droit.
Si B est de la forme

=<
RN
- T3
/ N\
AT b
en appliquant 1’égalité
(>) <= (<)
a l'arbre B, on obtient
—
VRN
Ty =<
/ N\
Ty T;5

b

ce qui ramene 1’étude au cas ou I'étiquette de la racine est >, et achéve donc la démonstration. [

On note TD({<, >}, E) 'ensemble des arbres binaires complets dont les feuilles sont étiquetées
par les éléments de E, les noeuds internes par < et > et évitant les motifs (4.11).

Proposition 4.2.3. Soit (A, >, <) lalgébre dendriforme libre sur un générateur x de degré un.
Alors dim(A,,) est inférieur ou égal a C,, pour tout n > 0 ou C,, est le n® nombre de Catalan.

Démonstration. Les éléments de A étant tous combinaisons linéaires d’arbres évitant les mo-
tifs (4.11), la série de Hilbert de A est majorée terme & terme par la série génératrice de TD({<, >~
},{z}) que on note F. Déterminons F, le parametre ¢ comptant le nombre de feuilles. On note F,.
(resp. F<) la série génératrice du sous-ensemble de TD({<, >}, {x}) dont la racine est étiquetée
par > (resp. <). Ainsi, on a le systeme :

F = 14+t+F +F.,
F. = (t+F)(F-1), (4.13)

En le résolvant, on obtient que F est solution de ’équation
X =1+tX> (4.14)
La série F est donc égale a ZnZO Cnt™, ou C,, est le n® nombre de Catalan. Ainsi, pour n > 0,
dim(4,) < C,. (4.15)
O

Proposition 4.2.4. La sous-algébre dendriforme de FQSym engendrée par ¥, est PBT. Par
conséquent, dim(A,,) > C,, pour n > 0.

Démonstration. Nous avons vu que FQSym est une algebre dendriforme. Ainsi, application

ev: A FQSym
1 1=Fy

=, T17T2)

( ev(Th) < ev(Ty)
(>‘, Tl7 Tg)

ev(Ty) = ev(Th)

LI
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est un morphisme d’algebres dendriformes. Déterminons son image. Nous savons que tout arbre

de BTC ({<, >}, {z}) est combinaison linéaire d’arbres appartenant a ’ensemble TD({<, =}, {z}).

Ainsi, il suffit de calculer I'image de TD({=, >}, {z}) par ev, et d’en déterminer une base.
Rappelons la définition de la base (P7)repr de PBT (cf. le paragraphe 1.3.3.5) :

Pr= Y F,, (4.17)

T(o)=T

ou T (o) (ctf. § 1.2.4) est la forme de I’arbre binaire de recherche de o obtenue en lisant ¢ de droite
a gauche.

Montrons par récurrence que 'application ev restreinte & TD({<,>},{z}) a pour image la
base (Pr) de PBT, et est surjective.

Pour n = 0, 'arbre vide est bien envoyé sur 'arbre vide.

Pour n = 1, 'arbre a une feuille est envoyé sur F; = P,.

Pourn=2,ona:

<

/ \ _ P.\.

et

-

/ \ _ P/.

On suppose par récurrence qu’évaluer un arbre de TD({=, >}, {z}) ayant k feuilles avec k < n—1
donne un élément de la forme Pp avec T ayant k noeuds, et qu’il s’agit d’une surjection.
Soit T' = (e, Ty, T») un arbre binaire ayant n nceuds. Si Tj est 'ensemble vide, alors :

Pr=P, < PT2. (418)

En effet, Soit F, un terme de Pr. Nécessairement, o se termine par 1 car T} est vide et T5 est
I’arbre binaire de recherche de o7 -+ -0, _1. Donc, F, est un terme de P, < Pr,.

Réciproquement, soit F, un terme de P, < Pp,. L’opérateur < entraine que o se termine par
un 1, et que ’arbre droit a comme arbre binaire de recherche T5. Donc F, est un terme de Prp.
Les termes des sommes n’ayant pas de multiplicité, on en déduit que

Pr=P, < PTQ. (419)

En appliquant I’hypothése de récurrence a T, il existe B appartenant & TD({=<,>},{z}) an—1
feuilles tel que

ev(B) = Pr,. (4.20)
Ainsi,
Pr=ev((<,z,B)). (4.21)
Si Ty est I’arbre vide, alors :
Pr= I)T1 = P,. (422)

En effet, soit F, un terme de Pr. Comme T3 est I'arbre vide, o se termine par n, et la permu-
tation o1 ---0,—1 & comme arbre binaire de recherche T;. Donc F, est un terme de Pp, > P,.
Réciproquement, soit F, un terme de P, > P,. Alors, nécessairement, o se termine par n et ’arbre
binaire de recherche de o1 -+ - 0,1 est T7. Donc F, est un terme de Pp. En appliquant I’hypothese
de récurrence a Ty, on en déduit qu'il existe un arbre A ayant n—1 feuilles tel que ev(A4) = Pr,.
On a donc :

ev((>,A,x)) =Pr. (4.23)

Sinon, T; et T ne sont pas vides. Notons k le nombre de nceuds de T;. Montrons que :

Pr= PT1 =F < PT2. (424)
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Soit F, un terme de Pp. L’arbre T étant de taille k£, on en déduit que o se termine nécessairement
par k+1. Le sous-mot u de o constitué de lettres plus petite que k a comme arbre binaire de
recherche T7. De méme, le sous-mot v[k + 1] constitué de lettres strictement plus grande que k+1
a comme arbre binaire de recherche Ty. Ainsi, F,, (F,) est un terme de P, (Pr,). Donc, F,, est
un terme de P, >~ Fy < Pr,.

Réciproquement, soit F, un terme de Pp, > F; < Pp,. Alors o se termine par k+1, et le sous-
mot u de o constitué des lettres inférieures a k a comme arbre binaire de recherche 7. De méme, le
sous-mot v[k + 1] constitué des lettres strictement plus grandes que k41 a comme arbre binaire de
recherche 7. Donc F,, est un terme de P7. En appliquant I'hypothese de récurrence a P, et Pp,,
il existe un couple (A, B) appartenant & TD({<, =}, {z}) ot A (resp. B) a k (resp. n—k—1) feuilles
tel que :

e B (1.25
Ainsi, on a :
€’U((>—,A,(-<,$,B))) =Pr. (426)

L’application ev est donc bien une surjection de TD({<, >}, {z}) sur la base (Pr)repr de PBT.
11 en résulte que PBT est une algebre dendriforme sur un générateur, et que dim(A,) > C,. O

Soit (A, >, <) une algebre dendriforme libre sur un générateur de degré un. Grace a la propo-
sition 4.2.3, nous savons que pour tout n > 0 :

dim(A4,) < C,, (4.27)
et grace a la proposition 4.2.4, on a :
dim(A,) > C,,. (4.28)

Ainsi, la série de Hilbert de l'algebre dendriforme libre sur un générateur de degré un est la
série ' =3 ., Cyt". Comme PBT est une algebre dendriforme sur un générateur ayant comme
série de Hilbert F', on en déduit qu’elle est libre.

Comme on pourra constater dans les prochaines sections, ce schéma de preuve pour déterminer
la série de Hilbert d'une P-algebre sur un générateur est généralisable a d’autres situations :

— on commence par trouver une série génératrice majorante grace aux regles de réécriture,

— puis on trouve une réalisation combinatoire de I’algebre en question,

— on évalue les arbres a motifs interdits dans cette algebre pour avoir la minoration,

— et enfin, on conclut.

4.3 Etude de l’algébre dendriforme FQSym

Nous avons vu dans I’exemple 110 que FQSym est une algebre dendriforme. Mais nous ignorons
si elle est libre ou non en tant qu’algebre dendriforme. Le travail effectué sur la structure des arbres
de I’algebre dendriforme libre sur un générateur nous sera d’une grande utilité.

Proposition 4.3.1. Soit A = (A, >, <) une algébre dendriforme. L’algébre A est libre et engendrée
par une famille homogéne F si et seulement si 'application ev restreinte o TD({=<,>},F) a pour
image une base de A.

Démonstration. Supposons que 'algebre A est libre et engendrée par la famille . Comme ’algebre
est dendriforme, nous savons que toute évaluation d’un arbre de £7 (A) est une combinaison
linéaire de TD({=<, =}, B), ou B est une base homogene de A. Or, A est engendrée par F. Donc
les éléments de B sont des évaluations de combinaisons linéaires d’arbres de TD({<, >}, F). Ainsi,
les évaluations des arbres de TD({<,>},F) forment une famille génératrice (pour la structure
d’espace vectoriel) de A. Or, A est libre sur F. Les évaluations des arbres de TD({<, >}, F)
forment donc une famille libre et donc une base de A.

Réciproquement, la famille F engendre A car Papplication ev restreinte & TD({<, >}, F) a pour
image une partie génératrice de A. Cette application étant injective, on en déduit 'indépendance
de la famille. O
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Pour montrer que FQSym est une algebre dendriforme libre, nous cherchons une famille F
telle que TD({=<, >}, F) a pour image une base de FQSym. Le schéma de preuve pour trouver
la famille F est de trouver un ordre sur les permutations tel que les lois < et > se réduisent a
des lois de type “concaténation”, ceci permettant de définir une notion de factorisation sur les
permutations reliée aux motifs interdits des arbres de TD({<, >}, F).

L’ordre considéré sur les permutations est I’ordre lexicographique.

Proposition 4.3.2. Soient respectivement I et J un sous-ensemble de &,, et un sous-ensemble
de S,, ayant comme minimum o et T. Alors le minimum de

— I > J estor[n];

— I <Jestoy - -op_17[n]o,.

Démonstration. les lettres de 7[n| étant toutes plus grandes que les lettres de o, il s’agit des
dispositions des lettres les plus petites possibles sous les hypotheses données.
O

Définition 4.3.3. Soient respectivement o et 7 une permutation de taille n et une de taille m. On
définit les produits réduits suivants :

— o =<' 7 =o7[n];

— o> T1=01 - 0p_17[N]ON.

Ezemple 112. Pour 0 = 31452 et 7 = 2431, on a :
o <" 1 = 314579862, (4.29)

et
o > 7 = 314527986. (4.30)

Proposition 4.3.4. Soit un sous-ensemble F de (F,),ca. Les évaluations des arbres de l’en-
semble TD({>, <}, F) forment une base de FQSym si et seulement si les évaluations des arbres
de TD({+', =<'}, F) forment une base de FQSym.

Démonstration. Constatons que 'on a de maniere générale :

ev ((x, Ty, Ty)) = min (ev(T1)) ' min (T3) + > o, F,. (4.31)

7>min(ev(Ty))*'min(T2)

Donc,
ev ((x, 11, To)) = ev (x', T, T3)) + > o F,, (4.32)

7>min(ev(T1))*'min(T?)

ou * appartient & {<,>} et ou T} (T4) est obtenu en remplacant les étiquettes égales & x de T}
(T») par +". Donc, en ordonnant les permutations par ordre lexicographique, la matrice de passage
d’une famille & 'autre est inversible car triangulaire (grace a l'ordre) et avec des 1 sur la diagonale.
D’otu le résultat annoncé. O

Définition 4.3.5. Soit E un sous-ensemble de {<’, >'}. On dit qu’une permutation o est E-connexe
si pour toute loi x de E
(c=uxv)= (u=0ouv=o0). (4.33)

On dit qu'une permutation est indécomposable si elle est {<’, >='}-connexe.

Ezemple 113. La permutation 3412 est indécomposable, 2341 est {>~’'}-connexe, mais elle n’est
pas {<'}-connexe.

Proposition 4.3.6. Soit o une permutation. Alors :
— o est indécomposable ;
— ou bien 0 = u =" v, avec v {>'}-connexe;
— ou bien 0 = u <’ v, avec u indécomposable. Chacun de ces cas s’excluent mutuellement, et
les permutations u et v sont uniques si elle existent.

Démonstration. Soient u, u’,v, v' quatre permutations de tailles respectives n, n’, m, m’. Supposons
que l'on ait :
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e u > v=u <"V ot west {~'}-connexe, et v’ indécomposable. Si m > m’, autrement
dit n < n’ alors v’ aurait comme préfixe strict u qui est une permutation. Donc v’ serait
une permutation de la forme u > w et ne serait donc pas indécomposable. Si n > n’, en
comparant les dernieres valeurs, on a

v'n] >n>n" > u, (4.34)

ce qui est absurde.
e Siux="v=1u =" autrement dit,

wv[n] = u'v'[n/]. (4.35)

La {>'} connexité de v (resp. v') est contredite si n < n’ (resp. n > n’). Il en résulte que
nécessairement, u = u’ et v = v'.

e Siu<'v=1u <'v, et n>n',alors 'indécomposabilité de u est contredite, car on aurait

u=u" < a, ot u="uy- - Uy_1a[n]u, . Par symétrie, on en déduit le résultat pour n < n’.

Ainsi, pour une permutation o, soit elle se factorise de maniére unique sous 'une des formes

proposées, soit elle est indécomposable. O

On note Zp 'ensemble des permutations indécomposables.

Proposition 4.3.7. L’application

ev: TD{+,<'},Ip) — 6

T —  ev(T) (4.36)

est bijective.

Démonstration. Montrons la surjectivité par récurrence sur la taille de la permutation. Pour n = 1,
on a bien

60((1,@,@)) =1 (437)

On suppose que 'application ev est surjective pour les permutations de taille k < n—1. Soit ¢ une
permutation de taille n. Si elle est indécomposable, alors T'= (o, (), §) appartient & 7D ({>-', <}, Zp).
Or,

ev(T) = o, (4.38)

et o a un antécédent par ev. Sinon, o se factorise sous 'une des forme de la proposition 4.3.6.
Sio=u>'"vavec v {>'}-connexe, par hypothese de récurrence, il existe T} et 1o deux arbres
de TD ({~', <}, Zp) tels que
ev(Th) = u, (4.39)

et
ev(Ty) = v. (4.40)

Or, v étant {>'}-connexe, la racine de T n’est donc pas étiquetée par »'. Donc l'arbre T égal
a (=',T1,Ts) est un élément de 7D ({>',<'},Zp). Et on a :

ev(T) = o. (4.41)

Si o = u <’ v avec u indécomposable, par hypothese de récurrence, il existe Ty et T deux
arbres de 7D ({>~,<'},Zp) tels que
ev(Th) = u, (4.42)

et
ev(Ty) = v. (4.43)

Or, u étant indécomposable, T} est réduit a une feuille. Donc 'arbre T'=(>', Ty, T») est un élément
de TD({~',<'},Zp). Et on a :
ev(T) = o. (4.44)

Donc, I’application ev est bien surjective.
Montrons par récurrence 'injectivité. La permutation o = 1 a bien un unique antécédent. On
suppose que toute permutation o de taille & < n—1 admet au plus un antécédent par ev, que
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les permutations {>'}-connexes ont comme antécédent un arbre dont la racine n’est pas étiquetée
par =’ et que les permutations indécomposable on comme antécédent des feuilles.

Soit ¢ une permutation de taille n, Si elle est indécomposable, elle admet un unique antécédent,
qui est une feuille étiquetée par elle. Sinon, il existe T' = (x,T1,T>) élément de TD ({>-', <}, Zp)
tel que

ev(T) = o. (4.45)

Si x =/, alors la racine de T, n’est pas étiquetée par ', donc

v = ev(Tz) (4.46)
est ='-connexe. Ainsi, en posant u := ev(7}), on obtient

o=u>"v, (4.47)

avec v’ {>'"}-connexe. Or, cette factorisation de o est unique d’apres la proposition 4.3.6. L’arbre T}
est donc le seul élément de 7D ({>-', <}, Zp) ayant comme évaluation u, et T» est 'unique arbre
ayant comme évaluation v, et x =",

De méme, si x =<', alors T} est réduit & une feuille et

u:=ev(Ty) (4.48)
est indécomposable. En posant v := ev(T3), on a :
o=u<"v, (4.49)

avec u indécomposable. Or, cette décomposition est unique. Nécessairement, ’arbre 77 est I'unique
élément de 7D ({>~', <"}, Zp) tel que ev(T1) = u, T» est I'unique arbre tel que ev(Ts) = v, et x =<'.
D’ou 'injectivité de 'application ewv. O

Proposition 4.3.8. Les évaluations de TD ({-,<},Zp) forment une base de FQSym. En parti-
culier, l'algébre dendriforme FQSym est libre et une partie génératrice est donnée par (F;)sezp-

Démonstration. Grace a la proposition 4.3.4, il suffit d’évaluer les arbres de 7D ({>-', <'},Zp) Or,
d’apres la proposition 4.3.7 est bijective. Donc, on en déduit que ces évaluations d’arbres donnent
bien une base de FQSym. En conclusion, 'algebre FQSym est une algebre dendriforme libre, et
les générateurs sont donnés par les permutations indécomposables. O

Remarque 40. Le schéma de preuve pour montrer qu'une P-algebre est libre suit la méme logique
pour les prochains exemples :

— on cherche une bonne famille d’arbres ;

— on établit un ordre sur nos objets;

— on définit de nouvelles lois produits vérifiant une compatiblité avec cet ordre;

— les problemes de liberté sur les lois réduites et sur les anciennes lois sont équivalents ;

— un théoréme de factorisation découle de la définition de ces lois réduites ;

— ce théoreme est une preuve combinatoire de la liberté de ’algebre de départ.
Concernant la suite, la difficulté ne réside pas dans la méthode utilisée, mais dans la technicité des
preuves : en effet, nous considérerons plus de lois et 'ordre sous-jacent aux objets peut étre plus
complexe.

4.4 Les 2-permutations et les quadrialgebres

Introduites par Aguiar et Loday dans [ALO4], les quadrialgébres apparaissent naturellement
lorsque 'on s’intéresse a un couple d’opérateurs de Baxter commutant entre eux. Elles sont aussi
une généralisation des algébres dendriformes et de nombreux exemples de telles algebres sont
donnés dans [ALO4]. A la fin de Darticle [AL04], une formule explicite pour la série de Hilbert
de la quadrialgebre libre sur un générateur, la “Koszulité” de cette algebre et une réalisation
combinatoire sont proposées en conjectures. Valette dans [Val08] a pu démontrer deux d’entre
elles, grace a la dualité de Koszul et a des résultats généraux concernant les produits de Manin
sur les opérades. Ainsi, il donne une preuve totalement algébrique de 1'égalité entre la série de
Hilbert de la quadrialgebre libre sur un générateur et la série génératrice des graphes connexes



116 CHAPITRE 4. COMBINATOIRE DE STRUCTURES DENDRIFORMES

étiquetés sans croisement. La réalisation donnée est celle d’un découpage du shuffle décalé sur les
permutations en quatre opérations. Cependant, la liberté de la quadrialgebre engendrée par la
permutation 12 restait encore & prouver ([ALO04]).

Dans la suite, on donne une preuve combinatoire pour obtenir la série de Hilbert de la qua-
drialgebre libre sur un générateur puis on montre que les 2-permutations sont naturellement munies
d’une structure de quadrialgebre libre, et qui entraine donc le caractere libre de la quadrialgebre
engendrée par 12.

4.4.1 Définitions générales

Soit V est un espace vectoriel sur un corps K, muni de quatre applications bilinéaires [i , [:] , [:]

et [3]. On pose : x =< + >. On dit que (V, [Z], [Z], [Z], [Z]) est une quadrialgebre si les applica-

tions bilinéaires vérifient les relations suivantes :

(EDEN=EIED EDE = EIAED - EDET = =D
(EDE = EIED EDE = D EDE = EIED - (4.50)
(D= EIED EDE = ENED DI = EIED

Définition 4.4.1. Une 2-permutation est un mot de longueur 2n ou les lettres de 1 a n sont
répétées exactement deux fois. La taille d’une 2-permutation est sa valeur maximale. On note &2
I’ensemble des 2-permutations.

Ezemple 114. 123321 est une 2-permutation de longueur 6.

Remarque 41. cette classe combinatoire a été définie dans [NT14] dans un contexte de généralisation
de constructions algébriques.

Soient ©u = uy -+ - u, €t v = vy - - - vy, deux 2-permutations . Rappelons les différentes lois :

u1~~un[;]v1~-vm = vi(uvg - Upme1)Um
ul...un[:]vl...vm — ’Ul(ul"'unflm’UQ""Um)un
(4.51)
ul...un[:]ful...’um = U1(U2"'unLT_IU1"~Um_1)1}m
u1-~un[:]v1--~vm = up(ug - Up—1 W)Uy,

Il est possible de vérifier que (6(2), [j], [:], [:], [Z]) est bien une quadrialgebre. Nous allons sim-

plement vérifier I'une des relations, le principe étant le méme pour les autres relations.
Soient u, v, w trois 2-permutations non vides, de longueurs respectives 2n, 2m, 2r. Alors :

(u [:] v) [i]w = ((ug--ugp_1 Mv)ugy,) [ju)
(4.52)
= win+m](u1- - ugp—1 Lo LMws - W) Up,
et _
u[:] (v [i]w) = u[:] (w1[m] (v W wg - - - way))
(4.53)

= wim+n](ug- - uzp—1 Lo L ws - W) U2y

Ainsi, les égalités de chacune des ces lois consistent & se fixer les lettres de début et fin, suivant
qu’elles proviennent du premier, deuxieéme, ou troisieme mot. D’ou neuf relations.
On peut donc considérer la quadrialgebre engendrée par la 2-permutation 11. Pour montrer
qu’elle est libre, on va procéder de la fagon suivante :
1. donner des arbres d’évaluations “canoniques”,
2. calculer la série génératrice de ces arbres, et obtenir ainsi un majorant des dimensions des
composantes homogenes,
3. montrer que les évaluations de ces arbres dans les 2-permutations forment une famille libre,
et avoir une minoration des dimensions des composantes homogenes,

4. constater qu’il s’agit des mémes nombres et conclure.
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4.4.2 Une famille d’arbres “canoniques”
4.4.2.1 Série génératrice d’une famille d’arbres

Considérons les arbres binaires complets évitant les motifs suivants :

AN AN (4.54)
/ \ b < >~

onace{[Z], [, [Z], [Z]} et be{[Z], [Z]. [Z]} et notons 'ensemble de ces arbres Tq. Soit

F(t) la série génératrice de Tg¢. On notera F, la série des arbres qui commencent par la racine a.
Ainsi, on a le systéme d’équations suivant :

F = t+4 Fi<y+ Fi<y + Fr1 + Fp1,
I A o e [
F[«} = tF,
=<
Fop = Flt+F), (4.55)
By = FE=F),
F[<} F(F_F[<]).
- -
On obtient donc :
g =10
Fm = tF(F+1),
-
F2 (456)
g = =r
F2
g = wr
La série F vérifie alors I’équation :
2F?
F:t+tF+tF(F+1)+1+F. (4.57)
En arrangeant ’expression, on a :
t(F4+1)*+F?—F=0. (4.58)
Que 'on peut réécrire :
tF4+1)2+(F+1)?=3(F+1)+2=0. (4.59)

Or, d’apreés [FN99], I’équation fonctionnelle vérifiée par les graphes connexes sans croisement
est

C3 4 C? —3tC +2t* = 0. (4.60)

Les deux équations sont identiques au changement de variable pres

D= ? (4.61)
On a donc :
C=t(1+D). (4.62)
Ainsi, on obtient :
314 D)® +t*(14+ D)? - 3t3(1 + D) + 2t = 0. (4.63)
Et donc,
t(1+D)*+(1+D)*-3D — 1 =0. (4.64)

Ainsi, D et F vérifient la méme équation. Or cette équation admet une unique solution a coeffi-
cients entiers positifs. D et F' sont donc égales. Ainsi le nombre d’arbres a n feuilles qui évitent
les motifs (4.54) est exactement le nombre de graphes connexes étiquetés a n+1 sommets sans
croisement.
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4.4.2.2 Quadrialgebre libre sur un générateur

On représente les éléments de la quadrialgebre Q libre sur un générateur x par les éléments
de ET (A) modulo les relations (4.51), Ainsi, les éléments sont des combinaisons linéaires d’arbres
binaires complets, dont les noeuds internes sont étiquetés par des éléments de {[:]7 [:], [:], [j]}
et les feuilles par x.

Ezemple 115. La figure 4.3 représente un élément de Q.

b

] sill

FI1GURE 4.3 — Une représentation sous forme d’arbre d’un élément de Q.

Proposition 4.4.2. Soit T un arbre binaire complet dont les neuds internes sont étiquetés par

{[j], [:], [i], [;]} Alors, sous les relations (4.51), T est une combinaison linéaire d’éléments

de Tq.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de feuilles. Pour n = 1, 2 il n’y a pas de probléme.
Le cas n = 3 résulte des relations (4.51). On suppose que pour n > 3, tout arbre ayant au plus
n—1 feuilles est une combinaison linéaire d’arbres évitant (4.54). Soit un arbre T' ayant n feuilles.
Notons T7 le sous-arbre gauche et T5 le sous-arbre droit. Quatre possibilités se profilent, suivant
I’étiquette de la racine.

e Si la racine est étiquetée par [:] :

Appliquons I’hypothese de récurrence sur T5. Ainsi, ® est une combinaison linéaire d’arbres
évitant les motifs (4.54). Il se pourrait tout de méme que certains de ces arbres T soient de
la forme :

la racine de T” n’étant pas étiquetée par [:} En effet, le sous-arbre droit de T' évite les
motifs par hypothese de récurrence. On applique alors la regle de réécriture

HINREIA]

on obtient

Enfin, en appliquant I’hypothése de récurrence au sous-arbre gauche, il en découle que les
arbres dont la racine est étiquetée par [:] se réécrivent bien en une combinaison linéaire
d’arbres évitant les motifs (4.54).
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e Le raisonnement est identique si la racine de ’arbre initial est étiquetée par [:}
e Si la racine est étiquetée par [j, de la méme fagon, en appliquant les regles de réécriture

au sous-arbres droit, on a

ol ® est une combinaison linéaire d’arbres évitant les motifs (4.54). Par linéarité suivant
les nceuds, nous obtenons une combinaison linéaire d’arbres T dont 1’étiquette de la racine
est [:]7 et dont le fils droit appartient & 7T¢. Il y a alors plusieurs possibilités concernant
I’étiquette racine du fils droit 7. S’il s’agit d’un élément b de {[:], [:] }, en appliquant la
relation correspondante au niveau de la racine de T”,

- EIE
(-BED

on se rameéne au cas ol la racine de T” est étiquetée par [:] ou [:] Si la racine de T" est

ou

étiquetée par [Z], on applique la relation

(-1

comme le fils droit de T” (noté T7) évite les motifs (4.54), la racine du fils droit de T); n’est
pas étiquetée par un élément de {[:], [:], [Z] }. Et donc les motifs & éviter ne peuvent pas
apparaitre dans le sous-arbre droit. Il suffit alors d’appliquer ’hypothése de récurrence au
sous-arbre gauche.

e Si la racine est étiquetée par [:] , on applique I’hypothese de récurrence au sous-arbre droit :

avec ® une combinaison linéaire d’arbres évitant les motifs (4.54). Par linéarité, nous ob-

tenons une combinaison linéaires d’arbres 7" dont la racine est étiquetée par [j] et dont

le sous-arbre gauche T, appartient & 7¢. Si la racine de T, est étiquetée par un élémént

de {[i, [:L [:} }, en appliquant 'une des relations correspondantes & ’arbre 7" (dont la

racine était étiqueté par [;])

(<1, <] (<] [*]

(_>_)_<_ = _}_(_<_) (4.69)
ot EINEY (=1 [<]

(_4_)_<_ ::_4_(_*_) (4.70)
ot [~1. <] (=1, 1<]

( >_)_< - _}_(_4_) (4.71)

on se ramene & I'un des cas ou la racine de I'arbre 7" n’est pas étiquetée par [j Si la
ine de T” est [~ sai 3 sous-arb he est réduit a feuill d
racine de 1 est =/, on salt que son sous-arbre gauche est réduit a une teuille, et donc en

appliquant
- FED

a larbre T, le fils gauche de l’arbre T” est une feuille. Ainsi, il n’y a pas le motif interdit
dans le sous-arbre gauche. Il reste alors a appliquer 'hypothese de récurrence au sous-arbre
droit.
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O

En montrant que tout élément de Q s’écrit comme combinaisons linéaires d’éléments de T g dont
les feuilles ont été étiquetées par x, on en déduit que la série de Hilbert de Q est majorée terme a
terme par la série génératrice de Tq. Il reste des lors a déterminer la minoration. Comme on a une
réalisation combinatoire grace aux 2-permutations, il suffit d’évaluer ces arbres avec comme feuille
11, et de montrer que ces évaluations forment une famille libre. Une méthode simple mais fonda-
mentale pour montrer qu’une famille de vecteurs est libre, est de montrer qu’elle est échelonnée.
Ainsi, en trouvant un bon ordre sur les 2-permutations, nous déterminons des lois réduites pour
une manipulation plus simple des 2-permutations. On considere 'ordre lexicographique sur les 2-
permutations.

4.4.3 Quadrialgebre des 2-permutations
4.4.3.1 Un théoréme de pseudo-factorisation sur les 2-permutations

Proposition 4.4.3. Soient I et J deux ensembles de 2-permutations ayant comme minimauz
respectifs 0 = 01+ 09y €6 T =Ty -+ Tom. Alors le minimum de :
— IF]J est 0102 02n—17'[n]02n ;

— [:]J est oT[n
— I[:]J est 7'1 -'Ugn—17'2[n]"'7'2m[n]‘72n ;
— [:] J est 7'1 0'7'2 [n} o T2m [n]

Démonstration. Il s’agit pour chacun des cas de la disposition des lettres pour obtenir la plus
petite 2-permutation possible. O

Découlant de la précédente proposition, on définit quatre produits de types concaténation :

— 0’[:] r=oy Oon—1T[n]02n,

—o['r =01 omrh)
— O’[:],T = 7i[n]orz(n] - - Tam[n],
— o[I]'r = nilnjor[n] - - am[n].

Et pour chaque produit, vient une notion de connexité.

Définition 4.4.4. Soit E un sous-ensemble de {[:] /, [:] /, [:] /, [i /}. On dit qu’une 2-permutation
o est E-conneze, si pour chaque loi x de E on a :

(c=u*xv)= (u=0ouv=o0).

On dit que o est indécomposable si elle est {[;]/, [:]/, [:]/, [:]/}—connexe.

Ezemple 116. 21332441 est [:} /-connexe, mais pas [:] "_connexe.
Grace a ces différentes notions de connexité, il vient aussi un théoréme de factorisation :
Théoréme 4.4.5. Soit o une 2-permutation. Alors :

— o est indécomposable ;
. < / . .
— ou bien o = u[_<] v, avec u indécomposable ;

— ou bien o0 = u[:] /v, avec v [:]/—connexe ;
— ou bien o = u[:] lv, avec v [:]/—connexe s

— ou bien o = u[:] "v, avec v {[:],, [:]/, [:],}—conne:ﬂe,

Chacun de ces cas s’excluent mutuellement, u et v étant unique s’ils existent.

Démonstration. Montrons 1'unicité d’une telle décomposition sous réserve d’existence. Dans la
suite, u, v, v/, v/ sont des 2-permutations de tailles respectives 2n, 2m, 2n’, 2m’, et on pose

v =wln], v =v'[n'].
=< <
< -

— sin’ < n, I'indécomposabilité de u est contredite, car elle ne serait pas [

e Siona u[ }"u = [:] /v’, avec u indécomposable et v’ [ ]/—Connexe :
:} "_connexe ;
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— sin/>n,ona:
Uy« U2p—1 Tl @2 U2

= u/...u/n u/ ...?... Em 7/,'1 (4.73)

- 1 2n/—1 2n’ 1 2m/—1  UV'2m/
ugy, est une lettre qui apparait avant la position 2n—1, dans la premiere écriture, mais
dans la deuxiéme, comme elle est égale & v/5,,,, elle doit apparaitre apres la position 2n/,
ce qui est absurde.

. / / L /
e Siona u[ﬂ = [:] v’ avec v’ indécomposable et v’ [:] -connexe :
— sin>n,
U2« Ugp—1 - V1 U2m  Uz2n (4.74)
= ’U’lull...ulzn/ UIQ"' ...... U/Qm/ u/2n/ ’ :
indécomposabilité de u est contredite, car elle ne serait pas [~] -connexe ;
— sin<n,
UUg « - Ugp—1 U1 * Vam  Uz2p
T / - — ; (4.75)
— vlul...u2n/71 ...... U2"' v2m, uzn/

ilya contradlctlon en comparant la deuxieme occurrence de uy = v
] v=u L] v’ avec v/ indécomposable et v’ {L] s ] e ] }-connexe :

e Siona u[j
— sin>n,
U2 * - Ugp—1 - Ur-cU2m  Uz2p (4.76)
= Ve, Ugeee eeees Ve 1ty
I'indécomposabilité de u est contredite, car elle ne serait pas [:]/—connexe;
— sin<n/,
UrUg -+ Uzp—1  Vi-c Va2m  U2n (4.77)
= Vel e Voo Vg i,

il y a contradiction en comparant la deuxiéme occurrence de u; = v'y.

: <1 =1 =<1/ r =1 .
° Sl OI'l a ’U/[>:|/ vV=Uu [<] v avec v [>] -connexe, et v [<] -connexe
— sin>n,
@uQ"' ;.U/Q’n 61... o EQm (4 78)
= vllullu.u/Qn’—l v/2... ...... v’?m’ u’2n/ ’ :

il y a contradiction en comparant la position de la premiere occurrence de uj,, = Tap,.
— sin<n/,
UUg * - Ugp—1U2n V1" ©U2m-1 U2m (4.79)
= Vgl e Voo Ul

n’

ilya contradlctlon en comparant la position de la deux1eme occurrence de uy = v'y.

e Siona u[:] v=u L] v’ avec v [:] -connexe, et v/ {[J ] [:]/, la ] }-connexe :
— sin>n,
ULUg - -+ ce o Uop 61... EQm
— Ulull e U/Qn'—luén/ WQ cee eeeaee FQm/ (480)
v’ ne serait alors pas [:]/—connexe,
—sin<n,
UTUS * * - Uy ﬁl @Zm
— — — 4.81
— U’lu&"'uénlfl ...uén/...vl2... ...U/2m, ( 8)

ilya contradlctlon en comparant la position de la deux1eme occurrence de u; = v'y.

e Siona uV] v=u L] v’ avec v [>'] -connexe, et v’ {[ ] [>]/, [:]I}—connexe :

=<J < <
— sin>n’,
Viuiug - - szl U2t U2M U2p (4.82)
= ,Ullull...u/Qn’—lu/Qn’ 'U/Q"‘ ...... U/2m’ ’
. /
v’ ne serait alors pas [:] -connexe,
—sin<n,
ULUD * * - U @1 @2
Py , / =~ =" (4.83)
— ’Ulul"'u2n’71 ...u2n/.../l}2... .../UQm,

il y a contradiction en comparant la position de la deuxieme occurrence de u; = v’y.
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Concernant les égalités du type uxv = u'xv" avec % dans {[i /, [:]/, [:] /, [:] /}, I'unicité provient
des conditions imposées aux facteurs. Dans I’hypothése ol ¢ ne serait pas factorisable sous 1'une
des formes, on en déduit alors qu’il est indécomposable, et on a ainsi toutes les possibilités, chacune

s’excluant mutuellement. O

Remarque 42. Notons T} lensemble des arbres binaires complets évitant les motifs (4.54), ou
les étiquettes x de {[j, [:L [:}, [:}} ont été remplacées par leur homologue ', dont les feuilles
sont étiquetées par des 2-permutations indécomposables, et les noeuds internes étiquetés par des

étéments de {[3]'.[7)". [3]". [}
De la méme maniere que dans le paragraphe 4.3.7, grace au théoreme de factorisation 4.4.5,

I'évaluation fournit une bijection entre 7} et 'ensemble des 2-permutations.

4.4.3.2 Propriétés algébriques de la quadrialgébre des 2-permutations

Notons P l’ensemble des 2-permutations indécomposables. On considere 7g l’ensemble des
arbres binaires complets qui évitent les motifs (4.54), dont les noeuds internes sont étiquetés par

des éléments de {[j], [:], [:], K] 1, et les feuilles par des éléments de P.

Théoreme 4.4.6. L’application

F: TB — 6(2)

T +—  minoev(T), (4.84)

ot min correspond ¢ prendre le minimum (pour l'ordre lexicographique) des 2-permutations de
ev(T), est bijective.

Démonstration. Considérons I'ensemble T défini dans la remarque 42. On définit Papplication G
de T vers T} qui consiste & substituer toutes les étiquettes x des nceuds internes par leur homo-
logue «’. L’application G est clairement bijective. L’application ev est une fonction bijective de T}
vers &) d’apres la remarque 42. Donc la composée ev o G est bijective. Montrons que :

evoG=TF, (4.85)

par récurrence sur le nombre de feuilles des arbres. Pour les feuilles étiquetées par les permutations
indécomposables, la proposition est vraie. Supposons qu’il y ait égalité pour tout arbre de Tp
ayant au plus & n—1 feuilles. Soit T' = (x,77,7») un arbre de T ayant n feuilles. En appliquant
I’hypothese de récurrence a T; et Th, nous savons que

eV O Q(Tl) = ./T"(Tl), (486)

et
ev O Q(TQ) = ./—"(TQ) (487)

Or, d’apres la proposition 4.4.3, nous avons :

min (ev(T)) = ev (¥, F(Th), F(T2))) = ev ((+,G(T1), G(12))) - (4.88)

On a donc :
min (ev (T) = ev o G(T). (4.89)
O

Corollaire 4.4.7. La quadrialgébre engendrée par 11 est libre, et par bijection, la quadrialgébre
engendrée par 12 aussi.

Démonstration. Grace au théoreme 4.4.6, on en déduit que l'image de la restriction de F aux
arbres dont les feuilles sont étiqueté par 11 forme une famille libre car 'image de F est une base.
En particulier, on en déduit que la série de Hilbert de la quadrialgebre libre sur un générateur
est minorée terme a terme par la série de Hilbert des arbres évitant les motifs (4.54). Or, elle est
majorée terme a terme par cette série grace a la proposition 4.4.2. Donc il s’agit bien de la méme
série. O

Corollaire 4.4.8. La quadrialgébre des 2-permutations est libre, et engendrée par P.
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Démonstration. Notons O la série de Hilbert de la quadrialgebre libre sur un générateur, et P la
série génératrice des éléments indécomposables. Comme O est aussi la série génératrice des arbres
évitant (4.54), on en déduit que O o P est & la fois la série génératrice de la quadrialgebre libre
dont les générateurs sont donnés par P, et aussi la série génératrice Tp. Mais cette classe est en

bijection avec &), Donc
2n!
OoP(t) = =i,

On en déduit que si la quadrialgebre des 2-permutations est engendrée par les éléments indécomposables,
elle est alors est libre. Or grace a la bijection (4.4.6), on sait qu’il est possible d’obtenir toutes
les 2-permutations en évaluant les arbres 7p : en effet, toute 2-permutation est I’élément mini-
mal d’une évaluation d’'un arbre de 7. Donc, en triant dans l'ordre lexicographique, la matrice
des évaluations des arbres de Tp est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Ainsi, par combi-
naison linéaire d’arbres, on peut obtenir toutes les permutations. Et donc la quadrialgebre des
2-permutations est libre. O

Apres avoir traité le cas des quadrialgebres, nous montrons que la méthode appliquée jusqu’a
maintenant s’adapte également au cas des algebres tridendriformes.

4.5 Partitions ordonnées et algebres tridendriformes

4.5.1 Définitions générales

Définition 4.5.1. Une algebre tridendriforme est un espace vectoriel V muni de trois opérations
bilinéaires, o, >, < dont les lois vérifient les relations :

(<
(*)
(o)

—

©), (=) ===(x) (®) === (»)
o), (R)e=9e(-) (o) <=10(=) . (4.90)

Y A

(
(
(¢)

<
[ )
[ )

ol © =< + o + >.

D’apres [NT06al, la série génératrice d’une algebre tridendriforme libre sur un générateur vérifie
I’équation fonctionnelle suivante :

2F? — (1+t)F+1=0. (4.91)

Il est & noter que cette génératrice commence par 1 et non par ¢. La série qui nous intéresse est en
fait G = F — 1, qui vérifie donc 1’équation :

2tG2 + (3t — 1)G +t = 0. (4.92)

4.5.2 Une famille d’arbres ‘“canoniques”

Nous identifions Trid 'algebre tridendriforme libre sur un générateur x & l’espace vectoriel
engendré par I’ensemble BC des arbres binaires complets dont les nceuds internes sont étiquetés
par des éléments de {<, -, o} et les feuilles par z, et modulo les relations 4.90.

Considérons les arbres de BCr qui évitent les motifs suivants :

< - .
/ AN ya (4.93)
a - a

o a € {=<, >, o}. En notant G, la série génératrice des arbres qui évitent (4.93) dont la racine
est étiquetée par a, on obtient le systeme suivant :

G = 1 + G>_ + G. + G_<
G< - tG
ol e (4.94)

G. = G(G-G))
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Ainsi,
G - lf—QG’ (4.95)
et donc
G2
G=t+2G+ (4.96)
et
2tG2 + (3t — 1)G +t = 0. (4.97)

Ainsi, G vérifie bien I’équation (4.92). Comme cette équation admet une unique série solution a
coefficients entiers positifs, on en déduit que les coefficients de G sont bien les petits nombres de
Schroeder. Reste a montrer que

Proposition 4.5.2. Sous les régles de réécriture (4.90), tout arbre de BCr est combinaison
linéaire d’arbres de BCr évitant les motifs (4.93).

Démonstration. Par récurrence sur n, le nombre de feuilles. Pour n < 2, cela résulte des regles de
réécriture. Soit 7' un arbre ayant n+1 feuilles. S'il est de la forme

—

N
T Ty

En appliquant '’hypothese de récurrence a T5, on obtient

.
N
Ty ®

oll ® est une combinaison linéaire d’arbres évitant (4.93). Mais il se pourrait que 'on ait des arbres
sous la forme

—
PN
—
/ N\
T/ T77

Ty

avec T” n’ayant pas comme racine >, et évitant les motifs (4.93). On utilise alors la régle
(®) ==> (>). (4.98)

Ainsi, on a

11 suffit alors d’appliquer I’hypothese de récurrence au sous-arbre gauche. Si la racine est étiquetée
par < ou e, on applique d’abord I’hypothése de récurrence au sous-arbre gauche. Puis, on utilise les
regles de rééeriture s’il y a un des motifs interdits dans le sous-arbre gauche. Grace a ’hypothese
de récurrence, il suffit de 'appliquer une seule fois. Enfin, il est possible que la racine ait changé et
soit remplacée par >, cas qui a déja été traité. Sinon, on applique I’hypothese de récurrence aux
sous-arbres droits. O
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4.5.3 L’algebre tridendriforme WQSym
4.5.3.1 Définitions de la structure tridendriforme de WQSym

Considérons la base (M,,)ycm7 de WQSym (cf. §1.3.3.3). Les trois lois suivantes

M, <M, = Z W=w1 Wz M,
tas(wi)=u, tas(wz)=v
max(wy)>maz(ws)

Mu - Mv = w=wiw Mw
Ztas('wl):u, ta:(wg)zv s (499)
maz(wy)<maz(wz)

Mu L Mv = Z W=w1 W2
tas(wy)=u, tas(wz)=v
maz(wy)=max(ws2)

munissent WQSym d’une structure d’algebre tridendriforme. En effet, pour trois mots tassés u, v, w,
chacune des sept relations correspond a indiquer la position des maxima d’un produit de trois mots.

En traduisant ces lois sur les compositions d’ensembles, on obtient trois lois dont la somme
donne le shuffle augmenté décalé sur les compositions d’ensembles. Donnons-en la construction.
Soient P =P;--- P, et Q = Q1 -+ Qs deux partitions d’ensembles ordonnées. On note

P = PP,
’ 4.100
Q = Qi Qe (4.100)
On a alors :
Py@Q =P sis=0
PUy@Q =@ sir=20 (4.101)
Py =(PUQRHQs+ (PWQR)P. +(PWQ)(P-UQ,) sinon.
Le shuffle augmenté décalé de P et @) est défini par :
PUQ :=PwQ|P||=PuwQ, (4.102)

ou |P| =", |P;| et Q[|P[] est obtenue en décalant toutes les valeurs & 'intérieur des blocs de |P]|.
Ezemple 117. Si P = {1,3}{2,4} et Q = {1, 2} alors :

PUQ = {5,6}{1,3}{2,4} + {1,3}{5,6}{2,4} + {1,3,5,6}{2,4}

+{1,3}{2,4}{5,6} + {1,3}{2,4,5,6}. (4.103)

Les trois lois >, < et e ont ainsi leurs analogues sur les partitions ordonnées d’ensembles. En
effet, a travers la bijection et en gardant les méme notation, on a :

P-Q = (PeqQ[P)Q.IPI,
P<Q = (PuQ[P)P, (4.104)
Peq = (PUQIP)P UQPI).

Dorénavant, nous travaillons directement sur les partitions ordonnées. Puis a l’aide de la
bijection entre compositions d’ensembles et mots tassés définie dans le paragraphe 1.6.1, nous
déterminons les propriétés algébriques de WQSym.

La méthode adoptée est similaire a celle qui a été utilisée pour le paragraphe 4.4.3 : on cherche
un théoreme de pseudo-factorisation qui est essentiellement équivalent a la liberté d’une algebre.

4.5.3.2 Un théoréme de pseudo-factorisation sur les compositions d’ensembles

Définition 4.5.3. Soit P = P, --- P, une partition ordonnée d’ensemble. Un presque préfize de
P est un élément II de la forme P; --- P;P’, ou P’ est un sous-ensemble de P,. On dit qu’elle est
indécomposable si :

le seul presque préfixe de P qui soit une partition d’ensemble ordonnée d’un ensemble de la forme
{1,--- ,k} est P lui-méme.

Ezemple 118. La partition P = {1,3}{4,5}{2,6} n’est pas indécomposable, car il contient le
presque préfixe {1,3}{2}, mais Q = {2,3}{1,4,6}{5} Dest.
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Définition 4.5.4. Une partition ordonnée d’ensemble II est dite connexe si II = PQI|P|] alors P
ou @ est vide.

Ezemple 119. P = {1,3}{4,5}{2,6} est connexe.

Remarque 43. De par leur définition, il est clair qu’un élément indécomposable est toujours connexe.
Par contre, on a pu constater que la réciproque est fausse.

Notons POI la classe des compositions d’ensembles indécomposables, et M, celle des arbres bi-
naires complets évitant les motifs (4.93), dont les feuilles sont étiquetées par des éléments de POI,
et dont les noeuds internes sont étiquetés par des éléments de {<, >, e}. Dans la suite, on montre
que les éléments de POI forment une famille trialgébriquement indépendant et génératrice de
WQSym. Pour cela, on établit une bijection entre PO et M. Le théoreme de pseudo-factorisation
suivant nous sera utile par la suite :

Théoréme 4.5.5. Soit P est une partition ordonnée d’ensemble décomposable. Alors il existe un
unique couple (Q,R), Q@ =Q1-+-Qr et R=Ry---R; (notons R = R[|Q|]) tel que :

P = QR[Q] ot R est conneze,
oubien P = @Q1---Qr-1R|[|Q||Qk ot @ est indécomposable,
oubien P = Qi Qr 1R Ri_1(QrUR;) ot Q estindécomposable,

ces cas s’excluant mutuellement, Q et R étant uniques s’ils existent.

Démonstration. Soit P une partition ordonnée d’ensemble de n décomposable. Si P n’est pas
connexe, alors il existe @ et R tels que :

P=QR. (4.105)

Si on choisit un préfixe @ le plus grand possible, alors R est nécessairement connexe. Sinon, on
pourrait encore factoriser R, ce qui contredirait la maximalité de Q.

Si P est connexe, comme P est décomposable, il existe () un presque préfixe (non préfixe)
strict de P qui soit une partition d’ensemble ordonnée de {1,--- ,k}, avec k < n. Quitte a le
modifier, on peut le prendre avec k le plus petit possible. Dans ce cas, ) est nécessairement
indécomposable. Sinon, ( admettrait un presque préfixe strict S non préfixe qui soit une partition
ordonnée d’ensemble de la forme {1,--- ,k}. Or un presque préfixe de @ est également un presque
préfixe de P. Ceci contredirait la minimalité de @. Ainsi, suivant que @ = P, ou non, on obtient
la factorisation sous la forme 2 ou 3. L’unicité de ces factorisations est assurée par les arguments
de maximalité et minimalité. Supposons que ’on ait factorisé P sous la forme 1 et 2 :

P = Qi---QwR

= 4.1
P = Q- QR R,Q. (4.106)
Sik'—1>k, alors :

P = Qi -QyR;---
4.107
P = Q- Q- Qyy ( )

Comme Q) - - - Qy est une partition ordonnée, on contredit alors le fait que Q' soit indécomposable.
Si k" <k, on en déduit que R} --- R = -+ QpRy--- R;—1. Comme les lettres dans @y, et les blocs

a sa gauche sont plus petites que les lettres de R, on en déduit que R’ n’est pas connexe. Des
raisonnements analogues permettent de conclure dans les autres cas. O

Définition 4.5.6. Soient P = P, --- P, et Q = Q1 - - - Qs deux compositions d’ensembles. On définit
les produits suivants :

— P<'Q:=P - P1Q1--QsP;

T P./Q::Pl"’Prlel”'stl (PrU@),

— P~'Q:=PQ.

Ezemple 120. Pour P = {1,3,4}{2}{5} et @ = {3}{1}{2,4}, on a:
— P<'Q={1,3,4}{2}{8}{6}{7,9}{5};
— P Q={1,34}{2}{8}{6}{5,7,9};
— P Q= {13, 4{2H{5}{8H6H{T, 9}.
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Proposition 4.5.7. Notons Tp, l'ensemble des arbres binaires complets dont les feuilles sont des
partitions ordonnées indécomposables, les neuds internes étiquetés par des éléments de {<', o', '}
et évitant les motifs (4.93), en remplagant x par x' pour x élément de {<,e,>}. L’application

ev: Tpr — PO

T +— ev(T) (4.108)

est une bijection.

Démonstration. Soit P une composition d’ensemble. Si P est connexe, par définition, il n’y a pas
de couple (@, R) de PO? tel que P = Q >’ R. Autrement dit, P n’est pas obtenue par évaluation
d’un arbre dont la racine est étiquetée par =’.

Montrons que ev est bijective par récurrence sur la taille de la composition. Pour n = 0,
I'ensemble vide a pour image ’ensemble vide. Pour n = 1, la feuille ({1}, @, #) a bien pour image {1}.
Supposons par récurrence que ev est bien bijective sur les compositions d’ensembles de cardinal au
plus n—1. Soit P une composition d’ensemble de taille n. Nous savons, grace au théoréme 4.5.5,
que soit P est indécomposable, soit il existe un unique couple (@, R) de compositions d’ensembles
tel que P = @ =’ R, ol R est connexe, soit P = Q <’ R, ol @ indécomposable, soit P = Q o' R,
ou () est indécomposable.

Si P est indécomposable, elle est alors 1’évaluation d’une feuille étiquetée par P.

Supposons P = Q =" R, avec R connexe. Par hypothése de récurrence, il existe des uniques
arbres 11 et Ty de T, tels que ev(T1) = Q et ev(Tz) = R. Ainsi, P est 'évaluation de arbre T'
égal & (>=',T1,Tz). Comme R est connexe, on sait que I’étiquette de la racine de Ty n’est pas >'.
Donc T appartient & Tpy.

Supposons P = Q <’ R, ou Q est indécomposable. Par hypothese de récurrence, il existe un
unique couple (T3, T3) d’arbres de 7,2, tel que ev(T1) = Q et ev(T2) = R. Donc I'évaluation de

T = (<\T1,T) (4.109)

est bien égale a P. Or, @ est indécomposable. Donc T} est la feuille étiquetée par Q. L’arbre T est
bien un élément de 7.

Si P = Qe R, ou Q est indécomposable. Par hypotheése de récurrence, il existe un unique
couple (T, T,) d’arbres de T2 tel que

Zzgg _ g' (4.110)

Donc I’évaluation de T' = (o', T1,T5) est bien égale & P. Or, @) est indécomposable. Donc T} est la
feuille étiquetée par Q). L’arbre T" appartient bien a 7.
Donc, 'application ev est bien bijective. O

De maniere analogue au paragraphe 4.4.3, nous obtenons un théoreme de pseudo-factorisation.
A la différence des permutations, nous n’avons pas encore d’ordre pour lequel les produits réduits
fournissent un moyen pour calculer le minimum d’un produit de deux ensembles. 1l reste alors a
trouver un bon ordre.

4.5.3.3 Un bon ordre

Définition 4.5.8. Soit P; --- P, une composition d’ensemble. On note [P; --- P.| la permutation
obtenue grace a ’algorithme suivant :

— on trie 'intérieur de chaque bloc P; par ordre croissant ;

— on enleve les accolades.

Ezemple 121. Pour la composition {1,3,4}{2,6}{5}, on obtient
[{1,3,41{2,6}{5}] = 134265. (4.111)

Définition 4.5.9. Soient P = P;--- P, et Q = Q1 ---(Q, deux partitions ordonnées. On dit que
P 2@ ( P est plus petit que @ pour lordre 3) si et seulement si :

— r>s;

— sinon r = s et |Pr| < |Qs];

— sinon r = s, |P.| =|Qs| et [P+ Pr] <pew [Q1-+-Qs];
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— sinonr =, |P| = Quf et [Py P[ = [Q1--- Qsl et ([P, [P1]) Siea (IQsl, -+ [Qul),

Ezemple 122. Si P = {3}{1}{2, 4, 5} = 3|12|45 (notation allégé) Q = 3|24|15, R = 3|1|245, et
S=123|45 alorsona P 3Q 3SR 3 S.

Proposition 4.5.10. La relation = est un ordre total sur les partitions ordonnées.

Démonstration. La réflexivité est évidente. La transitivité résulte de la construction de cette re-
lation & partir de plusieurs ordres différents. Supposons que l'on ait P 3 Q et Q 3 P. Alors
nécessairement, toutes les inégalités intervenant dans la définition de X deviennent des égalités.
Ainsi, P et @ ont le méme nombre de blocs, et il y a autant d’éléments dans chaque blocs. De
plus, on a [P] = [Q], donc les valeurs sous-jacentes & P et ) sont disposées dans le méme ordre.
Comme on a :

(|P7“‘7"'5|P1|):(|Qs|v""|Q1|)’ (4112)
I’ordre des blocs est le méme pour les deux compositions donc P = Q. Enfin, 'ordre est total car
toutes les comparaisons effectuées sont basées sur des ordres totaux. O

Proposition 4.5.11. Soient P = P;--- P, et Q = Q1---Qs deuxr compositions d’ensembles.
Alors :

— le minimum de lensemble P < Q est lélément U = P, --- Po_1QP,,

— le minimum de ’ensemble PeQ est V =Py - P,_1Q1---Qs_1(P, UQy),

— le minimum de l’ensemble P >~ Q est W = PQ).

Démonstration. On garde les notations de la proposition 4.5.11.

Soit M = M --- My, le minimum de P < @Q. Les éléments de cet ensemble ont au plus r + s
blocs. Or, U en a exactement r 4+ s. Par minimalité de M, nous avons k = r + s. L’élément M
étant obtenu par le produit P < @, nous avons M, = P,. Par minimalité de M, on a

[M] <jex [U]. (4.113)

Les lettres de P étant plus petite que les lettres de Q[|P|], pour minimiser 1’ordre lexicographique,
on place d’abord les blocs de P possibles, puis les blocs de Q[|P|], puis le dernier bloc de P, imposé
par le produit <. Ainsi, [U]. est la plus petite permutation dans l’ordre lexicographique que 1’on
peut obtenir & partir des éléments de P < Q. Donc on a [M] = [U]. Ce qui impose & M d’étre de
la forme Py -+  P._1Q1 - QsP,.. Donc M et U sont égaux.

Soit M = M - - - M}, le minimum de P e (). Le dernier bloc de P fusionnant avec le dernier bloc
de @, les éléments de P e () ont au plus r+s—1 blocs. Or, V' en a bien ce nombre. Par minimalité
de M, on a k = r+s—1. Tous les éléments de P o () ont leur dernier bloc égal & P, U Q,, ainsi, ce
test n’est pas pertinent pour déterminer le minimum. Par minimalité de M, on a [M] <j, [V].
Or, [V] est la plus petite permutation pour lordre lexicographique que on peut obtenir & partir
des éléments de P o (). Ainsi, M est en fait égal a V.

Soit M = M - -+ M}, le minimum de P > @. Le nombre maximum de blocs étant r+s et étant
atteint pour W, on en déduit que k = r+s. Le dernier bloc des éléments de P > @ étant Q, ce
critére ne donne aucune condition sur le minimum. Par minimalité de M, on a [M] <j, [W].
Comme [W] est la permutation minimale que 'on peut obtenir & partir des éléments de P >~ @,
il en résulte que M est égal a W. O

Proposition 4.5.12. Soient I et J deux ensembles de partitions ordonnées admettant comme plus
petit élément pour l’ordre 3 respectivement P = Py --- P et Q = Q1 -+ - Qs. Alors :
— I < J est un ensemble admettant comme minimum U = Py - -- Pr_1QP;,
— T eJ, est un ensemble admettant comme minimum V = Py -+ P,_1Q1---Qs_1(P, UQy),
— I = J est un ensemble admettant comme minimum W = PQ.

Ezemple 123. Si on prend I = {3|12|45, 3|24|15, 3|1|245, 123|45}, le plus petit élément de I < I
est bien 3|12|8|67|9A|45, ot A vaut dix.

Démonstration. On garde les notations de la proposition 4.5.12.

Soit M = M --- M} le minimum de I < J. Le nombre de blocs maximal pour un élément
de I < J est r+s car P, élément minimal de I a r blocs, et @ I’élément minimal de J en a s. On
remarque que U élément de I < J possede effectivement r+s blocs. M étant le minimum de I < J,

nécessairement, k = r+s. Par définition de M, il existe P’ = P|--- P/ élément de I et Q] --- Q.



4.5. PARTITIONS ORDONNEES ET ALGEBRES TRIDENDRIFORMES 129

élément de J tel que M appartient & P’ < Q' et & fortiori, par minimalité de M dans I < J et
grace a la proposition 4.5.11, il en résulte que

M=P]---P_,Q,---Q.P. (4.114)
Par minimalité de P dans l’ensemble I, on a |P.| < |P.|. Et par minimalité de M dans len-
semble I < J et en le comparant & U, on en déduit que |P/| = |P:|. On est dans la configuration
suivante : .
M = P|.--P_.,Q|---Q.P.
roirxl o xst 4.115
U = P P1Q1QsPr. ( )

Par minimalité de P et ), on en déduit que les valeurs de M sont placées dans le méme ordre que
les valeurs de U. Enfin, la minimalité de P et Q impose la taille de chaque bloc de M. Il en résulte
que M =U.

Soit M = Mj --- My, le minimum de ’ensemble [ o J. Comme M =X V, la composition M a
donc au moins r+s — 1 blocs. Or, les éléments de I e J en ont au plus r+s — 1 grace a la minimalité
de P et Q. Donc, k = r+s—1. Or, M est un élément de I e J. Il existe donc P’ élément de I et Q'
élément de J tel que M est un élément de P’ @ Q’. Par minimalité de M dans I e J, M est & fortiori
minimal dans P’ e Q’. Grace & la proposition 4.5.11, nous en déduisons la forme de M. Ainsi,

M P{---Pl_1Q) - Q_(QyUP))
o1l s\ Y ), 4.116
Vv - Pl"'P'r'lel"'stl(QsUPr) ( )

Par minimalité de P, Q et M, on en déduit que |Q, U P!| = |Qs U P,|. Par le méme argument, il
en résulte que M et V ont leurs valeurs dans le méme ordre. Enfin, la taille de chacun des blocs
est également déterminée grace a la minimalité de P, Q et M. Donc, M = V.

Constatons que les arguments des démonstrations pour déterminer le minimum de I < J et
de I e J sont encore valables pour déterminer le minimum de I > J. Il en résulte que le minimum

de I > J est égal a W. O

4.5.3.4 Propriétés algébriques de WQSym

Soit Tp I'ensemble des arbres binaires complets dont les feuilles sont étiquetées par les com-
positions d’ensembles indécomposables, dont les noeuds internes sont étiquetés par les éléments
de {<, >, e}, et évitant les motifs (4.93).

Théoreme 4.5.13. L’application

Sp 7 > — PO

T  — ming(ev(T)), (4.117)

ot min< consiste & prendre le minimum pour lordre = d’un ensemble est bijective.

Démonstration. Considérons l'application G de Tp vers T, (ensemble défini dans la proposi-
tion 4.5.7) qui consiste & remplacer tout élément x de {<, e, =} par son homologue . L’appli-
cation G est bijective, et on a

Ppr =evog. (4.118)

Montrons cette égalité par récurrence. Soit f une feuille de Tp étiquetée par P. Alors

Spr(f) :minoev(f) =P, (4.119)

~

car ’évaluation d’une feuille donne un seul élément. Et,
evoG(f) =ev(f) =P, (4.120)

car les feuilles ne sont pas réétiquetées par G.
Supposons qu’il y a bien égalité entre ces deux fonctions pour des arbres ayant au plus n—1
feuilles. Soit T' = (%,T7,T) un élément de Tp. On a :

m<in (e’U(T)) = €ev ((*/, (I)p)T(Tl), (I)p’T(TQ))) 5 (4121)

~
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grace a la proposition 4.5.12. Par hypothese de récurrence, on a donc

min (ev(T)) = ev ((*¥,ev 0 G(TY),ev 0 G(T3))), (4.122)

~

d’ou
m<in (ev(T)) = evo G(T). (4.123)
Nous savons, grace a la proposition 4.5.7 que I'application ev est une bijection de 7, vers les
partitions ordonnées. Ainsi, ev o G = ®p 1 est bijective. O

Théoréme 4.5.14. L’algéebre tridendriforme WQSym est libre, et une base algébrique est donnée
par la famille (My)puyepor-

Démonstration. Soit I'ensemble A des arbres binaires complets dont les feuilles sont étiquetées
par M, ol ¢(u) est indécomposable, et les noeuds internes sont étiquetés par des éléments de
I'ensemble {<, =, o} et évitant les motifs (4.93).

La famille (ev(T))rea forme une base de WQSym. En effet, grace a la bijection ®p p, nous
savons que pour tout mot tassé u, il existe un unique arbre T de A tel que

M.+ > aM,. (4.124)
(u)<é(v)

olt < est l'ordre stricte sous-jacent & <. Or, cette famille forme une base de WQSym car elle
est triangulaire avec des 1 sur la diagonale dans la base (M,,)yeam7 ordonnée par ordre croissant
pour 'ordre . Il en résulte que WQSym est engendré par les éléments indécomposables. Or,
une algebre libre engendrée par les éléments indécomposables a comme série de Hilbert O o Z(t)
ou O est la série de Hilbert de I’algebre tridendriforme libre sur un générateur de degré un, et Z
est la série génératrice des éléments indécomposables. Grace a la bijection ® p 1 nous savons que
cette série est aussi la série génératrice des mots tassés. Il en résulte que WQSym est libre et
une famille génératrice est donnée par les mots tassés qui sont associés par la bijection ¢ aux
indécomposables. O
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