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Résumé

Le théme de cette thése est I’analyse mathématique de modéles décrivant
I'intrusion saline dans les aquiféres cotiers. On a choisi d’adopter la simplicité
de I'approche avec interface nette: il n’y a pas de transfert de masse entre I’eau
douce et I’eau salée (resp. entre la zone saturée et la zone séche). On compense
la difficulté mathématique liée & 'analyse des interfaces libres par un processus
de moyennisation verticale nous permettant de réduire le probléme initialement
3D & un systéme d’edps définies sur un domaine, €2, 2D. Un second modéle est
obtenu en combinant I’approche ’interface nette’ a celle avec interface diffuse;
cette approche est déduite de la théorie introduite par Allen-Cahn, utilisant des
fonctions de phase pour décrire les phénomeénes de transition entre les milieux
d’eau douce et d’eau salée (respectivement les milieux saturé et insature).

Le probléme d’origine 3D est alors réduit & un systéme fortement cou-
plé d’edps quasi-linéaires de type parabolique dans le cas des aquiféres libres
décrivant ’évolution des profondeurs des 2 surfaces libres et de type elliptique-
parabolique dans le cas des aquiféres confinés, les inconnues étant alors la pro-
fondeur de l'interface eau salée par rapport & eau douce et la charge hydraulique
de ’eau douce.

Dans la premiére partie de la thése, des résultats d’existence globale en temps
sont démontrés montrant que I’approche couplée interface nette -interface dif-
fuse est plus pertinente puisqu’elle permet d’établir un principe du maximum
plus physique (plus précisément une hiérarchie entre les 2 surfaces libres). En
revanche, dans le cas de ’aquifére confiné, nous montrons que les deux approches
conduisent a des résultats similaires.

Dans la seconde partie de la thése, nous prouvons 'unicité de la solution dans
le cas non dégénéré, la preuve reposant sur un résultat de régularité du gradient
de la solution dans l'espace L™ (1), r > 2, (Qr = (0,T) x Q). Puis nous nous
intéressons & un probléme d’identification des conductivités hydrauliques dans
le cas instationnaire. Ce probléme est formulé par un probléme d’optimisation
dont la fonction cotit mesure I'écart, quadratique entre les charges hydrauliques
expérimentales et celles données par le modéle.



Abstract

The theme of this thesis is the analysis of mathematical models describing
saltwater intrusion in coastal aquifers.The simplicity of sharp interface approach
is chosen: there is no mass transfer between fresh water and salt water (re-
spectively between the saturated zone and the area dry.). We compensate the
mathematical difficulty of the analysis of free interfaces by a vertical averaging
process allowing us to reduce the 3D problem to system of pde’s defined on a
2D domain €. A second model is obtained by combining the approach of ’sharp
interface’ in that with ’diffuse interface’; This approach is derived from the the-
ory introduced by Allen-Cahn, using phase functions to describe the phenomena
of transition between fresh water and salt water (respectively the saturated and
unsaturated areas).

The 3D problem is then reduced to a strongly coupled system of quasi-linear
parabolic equations in the unconfined case describing the evolution of the depths
of two free surfaces and elliptical-parabolic equations in the case of confined
aquifer, the unknowns being the depth of salt water/fresh water interface and
the fresh water hydraulic head.

In the first part of the thesis, the results of global in time existence are demon-
strated showing that the sharp-diffuse interface approach is more relevant since
it allows to establish a more physical maximum principle (more precisely a hier-
archy between the two free surfaces). In contrast, in the case of confined aquifer,
we show that both approach leads to similar results.

In the second part of the thesis, we prove the uniqueness of the solution in the
non-degenerate case. The proof is based on a regularity result of the gradient
of the solution in the space L"(Qr),r > 2,(Qr = (0,T) x ). Then we are
interested in a problem of identification of hydraulic conductivities in the un-
steady case.This problem is formulated by an optimization problem whose cost
function measures the squared difference between experimental hydraulic heads
and those given by the model.



Contents

1 Modélisation des aquiféres. 12

1.1 Quelques définitions . . . . .. . ... ... . .o 12

1.1.1 Définition d’un aquifére . . . .. ... ... ... .. ... 12

1.1.2 Définition de l'interface . . . . . . .. ... ... .. ... 12

1.1.3 Porosité totale et porosité efficace: . . . . . ... .. ... 13

1.1.4 Hauteur piézométrique . . . . . . . . . . ... ... 13

1.1.5 Charge hydraulique . . ... ... ... ... ....... 15

1.1.6  Coefficient d’emmagasinement . . . . ... ... ... .. 15

1.1.7 Coefficient d’emmagasinement spécifique . . . . . . . . .. 16

1.1.8 Conductivité hydraulique . . . . ... ... ... .. ... 16

1.2 Les différentes équations du modéle . . . . . . . ... .. .. ... 16

1.2.1 Equation de Darcy: . . . ... ... ... .. ... ..., 16

1.2.2 Equation de continuité: . . ... ... ... ... ... .. 17

1.3 Les différentes hypothéses pour notre probléme . . . ... .. .. 17

1.3.1 Hypothése sur la compréssibilité du fluide . . . . . . . .. 17

1.3.2 Hypothése sur la compressibilité dusol . . ... ... .. 17

1.3.3 Hypothése sur 'écoulement . . . . . . ... ... .. ... 17

1.3.4 Hypothése d’interface nette: . . . . . .. .. ... ... .. 18

1.3.5 Approche hydraulique . . . . .. ... ... ... ..., 19

1.4 Dérivation des équations 2D . . . . . . . . . ... 19

1.4.1 Choix des inconnues . . . . . . . .. ... 20

1.4.2  Termes sources . . . . . . . . ..o oo 21

1.4.3 Intégration dans le domaine d’eau douce: . . ... .. .. 21

1.4.4 Intégration dans le domaine d’eau salée . . . .. ... .. 22

1.5 Equations de continuité a l'interface . . . . . .. ... ... ... 22

1.5.1 Continuité de la pression & l'interface z=h . . . . . . .. 22

1.5.2 Continuité de la viscosité & Uinterface z=h . . . . . . . . 23
1.5.3 Continuités des composantes normales de la vitesse aux

interfaces . . . . ... L 24

1.6 Présensation finale des modéles . . . . . ... ... ... ... 28

1.6.1 Cas d’un aquifére confiné . . . . . ... ... ... .... 28

1.6.2 Cas d’un aquifére libre . . . . . . . ... ... ... .... 30

1.6.3  Conditions aux limites - Conditions initiales . . . .. . . 31

1.6.4 Présence d'uneriviére . . . ... ... ... ... 32



Existence globale en temps de la solution dans le cas d’un

aquifére confiné 33
2.1 Imtroduction . . . . . . . . ... Lo 33
2.2 Résultats préliminaires et notations . . . . . . ... . ... .. .. 33
2.3 Existence globale dans le cas d’une interface nette . . .. .. .. 36
2.4 Existence globale dans le cas de 'approche "Interface diffuse’ . . 50
Existence globale en temps de la solution dans le cas d’un
aquifére libre 62
3.1 Imtroduction. . ... ... ... ... ... o 62
3.2 Existence globale en temps dans le cas de 'interface diffuse . . . 62
3.2.1 Imtroduction . . . . . ... ... 62
3.2.2 Enoncé du Théoréme 5 . . . . .. .. ... . ... .... 63
3.2.3 Démonstration . . . . .. ... oo 63
3.3 Existence globale en temps dans le cas de linterface nette . . . . 76

Unicité de la solution dans le cas de approche interface nette-

diffuse 90
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . ... 90
4.2 Notations et résultats de régularité : . . . . ... ... ... ... 91

421 Notation . . . . . . . . . . .. e 91

4.2.2 Rappels des résultats de régularité . . . . . ... ... .. 92

4.2.3 Preuve du résultat de régularité . . . . . .. ... ... .. 96
4.3 Unicité dans le cas confiné avec interface diffuse . . . . . . .. .. 100
4.4  Unicité dans le cas d’'un aquifére libre . . . . .. ... ... ... 104
Identification des paramétres dans le cas instationnaire 106
5.1 Introduction. . . . . .. . ... . ... ... e 106
5.2 Formulation du probléme . . . . .. .. ... ... 0L 107
5.3 Existence du contréle optimal . . . . . . ... ... 000 110
5.4 Conditions d’optimalité . . . . . ... . ... ... . ... .. .. 111
5.5 Identification de la conductivité et de la porosité . . . .. .. .. 121
Conclusions et Perspectives 123



Introduction

Sur terre, plus de 97% de I'eau est salée, I’eau douce représentant moins de
3% de ’eau totale de la planéte. A peu prés deux tiers de cette quantité d’eau
douce est sous forme de glace, le tiers restant constitue les réserves d’eaux souter-
raines et le faible pourcentage restant représente les eaux de surface, qui, jusqu’a
récemment étaient suffisantes pour répondre 4 la consommation humaine et aux
activités industrielles. L’explosion démographique et industrielle nécessitent une
quantité d’eau douce de plus en plus considérable. Les eaux de surface n’étant
plus suffisantes, les réserves d’eau souterraines sont & présent indispensables et
incontournables pour les besoins humains.

Une meilleure gestion des ressources en eau douce devient un enjeu primordial
et "un défi planétaire majeur du XXle siécle". Nous devons tenir compte de
nombreux facteurs : la diminution du niveau d’eau douce dans les aquiféres a
cause de leur sur-exploitation, les conséquences des changements climatiques sur
le niveau des riviéres, la pollution des aquiféres par les pesticides et les engrais
des terres agricoles qui contaminent ’eau douce pour des décennies.

Dans les zones cotiéres, la forte densité de population (occasionnant des pom-
pages intensifs d’eau douce) et la surélévation du niveau de la mer ne font
qu’accroitre le probléme d’intrusion marine dans les nappes d’eau douce.

Les échanges hydrauliques entre ’eau douce souterraine et 1’eau salée sont
généralement lents dans des conditions naturelles, ils sont alors remplacés par
un quasi-équilibre entre les 2 zones (ce qui correspond & 'approximation de
Ghyben-Herzberg). Plusieurs modéles analytiques dérivent de cette approche
(cf. [20],[51], [71], [77], [85], [122], [132], [133], [134], [135], [138], [139]) mais ces
solutions analytiques se limitent & des géométries trés simples et & des situations
ou ’hypothése de Ghyben - Herzberg est satisfaite, elles sont donc essentielle-
ment utilisées comme cas test pour valider des codes numériques. Supposer
que la zone d’eau salée est immobile n’est plus possible dans des conditions
plus drastiques dues & des événements météorologiques ou a l'intervention hu-
maine qui, en pompant intensivement I’eau douce, provoque une baisse du niveau
de la nappe phréatique et une intrusion de ’eau saline dans l'aquifére. L’eau
salée, plus dense que ’eau douce, glisse en dessous de cette derniére et envahit
I’aquifére sous forme d’un biseau salé. Afin d’optimiser ’exploitation des eaux
souterraines, nous avons donc besoin de modéles précis et efficaces simulant le
déplacement du front salé dans ’aquifére cotier.

Ils existent de nombreux livres de référence concernant la modélisation du prob-
léme d’intrusion marine, citons par exemple ([18],[20],[24]) et les références qui
s’y rapportent. Dans 'optique de notre étude, nous dirons qu’on peut classer
les modéles existants pour décrire I’intrusion saline en 2 grandes catégories:
Celle qui considére que les deux volumes d’eau interagissent entre eux, formant
ainsi une zone de transition caractérisée par les variations de la concentration
en sel. Cette approche est trés lourde d’un point de vue théorique et numérique
(cf. [3],[91,[57])-



Notons aussi qu’il existe une zone de transition entre la zone saturée en eau et
la zone séche du réservoir, la zone de "désaturation" restant difficile & définir.
La seconde catégorie considére que ’eau douce et ’eau salée sont deux fluides
immiscibles. Les domaines occupés par chaque fluide sont supposés séparés par
une interface nette (on néglige alors les transports de masse entre la zone salée
et la zone d’eau douce). Cette approximation est d’autant plus légitime que la
dimension verticale de I'aquifére (de l'ordre d’une dizaine de métres) est sou-
vent trés petite comparée aux dimensions horizontales de 'aquifére qui sont de
Pordre du km.

De la méme fagon, ’épaisseur de la zone de transition est négligeable par rap-
port aux dimensions horizontales de ’aquifére. Pour les mémes raisons, on peut
considérer que l'interface entre les zones saturée et séche, est nette (négligeant
ainsi les effets de la pression capillaire).

Clairement, ce type de modéle ne décrit pas le comportement de la zone de
transition mais il donne des informations sur le mouvement du front salé (ou
de la surface supérieure de 'aquifére). Récemment une nouvelle approche a été
introduite dans [58] qui combine lefficacité du modéle avec interface nette au
réalisme des modéles avec interface diffuse. Cette approche est déduite d’'un
modéle de type Allen-Cahn, développé & 'origine pour les phénoménes de tran-
sition de phase dans un contexte fluide-fluide et qui est utilisé ici pour décrire
les trois états stables caractérisant la zone de transition. Nous allons, dans ce
document, étudier et comparer ’approche avec interface abrupte et celle avec
interface diffuse.

On distingue deux types d’aquifére : Les aquiféres confinés pour lesquels les
couches supérieures et inférieures sont supposées imperméables, interdisant alors
tout échange avec lexterieur, et les aquiféres libres pour lesquels le toit de
Paquifére est semi-perméable ou perméable (en particulier I’aquifére peut étre
rechargé en eaux pluviales).

D’un point de vue mathématique, le modéle consiste en un systéme fortement
couplé d’équations dégénérée parabolique-elliptique quasi-linéaires pour le cas
confiné et d’équations paraboliques dégénérées pour le cas libre. L approche avec
interface diffuse permet d’une part d’éliminer la dégénérescence mais surtout
d’établir un principe du maximum plus réaliste d’un point de vue de la physique,
plus précisément une hiérarchie entre les profondeurs des interfaces libres (cf.
[59]). Les premiers travaux mathématiques sur le probléme d’intrusion ma-
rine ont été faits en prenant pour cadre d’étude les problémes & frontiére libre
(interface eau douce / eau salée étant cette frontiére), citons les travaux de
Van Duijn et al ([7], [8], [32], [78], [109], [137]) pour des résultats d’existence de
la solution mais aussi de régularité de la frontiére libre dans le cas d’un écoule-
ment stationnaire. En particulier dans [137], les auteurs regardent le cas d’un
aquifére confiné et rameéne le probléme dans le cas 1D(Q =] — 1, 1]) & une équa-
tion parabolique non-linéaire avec 2 dégénérescences, 'une pour la solution "u"
et Pautre pour "u,". Ils montrent alors dans plusieurs situations, I’existence
et I'unicité pour des solutions de L°°(0, T, W (—1,1)). Cette étude permet
de retrouver le phénoméne de cisaillement observé par Josselin de Jong. Nous
soulignons qu’elle se limite au cas 1D et les hypothéses de régularité sur la so-



lution sont trés fortes en particulier u; doit appartenir & L?(Q7). Nous avons
aussi les travaux de Baiocchi et al. ([14], [15], [16]) concernant les problémes de
filtrage de liquides dans des milieux poreux, et [4] pour un résultat d’existence
et d’unicité pour le probléme d’intrusion marine dans le cas stationnaire util-
isant la formulation introduite pour un probléme d’écoulement dans une digue
donné par Brézis et al dans [39]. Dans tous ces travaux, le domaine d’étude est
pris dans le plan vertical et 'interface eau douce / eau salée est traitée comme
une frontiére libre. Dans notre étude, nous considérons que 1’écoulement des
eaux souterraines est quasi-horizontal, notre domaine d’étude étant alors dans
le plan horizontal (aprés avoir appliqué I’approximation de Dupuit au modéle
initial 3D, ce qui permet de ramener notre étude & un probléme 2D). Dans
[129],[130],[131], les auteurs considérent le modeéle 2D résultant des approxima-
tions de Dupuit et interface nette, ils prouvent l'existence et I'unicité dans le
cas stationnaire et établissent un résultat d’existence dans le cas instationnaire,
utilisant une discrétisation de type différences finies pour traiter I’évolution en
temps. Dans [106], les auteurs montrent directement ’existence d’une solution
dans le cas confiné et instationnaire, la preuve s’appuyant sur le théoréme du
point fixe de Schauder. Ce résultat est généralisé dans [59], au cas de 'aquifére
libre avec I’approche interface diffuse, le coefficient diffusif supplémentaire per-
mettant alors d’établir une hiérarchie entre les hauteurs des surface libres.
Dans ce travail, nous proposons une étude mathématique comparative des deux
approches interface nette et interface diffuse dans le cas d’un aquifére confiné et
dans celui d’un aquifére libre, plus précisément, nous établissons dans le cas con-
finé avec interface diffuse, un résultat d’existence globale en temps de la solution
montrant que, malgré ’ajout du terme diffusif, nous sommes toujours obligés de
supposer une épaisseur d’eau douce strictement positive dans 'aquifére, pour
obtenir une estimation uniforme de la norme L? du gradient de la charge hy-
draulique d’eau douce. Dans le cas d’une nappe libre, nous étudions le systéme
issu du modéle avec interface abrupte. Nous donnons un résultat d’existence
globale en temps plus délicat que celui établi dans [59] & cause de la dégénéres-
cence des équations. Nous montrons que ’ajout des interfaces diffuses permet
de prouver un principe du maximum plus fin que dans le cas des interfaces
abruptes. Notons que les résultats des chapitres 2 et 3 ont donné lieu a la pub-
lication [61].

Compte tenu de la conjonction des trois difficultés : la non linéarité, la dégénéres-
cence et le fort couplage des équations, il existe peu de résultats sur 1'unicité
des solutions pour de tels systémes. Dans ce document, nous établissons un
résultat d’unicité dans le cas de approche avec interface diffuse, ce qui permet
d’éliminer la difficulté liée & la dégénérescence des équations. Ce résultat re-
pose sur des estimations uniformes des normes L"(Q2r), r > 2 des gradients des
charges hydrauliques. Cette régularité supplémentaire combinée aux inégalités
de Gagliardo-Nirenberg permet de traiter la non linéarité dans la preuve de
I'unicité pour le cas confiné.

Enfin nous résolvons un probléme d’identification de paramétres par la méthode
de I’état adjoint, ces deux derniers résultats faisant I’objet de la pré-publication
[97].



La manuscript est organisé comme suit :

Aprés avoir rappelé des notations et des résultats préliminaires, le chapitre 1 est
dédié a la description des modéles avec les approches interface nette - interface
diffuse dans les cas des aquifére confinés et libres.

Dans le chapitre 2, nous donnons des résultats d’existence pour les aquiféres
confinés. Les preuves reposent sur I’application du théoréme du point fixe de
Schauder appliqué & un probléme intermédiaire tronqué et régularisé. Puis on
établit un principe du maximum et des estimations & priori qui nous permet-
tent d’éliminer les termes de troncature et de passer a la limite. Ce chapitre
établit que, malgré le terme diffusif supplémentaire résultant de I’approche avec
interface diffuse, nous sommes toujours obligés de supposer une épaisseur d’eau
douce > 0 dans I’aquifére pour démontrer une estimation uniforme en norme L?
du gradient de la charge hydraulique, nécéssaire pour le passage a la limite.
Dans le chapitre 3, nous étudions le systéme dans le cas de l'aquifére libre, les
inconnues étant alors les hauteurs des interfaces. Nous regardons essentielle-
ment le cas avec interface nette puisque celle avec interface diffuse a été traité
dans [59]. Nous utilisons la technique introduite par Alt-Luckhauss [6] pour
traiter la dégénérescence représentée par la fonction W et ainsi donner des es-
timations des translatés en temps de ¥(u), u étant la solution, ce qui permet
alors d’appliquer le résultat de compacité donné dans [64]. Ce chapitre montre
I'importance dans le cas de 'aquifére libre, du terme diffusif supplémentaire
introduit dans ’approche interface diffuse qui permet d’établir une hiérarchie
entre les hauteurs de 2 surfaces libres.

Le chapitre 4 est consacré a ’étude de 'unicité de la solution dans le cas d’'un
aquifére confiné. Nous rappelons que nous sommes confrontés & trois difficultés
: la non linéarité; la dégénérescence et le fort couplage des équations. A notre
connaissance, les résultats d’unicité pour de tels systémes sont trés rares, le
traitement des termes non linéaires nécéssitant des résultats de régularité de la
solution supplémentaires. Nous éliminons ici la difficulté liée a la dégénéres-
cence en regardant ’approche avec interface diffuse. La clef du résultat repose
sur un résultat de régularité donné par [103] dans le cas elliptique et généralisé
dans [31],[101] par ses auteurs, au cas parabolique et donnant une estimation
en norme L"(2) (resp. L"(2r)), 7 > 2 du gradient de la solution. L’exposant r
dépend essentiellement des caractéristiques de 'opérateur elliptique.
Finalement, nous concluons ce travail, par la résolution du probléme d’identifications
de la conductivité hydraulique et de la porosité dans le cas instationnaire,
généralisant ainsi les travaux faits par Talibi et Tber dans le cas stationnaire
(cf. [127],[128], [129]).

Ce probléme se raméne & chercher le minimum d’une fonction cott calculant
I’écart quadratique entre les valeurs mesurées des charges hydrauliques et de la
profondeur de l'interface eau douce-eau salée et celles données par le systéme
d’état dans le cas d’un aquifére confiné. En considérant ce systéme comme une
contrainte pour le probléme d’optimisation et en introduisant le Lagrangien as-
socié a la fonction coit et au systéme d’état, nous montrons que le systéme
d’optimalité a au moins une solution.



Rappels Préliminaires

Formule de Leibniz

Soit I l'intégrale définie par :

h(t)
I(t) :/ f(x,t)dz, avec h,g, f € C*(R),
9(t)

Alors

Oh(t)

h(t)
U [ i+ 000,020
g

dt W Ot

d’ou

O af dI Oh(t)
[ Gt te = G = 10,0 %57 + 10075,
Théoréme 1 : (Schauder)

Soit X un espace de Banach, on suppose que K C X, est un convexe compact
non vide et de plus

T:-K— K
est une application continue. Alors 7' admet un point fixe dans K.

Théoréme 2 :(Injections de Sobolev N> 2)
Soient N > 1, w un ouvert régulier de R*, n > 2et 1 < p < 400,

1 1
qtel que —+—-=1,ona:
p q

les injections continues :

. N
L<p<N = WW(Q) = IV (Q)p" = 5,
—-Pp
p=N = WHP(Q) — L),
N
0,1—-—
p>N = WiP(Q)—=C P (Q),



les injections compactes : Supposons que 2 est de plus borné et de class C*,
on a:

1<p<N = WLP(Q) = L"(Q),r € [1,p*[ avec p* =

p=N = WLP(Q) < L"(Q),r € [1,+o0],
p>N = WiP(Q) — C%(Q),

N-—p’
Q
Q
Lemme 1 : (Gronwall) :

Soient m,n € L*(0,T; R) telles que m,n > 0 p.p. sur (0,7) et soit a un réel

positif.
Soit aussi ¢ : [0,7] — R une fonction continue telle que :

w(s) <a+ /0S m(t)dt + /OS n(t)p(t)dt, Vs € [0,T).

Alors
w(s) < (a+ /OS m(t)dt)exp(/ n(t)dt),Vs € [0,T].

S
0
Pour simplifier les notations, on pose :

/

V = HY(Q), V' = H}(Q) = H-\(Q), H = LX(Q).

Lemme 2 : (Mignot) :
Soit f : R — R une fonction continue et croissante telle que :

A
lim sup |M| < 400
| A= 400
Soient w € L?(0,T, H) telle que
dw

i L*(0,T,V') et f(w) € L*(0,T, V).

Alors
(o), =5 (] " feyarydy dans D'0,7)
at viv o dt Jo 'Sy ey T

et pour tout 0 <t <t <T

IREEDIEIAY] T i)y

(t1,y)
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Chapter 1

Modélisation des aquiféres.

1.1 Quelques définitions

1.1.1 Définition d’un aquifére

Un aquifére est une formation souterraine de roches perméables susceptible de
retenir des quantités importantes d’eau. Les aquiféres existent sous différentes
formes, suivant la nature de leurs limites on peut distinguer :

1. Aquifére a nappe libre: c’est un aquifére dont le toit est consistué d’une
couche perméable, qui se laisse traverser par ’eau & des vitesses raisonnables,
il en résulte que cette limite (toit) supérieure, qu’on appelle aussi surface pié-
zométrique, est soumise & des fluctuations libres : Il y a donc des échanges avec
Pexterieur tels que les injections et I'alimentation en eaux pluviales ou tels que
le pompage.

2. Aquifére a nappe captive: C’est un aquifére constitué de formation hy-
drogéologique perméable limitée par deux couches imperméables: le toit et le
substratum (ou la base).

3. Aquifére a nappe semi-captive: C’est un aquifére dont le substratum
et/ou le toit sont constitués de formations semi-perméables (c’est-a -dire de
faible perméabilité, mais qui permettent sous des conditions hydrodynamiques
favorables des échanges entre les formations hydrogélogiques superposées).

1.1.2 Définition de l'interface

On distingue plusieurs approches pour la zone de métange qui apparait entre la
zone d’eau salée et celle d’eau douce.

Approche sans interface :

Cette approche consiste & considérer un modéle d’écoulement de deux fluides
miscibles.

12
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Figure 1.1: Nappe libre et nappe captive avec possibilité d’intrusion d’eau salée
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Approche avec interface diffuse :

Une approche logique physiquement consiste & supposer que ’eau douce et ’eau
salée sont deux fluides miscibles et qu’il existe entre ces deux fluides une zone
de transition qui n’est ni salée ni douce. Concernant l'interface entre le milieu
saturé en eau et le milieu insaturé en eau, il est difficile de définir la zone de
désaturation.

Cette approche est trés lourde des points de vue théorique et numérique.

Approche d’interface nettes ou abruptes :

Les deux fluides sont alors considérés immiscibles, les deux zones sont alors sé-
parées par une interface nette (ou abrupte). Cette approximation physique a
fait ses preuves, donc peut paraitre raisonnable. Elle est basée sur ’hypothése
qu’il n’y a pas de transfert de masse entre la zone d’eau douce et la zone salée.
On néglige les termes de pression capillaire mais le prix a payer du point de vue
théorique est ’analyse des interfaces libres.

1.1.3 Porosité totale et porosité efficace:

Porosité totale: elle est donnée par

volume des vides

(%) =

volume total de I’échantillon

C’est la capacité du milieu poreux de comporter des vides interconnectés. Cette
définition est peu utilisée en pratique, car un réservoir n’est jamais totalement
dépourvu de son eau.

Porosité efficace: c’est un paramétre dépendant a la fois des diamétres des
grains, de 'arrangement de ces derniers et de leurs surfaces spécifiques. Elle
est donnée par le rapport du volume d’eau gravitaire (qui peut circuler) sur le
volume total de la roche saturée en eau :

volume d’eau gravitaire

O(%) =

volume total de I’échantillon

1.1.4 Hauteur piézométrique

La hauteur piézométrique (ou charge piézométrique) en un point A correspond
a ’énergie potentielle par unité de poids de I’eau. Elle est définie par :

P
ha=—2+z4,
Py

14



ol z4 est la cote du point, P4 désigne la pression au point A, g est I’accélération
de la pesanteur et p la densité de 'eau.

Remarque 1:
Sur une colonne saturée, la hauteur piézométrique est la méme. En effet:

Py _ Pp+pg(2B — z4)

ha=—+z4= +24=hgp
P9 P9

1.1.5 Charge hydraulique

La charge hydraulique en un point A dans un fluide incompressible, correspond
a ’énergie mécanique totale du fluide en ce point, elle est définie par:

P v?
ba= "2 424+ —,
rg 29
ou v est la vitesse réelle du fluide au point A.

Puisqu’en milieux poreux 1’écoulement est généralement lent, on néglige sou-
2
vent le terme cinétique 207 par conséquent la hauteur piézométrique et la charge

hydraulique peuvent étre confondues.

1.1.6 Coefficient d’emmagasinement

C’est le rapport du volume d’eau libéré ou emmagasiné par unité de surface de
I’aquifére, sur la variation de charge hydraulique correspondante. Il est utilisé
pour caractériser plus précisément le volume d’eau exploitable, il conditionne
I’emmagasinement de ’eau souterraine mobile dans les vides du réservoir. Pour
une nappe captive ce coefficient est extrémement faible: il représente essentielle-
ment le degré de compression de ’eau. Pour une nappe libre, il est de ’ordre
de grandeur de la porosité efficace.

Nous verrons que ce coefficient peut s’exprimer en fonction de la porosité, du
coefficient de compressibilité du fluide, noté ap, résultant de la variation de la
densité du fluide par rapport a celle de la pression et du coefficient de compress-
ibilité du sol, noté Sp, di & la variation de la pororisité par rapport a celle de
la pression. Nous admettrons que ap et Sp sont définis par:

_10p
ap = ;87P’ (11)
et 1 96
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1.1.7 Coefficient d’emmagasinement spécifique

Il est donné en unité d’eau libérée ou emmagasinée par unité de volume d’aquifére

en m? sous l'action d’une variation unitaire de charge hydraulique.

1.1.8 Conductivité hydraulique

Ce tenseur exprime 'aptitude du sol & transmettre de ’eau, il est défini par:

wpg
I

K = (1.3)
ou

p est la masse volumique de ’eau,

g est 'accélération de la pesanteur,

w est la viscosité dynamique de ’eau et

le tenseur k est la perméablilité intrinséque du milieu, il dépend uniquement des
caractéristique du milieu poreux et non de celles du fluide.

1.2 Les différentes équations du modéle

Le modéle repose essentiellement sur le couplage de deux lois : la permiére
étant celle qui caracterise la vitesse d’écoulement d’un fluide en milieux poreux,
la seconde étant celle qui exprime le principe de conservation de la masse.

1.2.1 Equation de Darcy:

Découverte expérimentalement par Darcy en 1856, la loi de Darcy exprime la
densité du flux d’un fluide newtonien ou vitesse de Darcy ¢ & travers le milieux
poreux, en fonction du gradient de charge hydraulique ®:

K
q= —;(VP + pgVan).

Cette équation peut aussi s’écrire & ’aide de la charge hydraulique:

KR K
q=- ii)qu’—ﬁ(ﬂ—ﬂo)gvzh, K=

KpPog
I

ou P est la pression, pg est la densité de référence du fluide et zj, la hauteur du
fluide, ® est la charge hydraulique, définie précédemment et qu’on écrit comme
suit :

(1.4)

P
d=—+2z. (1.5)
pPog
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1.2.2 Equation de continuité:

L’équation de continuité de 1’écoulement en milieux poreux est basée sur le
principe de conservation de masse et s’écrit:

—a(gf}) +div(pg) = pQ (1.6)

1.3 Les différentes hypothéses pour notre prob-
léme

1.3.1 Hypothése sur la compréssibilité du fluide

Les fluides que nous allons considérer sont connus pour étre faiblement com-
pressibles, i.e ap < 1.

Nous allons exploiter ce fait une premiére fois combiné & la faible mobilité d’'un
fluide en milieu poreux, pour simplifier I’équation de Darcy en :

g= 7ﬂpogv¢‘

L

Le fait que ap < 1 sera a nouveau exploité dans la modélisation du mouvement
du fluide.

1.3.2 Hypothése sur la compressibilité du sol

De facon analogue, nous allons supposer que le sol est faiblement compressible
donc le coefficient de compressibilité Sp est petit (i.e Sp < 1).

1.3.3 Hypothése sur ’écoulement

L’hypothése de Bear consiste & négliger la variation de densité V(pg) < 1 dans
la direction de ’écoulement.

Le fait de négliger V(pq) découle de la faible compressibilité du fluide (ap < 1)
et de la faible mobilité du fluide.

En prenant en considération cette hypothése, I’équation (1.6) devient:

o op B
po t g HPV 1= 00, (1.7)

Par ailleurs, d’aprés les définitions de ap et Sp (1.1) et (1.2), nous avons :

p 9P 9

oP
ot - papﬁa g - (1 - ¢)5pa
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Soit, aprés substitution dans (1.7)

oP
p((1— )8y + ¢%)E +pVq = pQ

puisque

K
q= ,;V@ et P = pog® — pogzn

on obtient aprés simplifications (p # 0), ’équation :

pog((1 = 9)p + dap) 5~ V- (KV8) =@ (19

ot Sy = pog((1 — ¢)Bp + pap) est le coefficient d’emmagasinement en eau du
sol.

1.3.4 Hypothése d’interface nette:

Le modéle d’interface abrupte consiste a supposer que ’eau salée et I’eau douce
sont immiscibles et que donc les zones occupées par chaque fluide sont séparées
par une interface abrupte.

Cette interface est en réalité une zone de transition (car ces deux fluides sont
en fait miscibles), mais dans le modéle, on suppose que 1’épaisseur de cette zone
est trés petite comparée aux dimensions horizontales de ’aquifére.

Dans chaque domaine, nous avons une équation de conservation de la masse
simplifiée du type (1.8) pour I’eau salée et pour ’eau douce.

Ainsi dans le domaine de I’eau douce, nous avons:

0P
et dans le domaine de l’eau de mer, nous avons:
0P
Ss a1 +VQS :st (110)

ol Sy(resp.Ss) est le coefficient d’emmagasinement en eau dans le domaine d’eau
douce (resp. dans le domaine salé), ps, ps sont les densités de référence de I’eau
douce et celle de I'eau salée, &, &, sont les charges hydrauliques dans la zone
d’eau douce et dans la zone salée, gy, g, sont les flux de Darcy dans la zone
d’eau douce et dans celle d’eau salée et enfin @, (), sont des termes sources.
On rappelle que:
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K
Sy = prg((1— $)Bp + dap), qr = —Krgrad(®;), Kj= Z’;f

Se = psg((1 = )Bp + dap), qs = —K.grad(®,), K, = ”’“ff’s.

1.3.5 Approche hydraulique

L’écoulement dans un milieu poreux est en général tridimensionnel. Cepen-
dant, puisque les épaisseurs de la plupart des aquiféres sont relativement petites
devant leurs dimentions horizontales, on suppose que l’écoulement se fait de
maniére horizontale. Autrement dit les composantes verticales de celui ci sont
négligées. Dans un aquifére captif, homogéne , isotrope et d’épaisseur constante,
cette approximation est exacte. Toutefois, elle reste bonne quand les variations
de I’épaisseur sont plus petites que I’épaisseur moyenne de ’aquifére.

Dans les aquiféres libres, cette approximation est basée sur le fait que les surfaces
équipotentielles sont verticales et 1’écoulement est essentiellement horizontal.
Dans ce travail, on adopte cette approximation nommée: Approche hydraulique
ou Approximation de Dupuit. Cette hypothése permet de remplacer les équa-
tions 3D d’origine par des équations moyennées verticalement. Cela permet de
passer d’'un probléme tri-dimensionnel & un probléme bi-dimensionnel.

1.4 Dérivation des équations 2D

Les équations (1.8) et (1.9) sont écrites dans l’espace tridimensionnel, avec
une condition aux limites non linéaire & l'interface, la solution reste difficle
& obtenir. Le probléme peut étre simplifié par une intégration des équations
d’écoulement selon la direction verticale en supposant que ’écoulement est hor-
izontal & l'intérieur de I’aquifére (cf. [18], [19], [20], [24]). Une dérivation formelle
du modéle 2D peut aussi étre obtenue & partir du développement asymptotique
des équations du modeéle 3D re-scalées, mais on a choisi ici de suivre la présen-
tation de Bear pour 'obtention du modéle 2D.

L’aquifére est représenté par un domaine Q x (ha, hpaz), 2 € R2.
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niveau de référence

eau douce

interface

eau salée

1.4.1 Choix des inconnues
Les fonctions hy (resp.himaz ), décrivent sa topographie inférieure (resp. supérieure).
Pour des raisons de simplicité, on suppose que hy,q. = constante = 0.

Zone séche I'r:

On suppose qu’entre z = hy et I'p, la pression est donnée égale a la pres-
sion atmosphérique P,.
Si h1 < hmaqe, on impose P’équilibre des pressions Py.—j,, = P, et donc:

P,
(I)f\z=h1 = (I)f = + hy.

Prg
Si h1 = hmas , on impose I’équilibre des pressions Py ,—p, .. = P, donc :
P,
®f‘zzh7nam = (pf = pf(; + hmam-

Dans toute la suite, pour simplifier, nous supposerons que h,,q. = 0.
Cela va avoir une conséquence sur le choix des inconnues dans notre modéle ,
en effet on a vu que:

P,
si hq <hmaz:>(1)f: i-’-hl,
Prg
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Pq
Sihlzhmaa;:()ﬁq)f:i.
Prg

donc la bonne inconnue est hy = inf(0, h1), et

Pa, . Pa
by =—+inf(0,h1) = — + xo(—h1)h1.
Prg Pry

0si h<0
avec XO(h):{ 1si h>0.

Le méme raisonnement s’applique & la hauteur d’eau salée, d’ou I'introduction
de l'inconnue h~ = inf(0, h).

1.4.2 Termes sources

Nous harmonisons les termes sources pour que les équations décrivant 1’évolution
de h et hy soient identiques lorsque h = h;.

Cela implique : Qf = 0si h = hy i.e qu’on arréte de pomper lorsqu’on atteint
I’eau salée.

Nous prenons donc un terme source de la forme:

Qf = Qf(h— h1)+, Qf e R.

De méme, en supposant hy constante (pour simplifier) et en écrivant I’équation
satisfaité par h pour h = hg, on voit qu’il faut imposer Qs = 0 si h = hy. On
choisit donc @, de la forme:

Qs = Qs(hQ - h)+7 Qs cR.

1.4.3 Intégration dans le domaine d’eau douce:

En intégrant I’équation (1.9) selon la verticale entre la cote de l'interface h et
celle du toit de 'aquifére hy, on obtient :
0%,

Sfo—at

=V (ByR V&) — a5 ln, V(z— 1) +az o V(z—h). (L.11)
ou

B¢ = hy — h est I'épaisseur de la zone d’eau douce,

— 1
Q= iR f:l ® ;dz la moyenne de ®; sur la verticale et
!
Ky = B f]Z K;dz est la moyenne de chaque élément du tenseur Ky sur la
f
verticale.
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1.4.4 Intégration dans le domaine d’eau salée

De méme en intégrant I’équation (1.10) selon la verticale, mais cette fois-ci entre
la cote du substratum hs et celle de 'interface h, on obtient ’équation :

0P,

SSBSW =V - (B;KV®) —qs |n V(2 —h) + s |n, V(z—hg). (1.12)
ou :
By, = h — hy est I’épaisseur de la zone d’eau salée,
— 1
b, = B, f}z d.dz est la moyenne de P, sur la verticale et
— 1
K, = B, f,Z Ksdz est la moyenne de chaque élément du tenseur K sur la
verticale.

Dorénavant on note ®; = @ et &, = @, de méme pour les tenseurs K et
K, .

1.5 Equations de continuité & I’'interface

1.5.1 Continuité de la pression a l’interface z = h

On a supposé & constant par rapport & z entre h et inf(hq,0), on a donc:

Pa . Pa
Oy = +inf(0,hy) :=
Prg Pr9

+ h

Or on a ’hypothése de continuité de la pression entre la couche d’eau claire
et la couche au-dessus de l'interface libre hq:

a

Py
+hy = Drlz=n

P9 Pry
<~ Pf|z:h = Pa + pfg(h1 — h)

D fle=inf(0,h1) = Prla=n < +h

Par ailleurs comme on a supposé la continuité de la pression au travers de
I'interface h, on a :
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Pf\z:h = Ps|z:h = p€g((1)9 - h)

Py +prg(hy —h) = psg(®s — h)
psg(®s —h) = Py + prg(hy — h)
P,
psPs = ? + pg(h1 —h) + psh
P,

Pogp = 2% 4 (hy—h)+ 22
pr " pig ps

Py
1+ a)®, = +(hi—h)+(1+a)h
Pry

P,
14+ o), = + h1 + ah. (1.13)
Pr9

11111

Ps

avec (1 +a) = —.

Py

Pour simplifier comme P, et a sont constants, on a :

Ppl.—p = Pyo=p, = (1 + )V, =Vhy +aVh

= (1 + a)V@S = XO(_hl)Vhl + aVh

1.5.2 Continuité de la viscosité a D’'interface z = h

Nous allons aussi supposer que notre milieu est homogéne et isotrope et que les
viscosités de I'’eau douce et de ’eau salée sont identiques, on a:

or

donc

Fﬁz = Fﬁy = Kf et F&z = F&y = KS,

Kpsg A
b, K,
KS = sg =" s = hid
Hs H K
KPrg  Kpsy
= Ug =
py=p K; K,
K, K
o s S
Ps Pf
s K,=PK
Py
& Ki=1Q+a)K;avec (1+a) = Ps
Pf

A partir de maintenant, on notera K pour K.
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1.5.3 Continuités des composantes normales de la vitesse
aux interfaces

Les équations (1.11) et (1.12) modélisent respectivement 1’écoulement dans le
domaine de 'eau douce et I’écoulement dans le domaine de 1’eau salée.

A ce stade de la modélisation, nous proposons deux approches :

- celle des interfaces nettes entre I’ eau douce et ’eau salée et la zone saturée et
la zone insaturée,

- celle des interfaces faiblement diffuses entre ’eau douce et I’eau salée et la zone
saturée et la zone insaturée.

1. Calcul du flux gf |, V(2 — h) dans le cas d’une interface nette

L’interface mobile est une surface matérielle qui peut étre représentée par une
équation de la forme générale :

F(x7y7z7t) = 07
ou encore,
F(z,y,z,t) =z — h(z,y,t) = 0.

Le long de cette interface, il faut respecter les deux conditions :

- les composantes normales de la vitesse a 'interface sont égales dans chaque
zone ce qui correspond au fait que ’on suppose aucun transfert de masse au
travers de l'interface. Ainsi on a :

dF oOF
E—fb +Qf VF = ¢ o as - VE, (1.14)

- Les pressions dans chaque zone sont egales a 1 1nterface z = h et la relation
s 1
(1.13) S'écrit aussi h = —2 @, — —2L @, = (1 + )q> -~
Ps —Pf Ps — Pf
Compte tenu de (1.13) et (1.14), nous obtenons :

D, [}]

o Ve 5%3 S 8% ) 58@5’

qs|h~v<z—h>= =0 -0) 2 6L
Ps—Pf.

avec o =
Pf

2. Calcul du flux gy|,_, - V(z—h) dans le cas d’une interface faiblement

diffuse
Nous incluons & présent dans notre modéle 'existence de deux interfaces dif-

fuses : I'une d’épaisseur ; entre la zone saturée et la zone insaturée et ’autre
d’épaisseur J;, entre la zone d’eau salée et la zone d’eau douce. Ce modéle a été
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initialement introduit dans [58] et nous reprenons ici intégralement la présenta-
tion du calcul du flux donné dans cet article. Nous soulignons que ce modéle est
complétement nouveau par rapport a la littérature existante et qu’il concilie la
simplicité des modéles & interface nette avec le réalisme des modéles & interface
diffuse.

Nous introduisons une fonction de phase F' décrivant les 3 zones (eau douce,
eau salée, mélange) telle que :

0  dans ’eau douce,
Cs ..
F= 5 sur 'interface nette,

cs dans ’eau salée.

ol ¢, est la concentration moyenne en sel dans la zone salée.
c
Ainsi Pensemble {(z,y,z) tels que F(x,y,z) = Es} représente l'interface

nette a l'instant ¢.
La fonction F satisfait une équation de type Allen-Cahn tri-stable (les trois

. e, s .. C
points de stabilités sont ici O,ESet cs)

F(F = 2)(F = ¢,)(3F* = ¢2/4)

O F +OVFE — §,A'F + A =0 (1.15)
ot le symbole A’ correspond & la dérivation par rapport aux deux variables x et
y. La forme détaillée du potentiel triple n’a pas d’importance; son role principal
est d’établir et de maintenir les parois du domaine bien définies. La taille car-
actéristique de 'interface diffuse correspondante est d;, > 0 (voir par exemple
[5] pour des résultats rigoureux). Le paramétre Jj, est petit. Un autre point en
faveur du couplage de (1.15) avec 'approche interface nette est la convergence
quand 65, — 0 du modéle ’champ de phase’ vers celui avec ’interface nette’ (voir
[117] [118] pour Allen-Cahn, [64] [26] pour Cahn-Hilliard). L’équation satisfaite
par le champ de phase (1.15) contient également un terme d’advection par le
fluide de l'ordre du paramétre, la vitesse efficace étant désignée par ¥ ([36]).
Nous soulignons, par ailleurs, que nous avons déja négligé la diffusion verticale
par rapport au terme convectif. Le passage de 3D a 2D suppose que la zone de

C
stabilité {F = 5"'} correspond a 'interface nette z = h, on a donc :

F(x,y,z,t) = %S &z —hz,y,t) =0

¢
La dérivée de la fonction constante F'(x,h™(x,t),t) = 58 est nulle, nous dé-

duisons de O;[F(xz, h™ (z,t),t)] =0, I = z,t que O F(x,h™,t) = =0, F(x,h™,t)0:h~
et V'F(x,h™,t) = —0,F(x,h~,t)V'h~. Dérivant une nouvelle fois ces expres-
sions, nous obtenons finalement que A'F(x,h™,t) = —0,F(x,h™,t)A’h~ —
02, F(z,h=,t)[V'h™|?> = V'O, F(z,h™,t) - V'h~. En incluant ces calculs dans
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la projection de I’équation de Allen-Cahn pour F = %, nous obtenons:

O, F(—0th+¥-V(2—h) —6,AR)+5,V'0.F-V'h™ +6,|V'h™|20?,F =0 (1.16)

En négligeant les deux derniers termes de I’équation (1.16) et en simplifiant par
0,F # 0 (la justification de ces deux points est loin d’étre évidente et nous
renvoyons a [58] pour plus de détails), nous obtenons :

—Ouh+7-V(z—h) — 6,Ah =0 (1.17)

On revient alors a I'hypothése traditionnelle de la modélisation & interface nette
. Csy .
: pas de transfert de masse au travers de l'interface {F = 58} i.e les composantes

normales de la vitesse sont continues et on a :

((Lf_g).ﬁ:(%—ﬁ)-ﬁzo. (1.18)

On a noté 77 le vecteur normal unitaire par rapport a l'interface nette , ¥’ est la
vitesse moyenne réelle de l'interface.

Remarque : La pondération par g provient de la définition de la vitesse

moyenne réelle:

Q_Q _1Q 4 . Q. . S

S ¢S ¢85 ¢ =5 S

avec () le débit s’écoulant dans la section, S la surface de la section, gy la vitesse
fictive de filtration, S, la surface du vide dans le milieu poreux.

En combinant (1.17) et (1.18) nous obtenons :

oh

G0V —h) = aulh) -V~ h) = ol — AR
= o) D div(xo(—h)Vh)]

3. Calcul du flux ¢y._, - V(2 —hi1) dans le cas d’une interface faible-
ment diffuse

Nous appliquons le méme type de raisonnement, que dans le cas précédent pour
décrire la zone de transition entre la zone saturée et la zone insaturée d’épaisseur
01.

Ici pour modéliser la dynamique de cette interface, nous introduisons une fonc-
tion de phase F telle que:

—1 dans lazoneinsaturée,
F=<{ 0 sur [linterfacenette,
1 dans la zone saturée.
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Ainsi {F(z,y, z,t) = 0} représente 'interface nette. La fonction F satisfait une
équation de type Allen-Cahn :

oF F(F-1)(F+1

OF | s.ovp—sapy EEZDELD
ot 01

ou ¥ est la vitesse de l'interface et §; est I’épaisseur de la zone diffuse entre la

zone saturée et la zone séche. Nous notons que le passage de 3D & 2D suppose

que la sone de transition {F = 0} correspond a 'interface nette hy, on a donc:

=0

F(z,y,2z,t) =0<= 2z — hy(x,y,t) = 0.
et la projection d’Allen-Cahn pour F' = 0 donne:

En combinant (1.19) et la continuité des composantes normales de la vitesse a
I'interface z = hy, nous obtenons:

oh
qf(h1) - V(z = h1) = ¢[5Tl — 01AM

— dhvo(=h) P 5.9 (xo(—hi) Vo).

ot

4. Calcul du flux ¢y|._, -V(z — h1) dans le cas d’un aquifére confiné
Dans le cas ot on suppose que la couche supérieure de I’aquifére est imperméable
i.e pas de flux entre la zone d’eau douce et le toit z = hy, on a :

qs(hl)V(z - hl) =0. (1.20)
5. Calcul du flux ¢;(hs) - V(z — hs)

Dans le cas oul on suppose que la couche inférieure de 'aquifére est imper-
meéable i.e pas de flux entre la zone salée et le fond z = ho, on a :

qs(h2)V(z — ha) = 0. (1.21)

Nous insistons sur le fait que, puisque nous avons supposé 1’écoulement quasi-
horizontal, la condition (1.21) impose des conditions sur la topographie (x,y) —
ho(x,y). Par exemple si le tenseur de perméabilité K est diagonal, on doit avoir
ho = constante. Pour garder le maximum de généralités sur le tenseur Kj, il
faudrait considérer la fonction hy variable.

Mais, pour simplifier les démonstrations qui vont suivre, nous avons supposé
ho = constante. Nous insistons néanmoins sur le fait que les démonstrations se
généralisent de maniére automatique au cas he = ha(z,y).
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1.6 Présensation finale des modéles

Nous sommes & présent en mesure de donner les systémes vérifiés par les mod-
éles dans les 4 cas suivants :

- Cas de I'aquifére confiné avec ’approche de l'interface nette,

- Cas de l'aquifére confiné avec I’approche de l'interface diffuse,

- Cas de l’aquifére libre avec 'approche de l'interface nette,

- Cas de I'aquifeére libre avec "approche de l'interface diffuse.

1.6.1 Cas d’un aquifére confiné

Les inconnues naturelles étant la charge hydraulique de 'eau douce ® et la
profondeur de l'interface eau salée/eau douce, h, nous allons ré-écrire les sys-
témes avec (®y, h).

Compte tenu de 1’étude précédente, nos modéles sont régis par les systémes
suivants ot (@, ®,) sont les inconnues :

Approche Interface nette :

oh
—(ba -V (K(J?)Bf(‘l)f,‘l)s)vq)f) = Qf, sur Q,
0= -V - (14 a)K(z)Bs(®s,P,)VP,) = Qs, sur Q,
Bf(fl)f,(l)s) = hy — h,
By(®f,P5) = h — ho,
h=(140)®, — 5®.

(1.22)
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Approche Interface diffuse :

oh

—(/ba -V (KBf((I)f, @S)V‘I)f) — (ShV((th) = Qf, sur Q,

oh
gf)a -V (14 a)KBs(®s,0,)VP,) = Qs, sur Q,
By (®s,®5) = hq — h,
By(®f,®5) = h — ho,
h=(140)®; —Py.
Ces systémes peuvent étre ré-écrits sous une forme compacte si nous prenons la

charge hydraulique de I'’eau douce et la profondeur de I'interface comme incon-
nues. En effet, on a :

Py (ps = ps) 1 @
T T T Ita" ' Tt
Donc,
oh
—br =V (K(h = h)V®;) = 8,V - (6Vh) = Qy,
et

¢%*V' (K (h—hy)Vh)+V - (K(hy —h)V@j’)—V'(K(hl *hQ)v(I)f) = Qs.

En sommant ces deux équations on obtient :

=V (K(hy = ha)V®ys) = V - (aK (h = h2)Vh) = 6,V - ($VR) = Q5 + Qs -

niveau de référence

interface
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FIG.1.2 - Domaine d’écoulement de I’eau douce et de ’eau salée

Finalement, dans le cas d’un aquifére confiné, le modéle consiste en un systéme
fortement couplé d’une équation elliptique et d’une équation parabolique toutes
deux quasi-linéaires décrivant 1’évolution de 1’élévation de l'interface h entre la
zone d’eau douce et celle d’eau salée et de la charge hydraulique de I’eau douce.

Cas Interface nette :

1) { ‘1’%? + V- (K (hy — h)V®; — V- (K (hy — h)Vh) = —Q,
—V (K (hy — h1)V®s) + V- (aK (hy — h)Vh) = Qf + Qs

Nous soulignons que ’équation parabolique peut dégénérer lorsque h = hs (ce
qui correspond & la situation, ou il n’y a pas d’eau salée dans l’aquifére).

Cas Interface diffuse :

Dans ce cas, le systéme consiste en un systéme fortement couplé d’une
équation elliptique et d’une équation parabolique quasi-linéaire. Mais, da & la
présence de l'interface diffuse d’épaisseur d;, ’équation parabolique n’est plus
dégénérée.

@) { ¢% 4V (K(hy — h)V®; — V- (K (hy — h)Vh) — 6,V - (¢Vh) = —Qs
=V (K(ha = h)V®s) + V- (K (hy = h)Vh) =6,V - (¢Vh) = Q5 + Qs

Les surfaces supérieure et inférieure de 'aquifére sont imperméables, i.e. hq et
ho sont des fonctions indépendantes du temps, mais elles peuvent dépendre de
zety.

1.6.2 Cas d’un aquifére libre

Les inconnues naturelles correspondant au cas de la nappe libre, sont les hau-
teurs des deux interfaces hy et h, précisément, ains que nous ’avons détaillé a
la section 1.4.1, les bonnes inconnues sont hy = xo(—h1)h1 et A~ = xo(—h)h.
Nous introduisons le paramétre ¢ tel que ¢ = 1 corresponde & ’approche avec
interfaces diffuses et ( = 0 corresponde & ’approche avec interfaces nettes.
En inversant le sens positif de 'axe vertical et en maintenant le coefficient
d’emmagasinement, notre modéle devient :
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dxo(h)Oth —V - (aK (hy — h)xo(h1)Vh) =V - (Cdpx0(h)Vh)
-V (KXO(hl)(hQ — h)Vhl) = _Qs(hQ _ h)+’

3
) Xo(h1)(Sy(h —h1) + ¢)0ch
=V (Kxo(h1)(h — h1) + (h2 — h))Vh1) = V- ((5¢x0(h1)Vhi)
=V (Ka(hs — h)xo(h1)xo(h)Vh) = =Qf(h — h1)" — Qs(h2 — h) ™.
Dans le cas ou on néglige le coefficient d’emmagasinement dans le domaine d’eau

0py

oh
douce i.e la zone d’eau salée est confinée ce qui conrespond & Sfﬁ < (ba,
on a le systéme suivant:

dxo(h)0th =V - (aKf(ha — h)xo(h1)Vh) =V - (C6¢x0(h)Vh)
—V - (Kxo(h1)(ha — h)Vhy) = —=Qs(ha — h)™T,

WY Xo(h)édhr — 7 - (Kxo(ha)((h = h) + (ha — h)) Vi)
=V - (¢odxo(h1)Vhy) =V - (Ka(ha — h)xo(h1)xo(h)Vh)
=—Qf(h—h1)" —Qs(ha — h)™T.

Dans les deux systémes précédents, la premiére équation modélise la con-
servation de masse totale d’eau, tandis que la seconde modélise la conservation
de la masse d’eau douce. Il s’agit d’'un modéle 2D, la troisiéme dimension est
préservée au cours du processus d’up-scaling via les termes de surface h et h;.

1.6.3 Conditions aux limites - Conditions initiales

Les problémes (1) - (2) et (3) - (4) sont complétés par les conditions aux bords
et conditions initiales suivantes:

h=hp et hy =h; psurl =0Q,
h(0,z) = ho(z), et h1(0,2) = hqo(x) dans Q.

Les fonctions hp, hi p appartiennent a 'espace L2(0, T, H()) telles que leurs
dérivées en temps Oihp,dihi p appartiennent a l'espace L*(0,7, H'(Q)') ou
[HY(Q)] est le dual de H(2).

Les fonctions hg, h1 o € H'(Q2) satisfont les conditions de compatibilité;

hor = hp(0,2), hyor = h1,p(0,z).
Nous supposons que les conditions aux bords et initiales satisfont aussi des con-

ditions physiquement réalistes sur la hiérarchie des interfaces:

hl,D < hD < h2 et h1}0 < ho < h2 P-p dans €.

31



Par ailleurs, on suppose que les termes sources Qy = Qf(h - h)T,Qs =
Qs(hg — h)* sont des fonctions de L2(0, T, L?(2)) telles que Q; < 0 et Q, <0,
ces cerniérres conditions sur les signes des termes sources pourront étre affaiblies
selon les cas.

On suppose aussi que la conductivité hydraulique K vérifie une condition d’ellipticité
et est bornée et définie positive uniformément sur le domaine (2.

1.6.4 Présence d’une riviére

On note I',. la partie de la frontiére correspondant a la riviére.
Supposons la présence d’une riviére au dessus de ’aquifére, & 1’équilibre hydro-
dynamique, on a:

Prlz:hmw =P+ pfg(o - hma:c)

A(xz,y) fixe, c’est donc Pry.—p,... = Pa — psghmaz(2,y)) qui va remplacer la
pression P,.

La condition au bord classique & l'interface d’un aquifére et d’un réservoir d’eau
est la continuité de @ et cela donne:

Briz=homas
QfIZ:hmamﬂFr = ‘I)TivieTe — (brlzzhmamﬂrr - T + hmax
—s Po = prghmaz(,y
¢f‘2=hmuwmrr = < pf maz( ) + hmam’
Prg

Py
— Qf‘zzhwzammrr = - hmam + hmaqj

Prg
— ¢f‘2:hmammrr = - N

Prg
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Chapter 2

Existence globale en temps de
la solution dans le cas d’un
aquifére confiné

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons donner la preuve de ’existence globale en temps
d’une solution du probléme correspondant au cas de I'aquifére confiné dans le
cas de 'approche ’interface diffuse’.

Concernant le cas ’interface nette’, nous avons en partie, suivi les grandes lignes
de la preuve donnée dans [106] mais en modifiant la définition de l’application
introduite pour l'application du Théoréme du point fixe de Schauder pour prou-
ver 'existence d’une solution du probléme tronqué. Nous avons, par ailleurs,
détaillé la preuve du principe du maximum et le passage & la limite final.
Finalement, nous montrons que, malgré la non-dégénérescence des équations
dans le cas ’interface diffuse’, nous devons toujours supposer ’existence d’une
zone d’eau douce d’épaisseur strictement positive dans le réservoir d’eau pour
établir une majoration uniforme de la norme L?(Qr) du gradient de la charge
hydraulique.

2.2 Reésultats préliminaires et notations

Dans cette partie, on introduit quelques notations et résultats.
On rappelle que Q est le domaine d’étude et on pose Qr = (0,T) x €.
On suppose H'(Q2) I'espace de Sobolev :

HY(Q) := {¢ € L*(Q); Vo € L*()}
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muni de norme

1/2
llme=( X 110°IBa)
a€NZ |al<1

Soit H} () := {¢ € H(Q);¢ =0 dans '}

Dans la suite de 'espace H{(f2) sera muni de la norme Hilbertienne

1/2
18l = (Jo IVo(y)dy)

qui est équivalente & la norme || - ||g1(q), grace a la deuxiéme inégalité de
Poincaré.

Pour u € H?(Q2) , on pose
A(u) == —Au € L*(Q). (2.1)
Soit une fonction w € L?(Q2) donnée , la fonction ¢ associé a w est définie par
—Ap=w dans Q, (2.2)

¢=0 dans Tp=Tx(0,T). (2.3)

Il est facile de voir que ¢ € HZ(Q) et [l az0) < Cllw|lrz() ot C est une

constante positive. En d’autres termes A~! est un opérateur continue L?(Q) —
H2(Q) et ¢ = A~ (w).
H=1(Q) est Pespace dual de H}(2), muni de la norme dual :

[ fllg-1(0) == sup %,
ver (@) (Jq [V|2dy)t/?

ou (f, 1) désigne 'appariement de la dualité. Si w est simplement supposé étre

dans H~*(2), la solution ¢ satisfait [, V¢Vidy = (w, ) pour tout ¢ € Hj (),
donc (par I'inéqualité de Cauchy-Schwarz ) :

lwllz-10) = (o [VOLPdy) 2 =116l 12 0
Alors si w € L*(Q2), Hw|\§rl(9) = 2¢(w), ou I'énergie fonctionnelle e¢(w) est don-

née par :

o) = 5 Jo Oy (y)dy.
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La symbole (-, -) est le produit de dualité entre V et V’.
On a les inclusions compactes et denses suivantes :

VcH=H cCcV.

Pour tout T>0, soit W (0,T) P’espace tel que :

W(0.1) = {w e L20,7,V), % e 12(0,1,v7),

muni de la norme hilbertienne :

dw /
lllwom = (1Bs o) + 15 Baornn) -
Donc, on a 'injection continue :
W(0,T) c C([0,T],[V,V']2) = C([0,T], H)

et on déduit du lemme de Aubin que l'injection suivante:
W(0,T) C L*(0,T, H) est compacte.

Nous considérons que la nappe captive est délimitée par deux couches hori-
zontales et imperméables. La surface inférieure correspond a z = 0 et la surface
superieure 4 z = hg, hg est donc aussi I’épaisseur de la nappe supposée telle
que hs > § > 0. On introduit la fonction Ty (h) (qui représente I’épaisseur de la
zone d’eau salée) :

On prolonge T continuement par des constantes en dehors de [0, ho]. Le
prolongement de T pour h < § nous permet d’assurer une zone d’eau douce
d’épaisseur > § dans 'aquifére.

On pose K = oK et f = % et comme précédemment h désigne la profondeur
de linterface et donc f ’la charge de hydraulique’ d’eau douce alors (h, f) sat-
isfont le systéme suivant:

Cas de P'Interface nette:

% -V (Tg(h)Vh) + V- (Ts(h)vf) = 7Qs; dans ) X [OvT]v
—V - (heV )+ V- (Ts(h)Vh) = Qs + Qy, dans Q% [0,T],
h=hp,f=fp, sur  T'x[0,T],
h(zx,0) = ho(x), dans Q.
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Cas de I'Interface diffuse:

% — V- (T(h)Vh) + V- (Ts(R)Vf) = 6,V - (Vh) = =Qs, dans Q x[0,T],
-V (hoVf)+ V- (Ts(R)Vh) = Qs + Qy, dans Q x [0,T],
h=hp,f=fp, sur  T'x[0,T7,
h(z,0) = ho(z), dans Q.

ot les fonctions d’approvisionnement @, et @) représentent les termes sources
exterieures correspondant au pompage ou a l'alimentation en eau douce ou en
eau salée dans 'aquiféere.

Nous soulignons que nous avons pris pour K le tenseur identité uniquement
pour simplifier I’écriture des systémes.

2.3 Existence globale dans le cas d’une interface
nette

Le but de cette section est le résultat suivant (cf.[106]) :

Théoréme 3 : Soit hg € H'(Q) telle que § < ho(y) < ha pp.- y € Q
dh
, hp € W(0,T) telle que d—tD € L*(0,T,(H'())) et 6 < hp(t,y) < ho

pp(tay) € [07T] x Q ) fD € LQ(OﬂTaHl(Q)) et QS7Qf € L2(07Ta H)

Alors

pour tout 7' > 0, il existe une solution h € W(0,T) + hp, f € L?(0,T,V) + fp
satisfaisant les équations variationnelles suivantes :

T dh T
/0 <E7U>V/,th+/0 /Q(Ts(h)V(h—f))'Vv+stdydt:0, (2.4)

Vo € L2(0,T,V).

T
| [ 0a9s =) Vo - @+ Quodyde =0, (29
0 Q
Vw € L2(0,T, V).
telle que
1(0,-) = ho. (2.6)
§ < h(t,y) < hy, pour  p.p.(t,y) € [0,T] x Q. (2.7)
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Remarques :

1) Sionpose u =~h—hpetv=f— fp dans (2.4)-(2.5), alors (u,v) €
W(0,T) x L?(0,T, H}(Q2)) et ils satisfont le systéme couplé suivant pour tout
we L*0,T,V):

T
/0 Kd(uz;thD)’w>vgv+/ﬂ{TS(“+hD){V(U+hD)V(’U+fD)}'Vw+st}iy}d§ = 0.
2.8

/0 [/Q{hQV(v-l-fD)—Ts(u—i—hD)V(u—i—hD)}-Vw—(Qs+Qf)wdy]dt:0. (2.9)

avec

U(O, ) = U :—= ho — hD,
2 ) Puisque u € W(0,7) C C([0,T], L?(£2)) alors (2.6) a bien un sens. De plus,

u € C([0,T], LP(Q)),Vp € [2,400),

et 3C > 0, telle que :

[|(u(t) + hp)l| o) < C, VE € [0,T].

Preuve : Compte tenu des termes non linéaires et du couplage, nous sommes
conduits & introduire des termes de troncature (cf. [116]). On note z* :=
maz(x,0) et soit M une constante que nous allons préciser plus tard, nous
posons has(x) = min(l, M/x),z > 0. Soient (ex)r>0 une suite décroissante qui
tend vers 0, nous remplagons (2.4) - (2.6) par ’équation variationnelle suivante
: Yw € L?(0,T,V)

T dn
| UG+ T = har (19 ull )V i} - Vo

vV
T T
+/ / e€xVhi - Vw -I-/ / Qswdydt =0. (2.10)
0 Q 0 Q

T
/ [/ ({hZV(fk) — Ty (hg)V(hy) }Vw — (Qs + Qf)w)dy]dt =0. (211
0 Q

En utilisant 'opérateur A précédemment défini par (2.1), nous pouvons écrire

Vg = A_l{%div(_hQVfD + Ts(hi)Vhi) — Qs — Q) = A_l(H(uk)).
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Nous rappelons que hy = ug + hp et fr = v + fp.
La preuve est décrite comme suit:

Dans la premiére étape, en utilisant le théoréme de Schauder, nous prouvons
que pour tout 7' > 0 et tout k € N ,(2.10) a une solution u, € W(0,T) telle que
ur(0,-) = up. Ensuite, nous montrons que, pour chaque k, 6 < hi(t,z) < ho
p.p.(t,x) € [0,T] x Q. Puis nous montrons que la suite {fx}x est bornée dans
L?(0,T, H'). Enfin, nous montrons que tout point limite faible v dans W (0, T
de la suite (uy)y satisfait (2.8)-(2.9).

Etape 1.

Soit k € N fixé. Pour tout u € V, on note

di(u) := exVhp + Ts(u+ hp){Vhp — hu([[V (v + fD)l|22(0r)2) V(v + D)}
ou

—1
v = Ail{EV(thVfD +Ts(uk -+ hD)V(uk +hD)) - Qs - Qf} = Ail(H(uk))
(2.12)
Alors pour tout u = u(t) € L*(0,T,V)
Hdk(u)”L?(O,T,HxH) < hg(M + (1 + ‘Sk/h2)”VhDHL2(O,T,H)) =C (2.13)
D’autre part, pour toute g € Hou €V,
Joler +Ts(g + hp))Vu - Vu dy > e|ul 5.

Ainsi pour tout g € L?(0,T,V), il existe une unique solution
u=: F(g) € W(0,T) du probléme parabolique linéaire suivant :
{ ‘C%‘ _ div(ep + To(g + hp) V) = div(d(g)) — Qs — ‘%’3(6 L2(0,T, V")),
u(t = 0) = up.
En d’autres termes, pour tout h =@ + hp, u € L?(0,T,V), nous définisons un
unique h € hp+L?(0,T,V), (h = F1(u)+hp) tel que pour tout w € L?(0,T,V),

dh
fOT <E,W>V’ th + f()T fQ{(Ek + Ts(ﬂ‘i’ hD))Vh  Viw—

T
hM(Hv(U+fD)||H><H)V(U+fD)'VWdydtz—/O /Qstdydt, (2.14)

avec

V= A_l{%v (=h2Vfp + Ts(u+hp)V(T+hp)) — Qs — Qr},  (2.15)
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et
h(t =0,z) = ho(x). (2.16)

Plus précisément, nous avons défini 'application :

F:L*0,T; H(Q))

>
K,.i
—~
S\
[
=
=
i
—
by
>
N—
J
I~
=

ot le couple (h, f) est la solution du probléme :

T T T
/ < Oyh,w >y di + / / exVh - Vwdzdt + / T, (R)Vh - Vwdadt
0 0

/ / Mhar([|VFllp2) V- dexdtJr/ /ngdxdtfo(Q 17)
Vw eV = HE(Q),

avec f I'unique fonction de L2(0,T; H'(Q)) telle que f = fp sur 9Q et

T
/0 { /Q (hoV(f) = TV} Ve — (Qu + Qplw}dydt = 0.  (2.18)

Clairement, tout point fixe de F est solution de (2.10). Pour appliquer le
théoréme de point fixe de Schauder, on doit montrer que F envoie un sous-
ensemble convexe fermé borné non vide, Wy, , de W(0,T) dans lui-méme et que
F est continue sur W(0,T).

Montrons que F est continue :

Déja , clairement, F; est continue dans L?(0,T; H'()) et
IV fullL2ry < C+|[VR| L2, ot C ne dépend que des donnés.

Montrons & présent la continuité de Fj :

Soit la suite (B"),, de L2(0,T; HY(Q)) et (k) de L2(0,T; H') telle que
B~ oo b dans L2(0,T; HY).

On pose h,, = Fi (k") et h = Fi(h), montrons que h,, —> h dans W (0,T).
Pour tout n € N, si on pose w = h,, — hp dans (2.17), on obtient:
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T
Ji <Ot = h). (e =) Svey de+ [ [ (4 TR Vo Thodade
0 Q

= / / (er. + Ts(h))Vhp - Vhydadt
N / / Rt ([|V fullL2)V fn - Vhadadt

+ / / hM vanHL2)vfn Vhpdxdt

- / /QS n — hp)dzdt

— / < 8thD, (hn — hD) >y v dt (219)
0

et
fo fQ thh -Vw — hoT. (fn)Vh Vw —(Qs + Qf) w|dydt =0

En utilisant le résultat F.Mignot, on a:

T
1 1
| < 0 = 1), (b = 1) vy dt = 1 = Iy = 10 hpieolFy
0
(2.20)
Par ailleurs

//ek+T Dha - Vhodadt > exllhal ooy (221)

On écrit aussi que:

T
| fo fQ(Gk + Té(ﬁn))th . thdxdﬂ S (ek + h‘2)|‘h’n||L2(O,T;H1)||hD||L2(0,T;H1)7
et on applique I’égalité de Young : pour tout € > 0,

(Gk + h2)2
———Ihpl|L20,7;11)-

(2.22)

Pour le terme:

fo Jo Ts(W)har (|IV ful |2)V "V by ddt] < MboVT]|hn|2(0.7:00)

nous avons , en apphquant I'inégalité de Young;:

M?T €
|—/ / W ([IV full L2 0))V f - Vhgdadt| < h2+1||hn||i2(0,T;H1)'

(2.23)
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De plus

| — foT Jo Ts(Mhar ([IV fallp2(@p))V fu - Vhpdadt| < MhoV/T||hpl| 20,758 ()

et enfin :

T
| — fo fQ Qs(hn — hp)dzdt| < HQSHLz(O,T,H)th - hD||L2(O,T;H);

en appliquant I’inégalité de Young, on obtient :

T ||QSH%2(0,T7H) 1 9
| - 0 o Qs(hn - hD)dmdt‘ < f + §||hn — hD||L2(O’T;H)7 (2.24)

et
T
| —/ < Othp, (hn — hp) Sy di <
0
1 9 1 9 € 9
EHathDHLQ(O,T,Hl(Q)/) + §HhD||L2(O,T,H) + Zth”L?(O,T,Hl).

En faisant le somme des précédentes estimations, on obtient :

e

1
glhn = holli + (ek = ) hnllZ2 0,5y <

1 HQS”%Z 0,7,H M2T (Gk +h2)2 1
1o — hpp=oll3 + ( RN + )1l 2eg
2 2 € € 2
1 ) 1 [T )
ool an@n + 5 | \lhn = hp|[3dt + MNVT||hpl| 20,701 ha-
(2.25)

3
Ainsi si € est choisi tel que : (e — f) > 0, la relation (2.25) et le lemme de Gron-
wall, nous permettent de conclure qu’il existe deux réels Ay = Aps(ho, hp, ho, Qs, M, T)
et By = Bas(ho, hp, he, Qs, M, T) dépendant seulement des données du prob-
léme telles que :

[hnllLoe0,7,m) < Anry [|Pnllz2 01,51 (@) < By

Donc la suite (hy, ), est uniformément bornée dans L?(0,T; H'(2))NL*°(0, T, H).
On pose Cpr = Max(Apnr, Bar).

Nous allons maintenant montrer que (a—t")n est bornée dans L2(0,T;V").

La norme dans cet espace est definie comme suit:
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Oh, T oh,
1= Iz = sup | < W >y df

/ /ek+T ))Vhy, - Vwdzdt
|WHL2(0TV)<1

+ / / hM (I fallz2 @)V fr - Vwdzdt

- /0 /Qst dzdt|.

Nous allons estimer séparément les trois termes de cette expression:

||wHL2(0TV)

fo Joler + To(R")Vhy, - Vwdzdt| < (e + ho)l|hnl| L2000 1@l L200,7,v)
comme la suite (h,,), est bornée dans L?(0,T; H'(Q)), alors

| =y Joler + To(B"))VhnVedwdt] < (e + ha)Cul|wll 12(0.7,v)

De plus,

\fo Jo Ts “)ha (1 fallz2(e))V fr - Vwdadt] < MhoVT||w||r2(0,7,v)

et enfin en utilisant I'inégalité de Poincaré ||wl||z20,7;m) < Cpllwl|r2(0,13v):

T fo Quwdadt| < ||Qs|lhallw] 220,11

En faisant la somme de ces trois équations, on obtient une borne de la norme
oh
dans L?(0,T;V’) de a—t”:

Oh,,
”WHLQ(QT"/') < ((ex + h2)Crs + MhoV'T +1|Qs))wll 20,7,

avec ||w||z2(0,7,v) < 1, donc

Oh,,
||ﬁ||L2(O,T,H1) < ((€x + h2)Cn + MhoV'T + Cp|Qs|)) == Ds-

Donc (aaitn)n

Nous venons de prouver que (hy,)near est uniformément bornée dans
L2(0,T,H (2))NH(0,T,(H"')"). En utilisant le lemme d’Aubin, on extrait une
sous-suite, toujours notée (h,),enr convergent fortement dans L2(0,7T, L2(Q2))

est bornée dans L2(0,T;V").
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et faiblement dans l'espace L2(0,7, H'(Q)) N H'(0,T,(H")’) vers une limite
notée [. En utilisant en particulier la convergence forte dans L?(Q7) et donc la
convergence presque partout dans Q, on vérifie que [ est une solution de (2.17).
La solution de (2.17) étant unique, nous obtenons que [ = h. Il reste & prouver
que (hy)nen converge fortement vers h dans L2(0, T, H*(Q)).

En soustrayant la formulation faible (2.17) & son homologue dépendant de n et
en prenant pour fonction test w = h,, — h, on obtient :

< at(h,g W) = b >viys + fo, (e + TS(En)zn (hn —h) - V(hy — h)—
Jo, (Ts(h") = To(h))V (hy = h) - Vh+ [, (Ts(h ) har([IV f?]|2)V "

~T(Mhat(|IV1|22)V ) - V(b = h) + | Qs(hn = h) =0 (2.26)

Qr

En utilisant que A" — h dans L2(0,T, H') et les résultats de convergence
précédents pour h,, la limite lorsque n — oo dans (2.26) se réduit a :
limy, o0 (o, (€r + To(B"))V (b = h) - V(hyy — h)dadt) = 0

Et nous déduisons que :

imy, o0 (fo 5[tV (i — B)[Pdadt + [o, To(B")|tV (hy, — h)[2dadt) < 0.

D’ott Vh,, — Vh fortement dans L%(0,T, H).
Donc la continuité de F; pour la topologie forte de L2(0, T, H') est bien prouvée.

Conclusion :
F est continue de L(0,T; H'(2)) dans L?(0,T; H'(2))?, soit A € R% le nombre

réel défini par
A =maz(Cy, Dyr)

et

Wi ={9 € W(0,T);9(0) = h(0),gl- = hp;llgllL20,7, 151 () (0,7,v) < A}

Nous avons montré que F(Wj) C Wy. Il résulte du théoréme de Schauder qu’il
existe h € Wy, telle que F(h) = h. Ce point fixe de F est une solution faible du
probléme (2.17)-(2.18).
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Etape 2. Principe du maximum

Nous prétendons que pour chaque k£ > 0,

pourp.p. (t,y) € (0,T)xQ, < (ux~+hp)(t,y) < hs. (2.27)

nn U n

Fixons k > 0, et écrivons "u" pour uy, pour A~1(H (uy)), etc.

Soit n > 0, posons uy,(t,y) :== ((u+ hp)(t,y) —n— he)*
Clairement u,, € L2(0,T,V) et Vu, = V(u + hp)Xuthp>n+hs-

Soit 7 € (0, T et posons w(t,y) = uy,(t,y)x (0, (t) dans (2.10), alors

dh r
Jo (5 ,7>V dt + [ Jo(ex + Ts(R))|Vh|*dydt

= —fo Jo Ts hM |Vflaxa)V - Vu,dydt — fOT Jo Qsundydt = 1I,.

Il résulte du lemme de Mignot appliqué a f()\) := (A—n—h?)* que, pour chaque
€ (0,7]

- dh
Jo <dt’ n)

Puisque Ts(h) =0 pour h > hy et Qs =0si h > hy,on a I; =0.

vy fo 2 (T)dy — 0. car ho(t,y) < ha.
Donc pour tout 7 € [0, 7 fQ 2 (7)dy < 0, ainsi on a h(1,y) < n+ha, p.p. y € Q.
Faisons tendre 7 — 0T, on obtient V7 € [0, T, (v + hp)(7,y) < hs.

Prouvons que h(7,y) > § p.p. y € Q, V7 € [0,T].

Soit u,(t,y) = (h — )~ alors u, € L*(0,T,V) et Vu, = VA Xn<s.

Posons w = u,, dans (2.10), on obtient :

foT <%5 un>VI th + fOT fQ Eth<5Vh . VUW + Ts(h)Xh<5{Vh
T
—ha(|IVfll2)Vf}- Vuydydt +/O /Qqundydt =0. (2.28)
Posons w = ———u,, dans (2.11), alors
2
T -0 —
/O {/Q{hZVf_Ts( )V (h) IV F1Duy—=(Qs +Qf) har (IIV £ un } dydt = 0.

(2.29)
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Additionnons les deux équations (2.28) et (2.29), on a

Td T
| vt s [ [ st + T0)ITHE = TWbar(I9 DTS -V
0 0o Ja

(ke = )t (IVF1)F - Tty = To (W) 2= s (19 1 cn<s | VP
Q= 2= h (19 11D) - Q2 %M(Hwn)]undwdt—o

g

T du, hy — & )
<dt >vwdt+ | Xn<s (ex 4 (hs —6)(1 - I har([IVFID)IVR]® dedi
0

//Qs

Puisque Qs = 0 et Q@ = 0 pour h < § on obtient :

(I7110) = Q2= k(1% 1ty dade = 0.

Tdu77
0>
- 0<dt

(on a utilisé que Ts(h) =he —0sih <6 ),

>VV/dt+f0 fQ Xh<s €k + )|Vh|2d$dt

dh

or fOT<E’ - fQ +(7)dy — 0, puisque ho(z) > 4.

V/
Donc [, uy(7,y)dy <0, c’est-a -dire, ¥(t,y) € (0,T] x Q, § < h(t,y).

Conclusion :

V(t,z) € (0,T] x Q, & < h(t,x) < hs.

Etape 3. Elimination du terme de troncature
Nous prétendons maintenant qu’il existe une constante M > 0 telle que
Vk >0, ||fllz20,1,m1) < M, ce qui revient & dire que Yk > 0,

vkl L2 (0,7,v) < M.

On fixe k > 0, ¢t € (0,7 et on écrit u (resp. v) au lieu de uy (resp. vg).

En posant u (resp. v) dans (2.10)-(2.13), on a :
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t,dh

o ()t + g ol (e + (W) [Vl =l (V]| ) T () VoV ubdydt

t
= / /Q{—ethD -Vu+Ts(h)ha(|IVFIDV fp - Vu} — Qsudydt. (2.30)
0

/t/{h2|Vf|2 Ts(h)Vh}~Vvdydt/t/(QerQf)vdydt. (2.31)
0 JQ 0 JQ

Puis en additionnant (2.30) et (2.31), nous déduisons du lemme de Mignot que

1 2 2 K 2 2
3 |2 —udwnin+ [ [ (evul + T v o)
+h\Vv|2—|—Ts(h)(1—hM(|\Vf||HxH))\Vv|2}dydt.
- / / () (1 — har (Y L)) ¥ (1~ 0) - Vo
0 Q

+exVhp - Vu—hVfp - Vv —Ts(WV(fp — hp) - V(u —v)
=Ts(h) (1 = ha(IVANIVD - (Vu—v) + Vfp - Vo

* dh
+Quu = (Qu+ Q) )yt — [ (L2 wi
0
2211+IQ+13+I4+I5—|—I6+I7—|—18. (232)

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient

t
B g [ =m0 TPy

+ // W)V (u — v)[dydt

€
Bl = & [ [ vuaga s R
0 JQ

nl < 3 [ [ Pt S8 Sl
nl < 8h2<||VhDu%2(OTH+||VfD||%20TH [ [ e - opa
o< [ B o [ R0 mesp 2o

" 1/0 /th)(l—hM<||Vf\|>>|w|2+/0 | 7m0 =19 AV 1o

46



| 6]

IN

1/t 1
5/0 /Sluzdydt+§‘|QsH2L2(0,T,H)

5 [ 8C(0)?
< [ oo+ S QU o + 195 B0 m)
1/t 9 1 th
5/0 /QU dydt‘*‘*” ar ||L (0,T,V")

En rassemblant toutes les précédentes estimations dans (2.32), nous pouvons
conclure

15|

IN

vt € (0,17,

f (t y dy < fo fQ uis,y dde+C(hD,fD,ho,hg,athD,Qs,Qf, ) . 02 -

En appliquant l'inégalité de Gronwall, nous obtenons :

Jou(t,y)?dy < Ca(1+tet) < Co(1+Teh),

en particulier, nous avons:

fo Jou?(t,y)dydt < Cs := CoT (1 + Te™),

2
Z(Cy+ Cs).

et alors :fOT Jo IV|2dydt < M := 6(

En outre, nous avons également prouvé que :

fO fQ 'Ll,k + hD)|V(’U,k — ’Uk)|2dydt <4 x (CQ + Cd)
donc
T
/ / T + ho) Vg 2dydt < C(Ca, Cs, M) (2.33)
o Ja
et
T
ek/ / |Vug|?dydt < 2 x (Coy 4 C3) (2.34)
o Ja

Etape 4. Passage a la limite

Nous allons maintenant passer & la limite lorsque € — 0 Nous introduisons
2
la fonction ¢(z) = [ (he — s)'/2ds(= 3(h2 —x)3/2 4 3h3/2)

pour absorber la dégénérescence de ’équations parabolique (2.4). Donc l'inégalité
(2.33) signifie que V¢ (hy) est bornée dans L2(0,T, H).
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Par ailleurs, ¢ est une fonction de classe C' et strictement décroissante sur
[0, ko], donc ¢~ existe et est lipschitzienne et de classe C! sur ]0,hy[. Ne
pouvant pas directement appliquer le lemme d’Aubin, nous allons utiliser la
technique introduite par Alt et Lukhaus dans [6] pour obtenir une estimation
des translatés en temps de (hg)g-

Rappelons le lemme :
Lemme 3 : Soitent X un espace de Hillbert muni de la norme || - ||x et f un
élément de L2(0,T, X) tel que d;f € L?(0,T, X’). Nous avons I'inégalité :

Sy N+ €) = FOI% <€ [ 110uf]|xdt, V€ € [0, TT.

Lemme 4 : La suite (hy, ¢(hg))gen vérifie I'inégalité :

ng(hk('vt) - hk('at - 5), ¢(hk(7t>) - (b(hk('at - f)))dt <C- 57 V£ € [OaT[

De plus, nous pouvons extraire, une sous-suite encore notée (&, ¢(&k))ren qui
converge fortement vers (h, ¢(h)) dans L?(Qr).

Preuve : Soient £ € [0,7] et v € L2(0,7,V), on a

JE (1) = bt =€), 0)dt < [ 7w (o) = Bt = )|l vl vt
oh
(donc grace au lemme 3) < £HU||L2(O,T,V)||87:||L2(0,T,V’)-

Par conséquent, en prenant v = @(hg(-,t)) — @(hr(,t — £)) et en utlisant la

majoration uniforme sur HWHLQ(O,T,V,), nous obtenons alors l'inégalité du

lemme 4.

Puisque ¢ est strictement décroissante sur [0, k] et de classe C* sur [0, hs], on
déduit que ¢! est lipschitzienne sur ]0, h2[. Ainsi puisque 0 = hy +3 < h < ho,
nous avons :

(grace au lemme 4 :)

ng(czfl o p(hi(-,t)) — ¢~ o p(hi (-t =€), @(hi (1) — (R (-t = §)))dt < C-¢€
alors

ng(¢(hk(~,t)) = ¢(hi(t = &), (i (-, 1) — d(hi(t = §)))dt < C - ¢

Puisque [[Vé(hy)| |72, < C,

on déduit que ¢(hy) converge fortement vers ¢(h) dans L?(Qr).

En extrayant si nécessaire une sous-suite de (e), toujours notée (ex), nous

pouvons dire que:
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Ju,v e W(0,T), tels que

ug — U, dans L?(Qr), (2.35)

up — u, p.p. Qr, (2.36)
Owup, — O, dans L*(0,T,V"), (2.37)
®(up) — ®(u), dans L2(0,T,V), (2.38)
vy — v,  dans L*(0,T,V). (2.39)

En faisant tendre k¥ — 400 dans (2.10)-(2.13) et en utlisant le Théoréme de
Lesbesgue, nous obtenons (2.4)-(2.5). (2.6) résulte du fait que u € W(0,T')
u(0) € H est continue.

La démonstration du théoréme est terminée.
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2.4 Existence globale dans le cas de I’approche
'Interface diffuse’

On considére a présent le modéle correspondant au cas confiné avec ’approche
interface diffuse.
Comme précédemment, nous introduisons les fonctions T et T’y définies par :

Ts(u) = he —u et Ty(u) = u, Yu € (6, ha)

ces fonctions sont étendues continument et par des constantes eu dehors (9, ho)
ou 0 < § < ho. Le systéme s’écrit alors dans Q.

Oth —V - (Ty(R)Vh) =V - (6,VR) + V - (Ts(R)Vf) = —Q.Ts(h),  (2.40)
—V - (V) + V- (Ts(h)V f) = QTs(h) + Qs Ty (h). (2.41)

Le systéme (2.40)-(2.41) est complété par les conditions initiales et aux fron-
tiéres :

h=hp, f=fpdans (0,T) x Q, (2.42)
h(0,z) = h(z) dans

avec les conditions de compatibilité ho(z) = hp(0,z), Ve € T.

Les termes sources Q, et Q 7 sont des fonctions données de L?(0,T; H) telles
que Qs < 0.

Les fonctions hp et fp appartiennent a 'espace L2(0, T; H(Q))NH(0,T; (HY(Q))")
tandis que les fonction hg est une fonction de H!'(Q). Finalement nous sup-
posons qui les données initiales et aux frontiéres satisfont les conditions physique-
ment réalistes de hiérarchie :

0 <hp < hg, pp.dans(0,T) x Q, 0 < hg < hg,p.p.dans

Nous établissons alors le résultat suivant d’existence :

Théoréme 4 : VT > 0, le probléme (2.40)-(2.41) admet une solution faible
(h,f) satisfaisant (h — hp, f — fp) € W(0,T) x L?(0,T; Hj(2)). De plus, le
principe suivant de maximum est valide :

0 < h(t,z) < he pour presque tout z € 2 et pour tout t € (0,7")

Nous allons présenter la stratégie de la preuve. La premiére étape consiste en
Iutilisation du théoréme de point fixe de Schauder qui établiera un résultat pour
un probléme tronqué auxiliaire. Nous montrons que ’application impliquée dans
le théoréme du point fixe est continue dans L*(0,T; H!(2)), puis nous mon-
trons que la solution tronquée satisfait le principe du maximum annoncé dans
le théoréme et finalement nous établissons des estimations uniformes suffisantes

a0



pour lever la troncature.

Preuve : Soit une constante M>0, qu’on précisera plus tard. Pour tout z € R?,
M

on pose Lys(x) = min(1,—). Pour tout (g,g1) € [L°(0,T; H'(Q2))]?, on pose
T

d(g,91) = _TS(Q)LM(l|v91”L2(QT)><L2(QT))Vgla on a Hd(gagl)”LOO(O,T;H) =
supse o, |1 Ts(9) L (I[Varll L2y x 2 (@) Varllm < Mhs.
Pour la stratégie du point fixe, nous définissons ’application F par

F i L2(0,T; HY(Q)) x L2(0, T; HY(Q)) — L*(0,T; H(Q)) x L*(0, T; H'(Q))

(h, f) — F(h, [) = (Fa(h, f) = h, Fa(h, [) = f),

ot le couple (h,f) est solution du probléme variationnel suivant :

T
/ < 8th, w >y v dt +/ 0nVh-Vw + QS ( )w dxdt
0 Qr Qr

4 /Q T,(R)(Vh - Vw = Lag([V || r2(00))VF - Veo)dadt =0 (2.43)

hoV f-Vw dmdt—/

Tu(B)-Vh-Vwdadi— / (0T, (R)+0 T4 (7))w daedt = 0
Qr

QT QT
(2.44)

pour tout w € V.

Nous savons grace & la théorie classique pour les équations paraboliques que
le systéme variationnel linéaire (2.43)-(2.44) admet une unique solution. Nous
allons a present démontrer les différentes étapes de la stratégie du point fixe
pour l'application F.

Continuité de F; :

Soit (h™, f) une suite de fonctions de L?(0,T; H'(Q)) x L?(0,T; H'(Q)) et
(h, f) un couple de fonctions de L2(0,T; H*(Q)) x L?(0,T; H*()) tel que

(h™, f7) — (h, f) dans L?(0,T; H'(Q)) x L2(0,T; H*(Q)).

On pose h, = Fi(h", f*) et h = Fy(h, f), montrons qu’alors h, — h dans
L2(0,T; HY(Q)).
Vn € N, h,, satisfait (2.43). Prenons w = h,, — hp dans (2.43), nous obtenons

Jo < 0u(hn —hp).ho — hp >vev dt+ [ (0 + Tu(A™))Vhy, - Vhy, dudt
= Jo,IT. h" VL (IVF i)V ™ -V (= hp) = QTs(B7) (hy, — hp)]dadt
— fO < 6thD7 n — hp >yrv dt + fQT(éh + Té(hn))vh -Vhp dxdt
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Puisque (h,—hp) appartient & L2(0, 7, V)NH'(0,T, V') donc aussi a C(0, T, L?(12)),
on peut écrire grace au lemme de Mignot

1 1
Iy < 9hha = hp) ko= hp >vey dt = 3|, T) = holy = 5llko — holiol i}

Par ailleurs

Joun On + To(B™))V by, - Vhy, dadt > 6]V 320 o

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient Ve > 0

| [ On+T(h)VhaVhp| < (On + ho)|[VhnllL20,7.m) A0 20,7,
Qr

€ (5h +h2)
< §\|th||%2(o,T;H) + 27||VhDHL2(OT H)
| Jo, Ts(W) Lar([IV F\ | ) V7N b | < VTR F7)]| oo 0,1, | VRl 22 0,1,10)

on a posé d(h, f) = =T(h™) Ly (IIV f™|| g )V ™.
Nous avons

[|d(h™, )| o 0,1, 1) = S(UPT) | Ts () Lar ([|V f || s x12) V7 | < Mha,
te(o,

(2.45)
donc

IN

[ T BT i) V77Vl < VTMBl 12025

M?T €
S 5 5+ §||th||2L2(O,T,H)'

De plus

| Jow Ts(R) Las (V2 | x ) V™ - Vhp| < VT Mha|[Vhp|| 207,51

Finalement nous avons

T
on
|/ < Othp,hn —hp >vr v dt| < ||3th|\L2(0 T, (HY(Q)) T & Hh ||L2(o T,H)
0

+ §||hD||2L2(O,T,H)
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et

T 1Qs! 13 1
| = Jo, QsTs(h")(hn — hp)dwdt| < THh% + §\|hn = hollZ207,m)-

Nous obtenons aprés simplification

1 )
3 1n(T) = holli + (5 = IV hallL2 0,15 <

2
1 5 1Qsll7 | MPT .5 (6n + ho)?
2||ho hple=ol |7 + ( 5 T o )h + ¢

[[hpllL20,7;m1)

1 9 1" )
+EHathDHL?(O,T;(Hl(Q))’) + 5/0 ||hn — hp|[Fdt

5 (T 1
+§/ ||| dt + MhQ\/THhD”L?(O,T;Hl) + §||VhD||2L2(o,T;H)-
0

)
On choisit € tel que h_ e > ¢y > 0.
Le précédente relation nous permet de conclure grace au lemme de Gronwall,
qu’il existe 2 réels AM(éh, h(), hD, hQ, QS, M, t) et BM(éh, h(), hD, h2, QS, M, t)
dépendant seulement des données du probléme tels que
[[hnllpe o,y < Anr et ||hnllz20,0,51) < By (2.46)

Donc la suite (hy, )nen est uniformément bornée dans L2 (0,7, H'(Q))NL*>(0, T, H).
L’estimation dans L*°(0,T, H) est justifiée par le fait que nous pouvons faire le
méme calcul en remplacant T par tout ¢ < T dans 'intégrale par rapport au
temps. On pose alors Cyy = max(Ap, Bar).

Maintenant, nous allons établir que (9;(h,, —hp)), est bornée dans L2(0, T, V").

|0¢(hn — D)l L2(0,7,v7)

T
= sup |/ < O¢(hp —hp),w >y v |
<1 Jo

||wHL2(o,T;V)_

T
= sup |/ — < Othp,w >viv dt
<1 Jo

||wHL2(o,T;v)—
—/ (O + T (A7) Vo - Vi — To(A) Lt (| VT 1120 )V T - Vi
Qp
—QSTS(W)w]dxdﬂ

Puisque

| Jor On + To(h™)Vhy - V| < (0 + ho)llhn| L2 0,70 ) 1wl 220730
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et puisque h,, est uniformément bornée dans L?(0,T; H'(£2)), on écrit

| fQT (5h + Ts(ﬁ))th ’ Vw| < (5h + h2)CM||w||L2(0,T;V) )

de plus

| o, Ts(W) Las (V7| 207y x 22 () ) VI - Vwdzdt] < Mhol|wl| 20,7,

et

\ fQT Qs Ts(h™)wdxzdt| < ||Qs”Hh2\/THwHL2(O,T,V)

En rassemblant les précédentes estimations, nous concluons que

[0¢(hn — D) 220, 7,v) < D,

ot D = [|0shp|| 20751 ())) + OnCri + ha(Car + MVT + [|Qs|| 1)

Nous venons de prouver que (h,), est uniformément bornée dans ’espace
L2(0,T; HY(Q)) N HY(0, T; V).

En utilisant le lemme d’Aubin, nous extrayons une suite, non renommeée pour
simplifier, (hy,)nen, convergeant fortement dans L?(Qr) et faiblement dans
L2(0,T; HY(Q)) N HY(0,T; V') vers une limite notée [.

En utilisant en particulier la convergence forte dans L?(Qr) et donc la con-
vergence p.p. dans ), nous vérifions que [ est une solution de ’équation de
(2.43). La solution de (2.43) étant unique, donc [ = h.

Il reste & prouver que (h,)y tend vers h fortement dans L?(0,T; HY(Q)).

En soustrayant la formulation faible (2.44) a sa version avec h,, et en prenant
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w = h,, — h, nous obtenons :

T
/ <at(hn—h),hn—h>\//7v dt
0
+/ (S + To (A7) V (i — h) - ¥ (hy — h)dadt
Qr

L o VAV [ P i
Qr
—Ts(R)Lar(|IV fll 2@y x 22(90) )V FIV (A — h)dadt
- / (T, () = To(R))V (h — h) - Vhdadt
Qr

+ [ Qu(Ts(h") —Ts(h))(hy — h)dxdt =0
Qr

(2.47)

or (h™, fr) — (h, f)(n — 4+o0) dans L2(0,T; H'(Q)) x L2(0,T; H*(Q)).

En utilisant les précédents résultats de convergence pour h,, la limite de (2.47)
lorsque n — 400, donne :

hm7a—)+oo(fQT (5h + Té(ﬁ))v(hn - h) . v(hn - h)d.%‘dt) = 0,

donc Vh,, — Vh fortement L%(0,T; H).

Ce qui achéve la preuve de la continuité de F; pour la topologie forte de
L2(0,T; HY(Q)).

Continuité de 7 :

Nous établissons la continuité de F, en posant f, = Fo(h™, f*) et f = Fao(h, f)
et en montrant que f, — f dans L2(0,7; H'(2)). Les estimations "clefs" sont
obtenues en utilisant le méme type d’argument que dans la preuve de la conti-
nuité de F;. Nous soulignons que nous allons utiliser les estimations uniformes
obtenues pour (h,,), (2.46), pour établir que

||fn||L2(O,T;H1) S FM = FM(éhva7h27QS7Qf7Ma CMaT)

Nous extrayons une suite non renommée pour simplifier, (f,,)nen, convergeant
faiblement dans L2(0,T; H*(2)) vers une limite f; € L?(0,T; H'(Q)).

En utilisant les précédentes convergences établies pour la suite (h,,) et la con-
vergence faible de (f,,), on peut passer a la limite, et donc vérifier que f; est
une solution de ’équation (2.44).
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La solution de (2.44) étant unique, nous avons donc établi que f; = f.
Il nous reste & prouver que f, tend vers f fortement dans L2(0,T; H*(f2)).

En soustrayant la formulation faible de (2.44) a sa version avec f,, et en prenant
w = f, — f, nous obtenons :

ha(V(f — £))Pdadt — / (To(87) — Tu(B)Vh - V(fy — f)ddt

Qr Qr

_.L L) (b= ) 9 = ot = [ QuI) =T (@)1, — fdoi

- | Q(Ty(h™) = Ty(h))(fn — f)dzdt =0 (2.48)

Donc

/Q IV (fo — f) P / (Tu () — Tu(R))Vh - V(fo — f)dudt

Qr

- /Q Qs(Ts(h™) = To(h)) (fn — f)ddt — /Q Qs (Ty(h™) = Ty (h))(fn — f)dxdt

< / %|V(hnfh)|2dxdt+/ %W(fn—f)ﬁdxdt,
Qr

Qr

c’est-a -dire :

| 290 = pdsde— [ (0.0 - TE)Th- V(G fdade
Qr

Qr

- /(@+anmﬂ—nmmn_ﬁMﬁg/ %memew
Qr

Qr

En passant a la limite quand n — 400 dans l'inégalité précédente, on conclut
que f, tend fortement vers f dans L?(0,7T; H'(Q)).

Conclusion : F est continue dans L?(0,T; H'(Q)) x L?(0,T; H'())
car ses 2 composantes le sont.

De plus posons A € Ry un réel tel que A = max(Cyr,Dps), et W un en-
semble convexe borné¢ fermé non vide de (L?(0,T; H*(£2)))? défini par :

W= { (9791) S Wl(OaT) = [Lz(ovTv HI(Q)) mHl(OvTa V,)] X LZ(OvTaHl(Q))v
9(0) = ho, 91lr = [, glr = hp, (g, 90)l|lw, (0,17) < A}

On vient de montrer que F(W) C W. Il suit du théoréme de Schauder qu’il
existe (h, f) € W tel que F(h, f) = (h, f). Ce point fixe de F est une solution
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faible du probléme (2.40)-(2.41).
Etape 2. Principe du maximum
Nous allons montrer que pour presque tout = € € et pour tout t € (0,7,

§ < h(t,z) < he. (2.49)

Montrons dans un premier temps que h(t,x) < hy pour presque tout z € Q et
vt € (0,7).
On introduit w,, = |h — ha|t = sup(0,h — hy) € L*(0,T;V) car hp < hs.

11 satisfait Vi, = Xnpsh, VR et up (t, ) # 0 ssi h(t, ) > ha,
ou x dénote la fonction caractéristique.

Soit 7 € (0,T).
On prend w(t,x) = un(t, 2)Xx (0, (t) dans (2.43), ce qui donne :

T
/ < O¢h, UmX(0,r) >V, V dt + 6nVh - Vu,,dxdt
0 Q

+ / (Tu(R)(Vh - Vit + Lt (1Y fl 511V f - Vi) + OuTo (Bt dlt = 0
Qy
donc

1

3 Jolum(r @) = uf (0,2)]de + Jo {IVREX(hsn,) (9n + Ts(h)) }ddt

+ /{ (T (B Lt (19 i1 1)V - Vit (b, )+ QuTa(B)ttg (1, 2))dzdt = 0 (2.50)

Par aillieurs u,,(0,-) = (ho(-) — ha2(-))" = 0 et puisque Ts(h)x{r>n,} = 0 par
definition de T, (2.50) se réduit a :

1
2 Jouz, (7, x)dx + fQT X{h>hs}On|Vh[*dzdt = 0,
ainsi,

1
3 Jo i (T,x)de < — [ X{n>h,}0n|VA[*dzdt <0,
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et donc,
um = 0 presque pourtout dans Qr et donc A(t,x) < hy p.p. dans Qr.

Nous allons & présent prouver que § < h(t,z) pour presque tout x € Q et
vt € (0,7).

Nous posons maintenant w,, = (h—48)~ € L*(0,T;V), alors Vu,, = Vhx{h<s}-

Prenons w = wu,, dans (2.40) et w = th_ 6LM(||Vf||HxH)um dans (2.41)
2

et ajoutons les 2 équations, on obtient :

T
/ < O, Um, >y v dt + / (0p, + Ts(h))Vh - Vu,dadt
0 Qr

- / To(h) Lt (19 Fl s 0) V £ - Vit

Qr

+ /(hz—5)LM(HVfHHxH)Vf~Vumdxdt

Qr

hy —§6
= [ L ) T Vi,
Qr

2
| @m0 =22 L9 )
Qp 2

~ hy — 6

- QTy(h) T

+

La(||V fll i )t pddt = 0

Compte tenu du fait que Ts(h)x(n<sy = h2 — d et un(0,-) = [ho(-) — 0]~ =0,
la précédente équation se simplifie en :

1
! / W2, (rx)da + / NinesySn| VAP dedt
Q Qr

2
hy — 0 ,
) (ha = 0)(1 = I Lu(IVfllaxm)))X (h<sy VR ddt

0= DGt = 8)(1 = S Las 19 ) xins

2
ho — 6
ha

+ QsTy(h) Lad([V £llisem) X gnesy ) dadt = 0.

Par définition de Tt (h), Ty (h)x{n<sy = 0, donc en supposant que Q. <0,

il résulte de la précédent équation que 3 Jo u2,(1,7)dr < 0 et donc u, =0,
presque partout dans Q7.

Ainsi 6 < h(t,z) p.p. dans Q.
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Etape 3 : Elimation de la fonction auxiliaire L),

Nous allons & present démontrer qu’il existe un réel M’ > 0 ne dépandent ni de
€, ni de M, tel que , toute solution (h, f) du probléme (2.40)-(2.41) satisfait

VAl 20,70y < M et [V fllL2 0,75y < M

Prenons w = h — hp(resp. w = f — fp) dans (2.40) (resp. (2.41)) donne :

T
/ < O¢h,h — hp >Syryodt + / (0 + Ts(h))Vh-V(h — hp)dzdt
0 Qr

- /ﬂ LW Lar9 L))V ¥k = hp)dodt — [ QUT(0)(h ~ ho)dodt,

et

ha(Vf - V(f — fo))dt — / To(h)Vh - V(f — fp)dudt

Qr Qr

- / (QTu()(f — f0) + QfT(W)(f — fo))dadr.

En sommant les 2 équations, nous obtenons :

1

= /Q[(h —hp)2(1,x) — (h — hp)?(0, x)]dz +

5 §|Vh|2dxdt+/ Ts(h)|V(h — f)|*dzdt

Qr Qr

b [ = T Pasde+ [T 00— LV VA

QT QT

T
= — i%f < Othp,h —hp >y v dt + / T5<h)(1 — L]\/[(HVfHHxH))Vh . V(h — f)dzdt
Qr

+ 6Vh - Vhpdzdt + / Ts(h) - V(h— f) - Vhpdzdt

Qr Qr

+ / Ts(h)(l—LM(||Vf||HxH))Vf~VhDdxdtJr/ (To(h) = ho)V f - ¥ fdedt
Qr Qr

+ / Ts(h)V(h — f) - Vfpdaxdt — / Ts(h)Vh -V fpdxdt
Qr Qr

v [ QW —h) + (hp — fp))dudt + /Q Qh(f — fo)dadt

Qr
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=h+DLb+L+L+L+1g+17+1Is+ 1o+ o

|11]

| 12|

73]

| 14]

| 5|

| 6|

|17

15|

INIA

IN

IN

IN IA IA

IN IN

IA IA IN IN IA

IN

[0kl L2 0,7,v1)|I[h = hDlL20,7,v)
10chpllL20.1,v) (V|| L2 0,7 22(0) + [IVRD||L2(0,7:22(2)))5

( / To(h) (L — Lo (||V L) [Vh dadt) 2 x ( / Tu(h)|V(h — f)[2dadt)"/?
Qr Qr

> T = L9 ) V) + 5[ TV~ )

) 3 1 1
6||Vh||%2(O,T;L2(Q)) + %”aﬁhDH%Q(O,T,V’) + §HathD||2L2(o,T,v')§HVhDHQL?(o,T,VI)»

5( [ |Vh|?dedt)?( | |Vhp|*dzdt)/? < 0 |Vh|2dzdt 43 |Vhp|*dzdt,
6 2
Qr Qr Qr Qr

5(/ To(R)|V(h — f)|?dzdt)'/? x \/hg(/ |Vhp|?dadt)'/?
Qr Qr

1 3

6(/QT To(h)|V (h — f)|*dzdt) + 3 /QT |Vhp|*dadt,

N / To(h)|V(h — f)[2dadt)"/?

Qr

( / Tu(h) (L — Lar(IV | ern)[Vh[dide) /2)( / (Vi [2dd) V2
Qr

Qr
! / To(h)[V (h — f)[*dudt)

6 T
1
6/Q Ts(h)(l—LM(||Vf||HxH))\Vh\2dzdt+3h2/Q Vhp|2dadt),
\/hg(/ (h2—Ts(h))|Vf|2dxdt)1/2x(/ IV fp [2dadt) /2
QT SZT

1(/ (hg—TS(h))|Vf|2dxdt)+%/ |V fp|*dxdt,
6 Qr 2 Qr

Via( [ LWV~ f)Pdadt)? x ([ 19 folded)!?

QT QT

1 3ha
(/QT Ts(R)|V(h — f)*dxdt) + 2/QT IV fo|2dudt,

6
hg(/ |Vh|2dxdt)1/2><(/ IV fo Pdadt) !/
QT QT

5 h3
7/ |Vh|2dxdt+3—2/ \V fp|*dzdt,
6 Jo, 2 Ja,
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L] < hol|Qsllr20.7.m) (|h = hpll20:m) + || f = FollL20.7:80))
< hallQsllzzomm Ik = hollzazim + CollV(f = fo)lle20,:m)
h f2116
< 2 [ (h=ho)dadt+ 21QslB 0
Qp
5 2 ) 212110
+ 5 [ VAPt bl Qs ColIV ol + SHE1QLoian.
T
Tl < hallQ@ullzzormlf = folluzorm
<

1) ~ 3 -
+g [ 191wt + hall Gl CollV oll + 511G 1 0m
T

En rassemblant ces inéqualités et puisque h > ¢ p.p. dans Qr, on obtient :

1

1)
- _ 2 h
2/QT(h hp)*(r,x)dx + 5

h 1 3 1
72 (h - hD)QdLL'dt + 5 / (h — hD)2(0,(E)d.’I] + (% + §)||8thDHL2(O,T,;V’)
Qr Qrp

)
|Vh|2dxdt+f/ |V f|2dadt
QT 2 QT

IN

9 ha
(2 + §h2)\|VhD||2L2(O7T;H) + 3ha(1 + E)IIVfDH%z(o,T;H)

haCol|V £l 207500 (1Qs L2 0,750y + [1Q ¢ 20,7 1))

~ 1 3 3 ~
HQS||%2(O,T;H)h2(§ + gh2) + gh%HQfHLZ(O,T;H) =K

Ainsi en appliquant le lemme de Gronwall on déduit que :
11| Loe (0,7, L2 0,17 () < K et || fllp2 0,0y < K,

et ces estimations ne dépendent pas du choix de M introduit dans la fonction
Ly

Donc si on choisit M = M’, le terme Las([|V f||z2(0,7;1)x L2(0,1;1)) = 1 peut-
étre enlever des équations (2.43)-(2.44).
La preuve du Théoreme est donc terminée.
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Chapter 3

Existence globale en temps de
la solution dans le cas d’un
aquifére libre

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons donner la preuve de ’existence globale en temps
d’une solution du probléme correspondant au cas de ’aquifére libre dans le cas
de 'approche ’interface nette’.

Le cas correspondant a l’approche avec ’interface libre’ a été traité dans [59]
mais afin de faciliter la lecture de ce document et en particulier de souligner les
différences avec le cas ’interface nette’, nous en reproduisons la preuve ici.

En particulier, nous montrons que le terme diffusif supplémentaire est essen-
tiel pour établir un principe du maximum plus naturel d’un point de vue de la
physique. Précisément la preuve dans le cas ’interface diffuse’ permet d’établir
une hiérarchie entre les deux profondeurs des interfaces h et h; qu’il est impos-
sible d’obtenir dans le cas de 'approche avec ’interface nette’.

3.2 Existence globale en temps dans le cas de
I'interface diffuse

3.2.1 Introduction

Dans cette section, nous donnons la preuve de 'existence d’une solution faible
globale en temps du systéme (1) de notre modéle d’intrusion d’eau de mer dans
un aquifére libre sans coefficient d’emmagasinement, nous soulignons que ce ré-
sultat a été prouvé dans [59] .

Nous considérons donc le systéme :
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dxo(h)Oph — div(KTs(h)xo(h1)Vh) — div(6¢xo(h)Vh)
—div(KTs(h)xo(h1)Vhi) = =QsTs(h),

(D] @xo0(h1)0thy — div(K (T (h — h1) + Ty(h))xo(h1)Vh1)
—div(6¢K xo(h1)Vh1) — div(KTs(h)xo(h1)xo(h)Vh)
= *Qfo(h - hl) - QSTS(h)'

3.2.2 Enoncé du Théoréme 5

Théoréme 5 : On suppose qu’ils existent deux réels positifs K_ et K tels que:

0 < K_[€2 < Sijoraki(0)6:€; < K4 [€2 < oow € 6 € R et € # 0.

On suppose de plus une faible hétérogénéité spatiale:

K_ <K, <2K_.

Alors pour tout T' > 0, le probléme (1) admet une solution faible (h, hy) satis-
faisant;:

(a) h — hp,h1 — h1,p € W sont solutions de (1),

(b) 0 < hy(t,z) < h(t,z) < ho(t,z) pour presque tout x dans 2 et pour tout ¢
dans (0,7).

3.2.3 Démonstration

Nous considérons le systéme (1) ot l'on supprime le terme xqo(h) devant Oih
ou Vh et le terme xo(h1) devant Oihy; ou Vhy, du fait de la redondance de
Pinformation sur l'inconnue et on garde le terme xo(h;) devant Vh. Soient
2% := max(z,0), M une constante que nous préciserons plus tard et ¢ > 0, on
pose:

M
Ly (z) = min(1, —),
X
) <
) 0. si hy <0 ) — 0, n si hy <0
Xo\) = 1, st h1>0’XO U= \/fﬂiﬁ—e’ si hy >0 -
1

On remarque que si : h§(h1) =9 h1 presque partout, on a :

hE
- =9 vo(hy), presque  partout
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Etape 1: Existence pour le systéme avec Heaviside régularisée x§(h1)

On introduit la régularisation x§ sur xo dans le systéme et on obtient:

@Oche — div(6pVhe) — div(KTs(h)x§(hS)Vhe)
) ] TG0 Lar (1985 DVAS) = —Q.T's(h)
¢Oyh] — div(6¢Vhi) — div(K (Ty(h® — hi) + Ts(h)x5(h1))VhI)
—div(KTy(h)x5(h1)Vh) = —QTy(he — h) — QsTs(he)
La premiére étape de la preuve du théoréme ?? va étre de montrer un résultat

d’existence similaire pour le systéme (0), complété des conditions initiales et
aux bords

ht = ]’LD7 hi = hl,D sur F,
he(0,2) = ho, h{(0,z) = h1o(x) dans Q.

avec € > 0 fixé. Pour alléger les notations, nous allons maintenant omettre la
dépendance en e de la solution (h¢, h$) et chercher une solution (h,h1) du sys-
téme (1)

G0k — div(S$Vh) — div( KT (h)xS(hy)Vh)
(1) : —div(KT,(h)x§(h1) La(|[VRa[|)Vhi) = =QsT's(h)
") 90thy — div(6¢Vhy) — div(K(Ts(h — hy) + Ts(h)xG(h1))Vha)
—div(KTs(h)x§(h1)Vh) = =QsT¢(h — h1) — QsTs(h)

avec

h:hD, h1 :hl,D sur F,
h(0,z) = ho, h1(0,2) =hio(z) dans Q.

Remplagons le nouveau probléme (1) par sa formulation variationnelle suivante:

I ¢ < Ohyw >y dt+ [} [o, 86VhVwdzdt + [ KTy (h)x§(hi)VhVwdadt
o KT (R) X (1) Lag (|| V| £2) Vi Vwdadt + [; [o QTs(h)wdzdt = 0,

Yw eV = Hg(Q) (3.1)
JF ¢ < Oihayw >y di+ [ [ 66V hy Vwdadt
+ [ K (Ty(h)xg(h)+ Ty (h—h0))Vin Vwdadt+ [} [, KTy(h)x§(h1)VhVewdadt
T
+/ /(QSTS(h) + QT (h — hy))wdedt = 0,Vw € V = HL(Q)  (3.2)
0 Q

Nous utiliserons le théoréme de Schauder pour montrer que pour tout 7" > 0,
notre probléme admet une solution (h, hy) dans W(0,7) x W(0,T) et qui véri-
fiera les conditions initiales.

Soit (h,h1) € L2(0,T; H*(Q)) x L?(0,T; H*(Q)), on définit I’application:
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F:L2(0,T; HY(Q)) x L2(0, T; HY(Q )) — L2(0,T; HY()) x L*(0,T; H(Q))
() — F(( ) = (Fi (R h =

Soit (h, hy) la solution du probléme:

I ¢ < 8hyw >y dt+ [ [, 66VhVwdzdt + [ KTy(R)x§(h)VhVwdadt
—&-fOT Jo KTs(h )Xo(hl)LM(\|Vh1||L2)Vh1dexdt+fo Jo QsTs(h)wdzdt = 0,

Vw eV =HNQ) (3.3)
JF 6 < oha,w vy di+ [ [y 86V hy Vewdadt
+ fOT K(Ts(h)x§(h1)+Ty (ﬁfﬁl))VMdexdtJrfOT Jo KTs(h)x§(h1) VhVwdadt
T
+/ /(QSTS(E) + Qs Ts(h — hy))wdrdt = 0,Yw € V = Hy(Q) (3.4)
0 Q

D’apreés la théorie parabolique classique de Ladyzenskaya, la solution de ce
probléme existe car notre systéme d’équation est linéaire.

On pose:

V(g,91) € H'(Q) x H'(Q),d(g,91) = —Ts(9)Las ||V g1l 12) VIa

alors ,

V(g(t,z),g1(t,x)) € L2(0, T; H () x L2(0,T; H'())
Id(g, g1)|| L= (0,7,12) = S(%I;) | Ts(9)Lar([IV9rll22)Varl|L2 < Mho
te(0,

car hy € L™>(Q).
Nous allons montrer que F; est continue :

Soient la suite (h",h7), de L*(0,T;HY(Q)) x L*(0,T; H'(Q)) et (h,hy) de
L2(0,T; HY) x L?(0,T; H') telle que :

(h™,h}) — (h,hy)dans L2(0,T; H') x L2(0,T; H").

On pose h, = Fi(h",h}) et h = Fi(h,h;), montrons que h, — h dans
W(0,T).

Pour tout n € N, si on remplace w = h,, — hp, on a:
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T

¢ < 0¢(hyy — hp), (hy — hp) >y v dt
0

T
+ / (8¢ + KT, (™)X (R7))V hy Vb davdlt

T

=)
iO

(56 + KT,(h)x5(R7))V hy Vhy dadt

\o\o\o\
S

S
{3

KTy(R) Lt (||VRT| | 22) X6 (RT) VATV i dadt

KT, (R) Ly (|| V2| 12)xG (BF) VATV hpdadt

2

/Q To(F™) (hy — hp)dadt

/ 6 < O, (hn — h) vy dt (3.5)
0
En utilisant le résultat F.Mignot, on a:

o] ]
§||hn — hpllir — §||h0 — hpje=ollf

(3.6)
T
/O /Q (06 + KT, () xg (F1)Vhn Vhndadt = 66| |hal[2eorry  (37)

T
/ (b < 8t(h,n - hD), (hn - hD) >V’,V dt =
0

On écrit aussi que:

T
[ [66 + KT VR, Thydadt
0 Q
< (66 + Kyho)l|lhnllL20,1:m0) | [hD | L2(0,7:81).-
et on applique I’égalité de Young : pour tout € > 0,
T 2
e € 0+ Kih

[ [ 00 KT RV ] < § eyt g 2 il

(3.8)
Pour le terme:

T
- / / KT, Lar(IVFTlle) - o) VATV hadadt]
0 Q

< MK ||hallpe @) VT hall L2 (0,701
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nous avons en appliquant I’inégalité de Young;:

T
- / /Q KT (R)Ls (VT 2)x6 (B VRV bl
0

K2 + M?T €
< %thﬂim(ﬂ) + ZthHQLz(mT;Hl) (3.9)

et enfin:

T _
| = Jo Jo@sTo(h™)(hn — hp)dzdt| < |Qul[[h2l|Lo@llin — hpllL2(0,7:81),

en appliquant I’inégalité de Young sur le premier terme et I'inégalité de Poincaré-
Wirtinger sur (h, — hp) on obtient:

Qs

€

T
hn Cpe
|- /O | QsTs(h)(hn — hp)dardt] < [1h2llZ e @) + =~ I1hnllZ2(0,7:4403-10)
et
r O:hp, (h h d <O 1 r h hnll2.d
= Jy &< 0, (h = hp) >viv dt] < 5+ 5 J lIh = hollat

En faisant le somme, on réécrit:

(Cp+2)e

¢ ¢
& llhn — ol + (06 - Wl 0,701y < Slio = hipje—olly +

|Qs|* + KIM?T (06 + K hy)?
( — o) + —————hpllZ20 7m0
c 1" )
T3 T3 |hn — hp|[3rdt + MK || ho|| @) VT ||| 207,y (3.11)
0
C,+2
ainsi si e est choisi tel que : Cy := (d¢ — (Cp+2)e pI )6) > 0, on utilise le Lemme

de Gronwall pour conclure que:

NIha2|l Lo 2y + 5t

15D IR0 s, + ME 1l (i VI 120 1) 2T/
[|hnllL2(0,1,H1) <

Qs|? + K2 M2T
||h0_hD|t:0H12LI+(| | c +

V2 ¢ Qs> + K2 M*T C
Al Lo (my < ﬁ(g”ho — hpje=o||[H + ( c +

(6¢ + K hy)?
€

L V2o

VCy Vo 2
(6¢ + K h)?

%H’w”%a(omm) + MK ||ha|| L) VT ||h || 120,17, 1)) /272,

C
NIha|l Lo (rr) + 5t
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D’oit la suite (hy,), est bornée dans L?(0,T; H*(Q)) N L>(0,T, H).

On a aussi (%)n est bornée dans L?(0,T;V").

Donc d’apreés le théoréme de compacité de Aubin la suite (hy), est séquen-
tiellement compacte dans L?(0,7T; H). On peut extraire une sous suite toujours
nommée (hy), qui converge vers une limite [ dans L2?(0,T; H) et faiblement
dans L?(0,T; H'). On vérifie que  est solution et comme la solution est unique
alors [ = h. On a bien prouvé la continuité de Fj.

Montrons de méme que F;, est continue :

On pose hy, = Fo(h™,h}) et hy = Fa(h, hi),montrons que hy, — hy dans
W(0,T).

Oha
De méme que Fy on a donc (—=2),, est bornée dans L2(0,T; V') et d’aprés le

théoréme de compacité de Aubin on peut extraire une sous suite toujour notée
(h1.n)n qui converge vers une limite ¢ dans L?(0,T; H) presque partout dans
(0,T) x et faiblement dans L%(0,7; H'), t est solution unique alors t = f,
d’ou la continuité de Fs.

Conclusion:

F est continue car F; et F» ses fonctions sont continues. De plus, si B € R’}
est la constante définie par les estimation uniformes, c’est-a -dire :

Ohy, Ohi p
B = max(||hn||p20,7;m1 )5 1M1 ,nl L2 0,701 ()3 ||W||L2(O,T;V’§ HW”L?(O,T;V’),

et si W est la partie fermée , bornée et convexe de L2(0,T; H*(Q))x L?(0,T; H(Q))
définie par

W = {(g,91) € (L*(0,T; H'(Q2)) N H'(0,T;V"))? (9(0), 91(0)) =
(ho, h1,0), (90> 910) = (hps b1, p); [1(9, 9l 220,151 (@))nE (0,13v7))2 < B,

alors F(W) C W et la restriction de F & W est continue. D’aprés le théoréme
de point fixe de Schauder, il existe donc (h, h;) € W point fixe de F. On a ainsi
Pexistence d’une solution faible du systéme (1).

Etape 2: Elimination de la fonction auxiliaire L,

Dans cette partie, nous allons montrer ’existence de M > 0 et M’ > 0 tel que:

VRl 20,00 £ M (3.12)
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et

[IVhillL2 o, m) < M (3.13)

En remplacant respectivement w = h — hp dans le premiére équation et
w = h; — hy,p dans le deuxiéme équation , on obtient donc:

I ¢ < 0hyh —hp >viv dt+ [ [, 66VhV (h — hp)dzdt
+ [y KT (R) x5 (h) VAV (b — hp)dadt =
— 3 Jy KTo(h)x§(h1) Lar (|[Vha | 12) Vi V (h — hp)dadt
T
- / / Q.Ts(h)(h — hp)dadt (3.14)
0 Q

et

[T ¢ < Oeha, (b1 — hap) >viy dt+ [o [iy 66V V (hy — hy p)dadt
+ T K (Tu(R)x§(h1) + Ty (h — h1))VhiV (hy — by p)dadt =
— [ [ KTo(h)x§(h1) VAV (hy — hy p)dadt
T
7/ /Q(QSTS(h) + QT (h — hy))(hy — by p)dadt (3.15)
0

En appliquant les inéquatité de Cauchy-Schwarz et de Young et en posant
u=h—hp,v=hy — hy p, on obtient pour tout € > 0:

T T
g/QUQ(T,x)derg/QUQ(T,x)der/O /Q{M)fi(5¢+2K+Ts(h)xg(h1))}|Vh|2d9:dt+/0 /Q
(1)

{0¢ + Kp(1 = Las(|[Vhal[£2))x6 (1) Ts(h) + KTy (h — hy) — (66 + KTs(h)xo(ha)(2 + Lar([[Vha||22))}

€
4

(2)

T
|Vh1|2dxdt+/ /Q{K_Ts(h)xg(hl)LMﬂ\VhlﬂLz)}|V(h+h1)\2da:dt
0
(3)

T T
< %/ |u|2dxdt+7QS+Qf/ /|v|2dxdt+c’(uo,uo,hD,hl,D,Qs,Qf)
2 0 Q 2 0 Q

(3.16)

K%
4K 7
On choisit € de sorte que :

ou K, = (K_ —
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()= 06— 266+ 2K To(h)xG(h)) 2 0,

@)= 06+ Ky (1— Lur([Vhull2))xs (h)To(h) + K_Ty (h = h)
— 206+ KT (h)x§(h) (2 + Lar(|[Vhallz2))) > 0,
)= E-T(Wxs(h)Lu([[Vhllz2) > 0.
c’est-a -dire:
60
W) 20 e g T (e ()’

6¢ + Kp(1 = Lar([[Vhal[£2))x6(h1)Ts(h) + K Ty (h — 1)
0+ KTs(h)(2+ La([|Vhall2))xG(ha)

M
(3) > 0 & toujours vrai car Lys(x) = min(l, —) > 0,
X

(2)>0ee<4

K2
L’hypothése (K_— 4K+ ) > 0< K, <2K_ est une sorte de limite a ’hétérogénéité

spatiale du milieu.

En simplifiant d’avantage les conditions (1) > 0,(2) > 0,(3) > 0, on arrive
a choisir € tel que:

2
56 o+ (K- — Vol

(5¢+2K+h27 5¢)+3K+h2

)+ K_hy

b

€ = 4min{
avec K, <2K_.

En utilisant le lemme de Gronwall, nous déduisons qu’il existe une constante C,
indépendante de ¢, de la régularisation de x§ et de M telle que:

Al Lo 0,7 mynL2 0,15 () < C et |[hi]|peo,m;m)nL2 0,10 Q) < C-

En particulier, ||Vhq||r2 < C et cela indépendamment du choix de la constante
M définissant la fonction L.

Nous choisissons donc M = C' et pouvons affirmer que toute solution faible du
probléme

$ch — div(6Vh) — div(KT,(h)x5(h1)Vh)
—div(KTs(h)x§(h1) L ([[Vha||)Vhy) = —QsT's(h)

¢0¢hy — div(6¢Vhy) — div(K(Ty(h — h1) + Ts(h)x§(h1))Vh)
—div(KT(h)x§(h1)Vh) = =QfT¢(h — h1) — QsTs(h)

avec les conditions initiales et aux bords
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h=hp, hi=hip sur T,
h(0,z) = hg, h1(0,2) = h1o(x) p.p.dans Q.

satisfait Lo (||Vha|p2) = 1.

Etape 3: Principes du maximum pour la solution de (1)

Nous allons montrer que presque partout dans (0,7) x

0 < hi(t,z) < h(t,z) < haot, x).

Dans cette partie, nous conservons les termes ” Ly (||Vh1]|z2)”, bien qu’il soit
maintenant établi qu’ils valent 1, pour la commodité du lecteur habitué a les
trouver dans les formulations variationnelles.

1. Nous montrons que h(t,z) < ho(z),p.p.x € Q et Vt € (0,T).

Soit 1 > 0 fixé, on pose

hy(t,xz) = (h(t,z) —n—ha)" € L?(0,T,V).
On a:

Vhy = X{h>ntha} VR et hy(t,x) # 0 ssi h(t,x) > n+ ho

ou x est la fonction caractéristique.
Soit 7 € (0,T), on choisit w(t,x) = hy(t,x)x (0, () et on obtient:
I 6 < Bch, hy(@,0)X 0.0y () >vrv dt + [ [i, 56V AV by (2, t)

4 o KTo(R) X5 (h1) VAV oy (2, 8) X 0.7 (8) daedt +
T
Jo Jo KTs(h)Lar(I[Vhal|22)x6(h1) VR Vhy (2, 1) x (0,7) (t)dzdt

T
+/ / QsTs(h)hy(z,t)x (0, dadt = 0 (3.17)
o Ja

On introduit les notations suivantes:

fOT (i) < ath, hn >V’,V dt + fOT fQ 6(¢)X{h>n+h2}|Vh|2d$dt
T
+ fo fQ KTs(h)x5(h1) X {h>n+ho} |Vh|?dzdt +
foT Jo KTs(h) L (||VRa||£2)x§(h1) VR Vi (2, t)dadt
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QT (h)hy(x, t)dzdt = 0 (3.18)
A

En effet si on pose:

f(A) := X —n— hg, f est continue et croissante telle que

Donc on a:

fOT ¢ < 8th, hn >V/,V dt = gfg(h%(T, IZ’) - h%(O,x))dz > 0

car h,(0,z) = (h(0,2) —n — he)* = 0 par hypothése sur h(0,z) = hy.
Comme Ts(h)X{h>n+he} = 0 par définition de T,
)X

I o KT()X6 ()X (hsninay [V R2dadtt [ [ KT(h)Lar (Vi ||£2)xG (h1) V iy Vi (, ) dadt+
fOT Jo QsTs(h)hy (2, t)dzdt dans (3.41) est nulle, et

@ S22 = — J7 Jo 66X 15 a3 | Vhal 2t < 0.

Comme h,, est positif ou nulle, son intégrale double doit ’étre aussi d’ou la
contradiction sauf si h,, est nulle presque tout. Donc pour tout 7 € (0,7'):

h(r,z) < ho(x) +n,p.p.x € Q.

En faisant tendre n — 0, on obtient h(7,z) < ho(z),p.p.z € Q.
D’ou

V7 € (0,T),p.p.dansQ, h(r,x) < ha(x).

2. Nous montrons que : 0 < hy (¢, ), p.p.dans (0,T) x Q.

Soit 7 > 0 et maintenant

hy(t,x) = (—hi(t,z) —n)*t € L*(0,T,V).

Vhy = X{h<—nyVh1 et hy(t,z) # 0 ssi hi(t,z) < —n

ou x est la fonction caractéristique.
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Soit 7 € (0,T), on choisit w(t,z) = —hy(t,2)x(0,)(t) et on obtient:

T T
/ 6 < Bihy, hy(2,1) Svry dtf/ /§¢Vh1th(a:,t)dxdt
0 Q
_ / /K R)XG(hn) + Tr(h — )V ha Vhy (. t)dedt
- / /KT h)x§(h1)VRV h, (z,t)dzdt

- / [ @sTy = h) + QL. (0 ot 0 (3.19)
avec
_fOT(;S < Ophy, hy(x,t) >y v dt = %fﬂ(h%(r,x) — h2(0,z))dx >0

car hy(0,2) = (—h1(0,2) —n)* = 0 par hypothese sur hy (0, ) = hq o.

—fOT Jo 06V h1Vhy (2, t)dxdt = fOT Jo 00X (hy<—n}y |V ha | dzdt.

Comme x§(hy) = 0 car hy < —n, alors — fOT Jo KTs(h)x§(h1) VRV hydxdt = 0
et

/ / K XO hl) + Tf(h - hl))Vhlv}LndSCdt

> / K_Tf(h — hl)X{h1<,n}|Vh1|2dxdt.
0 Q

Enfin
_fo Jo(QfT(h — hy) + QTs(h))hy(x, t)dxdt > 0

car
Tr(h —h)X{hi<—ny <0, Ts(h)X(n<—ny <0,Qf <0et Qs <0.
Donc,
@ Jolh2 (20 = ~(f7 o060 + K_T(h — ha) g ey Vo o2 <0,
Donc, pour tout 7 € (0,7):
hi(r,z) > —n,p.p.x € Q,
d’ot, en faisant tendre 7 vers 0,

V7 € [0,T],p.p.x € Q hy(r,x2) > 0.
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Pour finir cette partie de la démonstration du principe du maximum,

nous allons montrer que:

hi(t,z) < h(t,z),p.p.(t,x) € (0,T) x Q.
Soit > 0 fixé et on pose:
hy(t,z) = (h1(t,z) — h(t,x) —n)T € L*(0,T,V).
On a:
Vhy = X{h,—h>ny V(b1 — h) et hy(t,z) # 0 ssi (hy — h)(t,z) > 7

ou x est la fonction caractéristique.

Soit 7 € (0,T), on choisit w(t,x) = hy(z,t)x(0,-)(t), on obtient:

T T
/ 6 < Bu(hy — h), hy(@,t) Syry dt—i—/ /6¢V(h1 )Yy (2, £)dadt
0 0 Q
T
+ / / KTy ()X (h) + T (h — b)) Vhy Vhy (o, £)dardt
0 Q
T
_ / /Q KTy (0) Lt (V12 )x6 () Via Vo, ) dadt
0

T
+ /0 /QQfo(h— h )y (. £)decdt = 0.

Or Ty (h — h1)X{h,~n>ny = 0, par définition du prolongement de T, alors :

T T
/ & < Oy(hy — h), hy(@,t) >vry dt +/ / 3¢V (hy — h)Vhy(x, t)dzdt
0 0 Q
T
+/ KTy (h)(1 = Lag(|[Vhal|12))x () VA Vi (a, €)dvdt = 0.
0 Q

De plus, en gardant & l'esprit que la constante M a été choisie telle sorte que
Ly (J|Vhil|g2) = 1, il reste:

T T
/ & < y(hy — h), hy(z,8) >vry dt +/ / 36N (hy — h)Vhy(z, t)dzdt = 0
’ b (3.20)

avec

JT 6 < 0u(hy — h), hy(,£) Sy dt = gfg(hg,(f,@ —R2(0,2))dz > 0,
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et

T Jo 66V (hy = D)V hy (2, )dadt = [ [o 58X h,—nony |V (b1 — h)2dxd.
Alinsi,
g fQ(h%(T, I))dl’ = f()T fQ 6¢X{h1—h>n} ‘v(hl - h)|2dxdt < 0.

Comme précédemment, on conclut que:

Vit € (0,T),p.px € Q,hy(t,z) < h(t,x)

Conclusion:

Apres cette partie prouvant les principes du maximum, on vient de montrer
que :

vt e (0,T),p.p.x € Q2,0 < hy(t,z) < h(t,x) < ha(t,x).

A la fin de cette étape, nous avons donc prouvé 'existence d’une soluton faible
(he,h$) € (L*(0,T; H) N L%(0,T; H*(£2)))? du probléme :

GO e — div(56Vhe) — div(K Ty (he)x§(hS)VA)
(3): 4 ~dET(h o) VhT) = ~Q.Ts(h)
) 60 — div(66VhS) — div(K (Ty(h — h§) + Tu(h)xg (k) Vhs)
—div(KT,(h) x5 (h)Vhe) = —Q Ty (h* — h) — Q.T, ()

avec les conditions initiales et aux bords :

h¢ = hp, hi =hi,p sur T,
he(0,z) = ho, h§(0,2) = h1o(x) p.p.dans €.

Cette solution satisfait de plus les principes du maximum suivants dans (0,7),
0 < h§ < h® < hS, p.p.dansi.

Enfin, on note que les estimations qui nous ont permis de définir ’ensemble W
sont, uniformes par rapport a e. On a ainsi les estimations:

(4) { ||he||L2(0,T;H1(Q)) < C, HhiHLQ(O,T;Hl(Q)) C

<

10eh| 20, 75v) < C,|0ehi L2 0,73vr) < C.

Etape 4: Existence pour le systéme sans régularisation de la fonction
Heaviside

Pour conclure, nous faisons tendre € vers 0. Des estimations (4) et du théoréme
de compacité d’Aubin, nous concluons que les suites (h¢). et (h$). sont séquen-
tiellement compactes dans L2(0,T; H) et qu’il existe (h,hy) € W tel que:
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he — h dansL?(0,T; H) et p.p.dansQ x (0,T)
he — h faiblement dans L*(0,T; HY(Q))
Oth® — Oth faiblement dans L*(0,T;V")

h{ — hy dansL?(0,T; H) et p.p.dansQ x (0,T)
h§ — hy faiblement dans L?(0,T; HY(Q))
Oh{ — Oth1  faiblement dans L*(0,T;V")

Ces résultats de convergence sont suffisants pour passer a la limite lorsque e tend
vers 0 dans le probléme (3). De plus (h, hy) satisfait le principe du maximum
conforme 3 la réalité physique:

YVt € (0,T),p.p.x € Q0 <hyi(t,z) <h(t,x) < ha(t,x).

3.3 Existence globale en temps dans le cas de
I’interface nette

On regarde & présent le cas de ’aquifére libre avec 'approche ’interfaces nettes’.
Nous introduisons & nouveau les fonctions T et T définies par :

[ he—u ,Yue€|0,hs]
Ta(u) = { 0 <0
et Tr(u) = u,Yu € [0, h2](0 < 6 < hg)
et nous étendons continument par des constantes ces fonctions pour u > ho pour
la fonction T et en dehors de I'intervalle [0, ko] pour la fonction T.

Cette condition sur 7%, impose & ’aquifére une épaisseur d’eau douce tou-
jours > 4.

Comme précédemment, les inconnues bien adaptées au cas de 'aquifére
libre, sont les hauteurs de deux surfaces libres ht = sup(0,h) = xo(h)h et
h{ = xo(h1)h;. Elles satisfont :

$Oh —V - (KTs(h)Vh) -V (KTS(h)XO(hl)Vhl) = —Q.T(h),(3.21)
$Ohy — V- (K (Tf(h — )+ Ts(h)) Vhl) -V (KTS(h)XO(hl)Vh>
= =X () (QsTy(h = m) + QT (). (3.22)

0 si h1<0
On rappelle que xo(h1) = { 1 si hi >0

On remarque qu’on n’a pas utilisé h™ et hf dans les fonctions Ty et T car
ces informations seraient redondantes. Pour la méme raison, on a suppimé
Xo(h) et xo(h1) devant les termes 0:h, Oth1, Vh et Vhy et on les maintient 1a ou
ils sont nécéssaires.
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Le systéme (3.21)-(3.22) est complété par les conditions initiales et aux lim-
ites

h=hp,h1 = h1,p,dans T x (0,T), (3.23)

h(0,z) = ho(z), h1(0,2) = h1,0(z),dans €, (3.24)

avec les conditions de compatibilité

ho((t) = hD(O,ZL'),hLo((ﬂ) = hLD(O,x),x S I.
Les termes sources Qf et Q, sont des fonctions de L2(0,T; H).
Les fonctions hp et hy p appartiennent a l'espace L2(0, 75 H*(Q))NH (0, T; (H'(2))")
tandis que les fonctions hg et hio sont dans H'(Q2). Enfin, nous supposons
que les données initiales et aux limites satisfont les conditions supplémentaires

de hiérarchie des hauteurs des interfaces, 0 < h1p < h1,p +9 < hp < ho,
Vt € (0,T) p.p- dans Q et 0 < hy g < h1,0+ 0 < hg < hy p.p. dans Q.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme :

Théoréme 6 : Supposons une hétérogénéité spatiale pour le tenseur de con-
ductivité hydraulique:

Ky <2 ,~K_, 0<vy<3.

Alors, pour tout T' > 0, le probléme (3.21)-(3.24) admet une solution faible
(h, hy) satisfaisant

(h—hp,hy —h1,p) € (L*(0,T; Hy () x L*(0,T; Hy(Q)) N H' (0, T; (Hy (2)))?
De plus, le principe du maximum suivant est vrai:
0<hi(t,z) et 0<h(t,z) <hs pourp.p. z € Q et pour chaque t € (0,T).

Pour prouver ce résultat, nous introduisons un probléme intermédiaire régular-
isé et tronqué.

La régularisation est introduite pour juguler la dégénérescence de ’équation
(3.21), quant & la troncature, elle permet de controler la vitesse de la surface
libre dans I’équation d’évolution du front salé.

La premiére étape consiste & montrer que le probléme régularisé et tronqué ad-
met une solution, ce que nous démontrons en utilisant le théoréme du point fixe
de Schauder. Nous prouvons que nous avons suffisamment controler la vitesse
de la surface libre pour éliminer le précédent contréle. Puis nous montrons que
la solution du systéme régularisé satisfait le principe du maximum énoncé dans
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(3.21). Enfin, nous montrons des estimations uniformes suffisantes, nous per-
mettant de faire tendre vers 0 la régularisation.

Preuve de Théoréme 6:

Posons € > 0 et soit une constante M > 0 que nous préciserons plus tard.
Pour toute z € R’ , nous posons

Ly (z) = min (1, %)

Une telle troncature Lj; permet & nouveau d’utiliser le point suivant dans les
estimations ci-aprés. Pour toute (g,91) € (L*(0,T; H'(£2)))?, nous posons

d(g,91) = —Ts(9) Lt (||V 91l L2(027)2) Vi,

on a

(g, 90|20,y = 1Ts(9) Las (I V91l 2(01)2) Vil < M.
Nous définissons également une fonction régularisée pour A par

[0 if n <O IR () if hy <0
XO(hl)_{ 1 if hy >0 Xo(hl)_{ hi/(h3 +e)Y/? if hy > 0.

Alors 0 < X5 <1 et X§j — Ap comme € — 0. En tenant compte de la régulari-
sation X§ de Xy, nous remplagons systéme (3.21)-(3.22) par :

GOhe =V - (eVhS) = V- (KTs(h)VhT) =V - (KT (h) X5 (hS) L ([VhS || 2) VAT)
= —Q:sTs(h°),

GRS —V - (eVRS) — V- (K(Tf(he — RS+ Ts(he))w;) — V- (KTu(h)XE(hS)Vhe)
= QT (h — )5 (hS) — QuTu(h) X (hS).

La preuve est décrite comme suit: Dans la premiére étape, en utilisant le
théoréme de Schauder, nous prouvons que pour chaque T' > 0 et chaque € > 0, le
systéme régularisé ci-dessus complété par des conditions initiales et aux limites

h®=hp, h{ = h1,p in I'x(0,T), h(0,z) = ho(x), h{(0,x) = h1o(x) a.e. in Q,
a une solution (h® — hp,h{ —h1,p) € W(0,T) x W(0,T).

Nous observons que la suite (h¢ — hp, h§ — hi p) est uniformément bornée
dans (L%(0,T;V))? et nous montrons le principe du maximum 0 < h{(¢, ) et
0 < he(t,z) < hy p.p. dans Qr pour tout € > 0.

Enfin, nous prouvons que chaque limite faible (h, h;) dans
(L2(0,T; HY(Q)) N H'(0,T;V"))? de la suite (h¢, h), € > 0 est une solution du
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probléme d’origine.

Etape 1: Existence pour le systéme régularisé

Nous omettons maintenant € pour des raisons de simplicité dans les notations.
La formulation faible de ce dernier probléme s’écrit : pour tout w € V,

T
/ d(Orh, w)y vdt + / eVh - Vwdzxdt + KT,(h)Vh - Vwdxdt
0 Qr Qr

+ KTS(h)XS(hl)L]V[(HV}L1||L2)V}L1 - Vw dxdt + QSTS(h)w dxdt =0, (325)
QT QT
T

(O, Wy v dt + / K (Ta(h) + Ty (b — b)) Vhy - Voo ddt

eVhy - Vwdzxdt + /
Qr

0 Qr

+ KX5(h1)Ts(h)Vh - Vw dzdt + /

(QTs(h = o) + QT (h)) X 15w dadt = 0.
Qr Qr

(3.26)
Pour la stratégie de point fixe, nous définissons "application F par

F:L*0,T; H'(Q)) x L*(0,T; H'()) — L*(0,T; H'(Q)) x L*(0,T; H*(Q))

(h ) —s F(h,hy) = (fl(ﬁ, hy) = h, Fa(h,hy) = hl),

ou (h, hy) est la solution de

T
/ d(Oph, why vdt + / eVh - Vwdzdt + KTy (h)Vh - Vw dzdt
0 Qr Qr

+ [ KT(R)Las (V|| 2) X () Vo -V dadt+ | QuTu(h)ywdzdt =0 Yw €V,
QT QT
(3.27)
T —_ — —
/ $(Ohy, W)y ydt+ / eVhy -V dadt+ / K(Ts(h)+Tf(h—h1)>Vh1~dexdt
0 Qr Q

T

+ | KT,(R)XE () V-V dedi+ / (Q fo(ﬁ—ﬁ1)+QSTS(B))Xg(ﬁl)w dedt =0 Ywe V.
Q Q
’ ’ (3.28)
Par ailleurs, nous savons de la théorie parabolique classique que le précédent
systéme variationnelle linéaire admet une unique solution. Il reste & prouver
que F satisfait les propriétés du théoréme de Schauder de point fixe .
Mais, puisque les preuves de la continuité de F; et F» sont trés semblables au
cas précédent, nous ne reproduisons pas ici les calculs. Nous soulignons égale-
ment que dans cette étape on peut considérer que le paramétre € joue le méme
role que I’épaisseur de l'interface diffuse 6;. Biensiir, les estimations dépendent
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de €, mais cela est suffisant pour cette étape. Nous pouvons donc conclure que
F est continue dans (L?(0,T; H(Q)))? parce que ses deux composantes Fj et
JF5 le sont.
De plus, il existe un nombre réel A € RY (dépendant des données et du
paramétre €) et un ensemble non vide (fortement) fermé convexe borné W de
(L?(0,T; H*(£2)))? défini par :
2
W ={(g.91) € (L0, H' (%)) 0 H'(0,T: V")) (9(0), 91 (0)) = (ho, P o),
(g|r,91\r) = (hp,h1,0); (9 9l (220,711 ())nH1 (0,73v7)))2 < A}~
telle que F(W) C W.

Tl résulte de théoréme Schauder qu’il existe (h,h;) € W telle que F(h,hi) =
(h,hy).

Ce point fixe pour F est une solution faible du probléme (3.25)-(3.26).

Etape 2 : Principes du Maximum

Nous pouvons que pour presque tout = € € et pour tout t € (0,7,
0 < hl(t,l?) et 0 < h(t,df) < hz.

e Montrons que h(t,z) < he p.p. z € Q et Vt € (0,7).

On pose
hon = (h —ha) " = sup(0,h — hy) € L*(0,T; V).

De plus Vi, = X{n>h,} Vh et hy,(t, ) # 0 si et seulement si h(t, z) > ho, ot X
désigne la fonction caractéristique.
Soit 7 € (0,T). Prenons w(t,x) = hm(t, )X (0,r)(t) dans (3.25) cela conduit & :

/ qﬁ(@th,hm)wvdt—i—/ /ex{h>h2}|Vh|2d:cdt+/ /K,Ts(h)x{h>h2}|\vm|2dmdt
0 0 Q 0 Q
+/ /XS(hi)X{h>h2}KTg(h)LNI(||Vh1HL2)V}L1~Vh(33,t) d:L'dt

0 Q

+ /O /Q QuTo (W) h (1) daxdt < 0. (3.29)

Le lemme de Mignot appliqué a (3.29), donne :
! _¢ 2 2 _¢ 2
D(Oth, hpp)yr vdt = = hi(r,z) —hs (0,z))de == [ h; (7,2)dz,
0 ’ 2 Ja 2 Ja
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compte tenu de hy,(0,-) = (ho(-) — hg(-))jL = 0 et puisque T5(h)X{h>hy} = 0
par définition de Ty, les trois derniers termes de (3.29) sont nuls. D’ou (3.29)

devient :
[ 2 [ 2
hz (1,2) de < EX{h>ho}|VR|" dxdt < 0.
2 Ja o Ja

Donc h,, = 0 p.p. dans Q.
e Nous prétendons maintenant que 0 < h(t,z) p.p. z € Q et Vt € (0,T).

Posons
h = (= h)" € L2(0,T;V) puisque  hp(-,-) > 0.

Soit 7 € (0,T). Nous rappelons que h,,(0,-) = 0 p.p. dans Q grace au principe
du maximum satisfait par les données initiales hg.

Par ailleurs, Vh,, = —Xx{n<0} V.

Ainsi, en prenant w(t, z) = hy(z,t)x(0,)(t) dans (3.29) on obtient :
/ A(Och, hin) v v dt —/ / ex{h<ot| [VA|? dedt
0 0 Ja

= / / Ty(h)Xneoy KVh - Vhdwdt — / / QT (h) o (2, 1) dadt
0 Q 0 Q

0 Q

Appliquant le lemme de Mignot au premier terme de (3.30) et en tenant compte
de hp(0,:) = (—ho)™ =0, 0n a:

/qsathh Yy vt = (b/ hfnTx h2(ox))da:_—¢/hm z) da.

Puisque T (h)X{n<oy = 0 par définition de Ty, les trois derniers termes du mem-
bre gauche de (3.29) sont nuls.

D’ou (3.30) devient :

¢/h2 T,x)dr < — / /ex{h>h2}||Vh||2dxdt§O.
0o JQ

Donc h,, = 0 p.p. dans Q.
e Enfin nous montrons que 0 < hy(t,x) p.p. z € Q et Vt € (0,T).

On pose
= (— ) € LAOTV) car hip() 20
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Soit 7 € (0,7T). Nous rappelons que h.,,(0,+) = 0, p.p. dans (2, grace au principe
du maximum satisfait par les données initiales hy q.

De plus, Vhy, = —X{n, <0y V.

Ainsi, en prenant w(t,z) = hpn(2,t)x(0,7)(t) dans (3.26), on a:
/OT (O o)y vt — /Q Xiia<0y (€ + Tu(h) + Ty(h — hn))Vhy - Vi dad
—/Q XG5 (h)Ts(h) X (h, <0y VR - Vhyzdt

_ /Q (QuTu(h) + QT (h — 1)) XS (h ) Xy <0y ddt = 0. (3.31)

En appliquant le lemme de Mignot & (3.31) et en tenant compte de h,(0,-) =
(= ho)™ =0, on déduit :

/0 G(Oeha, hon)vr vt = —g ) (hfn(T, z) — h?n(o,x)) dz = —% /Q K2 (1, ) da.

puisque X§(h1)x{n, <0y = 0 par définition of A5(-), les deux derniers termes de
(3.31) sont nuls.

D’ou (3.31) devient (puisque T et Ty sont des fonctions non négatives):

g/ R (1, x) dx < f/ /ex{h>h2}|Vh|2dzdt§O.
Q 0 Q

Alors h,, =0 p.p. dans Qrp.
Etape 3: Elimination de la fonction auxiliaire L,

Nous prétendons maintenant qu’il existe un nombre réel B > 0, ne dépendant ni
de e ni de M, tel que toute solution faible (h, h1) € W du probléme (3.25)-(3.26)
satisfait :

||Vh||L2(0,T;H) < B and ||Vh1”L2(O,T;H) <B. (3.32)

En prennant w = h — hp (resp. w = hy — hy p) dans (3.25) (resp. (3.26))
conduit a :

T
/ G(Oh, h — hp)yr ydt + / eVh-V(h—hp)dedt+ | KT,(h)Vh-V(h— hp)dzdt
0 Qr

Qr

= — | KT(h)X5(h)Lar(||Vha||p2)Vhi - V(b — hp) dzdt — | QyTs(h)(h — hp) dwdt
QT QT

(3.33)
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et

T
/ ¢<ath1, hi— hl,D>V’,th + / eVhy - V(hl — hl,D) dxdt
0 Q

T

+/ K (Ty(h) + Ty (h — ha))Vhy - V(hy — ha,p) ddt =
Qr

— | KT,(h)X§(h1)Vh-V(hy — hi p)dzdt
Qr

A X5 () (Qf Ty (h — ha) + QsTs(h)) (1 — hu,p) dzdt.  (3.34)

Résumant les relations (3.33) et (3.34), et en utilisant la décomposition

KVh-Vh+ K X§(h)(Lar(|[Vha]|22) + 1) VA - Vh
+KVhy - Vhy = KV(h+ hy) - V(h+ h)

VK (1 - Xg(hl)LM(HVthLz))Vhl Vi
K (1 - Xg(hl)LM(HVthLz))Vhl V(h+ hy),

nous pouvons dire que :

T
/ &((@(h = hp),h = hp)vrydt + @ = hap), b = b v,y ) dt
0

J1

+/ e(Vh-Vh+Vhy -Vh) dedt+ | KTy(h)V(h+ hy) - V(h+ hy) dedt
QT QT

J2 JS

+/ K((l—Xg(hl)LM(||Vh1||L2))Ts(h)+Tf(h—h1))Vh1~Vh1 dzdt
Qr

Jy

= [ K= X5 L9 hal|2) T )Ty - (0 ) ds
Qr

Js

+/ (e + KTy(h))Vh-Vhp dzdt
Qr

Js

+/ (€+KTS(h)+KTf(h—h1))Vh1'VhLDdl‘dt
Qr

Jz
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+ KTs(h)LM(HVhlHLz)XOe(hl)Vhl -Vhp dxdt
Qr

Js

+ KT,(h) X§(h1)Vh - Vhi,p dzdt
Qr

Jy

—/Q (QsTe(h)(h = hp) + X5(h1)(QsTy(h = h1) + QsTu(h)) (hy = ha,p)) dadt

J1o

T
—/ ¢((Othp,h — hp)vr v + (Oh1,p, ha — hy,p)vrv) dt. (3.35)
0

Ji1

Nous devons maintenant estimer tous les termes dans les derniéres relations.
Nous rappelons que

|Xs(hi| <1, La([[Vhallr2) <1, 0<Ty(h) <hy and & < Ty(h—hy) < ho.
Ensuite, nous notons que
| = g/ ((h = hp)A(T, @) — (ho — ho,p)2(x)) da
Q
+ %/ ((hl — hl’D)2(T, LL) — (hl,O — hoyD)2(l’)) d.’ﬂ,
Q

| J2]

/e|Vh|2dxdt+/ €| Vh|? dxdt,
Qr

T

[ Js| > K_T()|V(h + h1)[* dzdt,
Qr

A= / K_<(1fXg(hl)LM(\|Vh1\|Lz))TS(h)+51>|Vh1|2dmdt.
Qr

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, nous obtenons pour
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un réel v > 0:

| 5]

| J6]

| J7]

|Js]

| Jo]

[J10]

|11

IN

IN

IN

IN

IN

IN

1 € QK?F 2 2
/QT 7. (3 (1= 50 Lar (1Vmll22)) 5T+ 7 K90+ ) ) o,

€

f/ |Vh|2dxdt+f/ Vhp |2 dadt + —/ B [V (h+ h) 2 davdt
2 Jor 2 Jor

4hy K2 3h2 K2

01 K_
1

/ |Vhp|? dedt + / |Vhi|? dedt + / |Vhp|? dzdt,
Qr Qr Qr

v K_ - 01
€ 51K_ € 3h2K2
- hq|? hy|? dxd - hy p|? dadt
Q/QTW” 6 QTW” x+/QT<2+5K )'V“" v
5 K ) 6 K213 )
ha|? dzdt hp|? dedt
- /QTV P dudt + 55t [ Vhol? dadt,
51K K_
L Vh|?dadt + 2—= | Ty(h)|V(h + hy)|? dadt
12 Jo, 16 Jo,
3h2  4h
( + —2)/ \Vhy p|? dzdt,
01 v " Jar

/g Ty(h)|Qs (h— ho)| dadt + / Tr(h = h)|Q; (hy — hop)| ddt
A

Qr

/Q To(W)|Qs (1 — hy.p)| ddt

3Qsl 20,750 + 20Q1 T2 0,750 5 ¢

)2 h — hp|* dxdt
2¢ 3 QT| p|"da
? |h1 — h17D|2dIdt,
2 Jar
nK_
b= hpl? dudt + & IV (hy — hop) P dadt
2 QT 4 QT
12 ¢?

||3thDHL2(0TH) + = Va HathLDH%Z(O,T;V’)
? |h—hD|2 X |Vh1‘2d$dt
2 Qr Qr
5K 12 62

12 |Vh1 D|2d$dt+*||athDHL2(0TH) Ry 18:h1, D122 (0,7, v1)-
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En additionnant toutes ces estimations, nous obtenons

¢/(h—hD)Q(T,x)dx+¢/(h1 —hLD)z(T,x)dx+/ e(|VA® +|Vhi|?) dzdt
Q Q

T

s f (e (1= () Lar(([V | 12))Tu(1)) [V

(€0)

+2/ 51K*|Vh1|2dxdt+2 K,(1—gl)Ts(h)w(mhl)Idedt
Qr 2 Qr 8

< ¢ |h7hD\2d:vdt+¢/ |hy — h1 p|? dzdt + C, (3.36)
QT QT

ou C = C(uo,v0, hp,h1,p,h2,Qs,Qy). Nous allons maintenant appliquer le
lemme de Gronwall & (3.36). En raison de ’hypothése sur K_ et K, (1) >0
en prenant v t.q. 0 <y < %, en effet, on a :

(1) >0: toujours vrai, car 0<1—-X5(h1)Lp(z) <1 et K, <2\/yK_.

Maintenant, nous appliquons le lemme de Gronwall et on en déduit qu’il existe
un nombre réel B, qui ne dépend ni de € ni de M, tel que

B
B, (3.37)

[l oo (0,7 nL2 0,5 )y < By (R 220,785 (02))
and ||h1]|ze 0,75 H)NL2 (0,7 H ()

, 2,3 :
ol on pose \I}(x) = fO (h2 _ t)l/?dt = g(h;; — (hz — ir)%)

En particulier, |[Vhi||p20,r;5) < B et cette estimation ne dépend pas du choix
du nombre réel M qui définit fonction L.

Ainsi, le terme Lp (||Vhi||r2) = 1 peut étre oteé.
Remarque sur le principe du maximum
Méme si nous établissons 1’étape 3, nous ne pouvons pas prouver que

hi(t,z) + 61 < h(t,z) p.p. v € Qet Vt € (0,T).
Posons

o = (81 + b1 — )" € L2(0,T;V) puisque k1 p(-,-) + 61 < hp(-,-).

De meéme, nous rappelons que h,,(0,-) = 0 p.p. dans Q, grace au principe du
maximum satisfait par les données initiales : ho and hq .

De plus, Vhin = X{h<s,+h,} V(h1 — h).

Soit 7 € (0,T), ainsi, en prenant w(t, z) = hy(z,t)x(0,)(t) dans (3.25) — (3.26)
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entraine :

/0 " 50y — B, b vt + /Q Xineor iy (€ + T (1) V (hy — )| da dt
+/Q Ty(h — h1))Vh - Vhy, do dt

+/Q X5 (h)Ts(h)(Vh - Vhy, — L ([[VhallL2)Vhy - Vhyy,) dadt

- /Q QTr(h — h) XS (hy)hmdadt = 0.

Appliquant le lemme Mignot & (3.31) et en tenant compte de h,,(0,-) =0, on a

/OT SOeha, hon )y vt = g/ﬂ (h%n(T, ) — hfn(o,x)) dz = %/ﬂhfn(ﬂ z)dz.

De plus, Ly (|[Vhi]|z2) = 1, alors équation ci-dessus devient

g/ﬂhfn(ﬂx) dac+/Q X{h<51+h1}<e+Ts(h)(l—Xg(hl)))W(hl — h)|? dx dt

+/ Tf(h—hl))Vh-thdxdt—/ QT (h — hy) XS (hy) hpdaxdt = 0.
Q.

-

(3.38)

Puisque Ty (h — h1)X{h<s,+h,} = 01 > 0 par définition de T, si nous supposons
Qs < 0,d’ou (3.31) devient :

?/iﬁn(r,m)dx + / 61Vh - Vh,, dz dt
2 Ja Q.

< [ Mo (e T = X)) V0 1) dede <.
0 Q

et en raison du terme fQ 61Vh - Vh,, dz dt, nous ne pouvons pas plus conclure
que h,, =0 p.p. sur Q.

Etape 4: Existence pour le systéme initial

Nous passons maintenant & la derniére étape de la preuve du théoréme 3.3,
& savoir nous laissons € — 0. Nous déduisons des estimations ci-dessus que
(h§ — h1,p)e est uniformément bornée dans W (0, 7). On déduit grace au résul-
tat de compacité de Aubin que (h{ —h1 p). est séquentiellement compacte dans
L?(0,T; H).

En ce qui concerne la suite {h® — hp}., nous procédons comme dans le cas de
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I’aquifére confiné quand 8 = 0. Nous observons d’abord que ¥ est une fonc-
tion strictement décroissante de classe C* sur [0,hs] et U1 est continue sur

2 3
(0.5h5)-
En majorant les translatés en temps de la suite {U(h¢)}., on en déduit que

{W(he)} est séquentiellement compacte dans L?(Qr). Précisément, (3.37) donne
des estimations pour les translatés en temps dans la norme L? de la suite

{W(h)}e :

/ﬁ (RE(E ) — hE(t— €,), W(HE(t ) — W(RE(E — €, )y v dt

1
2

< (/: 10 (22) = Bt = &)1 dt)é(/: IR (t, ) = Wt = &, )13 at)
<C(/:Hf(t,-)—he(t—§7~)||%,, dt)% grace a  (3.37).

Mais nous savons que, V¢ € (0,7T) (cf. [38])

1
e

Enfin, nous obtenons

T T
/E I (t,) — he(t — €, 3 dt < /5 10 2y oyt < C,

/g ((RE(t,.) = h(t—=&,.), O(h(t,z)) = TU(h @t =& v vdt < CE& VE€(0,T).

Grace a la régularité de ¥ | nous déduisons

T
[ (e ), W ) w0 ), A S CE Ve OT)

L2(Q)

Par conséquent, comme dans [[64], Lemme 2.6], on en déduit que {¥(h)}.
converge fortement dans L?(Qr).

En extrayant une sous-suite, non renommeée pour plus de commodité, nous
affirmons qu’il existe des fonctions h et hy telles que
(h —hp,hy — hl,D) S W(O,T)2 et

he — h dans L%(0,T;H) et p.p. dans Qx (0,7),
U(h¢) — W(h) faible dans L%(0,T; H'(12)),

O:ht — O.h faible dans L2(0,7; V"),

h§ — hy dans L?(0,T;H) et p.p. dans Q x (0,7),
h§ — hy faible dans L2(0,T; H(2)),

Oth§ — Othy faible dans L2(0,T;V").
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En faisant tendre ¢ — 0 dans la formulation faible du probléme régularisé et en
utilisant le théoréme de Lebesgue (grace aux estimations uniformes 3.37), nous
obtenons immédiatement (3.21)-(3.22). La condition initiale (3.23)-(3.24) est
satisfaite puisque I’application i € W(0,T) — i(0) € H est continue. En outre
le couple (h, h;) satisfait un principe du maximum qui ne correspond pas a la
réalité physique car nous avons perdu les informations entre hy et h :

0 < hyi(z,t) and 0 < h(z,t) < hg, VE€(0,T), ae. x€Q.

La preuve du théoréme 6 est compléte.
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Chapter 4

Unicité de la solution dans le
cas de 'approche interface
nette-diffuse

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude de ’unicité de la solution pour le probléme
d’intrusion saline dans un aquifiére cotier & nappe captive et a surface libre.
Ainsi que nous ’avons vu, il s’agit d’un systéme couplé quasi-linéaire d’'une équa-
tion parabolique et d’une équation elliptique dans le cas de la nappe captive et
de deux équations paraboliques dans le cas d’un aquifére libre. Les difficultés es-
sentielles sont d’une part celle liée a la dégénérescence due a la possibilité d’avoir
une zone du réservoir d’eau sans eau salée (ou sans eau douce) et d’autre part
celle due au couplage non-linéaire entre les deux équations du systéme. Dans
ce chapitre, nous n’aborderons que la seconde difficulté puisque nous nous lim-
iterons au cas de 'approche avec interface diffuse qui permet donc d’éliminer
la dégénérescence et de nous concentrer sur la difficulté liée au couplage et a la
non-linéarité.

L’unicité de la solution est démontrée en étalissant une résultat de régularité
supplémentaire pour le couple de solution (h, f) dans le cas confiné et (h, hq)
dans le cas libre. Plus précisément nous généralisons au cas quasi-linéaire le
résultat de régularité donné par Meyers ([103]) dans le cas elliptique et étendu
au cas parabolique par A. Bensoussan, J.L Lions et G. Papanicolaou pour tout
opérateur elliptique A = — szzl 0ja;;(x)0; (cf. [31]).

Les résultats supposent que 'opérateur A, satisfait une hypothése d’uniforme el-
lipticité et que ses coeflicients a;;(-) sont des fonctions L>°(€2) . Les hypothéses
sur A assurent alors 'existence d’un réel r(A4) > 2 tel que le gradient de la
solution de I’équation elliptique (resp. de ’équation parabolique) avec des con-
ditions de Dirichlet homogénes appartienne a I’espace L"(2) (resp. L™ (1)) .
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Cette régularité supplémentaire combinée aux inégalités de Gagliardo-Nirenberg
permet de traiter la non-linéarité dans la preuve de 'unicité dans le cas confiné
(resp. dans le cas libre).

Nous conclurons cette introduction en mentionnant le résultat d’unicité dans le
cas stationnaire établi par M. Tber et M. Talibi dans ([129], [131]). Le probléme
peut s’écrire sous la forme d’un systéme couplé de deux équations elliptiques
quasi-linéaires, le couplage résidant alors dans les coefficients des opérateurs
elliptiques, ces coefficients dépendant donc des inconnues du probléme. La diffi-
culté essentielle consiste a trouver des conditions suffisantes sur les paramétres
physiques du probléme permettant d’assurer 'uniforme ellipticité d’opérateurs.
Le théoréme du point-fixe de Schauder combiné au précédent résultat de Mey-
ers permet alors d’assurer l’existence et 'unicité de la solution du probléme
stationnaire. Le cas instationnaire est plus difficile car le couplage non-linéaire
ne se limite pas aux coefficients des opérateurs elliptiques mais & ’ensemble des
équations.

Ce chapitre est organisé comme suit : les deux premiers paragraphes sont con-
sacrés au cas de 'aquifére confiné. Dans un premier temps, nous rappelons les
notations et hypothéses sur les données puis nous prouvons le résultat de régu-
larité supplémentaire, la seconde section donne alors la preuve de 'unicité. Le
dernier paragraphe donne les résultats au cas d’un aquifére libre (cf. [60]).

4.2 Notations et résultats de régularité :

4.2.1 Notation

Dans le cas confiné, le systéme s’écrit
¢Oh — V - [(KTy(h) + 6¢)Vh] + V- (KT, (h)Vf) = =Qs Ts(h),  (4.1)

—he V- (KVf)+ V- (KTs(h)Vh) = Qs Ts(h) + Qf Ty (h). (4.2)

ou la fonction Tg(u) = he — u sur [01, ho| et est étendue continument et par
des constantes en dehors de (d1, h) et la fonction Ty (h) = h sur [0, ko], étendue
continument et par des constantes en dehors de [0, hg].

Ce systéme est complété par les conditions initiales et les conditions aux limites

h=hp,f=fp sur T x(0,T) (4.3)
h(0,z) = ho(z) dans Q (4.4)

avec la condition de compatibilité

ho(z) = hp(0,z),z €T (4.5)
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Le tenseur représentant la conductivité hydraulique est tel qu’il existe 2 réels
positifs K_ et K vérifiant

0<K (P < Y Kij(2)&& < Kil¢ <oo,z€QEeREA0  (46)

1,7=1,2

Nous introduisons ’espace de Sobolev

W) = {ulo, 5 € L), (47)

W1P(Q) est un espace de Banach muni de la norme

ov
lellwoy = (ol p(m+2|\ 1) (48)

Nous notons
WyP(Q) = Fermeture de C5°(Q2) dans WP(1), (4.9)
que nous munissons de la norme
[ollyn ) = 90l zo(eayn- (4.10)

En vertu de l'inégalité de Poincaré, la norme (4.10) est équivalente a la norme
(4.8) sur W, *(€).
Puis nous définissons Iespace dual W~=1?(Q) comme suit:

1 1
Etant donné 1 < p < oo, on définit p’ par — + — = 1.
p D

On pose W~1P(Q) = (WOI’p,(Q))’ = espace dual de Wol’p'(Q)
ou L?() est identifié & son dual.
On observe que 'application

(LP(Q)" — WHP(Q)
6 — dive

est surjective. Nous munissons alors W ~1?(Q) avec la norme quotient associée,
i.e.

1 llw=rri@ = inf llgflcze(@)n (4.11)

qui est une facon de définir la norme sur W=1().

4.2.2 Rappels des résultats de régularité
e Cas elliptique

Nous rappelons enfin le résultat (cf. J. L. Lions et E. Magenes [101]):

Vp, t.q. 1 < p < 0o, —A est un isomorphisme de Wolp(Q) dans W17 (Q).
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On pose G = (—A)~! et g(p) = ‘|G||L‘,(W*1‘IJ(Q);W01‘1’(Q))'

On souligne que g(2)=1.

Nous donnons a présent deux lemmes préliminaires qui sont une con-
séquence du résultat de régularité de Meyers [103] et dont on peut trouver
les détails de la démonstration dans [31].

On énoncera les lemmes pour tout domaine 2 dans R"(n > 2) de frontiére
I" suffisamment réguliére.

Lemme 5 : Soit A € (L*>(Q2))™ tel qu’il existe a > 0 satisfaisant

n

Z A j(2)&€ > alé? Vo € Qet £ €R™,

i,j=1
On pose ﬂ = maxlgi,an |‘Ai7j||Loo(Q).

Il existe 7(a, ) > 2, tel que , pour tout f € W=1"(Q) et Vgg € W17 (),
I’unique solution u du probléme

V.- (AVu) = f,Vz €
u € H&(Q) + 9o

appartient & W1 (Q). De plus, on a I’estimation suivante :

[ullwrr) < Cla, B,7)|If =V - (AVgo)llw -1 (4.12)

ot C'(a, fB,7) est une constante ne dépendant que des constantes « et [
caractérisant 'opérateur A et de r.

Remarque :
1 ) La preuve donnée dans [31] nous permet de préciser la constante
C(a, B,1).
Soit ¢ > 0, posons
a+c 5 B+
= et V= ——, 4.13
H=Bre (B + o) (4.13)

52—042

nous choisissons ¢ t.q. ¢ > “2a de sorte & assurer v < pu. Puisque
e

g(2) =1et 0 <1—p+v <1, en utilisant la continuité de l'application
g(+), on peut donc trouver r > 2 tel que

gr)l—p+v) <Ll (4.14)

Ainsi, plus (1 — u+ v) sera petit, plus r pourra étre grand, donc la déter-
mination de r dépendra des constantes «, S liées & 'opérateur elliptique
A.

Le cas limite correspond au cas ou 'opérateur A est le Laplacien, (ou pro-
portionnel au Laplacien), alors 4 = 1 et v = 0 donc (4.14) est satisfaite

93



Vr > 2.
Compte tenu des précédentes estimations, nous pouvons majorer la con-
stante C(«, 8,7) par

Cla, B,1) < (1—g(r)(1—u+y))_1ﬁg(_:)c. (4.15)

2 ) Remarquons aussi que si le résultat est établi pour r > 2, alors il sera
vrai aussi Vr/, 2 <7’ <r.

3 ) Classiquement, la condition de Dirichlet peut étre integrée au second
membre; par ailleurs, un calcul simple montre que

[V - (AVgo)llw-1.r ) < [IVgollzr (4.16)
Cas parabolique
Enoncons, a présent, le lemme correspondant au cas parabolique.
Nous définissons (cf.[31])
X, = LP(0,T; Wol’p(ﬂ))’

muni de la norme :

T
o 1O )@ = Vo2

Nous introduisons

Y, = LP(0,T; W—1P(Q))

et nous soulignons que application v — div,v envoie (LP(Qr))™ sur
LP(0,T; W~1?(Q)). Nous munissons alors Y, de lanorme || f||y, = infaiv, g [|9]| o (01
nous pouvons alors énoncer ’analogue du lemme 5 (cf. [31]).

Lemme 6 : Soit f et u” étant donnés tels que f € L%(0,7, H=1(Q))
et u’ € H. Soit u la solution appartenant a L?(0,T; H}(Q)) de :

%—&—Au:f dans Qr
u(0) = u°

Alors, en supposant que I' est suffisamment réguliére, il existe r > 2,
dépendant de «a, 8 et € tel que si

fe L (0,T; W= (Q))
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et si
u’ e WT(Q)

alors u € L"(0,T; Wy (2)) et il existe C(a, 3,7) > 0 telle que

||U||W(}=T(Q) < C(a, B,7)(]|f] L7 (0,T;W—1r(Q)) T ||u0||W01>T(Q))- (4.17)

Remarque : .
1) Comme pour le lemme 5, nous pouvons préciser la constante C(«, 8,7)
(cf. 31]).

Posons

0

P:a

— A, lopérateur associé aux conditions de Dirichlet homogénes.
Il est connu que, étant donné F' € Y}, il existe une unique solution u € X,
telle que :

Pu=F dans .
u(0) = ug

Posons §(p) = [|P~"||£(v,:x,), alors §(2) = 1.
En utilisant la continuité de ’application §(-), on peut donc trouver r > 2
tel que

gl —p+7v) <1, (4.18)

ol les constantes fi, ¥ et ¢ sont les constantes définies précédemment par
(4.13) grace aux constantes @, 3.

A nouveau, plus (1 — j + D) sera petit, plus r pourra étre grand, donc
la détermination de r dépendra essentiellement des constantes &,B carac-
térisant ’opérateur elliptique A.

La constante C’(d, B,r) doit alors satisfaire :

Ca,B,r) <(1—-g(rN—pa+o)~

Na)Y

(r)
e (4.19)

2 ) Nous pouvons reproduire la remarque 2.3 de [31] qui souligne que le

probléme peut étre réduit au cas ot la condition initiale v = 0. En
0

effet, on peut trouver ¢ e L?(0,T; Wy*(Q2)), a—f e LP(0,T; WyP (), ¢

dépendant continument de ug (dans la topologie correspondant & ’espace

précédent), telle que ¢(0) = u° alors on considére u — ¢ a la place de u.
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4.2.3 Preuve du résultat de régularité

Détermination de ’exposant r» > 2 en fonction des paramétres physiques:

La détermination de r dépend uniquement des coefficients d’ellipticité des
opérateurs et de leur norme L., . Nous allons préciser cette dépendance en
fonction des paramétres physiques.

Rappelons que la quantité g(r)(1 — g + v) dépend de «, 8 avec, dans notre
|

1
cas, o = K_, 8= K et g(r) = [[(A) 7 pow-1r (0w @)

Donc
K_+c¢ 9 K_%_ + 2
H K+ +c (K+ + 0)2 ( )
K+2?-K?

et la constante c est choisie telle que ¢ > — de sorte a assurer v < p.

2K
Ainsi, si r est tel que k(r) := g(r)(1 — p+v) < 1, alors cet exposant convient.
Réciproquement, soit » donné > 2, on peut toujours ajuster K_ et K, pour
que k(r) =g(r)(1 —p+v) <1

A he — 6

Concernant §(r)(1 — i 4+ ©), nous avons & =6, 5 =0 + K+w et g(r) =
1P~ ey, x,)-
Donc

A A 52 4 a2

p=GF o P ¥C (4.21)
B+é (6 +¢)?
32 _ 42

et nous choisissons ¢ > 0 t.q. ¢ > o de sorte & assurer < ji. Ainsi, si
&

r> 2 est tel que k(r) := g(r)(1 — i+ ») < 1, alors cet exposant convient.
Réciproquement, soit r donné > 2, on peut toujours ajuster hs,d1, K4, ¢ et ¢
pour que k(r) = g(r)(1 —a+70) < 1.

Soit 7 (K_, K1) > 2 le plus grand réel tel que g(r1)(1 —p—v) < 1ou p
et v sont définis par (4.20) et soit (¢, d, 91, he, Ky) > 2, le plus grand réel tel
que §(r2)(1 — i — ) <1 ou fi et U sont définis par (4.21), posons

r(¢,0,01,he, K_, Ky) = Inf(ri(K_, Ky),r2(,6,01,ha, K1)). (4.22)

Proposition 1:

Soit (h, f) une solution du probléme (4.1)-(4.5) et 7(¢, d, 61, he, K_, K1) > 2 le
réel déterminé par (4.22). Si (hp, fp) € L™(0,T; WH"(Q))?%, hg € WHT(Q) et
(Qs, Q) € L™(Qr)? alors Vh et Vf sont dans L™ (), de plus on a

I

L™ (Qr) S Cl(¢7 h27 h07 hD7 fDu qu Qf7 K,, K+7 5’ 61) (423)
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et

||vf||LT(QT) S CZ(¢7h2>h0ahDafDaQsanaK—aK+757 51) (424)

Pour montrer ce résultat de régularité supplémentaire, il faut repartir de la
construction d’une solution du probléme (4.1)-(4.5) dans la preuve du théoréme
d’existence plus précisement de la construction de la solution du probléme in-
termédiaire tronqué et linéarisé. Nous rappelons que cette derniére solution
apparait comme le point fixe d’une application, nous allons donc intégrer &
ce processus de construction le résultat de régularité L"(Qr). Sans redétailler
cette preuve, nous allons rappeler les résultats importants qui avaient été étab-
lis au cours de ’étape 1 de la preuve de l'existence d’une solution et y intégrer
Pestimation en norme L"(Qr) des gradients des inconnues .

Etape 1: Existence pour le systéme tronqué :

Soit M une constante que nous préciserons plus tard, pour tout x € R’ , nous
posons

Ly (z) = min (1, %)

On introduit le probléme tronqué :

T
/ ¢ < Oth,w >y v + 0oVh - -Vw + QsTs(h)w dzdt
0 Qr

Qr
+ / To(R)K (Vh-Vw — Ly ([|V fll2(020)2) V.f - Vw)dadt =0
QT

(4.25)

/ ha KV f-Vw davdt— / Ty(h) KV h-Vwdadi— / (QuTu()+QT5 (h))w ddt = 0.
Qp Qr

Qr
(4.26)
Pour la stratégie de point fixe, nous définissons ’application F par

Fooo (L20,TyHg(Q)))* — (L*(0,T; Hy (2)))?
(h=hp, f = fp) — F(h, ),
f(ﬁv.f):(fl(ﬁaf_):hva(Evf_):f)v

ot le couple (h, ) est une solution du probléme variationnel linéaire suivant,
pour tout w € V :
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T
/ ¢ < Oth,w >y v + 6 dVh - Vw + QsTs(ﬁ)w dxdt
0 Qr Qr

4 / (Tu(RYE V- Vw — Lag (|9 fll s KV - Vaw)dadt = 0
Qr

(4.27)

ho KV f-Vw dxdt—/ TS(B)KVh-dexdt—/ (QsTs(h)+Q¢Ts(h))w dxdt = 0.
Q Q

’ ’ (4.28)
Nous savons de la théorie parabolique classique que ce systéme variationnel
linéaire admet une solution unique. La suite de ’étape est consacrée a la preuve
des propriétés que doit satisfaire ’application F pour appliquer le théoréme du
point fixe.
Dans un premier, nous montrons qu’il existe des nombres réels
AM = AM(¢, 5, K, h07hD,h2,QS,M, T) et
By = B (6,6, K, h1,0,h1,p, h2, Qs, Qf, M,Cy, T) dépendant uniquement des
données tels que

Qr

Al 20,7y < Ants 1 fllz2(0,7:m1) < Bur- (4.29)
Dans la suite, nous posons
CM = maX(AM, BM)

Puis nous montrons qu’il existe une constante Djy; > 0 telle que
1
19k l|7 20,7371 (0)y) < Do = 5(||8thDH%2(0,T;(H1(Q))f)+5¢CM+h2(K+CM+M+||Qs||H))~

Ces estimations nous permettent de montrer que F est continue dans (L?(0,T; H(Q)))?.
Par ailleurs, en posant A € R? le nombre réel défini par :

A(M) = max(Chr, D) (4.30)
et en introduisant W D’ensemble convexe fermé borné

W ={(g.91) € I(0,T) = (L*(0, T H'()) N H' (0, T; V")) x L*(0,T; H'(Q))

,9(0) = ho, (9lr, 91lr) = (hp, [D); [1(95 91|l 100,7) < A(M)},

nous avons prouver que F(W) C W.

(Ce qui permet d’appliquer le théoréme du point fixe a lapplication F sur
Pensemble W). Nous allons améliorer ce résultat.

Soient (M’, M"), deux réels strictement positifs que nous allons définir ultérieure-
ment, nous posons

W ={(g,91) € (L*(0,T; H'(2)) N L"(0, T; W' (©2)))?, 9(0) = ho, (gIr, g1]r) = (hp. fp);
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(g5 9020,y < AM), [VarllLr(or) < Met[|Vy]

L™ (Q7) < M”}. (4.31)

Notre but est de montrer que F (W) C W. En appliquant le lemme 6 & I’équation
(4.27), nous déduisons que

9(r) ((hz — 1)
(1 —=k(r))(B—¢) ¢
+||h0||W1,T(Q) + HVhDHLr(QT)z). (4.32)

[IVA||Lr @2 < (K4 IV fllr @2 + [1Qsl|Lr(0r))

De méme, en appliquant le lemme 5 & ’équation (4.28), nous déduisons que

PV fllrry < g k(i()?(g — ((h2 = 80) (K4 lIVRLr @2 + 11Qs (@)
H1Qs 112 + IV ol 172 ) (4.33)
donc
9(r) g(r) (ho —61)° K2 _ .
IV ler@nr < TReNE=0 * QoG og  oha NV @
(ha = 61) x g(r) (he = 61) x §(r) K
Tha(— kB -0 (( o= k()6 C)+ + DI1@sllzr@r)
g(r) K
Tk =g el + 9kl
+(1Qsllur oy + 11V 0 ller(arz) ). (4.34)

On impose qu’il existe v, 0 <y < 1 tel que ¢, he, K_, K, § et d; satisfassent

g(r) o) (=)’ KE
TG0 k)G d  h 7 43

et que la constante M’ soit telle que les conditions initiales et aux limites ainsi
que les termes sources satisfassent

(ha —61) x g(r) » ( g(r) Ky ((hz —01)
ho(L=k(r))(B—c) N1 —k(r))(B —¢) ¢

11Qs]

L) + |[Rollwrr @y + || Vhp|

Lr(Qr)?)

+([1Qsrr) + 1QsLr2r) + ||VfD||Lr(QT)2)) <M. (4.36)
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Compte tenu de (4.34), (4.35) et (4.36), on déduit que :

IV fllLr @y < M’ (4.37)

et

||Vh||L“"(QT)2 < M” =

g(r) <(h2 — o) (K4 M’ +1Qsl| 1))

A—kG-a\ ¢
HlRollwr.r oy + IVAD|lLrary2)- (4.38)

Nous soulignons que les deux réels M’ et M" sont totalement indépendants de
la troncature M. Soit W le convexe fermé borné défini par (4.31), nous venons
de montrer que F(W) c W. 1l découle du théoréme de Schauder qu’il existe
(i~L, f) e W tel que .7-"(71, f) = (iL, f) Ce point fixe de F est une solution faible
du probléme tronqué.

A partir de cette étape, les preuves du principe du maximum et de I’élimination
du terme de troncature L,; se faisant comme dans le chapitre 2, nous les omet-
trons. Nous venons donc de prouver la Proposition 1 établissant que le gradient
de la solution de notre probléme vérifie une estimation uniforme dans l’espace
L (Qr).

Ainsi que nous 'avons déja remarqué , grace aux inégalités d’interpolation, nous
avons aussi les estimations précédentes (4.37) et (4.38) dans L™ (Qr), V1,2 <
' <r.

4.3 Unicité dans le cas confiné avec interface dif-
fuse

Nous sommes & présent en mesure d’établir le résultat d’unicité qui nous per-
met de dire que notre probléme est bien posé dans ’espace W(0,T') introduit
précédemment.

Soit (h, f) et (h, f) deux solutions de (4.1)-(4.5) .

Posons u=h —h € W(0,T), v = f — f € L*(0,T, H}(Q)).

Alors (u,v) est solution de

$Oyu =V - (8¢ + KTs(h))Vu = V - (K(Ts(h) — Ts(h))Vh)

—hoV - (KV0) 4+ V - (K (Ts(h) — Ts(R))VA) + V - (KT, (h)Vu) = 0
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Théoréme 7 : Soient (¢, ha, K_, K1,0,01) € (R})S tels que g(4)(1—pu+v) < 1
et §g(4)(1—a+7) < 1et (4.41) et (4.42) soient vérifiées. Supposons de plus que
ho € WH4(Q), (hp, fp) € LY 0, T; WH4(Q))? et (Qs,Qy) € L*(Qr)?, alors la
solution du systéme (4.1)-(4.5) est unique dans W(0,T) x L?(0,T; H*(Q)).

La preuve de ce théoréme repose sur le précédent résultat de régularité établi
pour r = 4, qui combiné aux inégalités de Gagliardo-Nirenberg, nous permet de
majorer les termes non-linéaires.

Preuve :

Soit ¢ € [0, T7], nous soulignons que toutes les estimations précédemment établies
au temps 7', sont valides V¢ < T. Puisque h, h € [01, ha], Ts(h)—Ts(h) = h—h =
—u, donc les deux précédentes équations se simplifient en :

¢ — V - (6¢ + KTo(h))Vu + V - (KuVh) — V - (KuV f) + V(KT (h)Vv) = 0

—hoV - (KVv) = V - (KuVh) + V - (KT,(h)Vu) = 0

En intégrant ces équations sur (0,t) x €, nous obtenons V(w1,ws) € W(0,T)?

o | Oww; + / (8¢ + KT, (h))Vu - Vw,
Q Q

—KuVh-Vw; + KuVf - -Vw; — KTs(h)Vo-Vw; =0

et
ho KVv - -Vwsy + KuVf - -Vwy — KTy(h)Vv - Vwy =0
Qt Q¢ Qy
En prenant wy; = u et wy = v, puisque u(t =0,.) = 0 p.p sur €, la sommation
des 2 équations nous donne
g/tﬁ(t,x)dx—i—/ (8¢ + KTs(h))Vu - Vu + hy KVv-Vv—2 [ KT(h)Vv-Vu
Q Q4 Qy Q

+ KuVf-Vu— KuVh-Vu+ KuVh-Vv=0
Q Q Q

¢ u?(t,x) do + SpVu? + KTy(h)V(u—v)-V(u—0)
Q Q Q4

+ [ hKVv-Vu+ [ KuV(f—h) -Vu+ [ KuVh-Vv=0
Qy Qy Q4

Par définition de T, (h), nous obtenons

0< KTy(h)V(u—v)-V(u—v)
Q¢
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Par ailleurs h € [01, ha), donc

OK_ | |Vu?*< | hKVuv-Vu.
Qy Qy

D’autre part

' U _ -Vu ! u4 1/4 _ 4\1/4 u2 1/2
|/0 [ vy h>V|s/OK+</Q ) (/Q(V(f Y </Q|V|> dt

En utilisant la Proposition 1, on déduit que

A\ 1/4
( IV(f —h)| ) < Cyq+Cyp = Cl,
Q¢

D’autre part l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg avec ¢ =2 et p =4 (

entraine que

1/4 1/2 1/2
(/Q \u|4> < Ceq |U|\L/2(Q)||V“||L/2(ﬂ)'

Finalement ’inégalité de Young appliqué & (4.39) donne

\ KuV(f —h)-Vu|

Qq
t ) ) 1/4
< Ko [ il Vultade) ([
0 Qr
1/2 2\3/4
< K4 CoCama [l gy ([ 190l
1 _
S K+ CG C4{§61 Strel}%,)g) Hu||2L2(Q) + 261 /Qt ‘VU|2}, €1 > 0.
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q
:]_——
a 2)

|V(f—h)|4dt)1/4(/Q |Vu|2dt>1/2
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De méme

t
\/ KuVh - V|
0o Jo,

t
< [ e[ty wn [ o) ar
0 Q Q Q
t
< KiCg / [l 0y |17l / VAV / Vol*)/2dt
0 Q Q
t
< K Co ([ IMaco IVl ([ [9h /([ vt
< K G Can s [l ([ IVl [ 90

€
S K+CGC4 1{7 max HUHLZ(Q) / |V’U,| 1/2 1/ |V’U| }

261 te(0.t)
K+ Ca C4,161 9
S K+ CGC4 1{16 3 E(O t)||UHL2(Q)+€1/ |VU| } f 5 |V’U|
Finalement en regroupant toutes ces inégalité, nous obtenons:
K. CqC
g/ u2(t,$) dx + (0¢p — K4 Cg €1(2Cy + 04’1))/ |V7_L|2 (6K — %51)
Q o,
Ky Cin 9
=5 ’ t,x)d 4.4
s (o 50 o ([ ) o (w10
Fixons €; > 0 tel que
0¢ = K4e1Cc (201 + Cua) > 0 (4.41)
et
K
sk~ KrCule g )

alors, en passant au maximum sur (0,7) & gauche de l'inégalité (4.40), nous
obtenons

¢ / K, Cia / )
Py <
3 x| (t,x) de < 83( 5 )tg(l(i}%) o (t,x) dx
=
¢ Ky Cu / 9
27 83 ) < 4.4
(2 563 Ce (Cs+ 5 ))tg(lg}%) Qu(t,x)dx_o (4.43)
Ainsi si
¢ KyCgq Can
ST (Cat+—7) >0, (4.44)
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(4.43) implique que maxye(o,7) [o u?(t,r) dz = 0 et donc u = 0 presque partout
dans Qr.

Cette information, intérgrée i 'inégalité (4.40), entraine que fQT Vo2 = 0
et puisque v € Hi(Q), cela conduit & v = 0 p.p. dans Q7.

Le théoréme est ainsi démontré.

Remarque : La condition (4.44) peut paraitre trés restrictive, mais nous
soulignons qu’en changeant ’échelle de temps, on peut prendre un coefficient

devant 7" —"

ot
ne représentant alors plus la porosité.

arbitrairement grand, ce qui donne un sens a 'inégalité (4.44), ¢

4.4 Unicité dans le cas d’un aquifére libre

Nous allons & présent énoncer un résultat d’unicité analogue a celui énoncé dans
le cas confiné. Dans le cas des aquiféres libres, les inconnues sont les hauteurs
des deux interfaces libres (h, h1) et nous rappelons que le systéme s’écrit alors

¢0ch =V - ((0¢ + KTy(h))Vh) = V - (KTs(h)xo(h1)Vh1) = =Qs  (4.45)

$Ohy — V- (6¢ + K (To(h) + Ty(h — h1))Vhy) — V- (KTy(h)xo(h1)Vh)

= —xo(h)(Qf + Q)
(4.46)

ou Ts(h) = ha — h,T¢(h) = h,Yh € (0, h2) qu’on étend continument et par des
constantes en dehors de (0, hs).

Le systéme est complété par les conditions aux limites et les conditions initiales
suivantes :

h=hp,hy =h1,p, dans T x(0,T), (4.47)

h(0,z) = ho(z), h1(0,2) = h1o(z), dans £, (4.48)
avec les conditions de compatibilité
ho(xz) = hp(0,2), h10(z) = h1,p(0,2),z € T. (4.49)

Les fonctions hp et hy p appartiennent a espace L?(0,T; H*(Q))NH (0, T; (H'(2))"),
tandis que les fonctions hg et hq o sont dans H'(Q) et nous supposons que les
données initiales et aux limites satisfont des conditions physiquement naturelle

de hiérarchie entre les profondeurs des interfaces :

0 < hl,D < hD < hz,p.p. dans I' x (O,T),O < hl,O < ho < hg,p.p. dans Q.
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Si nous supposons plus de régularité sur les données, nous pouvons alors énoncer
le résultat :

Proposition 2 : Soit (h, k1) une solution de (4.45)-(4.49), alors il existe
r(a, B) > 2 tel que si (hp,h1p) € L"(0,T; WET(Q))2, (ho, h1,0) € WET(Q)2,
(Qs,Qy) € L™(Q7)?, alors Vh et Vhy sont dans L"(Qr)?.

De plus, on a

VAl

L™ (Qr) S C’r‘,l(h()7 hDu h1,07 hl,Dv st qu h27 67 K) (450)

[[Vhillor@r) < Cra(ho, hp,hio, h,p, Qs, @y, ha, 0, K) (4.51)

La preuve de cette proposition reprend les étapes de la proposotion précédente
donnée dans le cas confiné mais elle est plus technique.

. .. Kih
Précisons qu’ici a =d et =0 + ; 2.
Ce résultat s’inscrivant dans le cadre plus général d’un systéme couplé d’équations
paraboliques quasi-linéaires et dont la démonstration est donnée dans [60], nous
n’entrerons pas plus dans les détails.

Nous conclurons cette section, en énoncgant le théoréme d’unicité :

Théoréme 8 : Supposons que (hs,d, K, $) € Rf* soient tels que

g(4)(1 — i+ 7) < 1 et que les données initiales et aux limites vérifient

les hypothéses de la Proposition 2, alors la solution du systéme (4.45)-(4.49)
est unique dans W (0,7)2.

Remarque :
1) Les paramétres physiques sont ajustés de sorte que r > 4.

2 ) A nouveau, la preuve de ce résultat repose sur le méme arguments que

celui établi dans le cas confiné mais est plus technique. Nous renvoyons le lec-
ture & [60] pour le détail de la preuve.
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Chapter 5

Identification des paramétres
dans le cas instationnaire

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'identification de la conductivité hy-
draulique K et de la porosité ¢. Nous soulignons que dans ce chapitre, le tenseur
hydraulique K sera identifié & une constante. Il s’agit d’estimer ces paramétres
en fonction d’observations ou de mesures sur le terrain faites sur les charges
hydrauliques et sur la profondeur de l'interface eau douce/eau salée. Notons
que, concrétement, nous ne disposons que d’observations ponctuelles (en espace
et en temps) correspondant aux nombres du puits de monitoring.

Par ailleurs le phénoméne d’intrusion marine est souvent transitoire et ’étude de
sensibilité proposé dans [114] montre que la forme de l'interface eau douce/eau
salée dépend essentiellement de la conductivité hydraulique, les autres parameétres
telle que la porosité impactent surtout le temps mis & atteindre le régime perma-
nent, c’est pourquoi on doit considérer le modéle instationnaire pour identifier
simultanément ces deux paramétres (cf.[129], [131]).

Soulignons aussi que la problématique d’identification de paramétres a souvent
été abordée dans le cadre de ’hydraulique souterraine (cf. [41],[76],[91],[102],[125]
,|145]), mais plus rarement en ce qui concerne le phénoméne d’intrusion saline,
les premiére études faites par Sun et Yeh (cf. [126]) développent le cas des
résolutions de problémes inverses pour des systémes couplés et proposent, no-
tamment, dans le cas de 'intrusion saline, le systéme adjoint associé au systéme
stationnaire correspondant.

Notons enfin que les études existantes concernent essentiellement les résolutions
numériques de ces problémes inverses. Cependant M. E. Talibi et M. H. Ther
ont démontré 'existence du controle optimal et ont donné les conditions nécés-
saires d’optimalité dans le cas d’une interface eau salée/eau douce stationnaire
(cf. [127], [128], [129], [131] ).

Ce chapitre est une généralisation de ce travail au cas instationnaire. Le prob-
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léme inverse se traduit alors par un probléme d’optimisation, la fonction cott
calculant I’écart quadratique entre la profondeur de linterface (et la charge
hydraulique d’eau douce) mesurées et celles données par le modeéle. Le con-
vexe décrit par les paramétres admissibles est I’espace des fonctions & variations
bornées ce qui permet de tenir compte de leurs discontinuités.

Le chapitre s’organise comme suit : Dans un premier temps, nous rappelons
les propriétés essentielles de 'espace des fonctions & variations bornées. Le
probléme d’identification se rameéne alors & chercher le minimum de la fonction
colt associée a la solution du probléme instationnaire. Grace aux résultats de
régularité établis aux chapitre 2 et 4 pour la solution du probléme exact, nous
montrons ’existence du controle optimal.

Puis en considérant ce systéme comme une contrainte pour le probléme d’optimisation
et en introduisant le Lagrangien associé & la fonction coit et a la solution du
probléme instationnaire, nous établissons que le systéme d’optimalité (constitué
par les équations d’état, les équations d’état adjoint et la condition d’optimalité)
admet au moins une solution.

Nous établissons ces résultats en ne considérant que K comme paramétre a
identifier puis nous généralisons ’étude au cas de l'identification simultanée de
la conductivité hydraulique K et de la porosité ¢.

5.2 Formulation du probléme
L’espace BV ().

On se place sur un domaine 2 ouvert et borné de R", de frontiére T" lipschitzi-
enne, on note M;(§2) l'espace des mesures de Radon bornée sur 2, My(2) est
le dual topologique de I’espace des fonctions continues sur {2 s’annulant sur I’
muni de la topologie de la convergence uniforme. C’est un espace de Banach
pour la norme

lelanay =) = [ Jul
ou |u|(€2) représente la variation totale de u sur Q et |u| = u™ —u_, avec :

w = sup,eq [u(@)], - = infeq [u(@)|.

En utilisant la définition de la dualité de M;(f2), on peut également définir
l|u||ag, (@) de la fagon suivant :

[ / ju] = sup / o(a)du(z), v € Co(Q), [lo]~ < 1}.

Définition.1. Soit f une fonction de L'(£2); on appelle variation totale de f
sur Q le réel

TV(f) = sup{/Q F@)divo(@)da, v € C(Q™, ||l < 1}.
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f est dite & variation bornée si TV (f) < oo.
On note BV () Iespace des fonctions de L!(£2) & variation bornée sur €2, qui
est un espace de Banach pour la norme

1fllBvey = Iflli + TV (f).

Pour conclure cette section, nous rappelons quelques propriétés de ’espace
BV (Q) utiles pour la suite .

Proposition 3 : Soit (f,)nen une suite d’éléments de BV (Q2), alors
1. Si f, — f dans L'(Q2), alors

TV(f) <lminf TV (f,).

n—oo

2. Si (fn)nen est bornée dans BV (Q2), alors il existe une fonction f de BV (Q)
telle que, & une sous suite prés,

fn — f dans L*(Q).
3. Pour tout f dans BV(Q2) N L"(Q) et r € [1,+o0], il existe une sous suite
(fn)n de C(Q) telle que

n—oo

lim / = fal/d2 =0t lim TV(f,) = TV().
Q

4. Soit (fn)nen une suite dans U,g,, qui converge fortement dans L1(£2) vers un
élément f. Alors f est dans Uugm et (fn)nen converge fortement vers f dans
L™(Q) pour tout r € [1, +o0[.

Preuve de 4 : Comme f,, converge vers f dans L'(Q) et K,,, < f,, < Ky, alors
on a K, < f, < Kjs presque partout sur §2. De plus, par (1) de la proposition
précédente on a :

TV(f) <«

d’ott f € Uyam,.
La seconde partie de la démonstartion découle de I’estimation suivant :

fn = Fllzr) < mes(Q)(Enr = Kn) I fa = fllr)

pour tout r € [1, 400 .
Formulation du probléme :

Etant donné une observation répartie de la charge hydraulique de I’eau douce
¢5 et de la profondeur de l'interface eau douce / eau salée, h, appartenant a
L?(£2)2, notre objectif est d’identifier la conductivité hydraulique et la porosité

correspondante, (K*, ¢*), dans le cas de I’écoulement instationnaire régi par le
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systéme (5.1)-(5.5). Pour étudier ce probléme nous introduisons le probléme de
controle suivant :

0.) { Trouver(K™*, ¢*) € Uyamtel que

T(K*,6%) = infe.gevr. T (K. 6) (5.1

ou
1 2 1 2
J(K,¢) = §||¢f(K7 ¢) = brobsl|12(00) T §||h(K, ®) — hovs||72(0),

Le tensor K = K - Id, donc K est un scalaire.

avec (97 (K, ¢), h(K, ¢)) lasolution du probléme variationnel (4.1)-(4.5), (¢ obs; Pobs)
étant les charges hydrauliques observées. Nous soulignons que dans la plupart
des situations pratiques, déterminer la profondeur de I’eau douce / 'eau salée
nécessite de creuser des puits qui doivent arriver & des niveaux, souvent, trés
profonds sous la surface, mais cela reste concevable.

Afin d’assurer l'existence d’une solution de (O.), il faut choisir soigneusement
P’ensemble des paramétres admissibles Uygy,. Prendre Ugg,, dans espace L™ ()
assure bien str l’existence et l'unicité de la solution du probléme direct (sous
certaines conditions sur les paramétres physiques) mais ne permet pas d’avoir
'existence du controle optimal, d’autre part, le choix de Uyg,, dans H*(f2) est
trop contraignant et doit étre affaibli. Nous proposons donc de travailler sur
I’ensemble des paramétres admissibles :

Usam = {(K,¢) € (BV(Q) NL®(Q)?,¢m < ¢ < dr, Ky < K < Kpp et TV(K, ¢) < c}.

ol ¢, dar, Ko, Kr, et ¢ sont des constantes réelles strictement positives.
Dans un premier temps, nous allons limiter notre étude & l'identification de la
condutivité hydraulique, on supposera donc connue la porosité. Dans ce cas le
probléme de controle (O,) devient :

) Trouver K* € Uygmtel que
J(K*) = infkev,,, J(K)

avec

1 1
T(K) = 5ll65(K) = b1.00sllrz0r) + 5 lR(K) ~ hovs||72(,) + NTV (K).

Soient K,,, K et ¢ sont constantes fixées, on définit :
Ugam = {K € BV(Q)NL*®(Q)), K < K < Kpr et TV(K) < ¢},

(BV(2), ] - |lBv(e)) est I'espace de Banach des fonctions & variation bornée
sur 2 pour lequel nous allons rappeler quelques résultats connus. TV (K), définie
ci-dessous, désigne la variation totale de K.
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Corollaire. 1. Uggy, est un sous ensemble compact de L"(€2) pour tout
r € [1, 400l

Preuve : Ce corollaire est une conséquence immédiate des points 3. et 4. de
la proposition précédente.

5.3 Existence du controéle optimal

A partir des résultat établis dans le chapitre précédent, nous allons étudier dans
cette section le probléme (O). Dans la suite on supposera toutes les hypothéses
assurant l’existence, les estimations a priori, la régularité et 'unicité de la so-
lution du probléme direct, et nous désignerons par ¢(K) = (¢7(K), h(K)) la
solution du probléme variationnel correspondant & une conductivité donnée K.
Nous donnons maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréme 9 : 1l existe au moins un controle optimal pour le probléme (O).

Preuve : Soit (K,)nen C Ugam une suite minimisante telle que

J(E,) — J* = inf J(K).

adm

Du corollaire 1, on déduit qu’il existe une sous suite, toujours notée K, , et une
fonction K* € Uygm, tels que

K, — K* fortement dans L?(Q). (5.2)

D’autre part, d’aprés le théoréme d’existence pour le cas confiné et 5 = 1, la
solution ¢ = (¢}, h") = (¢5(Kn), h(K»)) du probléme variationnel, vérifie :

&% 220,181 )y + 1M 220,178 () < C, 01 < h"™ < hy, (5.3)

[[0:h™ || L20,7,v1) < O, (5.4)

ou C est une constante ne dépendant pas de n.

Nous pouvons alors reprendre le raisonnement du passage a la limite que nous

avons fait dans la démonstation de l'existence globale en temps du probléme
(4.1)-(4.5).

Puisque (h™),, est uniformément bornée dans W (0,T"), nous déduisons grace au
résultat de compacité d’Aubin que (h™ — hp), est sequentiellement compacte

dans L*(0,T, H). Par ailleurs (¢'), est faiblement sequentiellement compacte

dans L?(0,T; HY(Q)).

On peut donc extraire une sous-suite, non renommée, (¢, h" —hp), € L*(0,T; H' (2))x
W(0,T) et (¢3,h* —hp) € L2(0,T; HY(Q)) x W(0,T) tq:

" — h* dans L*(0,T; H) et p.p. dans [0, 7] x Q,
oh™  —  9;h* faiblement dans L*(0,7;V"),
¢} — ¢} dans L*(0,T; H' ().
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Ce qui permet de passer a la limite dans la formulation variationnelle.
Donc de 'unicité de la solution, il vient que :

9" = (07, h") = (&5 (K7), h(K™)) et donc J(K*) = T~

Ce qui termine la démonstration.

5.4 Conditions d’optimalité
Le probléme d’identification se raméne & chercher le minimum de la fonction
coit J, le systéme d’état étant le probléme instationnaire (4.1)-(4.5). On con-

sidére ce systéme comme une contrainte pour le probléme d’optimisation et on
introduit le Lagrangien £ defini comme suit :

L (¢5,h N, K)= / /qﬁah/\ sdxdt

s
+ / /5¢>+aK Ty(h))Vh - VX dmdt—/ /KT )Wy - Vdrdt
to tO

ty ty
+ / /K (ha — h1)Voy - VA rdadt — / /aK h)Vh - VArdxdt
to tU

/t:f /Q Qs/\wlavdt—/t0 /Q(Qs+Qf))\fdxdt.

La solution correspond alors & un point selle de ce Lagrangien considéré comme
une fonction des variables indépendantes h,¢f, A, Ay et K avec A; et Ay les
multiplicateurs de Lagrange. Le minimum recherché, K*, vérifie le systéme
d’optimalité suivant :

+

(5.5)

oL oL
—((gﬁf,h* A},Aj,K*)—O aT(¢f,h* A ALKT) =0
BE 0]
(qﬁﬁh* A AL KT) =0, 6(;5 (07 P A AL K™) =0
a—K(qu,h* )\},Aj,K*) (K —K*) >0, VK € Uygm.-
(5.6)
En outre le systéme d’état est donné par :
oh . .
{ 0% — div(@KTL(R)Vh) + div(KT(h)Vey) = ~Qu, 57
—div(K (hy — h1)V¢y) + div(aKT,(h)Vh) = Qf + Qs,
h=hp,¢;=¢sp, sur TIp, (5.8)
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h(0,z) = ho(z),Vz € Q, (5.9)
et le systéme d’état adjoint est donné par le systéme rétrograde suivant :

o\

0((0¢ + aKTs(h))VA;) —aK(x)Vh -V + K(x)Voy -V,
+div(aK (2)To(h)VAs) + K (2)Vh - VAp = hops — h, (5.10)
—div(K (z)(he — h1)Voy) + div(K (x)Ts(h)VA:) = ¢f.00s — O,

Ai=0,Ar=0surI'p, A(ty,z)=0, Ve eR. (5.11)

Proposition 4 : Soit (¢, h) = ¢(K) la solution de (4.1)-(4.5) associée a la
conductivité hydraulique K(€ Uygm ). Alors le probléme adjoint :

Trouver ()\i,)\f) e W(0,T) x H} () tel que, V(pf,¢i) € H}(S2)?

Jo Jol- 4+ (00 + aK (2)Ty(h))VA; - Vi — aK (2)Ty(h)V Ay - Vi ]dudt
+Jo fQ wf—th) Vi aK (@)Vh - VAflpidedt = [)" fo(hons — ) piddt, (5.12)
fo fQ h2_ 1)V - Vor — K(x)Ts(R)VA; - Voy|drdt = fo fQ Bfobs — Py )prdrdt

admet une unique solution.
Preuve : Dans un premier temps, nous posons t = ty — t’, le systéme (5.12)
devient alors :

/ / (66 + aK (2)Tu(h)VA; - Vs — oK (2)Tu(h)V Ay - Vipi]dadt

/ / z)(Vos —aVh) -V + aK(x)Vh - Vi|pdadt

:/ /(h(,bS — h)p;dxdt,
0 Q

(5.13)

/ / 2)(hs = h)VAs - Vs — K(2)Ty(h)VA; - Ves|dadt
Q

B /o /Q(st"’bs — ¢f)prdudt,

et la condition initiale devient A;(0,z) = 0,Vx € Q.

(5.14)

Il s’agit d’un systéme couplé d’équations linéaires elliptique-parabolique.
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Pour montrer l’existence d’une solution du systéme (4.1)-(4.5), nous allons
procéder de la méme facon que pour la preuve de l'existence globale d’une solu-
tion dans le cas confiné avec interface diffuse (cf. Chapitre 2). Nous soulignons
que la seule difficulté dans le cas présent est la présence des termes linéaires
fQT K(V¢s —aVh) -V, fQT KVh - VA pour lesquels nous allons utiliser le
résultat de régularité établi au chapitre 4, donnant une estimation de la norme
L"(r > 2) des gradients de h et de ¢y.

Existence globale en temps :
Pour la stratégie du point fixe, nous introduisons 'application F :

F:L*0,T; Hy()? —  L*(0,T; Hg())?,

avec F(Aiy Af) = (F1(N\iy Af), Fa(Miy Ap)) , le couple (A\;, As) est solution du
probéme variationnel.

T
/ < PO A, w >yiv dt + / (5¢) + OZKT‘;(h))V)\z - Vwdzdt
0 Qrp

- « K (@)To(h) Las ([[VAfl| L2(00)) Vs - Vwdzdt
Qr

+ K (2) Ly ([[VAM| 22(0p)2) - VAP - wdadt
QT

v oo [ K@DV 2qne) VA - Vhwdedt = / (h = hops)wdadt

QT QT

(5.15)

/ K(@)(hs — h))VA; - Vudedt — | K(@)Ty(h)VA - Vwdadt
QT QT

_ /S(qsf—qsﬁobs)wdxdt (5.16)

AT

M
Vw € H(Q) (La fonction Lys(z) = min(1, —),z € Ry et M est une constante
T

> 0 qu’on précisera ultérieurement).

Nous savons grace a la théorie classique sur les équations paraboliques et ellip-
tiques linéaires que le précédent systéme variationnel admet une unique solution.
Montrons la continuité de F, donc celles de F; et Fo.
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Continuité de F; :

Soit (A}, A) une suite de fonction de L?(0,T; Hy () et (Ai, A\f) € L*(0,T; Hy(€2))?
tels que (A}, N}) — (Xi, Ay) dans L?(0,T; Hy(€2)).

Posons \;, = F1(A}, )\}L) et h = F1(\;, Ar), montrons qu’alors A; , — A dans
L*(0,T; Hg ().

Prenons w = ), dans (5.15) écrite avec A;, et A't. Nous obtenons aprés
quelques transformations :

¢

S )\in
<1(b%

= im0 0E) + [ (06 + BT, (0) VA VA
—————— Qr

=0
1)

— K(.Z‘)T&(h)LM(‘ |V;\}‘| ‘L2(QT)2)VE\7; . V)\%ndxdt
Qr

(2)
Qr

(3)

—+ « K(l‘)Lju(‘|v;\?”L2(QT)2)V5\? . Vh)\l7nd$dt
Qr

(4)
_ / (h = hops) s ndadt
Qr

(5)

Clairement (1) > §¢||V)\i7n||%2(QT).
Par ailleurs, grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young ainsi qu’aux
inégalités de Gagliardo-Nirenberg, on obtient Ve > 0 :

P KIZM?*T ¢

12)] < aKyhoaMVT|[V il < 5 + IV nlZ2 (),
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T
3) < / Lar(IVA2 |20 )] [ K(2)(Vés — aVh) - VATA, pdudi]
0 2
< Lar(IVA |2y K4 L /Q Vy[4dz)
o / VAl d) ) / A d) / VA[2) 2t
Q Q Q
< Lar(lIVA [ ) K+ {( /Q Vs [*dz) + o /Q VAt dz) /4
C(4,9)( / V[P / X2, dar) VA / VAT ) 2
Q Q Q
< Lor (1A sy ) K+ C(4, Q) (1965 |t (o) + @ll VAl s o)

<Cy(1+a)

T
( / il 19 Xm 2y A2 |2y

€

1 T
< KICH(14a)’CH4, QM x o + 2(/0 Xl [22 () [V il 220y d8) 2

Ki1C;(1+a)?’C?(4,QM? ¢
+ — ma

<
- 2¢ 4 tE(OE(“)

€
Pinl oo + < / VA2
oty )

De la méme facon :

T
@] < oK L9 llaee) [ VAR VA 19332
0 Q Q Q
T
< QMO [ Il [V Vi Bt
0
1 € T
< OPRIMECE g+ 5[ Il TNl )2
o?K2CIM? , e ,
< T 2 + Ztg(l(?,}%) H)‘i,nHLQ(Q) + i”V)‘i,n”L?(QT)‘
Finalement

1

< | (h—hops)?da+ = Nimll?
)< 5 [ (0= b+ 5 o 1Al

En rassemblant ces inégalités, nous obtenons :

¢
§||/\z‘,n||%2(m + (06 — IV Ainl22(0r) < tg(l&% H)‘i,nH%P(Q) +C,

ou C est une constante ne dépendant que des données et de M.

¢

Choisissons € > 0 tel que d¢p—e > 0 et 5—6 > 0, nous venons d’établir qu’il existe
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deux réels AM(h7 hobs7 (bf? K7 «, 047 67 ¢7 h27 T) et BM(h7 hobsu ¢f7 Ku a, C4u 67 ¢7 h2> T)
dépendant seulement des données du probléme tels que

il 0,2,y < Anr et |NinllT2 0., m1(02)) < B

Donc la suite (\; ,)» est uniformément bornée dans L>(0,7; H)NL?(0,T; H} ().
On pose alors Cyy = max(Anr, Bar).
Nous allons établir que (9;\;n)n est bornée dans L?(0,T; V') N L*(0,T; H).

‘|8t/\i,n)||L2(O,T;V’)OL1(O,T;H) =

sup | (0¢ + aKTs(h))V iy - Vwdzdt

"wll(L2(0,T,V)ﬁL°C(O,T;H))Sl Qr

(1)
to [ K@DV, VA - Vo
T

(2

— | K(@)(Voy —aVh)- VA Ly (|[VAP])E 2o wdadt
Qr

(3)

—a [ K@) Lu([[VAFID 2 0p VAT - Vhwdadt
Qr

4

Jr/ (h — hops))wdzdt |
Qr

(5)

Le principe des calculs étant le méme que dans les inégalités précédentes, nous
n’indiquerons que les estimations clefs.

(D] < (66 + aKthe)Curl|wl[L2(0,7:v)s

1(2)] < aKyhoM||w|[z200,75v)

) < (14 @)Ky MCy Callwll 2 o o | 0lloto 7
()] < ak M CiCallwll} o 7 1wl oo vy
B < lhobs — hll 2o wllz2o.r0)-

En rassemblant les précédentes estimations, nous concluons que
10: N nll 220, 75v )L (0,758) < D,
ot Dj; ne dépend que des données.

Ainsi (A n)n est uniformément bornée dans 'espace L2(0,T; HY(Q))NH(0,T; V).
En utilisant le lemme d’Aubin, nous extrayons une suite, non renommée pour
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simplifier, convergeant fortement dans L?(Q7r) et faiblement dans L?(0,T; HZ (2))N
HY(0,T;V’) vers une limite noté \;.

Grace a la convergence forte dans L?(Q7) et donc la convergence p.p. dans (),
nous vérifions que \; est une solution de I’équation (5.15). La solution de (5.15)
étant unique, nous avons donc A\; = \;.

Continuité de F; :

De la méme fagon, nous montrons la continuité de F en posant Ay, = Fa(A', A})
et Ay = Fa(\;, As) et en montrant que Ay, — Ay faiblement dans L?(0, T H(2)).
Prenons w = Ay, dans I’équation (5.16) écrite avec A, Aip .

Aprés quelques transformations, nous obtenons pour € > 0 :

(ha — hy)| YAzl < € / Vg2 + K212 / IV Aial? + C2 / (65 — brons)™s
Qr Qr Qr

C)p désignant la constante intervenant dans l'inégalité de Poincaré.
Choissant € tel que K_(hy — hy) — € > 0, on obtient

1
|90 < iy e U B+ CElloy = byl )
, -

=FE

Il est en fait possible de montrer que (\; ,,),, converge fortement dans L?(0,T; HZ (2))
et donc de déduire que (Ay,,), converge aussi fortement dans L?(0,T; H} (£2)).
Ainsi F est continue de L?(0,7T; H}(Q))? dans lui-méme.

Posons S = max(Chs; Das, Epar) et W ensemble convexe fermé borné non vide

de L%(0,T; H} () défini par :

W ={(g,g1) € W(0,T) x L*(0,T; Hy(2)); i (0) = 0, [(g, 91)|lw 0,1) < A}

=W1(0,T)

On vient de montrer que F(w) C W, le théoréme de Schauder permet de con-
clure qu'il existe un couple (A;, A¢) € W tel que F(A;, Af) = (Ai; Af).

Ce point fixe est une solution faible du probléme (5.15)-(5.16).

Nous pouvons passer a la derniére étape qui consiste en ’élimination de la fonc-
tion de troncature Ljy.

Elimination de la fonction auxiliaire L,; :

Nous allons & présent montrer qu’il existe une constante B > 0, ne dépendant

pas de M, telle que, toute solution (\;, As) du probléme (5.15)-(5.16) satistait :
IVAllz2ry < B et 94l z20n) < B

A nouveau, nous prenons \;(resp.)s) dans (5.15)(resp. (5.16)) et nous ajoutons
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les deux équations ainsi obtenues, ce qui conduit a :
?/ MN40p [ VNP +/ aK (2)Ts(h)| V) +a/ K(x)(ha — h1)|VAs[?
2 Q QT QT QT

—2a K(LU)TS(h)VAZ . V)\f =« K(LL')TS(h)(L]L[(‘|V)\f||L2(Q)2) — 1)V)\f . v>\7,
Qr Qr

[ K@Vl 2) (Vs — aTh) - A,
Qr

(2)

—« K(x)L]\/[ﬂ|v)\f||L2(QT)2)Vh‘v)\f>\i+/
QT QT

(h - hobs))\i + A (¢f - d)f,obs))\f

(3 4)

<= (compte tenu du fait que hy + 01 < h < hy — hq)

?/Afwap |V)\i|2+a61/ K(x)\wf|2+a/ K (x)Ts(R)|V(Ni — Ap)|?
2 Q Qr Qp Qr
+ «a ; K(2)To(h)(1 = Lar([IVAf|L2(020)2)) [V Af 2

T

< af K(@)Ts(h)(Lu([[VAfllzr)2) = DVAf - V(A = Af)
Qr

(1)
+H2)+(3)+ ()

Mais
«
W < § [ KET0 - L9l ) VAE + 5 [ KT A,
@ < KCUMC+a)mas [ V[ [TaP)
te(0,T) Jq Qr
o KO0+ o)

: 1)+ 2K.C4,0)C4(1 / A2
o (max [ 1) +2ca it ae [ 9nE

3)] < K+C(4,Q)Cio( max / A2/ / VAP / VA 2172

t€(0,7T)

IN

€ t(0,T)

1 €
QKL C(4,)C( - max /Q)\f)l/Q(/Q |V>\Z-\2)1/2+§/Q 90?)
T T

IN

te(0,T)

0 Cl G [ VARG [ IOn R G ma [ ),
Qr

enfin

2 2
€ 5 € , G} ,  Cj 9
< (= i — — —
1< G [ g [ a2t [ b4 52 [ gl
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Supposons € > 0 soit choisi tel que

1
O1 = (66 — e(K+.C(4,Q)Ca(2 + ga) +3)>0, (5.17)
O, = (ad1K_ — g(aK+C(4,Q)C4 +1)) >0, (5.18)
alors si on a :
o 1
(5 = 55 K+ C4. QCu(1 +20)) >0, (5.19)

nous pouvons déduire que, 3B > 0, ne dépendant que de h, hops, @, Pops €t de
2 2

& C
Cp (B = 275 fQT (h - hobs>2 + 7: fQT (¢f - ¢f,obs)2) tel que :

@1/ IVAil> < Bet 92/ IVAs |2 < B.
Qr Qr

Si nous posons B = max( ), nous terminons la démonstration de cette

B B
ST
étape.

Unicité de la solution du probléme adjoint :

Soient (A\i,Af) € W(0,T) x H}(Q) et (A, A\f) € W(0,T) x H}() deux so-
lutions de (5.12). Posons u = \; — \; et v = Ay — A;. Clairement, puisque le
systéme est linéaire, (u,v) satisfont (5.12) mais les seconds nombres sont nuls.
Nous pouvons reprendre point par point la démonstration précédente qui nous
conduit & (compte tenu du fait que B = 0)

@1/ |Vu|> <0 et @2/ |Vo]? < 0.
QT QT

Puisque (u,v) € H}(Q)?, cela implique u = 0 p.p. dans Qr et v = 0 p.p. dans
Qrp.

Remarque : La condition (5.19) peut paraitre restrictive par rapport aux
paramétres physiques, mais ainsi que nous ’avons remarqué au chapitre 4, un
changement d’échelle pour le temps permet de justifier la condition (5.19).

Proposition 5 : Soit K* une solution de probléme (), alors il existe un
couple (h* — hp, ¢} — ¢5p) € W(0,T) x L*(0,T, Hy()) et un couple \* =
(A7, A7) € W(0,T) x L2(0,T, H}(2)) satisfaisant, pour tout K € Uugm et
0= (pi,0r) € W(0,T) x L*(0,T, H}(R)), le systéme d’optimalité suivant :
(probléme direct)

{ ¢>% — div(aKTy(R)Vh) + div(KTy(R) V) = Qs
(K (s — 1)V oy) + div(aKT,(h)Vh) = Qs + @,
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h = hD7 d)f = ¢f,D7 sur I‘D
(probléme adjoint)

—¢%Ati — div((86 + aKTy(h))VA;) — aK (2)Vh - VA + K (2)Ver - VA,
+div(aK(z)Ts(h)VAf) + aK(x)Vh - VA; = hops — h,
7d’L’U(K(£ZJ)(h2 - hl)v¢f) + dlv(K(x)Te(h)VAz) = ¢f,obs - ¢f7

et
DrJ(K)- (K(z)— K*(z)) > 0.

ot le gradient de la fonction coiit est donné par :
ty
DrJ(K)- (6k) = / / adxTs(h)Vh - V;dadt
to Ja

ty tr
—/ / (SKTS(h)V(bf -V ;dzdt +/ / 5K(h2 — hl)ngf . V)\fdl‘dt
to Q to Q
ty
7/ / Ot(SKTg(h)Vh . V/\fdzzzdt, avec 0x € Usdm, (520)
to Q

Preuve:

L’application K — (h(K), ¢;(K)) définie implicitement par le probléme direct
(5.7)-(5.9) est différentiable (cela résulte du corollaire du théoréme des fonctions
implicites ainsi que de la régularité de la solution du probléme direct (h, ¢y)).
Donc l'application K — J(K) est différentiable et

DKJ(K) = 6‘KLZ(K,h,¢>f, )\i,)\f), c-a-d Vo € Uyam,

avec
Did 05 = /tf 5ic % (aTo(R)Vh - Vi — Ty (W) Vs - VA,
+ (itzog fgizzl)ngf -VAr — oTs(h)VAV Ay)dxdt.
En particulier si K* réalise le minimum de 7, en notant
h* = h(K"), ¢} = ¢p(K™),\] = Ni(K*, 1", ¢%) et Aj = A\p (K™, h", ¢}),
on obtient
O L(K™, 1", 9%, AN, ) (K — K*) > 0,VK € Updm,

Ce qui achéve la preuve.
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5.5 Identification de la conductivité et de la porosité

Le probléme est alors le probléme (O.)

Trouver(K*, ¢*) € Ugamtel que
c Lk . 21
w){ﬂKﬁ)=mmmmmﬂK@ (5.21)

ou
1 1
T(K,9) = 51165(K.6) = b onel B2 + 510K, @) = hotul (e

Vous pouvons établir de la méme facon que dans le théoréme 7?7, Dexistence
d’un controle optimal pour le probléme (O,).
Le probléme d’identification se raméne & chercher le minimum de la fonction
coit J, le systéme d’état étant le probléme instationnaire (4.1)-(4.5). On con-
sidére ce systéme comme une contrainte pour le probléme d’optimisation et on
introduit le Lagrangien £ défini comme suit :

bs oh
Q

to

ty ty
+ / /(5¢ + aK(x)Ts(h))Vh - Vdxdt — / / KTS(h)ngf -V dxdt
to Q to Q

ty ty
+ / / K(z)(hy — hl)VQSf - VApdxdt — / / aK (x)Ts(h)Vh- VA rdxdt
to JQ to JQ

/t:f/QQs/\idxdt—/t:f /Q(Q5+Qf))\fdxdt.

Nous soulignons que nous avons substitué dans le systéme, le coefficient d4 au
coefficient originel 0 ¢, car § est un paramétre arbitraire que nous avons in-
troduit pour représenter 1’épaisseur de la zone diffuse et auquel nous venons
d’incorporer la porosité. Cela nous permet de focaliser 'impact de la porosité
essentiellement sur les variations en temps de la hauteur du front salé.

La solution correspond alors & un point selle de ce Lagrangien considéré comme
une fonction des variables indépendantes h, ¢ ¢, A\;, Ay et K avec A; et A¢ les mul-
tiplicateurs de Lagrange. Le minimum recherché, (K*, ¢*), vérifie le systéme
d’optimalité suivant :

+

(5.22)

a(qsfahv f 'L')K 7¢) ):O7 aT((bf)h’ 7)‘fa)‘i7K 7¢):O
oL 0

—(@%, h", N5, A K™, ¢0%) =0 — (@5, R AN AL K* 9" ) =0
ah((bf’ s N 7¢) ) a¢f(¢f’ [N ERAY R 7¢)

oL
87(¢;’h*’A;’A?7K*v¢*)'(K_K*)207 VK € Uadm,
O L(PF, W™, AT, A, K™, 97) - (¢ = ¢7) 2 0, V¢ € Uadm.-

(5.23)
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Le systéme d’état est le systéme (5.7)-(5.9) et le systéme adjoint est le systéme
(5.10)-(5.11)
Nous pouvons alors énoncer 'analogue de la proposition 5 :

Proposition 6 : Soit (K*,¢*) une solution de probléme (O.), alors il ex-
iste un couple (h* — hp, ¢} — ¢5.p) € W(0,T) x L*(0,T, Hj(R2)) et un couple
A= (A}, A}) € W(0,T) x L*(0, T, Hy (Q)) satisfaisant, pour tout (K, ¢) € Usdm
et o = (pi,07) € W(0,T) x L*(0,T, H}()), le systéeme d’optimalité suivant :

(probléme direct)

{ ¢% — div(aKTs(h)Vh) + div(KTs(h)Vor) = —Qs
—div(K (hy — h1)V¢y) + div(aKTs(h)Vh) = Q; + Qs

h = hD) ¢f = ¢f,D7 sur T'p
(probléme adjoint)

_qs‘?ti — div(56 + aKT,(h)VA) — oK (2)Vh - Vi + K(2) Ve - Va,
+div(aK (2)Ts(h)VAf) + aK(2)Vh - Vs = hops — h,
—div(K (z)(hy — h1)Véy) + div(K(2)Ts(h) Vi) = ¢ 1.0bs — b5,

et
DrJ(K, ) (K(z) — K*(z)) 20 et DpJ (K, ¢) - (d(x) — ¢*(z)) > 0.

ot les gradients de la fonction cotit sont donnés par :
ty
DrJ(K)- (6k) = / / adxTs(h)Vh - V;dxdt
to JQ

ty ty
—/ / 0xTs(h)Voy - VA dxdt —|—/ / Ok (ha —h1)Véy - VA dxdt
to Q to Q

ty
—/ / adTs(h)Vh - VApdxdt, avec 0x € Ugam, (5.24)
to Q
et
ts oh
D¢J(K7 gb) . (5(;5) = / /(5¢)a)\1dmdt, avec 5¢ € Upam (525)
to Q

Nous renvoyons le lecteur a [127], [128], [131] pour I’étude numérique de ce
probléme.
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Chapter 6

Conclusions et Perspectives

Dans ce travail, nous avons proposé une étude mathématique comparative des
deux approches ’interface nette’ et ’interface diffuse’ pour traiter le probléme
d’intrusion marine dans les aquiféres cotiers confinés et libres. Plus précise-
ment, nous avons établi dans le cas confiné avec interface diffuse, un résultat
d’existence globale en temps de la solution montrant que, malgré 'ajout du
terme diffusif, nous sommes toujours obligés de supposer une épaisseur d’eau
douce strictement positive dans I’aquifére, pour obtenir une estimation uniforme
de la norme L? du gradient de la charge hydraulique d’eau douce, estimation
essentielle pour appliquer les théorémes de compacité. Dans le cas d’une nappe
libre, nous avons étudié le systéme issu du modéle avec interface abrupte pour
lequel nous avons donné un résultat d’existence globale en temps plus délicat que
celui établi dans [59] & cause de la dégénérescence des équations. Par ailleurs,
nous avons aussi montré que l'ajout des interfaces diffuses permet de prouver
un principe du maximum plus fin que dans le cas des interfaces abruptes.

Puis nous avons établi un résultat d’unicité qui est un résultat difficile & établir
compte tenu de la conjonction des trois difficultés : la non-linéarité, la dégénéres-
cence et le fort couplage des équations, il existe d’ailleurs peu de résultats
sur 'unicité des solutions pour de tels systémes. Nous avons traité le cas de
I’approche avec interface diffuse, ce qui permet d’éliminer la difficulté liée & la
dégénérescence des équations. Ce résultat repose sur des estimations uniformes
des normes L"(Q2r), r > 2 des gradients des charges hydrauliques. Cette régu-
larité supplémentaire combinée aux inégalités de Gagliardo-Nirenberg permet
de traiter la non-linéarité dans la preuve de 'unicité pour le cas confiné.

Enfin nous avons résolu un probléme d’identification de paramétres par la méth-
ode de I’état adjoint. Nous nous sommes intéressés a ’identification de la con-
ductivité hydraulique K et de la porosité ¢. Il s’agit d’estimer ces parameétres
en fonction d’observations ou de mesures sur le terrain faites sur les charges
hydrauliques et sur la profondeur de 'interface eau douce/eau salée. Le prob-
léme inverse se traduit alors par un probléme d’optimisation, la fonction coftt
calculant ’écart quadratique entre la profondeur de l'interface (et la charge hy-
draulique d’eau douce) mesurées et celles données par le modeéle. Le probléme
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d’identification se raméne alors & chercher le minimum de la fonction cott asso-
ciée a la solution du probléme instationnaire.

Puisque le résultat de régularitée L™ (Qr), r > 2 et d’unicité ont été obtenus
dans le cas d’un aquifére libre dans [60], il serait trés intéressant d’étendre
I’étude faite sur I'identification de paramétres au cas d’une nappe cotiére libre.
Par ailleurs, il faudrait aussi pouvoir coupler au précédent systéme les effets dis
aux conditions climatiques et aux interventions humaines, en outre, prendre en
compte les effets de la contamination de la nappe phréatique par des engrais
chimiques et des pesticides.
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