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émanant des établissements d’enseignement et de
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Résumé

Nous étudions la manipulation par coalition des modes de scrutin : est-ce
qu'un sous-ensemble des électeurs, en votant de façon stratégique, peut faire élire
un candidat qu'ils préfèrent tous au candidat qui aurait été vainqueur si tous les
électeurs avaient voté sincèrement ?

D'un point de vue théorique, nous développons un formalisme qui permet
d'étudier tous les modes de scrutin, que les bulletins soient des ordres de préfé-
rences sur les candidats (systèmes ordinaux ), des notes ou des valeurs d'approba-
tion (systèmes cardinaux ) ou des objets encore plus généraux. Nous montrons que
pour la quasi-totalité des modes de scrutin classiques, on peut réduire strictement
leur manipulabilité en ajoutant un test préliminaire visant à élire le vainqueur
de Condorcet s'il en existe un. Pour les autres modes de scrutin, nous dé�nissons
la condorci�cation généralisée qui permet d'obtenir des résultats similaires. Puis
nous dé�nissons la notion de culture décomposable, une hypothèse dont l'indépen-
dance probabiliste des électeurs est un cas particulier. Sous cette hypothèse, nous
prouvons que, pour tout mode de scrutin, il existe un mode de scrutin qui est or-
dinal, qui partage certaines propriétés avec le mode de scrutin original et qui est
au plus aussi manipulable. Ainsi, la recherche d'un mode de scrutin de manipu-
labilité minimale (dans une classe de systèmes raisonnables) peut être restreinte
à ceux qui sont ordinaux et véri�ent le critère de Condorcet.

A�n de permettre à tous d'examiner ces phénomènes en pratique, nous présen-
tons SVVAMP, un package Python de notre cru dédié à l'étude des modes de scrutin
et de leur manipulabilité. Puis nous l'utilisons pour comparer la manipulabilité
par coalition de divers modes de scrutin dans plusieurs types de cultures, c'est-à-
dire des modèles probabilistes permettant de générer des populations d'électeurs
munis de préférences aléatoires. Nous complétons ensuite l'analyse avec des élec-
tions issues d'expériences réelles. En�n, nous déterminons les modes de scrutin de
manipulabilité minimale pour de très faibles valeurs du nombre d'électeurs et du
nombre de candidats et nous les comparons avec les modes de scrutin classiques.
De manière générale, nous établissons que la méthode de Borda, le vote par no-
tation et le vote par assentiment sont particulièrement manipulables. À l'inverse,
nous montrons l'excellente résistance à la manipulation du système appelé VTI,
également connu par son acronyme anglophone STV ou IRV, et de sa variante
Condorcet-VTI.





Abstract

We investigate the coalitional manipulation of voting systems: is there a subset
of voters who, by producing an insincere ballot, can secure an outcome that they
strictly prefer to the candidate who wins if all voters provide a sincere ballot?

From a theoretical point of view, we develop a framework that allows us to
study all kinds of voting systems: ballots can be linear orders of preferences over
the candidates (ordinal systems), grades or approval values (cardinal systems)
or even more general objects. We prove that for almost all voting systems from
literature and real life, manipulability can be strictly diminished by adding a
preliminary test that elects the Condorcet winner if one exists. Then we de�ne
the notion of decomposable culture and prove that it is met, in particular, when
voters are independent. Under this assumption, we prove that for any voting
system, there exists a voting system that is ordinal, has some common properties
with the original voting system and is at most as manipulable. As a consequence of
these theoretical results, when searching for a voting system whose manipulability
is minimal (in a class of reasonable systems), investigation can be restricted to
those that are ordinal and meet the Condorcet criterion.

In order to provide a tool to investigate these questions in practice, we present
SVVAMP, a Python package we designed to study voting systems and their ma-
nipulability. We use it to compare the coalitional manipulability of several voting
systems in a variety of cultures, i.e. probabilistic models generating populations
of voters with random preferences. Then we perform the same kind of analysis
on real elections. Lastly, we determine voting systems with minimal manipulabil-
ity for very small values of the number of voters and the number of candidates
and we compare them with classical voting systems from literature and real life.
Generally speaking, we show that the Borda count, Range voting and Approval
voting are especially vulnerable to manipulation. In contrast, we �nd an excellent
resilience to manipulation for the voting system called IRV (also known as STV )
and its variant Condorcet-IRV.
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Introduction

Quand on évoque les modes de scrutin, on pense immédiatement aux élections
rythmant notre vie publique. Cependant, la pratique des élections est loin d'être
limitée au domaine politique : elles peuvent être utilisées dans toute situation où
un certain nombre d'agents, les électeurs, souhaitent collectivement choisir une op-
tion parmi plusieurs possibilités exposées à leur sagacité, les candidats. Ainsi, les
élections peuvent être utilisées pour désigner le meilleur restaurant ou le meilleur
�lm. Elles peuvent être utilisées dans des associations ou des organisations pro-
fessionnelles. Et le développement d'organisations passant les frontières physiques
grâce à Internet et ayant également besoin de désigner des représentants rend
d'autant plus riche la vie publique et une forme de démocratie indépendante des
États. Par exemple, le projet Debian 1, la communauté Ubuntu 2, la fondation
Wikipédia France 3, le site www.boardgamegeek.com et de nombreux autres uti-
lisent la méthode de Schulze, un mode de scrutin développé en 1997, et sont ainsi
à la pointe de l'expérimentation en matière de systèmes de vote innovants.

À l'heure où l'on constate une hausse permanente de l'abstention dans le pays
d'origine de la Déclaration des Droits de l'Homme et du Citoyen, pendant que
dans d'autres pays, les peuples luttent pour obtenir le droit de vote ; à l'heure où
les électeurs de nos pays montrent une mé�ance croissante à l'égard de la classe
politique, et où les modes de scrutin classiques ne semblent pas satisfaire la volonté
d'expression des électeurs ; à l'heure, en�n, où les possibilités encore balbutiantes
o�ertes par le vote électronique permettent d'envisager, dans un futur proche,
l'utilisation de modes de scrutin au dépouillement plus complexe, il nous semble
plus que jamais urgent de prendre le temps de ré�échir aux procédures utilisées
pour voter, c'est-à-dire aux modes de scrutin eux-mêmes.

Le vote majoritaire simple

Dans cette thèse, nous utiliserons toujours le mot candidats pour désigner les
di�érentes options qui sont proposées aux électeurs, même quand il ne s'agit pas
de personnes qui se présentent à une charge publique. La situation la plus simple
survient lorsque les électeurs doivent répondre à une question fermée par une
réponse oui ou non.

Depuis au moins la démocratie athénienne du siècle de Périclès (ve siècle av.
J.C.), on a utilisé, pour de telles décisions, le vote majoritaire simple. Il en est
ainsi dans les principales assemblées athéniennes :

� l'Ecclésia (κκλησία), l'assemblée de tous les citoyens, réunie sur la colline
de la Pnyx environ 40 fois par an ;

1. www.debian.org/.
2. www.ubuntu-fr.org/.
3. fr.wikipedia.org/.

1
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� la Boulè (βουλή), un conseil restreint constitué de 50 membres tirés au sort
qui se réunissent quotidiennement pour traiter les a�aire courantes ;

� et les dikastéria (δικαστήρια), des jurés populaires tirés au sort, chargés
aussi bien de juger des contentieux précis que de discuter la légalité des
décrets, pré�gurant ainsi les jurés populaires aussi bien que des institu-
tions comme l'actuel Conseil Constitutionnel (pour la France) ou la Cour
européenne des droits de l'Homme (pour l'Union Européenne).

Dans le cas d'une question fermée, le vote uninominal majoritaire s'est donc très
tôt présenté comme une évidence.

Bien sûr, il existe un autre cas où il y a deux candidats seulement : quand
deux véritables candidats au sens courant, c'est-à-dire deux êtres humains, sont
placés en concurrence et soumis à l'avis des électeurs.

May (1952) a formalisé cette supériorité du vote majoritaire simple par une
approche axiomatique : dans le cas où il y a deux candidats, c'est le seul mode de
scrutin qui possède les propriétés suivantes.

1. Il est anonyme, c'est-à-dire qu'il traite tous les électeurs de manière égale.

2. Il est neutre, c'est-à-dire qu'il traite les deux candidats de manière égale.

3. Il réagit positivement 4, c'est-à-dire que si un électeur préfère le candidat a
au candidat b, il n'y a aucun cas où il a intérêt à voter pour b.

4. De manière implicite, May suppose que le mode de scrutin est ordinal.
Ce terme signi�e que l'électeur peut établir un ordre de préférence sur les
candidats : soit il préfère le candidat a à b, soit l'inverse, soit il les apprécie
à égalité. Mais il ne peut exprimer une opinion plus nuancée : il lui est
ainsi impossible de s'exprimer di�éremment selon qu'il préfère fortement a
à b ou qu'il préfère légèrement a à b.

Les deux premières hypothèses, l'anonymat et la neutralité, semblent évidentes
en pratique, en tout cas dans les contextes d'application où les électeurs, d'une
part, et les candidats, d'autre part, sont supposés égaux en droit. Il n'en est pas
toujours ainsi, et parfois de manière défendable, comme au sein d'une assem-
blée d'actionnaires ou d'une fédération d'États de tailles diverses. Cependant, il
existe un large champ d'application où ces hypothèses sont frappées du sceau de
l'évidence.

La troisième hypothèse, la réactivité positive, semble aussi découler du simple
bon sens. Elle implique, en particulier, que pour tout électeur et quelle que soit
ses opinions, il peut émettre un bulletin qui les défendra au mieux, quels que
soient les bulletins des autres électeurs : dans la terminologie de la théorie des
jeux, on dit qu'il dispose toujours d'une stratégie dominante. Nous reviendrons
sur cette notion car elle est profondément liée à la manipulabilité, qui constituera
la problématique centrale de notre étude.

La quatrième hypothèse, quasi-implicite dans la formulation de May, est l'ordi-
nalité. Elle semble assez intuitive, également pour des considérations de stratégie :
imaginons qu'un électeur puisse renforcer son vote pour a en a�rmant le préférer
fortement à b. S'il ne préfère que légèrement a à b, il est possible qu'il a�rme
quand même le préférer fortement, simplement pour donner de meilleures chances
à son opinion de l'emporter. En utilisant un tel système, on risque d'aboutir à
deux situations.

� Si tous les électeurs raisonnent de cette manière, on aboutit à une situation
où les bulletins proclamant une préférence légère ne sont plus du tout
utilisés, et on est ramené à un système ordinal où le bulletin � je préfère
fortement � est simplement utilisé pour signi�er � je préfère �.

4. En anglais, on dit que le mode de scrutin est positively responsive.
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� Alternativement, si certains électeurs raisonnent ainsi mais pas tous, la
situation est encore plus néfaste, puisque les premiers, qui votent stratégi-
quement, ont plus de pouvoir que les seconds, qui votent de façon naïve ;
une telle situation compromet de facto le principe d'égalité entre les élec-
teurs.

Il est aussi possible de justi�er l'ordinalité par d'autres arguments très profonds.
Nous y reviendrons.

Paradoxes du choix social

Nous avons vu que quand il y a deux candidats, on dispose d'un mode de
scrutin, le vote majoritaire simple, qui possède des propriétés satisfaisantes, et
que ce mode de scrutin est unique sous des hypothèses assez raisonnables. Mais
dès qu'il y a trois candidats, les choses se gâtent.

Paradoxe de Condorcet

La question qui se pose est la suivante : puisque nous disposons d'un système
possédant de bonnes propriétés pour deux candidats et qu'il est dans une cer-
taine mesure unique, comment l'étendre de façon satisfaisante aux cas où il y a
davantage de candidats ?

Pour répondre à cette question, une idée naturelle est d'exiger l'indépendance
des alternatives non pertinentes (IANP), qui signi�e intuitivement que la présence
ou l'absence de candidats perdants n'in�uence pas le résultat du scrutin. Plus
précisément, on peut formuler ce principe de deux façons équivalentes.

1. Si on supprime un candidat perdant et qu'on e�ectue de nouveau l'élection
(avec les mêmes électeurs munis des mêmes opinions), alors le vainqueur
ne doit pas changer.

2. Si on ajoute un candidat et qu'on e�ectue de nouveau l'élection (avec les
mêmes électeurs munis des mêmes opinions), alors le nouveau vainqueur
doit être soit le même que dans l'élection initiale, soit le candidat ajouté.

Là encore, ce principe semble empreint de bon sens. Si la collectivité des
électeurs estime que le candidat a est la meilleure option parmi a, b et c, alors
il semble évident qu'en supprimant l'alternative non pertinente c, la collectivité
devrait estimer que a est la meilleure option si on doit choisir entre a et b.

Pour illustrer ce principe, on utilise souvent la plaisanterie suivante. Dans un
restaurant, le serveur informe un client qu'il a le choix entre du poulet et du
b÷uf. Le client commande alors du poulet. Quelques minutes plus tard, le serveur
revient : �Au fait, j'ai oublié de vous dire qu'il y a aussi du poisson �. Et le client
répond : �Très bien, alors je prendrai du b÷uf �. Ici, le client semble préférer le
b÷uf quand les trois options sont disponibles, mais le poulet lorsque seuls le b÷uf
et le poulet sont proposés, violant ainsi l'hypothèse d'IANP.

Cette plaisanterie permet à la fois de montrer l'aspect relativement naturel de
l'hypothèse d'IANP et de discuter sa signi�cation exacte. Dans ce cas particulier,
on pourrait, par exemple, imaginer que le client a tout simplement changé d'avis
pendant les cinq minutes d'absence du serveur, indépendamment de l'ajout de
poisson au menu. Dans ce cas, le changement de décision ne paraît pas absurde.
Mais l'IANP concerne un cas plus restreint et plus naturel : on demande simple-
ment que, si les électeurs conservent les mêmes opinions, l'absence ou la présence
d'un candidat non choisi n'in�uence pas le résultat.
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On pourrait aussi imaginer que la présence de poisson au menu informe le
client qu'il s'agit d'un restaurant d'une catégorie supérieure et que, dans ce cas, il
préfère prendre du b÷uf. Avec cette interprétation, l'opinion du client ne varie pas
dans le temps, ce sont les options examinées qui changent : dans un premier temps,
il pense avoir le choix entre � poulet dans un restaurant quelconque � et � b÷uf
dans un restaurant quelconque � ; mais dans un second temps, il pense avoir le
choix entre � poulet dans un restaurant supérieur �, � b÷uf dans un restaurant
supérieur � et � poisson dans un restaurant supérieur �. Il n'y a donc rien de
contradictoire dans son changement de décision et elle ne viole qu'en apparence
le principe d'IANP.

On pourrait aussi expliquer le comportement du client par diverses autres ex-
plications, impliquant, par exemple, des préférences qui ne sont pas transitives.
Ainsi, nous verrons une autre interprétation possible de cette expérience de pensée
dans l'exemple 1.8. Ceci dit, l'IANP semble tout de même une propriété souhai-
table en général, qui garantit une certaine cohérence dans les choix e�ectués.

A�n d'étendre le vote majoritaire simple tout en respectant le principe d'IANP,
il est nécessaire d'élire un candidat w qui, comparé à tout autre candidat c, est
préféré par une majorité d'électeurs. En e�et, si on enlève tous les autres candidats
non pertinents, alors, par principe d'IANP, il est nécessaire que w remporte le vote
majoritaire simple contre c. Quand un candidat véri�e cette condition, on dit qu'il
est vainqueur de Condorcet.

Ramon Llull, érudit majorquin du xiiie siècle, semble avoir été le premier à
décrire des modes de scrutin qui ont la propriété d'élire le vainqueur de Condorcet,
comme l'analyse notamment McLean (1990) en s'appuyant sur les écrits originaux
de Llull (c. 1285, 1299). Mais, à notre connaissance, c'est Nicolas de Condorcet
(1785) qui, le premier, semble avoir formulé explicitement ce principe directeur
et surtout avoir remarqué qu'il n'existe pas toujours un tel candidat. En e�et,
considérons trois électeurs possédant les préférences suivantes.

a b c

b c a

c a b

Dans la notation ci-dessus, chaque colonne représente un électeur. Par exemple,
le premier électeur préfère le candidat a au candidat b, qu'il préfère lui-même au
candidat c. Avec les préférences ci-dessus, un majorité d'électeurs préfère a à b ;
une majorité (qui n'est pas constituée des mêmes électeurs) préfère b à c et une
majorité préfère c à a. Il n'y a donc pas de vainqueur de Condorcet : c'est ce qu'on
appelle le paradoxe de Condorcet. Ce phénomène possède une telle importance en
choix social qu'on l'appelle parfois tout simplement le paradoxe du vote.

En particulier, l'exemple ci-dessus montre qu'il est impossible d'étendre le vote
majoritaire simple tout en respectant le principe d'IANP (qui n'était ni nommé ni
formulé aussi explicitement à l'époque de Condorcet). Par exemple, si on décide
que a est vainqueur, alors ce n'est pas cohérent avec le résultat d'une élection qui
se déroulerait entre a et c, puisque le candidat c sortirait vainqueur de ce duel
électoral. De la même manière, aucun candidat n'est un vainqueur cohérent avec
le vote majoritaire simple et le principe d'IANP.

Théorème d'Arrow

Arrow (1950) a en quelque sorte généralisé l'observation de Condorcet. Même
si son théorème original porte sur des fonctions de bien-être social, qui permettent
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de classer complètement les options proposées aux agents, il possède une trans-
cription immédiate pour les modes de scrutin, qui se contentent de désigner une
option en fonction des préférences de la communauté 5.

En étant relativement modestes dans nos exigences, nous pouvons demander
qu'un mode de scrutin possède les propriétés suivantes.

1. Il véri�e l'IANP.

2. Il est unanime : si tous les électeurs préfèrent le candidat a, alors celui-ci
doit être élu.

3. Il n'est pas dictatorial : il n'existe pas un électeur qui possède le pouvoir
de décider seul du résultat.

4. De manière implicite, Arrow suppose que le mode de scrutin est ordinal.

5. De manière explicite, Arrow suppose que le mode de scrutin est universel,
au sens où il identi�e un candidat vainqueur pour toute combinaison de
bulletins autorisés. Dans ce mémoire, nous ferons toujours cette hypothèse
implicitement.

Ainsi, on se pose la même question que précédemment : comment obtenir un
système de vote qui véri�e l'IANP? Mais, au lieu de faire l'hypothèse que le mode
de scrutin se réduise au vote majoritaire quand il y a deux candidats, on fait
les hypothèses a priori moins exigeantes 6 qu'il soit unanime, non dictatorial et
ordinal.

Pourtant, même avec ces exigences plus faibles, le théorème d'Arrow nous
apprend qu'il n'existe aucun mode de scrutin qui les satisfasse (pour un nombre
de candidats supérieur ou égal à 3) 7.

En ce qui concerne le caractère unanime et non dictatorial, ces hypothèses
semblent très di�ciles à abandonner. Pour l'ordinalité, nous y reviendrons. Reste
la propriété d'IANP, qui semble donc devoir être sacri�ée pour préserver les autres
hypothèses. En pratique, tous les modes de scrutin ordinaux usuels violent e�ec-
tivement la même hypothèse : l'IANP 8.

Il est important de ne pas réduire le théorème d'Arrow à une simple question
procédurale, excluant l'existence d'un mode de scrutin parfaitement satisfaisant
en pratique. La conséquence la plus profonde est que, dans une approche ordinale,
il n'existe pas de notion canonique de � candidat préféré par la population �, si
on émet le souhait bien compréhensible que cette notion possède des propriétés
naturelles.

Comparaison interpersonnelle des utilités

Pour résoudre les problèmes rencontrés précédemment, il semblerait donc que
supprimer l'hypothèse d'ordinalité soit un bon angle d'attaque. Une façon simple
de modéliser l'intensité des préférences d'un électeur consiste à recourir à des uti-
lités cardinales : l'intérêt de chaque électeur pour chaque candidat est représenté

5. Nous n'utiliserons pas le terme fonction de choix social car il est habituellement réservé
à des systèmes qui sont ordinaux. Comme nous le développerons dans la section 1.4, nous
utilisons l'expression mode de scrutin dans une acception plus large, qui comprend des systèmes
non ordinaux.

6. Les hypothèses citées sont a priori moins exigeantes car on a supposé l'IANP. Ce n'est
pas le cas sinon.

7. On pourra notamment consulter Geanakoplos (2005) pour d'élégantes preuves du théorème
d'Arrow, qui ont par ailleurs inspiré plusieurs variantes de la preuve du théorème de Gibbard-
Satterthwaite, sur lequel nous reviendrons dans un instant. Par ailleurs, Mossel (2012) et Keller
(2012) fournissent des versions � quantitatives � du théorème d'Arrow qui discutent avec quelle
probabilité on observe une violation des propriétés exigées.

8. Pour une discussion des hypothèses du théorème d'Arrow, voir Gibbard (2014).
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par un nombre réel. Le terme cardinal signi�e ici, non seulement, que la com-
paraison entre deux utilités (laquelle est la plus élevée) révèle quel candidat est
préféré par l'électeur mais, également, que la valeur numérique des utilités traduit
une intensité de préférence.

Plusieurs variantes de ce modèle existent, mais la plus courante est celle de Von
Neumann et Morgenstern (1944). Dans ce modèle, les utilités d'un électeur sont
dé�nies à une constante additive et à une constante multiplicative strictement
positive près. Intuitivement, si on fait l'analogie entre la mesure de la position
d'un candidat sur l'axe abstrait des préférences d'un électeur (c'est-à-dire l'axe
des utilités) et la mesure de la position d'un objet concret sur une droite, l'élec-
teur peut choisir arbitrairement où il place l'origine du repère (d'où la constante
additive) et quelle unité de longueur il utilise (d'où la constante multiplicative).

Dans le cas d'une mesure de longueur, un agent peut prêter sa règle graduée
à un autre, ce qui permet au moins d'utiliser la même unité. Mais dans le cas des
préférences, l'instrument de mesure reste dans l'univers mental de chaque agent,
et il est impossible de savoir si on utilise la même unité de longueur qu'un autre.
La question n'a même pas de sens, puisqu'il est impossible de placer les axes de
préférences de deux agents dans un même univers mental a�n d'y comparer les
distances mesurées.

De manière plus générale, réaliser une comparaison interpersonnelle des utili-
tés, c'est-à-dire des intensités de préférence des agents, est impossible sans e�ec-
tuer une hypothèse supplémentaire nécessairement arbitraire qui, in �ne, revient
à favoriser tel ou tel type d'agent. Nous ne développerons pas davantage ces ques-
tion complexes ; pour un bon aperçu, le lecteur est invité à consulter Hammond
(1991) 9.

On en retiendra, en tout cas, que supprimer l'hypothèse d'ordinalité est loin
d'être aussi anodin qu'il n'y paraît. Par ailleurs, nous verrons d'autres raisons de
favoriser les modes de scrutin ordinaux dans la suite de ce manuscrit 10.

Théorème de Gibbard-Satterthwaite

De notre point de vue, la principale conclusion du théorème d'Arrow et des
problèmes fondamentaux posés par une comparaison interpersonnelle des utilités
est qu'il n'existe pas de notion canonique et incontestable de � candidat préféré
par la population �. On peut donc se poser la question d'un autre point de vue :
en pratique, comment se comporte le mode de scrutin ? En particulier, est-ce qu'il
donne le même pouvoir à tous les électeurs en fonction de leur niveau d'informa-
tion ? D'un point de vue de théorie des jeux, est-ce qu'il est facile d'atteindre des
situations d'équilibre ?

De manière plus précise, on dit qu'un mode de scrutin est manipulable dans
une certaine con�guration de préférence des électeurs si, et seulement si, un sous-
ensemble des électeurs, en votant de façon non sincère, peut faire élire un candidat
qu'ils préfèrent au résultat du vote sincère (en supposant que les autres électeurs
votent sincèrement de toute façon). Il paraît intuitivement évident que la mani-
pulabilité est une propriété néfaste et nous discuterons bientôt pourquoi de façon
plus détaillée.

Malheureusement, Gibbard (1973) a montré que dès qu'il y a 3 candidats
éligibles ou davantage, pour tout mode de scrutin non dictatorial, il existe au

9. Chichilnisky (1985) prouve également, par d'autres arguments, qu'il est essentiellement
impossible d'agréger des préférences cardinales par une méthode possédant des propriétés rai-
sonnables.
10. On pourra notamment consulter les résultats théoriques du chapitre 5, les simulations des

chapitres 7 et 8 et les expériences du chapitre 9.
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moins une con�guration où le mode de scrutin est non seulement manipulable,
mais par une coalition constituée d'un seul électeur !

Nous nous conformerons à la tradition qui consiste à nommer ce résultat le
théorème de Gibbard-Satterthwaite. Cependant, le résultat de Gibbard est à la
fois antérieur et plus fort que celui de Satterthwaite (1975) : en e�et, il s'applique
à tout type de mode de scrutin (ou game form, voir la section 1.4), alors que celui
de Satterthwaite s'applique seulement aux modes de scrutin ordinaux.

Théorème de Gibbard non déterministe

Si l'on accepte sans réserve le principe d'un recours au hasard, alors il existe
des systèmes satisfaisants, contrairement au cas déterministe où nous avons vu
que le chemin est pavé de théorèmes d'impossibilité.

Premièrement, on peut recourir au hasard de façon inconditionnelle, sans
prendre en compte les préférences des électeurs. Là encore, on trouve des exemples
dans la démocratie athénienne antique, où de nombreuses charges étaient attri-
buées par tirage au sort parmi un ensemble de candidats éligibles.

Deuxièmement, on peut combiner les préférences des électeurs et le hasard.
Dans ce cas, il est naturel d'exiger que le mode de scrutin soit non manipulable,
unanime et anonyme. Gibbard (1977, 1978) a montré, d'abord pour les modes
de scrutin ordinaux puis en général, que le seul mode de scrutin qui véri�e ces
hypothèse est la dictature aléatoire : chaque électeur vote pour un candidat, puis
on tire un bulletin au sort de façon équiprobable et le candidat indiqué sur ce
bulletin est élu 11.

Pour certaines applications, ce système peut être intéressant. En particulier,
s'il s'agit d'une décision collective qui entraîne des conséquences mesurées et/ou
qui sera renouvelée fréquemment, par exemple le choix d'un restaurant par un
groupe d'amis, alors il permet un équilibre des pouvoirs tout en éliminant la
question du vote stratégique.

En revanche, dans d'autres contextes, un tel usage du hasard restera toujours
débattu, hormis en tant que règle complémentaire pour départager des candidats
en cas d'égalité parfaite dans les bulletins des électeurs. Dans ce mémoire, nous
nous concentrerons exclusivement sur des modes de scrutin déterministes, c'est-
à-dire que le candidat vainqueur ne dépend que des bulletins des électeurs, sans
qu'on fasse appel à un élément aléatoire.

Manipuler, c'est bien. La manipulabilité, c'est mal.

Nous avons dit rapidement que la manipulabilité était une propriété néfaste
d'un mode de scrutin. Nous allons maintenant discuter cette question fondamen-
tale.

Ce que nous appelons manipulation est la pratique par certains électeurs du
vote stratégique. Il nous semble important de la distinguer de lamanipulabilité, qui
est le fait que la manipulation puisse fonctionner, c'est-à-dire mener à un résultat
di�érent du vote sincère. Autrement dit, la manipulabilité d'un mode de scrutin
dans une certaine con�guration des préférences des électeurs est le fait que le vote
sincère ne soit pas un équilibre de Nash fort (ENF) : une coalition d'électeurs peut
dévier du vote sincère et obtenir un résultat qu'ils jugent préférable au vainqueur
résultant d'un vote sincère.

11. Plus généralement, Gibbard (1978) montre, en autorisant les modes de scrutin non déter-
ministes, quels sont tous les systèmes non manipulables. Le cas anonyme et unanime que nous
citons pour simpli�er n'est qu'un corollaire de ce résultat général.
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Défense de la manipulation

La manipulation, c'est-à-dire la pratique du vote stratégique, est parfois vue
d'un mauvais ÷il. Voici les principaux arguments de ce point de vue, que nous
allons discuter.

1. Les manipulateurs sont des tricheurs.
2. La manipulation conduit à un résultat � incorrect � pour l'élection.
3. La manipulation s'exerce au détriment de la communauté.
L'argument 1 est défendable si on attache une dimension morale au vote sin-

cère, mais elle s'oppose à tous les points de vue modernes sur le mechanism de-
sign et la Nash-implémentabilité 12 : en général, on considère de nos jours que les
agents sont stratégiques et que la problématique est de trouver une règle du jeu
qui conduise à un résultat satisfaisant pour le bien-être social, en acceptant � et
la plupart du temps, en exploitant � ce comportement stratégique. En économie,
un tel point de vue remonte essentiellement à la �main invisible � d'Adam Smith,
et cette idée peut être naturellement transposée en théorie du vote : de notre point
de vue, l'électeur stratège n'est donc pas un tricheur mais un agent qui contribue
à rechercher et peut-être à obtenir un équilibre de Nash.

En ce qui concerne l'argument 2, on peut lui opposer le théorème d'Arrow
(dans un cadre ordinal) et les problèmes fondamentaux de comparaison interper-
sonnelle des utilités (dans un cadre cardinal) : il n'y a pas de notion canonique
de � candidat préféré par la population �. Parler de résultat � incorrect � n'a donc
pas vraiment de sens.

L'argument 3 présente des similarités avec le précédent. Mais alors que l'argu-
ment 2 suppose l'existence d'une sorte de vérité supérieure (le résultat � correct �,
étant donné les préférences sincères de la population), l'argument 3 est plus prag-
matique et revient �nalement à la question suivante : quels électeurs préfèrent le
vainqueur de l'élection sincère, et lesquels préfèrent le vainqueur résultant d'une
manipulation ?

Dans le cas général, il est clairement possible que certains électeurs soient
moins satisfaits par le vainqueur alternatif que par le vainqueur sincère. Mais cela
ne peut pas être le cas pour tous les électeurs : en e�et, au moins les manipulateurs
préfèrent le vainqueur alternatif par dé�nition. En revanche, nous allons voir que
l'inverse peut se produire : il est possible que la totalité des électeurs préfèrent
le vainqueur alternatif au vainqueur sincère (c'est-à-dire que le premier Pareto-
domine le second).

En e�et, considérons l'exemple suivant. On dispose de 26 candidats, désignés
par les lettres de l'alphabet. On utilise le mode de scrutin Veto, muni de la règle
de départage alphabétique.

1. Chaque électeur émet un veto 13, c'est-à-dire vote contre un unique candi-
dat.

2. Le candidat recevant le moins de vetos est élu.
3. En cas d'égalité, le premier candidat dans l'ordre alphabétique, parmi les

ex aequo, est déclaré vainqueur.
Supposons qu'il y a 25 électeurs et qu'ils préfèrent unanimement les candidats
dans l'ordre inverse alphabétique (ils préfèrent z et détestent a). S'ils votent sin-
cèrement, il émettent tous un veto contre a et, par règle de départage, c'est b qui
est élu : il s'agit du deuxième pire candidat pour tous les électeurs !

12. Voir par exemple Feldman (1980).
13. Dans ce mémoire, nous appelons veto, avec une minuscule, un vote négatif contre un

candidat. Le mot Veto, avec une majuscule, désigne le mode de scrutin décrit ci-dessus, connu
dans la littérature anglophone sous la désignation d'Antiplurality ou simplement Veto.
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Si un électeur est conscient de cet état de fait, il peut décider de voter stra-
tégiquement contre b et c'est alors c qui est élu, améliorant le sort de toute la
communauté. Cette manipulation n'est donc pas néfaste. On peut même aller
plus loin : si les électeurs se coordonnent habilement pour voter contre tous les
candidats sauf z, alors celui-ci est élu, ce qui satisfait au mieux tous les électeurs.

Pour résumer, il est donc possible qu'une manipulation s'exerce au béné�ce
de toute la communauté. À l'inverse, même s'il est possible qu'elle s'exerce au
détriment d'une partie de la communauté, elle ne peut pas nuire à toute la com-
munauté. L'argument 3 est donc assez circonstanciel et discutable en général 14.

Manipulabilité et équilibres de Nash forts (ENF)

Continuons avec un exemple plus pratique, puisqu'il appartient désormais à
l'Histoire. L'élection présidentielle française de 2002 s'est déroulée en utilisant
l'uninominal à deux tours. Au premier tour, Jacques Chirac (droite) a reçu 19,9%
des votes, Jean-Marie Le Pen (extrême-droite) 16,9%, Lionel Jospin (gauche)
16,2% et 13 candidats divers ont partagé le reste. Au second tour, Chirac fut
vainqueur par 82,2% des voix contre Le Pen.

Cependant, selon certains sondages de l'époque, Jospin aurait remporté le
second tour contre n'importe quel adversaire, c'est-à-dire qu'il était vainqueur de
Condorcet. Il est impossible de véri�er si c'était e�ectivement le cas sur l'ensemble
de l'électorat français ; mais cela permet de savoir que la réalité était su�samment
proche de ce cas de �gure pour qu'on puisse considérer comme un exemple réaliste
une situation où les votes observés auraient été sincères et où Jospin aurait été
vainqueur de Condorcet.

Sous cette hypothèse, il existait une possibilité de manipulation : si tous les
électeurs préférant Jospin à Chirac avaient voté pour Jospin au premier tour,
alors Jospin aurait été élu directement au premier tour. Autrement dit, le vote
sincère n'était pas un équilibre de Nash fort (ENF). Mais les électeurs n'ont pas
accompli cette manipulation, et c'est une observation essentielle sur laquelle nous
reviendrons.

Cette situation pose principalement deux types de problèmes :

1. le sentiment a posteriori des électeurs ;

2. la légitimité du résultat.

D'une part, après l'élection, certains électeurs sincères peuvent ressentir des
regrets sur le choix de leur bulletin et aussi un sentiment d'injustice : puisque des
bulletins non sincères auraient mieux défendu leur opinion, ils peuvent estimer
que leurs bulletins sincères n'ont pas eu l'impact qu'ils méritaient. Ils peuvent en
retirer une mé�ance à l'égard du mode de scrutin utilisé lui-même : le fait qu'un
bulletin sincère ne défende pas au mieux l'opinion qu'il exprime apparaît comme
un bug du système 15. Cette expérience peut même développer ou renforcer leur
mé�ance de la pratique élective en général.

D'autre part, on peut craindre pour le résultat d'une telle élection. Sur cet
aspect, cet exemple peut recevoir deux interprétations, mais elles mènent toutes
deux à condamner la manipulabilité. Si on estime que le résultat du vote sincère

14. Pour une étude de l'impact négatif potentiel d'une manipulation sur le bien-être social, on
pourra consulter Brânzei et al. (2013).
15. Qu'on me pardonne une anecdote personnelle : quand j'ai commencé à m'intéresser à la

théorie du vote, à la suite de ce fameux 21 avril 2002, j'avais retiré de cette élection l'intime
conviction que l'uninominal à deux tours était un mode de scrutin catastrophique en termes de
manipulabilité. Nous verrons cependant dans les chapitres 7, 8 et 9 que, même si ce n'est pas le
mode de scrutin le moins manipulable en général, c'est pourtant loin d'être le pire, même pour
une quinzaine de candidats.
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représente par dé�nition au mieux les opinions des électeurs, alors Chirac était
le vainqueur légitime ; mais dans ce cas, la manipulabilité de la situation aurait
risqué de conduire à l'élection de Jospin si les électeurs concernés avaient été plus
habiles. À l'inverse, si on estime qu'un résultat manipulé peut être meilleur en
termes de bien-être collectif (comme le défendraient en l'occurrence les partisans
du critère de Condorcet), alors la manipulation elle-même n'est pas indésirable,
mais la manipulabilité de la situation l'est tout de même : en e�et, elle rend ce
�meilleur � résultat plus di�cile à identi�er et à produire. Par exemple, si toute
la population vote sincèrement, il n'est pas atteint.

Ainsi, il semble qu'en l'occurrence, il y avait une di�érence entre le résultat
constaté de l'élection et celui d'un éventuel ENF. Il est amusant de constater
que, dans d'autres contextes de théorie des jeux, il peut arriver d'étudier les ENF
parce qu'on pense que ce sont les con�gurations vers lesquelles les agents vont
naturellement converger. En théorie du vote, il nous semble que la situation est
légèrement di�érente : ce sont des situations vers lesquelles il serait souhaitable
de converger pour les raisons exposées ci-dessus ; mais en pratique, cet objectif
peut être di�cile à atteindre car le vote sincère ne mène pas nécessairement à un
ENF. Or ce problème correspond précisément à la dé�nition de la manipulabilité.

Comme tout exemple réel, l'élection présidentielle française de 2002 doit être
examinée avec plus de précautions qu'un exemple arti�ciel, qu'il serait possible
d'ajuster à loisir pour illustrer un argument de façon paradigmatique. En parti-
culier, il faut ici bien distinguer le fait que la situation ne soit pas un ENF du fait
que le vainqueur ne soit pas le vainqueur de Condorcet (bien que les deux aspects
soient liés). Le premier peut entraîner divers types de problèmes, que nous avons
décrits ; le second peut également poser un problème de légitimité du vainqueur,
puisqu'une majorité d'électeurs préfère le vainqueur de Condorcet au candidat
élu. Heureusement, nous verrons (notamment au chapitre 2) que lutter contre ces
deux types de problèmes n'est pas incompatible, bien au contraire.

Par ailleurs, la situation que nous avons décrite a eu aussi une dimension sym-
bolique importante, liée au déroulement pratique de l'uninominal à deux tours
et à son analogie de principe avec certaines compétitions sportives. Ainsi, il est
apparu choquant à certains électeurs qu'un candidat d'extrême-droite parvienne
en � �nale � de la compétition et apparaisse d'une certaine façon comme deuxième
dans le � classement � �nal. Nous ne développerons cependant pas ce point outre
mesure : tout en gardant en tête que la dimension symbolique et la perception
publique des événements est toujours importante, particulièrement pour une élec-
tion politique, nous considérerons dans ce mémoire que le résultat principal d'un
scrutin est tout de même le choix du candidat vainqueur.

Manipulabilité et straightforwardness

Par dé�nition, la manipulabilité d'un mode de scrutin signi�e que la situation
de vote sincère n'est pas forcément un ENF. Ceci pose plusieurs problèmes.

1. Avant l'élection, l'électeur est confronté à un dilemme : voter sincèrement
ou stratégiquement ? S'il accorde une vertu morale au vote sincère, il peut
s'agir d'un cas de conscience. Sinon, il reste tout de même un problème
pratique : comment choisir un vote stratégique adapté au mieux à la situa-
tion ?

2. Ces aspects stratégiques induisent de facto une asymétrie de pouvoir entre
les électeurs informés et stratèges et ceux qui ne sont ni l'un ni l'autre.
Comme le dit Dodgson dans une phrase rendue célèbre par Black (1958), le
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vote devient alors � davantage un jeu d'habileté qu'un test réel des souhaits
des électeurs � 16.

3. Comme on l'a vu dans l'exemple de vote en Veto, si la situation est manipu-
lable, alors les électeurs peuvent avoir besoin d'information, de pouvoir de
calcul et de coordination pour aboutir à un ENF (même dans une situation,
a priori favorable, où ils sont tous d'accord). À l'inverse, si la situation est
non manipulable, il su�t de voter sincèrement pour atteindre un tel équi-
libre ; aucun échange d'information, aucun calcul et aucune coordination
n'est alors nécessaire.

4. Ce besoin d'information, individuel ou collectif, octroie un pouvoir dis-
cutable aux sources d'information, comme les médias et les instituts de
sondage.

Nous allons montrer que ces problèmes sont profondément liés à une question
intimement connectée à la manipulabilité, la straightforwardness. On dit qu'un
mode de scrutin est straightforward (Gibbard, 1973) si tout électeur, quelles que
soient ses opinions, dispose d'une stratégie dominante. A�n de bien comprendre
la nuance entre cette notion et la non-manipulabilité, considérons le cas simple où
il n'y a que deux candidats et examinons les trois modes de scrutin suivants. Les
deux derniers sont plutôt des curiosités théoriques, mais ils vont nous permettre
d'illustrer notre point de vue.

Vote majoritaire simple Chaque électeur est censé annoncer son candidat
préféré, a ou b, et le candidat recevant le plus de voix est élu.

Vote majoritaire inversé Chaque électeur est censé annoncer son candidat
préféré, a ou b, mais son vote est comptabilisé en faveur de l'autre candidat.

Vote de parité Chaque électeur place une boule blanche ou une boule noire
dans l'urne. S'il y a un nombre impair de boules noires, alors a est élu.
Dans le cas contraire, b est élu.

Le vote majoritaire simple est non manipulable. En particulier, comme nous
l'avons déjà remarqué, chaque électeur dispose toujours d'une stratégie domi-
nante (qui est simplement le vote sincère) : autrement dit, ce mode de scrutin est
straightforward.

Le vote majoritaire inversé, lui, est généralement manipulable : en e�et, si
un électeur préfère a, il a intérêt à délaisser un bulletin avec l'étiquette a pour
lui préférer un bulletin avec l'étiquette b, puisque celui-ci sera comptabilisé en
faveur de a. En revanche, ce mode de scrutin est straightforward : un électeur qui
préfère a a toujours intérêt à utiliser un bulletin b, et réciproquement. Or ce mode
de scrutin, s'il peut, à la limite, causer une certaine confusion chez l'électeur, ne
pose aucun des autres problèmes mentionnés : il est facile de trouver des ENF
sans aucun calcul, sans échange d'information et sans coordination particulière.
Ces problèmes sont donc bien liés aux défauts de straightforwardness et pas à la
manipulabilité. On voit d'ailleurs sur cet exemple que la notion de vote sincère
est en partie conventionnelle : on aurait pu, au contraire, interpréter le bulletin
avec l'étiquette a comme un veto contre a. Avec cette convention de langage, on
aurait conclu que ce mode de scrutin n'est jamais manipulable.

Examinons à présent le vote de parité. Si un électeur connaît les bulletins des
autres électeurs, alors il peut toujours décider du candidat vainqueur. La plupart
du temps, ce mode de scrutin est donc manipulable. Et il n'est particulièrement
pas straightforward : si un électeur préfère a, il n'a essentiellement aucune indi-
cation pour savoir si une boule blanche ou noire défendra au mieux son opinion.

16. En version anglaise originale : �more of a game of skill than a real test of the wishes of
the electors �.
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Dans ce mode de scrutin, tous les problèmes évoqués précédemment sont exacer-
bés : par exemple, même si tous les électeurs préfèrent le même candidat, il leur
faut une coordination parfaite pour l'élire. Par ailleurs, l'équilibre des pouvoirs
entre les électeurs est particulièrement détruit : un électeur disposant d'une in-
formation parfaite possède un pouvoir absolu, alors qu'un électeur ignorant ne
possède essentiellement aucun pouvoir de décision.

Résumons : nous avons examiné un mode de scrutin non manipulable (donc
straightforward), un mode de scrutin straightforward mais manipulable, et un
mode de scrutin non straightforward (donc manipulable). Et nous avons constaté
que les problèmes évoqués sont en fait davantage liés au défaut de straightfor-
wardness qu'à la manipulabilité, puisque ces problèmes sont absents du second
mode de scrutin que nous avons examiné.

Cependant, il y a un lien profond entre la manipulabilité et la straightfor-
wardness. En e�et, quitte à dé�nir conventionnellement le vote sincère comme
l'utilisation de la stratégie dominante (comme nous l'avons fait en transformant
le vote majoritaire inversé en Veto), alors un mode de scrutin straightforward est
non-manipulable. Réciproquement, si un mode de scrutin n'est pas straightfor-
ward, alors il n'existe aucune façon de dé�nir le vote sincère qui le rend non-
manipulable.

En résumé, par un choix adéquat de la fonction de sincérité, c'est-à-dire de
la façon conventionnelle dont on associe un vote réputé sincère à une opinion,
la question de la straightforwardness, qui est au fond le point fondamental, peut
donc se ramener à la question de la manipulabilité, plus commode à appréhender
en pratique.

Indicateurs de manipulabilité

Le théorème de Gibbard (1973) nous enseigne qu'aucun mode de scrutin non
trivial 17, qu'il soit ordinal ou cardinal, ne peut être straightforward. Autrement
dit, quelle que soit la fonction de sincérité utilisée, un système de vote non trivial
est nécessairement manipulable.

Tout ce que l'on peut espérer, c'est donc de limiter l'ampleur du problème, en
étudiant dans quelle mesure les modes de scrutin classiques sont manipulables et
en identi�ant des procédés permettant de concevoir des modes de scrutin moins
manipulables.

À cet e�et, notre indicateur de référence sera le taux de manipulabilité d'un
mode de scrutin : dépendant de la culture, c'est-à-dire la distribution probabiliste
des préférences de la population, ce taux est dé�ni comme la probabilité que le
mode de scrutin soit manipulable dans une con�guration tirée au hasard. Autre-
ment dit, c'est la probabilité qu'un vote sans échange d'information conduise à
un ENF.

Dans la littérature, on rencontre principalement deux autres façons d'estimer
la manipulabilité d'un mode de scrutin :

17. Ici, nous utilisons le raccourci de langage non trivial pour signi�er : non réduit à deux
candidats éligibles et non dictatorial.
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1. Le nombre de manipulateurs nécessaires, ainsi que d'autres types d'indi-
cateurs similaires qui quanti�ent la manipulabilité quand celle-ci est pos-
sible 18.

2. La complexité algorithmique de la manipulation 19.

Dans les deux cas, on estime généralement que plus la manipulation est di�cile,
plus il s'agit d'une propriété louable du mode de scrutin. Tout en comprenant et
en respectant ce point de vue, il nous paraît intéressant et pertinent de défendre
précisément l'opinion inverse.

En e�et, nous avons défendu l'idée que parvenir facilement à un ENF est une
bonne propriété pour un mode de scrutin. Pour cela, le meilleur cas est celui où
le mode de scrutin n'est pas manipulable, puisque cela signi�e qu'on est capable
d'atteindre un équilibre sans échange d'information et sans calcul particulier. Mais
dans les autres cas, pour avoir les meilleures chances d'atteindre un équilibre, il
vaut mieux que voter stratégiquement soit peu coûteux en nombre d'électeurs, en
information, en complexité de calcul et en communication.

Repensons à l'exemple de Veto cité précédemment. Dans la situation que nous
avions décrite, pour atteindre un équilibre, il faut que 24 électeurs sur 25 votent
stratégiquement. Certains pourraient estimer que c'est une bonne chose, car cette
manipulation est très di�cile à e�ectuer. Au contraire, nous pensons que c'est une
propriété néfaste, puisqu'il faut beaucoup d'e�orts pour atteindre le seul résultat
raisonnable !

Considérons un autre exemple, le vote par assentiment. Chaque électeur vote
pour autant de candidats qu'il le souhaite, et le candidat recevant le plus de votes
est déclaré vainqueur. En pratique, nous verrons, dans cette thèse, que ce mode
de scrutin est souvent manipulable. Cependant, il possède au moins l'avantage
que la question stratégique y est relativement simple : comme l'expose Laslier
(2009), il su�t d'avoir accès à des sondages donnant les deux candidats favoris
pour pouvoir utiliser une stratégie e�cace, la Leader rule. En outre, l'utilisation
de ce comportement stratégique conduit à élire le vainqueur de Condorcet s'il
existe. Ainsi, même dans les cas où le vote sincère ne conduit pas à un équilibre,
il est possible d'en trouver un avec un coût relativement faible 20.

En résumé, il nous semble qu'une bonne propriété est que la manipulation
soit facile. Et la manipulation idéale, puisqu'elle ne demande aucune information,
c'est tout simplement le vote sincère.

Nos objectifs principaux

Toutes ces considérations étant exposées, il est temps de présenter les buts
principaux qui ont orienté notre recherche.

18. On pourra consulter Chamberlin et al. (1984); Saari (1990); Lepelley et Valognes (1999);
Slinko (2004); Favardin et Lepelley (2006); Pritchard et Slinko (2006); Pritchard et Wilson
(2007); Xia et Conitzer (2008); Lepelley et al. (2008); Reyhani et al. (2009); Reyhani (2013);
Green-Armytage (2014). Pour divers indicateurs de manipulabilité liés à la manipulation par un
seul électeur, on pourra notamment lire Aleskerov et Kurbanov (1999).
19. Cet axe de recherche a été initié par Bartholdi et al. (1989a); Bartholdi et Orlin (1991).

Depuis, divers résultats de complexité de manipulation ont été prouvés pour des systèmes de vote
classiques, sur lesquels nous reviendrons. Dans le même esprit, Conitzer et Sandholm (2003),
Elkind et Lipmaa (2005a), Elkind et Lipmaa (2005b) proposent des méthodes pour transformer
un mode de scrutin de façon à augmenter la complexité de manipulation. Cependant, Conitzer
et Sandholm (2006); Procaccia et Rosenschein (2006, 2007); Faliszewski et Procaccia (2010)
montrent qu'il est essentiellement impossible d'avoir un système de vote qui possède des pro-
priétés raisonnables et qu'il est algorithmiquement di�cile de manipuler en moyenne.
20. On pourra également consulter Myerson (1999).
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Introduction

Premièrement, nous souhaitons quanti�er la manipulabilité. Est-elle fréquente
en pratique ? Parmi les modes de scrutin, lesquels sont les moins manipulables ?
Les di�érences sont-elles importantes ?

Deuxièmement, en étudiant les taux de manipulabilité, nous avons rapidement
constaté le problème suivant : on ne connaît pas le taux minimal qu'il est possible
d'atteindre dans une classe donnée de modes de scrutin 21. Par conséquent, on
peut comparer les systèmes de vote entre eux, mais on ne peut pas dire si les taux
de manipulabilité constatés sont éloignés d'un optimum. Dans l'idéal, nous sou-
haiterions identi�er un système de vote de manipulabilité minimale, ou au moins
d'estimer le taux de manipulabilité correspondant : même si le mode de scrutin
obtenu était trop complexe pour être utilisé en pratique, il nous fournirait un
mètre étalon pour jauger les taux de manipulabilité des autres modes de scrutin.

Contributions et plan

Étude théorique de la manipulabilité

Le chapitre 1 développe le formalisme des espaces électoraux, qui permet d'ap-
préhender tous les types de modes de scrutin, y compris les systèmes cardinaux
et même d'autres types de systèmes. Nous pro�tons de ce chapitre pour rappeler
la dé�nition formelle des notions Condorcet et présenter les modes de scrutin étu-
diés dans cette thèse. Nous présentons notamment le système VTI, aussi connu
par ses acronymes anglophones STV ou IRV, qui joue un rôle important dans les
chapitres suivants. Nous introduisons aussi le système VTID, une variante de VTI
qui nous a été suggérée par Laurent Viennot. En�n, le système BI est, à notre
connaissance, une contribution originale.

Dans le chapitre 2, nous montrons que, pour tous les modes de scrutin clas-
siques sauf Veto, on peut rendre le système moins manipulable en ajoutant un
test préliminaire visant à élire le vainqueur de Condorcet s'il existe 22. Nous ap-
pelons ce système la condorci�cation du mode de scrutin initial. Nous discutons
précisément avec quelles notions Condorcet ce résultat est valide et nous mon-
trons que la diminution de manipulabilité obtenue est stricte pour tous les modes
de scrutin classiques sauf Veto, en utilisant une notion que nous introduisons et
caractérisons, le vainqueur de Condorcet résistant.

Les théorèmes de condorci�cation supposent que le mode de scrutin étudié vé-
ri�e une propriété que nous appelons le critère de la coalition majoritaire informée
(CMInf), qui signi�e qu'une majorité stricte d'électeurs a toujours le pouvoir de
choisir le résultat de l'élection, s'ils connaissent les bulletins des autres électeurs.
En pratique, tous les modes de scrutin classiques véri�ent cette hypothèse, sauf
Veto. Dans le chapitre 3, nous dé�nissons plusieurs autres critères majoritaires,
dont certains sont des contributions originales, et nous étudions leur lien avec la
di�culté de trouver des ENF. Pour l'ensemble des modes de scrutin classiques,
nous étudions quels sont les critères véri�és par chacun.

21. Chaque fois que nous mentionnons la notion de manipulabilité minimale, c'est dans une
certaine classe de modes de scrutin � raisonnables �, que nous dé�nirons un peu plus tard. En
e�et, si l'on considérait tous les modes de scrutin, la question serait triviale, puisque la dictature
n'est pas manipulable du tout.
22. Un autre mode de scrutin un peu moins classique n'est pas concerné par ce résultat,

tout comme Veto : il s'agit de la méthode de Kim-Roush, qui est inspirée de Veto et dont
nous rappellerons la dé�nition. Dans la suite, nous verrons que la plupart des théorèmes qui ne
s'appliquent pas à Veto ne s'appliquent pas non plus à la méthode de Kim-Roush.
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Introduction

Même si une large catégorie de systèmes véri�e l'hypothèse CMInf , ce n'est
pas toujours le cas. Dans le chapitre 4, nous étudions comment diminuer la ma-
nipulabilité en général, grâce à un processus que nous appelons condorci�cation
généralisée, en utilisant une approche inspirée de la théorie des jeux simples. Pour
les systèmes usuels véri�ant CMInf , nous utilisons ce formalisme pour mon-
trer que la condorci�cation au sens usuel, c'est-à-dire basée sur le vainqueur de
Condorcet, est, en un certain sens, optimale.

Dans le chapitre 5, nous étudions l'in�uence du caractère ordinal d'un mode
de scrutin sur sa manipulabilité. Nous montrons que, pour tout mode de scrutin
non ordinal, il existe un mode de scrutin ordinal qui possède certaines propriétés
en commun avec le mode de scrutin original et qui est au plus aussi manipulable,
à condition que la culture véri�e une condition que nous introduisons, la décom-
posabilité. En particulier, nous montrons que ce théorème est applicable quand les
électeurs sont indépendants au sens probabiliste. En combinant ce résultat avec
les théorèmes de condorci�cation, nous concluons que la recherche d'un mode de
scrutin de manipulabilité minimale (au sein de la classe des systèmes véri�ant
CMInf) peut être restreinte aux modes de scrutin qui sont ordinaux et qui véri-
�ent le critère de Condorcet.

Étude assistée par ordinateur de la manipulabilité

À partir du chapitre 6, on met provisoirement de côté la recherche d'un mode
de scrutin de manipulabilité minimale et on tente de quanti�er la manipulabi-
lité des modes de scrutin classiques. Pour cela, on présente SVVAMP, un package
Python de notre cru dédié à l'étude des modes de scrutin et de leur manipula-
tion. Son architecture logicielle est modulaire, permettant l'implantation rapide
de nouveaux modes de scrutin. Utilisant les critères dé�nis au chapitre 3, SVVAMP
possède des algorithmes génériques de manipulation et des algorithmes spéci�ques
pour certains modes de scrutin, soit issus de la littérature, soit conçus spécialement
pour ce package logiciel. SVVAMP sera utilisé dans tous les chapitres suivants.

Dans le chapitre 7, nous étudions le taux de manipulabilité des di�érents
modes de scrutin dans des cultures sphéroïdales, qui généralisent le modèle ha-
bituellement connu sous le nom de culture impartiale (voir par exemple Nitzan,
1985). Notamment, nous utilisons, pour la première fois, le modèle de Von Mises�
Fisher pour modéliser des préférences et nous expliquons les raisons de ce choix.
Nous étudions l'e�et de la variation des di�érents paramètres et nous introduisons
des diagrammes de méta-analyse, qui permettent de comparer la manipulabilité
des modes de scrutin étudiés. Nous montrons notamment que le mode de scrutin
CVTI, obtenu par condorci�cation de VTI, est généralement le moins manipu-
lable.

Dans le chapitre 8, nous étudions un autre modèle, basé sur un spectre po-
litique abstrait et généralisant la notion de culture single-peaked introduite par
Black (1958). Ce cadre de travail di�érent nous permet de nuancer notre conclu-
sion sur le système CVTI : en e�et, sa suprématie est alors plus discutable que
dans les cultures sphéroïdales. En particulier, d'autres modes de scrutin présentent
des performances intéressantes, comme CSD, BI, l'uninominal à deux tours et
d'autres.

Dans le chapitre 9, nous analysons des expériences réelles, issues de contextes
très di�érents, y compris des contextes de révélation de préférences qui ne sont
pas des élections. Ces expériences nous permettent de con�rmer des résultats
antérieurs selon lesquels il existe fréquemment un vainqueur de Condorcet (par
exemple Tideman, 2006) et d'établir que le système CVTI se distingue par sa
faible manipulabilité.

15



Introduction

Le chapitre 10 reprend la recherche d'un mode de scrutin de manipulabilité
minimale (dans la classe des systèmes véri�ant CMInf). On dé�nit le graphe
d'opportunité d'un espace électoral et on montre que la question peut se ramener
à un problème d'optimisation linéaire en nombres entiers, qu'on peut étudier pour
de très modestes valeurs des paramètres en combinant une approche théorique et
l'utilisation d'un logiciel dédié (CPLEX). En�n, on utilise SVVAMP pour comparer
les modes de scrutin classiques avec l'optimum.

Annexes

Dans l'annexe A, nous étudions les questions de mesurabilité, c'est-à-dire un
point technique lié à l'utilisation d'espaces probabilisés, principalement utile pour
le chapitre 5 sur le tranchage.

Dans l'annexe B, nous exposons un travail réalisé en collaboration avec Benoît
Kloeckner sur la géométrie de l'espace des utilités. Nous y motivons notamment
l'utilisation des cultures sphéroïdales du chapitre 7.

Dans l'annexe C, nous illustrons comment l'étude des modes de scrutin et de
leur manipulabilité peut apporter des réponses à des questions de télécommunica-
tion, en utilisant un modèle initialement conçu par Ludovic Noirie. Nous y mon-
trons notamment que le système VTI permet de concilier la non-manipulabilité
et l'e�cacité économique.

Dans le glossaire (page 311), le lecteur pourra trouver un résumé des princi-
pales notations et des sigles utilisés dans cette thèse.

Nous vous souhaitons une bonne lecture !
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Étude théorique de la
manipulabilité
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Chapitre 1

Formalisme

Dans la littérature de choix social arrovien, les préférences d'un électeur sont
généralement représentées par un ordre strict de préférence sur les candidats (Ar-
row, 1950). Un mode de scrutin (ou fonction de choix social) est une fonction qui,
aux préférences de tous les électeurs, associe un candidat vainqueur. Cependant,
avec ce formalisme, il est impossible d'appréhender correctement des modes de
scrutin comme le vote par assentiment ou le vote par notation.

Nous développons le formalisme des espaces électoraux (section 1.1), une classe
de modèles capables d'utiliser des objets mathématiques arbitraires pour représen-
ter les préférences des électeurs, tout en permettant de prouver des théorèmes gé-
néraux sur ces modèles. Dans ce cadre, nous dé�nissons en section 1.2 les systèmes
de vote basés sur l'état (SVBE), qui constitueront l'objet principal de notre étude,
et nous traduisons la dé�nition habituelle de lamanipulabilité dans ce modèle (sec-
tion 1.3). Puis nous dé�nissons les systèmes de vote généraux, qui permettent de
représenter tous les modes de scrutin imaginables en pratique (section 1.4). Nous
exposons comment on peut naviguer entre systèmes de vote généraux et SVBE et
nous montrons pourquoi l'étude peut être restreinte à ces derniers.

Nous pro�tons ensuite de ce premier chapitre généraliste pour rappeler les
notions de matrice des duels et de vainqueur de Condorcet (section 1.5). Nous
prenons garde à bien distinguer les di�érentes variantes de cette notion, liées
au fait que nous autorisons des préférences qui sont des relations binaires quel-
conques, par exemple des ordres faibles. En particulier, nous généralisons la notion
habituelle de vainqueur de Condorcet faible en dé�nissant la notion de candidat
Condorcet-admissible, dont les chapitres suivants révèleront qu'il s'agit d'une no-
tion centrale pour la manipulabilité de presque tous les modes de scrutin usuels.

En�n, nous présentons les modes de scrutin que nous étudierons dans cette
thèse (section 1.6). Parmi eux, le système BI est, à notre connaissance, une contri-
bution originale. Il en est de même des systèmes Condorcet-doyen et Condorcet-
dictature, qui servent avant tout de matière première commode pour des exemples
théoriques. Nous introduisons également le système VTID ; ce mode de scrutin
nous a été suggéré par Laurent Viennot, que nous remercions.

1.1 Espaces électoraux

Dans cette section, nous introduisons le formalisme des espaces électoraux, qui
nous permettra à la fois de représenter les préférences et les bulletins des électeurs.
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1. Formalisme

1.1.1 Relations binaires

Avant toute chose, quelques rappels s'imposent sur les relations binaires. Soit
E un ensemble et P0 ∈ P(E2) une relation binaire sur E. On dit que P0 est :

� ré�exive ssi ∀c ∈ E, c P0 c ;
� irré�exive ssi ∀c ∈ E,non(c P0 c) (i.e. ssi non P0 est ré�exive) ;
� faiblement complète, ou simplement complète 1, ssi ∀(c, d) ∈ E2, c 6= d ⇒

c P0 d ou d P0 c ;
� antisymétrique ssi ∀(c, d) ∈ E2, c P0 d et d P0 c ⇒ c = d (i.e. ssi non P0

est complète) ;
� transitive ssi ∀(c, d, e) ∈ E3, c P0 d et d P0 e⇒ c P0 e ;
� négativement transitive ssi non P0 est transitive.
On dit que P0 est un ordre strict faible ssi elle est négativement transitive,

irré�exive et antisymétrique ; un ordre strict total ssi elle est transitive, irré�exive
et faiblement totale.

1.1.2 Pro�ls

Nous pouvons, à présent, représenter les préférences des électeurs sur les can-
didats.

Soit V et C deux entiers strictement positifs. Notons V = J1, V K l'ensemble
des indices des électeurs et C = J1, CK l'ensemble des indices des candidats, où la
notation avec crochet ajouré désigne l'ensemble des entiers inclus dans l'intervalle
fermé. Les candidats peuvent être des électeurs eux-mêmes, sans que cela n'altère
nos résultats 2.

On note RC l'ensemble des relations binaires sur C : un élément de RC repré-
sente la relation binaire de préférence d'un électeur sur les candidats. On note
FC l'ensemble des ordres stricts faibles et LC l'ensemble des ordres stricts totaux
sur C.

Notons R = (RC)V . Comme il est d'usage en choix social, nous appelons un
élément de R un pro�l ; pour chaque électeur, il donne sa relation binaire de
préférence sur les candidats.

Quand les relations de préférence des électeurs sont des ordres stricts (totaux
ou faibles), on représente un pro�l comme dans l'exemple suivant.

44 32 24

a b c

b, c c a

a b

En l'occurrence, les 44 premiers électeurs préfèrent a et sont indi�érents entre b
et c, les 32 suivants préfèrent b à c et c à a, etc. Dans les cas où chaque colonne
correspond à un seul électeur, on omettra la première ligne, qui indique dans
le cas général le nombre d'électeurs de chaque colonne. On pourra également
indiquer le nombre d'électeurs de chaque colonne en pourcentage du nombre total
d'électeurs V .

1. On dit que P0 est fortement complète quand elle est également ré�exive. Selon les ou-
vrages, le quali�catif complète, utilisé seul, peut désigner l'une ou l'autre notion. Comme nous
utiliserons généralement le mot complète pour des relations irré�exives, il signi�era nécessaire-
ment faiblement complète donc il n'y aura pas de confusion possible.

2. En revanche, nous considérons que l'ensemble des candidats est �xé a priori. Une extension
intéressante du modèle, que nous n'aborderons pas dans ce mémoire, consiste à autoriser les
candidats potentiels à entrer en lice ou à se retirer pour des raisons stratégiques (Dutta et al.,
2001, 2002; Lang et al., 2013; Brill et Conitzer, 2015).
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1.1 Espaces électoraux

ω1 ∈ Ω1

ω2 ∈ Ω2

...

ωV ∈ ΩV

P1∈ RC

P2∈ RC
...

PV ∈ RC

état relation binaire

con�guration ω ∈ Ω pro�l P∈ R

Figure 1.1 � Con�guration et pro�l des électeurs

En abrégé, on pourra également écrire que l'ordre faible de préférence des 44
premiers électeurs est (a � b ∼ c), où le symbole � représente une préférence
stricte et le symbole ∼ une indi�érence.

1.1.3 Dé�nition d'un espace électoral

Avant de dé�nir la notion d'espace électoral en général, nous présentons un
modèle qui permet d'étudier tous les modes de scrutin courants et que nous uti-
liserons fréquemment pour illustrer nos résultats.

Dé�nition 1.1 (espace électoral de référence)
Dans le modèle que nous appelons espace électoral de référence, chaque élec-

teur v est capable d'établir mentalement :
� un ordre strict faible de préférence pv ∈ FC sur les candidats,
� un vecteur uv ∈ [0, 1]C de notes sur les candidats,
� et un vecteur av ∈ {0, 1}C de valeurs d'approbation sur les candidats.

Le triplet ωv = (pv, uv, av) sera appelé son état sincère et nous noterons Pv la
fonction qui extrait le premier élément de ce triplet : Pv(ωv)= pv.

De manière générale, nous noterons Ωv l'ensemble des états possibles pour
l'électeur v. Dans le premier modèle ci-dessus, nous avons Ωv = FC × [0, 1]C ×
{0, 1}C . Nous suggérons au lecteur de voir cet ensemble comme l'analogue d'un
univers en théorie des probabilités : pour la plupart des problèmes, il n'est pas
nécessaire de spéci�er exactement son contenu. Le point essentiel est la possibi-
lité de dé�nir des fonctions qui extraient telle ou telle information à propos de
l'électeur v, comme le ferait une variable aléatoire en théorie des probabilités :
par exemple, la fonction Pv permet d'accéder à sa relation binaire de préférence.

Par analogie avec les notations habituelles pour les variables aléatoires, nous
écrirons fréquemment Pv comme raccourci pour Pv(ωv) : par conséquent, les ex-
pressions c Pv(ωv) d et c Pv d sont des synonymes qui signi�ent que l'électeur v
(dans l'état ωv) préfère le candidat c au candidat d. Pour une certaine relation
binaire de préférence sur les candidats pv, la notation Pv(ωv) = pv ou, en abrégé,
Pv = pv, signi�e que la variable Pv a la valeur pv (dans l'état ωv).

Nous appelons con�guration un V -uplet ω = (ω1, . . . , ωV ) donnant l'état de
chaque électeur, comme l'illustre la �gure 1.1. Nous notons Ω =

∏
v∈V Ωv le pro-

duit cartésien qui contient toutes les con�gurations possibles et P = (P1, . . . ,PV )
la fonction à V variables qui, à une con�guration ω, associe le pro�l qui lui cor-
respond : (P1(ω1), . . . ,PV (ωV )).
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1. Formalisme

uv(a) uv(b) uv(c)

uv(d)

uv(e)
uv

av = 1av = 0

a b

c

d

e

Figure 1.2 � État d'un électeur dans l'espace électoral de référence

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour dé�nir un espace
électoral, c'est-à-dire un modèle mathématique représentant les préférences des
électeurs.

Dé�nition 1.2 (espace électoral)
Un espace électoral est donné par :
� deux entiers positifs V et C,
� pour chaque électeur v ∈ V, un ensemble non vide Ωv de ses états possibles,
� pour chaque électeur v ∈ V, une fonction Pv : Ωv → RC , dont le résultat

est sa relation binaire de préférence.
Un tel espace électoral est noté (V,C,Ω,P), ou simplement Ω quand il n'y a

pas d'ambiguïté.

Revenons à l'exemple de l'espace électoral de référence, où ωv = (pv, uv, av).
Pour plus de réalisme, le plani�cateur social 3 a la possibilité d'adopter l'hypothèse
que les notes et les valeurs d'approbation de chaque électeur sont cohérents avec sa
relation binaire de préférence : si c pv d, alors uv(c) > uv(d) et av(c) ≥ av(d). La
�gure 1.2 illustre l'état d'un électeur véri�ant ces hypothèses. La partie gauche
de la �gure représente les positions des candidats sur son axe des utilités uv,
ainsi que la limite entre les candidats qu'il désapprouve (av = 0) et ceux qu'il
approuve (av = 1). La partie droite représente le graphe de sa relation binaire de
préférence. En l'occurrence, comme celle-ci est un ordre strict faible par hypothèse,
la transitivité est sous-entendue dans la �gure.

Il est facile d'inclure cette hypothèse dans le modèle, en dé�nissant Ωv comme
l'ensemble des triplets (pv, uv, av) qui véri�ent les conditions demandées. D'autres
hypothèses peuvent être ajoutées de la même façon, en choisissant un ensemble
Ωv adapté pour chaque électeur.

1.1.4 Exemples d'espaces électoraux

Un autre modèle est très important pour la théorie : dans le choix social tra-
ditionnel arrovien, il est courant de ne représenter les opinions de chaque électeur
que par un ordre strict total sur les candidats. Cette pratique correspond à l'espace
électoral suivant.

3. Dans les sciences économiques et sociales, le plani�cateur social est un décideur qui essaie
d'obtenir le meilleur résultat possible pour tous les acteurs concernés. Dans le cas qui nous inté-
resse, il s'agit d'un personne abstraite qui peut représenter à la fois les chercheurs en choix social
et toutes les personnes qui peuvent avoir une in�uence pour choisir le système de vote utilisé
dans une organisation humaine donnée. Par hypothèse, le plani�cateur social essaie d'établir un
système de vote ayant d'aussi bonnes propriétés que possibles. Pour ce faire, il est nécessaire au
préalable de cerner le domaine d'application privilégié en dé�nissant l'espace électoral utilisé.
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1.1 Espaces électoraux

Dé�nition 1.3 (espace électoral des ordres stricts totaux)
Pour tout v ∈ V, notons Ωv = LC et Pv la fonction identité 4. Ce modèle est

appelé espace électoral des ordres strict totaux pour V et C.

Ce modèle est parfois élargi en autorisant les ordres stricts faibles. On peut
aussi considérer des relations binaires quelconques.

Dé�nition 1.4 (espace électoral des ordres stricts faibles)
Pour tout v ∈ V, notons Ωv = FC et Pv la fonction identité. Ce modèle est

appelé espace électoral des ordres strict faibles pour V et C.

Dé�nition 1.5 (espace électoral des relations binaires)
Pour tout v ∈ V, notons Ωv = RC et Pv la fonction identité. Ce modèle est

appelé espace électoral des relations binaires pour V et C.

Le choix de l'espace électoral ne garantit rien sur l'expressivité d'un éventuel
système de vote qu'on souhaiterait étudier par la suite. Par exemple, si on choisit
l'espace électoral des ordres stricts faibles, cela ne signi�e pas que le système de
vote étudié permettra à un électeur de transmettre un ordre strict faible dans
son bulletin. Cela signi�e juste que le plani�cateur social admet qu'un électeur
puisse avoir comme préférences un ordre faible sur les candidats et considère
impossible qu'il ait des préférences d'une autre forme (approche descriptive). Ou,
plus raisonnablement, cela signi�e que les bonnes propriétés qu'il saurait prouver
pour le système de vote étudié sont garanties si les électeurs ont des ordres stricts
faibles de préférence, mais a priori pas dans les autres cas (approche normative).

Continuons à explorer les possibilités o�ertes par les espaces électoraux avec
quelques exemples.

Exemple 1.6 (utilité avec marge d'incertitude)
Supposons que chaque électeur v soit capable d'établir un vecteur de notes

uv ∈ [0, 1]C et un réel ε ≥ 0, interprété comme une incertitude, tel qu'il préfère
un candidat c à un candidat d ssi uv(c) > uv(d) + ε. Son espace d'états est alors
Ωv = [0, 1]C × R et sa fonction Pv est dé�nie par l'inégalité précédente 5.

Exemple 1.7 (intervalles d'utilité)
Il est facile de généraliser l'exemple précédent. À chaque candidat c, l'électeur v

associe un intervalle non vide [uv(c), uv(c)]. On l'interprète de la façon suivante :
v situe son utilité pour le candidat c dans cet intervalle, mais pas plus précisément
(par incapacité d'être plus précis, par manque d'intérêt ou parce que cela repré-
sente un coût cognitif trop élevé). Il préfère le candidat c à d ssi uv(c) > uv(d).
La �gure 1.3 représente un exemple d'état pour un tel électeur. Dans la partie
gauche, on a représenté son intervalle d'utilité pour chaque candidat ; dans la par-
tie droite, le graphe de sa relation binaire de préférence. Celle-ci est irré�exive,
antisymétrique et transitive ; c'est pourquoi on n'a pas représenté explicitement
les arêtes de d ou e vers a, qui se déduisent des autres arêtes par transitivité.
En revanche, la relation n'est pas négativement transitive : en e�et, l'électeur ne
préfère ni e à d ni d à c, et pourtant il préfère e à c. Ce n'est donc pas un ordre
strict faible.

Exemple 1.8 (préférences multicritères)
À présent, chaque électeur note mentalement chaque candidat selon trois cri-

tères dans l'intervalle [0, 1] : son espace d'états Ωv est l'ensemble des matrices de

4. C'est un abus de langage que nous commettrons sans scrupule : pour être tout à fait
rigoureux, Pv est l'injection canonique de LC dans RC .

5. On pourra rapprocher cette idée des travaux de Ehlers et al. (2004), dans lesquels on
considère une manipulabilité avec un seuil, c'est-à-dire où les électeurs souhaitent au moins
améliorer leur utilité par une certaine amplitude.
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Figure 1.3 � Un état d'électeur dans l'espace électoral des intervalles d'utilité

Candidat

Poulet (a) B÷uf (b) Poisson (c)

C
ri
tè
re

Bon marché 1 0,5 0

Sain 0,5 0 1

Moelleux 0 1 0,5

a

bc

Figure 1.4 � État d'un électeur avec des préférences multicritères

taille 3 × C à valeurs dans [0, 1]. On suppose qu'il préfère un certain candidat à
un autre ssi le premier est strictement mieux noté que le second selon au moins
deux critères : ceci dé�nit la fonction Pv. Considérons un électeur dans l'état ωv
représenté par la �gure 1.4. Il préfère a à b, b à c et c à a : sa relation binaire de
préférence Pv(ωv) n'est donc pas transitive. D'une certaine façon, un tel électeur
réalise un paradoxe de Condorcet à lui tout seul : la multiplicité des critères qu'il
considère, et le fait qu'il décide ses préférences selon la majorité des critères, imite
le comportement de trois électeurs distincts utilisant le vote majoritaire simple
pour chaque couple de candidats.

Si on demande à un tel électeur de désigner un préféré parmi les trois can-
didats, alors il viole nécessairement à lui tout seul la propriété d'indépendance
des alternatives non pertinentes (IANP) que nous évoquions en introduction : par
exemple, s'il désigne le b÷uf (b) comme son candidat préféré parmi les trois, cela
semble contradictoire avec le fait qu'il choisisse le poulet quand il s'agit de choisir
entre poulet et b÷uf.

Exemple 1.9 (générateur aléatoire décentralisé)
Chaque électeur possède une relation binaire de préférence pv sur les candidats

et dispose d'une pièce de monnaie. Après avoir tiré à pile ou face, son état (sincère)
est (pv, xv), où xv ∈ {Pile,Face}. On suppose qu'il est le seul à connaître le résultat
de son tirage aléatoire : par conséquent, s'il doit communiquer son état à un mode
de scrutin, il peut mentir sur le résultat du tirage aussi bien que sur son ordre de
préférence.

1.1.5 Propriétés basiques d'un espace électoral

Bien que nous interprétions Pv comme une préférence stricte dans la plupart
de nos exemples 6, l'antisymétrie n'est pas exigée par la dé�nition 1.2 d'un espace
électoral. Nous discuterons en section 1.3 (page 34) quelle interprétation on peut

6. Jusqu'à présent, le seul cas où l'antisymétrie n'était pas véri�ée était l'espace électoral des
relations binaires (dé�nition 1.5).
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donner à la relation Pv quand elle n'est pas antisymétrique. Si le lecteur est per-
turbé par cette possibilité, il peut lire tout ce qui suit en ajoutant une hypothèse
d'antisymétrie. Cependant, en toute généralité, nous noterons :

� c Iv d ssi non c Pv d et non d Pv c (indi�érence),
� c PPv d ssi c Pv d et non d Pv c (préférence antisymétrique),
� c PMv d ssi c Pv d et d Pv c (préférence mutuelle).
Si la relation Pv est antisymétrique, ce qui est une hypothèse courante, il n'y a

que trois possibilités mutuellement exclusives : c Pv d (équivalent à c PPv d dans
ce cas), d Pv c et c Iv d.

Pour certains résultats, nous supposerons que les électeurs ont une certaine
liberté d'opinion (sans préjuger des possibilités d'exprimer cette opinion dans leurs
bulletins).

Dé�nition 1.10 (richesse d'un espace électoral)
Nous disons que :

1. Ω comprend tous les ordres stricts totaux ssi tout électeur peut avoir
tout ordre strict total comme relation binaire de préférence ; c'est-à-dire,
∀(v, pv) ∈ V × LC ,∃ωv ∈ Ωv t.q. Pv(ωv) = pv ;

2. Ω autorise tout candidat comme préféré ssi tout électeur peut préférer
strictement n'importe quel candidat à tous les autres ; c'est-à-dire, ∀(v, c) ∈
V × C,∃ωv ∈ Ωv t.q. ∀d ∈ C \ {c}, c PPv d.

L'implication 1 ⇒ 2 est triviale.

Par exemple, dans l'espace électoral de référence, où ωv = (pv, uv, av), la
relation binaire de préférence pv d'un électeur v peut être n'importe quel ordre
strict faible ; en particulier, tout ordre strict total est possible. Par conséquent,
cet espace électoral véri�e les propriétés 1 et 2.

Nous insistons de nouveau sur le fait que ces propriétés n'ont rien à voir
avec l'expressivité d'un éventuel système de vote qu'on souhaiterait étudier. Par
exemple, si on suppose que l'espace électoral comprend tous les ordres stricts
totaux, cela ne signi�e pas que le système de vote permet à l'électeur d'exprimer
son ordre strict total de préférence s'il en a un ; cela signi�e juste qu'une telle
opinion est considérée comme possible a priori.

Alors que limiter un espace électoral aux ordres stricts totaux est discutable,
l'hypothèse plus faible qu'il comprenne les ordres stricts totaux semble en général
assez naturelle. Cependant, on peut facilement concevoir des modèles raisonnables
qui ne véri�ent pas cette propriété. Par exemple, s'il y a un très grand nombre
de candidats, on peut arguer qu'il est cognitivement impossible pour un électeur
d'établir un ordre strict total de préférence sur les candidats. Nous adressons tout
de même une critique à ce type de modèle : même si l'idée est intéressante d'un
point de vue descriptif, il est légitime d'ajouter la possibilité d'établir un ordre
total pour des raisons normatives. En e�et, même si on estime qu'un électeur
ne peut atteindre cet état de connaissance complète sur ses préférences, on n'a
aucune raison (et aucun moyen pratique) de le lui interdire a priori.

Avant de voir un autre exemple d'espace électoral qui ne comprend pas tous les
ordres stricts totaux, rappelons la notion classique de single-peakedness (Black,
1958). L'intuition est la suivante : supposons qu'il existe une manière � naturelle �
de placer tous les candidats sur un axe abstrait, par exemple un axe gauche-
droite en politique. Ceci donne un ordre de référence sur les candidats que nous
noterons Pref .

Imaginons que cet axe possède la propriété suivante : chaque électeur possède
une valeur maximale d'utilité pour un certain candidat (son pic) et son utilité
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est décroissante lorsqu'on s'éloigne de ce candidat, aussi bien vers la droite que
vers la gauche. Alors son ordre de préférence Pv commence par le candidat qui
représente son pic d'utilité, puis il place tous les candidats plus à gauche dans
l'ordre d'éloignement du pic, et de même pour les candidats de droite. Il est tout
à fait possible qu'il préfère tous les candidats à gauche du pic puis tous ceux à
droite, ou l'inverse, ou que ces candidats soient entrelacés dans l'ordre Pv.

La propriété caractéristique d'un tel ordre de préférence Pv est qu'entre un
certain candidat d et deux autres candidats c et e qui sont respectivement à sa
gauche et à sa droite (au sens de Pref), il est impossible d'apprécier d moins que c
et d à la fois : en e�et, ceci impliquerait que le pic de préférence de l'électeur est à
la fois à gauche et à droite de d, alors que ce pic est unique par hypothèse. Cette
caractérisation présente l'avantage de ne pas recourir à la notion d'utilité et c'est
pourquoi elle est couramment utilisée comme dé�nition de la single-peakedness.

Dé�nition 1.11 (single-peakedness)
Pour Pv et Pref deux ordres stricts totaux sur les candidats, on dit que Pv est

single-peaked par rapport à Pref ssi :

c Pref d et d Pref e⇒ non(c Pv d et e Pv d).

Pour P un pro�l et Pref un ordre strict total, on dit que P est single-peaked
par rapport à Pref ssi pour tout électeur v, Pv est un ordre strict total qui est
single-peaked par rapport à Pref .

On dit qu'un pro�l P est single-peaked ssi il existe un ordre strict total Pref

tel que P est single-peaked par rapport à Pref .
On dit qu'un espace électoral Ω est single-peaked ssi tout pro�l P de cet espace

électoral est single-peaked.

Exemple 1.12 (température d'une pièce)
Les occupants d'une pièce s'apprêtent à choisir la température du thermo-

stat parmi les options candidates {17°, 18°, 19°, 20°}. Le plani�cateur social fait
l'hypothèse que chaque électeur peut a priori avoir n'importe quel ordre de pré-
férence à condition qu'il soit single-peaked par rapport à l'ordre naturel sur les
températures. Cet espace électoral autorise tout candidat comme préféré mais ne
comprend pas tous les ordres stricts totaux : par exemple, l'ordre de préférence
20° � 17° � 19° � 18° est exclu par hypothèse. En e�et, dans ce cadre, si la
température idéale d'un électeur est 20°, alors il ne peut pas estimer que 17° est
préférable à 19°.

1.1.6 Espace électoral probabilisé

À présent, nous allons munir Ω d'une mesure de probabilité, ou culture. A�n de
manipuler les notions probabilistes de façon rigoureuse, nous devons considérer des
tribus, des ensembles mesurables et des événements probabilistes. Cependant, la
mesurabilité n'est pas un problème crucial en pratique : par exemple, sans l'axiome
du choix, tout sous-ensemble de RC est Lebesgue-mesurable. C'est pourquoi ces
questions techniques ne seront discutées que dans l'annexe A.

Dé�nition 1.13 (espace électoral probabilisé)
Un espace électoral probabilisé, ou EEP, est dé�ni par la donnée d'un espace

électoral (V,C,Ω,P) et d'une mesure de probabilité π sur Ω, appelée culture.
Un tel EEP est noté (V,C,Ω,P, π), ou simplement (Ω, π).
Nous notons µ la loi de la variable aléatoire P selon la culture π.
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Par exemple, considérons l'espace électoral de référence. Indépendamment
pour chaque électeur v :

� tirons un vecteur de notes uv uniformément dans [0, 1]C ;
� dé�nissons pv comme l'ordre strict faible naturellement induit par uv, au

sens où c pv d⇔ uv(c) > uv(d) ;
� pour chaque candidat c, dé�nissons la valeur d'approbation av(c) comme

l'arrondi de uv(c) à l'entier le plus proche, 0 or 1.
Alors nous avons dé�ni un exemple de culture π, c'est-à-dire une mesure de proba-
bilité sur l'espace électoral Ω. Implicitement, ceci dé�nit une loi µ pour le pro�l P.

Un exemple classique de culture est la culture impartiale, dont nous rappelons
la dé�nition.

Dé�nition 1.14 (culture impartiale)
Sur l'espace électoral des ordres stricts totaux, on appelle culture impartiale la

loi selon laquelle l'ordre de préférence de chaque électeur est tiré indépendamment
et uniformément dans LC .

Terminons avec un exemple plus complexe. Supposons que nous avons 3 élec-
teurs et 3 candidats. Nous souhaiterions étudier un espace électoral où chaque
électeur est caractérisé par un ordre strict total de préférence et où tous les pro�ls
single-peaked, et seulement ceux-là, sont possibles, quel que soit l'ordre Pref de
référence. Nous allons voir que c'est impossible, pourquoi il est souhaitable que
ce soit impossible, et comment on peut transformer le problème.

Pour tout ordre strict total de préférence p0, le pro�l où tous les électeurs ont
cet ordre de préférence est manifestement single-peaked (pour p0 par exemple),
donc autorisé. Par conséquent, tout ordre p0 appartient à l'ensemble des états
possibles Ωv de tout électeur v. Donc le pro�l suivant est autorisé.

a b c

b c a

c a b

Mais ce pro�l n'est pas single-peaked 7 : en e�et, le candidat second dans l'ordre
Pref ne peut pas être c (resp. a, b) à cause de l'électeur 1 (resp. 2, 3).

Ceci est dû au fait que nous avons dé�ni Ω comme un produit cartésien : si une
opinion particulière ωv est possible a priori pour l'électeur v, nous considérons
qu'elle reste possible, autorisée, quelles que soient les opinions des autres électeurs.
It's not a bug, it's a feature : il s'agit d'une propriété souhaitable du modèle.

En revanche, la probabilité d'une certaine opinion ωv peut varier en fonction
de l'état des autres électeurs et même devenir nulle. Pour étudier toutes les con�-
gurations single-peaked, on peut donc utiliser un EEP a�n de réduire à zéro la
probabilité des autres con�gurations : par exemple, on peut considérer l'espace
électoral des ordres stricts totaux muni d'une culture π dont le support est égal
à l'ensemble des con�gurations single-peaked.

1.2 Systèmes de vote basés sur l'état (SVBE)

1.2.1 Dé�nition

Dans cette section, nous modélisons les modes de scrutin en dé�nissant les sys-
tèmes de vote basés sur l'état (SVBE), qui constitueront ensuite l'objet principal

7. Le lecteur habitué à ces notions aura également remarqué que le pro�l ne peut pas être
single-peaked car il n'y a pas de vainqueur de Condorcet ; nous y reviendrons.
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de notre étude. À première vue, ce modèle ne semble pas permettre de représenter
tous les modes de scrutin imaginables. Mais nous verrons en section 1.4 que, dans
l'optique de limiter la manipulabilité, on peut restreindre l'étude aux SVBE 8, ce
qui permet d'alléger le formalisme.

Dé�nition 1.15 (système de vote basé sur l'état)
Un système de vote basé sur l'état sur l'espace électoral Ω, ou SVBE, est une

fonction f : Ω→ C.
Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, f désignera toujours un

SVBE sur un espace électoral Ω.

Par exemple, considérons une des variantes possibles du système de vote appelé
vote par notation, dans l'espace électoral de référence, où ωv = (pv, uv, av).

� Chaque électeur v communique un état appartenant à Ωv ;
� On dit qu'il vote sincèrement ssi il communique son véritable état ωv ;
� La fonction f ne prend en compte que les vecteurs de notes uv communiqués

par les électeurs et renvoie le candidat avec la plus grande note totale.

Pour terminer la description de ce SVBE, il est nécessaire de donner une règle
de départage, c'est-à-dire une procédure qui résout les cas d'égalité. Dire que nous
avons dé�ni un SVBE est donc un léger abus de langage : il s'agit plutôt d'une
classe de SVBE, dont chaque membre donne le même résultat quand il n'y a pas
d'égalité.

Dans la littérature, on autorise parfois qu'un mode de scrutin renvoie, comme
résultat, un sous-ensemble des candidats, et on précise alors qu'il est résolu si
son résultat est toujours un candidat unique. Dans cette thèse, l'hypothèse que le
mode de scrutin soit résolu fait partie intégrante de la dé�nition d'un SVBE. Nous
rejoignons, en cela, le point de vue de Gibbard (1973) : si l'objectif d'une élection
est de choisir une unique option parmi plusieurs, alors le système n'est totalement
dé�ni que si on inclut dans sa description la règle de départage éventuelle. Celle-ci
peut être importante pour les propriétés étudiées : en particulier, elle peut avoir
une in�uence sur les manipulations possibles 9.

Par ailleurs, pour implanter en pratique un système de vote comme le vote
par notation présenté ci-dessus, il est su�sant que les bulletins ne contiennent que
l'information e�ectivement utilisée par la fonction f , c'est-à-dire les notes dans
cet exemple. Nous reviendrons sur ce point dans la section 1.4. Mais ce formalisme
basé sur l'état facilite les analyses générales, indépendamment de l'implantation
pratique du mode de scrutin. D'une part, il évite le besoin d'une fastidieuse fonc-
tion de sincérité qui associe à un état d'opinion le bulletin sincère correspondant
(comme nous l'avons évoqué en introduction et comme nous le verrons de façon
plus précise dans la section 1.4). D'autre part, il permet de dé�nir facilement des
transformations de systèmes de vote, comme la condorci�cation que nous verrons
au chapitre 2 et le tranchage au chapitre 5.

1.2.2 Critères basiques pour un SVBE

Tout d'abord, on dit qu'un système est unanime s'il véri�e la propriété sui-
vante : pour tout candidat c, si tous les électeurs préfèrent strictement c aux
autres candidats et votent sincèrement, alors c est élu.

8. Cette notion de système de vote basé sur l'état est une généralisation de ce qui est appelé
procédure de vote élémentaire par Moulin (1978, chapitre II, dé�nition 2). L'auteur remarque
déjà que considérer une telle procédure ne peut que diminuer les possibilités stratégiques des
électeurs.

9. Nous reviendrons sur la question complexe de dé�nir la manipulabilité pour des modes de
scrutin non résolus ou non déterministes dans la section 6.3.3.
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Nous allons aussi dé�nir l'anonymat et de la neutralité. Comme le modèle
des espaces électoraux est plus abstrait et plus général que la simple utilisation
d'ordres stricts totaux de préférence, ces dé�nitions y exigent un peu plus de
précautions que la dé�nition informelle que nous avons donnée dans l'introduction
de ce mémoire.

On dit que l'espace électoral Ω lui-même est anonyme ssi tous les électeurs
ont le même espace d'états : ∀(v, v′) ∈ V2,Ωv = Ωv′ et Pv = Pv′ . On notera qu'il
s'agit ici d'une égalité de Pv et Pv′ en tant que fonctions, et non de l'égalité entre
deux relations de préférence.

On dit qu'un SVBE f sur l'espace électoral Ω est anonyme ssi :

1. Ω est anonyme ;

2. Pour tout état ω ∈ Ω, pour toute permutation σ ∈ SV des électeurs, en
notant ωσ = (ωσ(1), . . . , ωσ(V )), on a f(ω) = f(ωσ).

Autrement dit, le vainqueur ne dépend que des bulletins reçus, et non de l'identité
des électeurs qui les ont émis.

Pour dé�nir la neutralité, notons Φ une action du groupe des permutations
des candidats SC sur l'espace d'état Ωv de chaque électeur v. Ceci signi�e qu'à
tout état ωv et à toute permutation σ des candidats, on associe un état Φσ(ωv),
que nous notons simplement σ(ωv) ; et qu'on exige que cette transformation soit
compatible avec la structure de groupe de SC : ceci signi�e par exemple qu'en
notant σ′ une autre permutation et ◦ l'opérateur de composition, on exige que
σ(σ′(ωv)) = (σ ◦ σ′)(ωv).

On exige, en outre, que Φ soit compatible avec Pv, au sens où Pv(σ(ωv)) =
σ(Pv(ωv)). Dans le membre de droite de cette égalité, la relation σ(Pv(ωv)) est
dé�nie naturellement par : c Pv(ωv) d ⇔ σ(c) σ(Pv(ωv)) σ(d), c'est-à-dire qu'on
considère la même relation de préférence en permutant simplement les noms des
candidats.

Quand une telle action de groupe est dé�nie sur l'espace d'état de chaque
électeur, elle induit une action de groupe sur l'espace électoral Ω tout entier :
pour toute con�guration ω ∈ Ω, il su�t de poser σ(ω) = (σ(ω1), . . . , σ(ωV )).

On dit que f est neutre (par rapport à l'action de groupe Φ) ssi ∀σ ∈ SC ,∀ω ∈
Ω, f(σ(ω)) = σ(f(ω)). Autrement dit, le candidat vainqueur ne dépend pas des
étiquettes qui servent à nommer les candidats : si on change les étiquettes de
tous les candidats, il existe une façon de ré-étiqueter les bulletins (Φ) qui permet
d'obtenir le même système de vote.

En général, l'action de groupe Φ qu'on considère est intuitivement évidente :
par exemple, dans l'espace électoral de référence, on appliquera σ à l'ordre de
préférence pv, on permutera les coordonnées du vecteur de notes uv et on fera de
même pour le vecteur de valeurs d'approbation av.

Cependant, en toute généralité, il peut être nécessaire de préciser l'action de
groupe Φ utilisée. Reprenons l'exemple 1.9 du générateur aléatoire décentralisé,
où chaque électeur possède le résultat d'un lancer de pièce. On considère un cas
où il y a C = 2 candidats ; par conséquent, pour dé�nir l'action de groupe Φ, il
su�t de donner son e�et pour la seule permutation non triviale σ = (1↔ 2), qui
consiste à échanger les deux candidats. Son e�et sur les ordres de préférence est
automatique, puisqu'on a exigé que Ψ soit compatible avec les fonctions Pv. Il ne
reste donc qu'à dé�nir l'e�et de σ sur Pile et Face. Par ailleurs, on suppose qu'il
y a 3 électeurs (pour éviter les questions d'égalité).

Examinons, tout d'abord, le SVBE suivant : s'il y a davantage de Pile, c'est
le candidat 1 qui gagne ; sinon, c'est le candidat 2 qui est vainqueur. Ce système
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est d'ailleurs particulièrement manipulable : si un électeur préfère le candidat 1
et que sa pièce est tombée sur Face, il a toujours intérêt à mentir et à annoncer
Pile ; mais c'est la neutralité de ce système qui nous intéresse pour le moment. Si
on dé�nit l'action de σ = (1 ↔ 2) comme inversant Pile et Face (en plus de son
e�et sur les relations binaires de préférence), alors ce mode de scrutin est neutre
par rapport à Φ.

Considérons, à présent, un autre SVBE. Chaque électeur communique son
ordre de préférence et l'état de sa pièce de monnaie. S'il s'agit de Pile, on compte
1 point en faveur de son candidat préféré ; si c'est Face, on compte 3 points en
faveur de son candidat préféré. Puis le candidat ayant le plus de points est élu. Ce
système est similaire à un vote par notation où Pile signi�e � préférer légèrement �
et Face, � préférer fortement �. D'ailleurs, comme nous l'avons déjà remarqué, un
électeur qui possède Pile dans son état a toujours intérêt à mentir et à annoncer
Face. En ce qui concerne la neutralité, si on dé�nit l'action de σ = (1↔ 2) comme
laissant Pile et Face inchangés (en plus de son e�et sur les relations binaires de
préférence), alors ce SVBE est neutre par rapport à Φ.

Ainsi, dans le cas général, il est possible d'avoir divers modes de scrutin qui sont
neutres en considérant des actions de groupes di�érentes et non rendues évidentes
a priori par la seule dé�nition de l'espace électoral considéré. Ceci dit, dans la
plupart des cas d'études pratiques, l'action de groupe Φ utilisée sera intuitivement
évidente, comme nous l'avons vu dans l'espace électoral de référence.

Par la suite (notamment dans le chapitre 10), il nous arrivera parfois de nous
concentrer sur l'espace électoral des ordres stricts totaux. Une question naturelle
se pose alors : à quelle condition existe-t-il un mode de scrutin anonyme et neutre ?

Proposition 1.16
On se place dans l'espace électoral des ordres stricts totaux.

1. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Il existe un SVBE anonyme et neutre.

(b) Il est impossible d'écrire C comme une somme de diviseurs de V supé-
rieurs à 1. Autrement dit, il n'existe pas de séquence d'entiers naturels
(k1, . . . , kn) telle que :

[
∀i ∈ J1, nK, ki > 1 et ki divise V

]
et

n∑
i=1

ki = C.

(c) Il est impossible d'écrire C comme une somme de facteurs premiers
de V . Autrement dit, il n'existe pas de séquence d'entiers naturels
(k1, . . . , kn) telle que :

[
∀i ∈ J1, nK, ki est premier et ki divise V

]
et

n∑
i=1

ki = C.

2. Pour qu'il existe un SVBE anonyme et neutre, il est nécessaire mais pas
su�sant que V et C soient premiers entre eux.

Démonstration. Nous allons d'abord supposer 1 et en déduire 2, ce qui donnera
une première intuition pour la preuve de 1 que nous donnerons ensuite.

2. Montrons d'abord que cette condition simpli�ée n'est pas su�sante : consi-
dérons V = 6 et C = 7, qui sont bien premiers entre eux. Il est possible d'écrire C
comme une somme de facteurs de V supérieurs à 1 : C = 3 + 2 + 2, où 3 divise V
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et 2 divise V . Donc la condition 1b n'est pas véri�ée, ce qui implique qu'il n'existe
pas de SVBE anonyme et neutre.

Pour s'en convaincre intuitivement, examinons le pro�l suivant, qui donnera
une piste pour la preuve de l'équivalence énoncée dans le point 1.

1 2 3 1 2 3

2 3 1 2 3 1

3 1 2 3 1 2

4 5 4 5 4 5

5 4 5 4 5 4

6 7 6 7 6 7

7 6 7 6 7 6

Ce pro�l est obtenu en partant du classement du premier électeur et en appliquant
des permutations circulaires aux trois premiers candidats, aux deux suivants et
aux deux derniers. On remarquera notamment que les permutations des deux
dernières paires sont toujours simultanées (si 4 est devant 5, alors 6 est devant 7),
ce qui permet d'avoir 3×2 électeurs seulement et non 3×2×2 = 12 (ce qui serait
le cas si on considérait les images du premier électeur par toutes les permutations
circulaires mentionnées, de façon indépendante les unes des autres). On pourra
d'ailleurs noter qu'on a, en l'occurrence, V = ppcm(3, 2, 2).

Il est, alors, facile de voir que, quel que soit le candidat vainqueur dans ce
pro�l, le SVBE ne peut être anonyme et neutre : par exemple, si 1 est élu, alors
2 et 3 devraient l'être également par anonymat et neutralité.

Prouvons, à présent, qu'il est nécessaire que V et C soient premiers entre eux.
Si ce n'est pas le cas, soit k un facteur premier commun de C et V . Notons n = C

k
et ki = k pour i ∈ J1, nK. Alors

∑n
i=1 ki = C, où tous les ki sont premiers et

divisent V . Donc la condition 1c n'est pas véri�ée, ce qui implique qu'il n'existe
pas de SVBE anonyme et neutre.

1a ⇒ 1b. Si la condition 1b n'est pas véri�ée, généralisons l'exemple précé-
dent. Considérons une séquence (k1, . . . , kn) telle que

∑n
i=1 ki = C, tous les ki

sont supérieurs à 1 et divisent V . Cette dernière propriété est équivalente à :
ppcmi(ki) divise V . Considérons un ordre de préférence quelconque (par exemple
1 � 2 � . . . � C) puis toutes ses images en appliquant simultanément une per-
mutation circulaire sur les k1 premiers candidats, sur les k2 candidats suivants,
etc. L'orbite, c'est-à-dire l'ensemble des classements images obtenus, est de taille
ppcmi(ki). En copiant ces images su�samment de fois, on obtient un pro�l à V
électeurs. Si l'un des k1 premiers candidats est vainqueur, alors par anonymat et
neutralité, chacun des k1 premiers candidats devrait être vainqueur également,
ce qui contredit l'unicité du résultat car k1 > 1. Il en est de même pour les k2

candidats suivants, etc. Donc il n'existe pas de SVBE anonyme et neutre : la
condition 1a n'est pas véri�ée.

1b ⇒ 1a. Supposons la condition 1b véri�ée. Soit P un pro�l. On dit que
deux candidats sont équivalents dans P s'il existe une permutation des candidats
qui envoie l'un sur l'autre et qui laisse P stable, à permutation près des électeurs.
Alors notons k1, . . . , kn les cardinaux des classes d'équivalence : on a

∑n
i=1 ki = C.

Considérons une certaine classe d'équivalence de taille ki : comme tout candidat
de la classe prend le meilleur rang (au sein de la classe) chez le même nombre
d'électeurs, ki divise V . Comme la condition 1b est véri�ée, il existe donc un
k1 égal à 1. On peut alors choisir le candidat correspondant comme vainqueur
sans violer l'anonymat et la neutralité (ce qui �xe le vainqueur dans tout autre
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pro�l obtenu à partir de P par permutation des candidats et/ou des électeurs).
En e�ectuant le même raisonnement pour tout pro�l P dont le vainqueur n'est
pas encore choisi, on obtient un SVBE anonyme et neutre.

1b ⇒ 1c. C'est immédiat car tout entier naturel premier est supérieur à 1.
1c ⇒ 1b. Si la condition 1b n'est par véri�ée, alors il est possible d'écrire C

comme une somme C =
∑n
i=1 ki, où tous les ki divisent V et sont di�érents de 1.

Pour chaque ki, notons k′i un facteur premier arbitraire de ki, qui est donc égale-
ment un facteur premier de V , et posons ni = ki

k′i
. On a alors C =

∑n
i=1

∑ni
j=1 k

′
i,

qui est une somme de facteurs premiers de V . Donc la condition 1c n'est pas
véri�ée.

Cette proposition est à mettre en parallèle avec un résultat classique (Moulin,
1978), qui concerne les modes de scrutin non seulement anonymes et neutres, mais
également e�cients. Ce quali�catif signi�e qu'on a la propriété suivante : si tous
les électeurs préfèrent strictement un certain candidat c à un certain d (c'est-
à-dire si d est Pareto-dominé par c), alors d ne peut pas être élu. Le résultat
précédemment connu est qu'il existe un SVBE neutre, anonyme et e�cient (sur
l'espace électoral des ordres stricts totaux) ssi C! et V sont premiers entre eux,
c'est-à-dire ssi tout entier inférieur ou égal à C est premier avec V .

A�n de véri�er la cohérence entre ce résultat et la proposition 1.16, on peut
supposer que cette condition est véri�ée et montrer qu'elle implique bien la condi-
tion 1b. Si on écrit C comme une somme d'entiers naturels supérieurs à 1, alors
chacun d'eux est inférieur ou égal à C, donc il est premier avec V ; comme il est
supérieur à 1, ceci signi�e qu'il ne divise pas V . Donc la condition 1b est véri�ée.

À notre connaissance, si on supprime l'hypothèse d'e�cience, il n'existe pas
de résultat précédent dans la littérature donnant une condition nécessaire et suf-
�sante sur le couple (V,C) pour qu'il existe un SVBE anonyme et neutre (sur
l'espace électoral des ordres stricts totaux), comme le fait la proposition 1.16.

1.3 Manipulabilité

À présent, nous allons traduire la dé�nition habituelle de la manipulabilité
dans le cadre des espaces électoraux.

Pour deux candidats w et c, on note :

Manipω(w→ c) = {v ∈ V t.q. c Pv(ωv) w}.

C'est l'ensemble des électeurs qui préfèrent c à w ; si w est vainqueur du vote
sincère, ces électeurs sont donc intéressés par une manipulation en faveur de c. À
l'inverse, on note :

Sincω(w→ c) = {v ∈ V t.q. non(c Pv(ωv) w)}.

Il s'agit des électeurs qui ne sont pas intéressés par une manipulation visant à
faire gagner c au lieu de w. Pour ces deux notions, on sous-entendra généralement
la dépendance en ω et on notera simplement Manip(w→ c) et Sinc(w→ c).

Dé�nition 1.17 (manipulabilité)
Pour (ω, ψ) ∈ Ω2, un sous-ensemble d'électeurs M ∈ P(V) et un candidat

c ∈ C, on dit que f est manipulable dans la con�guration ω par la coalition M
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vers la con�guration ψ en faveur du candidat c ssi :
c 6= f(ω),

f(ψ) = c,

M ⊆ Manip(f(ω)→ c),

∀v ∈ V \M,ψv = ωv.

Dans la suite de cette thèse, nous dirons indi�éremment manipulable par coali-
tion (MC), coalition-manipulable ou, simplement, manipulable sans davantage de
précision : en e�et, c'est la notion la plus générale de manipulabilité, au sens où
elle est impliquée par toutes les autres formes de manipulabilité que nous mention-
nerons plus tard, notamment à partir du chapitre 6. Nous utiliserons le sigle MC
indi�éremment comme adjectif (manipulable par coalition) ou comme substantif
(manipulation par coalition).

Quand on dit que f est manipulable en ω sans préciser ψ (resp. M , c), cela
signi�e qu'il existe ψ (resp. M , c) qui véri�e la dé�nition précédente.

Ainsi, pour (ω, ψ) ∈ Ω2 et un candidat c ∈ C, on dit que f est manipulable
dans la con�guration ω vers la con�guration ψ en faveur du candidat c ssi il
existe une coalition M telle que les conditions précédentes soient véri�ées, ce qui
se traduit par les relations suivantes.

c 6= f(ω),

f(ψ) = c,

∀v ∈ Sinc(f(ω)→ c), ψv = ωv.

De même, pour (ω, ψ) ∈ Ω2, on dit que f est manipulable dans la con�gu-
ration ω vers la con�guration ψ ssi il existe un candidat c telle que les relations
précédentes soient véri�ées, ce qui s'écrit :{

f(ψ) 6= f(ω),

∀v ∈ Sinc(f(ω)→ f(ψ)), ψv = ωv.

En�n, pour ω ∈ Ω, on dit que f est manipulable dans la con�guration ω
ssi il existe une con�guration ψ ∈ Ω telle que f est manipulable en ω vers ψ.
Par commodité de langage, il nous arrivera alternativement de dire que c'est la
con�guration ω qui est manipulable (dans le cadre du système de vote f).

On note MCf l'ensemble des con�gurations ω où f est manipulable et on
utilise la même notation pour la fonction indicatrice de cet ensemble :

MCf :

Ω → {0, 1}

ω → 1 si f est manipulable en ω,

0 sinon.

Pour une culture π, nous appelons taux de MC de f pour π (à condition que
MCf soit mesurable, cf. appendice A) :

τπMC(f) = π(f est manipulable en ω)

=

∫
ω∈Ω

MCf (ω)π(dω).

Quand il n'y a pas d'ambiguïté sur la culture π utilisée, nous notons simplement
ce taux τMC(f).
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Pour deux SVBE f et g, on dit que f est au plus aussi manipulable que g au
sens ensembliste 10 ssi MCf ⊆ MCg ; et on dit que f est au plus aussi manipulable
que g au sens probabiliste ssi τπMC(f) ≤ τπMC(g). La première propriété est très forte
puisqu'elle implique la seconde pour toute culture π : si f est moins manipulable
que g au sens ensembliste, alors, dans toute culture, f est moins manipulable
que g au sens probabiliste 11.

Cette dé�nition de la manipulabilité est la première où nous exploitons réel-
lement les relations binaires de préférence Pv. Pro�tons de cette occasion pour
revenir sur le fait que nous ne les avons pas supposées antisymétriques.

Considérons deux candidats a et b. Supposons que pour chaque électeur v, son
état ωv est un couple (tv, xv) où :

� tv ∈ {a, b,∅} est égal soit à son candidat favori (son � top �, qui peut être
a ou b), soit à ∅ s'il n'est partisan d'aucun des deux ;

� xv est une variable booléenne qui représente si l'électeur est corruptible ou
non, typiquement dans le cas où un candidat lui proposerait un pot-de-vin.

Nous nous posons la question suivante : étant donné le système de vote utilisé,
le résultat du vote est-il résistant aux e�ets combinés de la corruption par des
pots-de-vin et du vote stratégique au sens habituel ?

Si a (resp. b) est le vainqueur du vote sincère, les électeurs susceptibles de tenter
de changer le résultat sont ceux qui sont corruptibles, quel que soit leur candidat
favori, et ceux dont le candidat favori est vraiment b (resp. a). Remarquons alors
que ce problème peut être traité avec notre formalisme sur la manipulation en
utilisant des préférences qui ne sont pas antisymétriques. En e�et, pour tout
électeur v, dé�nissons la relation binaire Pv comme dans le tableau suivant.

tv (candidat favori)

a ∅ b

xv (corruptible)
Faux a PPv b a Iv b b PPv a

Vrai a PMv b

Dans l'espace électoral ainsi dé�ni, la manipulabilité (au sens formel de la dé�ni-
tion 1.17) coïncide avec la vulnérabilité aux e�ets combinés de la corruption et
du vote stratégique au sens habituel.

Par ailleurs, l'absence d'hypothèse d'antisymétrie permet d'envisager un élec-
teur jamais content, pour qui on a c Pv d pour tout couple de candidats (c, d).
Un tel électeur est prêt à participer à n'importe quelle tentative de manipula-
tion, introduisant ainsi une instabilité intéressante dans le système. On retiendra
de cet exemple plaisant que, quand on veut étudier la manipulation, la question
pertinente pour un électeur donné peut être formulée ainsi : s'il sait que le vain-
queur par défaut est un certain w, est-ce qu'il est prêt à agir pour qu'un certain
candidat c soit vainqueur à la place ? Tandis qu'exiger que la relation obtenue ait
des propriétés intéressantes (antisymétrie, transitivité) peut avoir un intérêt pour
attribuer une certaine cohérence aux actions d'un électeur, de telles hypothèses
de rationalité ne sont pas nécessaires pour étudier la manipulation.

Nous avons deux autres raisons de ne pas supposer l'antisymétrie en général.
D'une part, la plupart de nos résultats ne nécessitent pas cette hypothèse ; il serait
donc dommage de prouver des théorèmes dans un cas particulier alors qu'ils sont
vrais dans le cas général. D'autre part, supprimer cette hypothèse permet d'avoir

10. Cette notion est dé�nie par Lepelley et Mbih (1994).
11. Si Ω est muni d'une tribu telle que tout singleton est mesurable (ce qui est généralement

le cas), ce n'est pas seulement une implication mais une équivalence.
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des dé�nitions et des énoncés qui se prêtent plus facilement à d'autres types de
généralisation, notamment celles du chapitre 4.

Pour les lecteurs qui pourraient être perturbés par un tel modèle, tout ce
qui suit peut être lu en ajoutant l'hypothèse d'antisymétrie et l'interprétation
habituelle de la manipulabilité.

Le théorème de Gibbard (1973), que nous avons déjà mentionné en introduc-
tion, implique que dans un espace électoral qui comprend tous les ordres stricts
totaux, pour tout SVBE f non trivial (c'est-à-dire qui n'est pas dictatorial et
dont l'image contient au moins 3 candidats), on a MCf 6= ∅. Le théorème de Sat-
terthwaite (1975) énonce essentiellement le même résultat dans l'espace électoral
des ordres stricts faibles 12. En outre, nous verrons que le théorème de Gibbard
concerne également les systèmes de vote généraux, que nous allons dé�nir dans la
section 1.4.

Si l'espace électoral ne comprend pas les ordres stricts totaux, il est possible
d'avoir un SVBE non trivial et non manipulable. Par exemple, dans l'espace des
températures de l'exemple 1.12, et plus généralement dans un espace single-peaked
(dé�nition 1.11), il est classique et facile à prouver que le mode de scrutin suivant
n'est pas manipulable : chaque électeur indique sa température préférée, puis la
température médiane est élue 13. Ainsi, quand l'ordre de référence Pref est �xé
a priori et connu au moment où on �xe la règle de vote, il existe au moins un
système non manipulable.

Cependant, pour de nombreuses applications, une telle hypothèse est déraison-
nable, à la fois pour des raisons descriptives et normatives. Considérons l'exemple
d'une élection politique. D'un point de vue descriptif, il n'y a pas forcément de fa-
çon évidente et canonique de placer les candidats sur un axe (typiquement gauche-
droite, au sens politique du terme) ; et il est loin d'être garanti que chaque électeur
ait des préférences single-peaked par rapport à cet ordre de référence. D'un point
de vue normatif, utiliser un mode de scrutin qui présuppose un ordre de référence
�xé viole nécessairement la neutralité : en e�et, on interdit à un électeur de pré-
férer un candidat de gauche, puis un candidat de droite, puis un centriste, alors
que l'ordre inverse est autorisé.

Pour de telles applications, même si on considère en première approximation
que les préférences sont single-peaked avec probabilité 1, l'ordre Pref n'est pas �xé
a priori, et il est impossible d'en tirer avantage dans le choix du système de vote,
comme on pouvait le faire dans l'exemple des températures. Sous ces hypothèses,
on constate que la conclusion du théorème de Gibbard-Satterthwaite reste vraie :

12. Pour des preuves alternatives du théorèmes de Gibbard-Satterthwaite, on pourra notam-
ment consulter Gärdenfors (1977); Barberá (1983); Benoît (2000); Sen (2001). Plusieurs ap-
proches, notamment celle de Reny (2001), permettent de comprendre le lien profond entre ce
résultat et le théorème d'Arrow. Muller et Satterthwaite (1977) montrent qu'il est aussi intime-
ment lié à l'impossibilité qu'un mode de scrutin non trivial véri�e la strong positive association,
une condition de monotonie par rapport aux préférences qui généralise la propriété de réponse
positive que nous avons vue pour 2 candidats. Weber (2009) souligne, comme l'avaient fait Gib-
bard et Satterthwaite, qu'il n'est pas nécessaire de supposer que le mode de scrutin est surjectif
(une formulation du théorème souvent rencontrée), mais simplement qu'au moins 3 candidats
sont dans son image, c'est-à-dire sont éligibles. Duggan et Schwartz (2000) généralisent le ré-
sultat à un système de vote non résolu, c'est-à-dire sans règle de départage explicite ; Brandt
et Brill (2011) discutent ce qu'il en est lorsqu'on considère des notions de non-manipulabilité
moins exigeantes. Slinko et White (2008) montrent que le théorème reste vrai même en se limi-
tant à des manipulations dites sûres (safe). Barberá et Peleg (1990) proposent une variante du
théorème pour un nombre in�ni de candidats et une hypothèse de continuité sur les préférences
des électeurs. On pourra consulter Taylor (2005) pour une vue d'ensemble de divers résultats
d'impossibilité du même type.
13. Moulin (1980) montre une extension de ce résultat, qui est elle-même généralisée par

Border et Jordan (1983) et Barberà (2001) dans un cadre multi-dimensionnel.
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tout système non trivial est manipulable (Penn et al., 2011). Contrairement à ce
qu'on peut lire parfois, il est donc faux de dire qu'en culture single-peaked, tout
système Condorcet est non-manipulable : ceci n'est vrai que si l'ordre de référence
est �xé, à la fois dans les préférences sincères et dans les bulletins autorisés 14.

On peut donc se demander s'il existe une condition nécessaire et su�sante
simple sur l'espace électoral pour que les conclusions du théorème de Gibbard-
Satterthwaite s'appliquent, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de système de vote non
trivial et non manipulable. Aswal et al. (2003) répondent en partie à cette question
en fournissant une condition su�sante (plutôt technique) mais, à notre connais-
sance, le problème reste ouvert. Dans ce mémoire, nous considérerons souvent
des espaces électoraux qui comprennent tous les ordres stricts totaux, où le théo-
rème de Gibbard-Satterthwaite s'applique ; ceci dit, la plupart de nos résultats
théoriques concerneront un espace électoral quelconque.

1.4 Systèmes de vote généraux

Jusqu'à présent, nous avons dé�ni des systèmes de vote basés sur l'état, ou
SVBE. Cependant, les modes de scrutin réels sont parfois plus complexes : no-
tamment, ils peuvent se dérouler en plusieurs tours et la forme des bulletins ne
coïncide pas forcément avec l'objet mathématique utilisé pour modéliser les pré-
férences des électeurs. Nous présentons ici un formalisme qui permet d'étudier
n'importe quel type de mode de scrutin et dont les systèmes de vote basés sur
l'état (SVBE) ne sont que des cas particuliers. Puis nous prouvons que, dans l'op-
tique de limiter la manipulabilité, nous pouvons restreindre l'étude aux SVBE.

1.4.1 Dé�nition

Pour commencer, considérons une des variantes possibles pour le mode de
scrutin appelé vote par notation. Chaque électeur v peut choisir dans un ensemble
de stratégies Sv = [0, 1]C : il doit attribuer une note à chaque candidat. Une fois
ces notes communiquées, on utilise une règle de dépouillement f qui renvoie le
candidat avec la meilleure note moyenne (et utilise, en cas d'égalité, une règle
déterministe choisie à l'avance). Généralisons ce cas particulier pour dé�nir un
mode de scrutin.

Dé�nition 1.18 (mode de scrutin)
Un mode de scrutin (pour V et C) est dé�ni par la donnée de :
� pour chaque électeur v ∈ V, un ensemble non vide Sv dont les éléments

sont appelés stratégies 15 ;
� et une fonction f : S1× . . .×SV → C que nous appelons règle de dépouille-

ment.

En anglais, un mode de scrutin tel que nous le dé�nissons est appelé game
form dans l'article fondateur de Gibbard (1973).

Quand un électeur v est dans l'état ωv ∈ Ωv, on peut se demander quelle
stratégie Sv ∈ Sv doit être considérée comme sa stratégie sincère. Comme le

14. Avec un cadre légèrement di�érent, Blin et Satterthwaite (1976) discutent précisément les
hypothèses impliquées et montrent notamment qu'il est crucial que non seulement les bulletins
ne puissent exprimer que des préférences single-peaked par rapport à l'ordre de référence, mais
aussi que les électeurs ne puissent avoir sincèrement que de telles préférences.
15. Ici, les stratégies correspondent à ce qu'on appelle � stratégies pures � en théorie des jeux.

Il peut s'agir de bulletins, d'arbres de décisions dans un processus en plusieurs étapes ou, plus
généralement de n'importe quel type d'objet.
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remarque Gibbard (1973), il n'y a pas de façon générale, canonique, de dé�nir le
vote sincère en se basant seulement sur le mode de scrutin 16. Voyons pourquoi
avec deux exemples.

Exemple 1.19 (vote de parité)
Nous avons déjà évoqué ce système en introduction. On considère C = 2

candidats. Chaque électeur met une boule blanche ou noire dans l'urne. Si le
nombre de boules noires est impaire, alors le candidat 1 est élu. Dans le cas
contraire, c'est le candidat 2. Étant donné le candidat préféré par l'électeur v, on
ne peut pas dire que celui-ci ait un bulletin sincère naturel !

On pourrait objecter que cet exemple repose sur une façon de voter contre-
intuitive (bien qu'il s'agisse d'un mode de scrutin tout à fait conforme à la dé�-
nition 1.18). Mais l'exemple suivant repose sur un mode de scrutin très classique.

Exemple 1.20 (uninominal sans ordre de préférence)
Dans l'espace électoral des ordres stricts faibles, considérons le mode de scrutin

uninominal (à un tour) : chaque électeur vote pour un candidat, et le candidat
qui reçoit le plus de voix est élu. Si un électeur ne préfère pas un candidat à tous
les autres, il n'y a pas de façon évidente, canonique, de dé�nir son vote sincère.

Ces exemples montrent que la notion de stratégie sincère est plus évanescente
qu'elle n'y paraît de prime abord. Par conséquent, elle doit être dé�nie de façon
extrinsèque au mode de scrutin par des fonctions sv : Ωv → Sv qui, à chaque état
d'opinion ωv, associent un bulletin Sv = sv(ωv).

Dé�nition 1.21 (système de vote)
Un système de vote F (sur l'espace électoral Ω) est dé�ni par la donnée de :
� un mode de scrutin ((Sv)v∈V , f) ;
� et pour chaque électeur v ∈ V, une fonction sv : ωv → Sv qui est appelée

fonction de sincérité.

Selon une première interprétation, la fonction sv représente un consensus social
sur l'esprit selon lequel on doit utiliser le mode de scrutin, ou un mode d'emploi
du système communiqué par le plani�cateur social.

D'un point de vue légèrement di�érent, considérons un électeur qui choisit
toujours son bulletin de façon déterministe, en se basant uniquement sur son état
d'opinion, sans aucune information sur les opinions et les stratégies des autres
électeurs. Cela peut provenir du fait qu'il n'a pas accès à ce type d'information
avant l'élection, ou qu'il refuse de dépendre de ses sources d'information, comme
les instituts de sondage. Alors, par dé�nition, il utilise précisément une fonction
sv : Ωv → Sv qui peut être vue, dans ce cas, comme une heuristique pour choisir
son bulletin en fonction de sa propre opinion, mais sans information externe.

Dans l'exemple du vote par notation, il est possible de choisir, par exemple,
la fonction de sincérité dé�nie par sv(pv, uv, av) = uv (dans l'espace électoral de
référence). Si on suit la première interprétation, le plani�cateur social transmet
le message aux électeurs que leur vecteur sincère uv est considéré comme un
bulletin approprié. Selon la seconde interprétation, sv est une façon heuristique
de choisir son bulletin en absence d'information sur les autres électeurs. Quelle
que soit l'interprétation choisie, d'autres choix sont possibles : par exemple, nous
pourrions décider que le bulletin sincère d'un électeur consiste à appliquer une
transformation linéaire positive à son vecteur de notes de telle manière que son
minimum soit 0 et que son maximum soit 1. Dans ce cas, nous étudierions un
autre système de vote basé sur le même mode de scrutin.

16. Il en présente un exemple éclairant, la fête sans alcool.

37



1. Formalisme

La distinction formelle entre mode de scrutin et système de vote est donc
importante quand on envisage d'utiliser un certain mode de scrutin en faisant
varier la fonction de sincérité utilisée. Dans les autres cas, cette distinction n'est
pas nécessaire et, par commodité de langage, nous emploierons les termes mode
de scrutin et système de vote indi�éremment.

Dans le monde réel, on se contente souvent de dé�nir le mode de scrutin utilisé,
sans dé�nir explicitement une fonction de sincérité. Dans l'exemple de la France,
on trouve sur les sites gouvernementaux les indications suivantes 17.

Le principe du scrutin majoritaire est simple. Le ou les candidats qui
obtiennent la majorité des su�rages exprimés sont élus. [. . . ] Le scrutin
peut être uninominal s'il y a un siège à pourvoir par circonscription.
Les électeurs votent alors pour un seul candidat.

À notre connaissance, aucun texte o�ciel ne précise qu'il est recommandé de
voter pour son candidat préféré : le choix de la fonction de sincérité éventuelle
ou du comportement stratégique à adopter est laissé à l'entière appréciation des
électeurs. Ainsi, les textes dé�nissent un mode de scrutin, mais pas un système
de vote.

Dé�nissons à présent la manipulabilité d'un système de vote en général.
Pour ω ∈ Ω et S = (S1, . . . , SV ) ∈ S1× . . .×SV , on dit que F est manipulable

en ω vers S ssi :{
f(S1, . . . , SV ) 6= f

(
s1(ω1), . . . , sV (ωV )

)
,

∀v ∈ Sinc
(
f
(
s1(ω1), . . . , sV (ωV )

)
→ f(S1, . . . , SV )

)
, Sv = sv(ωv).

On dit que F est manipulable en ω ssi il existe S ∈ S1 × . . . × SV tel que F
est manipulable en ω vers S. L'ensemble des con�gurations manipulables de F
est noté MCF .

Si F n'est pas manipulable en ω, cela signi�e qu'avec l'heuristique sv (qui peut
être fournie par le plani�cateur social ou choisie individuellement par chaque
électeur), les électeurs sont capables de trouver un équilibre de Nash fort sans
échange préliminaire d'information. Par conséquent, même si tous les bulletins
sont révélés après l'élection, ils n'auront aucun regret sur le bulletin qu'ils ont
choisi.

Dans son article fondateur, Gibbard (1973) présente un premier théorème
fondamental qui peut être reformulé de la façon suivante. On dit qu'un mode
de scrutin est straightforward ssi pour tout ordre strict total sur les candidats,
chaque électeur possède une stratégie dominante quand il possède cet ordre de
préférence. Le résultat est le suivant : il n'existe pas de mode de scrutin non
trivial (c'est-à-dire qui n'est pas dictatorial et dont l'image contient au moins
3 candidats) qui soit straightforward. Autrement dit, il est impossible que tous les
électeurs mettent au point une fonction de sincérité qui leur permettra de toujours
défendre au mieux leurs opinions (même sans aucune information sur les bulletins
des autres électeurs).

De ce premier théorème, Gibbard déduit un second résultat qu'on peut refor-
muler ainsi : dans un espace électoral qui comprend tous les ordres stricts totaux,
pour tout système de vote F non trivial (c'est-à-dire qui n'est pas dictatorial et
dont l'image contient au moins 3 candidats), on a MCF 6= ∅. Quand on restreint
ce second théorème aux SVBE dans l'espace électoral des ordres stricts faibles,
on obtient le théorème de Gibbard-Satterthwaite dans sa version la plus souvent
citée.

17. http://www.interieur.gouv.fr/Elections/Les-elections-en-France/

Les-modalites-d-elections/Les-differents-modes-de-scrutins.
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1.4 Systèmes de vote généraux

1.4.2 Réduction d'un système de vote général à un SVBE

À présent, nous allons prouver que, dans l'optique de diminuer la manipula-
bilité, nous pouvons restreindre notre étude aux SVBE. La proposition qui suit
est essentiellement un résultat de Moulin (1978, chapitre II). L'adapter au for-
malisme des espaces électoraux permet de le généraliser à des électeurs dont les
préférences sont représentées par des objets mathématiques quelconques, et pas
obligatoirement des relations d'ordre.

Commençons par un exemple. Dans l'espace électoral des ordres stricts totaux,
examinons l'uninominal à deux tours (U2T) avec sa fonction de sincérité la plus
intuitive : à chaque tour, chaque électeur vote pour son candidat préféré parmi
ceux qui sont encore en lice. Si un électeur vote pour le candidat c au premier
tour et pour le candidat d au second tour alors que c est encore en lice, alors il
n'est manifestement pas sincère.

Pour empêcher ce type de comportement, on peut modi�er le système de
vote : les électeurs communiquent leur ordre de préférence ; puis, l'uninominal à
deux tours est simulé avec les stratégies sincères correspondantes. Cela n'empêche
pas les électeurs de mentir sur leur ordre de préférence, mais en tout cas, il ne
peuvent plus voter pour c au premier tour et voter pour d contre c au second.
Nous appelons le système obtenu l'uninominal à deux tours instantanés (U2TI).
C'est cette idée simple que nous allons généraliser.

Proposition 1.22 (version basée sur l'état)
Étant donné un système de vote F , considérons le système de vote F ′ =

((S ′v)v∈V , f ′, (s′v)v∈V) dé�ni de la façon suivante.

1. Chaque électeur communique un état : ∀v ∈ V,S ′v = Ωv.

2. La sincérité consiste à donner son véritable état : ∀v ∈ V, s′v = Id.

3. Pour obtenir le résultat, on utilise l'ancienne règle de dépouillement f , en
considérant que chaque électeur utilise la stratégie sincère correspondant à
l'état qu'il a communiqué : f ′(ω) = f(s1(ω1), . . . , sV (ωV )).

Alors, le système de vote F ′, appelé la version basée sur l'état de F , est au
plus aussi manipulable que F : MCF ′ ⊆ MCF .

Démonstration. Dans F ′, le vote sincère conduit au même résultat que dans F ,
mais les manipulateurs ont accès à au plus les mêmes bulletins.

Un système de vote F est appelé un système de vote basé sur l'état (SVBE) ssi
il est égal à sa version basée sur l'état, c'est-à-dire ssi, pour tout électeur v ∈ V,
on a Sv = Ωv et sv = Id. Par raccourci de notation, un SVBE peut donc être
désigné uniquement par sa fonction de dépouillement f , comme nous l'avons déjà
fait jusqu'à présent.

Considérer la version basée sur l'état d'un système de vote présente divers
avantages.

� Cela peut empêcher les électeurs de recourir à des stratégies qui ne sont
manifestement pas sincères, comme dans l'exemple de l'uninominal à deux
tours.

� Cela simpli�e le formalisme en identi�ant les états d'opinion ωv ∈ Ωv et
les stratégies autorisées Sv ∈ Sv, ce qui permet d'omettre les fonctions de
sincérité sv.

� Dans un SVBE, le bulletin inclut la relation binaire de préférence, même
si ce n'était pas le cas dans le mode de scrutin original. Pour des systèmes
de vote comme le vote par assentiment, cette étape est nécessaire avant de
dé�nir la condorci�cation, comme nous le ferons dans le chapitre suivant.
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1 4 8 4

w w c d

c d w w

d c d c

Table 1.1 � Exemple : U2T est manipulable mais pas U2TI.

Le bulletin utilisé dans ce cadre doit être vu comme une abstraction théorique,
plus que comme un bulletin réel. Pour une implantation pratique du système de
vote considéré, on pourra simpli�er le bulletin utilisé, comme nous le verrons en
section 1.4.3.

Ainsi, la proposition 1.22 nous apprend que considérer la version basée sur
l'état ne peut pas augmenter la manipulabilité. Dans la table 1.1, on montre que
ce procédé peut même la diminuer strictement. On considère les systèmes U2T et
U2TI. En vote sincère, le second tour oppose w à c et c'est w qui est élu.

En U2T ou en U2TI, il est impossible de manipuler pour d : en e�et, les mani-
pulateurs concernés ne peuvent éviter que d soit éliminé au terme du premier tour.
Examinons donc la manipulabilité en faveur de c. Les manipulateurs doivent évi-
ter un second tour contre w, sinon celui-ci est élu. Ils ont donc besoin d'un second
tour entre c et d. Pour cela, ils doivent donner au moins une voix à d. En U2TI,
cela signi�e qu'au second tour, d a au moins 8 voix venant des électeurs sincères
(ceux qui ne préfèrent pas c à w), ainsi qu'au moins 1 voix des manipulateurs,
donc d est élu et la manipulation échoue.

En revanche, en U2T, 6 manipulateurs votent pour c et 2 votent pour d au
premier tour, ce qui fait 6 voix au total pour c et d, contre 5 pour w. Lors du
second tour entre c et d, tous les manipulateurs peuvent voter pour c, y compris
ceux qui avaient voté pour d au premier tour. Alors c est élu par 9 voix contre 8.
Ainsi, U2T est manipulable en faveur de c, tandis qu'U2TI n'est pas manipulable
dans la con�guration étudiée.

1.4.3 Implantation canonique d'un SVBE

Dans la dé�nition 1.15 d'un SVBE, nous avons vu qu'un électeur est censé
communiquer toute l'information à propos de son état. Pour l'exemple du vote par
notation dans l'espace électoral de référence, cela signi�e qu'il doit communiquer
son ordre faible et ses valeurs d'approbation, ce qui est manifestement inutile
puisque ces informations n'ont aucune in�uence sur le résultat du vote. Nous
allons simplement formaliser le fait que, pour implanter un tel système de vote en
pratique, on ne demandera pas ces informations inutiles.

Pour la dé�nition suivante, nous aurons besoin d'une notation pour décrire les
états d'un sous-ensemble d'électeurs. Soit un sous-ensemble d'électeursM ∈ P(V).
On note ΩM =

∏
v∈M Ωv l'ensemble des états possibles pour ces électeurs. La

notation ωM désignera un élément de cet ensemble. Si une con�guration ω ∈ Ω
a été préalablement dé�nie, alors ωM désigne la restriction de la con�guration ω
aux électeurs de M .

PourM ∈ P(V), ωV\M ∈ ΩV\M et ψM ∈ ΩM , la notation (ωV\M , ψM ) désigne
la con�guration obtenue en rassemblant les électeurs de ωV\M et de ψM . Par
raccourci de notation, on écrira f(ωV\M , ψM ) sans ajouter une seconde paire de
parenthèses.
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Figure 1.5 � Transformations de systèmes de vote

Proposition 1.23 (implantation canonique)
Soit f un SVBE et v un électeur. On dit que deux états (ωv, ψv) ∈ (Ωv)

2

sont indistinguables pour f , et on note ωv ≡f ψv, ssi pour tout état des autres
électeurs φV\{v} ∈ ΩV\{v}, on a f(φV\{v}, ωv) = f(φV\{v}, ψv). En toute rigueur,
la relation ≡f devrait aussi être indexée par l'électeur v, mais en pratique il n'y
aura pas d'ambiguïté.

On appelle implantation canonique de f le système de vote G = ((Sv)v∈V , g,
(sv)v∈V) dé�ni de la façon suivante.

1. Pour tout électeur v ∈ V, son ensemble de stratégies Sv est le quotient de
Ωv par la relation d'équivalence ≡f .

2. Pour tout électeur v ∈ V, sa fonction de sincérité sv est la projection
canonique de Ωv vers le quotient Sv = (Ωv/ ≡f ).

3. La fonction de dépouillement g : S1 × . . .× SV → C est le passage de f au
quotient.

Un SVBE f et son implantation canonique G ont la même manipulabilité :
MCG = MCf .

Démonstration. Il su�t de remarquer que la dé�nition de la manipulabilité est
inchangée par passage au quotient.

Examinons un autre exemple. Dans l'espace électoral des ordres stricts totaux
(avec V ≥ 3), considérons l'uninominal, muni d'une règle de départage qui n'utilise
pas d'autre information d'état que le candidat préféré des électeurs. Voici deux
exemples de telles règles.

1. Parmi les candidats ex aequo, le vainqueur est celui qui est premier dans
l'ordre des indices.

2. Si le premier électeur dans l'ordre des indices vote pour un des candidats ex-
aequo, celui-ci est élu. Sinon, on examine le bulletin du deuxième électeur,
puis du troisième, etc. Autrement dit, l'électeur d'indice minimal parmi
ceux qui votent pour un des candidats ex-aequo départage le vote en faveur
de son favori.

Dans le SVBE représentant ce système de vote, chaque électeur communique son
ordre de préférence. Dans l'implantation canonique, il communique uniquement
son candidat préféré.

Quand nous étudierons un système de vote F , nous utiliserons presque toujours
(et en général implicitement) le mécanisme représenté dans la �gure 1.5 : tout
d'abord, nous considérons sa version basée sur l'état, notée ici f ′, ce qui ne peut
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augmenter la manipulabilité. Puis nous lui appliquons diverses transformations
pour diminuer la manipulabilité et nous obtenons un nouveau SVBE f ′′. Si on
souhaite mettre en pratique ce système de vote, on utilisera son implantation
canonique G, ce qui ne change pas la manipulabilité.

1.5 Matrice des duels et notions Condorcet

À présent, nous rappelons les notions classiques de matrice des duels, de vain-
queur de Condorcet et de vainqueur de Condorcet faible. Comme nous autorisons
des relations binaires de préférence qui peuvent être quelconques, nous accor-
dons une attention particulière à di�érentes variantes de ces notions, même si
certaines d'entre elles peuvent coïncider dans certains espaces électoraux, par
exemple quand on n'autorise que des ordres stricts totaux. En particulier, nous
introduisons la notion de candidat Condorcet-admissible, qui sera une notion cen-
trale pour étudier la manipulabilité d'une large classe de systèmes de vote.

Quand A(v) est une assertion qui dépend de l'électeur v, nous notons |A(v)| =
card{v ∈ V t.q. A(v)}. Par exemple, pour un couple de candidats (c, d), la nota-
tion |c Pv d| désigne le nombre d'électeurs qui préfèrent c à d.

Dé�nition 1.24 (matrice des duels)
Pour toute paire de candidats (c, d), on note Dcd(ω) = |c Pv d|, c'est-à-dire le

nombre d'électeurs qui préfèrent c à d. La matrice D(ω) est appelée matrice des
duels de ω.

La relation de victoire relative Prel(ω) est dé�nie par :

c Prel d⇔ Dcd > Ddc.

Il est facile de véri�er que cette relation est irré�exive, antisymétrique mais pas
nécessairement complète. S'il y a un nombre impair d'électeurs et si leurs relations
de préférence Pv sont des ordres strict totaux, alors on ne peut pas avoir Dcd =
Ddc donc l'un des candidats est nécessairement vainqueur : par conséquent, Prel est
complète. De la même façon que pour les préférences individuelles, on dé�nit Irel

(absence de victoire relative). Les relations PPrel et PMrel n'ont guère d'intérêt :
comme Prel est antisymétrique, PPrel est identique à Prel ; et PMrel est la relation
vide.

La relation de victoire absolue Pabs(ω) est dé�nie par :

c Pabs d⇔ Dcd >
V

2
.

Quand cette relation est véri�ée, nous dirons indi�éremment que c a une victoire
absolue contre d dans ω, ou que d a une défaite absolue contre c dans ω. Quand
nous parlerons de victoire (resp. défaite) sans davantage de précision, il s'agira
toujours de victoire (resp. défaite) absolue.

À partir de Pabs(ω), on dé�nit les relations Iabs (absence de victoire), PPabs

(victoire stricte) et PMabs (victoires mutuelles) comme nous l'avons fait pour les
préférences individuelles.

Attention, quand nous disons que c a une victoire absolue contre d, ce qui est
noté c Pabs d, l'inégalité :

Dcd >
V

2

est déjà stricte par dé�nition. Quand nous disons que c a une victoire absolue
stricte contre d, ce qui est noté c PPabs d, cela ne concerne donc pas le signe de
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cette inégalité mais ajoute la condition que d n'a pas de victoire absolue contre c,
ce qui signi�e que :

Ddc ≤
V

2
.

Heureusement, ces subtilités se dissipent dès que les électeurs ont des préférences
antisymétriques, comme nous allons le voir. Nous verrons cependant, dans le cadre
de la condorci�cation généralisée (chapitre 4), que formaliser les choses ainsi fa-
cilitera leur généralisation.

Nous utiliserons plusieurs fois le résultat suivant (qui est trivial).

Proposition 1.25 (nombre de points total d'un duel)

Dcd +Ddc = V + |c PMv d| − |c Iv d|.

Il en découle immédiatement que, si les relations Pv sont antisymétriques (ce
qui est une hypothèse courante), alors la relation Pabs est antisymétrique : deux
candidats c et d ne peuvent pas avoir de victoires mutuelles. En d'autres mots,
avec l'hypothèse classique d'antisymétrie, toute victoire (absolue) est stricte.

Par ailleurs, il découle également de cette proposition que, si les relations Pv
sont complètes et si le nombre d'électeurs V est impair, alors la relation Pabs est
complète : entre deux candidats distincts c et d, il ne peut y avoir une absence de
victoire.

À présent, nous allons dé�nir diverses variantes de la notion de vainqueur de
Condorcet.

Dé�nition 1.26 (vainqueur de Condorcet absolu)
Soit ω ∈ Ω et c ∈ C. On dit que c est vainqueur de Condorcet absolu, ou

simplement vainqueur de Condorcet, dans ω, ssi c a une victoire absolue stricte
contre tout autre candidat. C'est-à-dire que pour tout autre candidat d, on a
c PPabs d, ce qui s'écrit également :

|c Pv d| >
V

2
,

|d Pv c| ≤
V

2
.

(1.1)

(1.2)

Si les relations Pv sont antisymétriques (ce qui est une hypothèse courante),
alors nous avons remarqué que toute victoire absolue est stricte. Dans ce cas, c
est vainqueur de Condorcet ssi pour tout autre candidat d :

|c Pv d| >
V

2
.

Dé�nition 1.27 (vainqueur de Condorcet relatif)
Soit ω ∈ Ω et c ∈ C. On dit que c est vainqueur de Condorcet relatif dans ω

ssi c a une victoire relative contre tout autre candidat. C'est-à-dire que pour tout
autre candidat d, on a c Prel d, ce qui s'écrit également :

|c Pv d| > |d Pv c|.

Dé�nition 1.28 (vainqueur de Condorcet faible)
Soit ω ∈ Ω et c ∈ C. On dit que c est vainqueur de Condorcet faible dans ω

ssi c n'a aucune défaite relative. C'est-à-dire que, pour tout autre candidat d, on
a non(d Prel c), ce qui s'écrit également :

|c Pv d| ≥ |d Pv c|.
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Figure 1.6 � Implication entre les notions Condorcet (a : préférences antisymé-
triques, c : préférences complètes, i : nombre impair d'électeurs).

Dé�nition 1.29 (candidat Condorcet-admissible)
Soit ω ∈ Ω et c ∈ C. On dit que c est Condorcet-admissible dans ω ssi c

n'a aucune défaite absolue. C'est-à-dire que, pour tout autre candidat d, on a
non(d Pabs c), ce qui s'écrit également :

|d Pv c| ≤
V

2
.

La proposition suivante indique les liens entre ces di�érentes notions Condor-
cet. Toutes les implications mentionnées dans la proposition, ainsi que celles qui en
découlent immédiatement, sont représentées à titre de référence dans la �gure 1.6.
On retiendra notamment que, dans le cas où les préférences sont antisymétriques,
la notion de vainqueur de Condorcet absolu est plus forte que celle de vainqueur
de Condorcet relatif, qui est plus forte que celle de vainqueur de Condorcet faible,
qui est plus forte que celle de candidat Condorcet-admissible.

Proposition 1.30 (implications entre les notions Condorcet)
Si c est vainqueur de Condorcet (absolu), alors c est vainqueur de Condorcet

relatif. Si les relations de préférence Pv sont antisymétriques et complètes, alors
la réciproque est vraie.

Si c est vainqueur de Condorcet relatif, alors c est vainqueur de Condorcet
faible. Si les relations de préférence Pv sont antisymétriques et complètes et si le
nombre d'électeurs est impair, alors la réciproque est vraie.

Si c est vainqueur de Condorcet faible et si les relations de préférence Pv sont
antisymétriques, alors c est Condorcet-admissible. Si c est Condorcet-admissible et
si les relations de préférence Pv sont complètes, alors c est vainqueur de Condorcet
faible.

Si c est vainqueur de Condorcet (absolu), alors c est Condorcet-admissible. Si
c est Condorcet-admissible, si les relations de préférence Pv sont complètes et si
le nombre d'électeurs est impair, alors c est vainqueur de Condorcet (absolu).

Démonstration. Chacune de ces propriétés est triviale ou découle immédiatement
de la proposition 1.25.

Si les relations de préférence Pv sont antisymétriques et complètes (en parti-
culier si ce sont des ordres stricts totaux), alors ces quatre notions se ramènent
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à deux seulement : d'une part, vainqueurs de Condorcet absolu et relatif sont
équivalents ; d'autre part, vainqueur de Condorcet faible et candidat Condorcet-
admissible le sont aussi. Si, en outre, il y a un nombre impair d'électeurs, alors
les quatre notions sont équivalentes.

Dans la littérature, l'expression vainqueur de Condorcet (sans précision)
désigne plutôt, habituellement, le vainqueur de Condorcet relatif. Dans cette
thèse, nous utiliserons, cependant, cette expression pour désigner le vainqueur de
Condorcet absolu, puisque nous utiliserons cette notion beaucoup plus souvent.

Clairement, le vainqueur de Condorcet absolu ou relatif, s'il existe, est unique.
On a également la propriété suivante, tout aussi évidente mais qui nous sera très
utile.

Proposition 1.31
Si un candidat est vainqueur de Condorcet (absolu), alors aucun autre candidat

n'est Condorcet-admissible.

À présent, on peut dé�nir formellement le critère de Condorcet.

Dé�nition 1.32 (critère de Condorcet)
On dit qu'un SVBE f véri�e le critère de Condorcet ssi, pour toute con�-

guration ω ∈ Ω et pour tout candidat c ∈ C, si c est vainqueur de Condorcet
dans ω, alors f(ω) = c. On note indi�éremment Cond(Ω) ou simplement Cond
l'ensemble des SVBE sur Ω qui véri�ent ce critère, aussi bien que le critère lui-
même.

Par commodité de langage, on utilisera aussi le mot Condorcet comme un
adjectif : ainsi, on dira que f est un mode de scrutin Condorcet. Dans le même
esprit, en parlant d'une con�guration ω, on dira qu'elle est :

� Condorcet s'il existe un vainqueur de Condorcet dans ω ;
� semi-Condorcet s'il existe au moins un candidat Condorcet-admissible mais

pas de vainqueur de Condorcet dans ω ;
� non admissible s'il n'existe aucun candidat Condorcet-admissible dans ω.

De même, nous dirons que la con�guration ω est admissible s'il existe un candidat
Condorcet-admissible (c'est-à-dire si elle est Condorcet ou semi-Condorcet) et
qu'elle est non-Condorcet s'il n'existe pas de vainqueur de Condorcet (c'est-à-dire
si elle est semi-Condorcet ou non admissible).

1.6 Zoologie des modes de scrutin

Pour terminer ce premier chapitre généraliste, nous allons présenter les sys-
tèmes de vote fréquemment utilisés dans cette thèse. A�n de ne pas alourdir outre
mesure le formalisme, nous ne donnons pas toujours une dé�nition mathématique
complète de chacun de ces systèmes. Pour plus de détails, le lecteur pourra se ré-
férer par exemple à Tideman (2006). À chaque mode de scrutin, nous attribuons
également un nom court (sigle ou abréviation), qui nous servira notamment dans
les tableaux et les graphiques de la seconde partie de ce mémoire.

Dans les dé�nitions suivantes, quand un système de vote dé�nit un score,
le candidat possédant le score maximal est élu. En cas d'égalité, une règle de
départage déterministe permet de choisir un candidat parmi les ex-aequo. Comme
nous l'avons remarqué précédemment à propos du vote par notation, ce que nous
dé�nissons à chaque fois n'est pas rigoureusement un système de vote, mais une
classe de systèmes de vote qui renvoient le même résultat sauf dans un certain
ensemble de cas (en général raisonnablement limité), pour lesquels il est nécessaire
de préciser la règle de départage.
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1.6.1 Modes de scrutin cardinaux

Nous disons qu'un système de vote est ordinal ssi la donnée de la relation
binaire de préférence d'un électeur est su�sante pour déterminer sa stratégie
sincère, c'est-à-dire qu'on a l'implication [Pv(ωv) = Pv(ω′v)]⇒ [sv(ωv) = sv(ω

′
v)].

Dans le cas contraire, nous disons qu'il est non ordinal. Par commodité de langage
et de façon légèrement informelle, nous disons qu'un mode de scrutin est non
ordinal s'il n'y a pas de fonction de sincérité relativement naturelle pour laquelle le
système de vote obtenu est ordinal. Parmi les systèmes non ordinaux, on distingue
notamment les systèmes cardinaux, où le bulletin de chaque électeur consiste à
attribuer une note (ou un objet mathématique similaire) à chaque candidat. On
a notamment les trois systèmes suivants.

Vote par notation (VN) Chaque électeur attribue une note à chaque candi-
dat, parmi un ensemble de notes autorisées (qui sont des nombres réels). Le score
d'un candidat est sa note moyenne.

Jugement majoritaire (JM) Chaque électeur attribue une appréciation à
chaque candidat, parmi un ensemble d'appréciations autorisées. Les appréciations
sont des objets de nature mathématique quelconque, munis d'un ordre total, par
exemple des nombres réels. En pratique, dans cette thèse, nous représenterons
ces appréciations par des nombres réels que nous appellerons des notes, comme
en vote par notation, même si seules les positions relatives sont importantes et
pas les nombres eux-mêmes 18. Le score d'un candidat est sa note médiane. Si
le nombre d'électeurs est pair, on considère la médiane défavorable : ainsi, si les
deux électeurs médians pour un certain candidat lui attribuent les notes 0,4 et
0,5, alors son score est 0,4. Pour la règle utilisée au cas où plusieurs candidats
possèdent la même note médiane, voir Balinski et Laraki (2010).

Pour les deux modes de scrutin précédents, on supposera toujours que l'en-
semble des notes ou des appréciations autorisées contient au moins deux éléments
distincts.

Vote par assentiment (VA) Quand les notes autorisées sont uniquement 0
et 1, les deux systèmes précédents deviennent équivalents 19. Le mode de scru-
tin obtenu est appelé le vote par assentiment. Pour plus de détails, on pourra
consulter, par exemple, Brams et Fishburn (1978).

Dans ces modes de scrutin cardinaux, on représentera une con�guration sous
la forme suivante (à condition que les relations binaires de préférence soient des
ordres stricts faibles cohérents avec les notes).

2 3 4

a : 1 a : 1 c : 1

b : 0 b, c : 0 b : 1

c : 0 a : 0

Dans cet exemple, les deux premiers électeurs (colonne de gauche) préfèrent le
candidat a, puis b, puis c. Ils attribuent la note (ou la valeur d'assentiment) 1

18. On considère donc l'ensemble R comme muni de sa structure topologique de l'ordre, mais
pas comme un espace métrique.
19. Pour le prouver, il est nécessaire de préciser la règle de départage des égalités du jugement

majoritaire. Pour plus de précisions sur ce point, on pourra consulter Balinski et Laraki (2010).
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à a et 0 aux candidats b et c. Les trois électeurs suivants (colonne du milieu)
préfèrent le candidat a, auxquelles ils attribuent la note 1 ; ils sont indi�érents
entre les candidats b et c, auxquels ils attribuent la note 0. Etc.

À présent, nous allons nous intéresser aux modes de scrutin ordinaux. En géné-
ral, on supposera que chaque électeur fournit un ordre strict total de préférence. Si
l'espace électoral autorise des préférences qui ne sont pas des ordres stricts totaux,
une manière simple d'adapter ces règles consiste à décider que, si un électeur ne
fournit pas un ordre total, alors son bulletin n'est pas comptabilisé. Dans certains
cas, cependant, nous donnerons d'autres généralisations possibles.

1.6.2 Règles positionnelles à score (RPS)

Dé�nition 1.33 (règle positionnelle à score)
Soit x = (x1, . . . , xC) ∈ RC une liste de nombre réels appelés poids. Nous

supposerons toujours qu'un tel vecteur est décroissant et qu'en outre, il est non
constant, c'est-à-dire que xC < x1.

Pour tout électeur v et pour tout candidat c, notons r(v, c) le rang de c dans
l'ordre de préférence de v (1 pour le meilleur candidat, C pour le pire). Le score
du candidat c est dé�ni par :

score(c) =
∑
v∈V

xr(v,c).

On appelle règle positionnelle à score (RPS) de poids x le mode de scrutin qui
élit le candidat possédant le meilleur score au sens ci-dessus.

Les RPS ont fait l'objet de nombreuses caractérisations, dont on pourra trou-
ver une vue d'ensemble présentée par Merlin (2003). Les trois cas particuliers
suivants de RPS sont particulièrement célèbres.

Uninominal (Uni.) ou Plurality RPS de poids x = (1, 0, . . . , 0).

Veto ou Antiplurality RPS de poids x = (0, . . . , 0,−1).

Méthode de Borda (Bor.) RPS de poids x = (C − 1, C − 2, . . . , 0). Cette
procédure a fait l'objet d'innombrables études. On pourra notamment consulter
Fishburn et Gehrlein (1976); Saari (2012).

Ces trois systèmes particuliers possèdent des généralisations assez naturelles
au cas où un électeur ne fournit pas un ordre strict total.

Pour l'uninominal, si v préfère strictement un candidat c à tout autre candi-
dat d, au sens où c PPv d, alors il donne un point à c ; dans le cas contraire, il ne
donne un point à personne. Ainsi, s'il préfère strictement c mais possède un cycle
de préférence parmi les autres candidats, sa préférence pour c est tout de même
prise en compte. Pour Veto, il est facile de proposer une adaptation similaire,
mutatis mutandis.

Quand les électeurs possèdent des ordres faibles de préférence, une autre pos-
sibilité pour l'uninominal (resp. Veto) consiste à diviser la voix d'un électeur
équitablement entre les candidats qu'il place en tête (resp. en bas) de son bulle-
tin.

Pour la méthode de Borda, sauf mention explicite du contraire, nous utilise-
rons toujours la généralisation suivante. Chaque électeur v apporte au score du
candidat c :
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Moyenne Médiane

Rang Méthode de Borda Méthode de Bucklin

Note Vote par notation Jugement majoritaire

Table 1.2 � Comparaison de principe entre les méthodes de Borda et Bucklin, le
vote par notation et le jugement majoritaire

� 1 point pour chaque candidat d tel que c PPv d ;
� et 0,5 point pour chaque candidat d tel que c Iv d ou c PMv d.

Cette généralisation est assez naturelle dans la mesure où le nombre total de
points donnés par un électeur est constant, que ses préférences soient un ordre
strict total ou pas. En particulier, certaines propriétés impliquant le score moyen
d'un candidat resteront vraies avec cette généralisation.

1.6.3 Méthode de Bucklin

En méthode de Bucklin (Buck.), le dépouillement se déroule par tours. Au
tour t, le score provisoire d'un candidat c est le nombre d'électeurs qui placent c
entre le rang 1 et le rang t sur leur bulletin. Si au moins un candidat a un score
strictement supérieur à V

2 , alors le candidat possédant le plus haut score est élu.
Sinon, on procède au tour de dépouillement t+ 1.

Ce système élit le candidat qui possède le meilleur rang médian, à condition
de considérer la médiane défavorable quand le nombre d'électeurs est pair. Par
exemple, si les deux rangs médians pour un certain candidat c sont les rangs 2
et 3, alors le rang médian au sens de Bucklin est 3.

Sur le principe, la méthode de Bucklin est à la méthode de Borda ce que
le jugement majoritaire est au vote par notation, comme l'illustre la table 1.2 :
en e�et, la méthode de Bucklin désigne le candidat avec le meilleur rang médian,
alors que la méthode de Borda élit celui qui a le meilleur rang moyen. Le jugement
majoritaire désigne le candidat avec la meilleure note médiane, alors que le vote
par notation élit celui avec la meilleure note moyenne.

La règle énoncée ci-dessus est plus précise que choisir simplement le candidat
possédant le meilleur rang médian, puisqu'elle permet, en général, de départager
deux candidats ayant le même rang médian. Pour le voir, il su�t d'observer que
la dé�nition suivante est équivalente à celle que nous avons donnée.

Pour tout candidat c, notons mc son rang médian au sens de Bucklin (c'est-à-
dire défavorable quand le nombre d'électeurs est pair) et xc le nombre d'électeurs
qui lui attribuent un rang égal ou meilleur (c'est-à-dire moins élevé). Posons :

score(c) = (mc, xc).

L'ensemble des rangs médians mc est muni de la relation d'ordre décroissante
(un rang moins élevé est meilleur) et l'ensemble des valeurs xc est muni de la
relation d'ordre naturelle (un nombre plus élevé est meilleur). Alors il est facile de
montrer que le candidat possédant le meilleur score au sens lexicographique (rang
moins élevé et, en cas d'égalité, valeur xc plus élevée) est bien le vainqueur par la
méthode de Bucklin, au sens de la première dé�nition que nous avons donnée.

Cette variante de la dé�nition permet d'étendre naturellement la méthode de
Bucklin au cas où les relations binaires de préférence ne sont pas des ordres stricts
totaux. En e�et, une possibilité élégante consiste à généraliser conventionnelle-
ment le rang r(v, c) attribué par l'électeur v au candidat c par r(v, c) = C−B(v, c),
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où B(v, c) est le score de Borda tel que nous l'avons généralisé. Ainsi, si l'élec-
teur place deux candidats à égalité devant les autres, on considère qu'il les place
au rang 1,5. S'il place trois candidats dans un cycle de préférence non transitif
a PPv b PPv c PPv a au-dessus de tous les autres candidats, on considère qu'il
les place au rang 2. On peut, ensuite, calculer les scores tels que nous les avons
dé�nis ci-dessus.

1.6.4 RPS itérées à élimination simple

Dans cette section et les deux suivantes, nous allons nous intéresser aux mé-
thodes par élimination. De façon informelle, ces systèmes fonctionnent de la façon
suivante. On attribue un score à chaque candidat selon une certaine règle. Puis on
élimine un certain nombre de candidats qui ont les plus mauvais scores. On itère
ce processus jusqu'à ce qu'il ne reste plus qu'un candidat, qui est alors déclaré
vainqueur.

En général, nous considérerons le cas où les tours sont virtuels : les électeurs
donnent toute l'information utile dans leur bulletin dès le début et les tours sont
émulés automatiquement lors du dépouillement (comme pour le système U2TI,
évoqué en section 1.4.2). Mais les tours peuvent aussi être réels (comme pour
U2T), c'est-à-dire que les électeurs retournent aux urnes à chaque fois. Dans ce
cas, le système ne peut généralement pas être décrit par un SVBE, mais par le
formalisme d'un système de vote général.

Parmi les modes de scrutin par élimination, on distingue notamment les RPS
itérées ou RPSI : on utilise une règle positionnelle à score et on élimine un cer-
tain nombre de candidats à chaque tour. Deux façons de faire, notamment, sont
classiques 20 : l'élimination simple et celle basée sur la moyenne.

Dé�nition 1.34 (RPSI à élimination simple)
Soit x une fonction qui, à chaque entier k compris entre 2 et C, associe un

vecteur xk = (xk1 , . . . , x
k
k) ∈ Rk.

Le dépouillement se déroule en tours numérotés de 1 à C − 1. Au tour t, le
score de chaque candidat non éliminé est calculé en utilisant la RPS de vecteur
xC+1−t et le candidat avec le score le plus faible est éliminé. Le candidat non
éliminé à la �n du dernier tour est déclaré vainqueur.

Par commodité, le score d'un candidat c au tour t est noté scorek(c), où k
est le nombre de candidats encore en lice. Cette convention d'écriture permet que
scorek(c) soit calculé en utilisant le vecteur de poids xk qui possède k composantes.

Ce système est appelé la RPS itérée à élimination simple (RPSI-ES) de vec-
teurs de poids x.

Dans cette famille de modes de scrutin, les trois systèmes suivants sont parti-
culièrement étudiés.

Vote à tours instantanés (VTI) La RPSI-ES de l'uninominal est connue
sous les noms d'Instant-Runo� Voting, Single Transferable Voting, Hare method,
Alternative vote ou, en français, Vote à tours instantanés 21.

20. Pour les RPSI, nous reprenons en partie une classi�cation proposée par Favardin et Le-
pelley (2006) pour le cas C = 3.
21. La dénomination Single Transferable Vote peut mener à une confusion avec sa version

à plusieurs vainqueurs, utilisée par exemple en Australie, alors que, à notre connaissance, la
terminologie Instant-Runo� Voting n'est utilisée que pour la version à un seul vainqueur. C'est
pourquoi nous préférons utiliser la seconde, ainsi que sa traduction française : Vote à tours
instantanés.
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Méthode de Coombs (Coo.) RPSI-ES de Veto.

Méthode de Baldwin (Bald.) RPSI-ES de la méthode de Borda. L'intérêt de
ce système réside dans le fait qu'un vainqueur de Condorcet a toujours un score
de Borda strictement supérieur au score moyen (car il s'agit de la somme de sa
ligne dans la matrice des duels). Par conséquent, ce système véri�e le critère de
Condorcet.

1.6.5 RPS itérées à élimination par la moyenne

Le principe de ces systèmes est similaire aux RPSI-ES mais, à chaque tour
de dépouillement, on élimine en même temps tous les candidats qui ont un score
inférieur au score moyen.

Dé�nition 1.35 (RPSI à élimination par la moyenne)
Soit x une fonction qui, à chaque entier k compris entre 2 et C, associe un

vecteur xk = (xk1 , . . . , x
k
k) ∈ Rk.

Le dépouillement se déroule en tours numérotés. Le nombre total de tours n'est
pas �xé à l'avance. En notant k le nombre de candidats encore en lice au début
d'un tour, le score pour ce tour de chaque candidat non éliminé est calculé en
utilisant la RPS de vecteur xk. Chaque candidat possédant un score strictement
inférieur au score moyen est éliminé. Le candidat non éliminé à la �n du dernier
tour est déclaré vainqueur.

De même que pour les RPSI-ES, le score d'un candidat c à un certain tour
de dépouillement est noté scorek(c), où k est le nombre de candidats encore en
lice. Ainsi, scorek(c) est calculé en utilisant le vecteur de poids xk qui possède k
composantes.

Ce système est appelé la RPS itérée à élimination par la moyenne (RPSI-EM)
de vecteurs de poids x.

Deux exemples, notamment, ont fait l'objet d'une attention particulière.

Méthode de Nanson (Nan.) RPSI-EM de la méthode de Borda. Pour les
mêmes raisons que la méthode de Baldwin, ce système véri�e le critère de Condor-
cet. Historiquement, il s'agit de la motivation initiale pour dé�nir la méthode de
Nanson, qui inspira ensuite la classe des RPSI-EM par généralisation.

Méthode de Kim-Roush (KR) RPSI-EM de Veto. On pourra consulter no-
tamment Kim et Roush (1996) et Lepelley et Valognes (1999).

Dans la même lignée, il est naturel de considérer le système suivant.

VTI basé sur la moyenne (VTIM) RPSI-EM de l'uninominal.

Dans nos simulations informatiques (chapitre 6 et suivants), nous n'inclurons
pas KR et VTIM, bien que ces systèmes soient disponibles dans notre package
SVVAMP. En e�et, ils ont été implantés lors de la phase �nale de rédaction, alors
que les simulations avaient déjà été réalisées et les chapitres correspondants ré-
digés. Pour des raisons de temps de calcul et a�n d'éviter l'ajout de coquilles de
dernière minute dans ces chapitres, nous avons préféré nous en tenir aux simula-
tions déjà e�ectuées. Nous donnerons tout de même quelques indications sur les
premiers résultats de simulation obtenus avec ces deux systèmes dans la section 7.2
et en conclusion de ce mémoire.
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1.6.6 Méthodes par éliminations diverses

Les modes de scrutin suivants n'entrent pas dans les familles des RPSI-ES ou
des RPSI-EM mais ils utilisent tout de même des éliminations successives.

Scrutin exhaustif (SE) Il s'agit de la variante de VTI avec des tours réels.
À chaque tour, chaque électeur vote pour un candidat et le candidat qui reçoit le
moins de voix est éliminé. Si les électeurs votent sincèrement, ce mode de scrutin
est équivalent à VTI. Quand on utilise ce mode de scrutin en pratique, on ajoute
généralement la clause suivante : dès qu'un candidat possède une majorité absolue,
il est déclaré vainqueur. Si les électeurs votent sincèrement, cette clause ne change
pas le résultat et permet d'économiser des tours inutiles.

Uninominal à deux tours (U2T) Nous avons déjà mentionné plusieurs fois
ce système. Quand il y a trois candidats, il est équivalent au scrutin exhaustif ;
et sa version instantanée, que nous avons déjà nommée U2TI (section 1.4.2), est
alors équivalente à VTI. En particulier, l'exemple de la table 1.1 en section 1.4.2,
qui concernait U2T et U2TI avec 3 candidats, démontre également que VTI est
en général strictement moins manipulable que SE.

Méthode de Bucklin itérée (BI) On élimine le candidat le moins bon au sens
de Bucklin, c'est-à-dire ayant le pire rang médian et, en cas d'égalité, celui qui a
le moins d'électeurs lui attribuant son rang médian ou un meilleur rang. Puis on
itère, en réévaluant les rangs à chaque tour d'élimination à cause des candidats
éliminés.

1.6.7 Méthodes Condorcet

Nous avons déjà évoqué les méthodes de Baldwin et Nanson, qui faisaient
respectivement partie des RPSI-ES et des RPSI-EM. Voici, à présent, diverses
autres méthodes qui véri�ent le critère de Condorcet.

Condorcet-doyen (CDoy.) S'il y a un vainqueur de Condorcet, il est élu.
Sinon, un candidat �xé à l'avance, appelé doyen, est déclaré vainqueur.

Condorcet-dictature (CDict.) S'il y a un vainqueur de Condorcet, il est élu.
Sinon, on déclare vainqueur le candidat qui est en tête du bulletin d'un électeur
�xé à l'avance.

Méthode de Black (Condorcet-Borda ou CBor.) S'il y a un vainqueur de
Condorcet, il est élu. Sinon, le candidat possédant le plus haut score de Borda
est élu. Ce mode de scrutin a été proposé par Black (1958). On pourra également
consulter Blin et Satterthwaite (1976).

VTI à Duels (VTID) Le principe de ce système est inspiré de VTI et il nous
a été suggéré par Laurent Viennot, que nous remercions. Lors de chaque tour de
dépouillement, les deux candidats qui sont en tête dans le moins de bulletins sont
sélectionnés pour un duel. Celui des deux qui perd le duel (au sens de la matrice
des duels) est éliminé. Puis on procède au tour de dépouillement suivant.
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Méthode de Copeland (Cop.) Le score d'un candidat c est égal à son nombre
de victoires dans la matrice des duels. Le principal inconvénient de cette méthode
est qu'elle mène très souvent à des égalités : par exemple, quel que soit le nombre
d'électeurs, s'il y a 3 ou 4 candidats, alors dès qu'il n'y a pas de vainqueur de
Condorcet, il y a une égalité à départager. Ainsi, la méthode de Copeland couvre
une importante variété de modes de scrutin, suivant la règle de départage utilisée
(par exemple au meilleur score de Borda, puis par ordre alphabétique sur les
candidats).

Maximin (Max.) Le score d'un candidat c est égal au coe�cient non-diagonal
minimal de sa ligne dans la matrice des duels ; autrement dit, son score dans
son plus mauvais duel. Si les bulletins ne sont pas des ordres stricts totaux, plu-
sieurs variantes sont naturelles, selon qu'on considère la matrice des duels en
pourcentages exprimés ou en nombre d'électeurs, le score brut de chaque duel
ou le di�érentiel à l'adversaire. Nous ne nous attarderons pas davantage sur ces
variantes.

Méthode de Kemeny (Kem.) La distance tau de Kendall entre deux ordres
de préférence de LC consiste à compter 1 point pour chaque couple de candidats
(c, d) tel que le premier ordre place c devant d et que le second ordre fait l'inverse.

Pour chaque ordre p0 ∈ LC sur les candidats, son score de Kemeny est :

score(p0) = −
∑
v∈V

δ(Pv, p0),

où δ désigne la distance tau de Kendall. L'ordre possédant le meilleur score est
choisi, et le premier candidat de cet ordre est déclaré vainqueur de l'élection.
On consultera notamment Kemeny (1959); Young et Levenglick (1978); Saari et
Merlin (2000).

On peut aussi exprimer le problème de la façon suivante : il s'agit de trouver
une permutation p0 telle qu'en l'appliquant simultanément aux lignes et aux co-
lonnes de la matrice des duels, la somme des coe�cients au-dessous de la diagonale
soit minimale. Cette reformulation donne, d'ailleurs, une généralisation naturelle
de la méthode quand les préférences ne sont pas des ordres stricts totaux.

Méthode de Dodgson (Dodg.) On appelle action élémentaire le fait d'échan-
ger deux candidats consécutifs dans l'ordre de préférence d'un électeur. Le score
d'un candidat c est, en négatif, le nombre minimal d'actions élémentaires qu'il faut
appliquer au pro�l de la population pour que c devienne vainqueur de Condorcet.

Autrement dit, on cherche le pro�l le plus proche de celui de la population
(au sens des distances tau de Kendall) parmi ceux qui possèdent un vainqueur de
Condorcet et dont les préférences sont des ordres stricts totaux.

Charles Lutwidge Dodgson, qui a conçu ce système de vote, est plus connu
sous son nom d'écrivain, Lewis Carroll, avec lequel il a signé Alice au pays des
merveilles.

Les méthodes de Kemeny et de Dodgson possèdent un inconvénient impor-
tant : Bartholdi et al. (1989b) ont montré qu'il est NP-di�cile de déterminer le
vainqueur d'une élection dans ces modes de scrutin 22.

22. On pourra également consulter Caragiannis et al. (2009) et Betzler et al. (2010) pour la
complexité de déterminer le vainqueur dans ces systèmes de vote.
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1.6 Zoologie des modes de scrutin

Méthode de Condorcet avec somme des défaites (CSD) À présent, on
appelle action élémentaire le fait d'inverser les préférences d'un électeur à propos
d'une paire de candidats (mais sans exiger que sa relation de préférence reste
transitive). Le score d'un candidat c est, en négatif, le nombre minimal d'actions
élémentaires qu'il faut appliquer au pro�l de la population pour que c devienne
vainqueur de Condorcet.

Autrement dit, on cherche le pro�l le plus proche de celui de la population
(au sens des distances tau de Kendall) parmi ceux qui possèdent un vainqueur de
Condorcet, mais sans imposer que les préférences soient des ordres stricts totaux.

En pratique, le score d'un candidat c est :

score(c) = −
∑

c ne vainc pas d

(⌊
V

2

⌋
+ 1−Dcd

)
.

Pour chaque duel qui n'est pas une victoire, le candidat c perd le nombre de points
qui lui manquent pour vaincre. C'est pourquoi, par raccourci de langage, nous
appelons ce système la méthode de Condorcet avec somme des défaites (CSD).

Dans son approche, cette méthode est similaire à la méthode de Dodgson, mais
elle possède l'avantage que l'on peut déterminer le vainqueur en temps polyno-
mial 23.

Méthode par paires ordonnées (PO) On construit un graphe orienté dont les
sommets sont les candidats. Pour cela, on examine tous les duels entre candidats
(dans la matrice des duels) par amplitude décroissante ; par exemple, on commence
par le duel (c, d) pour lequel Dcd−Ddc est maximal. Pour chaque duel, on ajoute
une arête au graphe dans le sens de la victoire, sauf si ajouter cette arête crée un
cycle dans le graphe.

À la �n du processus, on obtient un graphe orienté transitif dont la relation
d'adjacence est incluse dans la relation de victoire. Le candidat qui est le n÷ud
maximal de ce graphe par ordre topologique est déclaré vainqueur (Tideman,
1987). Lorsque plusieurs duels présentent la même amplitude, on se donne généra-
lement une règle de départage qui permet de savoir lequel on examine en premier.
C'est ce que nous ferons dans ce mémoire, en particulier pour les simulations de
la seconde partie, car la détermination du vainqueur est alors clairement faisable
en temps polynomial. En revanche, si on veut calculer l'ensemble des vainqueurs
possibles pour toutes les règles de départage, alors le problème est NP-complet
(Brill et Fischer, 2012).

Méthode de Schulze (Sch.) On considère le graphe capacitaire dé�ni par la
matrice des duels : pour chaque couple de candidats (c, d), il y a une arête dont le
poids 24 est Dcd. Il est conseillé de voir une arête comme un tuyau unidirectionnel
de c vers d et le poids comme la largeur de ce tuyau. On dé�nit la largeur d'un
chemin comme le poids de l'arête minimale de ce chemin. On note score(c, d) la
largeur du plus large chemin du candidat c vers le candidat d. Le candidat c est

23. Le système CSD correspond au système noté V par Caragiannis et al. (2014) (cet article
utilise une autre notation pour le nombre d'électeurs). Les auteurs font remarquer que CSD
donne une approximation du score de Dodgson à un facteur multiplicatif près égal au nombre
de candidats. Pour un nombre d'électeurs impair, CSD est équivalent à la règle de Dodgson
simpli�ée de Tideman (2006). Merci à Jérôme Lang pour nous avoir indiqué ces antécédents.
24. Il est aussi possible de prendre les poids Dcd −Ddc. Comme nous considérons des ordres

stricts totaux ici, on a Dcd − Ddc = 2Dcd − V , ce qui est équivalent à Dcd à multiplication
par la constante positive 2 et soustraction de la constante V près. Pour cette raison, les deux
dé�nitions aboutissent au même système de vote.
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1. Formalisme

dit meilleur que d ssi score(c, d) ≥ score(d, c). Le candidat c est un vainqueur
potentiel si aucun candidat d n'est meilleur que c.

Schulze (2011) prouve que l'ensemble des vainqueurs potentiels est toujours
non vide. Il est facile de voir que, s'il existe un vainqueur de Condorcet, alors c'est
le seul vainqueur potentiel.

Dans la méthode de Schulze telle qu'elle est promue par son inventeur, le
vainqueur est tiré au hasard parmi les vainqueurs potentiels. Dans ce mémoire, en
revanche, nous considérerons que la règle de départage utilisée est déterministe.
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Chapitre 2

Condorci�cation

Certains auteurs, comme Chamberlin et al. (1984), Smith (1999), Favardin
et al. (2002), Lepelley et Valognes (2003), Favardin et Lepelley (2006) ou Tideman
(2006) ont émis l'intuition que les modes de scrutin qui véri�ent le critère de
Condorcet ont une tendance générale à être moins manipulables que les autres.
Dans ce chapitre, nous examinons cet aspect et nous montrons qu'à condition
d'être précisée, cette intuition est justi�ée. Nous reprenons et développons ici les
travaux présentés par Durand et al. (2012, 2014d,e).

Tout d'abord (section 2.1), nous dé�nissons le critère de la coalition majori-
taire informée (CMInf), qui sera utilisé comme hypothèse pour les principaux
théorèmes de ce chapitre. Comme ce critère est véri�é par la plupart des modes
de scrutin classiques, à l'exception notable de Veto, ceci donnera une certaine
généralité à nos résultats.

Dans la section 2.2, nous présentons une série de lemmes simples que nous
utiliserons souvent par la suite, notamment pour prouver les théorèmes de ce
chapitre. Ils permettent d'établir des liens entre la manipulabilité et les résultats
des duels électoraux, avant et après la manipulation. Ces résultats sont bien connus
dans la littérature dédiée à la manipulation ; nous les adaptons simplement au cas
général où les relations binaires de préférence sont quelconques.

Ensuite, nous dé�nissons la condorci�cation d'un mode de scrutin (sec-
tion 2.3) : dans le nouveau système, on ajoute simplement un test préliminaire
sur l'existence d'un vainqueur de Condorcet et, dans ce cas, il est déclaré
vainqueur ; sinon, on utilise le mode de scrutin original. Nous systématisons ainsi
le procédé utilisé pour dé�nir la méthode de Black (1958) à partir de celle de
Borda.

Ce système hybride pourrait être vu comme une construction arti�cielle et, en
tant que telle, il n'est pas évident, a priori, qu'il possède de bonnes propriétés.
Mais, de façon assez surprenante, nous montrons en section 2.4 que, si un système
de vote véri�e le critère courant CMInf , alors sa condorci�cation est au plus
aussi manipulable que le système original : c'est l'objet du théorème faible de
condorci�cation (théorème 2.9).

Dans le cas général, ce théorème suppose que la condorci�cation d'un système
de vote est réalisée en utilisant la notion de vainqueur de Condorcet absolu. Nous
examinons ce qu'il en est avec des notions moins exigeantes, comme le vainqueur
de Condorcet relatif (section 2.5). Nous montrons que, même si ces variantes
de condorci�cation ne permettent pas de diminuer la manipulabilité dans le cas
général, celle basée sur le vainqueur de Condorcet relatif permet de diminuer la
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2. Condorci�cation

manipulabilité pour l'uninominal et U2TI, mais pas pour VTI ou le vote par
assentiment par exemple.

Notre but, ensuite, est d'examiner si la condorci�cation permet de réduire
strictement la manipulabilité. Pour cela, nous dé�nissons la notion de vainqueur de
Condorcet résistant, un candidat qui, pour toute paire d'autres candidats, dispose
d'une majorité d'électeurs qui le préfèrent simultanément aux deux membres de
la paire (section 2.6). Nous montrons que cette dé�nition est équivalente à la
propriété suivante : dans tout mode de scrutin respectant le critère de Condorcet,
ce candidat est élu et la con�guration est non manipulable.

À l'aide de la notion de vainqueur de Condorcet résistant, nous montrons en
section 2.7 que pour tous les modes de scrutin classiques sauf Veto, leur condorci-
�cation est strictement moins manipulable que le mode de scrutin original : c'est
l'objet du théorème fort de condorci�cation (théorème 2.20).

En section 2.8, nous exploitons la notion de vainqueur de Condorcet résistant
pour donner une borne supérieure de manipulabilité pour les systèmes Condorcet,
et nous montrons que, dans l'espace électoral des ordres stricts totaux avec C ≥ 6,
cette borne supérieure est atteinte.

En�n, en section 2.9, nous soulignons une conséquence importante des théo-
rèmes de condorci�cation : la recherche d'un mode de scrutin de manipulabilité
minimale (au sein de CMInf) peut être restreinte aux systèmes Condorcet.

Indépendamment de nos recherches, Green-Armytage et al. (2014) ont égale-
ment introduit, dans un rapport de recherche disponible en ligne, le critère de la
coalition majoritaire informée sous le nom de conditional majority determination
(CMD) et énoncé une version du théorème faible de condorci�cation. Cependant,
d'une part, nous nous permettons de revendiquer l'antériorité (Durand et al.,
2012). D'autre part, leur preuve n'est pas correcte si les relations de préférence
ne sont pas des ordres stricts, hypothèse qui est pourtant absente de leur for-
mulation. En outre, quand les préférences ne sont pas des ordres stricts, il n'est
pas évident de savoir quelle notion de vainqueur de Condorcet ils utilisent ; l'in-
terprétation la plus naturelle consiste à comprendre qu'il s'agit du vainqueur de
Condorcet relatif 1, mais on verra en section 2.5 que le résultat est alors erroné. À
la décharge des auteurs, l'objet central de leur rapport n'est pas la condorci�ca-
tion mais l'étude par simulation de la manipulabilité de divers systèmes de vote
pour C = 3 candidats. Nous avons eu de cordiaux et enrichissants échanges avec
les auteurs de ce rapport en juin 2014 ; mais, à notre connaissance, la version de
leur rapport qui est en ligne à l'heure où nous écrivons ce mémoire n'a pas encore
inclus ces corrections et la référence à notre travail. En�n, nous allons plus loin
que ce résultat dans la section 2.5 et les suivantes, notamment en examinant les
variantes de condorci�cation et en prouvant la version forte du théorème.

2.1 Critère de la coalition majoritaire informée
(CMInf)

Nous avons déjà présenté le critère de Condorcet (dé�nition 1.32). Nous allons
maintenant présenter un critère plus faible, le critère de la coalition majoritaire
informée (CMInf).

1. Leur dé�nition est la suivante : �A `Condorcet winner' is a candidate who, according to
the ballot data, would win a two-person race against any other candidate �. C'est-à-dire : �Un
vainqueur de Condorcet est un candidat qui, selon les données des bulletins, remporterait un
duel électoral contre tout autre candidat �.
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2.1 Critère de la coalition majoritaire informée (CMInf)

Dé�nition 2.1 (critère de la coalition majoritaire informée)
Soit f un SVBE.
On dit que f véri�e le critère de la coalition majoritaire informée (CMInf)

ssi toute coalition majoritaire et informée de ce que font les autres électeurs peut
décider du résultat 2. Formellement, ∀M ∈ P(V), si card(M) > V

2 , alors : ∀c ∈ C,
∀ωV\M ∈ ΩV\M , ∃ωM ∈ ΩM t.q. f(ωM , ωV\M ) = c.

Comme pour le critère de Condorcet, la notation CMInf désigne indi�érem-
ment le critère lui-même ou l'ensemble des SVBE (sur Ω) qui le véri�ent.

Proposition 2.2
Si l'espace électoral autorise tout candidat comme préféré (ce qui est une hy-

pothèse courante, cf. dé�nition 1.10), alors Cond ⊆ CMInf .

Démonstration. Si un mode de scrutin véri�e le critère de Condorcet, il su�t
à une coalition majoritaire de prétendre préférer un candidat c à tous les autres
candidats pour que c apparaisse comme un vainqueur de Condorcet et soit élu.

Il est facile d'étendre les dé�nitions de CMInf et de Cond à un système de
vote général (section 1.4). Dans ce cas, on verrait que CMInf est une propriété du
mode de scrutin, exprimant le pouvoir accordé par la règle de dépouillement à une
majorité stricte d'électeurs, alors que Cond est une propriété du système de vote
puisqu'elle relie les préférences et le vainqueur du vote sincère. Par conséquent, on
peut dire qu'un mode de scrutin véri�e CMInf sans qu'il soit crucial de préciser
l'espace électoral utilisé ; mais, pour dé�nir Cond, il est nécessaire d'expliciter
l'espace électoral et les fonctions de sincérité.

Proposition 2.3
Les systèmes de vote suivants véri�ent CMInf : BI, le jugement majoritaire,

l'uninominal, U2TI, VTI, VTIM, le vote par assentiment, le vote par notation et
les méthodes de Borda, Bucklin et Coombs, ainsi que tous les systèmes Condorcet.

Cette propriété n'est pas di�cile à démontrer mais nous attendrons le cha-
pitre 3 a�n d'inclure ce résultat dans des propositions plus détaillées sur chacun
de ces modes de scrutin.

Nous verrons aussi dans le chapitre 3 que Veto est l'un des rares systèmes de
vote souvent étudiés ne véri�ant pas CMInf 3 ; cependant, il n'est guère utilisé
en pratique.

Parmi les systèmes de vote courants, il est intéressant de constater que même
ceux dont les arguments habituels ne reposent pas sur la notion de majorité (VA,
VN ou JM par exemple) véri�ent CMInf , qui est clairement une propriété ma-
joritaire.

En pratique, ces observations donnent une large gamme d'applications aux
résultats de ce chapitre. D'un point de vue théorique, on peut se demander s'il
y a une raison profonde pour laquelle la plupart des systèmes de vote classiques
véri�ent CMInf 4. Il nous semble que cette question est une problématique inté-
ressante pour de futurs travaux, que ce soit avec une approche de sciences dures
ou de sciences humaines. Nous y reviendrons également dans le chapitre 3, où
nous étudierons de manière plus générale des critères liés à la notion de majorité.

2. Cette notion est basée sur la même idée que ce que Peleg (1984) appelle le troisième jeu
simple associé à un système de vote.

3. De manière plus générale, nous donnerons dans la proposition 3.13 une condition nécessaire
et une condition su�sante pour qu'une RPS véri�e CMInf .

4. Au moins, c'est le cas pour les systèmes de vote utilisés en pratique qui traitent les électeurs
et les candidats de façon symétrique, aux cas d'égalité près. Nous évoquerons certains modes de
scrutin délibérément asymétriques dans le chapitre 4.
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2.2 Liens entre manipulation et résultats des duels
électoraux

À présent, nous présentons une série de lemmes très simples qui permettent
d'établir des liens entre la manipulabilité et le résultat des duels électoraux, avant
et après la manipulation. Les démonstrations découlent immédiatement des dé�-
nitions et sont omises. Tous ces résultats font partie d'une gymnastique habituelle
dans la littérature sur la manipulation ; nous les adaptons simplement au cas géné-
ral où les relations binaires de préférence ne sont pas forcément des ordres stricts
totaux.

Lemme 2.4
Soit (ω, ψ) ∈ Ω2. On note w = f(ω) et c = f(ψ) et on suppose que f est

manipulable en ω vers ψ.
Le résultat du duel de c contre w ne peut pas être meilleur dans ψ que dans ω,

c'est-à-dire qu'on a :
Dcw(ψ) ≤ Dcw(ω).

Par conséquent, si w est Condorcet-admissible en ω, alors c ne peut pas avoir
une victoire contre w dans ψ ; en particulier, c n'est pas vainqueur de Condorcet
en ψ.

On remarquera que pour le lemme 2.4, aucune hypothèse n'est faite sur le
système de vote f : en particulier, il n'est pas nécessaire qu'il véri�e CMInf ou
Cond. Par ailleurs, ce lemme entraîne immédiatement le suivant.

Lemme 2.5
Si le système de vote véri�e le critère de Condorcet, alors une con�guration

Condorcet ne peut pas être manipulable vers une autre con�guration Condorcet.

En revanche, une con�guration admissible ω peut être manipulable vers une
con�guration Condorcet ψ, mais seulement si un candidat non-admissible est élu
en ω.

Les lemmes 2.4 et 2.5 généralisent un résultat classique de Moulin (1978, cha-
pitre I, théorème 1). Contrairement à ce qu'on peut lire parfois, ce résultat n'em-
pêche absolument pas une con�guration Condorcet d'être manipulable.

Dans le même esprit, on dispose du lemme suivant, qui s'applique lorsque
les préférences sont antisymétriques (ce qui est une hypothèse courante) et qui
se concentre sur le résultat Dwc du duel de w contre c (au lieu de Dcw dans le
lemme 2.4).

Ce résultat ne sera pas nécessaire pour prouver les théorèmes de condorci�ca-
tion (théorèmes 2.9 et 2.20), mais il aurait été dommage d'énoncer le lemme 2.4
sans en pro�ter pour mentionner le lemme 2.6, qui est extrêmement similaire et
que nous utiliserons également à plusieurs occasions.

Lemme 2.6
Soit (ω, ψ) ∈ Ω2. On note w = f(ω) et c = f(ψ) et on suppose que f est

manipulable en ω vers ψ. On suppose, en outre, que les relations binaires de
préférence sont antisymétriques dans ω.

Le résultat du duel de w contre c ne peut pas être moins bon dans ψ que dans
ω, c'est-à-dire qu'on a :

Dwc(ψ) ≥ Dwc(ω).

Par conséquent, si w est vainqueur de Condorcet en ω, alors c conserve une
défaite contre w en ψ ; en particulier, c n'est pas Condorcet-admissible en ψ.
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En�n, voici l'autre lemme qui sera utilisé pour prouver les théorèmes de
condorci�cation. Sa preuve est tout aussi immédiate.

Lemme 2.7
Soit ω ∈ Ω. On suppose que f véri�e CMInf .
Si f(ω) n'est pas Condorcet-admissible en ω, alors f est manipulable en ω.

Une conséquence immédiate de ce lemme est que, si une con�guration ω est
non admissible, alors tout système de vote f véri�ant CMInf est manipulable
en ω.

2.3 Dé�nition de la condorci�cation

L'idée de la condorci�cation remonte à Black (1958), qui l'a appliquée à la
méthode de Borda pour dé�nir la méthode qui porte désormais son nom. Cepen-
dant, il semble que, depuis, ce principe n'ait été ni exploité pour d'autres modes
de scrutin ni étudié en général avant les travaux de Green-Armytage et al. (2014)
et ceux de Durand et al. (2012). Il nous semble que cela s'explique par le fait
que ce procédé, produisant des modes de scrutin hybrides qui semblent arti�ciels
et manquent peut-être d'élégance mathématique, ne possédait pas de bonne pro-
priété connue jusqu'à présent. Nous espérons remédier à ce fait dans le présent
chapitre.

Dé�nition 2.8 (condorci�cation)
On appelle condorci�cation absolue de f , ou simplement condorci�cation de f ,

le SVBE suivant :

f∗ :

Ω → C

ω → si ω a un vainqueur de Condorcet (absolu) c, alors c,

sinon, f(ω).

Par dé�nition, f∗ véri�e le critère de Condorcet. Par conséquent, si on fait
l'hypothèse courante que l'espace électoral autorise tout candidat comme préféré,
alors f∗ véri�e CMInf (proposition 2.2).

A�n de comprendre comment cette dé�nition s'applique dans le cas d'un mode
de scrutin cardinal, examinons la condorci�cation du vote par notation, dans
l'espace électoral de référence où ωv = (pv, uv, av).

� Chaque électeur communique un état.
� S'il y a un vainqueur de Condorcet (calculé avec les relations pv commu-

niquées), alors il est élu.
� Sinon, le candidat avec la note moyenne maximale (calculée avec les vec-

teurs de notes uv communiqués) est élu.
Pour implanter ce système en pratique, il est maintenant nécessaire d'inclure

les notes (comme pour le vote par notation original, voir les sections 1.2.1 et 1.4.3)
mais aussi les ordres de préférence dans les bulletins. Cependant, si le plani�ca-
teur social a adopté l'hypothèse que c pv d ⇔ uv(c) > uv(d) (que nous avions
mentionnée dans la section 1.1.3), alors il est su�sant de demander les notes,
puisque les ordres de préférence s'en déduisent immédiatement.

Pour chaque mode de scrutin, nous pré�xerons son nom par �Condorcet � et
son abréviation par la lettre C pour désigner sa condorci�cation. Par exemple,
la condorci�cation de la méthode de Bucklin sera appelée Condorcet-Bucklin et
abrégée en CBuck. Nous étudierons également de manière approfondie la condor-
ci�cation de VTI, notée CVTI.
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En fait, nous avons déjà utilisé implicitement ce procédé pour dé�nir le système
Condorcet-doyen à partir d'un mode de scrutin au résultat constant (qui élit
toujours le même candidat appelé doyen) et pour dé�nir le système Condorcet-
dictature à partir d'un mode de scrutin dictatorial.

2.4 Théorème faible de condorci�cation

Le théorème suivant montre un avantage important de la condorci�cation :
pour un système véri�ant CMInf , sa condorci�cation est au plus aussi manipu-
lable que le système original.

Théorème 2.9 (théorème faible de condorci�cation)
Soit f un SVBE. On suppose que f véri�e CMInf .
Alors sa condorci�cation f∗ est au plus aussi manipulable que f :

MCf∗ ⊆ MCf .

Pour donner l'intuition de la preuve, rappelons que les con�gurations ω sont
de trois types.

Condorcet Il y a un vainqueur de Condorcet.

Semi-Condorcet Il y a au moins un candidat Condorcet-admissible mais pas
de vainqueur de Condorcet.

Non admissible Aucun candidat n'est Condorcet-admissible.

Si le système de vote véri�e CMInf , nous allons prouver que, lorsqu'une
con�guration est Condorcet, alors on ne peut pas empirer la manipulabilité du
système en choisissant celui-ci comme vainqueur de l'élection. En e�et, d'une part,
nous verrons que cela ne peut pas empirer la manipulabilité de la con�guration
considérée elle-même : si le vainqueur était di�érent dans le système original, alors
la con�guration était manipulable en faveur du vainqueur de Condorcet (ce sera
une conséquence du lemme 2.7), donc on ne peut pas empirer la situation. D'autre
part, cela ne peut pas rendre une autre con�guration Condorcet manipulable
(lemme 2.5, qui découle du lemme 2.4) ; ça ne peut amener une con�guration
semi-Condorcet à être manipulable que si elle l'était déjà au départ (lemme 2.4) ;
et les con�gurations non admissibles sont condamnées à être manipulables de
toute façon (lemme 2.7).

Démonstration. Supposons que f∗ soit manipulable en ω vers ψ, mais que f n'est
pas manipulable en ω.

Puisque f n'est pas manipulable en ω, le lemme 2.7 assure que f(ω) est
Condorcet-admissible en ω. S'il est vainqueur de Condorcet en ω, alors f∗(ω) =
f(ω) ; sinon, il n'y a pas de vainqueur de Condorcet en ω (proposition 1.31) donc,
par dé�nition de f∗, on a aussi f∗(ω) = f(ω).

À présent, notons w = f∗(ω) = f(ω) et c = f∗(ψ). Comme w est Condorcet-
admissible en ω, le lemme 2.4 (appliqué à f∗) assure que c n'est pas vainqueur de
Condorcet en ψ. Donc, par dé�nition de f∗, on a f∗(ψ) = f(ψ).

Par conséquent, on a f(ω) = f∗(ω) et f(ψ) = f∗(ψ), donc f est manipulable
en ω : c'est absurde !

La démonstration de Green-Armytage et al. (2014) est articulée en 5 points
numérotés. À la �n du point 2, les auteurs établissent qu'il n'existe aucun can-
didat B tel qu'une majorité absolue stricte d'électeurs préfère B à un certain
candidat A ; c'est-à-dire que le candidat A est Condorcet-admissible, dans notre
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terminologie. Au point 3, ils en déduisent qu'aucun candidat B distinct de A ne
peut être vainqueur de Condorcet (apparemment relatif).

Cependant, en général, cette implication n'est pas correcte : en e�et, un can-
didat B peut être vainqueur de Condorcet relatif en étant préféré à A par 45 %
des électeurs pendant que A est préféré à B par 40 % des électeurs. Pour que leur
démonstration soit correcte, il faut donc, soit la limiter à des ordres stricts totaux
(ce qui semble implicitement être leur cas), soit utiliser la notion de vainqueur de
Condorcet absolu.

En fait, nous montrerons dans la section 2.5 que, si on e�ectue la condorci�ca-
tion en utilisant la notion de vainqueur de Condorcet relatif, alors non seulement
leur démonstration devient incorrecte, mais le théorème de condorci�cation lui-
même devient faux dans le cas général : pour certains modes de scrutin, il est
possible de rendre certaines con�gurations manipulables alors qu'elles ne l'étaient
pas.

Par ailleurs, une objection classique aux systèmes de vote Condorcet est qu'ils
sou�rent tous du no-show paradox (Moulin, 1988; Pérez, 2001) : il existe au moins
une con�guration où un électeur peut manipuler par abstention 5. Cependant, le
théorème faible de condorci�cation 2.9 nuance cette critique : lorsque l'on compare
un système f et sa condorci�cation f∗, si on est dans une con�guration où les
manipulateurs peuvent exploiter l'abstention stratégique dans f∗, cela signi�e que
le système de vote original f est manipulable de toute façon (pas forcément par
abstention). Pour le voir, il su�t de considérer un espace électoral où l'abstention
est un état sincère possible et par conséquent un bulletin disponible dans un
SVBE 6.

2.5 Variantes de condorci�cation

À présent, nous montrons que le théorème faible de condorci�cation 2.9 est
bien ajusté, dans le sens suivant : il ne se généralise pas quand on utilise une
version étendue de la condorci�cation impliquant des vainqueurs de Condorcet
relatifs, faibles ou des candidats Condorcet-admissibles.

2.5.1 Dé�nition des variantes de condorci�cation

Depuis le début de ce chapitre, nous nous sommes concentrés sur la notion
de vainqueur de Condorcet absolu, qui est basée sur des victoires absolues : dans
le duel d'un tel candidat c contre tout adversaire d, on a |c Pv d| > V

2 et |d Pv
c| ≤ V

2 , ces deux conditions se résumant à la première quand les préférences sont
antisymétriques (ce qui est une hypothèse courante).

5. De nombreux autres systèmes de vote sou�rent de ce paradoxe, par exemple les RPSI-ES.
Mais dans celles-ci, une situation manipulable par abstention est toujours également manipulable
en utilisant des bulletins stratégiques qui ne sont pas des abstentions. En revanche, dans la
méthode de Kim-Roush par exemple, il existe des pro�ls qui ne sont manipulables que par
abstention. Pour plus de détails, voir Lepelley et Merlin (2001).

6. Par exemple, on peut considérer un espace électoral où l'état d'un électeur est une paire
constituée d'une relation de préférence sur les candidats et d'une variable booléenne qui repré-
sente s'il s'abstient ou pas. Une autre possibilité consiste à considérer un espace électoral où
l'ensemble des états possibles d'un électeurs est l'ensemble des ordres stricts totaux, auxquels
on ajoute la relation binaire vide (indi�érence parfaite), qui représente l'abstention sincère mais
qui peut aussi être utilisée comme comportement stratégique. En�n, il est possible de supposer
que l'abstention sincère n'existe pas mais que l'abstention stratégique est possible ; pour cela, il
faut utiliser un système de vote général (et non un SVBE) où l'abstention est une des stratégies
autorisées.
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À la place, nous aurions pu considérer les variantes plus faibles de cette notion,
dont on peut rappeler informellement les dé�nitions.

Vainqueur de Condorcet relatif |c Pv d| > |d Pv c|.
Vainqueur de Condorcet faible |c Pv d| ≥ |d Pv c|.
Candidat Condorcet-admissible |d Pv c| ≤ V

2 .

Pour tout SVBE f , de la même façon qu'on a dé�ni sa condorci�cation f∗, on
dé�nit les systèmes de vote suivants.

f rel : s'il y a un vainqueur de Condorcet relatif, il est élu, sinon on applique f .
Ce système sera appelé la condorci�cation relative de f .

f !faible : s'il y a un unique vainqueur de Condorcet faible, il est élu, sinon on
applique f .

f faible : s'il y a au moins un vainqueur de Condorcet faible, on en choisit un
arbitrairement, sinon on applique f .

f !adm : s'il y a un unique candidat Condorcet-admissible, il est élu, sinon on
applique f .

fadm : s'il y a au moins un candidat Condorcet-admissible, on en choisit un
arbitrairement, sinon on applique f .

Dans le cas de f faible ou fadm, ceci ne dé�nit pas un SVBE à proprement parler
mais plutôt une classe de SVBE, puisque la dé�nition laisse des choix arbitraires
à faire. Ce raccourci de notation ne posera pas de problème en pratique car les
résultats que nous prouverons seront vrais pour tout SVBE répondant à cette
dé�nition, quels que soient les choix opérés.

Nous allons examiner si l'une ou l'autre de ces notions permet d'obtenir un
résultat similaire au théorème faible de condorci�cation 2.9. Cependant, nous
allons voir que ce n'est pas le cas.

À tout moment de cette section, on se place dans un espace électoral où l'en-
semble des relations binaires de préférence possibles pour chaque électeur est égal
à l'ensemble des ordres stricts faibles (pour éviter, notamment, que les notions
de vainqueur de Condorcet absolu ou relatif ne soient confondues, ce qui ne nous
permettrait pas de voir quelle est la notion qui rend le théorème valide). En par-
ticulier, on se place dans un cas favorable où les relations binaires de préférence
sont antisymétriques, ce qui permet de simpli�er les raisonnements (alors qu'on
se souviendra que cette hypothèse n'est pas nécessaire pour le théorème faible de
condorci�cation 2.9).

2.5.2 Variantes de condorci�cation : résultat général

Commençons par l'exemple d'un mode de scrutin qui est, certes, un peu ar-
ti�ciel mais qui va nous permettre de prouver de façon assez concise qu'aucune
des notions ci-dessus ne permet de généraliser le théorème faible de condorci�ca-
tion 2.9.

Proposition 2.10
Le SVBE f considéré est Condorcet-doyen.
Il existe au moins une valeur de (V,C) telle que pour tout système g choisi

parmi les variantes f rel, f !faible, f faible, f !adm ou fadm, on n'a pas MCg ⊆ MCf .

Démonstration. Considérons V = 5 électeurs, C = 3 candidats notés a, b, c. Le
doyen est a. Considérons la con�guration ω suivante et sa matrice des duels D(ω).
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a a, c b b c

b b a, c c a

c a b

D(ω) a b c

a � 3 1

b 2 � 3

c 2 2 �

Il n'y a pas de vainqueur de Condorcet absolu : en e�et, il faudrait qu'un
candidat ait au moins 3 points dans chaque duel de sa ligne de D(ω), ce qui n'est
pas le cas. Donc le doyen est élu : f(ω) = a. Il est facile de voir que f n'est
pas manipulable en ω : si c'était le cas, d'après le lemme 2.5, ce serait vers une
con�guration sans vainqueur de Condorcet. Mais, dans toutes les con�gurations
de ce type, c'est a qui est élu, donc la manipulation échoue.

Les candidats b et c ne sont même pas Condorcet-admissibles (ils ont chacun
une défaite absolue dans leur colonne). Par conséquent, quelle que soit la variante g
étudiée, on a g(ω) = a.

Considérons maintenant la con�guration suivante ψ, où les deux derniers élec-
teurs tentent de faire gagner c au lieu de a.

a a, c b c c

b b a, c b b

c a a

D(ψ) a b c

a � 2 1

b 3 � 2

c 2 3 �

À présent, c est un vainqueur de Condorcet relatif, donc également un vainqueur
de Condorcet faible et un candidat Condorcet-admissible. Les candidats a et b
ne sont même pas Condorcet-admissibles (ils ont chacun une défaite dans leur
colonne). Par conséquent, quelle que soit la variante g utilisée, on a g(ψ) = c.

En conclusion, g est manipulable en ω vers ψ en faveur de c, alors que f n'est
pas manipulable en ω.

Cette proposition montre pourquoi la condorci�cation que nous avons utilisée
dans le théorème faible de condorci�cation 2.9 repose sur la notion de vainqueur de
Condorcet absolu. En e�et, si on conserve la même hypothèse f ∈ CMInf (qui est
trivialement véri�ée par Condorcet-doyen), le théorème n'est pas généralisable aux
vainqueurs de Condorcet relatifs, faibles ou aux candidats Condorcet-admissibles.

Une autre possibilité, pour généraliser le théorème en utilisant la notion de
vainqueur de Condorcet relatif, de vainqueur de Condorcet faible ou de candidat
Condorcet-admissible, consisterait à remplacer l'hypothèse f ∈ CMInf par une
autre hypothèse. Ceci dit, pour que le théorème obtenu ait un domaine de validité
aussi intéressant que le théorème 2.9, il faudrait qu'il soit au moins applicable
à des systèmes de vote usuels, comme l'uninominal, U2TI, VTI ou le vote par
assentiment.

Nous allons donc examiner ces systèmes de vote particuliers. Nous verrons
qu'en général, on ne peut avoir une telle généralisation du théorème 2.9 ; mais
que pour certains de ces systèmes, la condorci�cation relative f rel peut être moins
manipulable que le système original f , et même que sa condorci�cation f∗.

2.5.3 Variantes de condorci�cation pour l'uninominal
Tout d'abord, précisons comment nous généralisons l'uninominal, U2TI et VTI

si les électeurs peuvent avoir des ordres stricts faibles de préférence. Nous allons
considérer les deux règles que nous avons présentées dans la section 1.6.2 : si un
électeur a plusieurs candidats préférés à égalité (parmi les candidats non éliminés),
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2. Condorci�cation

on peut décider que sa voix est divisée également entre eux, ou n'est pas comptée
du tout. Nos résultats seront valables dans les deux cas.

Proposition 2.11
Le SVBE f considéré est l'uninominal.

1. On a : MCfrel ⊆ MCf∗ .

2. Il existe (V,C) t.q. l'inclusion précédente est stricte.

3. Il existe (V,C) t.q. pour tout système g choisi parmi les variantes f !faible,
f faible, f !adm ou fadm, on n'a pas MCg ⊆ MCf .

A�n de démontrer le point 1, nous allons d'abord prouver le lemme suivant,
que nous appliquerons ensuite à h = f∗.

Lemme 2.12
Soit h un SVBE. On suppose que, pour toute con�guration ω et tout candidat

d 6= h(ω), si h(ω) a une défaite relative contre d, alors h est manipulable en ω.
Alors MChrel ⊆ MCh.

Démonstration. Supposons qu'il existe une con�guration ω où h n'est pas mani-
pulable mais où hrel est manipulable vers une certaine con�guration ψ.

Notons c = h(ω). Comme h n'est pas manipulable en ω, l'hypothèse du lemme
implique que c n'a pas de défaite relative, donc aucun autre candidat ne peut être
vainqueur de Condorcet relatif. Par conséquent, hrel(ω) = c.

Notons d = hrel(ψ). Comme le résultat relatif du duel de d contre c ne peut
pas avoir été amélioré par la manipulation (lemmes 2.4 et 2.6), d n'a toujours pas
de victoire relative contre c, donc il n'est pas vainqueur de Condorcet relatif. Par
dé�nition de hrel, on en déduit que h(ψ) = d.

Ainsi, h(ω) = hrel(ω) = c et h(ψ) = hrel(ψ) = d donc h est manipulable en ω
vers ψ : c'est absurde !

Nous pouvons maintenant prouver la proposition 2.11.

Démonstration. 1. On envisage d'appliquer le lemme à h = f∗ et hrel = (f∗)rel =
f rel. Il su�t de montrer que h = f∗ véri�e l'hypothèse du lemme pour en conclure
que MCfrel ⊆ MCf∗ .

Soit ω une con�guration, c = f∗(ω) et d un autre candidat. Supposons que c
a une défaite relative contre d et montrons que f∗ est manipulable. Comme c a
une défaite relative, il n'est pas vainqueur de Condorcet absolu. Et puisqu'il est
vainqueur par f∗, aucun autre candidat non plus n'est vainqueur de Condorcet
absolu dans ω.

Dé�nissons ψ ainsi : tous les électeurs qui préféraient d à c a�rment maintenant
préférer d à tous les autres candidats, sans modi�er leurs autres préférences.

Alors, à présent, d est vainqueur en uninominal. En e�et, on peut raisonner en
excluant les électeurs qui placent c et d en tête à égalité : selon la généralisation
d'uninominal choisie, ils répartissent leurs voix également entre c et d ou ne leur
en donnent aucune. À ces électeurs près, on a score(d) = |d Pv c| > |c Pv d| ≥
score(c). Or le score de c n'a pas diminué par rapport au vote sincère, donc
f(ω) = d.

De plus, les seuls duels dont le résultat s'est amélioré sont ceux de d, donc
aucun autre candidat ne peut être vainqueur de Condorcet absolu. Donc f∗(ψ) =
d. Par conséquent, f∗ est manipulable en ω vers ψ en faveur de d.
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2. Nous allons exhiber une con�guration où f rel n'est pas manipulable mais
où f∗ l'est. Considérons la con�guration ω suivante.

24 19 19 19 19

a d1 d2 d3 d4

c c c a, c a, c

Autres Autres Autres Autres Autres

En uninominal, on a f(ω) = a. Par ailleurs, c a une victoire relative contre a
(38 voix contre 24) et une victoire absolue contre chaque di (81 voix contre 19),
donc il est vainqueur de Condorcet relatif mais pas absolu. Par conséquent,
f∗(ω) = a et f rel(ω) = c.

Montrons que f rel n'est pas manipulable en ω. Il est impossible que le nouveau
vainqueur soit vainqueur de Condorcet relatif (car il ne peut améliorer son duel
contre c), donc il faut qu'il soit vainqueur en uninominal et qu'il n'y ait plus de
vainqueur de Condorcet relatif. Seul a peut devenir (en fait, rester) vainqueur en
uninominal. Mais, en cas de manipulation pour a, on ne peut éviter que c reste
vainqueur de Condorcet relatif, donc la manipulation échoue.

Reste à montrer que f∗ est manipulable en ω. Considérons la con�guration
suivante ψ, qui est une tentative de manipulation en faveur de c.

24 19 19 19 19

a c c d3 d4

c a, c a, c

Autres Autres Autres Autres Autres

En uninominal, on a f(ω) = c. Par ailleurs, c est toujours vainqueur de Condorcet
relatif, donc aucun autre candidat n'est vainqueur de Condorcet absolu et on a
f∗(ω) = c. Ainsi, f∗ est manipulable en ω vers ψ en faveur de c.

3. Montrons, tout d'abord, que pour g = f !adm ou g = fadm, on peut exhiber
une con�guration où g est manipulable, mais où f ne l'est pas. Considérons la
con�guration ω suivante.

4 3 2

a b d

d a, c c

c d a, b

b

D(ω) a b c d

a � 4 4 7

b 3 � 3 3

c 2 6 � 3

d 2 6 6 �

En uninominal, le candidat a est élu et il est facile de voir que ce n'est pas
manipulable. Par ailleurs, comme a est vainqueur de Condorcet relatif, il reste élu
quelle que soit la variante g utilisée.

Considérons maintenant la situation ψ suivante, où les 2 derniers électeurs ont
changé leur bulletin dans le but de faire gagner c.

4 3 2

a b c

d a, c d

c d b

b a

D(ω) a b c d

a � 4 4 7

b 5 � 3 3

c 2 6 � 5

d 2 6 4 �
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À présent, c est le seul candidat Condorcet-admissible (chaque autre candidat a
une défaite absolue dans sa colonne), donc a g(ψ) = c, aussi bien pour g = f !adm

que pour g = fadm.
Par conséquent, fadm et f !adm sont manipulables en ω vers ψ en faveur de c,

alors que f n'est pas manipulable en ω.
A�n de montrer le résultat pour f !faible et f faible, comme nous allons utiliser

des égalités, nous devons préciser la règle de départage 7. On peut décider, par
exemple, qu'en cas d'égalité dans f , les candidats sont départagés par ordre al-
phabétique ; ou par l'ordre donné par le bulletin d'un électeur choisi à l'avance,
quitte à utiliser une règle complémentaire si son bulletin est un ordre faible.

Redé�nissons les con�gurations ω et ψ précédentes avec 3 électeurs dans
chaque groupe. Si on a choisi de départager par un électeur privilégié, on consi-
dère le cas où il fait partie du premier groupe, c'est-à-dire les partisans de a. Si
on a choisi de départager les candidats par ordre alphabétique, aucune précaution
n'est nécessaire, puisque a est favorisé de toute façon. Par le même raisonnement
que précédemment, on a f(ω) = a et ce n'est pas manipulable. Mais g(ω) = a
et g(ψ) = c (car c est le seul vainqueur de Condorcet faible dans ψ) donc g est
manipulable en ω.

Pour l'uninominal, nous avons donc vu qu'on ne peut pas généraliser le théo-
rème faible de condorci�cation 2.9 aux vainqueurs de Condorcet faibles ou aux
candidats Condorcet-admissible. En revanche, cela fonctionne pour le vainqueur
de Condorcet relatif, et la condorci�cation relative est même moins manipulable
que la condorci�cation absolue.

2.5.4 Variantes de condorci�cation pour U2TI

Comme la condorci�cation relative fonctionne pour l'uninominal, on peut se
demander si l'uninominal à deux tours instantanés (U2TI) est à même de nous
fournir un contre-exemple pour une éventuelle généralisation du théorème 2.9
reposant sur la notion de vainqueur de Condorcet relatif. Mais nous allons voir
que ce n'est pas le cas : en e�et, la condorci�cation relative fonctionne également
pour U2TI.

Proposition 2.13
Le SVBE f considéré est U2TI.

1. On a : MCfrel ⊆ MCf∗ .

2. Il existe (V,C) t.q. l'inclusion précédente est stricte.

3. Il existe (V,C) t.q. pour tout système g choisi parmi les variantes f !faible,
f faible, f !adm ou fadm, on n'a pas MCg ⊆ MCf .

7. C'est un mal nécessaire ici. En e�et, en toute généralité, on veut exhiber une con�gura-
tion ω où f n'est pas manipulable mais où g est manipulable vers une certaine con�guration ψ.
Notons a = f(ω).

Si un candidat b 6= a est vainqueur de Condorcet faible, considérons la con�guration φ où
ses partisans utilisent la stratégie triviale (b en tête) : alors b reçoit au moins autant de voix
que a. Mais comme f est supposée non manipulable en ω, ceci nécessite de préciser la règle de
départage (favorable à a en φ).

À l'inverse, supposons qu'aucun candidat di�érent de a ne soit vainqueur de Condorcet
faible. Alors g(ω) = a. Pour que le contre-exemple fonctionne, il faut donc qu'en notant c = g(ψ),
on ait c 6= f(ψ). Donc c est vainqueur de Condorcet faible dans ψ. Comme la manipulation ne
peut avoir amélioré son duel contre a, il avait déjà une non-défaite relative contre a dans ω.
Considérons à présent la situation χ où les électeurs préférant c à a utilisent la stratégie triviale
(c en tête). Alors c a au moins autant de voix que a dans f . Mais comme f est supposée non
manipulable en ω, ceci nécessite de préciser la règle de départage (favorable à a en χ).
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Démonstration. 1. Supposons qu'il existe une con�guration ω où f∗ est non ma-
nipulable mais où f rel est manipulable vers une certaine con�guration ψ. Notons
a = f∗(ω).

Cas 1 On suppose qu'on a f(ω) 6= a.

Par dé�nition de f∗, ceci signi�e que a est un vainqueur de Condorcet ab-
solu, donc un vainqueur de Condorcet relatif (proposition 1.30), ce qui entraîne
f rel(ω) = f∗(ω) = a. Notons d = f rel(ψ). Il est nécessaire que d 6= f∗(ψ), sinon
f∗ serait aussi manipulable en ω. Par conséquent, d est vainqueur de Condorcet
relatif (mais pas absolu) dans ψ. Or a était vainqueur de Condorcet relatif dans ω
et la manipulation ne peut avoir amélioré le résultat du duel de d contre a : c'est
absurde ! On pourra d'ailleurs remarquer que ce cas 1 n'utilise aucune propriété
particulière d'U2TI : il s'applique de la même façon à tout système de vote f .

Cas 2 On suppose qu'on a f(ω) = a.

Pour montrer qu'on a aussi f rel(ω) = a, il nous su�t de montrer qu'aucun
autre candidat ne peut être vainqueur de Condorcet relatif. Notons b l'adversaire
de a au second tour (dans f). On sait qu'il n'est pas vainqueur de Condorcet relatif,
sinon il gagnerait le second tour contre a. Supposons qu'un candidat c /∈ {a, b} soit
vainqueur de Condorcet relatif en ω. Considérons alors la situation φ où chaque
électeur préférant c à a tente de manipuler pour c en utilisant la stratégie de
compromis (mettre c en première position, sans changer le reste de son bulletin).

� Si on utilise f , le candidat c est sélectionné pour le second tour. En e�et,
on peut raisonner en excluant les électeurs qui placent a et c en tête à
égalité : selon la généralisation d'U2TI choisie, ils répartissent leurs voix
également entre a et c ou ne leur en donnent aucune. À ces électeurs près,
on a score(c) = |c Pv a| > |a Pv c| ≥ score(a). Or le score de a n'a pas
diminué par rapport au vote sincère, donc c est sélectionné pour le second
tour.

� Seuls les duels de c ont été améliorés par rapport à la con�guration ω,
donc c reste vainqueur de Condorcet relatif. Par conséquent, il gagne le
second tour donc on a f(φ) = c. De plus, aucun autre candidat ne peut
être vainqueur de Condorcet absolu, donc f∗(φ) = c.

� Donc f∗ est manipulable en ω vers φ en faveur de c, ce qui est exclu.

Ainsi, on a : a = f(ω) = f∗(ω) = f rel(ω).

Notons d = f rel(ψ). Il est nécessaire que d 6= f∗(ψ), sinon f∗ serait aussi
manipulable en ω (cf. cas 1). Par conséquent, d est vainqueur de Condorcet relatif
(mais pas absolu) en ψ. On en déduit que d possédait une victoire relative contre
a dans ω : en e�et, la manipulation ne peut avoir amélioré le résultat de ce duel.

Considérons, à présent, la con�guration χ où les électeurs qui préfèrent d à a
utilisent la stratégie de compromis (mettre d en tête, sans changer le reste de leur
bulletin). Par le même raisonnement que ci-dessus, on a score(d) = |d Pv a| >
|a Pv d| ≥ score(a), donc d est sélectionné pour le second tour. Or, dans χ, le
candidat d apparaît comme un vainqueur de Condorcet relatif : en e�et, tous ses
duels sont au moins aussi bons que dans ψ. Donc il gagne le second tour et on
a f(χ) = d. Comme d est vainqueur de Condorcet relatif, aucun autre candidat
ne peut être vainqueur de Condorcet absolu et on a f∗(χ) = d. Donc f∗ est
manipulable en ω vers χ en faveur de d : c'est absurde !
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2. Considérons la con�guration ω suivante.

23 20 19 19 19

a d1 d2 d3 d4

c c c a, c a, c

a a

Autres Autres Autres Autres Autres

Au second tour, a a�ronte d1 et gagne (80 voix contre 20) : on a f(ω) = a.
Le candidat c a une victoire relative contre a (39 voix contre 23) et une victoire

absolue contre tout candidat di (par 80 ou 81 voix). Donc c est vainqueur de
Condorcet relatif, mais pas absolu. On a donc f∗(ω) = a et f rel(ω) = c.

Montrons que f rel n'est pas manipulable en ω.
� En faveur de a : le candidat c reste vainqueur de Condorcet relatif, donc

la manipulation échoue.
� En faveur d'un di : il est facile de voir qu'aucun d'entre eux ne peut gagner

en U2TI. En e�et, même en manipulant, seul d1 peut être sélectionné pour
le second tour, mais il perd alors contre a. Par ailleurs, aucun di ne peut
devenir vainqueur de Condorcet relatif, car il aura toujours une défaite
relative (et même absolue) contre c.

À présent, considérons la con�guration ψ suivante, qui est une tentative pour
manipuler f∗ en faveur de c.

23 20 19 19 19

a c c d3 d4

c d1 d2 a, c a, c

a a

Autres Autres Autres Autres Autres

En uninominal à deux tours, il est facile de voir qu'on a f(ψ) = c. De plus, comme
les duels de c n'ont été qu'améliorés, il reste vainqueur de Condorcet relatif et
aucun autre candidat n'est vainqueur de Condorcet absolu. Donc f∗(ψ) = c.

Ainsi, f∗ est manipulable en ω vers ψ en faveur de c, alors que f rel n'est pas
manipulable en ω.

3. On peut utiliser le même exemple que pour le point 3 de la proposition 2.11.
Pour f !faible ou f faible, là encore, on considère 3 électeurs par groupe et il est
nécessaire de préciser la règle de départage, par exemple alphabétique sur les
candidats.

Ainsi, si f est l'uninominal à deux tours instantané (U2TI), on a le même
résultat que pour l'uninominal : le système de vote f rel est moins manipulable
que f , et même que la condorci�cation f∗.

2.5.5 Condorci�cation relative pour VTI

À ce stade, on pourrait presque se demander si l'échec de la condorci�cation re-
lative n'est pas limitée à des modes de scrutin exotiques comme Condorcet-doyen,
puisqu'elle fonctionne pour l'uninominal et U2TI. Mais VTI va nous arrêter dans
notre élan : dans ce cas, la condorci�cation relative n'est pas moins manipulable
que le mode de scrutin original.

68



2.5 Variantes de condorci�cation

Proposition 2.14
Le SVBE f considéré est VTI.
Il existe (V,C) t.q. on n'a pas MCfrel ⊆ MCf .

Démonstration. Considérons la con�guration ω suivante.

12 11 25 12 12 28

a a b b c d

b d a, c c a a, c

c c d a d b

d b d b

D(ω) a b c d

a � 63 23 72

b 37 � 49 49

c 24 51 � 61

d 28 51 39 �

En VTI, les candidats c, d puis b sont successivement éliminés donc f(ω) = a.
Montrons tout d'abord que f n'est pas manipulable en ω.

� En faveur de b : même si b parvenait au dernier tour, il perdrait contre
tout autre candidat (par 63 ou 51 voix).

� En faveur de c : les quatrième et cinquième groupes sont intéressés (12+12
électeurs). Pour que c ne soit pas éliminé au premier tour, il faut que 23
ou 24 manipulateurs mettent c en tête de bulletin et que a soit éliminé (il
n'est pas possible d'éliminer b ou d). Au deuxième tour, comme b et d ont
chacun plus du tiers des voix (37 et 39 respectivement), c est éliminé.

� En faveur de d : seul le sixième groupe (28 électeurs) est intéressé. Au
premier tour, il ne peuvent à la fois sauver c et d : en e�et, comme a
reçoit 23 voix, il faudrait que les manipulateurs et les électeurs qui votent
sincèrement pour c et d totalisent au moins 2× 23 = 46 voix, mais ils n'en
ont que 12 + 28 = 40. Comme d doit rester en lice, c'est donc c qui doit
être éliminé au premier tour. Au second tour, a et b ont chacun plus du
tiers des voix (35 et 37 respectivement), donc d est éliminé.

Comme c est vainqueur de Condorcet relatif, on a f rel(ω) = c. Considérons la
con�guration ψ suivante, qui est une tentative de manipuler en faveur de a.

12 11 25 12 12 28

a a b b c d

b d a, c c a a, c

d b d a d b

c c d b

D(ω) a b c d

a � 63 23 72

b 37 � 60 49

c 24 40 � 49

d 28 51 51 �

Du point de vue de VTI, le dépouillement se déroule de la même façon et on a
f(ψ) = a. Et comme les autres candidats ne sont même pas Condorcet-admissibles
(ils ont tous une défaite dans leur colonne), on a aussi f rel(ψ) = a. Donc f rel est
manipulable en ω vers ψ en faveur de a.

2.5.6 Condorci�cation relative pour les systèmes cardinaux

Nous allons, à présent, voir que le résultat que nous venons de montrer pour
VTI est également valable pour le vote par assentiment, le vote par notation et le
jugement majoritaire : pour ces systèmes, la condorci�cation relative ne permet
pas de diminuer la manipulabilité. Dans les trois cas, les notes extrêmes autorisées
seront 0 et 1 par convention.

Dans une con�guration où toutes les notes sont 0 et 1 (même si d'autres notes
sont autorisées), on remarquera que ces trois modes de scrutin renvoient le même
vainqueur, c'est-à-dire le candidat qui a la note 1 dans le plus grand nombre de
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bulletins (voir section 1.6.1). Ceci va nous permettre de traiter ces trois systèmes
en une seule démonstration.

Proposition 2.15
Le SVBE f considéré est le vote par assentiment, le vote par notation ou le

jugement majoritaire.
Il existe (V,C) t.q. on n'a pas MCfrel ⊆ MCf .

Démonstration. Considérons la con�guration ω suivante.

2 3 4

a : 1 c : 1 b : 1

c : 0 a : 1 a, c : 0

b : 0 b : 0

D(ω) a b c

a � 5 2

b 4 � 4

c 3 5 �

On a score(a) = 5, score(b) = 4 et score(c) = 3, donc f(ω) = a. En cas
de tentative de manipulation pour c, les électeurs intéressés (second groupe) ne
peuvent faire mieux que descendre la note de a à 0, mais dans ce cas c'est b qui
gagne. Quant à une manipulation pour b, les électeurs intéressés (troisième groupe)
ne peuvent faire mieux que leur bulletin actuel. Donc f n'est pas manipulable en ω.

Le candidat c est vainqueur de Condorcet relatif, donc f rel(ω) = c. Considérons
maintenant la con�guration ψ suivante, où le premier groupe d'électeurs tente de
faire gagner a.

2 3 4

a : 1 c : 1 b : 1

b : 0 a : 1 a, c : 0

c : 0 b : 0

D(ω) a b c

a � 5 2

b 4 � 6

c 3 3 �

On a f(ψ) = a et les autres candidats ne sont même pas Condorcet-admissibles
(ils ont tous une défaite dans leur colonne), donc f rel(ω) = a. Donc f rel est
manipulable en ω vers ψ en faveur de a, alors que f n'est pas manipulable en ω.

2.6 Vainqueur de Condorcet résistant

Le théorème faible de condorci�cation 2.9 énonce que la condorci�cation f∗

est au plus aussi manipulable que le système original f (si celui-ci véri�e CMInf).
Dans le théorème fort de condorci�cation 2.20, nous montrerons qu'en fait, cette
diminution de manipulabilité est stricte pour de nombreux systèmes de vote. A�n
de nous donner les outils pour le démontrer, nous allons à présent dé�nir la notion
originale de vainqueur de Condorcet résistant et nous allons prouver qu'un tel
candidat est caractérisé par une forme d'immunité à la manipulation.

Voici l'intuition amenant à la notion de vainqueur de Condorcet résistant. Si
f véri�e le critère de Condorcet et s'il y a un vainqueur de Condorcet c, alors
les manipulateurs en faveur de d ont besoin d'empêcher c d'apparaître comme un
vainqueur de Condorcet. Par conséquent, ils doivent empêcher une victoire stricte
de c contre un certain candidat e 6= c. Cependant, ce plan est voué à l'échec si les
électeurs sincères (ceux qui ne préfèrent pas d à c) assurent déjà : (1) une victoire
de c contre e ; et (2) une non-victoire de e contre c. Cette observation conduit à
la dé�nition suivante.
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Dé�nition 2.16 (vainqueur de Condorcet résistant)
Soit ω ∈ Ω et c ∈ C.
On dit que c est vainqueur de Condorcet résistant en ω ssi ∀(d, e) ∈ (C \{c})2 :

|non(d Pv c) et c Pv e| >
V

2
,

|non(d Pv c) et non(e Pv c)| ≥
V

2
,

(2.1)

(2.2)

Nous dirons qu'une con�guration ω est résistante ssi elle possède un vainqueur
de Condorcet résistant.

Si toutes les relations binaires Pv sont antisymétriques (ce qui est une hypo-
thèse courante), alors la condition (2.2) devient redondante. Dans ce cadre, c est
vainqueur de Condorcet résistant ssi ∀(d, e) ∈ (C \ {c})2 :

|non(d Pv c) et c Pv e| >
V

2
.

Si, en outre, toutes les relations binaires Pv sont complètes, alors la dé�nition
est encore plus simple puisque la relation ci-dessus devient symétrique par rapport
à d et e :

|c Pv d et c Pv e| >
V

2
.

Autrement dit, pour toute paire d'autres candidats (d, e), il y a une majorité
stricte d'électeurs qui préfèrent simultanément c à d et c à e.

Clairement, un vainqueur de Condorcet résistant est également vainqueur de
Condorcet. Par conséquent, s'il existe un vainqueur de Condorcet résistant, il est
unique.

Ainsi, nous avons choisi de dé�nir le vainqueur de Condorcet résistant en terme
de préférences des électeurs dans la con�guration ω. Le théorème suivant reprend
formellement la propriété d'immunité à la manipulation que nous avons mention-
née pour introduire la notion et montre que cette propriété est caractéristique
(c'est-à-dire qu'elle n'est véri�ée que par un vainqueur de Condorcet résistant),
sous l'hypothèse courante où l'espace électoral comprend tous les ordres stricts
totaux.

Théorème 2.17 (caractérisation du vainqueur de Condorcet résistant)
Soit ω ∈ Ω et c ∈ C. On considère les conditions suivantes.

1. Le candidat c est vainqueur de Condorcet résistant en ω.

2. Pour tout SVBE f respectant le critère de Condorcet, c est élu par le vote
sincère et f n'est pas manipulable en ω.

On a l'implication 1 ⇒ 2.
Si l'espace électoral comprend tous les ordres stricts totaux (ce qui est une

hypothèse courante, cf. dé�nition 1.10), alors la réciproque 2 ⇒ 1 est vraie.

Démonstration. 1 ⇒ 2 : puisque c est vainqueur de Condorcet résistant, même
après une tentative de manipulation en faveur d'un autre candidat d, les électeurs
sincères assurent que c a encore une victoire stricte contre tout candidat e 6= c ;
par conséquent, c apparaît toujours comme un vainqueur de Condorcet et il est
élu.

À présent, nous allons montrer la réciproque 2 ⇒ 1. Supposons que c n'est
pas vainqueur de Condorcet résistant. Si c n'est pas vainqueur de Condorcet, c'est

71



2. Condorci�cation

immédiat : on a nécessairement C ≥ 2 (car il existe un candidat d 6= c tel que c
n'ait pas une victoire stricte contre d) et il existe donc un système Condorcet où c
n'est pas vainqueur du vote sincère. Nous pouvons donc nous concentrer sur le cas
où c est vainqueur de Condorcet (mais pas résistant). Nous allons alors prouver
qu'il existe un SVBE f respectant le critère de Condorcet et manipulable en ω.

Puisque c n'est pas vainqueur de Condorcet résistant, au moins l'une des condi-
tions (2.1) ou (2.2) de la dé�nition 2.16 n'est pas véri�ée. Nous distinguons trois
cas : la condition (2.1) n'est pas véri�ée pour un certain e = d ; la condition (2.2)
n'est pas véri�ée ; ou la condition (2.1) n'est pas véri�ée avec e 6= d.

Dans chacun des trois cas, le principe de la preuve est le même : on exhibe
une con�guration ψ qui n'a pas de vainqueur de Condorcet et qui di�ère de ω
seulement par des électeurs qui préfèrent d à c. Par conséquent, il est possible de
choisir un SVBE f qui véri�e le critère de Condorcet et tel que f(ψ) = d. On en
déduit que f est manipulable en ω vers ψ en faveur du candidat d.

Cas 1 Si la condition (2.1) n'est pas véri�ée pour un certain e = d, cela signi�e
que |non(d Pv c) et c Pv d| ≤ V

2 . Soit p0 un ordre strict total de la forme : (d �
c � autres candidats). Puisque l'espace électoral comprend tous les ordres stricts
totaux, pour chaque manipulateur v ∈ Manip(c→ d), on peut choisir un bulletin
ψv tel que Pv(ψv)= p0. Pour chaque électeur sincère v ∈ Sinc(c → d), on pose
ψv = ωv. Dans la nouvelle con�guration ψ, le candidat c ne peut apparaître comme
un vainqueur de Condorcet car |c Pv(ψv) d| = |non(d Pv(ωv) c) et c Pv(ωv) d| ≤
V
2 . Le candidat d ne peut apparaître comme un vainqueur de Condorcet (lemme
2.4) et aucun autre candidat non plus, car le nombre d'électeurs qui a�rment leur
préférer c n'a pas diminué.

Cas 2 Si la condition (2.2) n'est pas véri�ée pour un certain d et un certain e,
cela signi�e que |non(d Pv c) et non(e Pv c)| < V

2 . Remarquons que e 6= d, car
sinon c ne serait pas vainqueur de Condorcet. Quitte à échanger les rôles entre d et
e, on peut supposer que e n'a pas de victoire stricte contre d. Soit p0 un ordre strict
total de la forme : (d � e � c � autres candidats). Pour chaque manipulateur
v ∈ Manip(c→ d), on peut choisir un bulletin ψv tel que Pv(ψv)= p0. Pour chaque
électeur sincère v ∈ Sinc(c→ d), on pose ψv = ωv. Dans la nouvelle con�guration
ψ, le candidat c ne peut apparaître comme vainqueur de Condorcet car il a une
défaite contre e : en e�et, |non(e Pv(ψv) c)| = |non(d Pv(ωv) c) et non(e Pv(ωv)
c)| < V

2 . Le candidat d ne peut apparaître comme vainqueur de Condorcet (lemme
2.4), le candidat e non plus parce qu'il n'a toujours pas de victoire stricte contre
d et aucun autre candidat non plus, car le nombre d'électeurs qui a�rment leur
préférer c n'a pas diminué.

Cas 3 Reste le cas où la condition (2.1) n'est pas véri�ée, avec e 6= d. En notant
Bde = |non(d Pv c) et c Pv e|, cela signi�e que Bde ≤ V

2 . En utilisant le cas
précédent, on peut supposer, cependant, que la condition (2.2) est véri�ée.

Nous allons voir que dans la con�guration �nale ψ, on peut assurer qu'il n'y
ait ni une victoire de c contre e, ni une victoire de e contre c.

Soit p0 un ordre strict total de la forme : (d � e � c � autres candidats).
Soit p′0 un ordre strict total de la forme : (d � c � e � autres candidats).
Comme c est un vainqueur de Condorcet, on a |c Pv e| > V

2 donc :

|d Pv c et c Pv e| >
V

2
−Bde ≥ 0.
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Par conséquent, on peut choisir bV2 c − Bde électeurs parmi les manipulateurs
(les électeurs qui préfèrent d à c) ; pour chacun d'entre eux, noté v, choisissons
ψv tel que Pv(ψv)= p′0. Pour chaque autre manipulateur v, choisissons ψv tel que
Pv(ψv)= p0. En�n, pour chaque électeur sincère v ∈ Sinc(c→ d), notons ψv = ωv.

On a alors :

Dce(ψ) = Bde +

(⌊
V

2

⌋
−Bde

)
=

⌊
V

2

⌋
,

donc c n'a pas de victoire contre e.
Par ailleurs, la condition (2.1) n'est pas véri�ée pour cette paire (d, e) mais la

condition (2.2) est véri�ée. Donc on a :
|non(d Pv c) et c PPv e|+ |non(d Pv c) et c PMv e| ≤

⌊
V

2

⌋
,

|non(d Pv c) et c PPv e|+ |non(d Pv c) et c Iv e| ≥
⌈
V

2

⌉
,

donc, par soustraction :

|non(d Pv c) et c PMv e| − |non(d Pv c) et c Iv e| ≤
⌊
V

2

⌋
−
⌈
V

2

⌉
.

En utilisant la proposition 1.25, on en déduit :

Dec(ψ) = V + |c PMv(ψv) e| − |c Iv(ψv) e| −Dce(ψ),

≤ V +

⌊
V

2

⌋
−
⌈
V

2

⌉
−
⌊
V

2

⌋
=

⌊
V

2

⌋
,

donc e n'a pas de victoire contre c.
En résumé, ni c ni e ne peut être vainqueur de Condorcet. Pour les mêmes

raisons que dans les cas précédents, d et les autres candidats non plus.

Dans la condition 2, il est nécessaire d'exiger que tous les systèmes de vote
Condorcet f aient le même résultat c ou, de façon équivalente, que c est vainqueur
de Condorcet. Sinon, la réciproque 2⇒ 1 n'est pas vraie. En e�et, considérons une
con�guration où chaque électeur est indi�érent entre tous les candidats : alors tout
système de vote est non manipulable, mais il n'y a pas de vainqueur de Condorcet
résistant.

Par ailleurs, si on suppose que les préférences sont complètes et antisymé-
triques (en particulier si ce sont des ordres stricts totaux), alors la démonstration
est simpli�ée : les conditions (2.1) et (2.2) de la dé�nition 2.16 sont équivalentes,
donc la démonstration se limite au cas 2.

Dé�nition 2.18 (critère de Condorcet-résistant 8)
On dit que f véri�e le critère de Condorcet-résistant (rCond) ssi, pour toute

con�guration ω ∈ Ω et tout candidat c ∈ C, si c est vainqueur de Condorcet
résistant en ω, alors f(ω) = c.

Il est clair que véri�er le critère de Condorcet implique de véri�er le critère de
Condorcet-résistant.

8. Nous écrivons cette expression avec un trait d'union pour insister sur le fait que l'adjectif
résistant s'applique à la notion de vainqueur de Condorcet et non au substantif critère.
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Proposition 2.19
On considère un espace électoral qui comprend tous les ordres stricts totaux.

Pour chaque système de vote dans la liste suivante, il existe des valeurs de V
et C pour lesquelles le système ne véri�e pas le critère de Condorcet-résistant :
BI, le jugement majoritaire, l'uninominal, U2TI, Veto, VTI, VTIM, le vote par
assentiment, le vote par notation et les méthodes de Borda, Bucklin, Coombs et
Kim-Roush.

Démonstration. Nous allons donner un seul contre-exemple qui permet de couvrir
tous ces systèmes de vote sauf BI.

17 13 14 14 14 14 14

a c d1 d2 d4 d7 d11

a c d3 d5 d8 d12

a c d6 d9 d13

a c d10 d14

a c d15

a c

Autres Autres Autres Autres Autres Autres Autres

c d1 d2 d4 d7 d11 a

Le candidat c est préféré à toute paire de candidats (a, di) par 69 électeurs
(sur 100) et à toute paire de candidats (di, dj) par au moins 55 électeurs, donc c
est vainqueur de Condorcet résistant.

En jugement majoritaire, en vote par assentiment ou en vote par notation, il
su�t de considérer le cas où le vote sincère de chaque électeur consiste à attribuer
la note maximale à son candidat favori et la note minimale aux autres candidats.
Alors c'est a qui est élu (comme en uninominal).

Dans une RPS de vecteur de poids x, on a score(a)− score(c) = 3(x1− xC) +
1(x1 − x2) > 0, donc c ne peut pas être élu. En particulier, c'est le cas pour
l'uninominal, Veto et la méthode de Borda.

En U2TI, en VTI ou en VTIM, c est éliminé au premier tour.
En méthode de Bucklin, on a score(a) = (4 ; 58) et score(c) = (4 ; 55) donc c

ne peut être élu.
En méthode de Coombs ou de Kim-Roush, c est éliminé au premier tour.
Dans le chapitre 3, nous verrons des résultats plus détaillés pour chacun de ces

systèmes de vote en fonction du nombre de candidats. Nous prouverons également
qu'en général, BI ne véri�e pas rCond, que la seule RPSI-ES qui véri�e rCond
est la méthode de Baldwin, et que la seule RPSI-EM qui véri�e rCond est la
méthode de Nanson.

À notre connaissance, il n'y a pas de système de vote classique (dans la litté-
rature ou les applications pratiques) qui véri�e le critère de Condorcet-résistant
mais pas le critère de Condorcet. Il est facile de dé�nir des contre-exemples ar-
ti�ciels, comme le système Résistant-Doyen (RDoy.) : on élit le vainqueur de
Condorcet résistant quand il existe, et un candidat �xé à l'avance dans le cas
contraire. Mais cette observation tend à montrer qu'un système de vote qui n'a
pas été conçu pour élire tous les vainqueurs de Condorcet n'a généralement aucune
raison � naturelle � d'élire ceux qui sont résistants.
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2.7 Théorème fort de condorci�cation

Grâce à la notion de vainqueur de Condorcet résistant, nous disposons de l'outil
nécessaire pour montrer que, pour de nombreux systèmes de vote, la condorci�-
cation f∗ est strictement moins manipulable que le système de vote original f .

Théorème 2.20 (théorème fort de condorci�cation)
Soit Ω un espace électoral et f un SVBE. On suppose que f véri�e CMInf

mais pas rCond.
Alors sa condorci�cation f∗ est strictement moins manipulable que f :

MCf∗ $ MCf .

Démonstration. Le théorème de condorci�cation 2.9 garantit l'inclusion.
Puisque f ne véri�e pas rCond, il existe une con�guration ω ∈ Ω et un

candidat c ∈ C, vainqueur de Condorcet résistant dans ω, tel que f(ω) 6= c. Par la
proposition 1.31, on sait que f(ω) n'est pas Condorcet-admissible en ω, donc le
lemme 2.7 assure que f est manipulable en ω. Mais le théorème 2.17 assure que
f∗ n'est pas manipulable en ω. Par conséquent, l'inclusion est stricte.

Corollaire 2.21
On considère un espace électoral qui comprend tous les ordres stricts totaux.

Pour chaque système de vote f dans la liste suivante, il existe des valeurs de V et
C telles que la condorci�cation f∗ est strictement moins manipulable que f : BI, le
jugement majoritaire, l'uninominal, U2TI, VTI, VTIM, le vote par assentiment,
le vote par notation et les méthodes de Borda, Bucklin et Coombs.

Démonstration. Comme ces systèmes véri�ent CMInf (proposition 2.3) mais pas
rCond (proposition 2.19), on peut leur appliquer le théorème fort de condorci�-
cation 2.20.

2.8 Borne supérieure de manipulabilité pour les
systèmes Condorcet

Puisque tout SVBE Condorcet est non-manipulable dans les con�gurations
résistantes, ceci nous fournit une borne supérieure de manipulabilité. Plus pré-
cisément, notons τπCR la probabilité qu'une con�guration soit résistante dans la
culture π. Alors, pour tout SVBE f véri�ant le critère de Condorcet, on a :

τπMC(f) ≤ 1− τπCR.

On peut donc se demander si cette borne supérieure est ajustée, c'est-à-dire s'il
existe un système de vote Condorcet qui est manipulable dans toutes les con�gu-
rations non résistantes. Nous allons voir que, dans une importante classe d'espaces
électoraux, un tel système existe.

Considérons l'espace électoral des ordres stricts totaux pour C ≥ 6 et V quel-
conque. Le système de vote f est dé�ni de la façon suivante. Au préalable, on
choisit une bijection arbitraire entre les permutations de C − 3 éléments et les
entiers de l'intervalle J1, (C − 3)!K. Puis les électeurs fournissent leurs bulletin et
on calcule le résultat de la façon suivante.

� S'il y a un vainqueur de Condorcet, alors il est élu.
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� Sinon, pour chaque électeur v, on note xv l'entier associé à son ordre de
préférence sur les C − 3 derniers candidats de son bulletin. On déclare
vainqueur le candidat

∑
xv, en comptant modulo C pour le ramener dans

l'intervalle J1, CK.
Considérons une con�guration non résistante ω et montrons qu'elle est mani-

pulable. Soit w = f(ω) le vainqueur sincère.

Cas 1 Si w est vainqueur de Condorcet mais pas vainqueur de Condorcet résis-
tant, alors il existe deux candidats distincts d et e tels que les électeurs préférant
simultanément w à d et e ne forment pas une majorité stricte (en e�et, w ne peut
pas violer la dé�nition de vainqueur de Condorcet résistant pour d = e, sinon il ne
serait pas vainqueur de Condorcet). Quitte à échanger les rôles de d et e, on peut
supposer que d a une victoire contre e. Nous allons construire une manipulation
en faveur de d.

Tous les manipulateurs (les électeurs préférant d à c) mettent d en tête de
bulletin, puis e, puis c. Ceci assure qu'aucun candidat n'est vainqueur de Condor-
cet (comme dans le cas 2 de la preuve du théorème 2.17, on utilise le fait que e
n'a pas de victoire contre d). Tous les manipulateurs, sauf un, mettent les autres
candidats en bas de leur bulletin dans un ordre arbitraire. Pour le dernier manipu-
lateur v, en choisissant de façon adéquate l'ordre de ses trois derniers candidats, il
peut rendre sa valeur xv égale à n'importe quel entier de l'intervalle J1, (C − 3)!K
et puisque (C−3)! ≥ C, il peut choisir n'importe quel vainqueur, en particulier d.

Cas 2 Si w est Condorcet-admissible mais pas vainqueur de Condorcet, le pro-
cessus est similaire. Il existe un candidat c tel que |c Pv w| = V

2 . On construit
une manipulation en faveur de c. Les manipulateurs placent c en tête, ce qui as-
sure qu'aucun autre candidat n'est vainqueur de Condorcet (et c lui-même non
plus puisqu'il n'a toujours pas de victoire contre w). Puis tous les manipulateurs
choisissent de façon arbitraire l'ordre dans lequel ils placent les autres candidats,
sauf le dernier manipulateur v dont le choix de xv permet de choisir n'importe
quel vainqueur, en particulier c.

Cas 3 En�n, si w n'est pas Condorcet-admissible, alors on sait que ω est mani-
pulable (lemme 2.7).

Par conséquent, le système de vote f est aussi manipulable que possible pour
un système de Condorcet : en e�et, il est non-manipulable seulement dans les
con�gurations résistantes ! Ainsi, dans toute culture π, il atteint la borne supé-
rieure de manipulabilité que nous avons donnée : τπMC(f) = 1− τCR.

Nous verrons cependant qu'exhiber un système de vote Condorcet qui est
manipulable dans toutes les con�gurations non-résistantes n'est pas possible pour
toutes les valeurs de (V,C) : dans l'espace électoral des ordres stricts totaux avec
V = 3 électeurs et C = 3 candidats, la section 10.2.1 révèlera qu'un tel système
n'existe pas.

2.9 Condorci�cation et systèmes optimaux

Jusqu'à présent, nous considérions généralement un système de vote f donné
et nous comparions l'ensemble des con�gurations manipulables pour f et pour
sa condorci�cation f∗. Nous avons montré que, sous certaines hypothèses, f∗

était au plus aussi manipulable que f (théorème faible de condorci�cation 2.9),
voire strictement moins manipulable (théorème fort de condorci�cation 2.20). Ces
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résultats pourraient suggérer d'utiliser des systèmes comme la condorci�cation de
l'uninominal, de VTI, etc.

Si on ne se concentre pas sur un système de vote particulier, les théorèmes de
condorci�cation ont également des conséquences profondes qui concernent tout
plani�cateur social qui souhaiterait trouver un système de vote acceptable dont
la manipulabilité soit minimale.

Corollaire 2.22
Considérons la fonction :

MC :

∣∣∣∣∣ CMInf → P(Ω)

f → MCf ,

qui renvoie, pour chaque SVBE f véri�ant CMInf , l'ensemble de ses con�gura-
tions manipulables.

Soit A ∈ P(Ω) une valeur minimale de MC (s'il en existe), c'est-à-dire un
sous-ensemble de Ω tel qu'au moins un système f ∈ CMInf véri�e MCf = A,
mais aucun système f ∈ CMInf ne véri�e MCf $ A. Alors :

� Tout système f ∈ CMInf véri�ant MCf = A véri�e rCond ;
� Il existe f ∈ Cond t.q. MCf = A.

Pour bien comprendre la portée de ce corollaire, il faut remarquer que la fonc-
tion MC peut avoir plusieurs minima qui sont non comparables, puisque la relation
d'inclusion sur P(Ω) n'est pas un ordre total. Il peut ainsi exister deux systèmes
f et g tels qu'aucun système n'est moins manipulable que f ou g, mais dont les
ensembles de con�gurations manipulables sont non inclus l'un dans l'autre.

Le corollaire 2.22 peut être résumé de la façon suivante : si on cherche un
système de vote véri�ant CMInf et dont la manipulabilité est minimale (au sens
ensembliste), alors l'étude doit être restreinte à rCond et peut être restreinte à
Cond.

De même, les théorèmes de condorci�cation entraînent le corollaire suivant.

Corollaire 2.23
Pour une culture donnée π, considérons la fonction :

τπMC :

∣∣∣∣∣ CMInf → [0, 1]

f → τπMC(f).

Soit τ0 la borne inférieure de τπMC. Si elle est atteinte, alors il existe f ∈ Cond
t.q. τπMC(f) = τ0.

Contrairement à ce qui se passe dans le corollaire 2.22, il n'est a priori pas
nécessaire qu'un système de manipulabilité minimale (au sens probabiliste) véri�e
rCond : en e�et, si certaines con�gurations résistantes sont de mesure nulle, alors
elles peuvent être manipulables sans altérer le taux de manipulabilité. Cependant,
pour tout système de taux de manipulabilité minimal (au sein de CMInf), on peut
le condorci�er pour obtenir un optimum qui véri�e Cond et a fortiori rCond.

Le corollaire 2.23 peut être résumé de la façon suivante : si on cherche un
système de vote véri�ant CMInf et dont le taux de manipulabilité soit minimal,
alors l'étude peut être restreinte à Cond.

Dans les deux corollaires 2.22 et 2.23, on peut se demander si un optimum tel
que celui mentionné existe. Si on considère un espace électoral �ni (en particulier
un espace électoral ordinal, comme celui des ordres stricts totaux ou celui des
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ordres stricts faibles), alors il existe un nombre �ni de SVBE possibles, a fortiori
si on exige qu'ils véri�ent CMInf , donc il existe un optimum.

À l'inverse, si on considère un espace électoral in�ni (donc nécessairement non
limité à l'aspect ordinal, comme l'espace électoral de référence), alors l'existence
d'un optimum n'est pas garantie a priori. Dans le chapitre 5 consacré à l'étude
des systèmes non ordinaux, nous nous intéresserons à cette question pour le taux
de manipulabilité : nous donnerons une condition su�sante pour qu'il existe un
SVBE qui (au sein de la classe CMInf) minimise le taux de manipulabilité dans
une culture donnée.
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Chapitre 3

Critères majoritaires

Dans les chapitres précédents, nous avons rappelé le critère de Condorcet
(Cond) puis nous avons introduit le critère de la coalition majoritaire informée
(CMInf) et le critère de Condorcet-résistant (rCond). Nous allons maintenant
voir comment ces propriétés s'inscrivent dans une famille plus large de critères
majoritaires et développer des liens avec des concepts de théorie des jeux comme
l'ensemble des équilibres de Nash forts (ENF) et la capacité à les atteindre.

Dans la section 3.1, nous dé�nissons d'autres critères liés à la notion de majo-
rité. En théorie du vote, il est classique de considérer le critère majoritaire, dont
nous rappelons la dé�nition et que nous appelons critère du favori majoritaire
(FavMaj) a�n de le distinguer des autres critères majoritaires. Nous introdui-
sons également le critère de la coalition majoritaire ignorante et le critère du
bulletin majoritaire. La motivation initiale de ces dé�nitions est simplement pra-
tique : il s'agit de se doter de critères faciles à tester qui permettent de prouver
qu'un système de vote véri�e CMInf .

En e�et, nous montrons dans la section 3.2 que tous les autres critères évoqués
impliquent CMInf . Nous montrons, en outre, qu'ils forment une chaîne d'impli-
cations 1, du critère le plus fort (Cond) au critère le plus faible (CMInf).

En introduction, nous avons déjà évoqué les équilibres de Nash forts (ENF) et
discuté l'intérêt d'une telle notion 2. En particulier, la non-manipulabilité d'une
con�guration signi�e exactement que le vote sincère est un ENF pour les préfé-
rences correspondantes. Brill et Conitzer (2015) ont montré que, pour un système
de vote véri�ant CMInf , s'il existe un vainqueur de Condorcet pour les préfé-
rences sincères des électeurs, alors il est le seul à pouvoir être vainqueur d'un
équilibre de Nash fort. Ce lien déjà connu entre un critère majoritaire et une no-
tion d'équilibre nous amène en section 3.3 à nous intéresser à plusieurs critères
d'équilibre pour un système de vote : le fait que l'existence d'un ENF soit garanti
par l'existence d'un vainqueur de Condorcet (XENFC) ou par celle d'un candi-
dat Condorcet-admissible (XENFA) et la restriction des ENF aux vainqueurs de
Condorcet (RENFC) ou aux candidats Condorcet-admissible (RENFA). Si les
premiers sont des critères d'existence, les seconds peuvent être vus comme une
version faible de critères d'unicité. Nous révélons les relations d'implication entre
ces critères d'équilibre et les critères majoritaires. En particulier, non seulement

1. Pour être tout à fait rigoureux, nous verrons que la chaîne d'implications est complète si
l'espace électoral autorise tout candidat comme préféré, ce qui est une hypothèse courante (cf.
dé�nition 1.10).

2. À propos des ENF et de diverses variantes de ce concept, on pourra consulter Bernheim
et al. (1987).
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Systèmes de vote : KR, Veto. . .

CMInf = RENFA : Bor. . .

CMIgn : Jeu de la trahison. . .

XENFC : Jeu de coordination étrange. . .

BulMaj : Coo., JM, VA, VN. . .

FavMaj : BI, Buck., Uni., U2TI, VTI, VTIM. . .

rCond : RDoy. . .

Cond : Bald., CBor., CDict., CDoy., CSD,
Dodg., Kem., Max., Nan., PO, Sch., VTID. . .

Figure 3.1 � Diagramme d'inclusion des critères majoritaires. On suppose que les
préférences sont antisymétriques et que l'espace électoral autorise tout candidat
comme préféré.

la simple formulation des critères permet de généraliser le résultat de Brill et Co-
nitzer en montrant que CMInf implique RENFA mais nous montrons que ces
deux critères sont en fait équivalents.

Dans la proposition 2.3, nous avions énoncé sans démonstration que presque
tous les systèmes classiques véri�ent CMInf . Dans la section 3.4, nous prouvons et
précisons ce résultat en étudiant quels critères sont véri�és par les modes de scrutin
classiques et nous détaillons cette étude en fonction du nombre de candidats C.
Ceci nous permettra d'établir progressivement le diagramme d'inclusion de la
�gure 3.1, qui présente l'inconvénient d'interrompre un suspense haletant mais
l'avantage de fournir une carte d'orientation au lecteur pendant la lecture de
ce chapitre. Ce diagramme se lit de la façon suivante. Par exemple, l'ensemble
des systèmes de vote qui véri�ent FavMaj est inclus (en général, strictement)
dans l'ensemble de ceux qui véri�ent BulMaj ; la méthode de Coombs appartient
au second, mais généralement pas au premier (sauf dans des espaces électoraux
particuliers, par exemple un espace des ordres stricts totaux avec 2 candidats).

Cette section 3.4 consacrée aux critères véri�és par di�érents systèmes opère
la synthèse de résultats classiques et de contributions originales. À notre connais-
sance, les résultats sur CMInf , CMIgn, BulMaj et rCond sont tous originaux
puisque nous avons introduit ces critères ; ceci dit, les résultats sur CMIgn et
BulMaj découlent essentiellement de la dé�nition, puisque ces critères sont jus-
tement conçus pour être faciles à tester. Les résultats sur CMInf et rCond
demandent en général plus d'e�ort. Les résultats sur FavMaj et Cond sont des
résultats classiques, avec les nuances suivantes. Premièrement, nous n'avons pas
trouvé d'étude exhaustive de FavMaj pour les RPSI-EM dans la littérature ;
ceci dit, il serait surprenant que les résultats que nous présentons n'aient pas
été énoncés, puisqu'il s'agit d'un critère et de modes de scrutin très classiques.
Deuxièmement, les résultats sur la méthode Bucklin itérée sont tous originaux,
puisque ce système de vote est une contribution de ce mémoire.
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3.1 Dé�nition des critères majoritaires

En�n, dans la section 3.5, nous proposons une ré�exion sur les critères étudiés
en terme de quantité d'information nécessaire pour coordonner des stratégies de
manipulation et pour obtenir des ENF. Ceci permet de discuter en quoi ces dif-
férents critères peuvent être considérés comme souhaitables pour un système de
vote.

3.1 Dé�nition des critères majoritaires

Dans les chapitres précédents, nous avons déjà rappelé le critère de Condorcet
(dé�nition 1.32) et introduit le critère de la coalition majoritaire informée (dé�-
nition 2.1) et le critère de Condorcet-résistant (dé�nition 2.18). Nous dé�nissons,
à présent, trois autres critères, dont on verra par la suite qu'ils sont des outils
commodes pour prouver qu'un système de vote donné véri�e CMInf (et qu'il est,
par conséquent, concerné par le théorème faible de condorci�cation 2.9).

Avant de passer aux critères proprement dits, dé�nissons la notion de favori
majoritaire.

Dé�nition 3.1 (favori majoritaire)
Pour une con�guration ω ∈ Ω et un candidat c ∈ C, on dit que c est un favori

majoritaire dans ω ssi une majorité stricte d'électeurs préfère strictement c à tout
autre candidat : |∀d ∈ C \ {c}, c PPv d| > V

2 . Quand les préférences sont des
ordres stricts (faibles ou totaux), cela signi�e, simplement, que plus de la moitié
des électeurs placent c en première position dans leur ordre de préférence, sans
égalité avec d'autres candidats.

Si c est favori majoritaire, alors il est immédiat que c est un vainqueur de
Condorcet résistant.

Dé�nition 3.2 (critères majoritaires)
On dit que f véri�e le critère du favori majoritaire (FavMaj) ssi, pour toute

con�guration ω ∈ Ω et pour tout candidat c ∈ C, si c est favori majoritaire dans
ω, alors f(ω) = c.

On dit que f véri�e le critère du bulletin majoritaire (BulMaj) ssi, pour
tout candidat c, il existe une assignation de bulletins aux électeurs véri�ant la
propriété suivante : si elle est respectée par une majorité stricte d'électeurs, alors
c est élu. Formellement, cette condition s'écrit : ∀c ∈ C,∃ψc ∈ Ω t.q. ∀ω ∈
Ω,
[
|ωv = ψcv| > V

2 ⇒ f(ω) = c
]
.

On dit que f véri�e le critère de la coalition majoritaire ignorante (CMIgn)
ssi toute coalition majoritaire peut décider du résultat, quoi que fassent les autres
électeurs. Formellement, ∀M ∈ P(V), si card(M) > V

2 alors : ∀c ∈ C,∃ωM ∈ ΩM
t.q. ∀ωV\M ∈ ΩV\M , f(ωM , ωV\M ) = c.

Comme pour CMInf , Cond ou rCond, chaque notation FavMaj, BulMaj
ou CMIgn désigne indi�éremment le critère lui-même ou l'ensemble des SVBE
(sur Ω) qui le véri�ent.

Il est assez facile d'étendre les critères majoritaires aux systèmes de vote gé-
néraux dé�nis en section 1.4. Dans ce cas, il apparaît que CMInf , CMIgn et
BulMaj sont des propriétés du mode de scrutin : ces critères décrivent le pou-
voir que la règle de dépouillement alloue à une majorité stricte d'électeurs. En
revanche, FavMaj, rCond et Cond sont des propriétés du système de vote : elles
relient les préférences des électeurs et le résultat sincère du vote. Pour ces der-
niers critères, il est donc nécessaire d'expliciter l'espace électoral et les fonctions
de sincérité.
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Dans un espace électoral anonyme (section 1.2.2), on peut également dé�nir le
critère du bulletin majoritaire unisson (BulMajUni) par la propriété suivante :
pour tout candidat c, il existe un bulletin ψc0 (appartenant à un Ωv quelconque,
puisqu'ils sont tous identiques) tel que, s'il est utilisé par une majorité stricte
d'électeurs, c est élu. Nous avons choisi de ne pas inclure cette notion dans le
diagramme d'inclusion de la �gure 3.1 car elle n'est pas dé�nie dans tous les
espaces électoraux.

La dé�nition plus générale de BulMaj évite d'avoir besoin de supposer que
l'espace électoral est anonyme. Cette formulation permet aussi d'appliquer ce
critère à des modes de scrutin non anonymes (même si l'espace électoral l'est) :
on peut, en e�et, donner une consigne di�érente à chaque électeur ; tout ce que
le critère exige, c'est qu'en cas de respect de la consigne par une majorité stricte
d'électeurs, le candidat c désiré soit élu. Dans le cas d'un système de vote général
(section 1.4), cette formulation présente, en outre, l'avantage qu'elle est stable par
isomorphisme de mode de scrutin, au sens suivant : si on change les étiquettes
des bulletins en adaptant la règle de dépouillement en conséquence, cela n'a pas
d'impact sur le fait que ce critère soit véri�é ou non.

Le critère CMIgn est très semblable à CMInf (dé�nition 2.1) : la seule dif-
férence réside dans l'échange des quanti�cateurs �∃ωM ∈ ΩM � et � ∀ωV\M ∈
ΩV\M �. En pratique, si les quanti�cateurs sont dans cet ordre, qui est celui de
CMIgn, la manipulation est plus di�cile car les manipulateurs votent d'abord
et les autres électeurs peuvent riposter ; dans l'ordre inverse qui est celui de
CMInf , les bulletins des électeurs sincères sont connus d'abord et les manipula-
teurs peuvent choisir leur vote en fonction de ceux-ci. Le critère CMIgn est donc
plus exigeant que CMInf .

3.2 Implications entre les critères majoritaires

La proposition suivante établit une hiérarchie entre les six critères majori-
taires que nous avons rencontrés. Nous les présentons sous forme d'inclusion a�n
d'établir le lien avec le diagramme 3.1 mais il est équivalent de les formuler en
termes d'implications. Par exemple, l'inclusion Cond ⊆ rCond est une autre
façon d'énoncer pour tout SVBE f , on a : f ∈ Cond⇒ f ∈ rCond.

Proposition 3.3
On a les inclusions suivantes.

1. Cond ⊆ rCond ⊆ FavMaj.

2. BulMaj ⊆ CMIgn ⊆ CMInf .

Si l'espace électoral autorise tout candidat comme préféré (ce qui est une hy-
pothèse courante, cf. dé�nition 1.10), alors on a également FavMaj ⊆ BulMaj.
Sous cette hypothèse, on a donc :

Cond ⊆ rCond ⊆ FavMaj ⊆ BulMaj ⊆ CMIgn ⊆ CMInf .

Toutes les inclusions sont strictes en général, c'est-à-dire que les implications
réciproques sont toutes fausses.

Démonstration. Cond ⊆ rCond ⊆ FavMaj : cette chaîne d'inclusions découle
immédiatement du fait qu'un favori majoritaire est un vainqueur de Condorcet
résistant et qu'un vainqueur de Condorcet résistant est un vainqueur de Condor-
cet.
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BulMaj ⊆ CMIgn : pour tout candidat c, BulMaj assure l'existence d'une
assignation de bulletins ψc qui permet d'élire c si elle est utilisée par une majorité
stricte d'électeurs. Si une coalition strictement majoritaire souhaite faire élire c,
il leur su�t d'utiliser ces bulletins pour que c soit élu, quelle que soit la réaction
des autres électeurs. Donc le système utilisé véri�e CMIgn.

CMIgn ⊆ CMInf : cette inclusion découle immédiatement de la remarque
que nous avons faite sur l'ordre des quanti�cateurs dans les dé�nitions de ces
critères.

FavMaj ⊆ BulMaj : considérons une assignation de bulletins où chaque
électeur a�rme strictement préférer un certain candidat c à tout autre candidat, ce
qui est possible puisque l'espace électoral autorise tout candidat comme favori. Si
le système considéré respecte FavMaj, il su�t qu'une majorité stricte d'électeurs
respecte cette assignation pour que c soit élu. Donc le système considéré véri�e
BulMaj.

Le fait que les réciproques soient fausses découlera de l'étude des modes de
scrutin classiques que nous ferons en section 3.4. On peut déjà avoir un aperçu
des contre-exemples de chaque inclusion réciproque en consultant le diagramme
d'inclusion de la �gure 3.1.

Dans un espace électoral anonyme, il est clair qu'on a également
BulMajUni ⊆ BulMaj. Si, en outre, l'espace électoral autorise tout candidat
comme favori, alors on a aussi FavMaj ⊆ BulMajUni.

3.3 Lien avec les équilibres de Nash forts (ENF)

Comme le remarque Gibbard (1973), la donnée d'un mode de scrutin et d'une
con�guration de préférence ω pour les électeurs dé�nit un jeu, au sens habituel de
la théorie des jeux : chaque joueur-électeur dispose d'un ensemble de stratégies,
d'objectifs bien déterminés et il existe une règle qui permet de décider le résultat
en fonction des stratégies des joueurs. Il est donc immédiat d'adapter la notion
classique d'équilibre de Nash fort dans ce cadre.

On pourra d'ailleurs remarquer qu'en utilisant le formalisme des systèmes de
vote généraux (section 1.4), tout jeu peut être exprimé sous forme d'un mode de
scrutin et d'un état de préférence des électeurs. C'est ce qui amène Gibbard à
appeler un mode de scrutin (au sens de la dé�nition 1.18) un game form : il s'agit
d'un proto-jeu qui dé�nit une procédure à suivre et auquel il ne manque que la
donnée des préférences des joueurs sur les issues possibles du jeu.

Dé�nition 3.4 (équilibre de Nash fort)
Soit f un SVBE et (ω, ψ) ∈ Ω2.
On dit que ψ est un équilibre de Nash fort (ENF) pour les préférences ω dans

le système f ssi ψ est un équilibre de Nash fort pour le jeu dé�ni par (f, ω).
C'est-à-dire qu'il n'existe pas de con�guration φ telle que :{

f(φ) 6= f(ψ),

∀v ∈ Sincω(f(ψ)→ f(φ)), φv = ψv.

Dans le cas d'un système de vote général, en utilisant les notations de la sec-
tion 1.4, on adapterait la dé�nition en disant qu'un vecteur S = (S1, . . . , SV ) de
stratégies des électeurs (c'est-à-dire de bulletins) est un ENF pour une con�gura-
tion de préférence ω. Comme nous l'avons déjà remarqué, le fait qu'une con�gu-
ration ω soit non-manipulable signi�e simplement que le vote sincère s(ω) est un
ENF pour ω.
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Pour un SVBE, le formalisme est simpli�é puisque les notions de bulletin auto-
risé et d'état de préférence possible sont confondues. Le fait qu'une con�guration
ω soit non-manipulable signi�e alors que la con�guration ω (vue comme la donnée
des bulletins) est un ENF pour ω (vue comme les préférences des électeurs).

Comme nous l'évoquions en introduisant ce chapitre, Brill et Conitzer (2015)
ont montré que, dans un système qui véri�e CMInf , si une con�guration est
Condorcet, alors seul le vainqueur de Condorcet peut être le vainqueur d'un ENF.
Ce résultat suggère un lien profond entre certains critères majoritaires, non seule-
ment avec la manipulabilité, mais avec la notion d'ENF en général. À la suite
de la lecture de cet article et d'enrichissants échanges autour d'une boisson pro-
bablement sans alcool avec Markus Brill, que nous remercions ici, nous avons
examiné quelques question liées à cette problématique. Nous avons donc dé�ni les
quatre critères d'équilibre suivants et nous avons étudié leur lien avec les critères
majoritaires.

Dé�nition 3.5 (critères d'équilibre)
On dit que f véri�e le critère de restriction des ENF possibles aux candidats

Condorcet-admissibles (RENFA) ssi pour tout (ω, ψ) ∈ Ω2 : si ψ est un ENF
pour les préférences ω, alors f(ψ) est Condorcet-admissible en ω.

On dit que f véri�e le critère de restriction des ENF possibles aux vainqueurs
de Condorcet (RENFC) ssi pour tout (ω, ψ) ∈ Ω2 : si ψ est un ENF pour les
préférences ω, alors f(ψ) est vainqueur de Condorcet en ω.

On dit que f véri�e le critère d'existence d'ENF pour un vainqueur de Condor-
cet (XENFC) ssi ∀(ω, c) ∈ Ω×C : si c est vainqueur de Condorcet dans ω, alors
il existe ψ qui est un ENF pour ω et tel que f(ψ) = c.

On dit que f véri�e le critère d'existence d'ENF pour un candidat Condorcet-
admissible (XENFA) ssi ∀(ω, c) ∈ Ω× C : si c est Condorcet-admissible dans ω,
alors il existe ψ qui un ENF pour ω et tel que f(ψ) = c.

Comme nous le remarquions en introduction de ce chapitre, le critère RENFC
peut être vu comme un critère d'unicité, non pas de l'ENF, mais du candidat
vainqueur dans un ENF. Dans un espace électoral où il existe au moins une
con�guration semi-admissible (c'est-à-dire s'il est possible d'avoir un candidat
Condorcet-admissible qui n'est pas vainqueur de Condorcet, comme dans l'espace
électoral des ordres stricts totaux avec un nombre pair d'électeurs), le critère
RENFA en est une version a�aiblie, dont nous verrons qu'elle est véri�ée par la
plupart des systèmes de vote usuels. S'il n'y a pas de con�guration semi-Condorcet
(par exemple dans l'espace électoral des ordres stricts totaux avec un nombre
impair d'électeurs), les deux notions sont équivalentes. De même, dans ce cas, les
critères d'existence XENFC et XENFA sont équivalents.

Le critère RENFA implique en particulier le critère de Brill et Conitzer :
quand il est véri�é, si ω est une con�guration Condorcet, alors le vainqueur de
Condorcet est le seul candidat Condorcet-admissible (proposition 1.31) donc il est
le seul vainqueur possible d'un ENF.

À présent, nous étudions les liens entre ces critères d'équilibre et les critères
majoritaires. Nous nous concentrons d'abord sur RENFA et XENFC, dont nous
verrons qu'ils s'intègrent naturellement dans la chaîne d'inclusion de la proposi-
tion 3.3, ce qui justi�e leur position dans le diagramme d'inclusion de la �gure 3.1.

Proposition 3.6
On suppose que l'espace électoral autorise tout candidat comme préféré.
Alors CMInf = RENFA.
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Dans le même esprit, Sertel et Sanver (2004) montrent que dans l'espace élec-
toral des ordres stricts faibles, si un système de vote véri�e FavMaj, alors le
vainqueur d'un ENF est nécessairement un vainqueur de Condorcet faible (ce qui
est équivalent à un candidat Condorcet-admissible dans ce contexte) : autrement
dit, FavMaj ⊆ RENFA. La proposition 3.6 est donc une généralisation de ce
résultat (au sens où elle l'implique). Les auteurs, quant à eux, le généralisent dans
une autre direction en considérant une famille de variantes des critères FavMaj
et RENFA.

Démonstration. Si un système de vote f véri�e CMInf , alors il véri�e RENFA :
en e�et, si le candidat vainqueur d'une con�guration ψ n'est pas Condorcet-
admissible dans ω, alors une majorité stricte d'électeurs préfèrent un autre candi-
dat (au sens de ω) et sont capables de le faire gagner en vertu de CMInf . Donc
ψ ne peut pas être un ENF pour ω.

À présent, considérons un système de vote qui ne véri�e pas CMInf et mon-
trons qu'il ne véri�e pas RENFA. Par dé�nition, il existe un candidat c, une
coalition strictement majoritaire M , une con�guration ψV\M des autres électeurs
tels que quels que soient les bulletins ψM de la coalition, f(ψM , ψV\M ) 6= c.

Considérons l'état ψV\M mentionné ci-dessus (tel que la minorité empêche
l'élection de c) et un état arbitraire ψM de la coalition majoritaire M . Notons
a = f(ψM , ψV\M ), qui est par hypothèse distinct de c.

Considérons à présent le pro�l de préférence ω suivant.

Électeurs de M (majorité) Électeurs de V \M (minorité)

c a

a c

Autres Autres

Clairement, c est vainqueur de Condorcet, donc c'est le seul candidat Condorcet-
admissible.

Si les bulletins sont ψ, alors le candidat a est vainqueur par hypothèse. Les
seules déviations possibles proviennent des électeurs de M , et leur seul souhait
est de faire gagner c, mais c'est impossible. Par conséquent, ψ est un ENF pour ω
dont le vainqueur n'est pas Condorcet-admissible en ω. Ainsi, le système de vote
considéré ne véri�e pas RENFA.

Proposition 3.7
On suppose que les relations binaires de préférence sont antisymétriques.
On a : BulMaj ⊆ XENFC. La réciproque est fausse en général.

Démonstration. Soit f un SVBE qui véri�e BulMaj et ω une con�guration. S'il
existe un vainqueur de Condorcet c en ω, alors considérons la situation ψc dont
l'existence est garantie par BulMaj : si une majorité d'électeurs respecte cette
assignation de bulletins, alors c est élu. Il est facile de voir que c'est un ENF
pour ω : en e�et, si un sous-ensemble d'électeurs souhaite faire élire un certain
candidat d au lieu de c, alors comme c est vainqueur de Condorcet et comme
les préférences sont antisymétriques, ces électeurs sont strictement minoritaires.
Donc, par dé�nition de ψc, le candidat c reste élu. Ainsi, f véri�e XENFC.

Pour montrer que la réciproque est fausse, considérons l'espace électoral des
ordres stricts totaux pour V = 3 électeurs et C = 3 candidats. Nous allons dé�nir
un système de vote que nous appelons le jeu de coordination étrange et montrer
qu'il véri�e XENFC mais pas BulMaj.
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Voici la règle utilisée.

1. S'il existe au moins un doubleton d'électeurs dont les deux membres
mettent le même candidat en tête de bulletin mais leurs deux derniers
candidats dans des ordres di�érents, alors leur candidat préféré est élu.

2. Dans tous les autres cas, le doyen (c'est-à-dire un candidat �xé à l'avance)
est élu.

Ainsi, si deux électeurs souhaitent faire élire un candidat c qui n'est pas le doyen,
il doivent se coordonner habilement pour placer c en tête et surtout pour s'assurer
que leurs bulletins ne sont pas identiques.

Montrons que ce système véri�e XENFC. Considérons une con�guration ω
Condorcet. Comme V = 3 et C = 3, un vainqueur de Condorcet est forcément le
favori d'au moins un électeur (sinon un autre candidat est au moins deux fois en
tête de bulletin donc il est favori majoritaire et a fortiori vainqueur de Condorcet).

Si le vainqueur de Condorcet est favori d'au moins deux électeurs, alors il leur
su�t de désynchroniser le bas de leurs bulletins pour qu'il soit élu, et la situation
est alors un ENF : ils sont parfaitement satisfaits, et si ce n'est pas le cas du
troisième électeur, celui-ci n'y peut rien.

Si le vainqueur de Condorcet est favori d'un électeur exactement, alors il est
facile de montrer qu'à permutation près des électeurs et des candidats, on est dans
un pro�l de préférence ω du type suivant.

c a b

Autres c c

b a

Le candidat c est vainqueur de Condorcet. Quitte à échanger les rôles de a et b et
ceux des deux derniers électeurs, on peut supposer que le doyen n'est pas b : c'est
donc c ou a.

Considérons alors le pro�l ψ suivant.

c a c

a c b

b b a

Le candidat c est vainqueur et c'est un ENF pour ω : en e�et, le second électeur
ne peut pas changer le résultat et le troisième électeur ne peut pas faire gagner b
(il ne peut béné�cier ni de la règle 1 car b ne peut devenir favori majoritaire, ni
de la règle 2 car b n'est pas doyen). Ainsi, le jeu de coordination étrange véri�e
XENFC.

À présent, prouvons qu'il ne véri�e pas BulMaj. Considérons un candidat c
distinct du doyen et essayons de concevoir une assignation des bulletins ψc qui
assure une victoire de c dès qu'elle est respectée par une majorité stricte d'élec-
teurs. Pour chaque paire d'électeurs, il faut exactement un bulletin c � a � b
et un bulletin c � b � a, ce qui est impossible : en e�et, on ne s'autorise que
deux bulletins di�érents pour trois électeurs, donc il existe deux électeurs qui
ont le même bulletin. Si ces deux électeurs utilisent ce bulletin identique, il su�t
à l'autre électeur de ne pas placer c en tête pour que le doyen soit élu, ce qui
contredit la dé�nition de ψc. Ainsi, le jeu de coordination étrange ne véri�e pas
BulMaj.

Proposition 3.8
On suppose que l'espace électoral autorise tout candidat comme préféré.
Alors XENFC ⊆ CMIgn. La réciproque est fausse en général.
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Démonstration. Considérons un système de vote qui ne véri�e pas CMIgn. Par
dé�nition, il existe un candidat c et une coalition strictement majoritaire M tels
que pour tout allocation ψM de bulletins pour la coalition, il existe une réponse
ψV\M des autres électeurs telle que f(ψM , ψV\M ) 6= c.

Considérons un pro�l de préférence ω du type suivant.

Électeurs de M (majorité) Électeurs de V \M (minorité)

c Autres

Autres c

Clairement, c est vainqueur de Condorcet.
Dans un état ψ qui est un ENF pour ω, il est impossible que c soit vainqueur :

en e�et, les membres de V \M peuvent empêcher une victoire de c et ils sont
intéressés quel que soit le nouveau résultat. Ainsi, le système de vote ne véri�e
pas XENFC, ce qui prouve l'inclusion XENFC ⊆ CMIgn par contraposition.

A�n de prouver que la réciproque est fausse, nous allons dé�nir un système de
vote que nous appelons le jeu de la trahison et montrer qu'il véri�e CMIgn mais
pas XENFC. Nous allons utiliser un système de vote non ordinal a�n de mieux
révéler l'intuition sous-jacente, puis nous montrerons qu'avec un peu d'e�ort, on
peut adapter ce contre-exemple à système ordinal.

Voici la règle utilisée : chaque électeur v produit un bulletin du type (Mv, cv) ∈
P(V) × C : il annonce une coalition, c'est-à-dire un ensemble d'électeurs, et l'in-
dice d'un candidat. A�n de se �xer les idées, on peut interpréter Mv comme
l'ensemble des électeurs que v considère comme ses � amis �. On pourrait exiger
que la coalition Mv contienne obligatoirement v lui-même, mais cette hypothèse
supplémentaire n'a aucune incidence sur notre démonstration. À présent, voici
comment on détermine le candidat vainqueur.

1. S'il existe une coalition strictement majoritaire M et un candidat c tels
que chaque électeur de M produit le bulletin (M, c), alors c est élu (il n'y
a pas d'ambiguïté car une telle coalition est nécessairement unique).

2. Dans tous les autres cas, le résultat est
∑
v∈V cv, ramené modulo C à

l'intervalle J1, CK.

Clairement, ce mode de scrutin véri�e CMIgn : en e�et, si une coalition
strictement majoritaire M souhaite faire élire un candidat c, il leur su�t de se
coordonner pour annoncer le bulletin (M, c), ce qui garantit l'élection de c, quels
que soient les bulletins des autres électeurs.

A�n de montrer que le jeu de la trahison ne véri�e pas XENFC, considérons
le pro�l de préférence suivant, où le candidat c est vainqueur de Condorcet.

c a b

a c c

b b a

Peut-il y avoir un ENF où c est élu ? Si c est élu en vertu de la règle 1, alors le
deuxième électeur, le troisième électeur ou les deux participent nécessairement à la
coalitionM puisque celle-ci est supposée majoritaire. N'importe lequel d'entre eux
peut alors trahir la coalition M en nommant la coalition constituée de lui-même
et faire gagner a ou b en choisissant le modulo adéquat.

L'autre possibilité est que c soit élu en vertu de la règle 2. Alors le deuxième
électeur peut nommer la coalition constituée de lui-même et faire gagner a en
choisissant le modulo adéquat.
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Par conséquent, il n'y a pas d'ENF où c est élu 3, ce qui prouve que le jeu de
la trahison ne véri�e pas XENFC.

Si l'on souhaite avoir un exemple purement ordinal, il su�t de considérer
des candidats supplémentaires d1, . . . , d4 et de coder la coalition M par l'ordre
donné sur les quatre derniers candidats d'un bulletin (4 candidats fournissent une
expressivité su�sante car 4! = 24 > 23 = 8), selon un procédé similaire à celui
utilisé dans la section 2.8 pour construire un système Condorcet très manipulable.
On considère alors une variante du pro�l de préférence ci-dessus où les candidats
d1, . . . , d4 sont placés en dernier chez tous les électeurs et on montre de la même
façon qu'il n'existe pas d'ENF où c est élu.

Jusqu'à présent, nous nous sommes concentrés sur les critères RENFA et
XENFC et nous avons démontré leur positionnement dans le diagramme d'in-
clusion de la �gure 3.1. Les critères RENFC et XENFA en sont manifeste-
ment des renforcements respectifs, au sens où on a RENFC ⊆ RENFA et
XENFA ⊆ XENFC. Si l'espace électoral ne contient aucune con�guration semi-
Condorcet (par exemple l'espace électoral des ordres stricts totaux avec un nombre
impair d'électeurs), alors il est immédiat que ces inclusions sont des égalités :
RENFC = RENFA et XENFA = XENFC.

Pour tous les critères à l'intérieur de la zone RENFA (resp. XENFC), en par-
ticulier Cond, il existe donc des SVBE qui véri�ent également RENFC (resp.
XENFA) : en e�et, il su�t de considérer un espace électoral sans con�gura-
tion semi-Condorcet. Dans ce cas, tout système véri�ant un critère plus fort que
RENFA (resp. XENFC) véri�e également RENFC (resp. XENFA) puisque
les notions sont équivalentes.

D'un autre côté, pour tous les critères à l'intérieur de la zone RENFA (resp.
XENFC), en particulier Cond, il existe également des SVBE qui ne véri�ent
pas RENFC (resp. XENFA). En e�et, considérons l'espace électoral des ordres
stricts totaux avec un nombre pair d'électeurs et le système de vote Condorcet-
doyen, où le doyen est noté a.

1. Si la moitié des électeurs préfèrent un candidat c distinct du doyen aux
autres candidats et si l'autre moitié préfère tous les autres candidats à c,
alors c est Condorcet-admissible mais il n'y a pas d'ENF où il est élu (il
y a toujours une déviation possible en faveur de a). Donc ce système ne
véri�e pas XENFA.

2. Si la moitié des électeurs préfèrent le doyen a aux autres candidat et si
l'autre moitié place a en dernier dans leur ordre de préférence, alors le
vote sincère est un ENF où a est élu, bien qu'il soit seulement Condorcet-
admissible mais pas vainqueur de Condorcet. Donc ce système ne véri�e
pas RENFC.

Par conséquent, XENFA est inclus dans XENFC mais il n'entretient, en
général, pas de relation d'inclusion simple avec les critères à l'intérieur de la zone
XENFC : par exemple, il peut posséder une intersection non vide avec Cond
mais aussi avec son complémentaire. Il est est de même pour RENFC, qui est
inclus dans RENFA mais qui n'a en général pas de relation d'inclusion simple
avec les autres critères plus forts que RENFA.

Par ailleurs, on pourra remarquer que, dans un espace électoral où il existe au
moins une con�guration semi-Condorcet, les critères XENFA et RENFC sont

3. En fait, dans cette con�guration de préférence, on peut même montrer qu'il n'y a pas
d'ENF du tout.
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incompatibles : en e�et, dans une situation semi-Condorcet, XENFA exige qu'il
existe un ENF où un candidat Condorcet-admissible est élu, mais comme celui-ci
n'est pas vainqueur de Condorcet, ceci contredit RENFC.

Pour toutes ces raisons, il semble que les critères XENFA et RENFC sont
moins � naturels � que leurs versions faibles XENFC et RENFA et nous avons
choisi de ne pas les inclure dans le diagramme de la �gure 3.1 a�n de ne pas
l'alourdir inutilement.

Pour résumer cette section, nous avons étudié � l'unicité � et l'existence d'ENF
en lien avec les notions Condorcet.

Pour � l'unicité � de l'équilibre, nous avons dé�ni le critère RENFC, qui exige
que seul un vainqueur de Condorcet puisse béné�cier d'un ENF. Mais �nalement,
il semble que RENFA soit une propriété plus naturelle que sa version faible
RENFC, au sens où elle est plus souvent véri�ée par les systèmes usuels, ces
notions étant bien sûr équivalentes quand il n'y a pas de con�guration semi-
Condorcet. S'il était assez clair dès la dé�nition que CMInf impliquait RENFA,
nous avons montré qu'en fait, les deux critères sont équivalents.

Nous souhaitions aussi savoir ce qui garantit l'existence d'un ENF quand les
préférences sont Condorcet, c'est-à-dire le critère XENFC. Nous avons vu que ce
critère est plus naturel que sa version forte XENFA. Nous avons déterminé que
BulMaj est su�sant mais pas nécessaire (comme le montre le jeu de coordination
étrange) et que CMIgn est nécessaire mais pas su�sant (comme le montre le jeu
de la trahison).

3.4 Critères majoritaires véri�és par les modes de
scrutin classiques

Nous comprenons mieux, à présent, la position des critères majoritaires et
des critères d'équilibre dans le diagramme d'inclusion de la �gure 3.1. Avant de
proposer une ré�exion sur la motivation et les conséquences de ces critères, nous
allons étudier quels critères sont véri�és par les systèmes de vote usuels. Dans
toute cette section, nous nous placerons à nombre de candidats C �xé mais à
nombre d'électeurs V variable : ainsi, on dira qu'un système de vote 4 véri�e
un certain critère pour une valeur de C donnée s'il le véri�e pour tout nombre
d'électeurs ; et qu'il ne le véri�e pas s'il existe une con�guration qui contredit le
critère mentionné, quel que soit le nombre d'électeurs mentionné.

La motivation de ce choix est double. D'une part, quand on organise une
élection en pratique, on connaît presque toujours le nombre de candidats (au
moins au moment où les bulletins doivent être donnés), alors qu'il est fréquent
qu'on ne connaisse pas à l'avance le nombre d'électeurs. D'autre part, �xer le
nombre d'électeurs peut donner lieu à des questions di�ciles de quanti�cation :
ainsi, il peut arriver qu'un certain système respecte un certain critère pour une
valeur de (V,C) pour des raisons liées à des problèmes de sac à dos, alors qu'il
ne véri�e pas le critère en général pour cette valeur de C (en particulier pour
un nombre d'électeurs su�samment grand). Autrement dit, il est pragmatique
et techniquement plus accessible de laisser varier le nombre d'électeurs. En cela,

4. A�n de respecter une terminologie mathématiquement rigoureuse, nous devrions dire un
méta-système de vote, puisqu'en faisant varier le nombre d'électeurs, nous considérons des sys-
tèmes qui sont dé�nis sur plusieurs espaces électoraux di�érents. Nous éviterons, cependant,
cette coquetterie de langage et nous continuerons à parler de systèmes de vote, même dans ce
cas.
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nous rejoignons, par exemple, l'approche de Smith (1973), qui a étudié certaines
de ces questions pour les RPS avec un nombre d'électeurs variable.

3.4.1 Modes de scrutin cardinaux

Proposition 3.9

1. Le vote par notation, le jugement majoritaire et le vote par assentiment
véri�ent BulMaj.

2. Soit C ≥ 3. Supposons que, pour tout électeur v et pour tout ordre strict
total pv sur les candidats, l'électeur v dispose au moins :
� d'un état ωv tel que Pv(ωv)= pv où il attribue la note maximale à son

candidat préféré et la note minimale aux autres ;
� et d'un état ω′v tel que Pv(ω′v)= pv où il attribue la note maximale à

ses deux candidats préférés et la note minimale aux autres.
Alors ces modes de scrutin ne véri�ent pas FavMaj.

Démonstration. 1. Soit c un candidat. Considérons un bulletin qui consiste à
attribuer la note maximale à c et la note minimale aux autres candidats. Si une
majorité stricte d'électeurs utilisent ce bulletin, alors c est élu. Ainsi, ces modes
de scrutin véri�ent BulMaj. Si on dé�nit ces systèmes de vote raisonnablement
dans un espace électoral anonyme, alors nous venons de démontrer qu'ils véri�ent
même BulMajUni.

2. Considérons la con�guration suivante où les candidats sont notés
c, d1, . . . , dC−1 et où les notes minimale et maximale sont respectivement �xées à
0 et 1 par convention.

2 1

c : 1 d1 : 1

d1 : 1 d2 : 0

d2 : 0
...

... dC−1 : 0

dC−1 : 0 c : 0

Alors le candidat c est favori majoritaire mais c'est d1 qui est élu.

La propriété 2 est également vraie pour C = 2 mais nous avons préféré ne
pas mentionner ce cas dans la proposition car l'hypothèse qui y est faite devient,
alors, assez discutable. En e�et, s'il n'y a que deux candidats et si les relations
binaires de préférence sont des ordres stricts totaux, alors il y a une fonction de
sincérité naturelle puisque chaque électeur dispose d'une stratégie dominante : at-
tribuer la note maximale à son candidat préféré et la note minimale à l'autre. En
utilisant cette fonction de sincérité, ces systèmes de vote cardinaux deviennent
équivalents au vote majoritaire simple (évoqué en introduction) et ils véri�ent
donc trivialement FavMaj (et même Cond). En revanche, dès que C ≥ 3, l'hy-
pothèse de pouvoir sincèrement voter pour son candidat préféré ou pour ses deux
candidats préférés est assez naturelle en pratique et conforme à l'esprit du vote
par assentiment, du vote par notation et du jugement majoritaire.

Dans tout le reste de cette section 3.4 consacrée aux systèmes de vote usuels,
on se place dans l'espace électoral des ordres stricts totaux.

Pour mémoire, on rappelle que Condorcet-dictature, Condorcet-doyen, CSD,
Maximin, PO, VTID et les méthodes de Baldwin, Black (Condorcet-Borda), Co-
peland, Dodgson, Kemeny, Nanson et Schulze véri�ent Cond, ce qui détermine
immédiatement leur place dans le diagramme d'inclusion de la �gure 3.1.
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3.4.2 Uninominal à un ou plusieurs tours

Même si nous reverrons l'uninominal comme un cas particulier de la proposi-
tion 3.13 sur les RPS, VTI comme un cas particulier de la proposition 3.16 sur
les RPSI-ES et VTIM comme un cas particulier de la proposition 3.21 sur les
RPSI-EM, nous allons d'abord étudier ces systèmes de vote à part et pro�ter de
l'occasion pour examiner l'uninominal à deux tours. D'une part, certains de ces
systèmes de vote sont très utilisés en pratique (tous sauf VTIM) et ils présentent,
tous, des similitudes de principe. D'autre part, cela nous permettra de montrer
dans un contexte simple des résultats utiles pour la suite.

Proposition 3.10

1. L'uninominal, l'uninominal à deux tours (U2T ou U2TI), VTI et VTIM
véri�ent FavMaj.

2. Ils véri�ent rCond ssi C ≤ 4.

3. Ils ne véri�ent pas Cond (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).

Pour prouver cette proposition, nous allons exploiter les lemmes suivants.

Lemme 3.11
On se place dans l'espace électoral des ordres stricts totaux et on suppose qu'un

certain candidat c est vainqueur de Condorcet résistant.
Si C ≤ 4, alors le score de c au sens de l'uninominal est strictement le plus

élevé.
Si C ≥ 5, alors le score de c au sens de l'uninominal peut être strictement le

plus faible.

Démonstration. Pour C ≤ 3, un vainqueur de Condorcet résistant est, par dé-
�nition, un favori majoritaire, donc l'a�rmation est évidente. Supposons donc
C = 4. Nommons les candidats c, d1, d2, d3 et notons γ (resp. δ1, δ2, δ3) le nombre
d'électeurs qui ont c (resp. d1, d2, d3) en tête dans leur ordre de préférence. On a
donc le pro�l suivant.

γ δ1 δ2 δ3

c d1 d2 d3

Autres Autres Autres Autres

Comme c est vainqueur de Condorcet résistant, une majorité stricte d'électeurs
le préfère simultanément à d1 et d2. Or on sait qu'au moins δ1 + δ2 électeurs ne
véri�ent pas cette condition. Par conséquent, on a γ + δ3 > δ1 + δ2. Des relations
similaires sont obtenues par permutation des δi.

Supposons qu'un candidat, par exemple d1, possède un score supérieur ou égal
à celui de c au sens de l'uninominal, c'est-à-dire qu'on a δ1 ≥ γ. En combinant
cette relation avec les précédentes, on obtient successivement δ1 + δ2 ≥ γ + δ2 >
δ1 + δ3 ≥ γ + δ3 > δ1 + δ2 : c'est absurde !

Pour C ≥ 5, considérons un pro�l du type suivant.

1 2 2 2 2

c d1 d2 d3 d4

c c c c

Autres Autres Autres Autres Autres

Le candidat c est préféré à tout autre couple d'adversaires par au moins 5 électeurs
sur 9, donc il est vainqueur de Condorcet résistant. Mais son score en uninominal
est strictement le plus faible.
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Lemme 3.12
On se place dans l'espace électoral des ordres stricts totaux et on suppose qu'un

certain candidat c est vainqueur de Condorcet.
Si C ≥ 3, le score de c au sens de l'uninominal peut être strictement le plus

faible.

Démonstration. Cette propriété classique est un cas particulier du lemme de
Smith (1973), qui montre le même résultat non seulement pour l'uninominal mais
pour toutes les RPS. Nous y reviendrons dans le lemme 3.17. Dans l'immédiat, il
su�t, par exemple, de considérer le pro�l suivant.

1 2 2

c d1 d2

c c

Autres Autres Autres

Nous avons, maintenant, tous les éléments pour prouver la proposition 3.10.

Démonstration. 1. Il est clair que l'uninominal, l'uninominal à deux tours et VTI
véri�ent FavMaj.

2. Le lemme 3.11 prouve qu'avec 4 candidats ou moins, un vainqueur de
Condorcet résistant a toujours strictement le meilleur score en uninominal. En
uninominal à deux tours, cela implique qu'il est sélectionné pour le second tour ;
comme il est vainqueur de Condorcet, il en sort vainqueur. En VTI ou en VTIM,
cela implique qu'il a le meilleur score à chaque tour ; en particulier, il remporte
l'élection.

Le lemme 3.11 énonce également qu'avec 5 candidats ou plus, un vainqueur
de Condorcet résistant peut avoir strictement le pire score en uninominal. Donc il
peut perdre en uninominal et être éliminé au premier tour en uninominal à deux
tours, en VTI ou en VTIM.

3. Le lemme 3.12 prouve qu'avec 3 candidats ou plus, un vainqueur de Condor-
cet peut avoir strictement le pire score en uninominal, donc perdre également en
uninominal à deux tours, en VTI ou en VTIM.

3.4.3 Règles positionnelles à score (RPS)

Nous connaissons déjà les critères véri�és par l'uninominal. Généralisons main-
tenant notre investigation aux RPS, qui comprennent notamment la méthode de
Borda et Veto.

Pour étudier les RPS et plus tard les RPS itérées, il sera souvent commode
d'énoncer les résultats en utilisant les moyennes arithmétiques de tous les poids
ou de certains d'entre eux. Nous utiliserons la convention suivante : étant donné
des réels x1, . . . , xn, on note moy(x1, . . . , xn) leur moyenne arithmétique.

Proposition 3.13
Soit f une RPS de vecteur de poids x.

1. Pour que f véri�e CMInf , il est nécessaire que pour tout k ∈ J2, CK, on
ait :

moy(x1, . . . , xk) + moy(xC−k+1, . . . , xC) ≤ x1 + xC .
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2. Pour que f véri�e CMInf , il est su�sant que pour tout k ∈ J2, CK, on
ait :

xk + xC−k+2 ≤ x1 + xC

et qu'au moins j − 1 telles inégalités soient strictes, où j est le plus grand
entier tel que xj = x1.

3. f véri�e CMIgn ssi c'est l'uninominal. Dans ce cas, elle véri�e aussi
FavMaj.

4. f véri�e rCond ssi c'est l'uninominal avec C ≤ 4.

5. f ne véri�e pas Cond (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).

Tout d'abord, remarquons que le cas particulier k = 1 n'est pas mentionné dans
la propriété 1. C'est, en e�et, inutile car la condition énoncée devient x1 + xC ≤
x1 + xC , ce qui est toujours véri�é.

Pour la propriété 2, on considère la somme de xk et xC−k+2, c'est-à-dire qu'on
additionne x2 et xC , ou x3 et xC−1, etc. Le cas particulier k = 1 n'aurait donc
tout simplement pas de sens, puisque le poids xC+1 n'existe pas.

Démonstration. 1. Nous traiterons le cas particulier k = C en dernier. Supposons
qu'il existe k ∈ J2, C − 1K tel que :

moy(x1, . . . , xk) + moy(xC−k+1, . . . , xC) > x1 + xC .

Soit α un entier naturel. Considérons α électeurs sincères qui placent toujours
certains candidats d1, . . . , dk en tête (pas forcément dans le même ordre) et le
candidat c en dernier. Si α+1 électeurs supplémentaires souhaitent faire gagner c,
il est nécessaire que c ait un meilleur score que les candidats d1, . . . , dk. Pour
réaliser cette condition nécessaire, les manipulateurs ne peuvent mieux faire que
mettre c en tête et d1, . . . , dk en bas de bulletin (pas forcément dans le même
ordre). Mais alors, on a :

moy(score(d1), . . . , score(dk))− score(c)

= αmoy(x1, . . . , xk) + (α+ 1) moy(xC−k+1, . . . , xC)− (α+ 1)x1 − αxC

= (α+ 1)

[
α

α+ 1
moy(x1, . . . , xk) + moy(xC−k+1, . . . , xC)− x1 −

α

α+ 1
xC

]
.

Pour α su�samment grand, cette quantité est strictement positive, donc au moins
un candidat di possède un meilleur score que c et celui-ci ne peut pas être élu.
Ainsi, f ne véri�e pas CMInf .

Reste le cas particulier k = C. Supposons que f véri�e CMInf . Nous savons,
à présent, qu'elle véri�e alors la condition énoncée pour k = C − 1, qu'on peut
reformuler ainsi :

x1 + 2x2 + . . .+ 2xC−1 + xC ≤ (C − 1)(x1 + xC).

En ajoutant l'inégalité triviale x1+xC ≤ x1+xC , on obtient 2
∑
i xi ≤ C(x1+xC),

ce qui prouve que la condition énoncée est également véri�ée pour k = C.
On remarque au passage que, pour prouver qu'un système de vote véri�e

l'ensemble des conditions nécessaires mentionnées, il n'est pas nécessaire de tester
le cas particulier k = C qui découle directement de la condition pour k = C − 1.
En revanche, pour montrer qu'un système ne véri�e pas CMInf , il peut être
commode de tester d'abord la condition pour k = C si celle-ci s'avère non véri�ée.

2. Montrons qu'avec les conditions énoncées, f véri�e CMInf . S'il y a α élec-
teurs sincères et β manipulateurs en faveur d'un certain candidat c, avec β > α,
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distinguons deux sous-groupes parmi les β manipulateurs : les α premiers d'entre
eux sont chargés de donner à c un score supérieur ou égal à ceux des autres candi-
dats et les β − α manipulateurs restants vont permettre de rendre cette inégalité
stricte.

Les α premiers manipulateurs se mettent en bijection avec les électeurs sincères
et chacun utilise, comme bulletin, l'ordre inverse de son alter ego, tout en faisant
remonter c en première position. Les inégalités supposées par hypothèse assurent
alors que les candidats adverses ont au plus le score de c et qu'au moins j − 1
d'entre eux ont un score strictement inférieur.

Quand on ajoute un manipulateur supplémentaire, il peut donner x1 points
à c et à ces j − 1 candidats et strictement moins aux autres, donc le candidat c
possède strictement le meilleur score. Si β − α > 1, les manipulateurs restants
n'ont qu'à mettre c en tête pour maintenir l'inégalité stricte.

3. Montrons que la seule RPS qui véri�e CMIgn est l'uninominal. Quitte
à translater les poids par une constante et à les multiplier par une constante
strictement positive, on peut supposer x1 = 1 et xC = 0.

Considérons V
2 + ε électeurs qui souhaitent faire gagner c et V

2 − ε électeurs
qui votent ensuite et dont le seul but est de les en empêcher, avec ε > 0. Pour
faire élire c, ses partisans ont intérêt à le mettre en tête, et les autres ont intérêt
à le mettre en dernier. On a, ainsi, score(c) = V

2 + ε.
Chaque partisan de c distribue au moins x2 points aux candidats adversaires

de c, donc au moins x2

C−1 points en moyenne à chacun d'entre eux. Parmi ces
candidats, soit d celui qui reçoit le plus de points des partisans de c. Pour empêcher
la victoire de c, les électeurs opposants ont intérêt à mettre d en tête de bulletin.
On a alors :

score(d) ≥
(
V

2
+ ε

)
x2

C − 1
+

(
V

2
− ε
)
.

Pour que f véri�e CMIgn, il faut que même pour ε négligeable devant V , on
ait score(d) < score(c). Par passage à la limite ε → 0, on obtient après simpli-
�cation x2 ≤ 0, donc x2 = . . . = xC = 0 (car les poids sont toujours supposés
décroissants, cf. dé�nition 1.33). Ainsi, f est l'uninominal.

Réciproquement, l'uninominal véri�e CMIgn et même FavMaj (proposi-
tion 3.10).

4. Pour que f véri�e rCond, il est nécessaire qu'elle véri�e FavMaj donc,
d'après le point précédent, qu'il s'agisse de l'uninominal. Or on sait (proposi-
tion 3.10) que l'uninominal véri�e rCond ssi C ≤ 4.

5. En�n, c'est une propriété classique que f ne véri�e pas Cond (sauf si C ≤ 2).
Une preuve possible est la suivante. Pour que f véri�e Cond, elle doit véri�er
FavMaj, donc f est nécessairement l'uninominal. Or on sait (proposition 3.10)
que l'uninominal ne véri�e par Cond (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).

Le fait que la seule RPS véri�ant FavMaj soit l'uninominal est déjà prouvé
par Lepelley et Merlin (1998). Le point 3 montre qu'en fait, c'est la seule RPS
qui véri�e le critère CMIgn (a priori moins exigeant).

A�n de compléter la proposition 3.13 sur les RPS, l'idéal serait de trouver une
condition nécessaire et su�sante pour qu'une RPS véri�e CMInf . D'après nos
recherches en cours sur le sujet, nous conjecturons qu'il est possible de trouver une
condition su�sante dont la forme se rapproche de celle de la condition nécessaire
que nous avons donnée. Cette question est laissée ouverte pour des travaux futurs.

De la proposition 3.13, on déduit immédiatement les deux corollaires suivants
pour la méthode de Borda et pour Veto.
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Corollaire 3.14

1. La méthode de Borda véri�e CMInf .

2. Elle ne véri�e pas CMIgn (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).

Corollaire 3.15
Veto ne véri�e pas CMInf (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).

Dans les deux cas, il est possible de prouver le résultat directement, sans
recourir à la proposition 3.13. Pour Veto, on peut ainsi donner une preuve directe
particulièrement concise. Soit C ≥ 3 et V = 7. Supposons que 3 électeurs sincères
votent contre le candidat c. Alors c a plus de vetos que la moyenne (qui est V

C ),
donc il ne peut pas être élu, quels que soient les bulletins des 4 autres électeurs
(malgré le fait que ceux-ci forment une majorité stricte).

3.4.4 RPS itérées à élimination simple

Nous avons déjà étudié le cas de VTI dans la proposition 3.10. Nous allons,
à présent, généraliser ce résultat aux RPSI-ES, qui comprennent notamment les
méthodes de Baldwin et Coombs.

Proposition 3.16
Soit f une RPSI-ES, de vecteurs de poids (xk)k≤C .

1. f véri�e BulMajUni.

2. f véri�e FavMaj ssi pour tout k ∈ J3, CK :

moy(xk1 , x
k
k) ≥ moy(xk1 , . . . , x

k
k).

Si cette condition est véri�ée et si C ≤ 4, alors f véri�e aussi rCond.

3. f véri�e Cond ssi c'est la méthode de Baldwin.

La condition énoncée pour qu'une RPSI-ES véri�e FavMaj est prouvée par
Lepelley et Merlin (1998). La condition pour véri�er Cond est due à Smith (1973).
Nous allons tout de même en mentionner une esquisse de démonstration a�n de
donner une vue d'ensemble de la proposition 3.16.

Pour prouver ces résultats et, plus tard, pour étudier les RPSI-EM, nous uti-
liserons plusieurs fois le lemme suivant.

Lemme 3.17 (Smith)
Soit f une RPS (pour C �xé et V variable).
Si f est la méthode de Borda, alors un vainqueur de Condorcet a nécessaire-

ment un score strictement supérieur au score moyen.
Sinon, un vainqueur de Condorcet peut avoir un score qui est strictement le

plus faible.

La première a�rmation ci-dessus est indiquée pour mémoire : elle découle du
fait que le score de Borda d'un candidat est la somme des scores de sa ligne dans
la matrice des duels. La seconde est due à Smith (1973).

Le lemme suivant montre un résultat du même type pour le favori majoritaire.

Lemme 3.18
Soit f une RPS de vecteur de poids x (avec C ≥ 2).
Considérons la condition suivante :

moy(x1, xC) ≥ moy(x1, . . . , xC).
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Si elle est véri�ée, alors un favori majoritaire a nécessairement un score stric-
tement supérieur au score moyen.

Dans le cas contraire, un favori majoritaire peut avoir un score qui est stric-
tement le plus faible.

Démonstration. Le score minimal qu'un favori majoritaire c peut atteindre est
V
2 (x1 + xC) + ε(x1 − xC), où ε > 0 peut être rendu négligeable devant V . Et le
score moyen est V moy(x1, . . . , xC). Pour que le score de c soit toujours strictement
supérieur au score moyen, il faut et il su�t que 1

2 (x1 + xC) ≥ moy(x1, . . . , xC).
Si la condition n'est pas véri�ée, remarquons qu'il est possible que le score d'un

favori majoritaire c soit non seulement inférieur ou égal, mais même strictement
inférieur au score moyen (en prenant ε su�samment petit). Considérons un tel
pro�l. Quitte à en réaliser C − 1 copies par permutation circulaire des autres
candidats et à joindre les pro�ls obtenus, les adversaires ont tous le même score,
alors que c a un score inférieur à la moyenne : il a donc strictement le moins bon
score. Or, c est toujours favori majoritaire dans le pro�l obtenu.

En�n, pour C ≤ 4, le lemme suivant montre que la même condition permet
d'avoir un résultat similaire pour un vainqueur de Condorcet résistant.

Lemme 3.19
Soit f une RPS de vecteur de poids x.
Considérons la condition suivante :

moy(x1, xC) ≥ moy(x1, . . . , xC).

Si elle est véri�ée et si C ≤ 4, alors un vainqueur de Condorcet résistant a
nécessairement un score strictement supérieur au score moyen.

Si elle n'est pas véri�ée (quel que soit C), alors un vainqueur de Condorcet
résistant peut avoir un score qui est strictement le plus faible 5.

Démonstration. La deuxième a�rmation est la plus facile : si la condition n'est
pas véri�ée, alors d'après le lemme 3.18, un favori majoritaire (qui est en parti-
culier vainqueur de Condorcet résistant) peut avoir un score qui est strictement
le plus faible. Quant à la première a�rmation, si C ≤ 3, elle découle également
du lemme 3.18 car les notions de favori majoritaire et de vainqueur de Condorcet
résistant sont alors équivalentes.

Il nous reste à prouver la première a�rmation pour C = 4. Quitte à sous-
traire x4 de chaque composante du vecteur de poids, on peut supposer x4 = 0.
Traduisons la condition véri�ée par hypothèse :

x1 + x2 + x3 + 0

4
≤ x1 + 0

2
,

c'est-à-dire x2 + x3 ≤ x1.
Pour v un électeur et {d, e} un doubleton de candidats distincts, on dit que

(v, {d, e}) rapporte une suprématie à c ssi v place simultanément c devant d et e.
Pour être vainqueur de Condorcet résistant, il est nécessaire d'avoir strictement
plus de 3

2V suprématies, puisqu'il faut une majorité absolue contre chaque dou-
bleton d'adversaires.

Si un électeur place c en tête, cela rapporte trois suprématies à c : une sur
le doubleton d'adversaires {d1, d2}, une sur {d1, d3} et une sur {d2, d3}. Si un
électeur place c en deuxième position, cela lui rapporte une seule suprématie,

5. Pour que la condition ne soit pas véri�ée, on pourra remarquer qu'il est nécessaire d'avoir
C ≥ 3.
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contre les deux candidats moins bien placés que lui. Si un électeur place c en
troisième ou quatrième position, cela ne lui rapporte aucune suprématie. Ainsi, le
� prix unitaire � d'une suprématie (en points de score marqués) est 1

3x1 quand c
est en première position et x2 quand c est en seconde position.

Cas 1 Supposons 1
3x1 ≤ x2. Alors, pour être vainqueur de Condorcet résistant

en marquant le moins de points possible, l'optimum est d'être en première position
pour une majorité stricte d'électeurs (jamais en deuxième position) ; autrement
dit, d'être vainqueur majoritaire. Donc, d'après le lemme 3.18, le score de c est
strictement supérieur au score moyen.

Cas 2 Supposons x2 <
1
3x1. À présent, pour être vainqueur de Condorcet résis-

tant en marquant le moins de points possibles, l'optimum est d'être en deuxième
position aussi souvent que possible. Cependant, être toujours deuxième ne su�t
pas, car cela ne donne que V suprématies (et non les 3

2V suprématies nécessaires).
Pour avoir assez de suprématies, il est donc nécessaire d'être en première position
chez V

4 + ε électeurs, pour un certain ε > 0. Avec cette notation, il faut être en
deuxième position chez au moins 3V

4 − 3ε électeurs (il reste donc, d'ailleurs, 2ε
électeurs qui peuvent faire n'importe quoi dans leur coin). On a alors, en notant
moy(score) le score moyen de tous les candidats :

score (c)−moy(score) ≥ V

4
x1 +

3V

4
x2 + ε (x1 − 3x2)− V moy(x1, . . . , x4)

≥ V

4
x2 +

V

4
(x2 − x3) + ε (x1 − 3x2) .

Or les deux premiers termes sont positifs par dé�nition d'une RPS et le dernier
est strictement positif par hypothèse. Donc c a un score strictement supérieur au
score moyen.

La première a�rmation du lemme 3.19 n'est pas généralisable au cas C ≥
5 : dans ce cas, un vainqueur de Condorcet résistant peut même avoir un score
strictement inférieur au score moyen. En e�et, considérons l'uninominal : x =
(1, 0, . . . , 0). La condition moy(x1, xC) ≥ moy(x1, . . . , xC) est alors clairement
véri�ée. Cependant, nous avons déjà montré dans le lemme 3.11 qu'un vainqueur
de Condorcet résistant peut avoir un score en uninominal qui est strictement le
plus faible.

Nous disposons à présent de tous les éléments pour prouver la proposition 3.16
sur les RPSI-ES.

Démonstration. 1. Montrons que f véri�e BulMajUni. Si une coalition majo-
ritaire souhaite faire gagner le candidat c, il leur su�t de placer c en tête de
bulletin et tous les autres candidats dans un même ordre arbitraire. Au tour de
dépouillement où il reste k candidats en lice, notons dk le candidat placé dernier
par ces partisans de c. Même si tous autres les électeurs placent dk en premier et
c en dernier sur leurs bulletins, on a scorek(c) > V

2 (xk1 + xkk) > scorek(dk), donc
c ne peut pas être éliminé. Il est donc vainqueur de l'élection.

2. Du lemme 3.18, il découle immédiatement que f véri�e FavMaj ssi pour
tout k ∈ J3, CK, moy(xk1 , x

k
k) ≥ moy(xk1 , . . . , x

k
k). Si cette condition est véri�ée et

si C ≤ 4, le lemme 3.19 nous apprend qu'un vainqueur de Condorcet résistant ne
peut pas être éliminé, donc f véri�e rCond.

3. Le fait que la seule RPSI-ES qui véri�e Cond soit la méthode de Baldwin
est dû à Smith (1973) : c'est une conséquence directe du lemme 3.17.
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A�n de compléter la proposition 3.16 sur les RPSI-ES, il reste donc à trouver
un critère général pour rCond, mais il nous semble compromis d'obtenir une
relation simple valide pour tout nombre de candidats. On entrevoit le problème
dans la démonstration du lemme 3.19 : plus il y a de candidats, plus il y a de façons
possibles de gagner des suprématies. En fonction des valeurs des poids, il peut être
plus économique (en score) d'être souvent placé en première position, en deuxième,
etc. De plus, s'il est plus économique d'être souvent en k-ième position pour un
certain k > 1, il est possible qu'on soit obligé de compléter avec des électeurs qui
placent le candidat dans des positions plus hautes du bulletin, comme nous l'avons
fait dans le second cas de la preuve. Il y a, alors, une sous-distinction de cas à
faire en fonction du prix unitaire de la suprématie dans ces di�érentes positions.
On peut donc craindre qu'il faille distinguer tous les sous-ensembles non vides des
C−2 premières positions comme réservoirs potentiels de suprématies, ce qui peut
conduire, dans le pire des cas, à 2C−2 − 1 inégalités.

On sait, en tout cas, que pour C ≥ 5, il est possible pour une RPSI-ES de véri-
�er FavMaj sans véri�er rCond, puisque c'est le cas de VTI (proposition 3.10).

De la proposition 3.16, il découle immédiatement le corollaire suivant pour la
méthode de Coombs.

Corollaire 3.20

1. La méthode de Coombs véri�e BulMaj.

2. Elle ne véri�e pas FavMaj (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).

De même que pour le corollaire 3.15, on peut prouver le dernier résultat de
façon plus concise qu'en recourant à la proposition 3.16. Même s'il est classique
que la méthode de Coombs ne véri�e pas FavMaj, voici un contre-exemple pour
mémoire.

2 2 3

a a b

b c c

Autres Autres Autres

c b a

Le candidat a est favori majoritaire mais il est éliminé dès le premier tour.

3.4.5 RPS itérées à élimination par la moyenne
Nous avons déjà étudié le cas de VTIM dans la proposition 3.10 et nous al-

lons maintenant étudier les RPSI-EM en général, qui comprennent notamment
les méthodes de Nanson et Kim-Roush. Pour cela, nous allons pouvoir exploiter
certains lemmes démontrés pour traiter le cas des RPSI-ES.

Proposition 3.21
Soit fC une RPSI-EM, de vecteurs de poids (xk)k≤C . Pour tout C ′ < C, on

note fC′ la RPSI-EM de vecteurs de poids (xk)k≤C′ .

1. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout C ′ ≤ C, fC′ véri�e CMInf .

(b) Pour tout k ∈ J3, CK, on a :

moy(xk1 , x
k
k) ≥ moy(xk1 , . . . , x

k
k).

Quand elles sont véri�ées, chaque fC′ véri�e également FavMaj et, pour
C ′ ≤ 4, rCond.

2. fC véri�e Cond ssi c'est la méthode de Nanson.
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3.4 Critères majoritaires véri�és par les modes de scrutin classiques

On remarquera que, si on a�aiblit la condition 1a en exigeant seulement que
fC véri�e CMInf , alors la condition 1b n'est plus nécessaire. En e�et, soit C = 4,
x4 = (1, 0, 0, 0) (uninominal) et x3 = (1, 1, 0) (Veto). La condition 1b n'est donc
pas véri�ée pour k = 3.

Nous allons montrer que f véri�e cependant FavMaj, donc CMInf . Suppo-
sons qu'une majorité stricte d'électeurs place c en tête de bulletin. Comme il y a
4 candidats au début du dépouillement, un candidat doit avoir au moins V

4 voix
pour passer au tour suivant : comme c a une majorité stricte de voix, au plus
un adversaire de c peut atteindre ce seuil, donc au moins deux adversaires sont
éliminés dès le premier tour. Par conséquent, il n'y a pas de tour pour k = 3 et
c est assuré de la victoire. Ainsi, fC véri�e FavMaj et les critères plus faibles, en
particulier CMInf , malgré le fait que la condition 1b de la proposition précédente
n'est pas véri�ée.

Démonstration. non 1b⇒ non 1a : soit k tel que moy(xk1 , x
k
k) < moy(xk1 , . . . , x

k
k).

Considérons le système de vote fC′ , avec C ′ = k. Supposons que V
2 − ε électeurs

sincères placent le candidat c en dernière position, avec ε > 0. Pour éviter une
élimination immédiate de c, les V

2 + ε manipulateurs ne peuvent faire mieux que
le mettre en tête de leur bulletin. On a alors, en notant moy(scorek) la moyenne
des scores de tous les candidats :

moy(scorek)− scorek(c) = V moy(xk1 , . . . , x
k
k)−

[(
V

2
− ε
)
xkk +

(
V

2
+ ε

)
xk1

]
= V

[
moy(xk1 , . . . , x

k
k)−moy(xk1 , x

k
k)
]
− ε
[
xk1 − xkk

]
,

Si ε est su�samment petit devant V , alors la quantité ci-dessus est strictement
positive donc c est éliminé. Ainsi, fC′ ne véri�e pas CMInf .

1b ⇒ 1a : grâce au lemme 3.18, on sait que la condition 1b implique qu'un
favori majoritaire a toujours un score strictement supérieur à la moyenne, donc il
ne peut pas être éliminé. Ainsi, chaque fC′ véri�e FavMaj donc les critères plus
faibles, en particulier CMInf .

Supposons, à présent, que ces conditions sont véri�ées. Pour C ′ ≤ 4, le
lemme 3.19 assure qu'un vainqueur de Condorcet résistant a toujours un score
strictement supérieur à la moyenne, donc il ne peut pas être éliminé. Ainsi,
fC′ véri�e rCond.

2. Le fait que la seule RPSI-EM qui véri�e Cond soit la méthode de Nanson
est une conséquence directe du lemme 3.17 dû à Smith (1973).

Il reste donc à trouver un critère général pour rCond mais, comme pour les
RPSI-ES, il nous semble compromis d'obtenir une relation simple valide pour tout
nombre de candidats C. Là encore, on sait en tout cas qu'il est possible pour une
RPSI-EM de véri�er FavMaj sans véri�er rCond, puisque c'est le cas de VTIM
pour C ≥ 5 (proposition 3.10).

Pour terminer notre étude des RPSI-EM, examinons le cas particulier de la
méthode de Kim-Roush.

Proposition 3.22
La méthode de Kim-Roush ne véri�e pas CMInf (sauf dans le cas trivial

C ≤ 2).

Il ne s'agit pas à proprement parler d'un corollaire de la proposition 3.21 (qui
permet seulement de conclure que pour C ≥ 3 donné, il existe C ′ ≤ C tel que la
méthode de Kim-Roush pour C ′ candidats ne véri�e pas CMInf). Nous allons
donc prouver ce résultat directement.
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3. Critères majoritaires

Démonstration. On peut utiliser le même contre-exemple que pour Veto (corol-
laire 3.15). Pour C ≥ 3 et V = 7 électeurs, supposons que 3 électeurs votent
contre un certain candidat c. Alors, quoi que fasse la majorité constituée des
4 autres électeurs, c est éliminé dès le premier tour car il reçoit plus de vetos que
la moyenne, qui est V

C ≤
7
3 .

3.4.6 Méthode de Bucklin simple ou itérée

Proposition 3.23

1. La méthode de Bucklin véri�e FavMaj.

2. Elle véri�e rCond ssi C ≤ 3.

3. Elle ne véri�e pas Cond (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).

Démonstration. 1, 2. Il est facile de prouver les cas où les critères sont véri�és.
Pour FavMaj, il su�t de remarquer que lorsqu'il y a un favori majoritaire, son
rang médian est 1 alors que celui des autres candidats est strictement plus élevé.
Pour rCond, il su�t de remarquer que, pour C ≤ 3, un vainqueur de Condorcet
résistant est nécessairement un vainqueur majoritaire (dans l'espace électoral des
ordres stricts totaux). À présent, montrons les cas où les critères ne sont pas
véri�és.

2. Considérons le pro�l suivant, où C ≥ 4.

49 11 6 6 14 14

c a d1 d2 a a

a c c c d1 d2

d1 d1 a a c c

d2 d2 d2 d1 d2 d1

Autres Autres Autres Autres Autres Autres

Le candidat c est préféré à tout couple (a, di) par 55 électeurs et au couple (d1, d2)
par 60 électeurs sur 100, donc il est vainqueur de Condorcet résistant. Mais, au
sens de Bucklin, on a score(c) = (2 ; 72) et score(a) = (2 ; 88), donc a est élu.
Ainsi, pour C ≥ 4, la méthode de Bucklin ne véri�e pas rCond.

3. Il est classique que la méthode de Bucklin ne respecte pas Cond (sauf dans
le cas trivial C ≤ 2) mais nous allons fournir un contre-exemple pour mémoire.

40 15 15 30

c a b a

a c c b

b b a c

Autres Autres Autres Autres

Le candidat c est vainqueur de Condorcet, mais on a score(c) = (2 ; 70) et
score(a) = (2 ; 85). Donc a est élu.

Proposition 3.24

1. La méthode de Bucklin itérée véri�e FavMaj.

2. Elle véri�e rCond ssi C ≤ 4.

3. Elle ne véri�e pas Cond (sauf dans le cas trivial C ≤ 2).
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Pour prouver cette proposition, nous allons recourir au lemme suivant.

Lemme 3.25
On se place dans l'espace électoral des ordres stricts totaux avec C ≤ 4 et on

suppose qu'un certain candidat c est vainqueur de Condorcet résistant.
Alors il existe un candidat d dont le rang médian (au sens de Bucklin) est

strictement supérieur à celui de c. En particulier, le score de d au sens de Bucklin
est strictement moins bon que celui de c.

Démonstration. Si C ≤ 3, cela découle du fait qu'un vainqueur de Condorcet ré-
sistant est nécessairement un vainqueur majoritaire (dans l'espace électoral des
ordres stricts totaux) : son rang médian est donc 1 et c'est le seul candidat pos-
sédant cette propriété.

Si C ≤ 4, notons les candidats c, d1, d2 et d3. Comme c est vainqueur de
Condorcet résistant, il est préféré par une majorité stricte d'électeurs à d1 et
d2 simultanément : cette majorité d'électeurs place donc c au rang 1 ou 2. Par
conséquent, le rang médian de c au sens de Bucklin est au pire 2 (c'est-à-dire 1
ou 2).

Supposons qu'aucun candidat n'ait un rang médian strictement supérieur.
Pour cela, il est nécessaire que chacun des 4 candidats (y compris c) occupe
strictement plus de V

2 positions dans les rangs 1 ou 2 des V électeurs : il y a
donc strictement plus de 2V pigeons pour 2V tiroirs à chaussettes, ce qui est
absurde.

Nous pouvons maintenant prouver la proposition 3.24.

Démonstration. 1, 2. Il est clair que la méthode de Bucklin itérée véri�e FavMaj.
Le lemme 3.25 prouve que pour C ≤ 4, elle véri�e rCond. Montrons, à présent,
les cas où les critères ne sont pas véri�és.

2. Pour C = 5, notons les candidats {c, d1, . . . , d4}. Posons α = 18, β = 4 et
γ = 15 et considérons le pro�l suivant. Pour la première colonne, par exemple,
notre notation signi�e que, pour toute permutation σ des entiers de 1 à 4, il y a α
électeurs qui préfèrent c puis dσ(1), dσ(2), dσ(3) et en�n dσ(4). Pour l'ensemble de
la première colonne, il y a donc 4!× α = 24α électeurs qui placent c en première
position. Au total, il y a 24(α+ β + γ) = 888 électeurs.

24α 24β 24γ

c • •
• • •
• c •
• • •
• • c

Le candidat c est préféré à toute paire (di, dj) par 24α + 4β = 448 électeurs
donc il est vainqueur de Condorcet résistant. Au sens de Bucklin, on a score(c) =
(3 ; 24α + 24β) = (3 ; 528) et pour tout autre candidat di, on a score(di) =
(3 ; 12α+12β+18γ) = (3 ; 534). Donc c est éliminé. Ainsi, la méthode de Bucklin
itérée ne véri�e pas rCond.

3. Pour C = 3, montrons que la méthode de Bucklin itérée ne véri�e pas
Cond.

24 24 4 4 22 22

c c d1 d2 d1 d2

d1 d2 c c d2 d1

d2 d1 d2 d1 c c

101



3. Critères majoritaires

Le candidat c est préféré à tout autre candidat di par 52 électeurs, donc c est
vainqueur de Condorcet. Mais, au sens de Bucklin, on a score(c) = (2 ; 56) et
score(di) = (2 ; 72), donc c est éliminé.

Pour adapter ces contre-exemples à davantage de candidats, il su�t d'ajouter
des candidats additionnels dans un ordre commun à la �n des préférences de
chaque électeur : ces candidats fantoches seront éliminés dans les premiers tours
de dépouillement et on sera ramené aux contre-exemples exposés ci-dessus.

3.5 Aspect informationnel des critères majori-
taires

Pour conclure ce chapitre, nous proposons une interprétation qualitative des
critères que nous avons étudiés. Il s'agit ici d'une discussion informelle, dont le but
est simplement de proposer une expérience de pensée permettant d'appréhender
les problèmes d'information et de communication qui peuvent survenir pour voter
stratégiquement dans un système de vote donné et potentiellement trouver un
ENF ou, en tout cas, parvenir au même candidat élu que si on avait trouvé
un ENF.

Pour simpli�er, considérons un espace électoral où il n'existe pas de con�gura-
tion semi-Condorcet, par exemple l'espace électoral des ordres stricts totaux avec
un nombre impair d'électeurs : ceci permet d'identi�er les critères RENFA et
RENFC d'une part, et XENFA et XENFC d'autre part.

Nous nous limitons aux systèmes de vote respectant CMInf , puisque ceux-
ci semblent favorisés par la pratique dans les cas d'application où l'on souhaite
une certaine égalité entre les électeurs d'une part, et entre les candidats d'autre
part (non pas que nous négligions l'intérêt d'autres types de systèmes, que nous
étudierons dans le prochain chapitre). Avec cette hypothèse, nous avons vu que
le critère RENFA, en l'occurrence équivalent à RENFC, est également véri�é.
Donc les seules con�gurations ω susceptibles de posséder ENF sont les con�gu-
rations Condorcet, et le seul vainqueur possible d'un ENF est le vainqueur de
Condorcet.

En�n, nous supposons que l'espace électoral est �ni, ce qui assure l'existence
d'un système de vote de manipulabilité minimale (au sens ensembliste) au sein de
toute classe de systèmes de vote, et en particulier de la classe CMInf 6.

L'objectif de notre expérience de pensée est d'illustrer le fait suivant : plus le
système véri�e de critères dans le diagramme d'inclusion de la �gure 3.1, plus on
progresse sur les aspects suivants :

� il existe plus souvent un ENF ;
� il est plus facile d'atteindre le même résultat qu'un ENF (c'est-à-dire d'élire

le vainqueur de Condorcet s'il existe) ;
� il est plus facile d'atteindre un ENF.

Quand nous employons l'expression � facile �, c'est du point de vue de la quantité
d'information à échanger entre les agents : plus elle est élevée, moins la tâche est
facile.

Voici notre expérience de pensée, dont les conclusions sont résumées dans
la table 3.1. Imaginons qu'un coordinateur externe souhaite aider les électeurs
à trouver le seul résultat possible d'un éventuel ENF (c'est-à-dire le vainqueur

6. Nous verrons dans le chapitre 5 une autre condition su�sante importante qui garantit
l'existence d'un optimum (au sens probabiliste cette fois) dans certaines cultures particulières,
même dans des espaces électoraux in�nis, typiquement ceux que l'on utilise pour certains sys-
tèmes de vote cardinaux.
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CMInf CMIgn XENFC BulMaj FavMaj rCond Cond

Propriétés des ENF

Maximise l'ensemble

des ω possédant un ENF X X X X X
Il existe peut-être un système

de manipulabilité minimale X X
Il existe un système

de manipulabilité minimale X
Tout vainqueur d'ENF coïncide

avec le vainqueur sincère X

Problématiques d'information et de communication

Candidat cible c 7 7 7 7 7 7

Assignation des bulletins 7 7 7 7

Membres de la coalition 7 7 7

Bulletins des autres électeurs 7

Table 3.1 � Aspect informationnel des critères majoritaires et des critères d'équi-
libre. Chaque colonne illustre les propriétés de l'ensemble des systèmes de vote
qui véri�ent un critère mais ne véri�ent pas les critères plus exigeants mentionnés.

de Condorcet avec nos hypothèses). On suppose qu'il existe une majorité stricte
d'électeurs, que nous appelons ici la coalition, qui souhaitent collaborer avec le
coordinateur pour réaliser cet objectif. En utilisant le critère CMInf , on peut
imaginer le protocole suivant, où on exploite quelques dons surnaturels du coor-
dinateur.

1. Le coordinateur a le pouvoir magique de connaître les préférences des élec-
teurs, ce qui lui permet d'identi�er quel candidat c est le vainqueur de
Condorcet. C'est donc le candidat cible qu'il s'agit de faire gagner.

2. Les membres de la coalition lui envoient un message pour l'informer de leur
identité et du fait qu'ils vont suivre ses instructions.

3. Le coordinateur a le pouvoir magique de connaître les bulletins des autres
électeurs.

4. En exploitant CMInf , le coordinateur détermine des bulletins pour les
membres de la coalition qui permettent de faire gagner c et il leur di�use
cette information.

Pour e�ectuer ce protocole, il y a quatre aspects d'information à gérer : d'une
part, le coordinateur doit connaître le candidat cible c, l'identité des membres de
la coalition et les bulletins des autres électeurs ; d'autre part, il doit di�user aux
membres de la coalition l'assignation de leurs bulletins.

Bien sûr, nous ne prétendons pas qu'un tel déroulement soit possible en pra-
tique. Le but de cette expérience de pensée est simplement d'illustrer à quelles
problématiques d'information et de communication peut se confronter une po-
pulation d'électeurs stratèges à la recherche d'un équilibre de Nash fort ou, au
moins, cherchant à élire le même candidat que s'ils avaient atteint un équilibre.
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Voyons maintenant en quoi la situation s'améliore si on exige des systèmes de
vote véri�ant des critères plus forts que CMInf . Les ré�exions ci-dessous sont
récapitulées dans la table 3.1.

Si le système de vote véri�e CMIgn, alors le coordinateur n'a plus besoin de
connaître les bulletins des électeurs non membres de la coalition.

Si le système de vote véri�e XENFC, les échanges d'information sont a priori
les mêmes (partie inférieure de la table). Mais le système maximise l'ensemble des
con�gurations de préférence où un ENF existe, puisqu'on garantit que toute situa-
tion Condorcet possède un ENF et que le critère CMInf , équivalent à RENFC
sous nos hypothèses, impose que ce soit les seules. Ainsi, XENFC ne modi�e pas
le protocole utilisé, mais maximise l'ensemble des con�gurations de préférence où
il permet d'atteindre un résultat qui est le même que celui d'un ENF.

Si le système de vote véri�e BulMaj, alors quitte à di�user une assignation
de bulletins à tous les électeurs et non seulement aux membres de la coalition, le
coordinateur n'a pas besoin de savoir à l'avance quels sont les électeurs qui vont
obéir à ses consignes. En pratique, tous les modes de scrutin courants qui véri�ent
BulMaj véri�ent également BulMajUni (par exemple les RPSI-ES, comme la
méthode de Coombs), donc le coordinateur peut se contenter de broadcaster un
seul bulletin et ne pas recourir à des messages individualisés pour chaque électeur.
C'est le cas, par exemple, du vote par assentiment, pour lequel Laslier (2009)
montre, par une approche di�érente, qu'on peut atteindre un équilibre de façon
relativement peu coûteuse.

Si le système de vote véri�e FavMaj, alors il est inutile de di�user une assi-
gnation de bulletins aux électeurs, on peut se contenter de leur communiquer le
nom du candidat c à la place : il su�t aux électeurs obéissants de placer c en tête
de leur bulletin.

Si on se place dans la classe rCond, les problématiques d'information sont a
priori les mêmes (partie inférieure de la table). Mais il n'est pas exclu qu'un de
ces modes de scrutin possède une manipulabilité minimale (au sens ensembliste),
alors que c'est impossible pour un mode de scrutin ne véri�ant pas rCond, comme
l'énonce le corollaire 2.22 des théorèmes de condorci�cation. Un tel système de
manipulabilité minimale maximise l'ensemble des situations non-manipulables,
c'est-à-dire l'ensemble des situations où on peut trouver un ENF sans aucun
échange d'information, simplement par le vote sincère.

Si le système de vote véri�e Cond, alors quand il y a un ENF, son résultat
coïncide avec celui du vote sincère. Le coordinateur peut alors n'échanger aucune
information avec les électeurs : s'ils votent sincèrement, ils sont toujours capables
de trouver le même résultat qu'un éventuel ENF sans échange d'information.

En outre, dans la classe Cond, l'existence d'un système de manipulabilité
minimale est non seulement possible mais garantie par le corollaire 2.22. Si on
utilise un tel système optimal, alors les électeurs ont la capacité de trouver un
ENF aussi souvent qu'il est possible de le faire sans échange d'information.
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Chapitre 4

Condorci�cation généralisée

Jusqu'à présent, nous avons accordé une attention importante aux systèmes
de vote qui véri�ent CMInf , qui est un critère lié à la notion de majorité. Comme
nous le discutions en introduction de cette thèse, le principe majoritaire est issu
du vote majoritaire simple et, comme le formalise le théorème de May (1952), il
est directement issu des principes d'anonymat et de neutralité.

Cependant, il existe des exemples d'applications pratiques où un système de
vote viole l'anonymat, la neutralité ou les deux, pour des raisons qui peuvent être
défendues comme légitimes. Par exemple, une réunion de copropriétaires ou l'as-
semblée d'actionnaires d'une entreprise n'est généralement pas symétrique entre
les électeurs. Lors d'une révision de la Constitution française, la nouvelle version
doit obtenir deux tiers des voix, ce qui crée une asymétrie entre les candidats : en
e�et, l'autre candidat est l'ancienne version de la Constitution, qui a seulement
besoin de dépasser un tiers des voix.

Dans le cas général, des critères comme CMInf ne sont pas nécessairement
véri�és par le système de vote utilisé et on ne peut donc pas appliquer le théo-
rème de faible de condorci�cation 2.9 : on n'a donc aucune garantie de ne pas
augmenter la manipulabilité en utilisant la condorci�cation habituelle, basée sur
la notion de majorité. En revanche, on peut espérer qu'un théorème similaire soit
valide avec une notion inspirée de la condorci�cation. Pour cela, nous utilisons une
approche issue de la théorie des jeux simples et nous dé�nissons la condorci�cation
généralisée, puis nous explorons ses liens avec la manipulabilité.

Dans la section 4.1, nous dé�nissons la notion de famille, qui est centrale
pour ce chapitre. À chaque candidat c, une familleM associe un ensembleMc de
coalitions. Ce type d'objet permettra, ensuite, de décrire, pour chaque candidat c,
un ensemble de coalitions qui ont le pouvoir de faire gagner c, dans un certain sens
que nous choisirons (plus spéci�quement, de façon ignorante ou informée). Nous
utilisons cette notion pour généraliser les notions de vainqueur de Condorcet, de
candidat Condorcet-admissible et de favori majoritaire.

Dans la section 4.2, nous généralisons certains critères majoritaires en nous
limitant à ceux qui seront utiles pour les théorèmes de ce chapitre ; en particulier,
nous généralisons CMInf en un critère noté MCInf . De plus, nous dé�nissons
deux critères entièrement nouveaux,MCInfA etMCIgnA, qui exigent qu'une
coalition deMc (respectivement informée ou ignorante) puisse non seulement faire
gagner le candidat c, mais puisse de plus faire en sorte qu'il soit admissible au sens
de la familleM considérée. Ces critères techniques nous permettront, ensuite, de
composer les condorci�cations généralisées utilisant des familles di�érentes. Par
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ailleurs, comme nous l'avions fait pour les critères majoritaires, nous établissons
les relations d'implication entre les critères étudiés.

Dans la section 4.3, nous dé�nissons de façon naturelle laM-condorci�cation
d'un système de vote f , que nous notons fM. Il est alors facile d'adapter la
démonstration du théorème de condorci�cation faible 2.9 pour montrer que, si un
système de vote véri�eMCInf , alors fM est au plus aussi manipulable que f :
c'est le théorème de condorci�cation généralisée 4.18.

A�n de ne pas alourdir ce chapitre, nous n'allons pas plus loin dans le parallèle
avec le chapitre 2 : en particulier, nous ne généralisons par la notion de vainqueur
de Condorcet résistant et le théorème de fort condorci�cation 2.20. Nous préférons
plutôt nous concentrer sur les possibilités nouvelles o�ertes par la condorci�cation
généralisée.

En particulier, celle-ci laisse le choix de la familleM employée pour dé�nir fM.
Dans la section 4.4, nous comparons les condorci�cations réalisées au moyen de
deux famillesM etM′ et nous introduisons le théorème de condorci�cation com-
parée 4.21 qui permet, sous certaines hypothèses, de montrer que fM

′
est au plus

aussi manipulable que fM.
Dans la section 4.5, nous nous posons la question naturelle suivante : parmi les

famillesM qui permettent de béné�cier du théorème de condorci�cation généra-
lisée 4.18, y en a-t-il une qui diminue le plus la manipulabilité ? Pour y répondre,
nous dé�nissons la famille maximale de f : pour chaque candidat c, on considère
toutes les coalitions qui sont capables de faire gagner c quand elles sont informées
des bulletins des autres électeurs. Nous appelons condorci�cation maximale de f
le système fM

′
, oùM′ est la famille maximale. Puis nous prouvons le théorème de

condorci�cation maximale 4.25 qui énonce, sous certaines hypothèses, que parmi
les condorci�cations véri�ant les hypothèses du théorème 4.18, la condorci�cation
maximale est la moins manipulable.

Dans la section 4.6, nous examinons divers exemples d'application de la
condorci�cation généralisée. Pour les systèmes de vote classiques véri�ant
CMInf , nous montrons que la condorci�cation maximale est la condorci�cation
au sens habituel, c'est-à-dire majoritaire (section 4.6.1). Puis nous étudions la
condorci�cation maximale de Veto. En�n, nous étudions les condorci�cations
généralisées de divers modes de scrutin qui violent l'anonymat, la neutralité ou
les deux.

4.1 Famille de collections de coalitions

À titre de rappel, la théorie des jeux simples est un formalisme utilisé pour
étudier des jeux coopératifs dans un cadre abstrait et relativement simpli�é. On
dispose d'un ensemble de joueurs, qui, pour nous, sont des électeurs. Un jeu simple
est dé�ni par un ensemble de coalitionsM, c'est-à-dire de sous-ensembles d'élec-
teurs. Si une coalition M appartient àM, on dit que M est gagnante ; sinon, on
dit qu'elle est perdante.

L'esprit de ce modèle est que, si les membres d'une coalition gagnante M
parviennent à se mettre d'accord (selon une certaine modalité), alors ils sont
vainqueurs du jeu, généralement au détriment des autres joueurs. Suivant l'en-
semble de coalitionsM qui dé�nit le jeu simple étudié, on peut se poser diverses
questions, comme les pouvoirs respectifs des di�érents joueurs et la façon dont on
peut répartir les gains entre les vainqueurs (ce qui amène à dé�nir des notions
comme la valeur de Shapley).

Dans le cas des systèmes de vote, les coalitions qui permettent de faire gagner
un candidat donné c dépendent a priori de c : dans l'exemple du changement de
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constitution, il su�t d'un tiers strict des électeurs pour conserver l'ancienne, mais
il faut deux tiers des électeurs pour adopter la nouvelle version. Ces observations
conduisent à dé�nir la notion de famille, qui est au centre de ce chapitre.

4.1.1 Dé�nition et propriétés basiques d'une famille

Dé�nition 4.1 (famille de collections de coalitions)
On appelle famille de collections de coalitions, ou famille, une fonction :

M :
C → P(P(V))

c → Mc.

Intuitivement, nous conseillons de voir une famille comme un objet donnant
l'information suivante : pour chaque candidat c, on décrit quelles sont les coalitions
d'électeurs qui peuvent faire gagner c, dans di�érents sens que nous préciserons
par la suite. Ainsi, pour une coalition d'électeurs M ∈ P(V), nous dirons que M
est uneM-coalition gagnante pour c ssi M ∈Mc. Pour l'instant, il ne s'agit que
d'une convention de langage dont on verra l'aspect commode par la suite.

Dé�nition 4.2 (propriétés basiques d'une famille)
On dit queM est monotone ssi ∀c ∈ C,∀(M,M ′) ∈ P(V)2 :

M ∈Mc et M ⊆M ′ ⇒M ′ ∈Mc.

On dit queM est exclusive ssi ∀(c, d) ∈ C2,∀(M,M ′) ∈ P(V)2, si c 6= d alors :

M ∈Mc etM
′ ∈Md ⇒M ∩M ′ 6= ∅.

On dit queM est neutre ssi ∀(c, d) ∈ C2,Mc =Md.
On dit que M est anonyme ssi ∀c ∈ C,∀σ ∈ SV ,∀M ∈ P(V) : M ∈ Mc ⇔

σ(M) ∈ Mc, où σ(M) désigne la coalition obtenue en considérant l'image des
membres de la coalition M par une permutation σ de tous les électeurs.

La monotonie signi�e que si M est une coalition gagnante pour c, alors toute
coalition M ′ qui contient M est une coalition gagnante pour c. Avec l'interpréta-
tion que nous avons donnée, il s'agit donc d'une hypothèse assez naturelle.

L'exclusivité signi�e que, si deux coalitionsM etM ′ sont disjointes, alors elles
ne peuvent pas être respectivement gagnantes pour des candidats c et d distincts.
Cette notion est similaire à celle de jeu simple propre, qui impose qu'une coalition
et son complémentaire ne puissent être toutes deux gagnantes. Si on suppose
que les électeurs de M et ceux de M ′ disposent des mêmes pouvoirs, alors il
est naturel de considérer que les deux coalitions ne peuvent pas faire gagner
c et d simultanément, ce qui est le cas pour une manipulation ignorante. En
revanche, s'il s'agit de manipulation informée, l'exclusivité n'est pas évidente : en
e�et, une coalition informée pourrait manipuler pour un certain candidat a ; puis
une coalition informée disjointe, connaissant ces bulletins, pourrait changer leurs
propres bulletins pour faire gagner un autre candidat b ; mais alors la première
coalition, si elle connaît ces nouveaux bulletins, pourrait changer de bulletins pour
faire gagner de nouveau a, etc. Nous verrons un tel exemple avec le vote de parité.

En�n, la signi�cation de la neutralité et de l'anonymat est évidente. En ce
qui concerne l'anonymat, il est clairement équivalent de dire que l'appartenance
d'une coalition M àMc ne dépend que du cardinal de M .
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A�n de disposer d'un exemple commode pour la suite, nous allons dé�nir un
particulier cas simple : les familles à seuil.

Dé�nition 4.3 (famille à seuil)
Pour α ∈ [0, V ], on appelle famille de seuil α la famille neutre constituée de

toutes les coalitions comprenant strictement plus de α électeurs. Formellement :

M :
C → P(P(V))

c → {M ∈ P(V) t.q. card(M) > α}.

Pour x ∈ [0, 100], on parlera aussi de la famille des x % pour désigner la
famille de seuil V · x %.

On appelle famille majoritaire la famille des 50 %, c'est-à-dire celle constituée
de toutes les coalitions strictement majoritaires.

Il est facile de voir que les familles à seuil sont les seules familles neutres,
anonymes et monotones. En outre, la famille majoritaire est exclusive ; parmi
les familles à seuil, c'est la famille maximale (au sens de l'inclusion, c'est-à-dire
possédant le seuil minimal) qui soit exclusive. Par exemple, la famille des 90 %
(qui est exclusive également) ne contient pas une coalition de 70 % des électeurs,
alors que la famille majoritaire la contient.

4.1.2 Victoire et notions Condorcet généralisées

Nous allons, à présent, reprendre rapidement les mêmes étapes que dans les
chapitres précédents, où nous nous concentrions sur la famille majoritaire. Le fait
d'avoir autorisé des préférences non antisymétriques a conduit, dans ce cas parti-
culier, à adopter d'ores et déjà des dé�nitions générales qui présentent l'avantage
de se généraliser assez facilement à une famille quelconque.

Nous avons vu dans le chapitre 2, et notamment dans la section 2.5, que la
relation de victoire absolue Pabs était la notion conduisant naturellement aux
théorèmes de condorci�cation, contrairement à la relation Prel. Nous allons donc
nous concentrer sur la généralisation de la relation Pabs.

Dé�nition 4.4 (M-victoire, M-défaite)
Pour ω ∈ Ω, on note PM(ω), ou plus simplement PM, la relation binaire sur

les candidats dé�nie par ∀(c, d) ∈ C2 :

c PM d⇔ {v ∈ V t.q. c Pv d} ∈ Mc.

Autrement dit, cette relation signi�e que l'ensemble des électeurs qui préfèrent c
à d forment une coalition gagnante pour c (au sens de la familleM).

Quand cette relation est véri�ée, on dit que c a uneM-victoire contre d en ω,
ou que d a uneM-défaite contre c en ω.

On dit que c a une M-victoire stricte (resp. M-défaite stricte) contre d en
ω ssi il a une M-victoire et pas de M-défaite (resp. une M-défaite et pas de
M-victoire) contre d.

Dans le cas de la famille majoritaire, nous avions vu (en conséquence de la
proposition 1.25) que si les préférences sont antisymétriques, alors la relation
de victoire l'est également. Ce n'est pas forcément le cas en général. En e�et,
considérons la famille des 40 % et le pro�l suivant :

45 10 45

c c, d d

d c
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Alors c possède une M-victoire contre d mais elle n'est pas stricte, puisque d
possède également uneM-victoire contre c. Il est cependant facile de donner une
condition su�sante pour que la relation de victoire soit antisymétrique. C'est
l'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.5
Soit ω ∈ Ω. On suppose que :
� La familleM est exclusive ;
� Les relations Pv(ωv) sont antisymétriques.
Alors la relation PM(ω) est antisymétrique. Autrement dit, entre deux candi-

dats distincts, il ne peut pas y avoir desM-victoires mutuelles.

Démonstration. Si deux candidats distincts c et d ont desM-victoires mutuelles,
alors, par dé�nition : {

{v ∈ V t.q. c Pv d} ∈ Mc,

{v ∈ V t.q. d Pv c} ∈ Md.

Donc, par exclusivité, {v ∈ V t.q. c Pv d} ∩ {v ∈ V t.q. d Pv c} 6= ∅, ce qui
contredit l'antisymétrie des relations Pv.

Pour la famille majoritaire, nous avons déjà remarqué que la relation de vic-
toire n'est pas forcément complète. D'une part, avec un nombre d'électeurs pairs,
il est possible qu'exactement la moitié des électeurs préfèrent c à d et que l'autre
moitié préfère d à c (même si les préférences véri�ent des hypothèses assez fortes,
comme d'être des ordres stricts totaux). D'autre part, si les préférences sont des
ordres stricts faibles, par exemple, il est possible que 45 % des électeurs préfèrent
c à d et que le même nombre d'électeurs aient l'opinion inverse : alors aucun des
deux candidats n'a de victoire contre l'autre. La proposition suivante donne une
condition su�sante pour que la relation de victoire soit complète.

Proposition 4.6
Soit ω ∈ Ω. On suppose que :
� La familleM est telle que pour tout couple (c, d) de candidats distincts et

pour tout couple (M,M ′) ∈ P(V)2, si M ∪M ′ = V, alors M ∈ Mc ou
M ′ ∈Md ;

� Les relations Pv sont complètes.
Alors la relation PM est complète. Autrement dit, entre deux candidats dis-

tincts c et d, il ne peut pas y avoir une absence deM-victoire.

Dans cette proposition, l'hypothèse faite sur la famille M est dans le même
esprit que la notion de jeu simple fort, qui impose que parmi une coalition et sa
coalition complémentaire, au moins l'une soit toujours gagnante.

Démonstration. Soit c et d deux candidats distincts. NotonsM = {v ∈ V t.q. c Pv
d} et M ′ = {v ∈ V t.q. d Pv c}. Comme les relations Pv sont complètes, on a
M ∪M ′ = V. Par conséquent, en utilisant l'hypothèse surM, on a M ∈ Mc ou
M ′ ∈Md.

Il découle de la proposition 4.6 que, pour toute famille contenant la famille
majoritaire, si les préférences sont complètes, alors la relation de victoire PM
est complète. Mais elle n'est pas forcément antisymétrique. Par exemple, pour la
famille des 30 %, si les préférences sont complètes, alors dans tout duel, au moins
un candidat possède une victoire contre l'autre, mais il est possible que l'inverse
soit simultanément vrai.
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Puisque nous avons généralisé la notion de victoire, il est immédiat de géné-
raliser celles de vainqueur de Condorcet et de candidat Condorcet-admissible.

Dé�nition 4.7 (M-Condorcet, M-admissible)
Soit ω ∈ Ω et c ∈ C.
On dit que c estM-Condorcet en ω ssi c a uneM-victoire stricte contre tout

autre candidat d, c'est-à-dire :

∀d ∈ C \ {c},
{{v ∈ V t.q. c Pv d} ∈ Mc,

{v ∈ V t.q. d Pv c} /∈Md.

(4.1)

(4.2)

On dit que c estM-admissible en ω ssi c n'a pas deM-défaite, c'est-à-dire :

∀d ∈ C \ {c}, {v ∈ V t.q. d Pv c} /∈Md.

Si la famille M est exclusive et avec l'hypothèse commune que les relations
Pv sont antisymétriques, alors toute victoire est stricte (proposition 4.5) donc la
condition (4.2) peut être omise : elle est impliquée par la condition (4.1). Dans le
cas particulier de la famille majoritaire, nous avions déjà remarqué cette simpli-
�cation pour la dé�nition 1.26 du vainqueur de Condorcet.

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 1.31, dont la
preuve découle immédiatement des dé�nitions.

Proposition 4.8
Soit ω ∈ Ω. Si un candidat estM-Condorcet en ω, alors :
� il estM-admissible ;
� aucun autre candidat n'estM-admissible.
En particulier, s'il existe un candidatM-Condorcet, alors il est unique.

On pourra d'ailleurs remarquer que la condition (4.2) de la dé�nition 4.7 a
précisément pour motivations principales d'assurer dans le cas général, d'une part,
qu'un candidatM-Condorcet est égalementM-admissible, et d'autre part que le
candidatM-Condorcet éventuel est unique 1.

4.1.3 Candidat M-favori

À présent, nous généralisons la notion de favori majoritaire. Celle-ci ne sera pas
directement impliquée dans le théorème de condorci�cation généralisée 4.18 mais
elle fournira un outil commode pour faire le lien entre les notions Condorcet gé-
néralisées et la manipulation. Nous allons voir que cette notion demande quelques
précautions supplémentaires par rapport au cas particulier du favori majoritaire,
en raison de la plus grande généralité de nos hypothèses sur la famille utilisée.

Dé�nition 4.9 (candidat M-favori)
Pour ω ∈ Ω et c ∈ C, on dit que c estM-favori en ω ssi :

{v ∈ V t.q. ∀d ∈ C \ {c}, c PPv d} ∈ Mc.

Si on considère la famille des 40 %, alors il est clair que leM-favori n'est pas
forcément unique : en e�et, 45 % des électeurs peuvent avoir un certain candidat
c comme préféré, et autant d'électeurs peuvent avoir un autre candidat d comme

1. Au passage, on remarquera que dans le cas d'une famille neutre, son nombre de Naka-
mura (Nakamura, 1979) permet d'avoir une condition nécessaire et su�sante sur le nombre
de candidats C pour que tout pro�l de préférences transitives possède au moins un candidat
M-admissible.
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préféré. La proposition suivante donne une condition su�sante pour que le M-
favori soit unique et montre que, sous certaines hypothèses assez naturelles, cette
condition est nécessaire.

Proposition 4.10
On considère les conditions suivantes.

1. M est exclusive.

2. Dans toute con�guration possédant un candidat M-favori, celui-ci est
unique.

On a 1 ⇒ 2.
Si on suppose que l'espace électoral autorise tout candidat comme préféré et

queM est monotone, alors 2 ⇒ 1.

Démonstration. L'implication 1 ⇒ 2 découlant immédiatement des dé�nitions,
nous allons nous concentrer sur la réciproque non 1 ⇒ non 2.

Supposons queM n'est pas exclusive. Alors il existe deux candidats distincts
c et d, deux coalitions disjointes M et M ′, telles que M ∈ Mc et M ′ ∈ Md.
Comme M est monotone, on a V \M ∈ Md. Comme l'espace électoral autorise
tout candidat comme préféré, il existe une con�guration où les membres de M
a�rment que c est leur préféré et ceux de V \M a�rment que d est leur préféré.
Alors, les candidats c et d sont tous deuxM-favoris.

Comme nous l'avons déjà dit dans les chapitres précédents, il est clair qu'un
favori majoritaire est nécessairement un vainqueur de Condorcet. La proposition
suivante, dont la preuve découle immédiatement des dé�nitions, permet de géné-
raliser cette constatation si la famille considérée est monotone et exclusive, tout
comme l'est la famille majoritaire.

Proposition 4.11
On suppose queM est monotone et exclusive.
Pour ω ∈ Ω et c ∈ C, si c estM-favori en ω, alors c estM-Condorcet en ω.

4.2 Critères associés à une famille

4.2.1 Dé�nition des critères associés à une famille

Nous allons généraliser les critères Cond, FavMaj, CMIgn et CMInf que
nous avons dé�nis pour traiter le cas particulier de la famille majoritaire. En outre,
nous allons dé�nir deux nouveaux critères, MCIgnA et MCInfA, dont nous
montrerons, plus tard, l'intérêt pour combiner et comparer les condorci�cations
généralisées réalisées en utilisant des famillesM etM′ di�érentes pour un même
système de vote. A�n de ne pas alourdir cette section inutilement, nous n'allons
pas évoquer les généralisations des autres critères majoritaires.

Dé�nition 4.12 (critères associés à une famille M)
On dit que f véri�e le critère deM-Condorcet (MCond) ssi, pour tout ω ∈ Ω

et c ∈ C, si c estM-Condorcet en ω, alors f(ω) = c.
On dit que f véri�e le critère du M-favori (MFav) ssi, pour tout ω ∈ Ω et

c ∈ C, si c estM-favori en ω, alors f(ω) = c.
On dit que f véri�e le critère de laM-coalition ignorante (MCIgn) ssi ∀c ∈

C,∀M ∈Mc,∃ωM ∈ ΩM t.q. :

∀ωV\M ∈ ΩV\M , f(ωM , ωV\M ) = c.
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On dit que f véri�e le critère de la M-coalition ignorante admissible
(MCIgnA) ssi ∀c ∈ C,∀M ∈Mc,∃ωM ∈ ΩM t.q. :

∀ωV\M ∈ ΩV\M ,

{
f(ωM , ωV\M ) = c,

c estM-admissible en (ωM , ωV\M ).

On dit que f véri�e le critère de la M-coalition informée (MCInf) ssi ∀c ∈
C,∀M ∈Mc,∀ωV\M ∈ ΩV\M :

∃ωM ∈ ΩM t.q. f(ωM , ωV\M ) = c

On dit que f véri�e le critère de la M-coalition informée admissible
(MCInfA) ssi ∀c ∈ C,∀M ∈Mc,∀ωV\M ∈ ΩV\M :

∃ωM ∈ ΩM t.q.

{
f(ωM , ωV\M ) = c,

c estM-admissible en (ωM , ωV\M ).

Les critères MCond, MFav, MCIgn et MCInf sont des généralisations
assez naturelles des critères correspondants pour la famille majoritaire. Le critère
MCInfA (resp.MCIgnA) est un renforcement deMCInf (resp.MCIgn) qui
exige que la coalition informée (resp. ignorante), en plus de réussir à faire gagner
un certain candidat c, soit capable d'assurer que c apparaît commeM-admissible.
Pour les systèmes de vote courants, c'est une condition naturelle : en reprenant
les notations de la dé�nition, si les membres deM sont capables de faire gagner c,
ils peuvent généralement le faire en produisant un bulletin où c est strictement
préféré aux autres candidats ; dans ce cas, c est M-favori dans la con�guration
obtenue par manipulation et, sous l'hypothèse courante où M est monotone est
exclusive, cela implique que c est M-Condorcet (proposition 4.11) et a fortiori
M-admissible.

Comme nous l'avions déjà remarqué de façon informelle, l'hypothèse d'ex-
clusivité est naturelle quand il s'agit de manipulation ignorante. La proposition
suivante formalise cette observation.

Proposition 4.13
Si un système de vote véri�eMCIgn, alors la familleM est exclusive.

Démonstration. Si deux coalitions disjointes ont les pouvoir respectifs de faire
gagner des candidats c et d distincts de manière ignorante, alors ils peuvent faire
gagner simultanément c et d, ce qui est contradictoire avec l'unicité du résultat
de f .

En revanche, l'hypothèse d'exclusivité ne va pas de soi quand on parle de
manipulation informée : quand un système de vote véri�eMCInf , il est possible
que la familleM ne soit pas exclusive.

En e�et, considérons le vote de parité : s'il y a un nombre impair (resp. pair) de
boules noires, alors le candidat a (resp. b) est élu. Considérons la famille neutre
M constituée de toutes les coalitions non vides : alors le vote de parité véri�e
MCInf . En notant v et v′ deux électeurs distincts (on suppose V ≥ 2), les
coalitions {v} et {v′} sont distinctes et sont toutes les deux gagnantes, donc la
famille n'est pas exclusive.

Dans ce mode de scrutin, si l'électeur v vote en dernier en connaissant les
autres bulletins, il peut décider du résultat ; et de même pour l'électeur v′. La
non-exclusivité n'est donc pas contradictoire avec l'unicité du résultat.
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MCond MFav MCIgnA

MCIgn

MCInfA

MCInf

me mp

Figure 4.1 � Implication entre les critères liés à une famille M (m : famille
monotone, e : famille exclusive, p : l'espace électoral autorise tout candidat comme
préféré).

4.2.2 Implications entre les critères associés à une famille

La proposition suivante indique les relations d'implications entre les di�érents
critères, c'est-à-dire les inclusions entre les ensembles de systèmes de vote corres-
pondants. Les résultats énoncés sont résumés par le graphe d'implication de la
�gure 4.1.

Proposition 4.14
SiM est monotone et exclusive, alorsMCond ⊆MFav.
Si M est monotone et si l'espace électoral autorise tout candidat comme pré-

féré, alorsMFav ⊆MCIgnA.
On a les inclusions :
� MCIgnA ⊆MCIgn,
� MCIgnA ⊆MCInfA
� MCIgn ⊆MCInf ,
� MCInfA ⊆MCInf .
Cependant, en général, on n'a :
� niMCIgn ⊆MCInfA,
� niMCInfA ⊆MCIgn.

Démonstration. MCond ⊆ MFav : supposons qu'un système de vote véri�e
MCond. Si un certain candidat c estM-favori en ω, alors commeM est supposée
monotone et exclusive, c estM-Condorcet en ω (proposition 4.11), donc il est élu.
MFav ⊆ MCIgnA : supposons qu'un système de vote véri�e MFav. Soit

c ∈ C etM ∈Mc. Il est su�sant que les membres deM a�rment préférer stricte-
ment c à tous les autres candidats, ce qui est possible parce que l'espace électoral
autorise tout candidat comme préféré. Quoi que fassent les autres électeurs, l'en-
semble des électeurs a�rmant que c est leur préféré contientM , donc il appartient
àMc (par monotonie), donc c estM-favori et élu. Ceci prouve au passage que le
système véri�eMCIgn, donc (proposition 4.13) que la familleM est exclusive.

Poursuivons alors notre manipulation pour c : celui-ci estM-favori, on sait, à
présent, que la familleM est exclusive et elle est aussi monotone par hypothèse,
donc c estM-Condorcet (proposition 4.11) et, a fortiori,M-admissible. Donc le
système véri�eMCIgnA.

Les autres implications découlent immédiatement des dé�nitions.

Pour prouver qu'en général, on n'a ni MCIgn ⊆ MCInfA ni MCInfA ⊆
MCIgn, considérons comme contre-exemple la famille majoritaire.

Dans le corollaire 3.14 de la proposition 3.13 sur les RPS, nous avons déjà
montré que la méthode de Borda véri�e MCInf . Or dans la démonstration, les
bulletins utilisés par les manipulateurs placent toujours le candidat c en tête de
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bulletin, donc la méthode de Borda véri�eMCInfA. Cependant, le corollaire 3.14
énonce aussi qu'en général, elle ne véri�e pasMCIgn.

En�n, dans l'espace électoral des ordres stricts totaux, avec C = 2 et V im-
pair, considérons le système de vote suivant : le vote majoritaire inversé. Chaque
électeur communique un ordre de préférence, mais le candidat a gagne ssi b en tête
sur une majorité de bulletins (et vice versa). Si une coalition majoritaire souhaite
faire gagner un candidat, il lui su�t de le placer toujours en bas de bulletin ; mais,
par dé�nition de ce mode de scrutin curieux, un candidat vainqueur n'apparaît
jamais comme Condorcet-admissible.

4.3 Théorème de condorci�cation généralisée

À présent, nous allons généraliser le théorème faible de condorci�cation 2.9
dans le formalisme général des familles de collections de coalitions. La démarche
est essentiellement la même, c'est pourquoi nous avancerons assez rapidement.

Le lemme suivant généralise le lemme 2.4. Comme pour celui-ci, on notera
qu'aucune hypothèse n'est faite sur les critères éventuels véri�és par f .

Lemme 4.15
Soit (ω, ψ) ∈ Ω2. On note w = f(ω) et c = f(ψ) et on suppose que f est

manipulable en ω vers ψ.
On suppose queM est monotone.
Si w est M-admissible en ω, alors c ne peut pas avoir une M-victoire contre

w en ψ ; en particulier, c n'est pasM-Condorcet en ψ.

Démonstration. Comme w estM-admissible en ω, on a : {v ∈ V, c Pv(ωv) w} /∈
Mc. Mais, par dé�nition de la manipulabilité, {v ∈ V, c Pv(ψv) w} ⊆ {v ∈
V, c Pv(ωv) w}. Donc, comme la familleM est monotone, {v ∈ V, c Pv(ψv) w} /∈
Mc.

Au passage, le lemme 4.15 entraîne une généralisation du lemme 2.5 : si la fa-
milleM est monotone et si le système de vote véri�e le critère deM-Condorcet,
alors une situation possédant un candidat M-Condorcet ne peut pas être mani-
pulable vers une autre situation possédant un candidatM-Condorcet.

Le lemme suivant généralise le lemme 2.7.

Lemme 4.16
Soit ω ∈ Ω. On suppose que f véri�eMCInf .
Si f(ω) n'est pasM-admissible en ω, alors f est manipulable en ω.

Démonstration. Notons w = f(ω). Comme w n'est pasM-admissible, il existe un
autre candidat c qui possède une victoire contre w :

∃c ∈ C \ {w} t.q. {v ∈ V t.q. c Pv w} ∈ Mc.

Notons M = Manip(w→ c) la coalition pour c contre w. Exploitant le critère
MCInf , on a :

∃ψM ∈ ΩM t.q. f(ωV\M , ψM ) = c.

Donc f est manipulable en ω (en faveur du candidat c).

De même que pour le lemme 2.7, on en déduit que, si une con�guration ω n'est
pas M-admissible, alors tout système de vote véri�ant MCInf est manipulable
en ω.

Nous pouvons, à présent, généraliser la dé�nition 2.8 de la condorci�cation.
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Dé�nition 4.17 (M-condorci�cation)
On appelleM-condorci�cation de f le SVBE :

fM :

Ω → C

ω → si ω a un candidatM-Condorcet c, alors c,

sinon, f(ω).

Par dé�nition, la M-condorci�cation de f véri�e le critère de M-Condorcet.
En particulier, si la famille M est monotone et exclusive et si l'espace électoral
autorise tout candidat comme préféré, alors elle véri�eMCInf (proposition 4.14).

Dans le contexte de ce chapitre, nous appellerons condorci�cation majoritaire
la condorci�cation f∗ usuelle (dé�nition 2.8), c'est-à-dire basée sur la famille ma-
joritaire.

Nous avons, à présent, tous les outils pour généraliser le théorème faible de
condorci�cation 2.9.

Théorème 4.18 (condorci�cation généralisée)
Soit f un SVBE etM une famille. On suppose que :
� M est monotone ;
� f véri�eMCInf .
Alors fM est au plus aussi manipulable que f :

MCfM ⊆ MCf .

Démonstration. Supposons que fM est manipulable en ω vers ψ, mais que f n'est
pas manipulable en ω.

Comme f n'est pas manipulable en ω, le lemme 4.16 assure que f(ω) estM-
admissible en ω. S'il estM-Condorcet en ω, alors fM(ω) = f(ω) ; sinon, il n'y a
pas de candidatM-Condorcet en ω (proposition 4.8) donc par dé�nition de fM,
on a aussi fM(ω) = f(ω).

Notons w = fM(ω) = f(ω) et c = fM(ψ). Comme w estM-admissible en ω,
le lemme 4.15 (appliqué à fM) assure que w n'est pasM-Condorcet en ψ. Donc,
par dé�nition de fM, on a fM(ψ) = f(ψ).

Par conséquent, on a f(ω) = fM(ω) et f(ψ) = fM(ψ) donc f est manipulable
en ω : c'est absurde !

4.4 Théorème de condorci�cation comparée

Tout comme nous venons de généraliser le théorème faible de condorci�ca-
tion 2.9, on pourrait aussi généraliser le théorème fort de condorci�cation 2.20
en dé�nissant une notion de candidatM-Condorcet résistant qui généraliserait la
notion de vainqueur de Condorcet résistant (dé�nition 2.16). Nous ne développe-
rons cependant pas ce point a�n de ne pas alourdir inutilement l'exposé et nous
nous concentrerons sur un point spéci�que à la condorci�cation généralisée : le
choix de la familleM utilisée pour condorci�er.

En e�et, il est possible en général qu'un système de vote véri�e MCInf
pour plusieurs choix possibles de la famille M. Dans ce cas, on peut envisa-
ger d'utiliser le théorème de condorci�cation généralisée 4.18 en utilisant l'une
ou l'autre famille. Il se pose alors des questions naturelles : dans quels cas peut-
on � condorci�er une condorci�cation � tout en continuant de diminuer (au sens
large) la manipulabilité ? Est-ce qu'une condorci�cation permet de diminuer la
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manipulabilité plus (ou au moins autant) qu'une autre ? En�n, existe-t-il une fa-
mille qui permette de diminuer la manipulabilité plus (ou au moins autant) que
toutes les autres ?

Sauf mention particulière, M et M′ désigneront deux familles a priori quel-
conques.

Dé�nition 4.19 (famille plus condorci�ante)
On dit queM′ est plus condorci�ante queM (au sens large) ssi un candidat

M-Condorcet est toujours égalementM′-Condorcet, c'est-à-dire :

∀ω ∈ Ω,∀c ∈ C : c estM-Condorcet en ω ⇒ c estM′-Condorcet en ω.

Cette notion donne un cas particulier pour la composition de deux condor-
ci�cations : si M′ est plus condorci�ante que M, alors on a (fM)M

′
= fM

′
.

En e�et, pour les con�gurations où fM et f ont des vainqueurs distincts, il y a
un candidatM-Condorcet, qui est, par conséquent,M′-Condorcet ; donc quand
on condorci�e avec la famille M′, le vainqueur est ce candidat, quel que soit le
système initial.

Le lemme suivant va permettre que la première condorci�cation, réalisée
avec la famille M, véri�e les hypothèses qui lui permettront de béné�cier de
la deuxième condorci�cation, réalisée avec la famille M′. Ce lemme est la
motivation principale de la dé�nition du critèreMCInfA.

Lemme 4.20 (de la coalition informée admissible)
On suppose que :
� M′ est plus condorci�ante queM ;
� f véri�eM′CInfA.
Alors fM véri�eM′CInfA.

Interprétons ce lemme à l'énoncé quelque peu obscur : on suppose que f vé-
ri�e une bonne propriété (M′CInfA) pour M′, c'est-à-dire la deuxième famille
que nous allons utiliser, et on en conclut que fM véri�e cette même propriété
(M′CInfA), toujours pour cette deuxième familleM′. Intuitivement, la motiva-
tion est la suivante : dans la suite, on prendra pour M′ une famille �xée, très
condorci�ante, et il su�ra de tester que f véri�e M′CInfA pour cette famille
�xée, donc une bonne fois pour toutes. Ensuite, la première familleM pourra être
n'importe quelle famille moins condorci�ante queM′ : ce lemme nous permettra
de montrer que, dans tous les cas, fM véri�e la propriété qui nous permettra
d'enchaîner avec la M′-condorci�cation tout en continuant à diminuer la mani-
pulabilité ; et ce, sans que nous ayons besoin de tester des conditions dépendant
de M pour chaque famille M concernée. En réalité, il nous su�rait d'avoir que
fM véri�eM′CInf dans la conclusion du lemme pour les applications suivantes ;
le fait que fM véri�e aussiM′CInfA est o�ert par la maison.

Démonstration. Soit ω ∈ Ω, c ∈ C,M ∈M′c. Comme f véri�eM′CInfA, il existe
un bulletin ψM ∈ ΩM de la coalition tel que :{

f(ωV\M , ψM ) = c,

c estM′-admissible en (ωV\M , ψM ).

Notons d = fM(ωV\M , ψM ). Si d est M-Condorcet en (ωV\M , ψM ), alors
comme M′ est plus condorci�ante que M, le candidat d est également M′-
Condorcet, donc il est le seul candidat M′-admissible (proposition 4.8), donc
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d = c. À l'inverse, si d n'est pas M-Condorcet en (ωV\M , ψM ), alors par dé�ni-
tion de fM, on a également d = c. Par conséquent,M peut faire gagner c de façon
informée dans le système fM, tout en garantissant que c soitM′-admissible. Donc
fM véri�eM′CInfA.

Les exemples que nous verrons dans la section 4.6 montrerons que les hypo-
thèses du lemme 4.20 sont en fait assez courantes en pratique. Sous ces hypothèses,
nous pouvons, à présent, comparer les condorci�cations obtenues en utilisant les
famillesM etM′. C'est l'objet du théorème de condorci�cation comparée.

Théorème 4.21 (condorci�cation comparée)
Soit f un SVBE,M etM′ deux familles.
On suppose que :
� M′ est monotone ;
� M′ est plus condorci�ante queM ;
� f véri�eM′CInfA.
Alors fM

′
est au plus aussi manipulable que fM :

MCfM′ ⊆ MCfM .

Démonstration. Par le lemme 4.20, on sait que fM véri�eM′CInf . Il su�t alors
d'appliquer le théorème de condorci�cation généralisée 4.18 à fM etM′ et de se
souvenir que (fM)M

′
= fM

′
.

Ce n'est pas évident à première vue, mais ce théorème contient implicite-
ment l'a�rmation que fM

′
est moins manipulable que f (ce que nous savons par

ailleurs, par le théorème de condorci�cation généralisée 4.18). En e�et, considé-
rons le cas particulier de la famille M telle que pour tout candidat c, Mc = ∅.
Alors un candidat est toujours M-admissible et jamais M-Condorcet. En par-
ticulier, toute famille est plus condorci�ante que M et on a fM = f . Donc la
conclusion du théorème devient : MCfM′ ⊆ MCf .

Avec seulement les hypothèses de ce théorème, on n'a pas la garantie que
fM soit moins manipulable que f : en e�et, on n'a pas supposé que M véri�e
les hypothèses du théorème de condorci�cation généralisée 4.18. Ceci dit, on sait
l'essentiel : fM

′
est au plus aussi manipulable que f et que tout système fM, où

M est moins condorci�ante queM′.

À la lecture de ce théorème, une question se pose immédiatement : est-ce que
la conclusion est toujours vraie si on suppose seulement que f véri�eM′CInf au
lieu deM′CInfA ? Nous allons voir que ce n'est pas le cas.

Considérons l'espace électoral des ordres avec V = 3 électeurs et C = 3 can-
didats nommés a, b et c. On utilise le système de vote f suivant.

1. Si tous les électeurs placent le même candidat en tête de bulletin, alors c
est vainqueur.

2. Si au moins un électeur place a en tête et au moins un électeur place c en
tête, alors a est vainqueur.

3. Dans tous les autres cas, b est vainqueur.

On noteM la famille unanime, c'est-à-dire la famille des coalitions contenant
tous les électeurs, etM′ la famille majoritaire. CommeM′ est une famille à seuil,
elle est monotone, et il est facile de véri�er qu'elle est plus condorci�ante queM :
en e�et, un candidat qui estM-Condorcet est préféré par tous les électeurs donc
il est vainqueur de Condorcet, c'est-à-direM′-Condorcet.

Montrons que f véri�eM′CInf .
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� Pour faire gagner c, il su�t que 2 manipulateurs votent comme le troisième
électeur (que celui-ci soit sincère ou pas).

� Pour faire gagner a, il su�t qu'un manipulateur place a en tête et qu'un
autre manipulateur place c en tête.

� Pour faire gagner b, si l'électeur sincère place b en tête, il su�t que les
manipulateurs placent a et b en tête ; et si l'électeur sincère place a ou c
en tête, il su�t que les manipulateurs placent tous les deux b en tête.

On remarquera que les manipulations proposées ne sont pas admissibles. Par
ailleurs, la manipulation pour c crée forcément un favori unanime (préféré par
tous les électeurs) et on ne peut pas toujours choisir que ce soit c : en particulier,
on ne peut pas toujours faire en sorte que c soit Condorcet-admissible donc f ne
véri�e pasM′CInfA.

Considérons alors le pro�l ω suivant, que nous connaissons bien : il s'agit d'un
exemple minimal de paradoxe de Condorcet.

a b c

b c a

c a b

Dans f , c'est le candidat a qui est vainqueur en vertu de la règle 2. Comme il n'y a
niM-Condorcet (candidat unanimement préféré) niM′-Condorcet (vainqueur de
Condorcet classique), le candidat a est également vainqueur dans fM et dans fM

′
.

Dans fM
′
, c'est-à-dire la condorci�cation de f au sens habituel majoritaire,

la con�guration ω est clairement manipulable puisqu'elle est non admissible
(lemme 2.7). On pourra, d'ailleurs, remarquer que la manipulation en faveur de c
ne s'e�ectue pas de la même façon dans f et fM

′
. Dans f , les manipulateurs

doivent mettre a en tête pour béné�cier de la règle 1. Dans fM
′
, ils doivent

mettre c en tête pour que c soit vainqueur de Condorcet.
En revanche, dans fM (qui utilise la famille unanime), nous allons montrer

que la con�guration n'est pas manipulable.
� Pour manipuler en faveur de c, les deux derniers électeurs ont besoin que

c soit en tête de tous les bulletins, ce qu'ils ne peuvent garantir.
� Pour manipuler en faveur de b, seul le deuxième électeur est intéressé. Pour

qu'il réussisse, il faut soit que b soit en tête de tous les bulletins dans la
con�guration �nale (pour béné�cier de laM-condorci�cation), soit éviter
qu'il y ait deux bulletins avec respectivement a et c en tête (pour béné�cier
de la règle originale f en évitant le cas 2) ; mais dans les deux cas, c'est
impossible.

Résumons : toute les hypothèses du théorème sont véri�ées, hormis le fait
qu'au lieu de véri�erM′CInfA, le système f véri�e seulementM′CInf . Et nous
avons exhibé une con�guration où fM

′
est manipulable mais où fM n'est pas

manipulable. Ainsi, la conclusion du théorème n'est plus valide si l'on suppose
seulement que f véri�e M′CInf . Ce contre-exemple motive donc l'emploi de
l'hypothèseM′CInfA.

4.5 Théorème de condorci�cation maximale

À présent, on cherche à savoir s'il existe une �meilleure � famille pour appli-
quer la condorci�cation, c'est-à-dire pour diminuer la manipulabilité en utilisant
le théorème de condorci�cation généralisée 4.18. L'idée naturelle est d'utiliser la
famille qui, pour tout candidat c, considère les coalitions qui ont le pouvoir de
faire gagner c quand elles sont informées du bulletin des autres électeurs : c'est ce
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que nous appellerons la famille maximale d'un système de vote. Dans cette sec-
tion, nous examinons sous quelles conditions cette famille permet d'obtenir une
condorci�cation généralisée qui, en un certain sens, est optimale.

Dé�nition 4.22 (famille maximale de coalitions informées gagnantes)
On appelle famille maximale de coalitions informées gagnantes de f , ou famille

maximale de f , la famille la plus grande M′ (au sens de l'inclusion) telle que f
véri�eM′-CInf, c'est-à-dire telle que ∀c ∈ C,∀M ∈ P(V) :

M ∈M′c ⇔
[
∀ωV\M ∈ ΩV\M ,∃ωM ∈ ΩM t.q. f(ωM , ωV\M ) = c

]
.

Avec cette notation, le système de vote fM
′
est appelé la condorci�cation

maximale de f .

Par dé�nition, la famille maximale est la plus grande famille avec laquelle on
puisse envisager d'appliquer le théorème de condorci�cation généralisée 4.18. On
peut donc se demander si c'est également celle qui permet de diminuer le plus la
manipulabilité par condorci�cation généralisée.

Une autre convention possible serait d'appeler famille maximale la plus grande
famille M′ telle que f véri�e M′CInfA, qui est, par dé�nition, incluse dans
la famille maximale au sens ci-dessus. Comme nous le verrons, le théorème de
condorci�cation maximale 4.25 portera sur les modes de scrutin raisonnables, où
les deux notions sont confondues. Or, il nous semble qu'en pratique, il est plus
facile d'identi�er la famille maximaleM′ (au sens ci-dessus) puis de véri�er que
f véri�e aussi M′CInfA, plutôt que d'identi�er la plus grande famille telle que
f véri�e M′CIgnA puis de véri�er qu'elle est aussi maximale pour la notion
M′CInf .

La proposition suivante découle de la dé�nition : en e�et, si une coalition
informée est toujours capable de faire gagner c, alors toute coalition informée
plus grande (au sens de l'inclusion) est également capable de faire gagner c.

Proposition 4.23
La famille maximale de f est monotone.

Par conséquent, on peut appliquer le théorème de condorci�cation générali-
sée 4.18 à la famille maximaleM′, ce qui prouve que fM′ est moins manipulable
que f . Nous allons montrer que, sous certaines hypothèses, la condorci�cation
maximale fM

′
est la moins manipulable des fM, oùM est une famille telle que

f véri�eMCInf .

Par la proposition 4.23, on sait donc que la famille maximale est monotone.
Mais elle n'est pas forcément exclusive. En e�et, pour le vote de parité (avec
V ≥ 2), il est facile de montrer que la famille maximale est celle qui comprend
toutes les coalitions non vides ; mais nous avons déjà remarqué que celle-ci n'est
pas exclusive.

A�n d'appliquer le théorème de condorci�cation comparée 4.21, nous allons
montrer dans la proposition suivante que, sous certaines hypothèses, toute autre
famille M susceptible de béné�cier du théorème de condorci�cation générali-
sée 4.18 est moins condorci�ante que la famille maximaleM′.

Proposition 4.24
SoitM′ la famille maximale de f etM une famille.
On suppose que :
� les relations Pv sont toujours antisymétriques ;
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� M′ est exclusive.
Si f véri�eMCInf , alorsM′ est plus condorci�ante queM.

Démonstration. Soit φ ∈ Ω et c ∈ C. Supposons que c est M-Condorcet en φ
et montrons qu'il est égalementM′-Condorcet, c'est-à-dire au sens de la famille
maximale de f .

Pour tout d ∈ C \ {c}, le candidat c a uneM-victoire contre d :

M = {v ∈ V t.q. c Pv d} ∈ Mc.

Comme M ∈Mc et f véri�eMCInf , on a :

∀ωV\M ∈ ΩV\M ,∃ωM ∈ ΩM t.q. f(ωM , ωV\M ) = c.

Par dé�nition de la famille maximaleM′ de f , ceci implique que M ∈M′c. Donc
c a uneM′-victoire contre d.

PuisqueM′ est exclusive et que les préférences sont antisymétriques, la pro-
position 4.5 assure que cetteM′-victoire est stricte.

En pratique, on considère généralement des préférences antisymétriques, donc
l'hypothèse de la proposition 4.24 qui est la plus susceptible de ne pas être vé-
ri�ée est l'exclusivité de la famille maximale M′. Montrons que, dans ce cas, la
conclusion de la proposition 4.24 n'est pas véri�ée.

Pour cela, considérons le vote de parité (boules noires et blanches). Il est facile
de voir que la familleM′ maximale est neutre et contient toutes les coalitions non
vides. Cette famille n'est pas exclusive (en supposant V ≥ 2) car deux singletons
d'électeurs distincts sont des coalitions gagnantes pour les candidats a et b res-
pectivement. Pour que le candidat a soit M′-Condorcet, il faut et il su�t qu'il
ait une victoire, c'est-à-dire qu'au moins un électeur le préfère à b, et qu'il n'ait
pas de défaite, c'est-à-dire qu'aucun électeur ne préfère b à a ; autrement dit (en
supposant que les préférences sont des ordres stricts), il faut et il su�t que a
soit le candidat préféré de tous les électeurs. Si on considère, à présent, la famille
majoritaireM, pour que a soitM-Condorcet, il faut et il su�t qu'il soit préféré
par une majorité stricte des électeurs, ce qui est une condition moins exigeante.
Donc il est faux de dire queM′ est plus condorci�ante queM. En l'occurrence,
on a même l'inverse : c'estM qui est plus condorci�ante queM′.

Il ne nous reste plus qu'à regrouper les propriétés connues pour la famille
maximale dans le théorème suivant.

Théorème 4.25 (Condorci�cation maximale)
Soit f un SVBE etM′ sa famille maximale.
On suppose que f véri�eM′CInfA.

1. La condorci�cation maximale fM
′
est au plus aussi manipulable que f :

MCfM′ ⊆ MCf .

2. Pour toute familleM qui est moins condorci�ante queM′ (au sens large),
la condorci�cation maximale fM

′
est au plus aussi manipulable que fM :

MCfM′ ⊆ MCfM .

3. On suppose en outre que les préférences Pv sont toujours antisymétriques
et que la famille maximale M′ est exclusive. Alors, pour toute famille M
telle que f véri�e MCInf , la condorci�cation maximale fM

′
est au plus

aussi manipulable que fM :

MCfM′ ⊆ MCfM .
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Démonstration. 1. Par la proposition 4.23, on sait que la famille maximaleM′ est
monotone. Et comme f véri�eM′CInfA, il véri�e a fortiori M′CInf (proposi-
tion 4.14). On peut donc utiliser le théorème de condorci�cation généralisée 4.18.

2. Comme la famille maximale M′ est monotone, on peut utiliser le théo-
rème 4.21 de condorci�cation comparée.

3. Par la proposition 4.24, la familleM′ est moins condorci�ante queM donc
on peut utiliser le point 2 du présent théorème.

4.6 Exemples de condorci�cation généralisée

À présent, nous allons appliquer la condorci�cation généralisée à divers sys-
tèmes de vote a�n de montrer en pratique comment se comporte cette notion.

4.6.1 Systèmes de vote usuels véri�ant CMInf

Dans le cas des systèmes usuels véri�ant CMInf , on sait déjà qu'ils peuvent
béné�cier de la condorci�cation majoritaire (théorème 2.9). L'objectif de cette
section est d'examiner s'il s'agit de leur condorci�cation maximale.

Tout d'abord, remarquons que la plupart des modes de scrutin classiques véri-
�ent CMIgn et même le critère de la coalition majoritaire ignorante admissible,
c'est-à-dire le critère MCIgnA pour la famille majoritaire. En e�et, dans ces
systèmes de vote raisonnables, si les manipulateurs (en particulier ceux d'une
coalition majoritaire ignorante) peuvent faire gagner un certain candidat c, alors
ils peuvent le faire en mettant c en tête de leur bulletin.

Pour traiter le cas de ces systèmes de vote, la proposition suivante sera utile.
Son point essentiel est la conclusion 1, qui établit une implication entreM′CIgnA
et la maximalité de M′ dans le cas de la famille majoritaire. Les conclusions 2,
3 et 4 reprennent les conclusions du théorème de condorci�cation maximale dans
ce cas particulier.

Proposition 4.26
Soit f un SVBE. On suppose que :
� les relations Pv sont toujours antisymétriques ;
� le nombre d'électeurs V est impair ;
� f véri�e le critère de la coalition majoritaire ignorante admissible.

1. Alors la famille maximaleM′ de f est la famille majoritaire.

2. La condorci�cation majoritaire fM
′

= f∗ est au plus aussi manipulable
que f :

MCf∗ ⊆ MCf .

3. Pour toute famille M qui est moins condorci�ante que la famille majo-
ritaire M′ (au sens large), la condorci�cation majoritaire f∗ est au plus
aussi manipulable que fM :

MCf∗ ⊆ MCfM .

4. Pour toute famille M telle que f véri�e MCInf , la condorci�cation ma-
joritaire f∗ est au plus aussi manipulable que fM :

MCf∗ ⊆ MCfM .
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Démonstration. Comme f véri�e le critère de la coalition majoritaire ignorante,
il est facile de voir que sa famille maximale est celle des coalitions majoritaires :
avec plus de la majorité, on peut toujours imposer sa volonté ; avec moins, les
autres électeurs le peuvent toujours (car V est impair donc ils ont eux-mêmes une
majorité stricte dans ce cas). Ceci prouve le point 1.

Comme f véri�eM′CIgnA par hypothèse, il véri�e aussiM′CInfA (propo-
sition 4.14), donc on peut utiliser le théorème de condorci�cation maximale 4.25.
Ceci permet de conclure immédiatement pour les points 2 et 3.

Puisque les préférences sont toujours antisymétriques par hypothèse et que la
famille majoritaireM′ est exclusive (dé�nition 4.3), le théorème de condorci�ca-
tion maximale 4.25 permet de prouver également le point 4.

Corollaire 4.27
On suppose que les relations Pv sont toujours antisymétriques et que V est

impair.
Alors les conclusions de la proposition 4.26 sont vraies pour BI, CSD, Maxi-

min, le jugement majoritaire, PO, l'uninominal, U2TI, VTI, VTID, VTIM, le
vote par assentiment, le vote par notation, et les méthodes de Baldwin, Borda,
Black, Bucklin, Coombs, Copeland, Dodgson, Kemeny, Nanson et Schulze.

Démonstration. Tous les systèmes mentionnés sauf la méthode de Borda véri-
�ent le critère de la coalition majoritaire ignorante admissible. Pour ceux-ci, la
proposition 4.26 permet donc de conclure.

Si le système f considéré est la méthode de Borda, on ne peut pas appliquer
la proposition 4.26 car ce système de vote ne véri�e pas CMIgn en général (co-
rollaire 3.14 de la proposition 3.13). Cependant, nous allons voir que le résultat
reste vrai comme corollaire du théorème de condorci�cation maximale 4.25.

En e�et, f véri�e le critère de la coalition majoritaire informée admissible.
Montrons que la famille majoritaire est maximale : si une coalition n'est pas
majoritaire, alors les autres électeurs sont strictement majoritaires (car V est
impair) ; s'ils placent un certain candidat d en premier et c en dernier sur leurs
bulletins, alors c ne peut pas être élu, quoi que fassent les manipulateurs de la
coalition minoritaire. On peut donc appliquer le théorème de condorci�cation
maximale 4.25.

Pour les systèmes qui véri�ent le critère de Condorcet, la condorci�cation
ne modi�e évidemment pas le système de vote. La proposition 4.26 et le corol-
laire 4.27 signi�ent que, dès leur état original, on ne peut pas espérer diminuer la
manipulabilité de ces systèmes en leur appliquant le théorème de condorci�cation
généralisée 4.18. Autrement dit, ils sont leur propre condorci�cation maximale.

4.6.2 Veto

Le système Veto, ne véri�ant pas CMInf , ne peut béné�cier du théorème
faible de condorci�cation (majoritaire) 2.9. À présent, nous pouvons déterminer sa
famille maximale et lui appliquer le théorème de condorci�cation maximale 4.25.

Proposition 4.28
Le système de vote f considéré est Veto. On suppose que les préférences sont

toujours antisymétriques.
On suppose mod(V,C) = C − 1.

1. Alors la famille maximaleM′ de Veto est la famille à seuil dont les coali-
tions sont de cardinal supérieur ou égal à (C − 1)

⌈
V
C

⌉
.
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2. Veto véri�eM′CIgnA.

3. La famille maximaleM′ est exclusive.
Donc toutes les conclusions du théorème de condorci�cation maximale 4.25

sont véri�ées.

De même que nous avons supposé le nombre d'électeurs impair dans la propo-
sition 4.26 et le corollaire 4.27 pour éviter les questions d'égalité dans les modes
de scrutin liés à la notion de majorité, la proposition 4.28 utilise une hypothèse
de modulo pour simpli�er l'étude : mod(V,C) = C− 1. On pourra remarquer que
pour C = 2, Veto devient équivalent au vote majoritaire simple et qu'alors cette
équation signi�e simplement que V est impair.

Dans la limite où V est grand devant C, on pourra considérer en première
approximation que la famille maximale de Veto est celle des

(
1− 1

C

)
V , aux ques-

tions d'arrondi et de départage près. Autrement dit, pour choisir le vainqueur en
Veto, il faut une très grande coalition, d'autant plus grande que C est élevé.

Démonstration. Notons α = (C−1)
⌈
V
C

⌉
etM′ la famille à seuil dont les coalitions

sont de cardinal supérieur ou égal à α. Nous allons montrer que M′ véri�e les
propriétés énoncées et en particulier que c'est la famille maximale de f . Pour
tout le début de cette démonstration, nous n'allons pas recourir à l'hypothèse
mod(V,C) = C − 1 mais seulement à l'hypothèse plus faible que C ne divise
pas V .

3. Cette hypothèse a�aiblie est su�sante pour avoir α > (C−1)VC ≥
V
2 . Donc

la familleM′ est exclusive.
2. Si une coalition de cardinal (C − 1)

⌈
V
C

⌉
souhaite faire gagner un certain

candidat c, il su�t que
⌈
V
C

⌉
membres de la coalition votent contre chaque autre

candidat. Alors comme C ne divise pas V , chacun de ces candidats adversaires
reçoit un nombre de vetos strictement supérieur au nombre de vetos moyen, donc
seul c peut être élu. Ainsi, Veto véri�eM′CIgn.

Les membres de la coalition peuvent réaliser cette manipulation tout en met-
tant c en tête de leur bulletin. Comme la familleM′ est exclusive, ceci assure alors
que c apparaît comme un candidatM′-admissible (aucun candidat d ne peut être
placé α fois devant c donc il peut pas avoir uneM′-victoire contre c). Donc Veto
véri�eM′CIgnA.

1. Comme Veto véri�e M′CIgnA, nous savons déjà qu'il véri�e M′CInfA
(proposition 4.14). Pour montrer queM′ est maximale, il ne reste qu'à montrer
qu'une coalition n'appartenant pas àM′ n'a pas la capacité de décider du vain-
queur, même en étant informée des autres votes. C'est pour ce point que nous
allons exploiter l'hypothèse mod(V,C) = C − 1. En remarquant qu'on a dans le
cas général : ⌈

V

C

⌉
=
V + (C −mod(V,C))

C
,

on obtient alors α = (C−1)(V+1)
C .

Considérons une coalition n'appartenant pas àM′, c'est-à-dire de taille stric-
tement inférieure à α. Alors le cardinal de son complémentaire est au moins :

V + 1− α =
V + 1

C
>
V

C
.

Donc, si tous les électeurs du complémentaire votent contre le candidat c, alors
celui-ci a un nombre de vetos supérieur à la moyenne et il ne peut pas être élu.
Donc la coalition considérée n'est pas toujours capable de faire gagner c, même
de manière informée, ce qui prouve queM′ est la famille maximale de Veto.
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Nous allons voir que la condorci�cation maximale de Veto peut être strictement
moins manipulable que Veto. Pour cela, considérons V = 7 électeurs et C = 4 can-
didats. On a mod (V,C) = C−1, donc les hypothèses de la proposition 4.28 sont
véri�ées et la famille maximaleM′ est celle des coalitions comprenant 6 électeurs
ou plus. Examinons la con�guration ω suivante.

3 3 1

c c a

a a b

b d d

d b c

D(ω) a b c d

a � 7 1 7

b 0 � 1 4

c 6 6 � 6

d 0 3 1 �

En Veto, le candidat a est élu et la con�guration est manipulable en faveur de c :
il su�t que les 6 manipulateurs émettent 2 vetos contre chacun des candidats a,
b et d. Dans la condorci�cation maximale de Veto, le candidat c est élu et il est
facile de voir que ce n'est pas manipulable : en e�et, c est non seulement M′-
Condorcet mais il est mêmeM′-favori ; par conséquent, les électeurs qui placent c
en tête, et qui ne sont donc jamais manipulateurs, su�sent à assurer qu'il reste
M′-Condorcet.

À titre de curiosité, on peut aussi montrer que la condorci�cation usuelle
(c'est-à-dire majoritaire) de Veto ne fonctionne pas, au sens où elle peut être
manipulable dans certaines con�gurations alors que Veto ne l'est pas. Pour cela,
considérons la con�guration ω suivante, avec de nouveau V = 7 électeurs et C = 4
candidats.

1 2 1 1 2

c c d a a

a a c b b

d b a c d

b d b d c

D(ω) a b c d

a � 7 3 6

b 0 � 3 5

c 4 4 � 4

d 1 2 3 �

Le candidat a est le seul à ne recevoir aucun veto, donc il est élu. Montrons que
Veto n'est pas manipulable en ω. Aucun électeur ne préfère b à a. Les candidats c
et d reçoivent au moins 2 vetos chacun, ce qui est davantage que le nombre de
vetos moyen V

C = 7
4 , donc il est impossible de manipuler en leur faveur. Par

conséquent, Veto n'est pas manipulable en ω.
À présent, examinons la condorci�cation majoritaire de Veto. Le candidat c

est vainqueur de Condorcet en ω, donc il est élu. Examinons la con�guration
suivante ψ, qui est une tentative de manipulation pour a.

1 2 1 1 2

c c d a a

a a c b b

d b a d d

b d b c c

D(ψ) a b c d

a � 7 3 6

b 0 � 3 5

c 4 4 � 3

d 1 2 4 �

Il n'y a alors plus de vainqueur de Condorcet et c'est a qui est élu. Ainsi, la
condorci�cation majoritaire de Veto est manipulable en ω vers ψ en faveur de a,
alors que Veto n'est pas manipulable en ω.

Dans le cas de Veto, l'intérêt de la condorci�cation maximale n'est pas avant
tout son utilisation en pratique : en e�et, la probabilité d'avoir un candidatM′-
Condorcet semble relativement faible dans les cultures raisonnables, puisqu'il faut
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qu'il ait environ
(
1− 1

C

)
V partisans contre n'importe quel adversaire. En re-

vanche, elle permet de mieux comprendre le phénomène général et de donner une
mesure du pouvoir des électeurs dans ce mode de scrutin.

4.6.3 Vote de parité

À présent, nous allons examiner un cas où on ne peut pas utiliser le théorème
de condorci�cation maximale 4.25. Pour cela, reprenons l'exemple du vote de
parité : s'il y a un nombre impair (resp. pair) de boules noires, alors le candidat a
(resp. b) est élu. En parallèle, chaque électeur fournit également son ordre de
préférences, mais celui-ci n'est pas pris en compte.

Nous avons déjà remarqué que la famille maximale de ce système est celle de
toutes les coalitions non vides et que cette famille n'est pas exclusive. Il n'est donc
pas possible d'appliquer le théorème de condorci�cation maximale 4.25.

Cependant, on peut remarquer que pour toute famille monotoneM telle que
f véri�e MCInf , f véri�e aussi MCInfA. Par théorème de condorci�cation
comparée 4.21, si l'une de ces famillesM′ est plus condorci�ante qu'une autre de
ces famillesM′, alors fM′ est au plus aussi manipulable que fM.

La relation � être plus condorci�ante � est clairement une relation d'ordre (par-
tiel), en particulier sur l'ensemble des familles monotones M telle que f véri�e
MCInf . Les éléments maximaux de cet ordre permettent des condorci�cations
optimales (en termes de manipulabilité), mais qu'on ne sait a priori pas comparer
entre elles du point de vue de la manipulabilité.

Examinons deux exemples.
En supposant V impair, considérons la famille majoritaire. Alors la condorci-

�cation généralisée est le vote majoritaire simple, qu'on sait non manipulable.
À présent, soit Ma l'ensemble des coalitions de plus d'un tiers des électeurs

etMb celle des coalitions d'au moins deux tiers des électeurs. Dans la condorci-
�cation généralisée, b gagne s'il possède au moins deux tiers de voix ; sinon c'est
a. Dans ce cas également, la condorci�cation généralisée n'est pas manipulable.

Ces deux condorci�cations sont deux façons di�érentes de diminuer la mani-
pulabilité, obtenues avec deux familles qui ne sont pas comparables, c'est-à-dire
telles qu'aucune des deux n'est plus condorci�ante que l'autre.

Par ailleurs, on peut examiner les condorci�cations du vote de parité en utili-
sant les familles à seuil (c'est-à-dire neutres, anonymes et monotones).

Tout d'abord, remarquons que pour la condorci�cation généralisée, utiliser par
exemple la famille des 30 % ou celle des 70 % revient au même (en supposant que
V n'est pas divisible par 10 pour éviter les nuances entre inégalités strictes et
larges). En e�et, dans la famille des 30 %, un certain candidat c possède une
victoire absolue stricte contre un certain d ssi plus de 30 % préfère c à d (victoire)
et moins de 30 % préfère d à c (pas de défaite) ; comme les préférences sont des
ordres stricts totaux, ceci revient à dire que plus de 70 % des électeurs préfèrent
c à d, c'est-à-dire que c possède une victoire absolue stricte contre d au sens de la
famille des 70 %.

Toujours sous l'hypothèse que les relations binaires sont des ordres stricts
totaux, on voit donc que la famille des 50 % est, parmi les familles à seuil, celle
qui accepte le plus de victoires (puisque même dans la famille des 30 %, il faut
des victoires avec au moins 50 % d'électeurs). C'est donc la plus condorci�ante
des familles monotones, neutres et anonymes.

Par conséquent, on peut retrouver le vote majoritaire simple comme la condor-
ci�cation optimale du vote de parité parmi celles obtenues avec des familles mo-
notones, anonymes et neutres.
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4. Condorci�cation généralisée

Pour l'illustrer, considérons la con�guration ω suivante, où tous les électeurs
utilisent une boule blanche.

60 39

a b

b a

Comme il y a un nombre pair de boules noires (égal à 0), c'est le candidat b qui
est élu. Si on utilise la famille M des 70 %, alors il n'y a pas de candidat M-
Condorcet : aucun candidat n'a une victoire contre l'autre. Si on utilise la famille
des 30 %, alors il n'y a pas de candidatM-Condorcet non plus : les candidats a
et b ont une victoire mutuelle l'un contre l'autre (donc ils ne sont même pasM-
admissibles). Dans ces deux systèmes, il su�t qu'un candidat préférant a remplace
sa boule blanche par une boule noire, sans changer son ordre de préférence, pour
manipuler en faveur de a.

En revanche, si on utilise la famille majoritaire, alors la condorci�cation du
vote de parité est simplement le vote majoritaire simple : a est élu et ce système
n'est jamais manipulable (le vote sincère, qui consiste à voter pour son candidat
préféré, est une stratégie dominante).

4.6.4 Vote d'une loi

À présent, nous allons nous intéresser à des modes de scrutin qui violent l'ano-
nymat, la neutralité, ou les deux. Dans toute la suite de ce chapitre, on noteM′ la
famille maximale du système f étudié. On suppose pour simpli�er que les relations
binaires de préférence sont des ordres stricts totaux.

Nous utiliserons souvent implicitement la proposition 4.13 : si un système vé-
ri�eMCIgn, alorsM est exclusive. Comme les préférences sont antisymétriques,
on rappelle qu'alors la dé�nition 4.7 de candidat M-Condorcet se réduit à la
relation (4.1) : il su�t de véri�er que le candidat concerné possède une victoire
contre tout autre candidat et il est inutile de véri�er qu'aucun autre candidat n'a
de victoire contre lui.

Examinons un premier système, qui permet de voter une loi. On pourra penser,
par exemple, à une révision de la Constitution. On soumet au vote les trois options
suivantes : deux versions a et b du projet de loi, et ∅ qui représente le statu quo,
c'est-à-dire le fait qu'aucune des deux versions ne soit entérinée. Le système de
vote considéré est le suivant :

1. On vote entre a et ∅. Si a reçoit au moins deux tiers des voix, alors a est
élu et le processus est terminé.

2. Sinon, on vote entre b et ∅. Si b reçoit au moins deux tiers des voix, alors
b est élu ; sinon, ∅ est élu.

Il s'agit d'un système de vote général en plusieurs tours (section 1.4). Le mode
de scrutin utilisé pose un problème a priori pour dé�nir la fonction de sincérité 2 :
si un électeur a l'ordre de préférence (b � a � ∅), il n'est pas clair de savoir quel
doit être son bulletin au premier tour puisque en réalité, le choix n'est pas entre
a et ∅ mais plutôt entre a et le fait d'e�ectuer une élection opposant b et ∅.
Le système de vote que nous allons étudier utilise la fonction de sincérité sous-
entendue par notre formulation initiale : pour le premier tour, le vote sincère d'un
électeur est de voter pour a ssi il préfère a à ∅.

2. Cet exemple est très semblable à celui de la fête sans alcool de Gibbard (1973), qui est
précisément conçu pour illustrer la problématique de la dé�nition du vote sincère.
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La première chose que nous allons faire est de considérer à la place la ver-
sion basée sur l'état de ce système, qui est au plus aussi manipulable (proposi-
tion 1.4.2) : chaque électeur communique son ordre de préférence, puis on émule
le système original.

Examinons à présent sa famille maximale.
Pour toute coalition M , on a :

M ∈M′∅ ⇔ card(M) >
V

3
.

Pour toute coalition M et tout candidat c 6= ∅, on a :

M ∈M′c ⇔ card(M) ≥ 2V

3
.

Il est facile de véri�er que le système de vote véri�eM′CIgnA. Donc la famille
maximaleM′ est exclusive.

Pour comparer la manipulabilité de f et fM
′
, considérons le pro�l ω suivant.

70 30

b a

a b

∅ ∅

Dans le système original (ou sa version basée sur l'état), c'est le candidat a
qui gagne dès le premier vote, en tout cas si les électeurs sont sincères. Mais
la con�guration est manipulable en faveur de b : en e�et, ses partisans peuvent
échanger a et ∅ dans leur ordre de préférence ; alors le projet de loi a est rejeté
puis b est accepté.

Dans la condorci�cation maximale, b estM′-Condorcet donc il est élu et c'est
non manipulable : en e�et, le candidat b estM′-favori donc les électeurs qui ont
b pour préféré assurent à eux seuls que b soitM′-Condorcet.

Dans cet exemple, la condorci�cation maximale permet donc d'avoir un sys-
tème de vote strictement moins manipulable que l'original.

4.6.5 Uninominal avec un pouvoir d'imposition

Renaud et ses amis envisagent d'aller au bal (b), à l'église (e), de rendre visite
à Germaine (g) ou la Pépette (p) ou de rester ensemble à parler (∅). On vote en
uninominal à l'exception suivante près. Renaud, qui possède la voiture, a le droit
d'imposer le candidat ∅ : s'il vote pour ∅, alors ce candidat est automatiquement
élu, personne ne va nulle part et on reste ensemble à parler.

Pour toute coalition M , on a :

M ∈M′∅ ⇔ Renaud ∈M ou card(M) >
V

2
.

Pour toute coalition M et tout candidat c 6= ∅, on a :

M ∈M′c ⇔ Renaud ∈M et card(M) >
V

2
.

Il est facile de véri�er que le système de vote véri�eM′CIgnA. Donc la famille
maximaleM′ est exclusive.

Examinons le pro�l ω suivant avec V = 9 électeurs.

127



4. Condorci�cation généralisée

1 (Renaud) 1 1 1 1 1 1 1 1

g ∅ b b b p p e e

∅ g ∅ ∅ e ∅ ∅ ∅ ∅
e e g e ∅ g g g g

p p p g g e e b b

b b e p p b b p p

D(ω) ∅ b e g p

∅ � 6* 6* 8 7*

b 3 � 3 3 5

e 3 6* � 4 6*

g 1* 6* 5* � 7*

p 2 4* 3 2 �

Dans la matrice des duels ci-dessus, on a conventionnellement signalé par une
astérisque chaque ensemble d'électeurs qui contient Renaud.

Dans le système de vote original, on a f(ω) = b, mais Renaud peut manipuler
en faveur de ∅ en utilisant son pouvoir d'imposition.

Si on utilise la condorci�cation majoritaire f∗, alors le vainqueur sincère est
∅ car il est vainqueur de Condorcet. Mais le pro�l reste manipulable : en e�et,
considérons la con�guration ψ suivante, qui est une tentative de manipulation
pour b.

1 (Renaud) 1 1 1 1 1 1 1 1

g ∅ b b b p p e e

∅ g g e e ∅ ∅ ∅ ∅
e e e ∅∅ ∅ g g g g

p p ∅∅ g g e e b b

b b p p p b b p p

D(ψ) ∅ b e g p

∅ � 6* 4* 6 7*

b 3 � 3 3 5

e 5 6* � 4 7*

g 3* 6* 5* � 7*

p 2 4* 2 2 �

Il n'y a plus de vainqueur de Condorcet et c'est b qui gagne, donc la condorci�-
cation majoritaire f∗ est manipulable de ω vers ψ en faveur de b.

En�n, si on utilise la condorci�cation maximale, alors le vainqueur sincère en
ω est également ∅ car il est M′-Condorcet. Si on souhaite manipuler en faveur
de g, alors seul Renaud est intéressé, mais il ne peut empêcher que ∅ resteM′-
Condorcet car il aura toujours une majorité stricte contre tout autre candidat ;
donc la manipulation échoue. Si on souhaite manipuler en faveur d'un autre can-
didat que g, alors Renaud ne participe pas à la manipulation donc sa voix, à elle
seule, assure que ∅ conserve uneM′-victoire contre e, p et b. Le seul espoir des
manipulateurs consiste donc à empêcher ∅ d'avoir une M′-victoire contre g. Si
on considère une manipulation pour b (resp. e, p), alors on peut lire sur la matrice
des duels qu'il y a 3 manipulateurs (resp. 3, 2), donc le nombre de voix de ∅
contre g, qui est 8 en vote sincère, est, après manipulation, supérieur ou égal à
8 − 3 = 5 (resp. 5, 6), donc ∅ conserve une victoire contre g et la manipulation
échoue. Ainsi, fM

′
n'est pas manipulable en ω, alors que f et f∗ le sont.

4.6.6 Élection du Secrétaire général de l'ONU

Nous allons à présent étudier un exemple un peu plus complexe mais issu de la
politique internationale. Nous nous contenterons de donner la famille maximale,
sans étudier en détails le système de vote obtenu par condorci�cation maximale.

L'élection du Secrétaire général de l'ONU peut être formalisée de la façon
suivante. Il s'agit d'un vote par notation où les notes autorisées sont −1, 0 et 1 ;
mais chaque pays membre du Conseil de Sécurité, un sous-ensemble de V noté CS,
dispose d'un droit de rejet sur toute personne candidate. En fait, il y a donc autant
de candidats que de personnes physiques briguant le poste, plus un candidat
spécial ∅ qui signi�e : � aucune personne physique n'est élue � (ce qui a diverses
conséquences en pratique).
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Ainsi, chaque membre de CS possède un droit de rejet sur tout candidat, sauf
sur le candidat spécial ∅. C'est un pouvoir plus fort que le pouvoir d'imposition
de Renaud vu en section 4.6.5 : en e�et, un membre du Conseil de Sécurité peut
non seulement imposer le candidat ∅ comme vainqueur (tout comme Renaud),
mais il peut aussi, de manière plus nuancée, choisir de mettre son veto sur certains
autres candidats mais pas tous. Par exemple, il peut mettre son veto sur tous les
candidats sauf une certaine personne physique c et le candidat spécial ∅, ce qui
restreint le choix des autres électeurs à ces deux candidats : Renaud ne dispose
pas d'un tel pouvoir.

Pour toute coalition M , on a :

M ∈M′∅ ⇔ ∃v ∈ CS t.q. v ∈M.

Pour toute coalition M et tout candidat c 6= ∅, on a :

M ∈M′c ⇔ CS ⊆M et card(M) >
V

2
.

Il est facile de véri�er que le système de vote véri�eM′CIgnA, donc la famille
maximaleM′ est exclusive.

On peut donc appliquer le théorème de condorci�cation maximale 4.25. A�n
de ne pas alourdir davantage, nous ne donnerons, cette fois, pas d'exemple d'ap-
plication. On remarquera que, pour qu'une candidat physique soitM′-Condorcet,
il faut qu'il soit non seulement vainqueur de Condorcet au sens usuel majoritaire
mais également le candidat préféré de chaque membre du Conseil de Sécurité.
Pour les candidats physiques, êtreM′-Condorcet est donc une condition très exi-
geante. En revanche, pour que le candidat spécial ∅ soitM′-Condorcet, il su�t
que pour tout candidat physique c, il existe un membre du Conseil de Sécurité qui
préfère ∅ à c, ce qui est une condition particulièrement peu exigeante. L'analyse
de la famille maximale montre que, dans un tel système, l'issue spéciale ∅ est
beaucoup plus facile à obtenir que n'importe quel candidat physique, aussi bien
dans le système initial que dans sa condorci�cation maximale.

Si les parties en présence ont par ailleurs un intérêt à éviter l'issue spéciale ∅,
on peut imaginer, et c'est ce qui se passe en pratique, qu'il existe des processus ex-
ternes au système de vote utilisé qui permettent de pré-sélectionner les candidats
de façon à ne pas aboutir à un blocage lors du vote lui-même. En l'occurrence,
les membres du Conseil de Sécurité mènent des négociations préalables de fa-
çon à identi�er un candidat su�samment consensuel pour éviter un blocage et
le soumettent ensuite au vote de l'Assemblée Générale (dont ils font partie). À
notre connaissance, lors de chaque élection passée du Secrétaire Général de l'ONU
(à l'heure où nous écrivons ces lignes), le Conseil de Sécurité a pré-sélectionné un
candidat, et un seul, pour l'élection �nale impliquant l'ensemble des membres de
l'Assemblée Générale des Nations Unies.
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Chapitre 5

Tranchage

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons examiné les liens des notions majoritaires
(en particulier le vainqueur de Condorcet absolu) avec la manipulabilité et, plus
généralement, avec la capacité à trouver des équilibres de Nash forts. Dans le
chapitre 4, nous avons étendu les résultats de condorci�cation a�n de diminuer
(au sens large) la manipulabilité pour des systèmes où la notion de majorité ne
joue pas de rôle particulier.

Dans ce chapitre, nous étudions le lien entre l'ordinalité d'un système de vote
et la manipulabilité. Pour rappel, nous disons qu'un système de vote est ordinal si
le résultat ne dépend que du pro�l, c'est-à-dire des relations binaires de préférence
des électeurs, même si ce ne sont pas des ordres. Parmi les systèmes non-ordinaux,
on utilise informellement le quali�catif cardinal pour des systèmes qui utilisent
une note numérique, comme le vote par assentiment, le vote par notation et le
jugement majoritaire. D'autres systèmes ne sont pas ordinaux, comme le vote de
parité qui utilise des boules noires et boules n'ayant pas de signi�cation ordinale
ou cardinale particulière.

Concernant les systèmes cardinaux, on peut émettre l'intuition qu'ils ont une
tendance à être plus manipulables que les systèmes ordinaux : en e�et, non seule-
ment un électeur peut mentir sur les positions relatives des candidats dans ses
préférences (aspect ordinal), mais il dispose aussi d'un degré de liberté supplé-
mentaire qui consiste à exagérer ses notes, vers le haut ou vers le bas (aspect
cardinal).

Dans ce chapitre, nous allons voir qu'il est e�ectivement possible de donner
un sens précis à cette intuition et de la généraliser à tous les types de systèmes
qui ne sont pas ordinaux. Pour l'essentiel, ces travaux sont présentés par Durand
et al. (2014c,e).

Dans la section 5.1, nous dé�nissons les tranches d'un système de vote f ,
chacune d'elles étant un système de vote ordinal. Intuitivement, chaque tranche
est de la forme suivante : considérant le pro�l P des préférences ordinales des
électeurs, on le complète d'une manière arbitraire en un état de préférence �ctif ω′

et on applique le système original f à l'état obtenu. Par exemple, la méthode
de Borda est une tranche du vote par notation, parmi l'in�nité de ses tranches
possibles : elle consiste à � plaquer � arbitrairement les notes C − 1, C − 2, . . . , 0
sur l'ordre de préférence de chaque électeur.

Une illustration intuitive de la métaphore de la tranche est donnée dans
la �gure 5.1. En général, si on dispose d'une fonction réelle à deux variables
(x, y) → f(x, y), on peut la représenter dans un espace à 3 dimensions (où elle
dé�nit une surface). Fixer y revient à considérer une tranche à 2 dimensions de
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Figure 5.1 � En trait noir épais : tranche y = 2 d'une fonction réelle f à deux
variables.

cet espace (dans laquelle la fonction x → f(x, y) dé�nit une courbe). Dans cette
analogie, x correspond au pro�l P des préférences ordinales et y est l'informa-
tion complémentaire qui permet de reconstituer une con�guration complète (par
exemple la liste des notes). De façon informelle, une tranche du système de vote
peut être vue comme une fonction P→ f(P, y), où l'information complémentaire y
est �xée arbitrairement.

Dans la section 5.2, nous introduisons la notion d'espace électoral probabi-
lisé (EEP) décomposable, qui servira ensuite d'hypothèse au théorème de tran-
chage 5.9. Intuitivement, l'état d'un électeur est caractérisé par deux informa-
tions : ses préférences ordinales et une � information complémentaire � sur son
état, par exemple une liste de notes (sans leur correspondance avec les candi-
dats). Si on dispose des deux informations, alors on connaît son état complet.
L'idée initiale de la décomposabilité consiste à demander que les deux informa-
tions soient indépendantes au sens probabiliste. Mais nous verrons que quitte à
dé�nir astucieusement l'espace des informations complémentaires, on peut étendre
cette notion à une plus large variété de cas. En particulier, nous montrons que
si les électeurs sont indépendants les uns des autres, alors l'espace est toujours
décomposable : ceci n'est pas évident, puisque cette propriété est véri�ée même
si, pour chaque électeur, ses préférences ordinales et les autres informations sur
son état ne semblent pas du tout indépendantes à première vue. Nous montrons
également que l'indépendance des électeurs n'est pas nécessaire et nous exhibons
une classe plus large de modèles qui sont décomposables.

Dans la section 5.3, nous prouvons le résultat central de ce chapitre, le théorème
de tranchage 5.9 : si l'espace électoral est décomposable, alors il existe une tranche
de f dont le taux de manipulabilité est inférieur ou égal à celui de f . La tranche
concernée est, par dé�nition, un système ordinal.

Le fait que ce système soit une tranche de f permettra d'assurer qu'elle
conserve certaines propriétés de f . En particulier, nous verrons en section 5.4
si f véri�e le critère de Condorcet, alors toute tranche de f le véri�e également.
Par conséquent, on peut combiner le théorème de tranchage 5.9 avec les théo-
rèmes de condorci�cation. En partant d'un système de vote f , on peut considérer
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5.1 Tranches d'un mode de scrutin

sa condorci�cation puis trancher celle-ci pour obtenir un système au plus aussi
manipulable (au sens probabiliste).

En particulier, ceci nous amène en section 5.5 au théorème d'optimalité 5.15,
qu'on peut voir comme la conclusion de ces cinq premiers chapitres théoriques :
dans la classe CMInf , si l'espace électoral est décomposable, alors il existe un
système de vote ordinal et véri�ant le critère de Condorcet dont le taux de mani-
pulabilité soit minimal.

Les sections 5.6 et 5.7 peuvent être considérées comme des annexes techniques
de ce chapitre. Dans la section 5.6, nous élargissons la notion de décomposabi-
lité à un espace probabilisé qui n'est pas nécessairement un espace électoral et
nous prouvons certains résultats techniques qui n'étaient que mentionnés dans la
section 5.2.

Dans la section 5.7, nous discutons les hypothèses du théorème de
tranchage 5.9 et nous montrons en quel sens le théorème est bien ajusté. En
particulier, nous montrons qu'on ne peut espérer diminuer la manipulabilité qu'au
sens probabiliste et non au sens ensembliste. Nous montrons aussi qu'il n'est pas
possible de supprimer l'hypothèse de décomposabilité purement et simplement,
c'est-à-dire sans la remplacer par une autre hypothèse éventuellement plus faible.
En revanche, nous ignorons s'il est possible de la remplacer par une condition
plus faible. Trouver une condition nécessaire et su�sante pour que tout système
admette une tranche moins manipulable (au sens probabiliste) est laissé comme
question ouverte.

5.1 Tranches d'un mode de scrutin

Dans l'introduction de ce chapitre, nous avons donné une première intuition
du tranchage. De façon plus détaillée, chaque électeur v communique sa relation
binaire de préférence pv = Pv(ωv). Puis on utilise une méthode dé�nie à l'avance,
notée yv, pour reconstituer un état �ctif ω′v qui est cohérent avec pv. En�n, on
applique f à la con�guration �ctive (ω′1, . . . , ω

′
V ). L'ensemble de ce processus

dé�nit un système de vote fy qui est ordinal : il ne dépend que des relations
binaires de préférence.

Par exemple, dans l'espace électoral de référence où ωv = (pv, uv, av), consi-
dérons yv(pv) = (pv, u

′
v, a
′
v), où u

′
v est le vecteur de scores de Borda 1 associé à

pv et a′v est un vecteur d'assentiment avec 1 pour chaque candidat. Dans ce cas
particulier, les fonctions yv sont les mêmes pour chaque électeur v, mais ce n'est
pas obligatoire en général.

Examinons la tranche du vote par notation par y = (y1, . . . , yV ). Une fois que
les électeurs ont communiqué des relations binaires de préférence p = (p1, . . . , pV ),
on utilise y a�n de reconstituer des états �ctifs ω′v : en particulier, chaque u′v est,
à présent, un vecteur de scores de Borda. En�n, on applique le vote par notation
à cette con�guration �ctive : le candidat avec le plus grand score total est déclaré
élu. Pour résumer, la tranche du vote par notation par y est la méthode de Borda.
Une in�nité d'autres tranches peuvent être dé�nies, en fonction du choix de y.

1. Score de Borda du candidat c pour l'électeur v (rappel) : c reçoit un point pour chaque
candidat d tel que v préfère c à d, et un demi-point pour chaque candidat que v juge incomparable
ou mutuellement préférable à c. Dans cet exemple, on divise ensuite ce score par C − 1 pour
obtenir une valeur dans l'intervalle [0, 1].
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Plus généralement, toute RPS peut être obtenue comme une tranche du vote
par notation 2. En revanche, l'inverse n'est pas vrai : dans une tranche du vote
par notation, il est possible de compléter l'état d'un électeur avec des scores
d'uninominal (1 pour le meilleur candidat, 0 pour les autres) et l'état d'un autre
électeur avec des scores de Borda. Dans ce cas, la tranche obtenue n'est pas une
RPS. On remarquera au passage que le tranchage ne préserve pas l'anonymat
éventuel du mode de scrutin initial, mais nous verrons qu'il préserve tout de
même un certaine balance des pouvoirs dans la section 5.4.

Nous pouvons maintenant donner les dé�nitions formelles de tout cela.

Notations 5.1 (espace Y)
Pour chaque électeur v, on note :

Yv = {yv : Pv(Ωv)→ Ωv t.q. Pv ◦ yv = Id}.

Il s'agit de l'ensemble des fonctions yv qui, à chaque pv possible, associent un
état �ctif ω′v = yv(pv) qui est cohérent avec pv, c'est-à-dire tel que Pv(ω′v) = pv.
Mathématiquement, c'est l'ensemble des inverses à droite de Pv (corestreint à son
image), c'est-à-dire les fonctions qui choisissent un élément ω′v dans (Pv)−1(pv).

Intuitivement, Yv est l'ensemble des � informations complémentaires � pos-
sibles pour l'électeur v.

On note Y =
∏V
v=1 Yv. Une fonction y = (y1, . . . , yV ) ∈ Y dé�nit une infor-

mation complémentaire pour chaque électeur, c'est-à-dire une méthode de tran-
chage 3 : à chaque pro�l possible p = (p1, . . . , pV ) ∈

∏
v∈V Pv(Ωv), elle associe

une con�guration ω′ = y(p) = (y1(p1), . . . , yV (pV )) qui est cohérente avec p.

Dé�nition 5.2 (tranche)
Pour un SVBE f et y ∈ Y, on appelle tranche de f par y le système de vote

fy dé�ni par :

fy :
Ω → C
ω → f(y(P(ω))).

À présent, nous présentons un lemme qui donne une idée centrale pour le
théorème de tranchage 5.9 : quand on est dans une con�guration y(p), les systèmes
de vote f et fy renvoient le même résultat ; mais pour les manipulateurs, leurs
possibilités d'expression dans fy sont incluses dans celles qu'ils ont dans f , donc
ils ont moins de pouvoir.

Par exemple, considérons une con�guration ω très particulière où pour chaque
électeur v, son vecteur de notes sincère uv est égal au vecteur de scores de Borda
associés à la relation binaire pv. Manifestement, si les électeurs votent sincèrement,
alors le vote par notation et la méthode de Borda renvoient le même résultat. Nous
remarquons simplement que si la méthode de Borda est manipulable en ω, alors
le vote par notation l'est aussi : les manipulateurs peuvent utiliser les mêmes
stratégies que celles qu'ils utiliseraient en méthode de Borda.

Lemme 5.3
Pour tout pro�l p ∈ P(Ω) et toute méthode de tranchage y ∈ Y, si fy est

manipulable en y(p), alors f est manipulable en y(p). Autrement dit, en utilisant
l'indicatrice de manipulabilité, on a toujours :

MCfy (y(p)) ≤ MCf (y(p)).

2. En toute rigueur, cette a�rmation est vraie si on a fait l'hypothèse que l'espace électoral
autorise qu'un électeur attribue la même note à deux candidats tout en préférant l'un à l'autre.
Sinon, il faut se limiter aux vecteurs de poids x strictement décroissants.

3. Par raccourci d'écriture, on associe un V -uplet de fonctions à la fonction multivariée
correspondante.
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5.2 Espace électoral décomposable

Démonstration. Supposons que la tranche fy est manipulable dans la con�gura-
tion ω = y(p). Par dé�nition, il existe des bulletins ψ ∈ Ω tels que fy(ψ) 6= fy(ω)
et :

∀v ∈ Sinc(fy(ω)→ fy(ψ)), ψv = ωv.

La tranche et le système de vote original ont le même résultat sincère en ω :
en e�et, en développant la dé�nition de fy(ω) et en utilisant la relation P◦y = Id,
on a fy(ω) = f(y(P(y(p)))) = f(y(p)) = f(ω).

Notons φ = y(P(ψ)) : il s'agit des bulletins qui sont e�ectivement pris en
compte par fy (dans notre exemple, la conversion des bulletins stratégiques ψ en
format Borda). Par simple réécriture, on a :

∀v ∈ Sinc(f(ω)→ f(φ)), ψv = ωv.

Si ψv = ωv, alors φv = yv(Pv(ψv)) = yv(Pv(ωv)) = yv(Pv(yv(pv))) = yv(pv) =
ωv. Donc :

∀v ∈ Sinc(f(ω)→ f(φ)), φv = ωv.

Or on a vu que f(φ) = fy(ψ) 6= fy(ω) = f(ω). Donc f est manipulable en ω
vers φ.

5.2 Espace électoral décomposable

En choisissant un couple (p, y) approprié, toute con�guration ω peut être ex-
primée par ω = y(p). Par exemple, si le véritable état ωv de chaque électeur v
correspond à des scores de Borda, alors il peut être représenté par sa relation
binaire de préférence sincère pv et la méthode de tranchage yv donnée en exemple
précédemment. Par conséquent, dans cette con�guration ω = y(p), le lemme 5.3
permet de comparer la manipulabilité de f et celle de fy.

L'idée de la décomposabilité est la suivante : en tirant indépendamment p
et y avec des distributions bien choisies, on souhaiterait reconstituer une con�-
guration ω avec la bonne mesure de probabilité π. Si c'est possible, alors nous
verrons (en prouvant le théorème de tranchage 5.9) que le taux de manipulabilité
de f peut être comparé à une certaine moyenne de ceux de toutes les tranches
possibles fy.

Nous allons, d'abord, donner la dé�nition formelle de la décomposabilité,
puis une interprétation et un exemple. Rappelons que µ désigne la loi de P (en
culture π).

Dé�nition 5.4 (décomposabilité)
On dit que l'EEP (Ω, π) est P-décomposable, ou juste décomposable, ssi il existe

une loi de probabilité ν sur Y telle que pour tout événement A sur Ω :

π(ω ∈ A) = (µ× ν)
(
y(p) ∈ A

)
.

Dans ce qui suit, quand (Ω, π) est décomposable, on notera toujours ν une
mesure arbitraire sur Y, parmi celles qui véri�ent cette propriété.

Cette dé�nition exige que π soit la mesure image de µ × ν par l'opérateur
qui, à p et y, associe y(p). Autrement dit, en tirant indépendamment p et y
(avec les mesures µ et ν respectivement), puis en considérant ω = y(p), on tire ω
avec la mesure de probabilité correcte π. La décomposabilité est liée à la notion
d'information complémentaire sur les états des électeurs : cette idée est davantage
développée dans la section 5.6.

Par commodité de langage, quand l'EEP (Ω, π) est décomposable, nous dirons
parfois que l'espace électoral Ω ou que la culture π est décomposable.
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Exemple 5.5
Considérons V = 2 électeurs et C = 2 candidats nommés a et b. Supposons que

l'état d'un électeur est un couple constitué d'un ordre strict total de préférence
sur les candidats et d'une information complémentaire, � ananas � ou � banane �.
Dans un cas d'étude réel, ces deux valeurs pourraient avoir une signi�cation non
alimentaire, comme �préfère passionnément � et � préfère un peu �, mais cela n'a
pas d'importance pour notre exemple.

Soit π la culture qui tire équiprobablement l'une des deux con�gurations sui-
vantes :

1. Chaque électeur est dans l'état A = (a � b, ananas) ;
2. Chaque électeur est dans l'état B = (b � a,banane).
Pour montrer que cet EEP est décomposable, considérons la mesure ν qui

tire, de façon certaine, deux fonctions identiques y1 et y2 telles que pour tout
électeur v, yv(a � b) = A et yv(b � a) = B.

En tirant le pro�l p avec la loi µ, on a de façon équiprobable p = (a � b, a � b)
ou p = (b � a, b � a). Puis, en tirant y avec la loi (déterministe) ν, on a de façon
équiprobable y(p) = (A,A) ou y(p) = (B,B), ce qui est exactement la culture π.

En bref, cet EEP (Ω, π) peut être émulé en tirant le pro�l p = (p1, p2) avec
la loi µ (qui est directement dé�nie par la culture π), en tirant y = (y1, y2) avec
la loi ν (que nous avons exhibée), puis en considérant ω = y(p). Donc il est
décomposable.

En général, il n'est pas trivial de déterminer si un espace électoral donné est
décomposable ou pas. Pour cette raison, nous allons donner quelques conditions
su�santes ou nécessaires.

Proposition 5.6
Si les électeurs (ω1, . . . , ωV ) sont indépendants, alors (Ω, π) est décomposable.

Nous n'allons pas prouver la proposition 5.6 pour l'instant. C'est une consé-
quence de la proposition 5.18, que nous verrons en section 5.6 dans un cadre plus
général.

Toutefois, l'indépendance n'est pas une condition nécessaire. En e�et, dans
l'exemple 5.5, les électeurs ne sont pas indépendants : ou bien ils sont tous les
deux dans l'état A, ou bien dans l'état B. Cependant, l'EEP est décomposable.

Une autre condition su�sante est véri�ée par une classe importante de mo-
dèles. Par exemple, considérons un espace électoral où l'état de chaque électeur v
est constitué d'un ordre strict total de préférence pv et d'un entier kv ∈ J0, CK.
Cet entier peut avoir la signi�cation suivante : l'électeur v � approuve � les kv
premiers candidats de son ordre de préférence (quel que soit le sens exact de ce
terme).

La culture π considérée est la suivante. On tire (p1, . . . , pV ) selon une certaine
loi de probabilité µ sur (LC)V . Indépendamment, on tire (k1, . . . , kV ) selon une
certaine loi de probabilité ξ sur J0, CKV .

Remarquons que, aussi bien pour µ que pour ξ, les électeurs peuvent ne pas
être indépendants entre eux. Mais les tirages par µ et ξ sont indépendants par
hypothèse. La proposition suivante prouve qu'un tel EEP est décomposable.

Proposition 5.7
Pour tout v ∈ V, soit Pv une partie non vide de RC, soit Kv un ensemble mesu-

rable non vide et soit Ωv = Pv×Kv. Soit Pv la fonction dé�nie par Pv(pv, kv) = pv
et Kv la fonction dé�nie par Kv(pv, kv) = kv.

Soit π une culture sur Ω =
∏
v∈V Ωv.
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5.2 Espace électoral décomposable

Si les deux variables aléatoires P = (P1, . . . ,PV ) et K = (K1, . . . ,KV ) sont
indépendantes, alors (Ω, π) est décomposable.

Démonstration. À kv ∈ Kv, on associe la fonction concatv(kv) ∈ Yv qui consiste
à concaténer pv et kv de façon à reconstituer un état ωv :

concatv(kv) :
Pv(Ωv) → Ωv

pv →
(
concatv(kv)

)
(pv) = (pv, kv).

À k ∈ K, on associe concat(k) = (concat1(k1), . . . , concatV (kV )) ∈ Y : à
chaque pro�l p, cette fonction se contente de juxtaposer le vecteur k de façon à
renvoyer une con�guration.

Alors, en notant ξ la loi de K, la mesure image ν de ξ par concat est clairement
convenable pour prouver la décomposabilité.

La condition de la proposition 5.7 est su�sante pour assurer la décomposabilité
mais elle n'est pas nécessaire : quand chaque ensemble Ωv est dé�ni comme un
produit cartésien Pv×Kv (où Pv ⊆ RC), il est possible que les variables aléatoires
P et K ne soient pas indépendantes mais que l'espace électoral soit décomposable
quand même. En e�et, dans l'exemple 5.5, si P = (a � b, a � b), alors on sait
de façon certaine que K = (ananas, ananas), alors que si P = (b � a, b � a),
alors K = (banane, banane) ; par conséquent, P et K ne sont pas indépendants.
Cependant, comme nous l'avons vu, cet EEP est décomposable.

Comme l'exemple didactique et fruitier 5.5, l'exemple suivant montre que,
même sans véri�er les conditions su�santes des propositions 5.6 et 5.7, l'EEP
peut être décomposable. Mais cette fois, on utilise un modèle plus élaboré et plus
susceptible d'être utilisé en pratique.

On tire (p1, . . . , pV ) selon une loi µ sur (FC)V . Pour chaque électeur v, soit kv
le nombre de classes d'indi�érence dans son ordre strict faible de préférence pv ;
par exemple, si l'électeur n'a pas d'égalité, le nombre de ses classes d'indi�érence
est simplement égal au nombre de candidats. On tire kv notes selon une certaine
loi ξv(kv) sur [0, 1]kv . Cette loi ξv(kv) est choisie de telle sorte que les kv notes
sont presque sûrement toutes distinctes.

Étant donné un ordre strict faible pv et un vecteur de notes (u1, . . . , ukv ), on
construit un état ωv en attribuant les notes aux candidats dans l'ordre de pv.

Par exemple, si pv = (1 ∼ 2 � 3 � 4), alors il y a kv = 3 classes d'équivalence :
{1, 2}, {3} et {4}. Donc on utilise la loi ξv(3) pour tirer 3 notes, par exemple
(0,1 ; 0,8 ; 0,2). Finalement, on a ωv = (1 ∼ 2 � 3 � 4, (0,8 ; 0,8 ; 0,2 ; 0,1)).

Pour prouver que cet EEP est décomposable, construisons une mesure ν conve-
nable. Simultanément pour chaque entier kv ∈ J1, CK, tirons kv notes selon ξv(kv).
Ceci dé�nit parfaitement yv, une transformation qui associe à chaque pv un
état ωv. Par dé�nition, en tirant p avec la loi µ et y de cette façon, ω = y(p)
est tirée avec la mesure de probabilité voulue.

Pour terminer, voici une condition nécessaire pour que l'EEP soit décompo-
sable.

Proposition 5.8
Si (Ω, π) est décomposable, alors pour tout sous-ensemble des électeurs V ′, pour

tout événement A sur
∏
v∈V′ Ωv (c'est-à-dire concernant seulement les électeurs

de V ′), pour tout pro�l p = (p1, . . . , pV ) ∈ R de probabilité non nulle :

π
(
ωV′ ∈ A | PV′ = pV′

)
= π

(
ωV′ ∈ A | P = p

)
. (5.1)
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5. Tranchage

C'est une conséquence de la proposition 5.19, que nous verrons en section 5.6
dans un cadre plus général. L'interprétation intuitive est que, si on connaît les
préférences ordinales pv pour un sous-ensemble d'électeurs V ′ et si on souhaite
reconstituer leurs états ωv de façon probabiliste, alors connaître les relations pv
des autres électeurs ne fournit pas d'information. On notera qu'il n'est pas exclu,
en revanche, que connaître les états complets ωv des autres électeurs (et pas
seulement leurs relations pv) donne une information utile pour reconstituer les
états des électeurs de V ′ à partir de leurs préférences ordinales.

L'avantage de cette condition est qu'en pratique, elle est plus commode à tester
que la décomposabilité. Dans la section 5.6, nous montrerons que malheureuse-
ment, elle n'est pas su�sante pour assurer la décomposabilité.

5.3 Théorème de tranchage

Nous disposons, à présent, de tous les éléments pour démontrer le théorème
de tranchage.

Théorème 5.9 (tranchage)
Soit (Ω, π) un EEP et f un SVBE dont le taux de manipulabilité est bien dé�ni

(c'est-à-dire que MCf est mesurable, voir annexe A).
Si (Ω, π) est décomposable, alors il existe une méthode de tranchage y ∈ Y

telle que la tranche de f par y a un taux de manipulabilité inférieur ou égal à
celui de f :

τMC(fy) ≤ τMC(f).

Démonstration. Premièrement, montrons que le taux de manipulabilité de toute
tranche fy peut être exprimée en considérant un espace électoral ordinal (où
chaque électeur est décrit uniquement par sa relation binaire de préférence), muni
de la loi de probabilité µ. En e�et, par dé�nition :

τMC(fy) =

∫
ω∈Ω

MCfy (ω)π(dω).

Comme MCfy (ω) dépend seulement du pro�l P(ω) et comme ω et y(P(ω)) ont le
même pro�l, on a :

τMC(fy) =

∫
ω∈Ω

MCfy (y(P(ω)))π(dω).

D'où, par changement de variable :

τMC(fy) =

∫
p∈P(Ω)

MCfy (y(p))µ(dp).

Deuxièmement, étudions la manipulabilité de f . En utilisant la décomposabi-
lité, on a par changement de variable :

τMC(f) =

∫
(p,y)∈P(Ω)×Y

MCf (y(p))(µ× ν)(dp,dy).

Le théorème de Fubini-Tonelli donne :

τMC(f) =

∫
y∈Y

(∫
p∈P(Ω)

MCf (y(p))µ(dp)

)
ν(dy).
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Le lemme 5.3 assure que MCf (y(p)) ≥ MCfy (y(p)), ce qui conduit à :

τMC(f) ≥
∫
y∈Y

(∫
p∈P(Ω)

MCfy (y(p))µ(dp)

)
ν(dy)

≥
∫
y∈Y

τMC(fy)ν(dy).

Ainsi, le taux de manipulabilité de f est supérieur ou égal à la moyenne (avec
la pondération ν) des taux de manipulabilité des tranches fy. Par conséquent, il
existe au moins une tranche fy telle que τMC(fy) ≤ τMC(f).

Dans la section 5.7, nous discuterons si l'hypothèse de décomposabilité est
nécessaire pour que ce théorème soit valide et si on peut espérer une conclusion
plus forte, à savoir la diminution de manipulabilité au sens ensembliste et non
seulement probabiliste.

Dans l'immédiat, nous allons plutôt nous concentrer sur les conséquences du
théorème de tranchage. En le combinant avec la proposition 5.6, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 5.10
Si les électeurs (ω1, . . . , ωV ) sont indépendants, alors il existe y ∈ Y telle que

τMC(fy) ≤ τMC(f).

À ce stade, nous n'avons pas une idée précise de ce à quoi pourrait bien
ressembler le système de vote fy dont l'existence est garantie par le théorème 5.9
ou son corollaire 5.10 : nous savons seulement que c'est une tranche de f . Mais il
pourrait avoir des propriétés indésirables : par exemple, il n'est pas explicitement
exclu qu'il soit dictatorial, ce qui serait une façon particulièrement triviale et
inintéressante de diminuer le taux de manipulabilité. Pour éviter ce type d'écueil,
nous allons voir, à présent, que ces résultats de tranchage sont particulièrement
pertinents quand on les combine avec les théorèmes de condorci�cation.

5.4 Condorci�cation et tranchage

Il est évident, mais essentiel, que si f véri�e le critère de Condorcet, alors il en
est de même pour toute tranche fy. En e�et, s'il y a un vainqueur de Condorcet
en ω, alors il l'est aussi dans ω′ = y(P(ω)), puisque le pro�l est le même dans les
deux con�gurations ω et ω′. Ceci conduit à un autre corollaire du théorème 5.9.

Corollaire 5.11
Si (Ω, π) est décomposable et si f véri�e le critère de Condorcet, alors il existe

un SVBE ordinal f ′, véri�ant le critère de Condorcet, tel que :

τMC(f ′) ≤ τMC(f).

En e�et, il su�t de considérer une tranche f ′ = fy dont le taux de manipula-
bilité est inférieur ou égal à celui de f . Son existence est garantie par le théorème
de tranchage 5.9.

En combinant le théorème faible de condorci�cation 2.9 et le corollaire 5.11
du théorème de tranchage 5.9, on obtient le théorème suivant.
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5. Tranchage

Théorème 5.12 (condorci�cation et tranchage)
Soit (Ω, π) un EEP et f un SVBE (tel que MCf et MCf∗ soient mesurables,

voir annexe A).
On suppose que :
� (Ω, π) est décomposable ;
� f véri�e CMInf .
Alors il existe un SVBE ordinal f ′, véri�ant le critère de Condorcet, tel que :

τMC(f ′) ≤ τMC(f).

Démonstration. Par le théorème de Condorci�cation 2.9, on sait que τMC(f∗) ≤
τMC(f). En appliquant le corollaire 5.11 à f∗, on obtient un système de vote f ′

convenable.

Par exemple, considérons de nouveau le vote par notation. Nous venons de
prouver que dans toute culture décomposable, il existe un système de vote f ′ qui
n'utilise pas des notes mais seulement des relations binaires de préférence, qui
véri�e le critère de Condorcet et qui est au plus aussi manipulable que le vote par
notation (au sens probabiliste).

La puissance du formalisme des espaces électoraux réside dans le fait que ce
résultat ne se limite pas, par exemple, au vote par notation : il s'applique aux
systèmes de vote dont les bulletins sont des notes, des valeurs d'approbation, des
notes multicritères, des ananas, des bananes ou n'importe quel autre type d'objet
(voir la section 1.1.4 pour divers exemples d'espaces électoraux). De plus, il n'y
a absolument aucune hypothèse sur les relations binaires de préférence : elles
peuvent violer la transitivité et même l'antisymétrie.

5.5 Théorème d'optimalité

La preuve du théorème de tranchage 5.9 n'est pas constructive : par consé-
quent, dans le théorème de condorci�cation et tranchage 5.12, nous ne savons
malheureusement pas exhiber un système de vote f ′ qui soit ordinal, Condorcet
et dont le taux de manipulabilité soit inférieur à celui du système original f .

Ceci dit, nous pensons que les résultats précédents ont des implications plus
profondes. En e�et, si l'espace électoral est décomposable et si on cherche un
système de vote dans CMInf qui soit aussi peu manipulable que possible, alors
ces résultats signi�ent qu'on peut restreindre l'investigation aux systèmes de vote
ordinaux Condorcet.

De plus, puisqu'il existe un nombre �ni de tels systèmes de vote (pour une
valeur donnée de V et C), cette observation garantit l'existence d'un système de
vote dont le taux de manipulabilité est minimal dans CMInf . Nous allons, à
présent, formaliser ces constatations.

Dé�nition 5.13 (image ordinale d'un EEP)
Pour un EEP (V,C,Ω,P, π), son image ordinale est l'EEP (V,C,Ω′,P′, µ), où :
� Pour chaque électeur v, son espace d'états Ω′v est constitué des préférences

ordinales autorisées dans Ωv : on a Ω′v = Pv(Ωv) ⊆ RC .
� Pour chaque électeur v, la fonction P′v est la fonction identité.
� La loi µ est la loi de la variable P dans l'EEP original (V,C,Ω,P, π).

Proposition 5.14
On considère un espace électoral (V,C,Ω′,P′) ordinal : pour tout électeur v,

on a Ω′v ⊆ RC et P ′v est la fonction identité. Soit µ une culture sur Ω′.
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Alors il existe un SVBE Condorcet g qui est le moins manipulable au sens
probabiliste :

τµMC(g) = min
Cond(Ω′)

(τµMC).

On dit que g est τµMC-optimal parmi les systèmes de vote Condorcet de Ω′.

Démonstration. Il existe un nombre �ni de fonctions g : Ω→ C, a fortiori si nous
exigeons qu'elles véri�ent le critère de Condorcet. Par conséquent, au moins l'une
d'entre elles minimise τµMC(g).

Théorème 5.15 (optimalité)
Soit (Ω, π) un EEP. Soit g un système τµMC-optimal parmi les systèmes de vote

Condorcet de l'image ordinale de (Ω, π).
Si (Ω, π) est décomposable, alors :

τπMC(g ◦ P) = min
CMInf(Ω)

(τπMC).

Autrement dit, g est optimal, non seulement parmi les systèmes de vote ordi-
naux Condorcet, mais parmi la classe plus large CMInf de tous les systèmes de
vote qui véri�ent le critère de la coalition majoritaire informée et qui peuvent ne
pas être ordinaux. Comme nous l'avons vu, ceci inclut une part importante des
systèmes de vote usuels de la littérature et de la vie réelle.

Démonstration. Soit f ∈ CMInf . Par le théorème de condorci�cation et tran-
chage 5.12, il existe un SVBE ordinal f ′ (dé�ni formellement sur Ω, mais ne dé-
pendant que du pro�l P) qui véri�e le critère de Condorcet et tel que τπMC(f ′) ≤
τπMC(f). Et puisque g est τµMC-optimal, τπMC(g ◦ P) ≤ τπMC(f ′) ≤ τπMC(f).

Par conséquent, dans l'optique de trouver un système de vote qui minimise le
taux de manipulabilité dans CMInf , on peut restreindre l'investigation aux sys-
tèmes de vote ordinaux Condorcet, qui existent en nombre �ni. Nous exploiterons
intensivement cette propriété dans le chapitre 10, dédié à la recherche de systèmes
de vote qui sont optimaux en ce sens.

5.6 Décomposabilité d'un ensemble probabilisé
quelconque

Dans la section 5.2, nous avons dé�ni un espace électoral décomposable et
nous avons énoncé quelques propositions sans démonstration, a�n de donner une
vue d'ensemble de ces propriétés et de parvenir rapidement au théorème de tran-
chage 5.9 sans trop nous attarder sur des aspects techniques.

Dans cette section, nous généralisons la notion de décomposabilité à des en-
sembles probabilisés qui ne sont pas nécessairement des espaces électoraux et nous
prouvons quelques résultats liés à cette notion dans ce cadre général.

5.6.1 Cas unidimensionnel : le lemme de la variable aléa-
toire complémentaire

Avant de dé�nir un espace décomposable en toute généralité, nous allons exa-
miner le cas particulier où il y a une seule dimension, ce qui correspond à un seul
électeur pour l'application à un espace électoral. Pour cela, nous allons prouver ce
que nous appelons le lemme de la variable aléatoire complémentaire, qui montre
que dans ce cas, il existe toujours une mesure ν véri�ant une condition similaire à
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celle de la dé�nition 5.4 de la décomposabilité. Ceci nous permettra, par la suite,
de traiter le cas où il y a plusieurs électeurs mais où ceux-ci sont indépendants.

Considérons un espace probabilisé (Ω, π) et une variable aléatoire X à valeurs
dans un ensemble mesurable �ni X muni de la tribu discrète (voir annexe A).
On note µ la loi de X. A�n d'établir le parallèle avec les espaces électoraux, le
lecteur peut se représenter ω ∈ Ω comme l'état de l'unique électeur et X comme
sa relation binaire de préférence.

Quand l'expérience aléatoire est réalisée, l'état du système obtenu est décrit
par l'objet mathématique ω. La valeur x = X(ω) est une information partielle
sur cet état : si on connaît seulement x, il manque généralement de l'information
pour connaître parfaitement ω. Imaginons qu'il existe un espace Y qui permette
d'exprimer cette information complémentaire : cela signi�e que le couple (x, y)
représente ω sans ambiguïté.

Imaginons, de plus, que les variables aléatoires x et y soient indépendantes :
généralement, c'est une propriété puissante, puisqu'elle permet de traiter les deux
variables séparément. En particulier, c'est une telle propriété d'indépendance, gé-
néralisée au cas de plusieurs électeurs, qui nous a permis de démontrer le théorème
de tranchage 5.9.

La construction que nous allons considérer est une généralisation de cette
notion d'information complémentaire. En e�et, nous avons une liberté très im-
portante : nous pouvons choisir l'ensemble Y. Pour traiter la question en toute
généralité, nous choisirons toujours l'ensemble des fonctions y : X(Ω) → Ω qui
sont cohérentes avec X, au sens où X ◦y = Id. En e�et, c'est le cadre général pour
que la donnée d'un x et d'un y dé�nisse parfaitement un état ω qui soit cohérent
avec x.

Le lemme suivant montre alors qu'il est toujours possible de choisir y ∈ Y
qui véri�e les propriétés souhaitées. En pratique, on va anticiper chaque valeur
de x possible et lui attribuer une des valeurs de ω cohérentes avec ce x, comme
nous l'avons fait dans l'exemple fruitier 5.5. Comme les di�érentes valeurs de x ne
sont jamais atteintes en même temps (l'électeur a toujours une valeur de x bien
déterminée), nous allons voir qu'on peut les traiter de manière indépendante.

Lemme 5.16 (variable aléatoire complémentaire)
Soit (Ω, π) un ensemble probabilisé, X une variable aléatoire à valeurs dans

un ensemble �ni X muni de la tribu discrète, µ la loi de X et Y = {y : X(Ω)→
Ω t.q. X ◦ y = Id}.

Alors il existe une mesure ν sur Y telle que pour tout événement A sur Ω :

π(ω ∈ A) = (µ× ν)
(
y(x) ∈ A

)
.

Pour donner l'idée de la preuve, imaginons par exemple que nous ayons trois
états possibles et deux valeurs de X correspondantes :

Probabilité ω X

π1 ω1 xa

π2 ω2

xb
π3 ω3

Pour reconstruire un ω à partir d'un X, le plus simple est que y soit une fonction
de X dans Ω. Il nous su�t de trouver une bonne façon de tirer aléatoirement les
valeurs de cette fonction en xa et en xb. Quand X vaut xa, c'est facile : on sait
alors que ω = ω1. On peut donc décider que pour tout y, on aura y(xa) = ω1.
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Quand X vaut xb, on a ω = ω2 avec une probabilité π2

π2+π3 et ω = ω3 le reste du

temps. On va donc choisir y(xb) = ω2 avec une probabilité π2

π2+π3 et y(xb) = ω3

le reste du temps. En résumé, on peut écrire informellement :

y :

xa → ω1

xb → ω2 avec probabilité π2

π2+π3

ω3 avec probabilité π3

π2+π3 .

Le tirage (ici certain) de y(xa) et celui (ici incertain) de y(xb) permet de tirer une
fonction y qui correspond aux conditions exigées.

S'il y avait une autre valeur image xc, on tirerait la valeur de y(xc), indépen-
damment des valeurs y(xa) et y(xb), parmi les antécédents possibles de xc, avec
la loi de probabilité conditionnelle au fait que X = xc.

Généralisons et formalisons cela.

Démonstration. Pour tout x ∈ X(Ω) :
� Si π(X = x) > 0, on note πx la mesure de probabilité conditionnelle

sachant X = x (restreinte à X−1(x)) ;
� Si π(X = x) = 0, on choisit un ωx ∈ X−1(x) arbitrairement 4 et on note

πx la mesure de probabilité qui renvoie ωx de façon sûre.
En identi�ant toute fonction y ∈ Y à la liste de ses valeurs pour chaque

argument possible x, on dé�nit ν comme la mesure produit de toutes les πx.
Alors, pour tout événement A sur Ω :

(µ× ν)
(
y(x) ∈ A

)
=

∑
x∈X(Ω)

µ({x}) · ν(y(x) ∈ A)

=
∑

π(X=x)>0

π(X = x) · π(ω ∈ A | X = x)

= π(ω ∈ A).

Nous remercions Anne-Laure Basdevant et Arvind Singh pour de fructueuses
discussions à propos de ce lemme.

5.6.2 Cas multidimensionnel : la décomposabilité dans le
cas général

À présent, nous traitons la décomposabilité dans le cas général multidimension-
nel, qui correspond au cas avec plusieurs électeurs dans l'application aux espaces
électoraux.

Soit V ∈ N \ {0}. Pour chaque v ∈ J1, V K, soit Ωv un ensemble mesurable et
Xv : Ωv → Xv une fonction mesurable, où Xv est un ensemble �ni muni de la
tribu discrète.

Soit π une mesure de probabilité sur l'univers Ω =
∏V
v=1 Ωv. On note X =

(X1, . . . , XV ) et µ la loi de X.
Pour chaque v, on note Yv = {yv : Xv(Ωv)→ Ωv t.q. Xv ◦ yv = Id}. On note

Y =
∏V
v=1 Yv. Pour (x, y) ∈ X(Ω)× Y, on note y(x) = (y1(x1), . . . , yV (xV )).

Dé�nition 5.17 (décomposabilité dans le cas général)
On dit que (Ω, π) est X-décomposable ssi il existe une mesure ν sur Y telle

que pour tout événement A sur Ω :

π(ω ∈ A) = (µ× ν)
(
y(x) ∈ A

)
.

4. Il n'y a pas de problème avec l'axiome du choix car il s'agit de faire un nombre �ni de
choix.
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La di�culté provient de notre exigence que les variables aléatoires complé-
mentaires yv soient individuelles : y ne peut pas être une fonction quelconque de
X(Ω) vers Ω, mais doit être un V -uplet de fonctions, où chaque yv est dé�nie
de Xv(Ωv) vers Ωv. En e�et, dans la preuve du lemme 5.3, qui est la pierre an-
gulaire du théorème de tranchage 5.9, nous avons besoin de variables aléatoires
individuelles (pour traiter les électeurs sincères). Si nous demandions une variable
aléatoire collective y qui, à partir de x, permet de reconstituer l'état ω avec la loi
de probabilité voulue, ce serait toujours possible, par une application directe du
lemme 5.16 de la variable aléatoire complémentaire.

Nous pouvons à présent généraliser et démontrer la proposition 5.6 : celle-ci
énonçait que si les électeurs sont indépendants, alors l'espace électoral est décom-
posable.

Proposition 5.18
Si les variables aléatoires (ω1, . . . , ωV ) sont indépendantes, alors (Ω, π) est

X-décomposable.

Démonstration. Il su�t d'appliquer le lemme 5.16 pour chaque v ∈ J1, V K, ce qui
dé�nit une mesure νv sur chaque ensemble Yv. Ensuite, on dé�nit ν comme la
mesure produit des νv.

La proposition suivante généralise et prouve la proposition 5.8, qui donne une
condition nécessaire de décomposabilité.

Proposition 5.19
Si (Ω, π) est X-décomposable alors, pour chaque sous-ensemble V ′ de J1, V K,

pour chaque événement A sur
∏
v∈V′ Ωv, pour chaque x = (x1, . . . , xV ) de proba-

bilité non nulle :

π
(
ωV′ ∈ A | XV′ = xV′

)
= π

(
ωV′ ∈ A | X = x

)
. (5.2)

Démonstration. D'une part :

π
(
ωV′ ∈ A | X = x

)
= (µ× ν)

(
yV′(xV′) ∈ A | X = x

)
= ν

(
yV′(xV′) ∈ A

)
.

D'autre part, on obtient de manière similaire :

π
(
ωV′ ∈ A | XV′ = xV′

)
= ν

(
yV′(xV′) ∈ A

)
.

Cependant, la condition (5.2) n'assure pas que (Ω, π) soit X-décomposable.
Comme contre-exemple, prenons V = 2. L'état ωv (avec v = 1 ou v = 2) peut
prendre 4 valeurs, notées de ω1

v à ω4
v . La variable Xv peut prendre 2 valeurs,

xav et xbv. La table suivante dé�nit la correspondance entre les états ωv et les
variables xv, ainsi que la mesure π.

π ω1
1 → xa1 ω2

1 → xa1 ω3
1 → xb1 ω4

1 → xb1

ω1
2 → xa2

1
16

1
16

1
8 0

ω2
2 → xa2

1
16

1
16 0 1

8

ω3
2 → xb2

1
8 0 0 1

8

ω4
2 → xb2 0 1

8
1
8 0
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Cette table se lit de la façon suivante : dans l'en-tête de la première colonne
de données, on lit que si ω1 = ω1

1 , alors x1 = xa1 ; de même, dans l'en-tête de la
première ligne de données, on lit que si ω2 = ω1

2 , alors x2 = xa2 . À l'intersection de
cette colonne et de cette ligne, on voit que la probabilité de l'état (ω1

1 , ω
1
2) est 1

16 .
Il est fastidieux mais facile de véri�er que la condition (5.2) est véri�ée. En

e�et, par exemple :

π(ω1
1 | xa1 ∧ xa2) =

1

2
= π(ω1

1 | xa1).

À présent, supposons que (Ω, π) estX-décomposable. Soit ν une mesure conve-
nable pour cette décomposition. Pour (α, β, γ, δ) ∈ {1, 2}×{3, 4}×{1, 2}×{3, 4},
adoptons le raccourci de notation suivant :

ν(α, β, γ, δ) = ν
(
y1(xa1) = ωα1 ∧ y1(xb1) = ωβ1 ∧ y2(xa2) = ωγ2 ∧ y2(xb2) = ωδ2

)
.

Par exemple, ν(1,4,2,4) représente la probabilité que, lorsqu'on tire y avec la
mesure de probabilité ν, on ait y1(xa1) = ω11 et y1(xb1) = ω41 et y2(xa2) = ω22 et
y2(xb2) = ω42 : cette valeur de y correspond au choix des colonnes 1 et 4 et des
lignes 2 et 4 dans la table.

On note les faits suivants.
� 0 = π(ω3

1 ∧ ω3
2 | xb1 ∧ xb2) =

∑
(α,γ) ν(α, 3, γ, 3). Comme tous les termes de

cette somme sont positifs ou nuls, ils sont tous nuls et on a en particulier
ν(1, 3, 1, 3) = 0.

� 0 = π(ω1
1 ∧ ω4

2 | xa1 ∧ xb2) =
∑

(β,γ) ν(1, β, γ, 4) donc ν(1, 3, 1, 4) = 0 et
ν(1, 4, 1, 4) = 0.

� 0 = π(ω4
1 ∧ ω1

2 | xb1 ∧ xa2) =
∑

(α,δ) ν(α, 4, 1, δ) donc ν(1, 4, 1, 3) = 0.

Par conséquent, 1
4 = π(ω1

1 ∧ω1
2 | xa1 ∧xa2) =

∑
(β,δ) ν(1, β, 1, δ) = ν(1, 3, 1, 3) +

ν(1, 3, 1, 4) + ν(1, 4, 1, 3) + ν(1, 4, 1, 4) = 0 : cette contradiction prouve que (Ω, π)
n'est pas décomposable. Ainsi, la condition (5.2) est nécessaire mais pas su�sante
pour que (Ω, π) soit X-décomposable.

Dans le contre-exemple ci-dessus, on peut montrer qu'il existe une mesure
signée ν qui véri�e la relation dé�nissant la décomposabilité. Malheureusement,
nous avons besoin d'une mesure au sens habituel, c'est-à-dire une mesure positive :
en e�et, la preuve du théorème de tranchage 5.9 utilise la propriété de croissance
de l'intégrale, qui est elle-même basée sur sa propriété de positivité.

5.7 Discussion des hypothèses et des conclusions
du théorème de tranchage

Dans cette section, nous allons examiner si le théorème de tranchage 5.9 est
bien ajusté ou s'il est possible de le généraliser, soit en renforçant les conclusions,
soit en a�aiblissant les hypothèses.

5.7.1 Diminution de la manipulabilité au sens probabiliste
ou ensembliste ?

Dans le théorème de tranchage 5.9, on conclut à l'existence d'une tranche fy
qui est moins manipulable que le système original f au sens probabiliste, c'est-à-
dire telle que τπMC(fy) ≤ τπMC(f) pour une culture π donnée.

La conclusion serait plus forte si, comme pour les théorèmes de condorci�cation
2.9 et 2.20, le système de vote obtenu était moins manipulable que f au sens
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ensembliste, c'est-à-dire si on avait MCfy ⊆ MCf . Avec cette conclusion plus
forte, le théorème 5.9 prendrait la forme du �proto-théorème � 5.20 ci-dessous.

Proto-théorème 5.20 (tranchage, avec diminution de la manipulabilité
au sens ensembliste)

Soit (Ω, π) un EEP et f un SVBE dont le taux de manipulabilité est bien dé�ni
(c'est-à-dire que MCf est mesurable, voir annexe A).

Si (Ω, π) est décomposable, alors il existe une méthode de tranchage y ∈ Y
telle que la tranche de f par y est au plus aussi manipulable que f :

MCfy ⊆ MCf .

Dans ce proto-théorème, il est vraisemblable que les hypothèses de mesura-
bilité et de décomposabilité ne servent à rien, puisque la conclusion n'a rien de
probabiliste, mais nous allons les conserver au cas (a priori peu crédible) où elles
seraient d'une quelconque utilité. Si ce proto-théorème était vrai, alors on au-
rait immédiatement le corollaire suivant, qui est obtenu de la même façon que le
théorème de condorci�cation et tranchage 5.12.

Proto-théorème 5.21 (condorci�cation et tranchage, avec diminution
de la manipulabilité au sens ensembliste)

Soit (Ω, π) un EEP et f un SVBE (tel que MCf et MCf∗ soient mesurables,
voir annexe A).

On suppose que :
� (Ω, π) est décomposable ;
� f véri�e CMInf .
Alors il existe un SVBE ordinal f ′, véri�ant le critère de Condorcet, tel que :

MCf ′ ⊆ MCf .

Nous allons montrer que le proto-théorème 5.21 est faux et, par conséquent,
que le proto-théorème 5.20 l'est également.

Considérons l'espace électoral suivant. On considère V = 3 électeurs et C = 3
candidats a, b, c. L'état de chaque électeur est donné par un ordre strict total de
préférence et un bit dont la valeur est 0 ou 1. Cet espace électoral est similaire
au générateur aléatoire décentralisé de l'exemple 1.9. A�n d'éviter les problèmes
de mesurabilité, on munit l'espace électoral de la tribu discrète (cf. annexe A),
ce qui assure que toute fonction est mesurable. Dé�nissons la culture π : pour
chaque électeur indépendamment, on tire son état de façon uniforme. D'après la
proposition 5.6, ceci assure que l'EEP (Ω, π) est décomposable.

Voici le SVBE f que nous considérons.

1. S'il y a un vainqueur de Condorcet, il est élu.

2. Si la con�guration est non Condorcet et si au moins deux bits valent 1,
alors c est élu.

3. Si la con�guration est non Condorcet et si au moins deux bits valent 0,
alors b est élu.

Comme f véri�e le critère de Condorcet, il véri�e aussi CMInf . Donc les hy-
pothèses du proto-théorème 5.21 sont bien toutes réunies. Nous allons voir que
cependant, la conclusion n'est pas véri�ée.

Considérons les trois con�gurations suivantes ω, φ et ψ.
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Con�guration
Électeur

Vainqueur de Condorcet
1 2 3

ω

a

c

b

, 0

b

c

a

, 1

c

a

b

, 1 c

φ

a

b

c

, 1

b

a

c

, 0

c

a

b

, 1 a

ψ

a

b

c

, 0

b

c

a

, 0

c

b

a

, 1 b

f n'est pas manipulable en ω. En e�et, d'une part, pour manipuler en faveur
de b, l'unique électeur intéressé ne peut pas empêcher que a ou c soit vainqueur de
Condorcet. D'autre part, pour manipuler en faveur de a, l'unique électeur intéressé
ne peut rendre a vainqueur de Condorcet car il aura toujours une victoire contre c,
et il n'existe pas d'autre façon de faire gagner a.

De même, on peut montrer que f n'est manipulable ni en φ ni en ψ.
Considérons un système f ′ ordinal véri�ant le critère de Condorcet, et la fa-

mille suivante de con�gurations χ (les bits des électeurs n'ont pas d'importance
pour f ′).

Con�guration
Électeur

Vainqueur de Condorcet
1 2 3

χ

a

b

c

b

c

a

c

a

b

Aucun

Si f ′(χ) = a (resp. b, c), alors f ′ est manipulable en ω (resp. φ, ψ) vers χ. Par
conséquent, f ′ est nécessairement manipulable en au moins une des trois con�gu-
rations ω, φ, ψ, et il est donc impossible d'avoir MCf ′ ⊆ MCf . Par conséquent,
le proto-théorème 5.21 est faux, ce qui entraîne que le proto-théorème 5.20 l'est
également.

Ainsi, dans le théorème de tranchage 5.9 et le théorème de condorci�cation
et tranchage 5.12, on ne peut pas renforcer la conclusion en exigeant que le sys-
tème de vote obtenu soit au plus aussi manipulable que le système original f au
sens ensembliste. On doit se contenter d'obtenir un système qui est au plus aussi
manipulable que f au sens probabiliste.

5.7.2 Hypothèse de décomposabilité

Dans la section précédente, nous avons vu qu'on ne pouvait pas renforcer la
conclusion des théorèmes 5.9 et 5.12 en exigeant une diminution de manipulabi-
lité au sens ensembliste. À présent, examinons s'il est possible de généraliser ces
théorèmes d'une autre façon : en a�aiblissant les hypothèses, et en particulier en
supprimant l'hypothèse centrale qu'est la décomposabilité de l'EEP (Ω, π). Sans
cette hypothèse, le théorème de tranchage 5.9 prend alors la forme du proto-
théorème 5.22 ci-dessous.

Proto-théorème 5.22 (tranchage, sans la décomposabilité)
Soit (Ω, π) un EEP et f un SVBE dont le taux de manipulabilité est bien dé�ni

(c'est-à-dire que MCf est mesurable, voir annexe A).
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Alors il existe une méthode de tranchage y ∈ Y telle que la tranche de f par y
a un taux de manipulabilité inférieur ou égal à celui de f :

τMC(fy) ≤ τMC(f).

Si ce proto-théorème était vrai, alors on pourrait immédiatement généraliser
le théorème de condorci�cation et tranchage 5.12 sous la forme du proto-théorème
suivant.

Proto-théorème 5.23 (condorci�cation et tranchage, sans la décompo-
sabilité)

] Soit (Ω, π) un EEP et f un SVBE (tel que MCf et MCf∗ soient mesurables,
voir annexe A).

On suppose que f véri�e CMInf .
Alors il existe un SVBE ordinal f ′, véri�ant le critère de Condorcet, tel que :

τMC(f ′) ≤ τMC(f).

Pour prouver que ce résultat est faux, reprenons le contre-exemple de la sec-
tion 5.7.1. Mais dé�nissons, à présent, la culture π par π(ω) = π(φ) = π(ψ) = 1

3 .
Alors les hypothèses du proto-théorème 5.23 sont toutes véri�ées.

Le système de vote initial f a un taux de manipulabilité nul : bien qu'il soit
manipulable dans certaines con�gurations, il est presque sûrement non manipu-
lable car toute la probabilité est concentrée sur les con�gurations ω, φ et ψ, qui
sont non manipulables. Cependant, nous avons vu que dans tout système f ′ or-
dinal Condorcet, au moins l'une de ces con�gurations est manipulable, donc f ′

a un taux de manipulabilité d'au moins 1
3 . Ceci prouve que la conclusion du

proto-théorème 5.23 n'est pas vraie.
Par conséquent, le proto-théorème 5.23 est faux, ce qui prouve que le proto-

théorème 5.22 l'est également.

Ainsi, le théorème de tranchage 5.9 et sa séquelle, le théorème de condorci�-
cation et tranchage 5.12, ne sont plus valides si on enlève l'hypothèse de décom-
posabilité purement et simplement, c'est-à-dire sans la remplacer par une autre
hypothèse éventuellement plus faible.

Il reste cependant une question naturelle : est-ce que les théorèmes 5.9 et 5.12
restent vrais avec une hypothèse plus faible que la décomposabilité, par exemple
la condition nécessaire (5.1) présentée dans la proposition 5.8 ? Nous laissons cette
question ouverte pour de futurs travaux.
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de la manipulabilité

149





Chapitre 6

SVVAMP : Simulator of

Various Voting Algorithms in

Manipulating Populations

Comme nous l'avons déjà évoqué, l'histoire de la théorie du vote a été marquée
par la découverte de plusieurs paradoxes, notamment le paradoxe de Condorcet
(1785) ou � paradoxe du vote � sur les comparaisons entre paires de candidats ; le
paradoxe d'Arrow (1950), dont un point clé est l'indépendance des alternatives
non pertinentes (IANP) ; et le théorème d'impossibilité de Gibbard (1973) et
Satterthwaite (1975) sur la manipulabilité.

Puisqu'aucun système de vote non trivial ne peut éviter ces paradoxes tota-
lement, la probabilité d'apparition de ces cas pathologiques dans divers types de
cultures a fait l'objet d'intenses investigations (Campbell et Tullock, 1965; Cham-
berlin et al., 1984; Nitzan, 1985; Lepelley et Mbih, 1987; Kelly, 1993; Aleskerov
et Kurbanov, 1999; Smith, 1999; Lepelley et Valognes, 2003; Favardin et Lepel-
ley, 2006; Pritchard et Wilson, 2007; Aleskerov et al., 2008; Reyhani et al., 2009;
Jennings, 2011; Reyhani, 2013; Green-Armytage, 2014; Wang et al., 2014). Ce-
pendant, il reste d'importantes questions ouvertes dans le domaine, en particulier
à propos des performances relatives des di�érents systèmes de vote selon divers
critères et sous divers jeux d'hypothèses sur les préférences des électeurs.

Récemment, grâce au développement de la communauté du choix social com-
putationnel, d'intéressants résultats ont été publiés sur les questions algorith-
miques liées aux systèmes de vote et à leur manipulation. D'une part, on s'est
intéressé aux problèmes de complexité, suivant la ligne de recherche initiée par
Bartholdi et al. (1989b) puis Bartholdi et Orlin (1991), et on a montré que déter-
miner la manipulabilité était NP-di�cile pour certains modes de scrutin. D'autre
part, certains auteurs, comme Xia et al. (2009); Walsh (2010b); Zuckerman et al.
(2009, 2011); Gaspers et al. (2013), ont mis au point des algorithmes explicites
pour traiter des questions de manipulabilité.

Cependant, à notre connaissance, il n'existait pas de logiciel disponible publi-
quement qui se repose sur ces techniques existantes, en particulier pour l'étude
de la manipulabilité. Cette observation nous a conduit à développer SVVAMP (Si-
mulator of Various Voting Algorithms in Manipulating Populations), un package
Python dédié à l'étude des systèmes de vote et de leur manipulabilité. Il est facile
à utiliser, propose d'établir les préférences des électeurs par un large choix de mo-
dèles pour les préférences des électeurs ou par l'importation de données externes et
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il implante une variété de systèmes de vote. En�n, il est simple d'étendre SVVAMP
par l'adjonction de nouveaux modèles de population et de nouveaux systèmes de
vote.

SVVAMP est un logiciel libre, sous la GNU General Public License version 3.
Sa documentation inclut la procédure d'installation, des tutoriels, un guide de
référence et des instructions pour les contributeurs. Elle est disponible à l'adresse
suivante :

https://svvamp.readthedocs.org.

Après un exemple basique destiné à donner une vue d'ensemble de l'utilisa-
tion de SVVAMP, nous présentons les outils pour la classe Population, représentant
un ensemble d'électeurs munis de préférences sur un ensemble de candidats (sec-
tion 6.1). Puis nous présentons les outils pour la classe Election, qui est une classe
abstraite dont tous les systèmes de vote héritent (section 6.2). Nous illustrons nos
choix d'implantation en nous concentrant sur l'exemple de la manipulation par
coalition (MC), dont l'étude est un des buts principaux du logiciel (section 6.3).
Nous indiquons les algorithmes spéci�ques utilisés pour certains modes de scrutin
(section 6.4). En�n, nous nous concentrons sur l'implantation de VTI et de ses
variantes (section 6.5) : en e�et, nous verrons dans les chapitres suivants que ce
mode de scrutin est particulièrement résistant à la manipulation. C'est pourquoi
il a fait l'objet d'une attention particulière.

Donnons une vue d'ensemble rapide de l'utilisation de SVVAMP à travers un
exemple basique.

Après avoir chargé SVVAMP, dé�nissons une population aléatoire de V = 5
électeurs munis de préférences sur C = 4 candidats en utilisant le modèle Sphe-
roid (ellipsoïdal), qui est une extension de l'habituelle culture impartiale (dé�ni-
tion 1.14) et que nous présenterons davantage en section 6.1.3.

>>> import svvamp

>>> pop = svvamp.PopulationSpheroid(V=5, C=4)

Ceci crée un objet pop de classe Population. Ensuite, nous pouvons trier les
électeurs par ordre lexicographique sur leurs ordres de préférence et a�cher ces
ordres.

>>> pop.ensure_voters_sorted_by_rk ()

>>> print(pop.preferences_rk)

[[0 2 1 3]

[1 3 2 0]

[1 3 2 0]

[2 0 1 3]

[3 2 0 1]]

Chaque ligne de la matrice attribut preferences_rk représente l'ordre strict
total de préférence d'un électeur. Par exemple, le premier électeur préfère le can-
didat 0, puis 2, puis 1, puis 3. Suivant les conventions habituelles en Python, la
numérotation des candidats et des électeurs démarre à 0.

Créons une élection avec cette population d'électeurs, en utilisant le système de
vote Plurality (uninominal), et déterminons le vainqueur sincère. Celui-ci, noté w
dans SVVAMP et dans l'ensemble de ce chapitre, est le candidat 1 dans notre
exemple.

>>> election = svvamp.Plurality(pop)

>>> print(election.w)

1

152

https://svvamp.readthedocs.org


6.1 Population

SVVAMP peut nous dire que l'élection est MC et nous donner des détails sur
ce type de manipulation.

>>> is_CM , log_CM , candidates_CM = election.CM_with_candidates

()

>>> print(is_CM)

True

>>> print(candidates_CM)

[ 1. 0. 1. 0.]

Les candidats 0 ou 2 peuvent béné�cier d'une MC, mais pas le candidat 3. Le
candidat 1, c'est-à-dire w, est exclu par convention de la dé�nition de MC.

6.1 Population

Dans cette section, nous présentons comment étudier les propriétés d'une po-
pulation en poursuivant notre premier exemple (section 6.1.1). Ensuite, nous
montrons que SVVAMP n'est pas limité aux ordres stricts totaux de préférence
mais peut également exploiter des utilités et des ordres faibles de préférence (sec-
tion 6.1.2). En�n, nous présentons un panel d'outils pour dé�nir des populations
(section 6.1.3).

6.1.1 Obtenir des informations sur une population

Un objet de classe Population possède plusieurs fonctions et attributs qui
permettent d'étudier ses propriétés.

Les scores de Borda attribués par les électeurs aux candidats sont directement
implantés en tant qu'attribut dans la classe Population, parce qu'ils sont utilisés
par plusieurs systèmes de vote.

>>> print(pop.preferences_borda_rk)

[[3 1 2 0]

[0 3 1 2]

[0 3 1 2]

[2 1 3 0]

[1 0 2 3]]

Le score de Borda total et le score par Plurality 1 de chaque candidat sont
disponibles de la même façon, en utilisant les attributs borda_score_c_rk et
plurality_scores_rk respectivement.

D'autres attributs fournissent la matrice des duels, la matrice des victoires 2

et l'identité du vainqueur de Condorcet.

>>> print(pop.matrix_duels_rk)

[[0 3 1 2]

[2 0 2 4]

[4 3 0 2]

[3 1 3 0]]

1. À titre de rappel, le score par Plurality (uninominal) d'un candidat c est le nombre d'élec-
teurs qui placent c en premier dans leur ordre de préférence.

2. Pour toute paire de candidat distincts (c, d), matrix_victories_rk[c, d] vaut :
� 1 ssi matrix_duels_rk[c, d] > V/2,
� 0,5 ssi matrix_duels_rk[c, d] = V/2,
� 0 ssi matrix_duels_rk[c, d] < V/2.

Par convention, les coe�cients diagonaux valent 0.
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>>> print(pop.matrix_victories_rk)

[[ 0. 1. 0. 0.]

[ 0. 0. 0. 1.]

[ 1. 1. 0. 0.]

[ 1. 0. 1. 0.]]

>>> print(pop.condorcet_winner_rk)

nan

Dans cet exemple, la dernière valeur renvoyée est nan (not a number), ce qui
est une convention signi�ant qu'il n'y a pas de vainqueur de Condorcet.

La matrice des duels, la matrice des victoires et le vainqueur de Condorcet ont
plusieurs variantes implantées dans SVVAMP, qui dépendent de choix de dépar-
tage des égalités. En particulier, les notions de candidat Condorcet-admissible,
vainqueur de Condorcet faible et vainqueur de Condorcet relatif sont implantées.
Le lecteur intéressé se reportera à la documentation de SVVAMP pour davantage
de détails.

6.1.2 Travailler avec des utilités

La plupart des études sur la vraisemblance d'une manipulation, citées dans
l'introduction de ce chapitre, ne concernent que des systèmes de vote ordinaux.
Cependant, d'intéressants systèmes de vote sont cardinaux. Un cas particulier
en est le vote par assentiment, qui est un important sujet de recherche (Brams
et Fishburn (1978); Fishburn et Brams (1981); Brams (1994, 2003); Laslier et
Van der Straeten (2008); Laslier (2009)). Il est aussi utilisé dans des élections de
la vie réelle : par exemple, il a été choisi par les théoriciens du choix social pour
leurs véritables élections au sein de la Society of Social Choice and Welfare.

Un des objectifs de SVVAMP est de permettre la comparaison de systèmes de
vote ordinaux et cardinaux sur une même population d'électeurs. Pour cela, les
électeurs n'ont pas seulement des ordres de préférence, mais aussi des utilités sur
les candidats. Par conséquent, nous pouvons dé�nir une population en fournissant
de telles utilités.

>>> pop1 = svvamp.Population(preferences_ut=

[[1, 1, 0],

[2, 0, -1]])

Les utilités étendent l'ensemble des préférences possibles, par rapport aux
ordres stricts totaux de préférence. Elles fournissent une mesure d'intensité et elle
permettent à un électeur d'être indi�érent entre plusieurs candidats, ce qui donne
une façon pratique de manipuler des ordres faibles de préférence. Dans pop1, si le
candidat 0 est le vainqueur sincère d'une élection, alors le premier électeur n'est
pas intéressé par une manipulation en faveur du candidat 1, et vice versa.

Cependant, pour certains systèmes de vote, les électeurs sont obligés de four-
nir un ordre strict de préférence : dans ce cas, chaque électeur doit casser les
égalités dans ses propres préférences. Pour cette raison, si une population a été
dé�nie uniquement par ses utilités, le classement de chaque électeur est obtenu
en départageant ses égalités au hasard, une fois pour toutes, la première fois où
l'attribut preferences_rk est appelé.

>>> print(pop1.preferences_rk)

[[1 0 2]

[0 1 2]]

Le but de ce choix de spéci�cation est que la comparaison des systèmes de vote
basés sur des ordres stricts se fasse uniquement sur la base de leur comportement
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spéci�que, sans introduire un biais dû au fait que les électeurs sincères donnent
des bulletins di�érents aux divers systèmes de vote.

À l'inverse, si une population est dé�nie uniquement par des classements,
SVVAMP peut remplir automatiquement la matrice des utilités. Bien sûr, choi-
sir des utilités cohérentes avec les classement est nécessairement arbitraire ; par
convention, SVVAMP utilise, dans ce cas, des utilités égales aux scores de Borda.

>>> pop2 = svvamp.Population(preferences_rk=

[[0, 1, 2, 3],

[2, 0, 1, 3]])

>>> print(pop2.preferences_ut)

[[3 2 1 0]

[2 1 3 0]]

Il est, en�n, possible de fournir des utilités et des classements simultanément,
ces derniers indiquant comment chaque électeur départage ses propres égalités
dans son bulletin sincère, quand un système de vote basé sur des classements est
utilisé.

>>> pop3 = svvamp.Population(

preferences_ut =[[1, 1, 0],

[2, 0, -1]],

preferences_rk =[[0, 1, 2],

[0, 1, 2]])

Les classements doivent être cohérents avec les utilités, au sens où si un élec-
teur v place un candidat c devant un candidat d dans son classement, alors son
utilité pour c doit être supérieure ou égale à son utilité pour d. Si ce n'est pas le
cas, SVVAMP lève une erreur.

Certains attributs mentionnés dans la section 6.1.1 di�èrent selon que l'on
considère des utilités ou les classements des électeurs. Par exemple, l'attribut
preferences_borda_ut est basé sur les utilités 3 et traite les indi�érences comme
telles. En revanche, l'attribut preferences_borda_rk est basé sur les classements.

>>> print(pop3.preferences_borda_ut)

[[ 1.5 1.5 0. ]

[ 2. 1. 0. ]]

>>> print(pop3.preferences_borda_rk)

[[2 1 0]

[2 1 0]]

Des variantes similaires avec les su�xes _rk (basées sur les ordres stricts to-
taux) et _ut (basées sur les utilités et permettant des ordres faibles) sont implan-
tées pour la matrice des duels, la matrice des victoires et les notions Condorcet.

6.1.3 Créer un objet Population

Jusqu'à présent, mis à part notre exemple introductif, nous avons dé�ni des
populations manuellement, en utilisant la fonction d'initialisation de la classe Po-
pulation. Ceci fournit une façon facile de dé�nir des exemples simples. A�n de faire
des études à plus large échelle, SVVAMP permet également d'importer une popu-
lation depuis un �chier externe ou d'utiliser une panel de modèles probabilistes
pour générer des populations aléatoires.

3. Pour chaque électeur v et candidat c, preferences_borda_ut[v, c] est la somme de :
� 1 point pour chaque candidat d tel que v a une utilité strictement plus grande pour c

que pour d ;
� Et 0,5 point pour chaque candidat d tel que v a la même utilité pour c et pour d.
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Importer une population depuis un �chier externe est immédiat : SVVAMP
peut lire de simples �chiers au format CSV contenant les utilités de la population
ou des �chiers dans le format de la base de données PrefLib (Mattei et Walsh,
2013), sur laquelle nous reviendrons dans le chapitre 9.

Pour générer des populations arti�cielles, SVVAMP implante une variété de
cultures, c'est-à-dire de générateurs aléatoires utilisant un modèle probabiliste.

Spheroid (ellipsoïdal) et Cubic Uniform (cubique uniforme) : ces deux modèles
étendent la culture impartiale (dé�nition 1.14) aux utilités. Pour les classements,
ces deux modèles sont équivalents à la culture impartiale. Nous étudierons le
modèle ellipsoïdal dans le chapitre 7.

Ladder (� échelle �, au sens propre) : comme en culture impartiale, les électeurs
sont indépendants et le modèle est anonyme et neutre (au sens où il traite les élec-
teurs de façon symétrique, et de même pour les candidats), mais un électeur peut
être indi�érent entre plusieurs candidats. Ce modèle peut donc être vu comme
une extension de la culture impartiale utilisant des ordres faibles. En pratique,
l'utilité de chaque électeur pour chaque candidat est tirée de façon indépendante
et uniforme dans un ensemble �ni de valeurs (les � barreaux � de l'échelle). Lors
de la phase de développement, cette culture est souvent utilisée pour véri�er que
SVVAMP a le comportement désiré quand les électeurs sont indi�érents entre plu-
sieurs candidats. A�n de ne pas alourdir les chapitres suivants, nous n'en ferons
pas une étude détaillée dans ce mémoire.

Gaussian Well (puits gaussien) et Euclidean box (boîte euclidienne) : ces deux
modèles attribuent des positions aléatoires aux électeurs et aux candidats dans un
espace euclidien appelé le spectre politique. L'utilité d'un électeur pour un candidat
est une fonction décroissante de la distance entre eux. Si la dimension du spectre
politique est égale à 1, alors les préférences sont nécessairement single-peaked (voir
dé�nition 1.11 et Black, 1958). Ces modèles seront l'objet du chapitre 8.

Von Mises�Fisher : ce modèle est similaire au modèle de Mallows (1957), mais
il est adapté à des populations dé�nies par leurs utilités. Il y a un point spécial
de l'espace des utilités, le pôle, où la densité de probabilité est maximale, et un
paramètre de concentration κ qui permet à SVVAMP de contrôler la forme de
la distribution (Watson et Williams, 1956). Il est possible de créer une popula-
tion constituée de plusieurs sous-groupes utilisant di�érents pôles avec di�érences
concentrations. Un exemple d'une telle population est donné dans la �gure 6.1,
elle-même générée par SVVAMP. Chaque point rouge représente le vecteur d'uti-
lité d'un électeur. Les distributions de Von-Mises Fisher sont générées en utilisant
l'algorithme d'Ulrich (1984) modi�é par Wood (1994). Nous étudierons ce modèle
dans le chapitre 7.

6.2 Elections

Dans SVVAMP, Election est une classe abstraite. L'utilisateur �nal manipule
toujours une de ses sous-classes implantant les élections utilisant un système de
vote particulier (uninominal, assentiment, etc.), qui hérite des attributs et des
méthodes de la classe Election.

Dans cette section, nous verrons comment SVVAMP permet d'étudier le ré-
sultat d'une élection, di�érentes notions de manipulation et l'indépendance des
alternatives non pertinentes (IANP ou, en anglais : Independence of Irrelevant
Alternatives, IIA).
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Figure 6.1 � Une population utilisant le modèle de Von Mises�Fisher. V = 1000
électeurs, C = 3 candidats, deux pôles aléatoires de même concentration κ = 50.

6.2.1 Résultat d'une élection

Divers attributs permettent d'étudier le résultat d'une élection quand les élec-
teurs sont sincères.

>>> pop = svvamp.PopulationSpheroid(V=3, C=5)

>>> print(pop.preferences_rk)

[[0 2 3 4 1]

[0 2 4 3 1]

[2 1 3 4 0]]

>>> election = svvamp.Plurality(pop)

>>> print(election.ballots)

[0 0 2]

>>> print(election.scores)

[2 0 1 0 0]

>>> print(election.w)

0

Nous obtenons le bulletin sincère de chaque électeur, le score de
chaque candidat et le vainqueur de l'élection. Les questions d'égalité seront
discutées dans la section 6.3.3. SVVAMP fournit également les attributs
candidates_by_scores_best_to_worst et scores_best_to_worst pour trier
les candidats en fonction de leur résultat dans l'élection.

Les types des attributs ballots, scores et scores_best_to_worst dépendent
du système de vote. Par exemple, pour le vote par assentiment (Approval voting),
ballots est une matrice V × C de booléens et ballots[v, c] vaut True ssi
l'électeur v approuve le candidat c.

On pourra se reporter à la documentation pour une liste exhaustive des attri-
buts et plus de détails sur chaque système de vote.
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6.2.2 Manipulation par coalition (MC)

A�n d'illustrer la manipulation par coalition, considérons l'exemple suivant.
Rappelons qu'IRV est le sigle anglophone pour le vote à tours instantanés (VTI).

>>> pop = svvamp.PopulationSpheroid(V=1000,

C=10)

>>> election = svvamp.IRV(pop)

Examinons la manipulabilité par coalition de cette élection.

>>> is_CM , log_CM = election.CM()

>>> print(is_CM)

nan

Pour chaque fonction, SVVAMP utilise par défaut son algorithme le plus pré-
cis parmi ceux qui fonctionnent en temps polynomial. Dans le cas d'IRV (VTI),
décider MC est NP-complet (Bartholdi et Orlin, 1991), donc cet algorithme po-
lynomial n'est pas exact. Pour cette raison, is_CM peut être un booléen (est-ce
que l'élection est manipulable ou pas), ou la valeur conventionnelle nan signi�ant
que l'algorithme n'a pas été capable de décider.

On peut choisir un algorithme exact en modi�ant l'attribut CM_option.

>>> election.CM_option = 'exact'

>>> is_CM , log_CM = election.CM()

>>> print(is_CM)

True

Pour les systèmes de vote où il y a un algorithme exact fonctionnant en temps
polynomial, 'exact' est la seule option disponible.

Comme nous l'avons vu en introduction de ce chapitre, SVVAMP peut préciser
en faveur de quels candidats l'élection est manipulable.

>>> is_CM , log_CM , candidates_CM = election.CM_with_candidates

()

>>> print(candidates_CM)

[ 0. 0. 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0.]

6.2.3 Variantes de la MC (MCI, MU, MT)

SVVAMP implante également trois variantes de MC.
On dit qu'une élection est manipulable par coalition ignorante (MCI, ou en

anglais : Ignorant-Coalition Manipulable, ICM ) en faveur d'un candidat c 6= w ssi
les électeurs qui préfèrent c au vainqueur sincère w peuvent utiliser des stratégies
telles que, quelles que soient les stratégies choisies par les autres électeurs, le
candidat c soit déclaré vainqueur. C'est donc une notion de manipulation inspirée
du critère CMIgn.

On dit qu'une élection est manipulable-unisson (MU, ou en anglais : Unison-
Manipulable, UM ) en faveur du candidat c ssi il existe une stratégie telle que,
quand tous les électeurs qui préfèrent strictement c au vainqueur sincère w uti-
lisent cette même stratégie (pendant que les autres électeurs continuent de voter
sincèrement), le candidat c est déclaré vainqueur. La terminologie � unisson � est
empruntée à Walsh (2010b). On peut faire le parallèle avec le critère BulMajUni
pour l'aspect unisson, mais il est important de souligner les di�érences. D'une
part, on impose que tous les électeurs intéressés participent à la manipulation
et utilisent le même bulletin (avant tout pour permettre un calcul plus facile) ;
d'autre part, il s'agit ici de manipulation informée (c'est-à-dire à bulletins des
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autres électeurs constants), alors que le critère BulMajUni concerne une ma-
nipulation ignorante (qui fonctionne quels que soient les bulletins des électeurs
sincères).

En�n, on dit qu'une élection est manipulable trivialement (MT, ou en anglais :
Trivially Manipulable, TM ) en faveur du candidat c 6= w ssi, quand tous les élec-
teurs qui préfèrent strictement c à w utilisent leur stratégie triviale (pendant que
les autres électeurs continuent de voter sincèrement), le candidat c est vainqueur.

Ce que nous appelons stratégie triviale pour l'électeur v en faveur du candi-
dat c contre le candidat w dépend du type de bulletin. Pour les modes de scrutin
ordinaux, c'est le bulletin où c est classé premier (� compromis �), w est classé
dernier (� enterrement �), et où les autres candidats restent dans l'ordre sincère
de préférence de v. Pour les systèmes de vote basés sur les notes, c'est le bulletin
où v attribue la note maximale autorisée à c (par défaut 1) et la note minimale
aux autres candidats (par défaut −1).

La stratégie triviale paraît naturelle quand l'électeur v souhaite faire gagner c
et sait que w est un adversaire fort, sans aucun autre indice sur les chances
des autres candidats. Elle requiert peu de coordination entre les manipulateurs.
Pour cette raison, quand une MC est possible, la MT est un bon indicateur pour
savoir si la manipulation est facile ou pas, en termes d'échange d'information entre
les manipulateurs. L'autre avantage évident de cette notion est qu'elle peut être
calculée en temps polynomial (à condition que calculer le vainqueur d'une élection
soit polynomial, ce qui est généralement le cas, sauf pour des systèmes de vote
comme la méthode de Kemeny).

Ces trois variantes de MC � MCI, MU et MT � utilisent la même
syntaxe que MC. Par exemple, MU peut être décidée avec les fonctions UM et
UM_with_candidates et son algorithme peut être choisi avec UM_option. Comme
pour MC, leur option par défaut est d'utiliser l'algorithme polynomial le plus
précis disponible.

6.2.4 Manipulation individuelle (MI)

On dit qu'une élection est manipulable individuellement (MI, ou en anglais :
Individually Manipulable, IM ) ssi un électeur v, en produisant un bulletin non
sincère, peut faire gagner un candidat c qu'il préfère strictement au vainqueur
sincère w (pendant que les autres électeurs continuent de voter sincèrement).

La fonction qui fournit le plus d'information sur MI est IM_full.

>>> pop = svvamp.PopulationSpheroid(V=4, C=3)

>>> election = svvamp.IRV(pop)

>>> election.w

2

>>> election.IM_option = 'exact'

>>> is_IM , log_IM , candidates_IM , voters_IM , v_IM_for_c =

election.IM_full ()

>>> print(is_IM)

True

>>> print(candidates_IM)

[ 1. 0. 0.]

>>> print(voters_IM)

[ 0. 0. 1. 1.]

>>> print(v_IM_for_c)

[[ 0. 0. 0.]

[ 0. 0. 0.]

[ 1. 0. 0.]

[ 1. 0. 0.]]
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Dans cet exemple, l'élection est MI. Plus précisément, seul le premier candidat
peut en béné�cier. Cette manipulation peut être accomplie par l'un quelconque
des deux derniers électeurs, alors que les deux premiers ne peuvent pas ou ne sont
pas intéressés.

Si seul un sous-ensemble de ces informations est requis, des fonctions dédiées
permettent de les obtenir. Elles n'e�ectuent que les calculs nécessaires, ce qui les
rend plus rapides que IM_full.

6.2.5 Indépendance des alternatives non pertinentes
(IANP)

Rappelons que l'élection est indépendante des alternatives non pertinentes
(IANP, ou en anglais : Independent of Irrelevant Alternatives, IIA) ssi, quand
on e�ectue l'élection avec les mêmes électeurs et tout sous-ensemble de candidats
contenant le vainqueur sincère w, celui-ci reste vainqueur.

Ici, nous étudions l'IANP pour une instance spéci�que d'élection utilisant une
population donnée, pas l'IANP en tant que propriété d'un système de vote en
général.

>>> not_IIA , log_IIA , example_subset_IIA , example_winner_IIA =

election.not_IIA_full ()

>>> print(not_IIA)

True

>>> print(example_subset_IIA)

[ True True False]

>>> print(example_winner_IIA)

0

not_IIA vaut True, ce qui signi�e que l'élection viole la propriété d'IANP (par
cohérence avec les méthodes de manipulation comme MC, True correspond au
comportement � indésirable �). Quand c'est le cas, example_subset_IIA fournit
un sous-ensemble de candidats qui viole l'IANP : ici, le sous-ensemble contenant
les candidats 0 et 1. example_winner_IIA fournit le vainqueur correspondant, en
l'occurrence le candidat 0.

Si l'élection ne viole pas IANP, les variables de contre-exemple renvoient la
valeur conventionnelle nan.

6.2.6 Critères véri�és par un système de vote

Les systèmes de vote possèdent des attributs spéciaux qui représentent diverses
propriétés. L'utilisateur �nal peut accéder à ces attributs à travers n'importe quel
objet Election, mais ils concernent le système de vote lui-même, pas une instance
particulière d'élection. Ils sont surtout utiles pour les développeurs de nouveaux
systèmes de vote, qui peuvent renseigner ces attributs a�n d'aider SVVAMP à
accélérer ses calculs (cf. section 6.3.4).

Par exemple, l'attribut suivant signi�e que VTI (IRV) est basé sur des classe-
ments stricts, pas sur des utilités.

>>> election = svvamp.IRV(pop)

>>> print(election.is_based_on_rk)

True

L'attribut suivant signi�e que le système de vote est basé sur des utilités et
que, pour un manipulateur unique ou pour une coalition de manipulateurs en
faveur du candidat c, il est optimal d'agir comme s'ils avaient une utilité de 1
pour c et −1 pour les autres candidats. Par exemple, c'est le cas pour le vote par
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assentiment et le vote par notation dans leur con�guration par défaut 4. Bien sûr,
cet attribut vaut False pour IRV.

>>> print(election.is_based_on_ut_minus1_1)

False

Les quatre critères suivants sont intimement liés et sont utilisés pour le calcul
de MC et de ses variantes. Il s'agit des critères majoritaires principaux étudiés au
chapitre 3.

>>> print(election.meets_Condorcet_c_rk)

False

>>> print(election.meets_majority_favorite_c_rk)

True

>>> print(election.meets_IgnMC_c)

True

>>> print(election.meets_InfMC_c)

True

Dans SVVAMP, plusieurs variantes de ces critères existent, en fonction de la
distinction habituelle entre classement et utilités, et en fonction de questions de
départage d'égalité entre les candidats. Voir la documentation pour plus de détails.

SVVAMP gère les implication entre ces critères : par exemple, un développeur
peut se contenter d'informer SVVAMP qu'un certain système de vote véri�e une va-
riante donnée de FavMaj. SVVAMP sait alors quelles autres variantes de FavMaj
et quelles déclinaisons de CMIgn et CMInf cela implique.

6.3 Implantation de MC

Dans cette section, nous nous concentrons sur l'implantation de MC, qui
illustre au mieux les techniques générales utilisées dans SVVAMP.

6.3.1 Minimisation des calculs

Lors du calcul de MC et de ses variantes, si l'élection n'est pas manipulable,
il est généralement nécessaire de boucler sur tous les candidats pour le prouver.
Mais si l'élection est manipulable, il est su�sant de prouver la manipulation en
faveur d'un seul candidat. Pour cette raison, il est intéressant de deviner pour
quels candidats une manipulation est la plus vraisemblable et de tester ces can-
didats en premier. Dans les méthodes génériques de la classe Election, on utilise
une heuristique simple : les candidats sont examinés dans l'ordre décroissant du
nombre de manipulateurs qui leur correspond. Ce comportement peut facilement
être redé�ni quand on implante un système de vote en particulier.

De manière générale, SVVAMP essaie d'être aussi paresseux que possible. Cela
signi�e par exemple : 1. ne pas faire de calculs inutiles et 2. ne pas faire le même
calcul deux fois.

4. Dans la con�guration par défaut pour le vote par notation et le jugement majoritaire, on
considère que les vecteurs d'utilité sont dé�nis à une transformation a�ne strictement positive
près, comme dans le modèle classique de Von Neumann et Morgenstern (annexe B). Donc
prétendre qu'on a une utilité de 1 pour c et −1 pour les autres revient à dire qu'on a strictement
la meilleure utilité pour c et une même utilité pour les autres.

Dans la con�guration par défaut du vote par assentiment, on considère que les vecteurs
d'utilité sont dé�nis à une constante multiplicative positive près, comme dans le modèle avec
limite d'approbation de la section B.7, et que le bulletin sincère d'un électeur ne dépend que du
signe des utilités. Donc prétendre qu'on a une utilité de 1 pour c et −1 pour les autres revient
à dire qu'on donne son assentiment à c, et uniquement à c.
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Ceci peut être illustré par l'exemple suivant.

>>> is_CM , log_CM = election.CM()

>>> print(is_CM)

True

>>> is_CM , log_CM , candidates_CM = election.CM_with_candidates

()

>>> print(candidates_CM)

[0. 0. 1. 0. 1.]

1. Lorsque CM est appelé, voici une exécution possible : SVVAMP examine
le candidat 0 en premier, parce qu'il a le plus de manipulateurs, mais la
manipulation est prouvée impossible. Puis SVVAMP examine le candidat 2
et trouve une manipulation. SVVAMP arrête le calcul et décide que is_CM

est True.

2. Lorsque CM_with_candidates est appelé, SVVAMP se rappelle le résultat
du calcul pour les candidats 0 et 2 et il e�ectue le calcul uniquement pour
les autres candidats.

6.3.2 Nombre de manipulateurs

Quand on calcule MU ou MT pour un candidat donné c, on utilise un ensemble
�xe de manipulateurs : les électeurs qui préfèrent e�ectivement c au vainqueur sin-
cère w. Cependant, MC et MCI fonctionnent di�éremment. En fait, pour étudier
MC ou MCI en faveur d'un candidat c, SVVAMP traite la question suivante. Étant
donné la sous-population des électeurs sincères, c'est-à-dire ceux qui ne préfèrent
pas strictement c à w, quel est le nombre de manipulateurs minimal qu'il faut
ajouter pour e�ectuer la manipulation 5 ? Notons cet entier xc.

Pendant le calcul, SVVAMP maintient à jour une borne inférieure et une borne
supérieure de xc. Dès que la borne inférieure devient plus grande que le nombre
de manipulateurs, la manipulation est prouvée impossible. À l'inverse, dès que
la borne supérieure devient inférieure ou égale au nombre de manipulateurs, la
manipulation pour c est prouvée.

Ce mécanisme permet à SVVAMP de combiner di�érents algorithmes et d'ac-
célérer les calculs, même quand l'attribut CM_option a la valeur 'exact'. Par
exemple, en utilisant VTI en mode exact, SVVAMP commence par utiliser un al-
gorithme polynomial approché pour diminuer l'intervalle entre les bornes (nous y
reviendrons en section 6.5). Si cela su�t à décider MC, le calcul s'arrête. Sinon,
l'algorithme exact non-polynomial est utilisé et il exploite les bornes déjà connues
pour accélérer le calcul.

6.3.3 Anonymat et caractère résolu

Le mécanisme d'ajout de manipulateurs que nous venons de décrire explique
un important choix de SVVAMP : les modes de scrutin doivent être anonymes, au
sens où ils traitent tous les électeurs de la même façon. Ce choix permet à SVVAMP
de travailler sur le nombre de manipulateurs, pas sur leur identité. Si les électeurs
avaient des poids di�érents, beaucoup de problèmes faciles deviendraient di�ciles :
par exemple, même pour un nombre �xe de 3 candidats, décider MC avec des
électeurs pondérés pour Borda, Maximin, VTI ou Veto est NP-complet (Conitzer

5. Cette question est appelée le problème d'optimisation non-pondéré constructif par coalition
(Constructive Coalitional Unweighted Optimization problem) par Zuckerman et al. (2009). Il
permet de décider MC pour tous les systèmes de vote actuellement implantés dans SVVAMP.
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et Sandholm, 2002; Conitzer et al., 2003, 2007), alors qu'avec des électeurs non
pondérés, le problème est dans P (par rapport au nombre d'électeurs V ).

Nous supposons également que les modes de scrutin sont déterministes et
résolus : ils élisent un unique candidat. Sinon, dé�nir la manipulation est une
question en soi, parce qu'il est nécessaire de préciser comment les préférences sur
les candidats s'étendent à des préférences sur les ensembles de candidats (ou les
distributions de probabilité sur les candidats), ce qui peut être fait d'une in�nité
de façons. On pourra en trouver des exemples chez Gärdenfors (1976); Gibbard
(1978); Duggan et Schwartz (2000). Utiliser des modes de scrutin résolus permet à
SVVAMP de décider MC et ses variantes en bouclant sur les candidats susceptibles
de béné�cier d'une manipulation (c.a.d. tous sauf le vainqueur sincère), en consi-
dérant pour chacun l'ensemble des électeurs intéressés par le candidat en question.
En revanche, si le mode de scrutin renvoie un sous-ensemble de candidats (resp.
une distribution de probabilité sur les candidats), alors il est déraisonnable (resp.
impossible) de boucler sur tous les résultats possibles.

Puisque les modes de scrutin sont anonymes et résolus, ils sont nécessaire-
ment non neutres en général (voir proposition 1.16) : en e�et, ils doivent renvoyer
un unique vainqueur, y compris dans des con�gurations totalement symétriques
comme l'exemple minimal habituel de paradoxe de Condorcet (avec V = 3 et
C = 3). Dans SVVAMP, la règle de départage habituelle est que le candidat avec
le plus petit index est favorisé. Par exemple, s'il y a une égalité entre les can-
didats 0 et 1, alors le candidat 0 est déclaré vainqueur. Nous avons choisi cette
règle pour sa simplicité : avec des règles plus compliquées, certains problèmes de
manipulation habituellement dans P deviennent NP-complets (Obraztsova et al.,
2011; Obraztsova et Elkind, 2012; Aziz et al., 2013). Cependant, il n'y a pas de
limitation architecturale dans SVVAMP qui empêche d'implanter des systèmes de
vote utilisant d'autres règles de départage.

6.3.4 Sous-fonctions de MC

SVVAMP est écrit de façon modulaire, en utilisant une approche orientée objet
qui est naturelle dans le langage Python. Par exemple, la fonction CM (ou sa version
détaillée CM_with_candidates) dé�nie dans la classe Election appelle, en fait, un
certain nombre de sous-fonctions spéci�ques. Chacune de ces sous-fonctions peut
être redé�nie dans la sous-classe qui implante un mode de scrutin en particulier,
tout en conservant les autres sous-fonctions par défaut.

À titre indicatif, on peut diviser les sous-fonctions en trois catégories : tests
préliminaires généraux, tests préliminaires dédiés à un candidat, noyau de calcul.

Les tests préliminaires généraux ont pour but de décider MC immédiatement
si possible.

� Si le système de vote véri�e FavMaj (section 6.2.6) et si w est un favori
majoritaire 6, alors MC vaut False.

� Si le système de vote véri�e Cond et si w est vainqueur de Condorcet
résistant, alors MC vaut False.

� Si le système de vote véri�e CMInf et si w n'est pas Condorcet-admissible,
alors MC vaut True.

� Si MT, MU ou MCI vaut True, alors MC vaut True.
Si nécessaire, SVVAMP e�ectue des tests préliminaires qui sont dédiés à la

manipulation en faveur d'un candidat donné c.

6. Pour chaque test préliminaire, il y a diverses variantes qui dépendent de questions de
départage d'égalité. Par souci de concision et de clarté, nous ne décrivons pas ces variantes ici.
Pour plus de détails, on pourra consulter le code de la classe Election.
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� Si le système de vote véri�e CMInf , alors il est su�sant d'avoir plus de
manipulateurs que d'électeurs sincères.

� Si le système de vote véri�e FavMaj, alors il est nécessaire d'avoir assez de
manipulateurs pour empêcher le vainqueur sincère w d'apparaître comme
un favori majoritaire.

� Si le système de vote véri�e Cond, alors il est nécessaire d'avoir assez
de manipulateurs pour empêcher w d'apparaître comme un vainqueur de
Condorcet (on peut faire le parallèle entre ce test et la notion de vainqueur
de Condorcet résistant).

� Si MT ou MU est possible pour c, alors MC est possible pour c.
� Le nombre de manipulateurs su�sant pour MCI est également su�sant

pour MC.
À ce stade, si l'attribut CM_option a la valeur 'lazy', l'algorithme s'arrête,

que la solution ait été trouvée ou pas. Dans ce dernier cas, on renvoie la valeur
conventionnelle nan.

Si l'attribut CM_option a la valeur 'exact', alors la classe Election possède
un algorithme par défaut, qui peut être redé�ni dans chaque système de vote pour
plus d'e�cacité.

Si l'attribut is_based_on_rk vaut True, l'algorithme exact par défaut de la
classe générique Election utilise la force brute : les manipulateurs essaient tous les
bulletins possibles. Pour un candidat c, en notant nc le nombre de manipulateurs
pour c contre w, cet algorithme par défaut a une complexité en temps de l'ordre
de (C!)nc (multiplié par un polynôme et par le temps nécessaire pour calculer
le vainqueur d'une élection), ce qui le rend utilisable seulement pour de petites
con�gurations 7.

Si l'attribut is_based_on_ut_minus1_1 vaut True, l'algorithme exact par
défaut est évident : les manipulateurs ont simplement besoin de tester le bulletin
sincère correspondant à une utilité de 1 pour c et une utilité de −1 pour tous les
autres candidats. Ceci fonctionne en temps polynomial (multiplié par le temps
nécessaire pour calculer le vainqueur d'une élection).

Dans les autres cas (c'est-à-dire pour un système qui ne repose pas sur des
classements et où la stratégie optimale de manipulation pour un certain candidat c
ne consiste pas à agir comme si on avait une utilité de 1 pour c et −1 pour les
autres candidats), cette méthode lève une erreur NotImplemented.

Dans la sous-classe qui implante un système de vote en particulier, la sous-
fonction implantant l'algorithme exact est fréquemment redé�ni pour béné�cier
d'un algorithme plus e�cace que la force brute.

6.3.5 Performances de l'algorithme générique polynomial

En utilisant l'option 'lazy', l'algorithme générique pour MC fonctionne en
temps polynomial mais peut ne pas décider. La �gure 6.2 donne son e�cacité
mesurée sur des systèmes de vote pour lesquels aucun algorithme spéci�que n'est
implanté dans SVVAMP 8. Pour ces systèmes de vote, seule la règle de calcul du
vainqueur est fournie à SVVAMP, ainsi que les propriétés de base du système de
vote (is_based_on_rk, meets_Condorcet_c, etc.). Par conséquent, l'algorithme

7. La complexité est en fait un peu inférieure car on teste les bulletins possibles à permutation
près des manipulateurs.

8. Parmi les systèmes représentés dans la �gure 6.2, on sait que le problème de la manipulation
est NP-di�cile pour les méthodes de Baldwin et Nanson (Narodytska et al., 2011; Davies et al.,
2014), PO (Xia et al., 2009; Hemaspaandra et al., 2013; Parkes et Xia, 2012) et la méthode de
Kemeny. Pour VTID, CSD et BI, la question est ouverte.
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Figure 6.2 � Performances de l'algorithme polynomial par défaut pour MC. Mo-
dèle Spheroid, V = 33.

générique 'lazy' repose avant tout sur les tests préliminaires exposés en 6.3.4,
dont le plus important est MT.

Pour obtenir la �gure 6.2, pour chaque valeur de C, 10 000 populations aléa-
toires ont été générées par le modèle Spheroid avec V = 33. La valeur sur l'axe
des ordonnées est le ratio de populations pour lesquelles la fonction CM a renvoyé
la valeur nan, signi�ant qu'elle n'a été capable de prouver ni MC ni sa négation.

On voit que l'algorithme paresseux générique est assez e�cace pour déci-
der MC. Empiriquement, en comparant avec l'algorithme exact, nous avons re-
marqué que l'algorithme paresseux est e�cace pour prouver MC, mais l'est moins
pour prouver la négation de MC. A�n de ne pas faire de publicité mensongère,
il nous faut mentionner que dans les simulations conduisant à cette �gure, les
fréquences de MC étaient relativement élevées (comme nous le verrons en repre-
nant cet exemple dans la section 7.3), ce qui explique les bonnes performances de
l'algorithme générique approché.

6.4 Algorithmes spéci�ques pour certains modes
de scrutin

Pour certains modes de scrutin, des algorithmes spéci�ques sont implantés.
Dans cette section, nous donnons une vue d'ensemble de ces algorithmes.

Pour le vote par notation, le jugement majoritaire, le vote par assentiment, la
méthode de Bucklin, l'uninominal, l'uninominal à deux tours et veto, MC est cal-
culée exactement en temps polynomial. Pour la méthode de Bucklin, nous utilisons
un algorithme de Xia et al. (2009). Pour les autres, l'algorithme de manipulation
est évident.
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Pour la méthode de Schulze, nous utilisons un algorithme de Gaspers et al.
(2013), qui fonctionne en temps polynomial. L'article original prouve que cet al-
gorithme est exact pour le problème à plusieurs vainqueurs, c'est-à-dire si les
manipulateurs ont pour but qu'un certain candidat c fasse partie des vainqueurs
potentiels (voir la dé�nition de ce terme dans la dé�nition de la méthode de
Schulze, en section 1.6.7). Il en est de même pour le problème à un seul vain-
queur, c'est-à-dire si les manipulateurs ont pour but qu'un certain candidat c soit
l'unique vainqueur potentiel (c'est-à-dire vainqueur pour toute règle de dépar-
tage). Dans SVVAMP, il a une marge d'erreur d'un manipulateur à cause de la
règle de départage. Par conséquent, il peut arriver (relativement rarement) que le
simulateur renvoie nan quand on lui demande de décider la manipulabilité.

Pour la méthode de Borda, décider MC est NP-complet, même quand il y
a seulement 2 manipulateurs (Betzler et al., 2011; Davies et al., 2011). Nous
utilisons un algorithme d'approximation de Zuckerman et al. (2009), qui possède
une marge d'erreur d'un manipulateur.

Pour Maximin, décider MC est NP-complet, même quand il y a seulement
2 manipulateurs (Xia et al., 2009). Nous utilisons un algorithme d'approximation
de Zuckerman et al. (2011), qui a un facteur d'erreur multiplicatif de 5

3 sur le
nombre de manipulateurs nécessaire.

Pour la méthode de Coombs, il y a deux options possibles pour MC : 'fast'
et 'exact'. En mode exact, notre algorithme est similaire à celui utilisé par
Walsh (2010b) pour IRV. Sa complexité en temps est d'ordre C!. En mode ra-
pide, nous utilisons une heuristique originale que nous ne décrirons pas en détails
mais dont le principe est similaire à celui utilisé pour VTI, que nous décrirons
dans la section 6.5. La question est cependant plus simple que pour VTI car on
peut remarquer que MC est équivalente à MU pour la méthode de Coombs :
en e�et, si les manipulateurs ont la capacité d'éliminer successivement les can-
didats d1, . . . , dC−1, alors ils peuvent également le faire en utilisant l'ordre de
préférence (c � dC−1 � . . . � d1).

6.5 Algorithmes spéci�ques pour VTI et ses va-
riantes

VTI fut l'un des premiers systèmes de vote pour lesquels décider MI (et a
fortiori MC) fut prouvé NP-complet (Bartholdi et Orlin, 1991). De plus, il semble
particulièrement résistant à la manipulation (Chamberlin et al., 1984; Bartholdi et
Orlin, 1991; Lepelley et Mbih, 1994; Lepelley et Valognes, 2003; Green-Armytage,
2011, 2014). À notre connaissance, l'algorithme de manipulation le plus rapide
pour la manipulation individuelle est en O(2CV Ck)) (Walsh, 2010a) et le plus
rapide pour la manipulation par coalition est en O(C!(V + Ck)) (Coleman et
Teague, 2007).

Pour ces raisons, nous avons accordé une importance particulière aux méthodes
pour VTI ainsi que pour deux de ses variantes, SE et CVTI, dont nous verrons
dans les chapitres suivants qu'elles sont également assez résistantes à la manipula-
tion. Pour CVTI, on sait, par les théorèmes de condorci�cation 2.9 et 2.20 qu'il est
strictement moins manipulable que VTI et il serait intéressant de mesurer quan-
titativement l'écart de manipulabilité. Pour SE, nous savons que c'est un système
strictement plus manipulable que VTI (section 1.4.2), mais il présente l'avantage
d'être souvent plus simple que VTI et de permettre des algorithmes plus rapides.
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Par exemple, quand on veut prouver que VTI n'est pas manipulable, il est su�-
sant de montrer que SE ne l'est pas ; et nous verrons que c'est généralement plus
rapide.

6.5.1 Algorithmes de MC pour SE

Algorithme 1 MC exact en faveur de c pour SE
1: LiceIni = C
2: LicesPossiblesIniTour = {LiceIni}
3: pour t = 1→ C − 1 faire
4: LicesPossiblesF inTour = ∅
5: pour tout LiceIni ∈ LicesPossiblesIniTour faire
6: pour tout d ∈ LiceIni \ {c} faire
7: test = sous l'hypothèse que le tour d'élimination t se déroule entre

les candidats de LiceIni, les manipulateurs peuvent-ils choisir leurs
bulletins de façon à éliminer d ?

8: si test alors
9: LiceF in = LiceIni \ {d}
10: LicesPossiblesF inTour = LicesPossiblesF inTour ∪ {LiceF in}
11: �n si
12: �n pour
13: �n pour
14: LicesPossiblesIniTour = LicesPossiblesF inTour
15: �n pour
16: renvoyer (LicesPossiblesF inTour 6= {})

En mode exact, SVVAMP utilise l'algorithme 1, qui est une adaptation pour SE
d'un algorithme initialement conçu pour VTI par Coleman et Teague (2007).
À chaque tour, on détermine l'ensemble des situations atteignables par les mani-
pulateurs à la �n du tour, c'est-à-dire les candidats restant en lice (en ignorant les
situations où c est éliminé). Il est clair que cet algorithme termine et permet de dé-
cider la manipulabilité : à la �n du tour C−1, l'ensemble LicesPossiblesF inTour
est non vide si et seulement si une manipulation est possible en faveur de c. Dans
ce cas, l'ensemble LicesPossiblesF inTour contient nécessairement uniquement le
singleton {c}.

La principale di�érence avec l'algorithme de Coleman et Teague (2007) est la
suivante : dans VTI, le bulletin utilisé par un manipulateur au tour t en faveur
d'un candidat d est bloqué jusqu'à ce que le candidat d soit éliminé. Pour cette
raison, éliminer un certain candidat d puis e ou l'inverse n'est pas forcément
équivalent pour les manipulateurs : même s'il reste les mêmes candidats au début
du tour suivant, les manipulateurs bloqués ne sont pas forcément les mêmes. Pour
cette raison, on peut être amené à explorer tous les ordres d'élimination possibles,
ce qui cause une complexité en C!.

En revanche, en SE, la situation des manipulateurs au début d'un tour est
entièrement caractérisée par les candidats restant en lice. Ainsi, l'algorithme 1
explore, au pire, tous les sous-ensembles de C et possède donc une complexité
en 2C � seulement �.

En mode rapide (obtenu avec CM_option = fast), SVVAMP utilise l'algo-
rithme 2, qui est une contribution originale. À chaque début de tour, les ma-
nipulateurs examinent tous les candidats (di�érents de c) qu'ils sont capables
d'éliminer. Parmi eux, ils choisissent le meilleur candidat dmeilleur, au sens d'une
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Algorithme 2 MC rapide en faveur de c pour SE
1: Lice = C
2: pour t = 1→ C − 1 faire
3: Eliminables = {d ∈ Lice\{c} t.q., sous l'hypothèse que le tour l'élimination

t se déroule entre les candidats de Lice, les manipulateurs peuvent choisir
leurs bulletins de façon à éliminer d}.

4: si Eliminables = ∅ alors
5: renvoyer Maybe
6: sinon si t = C − 1 alors
7: renvoyer True
8: �n si
9: dmeilleur = arg max{Situation(d), d ∈ Eliminables}
10: Lice = Lice \ {dmeilleur}
11: �n pour

fonction bien choisie notée Situation, qui est chargée d'évaluer la situation après
l'élimination chaque adversaire d possible. Il s'agit donc d'un algorithme glouton.

Un choix important pour cet algorithme est donc celui de la fonction Situation.
Dans SVVAMP, on utilise la fonction suivante :

Situation(d) = score(c | �d)−max
e 6=c

(score(e | �d)),

où score(e | �d) désigne le score attribué à un candidat e, par les électeurs sincères
uniquement, dans le cas où d est éliminé, c'est-à-dire dans un tour se déroulant
entre les membres de Lice \ {d}.

Il est clair que cet algorithme termine en temps polynomial et que s'il renvoie
True, alors le pro�l est manipulable en faveur du candidat c. En revanche, s'il
renvoie Maybe, il est impossible de conclure.

La �gure 6.3 montre les performances de SVVAMP en mode rapide. On consi-
dère une culture impartiale, V = 33 électeurs et un nombre variable de candidats.
Chaque point est tiré à partir de 10 000 populations aléatoires. On trace le taux
de MC trouvé par l'algorithme exact à titre de référence.

La borne supérieure du taux de MC fournie en mode rapide est donnée par
les cas où les tests préliminaires ont permis de prouver que le pro�l est non
manipulable, par exemple lorsque le vainqueur sincère est un favori majoritaire.
On constate que, dans ce type de culture, pour C ≥ 4, les tests préliminaires ne
sont capables de prouver la non-manipulabilité que dans une proportion des cas
extrêmement faible 9.

En revanche, la borne inférieure du taux de MC fournie en mode rapide est
très proche du taux exact. À titre de référence, on a aussi indiqué la manipulation
triviale : en e�et, un bon indice de performance est la proportion de manipulations
qui ne sont pas trouvées par la MT mais le sont par l'algorithme rapide. Pour
chaque valeur de C de cette �gure, l'algorithme trouve toujours au moins 96 %
des manipulations non trouvées par la MT (99 % des manipulations).

En résumé, le mode rapide permet de prouver la manipulabilité dans une
proportion élevée des cas où c'est possible, grâce à l'algorithme rapide 2, mais
permet rarement de prouver la non-manipulabilité.

9. Sur les expériences issues d'élections réelles du chapitre 9, nous verrons, cependant, que
pour de nombreux modes de scrutin, les tests préliminaires permettent de conclure dans une
proportion des cas non négligeable, ce qui motive leur implantation.
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Figure 6.3 � SE : taux de manipulabilité trouvé par les di�érents algorithmes.
Culture impartiale, V = 33.
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Figure 6.4 � SE : temps de calcul des di�érents algorithmes. Culture impartiale,
V = 33.
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La �gure 6.4 permet de visualiser le gain de temps obtenu grâce à l'algo-
rithme rapide. En pratique, la complexité moyenne observée sur ces courbes est
1,6×C ms/population pour le mode rapide, et 0,5×1,75C ms/population pour le
mode exact de SVVAMP 10. On notera que, pour l'algorithme exact, la complexité
n'est pas en 2C , ce qui s'explique par plusieurs raisons : premièrement, le compor-
tement théorique en 2C exprime une complexité en pire cas, alors qu'on mesure
la complexité moyenne. Deuxièmement, il n'y a pas le même taux de manipula-
bilité en fonction de C ; or, les con�gurations manipulables sont, d'habitude, plus
rapides à traiter, notamment parce que l'algorithme rapide peut souvent conclure
avant même qu'on fasse appel à l'algorithme exact. Troisièmement, SVVAMP pos-
sède quelques optimisations supplémentaires, en particulier les tests préliminaires
qui lui permettent de conclure rapidement dans un certain nombre de cas.

Ainsi, notre algorithme approché 2 pour la MC de SE est e�cace pour prou-
ver la manipulabilité et bien plus rapide que l'algorithme exact. Sa principale
limite est qu'il est incapable de prouver la non-manipulabilité le cas échéant. En
pratique, dans le mode rapide de SVVAMP, l'algorithme 2 est complété par des
tests préliminaires qui peuvent prouver la non-manipulabilité mais dont le taux
de réussite peut être très faible dans certaines cultures. Pour des travaux futurs,
il serait particulièrement intéressant d'avoir un algorithme en temps polynomial
qui soit capable de prouver la non-manipulabilité avec un bon taux de succès, en
complément de notre algorithme qui est relativement e�cace pour traiter les cas
de manipulabilité.

6.5.2 Algorithmes de MC pour VTI

Pour VTI, comme nous l'évoquions, le problème est plus complexe que
pour SE : comme les manipulateurs sont immobilisés par leurs votes passés en
faveur de candidats non encore éliminés, il est nécessaire de prendre en compte
l'historique des tours précédents.

En mode exact, SVVAMP utilise l'algorithme de Coleman et Teague (2007),
dont la complexité est en C!.

En mode rapide, on utilise une approche gloutonne similaire à l'algorithme 2 :
à chaque tour, parmi les candidats qu'on peut éliminer, on choisit celui qui maxi-
mise une fonction évaluant la situation obtenue. En l'occurrence, nous avons choi-
sie la même fonction que pour SE.

Le calcul de MC pour VTI est donc basé sur deux algorithmes, rapide et exact.
Mais en pratique, dans SVVAMP, la MC de VTI possède trois options.

fast : Après les tests préliminaires, seul l'algorithme rapide est utilisé.

slow : En outre, on détermine si SE est manipulable en utilisant l'algorithme
exact de SE. Si c'est faux, on conclut que VTI n'est pas manipulable.
Si c'est vrai, on pro�te de l'occasion pour tester le chemin d'élimination
permettant la manipulation en SE, au cas où il permettrait de manipuler
également VTI.

exact : Si les procédés ci-dessus ne permettent pas de conclure, alors on
utilise l'algorithme exact de VTI.

L'option slow o�re donc une possibilité intermédiaire, plus rapide que l'option
exacte, mais plus performante que l'option rapide, en particulier pour décider les
cas de non-manipulabilité.

10. La machine utilisée est un Dell Precision M6600, Intel Core I7-2820QM à 2,30 GHz, 8 Mo
de cache, 16 Go de RAM à 1,33 GHz en DDR3.

170



6.5 Algorithmes spéci�ques pour VTI et ses variantes

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 %

10 %

20 %

30 %

40 %

50 %

60 %

70 %

80 %

90 %

100 %

Nombre de candidats C

T
au

x 
de

 m
an

ip
ul

ab
ili

té

 

 

MC rapide (borne sup)
MC lent (borne sup)
MC exact
MC lent (borne inf)
MC rapide (borne inf)
MT

Figure 6.5 � VTI : taux de manipulabilité trouvé par les di�érents algorithmes.
Culture impartiale, V = 33.

La �gure 6.5 présente les performances des di�érentes options pour VTI, dans
les mêmes conditions que la �gure 6.3 pour SE. Pour chaque valeur de C de
cette �gure, le mode rapide trouve toujours au moins 88 % des manipulations non
trouvées par la MT (97 % des manipulations). En revanche, comme pour SE, la
borne supérieure trouvée en mode rapide est généralement proche de 1 : le mode
rapide n'est pas très bien adapté pour prouver la non-manipulabilité.

En mode lent, on améliore la borne inférieure trouvée : pour chaque valeur
de C de cette �gure, le mode lent trouve toujours au moins 95 % des manipula-
tions non trouvées par la MT (99 % des manipulations). Mais surtout, la borne
supérieure fournie par le mode lent est très proche de la courbe de MC exacte, ce
qui signi�e qu'on est capable de prouver de nombreux cas de non-manipulabilité.
En l'occurrence, pour chaque valeur de C, le mode lent trouve toujours au moins
99 % des cas de non-manipulabilité. Ainsi, l'écart entre les bornes inférieure et
supérieure trouvées en mode lent est au maximum d'environ 1 %, ce qui signi�e
que la valeur conventionnelle nan n'a été renvoyée que dans environ 1 % des cas
en mode lent.

En�n, la �gure 6.6 présente les temps de calculs pour les di�érents algorithmes
dans le cas de VTI. En pratique, la complexité moyenne constatée sur cette �gure
est 2,0×C ms/population pour le mode rapide, 0,5× 1,75C ms/population pour
le mode lent et 4,1 × (0,23C)0,57C ms/population pour le mode exact 11. Pour
le mode lent, il s'agit du même comportement asymptotique que pour le mode
exact de SE, ce qui est naturel vu notre façon de procéder : en e�et, les calculs
supplémentaires à e�ectuer pour l'adaptation à VTI sont négligeables devant ceux

11. Le comportement théorique en pire cas est de l'ordre de C!, c'est-à-dire de l'ordre de
CC en utilisant la formule de Stirling. En ajustant les paramètres, on obtient le comportement
approximatif énoncé.
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Figure 6.6 � VTI : temps de calcul des di�érents algorithmes. Culture impartiale,
V = 33.

nécessaires pour l'algorithme exact de SE (qui demandent un temps exponentiel
en C).

6.5.3 Algorithmes de MC pour CVTI

Pour CVTI, nous utilisons une heuristique que nous allons décrire brièvement.
Tout d'abord, pour chaque candidat c 6= w, on détermine si VTI est manipu-

lable en utilisant l'une des options disponibles (rapide, lente ou exacte). Ensuite,
en utilisant le chemin d'élimination obtenu, on essaie de mettre au point les bulle-
tins des manipulateurs tout en empêchant qu'il y ait un vainqueur de Condorcet
distinct de c. Si le pro�l initial est Condorcet, on sait d'ailleurs qu'il ne doit pas
y avoir de vainqueur de Condorcet du tout (lemme 2.5).

Pour cela, on place, tout d'abord, le candidat c aussi haut que possible dans les
bulletins, puis les candidats dont on sait déjà qu'ils possèdent une défaite dans la
matrice des duels. Ce faisant, il est possible que d'autres candidats acquièrent des
défaites et on peut itérer le processus. Pour plus de détails, on pourra se reporter
au code de la classe correspondante dans SVVAMP.

Si le processus réussit, c'est-à-dire s'il n'y a pas de vainqueur de Condorcet
distinct de c à la �n de l'algorithme, alors MC est prouvée. Dans le cas contraire,
on reste dans l'incertitude : en e�et, on n'a testé qu'un chemin d'élimination parmi
ceux qui permettent de manipuler VTI, et le processus employé pour empêcher
l'apparition d'un vainqueur de Condorcet a fait l'objet de choix arbitraires. Ainsi,
cet algorithme ne fournit qu'une borne inférieure de la manipulabilité.

Cependant, on dispose également d'une borne supérieure : si VTI n'est pas
manipulable, alors CVTI ne l'est pas non plus, par le théorème faible de condorci-
�cation 2.9. Dans les chapitres suivants, nous verrons qu'en pratique, l'écart entre
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la borne inférieure et la borne supérieure est en général très faible, ce qui assure,
d'une part, que l'heuristique utilisée pour CVTI est relativement e�cace, et mon-
trera, d'autre part, que l'écart de manipulabilité entre VTI et CVTI, quoique non
nul par le théorème fort de condorci�cation 2.20, est en fait assez faible.
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Chapitre 7

Étude de cultures sphéroïdales

Dans ce chapitre et les deux suivants, nous étudions deux problématiques qui
étaient au c÷ur de notre motivation pour développer SVVAMP.

1. Alors que la manipulabilité est une nécessité théorique par le théorème de
Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975), est-elle un phénomène courant en
pratique ?

2. Quelles sont les performances comparées des di�érents systèmes de vote à
cet égard ?

Il s'agit des motivations principales pour ce chapitre et les deux suivants. Une
motivation secondaire est d'illustrer les possibilités o�ertes par SVVAMP.

En général, nous concentrons notre attention sur la manipulabilité par coali-
tion (MC), qui est l'objet d'étude central de ce mémoire et que appelons aussi
manipulabilité sans plus de précisions. Cependant, comme SVVAMP ne dispose
pas d'algorithmes exacts spéci�ques pour la MC de chaque système de vote, nous
utiliserons également la manipulation triviale (MT) comme point de comparaison
entre les di�érents systèmes. Comme nous l'avons discuté dans la section 6.2.3,
celle-ci présente l'avantage d'être facile à calculer (en temps polynomial, à temps
de détermination du vainqueur près). En outre, quand la manipulation est pos-
sible, elle donne une mesure indicative des cas où celle-ci est relativement peu
coûteuse à implanter en termes de communication.

Étant donné la variété des cultures étudiées, la lecture de ces chapitres 7 et 8
pourrait s'avérer fastidieuse pour le lecteur impatient, mais c'est un défaut que
nous n'avons pas réussi à éviter. Pour une lecture plus rapide, nous suggérons de
lire la section 7.1 qui dé�nit les cultures utilisées dans ce chapitre, la section 7.2
qui présente notre scénario de référence, la section 7.3 qui permet de se familiariser
avec les conventions utilisées pour tracer les courbes, la section 7.9 qui conclut
ce chapitre, l'introduction du chapitre 8 et les sections 8.6 et 8.7 qui concluent
celui-ci, avant de passer au chapitre 9 qui analyse des données issues d'élections
réelles.

7.1 Présentation des cultures sphéroïdales

En théorie du vote, il est classique de considérer la culture impartiale (dé�ni-
tion 1.14), qui est dé�nie pour des préférences qui sont des ordres stricts totaux.
Comme nous souhaitons étudier à la fois des systèmes ordinaux et cardinaux, la
première question qui se pose est la façon dont on peut étendre ce modèle à des
électeurs caractérisés par leurs utilités pour les candidats. Dans cette section, nous
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décrivons brièvement la démarche utilisée, qui est détaillée et présentée de façon
plus formelle dans l'annexe B et dans l'article de Durand et al. (2015).

Sans adopter toutes les hypothèses du modèle des utilités espérées de Von
Neumann et Morgenstern (1944), nous allons toutefois nous en inspirer. Nous ne
supposons pas nécessairement que les préférences des électeurs soient caractéri-
sées par des utilités espérées, puisqu'il n'y a pas d'élément aléatoire une fois la
population �xée : les systèmes de vote étudiés calculent le vainqueur de façon
déterministe et les manipulateurs n'utilisent que des stratégies pures, et non des
stratégies mixtes.

Cependant, nous conservons une propriété importante de ce modèle : dans
un premier temps, le vecteur d'utilité uv ∈ RC d'un électeur pour les di�érents
candidats est dé�ni à une constante additive et à une constante multiplicative
strictement positive près, c'est-à-dire que le vecteur uv représente les mêmes pré-
férences qu'un vecteur αuv + β1, où α est un réel positif, β un réel quelconque
et où 1 désigne le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales à 1. Ce choix
est motivé par le fait que chaque électeur ne possède aucune méthode canonique,
ni pour �xer son point 0 d'utilité, ni pour choisir � l'unité de mesure � employée
a�n d'évaluer ses valeurs d'utilité : il est simplement capable de mesurer leurs
intensités respectives.

Dans un second temps, a�n d'avoir un modèle complet pour le vote par as-
sentiment, nous ajoutons l'hypothèse que l'utilité 0 est une limite d'approbation
(voir section B.7) : un électeur approuve les candidats qui ont une utilité positive
et désapprouve les candidats qui ont une utilité strictement négative. Avec cette
hypothèse supplémentaire, le vecteur d'utilité d'un électeur n'est plus dé�ni qu'à
une constante multiplicative α strictement positive près. L'espace des utilités est
donc celui des demi-droites de RC et tous les vecteurs d'une même demi-droite
représentent les mêmes préférences en pratique, de façon indistinguable par l'ex-
périence, même pour l'électeur concerné.

Intuitivement, une façon naturelle de représenter cet espace consiste à nor-
maliser chaque vecteur d'utilité pour qu'il ait une norme euclidienne égale à 1.
L'espace des utilités, c'est-à-dire l'ensemble des demi-droites, est alors représenté
par la sphère unité de RC . Dans l'annexe B, nous prouvons, par des arguments
de géométrie projective et de géométrie di�érentielle, que cette représentation est
essentiellement la seule qui possède de bonnes propriétés 1.

On dispose alors d'une façon canonique de généraliser la culture impartiale :
elle consiste à tirer un vecteur sur la surface de la sphère unité de RC avec une loi
de probabilité uniforme (au sens de la mesure euclidienne usuelle) : c'est ce que
nous appelons la culture sphérique. Chaque électeur possède presque sûrement
un ordre strict total de préférence, les électeurs sont indépendants et la culture
est neutre : par conséquent, l'image ordinale de cette culture (dé�nition 5.13) est
bien la culture impartiale. Ainsi, pour les systèmes de vote ordinaux, cette culture
est tout simplement équivalente à la culture impartiale ; en outre, elle permet
d'étudier les systèmes ordinaux et cardinaux dans un cadre commun naturel.

Par la suite, il est intéressant d'enrichir ce modèle en introduisant une corréla-
tion entre les électeurs. Pour cela, nous utilisons le modèle de Von Mises-Fisher ou

1. Plus exactement, dans le modèle avec limite d'approbation, les modèles convenables sont
des ellipsoïdes qui sont l'image de la sphère unité par une dilatation le long de l'axe 1, qui
constituent donc une famille à un paramètre réel. Le choix de ce paramètre n'a d'in�uence que
pour le vote par assentiment : aux valeurs extrêmes du facteur de dilatation, on privilégie soit les
vecteurs d'utilité qui ont beaucoup de composantes de même signe, soit ceux dont la somme des
composantes est nulle et qui ont donc toujours des composantes des deux signes. Pour simpli�er,
nous considérons toujours le modèle sphérique qui est intermédiaire entre ces deux cas extrêmes.
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VMF (Downs, 1966). Ce type de culture permet de modéliser des populations qui
tendent à avoir des préférences similaires mais avec une certaine dispersion. Tout
d'abord, on �xe un vecteur unitaire n, appelé le pôle de la distribution. Ensuite,
indépendamment pour chaque électeur, on tire un vecteur unité u dans RC selon
une distribution de VMF :

p(u) = Xκe
κ〈u |n 〉,

où n est le pôle de la distribution, κ la concentration, Xκ une constante de nor-
malisation et où 〈u |n 〉 désigne le produit scalaire canonique.

Qualitativement, le modèle de VMF est similaire au modèle de Mallows (1957),
qui est utilisé pour des préférences ordinales 2. Outre le fait que le premier est
mieux adapté aux préférences cardinales que le second, il possède d'autres avan-
tages qui sont discutés dans la section B.5. En particulier, le modèle de VMF est
caractérisé par la propriété suivante : parmi les distributions sur la sphère par-
tageant une direction moyenne et une concentration données 3, la distribution de
VMF maximise l'entropie tout comme, dans l'espace euclidien, la loi gaussienne
maximise l'entropie parmi les lois possédant une moyenne et un écart-type donnés
(Mardia, 1975). Par conséquent, en l'absence d'information supplémentaire, c'est
la distribution � naturelle � qui devrait être utilisée.

Il s'agit bien d'une généralisation de la culture sphérique : en e�et, pour κ = 0,
le modèle de VMF est équivalent à la culture sphérique. Pour κ = +∞, on obtient
l'autre cas dégénéré de culture de VMF : un pic de Dirac sur le pôle n.

Nous regroupons le modèle de VMF et la culture sphérique, qui en est un cas
particulier, sous le nom de sphéroïdales, en raison du modèle sphérique sous-jacent
employé pour l'espace des utilités.

7.2 Scénario de référence

Dans cette section, nous présentons notre méthodologie et notre scénario de
référence. Il s'agit de la culture sphérique avec V = 33 électeurs et C = 5 can-
didats. Pour ce cas de base, on choisit un nombre d'électeurs impair pour éviter
certaines questions d'égalité, par exemple les subtilités entre les di�érentes notions
Condorcet : en particulier, les notions de vainqueur de Condorcet et de candidat
Condorcet-admissible sont alors équivalentes. Pour choisir la valeur de V et de C,
nous avons exploré les valeurs de V = 2k + 1 pour k ∈ J1, 10K (donc pour V
entre 3 et 1025) et les valeurs de C ∈ J3, 15K. Dans les sections 7.3 et 7.4, nous
verrons que, pour la plupart des systèmes de vote, en culture sphérique, le taux
de manipulabilité semble croître et tendre vers 1 quand l'un ou l'autre de ces pa-
ramètres augmente. Notre choix de V = 33 et C = 5 permet d'avoir des taux de
manipulabilité raisonnablement éloignés de 1 et donc de faciliter la comparaison
entre les di�érents systèmes de vote étudiés.

2. Pour modéliser des populations qui possèdent une certaine homogénéité, on peut aussi
utiliser les modèles d'urnes de Pólya-Eggenberger, comme le font par exemple Lepelley et Va-
lognes (2003). L'inconvénient de ces modèles est qu'ils ne peuvent générer que des préférences
ordinales et qu'il n'ont pas d'extension naturelle à l'espace des utilités.

3. Plus précisément, on considère les distributions possédant le même vecteur résultant. En
statistiques sphériques, le vecteur résultant est dé�ni comme la moyenne des vecteurs (unitaires)
de la distribution. Par exemple, considérons la sphère unité de dimension 1, c'est-à-dire le cercle
unité de C. Si une distribution tire de façon sûre le vecteur d'angle polaire π

2
, alors son vecteur

résultant est 1 · ei
π
2 . Mais si on tire une fois sur deux les vecteurs unités d'angles polaires π

6

et 5π
6
, alors le vecteur résultant est 1

2
· ei

π
2 : la direction moyenne est la même, mais la norme

est moins élevée. De manière générale, la direction du vecteur résultant doit être vue comme la
direction moyenne de la distribution, et sa norme comme une mesure de concentration (jouant
le même rôle, qualitativement, que l'inverse d'un écart-type).

177



7. Étude de cultures sphéroïdales

Figure 7.1 � Manipulation par coalition (MC) et variantes. Culture sphérique,
V = 33, C = 5.

Dans la �gure 7.1, on illustre les performances des divers systèmes de vote
dans ce scénario de référence. On peut visualiser MC et ses variantes MT, MU
et MCI. Pour cette �gure, on a tiré 10 000 populations aléatoires avec la culture
considérée.

La proportion de con�gurations MC (resp. MT, MU, MCI) pour un système
de vote sur ces 10 000 tirages aléatoires fournit un estimateur du taux de MC
(resp. MT, MU, MCI) pour la culture considérée. Ceci induit une incertitude que
nous appellerons statistique de l'ordre de 1√

10 000
= 1% sur le taux de MC (resp.

MT, MU, MCI). Par convention, cette part de l'incertitude n'est représentée ni
sur la �gure 7.1 ni sur les suivantes.

Par ailleurs, pour certains systèmes de vote, l'algorithme utilisé pour déter-
miner MC n'est pas exact. Les histogrammes de la �gure 7.1 représentent une
borne inférieure de la proportion de con�gurations manipulables, qui est donnée
par les cas où SVVAMP a été capable de prouver MC. La barre d'incertitude (par
exemple pour la méthode de Baldwin) indique une borne supérieure de cette pro-
portion, qui est fournie par les cas où SVVAMP a été capable de prouver que MC
est impossible. Nous appellerons la di�érence entre ces deux bornes l'incertitude
d'origine algorithmique.

Pro�tons-en pour examiner les performances des algorithmes implantés dans
SVVAMP pour MC.

Pour Maximin et les méthodes de Schulze et Borda, nous utilisons un algo-
rithme approché mais il semble que la plupart du temps, SVVAMP est en pratique
capable de décider si ces systèmes sont manipulables ou pas : sur la �gure 7.1,
l'incertitude d'origine algorithmique est de 1,8 % pour la méthode de Schulze et
elle est nulle pour Maximin et la méthode de Borda.
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Pour Baldwin, VTID, PO, la méthode de Nanson, CSD, la méthode de Ke-
meny et BI 4, SVVAMP utilise seulement ses méthodes de manipulation génériques,
essentiellement constituées de tests préliminaires et de MT. Dans ce cas, on a
essentiellement une borne inférieure de manipulabilité, qui su�ra cependant à
prouver que ces systèmes sont plus manipulables que d'autres dans certains cas.
En l'occurrence, dans le scénario de référence de la �gure 7.1, on a l'assurance
que ces systèmes sont plus manipulables que CVTI et VTI par exemple.

Pour SE, nous utiliserons toujours l'algorithme exact. Pour VTI, nous utilisons
l'algorithme exact également, sauf dans la section 7.3 où nous le remplaçons par
l'option lente (section 6.5.2) quand le nombre de candidats est supérieur ou égal
à 9 a�n de limiter le temps de calcul. Pour CVTI, nous employons l'heuristique
présentée en section 6.5.3 : bien qu'il ne s'agisse pas d'un algorithme exact, on
constate dans le cas particulier de la �gure 7.1 que l'incertitude d'origine algo-
rithmique est nulle. Ceci signi�e également qu'en pratique, CVTI a un taux de
manipulabilité très proche de celui de VTI, même si nous savons qu'il est, en
général, strictement inférieur par le théorème fort de condorci�cation 2.20.

Sur la �gure 7.1, on peut cependant noter une di�érence non négligeable :
CVTI est sensiblement moins vulnérable à MCI, MT et MU que VTI, même si
son taux de MC est très proche. Ainsi, la manipulation semble plus di�cile en
CVTI qu'en VTI.

En revanche, VTI et SE présentent des performances très similaires, même
si l'exemple de la table 1.1 (section 1.4.2) montre que SE est strictement plus
manipulable que VTI (l'un et l'autre étant respectivement équivalents à U2T et
U2TI dans cet exemple à 3 candidats).

Veto est le seul mode de scrutin pour lequel le taux de MT (3%) est très
di�érent du taux de MC (91 %). Ceci s'explique par le fait que la stratégie triviale
est très mauvaise en Veto : certes, elle est optimale pour éviter une victoire du
vainqueur sincère w, mais les manipulateurs abandonnent tout contrôle sur le
candidat vainqueur. Au contraire, la stratégie optimale consiste à se coordonner
pour équilibrer le total de voix négatives sur tous les candidats, à part celui qu'on
souhaite faire gagner.

En�n, on constate que VTID est nettement plus manipulable que CVTI, VTI
et SE. Pourtant, en apparence, il s'agit d'un système de vote dont le principe est
similaire. On peut essayer d'en comprendre la raison avec un exemple à 3 candi-
dats (éventuellement après que d'autres éliminations aient eu lieu). Si le vainqueur
sincère w n'est pas vainqueur de Condorcet, alors le pro�l est, de toute façon, ma-
nipulable dans tout système véri�ant CMInf , donc l'exemple intéressant est celui
où w est vainqueur de Condorcet. Notons c le candidat pour lequel on souhaite
manipuler et d le troisième candidat.

Dans VTID, c ne doit jamais a�ronter w en duel, sinon il en sort perdant.
Voici donc le seul scénario possible : w a�ronte d et perd, puis c a�ronte d et
gagne. Ainsi, il faut que les candidats sélectionnés pour le premier duel électoral
soient w et d : pour cela, la meilleure stratégie est de défendre c en le plaçant en

4. Dans ce chapitre et les suivants, nous n'incluons pas la méthode de Kim-Roush et VTIM,
qui ont été implantés dans SVVAMP après la réalisation de ces simulations et qui utilisent, eux
aussi, les algorithmes génériques de manipulation. Pour des raisons de temps de calcul et pour
éviter d'ajouter des coquilles de dernière minute, nous avons jugé plus sage de nous en tenir
là, et nous prions le lecteur de nous en excuser. Ceci dit, d'après les premiers tests e�ectués,
les performances de la méthode de Kim-Roush en matière de manipulabilité semblent assez
médiocres. En ce qui concerne VTIM, les résultats sont au contraire prometteurs et nous y
reviendrons en conclusion de ce mémoire. En�n, nous excluons aussi la méthode de Copeland,
pour les problèmes d'égalités exposés dans la section 1.6.
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tête de bulletin. Par ailleurs, il faut que w perde contre d : pour cela, la meilleure
stratégie est d'attaquer w en le plaçant en bas de bulletin. Ainsi, les di�érents
impératifs, à savoir la défense de c et l'attaque du candidat dangereux w, sont
parfaitement compatibles.

À présent, examinons la situation en SE ou en VTI. À chaque tour d'élimi-
nation, certains manipulateurs doivent défendre c pour l'empêcher d'être éliminé.
De plus, tant que w n'est pas éliminé, aucun électeur sincère ne vote pour c :
les manipulateurs ne peuvent donc compter que sur eux-mêmes pour cela. Par
ailleurs, les manipulateurs doivent éviter un dernier tour entre c et w, pour les
mêmes raisons que précédemment. Il leur faut donc attaquer w pour l'éliminer im-
médiatement. Mais pour cela, ils peuvent avoir besoin de répartir leurs voix entre
c et d, ce qui est a priori plus di�cile qu'en VTID où il su�sait de défendre c.

Ceci amène une autre remarque : bien que VTI soit la RPSI-ES de l'uninomi-
nal, il présente une similitude avec Veto (et, à l'inverse, la méthode de Coombs
présente des similitudes avec l'uninominal). En e�et, le choix du candidat éliminé
en VTI se fait en Veto : chaque électeur, en votant pour un candidat, émet un
veto contre son élimination et le candidat qui a le moins de vetos contre son élimi-
nation (c'est-à-dire possédant le moins de voix) est désigné (c'est-à-dire éliminé).
Or nous avons vu que la famille maximale de Veto est, aux égalités près, la famille
de seuil V C−1

C (proposition 4.28) : il est donc particulièrement di�cile de choisir
le candidat éliminé en VTI, ce qui peut expliquer la faible manipulabilité de ce
mode de scrutin, malgré le fait qu'il véri�e CMInf si on considère le système
dans sa globalité et non chaque tour séparément.

7.3 Culture sphérique : nombre de candidats C

Dans cette section et les suivantes, nous allons considérer des variantes du
scénario de référence, en faisant varier à chaque fois un paramètre particulier.
Pour commencer, nous conservons la culture sphérique du scénario de référence,
c'est-à-dire le cas particulier où la concentration κ est nulle, nous laissons constant
le nombre d'électeurs V = 33 et nous représentons en �gure 7.2 le taux de MC
trouvé en fonction du nombre de candidats C.

Ces premières courbes sont l'occasion de préciser nos conventions graphiques
pour la suite de ce chapitre et le suivant. Quand le nom d'un mode de scrutin
est accompagné d'une astérisque dans la légende, cela signi�e que, pour certains
points de la courbe, l'algorithme approché utilisé par SVVAMP a trouvé un écart
entre la borne inférieure et la borne supérieure plus grand que 1 %. Dans ce cas,
étant donné le nombre de systèmes de vote que nous considérons, nous traçons
uniquement le taux de MC trouvé par SVVAMP, c'est-à-dire la borne inférieure.
Par exemple, c'est le cas de la méthode de Baldwin dans la �gure 7.2.

Quand il n'y a pas d'astérisque dans la légende, cela ne signi�e pas nécessaire-
ment que l'algorithme utilisé est exact mais que, pour chaque point de la courbe,
SVVAMP a trouvé une di�érence inférieure à 1 % entre la borne inférieure et la
borne supérieure. Ainsi, pour CVTI ou Maximin, bien que les algorithmes utilisés
soient approchés, l'incertitude d'origine algorithmique est inférieure à 1 % pour
chaque point de la �gure 7.2.

Pour faciliter la comparaison des systèmes de vote entre les di�érentes �gures,
on assigne à chaque système de vote un unique style de courbe. Ces styles sont
regroupés par famille : les systèmes de vote basés sur des notes utilisent des tons
de rouge avec des marqueurs en losange ; les RPS, des tons de vert avec des
marqueurs en cercle ; les systèmes de Condorcet � naturels �, des tons de brun
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Figure 7.2 � Taux de MC en fonction du nombre de candidats C. Culture sphé-
rique, V = 33.

avec des marqueurs en croix ; les systèmes de la famille VTI, des tons de bleu
sans marqueur de point ; les autres systèmes, des tons de mauve et rose avec des
marqueurs en gros points.

A�n de faciliter la correspondance avec les courbes, la légende a�che les sys-
tèmes de vote par ordre décroissant du taux de manipulabilité trouvé (en moyenne
sur les points de la courbe).

À titre de référence, on représente la proportion de con�gurations non résis-
tantes (c.à.d. où il n'existe pas de vainqueur de Condorcet résistant), en noir
avec des triangles pointés vers le bas ; d'après le théorème 2.17, elle fournit une
borne supérieure de manipulabilité pour tous les systèmes de vote qui respectent
le critère de Condorcet. De même, on représente la proportion de con�gurations
non admissibles (c.à.d. où il n'existe pas de candidat Condorcet-admissible), en
noir avec des triangles pointés vers le haut, qui donne une borne inférieure de
manipulabilité pour tous les modes de scrutin qui véri�ent CMInf (lemme 2.7).

Quand le nombre d'électeurs est pair, on représentera aussi la proportion de
situations non Condorcet (c.à.d. où il n'existe pas de vainqueur de Condorcet),
en trait pointillé noir avec le même marqueur triangulaire. Cependant, quand le
nombre de candidats est impair, comme dans la �gure 7.2 et la plupart des sui-
vantes, il est inutile de tracer cette courbe : comme nous considérons des cultures
où les préférences sont presque sûrement des ordres stricts totaux, les notions de
candidat Condorcet-admissible et de vainqueur de Condorcet sont alors équiva-
lentes, ce qui n'est pas le cas pour un nombre pair d'électeurs.

La première observation issue de la �gure 7.2 est la conjecture suivante.
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Conjecture 7.1
En culture sphérique, pour V ≥ 3, le taux de manipulabilité de chaque mode

de scrutin considéré ici est une fonction croissante du nombre de candidats C.

Pour comprendre qualitativement ce fait, observons également que la probabi-
lité d'avoir une con�guration non admissible, c'est-à-dire non Condorcet puisque
V est impair, semble croître avec le nombre de candidats.

Kelly (1974) a conjecturé que, pour V = 3 ou V ≥ 5 électeurs, la probabi-
lité qu'il existe un vainqueur de Condorcet faible (i.e. un candidat Condorcet-
admissible) est une fonction décroissante de C ; ceci a été prouvé par Fishburn
et al. (1979) pour V = 3 électeurs. De même, Kelly (1974) a conjecturé que,
pour V ≥ 3, la probabilité qu'il existe un vainqueur de Condorcet décroît ; ceci
est prouvé pour V → +∞ (Gehrlein, 2006). À notre connaissance, les autres cas
restent des conjectures. Dans le même ordre d'idées, la �gure 7.2 nous amène à
formuler la conjecture et la proposition suivante.

Conjecture 7.2
En culture sphérique, pour V ≥ 3, la probabilité qu'il existe un vainqueur de

Condorcet résistant est une fonction décroissante du nombre de candidats C.

Proposition 7.3
En culture sphérique, pour V ≥ 3 et C → +∞, la probabilité qu'il existe un

vainqueur de Condorcet résistant tend vers 0.

Il est facile de prouver cette proposition à partir d'un résultat antérieur : en
e�et, en culture impartiale et à nombre d'électeurs �xé, la probabilité qu'il existe
un vainqueur de Condorcet tend vers 0 quand C tend vers +∞ (May, 1971). Il
en est donc de même pour le vainqueur de Condorcet résistant.

Sur la �gure 7.2, on observe aussi le phénomène suivant, que nous allons pou-
voir démontrer en partie.

Conjecture 7.4
En culture sphérique, pour V ≥ 3 et C → +∞, le taux de manipulabilité de

tout mode de scrutin véri�ant CMInf tend vers 1.

L'hypothèse CMInf concerne tous les modes de scrutin considérés ici, sauf
Veto, sur lequel nous reviendrons dans un instant. Il est facile de démontrer la
conjecture 7.4 pour un nombre d'électeurs impair. En e�et, en culture impartiale
et à nombre d'électeurs �xé, nous avons déjà rappelé que la probabilité qu'il existe
un vainqueur de Condorcet tend vers 0 quand C tend vers +∞ (May, 1971). Or,
pour V impair, les notions de vainqueur de Condorcet et de candidat Condorcet-
admissible sont équivalentes. Donc le vainqueur sincère w n'est pas Condorcet-
admissible avec forte probabilité. Pour un système de vote véri�ant CMInf , le
lemme 2.7 permet alors de conclure que la con�guration est manipulable.

Pour un nombre pair d'électeurs, à notre connaissance, il n'est pas prouvé que
la probabilité d'avoir un candidat Condorcet-admissible (c'est-à-dire un vainqueur
de Condorcet faible, vu les hypothèses) tende vers 0 quand C tend vers +∞. Si
c'est vrai, alors notre preuve de la conjecture 7.4 pour tout système de vote
véri�ant CMInf est également valide pour un nombre pair d'électeurs.

En revanche, bien que le taux de MC de Veto semble également tendre vers 1
sur la �gure 7.2, on peut montrer que ce comportement limite n'est pas vrai pour
Veto quand il est muni de la règle de départage utilisée dans SVVAMP.

Proposition 7.5
En culture impartiale, pour V �xé et C → +∞, le taux de manipulabilité de
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7.3 Culture sphérique : nombre de candidats C

Veto (muni de la règle de départage par ordre d'indices sur les candidats) ne tend
par vers 1.

Démonstration. Pour C > V , considérons la restriction de la culture impar-
tiale pour C aux V + 1 candidats de plus petit indice : il s'agit également de
la culture impartiale. Par conséquent, avec une probabilité égale à 1

((V+1)!)V
, tous

les électeurs ont l'ordre de préférence suivant sur les V + 1 premiers candidats :
(1 � 2 � . . . � V + 1). Leur relation de préférence sur les autres candidats n'a
pas d'importance pour notre démonstration.

Avec de telles préférences, aucun électeur ne vote contre le candidat 1 donc
celui-ci est élu. Il n'y a pas de manipulation possible pour les candidats 2, . . . ,
V + 1 car aucun électeur n'est intéressé. En�n, en raison de la règle de départage,
aucun des candidats V + 2, . . . , C ne peut être vainqueur : même si chacun des
V premiers candidats reçoit un veto, c'est le candidat V + 1 qui est élu. Ainsi, la
manipulation est impossible.

Par conséquent, avec une probabilité au moins égale à 1
((V+1)!)V

, on obtient
un pro�l non manipulable.

Sur la �gure 7.2, on constate aussi que CVTI, VTI et SE sont signi�cativement
moins manipulables que les autres systèmes de vote et que l'uninominal à deux
tours présente des performances intermédiaires entre ces trois variantes de VTI
et les autres modes de scrutin, sauf pour de grandes valeurs de C. En e�et, les
résultats théoriques ci-dessus prouvent qu'U2T est (légèrement) plus manipulable
que Veto pour un nombre de candidats su�samment élevé.

On observe également que les courbes de CVTI, VTI et SE sont presque
confondues. La di�érence de manipulabilité entre CVTI et VTI est indétectable
sur cette �gure : la di�érence de proportions manipulables observées est toujours
nulle. Quant à celle entre VTI et SE, SVVAMP trouve légèrement moins de ma-
nipulation pour VTI à partir de C = 9 : cela correspond à la valeur à partir
de laquelle on a utilisé l'algorithme approché pour VTI, alors qu'on a continué
d'utiliser l'algorithme exact pour SE. L'incertitude d'origine algorithmique pour
VTI, de l'ordre de 1 %, correspond précisément à la di�érence entre les courbes de
VTI et SE. Il ne faut pas sur-interpréter cette di�érence : l'écart observé est une
combinaison, dans des proportions inconnues, d'une (faible) di�érence de mani-
pulabilité entre VTI et SE et d'une (légère) baisse de performance de l'algorithme
approché de VTI quand le nombre de candidats croît.

Ainsi, même s'il est prouvé théoriquement que CVTI est strictement moins
manipulable que VTI (par le corolaire 2.21 des théorèmes de condorci�cation) et
que VTI est lui-même strictement moins manipulable que SE (section 1.4.2), ces
di�érences de manipulabilité sont, en fait, très faibles, notamment quand on les
compare avec les autres modes de scrutin étudiés ici.

Pour expliquer tous ces phénomènes, on peut avancer l'explication qu'ils sont
essentiellement liés à la dégradation de la � qualité � de la population, à sa dés-
union croissante. En particulier, pour les modes de scrutin véri�ant CMInf (tous
ceux étudiés ici sauf Veto), on sait, par le lemme 2.7, que les situations non ad-
missibles sont condamnées à être manipulables. On peut donc se demander si
l'augmentation du taux de con�gurations non admissibles est le seul facteur ex-
pliquant la croissance des taux de manipulabilité. Pour tester cette hypothèse,
nous avons donc indiqué en �gure 7.3 le taux de MC normalisé, c'est-à-dire rap-
porté à la proportion de con�gurations non admissibles. Pour les modes de scrutin
véri�ant CMInf , il s'agit de leur taux de manipulabilité pour la restriction de la
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Figure 7.3 � Taux de MC normalisé (rapporté aux situations admissibles) en
fonction du nombre de candidats C. Culture sphérique, V = 33.

culture impartiale aux situations admissibles 5. La constatation intéressante est
que, même ainsi, les phénomènes mentionnés précédemment restent vrais, ce qui
nous amène à la conjecture suivante.

Conjecture 7.6
On considère la culture sphérique avec V ≥ 3.
Le taux de manipulabilité normalisé de chaque mode de scrutin considéré ici

est une fonction croissante du nombre de candidats C.
Pour C → +∞, le taux de manipulabilité normalisé de chaque mode de scrutin

considéré ici, hormis Veto, tend vers 1.

Cette conjecture n'invalide pas notre explication intuitive concernant la crois-
sance de la manipulabilité. Le fait qu'il y ait de moins en moins souvent de can-
didat Condorcet-admissible n'est, à notre avis, qu'un symptôme d'un phénomène
plus général de désaccord croissant, qui donne une image intuitive expliquant que
des modes de scrutin qui ne véri�ent pas CMInf , comme Veto, soient également
touchés.

5. Gehrlein a fait remarquer qu'idéalement, il serait intéressant de comparer les di�érents
systèmes de vote en ignorant l'ensemble des con�gurations où ils sont tous manipulables : celles-
ci ne font qu'augmenter tous les taux de manipulabilité, sans apporter de discrimination entre
les di�érents systèmes. Cependant, un tel procédé dépend en général de l'ensemble des systèmes
de votes étudiés.

La normalisation que nous proposons ici, basée sur les con�gurations admissibles, pré-
sente l'avantage d'être universelle pour tous les systèmes de vote véri�ant CMInf et, sur cette
classe, elle réalise exactement l'objectif formulé par Gehrlein. En e�et, toute con�guration non-
admissible est nécessairement manipulable. Et pour toute con�guration admissible, il existe un
mode de scrutin véri�ant CMInf (et même Cond) où elle est non manipulable : il su�t de
choisir arbitrairement un de ses candidats Condorcet-admissibles a et de considérer le mode de
scrutin Condorcet-doyen, où le doyen est a ; la non-manipulabilité découle alors du lemme 2.4.
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7.4 Culture sphérique : nombre d'électeurs V

7.4.1 Nombre d'électeurs V impair
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Figure 7.4 � Taux de MC en fonction du nombre d'électeurs V . Culture sphé-
rique, C = 5, grandes valeurs impaires de V .

Dans la �gure 7.4, on trace les taux de MC pour des nombres d'électeurs V
impairs. La parité du nombre d'électeurs peut créer des phénomènes particuliers
que nous examinerons dans la section 7.4.2.

Pour la plupart des systèmes de vote, le taux de MC semble être une fonction
croissante du nombre d'électeurs V (sur l'ensemble des valeurs impaires). Dans
le cas particulier de SE, la non-monotonie apparente entre V = 9 et V = 13 est
inférieure à l'incertitude statistique de 1 %, donc même dans ce cas, il n'est pas
exclu que le taux de MC soit une fonction croissante du nombre d'électeurs.

Pour CVTI, VTI et SE, on observe sur la �gure 7.4 que les taux de MC
sont, de nouveau, nettement plus faibles que pour les autres modes de scrutin
et que les écarts entre ces trois modes de scrutin sont minimes. Cette fois, on a
utilisé l'algorithme exact pour VTI. Comme on sait que VTI est au plus aussi
manipulable que SE au sens ensembliste (section 1.4.2), la légère di�érence entre
VTI et SE (au maximum légèrement supérieure à 1 %) n'est due qu'à une réelle
di�érence de manipulabilité, c'est-à-dire à des pro�ls où SE est manipulable mais
où VTI ne l'est pas. Cet écart semble tendre vers 0 quand le nombre d'électeurs
tend vers +∞. Quant à la di�érence entre CVTI et VTI, elle est de nouveau
extrêmement faible 6.

6. Notre algorithme approché pour CVTI n'a pas pu décider la manipulabilité pour 2 cas
sur 10 000 pour V = 5 et 1 cas sur 10 000 pour V = 13 et V = 17. Dans tous les autres cas, la
manipulabilité, vraie ou fausse, a pu être décidée et elle est égale à celle de VTI.
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7. Étude de cultures sphéroïdales

Ces modes de scrutin mis à part, l'uninominal à deux tours se comporte mieux
que les autres modes de scrutin, sauf à partir d'une centaine d'électeurs où Veto
devient moins manipulable.

Pour tous les systèmes de vote hormis CVTI, VTI, SE et Veto, le taux de
MC semble tendre vers 1 quand le nombre d'électeurs V tend vers +∞. Mais
contrairement au cas C → +∞, la probabilité d'existence d'un vainqueur de
Condorcet ne tend pas vers 0 quand V tend vers +∞ (Gehrlein, 2006), donc on
ne peut pas prouver cette observation par le même moyen. Il existe cependant des
résultats théoriques sur la question. D'une part, Kim et Roush (1996) montrent
les résultats suivant.

� Pour Veto, si C = 3 et V → +∞, le taux de MC tend vers 1
2 .

� Pour Veto, si C > 3 et V → +∞, le taux de MC tend vers une limite
strictement comprise entre 0 et 1.

� Pour toutes les RPS sauf Veto, si C ≥ 3 et V → +∞, le taux de MC tend
vers 1.

� Pour Maximin, si C ≥ 3 et V → +∞, le taux de MC tend vers 1.
� Pour la méthode de Coombs, si C = 3 et V → +∞, le taux de MC tend

vers 1.
D'autre part, Lepelley et Valognes (1999) montrent que pour SE, si C = 3 et
V → +∞, le taux de MC tend vers 0,16887 (valeur approchée) : en particulier,
c'est une valeur strictement comprise entre 0 et 1.

À la lumière de ces résultats théoriques et des courbes de la �gure 7.4, nous
formulons les conjectures suivantes.

Conjecture 7.7
En culture impartiale, pour C ≥ 3 et V → +∞, le taux de MC tend vers 1

pour la méthode de Coombs, la méthode de Bucklin, CSD, la méthode de Kemeny,
la méthode de Bucklin itérée, la méthode de Schulze, la méthode de Nanson, la
méthode par paires ordonnées, VTID, la méthode de Baldwin et l'uninominal à
deux tours.

En culture sphérique, il en est de même pour le vote par notation, le vote par
assentiment et le jugement majoritaire.

Rappelons qu'un tel résultat est prouvé pour Maximin et pour toutes les RPS
hormis Veto.

Conjecture 7.8
En culture impartiale, pour C ≥ 3 et V → +∞, le taux de MC tend vers une

limite strictement comprise entre 0 et 1 pour CVTI, VTI et SE.

Rappelons qu'un tel résultat est déjà prouvé pour Veto.

En culture sphérique, il semblerait donc que CVTI, VTI, SE et Veto soient les
seuls modes de scrutin, parmi ceux étudiés ici, dont le taux de manipulabilité ne
tende pas vers 1 quand le nombre d'électeurs V tend vers +∞.

7.4.2 In�uence de la parité de V

Si on utilise des valeurs de V paires et impaires, on observe des phénomènes
de non-monotonie pour le taux de MC de certains modes de scrutin. Dans la
�gure 7.5, on considère toutes les valeurs du nombre d'électeurs de 3 à 33 et on
représente le taux de MC des modes de scrutin concernés ; les autres sont omis
a�n de ne pas alourdir la �gure.
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Figure 7.5 � Taux de MC en fonction du nombre d'électeurs V pour les modes
de scrutin présentant une oscillation. Culture sphérique, C = 5, petites valeurs
de V .

Tout d'abord, examinons le jugement majoritaire ou la méthode de Bucklin,
pour lesquels le taux de MC présente des oscillations sans incertitude algorith-
mique entre les valeurs paires et impaires de V .

Ce comportement oscillatoire pourrait être lié au fait que les probabilités
d'existence d'un vainqueur de Condorcet et d'un candidat Condorcet-admissible
oscillent également entre les valeurs paires et impaires de V . Cependant, comme
Gehrlein (2006) le prouve par des arguments théoriques, ces oscillations sont en op-
position de phase. Quand V est impair, les deux notions sont équivalentes. Quand
V passe d'une valeur impaire à une valeur paire adjacente, la probabilité d'avoir
un candidat Condorcet-admissible augmente, alors que la probabilité d'avoir un
vainqueur de Condorcet diminue. Sur ces courbes obtenues par simulation infor-
matique, on constate qu'il y a aussi des oscillations pour la probabilité d'existence
d'un vainqueur de Condorcet résistant, en phase avec le vainqueur de Condor-
cet 7. Or, nous l'avons vu, la probabilité d'existence d'un candidat Condorcet-
admissible, d'un vainqueur de Condorcet (ce qui était équivalent dans les courbes
précédentes) ou d'un vainqueur de Condorcet résistant sont des indicateurs qui
ont un impact sur la manipulabilité.

Cependant, si cette explication est correcte, il est surprenant que les autres
systèmes de vote véri�ant CMInf ne présentent pas le même type de comporte-
ment oscillatoire. On peut formuler l'hypothèse qu'il y a deux e�ets concurrents :

7. On sait également (Gehrlein, 2006) qu'à parité �xée, la probabilité d'existence d'un vain-
queur de Condorcet est monotone. En apparence, ceci ne semble pas véri�é dans la �gure 7.5
entre V = 28, V = 30 et V = 32. Cependant, la di�érence constatée entre V = 30 et V = 32 est
inférieure à 2 % et elle est uniquement d'origine statistique. Souvenons-nous que cette incerti-
tude, qui est de l'ordre de 1 % pour une valeur et de

√
2 × 1 % pour la di�érence entre deux

valeurs, n'est qu'un ordre de grandeur qui peut, parfois, être dépassé.
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V
2 (sincères) V

2 (manipulateurs)

Divers : 1 c : 1

w : 0,9
...

Divers : 0,5 Divers : 0,5

c : 0,2
...

Divers : 0 w : 0

Table 7.1 � Exemple explicatif pour le jugement majoritaire et la méthode de
Bucklin.

la probabilité plus forte d'avoir un candidat Condorcet-admissible protège mieux
contre la manipulation pour V pair, mais celle d'avoir un vainqueur de Condorcet
voire un vainqueur de Condorcet résistant protège mieux contre la manipulation
pour V impair. Ainsi, il est possible que les deux e�ets s'annulent en partie, ce
qui pourrait expliquer que peu de modes de scrutin présentent des oscillations.
On verra que ce phénomène oscillatoire est beaucoup plus répandu en culture de
puits gaussien et nous expliquerons pourquoi (section 8.2.2).

Cette explication soulève une question supplémentaire. Pour les modes de scru-
tin véri�ant CMInf , la borne inférieure habituelle sur le taux de manipulabilité
est donnée par la proportion de con�gurations non admissibles ; donc on pourrait
penser que les oscillations de ces courbes seront en phase. Or c'est le contraire qui
se produit : les oscillations du jugement majoritaire et de la méthode de Bucklin
sont en phase avec la proportion de con�gurations Condorcet.

Pour ces raisons, nous proposons une autre piste d'explication, qui n'est pas
exclusive de la précédente. Le jugement majoritaire et la méthode de Bucklin
reposent sur la notion de médiane, qui a une dé�nition légèrement di�érente selon
que le nombre d'électeurs est pair ou impair. Plus précisément, examinons ce qui
peut se passer avec un nombre pair d'électeurs, s'il y a exactement V

2 électeurs
préférant un certain candidat c au vainqueur sincère w. En général, l'électeur
sincère typique ne donnera à w ni le rang ni le score maximal ; et il ne donnera à
c ni le rang ni le score minimal. Après manipulation, on aboutit au type de pro�l
représenté de façon simpli�ée dans la table 7.4.2.

En jugement majoritaire ou en méthode de Bucklin, par convention, on utilise
la médiane défavorable, c'est-à-dire la note médiane inférieure en jugement majo-
ritaire et le rang médian supérieur en méthode de Bucklin. Ainsi, la note médiane
prise en compte par le jugement majoritaire (resp. le rang médian pris en compte
par la méthode de Bucklin) pour w est 0 (resp. C), alors que la note médiane
(resp. le rang médian) de c est 0,2 (resp. C − 1 par exemple). Ainsi, une coalition
formée d'un majorité d'électeurs, au sens large, peut généralement manipuler. En
revanche, si on prend un type de pro�l comme l'exemple simpli�é ci-dessus mais
avec un nombre impair d'électeurs, il faut une majorité stricte d'électeurs pour
faire gagner c. On peut ainsi expliquer que le taux de manipulabilité est plus élevé
pour un nombre d'électeurs pair.

Pour CSD, le phénomène oscillatoire observé est à con�rmer, puisque la courbe
tracée n'est qu'une borne inférieure du taux de MC (en pratique, il s'agit du taux
de MT). On peut tout de même remarquer que la règle de CSD présente un
comportement qui dépend de la parité de V : en e�et, la pénalité pour une défaite
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de c contre d est 1 + Ddc − V
2 quand V est pair, mais seulement 1

2 + Ddc − V
2

quand V est impair.
Pour CVTI, VTI et SE, on observe aussi des e�ets de non-monotonie, dont

l'amplitude est supérieure à la marge d'erreur. Cependant, ils ne semblent pas
avoir de pseudo-période évidente. Vu la façon dont ces systèmes de vote sont
dépouillés, on peut formuler l'hypothèse que plusieurs e�ets concurrents se com-
binent, dépendant du modulo de V par tous les entiers de 2 à C.

Pour BI, comme pour CSD, la courbe ne fournit qu'une borne inférieure, mais
elle peut être commentée en tant que courbe du taux de MT. Cette fois, il semble y
avoir une transition autour de V = 8 ou V = 9 : les oscillations demeurent mais la
phase de la courbe s'inverse ! Pour des plus petites valeurs de V , la manipulabilité
est plus grande pour V pair (que pour les valeurs impaires adjacentes) ; pour de
plus grandes valeurs, elle est plus grande pour V impair. Comme c'est un mode
de scrutin à plusieurs tours, on peut imaginer des e�ets de modulo comme pour
CVTI, VTI et SE et des e�ets de parité dus à l'utilisation de la médiane comme
pour la méthode de Bucklin. En tout cas, le fonctionnement complexe de ce mode
de scrutin éloigne la perspective d'une explication simple.

En�n, on remarque les phénomènes de non-monotonie observés diminuent en
amplitude quand le nombre d'électeurs V croît. On peut aisément l'expliquer :
quand le nombre d'électeurs est grand, les phénomènes d'égalité impliquant une
exacte moitié des électeurs sont plus rares. De manière plaisante, on peut résumer
cette observation par l'adage : � l'in�ni est impair �. Ou encore : � quand l'in�ni
est pair, il ne s'en aperçoit pas �.

7.5 Culture monopolaire : concentration κ

Nous considérons maintenant des cultures de VMF non dégénérées, c'est-à-dire
avec une concentration κ non nulle. Rappelons qu'on �xe un vecteur unitaire n,
appelé le pôle de la distribution. Ensuite, indépendamment pour chaque électeur,
on tire un vecteur unité u dans RC selon une distribution de VMF :

p(u) = Xκe
κ〈u |n 〉,

où Xκ une constante de normalisation.
Maintenant que nous avons étudié l'impact du nombre de candidats ou du

nombre d'électeurs, nous allons étudier l'e�et de la concentration et de la posi-
tion du pôle. Puis nous élargirons le modèle à plusieurs pôles a�n de représenter
plusieurs groupes sociaux possédant chacun une opinion typique.

Dans la �gure 7.6, pour chaque population, le pôle n est tiré au hasard, puis
les électeurs sont tirés avec une certaine concentration κ. On remarquera que les
électeurs ne sont pas indépendants. Plus précisément, une fois que le pôle est �xé,
ils sont indépendants ; mais, sur tout l'ensemble des populations possibles (avec
toutes les positions possibles du pôle), les électeurs ne sont pas indépendants. En
e�et, a priori, un électeur a une probabilité uniforme sur la sphère unité de RC ;
mais si on sait, par exemple, que les V − 1 premiers électeurs sont proches d'un
certain point de l'espace des utilités, alors le dernier électeur a une probabilité
plus élevée d'être proche de ce point.

Comme on pouvait s'y attendre, plus la concentration κ est élevée, plus les
taux de MC sont faibles, en tout cas pour la plupart des modes de scrutin. Dans
le cas dégénéré κ = +∞, tous les électeurs ont toujours le même vecteur d'utilité,
donc aucun système de vote unanime (section 1.2.2) n'est manipulable : c'est le
cas de tous les modes de scrutin étudiés ici, hormis Veto (voir ci-dessous).
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Figure 7.6 � Taux de MC en fonction de la concentration κ. Culture de VMF,
V = 33, C = 5, un pôle de position aléatoire.

Cependant, certains systèmes de vote semblent signi�cativement moins réactifs
que les autres à une augmentation de la concentration κ : Veto, le vote par assen-
timent, la méthode de Borda, le vote par notation et, dans une moindre mesure,
la méthode de Coombs. Cela signi�e que, même quand les électeurs ont des opi-
nions relativement similaires, ces modes de scrutin conservent une manipulabilité
élevée.

Pour Veto, le taux de MC n'est même pas monotone. Et nous allons montrer
qu'il ne tend pas vers 0, contrairement à ce qui se passe pour les modes de scrutin
unanimes.

Proposition 7.9
On considère le mode de scrutin Veto, muni d'une règle de départage qui n'uti-

lise aucune information sur les préférences autre que le candidat contre lequel vote
chaque électeur.

On suppose V ≥ C − 1.
En culture de VMF avec un pôle tiré uniformément, quand κ→ +∞, le taux

de manipulabilité tend vers 1− 1

C − 1
.

L'hypothèse faite sur la règle de départage est en particulier vraie quand les
candidats ex aequo sont départagés par ordre alphabétique ou par ordre d'indice,
comme c'est le cas dans SVVAMP. Par ailleurs, sur la �gure 7.6, comme C = 5,

le taux limite est
3

4
; mais il est loin d'être atteint : la convergence est donc

relativement lente.

Démonstration. Dans la limite où tous les électeurs ont le même ordre de pré-
férence, ils votent tous contre le même candidat et c'est seulement la règle de
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départage qui désigne le vainqueur parmi les autres candidats. Comme le pôle est
tiré de façon neutre, il y a une chance sur C − 1 que le candidat élu soit celui
préféré par les électeurs. Dans tous les autres cas, la totalité des électeurs peut
former une coalition et manipuler pour faire gagner leur candidat préféré : en ef-
fet, comme V ≥ C − 1, il est possible qu'au moins un électeur vote contre chaque
autre candidat.

Encore une fois, on remarque les taux de MC faibles et extrêmement similaires
de CVTI, VTI et SE, suivi des performances intermédiaires de l'uninominal à deux
tours, lui-même moins manipulable que les autres modes de scrutin.

7.6 Culture monopolaire : position du pôle

À présent, nous allons travailler avec une concentration κ constante et faire
varier la localisation des électeurs. Nous conservons le même ordre de préférence
sur les candidats 1 � 2 � . . . � 5 mais nous faisons varier la forme de l'opinion de
l'électeur typique (c'est-à-dire situé exactement au pôle de la distribution). Tout
d'abord, nous considérons le cas limite où l'électeur typique préfère le candidat 1
et où il est indi�érent entre les autres candidats ; et nous e�ectuons une tran-
sition vers un état relativement régulier où ses utilités sont les scores de Borda
(�gure 7.7). En�n, nous déplaçons l'électeur typique d'un état de type Borda vers
un autre cas limite où il déteste le candidat 5 et où il est indi�érent entre les
autres candidats (�gure 7.8).
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Figure 7.7 � Taux de MC en fonction de la position du pôle n. Culture de VMF,
V = 33, C = 5, un pôle de concentration κ = 2. Pour θ = 0, on a n = n0 =

1√
20

(4,−1,−1,−1,−1). Pour θ = θmax, on a n = n1 = 1√
10

(2, 1, 0,−1,−2).

Dans la �gure 7.7, la concentration κ = 2 est ainsi constante, mais la position
du pôle n est imposée et non plus tirée au hasard. Considérons deux vecteurs
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7. Étude de cultures sphéroïdales

d'utilité unitaires n0 = 1√
20

(4,−1,−1,−1,−1) et n1 = 1√
10

(2, 1, 0,−1,−2). En
notant θmax l'angle entre n0 et n1, on a θmax = 45°. On explore la géodésique de
la sphère unité allant de n0 à n1, en prenant comme paramètre l'angle polaire θ
parcouru depuis n0. Quand θ = 0, on a n = n0 : l'électeur typique préfère le
candidat 1 et il est indi�érent entre les autres candidats. Quand θ = θmax, on a
n = n1 : l'électeur typique a un ordre de préférence bien établi 1 � 2 � 3 � 4 � 5,
avec des utilités qui sont les scores de Borda à normalisation près.

On observe que tous les systèmes de vote deviennent plus manipulables quand
le pôle de la distribution s'approche de n1 (avec des amplitudes très di�érentes
pour ce phénomène selon le système de vote). Nous proposons l'explication sui-
vante. Avec une même valeur de κ, quand le pôle est n0, la population est for-
tement polarisée en faveur du candidat 1, donc il est assez improbable qu'un
électeur préfère un autre candidat au candidat 1 ; mais, quand le pôle est n1, il
est plus proche de points de l'hypersphère où les électeurs préfèrent le candidat 2
au candidat 1. Par conséquent, les coalitions en faveur du candidat 2 ont plus de
membres et ont plus de chances de réussir une manipulation.

Comme précédemment, on note les bonnes performances de CVTI, VTI et SE,
suivies de celles de l'uninominal à deux tours.
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Figure 7.8 � Taux de MC en fonction de la position du pôle n (suite). Culture
de VMF, V = 33, C = 5, un pôle de concentration κ = 2. Pour θ′ = 0, on a
n = n1 = 1√

10
(2, 1, 0,−1,−2). Pour θ′ = θ′max, on a n = n2 = 1√

20
(1, 1, 1, 1,−4).

Dans la �gure 7.8, on poursuit l'investigation en se dirigeant vers le pôle n2 =
1√
20

(1, 1, 1, 1,−4). En notant θ′max l'angle entre n1 et n2, on a de nouveau θ′max =

45°. On prend comme paramètre θ′, l'angle polaire parcouru depuis n1. Pour
θ′ = 0, on a n = n1 : l'électeur typique a un ordre de préférence bien établi
1 � 2 � 3 � 4 � 5. Pour θ′ = θ′max, on a n = n2 : l'électeur typique a une
aversion pour le candidat 5 et il est indi�érent entre les autres candidats.
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On remarquera que le trajet parcouru de n0 vers n1 puis de n1 vers n2 n'est
pas une géodésique de la sphère 8 : en e�et, comme on le montre dans l'annexe B,
les géodésiques de l'espace des utilités sont les zones d'unanimité. Or en n0 et n2,
l'électeur typique est indi�érent entre les candidats 2, 3 et 4, alors que ce n'est
pas le cas en n1. Le trajet parcouru par le pôle n sur la sphère entre la �gure 7.7
et la �gure 7.8 est donc une ligne brisée de n0 vers n1 puis de n1 vers n2.

Sur la �gure 7.8, on constate que les taux de MC, de con�gurations non ad-
missibles et de con�gurations non résistantes continuent d'augmenter. La culture
devient semblable à une culture uniforme sur les quatre candidats crédibles (tous
sauf le candidat 5), hormis le fait qu'il y a un candidat supplémentaire moins ap-
précié par les électeurs. Celui-ci n'a aucune chance de gagner dans tous les modes
de scrutin raisonnables (même Veto) mais il peut perturber les modes de scrutin
les plus sensibles à l'ajout d'un candidat non pertinent, par exemple la méthode
de Borda : pour un manipulateur, ce candidat permet d'ajouter un point à la di�é-
rence de score entre le candidat souhaité c et le vainqueur du vote sincère w, donc
il augmente la possibilité de manipulation par rapport à une culture uniforme sur
4 candidats.

7.7 Culture multipolaire : nombre de pôles

Jusqu'à présent, nous avons considéré des cultures avec un seul pôle n. Ce-
pendant, en pratique, une population d'agents n'a pas toujours des préférences
centrées autour d'une opinion typique. On peut notamment envisager qu'il existe
plusieurs groupes sociaux qui possèdent, chacun, une certaine cohésion. Nous em-
ployons ici l'expression groupe social dans une acception très large : par exemple,
dans une élection politique, il peut s'agir d'une classe socio-professionnelle ou
d'une communauté d'intérêt ; pour une élection dans d'autres contextes, comme
une organisation professionnelle ou associative par exemple, il peut s'agir d'un
groupe d'individus possédant une certaine cohésion, qu'elle soit fondée sur des
bases idéologiques, personnelles ou autres.

Dans la �gure 7.9, on élargit donc le modèle de VMF en considérant une
culture multipolaire représentant une population constituée de plusieurs groupes
sociaux. Formellement, on prend comme paramètre k, qui représente le nombre
de groupes. Voici comment se déroule le tirage aléatoire d'une con�guration. Tout
d'abord, on tire k vecteurs unitaires n1, . . . ,nk indépendamment et uniformément
qui seront les pôles de la distribution, c'est-à-dire le vecteur d'utilité de l'électeur
typique de chaque groupe social. Ensuite, pour chaque électeur indépendamment,
on tire un entier i entre 1 et k de façon équiprobable qui représente son groupe
social, puis on tire son vecteur d'utilité selon une distribution de VMF de pôle ni
et de concentration κ. A�n de simpli�er l'étude, on considère donc que les groupes
sociaux sont de taille comparables (puisque i est tiré de façon équiprobable) et
de même concentration constante κ, même si SVVAMP permet de faire également
varier ces paramètres.

Comme on pouvait s'y attendre, on constate sur la �gure 7.9 que les taux de
MC croissent avec le nombre de pôles (sauf pour Veto).

Avec V et C �xés, quand le nombre de pôles k tend vers +∞, la probabilité qu'il
existe une paire d'électeurs qui sont dans le même groupe social tend vers 0, donc
la distribution devient uniforme sur l'hypersphère : ainsi, la distribution limite
est tout simplement la culture sphérique. Les courbes permettent de con�rmer

8. À titre indicatif, si on poursuit l'arc de cercle de n0 vers n1 jusqu'à θ = 90°, on obtient
n = 1√

20
(0, 3, 1,−1,−3), ce qui ne représente pas le même ordre de préférence.
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Figure 7.9 � Taux de MC en fonction du nombre de pôles. Culture de VMF,
V = 33, C = 5, pôles équiprobables de positions aléatoires, κ = 2.

cette remarque théorique : pour C = 16, les taux de MC sont certes plus faibles
mais déjà comparables à ceux observés pour une culture sphérique avec V = 33
et C = 5 (cf. �gure 7.2 par exemple).

7.8 Culture multipolaire : positions relatives des
pôles

Pour terminer, nous allons nous pencher sur la position relative des groupes
sociaux dans l'espace des utilités. L'exemple le plus simple pour étudier ce phé-
nomène consiste à considérer deux groupes sociaux de taille semblable (chaque
électeur est équiprobablement dans l'un ou l'autre) et de même concentration κ.

Considérons les deux vecteurs d'utilité n0 = 1√
20

(4,−1,−1,−1,−1) et n1 =
1√
20

(−1, 4,−1,−1,−1). En notant θmax l'angle entre n0 et n1, on a cos(θmax) =

− 1
4 donc θmax ' 104°.
Le premier pôle que nous prenons est toujours n0. Le second pôle explore la

portion du cercle unité de n0 à n1, en utilisant l'angle θ comme paramètre. Quand
θ = 0, les deux pôles coïncident en n0 : l'électeur typique préfère le candidat 1
et il est indi�érent entre les autres candidats. Quand θ = θmax, le second pôle
est n1 ; l'électeur typique du second groupe social préfère le candidat 2 et il est
indi�érent entre les autres candidats.

On observe sur la �gure 7.10 que le taux de MC croît pour tous les systèmes
de vote considérés quand θ croît. Ce n'est pas surprenant : quand le désaccord
croît dans la population, la motivation pour manipuler croît également.

Encore une fois, on notera les performances remarquables de CVTI, VTI et
SE, suivies de celles de l'uninominal à deux tours.
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Figure 7.10 � Taux de MC en fonction de l'angle entre les pôles. Culture de
VMF, V = 33, C = 5, deux pôles équiprobables, κ = 2. Le premier pôle est
n0 = 1√

20
(4,−1,−1,−1,−1). Pour θ = 0, le second pôle est identique au premier.

Pour θ = θmax, le second pôle est n1 = 1√
20

(−1, 4,−1,−1,−1).

7.9 Méta-analyse dans les cultures sphéroïdales

A�n de ne pas alourdir davantage cette étude, nous épargnons au lecteur
méritant la variation d'autres paramètres : ainsi, on ne fera pas varier les tailles
relatives typiques des groupes sociaux (c'est-à-dire les probabilités relatives qu'un
électeur donné appartiennent à chacun d'entre eux) et on n'étudiera pas le cas
où les concentrations κ sont di�érentes d'un groupe social à l'autre. Les résultats
trouvés sont similaires et chacun peut reproduire de telles expériences en utilisant
SVVAMP.

De toutes les courbes précédentes, il semble se dégager une tendance géné-
rale. Certains modes de scrutin sont presque toujours moins manipulables que les
autres : CVTI, VTI et SE. La seule exception a été obtenue pour V = 3 électeurs
(�gure 7.4), où la borne inférieure trouvée pour certains modes de scrutin est
plus faible que le taux trouvé pour CVTI, VTI et SE. Cependant, on remarquera
qu'avec 3 électeurs, la règle de départage joue un rôle si important qu'il est dif-
�cile d'en tirer des conclusions dé�nitives. Nous choisirons donc d'ignorer le cas
particulier V = 3 dans la suite de cette section.

Dans ce chapitre et les suivants, nous recourrons souvent à une méta-analyse,
qui permet de présenter de façon compacte les résultats obtenus pour un ensemble
de cultures qui peut être hétérogène et d'examiner les performances comparées
des di�érents modes de scrutin.
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Figure 7.11 � Méta-analyse de MC dans les cultures sphéroïdales étudiées (sauf
V = 3).

7.9.1 Méta-analyse de MC dans les cultures sphéroïdales

Le graphe de la �gure 7.11 illustre cette méthode pour le taux de MC. Chaque
sommet représente un mode de scrutin. Une arête d'un mode de scrutin f vers un
mode de scrutin g signi�e que, pour toutes les cultures observées dans ce chapitre
(hormis V = 3), c'est-à-dire pour chaque point de chaque courbe de ce chapitre,
le mode de scrutin f est prouvé au plus aussi manipulable que g.

Plus précisément, pour un mode de scrutin f et une culture donnée (c'est-à-
dire avec un jeu de paramètres �xé), notons τMC(f) la borne inférieure trouvée

par SVVAMP et τMC(f) la borne supérieure. Pour deux modes de scrutin distincts
f et g, on trace une arête de f vers g ssi on a toujours τMC(f) ≤ τMC(g).

Dans toutes nos méta-analyses, nous excluons l'incertitude statistique, c'est-à-
dire que nous considérons la proportion de con�gurations manipulables sur chaque
tirage de 10 000 expériences, et non le taux de manipulabilité exact sur la culture
sous-jacente. La motivation en est la suivante. Imaginons qu'un mode de scrutin
soit généralement beaucoup moins manipulable qu'un autre ; mais que pour une
culture donnée, les deux modes de scrutin aient un taux de MC proche de 100 %.
En raison de ce dernier cas, comme il y une incertitude statistique de l'ordre de
1 %, il est impossible de conclure que le premier mode de scrutin a toujours un
taux de manipulabilité inférieur au second sur les cultures considérées. Or ce cas
est assez courant, donc nous ne pourrions pas conclure pour une part importante
des paires de modes de scrutin. En considérant la proportion de con�gurations
manipulables dans les tirages e�ectués, il est plus souvent possible de conclure.
Il faudra donc être conscient que la méta-analyse fournit des résultats sur un
ensemble d'expériences aléatoires, et non sur un ensemble de cultures. Malgré
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cette limitation, elle fournit une présentation synthétique des résultats qui fournit
une indication qualitative de ce qui se passe dans les cultures étudiées.

L'autre avantage d'ignorer l'incertitude statistique est que le graphe de méta-
analyse obtenu est nécessairement transitif (sinon, on pourrait avoir une relation
binaire du même type que dans l'exemple 1.7). Dans un but de lisibilité, nous ne
représentons que l'ensemble minimal d'arêtes qui permet de déduire l'ensemble
du graphe par transitivité.

Pour certains modes de scrutin, comme la méthode de Baldwin, l'algorithme
approché fournit essentiellement une borne inférieure de manipulabilité, donc il
n'est pas possible d'établir que le mode de scrutin est au plus aussi manipulable
qu'un autre. En revanche, il est possible de montrer qu'il est plus manipulable :
c'est pour cette raison que la méthode de Baldwin, par exemple, possède des arêtes
entrantes mais pas d'arête sortante, malgré le fait que la borne inférieure du taux
de manipulabilité, représentée dans les courbes, soit généralement relativement
faible. Pour Maximin et les méthodes de Schulze et Borda, la borne supérieure
trouvée est su�samment précise pour qu'on soit capable d'établir leur supériorité
par rapport à certains autres modes de scrutin, même si le cas n'est pas observé
en pratique pour la méthode de Borda.

La principale conclusion de la �gure 7.11 est que CVTI, VTI et SE sont géné-
ralement moins manipulables que les autres modes de scrutin. Bien qu'on sache,
par des arguments théoriques, que CVTI est strictement moins manipulable que
VTI, lui-même strictement moins manipulable que SE, les di�érences constatées
sont généralement très faibles : pour chaque tirage de 10 000 expériences e�ec-
tué pour les courbes de ce chapitre, la di�érence dans les proportions de pro�ls
manipulables est au maximum 0,02 % entre CVTI et VTI et 1,3 % entre CVTI
et SE.

Dans les simulations e�ectuées, ces modes de scrutin sont suivis de l'uninomi-
nal à deux tours, qui est généralement (mais pas toujours) moins manipulable que
les autres modes de scrutin étudiés. Par exemple, la di�érence de manipulabilité en
faveur de VTID contre l'uninominal à deux tours n'est jamais supérieure à 1,3 % ;
inversement, la di�érence de manipulabilité en faveur de l'uninominal à deux tours
par rapport à VTID peut dépasser 57 %. L'uninominal à deux tours ne peut être
nettement dominé que par Veto, et seulement pour un nombre d'électeurs élevé.
On peut ensuite distinguer informellement plusieurs groupes, regroupés par ligne
dans la �gure.

Pour la méthode de Baldwin, VTID, PO et BI, les manipulabilités trouvées
sont en général assez comparables, mais il ne s'agit que de bornes inférieures qui
ne permettent que d'établir leurs défaites face à SE et leur quasi-infériorité face
à l'uninominal à deux tours. Quant à la méthode de Nanson, elle est toujours
plus manipulable que l'uninominal à deux tours dans les courbes de ce chapitre.
Maximin et la méthode de Schulze ont des performances très similaires (les dif-
férences constatées sont toujours inférieures à 1 %) et meilleures que celles de
l'uninominal, de CSD et du jugement majoritaire. Elles sont également souvent
meilleures que la méthode de Bucklin (l'écart de manipulabilité, quand il est en
faveur de celle-ci, n'excède jamais 1 %).

L'algorithme approché utilisé pour CSD ne permet pas d'établir s'il est moins
manipulable que les modes de scrutin du groupe inférieur ; on remarque simple-
ment qu'il n'a pas été prouvé plus manipulable que l'uninominal, le jugement
majoritaire ou la méthode de Bucklin, d'où sa position indicative dans la �gure.

Les modes de scrutin présentant les pires performances sont la méthode de
Borda (plus manipulable que le jugement majoritaire), le vote par notation (plus
manipulable que le jugement majoritaire ou l'uninominal), la méthode de Coombs
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(plus manipulable que l'uninominal ou la méthode de Bucklin) et le vote par
assentiment (plus manipulable que la méthode de Bucklin). Dans de nombreuses
�gures de ce chapitre, les courbes de manipulabilité de ces quatre modes de scrutin
sont au-dessus de la proportion de con�gurations non résistantes : pour les cas
concernés, cela signi�e que tout mode de scrutin respectant le critère de Condorcet
est moins manipulable.

Veto peut être considéré comme un groupe en lui-même, puisqu'il se comporte
de façon très di�érente selon les cas d'étude. D'un côté, il a un avantage rare : en
culture impartiale, son taux de manipulabilité ne tend pas vers 1 quand le nombre
d'électeurs V tend vers +∞, contrairement à toutes les autres RPS et à Maximin.
Sur la base des simulations e�ectuées, nous conjecturons même que, parmi les
modes de scrutin étudiés ici, les seuls à partager cette propriété souhaitable sont
CVTI, VTI et SE. De l'autre côté, Veto a un inconvénient très regrettable :
dans une population où tous les électeurs ont les mêmes préférences, son taux
de manipulabilité ne tend pas vers 0, contrairement à tous les modes de scrutin
étudiés ici et plus généralement à tous ceux qui sont unanimes.

7.9.2 Méta-analyse de MT dans les cultures sphéroïdales

La �gure 7.11 présente l'avantage de traiter la MC en toute généralité, mais
avec l'inconvénient de ne pas pouvoir apporter de conclusions complètes concer-
nant certains modes de scrutin pour lesquels on utilise un algorithme approché.
A�n d'avoir une indication de manipulabilité complémentaire pour tous les modes
de scrutin, on représente un graphe similaire pour la MT en �gure 7.12. En outre,
la MT fournit une mesure indicative des manipulations réalistes, qu'il est possible
de réaliser avec un échange limité d'information. Pour la MT, nous faisons grâce
au lecteur des courbes détaillées et nous passons directement à la méta-analyse.

Commençons par remarquer que la plupart des arêtes de la �gure 7.11 (re-
présentées graphiquement ou sous-entendues par transitivité) sont incluses dans
celles de la �gure 7.12 : ainsi, la MT fournit un indicateur raisonnable sur la
hiérarchie de manipulabilité entre les modes de scrutin.

On observe que Veto forme une composante connexe isolée : il est parfois plus
MT, parfois moins MT que tout autre mode de scrutin.

Pour la MT comme pour la MC, les modes de scrutin CVTI, VTI, SE, dans
cet ordre, sont toujours moins manipulables que tous les autres modes de scru-
tin étudiés, hormis Veto. Ils sont toujours suivis de l'uninominal à deux tours,
qui présente des performances intermédiaires. Ensuite, on peut, à titre indicatif,
distinguer trois groupes, par MT croissante :

� Maximin et la méthode de Schulze (avec des performances très similaires),
PO et la méthode de Baldwin ;

� CSD, BI, la méthode de Nanson et l'uninominal (même si la méthode de
Nanson est moins MT que celui-ci) ;

� le vote par notation, le jugement majoritaire, le vote par assentiment, la
méthode de Borda et la méthode de Coombs (tout en notant que le juge-
ment majoritaire est moins MT que le vote par notation).

La méthode de Bucklin est un peu à part dans la �gure : elle est toujours plus
MT que l'uninominal à deux tours et toujours moins que le vote par notation,
mais elle n'est comparable à aucun mode de scrutin des groupes intermédiaires.
Le cas de VTID est similaire : toujours plus MT que l'uninominal à deux tours,
moins MT que l'uninominal et que tous les modes de scrutin du dernier groupe,
mais non comparable aux autres.
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7.9 Méta-analyse dans les cultures sphéroïdales
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Figure 7.12 � Méta-analyse de MT dans les cultures sphéroïdales étudiées (sauf
V = 3).
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Chapitre 8

Étude de cultures basées sur
un spectre politique

Dans ce chapitre, nous allons étudier les cultures basées sur un spectre poli-
tique, que nous avons simplement évoquées dans la section 6.1.3. Notre modèle
de référence sera celui du puits gaussien et nous discuterons rapidement un autre
modèle similaire, la boîte euclidienne, dans la section 8.5.

Dans ces modèles, on utilise un espace à n dimensions (pour un certain en-
tier n) qu'on appelle le spectre politique. En puits gaussien, on prend comme
paramètre un vecteur de réels positifs (σ1, . . . , σn) : chaque nombre σi est ap-
pelé la longueur caractéristique (en abrégé, longueur) du spectre politique selon
l'axe i. Pour chaque électeur v (resp. chaque candidat c), on tire aléatoirement
une position xv = (x1

v, . . . , x
n
v ) (resp. yc = (y1

c , . . . , y
n
c )). Chaque coordonnée xiv

(resp. yic) est tirée indépendamment selon une loi normale centrée d'écart-type σi.
L'utilité d'un électeur v pour un candidat c est A − δ(xv,yc), où δ désigne la
distance euclidienne usuelle et où A est une constante telle que la moyenne des
utilités soit nulle. Notons que cette constante A n'a d'in�uence que sur le vote
par assentiment.

Quand le spectre politique est unidimensionnel (n = 1), la culture est mani-
festement single-peaked (dé�nition 1.11). Si le nombre d'électeurs est impair, il
y a toujours un vainqueur de Condorcet qui est le candidat préféré de l'électeur
médian (sur le spectre politique). Si le nombre d'électeurs est pair, les candidats
Condorcet-admissibles sont les candidats préférés des deux électeurs médians ; s'il
s'agit du même candidat, il est vainqueur de Condorcet. Par conséquent, la pro-
portion de con�gurations non admissibles est nulle et ne peut nous fournir une
borne inférieure de manipulabilité exploitable, contrairement au chapitre précé-
dent. Pour mémoire et par souci d'homogénéité dans la présentation des résultats,
nous continuerons, cependant, à la représenter dans les �gures.

De façon imagée, dans un spectre politique unidimensionnel, nous appelle-
rons les candidats Condorcet-admissibles des centristes 1. De même, les candidats
possédant une abscisse plus élevée (resp. moins élevée) dans le spectre politique
seront appelés des candidats de droite ou de gauche.

Par ailleurs, dans le cas unidimensionnel, il est inutile de préciser la valeur
de σ : en e�et, à changement d'unité de longueur près dans le spectre politique,
tous les modèles obtenus sont équivalents (car les vecteurs d'utilité sont dé�nis à

1. Il ne s'agit que d'une convention de langage basée sur une analogie. Même si on accepte
l'hypothèse que les préférences des électeurs dans une élection politique sont approximativement
single-peaked, le vainqueur de Condorcet éventuel n'est pas forcément le candidat centriste,
au sens politique habituel du terme. Par ailleurs, nous pourrons discuter la validité de cette
hypothèse en examinant les résultat obtenus dans le chapitre 9 pour des expériences réelles.
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8. Étude de cultures basées sur un spectre politique

une constante multiplicative près, voir annexe B). En revanche, dès qu'il y a deux
dimensions, les longueurs relatives du spectre politique selon les di�érents axes
sont importantes. La validité expérimentale de modèles multidimensionnels de ce
type pour des élections politiques est démontrée notamment par Laslier (2004,
2006).

En�n, rappelons que même quand les préférences sont toujours single-peaked,
si l'ordre de référence Pref n'est pas �xé a priori, la conclusion du théorème de
Gibbard-Satterthwaite est toujours vraie : tout système non trivial est manipu-
lable (section 1.3).

8.1 Puits gaussien unidimensionnel : nombre de
candidats C
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Figure 8.1 � Taux de MC en fonction du nombre de candidats C. Puits gaussien,
V = 33, n = 1.

Dans la �gure 8.1, on trace le taux de MC en fonction du nombre de candi-
dats C dans un puits gaussien unidimensionnel.

La première conclusion de la �gure 8.1 est que les taux de manipulabilité
semblent tendre vers 1, tout comme en culture sphérique. En ce qui concerne
CSD et BI, il est di�cile de se prononcer sur la limite éventuelle, puisqu'on ne
dispose que de bornes inférieures de manipulabilité qui ne tendent pas de manière
évidente vers 1. De manière générale, les convergences observées vers un taux
de manipulabilité égal à 1 semblent plus lentes qu'en culture sphérique. Dans le
cas particulier de Veto, le taux de manipulabilité semble également tendre vers 1
mais on peut de nouveau prouver que c'est faux (avec la règle de départage par
ordre d'indice) : en e�et, on peut utiliser le même raisonnement que pour la
proposition 7.5 car la restriction d'une culture de puits gaussien aux candidats
1, . . . , V + 1 est également une culture de puits gaussien unidimensionnelle.

202



8.1 Puits gaussien unidimensionnel : nombre de candidats C
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Figure 8.2 � Taux de MC en fonction du nombre de candidats C, pour une
sélection de modes de scrutin. Puits gaussien, V = 33, n = 1.

On observe que les performances comparées des di�érents systèmes de vote ne
sont pas les mêmes que ceux discutés dans le chapitre 7. En particulier, à présent,
il n'est plus clair que CVTI, VTI et SE aient des taux de manipulabilité plus bas
que les autres modes de scrutin. A�n de con�rmer cette observation, la �gure 8.2
présente les mêmes courbes, en se restreignant à ces trois modes de scrutin et à
ceux pour lesquels la marge d'erreur est inférieure à 1 % en tout point (ce qui
inclut la méthode de Borda, bien que l'algorithme utilisé ne soit pas exact).

Cette fois-ci, les marges d'erreur pour CVTI et VTI sont parfois supérieures à
1 % car on a utilisé l'option fast de SVVAMP quand le nombre de candidats C est
supérieur ou égal à 9 (d'où l'astérisque indiquée dans la légende de la �gure 8.2).
Cependant, on a utilisé l'algorithme exact pour SE, donc la courbe de SE fournit
une borne supérieure pour celles de CVTI et VTI.

Sur la �gure 8.2, on observe que l'uninominal à deux tours est (légèrement)
meilleur que CVTI, VTI et SE, contrairement à ce qui se passait dans des cultures
sphériques ou VMF. On peut en proposer une explication qualitative. En VTI,
une fois que les candidats d'extrême-gauche et d'extrême-droite sont éliminés,
leurs partisans votent pour des candidats de gauche et de droite modérés, et
le centriste risque d'être éliminé parce qu'il béné�cie de peu de voix transférées.
Comme VTI véri�e CMInf , cela signi�e alors que la situation est manipulable. En
revanche, en uninominal à deux tours, les candidats de gauche et droite modérées
ne béné�cient pas de voix transférées au moment où la sélection pour le tour �nal
(c.à.d. le second tour) est faite, donc le centriste a davantage de chances d'arriver
au second tour.

On notera cependant sur la �gure 8.2 que CVTI, VTI et SE restent moins ma-
nipulables que la méthode de Coombs, elle-même moins manipulable que l'uni-
nominal, la méthode de Bucklin et le jugement majoritaire, eux-mêmes moins
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8. Étude de cultures basées sur un spectre politique

manipulables que la méthode de Borda, le vote par notation, Veto et le vote par
assentiment. Ainsi, la hiérarchie constatée précédemment sur ces modes de scru-
tin semble se con�rmer, sauf pour la méthode de Coombs, qui semble mieux se
comporter ici que dans les cultures sphériques et VMF. On peut avancer l'expli-
cation que ce bon comportement est en partie lié au fait que dans une culture
single-peaked, la méthode de Coombs véri�e le critère de Condorcet (Grofman et
Feld, 2004).

Pour la comparaison entre CVTI, VTI, SE et les autres modes de scrutin, la
question reste ouverte. Dans des travaux futurs, il serait intéressant de développer
des algorithmes plus performants pour ces modes de scrutin, a�n d'établir s'ils sont
moins manipulables que CVTI, VTI et SE dans une telle culture de puits gaussien
unidimensionnel. Dans les méta-analyses des sections 8.6 et 8.7, l'utilisation de la
MT nous permettra cependant d'en dire davantage.

8.2 Puits gaussien unidimensionnel : nombre
d'électeurs V

8.2.1 Nombre d'électeurs V impair
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Figure 8.3 � Taux de MC en fonction du nombre d'électeurs V . Puits gaussien,
C = 5, n = 1, grandes valeurs impaires de V .

De même que nous l'avions examiné en culture sphérique, la �gure 8.3 repré-
sente le taux de MC en fonction du nombre d'électeurs V pour de grandes valeurs
impaires de celui-ci, toujours pour un puits gaussien unidimensionnel. Comme en
culture sphérique, les taux de manipulabilité des divers modes de scrutin semblent
être des fonctions croissantes du nombre d'électeurs V (sur l'ensemble des valeurs
impaires). Cependant, ils ne semblent pas tendre vers 1 pour la plupart des modes
de scrutin, ce qui nous amène à la conjecture suivante.
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8.2 Puits gaussien unidimensionnel : nombre d'électeurs V

Conjecture 8.1
En puits gaussien unidimensionnel, pour C ≥ 3 et V → +∞, le taux de MC

tend vers 1 pour Veto.
En puits gaussien unidimensionnel, pour C ≥ 3 et V → +∞, le taux de MC

tend vers une limite strictement comprise entre 0 et 1 pour tous les autres modes
de scrutin étudiés ici.

8.2.2 In�uence de la parité de V
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Figure 8.4 � Taux de MC en fonction du nombre d'électeurs V . Puits gaussien,
C = 5, n = 1, petites valeurs de V .

En culture sphérique, nous avions vu dans la �gure 7.5 que, pour certains
modes de scrutin, le taux de manipulabilité présente des oscillations en fonction
de la parité de V (et parfois des phénomènes de non-monotonie plus complexes).
A�n d'examiner ce qu'il en est en puits gaussien unidimensionnel, la �gure 8.4
représente le taux de MC en fonction du nombre d'électeurs V pour toutes les
valeurs entre 3 et 33. Le phénomène d'oscillations est ici beaucoup plus général
qu'en culture sphérique : il touche tous les modes de scrutin étudiés à part Veto,
le vote par assentiment, la méthode de Borda et le vote par notation.

On peut l'expliquer par le fait que, contrairement au cas sphérique, il n'y a es-
sentiellement plus d'e�ets opposés : les probabilités d'existence d'un vainqueur de
Condorcet ou d'un vainqueur de Condorcet résistant, présentant des oscillations
qui sont en phase, rendent les valeurs impaires de V moins propices à la manipu-
lation. En particulier, pour V impair, rappelons qu'il y a toujours un vainqueur
de Condorcet. Pour le jugement majoritaire et la méthode de Bucklin, les méca-
niques propres à ces modes de scrutin ont un e�et de parité qui va dans le même
sens, comme nous l'avions expliqué dans la section 7.4.2. Quant à la probabilité
d'existence d'un candidat Condorcet admissible, elle est constante (et égale à 1),

205



8. Étude de cultures basées sur un spectre politique

contrairement au cas sphérique où ses oscillations, en opposition de phase par
rapport aux e�ets précédents, concurrençaient ceux-ci.

En culture single-peaked, on remarquera d'ailleurs que la notion de vainqueur
de Condorcet résistant est équivalente à celle de favori majoritaire. En e�et,
si ce n'est pas un candidat extrême, il faut qu'une majorité d'électeurs le pré-
fèrent simultanément aux deux candidats immédiatement à sa gauche à sa droite,
donc également à tous les autres candidats. Si c'est un candidat d'extrême-gauche
(par exemple), le simple fait d'être vainqueur de Condorcet exige qu'une majorité
d'électeurs le préfèrent au candidat immédiatement à sa droite, donc à tout autre
candidat.

Pour V pair, on observe aussi que la probabilité d'existence d'un vainqueur de
Condorcet augmente avec V , ce qui est facile à expliquer : à nombre de candidats
constant, plus les électeurs sont nombreux, moins il est probable que la limite entre
deux candidats favoris se situe précisément entre les deux électeurs médians. De
façon générale et peu surprenante, les e�ets de parité diminuent quand le nombre
d'électeurs croît, comme en culture sphérique.

8.3 Puits gaussien unidimensionnel : décalage y0
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Figure 8.5 � Taux de MC en fonction du décalage entre électeurs et candidats.
Puits gaussien, V = 33, C = 5, n = 1, σ = 1.

Dans la �gure 8.5, on considère également un puits gaussien unidimensionnel
de longueur caractéristique σ = 1. Mais nous ajoutons un décalage y0 entre la
distribution des candidats et celle des électeurs : la loi normale utilisée pour les
candidats n'est plus centrée en 0 mais en y0. Quand ce décalage tend vers +∞,
alors tout candidat est à droite de tout électeur. En particulier, le candidat le
plus à gauche est préféré par tous les électeurs 2. Une telle situation n'est pas

2. Il ne faut voir dans ce paragraphe aucun message caché. Nous aurions pu prendre la
convention inverse, mais il fallait choisir.
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8.4 Puits gaussien multidimensionnel : nombre de dimensions n

très réaliste car, dans ce cas, certains candidats auraient intérêt à déplacer leur
o�re politique pour capter davantage d'électeurs ; tout en étant conscient de cette
limitation, nous étudions ce cas a�n d'explorer qualitativement l'in�uence des
di�érents paramètres du modèle.

Nous explorons ce qui se passe pour un décalage variant de 0 à 2. Comme on
pouvait s'y attendre, les systèmes de vote ont tendance à être moins manipulables
quand le décalage augmente, c'est-à-dire quand les électeurs sont en meilleur ac-
cord.

Ce qui est plus intéressant, c'est la similarité avec ce que nous avons observé
dans la �gure 7.6, qui décrit une culture de VMF où la concentration κ croît.
En particulier, certains systèmes de vote sont signi�cativement moins réactifs à
l'accord entre les électeurs, au sens où leur taux de manipulabilité décroît moins
vite : le vote par assentiment, le vote par notation, la méthode de Borda et
particulièrement Veto. Il s'agit des mêmes modes de scrutin que pour la �gure 7.6,
à part la méthode de Coombs qui se comporte mieux à présent.

D'un point de vue théorique, les arguments exposés en section 7.5 restent
valables : comme la culture tend vers un accord parfait entre les électeurs, le taux
de manipulabilité de chaque mode de scrutin unanime tend vers 0 et le taux de

manipulabilité de Veto tend (lentement) vers 1− 1

C − 1
.

8.4 Puits gaussien multidimensionnel : nombre de
dimensions n
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Figure 8.6 � Taux de MC en fonction du nombre de dimensions n. Puits gaussien,
V = 33, C = 5, σ = (1, . . . , 1).

Jusqu'à présent, nous avions considéré des spectres politiques à une seule di-
mension. Dans la �gure 8.6, nous généralisons le modèle en considérant un puits
gaussien multidimensionnel, avec une dimension n variant de 1 à 10.
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8. Étude de cultures basées sur un spectre politique

Au premier abord, on pourrait penser que si n croît, alors la culture tend vers
une culture sphérique, comme pour une culture de VMF avec un nombre in�ni de
pôles (cf. section 7.7). Dans ce cas, les taux de MC devraient augmenter. Cepen-
dant, un tel raisonnement serait erroné. En e�et, même avec un spectre politique
multidimensionnel, un candidat dont la position est proche de l'origine a plus de
chances d'être préféré par les électeurs, donc ceux-ci ne sont pas indépendants,
même dans la limite n → +∞ : ceci su�t à prouver que la culture limite n'est
pas la culture sphérique.

De fait, on observe sur la �gure 8.6 que quand n croît, le taux de MC décroît
pour la plupart des systèmes de vote (sauf pour la méthode de Coombs, ainsi que
BI dont la variation est faible).

À partir de n = 2, CVTI, VTI et SE deviennent moins manipulables que
les autres systèmes de vote. Par conséquent, il semble que la contre-performance
(relative) de ces systèmes de vote est profondément liée au fait d'avoir un spectre
politique à une seule dimension.

Ils peuvent même présenter des performances qui sont meilleures que celles
observées dans les cultures sphéroïdales du chapitre 7. À titre de comparaison,
dans le scénario de référence (�gure 7.1), les taux de manipulabilité de ces modes
de scrutin étaient de 44 %. Avec le même nombre d'électeurs et de candidats, en
puits gaussien avec n = 10, les taux trouvés sont de 8 %.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0 %

10 %

20 %

30 %

40 %

50 %

60 %

70 %

80 %

90 %

100 %

Écart−type selon la seconde dimension σ
2

T
au

x 
de

 M
C

 

 
Veto
VA
Bor.
VN
Coo.
JM
Uni.
Buck.
Nan. *
Max. *
BI *
Sch. *
Kem. *
PO *
Bald. *
VTID *
CSD *
U2T
SE
VTI
CVTI
Non Res.
Non Adm.

Figure 8.7 � Taux de MC en fonction de σ2. Puits gaussien, V = 33, C = 5,
σ1 = 1.

A�n de compléter l'observation précédente, on explore dans la �gure 8.7 la
transition d'une culture unidimensionnelle vers une culture bidimensionnelle. Pour
cela, on considère un puits gaussien à deux dimensions de longueurs caractéris-
tiques (1, σ2). Pour σ2 = 0, la culture est unidimensionnelle. Pour σ2 = 1, on a
une culture � carrée � : les deux dimensions ont la même importance.

Il est inutile de poursuivre la �gure pour σ2 ∈ [1,+∞] car on trouverait l'exact
symétrique des courbes présentées. En e�et, à changement d'unité de longueur et
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à inversion des axes du spectre politique près, la culture σ = (1, σ2) est équivalente
à la culture σ′ = (1, 1

σ2
).

Ces courbes semblent interpoler naturellement ce qui se passe entre les dimen-
sions 1 et 2 dans la �gure 8.6 : les taux de manipulabilité décroissent. Comme dans
la �gure 8.6, seul celui de la méthode de Coombs est clairement croissant. Pour
σ2 ≥ 0,4 environ, CVTI, VTI et SE deviennent moins manipulables que les autres
modes de scrutin, comme dans les cultures sphéroïdales. De même, pour σ2 ≥ 0,5
environ, l'uninominal à deux tours possède une manipulabilité intermédiaire entre
ces trois modes de scrutin et les autres.

8.5 Comparaison avec une boîte euclidienne

On peut se demander si les phénomènes constatés en puits gaussien sont une
conséquence qualitative d'une culture en spectre politique unidimensionnel ou s'ils
dépendent de la distribution gaussienne utilisée pour les candidats et les électeurs.
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Figure 8.8 � Taux de MC en fonction du nombre d'électeurs V . Boîte euclidienne,
C = 5, n = 1, grandes valeurs impaires de V .

À titre d'exemple, la �gure 8.8 présente les taux de manipulabilité en boîte
euclidienne unidimensionnelle, pour des valeurs impaires du nombre d'électeurs :
au lieu d'utiliser une loi normale, les positions des électeurs et des candidats sont
tirés uniformément sur un segment [−1, 1].

On constate une grande similarité avec la �gure 8.3, ce qui semble indiquer que
nos constatations ont une certaine portée générale sur les cultures en spectre poli-
tique unidimensionnel. La di�érence principale concerne les performances relatives
de U2T et VTI (ou CVTI), qui sont encore plus proches qu'en puits gaussien.
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Figure 8.9 � Méta-analyse de MC dans les cultures unidimensionnelles étudiées.

8.6 Méta-analyse en culture unidimensionnelle

8.6.1 Méta-analyse de MC en culture unidimensionnelle

De même que la �gure 7.11 pour les culture sphéroïdales, la �gure 8.9 pré-
sente la comparaison de MC entre les modes de scrutin en culture de spectre
politique unidimensionnel, que ce soit en puits gaussien ou en boîte euclidienne.
Pour l'instant, nous nous concentrerons sur ce cas car nous avons vu en section 8.4
qu'en culture multidimensionnelle, les comportements observés sont relativement
similaires à ceux observés dans le chapitre 7. Dans la section 8.7, nous ferons la
synthèse de toutes les cultures étudiées, y compris celles du chapitre précédent.

Sur le graphe de la �gure 8.9, on voit qu'en culture unidimensionnelle, l'uni-
nominal à deux tours devient compétitif avec CVTI et VTI, et domine même SE
dans les cultures que nous avons étudiées. En ce qui concerne CSD, BI, PO, VTID
et les méthodes de Schulze et Nanson, les algorithmes approchés ne permettent
pas toujours de conclure mais ces modes de scrutin présentent des résultats pro-
metteurs. De nouveau, la méthode de Schulze et Maximin présentent des perfor-
mances très proches (l'écart est au maximum de 2 %). La méthode de Baldwin
est plus manipulable que l'uninominal à deux tours.

L'uninominal à deux tours, VTI, le scrutin exhaustif (lui-même plus manipu-
lable que les deux précédents), Maximin (lui-même plus manipulable que la mé-
thode de Schulze) et la méthode de Coombs servent de référence de manipulabilité
pour comparer aux deux groupes suivants, par ordre croissant de manipulabilité :

� l'uninominal, la méthode de Bucklin et le jugement majoritaire ;
� la méthode de Borda, le vote par notation, Veto et le vote par assentiment

(qui est lui-même plus manipulable que le vote par notation).
Comme en culture sphéroïdale, ces quatre derniers modes de scrutin ont souvent
un taux de manipulabilité supérieur à la proportion de con�guration non résis-
tantes, ce qui les rend alors plus manipulables que tout mode de scrutin véri�ant
le critère de Condorcet. La méthode de Coombs, qui semble mieux se comporter
en spectre politique unidimensionnel qu'en culture sphéroïdale, n'a maintenant
plus ce type de propriété. Ce n'est pas une évidence a priori : même si nous avons
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8.6 Méta-analyse en culture unidimensionnelle

Sch.

Max. PO U2T VTI

CVTI

SE
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Uni. JM Bor. Veto

VN

VA

Figure 8.10 � Méta-analyse de MT dans les cultures unidimensionnelles étudiées

rappelé qu'elle véri�e le critère de Condorcet pour des préférences single-peaked,
en particulier celles obtenues en vote sincère dans ce modèle, elle ne le véri�e pas
nécessairement pour les con�gurations obtenues à l'issue d'une manipulation.

De manière générale, certains modes de scrutin Condorcet, en particulier la
méthode de Schulze pour laquelle l'incertitude d'origine algorithmique est limitée,
semblent mieux se comporter en puits gaussien unidimensionnel qu'en culture
sphérique. Intuitivement, on peut en comprendre la raison : en culture sphérique,
la probabilité d'existence d'un candidat Condorcet-admissible est relativement
faible et on sait qu'elle tend même vers 0 pour V impair et C → ∞ (Gehrlein,
2006). En revanche, en culture single-peaked et en particulier en puits gaussien
unidimensionnelle, cette probabilité (égale à celle qu'il y ait un vainqueur de
Condorcet pour V impair) est égale à 1. Un mode de scrutin non Condorcet part
donc avec un handicap majeur : pour V impair, à chaque fois que le vainqueur
est un candidat non Condorcet, la situation est manipulable.

8.6.2 Méta-analyse de MT en culture unidimensionnelle

Comme nous l'avions fait pour les cultures sphéroïdales, nous présentons en
�gure 8.10 un graphe similaire pour la MT. Comme il n'y a, alors, pas d'incertitude
algorithmique, on peut conclure dans tous les cas. Ainsi, une absence d'arête
(explicite ou sous-entendue par transitivité) entre deux modes de scrutin signi�e
que l'un est parfois moins MT que l'autre et que c'est parfois l'inverse.

Les modes de scrutin qui n'ont pas d'arête entrante, et sont donc les plus
performants du point de vue de MT, sont la méthode de Schulze (avec des perfor-
mances similaires à Maximin, quoique légèrement meilleures), PO, l'uninominal
à deux tours, CVTI, VTID et la méthode de Bucklin.
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8. Étude de cultures basées sur un spectre politique

Bald.

CVTI

VTI U2T Sch. Max.

CSD VTID

PO Nan. BI

Uni.
SE

VA
Buck. JM Coo.

Veto VN Bor.

Figure 8.11 � Méta-analyse de MC dans l'ensemble des cultures étudiées aux
chapitres 7 et 8 (sauf culture sphérique avec V = 3).

Les modes de scrutin qui présentent les moins bonnes performances sont l'uni-
nominal, le jugement majoritaire et la méthode de Borda, eux-mêmes moins MT
que le vote par notation, lui-même moins MT que le vote par assentiment.

Veto est de nouveau un cas à part : il est dominé par certains modes de scrutin,
comme la méthode de Schulze, l'uninominal à deux tours ou CVTI, mais il est
non comparable à de nombreux autres.

8.7 Méta-analyse dans l'ensemble des cultures
étudiées

8.7.1 Méta-analyse de MC dans l'ensemble des cultures
étudiées

A�n de réaliser la synthèse de ce chapitre et du précédent, on peut se demander
si certains modes de scrutin sont moins manipulables que d'autres dans l'ensemble
des cultures étudiées dans les chapitres 7 et 8. C'est l'objet du graphe de la
�gure 8.11, qui utilise toutes les courbes précédentes, excepté la culture sphérique
pour V = 3, pour les raisons exposées en section 7.9.

Les modes de scrutin qui ne possèdent pas d'arête entrante sont CVTI, l'uni-
nominal à deux tours, la méthode de Schulze et Maximin (qui présentent toujours
des performances très similaires), la méthode de Coombs, CSD, VTID, PO, la
méthode de Nanson et BI. En ce qui concerne ces cinq derniers, l'algorithme ap-
proché fournit essentiellement une borne inférieure de manipulabilité, ce qui les
rend essentiellement incomparables sur l'ensemble des expériences. Nous complè-
terons, comme d'habitude, ces résultats par une méta-analyse de la MT.

À l'opposé, nous avons plusieurs fois remarqué les performances très médiocres
de la méthode de Borda, du vote par notation et du vote par assentiment, dont
le taux de manipulabilité est souvent supérieur à la proportion de con�gurations
non résistantes. Dans les cas concernés, cela signi�e que ces modes de scrutin sont
plus manipulables que tout mode de scrutin véri�ant le critère de Condorcet.

Parmi les modes de scrutin dont l'utilisation est répandue en pratique, on
remarquera que l'uninominal est dominé par des modes de scrutin comme CVTI,
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Sch. Max.

CVTI
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Figure 8.12 � Méta-analyse de MT dans l'ensemble des cultures étudiées aux
chapitres 7 et 8 (sauf culture sphérique avec V = 3).

VTI, SE, l'uninominal à deux tours, la méthode de Schulze ou Maximin. Du point
de vue de la manipulabilité, ceci semble plaider pour une utilisation limitée de
l'uninominal dans des élections réelles et son remplacement par un de ces modes
de scrutin.

8.7.2 Méta-analyse de MT dans l'ensemble des cultures
étudiées

De même, la �gure 8.12 permet de comparer la MT des modes de scrutin
pour toutes les cultures de ce chapitre et du précédent (sauf la culture sphérique
avec V = 3). Une arête d'un mode de scrutin vers un autre signi�e donc que le
premier est préférable du point de vue de la MT. De nouveau, on constate que les
modes de scrutin présentant les meilleures performances sont CVTI, l'uninominal
à deux tours, la méthode de Schulze, Maximin, la méthode de Bucklin. VTID
n'a pas d'arête entrante non plus mais son écart de manipulabilité par rapport à
l'uninominal à deux tours ne lui est jamais favorable par une amplitude importante
dans les cultures étudiées (elle est toujours inférieure à 2 %), alors que nous avons
vu que U2T est parfois beaucoup moins MT que VTID.

Tous les autres modes de scrutin, hormis Veto, sont dominés par au moins
l'un de ces modes de scrutin. Veto constitue une composante connexe à lui tout
seul, con�rmant son caractère non comparable avec les autres modes de scrutin
étudiés, ampli�é par sa résistance à la manipulation triviale.

En�n, on notera les performances médiocres des modes de scrutin suivants : la
méthode de Coombs, l'uninominal, le vote par notation, le jugement majoritaire,
la méthode de Borda et le vote par assentiment.

Cependant, comme nous le discutions en introduction de cette thèse, le vote
par assentiment a l'avantage de proposer une stratégie assez naturelle en pra-
tique, la Leader rule (Laslier, 2009), qui permet d'atteindre des équilibres avec
un échange d'information limité. À l'inverse, la complexité d'établir un bulletin
stratégique en VTI semble, expérimentalement, décourager les électeurs d'entre-
prendre un tel calcul et les inciter à voter sincèrement (Van der Straeten et al.,
2010), ce qu'on peut voir comme un avantage ou un inconvénient selon le point
de vue.
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Chapitre 9

Analyses de données
expérimentales

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié la manipulabilité des divers
modes de scrutin dans des cultures arti�cielles sphéroïdales (chapitre 7) ou basées
sur un spectre politique (chapitre 8).

Une conclusion importante de ces chapitres était la faible manipulabilité de
CVTI, VTI et SE, sauf dans les cultures de spectre politique unidimensionnel où
certains modes de scrutin, par exemple l'uninominal à deux tours et la méthode
de Schulze, présentent des performances intéressantes. Il est donc naturel de se
demander ce qu'il en est dans le monde réel, et c'est l'objet du présent chapitre.

Nous nous basons sur un corpus de 168 expériences issues de di�érents
contextes. A�n de pouvoir utiliser l'algorithme exact pour VTI tout en conservant
un temps de calcul raisonnable, nous nous limitons à des élections comportant
3 à 14 candidats. La méthode de Kemeny sera exclue des analyses de ce chapitre
en raison du temps de calcul nécessaire pour déterminer le vainqueur.

9.1 Présentation des données expérimentales

9.1.1 Expériences réalisées

Les trois jeux de données suivants ont été obtenus selon des modalités re-
lativement similaires, avec notre participation directe pour l'établissement des
modalités de vote et la collecte des bulletins.

Algotel Lors de la conférence Algotel 2012 1, le comité de programme a pré-
sélectionné 5 papiers, nommés ici arbitrairement A, B, C, D et E, pour l'élection
du meilleur papier de la conférence. Pour les départager, il a été demandé à chaque
participant de voter par écrit en donnant des notes entre 0 et 10 évaluant la qualité
des articles et leur présentation. Il était possible de ne noter qu'une partie des
papiers, l'absence de note valant 0. Sur 72 participants à la conférence, il y a eu
57 su�rages exprimés, 1 vote blanc et 2 votes nuls.

Les participants avaient été avertis que leurs bulletins seraient testés sur plu-
sieurs modes de scrutin, mais ils ne savaient pas lequel serait �nalement utilisé
pour désigner le papier vainqueur. En cas de désaccord entre les modes de scru-
tin, nous aurions eu la possibilité de récompenser tous les papiers désignés par

1. http://algotel2012.ens-lyon.fr/
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9. Analyses de données expérimentales

Note Appréciation

5 étoiles Culte !

4 étoiles Franchement bien

3 étoiles Pas mal

2 étoiles Bof, sans plus

1 étoile Vraiment pas aimé !

Table 9.1 � Échelle de notes et d'appréciations du site www.bdtheque.com.

au moins un mode de scrutin testé. Cependant, en pratique, on verra que tous
les modes de scrutin désignaient le même vainqueur, donc la question ne s'est pas
posée.

Les conclusions de cette expérience, qui sont en partie reprises dans ce chapitre,
sont également disponibles dans l'article de Durand et al. (2014a).

Bordeaux Lors de la journée de l'École Doctorale de Mathématiques et d'In-
formatique de Bordeaux 2 en novembre 2014, un vote a été organisé pour élire le
meilleur poster parmi 11 posters proposés par des doctorants en dernière année.
Les modalités étaient similaires à Algotel 2012, mais les notes autorisées allaient
de 0 à 20. Il y a eu 86 su�rages exprimés pour autant de participants.

Paris VII En avril 2015, un sondage interne a été organisé pour orienter le choix
du nom du nouveau laboratoire d'informatique de l'université Paris VII�Paris Di-
derot 3. 10 noms possibles étaient proposés. Cette fois, les électeurs n'attribuaient
pas des notes mais des appréciations : Bien, Plutôt bien, Ni bien ni mal, Plutôt
mal ou Mal. Il y a eu 95 su�rages exprimés pour autant de participants.

Nous remercions les organisateurs de ces événements d'avoir rendu ces expé-
riences possibles.

9.1.2 Site internet www.bdtheque.com

Le site www.bdtheque.com est un site collaboratif consacré à la bande dessinée.
Les internautes y sont invités à noter les séries de bandes dessinées selon l'échelle
présentée dans le tableau 9.1, qui est, à la fois, une échelle de notes et une échelle
d'appréciations.

En juin 2012, le webmestre du site, Alix Bergeret, que nous remercions, a eu
l'amabilité de nous transmettre la base de données du site, à condition de l'utiliser
sous une clause d'anonymat des internautes.

Nous en avons tiré 12 expériences de la façon suivante. Pour chaque entier C ∈
J3, 14K, nous souhaitions choisir C séries candidates et sélectionner l'intersection
des internautes les ayant toutes notées. En outre, notre but était d'avoir un nombre
d'électeurs signi�catif voire de le maximiser si possible. Or ce problème, connu
sous le nom de Maximum Subset Intersection Problem, a été récemment démontré
NP-complet par Xavier (2012).

En guise d'approximation, nous avons utilisé un algorithme glouton. On part
de C = 0 (c'est-à-dire C = ∅) et on initialise l'ensemble V à l'ensemble des
internautes. À chaque incrémentation de C, on sélectionne la série ayant le plus

2. http://www.math.u-bordeaux1.fr/ED/ecole_doctorale/

3. http://www.univ-paris-diderot.fr/
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9.1 Présentation des données expérimentales

C 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

V 33 24 21 19 18 15 14 14 13 13 12 12

Table 9.2 � Bdtheque : nombres de candidats et d'électeurs

de notes parmi les internautes encore présents dans V et on l'ajoute à l'ensemble
des candidats C, puis on élimine de V les internautes n'ayant pas noté la dernière
série ajoutée. La table 9.2 montre la correspondance entre le nombre de séries
candidates et le nombre d'internautes obtenu par cet algorithme 4.

La particularité de ce jeu de données est qu'au moment d'attribuer chaque
note, l'internaute n'est pas placé dans un contexte d'élection : en e�et, le but de
l'opération n'est pas de sélectionner collectivement une unique option parmi un
ensemble d'options candidates, comme c'est le cas quand il s'agit d'attribuer un
prix ou d'élire une personne à un poste. De plus, cette évaluation n'a pas d'enjeu
ou de conséquence pratique sur la vie des électeurs, contrairement à une élection
politique par exemple. En�n, il y a une façon de limiter et dans une certaine
mesure de contrôler le vote tactique : en e�et, la politique du site exige que toute
note soit accompagnée d'un commentaire su�samment éto�é pour la justi�er. Si
un internaute souhaite attribuer une note arti�ciellement basse ou haute à une
série à des �ns purement tactiques, il doit donc payer un coût cognitif et un coût
en temps pour le faire. Pour toutes ces raisons, on peut espérer � mais on ne peut
qu'espérer � que ces données sont relativement peu entachées de vote tactique.

9.1.3 Jugement de Paris

En 1976, 11 experts (9 français et 2 américains) se réunirent pour deux dé-
gustations à l'aveugle : tout d'abord, 10 vins blancs de cépage Chardonnay, puis
10 vins rouges à base de Cabernet Sauvignon. Chacune de ces deux dégustations
mena à une notation par les experts et à un palmarès.

Les notes allaient de 0 à 20, avec demi-point autorisé. Les experts savaient à
l'avance que le vote par notation serait utilisé, ce qui est une di�érence avec les ex-
périences que nous avons mentionnées ci-dessus. En e�et, pour Algotel, Bordeaux
et Paris VII, on avait informé les électeurs que leurs bulletins � seraient testés
sur plusieurs modes de scrutin �, sans davantage de précision. Et pour bdtheque,
comme nous l'avons dit, il ne s'agit pas vraiment d'une situation d'élection.

À la surprise générale, dans chacune des deux catégories, ce fut un vin califor-
nien qui remporta la première place, malgré un jury en grande majorité français.
Cette victoire amena à de nombreux commentaires dans la presse sur les modali-
tés du vote et eut un impact important sur la réputation et le développement des
vins américains.

Les données que nous utilisons pour le Jugement de Paris proviennent de la
page www.liquidasset.com/lindley.htm.

4. Pour le lecteur curieux : les séries obtenues sont, dans l'ordre, XIII, Lanfeust De Troy,
Blacksad, La Quête de l'Oiseau du Temps, Universal War One, Le Troisième Testament, Largo
Winch, De Cape et de Crocs, Les aventures de Tintin, Thorgal, Astérix, Peter Pan, Sillage et
Lanfeust Des Étoiles.
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9. Analyses de données expérimentales

9.1.4 Base de données PrefLib

PrefLib (http://www.preflib.org/) est une base de données collaborative
qui collecte des données de préférences collectives a�n de les mettre à la dispo-
sition des spécialistes du choix social (Mattei et Walsh, 2013). À la di�érence
des expériences présentées ci-dessus, il s'agit exclusivement de données ordinales :
il peut s'agir d'ordres faibles (avec égalités) ou stricts (sans égalité), complets
ou incomplets. Quand les ordres sont incomplets, nous supposons que tous les
candidats non classés sont placés derrière les candidats classés 5.

Pour la présente étude, nous considérons a priori tous les �chiers d'élection
de PrefLib, avec les exceptions suivantes.

� A�n de pouvoir utiliser l'algorithme exact de VTI tout en conservant un
temps de calcul raisonnable, nous excluons les élections avec strictement
plus de 14 candidats.

� Nous excluons les élections dont les préférences dérivent de préférences
cardinales (notes ou approbations) puisque celles-ci ne sont pas fournies
dans PrefLib. En e�et, nous serions amenés à extrapoler arbitrairement
des notes à partir des préférences ordinales, comme nous le verrons en
section 9.2, et celles-ci ne seraient a priori pas conformes à l'expérience
originale.

� Nous excluons les élections obtenues par échantillon aléatoire sur de
grandes données (PrefLib 4, 11 et 15), considérant que la réalisation
particulière de ce tirage aléatoire est propre à leurs auteurs.

Dans PrefLib, les �chiers sont organisés en jeux de données qui regroupent
des élections tenues dans un contexte similaire et issues d'une même source. Par
exemple, le jeu de données PrefLib 1 regroupe des élections politiques tenues à
Dublin en 2002.

Dans cette étude, nous utilisons 151 expériences issues du monde politique
(PrefLib 1, 5, 8, 16 à 23), du monde professionnel et associatif (PrefLib 2, 7, 9
et 12) ou d'expériences de cognition (PrefLib 24 et 25). Le jeu de données PrefLib 1
est une donation de Je�rey O'Neill, qui gère le site http://www.openstv.org/.
PrefLib 5, 8 et 16 à 23 proviennent de ce même site. PrefLib 2 provient de http:
//www.debian.org/vote/. PrefLib 7, 9 et 12 sont respectivement des donations
de Nicolaus Tideman, Piotr Faliszewski et Carleton Co�rin. PrefLib 24 et 25
proviennent de Mao et al. (2013). Pour plus d'informations sur ces jeux de données,
nous encourageons le lecteur à consulter le site http://www.preflib.org/.

La table 9.3 présente une vue d'ensemble de toutes les expériences utilisées
dans ce chapitre. Au total, nous nous basons sur 168 expériences, de 10 à presque
300 000 électeurs et de 3 à 14 candidats.

9.2 Méthodologie

Considérons une expérience donnée, par exemple l'élection du meilleur papier
Algotel. Comme l'illustre la �gure 9.1, par rapport aux bulletins bruts, nous ajou-
tons aux notes un bruit aléatoire uniforme d'amplitude négligeable par rapport

5. Quand on n'a accès qu'à des préférences incomplètes, une autre possibilité étudiée par
Konczak et Lang (2005) consiste à considérer l'ensemble des complétions possibles par des
ordres complets. On peut, alors, déterminer l'ensemble des vainqueurs de Condorcet possibles,
l'ensemble des vainqueurs possibles par un mode de scrutin donné, etc. Cependant, les auteurs
montrent qu'on s'expose alors à de di�ciles problèmes de complexité algorithmique, avec tou-
tefois d'importantes exceptions comme la détermination des vainqueurs possibles d'une RPS ou
des vainqueurs de Condorcet possibles.

218

http://www.preflib.org/
http://www.openstv.org/
http://www.debian.org/vote/
http://www.debian.org/vote/
http://www.preflib.org/


9.2 Méthodologie

Données Expériences V C Bulletins

Algotel 1 57 5 Notes 0�10

Bordeaux 1 86 11 Notes 0�20

Paris VII 1 95 10 Appréciations

Bdtheque 12 12�33 3�14 Notes 1�5

Jugement de Paris 2 11 10 Notes 0�20 *

PrefLib 1 : Dublin 3 29 988�64 081 9�14 OSI

PrefLib 2 : Debian 8 143�504 4�9 OSI

PrefLib 5 : Burlington 2 8 980�9 788 6 OFI

PrefLib 7 : ERS 75 32�3 419 3�14 OSI

PrefLib 8 : Glasgow 21 5 199�12 744 8�13 OSI

PrefLib 9 : AGH Course 2 146�153 7�9 OSC

PrefLib 12 : T-shirt 1 30 11 OSC

PrefLib 16 : Aspen 2 2 487�2 528 5�11 OFI

PrefLib 17 : Berkley 1 4 189 4 OFI

PrefLib 18 : Minneapolis 2 32 086�36 655 7�9 OSI

PrefLib 19 : Oakland 7 11 358�145 443 4�11 OFI

PrefLib 20 : Pierce 4 40 031�299 664 4�7 OFI

PrefLib 21 : San Francisco 11 24 180�184 046 4�10 OFI

PrefLib 22 : San Leandro 3 22 539�25 564 4�7 OFI

PrefLib 23 : Takoma 1 204 4 OFI

PrefLib 24 : MT Dots 4 794�800 4 OSC

PrefLib 25 : MT Puzzle 4 793�797 4 OSC

Total 168 10�299 664 3�14

Table 9.3 � Récapitulatif des expériences analysées. OSC : ordres stricts com-
plets. OSI : ordres stricts incomplets. OFI : ordres faibles incomplets. * Demi-
points autorisés.

A 10

B 10

C 7

D 3

E 0

Expérience

A 10,014

B 9,991

C 6,997

D 3,009

E 0,007

Réalisation

Figure 9.1 � Ajout d'un bruit aléatoire aux bulletins

219



9. Analyses de données expérimentales

aux écarts entre les notes. Une fois ce bruit ajouté, nous obtenons une con�gu-
ration pour la population entière, que nous appelons une réalisation. Ainsi, si un
électeur plaçait un candidat strictement devant un autre dans son bulletin original
(par exemple D devant E dans la �gure 9.1), cet ordre reste toujours respecté car
l'amplitude du bruit est négligeable. En revanche, si un électeur mettait plusieurs
candidats à égalité (par exemple A et B dans la �gure 9.1), ceux-ci sont placés
dans un ordre aléatoire après l'ajout du bruit.

Pour chaque expérience, nous tirons aléatoirement plusieurs réalisations. L'ob-
jectif est double : évaluer la cohérence des résultats sur un espace rendu plus riche
que l'unique expérience initiale et casser les égalités pour simpli�er l'analyse des
modes de scrutin basés sur les ordres de préférence. Ainsi, quand nous mention-
nons, par exemple, le taux de MC de l'uninominal pour l'expérience Algotel, il
s'agit du taux de MC de l'uninominal pour une culture qui consiste à tirer une
con�guration aléatoire dans un petit voisinage de l'expérience Algotel.

Pour les données purement ordinales de chaque expérience PrefLib, nous ef-
fectuons une étape de pré-traitement supplémentaire : avant toute chose, les pré-
férences ordinales sont converties en préférences cardinales en utilisant les scores
de Borda. On notera que ce choix particulier n'a d'importance que pour le vote
par assentiment et le vote par notation. En e�et, pour les modes de scrutin ordi-
naux, notre technique revient de toute façon à conserver les préférences strictes
des électeurs et à départager leurs indi�érences de manière impartiale, c'est-à-
dire symétrique par rapport aux candidats. Quant au jugement majoritaire, seul
compte l'ordre topologique sur l'espace des notes ou des appréciations ; les valeurs
numériques potentielles n'ont pas d'importance.

Pour l'expérience Paris VII, une étape de pré-traitement est également ajoutée.
Chacune des cinq appréciations possibles est convertie en valeur entière comprise
entre −2 et +2. Là encore, ce choix particulier n'a d'importance que pour le vote
par assentiment et le vote par notation.

Dans ce chapitre, nous travaillons à deux niveaux :
� Nous utilisons l'élection du meilleur papier Algotel comme exemple récur-

rent. Quand nous analysons cet exemple, nous utilisons 10 000 réalisations.
� Nous menons également des méta-analyses sur l'ensemble des expériences :

dans ce cas, nous nous basons sur 100 réalisations pour chacune des 168 ex-
périences.

Dans les deux cas, l'aspect aléatoire du bruit induit une incertitude statistique de
l'ordre du pourcent sur les taux mesurés (

√
1/10 000 ou

√
1/16 800).

Pour les méta-analyses, nous donnerons, d'une part, des histogrammes repré-
sentant des moyennes sur les 168 expériences réalisées. Ces résultats ne doivent
pas être interprétés comme des vérités quantitatives précises mais plutôt comme
des indications qualitatives : en e�et, accorder le même poids aux 168 expériences
considérées est un choix arbitraire en soi. En particulier, cela donne un poids re-
lativement important (45 %) aux expériences du jeu de données PrefLib 7. À l'in-
verse, donner un poids égal à chaque jeu de données PrefLib conduirait à donner
autant d'importance aux jeux de données qui ne contiennent qu'une expérience,
comme PrefLib 12 ou PrefLib 17, qu'à PrefLib 7 dont on analyse 75 élections. Il
n'y a donc pas de solution parfaite.

D'autre part, nous établirons aussi des graphes de méta-analyse (voir sec-
tion 7.9). Ils indiqueront qu'un mode de scrutin est moins manipulable qu'un
autre dans la totalité des expériences. ce qui est indépendant de toute pondé-
ration sur celles-ci. On verra alors que des tendances similaires se dégagent sur
l'ensemble des expériences.
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A B C D E Score de Borda Têtes de bulletin

A � 35,5 36,0 36,5 39,0 147,0 16,5

B 21,5 � 29,5 33,0 33,0 117,0 14,7

C 21,0 27,5 � 32,0 31,5 111,9 9,8

D 20,5 24,0 25,0 � 29,5 99,0 10,3

E 18,0 24,0 25,5 27,5 � 95,1 5,7

Table 9.4 � Algotel : matrice majoritaire moyenne, score de Borda et nombre de
têtes de bulletin.

En�n, il est impossible de déterminer a posteriori si un bulletin correspond à
une opinion sincère ou à une stratégie plus élaborée. Nous sommes donc obligés de
supposer que les participants ont joué le jeu et que tous les bulletins (bruités) sont
sincères. Sans faire cette hypothèse, il est très di�cile d'analyser quantitativement
l'impact des manipulations. Ceci dit, comme nous l'avons noté, certains jeux de
données sont plus vraisemblablement exempts de vote tactique, en particulier les
expériences bdtheque.

9.3 Résultats � sincères � et notions Condorcet

Pour l'expérience Algotel, la table 9.4 donne la matrice des duels, le score
de Borda et le nombre de bulletins où chaque candidat est classé en tête, en
moyenne observée sur les bulletins bruités. Dans la matrice des duels, les victoires
sont représentées en caractères gras. On observe, en particulier, que A remporte
tous ses duels en moyenne : il est donc vainqueur de Condorcet moyen. En fait,
on a même observé une propriété plus forte : A est vainqueur de Condorcet dans
toutes les réalisations que nous avons testées.

En ce qui concerne les autres candidats, A est suivi de B qui ne perd que
contre A, puis C qui ne perd que contre les deux premiers, et ainsi de suite. On
a donc en moyenne un ordre strict total de Condorcet A � B � C � D � E. En
pratique, cet ordre strict total a été observé dans 99 % des réalisations.

Il est donc tentant de dire que A devrait être élu, et c'est ce qui se passe dans la
quasi-totalité des cas. La principale exception est le mode de scrutin uninominal,
qui élit B dans 18% des cas : comme B est classé en tête presque autant de fois
que A (table 9.4), le bruit aléatoire est susceptible de faire varier le résultat. De
manière beaucoup plus marginale, les autres exceptions concernent les modes de
scrutin Bucklin, uninominal à deux tours et VTI, qui peuvent élire B ou C avec
une probabilité très faible (moins de 1� des réalisations testées).

Ces résultats sont relativement inattendus : comme c'était la première fois que
nous menions une expérience de ce type, nous pensions initialement qu'il y aurait
plus de diversité dans les vainqueurs possibles 6. Ils montrent que si les bulletins
sont sincères, A semble être un vainqueur canonique qui atteste un choix clair des
participants.

6. Par exemple, en culture impartiale avec 3 candidats, Merlin et al. (2000) ont montré que
la probabilité qu'une certaine collection de modes de scrutin classiques choisissent le même
vainqueur était d'environ 50 %. Puisque que l'hypothèse C = 3 semble plutôt favorable de ce
point de vue, la di�érence entre ce résultat théorique et l'observation montre à quel point la
culture impartiale doit avant tout être vue comme un pire cas.
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Figure 9.2 � Méta-analyse : taux d'apparition de certaines structures dans les
préférences de la population.

On peut donc se demander si ces phénomènes sont exceptionnels. Pour y ré-
pondre, passons à la méta-analyse : pour rappel, il s'agit d'étudier les 168 expé-
riences, chacune avec 100 réalisations. Comme le montre la �gure 9.2, il y a, en
fait, presque toujours au moins un candidat Condorcet-admissible (99 %) et il est
très fréquent d'avoir un vainqueur de Condorcet (96 %). Ces résultats con�rment
et étendent ceux de Tideman (2006), basés sur des données qui sont dorénavant
regroupées dans le jeu de données PrefLib 7 et qui sont donc incluses dans notre
propre étude 7.

Nous avons aussi évalué le taux d'apparition de phénomènes plus forts (au
sens où chacun d'entre eux implique l'existence d'un vainqueur de Condorcet).
Ainsi, dans 79 % des réalisations, il y a un ordre strict total de Condorcet, ce qui
en fait un phénomène assez fréquent malgré le caractère très structurant de cette
propriété pour la population 8. Le taux d'existence d'un vainqueur de Condorcet

7. Les résultats de Tideman sont réalisés avec une méthodologie di�érente, sans ajout de
bruit. Nos résultats, menant à la même conclusion qualitative, sont donc complémentaires. À
titre de comparaison, en excluant les données de PrefLib 7 a�n d'obtenir une étude indépendante,
les taux d'existence obtenus sont similaires : 98 % pour un candidat Condorcet-admissible et
95 % pour un vainqueur de Condorcet.

8. La probabilité d'existence de paradoxe d'intransitivité (absence de vainqueur de Condor-
cet, absence d'ordre total de Condorcet) a fait l'objet d'intenses études par la théorie ou par des
simulations informatiques. Outre l'ouvrage de référence de Gehrlein (2006), on peut notamment
citer Ruben (1954); Campbell et Tullock (1965); Garman et Kamien (1968); Niemi et Weisberg
(1968); DeMeyer et Plott (1970); Pomeranz et Weil Jr (1970); Tullock et Campbell (1970);
Gehrlein et Fishburn (1976); Fishburn et al. (1979); Gehrlein (1981); Jones et al. (1995); Gehr-
lein (1999); Maassen et Bezembinder (2002); Merlin et al. (2002); Tsetlin et al. (2003). À part
dans les modèles single-peaked, ces travaux concluent généralement que l'absence de vainqueur
de Condorcet arrive avec une probabilité relativement importante. L'étude de ces probabilités
dans des expériences réelles, sans être totalement nouvelle, se développe actuellement grâce à
un meilleur accès à des jeux de données et semble au contraire indiquer qu'il est très fréquent
d'avoir un vainqueur de Condorcet, comme notre étude le con�rme. Regenwetter et al. (2006)
montrent également qu'avec des préférences réalistes, il est assez peu probable d'avoir un cycle
dans la relation de préférence majoritaire.
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Figure 9.3 � Méta-analyse : taux de violation du critère de Condorcet

résistant, quant à lui, est non négligeable (16 %), ce qui assure que dans tous
les cas concernés, tout mode de scrutin véri�ant le critère de Condorcet est non
manipulable. En�n, il y a un favori majoritaire dans 13 % des cas : la plupart
des vainqueurs de Condorcet résistants observés en pratique sont donc des favoris
majoritaires, mais pas tous.

Comme dans l'expérience Algotel, les partisans du critère de Condorcet esti-
meront, par conséquent, qu'il existe la plupart du temps un vainqueur canonique
qui devrait être élu. On peut donc se demander dans quelle mesure chaque mode
de scrutin est susceptible de violer le critère de Condorcet. La �gure 9.3 montre
la probabilité qu'un vainqueur de Condorcet existe mais qu'il ne soit pas élu par
un mode de scrutin donné (en vote � sincère �). Comme ce taux de violation du
critère de Condorcet est nécessairement nul pour les modes de scrutin Condorcet,
ceux-ci ne sont pas représentés.

Parmi les modes de scrutin non Condorcet, on notera que VTI (équivalent à
SE en vote sincère) présente les meilleures performances : sur le jeu de données
utilisé, il viole le critère de Condorcet dans seulement 2 % des cas. Il est suivi
par BI et l'uninominal à deux tours (5 %). Les moins bonnes performances sont
atteintes par le vote par assentiment (15 %), l'uninominal (22 %) et Veto (31 %).

Pour tous les modes de scrutin présentés ici sauf Veto, chaque cas de violation
du critère de Condorcet est aussi un cas de manipulabilité triviale en faveur du
vainqueur de Condorcet : ainsi, on sait par exemple, d'ores et déjà, que le taux
de MT d'uninominal est au moins de 22 %, ne serait-ce que pour cette raison.

9.4 Manipulation par coalition

9.4.1 Taux de MC moyens

Revenons à l'expérience Algotel. Sur la �gure 9.4, on peut lire le taux de CM
pour chaque mode de scrutin. Le graphique se lit ainsi : par exemple, l'uninominal
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Figure 9.4 � Algotel : Taux de manipulabilité par coalition (MC)

à deux tours (U2T) est manipulable dans 30 % des réalisations. Comme nous le
disions précédemment, il s'agit du taux de MC de ce mode de scrutin dans une
culture qui consiste à tirer une con�guration aléatoirement sur un petit voisinage
autour de l'expérience réelle dans l'espace des préférences.

Comme certains algorithmes utilisés sont approchés, une barre d'erreur est
indiquée pour les modes de scrutin concernés : par exemple, le taux de CM de
la méthode de Schulze est compris entre 25 % et 37 %. Pour d'autres modes de
scrutin, comme Maximin et la méthode de Borda, l'algorithme utilisé n'est pas
exact en théorie 9, mais on constate que la barre d'erreur est de taille nulle :
dans le cas particulier de cette expérience, l'algorithme a permis de décider la
manipulabilité pour toutes les réalisations tirées.

Pour cette expérience Algotel, on voit que CVTI, VTI et SE sont meilleurs
que tous les autres modes de scrutin, avec un taux de CM inférieur à 1 % (l'incer-
titude d'origine statistique). À l'inverse, les modes de scrutin présentant les pires
performances avérées sont la méthode de Borda, l'uninominal, le vote par assen-
timent, la méthode de Coombs, le jugement majoritaire et le vote par notation,
avec des taux de MC proches de 100 %.

Passons à présent à la méta-analyse. Les taux de MC moyens sont représen-
tés dans la �gure 9.5. Pour les modes de scrutin sans algorithme spéci�que dédié
(Baldwin, VTID, etc.), les bornes supérieures trouvées par SVVAMP sont signi�-
cativement inférieures à 100 %. Pour l'expliquer, rappelons qu'il y a un vainqueur
de Condorcet résistant dans 16 % des réalisations : dans tous ces cas, SVVAMP
sait que les modes de scrutin Condorcet sont non manipulables (section 6.3.4).
Pour la méthode de Bucklin itérée (BI), SVVAMP utilise un résultat similaire avec
le favori majoritaire. Remarquons que les algorithmes utilisés pour CVTI, Maxi-
min et la méthode de Borda, bien qu'approchés en théorie, échouent à décider la
manipulabilité dans moins de 1 % des situations étudiées ici.

9. Pour ces modes de scrutin, on a utilisé l'option fast de SVVAMP.
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9.4 Manipulation par coalition

Figure 9.5 � Méta-analyse : Taux de manipulabilité par coalition (MC)

En ce qui concerne le taux de MC moyen, on est de nouveau frappé par la
bonne performance de CVTI, VTI et SE (9%). Même si on sait, par la théorie,
que CVTI est strictement moins manipulable que VTI (corolaire 2.21 des théo-
rèmes de condorci�cation), qui est lui-même strictement moins manipulable que
SE (section 1.4.2), la di�érence est inférieure à 1 % sur ce corpus d'expériences 10.
Ce résultat est similaire avec ce que nous avions constaté sur des populations
arti�cielles dans les chapitres 7 et 8, hormis le fait que dans les cultures unidi-
mensionnelles, on constatait plus souvent une légère di�érence entre VTI et SE.

Tous les autres modes de scrutin sont nettement plus manipulables, même
l'uninominal à deux tours avec un taux de MC de 37 %. Qualitativement, cette
di�érence est plus proche de ce qu'on constatait pour les cultures sphéroïdales ou
de spectre politique multidimensionnel que pour les cultures unidimensionnelles.

Les plus manipulables en moyenne, avec des taux proches de 90 % voire supé-
rieurs, sont le vote par assentiment, le vote par notation, la méthode de Borda, la
méthode de Coombs et Veto. Ces résultats sont similaires avec ceux des chapitres
7 et 8, excepté la méthode de Coombs dont le mauvais comportement est plus
proche des résultats obtenus dans les cultures sphéroïdales ou de spectre politique
multidimensionnel que dans les cultures unidimensionnelles.

On sait que, dans tous les modes de scrutin considérés ici sauf Veto, si le
gagnant n'est pas Condorcet-admissible (soit qu'il n'y en ait pas, soit que le mode
de scrutin ne l'élise pas), la situation est forcément manipulable (lemme 2.7).
Cela a amené certains auteurs (par exemple Lepelley et Valognes, 2003) à penser
que les modes de scrutin Condorcet pourraient être moins manipulables. Si cela
semble globalement se véri�er, il faut nuancer. En e�et, il y une grande disparité :
alors que CVTI a un taux de MC de 9%, Maximin et la méthode de Schulze ont
un taux de CM compris entre 56 % et 58 %, ce qui les place signi�cativement

10. Sur les réalisations utilisées, SVVAMP trouve un taux de manipulabilité moyen de 9,32 %
pour SE, 9,28 % pour IRV et compris entre 9,20 % et 9,28 % pour CVTI. Les di�érences sont
donc détectables mais leurs amplitudes, inférieures à l'incertitude statistique, ne doivent être
considérées que comme indicatives.
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derrière VTI (9 %), qui ne respecte pourtant pas le critère de Condorcet. Sur
ce point également, les résultats obtenus sont plus proches de ceux des cultures
sphéroïdales et de spectre politique multidimensionnel que de ceux des cultures
unidimensionnelles.

9.4.2 MC comparée des systèmes de vote

CVTI VTI SE U2T Max. Sch. Bald. VTID PO Nan. Uni. CSD JM BI Buck. VA Bor. Veto VN Coo.

CVTI � 0
(4)

0
(4)

40 62 62 49
(81)

60
(81)

61
(81)

63
(81)

70 64
(81)

76 78
(83)

80 86 88 92 86 90

VTI 0 � 3 40 62 62 49
(81)

60
(81)

61
(81)

63
(81)

70 64
(81)

76 78
(83)

80 86 88 92 86 90

SE 0 0 � 40 62 62 49
(81)

60
(81)

61
(81)

63
(81)

70 64
(81)

76 78
(83)

80 86 88 92 86 90

U2T 0 0 0 � 35 35
(37)

18
(55)

30
(55)

33
(55)

37
(55)

45 39
(55)

50 51
(57)

55 60 62 67 60 64

Max. 0 0 0 5 � 0
(14)

1
(38)

0
(38)

1
(38)

14
(38)

27 19
(38)

33 31
(40)

38 43 45 49 43 47

Sch. 0 0 0 3
(5)

0
(4)

� 1
(38)

0
(38)

0
(38)

10
(38)

26
(27)

13
(38)

32
(33)

27
(40)

33
(38)

42
(43)

44
(45)

49 42
(43)

46
(47)

Bald. 0 0 0 1
(10)

0
(30)

0
(31)

� 0
(50)

0
(50)

0
(50)

2
(39)

0
(50)

4
(45)

0
(52)

3
(49)

16
(55)

18
(57)

23
(61)

16
(55)

20
(59)

VTID 0 0 0 1
(8)

0
(17)

0
(18)

0
(40)

� 0
(40)

0
(40)

2
(29)

0
(40)

4
(35)

0
(42)

3
(39)

16
(45)

18
(46)

23
(51)

16
(45)

20
(49)

PO 0 0 0 1
(7)

0
(11)

0
(15)

0
(38)

0
(38)

� 0
(38)

2
(27)

0
(38)

4
(33)

0
(40)

3
(38)

16
(43)

18
(45)

23
(49)

16
(43)

20
(47)

Nan. 0 0 0 1
(2)

0
(5)

0
(10)

0
(34)

0
(34)

0
(34)

� 2
(23)

0
(34)

4
(28)

0
(36)

3
(33)

16
(39)

18
(40)

23
(45)

16
(39)

20
(43)

Uni. 0 0 0 0 0 0
(2)

0
(23)

0
(23)

0
(23)

0
(23)

� 1
(23)

15 13
(24)

15 26 29 34 27 32

CSD 0 0 0 1 0 0
(6)

0
(33)

0
(33)

0
(33)

0
(33)

2
(20)

� 4
(27)

0
(35)

3
(31)

16
(38)

17
(40)

23
(45)

16
(38)

20
(42)

JM 0 0 0 1 0 0 0
(17)

0
(17)

0
(17)

1
(17)

4 1
(17)

� 9
(19)

11 23 23 27 23 27

BI 0 0 0 0
(3)

0
(3)

0
(7)

0
(21)

0
(21)

0
(21)

0
(21)

0
(16)

0
(21)

2
(17)

� 0
(19)

10
(26)

8
(29)

14
(33)

10
(26)

11
(31)

Buck. 0 0 0 1 0 0
(3)

0
(13)

0
(13)

0
(13)

1
(13)

10 2
(13)

11 1
(15)

� 17 20 25 18 23

VA 0 0 0 1 0 0 0
(6)

0
(6)

0
(6)

0
(6)

3 0
(6)

1 2
(7)

4 � 8 11 5 10

Bor. 0 0 0 1 0 0 0
(1)

0
(1)

0
(1)

0
(1)

1 0
(2)

2 0
(5)

0 5 � 10 4 9

Veto 0 0 0 2 4 4 3
(8)

4
(8)

4
(8)

5
(8)

5 4
(8)

8 5
(8)

5 10 9 � 10 10

VN 0 0 0 1 0 0 0
(2)

0
(2)

0
(2)

0
(2)

2 0
(2)

1 1
(3)

1 2 4 8 � 6

Coo. 0 0 0 0 0 0 0
(1)

0
(1)

0
(1)

0
(1)

0 0
(1)

1 0
(3)

1 5 1 7 4 �

Table 9.5 � Méta-analyse : Comparaison de la MC par paire de modes de scrutin
(en pourcents)

Comme nous l'avons fait dans les méta-analyses des chapitres 7 et 8, nous
allons, à présent, comparer les modes de scrutin par paire sur le corpus d'expé-
riences. Comme il est di�cile de donner des résultats détaillés pour toutes les
expériences, contrairement aux chapitres précédents où des courbes permettaient
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de visualiser les résultats comparés des di�érents modes de scrutin, nous fournis-
sons la table 9.5 qui permet d'établir le graphe de méta-analyse.

Cette table se lit de la façon suivante. Dans la cellule (U2T, Sch.) par exemple,
le premier chi�re signi�e qu'on est sûr qu'U2T a un taux de MC strictement
inférieur à celui de la méthode de Schulze dans 35 % des expériences (au sens où
la borne supérieure pour le premier est strictement inférieure à la borne inférieure
pour le second). Le chi�re indiqué entre parenthèses signi�e qu'il est possible que
ce soit le cas dans 37 % des expériences (au sens où la borne inférieure pour le
premier est strictement inférieure à la borne supérieure pour le second).

À l'inverse, dans la cellule (Sch., U2T) de la table, on lit qu'il est sûr que la
méthode de Schulze ait un taux de CM inférieur ou égal à celui d'U2T dans 3 %
des expériences, et que c'est possible dans 5 % des expériences.

Avec une pondération uniforme sur les 168 expériences, on peut conclure que
ce match est gagné pour U2T. En e�et, même dans l'hypothèse la plus défavorable
pour U2T, celui-ci a un taux de MC strictement inférieur à celui de la méthode
de Schulze dans 35 % des expériences ; alors que la méthode de Schulze a un
taux strictement inférieur à U2T dans 5 % des expériences. À titre indicatif, de
telles victoires basées sur une pondération uniforme sont indiquées en caractères
gras dans le tableau. En raison de l'incertitude sur certains modes de scrutin,
nous ne sommes pas en mesure de fournir les résultats de tous les matchs et nous
complèterons nos résultats par une méta-analyse de la MT.

Comme nous l'avions fait dans les chapitres précédents, nous présentons en
�gure 9.6 le graphe de méta-analyse, qui se base sur des victoires dans la totalité
des expériences : une �èche d'un mode de scrutin f vers un mode de scrutin g
signi�e qu'il est sûr que g n'a un taux strictement inférieur à celui de f dans aucune
expérience. Cette propriété est donc indépendante de la pondération choisie sur
les 168 expériences.

La conclusion la plus frappante est que CVTI domine VTI, qui domine SE (ce
que nous savions déjà par la théorie), et que ce dernier domine tous les autres
modes de scrutin étudiés dans la totalité des expériences. Maximin et la méthode
de Schulze, dont les algorithmes approchés permettent une incertitude limitée,
fournissent un bon point de comparaison avec les autres modes de scrutin. On
constate notamment que les performances les plus médiocres sont atteintes par
les méthodes de Coombs et Borda, CSD, le jugement majoritaire, le vote par as-
sentiment et le vote par notation. Les mauvaises performances de la méthode de
Borda, du jugement majoritaire, du vote par assentiment et du vote par notation
sont similaires à ceux des chapitres 7 et 8. Les points suivants sont plus proches des
comportements constatés dans les cultures sphéroïdales ou de spectre politique
multidimensionnel : la suprématie de CVTI, VTI et SE ; les performances inter-
médiaires de Maximin et la méthode de Schulze (alors qu'elles sont assez bonnes
en culture unidimensionnelle) ; et les performances médiocres de la méthode de
Coombs et de CSD (alors qu'elles sont correctes en culture unidimensionnelle).

9.4.3 MC par candidat
Pour terminer cette étude de la MC, nous allons nous intéresser à la mani-

pulabilité par candidat pour l'expérience Algotel. En �gure 9.7, on représente le
taux de manipulabilité en faveur de chaque candidat.

Sans nous livrer à une analyse exhaustive, un certain nombre d'observations
nous semblent pertinentes sur ce graphique. Tout d'abord, la faible manipulabilité
pour A exprime juste le fait que A est quasiment toujours le vainqueur sincère et
que ses partisans n'ont rien à faire. Les cas de manipulabilité pour A, notamment
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CVTI

VTI

SE

U2T Max. Sch. Bald. VTID PO Nan. BI Veto

Buck.Uni.

Coo. Bor. CSD JM VA VN

Figure 9.6 � Méta-analyse de MC dans les expériences.

Figure 9.7 � Algotel : Taux de MC en faveur de chaque candidat
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9.5 Manipulation triviale

Figure 9.8 � Algotel : Taux de manipulabilité triviale (MT)

en uninominal, correspondent aux cas où B, voire C est le vainqueur sincère. Il
existe alors toujours une manipulation qui élit A.

Les pires résultats sont obtenus pour deux modes de scrutin relativement na-
turels, le vote par assentiment et le vote par notation, qui sont manipulables en
faveur des quatre rivaux de A dans toutes les réalisations ! Le jugement majori-
taire, la méthode de Borda, l'uninominal et la méthode de Coombs présentent
également un risque de manipulation fréquente pour une variété de candidats.

9.5 Manipulation triviale

Comme nous l'avons souvent évoqué, la manipulabilité triviale (MT) est un
critère intéressant à double titre. D'une part, elle ne conserve que les cas où la
manipulation est relativement facile à identi�er et à coordonner, ce qui rend son
occurrence plus crédible en pratique. D'autre part, sa simplicité algorithmique
autorise des calculs exacts pour tous les modes de scrutin étudiés ici et permet
donc de compléter la comparaison entre les modes de scrutin basée sur la MC.

9.5.1 Taux de MT moyens

Sur la �gure 9.8, on a représenté le taux de MT pour chaque mode de scrutin
dans l'expérience Algotel. Comme les conclusions des �gures 9.8 et 9.9 sont qua-
litativement similaires, nous allons directement commenter la méta-analyse de la
�gure 9.9. Quatre modes de scrutin se distinguent nettement par des taux moyens
inférieurs à 10 % : CVTI (3 %), VTI et SE 11 (5 %) et l'uninominal à deux tours
(8 %). Ensuite viennent Veto (17 %) et la méthode de Baldwin (43 %), puis un
grand nombre de modes de scrutin entre 50 % et 80 %. En�n, quatre modes de
scrutin ont un taux de MT qui avoisine ou dépasse 90 % : le vote par assentiment,
le vote par notation, les méthodes de Borda et de Coombs.

11. Rappelons que VTI et SE sont équivalents du point de vue de la manipulation triviale.

229



9. Analyses de données expérimentales

Figure 9.9 � Méta-analyse : Taux de manipulabilité triviale (MT)

Comme nous l'avons déjà remarqué et expliqué en section 7.2, Veto est le seul
mode de scrutin pour lequel le taux de MT (17%) est très di�érent du taux de
MC (96 %).

9.5.2 MT comparée des systèmes de vote

CVTI VTI SE U2T Veto Bald. VTID PO Max. Sch. Nan. CSD BI Uni. Buck. JM VA Bor. Coo. VN

CVTI � 14 14 16 38 53 64 65 66 66 67 68 82 74 82 80 90 92 94 90

VTI 0 � 0 12 38 51 63 64 64 64 65 67 80 73 80 78 88 90 92 88

SE 0 0 � 12 38 51 63 64 64 64 65 67 80 73 80 78 88 90 92 88

U2T 0 1 1 � 36 50 61 63 63 63 64 65 79 71 79 77 87 89 91 87

Veto 5 8 8 10 � 46 57 57 58 58 60 61 73 68 73 73 80 81 84 80

Bald. 0 0 0 0 30 � 25 28 29 29 32 33 46 39 47 45 55 57 59 55

VTID 0 0 0 1 25 5 � 15 16 16 20 21 37 29 38 35 45 46 49 45

PO 0 0 0 1 25 1 3 � 8 8 18 20 34 27 36 33 43 45 47 43

Max. 0 0 0 1 24 2 1 5 � 2 19 20 35 28 37 34 44 46 48 44

Sch. 0 0 0 1 24 2 1 4 0 � 18 19 34 27 36 33 43 45 47 43

Nan. 0 0 0 0 23 0 1 0 2 2 � 14 24 23 30 28 39 40 43 39

CSD 0 0 0 0 23 0 0 0 0 0 2 � 23 20 27 27 38 40 42 38

BI 0 0 0 1 17 1 0 1 1 1 7 8 � 16 17 17 26 29 31 26

Uni. 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0 0 1 13 � 13 15 26 29 31 27

Buck. 0 0 0 0 17 1 1 1 1 1 2 5 7 11 � 13 21 24 27 23

JM 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 1 1 9 4 8 � 23 23 25 23

VA 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 0 0 2 3 2 1 � 8 10 5

Bor. 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 6 � 8 5

Coo. 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 8 5 � 7

VN 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 1 2 4 6 �

Table 9.6 � Méta-analyse : Comparaison de la MT par paire de modes de scrutin
(en pourcents)
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CVTI

VTI, SE

U2T Bald. VTID PO Max. Sch. Veto

Buck. Nan. Uni. CSD BI JM

VA Bor. Coo. VN

Figure 9.10 � Méta-analyse de MT dans les expériences.

De même que pour la MC, nous fournissons la table 9.6 de méta-analyse pour
MT. Cette fois, il n'y a plus d'incertitude algorithmique, ce qui facilite la lecture
de la table et fournit des résultats plus précis.

En particulier, le mode de scrutin le plus performant, CVTI, n'est jamais
devancé par aucun autre mode de scrutin, hormis Veto. VTI et SE présentent
des performances similaires, quoique devancés par l'uninominal à deux tours dans
1 % des expériences (ils sont cependant meilleurs dans 12 % des cas). Parmi
les autres modes de scrutin, l'uninominal à deux tours est celui qui a�che les
meilleurs résultats. Bien qu'il soit strictement moins bon que CVTI (du point de
vue de MT) dans 16 % des expériences et strictement moins bon que VTI ou SE
dans 12 % des expériences (contre 1 % pour l'inverse), il est strictement meilleur
que Veto dans 36 % des expériences (contre 10 % pour l'inverse) et contre tout
autre mode de scrutin étudié, il n'est devancé que dans 0 à 1 % des expériences.

Comme précédemment, le graphe de méta-analyse de la �gure 9.10 est basé
sur des suprématies dans la totalité des expériences et il est donc indépendant
de toute pondération. On retiendra notamment que, sur le corpus d'expériences
considéré, CVTI est strictement meilleur que tous les autres modes de scrutin
étudiés, à l'exception de Veto qui constitue, à lui seul, une composante connexe
isolée. En particulier, VTI, SE et U2T sont plus manipulables que CVTI. Ensuite,
on peut, à titre indicatif, distinguer trois groupes, par ordre croissant de MT.

1. La méthode de Baldwin, VTID, PO, Maximin et la méthode de Schulze.
De nouveau, ces deux derniers présentent des performances très similaires
(avec toutefois un léger avantage pour Maximin).

2. Les méthodes de Bucklin et Nanson, l'uninominal, CSD, BI et le jugement
majoritaire. Parmi eux, Nanson est moins MT que l'uninominal.

3. Le vote par assentiment, les méthodes de Borda et Coombs et le vote par
notation.
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Figure 9.11 � Algotel : Taux de MT en faveur de chaque candidat

9.5.3 MT par candidat

Comme pour la MC, nous examinons dans la �gure 9.11 la manipulabilité par
candidat pour l'expérience Algotel. Globalement, les résultats sont similaires à
ceux obtenus pour la MC dans la �gure 9.7, en particulier la supériorité de CVTI,
VTI et SE. On constate toutefois les di�érences suivantes.

Alors qu'U2T pouvait être parfois MC pour une variété de candidats, il n'est
MT (et très rarement) qu'en faveur du candidat C. Ainsi, les manipulations en
uninominal à deux tours demandent, en général, des stratégies relativement éla-
borées.

Veto est beaucoup moins MT que MC, ce que nous avons déjà remarqué et
expliqué, puisque la stratégie triviale est très sous-optimale dans ce mode de
scrutin.

Sans surprise, les résultats sont les mêmes en MC et en MT pour le juge-
ment majoritaire, l'uninominal, le vote par assentiment et le vote par notation :
pour ces modes de scrutin, la stratégie triviale est optimale au sens où si une
manipulation est possible, alors cette stratégie permet de la réaliser. Comme nous
l'avons discuté dès l'introduction de cette thèse, ceci peut être vu comme un dé-
faut ou comme une qualité de ces systèmes de vote : le fait que la manipulation
soit simple à réaliser permet de rechercher des équilibres avec un échange limité
d'information. Cependant, la propriété d'être non manipulable nous semble en-
core plus intéressante (ce qui est le cas de CVTI, VTI et SE dans l'expérience
Algotel, cf. �gure 9.7 par exemple), puisqu'elle permet d'atteindre un équilibre
avec un échange d'information nul, comme nous l'avons notamment discuté dans
le chapitre 3.
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9.6 Synthèse des résultats

Dans ce chapitre, nous avons analysé les résultats de 168 expériences issues
du monde réel, en ajoutant un bruit aléatoire qui permet d'explorer l'espace des
préférences au voisinage de chaque expérience.

Nous avons pu établir qu'il y a presque toujours un candidat Condorcet-
admissible, très souvent un vainqueur de Condorcet et que la présence d'un ordre
strict total de Condorcet, qui est pourtant une propriété très structurante pour
une population, est, en fait, un phénomène relativement fréquent.

Parmi les modes de scrutin non Condorcet, VTI et SE sont ceux qui violent
le moins souvent le critère de Condorcet, suivis de BI et de l'uninominal à deux
tours. Ceux qui le violent le plus souvent sont le vote par assentiment, l'uninominal
et Veto. Malgré ces di�érences, on constate que même les modes de scrutin non
Condorcet élisent l'éventuel vainqueur de Condorcet dans une majorité des cas
(de taille très variable en fonction du système utilisé).

Nous avons constaté que la manipulabilité n'est pas qu'un concept théorique,
mais une réalité concrète susceptible d'apparaître même dans un contexte où
le résultat semble a priori évident : en e�et, une part importante des modes de
scrutin étudiés sont manipulables dans une proportion importante des expériences.

Même si les di�érents modes de scrutin désignent relativement souvent le même
vainqueur en vote � sincère � (le vainqueur de Condorcet quand il existe, même
pour les modes de scrutin non Condorcet), le choix du mode de scrutin est donc
également crucial pour une autre raison : les taux de MC observés vont de moins
de 10 % à plus de 90 % en fonction du système utilisé.

CVTI, VTI et SE sont les moins manipulables. Par la théorie, on sait CVTI
est strictement moins manipulable que VTI, qui est lui-même strictement moins
manipulable que SE ; mais en pratique, la di�érence est très faible. Pour des cas
pratiques, il est donc très envisageable de préférer VTI à CVTI, car le dépouille-
ment de VTI est plus aisé si on ne dispose pas de moyens informatiques. Parmi
les autres modes de scrutin, l'uninominal à deux tours est généralement le moins
manipulable. Les modes de scrutin les plus manipulables sont le vote par assen-
timent, la méthode de Borda, la méthode de Coombs, le vote par notation et
Veto.

Les résultats observés sont globalement plus proches de ceux obtenus dans les
cultures sphéroïdales du chapitre 7 ou dans les cultures de spectre politique mul-
tidimensionnel du chapitre 8 que dans les cultures unidimensionnelles (chapitre 8
également), malgré le fait que notre corpus d'expériences inclut des élections is-
sues du monde politique, où l'hypothèse de single-peakedness paraîtrait a priori,
sinon réaliste, en tout cas une première approximation intéressante de la réalité.
Sans valider totalement les modèles sphéroïdaux et les modèles de spectre po-
litique multidimensionnel, cette conclusion encourage, en tout cas, à poursuivre
leur étude dans des travaux futurs.
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Chapitre 10

Modes de scrutin optimaux

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux système de vote dont le taux de
manipulabilité est minimal au sein de l'ensemble de ceux qui véri�ent CMInf :
par commodité de langage, nous dirons qu'un tel système est optimal.

Grâce au corollaire 2.23 des théorèmes de condorci�cation, nous savons que
pour chercher un tel mode de scrutin, on peut se restreindre aux systèmes Condor-
cet. Par le théorème d'optimalité 5.15, nous savons que si la culture est décompo-
sable, en particulier si les électeurs sont indépendants, alors il existe un système
optimal et on peut restreindre la recherche aux systèmes qui sont ordinaux et
véri�ent le critère de Condorcet.

Dans la section 10.1, nous présentons la technique employée. En section 10.1.1,
nous dé�nissons le graphe d'opportunité d'un espace électoral. Indépendant du sys-
tème de vote utilisé, celui-ci indique si une con�guration est susceptible d'être ma-
nipulable vers une autre, en fonction du candidat qui sera choisi comme vainqueur
dans les deux con�gurations par le système de vote qu'on envisage d'utiliser. Dans
cette représentation, une culture est simplement représentée par une pondération
sur les sommets du graphe.

Dans les sections 10.1.2, 10.1.3 et 10.1.4, nous montrons que le problème de la
recherche d'un optimum se simpli�e si on se restreint aux systèmes Condorcet, si
on suppose que les con�gurations semi-admissibles sont de probabilité nulle et si
on se restreint aux systèmes ordinaux.

Dans la section 10.1.5, nous présentons un algorithme glouton qui permet de
rechercher un optimum de façon approchée, mais dont nous verrons qu'il n'est
pas exact. Dans la section 10.1.6, nous montrons que la recherche d'un optimum,
avec les hypothèses précédentes, peut être ramenée à un problème d'optimisation
en nombres entiers, que le logiciel dédié CPLEX nous permettra de traiter pour
des valeurs modérées des paramètres.

Dans la section 10.2, nous nous restreignons à la culture impartiale avec un
nombre impair d'électeurs, qui véri�e toutes les hypothèses précédentes. Nous
discutons les solutions trouvées pour V = 3, 5 ou 7 et C = 3, ainsi que pour
V = 3 et C = 4 (sections 10.2.1 à 10.2.4).

Dans la section 10.3, nous concluons ce chapitre en comparant le taux de
manipulabilité minimal trouvé (au sein de CMInf) avec ceux des modes de scrutin
classiques.
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10.1 Graphe d'opportunité

10.1.1 Dé�nition

Comme d'habitude, nous nous plaçons dans un espace électoral Ω. Le graphe
d'opportunité que nous allons dé�nir dans cette section est entièrement déterminé
par Ω : il exprime une structure de l'espace électoral qui est indépendante du mode
de scrutin utilisé par la suite. Dans ce cadre, nous verrons ensuite qu'une culture
est simplement représentée par une pondération sur les sommets du graphe.

Pour dé�nir le graphe d'opportunité, nous devons d'abord dé�nir le (w, c)-
pointage.

Dé�nition 10.1
Soit ω et ψ deux con�gurations distinctes, w et c deux candidats distincts.
On dit que ω (w, c)-pointe vers ψ si et seulement si :

∀v ∈ Sincω(w→ c), ωv = ψv.

Autrement dit :
∀v ∈ V, ωv 6= ψv ⇒ c Pv(ωv) w.

Si un électeur présente un état di�érent dans ω et ψ, il préfère c à w dans ω.

Intuitivement, cette propriété signi�e que si w est vainqueur dans ω et si c
est vainqueur dans ψ, alors ω est manipulable en faveur de c vers ψ : en e�et,
les électeurs qui préfèrent c à w peuvent changer leur bulletin a�n de produire la
con�guration ψ.

Par exemple, considérons les con�gurations suivantes.

ω :

a b c

b c b

c a a

ψ :

a b c

b c a

c a b

La con�guration ω (b, c)-pointe vers ψ : en e�et, le seul électeur qui change d'état
préfère c à b dans ω. Il serait donc néfaste pour un mode de scrutin de désigner
comme vainqueur b dans ω et c dans ψ : en e�et, comme ω (b, c)-pointe vers ψ,
cela impliquerait que la con�guration ω soit manipulable.

Dans l'exemple ci-dessus, la con�guration ω (a, c)-pointe et (a, b)-pointe éga-
lement vers ψ. Ce (a, b)-pointage nous donne l'occasion d'insister sur le fait que
chaque électeur modi�é (l'unique électeur modi�é, en l'occurrence) préfère par
hypothèse b à a dans la con�guration de départ ω, mais pas nécessairement dans
celle d'arrivée ψ. Ainsi, si un mode de scrutin désignait a dans ω et b dans ψ, le
dernier électeur pourrait manipuler la con�guration ω en faveur de b en faisant
descendre b dans son ordre de préférence ! Une telle situation n'est pas du tout
à exclure : certains modes de scrutin largement répandus, comme l'uninominal à
deux tours ou VTI, présentent de tels défauts de monotonie.

Plus généralement, on n'a pas seulement une implication du pointage vers
la manipulabilité mais l'équivalence suivante, qui est une simple relecture de la
dé�nition de la manipulabilité.

Proposition 10.2
Soit f : Ω→ C un SVBE, ω et ψ deux con�gurations distinctes.
Le système f est manipulable en ω vers ψ si et seulement si ω (f(ω), f(ψ))-

pointe vers ψ.
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Cette remarque va nous permettre de reformuler les questions de manipulabi-
lité comme des problèmes de graphe.

Dé�nition 10.3
Considérons le multigraphe étiqueté (Ω, E, e : E → C2) dé�ni de la façon

suivante.
� Les sommets du graphe sont les états ω ∈ Ω.
� E est l'ensemble des arêtes (edges).
� e est une fonction qui, à chaque arête, associe une étiquette qui est un

couple de candidats.
� Un sommet ω possède une arête étiquetée (w, c) vers un sommet ψ si et

seulement si la con�guration ω (w, c)-pointe vers ψ.
Le multigraphe étiqueté obtenu est appelé le graphe d'opportunité de l'espace

électoral Ω.

Il s'agit d'un multigraphe : il est a priori tout à fait possible qu'un sommet ω
possède plusieurs arêtes vers un sommet ψ avec des étiquettes di�érentes, comme
nous l'avons déjà vu.

Un SVBE f : Ω→ C est alors vu comme une fonction qui, à chaque sommet ω
du graphe d'opportunité, associe un élément de C. L'indicatrice de manipulabilité
de f en ω, déjà notée MCf (ω), est une fonction booléenne sur les sommets qui
vaut 1 en un sommet ω si et seulement s'il existe au moins un sommet ψ vers
lequel le sommet ω possède l'arête étiquetée (f(ω), f(ψ)).

Le graphe d'opportunité est une représentation qui permet d'étudier le taux
de manipulabilité : si l'on se donne une loi de probabilité π sur l'espace électoral, il
su�t de pondérer chaque sommet ω par un poids π(ω). Le taux de manipulabilité
de f est alors le poids total des sommets manipulables selon f :

τMC(f) =
∑
ω∈Ω

MCf (ω)π(ω).

Chercher un mode de scrutin de taux de manipulabilité minimal et respectant
une certaine contrainte (par exemple Cond) signi�e chercher une fonction f qui
minimise le poids total des sommets manipulables parmi celles véri�ant cette
contrainte.

Le problème se simpli�e au moins dans les trois cas suivants, qui permettent
de � nettoyer � le graphe, c'est-à-dire d'enlever des arêtes non pertinentes sans
altérer sa validité pour la recherche d'un optimum.

� Si la contrainte choisie implique qu'une con�guration ω ait pour vainqueur
un certain w0, alors pour w 6= w0, il est inutile de considérer les arêtes
(w, c) sortantes de ω.

� Si on sait qu'une con�guration ω est nécessairement manipulable (à cause
de la contrainte choisie), alors il est inutile de considérer les arêtes sortantes
de ω.

� Si un événement A ⊂ Ω a une probabilité nulle, alors pour toute con�gura-
tion ω ∈ A, il est inutile de considérer ses arêtes sortantes : en e�et, rendre
ω manipulable n'augmente pas le taux de manipulabilité. En revanche,
ses arêtes entrantes sont importantes car ω pourrait rendre manipulables
certaines con�gurations ω′ de probabilité non nulle qui pointent vers ω.

10.1.2 Restriction aux modes de scrutin Condorcet

Par le corollaire 2.23 des théorèmes de condorci�cation, on sait qu'il est in-
téressant de chercher un mode de scrutin qui, au sein de la classe de ceux qui
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ψ Condorcet ψ semi-Condorcet ψ non admissible

ω Condorcet (vainqueur w0) non pour w = w0

ω semi-Condorcet pour tout w

ω non admissible non

Table 10.1 � Recherche d'un mode de scrutin Condorcet optimal : (w, c)-
pointages à considérer de ω vers ψ.

véri�ent Cond, possède une manipulabilité minimale. En e�et, un tel mode de
scrutin présentera un taux de manipulabilité minimal dans la classe plus large des
modes de scrutin qui véri�ent CMInf .

Pour cette contrainte particulière (Cond), les deux premières simpli�cations
vues plus haut deviennent les suivantes.

� Si ω possède un vainqueur de Condorcet w0, on sait que w0 est nécessai-
rement élu dans ω donc pour w 6= w0, il est inutile de considérer les arêtes
sortantes (w, c).

� Si ω est une con�guration non admissible, on sait qu'elle est nécessairement
manipulable, donc il est inutile de considérer ses (w, c)-pointages sortants.

De plus, si ω et ψ possèdent un vainqueur de Condorcet, alors ω ne peut pas être
manipulable vers ψ, donc il est inutile de considérer les arêtes de ω vers ψ.

La table 10.1 récapitule quelles arêtes doivent être considérées pour rechercher
un mode de scrutin Condorcet de manipulabilité minimale.

En résumé, les con�gurations Condorcet se simpli�ent parce qu'on connaît
déjà le vainqueur ; et les con�gurations non admissibles, parce qu'on connaît déjà
leur manipulabilité (égale à Vrai). On peut, d'ailleurs, remarquer que toute con�-
guration possédant un vainqueur de Condorcet résistant est également un cas
simple, puisqu'on connaît aussi sa manipulabilité (égale à Faux) ; en pratique,
cela se traduit par le fait qu'une telle con�guration n'a pas d'arête sortante, une
fois le graphe nettoyé comme indiqué.

Les con�gurations semi-Condorcet (avec au moins un candidat Condorcet-
admissible, mais sans vainqueur de Condorcet) sont les plus délicates : en e�et,
ni leur vainqueur ni leur manipulabilité ne sont connus a priori.

10.1.3 Con�gurations semi-Condorcet de probabilité nulle

À présent, nous ajoutons l'hypothèse que l'ensemble des con�gurations semi-
Condorcet a une probabilité nulle. C'est le cas, en particulier, si le nombre d'élec-
teurs est impair et si les préférences sont presque sûrement des ordres stricts
totaux. Concernant cette dernière hypothèse, il peut en être ainsi soit parce que
les autres relations binaires sont considérées comme impossibles dans l'espace élec-
toral considéré, comme dans celui des ordres stricts totaux, soit parce qu'elles sont
autorisées mais de probabilité nulle dans la culture étudiée : c'est notamment le
cas si les préférences dérivent d'utilités et que la probabilité d'avoir deux utilités
égales est nulle, comme dans toutes des cultures des chapitres 7 et 8. Il s'agit donc
d'un cas particulier important.

Comme on le remarquait en section 10.1.1, cela implique qu'on peut ignorer
les arêtes sortantes des con�gurations semi-Condorcet, puisque leur manipulabilité
n'a aucune in�uence sur le taux de manipulabilité.

Cependant, a priori, une con�guration semi-Condorcet ψ pourrait rendre ma-
nipulable une con�guration ω de probabilité non nulle. A�n de contourner ce
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ψ Condorcet ψ semi-Condorcet ψ non admissible

ω Condorcet (vainqueur w0) non pour w = w0

ω semi-Condorcet non

ω non admissible non

Table 10.2 � Recherche d'un mode de scrutin Condorcet optimal : (w, c)-
pointages à considérer de ω vers ψ, si les con�gurations semi-Condorcet ont une
probabilité nulle. Sans altérer l'optimalité, on impose que le vainqueur de chaque
con�guration semi-Condorcet soit un candidat Condorcet-admissible arbitraire.

risque, nous ajoutons la contrainte suivante : pour toute con�guration semi-
Condorcet, le vainqueur est un candidat Condorcet-admissible arbitraire. Ainsi,
une con�guration semi-Condorcet ne peut rendre manipulable ni une con�gura-
tion non admissible (qui est manipulable de toute façon) ni une con�guration
Condorcet (car le béné�ciaire d'une telle manipulation continuerait d'avoir une
défaite contre le vainqueur de Condorcet, donc ne pourrait pas être Condorcet-
admissible, lemme 2.6). En imposant cette propriété supplémentaire, on peut aussi
ignorer les arêtes entrantes des con�gurations semi-Condorcet et �nalement igno-
rer totalement ces con�gurations.

Pour la recherche d'un mode de scrutin de taux de manipulabilité minimal,
cette hypothèse n'altère en rien l'optimalité du système trouvé : en e�et, pour
tout mode de scrutin optimal, les considérations précédentes montrent que si on le
modi�e en désignant un candidat Condorcet-admissible pour toute con�guration
semi-Condorcet, alors le système obtenu possède exactement le même taux de
manipulabilité.

La table 10.2 résume les arêtes qu'on peut se contenter de considérer avec ces
nouvelles hypothèses. Il s'agit maintenant d'un graphe étiqueté bipartite, puisque
les arêtes proviennent uniquement des con�gurations Condorcet pour aller uni-
quement vers des con�gurations non admissibles.

Quand ω (w, c)-pointe vers ψ, il est à présent inutile de préciser w, puisque
dans le graphe nettoyé, le candidat considéré est nécessairement le vainqueur de
Condorcet dans ω. Par conséquent, on dira simplement que ω c-pointe vers ψ (ce
qui sous-entend que ω est une con�guration Condorcet et ψ une con�guration ).

La �gure 10.1 montre une représentation d'un graphe d'opportunité de ce
type. Il s'agit d'un exemple simpli�é, qui ne correspond pas forcément à un espace
électoral particulier. Chaque con�guration ωi est Condorcet, chaque con�guration
ψj est non-Condorcet. Les con�gurations semi-Condorcet ou résistantes ne sont
pas représentées car elles n'ont aucune importance pour le problème à résoudre.
A�n de représenter graphiquement l'arête étiquetée c d'une con�guration ω vers
une con�guration ψ, on munit ψj d'une � prise � notée ψj .c et on � branche � la
con�guration ωi sur la prise ψj .c.

Le graphe se lit de la façon suivante : par exemple, dans la con�guration ψ2, si
le candidat 2 est désigné comme vainqueur par un certain mode de scrutin, alors
les con�guration ω4 et ω5 deviennent manipulables : on dira aussi qu'elles sont
contaminées. Le problème revient alors à choisir exactement une prise pour chaque
con�guration ψ tout en minimisant le poids total des con�gurations contaminées
(ou plus simplement leur cardinal, si les con�gurations Condorcet sont en nombre
�ni et munies de la probabilité uniforme).
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ω1

ω2

ω3

ω4

ω5

ω6

ω7

ω8

ψ1

ψ1.1

ψ1.2

ψ1.3

ψ2

ψ2.1

ψ2.2

ψ2.3

ψ3

ψ3.1

ψ3.2

ψ3.3

ψ1.3

ψ2.2

ψ3.1

ω4

ω5

Figure 10.1 � Type de graphe utilisé pour la recherche d'un mode de scrutin
Condorcet optimal, dans un espace électoral discret où les con�gurations semi-
Condorcet sont de mesure nulle. Trait bleu discontinu : un résultat possible de
l'algorithme glouton. Trait rouge épais : l'optimum global.

10.1.4 Restriction aux modes de scrutin ordinaux

Les théorèmes de tranchage (5.9 et 5.10) et leurs combinaisons avec les théo-
rèmes de condorci�cation (5.12 et 5.15) nous suggèrent de chercher un optimum
parmi les modes de scrutin qui, non seulement respectent le critère de Condor-
cet, mais sont également ordinaux (au sens où ils ne dépendent que des relations
binaires de préférence, même si celles-ci ne sont pas des ordres). En e�et, si la
culture est décomposable, un tel optimum présentera un taux de manipulabilité
minimal dans la classe plus large des modes de scrutin qui véri�ent CMInf et
qui ne sont pas nécessairement ordinaux (théorème d'optimalité 5.15). Nous pou-
vons donc ajouter l'hypothèse que le graphe d'opportunité est �ni. Dans ce cas, il
existe un nombre �ni de modes de scrutin possibles, donc il existe nécessairement
au moins un mode de scrutin dont le taux de manipulabilité est minimal, comme
nous l'avons déjà remarqué dans la proposition 5.14.

10.1.5 Algorithme glouton

Il est facile de concevoir un algorithme de minimisation glouton qui procède
par optimisation locale : pour chaque con�guration non-Condorcet ψj , on choisit
la prise ψj .c qui possède le moins d'arêtes entrantes. Une telle solution approchée
est représentée en trait bleu discontinu dans le �gure 10.1. Dans cet exemple, on
choisirait le candidat 1 ou 2 pour la con�guration ψ1 (ce qui contamine ω1 ou
ω2), 1 ou 3 pour la con�guration ψ2 (ce qui contamine ω3 ou ω6) et 2 ou 3 pour
la con�guration ψ3 (ce qui contamine ω7 ou ω8). Ainsi, 3 con�gurations seraient
contaminées.

Cependant, cet algorithme n'est pas optimal pour un graphe général de ce
type : sur la �gure 10.1, on a représenté en rouge et en caractères gras la solution
optimale, qui est strictement meilleure. En choisissant le candidat 3 pour ψ1,
2 pour ψ2 et 1 pour ψ3, on ne contamine que 2 con�gurations, ω4 et ω5.
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Dans le cas général d'un multigraphe étiqueté du type présenté dans la �-
gure 10.1, il est probable que le problème à résoudre soit NP-di�cile. Cela n'ex-
clut pas, a priori, que le problème puisse se simpli�er, par exemple, pour le sous-
ensemble des graphes obtenus comme graphes d'opportunité de chaque espace
électoral des ordres stricts totaux (pour tout V impair et tout C). Mais il serait
tout de même surprenant qu'on échappe à des situations pathologiques comme
celle de la �gure 10.1 et on peut d'ores et déjà s'attendre à ce que l'algorithme
glouton ne soit pas optimal.

10.1.6 Approche exacte : optimisation linéaire en nombres
entiers

Pour résumer, nous recherchons des modes de scrutin véri�ant CMInf et
dont le taux de manipulabilité soit minimal. On peut restreindre la recherche aux
modes de scrutin ordinaux (si la culture est décomposable) et véri�ant le critère
de Condorcet. En outre, nous supposons que les con�gurations semi-Condorcet
sont de mesure nulle et, dans celles-ci, nous imposons que le vainqueur soit un
candidat Condorcet-admissible arbitraire, sans altérer l'optimalité du mode de
scrutin obtenu.

Dans ce cadre, notre problème peut se ramener à un problème d'optimisation
linéaire en nombres entiers de la façon suivante.

� Pour chaque couple (ψ, c), où ψ est une con�guration non admissible et
c un candidat, on déclare la variable entière W (ψ, c) qui vaut 1 si c est
choisi comme vainqueur pour ψ et 0 sinon.

� Pour chaque con�guration Condorcet ω, on déclare la variable entière
MC(ω) qui vaut 1 si ω est manipulable et 0 sinon.

� Pour chaque con�guration non admissible ψ, il y a un unique vainqueur,
ce qu'on traduit par la contrainte

∑
cW (ψ, c) = 1.

� Pour chaque triplet (ω, ψ, c) tel que ω c-pointe vers ψ, on sait que si
W (ψ, c) = 1, alors MC(ω) = 1, ce qu'on traduit par la contrainte MC(ω) ≥
W (ψ, c).

� L'objectif est de minimiser
∑
ω π(ω)MC(ω).

L'avantage de cette formulation est qu'il existe des logiciels génériques qui im-
plantent des algorithmes performants pour résoudre les problèmes d'optimisation
linéaire en nombres entiers. À di�érents stades de notre travail, nous avons utilisé
AIMMS puis IBM ILOG CPLEX Optimization Studio, qui utilisent tous deux le
moteur CPLEX.

L'inconvénient de notre problème est qu'il nécessite un nombre de variables
élevé. Par exemple, dans l'espace électoral des ordres stricts totaux avec V impair,
il est compris entre (C!)V et C × (C!)V . En e�et, il y a une variable pour chaque
con�guration Condorcet et C variables pour chaque con�guration non admissible
(il n'y a pas de con�guration semi-Condorcet dans ce cas). Le problème n'est
donc raisonnablement traitable que pour de très petites valeurs des paramètres.
Cependant, nous allons voir que les cas exploitables en pratique sont déjà riches
d'enseignements sur les modes de scrutin optimaux en général.

10.2 Modes de scrutin optimaux pour de faibles
valeurs de V et C

À présent, nous considérons la culture impartiale : les électeurs ont donc
presque sûrement un ordre strict total de préférence, ils sont indépendants, et
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la culture est neutre (et anonyme). Cette culture véri�e donc bien les hypothèses
précédentes. Dans ce cas particulier, il n'y a pas de con�guration semi-Condorcet,
donc les con�gurations non admissibles sont exactement les con�gurations non
Condorcet. De plus, les con�gurations sont équiprobables, donc minimiser le poids
total des con�gurations contaminées revient simplement à minimiser leur cardinal.

10.2.1 V = 3 et C = 3 : des optima comme s'il en pleuvait

Pour V = 3 électeurs et C = 3 candidats, il y a (C!)V = 216 con�gurations
dans l'espace électoral et Ccard(Ω) ' 10103 modes de scrutin possibles au total
(en incluant ceux qui ne véri�ent pas le critère de Condorcet). Il est, cependant,
possible de traiter le problème à la main, ce qui est intéressant pour forger l'in-
tuition et va nous permettre de prouver un résultat plus général que la simple
identi�cation d'un optimum par la force brute de CPLEX.

Lemme 10.4
Sur les (C!)V = 216 pro�ls possibles, il y a 12 pro�ls non-Condorcet. Il s'agit

du pro�l suivant :

ψ :

a b c

b c a

c a b

et de ses variantes par permutation des électeurs et/ou des candidats.

La con�guration ψ est un exemple minimal du classique paradoxe de Condor-
cet : a bat b, qui bat c, qui bat a.

Démonstration. Pour qu'un pro�l soit non-Condorcet, il faut que les candidats en
tête soient tous distincts, sinon le candidat placé en tête deux fois est vainqueur
de Condorcet. Quitte à échanger b et c, supposons que l'électeur qui place a en
tête préfère b à c. En comptant également l'électeur qui place b en tête, b est
donc assuré d'une victoire contre c ; donc il est nécessaire d'avoir une victoire de
a contre b et une victoire de c contre a. Il est alors facile de conclure qu'on est
dans la con�guration ψ.

Pour chaque mode de scrutin véri�ant le critère de Condorcet, il s'agit uni-
quement de choisir le vainqueur dans chaque pro�l non Condorcet. Ainsi, il n'y a
� que � C12 = 531 441 modes de scrutin véri�ant le critère de Condorcet.

Avant d'aller plus loin sur le cas V = 3 et C = 3, on remarque le lemme facile
suivant, qui est vrai en général, pas seulement pour cette valeur des paramètres.

Lemme 10.5
Pour qu'une con�guration ω, de vainqueur de Condorcet w, c-pointe vers un

con�guration ψ, il est nécessaire que w soit préféré à c dans ψ par une majorité
stricte d'électeurs.

Démonstration. C'est une simple reformulation du lemme 2.6. Dans ω, une ma-
jorité d'électeurs préfèrent w à c. Or, ces électeurs ne peuvent pas changer d'état
dans ψ.

Nous allons, à présent, procéder par une petite série de lemmes assez simples
pour traiter le cas V = 3 et C = 3.
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Lemme 10.6
La con�guration ψ ci-dessus n'est a-pointée que par le pro�l suivant :

ω :

a b c

c c a

b a b

,

dont le vainqueur de Condorcet est c.

Démonstration. Soit ω un pro�l qui a-pointe vers ψ et w son vainqueur de Condor-
cet. En vertu du lemme 10.5, il faut que w possède une victoire contre a dans ψ : ce
candidat w est donc nécessairement c. Dans ω, il y a donc au moins deux électeurs
qui préfèrent c à a, et par a-pointage, leur bulletin ne change pas dans ψ. Comme
seuls les deux derniers électeurs préfèrent c à a dans ψ, il s'agit nécessairement de
ceux-là : ils ont donc le même bulletin dans ω. Reste à déterminer le bulletin du
premier électeur, sachant que, par hypothèse, il préfère a à c. S'il place b en tête,
c'est b qui est vainqueur de Condorcet (exclus) et s'il place b en milieu de liste, il
s'agit de la con�guration ψ. Il place donc nécessairement b en �n de bulletin.

On en déduit immédiatement que ψ n'est b-pointée ou c-pointée que par un
pro�l, obtenu à partir de ω par permutation des rôles.

Lemme 10.7
En reprenant les notations précédentes, la con�guration ω, de vainqueur de

Condorcet c, ne pointe que vers la con�guration ψ.

Démonstration. Supposons que ω b-pointe vers une certaine con�guration. Dans
celle-ci, le premier et le dernier électeur, qui préfèrent c à b, sont conservés. Comme
leurs bulletins ne sont pas des permutations circulaires l'un de l'autre, il est im-
possible d'obtenir un pro�l non-Condorcet ainsi (lemme 10.4).

Supposons, à présent, que ω a-pointe vers une certaine con�guration. Dans
celle-ci, les deux derniers électeurs, qui préfèrent c à a, sont conservés. Or on
sait (lemme 10.4) que pour obtenir une con�guration non-Condorcet, il faut que
les bulletins soient des permutations circulaires les uns des autres, donc la seule
con�guration possible est ψ.

Proposition 10.8
En culture impartiale, pour V = 3 et C = 3, tous les SVBE véri�ant le critère

de Condorcet ont le même taux de manipulabilité : 24
216 = 1

9 ' 11,11 % .

Démonstration. La composante connexe du pro�l ψ contient exactement trois
pro�ls Condorcet, ω, ω′ et ω′′, comme on l'a représenté sur la �gure 10.2. En
e�et, seuls ces trois pro�ls pointent vers ψ (lemme 10.6) et aucun d'eux ne pointe
vers un autre pro�l (lemme 10.7).

Par conséquent, le graphe contient exactement 12 composantes connexes non
réduites à un singleton. Les autres composantes sont obtenues à partir de la
�gure 10.2 par permutation des électeurs et/ou des candidats.

Dans la composante représentée, quel que soit le vainqueur choisi pour le pro-
�l ψ, cela contamine un, et exactement un, pro�l Condorcet. Ainsi, les pro�ls
manipulables sont les 12 pro�ls non-Condorcet et les 12 pro�ls Condorcet conta-
minés : le taux de manipulabilité est 24

216 .

Dans la section 2.8, nous avions a�rmé de manière péremptoire que, dans
l'espace électoral des ordres stricts totaux, il n'existe pas de SVBE Condorcet qui
atteigne la borne supérieure de manipulabilité que nous avions donnée, c'est-à-dire
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ω :

a b c

c c a

b a b

ω′ :

a b c

b a a

c c b

ω′′ :

a b c

b c b

c a a

ψ.a

ψ.b

ψ.c

ψ :

a b c

b c a

c a b

Figure 10.2 � Une composante connexe du graphe pour V = 3 et C = 3.

qui soit manipulable dans toutes les con�gurations non résistantes. La �gure 10.2
permet de prouver ce fait : en e�et, le pro�l ψ ne peut pas contaminer en même
temps ω, ω′ et ω′′. Comme ces pro�ls n'ont aucun autre moyen d'être contaminés
(lemme 10.7), il est impossible qu'ils soient manipulables tous les trois. Il est, par
ailleurs, facile de montrer que ces pro�ls sont non-résistants, puisqu'en vertu du
graphe de la �gure 10.2, chacun d'entre eux peut être manipulable.

10.2.2 V = 5 et C = 3 : CVTI et c'est tout !

Pour V = 5 électeurs et C = 3 candidats, il est di�cile de certi�er l'optimum
global à la main, mais on peut, au moins, e�ectuer manuellement l'algorithme
glouton. En fait, on va voir que, dans ce cas, le résultat est le même. L'approche
manuelle va donc nous permettre d'avoir une meilleure compréhension du mode
de scrutin optimal.

Parmi les (C!)V = 7 776 pro�ls possibles, il est facile de montrer, par énumé-
ration manuelle à symétries près, que 540 pro�ls sont non-Condorcet. D'une part,
on a le pro�l suivant :

ψ :

a a b b c

b b c c a

c c a a b

et ses 180 variantes par permutation des électeurs et/ou des candidats. D'autre
part, on a le pro�l suivant :

χ :

a a b b c

b c c c a

c b a a b

et ses 360 variantes par permutation des électeurs et/ou des candidats. Le premier
pro�l ψ possède deux fois moins de variantes que le second χ car il a une symétrie
interne supplémentaire, celle consistant à échanger les deux premiers électeurs.

En appliquant les mêmes techniques que pour V = 3 électeurs, il est humai-
nement possible de prouver qu'il existe un seul pro�l qui a-pointe vers ψ, un seul
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pro�l qui a-pointe vers χ, et qu'il s'agit du même pro�l ω :

ω :

a a b b c

c c c c a

b b a a b

,

dont le vainqueur de Condorcet est c.
Il n'est guère plus di�cile de montrer qu'en revanche, il y a strictement plus

d'un pro�l qui b-pointe (ou qui c-pointe) vers ψ (ou vers χ). Ainsi, en utilisant
l'algorithme glouton, on doit avoir f(ψ) = f(χ) = a, ce qui rend manipulable
uniquement le pro�l ω. On pourra, d'ailleurs, remarquer que ce pro�l ω est
également rendu manipulable par le pro�l obtenu en échangeant les deux pre-
miers électeurs de χ. Par conséquent, l'algorithme glouton contamine ω et ses
variantes par permutation, c'est-à-dire 180 pro�ls Condorcet. Au total, il y a
donc 360 + 180 + 180 = 720 pro�ls manipulables et le taux de manipulabilité est
720

7 776 = 5
54 ' 9,26 %.

L'utilisation de CPLEX permet d'établir qu'il s'agit, en fait, d'un optimum
global. Pour savoir si cette optimum est unique, on demande ensuite à CPLEX de
trouver l'optimum soit avec la contrainte supplémentaire W (ψ, a) = 0, soit avec
la contrainte supplémentaire W (χ, a) = 0, c'est-à-dire qu'on interdit au candidat
a d'être vainqueur en ψ ou en χ. Dans les deux cas, on constate que le taux
de manipulabilité optimal trouvé est strictement supérieur à 720

7 776 = 5
54 . Il est

donc obligatoire, pour un mode de scrutin optimal, d'élire le candidat a en ψ et
en χ. Par argument de symétrie, il y a donc aussi unicité du vainqueur possible,
dans un mode de scrutin optimal, pour tout pro�l obtenu à partir de ψ ou χ par
permutation des électeurs et/ou des candidats. L'optimum exhibé précédemment
est donc unique.

Par ailleurs, on constate que le mode de scrutin obtenu est CVTI : en e�et, il
su�t de véri�er que, dans les pro�ls ψ et χ ci-dessus, le mode de scrutin donne
le même résultat que VTI, ce qui est le cas. Pour V = 5 et C = 3, comme il n'y
a jamais d'égalité entre plusieurs candidats en CVTI (ou en VTI), la question de
la règle de départage utilisée ne se pose pas : CVTI dé�nit donc parfaitement la
solution de manière non ambiguë, et celle-ci est anonyme et neutre. On résume
toutes ces observations par la proposition suivante et son corollaire immédiat.

Proposition 10.9
On considère l'espace électoral des ordres stricts totaux pour V = 5 et C = 3,

muni de la culture impartiale.
Parmi les SVBE véri�ant le critère de Condorcet, CVTI est l'unique système

possédant un taux de manipulabilité minimal.

Corollaire 10.10
On considère un espace électoral probabilisé avec V = 5 et C = 3. On sup-

pose que la culture est décomposable (par exemple, parce que les électeurs sont
indépendants) et que la loi de probabilité induite sur le pro�l P est la culture
impartiale.

Parmi les modes de scrutin véri�ant CMInf , CVTI possède un taux de mani-
pulabilité minimal, qui est égal à 720

7 776 = 5
54 =' 9,26 %. C'est le seul système qui

possède cette propriété, est un SVBE et véri�e le critère de Condorcet. En outre,
il est anonyme et neutre (cf. section 1.2.2).

Par ailleurs, nous allons voir que le mode de scrutin optimal ne peut, dans
ce cas, se reposer uniquement sur la matrice des duels. En e�et, le pro�l χ vu
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précédemment possède la matrice des duels suivante :

D(χ) a b c

a � 3 2

b 2 � 3

c 3 2 �

Celle-ci est invariante quand on applique aux candidats la permutation circulaire
(a→ b→ c→ a). En particulier, c'est la même matrice majoritaire pour le pro�l :

χ′ :

b b c c a

a c a a b

c a b b c

,

qui est obtenu à partir de χ par cette permutation.
Le mode de scrutin optimal, dont nous avons montré qu'il s'agit de CVTI pour

ces paramètres, ne peut pas être basé uniquement sur la matrice majoritaire : il
désigne comme vainqueur a dans χ et b dans χ′.

Plus formellement, considérons un mode de scrutin f dont le résultat ne dépend
que de la matrice majoritaire. Ce mode de scrutin peut utiliser une règle de
départage basée sur l'identité des candidats et/ou sur la matrice majoritaire, mais
pas sur les préférences détaillées des électeurs : par exemple, il peut départager
les candidats par ordre alphabétique ou par ordre d'indice, comme dans SVVAMP.
Un tel mode de scrutin f doit alors désigner le même vainqueur dans χ et dans
χ′ et il n'est donc pas optimal.

À nos yeux, une conséquence importante de cette étude de cas est que dans la
classe CMInf , aucun mode de scrutin dont le résultat ne dépend que de la matrice
des duels ne peut être optimal pour V = 5 et C = 3. En e�et, nous venons de
prouver cette a�rmation pour les systèmes Condorcet. Pour un système non-
Condorcet qui ne dépend que de la matrice majoritaire, il su�t de remarquer
que sa condorci�cation (qu'on sait au plus aussi manipulable que l'original) ne
dépend que de la matrice des duels également ; donc il ne saurait être optimal.
Cette constatation exclut notamment Condorcet-doyen, PO, CSD, Maximin, ainsi
que les méthodes de Baldwin, Borda, Black (Condorcet-Borda), Nanson, Kemeny
et Schulze.

10.2.3 V = 7 et C = 3 : bien choisir la règle de départage de
CVTI

Pour V = 7 électeurs et C = 3 candidats, il devient extrêmement douloureux
de gérer le problème à la main. Il y a (C!)V = 279 936 pro�ls au total. Et surtout,
il y a 7 types de pro�ls non-Condorcet (à permutation des électeurs et/ou des
candidats près), au lieu d'un ou deux types dans les cas précédents. Rappelons
que, pour chacun de ces pro�ls non-Condorcet, il faut considérer tous les pro�ls
Condorcet qui pointent vers lui.

Nous avons donc recours à des calculs par ordinateur. L'algorithme glouton
trouve un mode de scrutin possédant un taux de manipulabilité de 13,46 %.
CPLEX trouve une solution optimale avec un taux de 31 920

279 936 = 665
5832 ' 11,40 %.

L'algorithme glouton n'est donc pas optimal dans ce cas.

A�n d'étudier les propriétés de l'ensemble des solutions, on peut utiliser
CPLEX en imposant des contraintes supplémentaires. Par exemple, on peut
imposer la valeur W (ψ, c) = 0 pour un certain ψ et un certain c : si l'optimum
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n'est plus atteignable dans ce cas, cela signi�e qu'il est nécessaire que c soit
vainqueur en ψ.

On peut aussi chercher les systèmes de votes qui sont optimaux dans la classe
plus restreinte de ceux qui sont anonymes, neutres ou les deux. Par exemple,
pour trouver un optimum anonyme, on quotiente le graphe d'opportunité par
la relation d'équivalence qui consiste, pour deux con�gurations, à être déduites
l'une de l'autre par permutation des électeurs. Pour trouver un optimum neutre,
on quotiente le graphe d'opportunité par permutation des candidats ; il faut alors
prendre garde à modi�er le c-pointage en conséquence.

Le taux de manipulabilité minimal trouvé par CPLEX pour un mode de scrutin
anonyme et neutre est 31 920

279 936 = 665
5832 ' 11,40 % : il s'agit donc d'un optimum,

même parmi les modes de scrutin qui ne sont pas forcément anonymes et/ou
neutres.

La table 10.3 résume les principales conclusions de cette étude. Pour chacun
des 7 types de pro�l non-Condorcet (à permutation des électeurs et/ou des candi-
dats près), on donne une condition nécessaire sur le vainqueur pour que le mode
de scrutin soit optimal, éventuellement en ajoutant la contrainte d'anonymat et
de neutralité.

Prenons l'exemple du pro�l ψ4. Pour un mode de scrutin optimal, on lit dans
la colonne f de la table 10.3 qu'il est nécessaire que le vainqueur soit a ou b.
Si, en outre, on exige que le mode de scrutin soit anonyme et neutre, alors on
lit dans la colonne fa&n de la table 10.3 que le vainqueur est nécessairement b.
C'est loin d'être une évidence, puisque le pro�l ψ4 ne possède aucune symétrie
par rapport aux candidats. Cependant, si on impose a comme vainqueur pour un
mode de scrutin anonyme et neutre, alors on constate, par utilisation de CPLEX,
qu'il n'est plus possible d'atteindre le minimum de manipulabilité. Par ailleurs,
nous verrons que les conditions de la colonne fa&n sont, en fait, des conditions
su�santes pour obtenir un optimum.

Pour un optimum quelconque, les conditions indiquées dans la colonne f de
la table 10.3 sont seulement nécessaires : il est possible que toutes ces conditions
soient véri�ées, ainsi que leurs variantes par permutation des électeurs et/ou des
candidats, mais que le mode de scrutin obtenu ne soit pas optimal. C'est le cas,
par exemple, de CVTI muni de la règle de départage par ordre lexicographique
sur les candidats utilisée dans SVVAMP, comme nous le verrons dans la table 10.4
de la section 10.3. Ces conditions nécessaires sont ajustées, dans le sens suivant :
pour chacune d'elles, il existe un optimum qui la véri�e. Par exemple, il existe
au moins un optimum f tel que f(ψ4) = a et il en existe au moins un tel que
f(ψ4) = b. Ces conditions nécessaires permettent d'établir la proposition suivante.

Proposition 10.11
On considère l'espace électoral des ordres stricts totaux pour V = 7 et C = 3,

muni de la culture impartiale.
Quelle que soit la règle de départage utilisée, les modes de scrutin suivants ne

sont pas optimaux parmi les systèmes Condorcet : Condorcet-Bucklin, Condorcet-
Borda (méthode de Black), Condorcet-Coombs et Condorcet-BI.

Aucun mode de scrutin basé uniquement sur la matrice des duels ne peut être
optimal.

Tout mode de scrutin Condorcet optimal possède un taux de manipulabilité
de 31 920

279 936 = 665
5832 ' 11,40 % et peut être vu comme CVTI, muni d'une règle de

départage adéquate.
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Pro�l non Condorcet Matrice des duels f fa&n CVTI

ψ1 :

a a a b c c c

c c c a b b b

b b b c a a a

D(ψ1) a b c

a � 3 4

b 4 � 1

c 3 6 �

a a a

ψ2 :

a a a b c c c

b c c a b b b

c b b c a a a

D(ψ2) a b c

a � 3 4

b 4 � 2

c 3 5 �

a a a

ψ3 :

a a a b c c c

b b c a b b b

c c b c a a a

D(ψ3) a b c

a � 3 4

b 4 � 3

c 3 4 �

a a a

ψ4 :

a a a b b c c

c c c a c b b

b b b c a a a

D(ψ4) a b c

a � 3 4

b 4 � 2

c 3 5 �

a, b b a, b

ψ5 :

a a a b b c c

b c c a c b b

c b b c a a a

D(ψ5) a b c

a � 3 4

b 4 � 3

c 3 4 �

a, b b a, b

ψ6 :

a a a b b c c

c c c a a b b

b b b c c a a

D(ψ6) a b c

a � 3 5

b 4 � 2

c 2 5 �

a, b a, b a, b

ψ7 :

a a a b b c c

b c c a a b b

c b b c c a a

D(ψ7) a b c

a � 3 5

b 4 � 3

c 2 4 �

a, b a, b a, b

Table 10.3 � Solutions optimales pour V = 7 et C = 3. f : optimum quelconque.
fa&n : optimum anonyme et neutre. Lecture : pour que f soit un optimum, il faut
que f(ψ4) soit a ou b, mais les conditions présentées ne sont pas su�santes. Pour
que fa&n soit un optimum anonyme et neutre, il faut et il su�t de véri�er les
conditions de la colonne fa&n (et leurs variantes par anonymat et neutralité).
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Démonstration. D'après la table 10.3, pour que le mode de scrutin soit optimal,
il faut que le candidat a soit élu en ψ1. Or en Condorcet-Bucklin ou Condorcet-
Borda (Black), c est vainqueur.

De même, il faut que a soit vainqueur en ψ2. Or en Condorcet-Coombs ou en
BI, c est vainqueur.

Toujours d'après la table 10.3, il est nécessaire que le candidat a soit vainqueur
en ψ3. Ce pro�l possède une matrice des duels symétrique par la permutation
(a→ b→ c→ a), mais le pro�l lui-même ne possède pas de symétrie par rapport
aux candidats. Notons ψ′3 le pro�l obtenu en appliquant à ψ3 cette permutation
circulaire. Si le mode de scrutin ne dépend que de la matrice majoritaire, alors
il doit aussi désigner a en ψ′3. Mais s'il est optimal, alors le vainqueur doit être
l'image de a par la permutation e�ectuée, c'est-à-dire b. Ces deux hypothèses sont
donc incompatibles.

Dans la table 10.3, on constate que les vainqueurs autorisés pour un mode de
scrutin optimal sont toujours exactement les vainqueurs possibles par CVTI, le
vainqueur e�ectif dépendant de la règle de départage utilisée pour ce dernier. Ceci
garantit que tout optimum est une variante de CVTI (mais pas la réciproque).

Pour un optimum anonyme et neutre, CPLEX permet de s'assurer que les
conditions présentées dans la colonne fa&n de la table 10.3 sont non seulement
nécessaires mais aussi su�santes. On en déduit la proposition suivante.

Proposition 10.12
On considère l'espace électoral des ordres stricts totaux pour V = 7 et C = 3,

muni de la culture impartiale.
Quelle que soit la règle de départage anonyme et neutre utilisée, les modes de

scrutin suivants ne sont pas optimaux parmi les systèmes Condorcet : VTID, PO,
CSD, Maximin, Condorcet-Uninominal, méthodes de Baldwin, Nanson, Schulze
ou Kemeny.

Parmi les SVBE Condorcet, il en existe 4 qui sont optimaux, anonymes et
neutres. Ils peuvent tous être vus comme CVTI, muni d'une règle de départage
adéquate.

Démonstration. D'après la table 10.3, pour qu'un mode de scrutin anonyme et
neutre soit optimal, il est nécessaire que b soit élu en ψ4. Or ce n'est le cas ni en
VTID (b a�ronte c dans le premier duel et perd), ni en PO (la première victoire
validée est celle de c contre b), ni en CSD ou Maximin (b a le score le plus bas), ni
en Condorcet-Uninominal (a est vainqueur), ni en méthode de Baldwin ou Nanson
(b est éliminé au premier tour), ni en méthode de Schulze (c est meilleur que b),
ni en méthode de Kemeny (b est nécessairement derrière c).

Pour dé�nir un mode de scrutin optimal, anonyme et neutre, il est nécessaire
et su�sant de choisir le vainqueur parmi deux possibilités pour les pro�ls ψ6 et ψ7.
Il y a donc 4 modes de scrutin possibles. Tous les autres pro�ls non-Condorcet se
déduisent de ceux de la table 10.3 par anonymat et neutralité. Le fait qu'ils soient
tous une variante de CVTI est un simple cas particulier de la proposition 10.11,
que nous rappelons par souci d'exhaustivité.

Les propositions 10.11 et 10.12 excluent tous les modes de scrutin Condorcet
que nous avons étudiés hormis CVTI, quelle que soit la règle de départage utilisée
si celle-ci est anonyme et neutre. CVTI, s'il est muni d'une règle de départage
anonyme et neutre, est optimal si et seulement la règle de départage véri�e les
conditions indiquées dans la colonne fa&n de la table 10.3.

Il serait intéressant de formuler une telle règle de départage, non pas par
une énumération extensive des cas, mais par une propriété que nous pourrions
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tenter d'appliquer à d'autres cas que V = 7 et C = 3 (dé�nition intensive). Ceci
permettrait peut-être d'identi�er une version de CVTI particulièrement résistante
à la manipulation dans le cas général.

Faisons un premier essai avec la règle suivante : en cas d'égalité entre deux
candidats à un tour d'élimination, on organise un duel virtuel et on élimine le
perdant 1. Mais cette règle ne fonctionne pas. En e�et, dans les pro�ls ψ4, ψ5, ψ6

et ψ7, les candidats b et c sont en position d'élimination au premier tour et c'est b,
le perdant du duel, qui est éliminé ; puis a est vainqueur. Par permutation des
électeurs et/ou des candidats, on en déduit que cette règle de départage permet
de �xer le vainqueur de façon unique dans toute situation non-Condorcet et que le
mode de scrutin obtenu est anonyme et neutre. Mais, dans ce cas, le vainqueur en
ψ4 devrait être b et non a (table 10.3). Donc le système ne peut pas être optimal.

Considérons une autre règle de départage : si deux vainqueurs sont possibles
par CVTI, alors on organise un duel virtuel et on élit le vainqueur 2. Dans ψ4,
ψ5, ψ6 et ψ7, le vainqueur obtenu est b, donc le mode de scrutin est e�ectivement
optimal.

Cependant, cette solution n'est pas parfaitement satisfaisante. Pour qu'un
mode de scrutin anonyme et neutre soit optimal, il est nécessaire que b soit vain-
queur en ψ4 et ψ5 ; mais en ψ6 ou ψ7, choisir a convient également. La règle de
départage exhibée est donc su�sante mais pas nécessaire : pour couvrir exacte-
ment les solutions anonymes et neutres, il faudrait identi�er une règle de départage
� naturelle � (c'est-à-dire dé�nie de façon intensive et aussi concise que possible)
qui choisisse le candidat b dans les pro�ls ψ4 et ψ5 mais qui reste indécise entre a
et b dans les pro�ls ψ6 et ψ7. Nous laissons cette question pour des travaux futurs.

10.2.4 V = 3 et C = 4 : un complexe ensemble d'optima

Pour V = 3 candidats et C = 4 candidats, on pourrait croire que le problème
est plus simple car il n'y a � que � (C!)V = 13 824 pro�ls au total. Cependant,
il y a 12 types de pro�ls non-Condorcet (à permutation des électeurs et/ou des
candidats près), au lieu de 7 dans le cas précédent. En outre, nous allons voir
qu'il n'y a aucun optimum anonyme et neutre et que l'espace des solutions est,
par conséquent, plus di�cile à explorer.

L'algorithme glouton trouve un mode de scrutin possédant un taux de ma-
nipulabilité de 21,09 %. CPLEX trouve une solution optimale avec un taux de
2 688
13 824 = 7

36 ' 19,44 %. L'algorithme glouton n'est donc de nouveau pas optimal
dans ce cas. En étudiant de façon détaillée la solution que CPLEX exhibe par
défaut, nous avons pu montrer qu'elle n'était ni anonyme ni neutre. Celui-ci est
nécessairement non unique : en e�et, tout mode de scrutin qui en est déduit par
permutation des candidats en est distinct et il est également optimal.

Si on impose que la solution soit neutre, on trouve le même taux de ma-
nipulabilité. Si on impose que la solution soit anonyme, on obtient un taux de
2 712
13 824 = 113

576 ' 19,62 %. Si on impose que la solution soit anonyme et neutre, on
obtient un taux de 3 264

13 824 = 17
72 ' 23,61 %.

1. En cas d'égalité entre davantage de candidats, on peut choisir le candidat éliminé en
utilisant une règle de départage dont le duel électoral est un cas particulier : par exemple, on
élimine le candidat ayant le plus faible score de Borda dans la matrice des duels restreinte aux
candidats ex-aequo.

2. En cas d'égalité entre davantage de candidats, on peut choisir le candidat vainqueur en
utilisant une règle de départage dont le duel électoral est un cas particulier : par exemple, on
élit le candidat ayant le score de Borda le plus élevé dans la matrice des duels restreinte aux
vainqueurs potentiels.
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Il est di�cile d'étudier l'espace des solutions quelconques dans ce cas. En e�et,
leur multiplicité entraîne qu'il y a généralement 2 voire 3 candidats vainqueurs
possibles pour chaque pro�l non-Condorcet 3.

On peut, cependant, en dire davantage sur les solutions neutres. Pour cela,
considérons les pro�ls suivants.

ψ1 :

a c b

b a c

c b a

d d d

ψ2 :

a b c

b c a

c a b

d d d

Par permutation des candidats, ces deux pro�ls couvrent tous les cas où les élec-
teurs placent le même candidat en dernier et réalisent un exemple minimal de
paradoxe de Condorcet entre les trois autres candidats. Ces pro�ls se déduisent
l'un de l'autre par permutation des deux électeurs de droite.

En utilisant CPLEX, on constate qu'un optimum ne peut élire d en ψ1, ce qui
est assez intuitif puisque c'est le candidat placé en dernier par tous les électeurs.
Par symétrie du pro�l, tout candidat a, b ou c peut être désigné par un mode
de scrutin optimal. Cela revient à privilégier l'électeur 1, 2 ou 3 dans cette situa-
tion ψ1 et celles qui s'en déduisent par permutation des candidats. Pour �xer les
idées, supposons que a est désigné. Ceci désigne l'électeur 1 comme privilégié en
ψ1 et rompt également la symétrie entre les deux autres électeurs : l'électeur 2
(resp. 3) est celui pour lequel le candidat vainqueur est en seconde (resp. troisième)
position.

Dans le pro�l ψ2, l'utilisation de CPLEX nous informe qu'il n'y a alors plus
que deux vainqueurs possibles : a ou b. Autrement dit, on favorise soit le même
électeur que dans le pro�l ψ1, soit l'électeur dont le second candidat préféré est
élu en ψ1. Quand on �xe l'une ou l'autre option, CPLEX permet de déterminer
que l'optimum neutre est unique.

Comme il y a 3 choix possibles pour ψ1 et ensuite 2 choix pour ψ2, il y a 6
solutions possibles. En voyant ce chi�re, on pourrait penser qu'il s'agit d'un certain
mode de scrutin et de ses variantes par les 3! = 6 permutations des électeurs. Mais
ce n'est pas le cas. En e�et, considérons l'unique mode de scrutin optimal neutre
f obtenu pour f(ψ1) = a et f(ψ2) = a. Si on échange les deux derniers électeurs,
alors le mode de scrutin optimal obtenu est le même. Ainsi, l'orbite de f par
permutation des électeurs ne possède que 3 éléments et non 6. De même, si on
considère l'unique mode de scrutin optimal neutre g obtenu pour g(ψ1) = a et
g(ψ2) = b, son orbite ne possède que 3 éléments par permutation des candidats.
Il y a donc exactement deux solutions neutres distinctes à permutation près des
électeurs.

Les pro�ls ψ1 et ψ2 ci-dessus permettent également de comprendre intuitive-
ment pourquoi l'optimum anonyme et neutre est sensiblement plus manipulable
que l'optimum général. En e�et, si on impose l'anonymat et la neutralité, il est
nécessaire d'élire le candidat d dans ces deux pro�ls, alors qu'il est placé dernier
par tous les électeurs. On pourra rapprocher ce résultat du fait que, pour ces
valeurs des paramètres, il n'existe pas de mode de scrutin neutre, anonyme et
e�cient (voir section 1.2.2).

La proposition suivante va nous permettre de résumer les constatations faites
à ce stade.

3. Dans un mode de scrutin optimal, il y a 2 vainqueurs possibles dans 8 types de pro�ls
non-Condorcet et 3 vainqueurs possibles dans 4 types de pro�ls non-Condorcet. Ceci reste vrai
même si on impose la neutralité de la solution.
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Proposition 10.13
On considère l'espace électoral des ordres stricts totaux pour V = 3 et C = 4,

muni de la culture impartiale.
Tout mode de scrutin Condorcet optimal possède un taux de manipulabilité

de 2 688
13 824 = 19,44 %. Il existe au moins un optimum non neutre (et il n'y a pas

unicité).
Il existe exactement 6 modes de scrutin optimaux qui sont neutres. À permu-

tation des électeurs près, il y a 2 solutions distinctes. Chacune possède 3 variantes
par permutation des électeurs.

Il n'existe pas d'optimum qui soit anonyme.

À présent, nous allons présenter quelques résultats qui permettent de mettre
les solutions en rapport avec les modes de scrutin classiques.

Proposition 10.14
On considère l'espace électoral des ordres stricts totaux pour V = 3 et C = 4,

muni de la culture impartiale.
Quelle que soit la règle de départage neutre utilisée, les modes de scrutin

suivants ne sont pas optimaux parmi les systèmes Condorcet : CVTI,
Condorcet-Uninominal, CSD, Condorcet-Borda (méthode de Black), VTID,
Condorcet-Coombs, méthodes de Baldwin, Nanson et Kemeny.

Démonstration. Comme ci-dessus, notons f le mode de scrutin optimal neutre
obtenu pour f(ψ1) = a et f(ψ2) = a et g le mode de scrutin optimal neutre
obtenu pour g(ψ1) = a et g(ψ2) = b.

Considérons le pro�l suivant.

ψ :

b a d

c c a

d b b

a d c

D(ψ) a b c d

a � 2 2 1

b 1 � 2 2

c 1 1 � 2

d 2 1 1 �

Grâce à l'optimisation réalisée par CPLEX, nous avons pu déterminer que le
vainqueur doit être c, aussi bien dans f que dans g.

Or il n'est élu ni en CVTI (c est éliminé au premier tour), ni en Condorcet-
Uninominal (c n'a aucun vote), ni en CSD (c a le score le plus faible), ni en
Condorcet-Borda ou en méthode de Nanson (c a le score de Borda le plus faible),
ni en méthode de Kemeny (si on réarrange la matrice des duels avec c en première
position, il y a deux défaites d'une amplitude d'une voix au-dessus de la diagonale,
au lieu d'une seule défaite d'une seule voix si on dispose les candidats par ordre
alphabétique comme ci-dessus).

En VTID, comme c ne possède aucune voix et que tous les autres en ont au
moins une, c participe à tous les duels éliminatoires. Comme il n'est pas vainqueur
de Condorcet, il est impossible qu'il gagne chacun d'eux. Donc c ne peut pas être
élu.

En méthode de Baldwin ou en Condorcet-Coombs, pour que c soit vainqueur,
il est nécessaire qu'il soit opposé à d au dernier tour car c'est le seul candidat qu'il
peut vaincre en duel électoral. Au premier tour, il ne faut donc éliminer ni c ni d.

Or, en Condorcet-Coombs, il y a une égalité entre a, c et d au premier tour ;
mais comme ni c ni d ne doit être éliminé, c'est a qui doit être éliminé. Dans ce
cas, d est éliminé, puis c et c'est b qui est vainqueur. Donc c ne peut gagner.

En méthode de Baldwin, c'est précisément c ou d qui est éliminé au premier
tour. Donc c ne peut pas être élu.
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Proposition 10.15
On considère l'espace électoral des ordres stricts totaux pour V = 3 et C = 4,

muni de la culture impartiale.
Tout mode de scrutin optimal parmi les systèmes Condorcet peut être vu

comme Condorcet-Bucklin, Condorcet-BI, la méthode de Schulze, PO ou Maxi-
min, muni(e) d'une règle de départage adéquate.

Démonstration. A�n de ne pas alourdir l'exposé, nous donnons simplement la
méthode suivie. Pour chacun des 12 types de pro�l non-Condorcet (à permutation
des électeurs et/ou des candidats près), on détermine à l'aide de CPLEX quels
sont les candidats qui peuvent être vainqueurs dans un mode de scrutin optimal,
comme on l'avait fait dans la table 10.3 pour V = 7 et C = 3.

Dans chaque cas, on constate en pratique que l'ensemble des vainqueurs pos-
sibles est le même avec ou sans l'hypothèse de neutralité et qu'il est égal à l'en-
semble des candidats qui peuvent gagner en Condorcet-Bucklin. On véri�e ma-
nuellement que cet ensemble est inclus, d'ailleurs strictement, dans l'ensemble
des candidats qui peuvent gagner en Condorcet-BI (resp. méthode de Schulze,
PO, Maximin). Nous insistons sur le fait que cela signi�e que tout optimum est
Condorcet-Bucklin muni d'une certaine règle de départage, mais pas nécessaire-
ment que toute règle de départage rende Condorcet-Bucklin optimal (comme nous
le verrons dans la table 10.4).

La proposition précédente peut être comprise comme un argument en faveur
des cinq modes de scrutin cités. Cependant, parmi ceux-ci, certains entraînent
plus d'égalités que d'autres. Ainsi, Condorcet-Bucklin laisse le moins de marge
de man÷uvre à la règle de départage : sur les 12 types de pro�ls non-Condorcet
(à permutation près des électeurs et/ou des candidats), elle cause une 3-égalité
(c'est-à-dire une égalité entre 3 candidats) dans 4 pro�ls et une 2-égalité dans
8 pro�ls. Le système BI cause toujours une 3-égalité. La méthode de Schulze et
PO causent une 4-égalité (c'est-à-dire une égalité entre tous les candidats !) dans
6 pro�ls et une 3-égalité dans 6 pro�ls. En�n, Maximin cause une 4-égalité dans
7 pro�ls et une 3-égalité dans 5 pro�ls. Il n'est donc pas si étonnant que tout mode
de scrutin optimal puisse être vu comme Maximin muni d'une règle de départage
adéquate, puisque Maximin ne restreint que très peu l'ensemble des vainqueurs
possibles dans le cas V = 3 et C = 4.

Ainsi, nous avons pu déterminer le taux de manipulabilité minimal pour un
mode de scrutin Condorcet, et plus généralement pour un mode de scrutin véri�ant
CMInf , en culture impartiale dans quatre cas : V = 3, 5 ou 7 électeurs et C = 3
candidats ; V = 3 électeurs et C = 4 candidats. Pour davantage d'électeurs ou
de candidats, le problème est trop volumineux pour être traité sur la machine
utilisée 4.

10.3 Comparaison entre l'optimum et les modes
de scrutin classiques

À présent, nous allons comparer le taux optimum de manipulabilité (au sein
de la classe CMInf) à celui de divers modes de scrutin. On remarquera que si
on dispose du graphe d'opportunité, on peut déterminer facilement le taux de
manipulabilité de n'importe quel mode de scrutin Condorcet : en e�et, il su�t

4. Dell Precision M6600, Intel Core I7-2820QM à 2,30 GHz, 8 Mo de cache, 16 Go de RAM
à 1,33 GHz en DDR3.
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de reporter dans le graphe les vainqueurs des con�gurations non-Condorcet et de
contaminer les con�gurations Condorcet correspondantes.

Dans la table 10.4, on a indiqué les taux de manipulabilité exacts d'une variété
de modes de scrutin.

� L'optimum est obtenu par optimisation linéaire dans CPLEX, de même
que l'optimum dans la classe restreinte des systèmes Condorcet qui sont
anonymes, neutres ou les deux à la fois. Pour V = 3 et C = 3, il n'est
pas possible d'avoir un mode de scrutin anonyme et neutre car le choix
du vainqueur dans l'exemple minimal de paradoxe de Condorcet brise au
moins une symétrie (voir proposition 1.16).

� L'optimum approché est obtenu par l'algorithme glouton présenté précé-
demment.

� Pour les modes de scrutin respectant le critère de Condorcet, on utilise le
graphe d'opportunité pour déterminer exactement la manipulabilité. Pour
ceux qui sont implantés dans SVVAMP, on peut également utiliser celui-ci
avec l'option CM_option = 'exact', ce qui permet de véri�er la cohérence
des résultats obtenus.

� Pour les autres modes de scrutin, par exemple Borda ou Veto, on utilise
SVVAMP avec l'option CM_option = 'exact'.

Dans cette table, il est important de remarquer que les règles de départage
utilisées sont importantes, car on considère un faible nombre d'électeurs. Ainsi, il
est abusif de dire qu'on a représenté le taux de manipulabilité de VTI : il s'agit de
celui de VTI muni de la règle de départage utilisée dans SVVAMP, c'est-à-dire par
ordre d'indice sur les candidats. Ainsi, nous avons constaté que certains modes
de scrutin connus (notamment CVTI pour V = 7 et C = 3 ; Condorcet-Bucklin
pour V = 3 et C = 4) pouvaient être optimaux s'ils étaient munis d'une règle de
départage adéquate, mais cela n'apparaît pas dans la table 10.4. Pour des travaux
futurs, il serait intéressant de faire varier cette règle de départage.

Pour chaque valeur des paramètres, on a également indiqué le taux de pro�ls
non-Condorcet, ce qui fournissait une première borne inférieure du taux de mani-
pulabilité pour les modes de scrutin véri�ant CMInf quand nous ne connaissions
pas encore le taux optimal.

Chaque taux de manipulabilité est indiqué en caractères gras et verts s'il est
égal au taux de manipulabilité minimal dans CMInf .

Pour V = 3 et C = 3, de nombreux modes de scrutin sont optimaux, en
particulier tous ceux qui véri�ent le critère de Condorcet, comme nous l'avons
montré en section 10.2.1.

Pour V = 5 et C = 3, les modes de scrutin optimaux sont CVTI (qui coïn-
cide avec le résultat de l'algorithme glouton et qui est le seul optimal Condorcet,
comme nous l'avons montré en section 10.2.2), ainsi que VTI et SE (qui coïncide
avec l'uninominal à deux tours puisqu'il y a 3 candidats). Ce n'est pas contra-
dictoire avec ce que nous avons vu dans la section 10.2.2 : en e�et, nous avons
montré que, parmi les modes de scrutin véri�ant CMInf , CVTI est l'unique op-
timum qui est un SVBE Condorcet. Mais VTI et SE ne respectent pas le critère
de Condorcet et SE n'est pas un SVBE. Il est donc impossible qu'ils soient moins
manipulables que CVTI, mais il n'est pas interdit qu'ils aient la même manipu-
labilité. Par ailleurs, Green-Armytage et al. (2014) ont prouvé que, quand il y a
3 candidats, CVTI et VTI ont la même manipulabilité.

Pour V = 7 et C = 3, nous avons montré qu'il existe 4 modes de scrutin qui
sont optimaux parmi les systèmes Condorcet et qui sont également anonymes et
neutres. Ils peuvent tous être vus comme CVTI, muni d'une règle de départage
adéquate.
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10.3 Comparaison entre l'optimum et les modes de scrutin classiques

Populations

Nombre d'électeurs V 3 5 7 3

Nombre de candidats C 3 3 3 4

Situations non Condorcet (%) 5,56 6,94 7,50 11,11

Taux de MC (%)

Optimum 11,11 9,26 11,40 19,44

Optimum neutre 11,11 9,26 11,40 19,44

Optimum anonyme 11,11 9,26 11,40 19,62

Optimum anonyme neutre � 9,26 11,40 23,61

Optimum approché (glouton) 11,11 9,26 13,46 21,09

CVTI 11,11 9,26 12,38 21,35

VTI 11,11 9,26 12,38 21,35

SE 11,11 9,26 12,53 21,35

U2T 11,11 9,26 12,53 21,35

PO 11,11 18,52 26,56 21,09

Bald. 11,11 17,75 24,26 22,27

CBuck. 11,11 18,52 24,98 22,22

CDoy. 11,11 20,06 27,31 22,83

Nan. 11,11 20,83 27,86 22,92

CDict. 11,11 20,37 27,28 23,96

Kem. 11,11 21,60 29,26 22,92

CSD 11,11 21,60 29,26 22,92

Sch. 11,11 21,60 29,26 23,09

VTID 11,11 22,38 30,76 22,57

CCoo. 11,11 22,38 36,16 22,22

Max. 11,11 21,60 29,26 24,05

CUni. 11,11 22,38 30,76 24,83

BI 11,11 22,38 36,16 23,26

CBor. 11,11 27,01 37,76 27,78

Uni. 16,67 26,23 33,01 30,21

Buck. 13,89 28,16 40,13 23,61

Veto 26,39 32,83 35,54 50,20

Coo. 22,22 38,58 53,41 39,84

Bor. 23,61 44,37 53,36 51,39

Table 10.4 � Taux de MC exacts, en pourcents (culture impartiale). On utilise
la règle de départage par ordre d'indice, qui est celle implantée dans SVVAMP.
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10. Modes de scrutin optimaux

Pour V = 3 et C = 4, nous avons vu que CVTI ne peut pas être optimal,
même avec une règle de départage bien choisie. En revanche, tout mode de scrutin
optimal parmi les systèmes Condorcet peut être vu comme Condorcet-Bucklin,
Condorcet-BI, la méthode de Schulze, PO ou Maximin, muni(e) d'une règle de
départage adéquate.

Comme le mode de scrutin Condorcet-doyen est intuitivement le plus simple
des modes de scrutin Condorcet (avec Condorcet-dictature), il nous semble four-
nir une bonne référence pour la manipulabilité : en e�et, un mode de scrutin
plus manipulable que celui-ci présente la propriété néfaste d'être moins perfor-
mant que ce mode de scrutin, somme toute, assez peu subtil. À titre indicatif,
les taux de manipulabilité supérieurs à celui de Condorcet-doyen sont représentés
en caractères italiques et rouges dans la table. Il est notable que de nombreux
modes de scrutin (Nanson, Condorcet-dictature, Kemeny, CSD, Schulze, VTID,
Condorcet-Coombs, Maximin, Condorcet-Uninominal, Bucklin itéré, Condorcet-
Borda, Uninominal, Bucklin, Veto, Coombs et Borda) sont généralement plus
manipulables que Condorcet-doyen sur les valeurs considérées. Les seuls modes
de scrutin qui ont toujours un taux de manipulabilité plus faible dans cette table
sont celui obtenu par l'algorithme glouton, CVTI, VTI, SE, l'uninominal à deux
tours, PO, la méthode de Baldwin et Condorcet-Bucklin.
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Conclusion et perspectives

À l'heure de conclure ce mémoire, nous souhaitons revenir sur diverses no-
tions rencontrées, avec une attention particulière pour les perspectives qu'elles
suggèrent pour de futurs travaux.

Dans l'introduction de ce mémoire, nous avons rappelé ce qui nous semble
être les paradoxes fondateurs de la théorie du vote. Au triptyque relativement
traditionnel comprenant le paradoxe de Condorcet (1785), le théorème d'Arrow
(1950) et le théorème de Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975), il nous semble
qu'il faut ajouter les divers résultats d'impossibilité sur la comparaison interper-
sonnelle des utilités, qui limitent une des seules échappatoires envisageables au
théorème d'Arrow et, par là même, renforcent le résultat négatif qu'il énonce.
Nous avons rappelé que le résultat de Gibbard (1973) ne s'applique pas seule-
ment aux systèmes de vote ordinaux, contrairement à une formulation a�aiblie
du théorème qui est parfois présentée. Nous avons également évoqué le théorème
de Gibbard (1977, 1978) non déterministe, qui caractérise entièrement la non-
manipulabilité pour des systèmes de vote utilisant le hasard ; mais nous pensons
que les systèmes obtenus (en particulier la dictature aléatoire) doivent être limités
à des applications où les élections sont fréquentes et où le résultat a un impact
modéré. À l'inverse, nos travaux concernent les systèmes de vote déterministes.

Nous avons insisté, comme le fait Gibbard (1973), sur le fait que le problème de
fond lié à la manipulabilité est le défaut de straightforwardness, c'est-à-dire le fait
que les électeurs ne peuvent pas toujours défendre leur opinion de façon optimale
sans connaître les bulletins des autres électeurs. Ceci cause de nombreux doutes
au moment de voter, une asymétrie de facto entre les électeurs informés et ceux
qui ne le sont pas, des problèmes de légitimité du résultat et l'octroi d'un pouvoir
discutable aux sources d'information comme les instituts de sondage. Mais nous
avons aussi rappelé qu'une manipulabilité faible peut être vue comme une straight-
forwardness approchée, et que l'étude de la manipulabilité peut, par conséquent,
être abordée comme un moyen technique d'aborder la straightforwardness.

Tout en respectant le point de vue qui condamne l'action de manipulation,
nous avons défendu une vision peut-être moins orthodoxe qui consiste à défendre
l'attitude stratégique des électeurs et à condamner la manipulabilité, non parce
qu'on risque d'obtenir un résultat manipulé, mais parce que, par manque d'infor-
mation ou de démarche stratégique des électeurs, on risque d'obtenir un résultat
sincère qui n'est pas un équilibre de Nash fort (ENF) et qui impliquerait des re-
grets pour certains électeurs et un questionnement sur la légitimité du résultat.
Nous avons ainsi avancé qu'une manipulation facile est plutôt plus souhaitable
qu'une manipulation di�cile ; mais que la �manipulation � la plus facile survient
quand le vote sincère est stratégiquement optimal, c'est-à-dire quand la con�gu-
ration est non manipulable.
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Dans le chapitre 1, nous avons dé�ni notre formalisme, en particulier la no-
tion d'espace électoral, qui permet d'étudier en toute généralité des systèmes de
vote basés sur des ordres mais aussi sur des valeurs d'approbation, des notes ou
n'importe quel autre type d'information. Nous avons donné quelques exemples
d'espaces électoraux a�n de montrer la richesse d'un tel formalisme mais cette
liste est loin d'être limitative. Nous avons dé�ni les systèmes de vote généraux,
inspirés du formalisme des game forms de Gibbard (1973). Nous avons concentré
notre étude sur les systèmes de vote basés sur l'état, qui permettent de s'a�ran-
chir d'une éventuelle dé�nition problématique de vote sincère canonique. En e�et,
nous avons montré que, dans l'optique de limiter la manipulabilité, on pouvait se
limiter aux SVBE, généralisant ainsi un résultat de Moulin (1978) qui s'appliquait
aux espaces électoraux ordinaux. Nous avons montré comment on pouvait faire
l'aller-retour entre les systèmes généraux et les SVBE par la version basée sur
l'état d'un système général et par l'implantation canonique d'un SVBE.

Nous avons pro�té de la section 1.2.2 pour caractériser les valeurs du couple
(V,C) qui permettent d'avoir un système de vote anonyme et neutre dans l'espace
électoral des ordres stricts totaux (proposition 1.16), o�rant en cela une variation
d'un résultat de Moulin (1978) qui traitait les systèmes de vote qui sont, en outre,
e�cients.

Dans la section 1.5, nous avons rappelé les notions usuelles de vainqueur de
Condorcet relatif et de vainqueur de Condorcet faible, et nous avons dé�ni les no-
tions de vainqueur de Condorcet absolu et de candidat Condorcet-admissible, dont
la suite de ce mémoire a montré la pertinence pour l'étude de la manipulabilité.

Dans la section 1.6, nous avons présenté les modes de scrutin étudiés dans
cette thèse. Nous avons notamment dé�ni la méthode de Bucklin itérée (BI). Le
système VTI à duels (VTID), une variante du vote à tours instantanés (VTI), est
une contribution de Laurent Viennot. Nous avons également dé�ni les systèmes
Condorcet-doyen et Condorcet-dictature qui, par leur simplicité, fournissent de
bons exemples ou contre-exemples pour divers résultats théoriques.

Parmi les di�érentes notions introduites dans le chapitre 1, nous souhaitons
revenir une dernière fois sur deux d'entre elles en particulier.

Premièrement, à travers l'anonymat (section 1.2.2), et plus tard le critère du
bulletin majoritaire unisson, BulMajUni (section 3.1), nous avons vu que l'on
pouvait dé�nir des actions du groupe des permutations sur un espace électoral et
des isomorphismes de systèmes de vote. D'une manière générale, il nous semble
intéressant de dé�nir des notions qui sont stables par isomorphisme a�n d'avoir des
propriétés intrinsèques et non liées à l'étiquetage des objets. Plusieurs applications
pourraient être obtenues par une telle approche.

1. Par exemple, nous pensons que, pour certains systèmes de vote, mais pas
tous, il est possible de dé�nir un vote sincère canonique comme l'éventuelle
stratégie qui est optimale dans toute culture neutre, c'est-à-dire stable par
une certaine classe d'isomorphismes. Après avoir déminé les di�cultés théo-
riques pour dé�nir rigoureusement cette notion dans un espace électoral
quelconque, il serait intéressant d'étudier quels systèmes de vote possèdent
un tel vote sincère canonique et pour lesquels ce n'est pas le cas.

2. Par ailleurs, la notion d'isomorphisme pourrait être étendue à une notion
plus générale de morphisme de mode de scrutin qui ne soit pas forcément
un isomorphisme, c'est-à-dire pas forcément bijectif. Ceci ouvre des pers-
pectives pour examiner des transformations de systèmes de vote ou pour
établir des correspondances entre certains systèmes connus, qui pourraient
expliquer certaines similitudes de comportement.
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Deuxièmement, dans le contexte de ce mémoire, même si nous utilisons le mot
préférence par concision, le sens exact de la relation binaire c Pv w est le suivant :
si un candidat w est vainqueur sincère, alors l'électeur v est susceptible d'agir pour
que le candidat c soit vainqueur à la place. En autorisant des préférences qui ne
sont pas antisymétriques mais des relations binaires quelconques, nous avons per-
mis de modéliser une variété importante de comportements des électeurs. Nous
avons principalement vu des exemples de préférences qui violent la transitivité
voire la négative-transitivité (exemples 1.6, 1.7, 1.8). Un autre avantage possible
de notre formalisme est de permettre de combiner la manipulabilité au sens ha-
bituel (où les électeurs manipulent pour que le résultat soit plus conforme à leurs
opinions personnelles) et la corruption (où certains électeurs sont prêts à mani-
puler dans un sens ou son contraire, selon qu'ils reçoivent ou non un pot-de-vin).
Nous n'avons évoqué cette possibilité que rapidement en section 1.3 mais il y a un
champ d'étude beaucoup plus vaste dans cette direction. On peut imaginer, par
exemple, que pour chaque électeur et chaque couple de candidats (w, c), il existe
une somme d'argent minimale à partir de laquelle l'électeur accepte de participer
à une manipulation pour c contre w. Ainsi, la matrice de sa relation binaire est
remplacée par une matrice de coûts réels positifs ou nuls, où +∞ correspond à
False (jamais intéressé) et 0 correspond à True (toujours intéressé, même sans
incitation �nancière). On peut, ensuite, examiner avec quel budget total il est pos-
sible de faire gagner un candidat donné, comme il est d'usage dans les problèmes
de corruption.

Dans le chapitre 2, nous avons dé�ni le critère de la coalition majoritaire infor-
mée (CMInf), qui est le plus faible des critères majoritaires que nous avons dé�ni
par la suite. Nous avons prouvé les théorèmes faible et fort de condorci�cation 2.9
et 2.20 : si un système de vote véri�e CMInf , alors sa condorci�cation est au plus
aussi manipulable. Si, en outre, il ne véri�e pas le critère de Condorcet-résistant
(rCond), alors sa condorci�cation est strictement moins manipulable. Comme
nous l'avons vu, la version forte du théorème s'applique à une grande partie des
systèmes de vote usuels.

Pour démontrer le théorème fort de condorci�cation 2.20, nous avons intro-
duit et caractérisé la notion de vainqueur de Condorcet résistant. Cette notion
fournit une borne supérieure (ensembliste) de manipulabilité pour les systèmes
Condorcet, dont nous avons montré qu'elle était ajustée pour C ≥ 6, mais dont
nous avons vu plus tard qu'elle ne l'était pas pour C = 3 (chapitre 10). Il serait
intéressant d'étudier les valeurs de C intermédiaires a�n de disposer également
d'une borne supérieure ajustée dans ce cas.

Nous avons montré que, dans le cas général, c'est la condorci�cation absolue
qui permet de faire fonctionner les théorèmes de condorci�cation. Cependant, nous
avons également vu qu'une condorci�cation relative peut, pour l'uninominal à un
ou deux tours, diminuer la manipulabilité, y compris par rapport à la condorci�ca-
tion absolue. En revanche, la condorci�cation relative ne permet pas de diminuer
la manipulabilité de VTI, du jugement majoritaire, du vote par assentiment ou
du vote par notation. Il serait intéressant d'élargir cette investigation à l'ensemble
des systèmes de vote usuels et si possible d'identi�er une condition (s'appliquant
à autant de systèmes que possible) su�sante pour que la condorci�cation relative
soit au plus aussi manipulable que le système de vote initial, voire au plus aussi
manipulable que la condorci�cation absolue.

Comme nous l'avons vu plus tard dans les simulations (chapitres 7 à 10), la
diminution de manipulabilité o�erte par la condorci�cation n'est pas nécessaire-
ment très importante quantitativement, notamment lorsque l'on compare VTI et
sa condorci�cation CVTI. Il nous semble que les conséquences principales de ces
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théorèmes de condorci�cation sont plutôt à voir dans les corollaires 2.22 et 2.23 :
pour la recherche d'un système de vote de manipulabilité minimale au sein de la
classe CMInf , on peut restreindre l'étude aux systèmes Condorcet.

Dans le chapitre 3, nous avons établi une hiérarchie de divers critères majori-
taires pour un système de vote et nous avons montré leurs liens avec l'existence
et une certaine forme d'unicité des équilibres de Nash forts. Nous avons notam-
ment étendu des résultats de Sertel et Sanver (2004) et Brill et Conitzer (2015) en
montrant que le critère CMInf est équivalent au critère de restriction des ENF
possibles aux candidats Condorcet-admissibles, RENFA, selon lequel tout vain-
queur d'un ENF est un candidat Condorcet-admissible (� unicité � de l'équilibre).
Nous avons également étudié le critère d'existence d'ENF pour un vainqueur de
Condorcet, XENFC, selon lequel il existe un ENF dans toute con�guration de
préférence Condorcet (existence d'un équilibre). Nous avons montré que la classe
XENFC est incluse dans la classe CMIgn des systèmes véri�ant le critère de la
coalition majoritaire ignorante et contient la classe BulMaj des systèmes véri-
�ant le critère du bulletin majoritaire (dans les espaces électoraux raisonnables)
et que ces inclusions sont strictes en général. Il serait intéressant, à l'avenir, de
posséder une caractérisation simple des systèmes de vote qui véri�ent XENFC.

Par ailleurs, nous avons montré que le critère de restriction des ENF possibles
aux vainqueurs de Condorcet, RENFC, et le critère d'existence d'ENF pour un
candidat Condorcet-admissible, XENFA, sont moins � naturels � que leurs ver-
sions faibles, RENFA et XENFC respectivement, notamment parce qu'ils sont
véri�és par peu de systèmes de vote usuels, parce qu'ils n'entretiennent pas de
relations d'inclusion simple avec les autres critères et parce que ces deux critères
sont généralement incompatibles entre eux.

Nous avons examiné les critères véri�és par les systèmes de vote usuels, en
compilant des résultats classiques de la littérature et en présentant des résultats
originaux, notamment, d'une part, sur les critères CMInf et rCond et, d'autre
part, sur tous les critères pour la méthode de Bucklin itérée. Malgré nos e�orts,
quelques questions restent ouvertes : trouver une condition nécessaire et su�sante
simple sous laquelle une règle positionnelle à score (RPS) véri�e CMInf et des
conditions sous lesquelles les RPS itérées à élimination simple (RPSI-ES) et les
RPSI itérées à élimination par la moyenne (RPSI-EM) véri�ent rCond.

Dans la section 3.5, nous avons commenté de façon informelle les liens entre
les critères majoritaires et la notion d'échange d'information, notamment pour
atteindre des équilibres ou, en tout cas, pour trouver le même candidat vainqueur
que dans un équilibre. Il y a, là encore, tout un champ d'investigation possible,
en lien avec le domaine de l'algorithmique distribuée. Par exemple, on peut poser
la question suivante : étant donné un mode de scrutin, existe-t-il un algorithme
qui permette d'atteindre un ENF quand il en existe ? En exécution synchrone
sans panne, c'est évident, puisqu'on peut émuler un comportement non distribué ;
mais qu'en est-il en exécution asynchrone ? Est-il possible d'établir un algorithme
qui soit en un sens résistant aux pannes, c'est-à-dire, dans ce contexte, à la non-
collaboration de certains électeurs ? Et surtout, quelle est la meilleure complexité
en échange d'information qu'un tel algorithme puisse avoir ? En pire cas ? En
moyenne ?

Dans le chapitre 4, nous avons dé�ni la condorci�cation généralisée en nous
reposant sur la notion de famille qui est inspirée de la théorie des jeux simples.
Ceci nous a permis, notamment, d'appliquer une transformation inspirée de la
condorci�cation à des modes de scrutin qui ne véri�ent pas de critère majoritaire
particulier (théorème de condorci�cation généralisée 4.18). Nous avons comparé
la manipulabilité des condorci�cations e�ectuées avec deux familles di�érentes
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(théorème de condorci�cation comparée 4.21). En�n, nous avons dé�ni la famille
maximale d'un système de vote, c'est-à-dire la famille des coalitions qui peuvent
manipuler de manière informée pour tel ou tel candidat. Nous avons montré
que, sous certaines hypothèses, la condorci�cation utilisant cette famille maxi-
male est la moins manipulable des condorci�cations réalisées avec une familleM
telle que le système véri�eMCInf (théorème de condorci�cation maximale 4.25).
Nous avons ainsi pu établir que, pour les systèmes usuels qui véri�ent CMInf ,
la condorci�cation majoritaire est la condorci�cation maximale, et donc qu'elle
est optimale en un certain sens. En particulier, nous avons montré que (pour
un nombre d'électeurs impair et des préférences antisymétriques), les systèmes
Condorcet sont leur propre condorci�cation maximale. Nous avons aussi donné
des exemples de condorci�cation généralisée pour divers systèmes de vote violant
de façon non marginale l'anonymat et/ou la neutralité, qui ont permis de montrer
le large champ d'application des théorèmes de ce chapitre.

Pour étendre ces résultats, l'idéal serait de parvenir à un théorème de la forme
suivante : la condorci�cation maximale du système f est le système de vote le
moins manipulable (au sens large) parmi ceux qui partagent une certaine propriété
bien choisie avec f . Le théorème de condorci�cation maximale dont nous disposons
est, en quelque sorte, de cette forme, mais la propriété commune est d'être une
condorci�cation généralisée de f par une familleM telle que f véri�eMCInf . Il
serait intéressant d'avoir une propriété plus simple et plus intuitive.

Par ailleurs, les familles que nous considérons sont indexées par un certain
candidat c et décrivent les coalitions qui permettent de faire gagner c (en général
de manière informée). Cette façon de faire présente l'avantage de permettre une
traduction directe du raisonnement e�ectué pour le théorème faible de condorci�-
cation 2.9 vers le théorème de condorci�cation généralisée 4.18. Mais on pourrait
également envisager de généraliser ce vecteur de collections de coalitions, indexées
par c, à une matrice de collections de coalitions, indexées par le vainqueur à dé-
trôner w et le candidat pour lequel on souhaite manipuler c.

Dans le chapitre 5, nous avons montré le théorème de tranchage 5.9 : si la
culture est décomposable, alors pour tout système de vote, il existe une de ses
tranches qui est au plus aussi manipulable que le système original (au sens pro-
babiliste). En particulier, nous avons montré que c'est le cas lorsque les électeurs
sont indépendants en prouvant un résultat plus général de probabilité, le lemme de
la variable aléatoire complémentaire 5.16. Nous avons examiné les généralisations
possibles de ce théorème et montré qu'on ne peut pas exiger une diminution de
manipulabilité au sens ensembliste et qu'il est impossible de supprimer purement
et simplement l'hypothèse de décomposabilité. La principale question ouverte que
nous avons laissée est de savoir si on peut donner une hypothèse plus faible que la
décomposabilité. En particulier, il serait intéressant de savoir si la condition (5.1)
de la proposition 5.8, qui est nécessaire mais pas su�sante pour assurer la dé-
composabilité, est tout de même su�sante pour impliquer les mêmes conclusions
que le théorème de tranchage. L'idéal serait même d'avoir un version ajustée du
théorème, c'est-à-dire de trouver une condition sur la culture, non seulement suf-
�sante, mais aussi nécessaire, pour que tout SVBE admette une tranche au plus
aussi manipulable que le système original.

Le théorème de tranchage 5.9 n'est pas constructif, ce qui ne lui donne pas une
application pratique immédiate. Mais, à notre avis, sa conséquence principale est
le théorème d'optimalité 5.15 : si la culture est décomposable, alors un système
qui est optimal (au sens probabiliste) parmi les systèmes de vote Condorcet ordi-
naux est également optimal dans la classe beaucoup plus large des systèmes qui

261



Conclusion

véri�ent CMInf et qui peuvent ne pas être ordinaux. Si l'on se donne pour ob-
jectif de diminuer la manipulabilité, cela signi�e que des systèmes comme le vote
par notation, le jugement majoritaire ou le vote par assentiment sont a priori peu
prometteurs, avant même d'examiner leurs résultats dans les simulations. Ceci
dit, si on se donne pour objectif une certaine simplicité algorithmique dans l'iden-
ti�cation d'un vote stratégique, le vote par assentiment présente des propriétés
intéressantes, que nous avons déjà évoquées.

Dans le chapitre 6, nous avons présenté SVVAMP, Simulator of Various Voting
Algorithms in Manipulating Populations, un package Python dédié à l'étude des
systèmes de vote et en particulier de leur manipulabilité. Les populations d'élec-
teurs peuvent être caractérisées par des ordres stricts faibles ou par des utilités ;
il est possible de les importer à partir de �chiers externes ou de les générer par
une variété de modèles aléatoires. Ce simulateur implante la manipulation par
coalition (MC) et diverses variantes (la manipulation par coalition informée MCI,
la manipulation-unisson MU et la manipulation triviale MT), ainsi que la mani-
pulation individuelle, l'indépendance des alternatives non pertinentes (IANP) et
les notions Condorcet présentées dans ce mémoire.

Des méthodes génériques permettent d'implanter rapidement de nouveaux sys-
tèmes de vote et des algorithmes dédiés sont implantés pour certains d'entre eux.
Nous avons réuni des algorithmes correspondant à l'état de l'art et nous avons
développé des méthodes originales, notamment pour VTI et ses variantes, étant
donné l'intérêt particulier de ces systèmes de vote pour obtenir une faible mani-
pulabilité.

Un tel logiciel est par nature un chantier en perpétuelle évolution, où des
développements sont toujours possibles. Concernant les populations, il serait en-
visageable d'implanter des modèles plus généraux, en particulier des préférences
non transitives. Nous prévoyons également d'implanter les modèles de Mallows
(1957) et de Pólya-Eggenberger (cf. Lepelley et Valognes, 2003), a�n de comparer
les résultats avec ceux obtenus dans le modèle de VMF. Pour les populations issues
de données réelles, nous souhaitons aussi implanter des modules qui permettent
de tester si une population donnée est proche d'un modèle donné (single-peaked,
VMF, etc.) a�n de tester le degré de réalisme de ces hypothèses.

Il serait également intéressant de permettre de faire varier la règle de départage
utilisée pour chaque système de vote, mais il faut être conscient que cette possibi-
lité entraîne des di�cultés non négligeables pour les algorithmes de manipulation.
En�n, la principale source d'amélioration serait d'implanter des algorithmes de
manipulation dédiés pour les systèmes de vote qui n'en possèdent pas encore et
utilisent actuellement les algorithmes génériques. En ce qui concerne VTI, la prin-
cipale amélioration serait de trouver une heuristique polynomiale qui permette de
certi�er la non-manipulabilité dans une proportion élevée des con�gurations non-
manipulables, de la même façon que notre heuristique permet d'identi�er une
proportion importante des con�gurations manipulables.

Étant donné les bonnes performances de VTI en termes de manipulation, il
serait intéressant d'implanter diverses variantes de VTI dans SVVAMP a�n de
comparer leur manipulabilité. Nous avons déjà étudié VTID et bien sûr CVTI.
À l'heure actuelle, deux autres variantes de VTI sont implantées dans SVVAMP :
VTIM, qui est la RPSI-EM associée à l'uninominal (sous le nom anglophone
IRV-Average), ainsi qu'un autre système nommé Instant-Condorcet Runo� Vo-
ting (ICRV). Nous avons préféré ne pas inclure ces systèmes dans notre étude pour
la raison suivante : comme ces systèmes sont généralement très peu MT (comme
VTI), l'algorithme générique pour la MC donne généralement une incertitude al-
gorithmique très élevée, ce qui ne permet pas de comparer la manipulabilité de ces
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systèmes aux autres. À l'avenir, il serait intéressant d'implanter des algorithmes
dédiés pour ces systèmes et d'ajouter d'autres variantes de VTI, par exemple celles
mentionnées par Green-Armytage (2011), dont ICRV fait partie.

Un des objectifs de SVVAMP à terme est de mesurer �nement la manipulabi-
lité, non plus d'une culture, mais d'un pro�l donné. Nous avons développé, pour
cela, une méthodologie par ajout de bruit aléatoire mais il serait intéressant de
développer d'autres métriques. Par exemple, une famille d'indicateurs de mani-
pulabilité proposée dans la littérature se base sur la taille des coalitions (ce qui
est déjà partiellement implanté dans SVVAMP). Une autre approche nous semble
intéressante, inspirée des problématiques de corruption et des ré�exions autour de
l'analyse des expériences réelles : la notion de seuil de manipulation. Pour chaque
candidat c di�érent du vainqueur w et pour chaque réel ε, on peut se poser la
question suivante : en considérant les électeurs pour lesquels c apporte une amé-
lioration d'utilité supérieure à ε par rapport à w, est-ce que cette coalition est
capable de faire gagner c ? En autorisant ε négatif, la coalition peut contenir tous
les électeurs, donc il existe un seuil ε en-deçà duquel c'est e�ectivement possible 5.
Ce seuil contient non seulement l'information de la manipulabilité en faveur de c
(qui est vraie ssi le seuil est positif) mais il permet également de mesurer la facilité
de manipulation ou une forme de distance à une con�guration manipulable.

Notons que SVVAMP est conçu pour réaliser une large gamme de séries de
simulation, dont seule une partie a été exploitée dans le présent mémoire. Les
possibilités les plus importantes, que nous avons passées sous silence a�n de nous
consacrer à la manipulation par coalition, concernent la manipulation individuelle.
En e�et, des algorithmes dédiés sont implantés pour presque autant de systèmes de
vote que dans le cas de la manipulation par coalition : c'est le cas pour le jugement
majoritaire, Maximin, l'uninominal, l'uninominal à deux tours (U2T), Veto, le
vote par assentiment, le vote par notation, le scrutin exhaustif (SE), VTI ainsi
que les méthodes de Borda, Bucklin, Coombs et Schulze. Il serait donc intéressant
d'utiliser SVVAMP pour réaliser une étude de la manipulation individuelle.

Dans les chapitres 7 et 8, nous avons utilisé SVVAMP pour étudier la mani-
pulabilité de divers systèmes de vote dans des cultures sphéroïdales, en utilisant
pour la première fois le modèle de Von Mises-Fisher, puis dans des cultures basées
sur un spectre politique. Cela nous a permis de véri�er certains résultats connus
dans la littérature et de proposer un certain nombre de conjectures sur la mono-
tonie et la limite du taux de manipulabilité en fonction de certains paramètres, en
particulier C et V . Tandis que nous avons prouvé certaines d'entre elles, d'autres
restent des conjectures.

Parmi ces conjectures, celle qui nous semble le plus accessible est que le taux
de manipulation des systèmes de vote raisonnables (CMInf) tend vers 1 quand
C → ∞ en culture sphérique (conjecture 7.4). Tandis que nous avons démontré
ce résultat pour un nombre impair d'électeurs, il su�rait, pour étendre le résultat
à V pair, de prouver qu'en culture impartiale, la probabilité d'avoir un candidat
Condorcet-admissible (c'est-à-dire un vainqueur de Condorcet faible) tend vers 0
quand C →∞. Par ailleurs, nous avons prouvé que le taux de MC de Veto (muni
de la règle de départage utilisée dans SVVAMP) ne tend pas vers 1 quand C → +∞
en culture impartiale, même si les simulations suggèrent une limite proche de 1.

Il semble également intéressant d'examiner les taux limites de manipulabilité
en culture sphérique quand le nombre d'électeurs est très grand (conjectures 7.7
et 7.8). Même si la culture sphérique n'a pas vocation à être un modèle descriptif,

5. On fait ici l'hypothèse implicite que le système de vote considéré est surjectif, c'est-à-dire
que tout candidat est e�ectivement éligible. Cette condition est véri�ée par tous les systèmes de
votes raisonnables (hormis éventuellement Veto si C > V + 1).
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elle propose un scénario de référence normatif qui peut être vu comme un pire
cas, puisque c'est le plus désordonné (l'entropie y est maximale). Ainsi, il est
intéressant de savoir quels systèmes de vote n'ont pas un taux de manipulabilité
tendant vers 1 quand V → ∞ dans cette culture a priori plutôt défavorable 6.
Nous avons conjecturé que, parmi les systèmes de vote étudiés, seuls VTI, SE,
CVTI et Veto ont un taux de MC qui tend vers une limite di�érente de 1 quand
V → +∞ en culture impartiale.

Nous avons observé des phénomènes oscillatoires pour les taux de MC, qui
sont plus prononcés en culture de spectre politique unidimensionnel qu'en culture
sphéroïdales, et nous en avons proposé une explication qualitative. Pour le juge-
ment majoritaire et la méthode de Bucklin, nous avons avancé l'hypothèse que ce
comportement est ampli�é par le fait de considérer une médiane défavorable, qui
tend à rendre plus manipulables les cas où le nombre d'électeurs est pair. Pour
de futurs travaux, il serait intéressant d'examiner des variantes de ces systèmes
de vote où on utilise la médiane favorable pour voir si cela permet de diminuer la
manipulabilité dans ce cas.

Quand la population tend à s'uniformiser (sections 7.5, 7.6, 7.8 et 8.3), nous
avons constaté, sans surprise, que la plupart des systèmes de vote deviennent
moins manipulables. Cependant, nous avons vu que certains systèmes sont nette-
ment moins réactifs en termes de baisse de la manipulabilité dans ce cas, notam-
ment Veto, le vote par assentiment, le vote par notation, la méthode de Borda et
le jugement majoritaire. En ce qui concerne Veto (muni de la règle de départage
utilisée dans SVVAMP), nous avons même montré que sa manipulabilité ne tend
pas vers 0 quand les électeurs ont des préférences identiques, contrairement à tous
les systèmes de vote unanimes.

Par ailleurs, nous avons con�rmé l'importance du vainqueur de Condorcet ré-
sistant pour la non-manipulabilité des systèmes de vote Condorcet, notamment
grâce à la borne supérieure donnée en section 2.8. Pour cette raison, il serait inté-
ressant de prouver la décroissance de sa probabilité d'existence en fonction de C
en culture sphérique. De manière générale, il serait intéressant d'étudier la pro-
babilité d'existence d'un vainqueur de Condorcet résistant dans divers contextes,
comme l'ont fait Gehrlein (2006) et d'autres pour un vainqueur de Condorcet ou
un vainqueur de Condorcet faible.

En�n, ces simulations ont permis de donner une bonne vue d'ensemble des
performances comparées des di�érents systèmes de vote. Dans les cultures sphé-
roïdales et dans les modèles de spectre politique multidimensionnel, CVTI, VTI
et SE présentent les meilleures performances. Dans les cultures de spectre po-
litique unidimensionnel, la méthode de Schulze, Maximin, l'uninominal à deux
tours, la méthode de Bucklin et VTID présentent des résultats prometteurs, qui
encouragent à approfondir l'étude de ces systèmes à l'avenir. De manière générale,
le vote par notation, le vote par assentiment et la méthode de Borda sont généra-
lement très manipulables ; en particulier, ils sont souvent plus manipulables que
tous les systèmes Condorcet, comme on peut le constater en comparant avec le
taux d'existence d'un vainqueur de Condorcet résistant.

Dans le chapitre 9, nous avons analysé les résultats de 168 expériences réelles,
dont 17 proviennent d'expériences originales et les autres de la base de données
PrefLib. Parmi ces jeux de données, il est notamment intéressant de considérer :

� ceux qui sont basés sur des données cardinales car elles permettent d'ap-
profondir la comparaison entre les systèmes ordinaux et cardinaux et elles
permettent aussi de considérer naturellement des problèmes basées sur la
notion d'utilité, comme le seuil de manipulabilité décrit ci-dessus ;

6. À propos de cette idée, on pourra notamment consulter Tsetlin et al. (2003).
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� ceux qui ne concernent pas un scénario d'élection et dont l'enjeu stratégique
est a priori faible (comme les expériences bdtheque), car ce sont des jeux de
données où l'on peut espérer avoir des opinions aussi sincères que possibles.

Pour des travaux futurs, il serait intéressant d'élargir ce corpus autant que pos-
sible.

Dans toutes les expériences analysées, CVTI, VTI et SE se distinguent par une
MC toujours plus faible que celle des autres systèmes de vote. En MT, le même
résultat est valable pour CVTI et presque toujours pour VTI et SE. Or nous
avons vu, dans le chapitre 8, que les performances de ces systèmes de vote sont
moins bonnes (comparées aux autres mode de scrutin) dans les cultures basées
sur un spectre politique unidimensionnel que dans les autres. On voit donc une
certaine opposition entre les performances des systèmes de type VTI dans nos jeux
de données réelles et dans des spectres unidimensionnels. Il serait intéressant de
réaliser davantage d'expériences sur des élections politiques à large échelle a�n de
tester la résistance de CVTI, VTI et SE à la manipulation dans ces cas d'applica-
tion a priori plutôt défavorables et de véri�er à quel point l'hypothèse de spectre
unidimensionnel se véri�e, en particulier du point de vue de la manipulabilité.

Il est troublant que parmi les systèmes de vote étudiés, les moins manipulables
en pratique, c'est-à-dire VTI et ses variantes, soient également des systèmes qui
violent d'autres propriétés importantes, en particulier la monotonie. Ceci amène
à deux questions qui sont liées entre elles.

1. Est-il possible de dé�nir la �monotonisation � d'un système de vote, comme
nous avons dé�ni la condorci�cation, de façon à obtenir un système mono-
tone (et conservant certaines autres propriétés raisonnables, par exemple
CMInf) sans rendre le système plus manipulable ? D'un point de vue tech-
nique, dé�nir une telle monotonisation est loin d'être immédiat.

2. Y a-t-il obligatoirement un compromis à faire entre la faible manipulabi-
lité et la monotonie ? On peut avancer l'argument qu'un système Condor-
cet, par exemple CVTI, est déjà monotone sur les con�gurations non-
manipulables, puisque celles-ci sont incluses dans les con�gurations non-
Condorcet.

Cette dernière remarque prend tout son sens quand on constate, comme nous
l'avons fait, qu'il est très fréquent expérimentalement d'avoir un vainqueur de
Condorcet (rejoignant, en cela, divers résultats antérieurs). En pratique, ceci li-
mite la gravité du paradoxe de Condorcet, du théorème d'Arrow et des problèmes
de non-monotonie. En e�et, il existe une façon canonique de synthétiser les préfé-
rences des électeurs de manière anonyme, neutre et possédant de bonnes proprié-
tés de monotonie : il s'agit de la relation de victoire dans la matrice des duels ; le
seul défaut de cette relation est qu'elle n'est pas nécessairement transitive. Mais,
dans les expériences, on constate qu'elle possède souvent un élément maximal
(le vainqueur de Condorcet), ce qui en fait un vainqueur naturel et possédant
de bonnes propriétés comme l'IANP. Pour cette raison, nous avançons l'idée que
le comportement d'un système de vote dans les con�gurations non-Condorcet ne
doit pas être examiné à l'aune de la pertinence du candidat élu quand une telle
con�guration survient en vote sincère (car il n'y a, dans ce cas, pas de solution
parfaite), mais plutôt par l'impact qu'elle a sur les possibilités de manipulation
des con�gurations Condorcet.

C'est précisément ce que nous avons fait dans le chapitre 10, où nous avons
introduit le graphe d'opportunité d'un espace électoral et nous l'avons utilisé pour
étudier les systèmes de vote optimaux, c'est-à-dire dont le taux de manipulabilité
est minimal au sein d'une certaine classe. Nous avons considéré la classe CMInf

265



Conclusion

et nous avons donc pu nous restreindre aux systèmes véri�ant Cond grâce aux
théorèmes de condorci�cation, mais le raisonnement e�ectué est valable en toute
généralité.

Sur cet objet, il se pose plusieurs questions théoriques. Sur l'ensemble des
multigraphes étiquetés et pondérés comme le graphe type de la �gure 10.1, est-il
vrai que résoudre le problème de la contamination minimale estNP-di�cile ? Si on
se restreint aux graphes d'opportunité obtenus pour une certaine classe d'espaces
électoraux, par exemple ceux des ordres stricts totaux pour toutes les valeurs de C
et les valeurs impaires de V , est-ce que le problème reste NP-di�cile ? Peut-on
élaborer un algorithme polynomial qui permette une meilleure approximation que
l'algorithme glouton que nous avons présenté ?

Dans le cas de C = 3 candidats et pour V = 3, 5 ou 7 électeurs, nous avons
constaté que CVTI, à condition d'être muni d'une règle de départage adéquate,
était toujours optimal. Il est donc naturel de se demander s'il en est de même
pour tout nombre d'électeurs et C = 3. Pour C = 4 candidats, nous savons d'ores
et déjà que ce n'est pas le cas en général, puisque nous établi que ce n'est pas vrai
pour V = 3 et C = 4.

Il serait intéressant d'étendre la recherche de systèmes optimaux à d'autres
valeurs des paramètres. À nos yeux, le but principal de cette démarche n'est
pas forcément d'utiliser ces systèmes en pratique : on ne pourra que rarement
garantir à l'avance qu'on aura un nombre d'électeurs et un nombre de candidats
pour lesquels on sait résoudre le problème. Il s'agit plutôt d'utiliser les quelques
cas où l'on peut exhiber les systèmes optimaux pour mieux observer comment
fonctionne la manipulabilité et mieux comprendre ce qui peut faire qu'un système
est peu manipulable.

En résumé, nous avons introduit un formalisme uni�é pour étudier les sys-
tèmes de vote ordinaux et non ordinaux. Nous avons proposé divers outils pour
transformer un système de vote a�n d'obtenir une manipulabilité plus faible : la
réduction d'un système de vote à sa version basée sur l'état, la condorci�cation,
la condorci�cation relative dans certains cas, la condorci�cation généralisée et le
tranchage. Ces outils ont permis, notamment, d'établir des théorèmes d'optimalité
qui suggèrent d'approfondir les recherches sur les systèmes ordinaux Condorcet.
Par ailleurs, nous avons établi divers critères applicables à un système de vote
et montré les liens profonds qui existent entre ces critères, la manipulabilité, les
équilibres de Nash et la notion d'échange d'information. Nous avons posé les pre-
mières pierres de l'édi�ce des systèmes de vote Condorcet optimaux, permettant
ainsi de disposer d'un mètre étalon pour la manipulabilité pour des valeurs modé-
rées des paramètres et d'o�rir une meilleure intuition des raisons qui permettent
à un système d'être peu manipulable. En cela, nous avons accompli quelques pas
sur le chemin nous conduisant � vers des modes de scrutin moins manipulables �.

Grâce à notre package logiciel SVVAMP, nous avons également pu étudier la
manipulabilité d'un point de vue quantitatif et proposer quelques réponses aux
problématiques posées en introduction. En particulier : oui, la manipulabilité est
un phénomène fréquent dans les cultures arti�cielles et dans le monde réel, ce n'est
pas seulement une possibilité théorique. Elle pose des problèmes qui s'avèrent
beaucoup plus fréquents que le paradoxe de Condorcet. Nous avons également
pu mesurer les vulnérabilités très di�érentes des divers systèmes de vote à ce
phénomène, et nous avons notamment constaté la spectaculaire suprématie de
CVTI, VTI et SE dans toutes les expériences réelles étudiées, ce qui encourage à
poursuivre l'étude d'autres systèmes de vote de la même famille.

Tous ces résultats n'ont pas forcément vocation à être utilisés immédiatement
dans des élections à grande échelle, même si, dans le cas de VTI, on dispose d'un
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système qui est déjà utilisé dans divers pays pour des élections politiques. Les pro-
grès du vote électronique, notamment en matière de sécurité, permettront bientôt
d'envisager l'utilisation de systèmes de vote au dépouillement plus complexe que
ne le permet le vote manuel ; quand ce sera le cas, il nous semble important que les
théoriciens du choix social soient capables d'o�rir une vision aussi complète que
possible des avantages et des inconvénients de chaque système a�n de permettre
des décisions éclairées. Par ailleurs, la profusion de structures associatives, pro-
fessionnelles, de fondations, d'organisations sur Internet se jouant des frontières,
o�re un formidable terrain d'expérimentation qui permet à des groupes humains
réels de béné�cier des résultats les plus récents du choix social et, éventuellement,
de transmettre leur expérience en la matière à toutes les formes d'organisation
humaine recherchant à améliorer leur fonctionnement démocratique.
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Annexe A

Espaces probabilisables et
mesurabilité

Dans cette annexe, nous examinons la question de la mesurabilité, qui est
sous-entendue dans toutes les notions probabilistes (par exemple la dé�nition du
taux de manipulabilité) et qui essentiellement utilisée dans le chapitre 5 sur le
tranchage.

A�n de dé�nir les notions probabilistes de manière rigoureuse, nous considé-
rons des ensembles mesurables, qui sont constitués d'un ensemble E et d'une tribu
ΣE sur E. Un tel ensemble mesurable est noté (E,ΣE), ou simplement E quand
il n'y a pas d'ambiguïté. Un élément de ΣE est appelé un événement sur E.

Nous munissons toujours l'ensemble RC des relations binaires sur C de sa tribu
discrète, que nous notons ΣRC .

Quand nous considérons un produit cartésien E d'ensembles mesurables
(Ev,ΣEv ), nous le munissons toujours de sa tribu produit. En particulier,
l'ensemble R = (RC)V est muni de la tribu produit ΣR = (ΣRC )

V , qui est
simplement sa tribu discrète.

Nous disons que Ω est un espace électoral mesurable ssi chaque Ωv est muni
d'une tribu ΣΩv et si chaque fonction Pv : Ωv → RC est mesurable. Quand
nous considérons un espace électoral probabilisé (EEP), nous faisons toujours
l'hypothèse préalable implicite qu'il s'agit d'un espace électoral mesurable.

Par exemple, considérons l'espace électoral de référence, où ωv = (pv, uv, av).
Munissons chaque Ωv de la tribu produit de la tribu discrète sur RC , la tribu de
Lebesgue sur [0, 1]C et la tribu discrète sur {0, 1}C . Alors chaque fonction Pv est
manifestement mesurable. Par conséquent, Ω est un espace électoral mesurable.

Dans le contexte du chapitre 5, chaque ensemble Yv des méthodes de tranchage
est doté d'une tribu canonique. En e�et, c'est le cas pour l'ensemble Ωv

Pv(Ωv) des
fonctions de Pv(Ωv) vers Ωv : en associant chaque fonction à la liste de ses valeurs,
il su�t de considérer la tribu produit ΣΩv× . . .×ΣΩv , avec un nombre de facteurs
égal au cardinal de Pv(Ωv). L'espace Yv, en tant que sous-ensemble de Ωv

Pv(Ωv),
hérite de cette tribu.

Le lemme suivant résout les questions de mesurabilité pour le théorème de
tranchage 5.9 et le théorème d'optimalité 5.15.

Lemme A.1
Soit Ω un espace électoral mesurable, E un ensemble mesurable et g : Ω→ E.
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On suppose que g ne dépend que des relations binaires de préférence :

∀(ω, ψ) ∈ Ω2,P(ω) = P(ψ)⇒ g(ω) = g(ψ).

Alors g est mesurable.

Démonstration. Puisque g ne dépend que de P(ω), on peut dé�nir h : (RC)V → E
de telle sorte que g = h ◦ P. Puisque (RC)V est muni de la mesure discrète, h
est mesurable ; et par dé�nition d'un espace électoral mesurable, P est mesurable.
Par conséquent, g = h ◦ P est mesurable.

Dans le théorème de tranchage 5.9, ce lemme assure que, pour tout y, l'indi-
catrice de manipulabilité MCfy est mesurable. Par conséquent, τπMC(fy) est bien
dé�ni.

De même, dans le théorème d'optimalité 5.15, ce lemme assure que MCg◦P est
mesurable. Par conséquent, τπMC(g ◦ P) est bien dé�ni.
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Annexe B

Géométrie de l'espace des
utilités

Dans cette annexe, qui résulte d'une collaboration avec Benoît Kloeckner, nous
examinons les propriétés géométriques de l'espace des utilités espérées sur un
nombre �ni d'options, qui est couramment utilisé pour modéliser les préférences
d'un agent en situation d'incertitude. Nous nous concentrons sur le cas où le
modèle est neutre vis-à-vis des options disponibles, c'est-à-dire qu'il les traite,
a priori, comme symétriques les unes des autres. En particulier, nous prouvons
que la seule métrique riemannienne qui respecte les propriétés géométriques et les
symétries naturelles de l'espace des utilités est la métrique ronde. Cette métrique
canonique nous permet de dé�nir une probabilité uniforme sur l'espace des utilités
et de généraliser la culture impartiale à un modèle impliquant des utilités espérées.
De manière générale, elle est à la base de toutes les cultures dites sphéroïdales que
nous étudions au chapitre 7. Cette annexe reprend et développe les idées exposées
par Durand et al. (2015).

Dans la littérature traditionnelle du choix social arrovien (Arrow, 1950), et
particulièrement en théorie du vote, les préférences d'un agent sont souvent re-
présentées par de l'information ordinale uniquement : un ordre strict total sur les
options disponibles, ou parfois une relation binaire de préférence qui peut ne pas
être un ordre strict total (par exemple, si l'indi�érence est autorisée). Cependant,
il peut être intéressant de considérer des préférences cardinales, au moins pour
deux raisons.

D'une part, certains systèmes de vote ne sont pas seulement basés sur de
l'information ordinale, comme le vote par assentiment ou le vote par notation.

D'autre part, les électeurs peuvent être dans une situation d'incertitude, soit
parce que la règle du système de vote implique une part de hasard, soit parce
que chaque électeur possède une information incomplète sur les préférences des
autres électeurs et les bulletins qu'ils s'apprêtent à choisir. A�n d'exprimer les
préférences dans une situation d'incertitude, un modèle classique et élégant est
celui des utilités espérées (Von Neumann et Morgenstern, 1944; Fishburn, 1970;
Kreps, 1990; Mas-Colell et al., 1995). Pour chaque agent, une utilité numérique est
associée à chaque option ; l'utilité d'une loterie sur les options est calculée comme
une espérance. Par conséquent, le vecteur d'utilité u représentant les préférences
d'un agent est un élément de RC , où C est le nombre d'options ou candidats.

Pour un large spectre d'applications en économie, les options considérées sont
des récompenses �nancières ou des quantités d'un ou plusieurs biens économiques,
ce qui a une conséquence importante : il existe une structure naturelle sur l'espace
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des options. Par exemple, si les options sont des récompenses �nancières, alors, il
y a un ordre naturel sur les montants possibles, qui est dé�ni avant les préférences
des agents.

Nous considérons le scénario opposé, où les options sont symétriques a priori.
Cette hypothèse de symétrie est particulièrement pertinente en théorie du vote,
par un principe normatif de neutralité, mais elle peut aussi s'appliquer à d'autres
contextes de choix en situation d'incertitude quand il n'y a pas de structure na-
turelle préexistante sur l'espace des options disponibles.

La motivation de ce chapitre est venue des généralisations possibles pour la
culture impartiale à des agents ayant des utilités espérées. La culture impartiale
est un modèle probabiliste classique en théorie du vote où chaque agent tire in-
dépendamment son ordre strict total de préférence avec une probabilité uniforme
sur l'ensemble des ordres possibles.

La di�culté n'est pas de dé�nir une loi de probabilité sur les utilités telle que
sa projection sur l'information ordinale soit la culture impartiale. En e�et, il est
su�sant de dé�nir une distribution où les électeurs sont indépendants et tous les
candidats sont traités symétriquement. La problématique est d'en choisir une en
particulier : une in�nité de distributions véri�ent ces conditions et on peut se
demander si l'une de ces généralisations a des raisons canoniques d'être choisie
plutôt que les autres.

A�n de répondre à cette question, nous avons besoin de prendre en compte un
point technique important. Sous les hypothèses du théorème de Von Neumann�
Morgenstern (que nous rappellerons), le vecteur d'utilité d'un agent est dé�ni à
deux constantes près, et choisir une normalisation particulière est arbitraire. En
conséquence, l'espace des utilités est un espace quotient de RC et, a priori, il n'y
a pas de façon canonique de pousser une métrique de RC vers cet espace quotient.
Par conséquent, à première vue, il semble qu'il n'y ait pas de dé�nition naturelle
d'une distribution uniforme de probabilité sur cet espace.

Plus largement, chercher une généralisation naturelle de la culture impartiale
à l'espace des utilités mène à explorer divers aspects de la géométrie de cet espace
quotient et à mieux comprendre ses propriétés liées à l'algèbre, la topologie et la
théorie de la mesure.

Le reste de cette annexe est organisé comme suit. En section B.1, nous pré-
sentons le formalisme de Von Neumann�Morgenstern et nous dé�nissons l'espace
des utilités. En section B.2, nous montrons que l'espace des utilités peut être vu
comme le quotient du dual de l'espace des paires de loteries sur les candidats. En
section B.3, nous dé�nissons naturellement un opérateur opposé, qui correspond à
inverser les préférences tout en préservant leurs intensités, et un opérateur somme,
qui est caractérisé par le fait qu'il préserve les préférences unanimes.

Puisque l'espace des utilités est une variété, il est naturel de vouloir le mu-
nir d'une métrique riemannienne. En section B.4, nous prouvons que la seule
représentation riemannienne qui préserve les propriétés projectives naturelles et
la symétrie a priori entre les candidats est la métrique ronde. En section B.5,
nous utilisons ce résultat pour donner une généralisation canonique de la culture
impartiale et pour suggérer l'utilisation du modèle de Von Mises�Fisher pour re-
présenter des cultures polarisées. En section B.6, nous résumons brièvement nos
conclusions pour le modèle classique de Von Neumann-Morgenstern.

En section B.7, nous généralisons ces résultats à un modèle d'utilités avec
limite d'approbation, c'est-à-dire que la valeur d'utilité 0 possède un sens par-
ticulier. Dans ce cas, le vecteur d'utilité d'un agent est dé�ni à une constante
multiplicative positive près, mais il n'y a plus de degré de liberté en translation.
Nous montrons que, dans ce modèle, les seules représentations qui respectent les
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propriétés naturelles de l'espace des utilités et la neutralité forment une famille
d'ellipsoïdes de révolution à un paramètre réel.

B.1 Modèle de Von Neumann-Morgenstern

Dans cette section, nous dé�nissons quelques notations et nous rappelons le
théorème classique de Von Neumann-Morgenstern qui permet de représenter les
préférences d'un agent sur des options probabilisées en introduisant la notion
d'utilité espérée.

Soit C ∈ N\{0}. Nous considérerons C options mutuellement exclusives appe-
lées candidats, chacune d'entre elles étant représentée par un indice appartenant
à C = J1, CK.

Une loterie sur les candidats est un C-uplet (L1, . . . , LC) ∈ R+
C tel que∑C

c=1 Lc = 1. L'ensemble des loteries est noté L. Pour toute paire de loteries L =
(L1, . . . , LC) et M = (M1, . . . ,MC), pour tout λ ∈ [0, 1], on dé�nit naturellement
leur loterie composée réduite comme un barycentre :

λL+ (1− λ)M =
(
λL1 + (1− λ)M1, . . . , λLC + (1− λ)MC

)
.

Les préférences d'un agent sur les loteries sont représentées par une relation
binaire - sur L. On note ≺ la relation stricte associée à -, dé�nie par : L ≺M ⇔
L -M et non M - L.

Rappelons les hypothèses du théorème de Von Neumann�Morgenstern. On dit
que la relation - est complète ssi ∀(L,M) ∈ L2 : L -M ou M - L. Elle est tran-
sitive ssi ∀(L,M,N) ∈ L3, L - M et M - N ⇒ L - N. Elle est archimédienne
ssi ∀(L,M,N) ∈ L3 :

L ≺M et M ≺ N ⇒ ∃ε ∈ ]0, 1[ t.q. (1− ε)L+ εN ≺M ≺ εL+ (1− ε)N.

Et elle est indépendante des alternatives non pertinentes ssi ∀(L,M,N) ∈ L3,∀λ ∈
]0, 1] :

L ≺M ⇒ λL+ (1− λ)N ≺ λM + (1− λ)N.

On dit que u = (u1, . . . , uC) ∈ RC est un vecteur d'utilité représentant -
ssi suivre la relation - est équivalent à maximiser l'utilité espérée au sens de u ;
c'est-à-dire, ssi pour tout couple de loteries (L,M) :

L -M ⇔
C∑
c=1

Lcuc ≤
C∑
c=1

Mcuc.

Théorème B.1 (Von Neumann et Morgenstern)
Pour une relation binaire - sur L, les conditions suivantes sont équivalentes.

1. La relation - est complète, transitive, archimédienne et indépendante des
alternatives non pertinentes.

2. Il existe un vecteur d'utilité u ∈ RC représentant -.

Quand elles sont véri�ées, u est dé�ni à une constante additive et une
constante multiplicative strictement positive près. Formellement, soit u ∈ RC un
vecteur d'utilité représentant -. Un vecteur v ∈ RC est aussi un vecteur d'utilité
représentant - ssi ∃α ∈ ]0,+∞[,∃β ∈ R t.q. v = αu + β1, où 1 est une notation
pour le vecteur dont les C coordonnées sont égales à 1.
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1 u2

u3

u1

u4

e1

e2

e3

≈
u

Figure B.1 � Espace R3 des vecteurs d'utilité pour 3 candidats (sans passage au
quotient).

Ce n'est pas notre but ici de donner une preuve de ce théorème (Von Neumann
et al., 2007; Mas-Colell et al., 1995; Kreps, 1990) ni de discuter si ses hypothèses
sont valides expérimentalement (Fishburn, 1988; Mas-Colell et al., 1995).

A�n de dé�nir l'espace des utilités, tous les vecteurs représentant les mêmes
préférences doivent être identi�és en un seul et même point. On note ≈ la relation
d'équivalence dé�nie par ∀(u,v) ∈ (RC)2 :

u ≈ v⇔ ∃α ∈ ]0,+∞[,∃β ∈ R t.q. v = αu + β1.

L'espace des utilités sur C, noté U, est dé�ni comme l'ensemble quotient RC/ ≈.
On appelle projection canonique de RC vers U la fonction :

≈
π :

RC → U
u → ≈

u = {v ∈ RC t.q. v ≈ u}.

Pour tout u ∈ RC , on note sans ambiguïté -≈
u
la relation binaire sur L représentée

par u au sens du théorème B.1 (Von Neumann�Morgenstern).
La �gure B.1 représente l'espace R3 des vecteurs d'utilité pour 3 candidats,

avant la projection sur l'espace quotient. La base canonique de R3 est notée
(e1, e2, e3). Les vecteurs d'utilité u1 à u4 représentent les mêmes préférences que
tout autre vecteur dans le demi-plan ≈

u, représenté en grisé. Plus généralement,
tout point non-trivial ≈u de l'espace quotient correspond à un demi-plan de RC
délimité par la droite vect(1), le sous-espace vectoriel engendré par 1. La seule
exception est le point de totale indi�érence

≈
0. Dans RC , il ne correspond pas à un

demi-plan mais à la droite vect(1) elle-même.
A�n de manipuler les utilités, en théorie et en pratique, il serait avantageux

d'avoir un représentant canonique u pour chaque classe d'équivalence ≈u. Dans
la �gure B.2, pour chaque ≈u non indi�érent, nous choisissons son représentant
véri�ant min(ui) = −1 et max(ui) = 1. L'espace des utilités U (hormis le point
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1

e2

e3

e1

Figure B.2 � Avec 3 candidats, représentation de U comme des arêtes du cube
unité dans R3.

e1 e2

e3

1

Figure B.3 � Avec 3 candidats, représentation de U comme un cercle de R3.

277



B. Géométrie de l'espace des utilités

L1

L2

L3

1

1

1

L
u

Figure B.4 � Espace L des loteries pour 3 candidats.

d'indi�érence) est représenté dans R3 par six arêtes du cube unité. Dans la �-
gure B.3, nous choisissons le représentant véri�ant

∑
ui = 0 et

∑
ui

2 = 1. Dans
ce cas, U \ {

≈
0} est représenté dans R3 par le cercle unité du plan vectoriel qui est

orthogonal à 1.
Si nous choisissons une telle représentation, l'espace quotient U peut hériter

de la distance euclidienne de RC ; par exemple, on peut évaluer les distances le
long des arêtes du cube dans la �gure B.2, ou le long du cercle unité dans la �-
gure B.3. Mais il est clair que le résultat dépendra de la représentation choisie. Par
conséquent, une question intéressante est de savoir si l'une de ces deux représen-
tations, ou une autre encore, a des raisons canoniques d'être utilisée. Mais avant
de répondre à cette question, nous avons besoin d'explorer plus généralement les
propriétés géométriques de l'espace des utilités.

B.2 Dualité avec l'hyperplan tangent aux loteries

Dans cette section, nous remarquons que l'espace des utilités est un dual de
l'espace des paires de loteries. Non seulement cela donne un point de vue di�érent
sur l'espace des utilités (ce qui nous semble intéressant en soi), mais ce sera
également utile pour prouver le théorème B.4, qui caractérise l'opérateur comme
que nous dé�nirons dans la section B.3.

Dans l'exemple représenté en �gure B.4, on considère C = 3 candidats et
u = (5

3 ;− 1
3 ;− 4

3 ). Le grand triangle, ou simplexe, est l'espace des loteries L. Les
hachures sont des lignes d'indi�érence de l'agent : celui-ci est indi�érent entre
tout couple de loteries se trouvant sur la même ligne d'indi�érence (cf. Mas-Colell
et al. (1995), section 6.B). Le vecteur d'utilité u représenté ici est dans le plan du
simplexe mais ce n'est pas obligatoire : en e�et, u peut être choisi arbitrairement
dans sa classe d'équivalence ≈u. Cependant, c'est un choix assez naturel, puisque
la composante de u dans la direction 1 (orthogonale au simplexe) n'a aucune
importance pour les préférences.

Le vecteur d'utilité u peut être vu comme un gradient de préférence 1 : en
chaque point, il permet de savoir dans quelles directions trouver des loteries que
l'agent préfère. Cependant, seuls la direction et le sens de u sont importants,
tandis que sa norme n'a pas de signi�cation particulière. Par conséquent, l'espace
des utilités n'est pas tout à fait un dual mais un quotient de dual, comme nous
allons le formaliser.

1. Plus précisément, il s'agit d'un gradient uniforme : il est le même en chaque point du
simplexe.
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Pour toute paire de loteries L = (L1, . . . , LC) et M = (M1, . . . ,MC), on

appelle bipoint de L à M le vecteur :
−−→
LM = (M1−L1, . . . ,MC −LC). On appelle

polytope tangent de L l'ensemble T des bipoints de L.
On appelle hyperplan tangent de L :

H = {(∆1, . . . ,∆C) ∈ RC t.q.
C∑
c=1

∆c = 0}.

Dans la �gure B.4, le polytope tangent T est l'ensemble des bipoints du grand
triangle, vu comme une partie d'espace vectoriel (alors que L est moralement
a�ne). L'hyperplan H est tout le plan vectoriel qui contient T .

Notons 〈u |v 〉 le produit scalaire canonique de u et v. On appelle demi-
hyperplan positif associé à u l'ensemble u+H = {∆ ∈ H t.q. 〈u |∆ 〉 ≥ 0}. Par
dé�nition, une loterie M est préférée à une loterie L ssi le bipoint

−−→
LM appartient

à ce demi-hyperplan positif :

L -≈
u
M ⇔ 〈u |

−−→
LM 〉 ≥ 0⇔

−−→
LM ∈ u+H.

Soit H? l'espace dual de H, c'est à dire l'ensemble des formes linéaires sur H.
Pour tout u ∈ RC , on appelle forme linéaire associée à u l'élément suivant de
H? :

〈u | : H → R
∆ → 〈u |∆ 〉.

Nous avons déjà observé que le vecteur d'utilité peut être vu comme un gradient,
à ceci près que seuls sa direction et son sens ont une importance, pas sa norme.
Formalisons cette idée. Pour (f, g) ∈ (H?)2, on note f ≈ g ssi ces deux formes
linéaires sont des multiples positifs l'une de l'autre, c'est-à-dire ssi ∃α ∈ ]0,+∞[
t.q. g = αf . On note ≈π(f) = {g ∈ H? t.q. f ≈ g} : c'est la classe d'équivalence de
f à multiplication positive près.

Proposition B.2
Pour tout couple (u,v) ∈ (RC)2, on a :

u ≈ v⇔ 〈u | ≈ 〈v |.

L'application suivante est une bijection :

Θ :
U → H?/ ≈
≈
π(u) → ≈

π(〈u |).

Démonstration. u ≈ v
⇔ ∃α ∈ (0,+∞),∃β ∈ R t.q. v − αu = β1
⇔ ∃α ∈ (0,+∞) t.q. v − αu est orthogonal à H
⇔ ∃α ∈ (0,+∞) t.q. ∀∆ ∈ H, 〈v |∆ 〉 = α〈u |∆ 〉
⇔ 〈u | ≈ 〈v |.
Le sens ⇒ prouve que Θ est bien dé�nie : en e�et, si ≈π(u) =

≈
π(v), alors

≈
π(〈u |) =

≈
π(〈v |). Le sens ⇐ assure que Θ est injective. En�n, il est clair que Θ

est surjective.

L'espace des utilités peut donc être vu comme un quotient du dual H? de
l'espace tangentH des loteries L. Un vecteur d'utilité peut être vu, à une constante
strictement positive près, comme un gradient uniforme, c'est-à-dire une forme
linéaire sur H qui révèle, pour tout point de l'espace des loteries, dans quelles
directions l'agent peut trouver des loteries qu'il préfère.
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u

v

∑
{≈u, ≈v}

h1

h2

h3

Figure B.5 � Somme de deux vecteurs d'utilité dans l'espace des utilités U4.

B.3 Opérateurs opposé et somme

En tant que quotient de RC , l'espace des utilités hérite d'opérations naturelles
sur RC , la prise de l'opposé et la somme. Nous allons voir que ces deux opérations
quotient ont une signi�cation intuitive concernant les préférences. La somme per-
mettra aussi de dé�nir des droites dans la section B.4, ce qui sera une notion-clé
pour le théorème B.6, caractérisant les métriques riemanniennes convenables pour
l'espace des utilités.

On dé�nit l'opérateur opposé de U par :

− :
U → U
≈
π(u) → ≈

π(−u).

Cet opérateur est correctement dé�ni et c'est une bijection : en e�et, on a par
exemple ≈π(u) =

≈
π(v) ssi ≈π(−u) =

≈
π(−v). Considérer l'opposé correspond à ren-

verser les préférences de l'agent, sans modi�er leurs intensités relatives.
On souhaite, à présent, pousser l'opérateur somme de RC vers le quotient

U. On utilise une méthode générique pour pousser un opérateur vers l'espace
quotient : étant donné ≈u et ≈v dans U, on prend leurs antécédents dans RC grâce à
≈
π−1, on calcule la somme dans RC , puis le résultat est converti dans l'autre sens
vers l'espace quotient U grâce à ≈π.

Cependant, il n'y a pas unicité du résultat. En e�et, désignons arbitrairement
des représentants u ∈ ≈u et v ∈ ≈v. Pour calculer la somme, on peut envisager de
prendre n'importe quels représentants. Donc les sommes possibles sont αu+α′v+
β+β′, où α et α′ sont strictement positifs et où β+β′ est un réel quelconque. En
repassant au quotient, on obtiendra par exemple ≈π(2u + v) et ≈π(u + 3v), qui sont
généralement distincts. Par conséquent, le résultat n'est pas un point de l'espace
des utilités U mais un ensemble de points, c'est-à-dire un élément de P(U).

Cet exemple montre comment on peut dé�nir la somme de deux éléments ≈u et
≈
v. Pour plus de généralité, nous allons dé�nir la somme d'un nombre quelconque
d'élément de U. Par conséquent, nous prendrons aussi P(U) comme ensemble de
départ.

On dé�nit l'opérateur somme de U par :∑
:
P(U) → P(U)

A →
{≈
π (
∑n
i=1 ui) , n ∈ N, (u1, . . . ,un) ∈

(≈
π−1(A)

)n}
.

Exemple B.3
Considérons U pour C = 4 candidats. Dans la �gure B.5, à des �ns de visuali-

sation, on représente sa projection dans H, ce qui est rendu possible par le choix
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de la constante de normalisation β. Comme H est un espace à 3 dimensions, on
peut en considérer une base orthonormale (h1,h2,h3).

Pour deux vecteurs d'utilité non triviaux ≈u et ≈v, le choix des multiplicateurs
de normalisation α permet de choisir des représentants u et v dont la norme
euclidienne vaut 1.

Dans cette représentation, la somme
∑
{≈u, ≈v} est constituée des utilités corres-

pondant aux vecteurs αu+α′v, où α et α′ sont des réels positifs ou nuls. En e�et,
on a pris une représentation dans H, donc toutes les constantes de normalisation
β disparaissent. De plus, α, α′ ou les deux peuvent être nulles car notre dé�ni-
tion autorise à ignorer u, v ou les deux. Quitte à prendre des représentants de
norme unitaire pour les vecteurs d'utilité non triviaux, remarquons que la somme∑
{∼u, ∼v} peut être représentée par la ligne pointillée et le point d'indi�érence 0.

Géométriquement, la somme est le quotient de l'enveloppe convexe des argu-
ments. On notera que cette enveloppe convexe est, en fait, un cône convexe. Nous
verrons plus loin son interprétation en termes de préférences.

Étant donné notre dé�nition de l'opérateur somme, on considère le cône fermé :
par exemple, les arguments eux-mêmes (par exemple ≈u) répondent à notre dé�ni-
tion, de même que le point d'indi�érence ≈π(0). Ce ne serait généralement pas le
cas si on se contentait des ≈π(αu+α′v+β1), où α > 0 et α′ > 0. Cette convention
a pour but avoué d'obtenir un énoncé concis pour le théorème B.4 que nous allons
énoncer.

Nous allons maintenant montrer que, si A est l'ensemble des vecteurs d'utilités
d'une population, alors

∑
A est le lieu des vecteurs d'utilité qui respectent les

préférences unanimes de la population.

Théorème B.4 (caractérisation de la somme)
Soit A ∈ P(U) et ≈v ∈ U.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. ≈v ∈
∑
A.

2. ∀(L,M) ∈ L2 :
(
∀≈u ∈ A,L -≈

u
M
)
⇒ L -≈

v
M.

Démonstration. Premièrement, remarquons que le polytope tangent T engendre
l'hyperplan tangent H par multiplication positive. C'est-à-dire :

∀∆ ∈ H,∃
−−→
LM ∈ T ,∃λ ∈ ]0,+∞[ t.q. ∆ = λ

−−→
LM.

En e�et, T contient un voisinage de l'origine dans l'espace vectoriel H.
Soit v ∈ ≈π−1(

≈
v). On a les équivalences suivantes.

� ∀(L,M) ∈ L2,
(
∀≈u ∈ A,L -≈

u
M
)
⇒ L -≈

v
M ,

� ∀
−−→
LM ∈ T ,

(
∀u ∈ ≈π−1(A), 〈u |

−−→
LM 〉 ≥ 0

)
⇒ 〈v |

−−→
LM 〉 ≥ 0,

� ∀∆ ∈ H,
(
∀u ∈ ≈π−1(A), 〈u |∆ 〉 ≥ 0

)
⇒ 〈v |∆ 〉 ≥ 0 (car T engendre H),

�
⋂

u∈≈π−1(A)
u+H ⊂ v+H,

� v est dans le cône convexe de ≈π−1(A) (à cause de la dualité vue en sec-
tion B.2),

� ≈
v ∈

∑
A.

Exemple B.5
Considérons un ≈u non indi�érent et examinons le cas particulier de la somme

de ≈u et de son opposé −≈u. Par application directe de la dé�nition, on voit que la
somme est constituée de ≈u, −≈u et

≈
0.
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Or, nous venons de prouver que la somme est le lieu des vecteurs d'utilité qui
conservent les préférences unanimes sur les loteries. Intuitivement, on pourrait
penser que, puisque ≈u et −≈u ne semblent jamais d'accord, tout vecteur d'utilité
≈
v respecte l'ensemble vide de leurs préférences communes ; par conséquent, leur
somme devrait être l'espace entier. Mais cette intuition n'est pas correcte.

En e�et, examinons l'exemple de u = (1, 0, . . . , 0). Pour deux loteries L et M ,
les deux opinions opposées ≈u et−≈u sont en accord si et seulement si L1 = M1 : dans
ce cas, toutes deux sont indi�érentes entre L et M . Les seuls points de l'espace
des utilités qui véri�ent cette propriété commune sont ≈u et −≈u eux-mêmes, ainsi
que le point d'indi�érence

≈
0.

B.4 Représentation riemannienne de l'espace des
utilités

Comme l'espace des utilités est une variété, il est naturel de vouloir le munir
d'une métrique riemannienne. Dans cette section, nous prouvons qu'il existe un
choix limité de métriques qui soient cohérentes avec les propriétés naturelles de
l'espace et la symétrie a priori entre les candidats.

Tout d'abord, notons que le point d'indi�érence
≈
0 doit être exclus. En e�et,

son seul voisinage ouvert est U tout entier, et aucune distance n'est cohérente avec
cette propriété 2. En revanche, U \ {

≈
0} possède la même topologie que la sphère

de dimension C − 2, donc on peut le munir d'une distance.
Une propriété naturelle de la distance serait que ses géodésiques coïncident

avec les segments d'unanimité dé�nis par la somme. En e�et, considérons un
agent avec le vecteur d'utilité ≈u0 � disons (−10, 0, 1, 2), qui est progressivement
convaincu par un autre agent avec le vecteur d'utilité ≈u1 � disons (10, 0, 1, 2), le
long d'une courbe paramétrée ≈ut. Si les géodésiques coïncident avec les segments
d'unanimité, cela signi�e que si l'agent suit le plus court chemin pour la métrique
choisie, ses préférences vont progressivement changer à propos de leurs points de
désaccord, sans jamais dévier à propos des points sur lesquels ils sont déjà d'accord
(dans l'exemple, toutes les paires de loteries qui ont la même probabilité pour le
candidat 1). Une telle déviation pourrait se produire dans la vie réelle, mais peut
raisonnablement ne pas être considérée comme un plus court chemin.

À présent, dé�nissons la métrique ronde. Le quotient RC/ vect(1) est identi�é
à H et muni du produit scalaire issu de celui canonique de RC . L'espace des
utilités U \ {

≈
0} est identi�é à la sphère unitaire de H et muni de la structure

riemannienne induite. On note ξ0 cette métrique riemannienne sur U \ {
≈
0}.

Pour s'en faire une représentation intuitive, on peut représenter toute position
≈
u par un vecteur u qui véri�e

∑
ui = 0 et

∑
ui

2 = 1. On obtient la sphère unité
de H, de dimension C − 2, et on considère la métrique induite par la métrique
euclidienne canonique de RC . C'est-à-dire qu'on mesure les distances sur la sur-
face de la sphère en utilisant sur chaque espace tangent la restriction du produit
scalaire canonique. Pour C = 3, une telle représentation a déjà été illustrée dans
la �gure B.3.

Avec cette représentation à l'esprit, on peut donner une formule pour calculer
des distances au sens de ξ0. On note I la matrice identité de taille C, J la matrice
de taille C×C dont tous les coe�cients valent 1 et D0 la matrice de la projection

2. Techniquement, cette remarque prouve que U (muni de la topologie quotient) n'est pas un
espace T1 (Guénard et Lelièvre, 1985).
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orthogonale sur H :

D0 = I − 1

C
J.

La norme euclidienne canonique de u est notée ‖u‖. Pour deux vecteurs d'utilités
non indi�érents ≈u et ≈v, la distance entre ≈u et ≈v au sens de la métrique ξ0 est :

δ(
≈
u,
≈
v) = arccos

〈
D0u

‖D0u‖

∣∣∣∣ D0v

‖D0v‖

〉
.

Si u et v sont déjà des vecteurs unitaires de H, c'est-à-dire des représentants
canoniques de leurs classes d'équivalence ≈u et ≈v, alors la formule se simpli�e en
d(
≈
u,
≈
v) = arccos〈u |v 〉.
Nous allons, maintenant, prouver que pour C ≥ 4, la représentation sphérique

est la seule qui soit cohérente avec les propriétés naturelles de l'espace et qui
respecte la symétrie a priori entre les candidats.

Théorème B.6 (représentation riemannienne de l'espace des utilités)
On suppose C ≥ 4. Soit ξ une métrique riemannienne sur U \ {

≈
0}.

Les conditions 1 et 2 suivantes sont équivalentes.

1. (a) Pour tout couple de points non antipodaux ≈u, ≈v ∈ U \ {
≈
0} (c.à.d. ≈v 6=

−≈u), l'ensemble
∑
{≈u, ≈v} des éléments respectant les préférences una-

nimes de ≈u et ≈v est un segment de géodésique de ξ ; et

(b) pour toute permutation σ de J1, CK, l'action Φσ induite sur U \ {
≈
0} par

(u1, . . . , uC)→ (uσ(1), . . . , uσ(C))

est une isométrie.

2. ∃λ ∈ ]0,+∞[ t.q. ξ = λξ0.

Démonstration. Le sens 2 ⇒ 1 étant évident, nous allons prouver 1 ⇒ 2. Le
résultat profond sous-jacent est un théorème classique de Beltrami, qui date du
milieu du dix-neuvième siècle Beltrami (1866) (voir aussi Beltrami (1869)).

L'image d'un sous-espace de dimension 2 de H dans U \ {
≈
0} par la projection

canonique ≈π est appelée une droite 3 de U\{
≈
0}. Cette notion est profondément liée

à l'opérateur somme : en e�et, la somme de deux points non antipodaux de U\{
≈
0}

est un segment de la droite qui les relie. La condition 1a signi�e précisément que
les géodésiques de ξ sont les droites de U \ {

≈
0}. Le théorème de Beltrami assure,

ensuite, que U\{
≈
0} a une courbure constante. Remarquons que ce résultat est, en

fait, plus subtil en dimension 2 (c'est-à-dire pour C = 4) que dans les dimensions
supérieures ; voir Spivak (1979a), théorème 1.18 et Spivak (1979b), théorème 7.2
pour des preuves.

Puisque U \ {
≈
0} est une sphère topologique, cette courbure constante est né-

cessairement positive. Quitte à multiplier ξ par une constante, nous pouvons sup-
poser que cette courbure constante vaut 1. Par conséquent, il existe une isométrie
Ψ : SC−2 → U \ {

≈
0}, où SC−2 est la sphère unité de RC−1 munie de sa mé-

trique ronde usuelle. La fonction Ψ envoie manifestement les géodésiques sur des
géodésiques. On va en déduire le lemme suivant.

Lemme B.7
Il existe une application linéaire Λ : RC−1 → H qui induit Ψ, c'est-à-dire telle

que :
Ψ ◦Π = Π ◦ Λ,

où Π désigne aussi bien la projection RC−1 → SC−2 que la projection H → U\{
≈
0}.

3. Le lecteur non expert en géométrie projective pourra s'y familiariser avec Kloeckner (2012).
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Démonstration. Tout d'abord, Ψ envoie tout couple de points antipodaux de SC−2

vers un couple de points antipodaux de U \ {
≈
0} : en e�et, dans les deux cas, les

couples antipodaux sont caractérisés par le fait qu'il existe plus d'une géodésique
qui les contient tous les deux. Il s'ensuit que Ψ induit une fonction Ψ′ de l'espace
projectif P(RC−1) (qui est l'ensemble des droites passant par l'origine dans RC−1,
identi�é avec l'ensemble des couples de points antipodaux de SC−2) vers l'espace
projectif P(H) (qui est l'ensemble des droites passant par l'origine dansH, identi�é
avec l'ensemble des couples de points antipodaux de U \ {

≈
0}).

Le fait que Ψ envoie les géodésiques de SC−2 vers des géodésiques de U \ {
≈
0},

combiné avec la condition 1a, implique que Ψ′ envoie les droites projectives vers
des droites projectives.

Or il est bien connu qu'un bijection Rn → Rn qui envoie les droites sur des
droites est nécessairement une application a�ne ; un résultat similaire est vrai en
géométrie projective, ce qui implique que Ψ′ est une application projective. Voir
par exemple Audin (2003) pour les deux résultats cités.

Le fait que Ψ′ soit projective signi�e précisément qu'il existe une application
linéaire Λ : RC−1 → H qui induit Ψ′, laquelle induit à son tour Ψ : SC−2 →
U \ {

≈
0}.

En utilisant Λ pour pousser le produit scalaire canonique de RC−1, nous en
déduisons qu'il existe un produit scalaire (u,v) → φ(u,v) sur H qui induit ξ,
dans le sens que ξ est la métrique riemannienne obtenue en identi�ant U \ {

≈
0}

avec la sphère unité dé�nie dans H par φ et en y restreignant φ.
Il nous reste à prouver que φ est le produit scalaire induit par le produit

scalaire canonique de RC . Remarquons que l'hypothèse 1b est obligatoire, puisque
n'importe quel produit scalaire surH induit sur U\{

≈
0} une métrique riemannienne

qui satisfait 1a.
Chaque vecteur de la base canonique ec = (0, . . . , 1, . . . , 0) dé�nit un point de

U \ {
≈
0} et une demi-droite `c de H. La condition 1b garantit que ces demi-droites

sont permutées par des isométries de (H, φ). En particulier, il existe des vecteurs
uc ∈ `c dont les distances deux à deux sont toutes égales (au sens de φ).

Lemme B.8
La famille u1, . . . ,uC−1 est, à multiplication près par un scalaire, la seule base

de H telle que uc ∈ `c et
∑
c<C uc ∈ −`C .

Démonstration. Tout d'abord, par dé�nition des uc, ces vecteurs forment un sim-
plexe régulier et

∑
c uc = 0. Il s'ensuit que u1, . . . ,uC−1 a la propriété désirée et

il nous reste à montrer l'unicité.
Supposons que v1, . . . ,vC−1 est une base de H telle que vc ∈ `c et

∑
c<C vc ∈

−`c. Alors il existe des scalaires positifs a1, . . . , aC tels que vc = acuc pour tout
c < C, et

∑
c<C vc = aC

∑
c<C uc.

Alors
∑
c<C acuc =

∑
c<C acuc, et comme les uc forment une base, on a

nécessairement ac = aC pour tout c.

À présent, considérons le produit scalaire canonique φ0 sur H induit par le
produit scalaire canonique de RC . Puisque les permutations de coordonnées sont
des isométries, nous déduisons que les vecteurs vc = Π(ec) (où Π désigne main-
tenant la projection orthogonale de RC sur H) forment un simplexe régulier pour
φ0, tel que

∑
c vc = 0. Par conséquent, uc = λvc pour un certain λ > 0 et pour

tout c. On en déduit que les vecteurs uc forment un simplexe régulier à la fois
pour φ et φ0, qui sont donc multiples l'un de l'autre. Ceci achève la preuve du
théorème B.6.
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En revanche, l'implication 1 ⇒ 2 du théorème est fausse pour C = 3. Pour
chaque vecteur d'utilité non indi�érent, considérons son représentant qui véri�e
min(ui) = 0 et max(ui) = 1. On identi�e ainsi U \ {

≈
0} à des arêtes du cube unité

de R3, comme dans la �gure B.2. On utilise cette identi�cation pour munir U\{
≈
0}

de la métrique induite sur ces arêtes par le produit scalaire canonique de R3. Alors
les conditions 1a et 1b du théorème sont véri�ées, mais pas la condition 2.

Ce théorème amène une autre remarque importante. Comme nous avons un
représentant canonique u pour chaque classe d'équivalence ≈u qui est un vecteur
unité de H, nous pourrions être tentés de l'utiliser pour comparer les utilités de
di�érents agents.

Nous insistons sur le fait que cette représentation ne peut pas être utilisée
pour des comparaisons interpersonnelles de di�érences d'utilités.

Par exemple, pour deux agents, considérons les représentants suivants :{
u = (0, 00; 0, 71;−0, 71) ,

v = (0, 57; 0, 22;−0, 79) .

Le fait que v3 < u3 ne signi�e pas qu'un agent avec les préférences ≈v a davan-
tage d'aversion pour le candidat 3 qu'un agent avec des préférences ≈u. De même,
quand on passe du candidat 1 au candidat 2, le gain pour l'agent ≈u (+0.71) ne
peut pas être comparé à la perte pour l'agent ≈v (−0.35).

Le théorème B.6 ne contient aucun message pour la comparaison interper-
sonnelle des utilités. En e�et, des utilités appartenant à deux agents sont essen-
tiellement incomparables en l'absence d'hypothèses supplémentaires (Hammond,
1991). Prendre des représentants canoniques dans la sphère à (C − 2) dimensions
est seulement utilisé pour calculer des distances entre deux points de l'espace des
utilités.

B.5 Application : mesures de probabilité sur l'es-
pace des utilités

Une fois l'espace muni d'une métrique, il est muni d'une mesure de probabilité
naturelle : la mesure uniforme au sens de cette métrique (ce qui est possible parce
que l'espace a une mesure totale �nie). Nous noterons µ0 cette mesure, qui est
donc le volume riemannien normalisé dé�ni par la métrique ξ0.

En pratique, pour tirer des vecteurs selon une probabilité uniforme sur U\{
≈
0},

il su�t d'utiliser une loi uniforme sur la sphère unité de H. Autrement dit, une
fois qu'on a identi�é U \ {

≈
0} avec la sphère unité de H, alors µ0 est exactement

la mesure uniforme usuelle.
En l'occurrence, le fait que la sphère ronde possède de nombreuses symétries

implique des propriétés agréables supplémentaires pour µ0, que nous pouvons
résumer en une proposition.

Proposition B.9
Soit µ une mesure de probabilité sur U \ {

≈
0}.

1. Supposons que pour tout r > 0, µ donne la même probabilité à toutes les
boules de U \ {

≈
0} de rayon r (selon la métrique ξ0) ; alors µ = µ0.

2. Si µ est invariante par toute isométrie de la métrique ξ0, alors µ = µ0.

Les deux caractérisations sont classiques. La première est (une version forte
de) la dé�nition du volume riemannien. La seconde découle de la première et du
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Vertex 1 � 2, 3, 4

Vertex 1, 4 � 2, 3

Face 1 � 4 � 3 � 2

Edge 1 � 4 � 2, 3

(a) Uniforme (culture impartiale). (b) Von Mises�Fisher.

Figure B.6 � Deux distributions de 100 agents sur U avec 4 candidats.

fait que deux points quelconques de la sphère ronde peuvent être envoyés l'un vers
l'autre par une isométrie.

Dans la �gure B.6(a), réalisée avec SVVAMP, on représente une distribution de
100 agents tirés uniformément et indépendamment sur la sphère, avec 4 candidats.
Comme pour la �gure B.5, on a représenté uniquement la sphère unité de H.

Les lignes bleues forment le permutoèdre, une �gure géométrique représentant
l'aspect ordinal de ces préférences. Chaque face est constituée de tous les points
qui partagent le même ordre strict total de préférence. Un vecteur d'utilité appar-
tient à une arête s'il a seulement 3 utilités distinctes : par exemple, si un agent
préfère le candidat 1 à 4, 4 à 2 et 3, mais est indi�érent entre les candidats 2 et
3. En�n, un point est un sommet s'il a seulement deux utilités distinctes : par
exemple, si l'agent préfère le candidat 1 à tous les autres mais est indi�érent entre
ceux-ci.

Dans cette distribution, chaque agent a presque sûrement un ordre strict total
de préférence. Chaque ordre a la même probabilité et les agents sont indépendants,
donc cette distribution est une généralisation naturelle de la culture impartiale
quand on considère des utilités espérées.

Puisque le point
≈
0 est une singularité géométrique, il est di�cile de l'inclure

naturellement dans une telle mesure. Si on souhaite le prendre en compte, la
solution la plus simple consiste à le tirer avec une certaine probabilité et à utiliser
la distribution sur U\{

≈
0} dans les autres cas. Ceci dit, nous venons de remarquer

que tous les autres ordres stricts non totaux ont une mesure égale à 0 ; donc pour
un modèle théorique canonique, un choix naturel est d'attribuer également une
mesure 0 au point d'indi�érence.

Avoir une distance, et donc une mesure uniforme, permet également de dé�nir
d'autres mesures par leur densité par rapport à la mesure uniforme. Voici un
exemple de loi dé�nie par sa densité. Étant donné un vecteur u0 de la sphère
unité de H et κ un réel positif ou nul, la distribution de Von Mises�Fisher (VMF)
de pôle n et de concentration κ est dé�nie par la densité de probabilité suivante
par rapport à la loi uniforme de la sphère unité de H :

p(u) = Xκe
κ〈u |u0 〉,

où Xκ est une constante de normalisation. Étant donné le vecteur résultant
d'une distribution sur la sphère, la distribution de VMF maximise l'entropie tout
comme, dans l'espace euclidien, la loi gaussienne maximise l'entropie parmi les lois
possédant une moyenne et un écart-type donnés (Mardia, 1975). Par conséquent,
en l'absence d'information supplémentaire, c'est la distribution � naturelle � qui
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devrait être utilisée. Cette culture est implantée dans SVVAMP (section 6.1.3) et
elle est étudiée en détail au chapitre 7. La �gure B.6(b) représente une telle dis-
tribution, avec les mêmes conventions que dans la �gure B.6(a). Pour tirer une
distribution de VMF, on utilise l'algorithme d'Ulrich révisé par Wood (Ulrich,
1984; Wood, 1994).

Qualitativement, le modèle de VMF est similaire au modèle de Mallows, qui
est utilisé pour des préférences ordinales (Mallows, 1957). Dans ce dernier, la
probabilité d'un ordre de préférence σ est :

p(σ) = X ′κe
−κδ(σ,σ0),

où σ0 est le mode de la distribution, δ(σ, σ0) une distance entre σ et σ0 (typi-
quement la distance tau de Kendall), κ un réel positif ou nul (concentration) et
X ′k une constante de normalisation. Les modèles de VMF et de Mallows décrivent
tous deux une culture où la population est polarisée, c'est-à-dire dispersée autour
d'un point central, avec plus ou moins de concentration.

Cependant, il y a plusieurs di�érences.

� La distribution de VMF permet de tirer un point particulier de l'espace
des utilités, alors que celle de Mallows choisit seulement une face du per-
mutoèdre.

� En particulier, le pôle d'une distribution de VMF peut être situé en un
point quelconque de ce continuum. Par exemple, même si le pôle est sur
la face 1 � 4 � 3 � 2, il peut être plus proche de la face 1 � 4 � 2 � 3
que de la face 4 � 1 � 3 � 2. Une telle nuance n'est pas possible dans le
modèle de Mallows.

� Au voisinage du pôle, la probabilité de VMF décroît comme l'exponen-
tielle du carré de la distance (car le produit scalaire est le cosinus de la
distance sur la sphère), alors que la probabilité de Mallows décroît comme
l'exponentielle de la distance (sans le carré).

� VMF est la distribution d'entropie maximale, étant donné la moyenne sphé-
rique et la dispersion (tout comme une distribution gaussienne dans un
espace euclidien).

L'existence d'une mesure canonique permet de dé�nir d'autres mesures de
probabilité facilement, en plus des deux mesures que nous venons de décrire. De
telles mesures peuvent générer des populations arti�cielles d'agent à des �ns de
simulations. Elles peuvent aussi être utilisées pour faire correspondre des données
d'expériences réelles à un modèle théorique et servir de point de comparaison
neutre pour de telles données.

Pour développer ce dernier point, insistons sur le fait qu'étant donné une
distribution (raisonnablement régulière) µ sur un espace tel que U \ {

≈
0}, il n'y a

a priori aucune façon de dé�nir ce que signi�e, pour un élément ≈u, d'être plus
probable qu'un autre élément ≈v. En e�et, les deux ont une probabilité nulle et ce
qui aurait un sens, c'est de comparer les probabilités d'être proche ≈u ou de ≈v. Mais
il faut alors comparer des voisinages de la même taille, ce qui n'a de sens que si
on dispose d'une métrique. En d'autres termes, si on possède une distribution de
référence comme µ0, alors il est censé de considérer la densité p = dµ

dµ0
, qui est une

fonction (disons continue) sur U \ {
≈
0}. Alors, on peut comparer p(≈u) et p(≈v) pour

dire si l'un de ces éléments est plus probable que l'autre selon µ. On remarquera
qu'en l'occurrence, comparer la probabilité de r-voisinages pour la métrique ξ0 ou
la densité relativement à µ0 donne le même résultat dans la limite r → 0, ce qui
est précisément la dé�nition du volume riemannien.
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B.6 Conclusion

Nous avons étudié les propriétés géométriques du modèle classique des utilités
espérées introduit par Von Neumann et Morgenstern, quand les candidats propo-
sés sont a priori considérés comme symétriques. Nous avons remarqué que l'espace
des utilités peut être vu comme un dual de l'espace des loteries, que les opéra-
teurs opposé et somme hérités de RC ont une interprétation naturelle en termes
de préférences et que l'espace a une topologie sphérique quand on supprime le
point d'indi�érence.

Nous avons prouvé que la seule représentation riemannienne qui respecte les
droites projectives dé�nies naturellement par l'opérateur somme et la symétrie
entre les candidats est une sphère ronde.

Toutes nos considérations se reposent sur le principe consistant à ajouter le
minimum d'information dans le système, notamment en respectant la symétrie
a priori entre les candidats. Cela n'implique pas que la représentation sphérique
de l'espace des utilités U soit la plus adaptée à l'étude de telle ou telle situation
particulière. En e�et, dès qu'on dispose d'une information supplémentaire (par
exemple, un modèle de placement des candidats sur un spectre politique), il paraît
naturel de la prendre en compte dans le modèle choisi. Cependant, si on souhaite,
par exemple, étudier un mode de scrutin en toute généralité, sans se concentrer
sur son application dans tel ou tel domaine, il paraît naturel de considérer un
espace d'utilité avec une métrique aussi neutre que possible, comme celle dé�nie
dans ce chapitre par la représentation sphérique.

B.7 Extension : espace des utilités avec limite
d'approbation

Le modèle que nous venons d'étudier correspond à une situation où il existe
deux degrés de liberté dans le choix de la représentation des utilités. Dans cette
section, qui n'a pas encore été publiée, nous présentons une variation légèrement
di�érente, où la valeur d'utilité 0 possède un sens particulier, ce qui supprime le
degré de liberté en translation. La motivation principale de ce modèle est de se
donner un cadre naturel dans lequel on puisse étudier non seulement les systèmes
de vote ordinaux et le vote par notation mais également le vote par assentiment.

B.7.1 Modèles avec options virtuelles

Étant donné la position ≈u d'un agent dans l'espace des utilités, on peut choisir
indi�éremment un vecteur u ∈ ≈u pour représenter ses préférences. Cette liberté
o�re l'opportunité, en choisissant un vecteur u particulier, de stocker de l'in-
formation supplémentaire qu'on estime pertinente. Nous allons donner plusieurs
méthodes : dans certaines applications particulières, elles permettent de choisir
un représentant spéci�que de ≈u d'une manière qui est pertinente dans le contexte.
Ceci nous amènera à la notion d'options virtuelles et �nalement au modèle avec
limite d'approbation.

Avant de formaliser ces concepts, nous présentons quelques exemples où le
choix d'un vecteur d'utilité spéci�que permet de stocker une information supplé-
mentaire.

Exemple B.10 (fête foraine)
À un stand de fête foraine, on peut ne rien gagner (∅), gagner une peluche de
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lynx (L) ou d'ornithorynque (O), ou les deux (LO). L'ensemble des candidats est
C = {∅,L,O,LO}.

Si on écrit le vecteur d'utilité d'un joueur, quitte à ajuster les paramètres α
et β du théorème B.1 et en supposant que tout joueur préfère gagner les deux
peluches plutôt que rien, on peut adopter la convention que l'utilité de ne rien
gagner sera 0 et que celle de gagner les deux peluches sera 1. Par exemple, on
peut avoir pour un joueur en particulier :

(u∅, uL, uO, uLO) = (0 ; 0,3 ; 0,9 ; 1) .

Dans ce cas, on a choisi une convention de normalisation en utilisant deux
options réelles (disponibles dans le jeu) et �xées : si on exprimait les préférences
d'un deuxième joueur, on utiliserait ces mêmes options réelles comme points de
référence.

Exemple B.11 (carrefour routier)
Alice et Bob envisagent de voyager ensemble. Ils se trouvent à un croisement

routier où les directions possibles sont les points cardinaux Nord-Est (NE), Sud-
Est (SE) et Ouest (O).

Dans l'absolu, la meilleure option pour Alice serait Sud (S) et la pire serait
Nord (N). Si les hypothèses du théorème B.1 sont véri�ées, alors nous pouvons
l'utiliser pour représenter ses préférences sur l'ensemble {NE,SE,O, S,N}. Comme
les utilités sont dé�nies à deux constantes près, nous pouvons prendre pour conven-
tion que l'utilité de la pire option (N) sera 0 et que l'utilité de la meilleure option
(S) sera 1. Par exemple :

(uNE, uSE, uO, uS, uN) =

(
1

4
;

3

4
;

1

2
; 1 ; 0

)
.

NE ( 1
4 )

SE ( 3
4 )

O ( 1
2 )

S (1)

N (0)

Figure B.7 � Carrefour routier : utilités d'Alice.

Finalement, les préférences d'Alice sur {NE, SE,O} peuvent être représentées
dans [0, 1]3 par le vecteur (uNE, uSE, uO) = (1

4 ; 3
4 ; 1

2 ), comme on le représente sur
la �gure B.7.

Dans ce cas, les utilités comportent des informations supplémentaires par rap-
port à la situation du théorème B.1. En e�et, dans le cadre du théorème B.1,
un vecteur d'utilité comme (uNE, uSE, uO) = (0 ; 1 ; 1

2 ) aurait exactement le même
sens que ( 1

4 ; 3
4 ; 1

2 ) : dans les deux cas, l'agent préfère SE puis O puis NE et elle
est indi�érente entre O et une combinaison équiprobable de SE et NE. Mais,
grâce à notre choix particulier, nous avons aussi enregistré, par exemple, qu'il
est indi�érent entre NE et une combinaison probabiliste de sa meilleure option
imaginable avec probabilité 1

4 et de sa pire option imaginable avec probabilité
3
4 . En particulier, Nord-Est est sa pire option disponible, mais pas sa pire option
imaginable.
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Du pur point de vue de la théorie des jeux, cela revient au même : qu'on prenne
la représentation ( 1

4 ; 3
4 ; 1

2 ) ou (0 ; 1 ; 1
2 ), les préférences d'Alice sur les loteries de

{NE, SE,O} sont identiques, tout comme ses intérêts stratégiques dans un jeu
dont les résultats possibles sont {NE, SE,O}.

Cependant, l'information que nous avons ajoutée prend sens dans un cadre
étendu, ne se limitant pas aux seules options proposées et aux éventuels compor-
tements stratégiquement optimaux. Par exemple, elle peut se révéler utile à la
modélisation si nous estimons que, dans le problème étudié, deux personnes de
vecteurs d'utilité respectifs ( 1

4 ; 3
4 ; 1

2 ) et (0 ; 1 ; 1
2 ), avec la convention ci-dessus, ne

se comportent pas de la même façon, même si leurs intérêts stratégiques sont les
mêmes.

Exemple B.12 (carrefour routier, suite)
Poursuivons l'exemple précédent. Imaginons, à présent, que pour Bob, la

meilleure option imaginable soit Ouest (O) et que la pire soit Est (E). Si on
utilise le même procédé que précédemment, il est possible qu'on obtienne le vec-
teur d'utilité (vNE, vSE, vO) = ( 1

4 ; 1
4 ; 1), mais ces valeurs ne sont plus relatives à

Sud et Nord (comme pour Alice), mais à Ouest et Est.

NE ( 1
4 )

SE ( 1
4 )

O (1) E (0)

Figure B.8 � Carrefour routier : utilités de Bob.

Ce double exemple illustre ce que nous appelons une normalisation avec op-
tions virtuelles meilleure et pire. Plutôt que prendre pour références deux options
concrètes et communes comme dans l'exemple B.10, cette normalisation suppose
que tous les joueurs peuvent comprendre et appliquer des notions abstraites qui
permettent d'établir une unité de mesure pour chacun qui est subjective mais
repose sur des concepts concertés. Chaque agent considère les meilleure et pire
options imaginables, même si elle ne sont pas disponibles, et normalise ses utili-
tés par rapport à ces deux options virtuelles et subjectives. Bien sûr, la notion
� d'imaginable � n'est pas une propriété mathématique : avant d'utiliser ce modèle
pour un problème particulier, il faut dé�nir ce qu'on considère � imaginable � par
chaque joueur. De plus, déterminer de telles options virtuelles peut ne pas être
su�sant pour une normalisation cohérente, comme le montre l'exemple suivant.

Exemple B.13 (jeu avec récompense �nancière)
On propose un jeu où l'on peut perdre 5 pièces ou gagner 10 ou 20 pièces :

C = {−5 ; 10 ; 20}. On s'intéresse à des agents qui jouent toujours selon l'espérance
de gain �nancier. Ces agents ont donc une utilité pour chaque option qui est
exactement (une fonction linéaire positive de) la récompense monétaire 4.

Considérons que, pour un agent, la meilleure option imaginable est de gagner
une in�nité de pièces et la pire, d'en perdre une in�nité. Par conséquent, si nous
voulons utiliser une normalisation avec options virtuelles meilleure et pire, nous
devons avoir u+∞ = 1 et u−∞ = 0. Mais alors, il est manifestement impossible
de normaliser les utilités de -5, 10 et 20. En e�et, les di�érences d'utilité entre
-5, 10 et 20 sont in�nitésimales par rapport à celle entre +∞ et −∞, de sorte

4. Au moins, ils se comportent comme si c'était le cas, ce qui revient au même de notre point
de vue d'observateur.
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qu'on aurait la même utilité pour ces trois options : les préférences de l'agent
se seraient pas représentées correctement. Le c÷ur du problème est que les pré-
férences de l'agent, bien qu'archimédiennes sur {−5 ; 10 ; 20}, ne le sont pas sur
{−5 ; 10 ; 20 ; +∞ ;−∞}.

Même si l'in�nité n'est pas � imaginable �, la capacité de concevoir une quan-
tité arbitrairement grande d'argent (gagné ou perdu) mène à la même impossibilité
d'utiliser un modèle avec options virtuelles meilleure et pire.

A�n de résumer les leçons des exemples précédents, une normalisation na-
turelle apparaît à chaque fois qu'il est pertinent de dé�nir deux options vir-
tuelles spéciales pour chaque agent (correspondant au meilleur et au pire dans
nos exemples, mais ce n'est pas obligatoire) telles que :

� l'agent préfère strictement une option spéciale à l'autre ;
� même en incluant ces deux options spéciales, les préférences respectent

encore les hypothèses du théorème B.1.
Alors, on peut choisir un vecteur d'utilité sur l'ensemble des options réelles et
spéciales de telle sorte que ces dernières reçoivent les valeurs 0 et 1. Ceci donne une
représentation normalisée des utilités des options réelles dans RC (ou simplement
[0, 1]C quand les options spéciales correspondent à des options virtuelles meilleure
et pire). Cet espace d'utilité RC est doté d'une géométrie naturelle évidente,
c'est pourquoi nous ne l'étudierons pas davantage, préférant nous concentrer sur
le modèle où il y a une seule option spéciale, que nous allons introduire dans
l'exemple suivant.

Exemple B.14 (élection et limite d'approbation)
À une élection, plusieurs candidats sont proposés : C = {A,B,C}. Supposons

qu'un électeur ait pour vecteur d'utilité u = (1 ; 1
3 ; 0) à normalisation près.

Pour chaque candidat, on pose à l'électeur la question suivante : � vous
considérez-vous globalement favorable ou défavorable à ce candidat ? �. Quitte à
choisir un vecteur particulier de ≈u pour représenter les préférences de l'électeur,
il peut être intéressant de garder trace de la réponse à cette question, par
exemple si notre but est d'étudier le mode de scrutin par assentiment. Nous
pouvons envisager une convention simple : l'utilité est positive si et seulement si
la réponse est positive. Par exemple, si l'électeur répond oui uniquement pour le
candidat A, nous pouvons choisir comme vecteur d'utilité (1 ;−1 ;−2).

On peut aller plus loin : supposons que l'électeur soit capable d'imaginer un
candidat-type imaginaire S (candidat spécial) pour lequel il hésiterait entre une
réponse positive ou négative. Si ses préférences sur {A,B,C, S} respectent les
hypothèses du théorème B.1, on peut écrire des utilités et ajuster le β du théorème
pour �xer par convention l'utilité du candidat spécial à 0. Par exemple :

(uA, uB, uC, uS) = (3 ;−1 ;−3 ; 0).

La dernière coordonnée n'apporte aucune information puisqu'elle est purement
conventionnelle : on peut simplement écrire (uA, uB, uC) = (3 ;−1 ;−3). Remar-
quons qu'avec cette convention, ce vecteur n'a plus le même sens que (1 ;−1 ;−2) :
par exemple, avec (3 ;−1 ;−3), l'électeur préfère strictement une combinaison
équiprobable de A et B plutôt que le candidat spécial S.

Nous appelons cette convention : normalisation avec pour option virtuelle la
limite d'approbation. Dans ce cadre, le vecteur d'utilité est dé�ni à une constante
multiplicative strictement positive près, comme nous allons le formaliser
ci-dessous. Là encore, l'information enregistrée par notre choix ne change rien
aux stratégies optimales du joueur, mais on peut l'utiliser comme information
comportementale dans un contexte d'application particulier.
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De manière générale, on peut étendre ces idées à toute situation où on estime
pertinent de dé�nir une option virtuelle spéciale pour chaque agent, qui peut être
subjective, telle qu'en incluant cette option spéciale, ses préférences respectent
encore les hypothèses du théorème B.1.

En résumé, les méthodes présentées dans cette section ont pour but de prendre
en compte divers facteurs additionnels, dont voici quelques exemples.

� En-dehors de son résultat principal, comme le candidat élu dans une élec-
tion, le jeu peut avoir un résultat secondaire, par exemple le �message �
transmis par les électeurs, comme une satisfaction ou un mécontentement
global à l'égard des candidats. Certes, on pourrait prendre comme espace
des résultats le produit cartésien de l'espace des candidats et de celui des
messages et appliquer le théorème B.1, mais cela complexi�erait le modèle
de façon importante. Plus simplement, on peut faire la di�érence entre un
électeur (−1 ;−0,9 ;−0,8), souhaitant exprimer son mécontentement, et un
électeur (0,8 ; 0,9 ; 1), globalement satisfait, même si leurs préférences sur
les loteries de candidats et leurs stratégies optimales sont les mêmes.

� Les joueurs peuvent savoir que d'autres options auraient pu être proposées
par les instances qui organisent le jeu. Cette connaissance peut avoir une
in�uence sur leur façon de jouer, indépendamment de la nature de leurs
stratégies optimales.

� Les joueurs peuvent avoir une variable comportementale, par exemple
bonne ou mauvaise humeur, qui in�uence également leur façon de jouer,
indépendamment de leurs préférences sur les loteries.

Ainsi, les normalisations proposées permettent d'ajouter dans la modélisation des
agents des informations supplémentaires, notamment contextuelles ou comporte-
mentales, en exploitant les deux degrés de liberté laissés par le théorème B.1.

Pour conclure cette section, nous allons, à présent, donner un cadre mathéma-
tique du modèle avec limite d'approbation.

On note C′ = J0, CK. Les éléments de C = J1, CK sont toujours appelés candi-
dats. L'élément 0 est appelé candidat spécial.

On note L′ = {(L0, . . . , LC) ∈ R+
(C+1) t.q.

∑C
c=0 Lc = 1}. Les éléments de L

sont identi�és à ceux de L′ dont la coordonnée d'indice 0 est nulle. Le mélange
probabiliste de deux loteries de L′ est dé�ni de façon naturelle.

Pour une relation binaire - sur L′, les notions précédemment dé�nies de com-
plétude, transitivité, caractère archimédien et indépendance des alternatives non
pertinentes s'étendent de manière évidente.

On dit que u = (u1, . . . , uC) ∈ RC est un vecteur d'utilité avec limite d'appro-
bation représentant la relation binaire - si et seulement si, pour toute paire de
loteries L = (L0, . . . , LC) et M = (M0, . . . ,MC) de L′ :

L -M ⇔
C∑
c=1

Lcuc ≤
C∑
c=1

Mcuc.

On notera que les sommes ne prennent pas l'indice 0, ce qui revient à �xer conven-
tionnellement l'utilité du candidat spécial à 0.

Nous allons, à présent, traduire le théorème de Von Neumann-Morgenstern B.1
dans ce nouveau modèle.

Proposition B.15
Soit - une relation binaire sur L′.
Les conditions suivantes sont équivalentes.
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1. La relation binaire - est complète, transitive, archimédienne et indépen-
dante des alternatives non pertinentes.

2. Il existe u ∈ RC un vecteur d'utilité avec limite d'approbation représen-
tant -.

Quand elles sont véri�ées, u est dé�ni à une constante multiplicative stricte-
ment positive près : si u ∈ RC est un vecteur d'utilité avec limite d'approbation
représentant -, alors v ∈ RC est un vecteur d'utilité avec limite d'approbation
représentant - si et seulement si ∃α ∈ ]0,+∞[ t.q. v = αu.

Démonstration. C'est une conséquence du théorème B.1 : �xer l'utilité du candi-
dat spécial à 0 est possible grâce au choix de β, mais on perd le degré de liberté
en translation.

De manière similaire à la relation d'équivalence ≈ dans le modèle classique,
on dé�nit, à présent, la relation d'équivalence ∼ par ∀(u,v) ∈ (RC)2 :

u ∼ v⇔ ∃α ∈ ]0,+∞[ t.q. v = αu.

On appelle espace des utilités sur C candidats avec limite d'approbation, et on
note V, l'ensemble quotient RC/ ∼. Il s'agit de l'espace des demi-droites de RC
(auxquelles on ajoute le point d'indi�érence), qui est similaire au modèle de géomé-
trie projective orientée présenté par exemple par Stol� (1987); Laveau et Faugeras
(1996).

On appelle projection canonique de RC vers V la fonction :

∼
π :

RC → V
u → {v ∈ RC t.q. v ∼ u}.

Pour u ∈ RC et ∼u =
∼
π(u), on note sans ambiguïté -∼u la relation binaire sur L′

représentée par u au sens de la proposition B.15.

B.7.2 Correspondance entre les utilités avec limite d'appro-
bation et les formes a�nes

De même que l'espace des utilités classiques correspond aux formes linéaires
sur des bipoints de loteries (section B.2), nous allons montrer que l'espace des
utilités avec limite d'approbation correspond aux formes a�nes sur les loteries.

Pour toute paire de loteries L = (L0, L1, . . . , LC) et M = (M0,M1, . . . ,MC),
on appelle bipoint de L à M le vecteur de RC :

−−→
LM = (M1 − L1, . . . ,MC − LC).

Nous avons choisi de le dé�nir comme un vecteur de RC et non de RC+1. En
e�et, comme

∑C
c=0(Mc − Lc) = 0, la coordonnée d'indice 0 n'apporterait aucune

information supplémentaire.
En reprenant la �gure B.4, pour deux loteries quelconques L et M de L′, les

points L et M sont identi�és aux points (L1, . . . , LC) et (M1, . . . ,MC) du tétra-
èdre plein qui est délimité par le grand triangle (simplexe) et les axes du repère.
Une loterie appartient à L si et seulement si le point correspondant appartient au
simplexe.

On appelle polytope tangent de L′ l'ensemble T ′ des bipoints de L′ :

T ′ = {
−−→
LM, (L,M) ∈ L′2}.
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Le polytope tangent T ′ est l'ensemble des bipoints du tétraèdre, vu comme une
partie d'espace vectoriel.

En notant que le polytope T ′ contient un voisinage de l'origine dans l'espace
vectoriel qu'il engendre, on obtient les deux observations suivantes.

Lemme B.16 (T ′ génère RC)
∀∆ ∈ RC ,∃

−−→
LM ∈ T ′,∃λ ∈ ]0,+∞[ t.q. ∆ = λ

−−→
LM.

Lemme B.17 (L génère RC)
L étant vu comme une partie de l'espace vectoriel RC , on a vect(L) = RC .

De même que nous avons noté H? l'ensemble des formes linéaires sur l'espace
vectoriel H, notons L? l'ensemble des formes a�nes 5 sur L.

Pour u = (u1, . . . , uC) ∈ RC , on appelle forme a�ne associée à u l'élément
suivant 6 de L? :

〈u | : L → R
L = (L1, . . . , LC) → 〈u |L 〉 =

∑C
c=1 ucLc.

On appelle demi-espace positif associé à u :

u+ = {∆ ∈ RC t.q. 〈u |∆ 〉 ≥ 0}.

Par simple relecture des dé�nitions, on notera que pour (L,M) ∈ L2 et u ∈
RC , on a les propriétés suivantes.

1. L -∼u M ⇔ 〈u |
−−→
LM 〉 ≥ 0⇔

−−→
LM ∈ u+H.

2. L %∼u (0, . . . , 0)⇔ 〈u |L 〉 ≥ 0.

Nous pouvons, à présent, énoncer la proposition suivante, qui présente un
résultat de dualité similaire à celui donné par la proposition B.2 pour le modèle
classique sans limite d'approbation.

Proposition B.18
Pour (f, g) ∈ (L?)2, on note f ∼ g si et seulement si ∃α ∈ ]0,+∞[ t.q. g = αf .

On note ∼π(f) = {g ∈ L?, f ∼ g}.
Pour (u,v) ∈ (RC)2, on a :

u ∼ v⇔ 〈u | ∼ 〈v |.

L'application suivante est une bijection :

Θ :
V → L?/ ∼
∼
π(u) → ∼

π(〈u |).

Démonstration. u ∼ v
⇔ ∃α ∈ ]0,+∞[ t.q. v − αu = 0
⇔ ∃α ∈ ]0,+∞[ t.q. ∀L ∈ L, 〈v − αu |L 〉 = 0 (cf. lemme B.17)
⇔ 〈u | ∼ 〈v |.
L'implication ⇒ prouve que Θ est bien dé�nie : en e�et, si ∼π(u) =

∼
π(v), alors

∼
π(〈u |) =

∼
π(〈v |). L'implication ⇐ assure que Θ est injective. En�n, il est clair

que Θ est surjective.

5. Nous faisons un léger abus de vocabulaire pour simpli�er : L? est l'ensemble des restrictions
à L des formes de l'espace a�ne engendré par L. Comme les formes a�nes et leur restrictions
sont en bijection évidente, il n'y a pas de risque de confusion.

6. Nous utilisons la même notation que pour la forme linéaire associée à u. Comme leurs
expressions sont identiques, il n'y a pas de risque de confusion.
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L'espace des utilités avec limite d'approbation peut donc être vu comme un
quotient de l'espace L? des formes a�nes sur les loteries L. Un vecteur d'utilité
avec limite d'approbation peut être vu, à une constante strictement positive près,
comme une forme a�ne déterminant, pour tout point de l'espace des loteries, avec
quelle intensité il est apprécié par l'agent (par rapport à un niveau 0 qui est le
candidat spécial).

B.7.3 Opérateurs opposé et somme dans l'espace des utili-
tés avec limite d'approbation

En tant que quotient de RC , l'espace des utilités hérite d'opérations naturelles
sur RC , la prise de l'opposé et la somme. Nous allons voir que, comme pour le mo-
dèle sans limite d'approbation, ces deux opérations quotient ont une signi�cation
intuitive concernant les préférences.

Dans V, on dé�nit l'opérateur opposé par :

− :
V → V
∼
π(u) → ∼

π(−u).

L'opérateur opposé est correctement dé�ni et c'est une bijection. En e�et, on a
≈
π(u) =

≈
π(v) si et seulement si ≈π(−u) =

≈
π(−v). Comme dans l'espace des utilités

habituel U, considérer l'opposé correspond à renverser les préférences de l'agent,
sans modi�er leurs intensités relatives. Dans V, en outre, l'opposé préserve les
intensités relatives par rapport à la limite d'approbation.

Sur les parties de V, on dé�nit l'opérateur somme par :

∑
:
P(V) → P(V)

A →
{∼
π (
∑n
i=1 ui) , n ∈ N, (u1, . . . ,un) ∈

(∼
π−1(A)

)n}
.

De même que dans le modèle sans limite d'approbation, nous allons mon-
trer que la somme est le lieu des vecteurs d'utilité qui préservent les préférences
unanimes de la population.

Théorème B.19 (caractérisation de la somme dans l'espace des utilités
avec limite d'approbation)

Soit A ∈ P(V) et ∼v ∈ V.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. ∼v ∈
∑
A.

2. ∀(L,M) ∈ L′2 : (∀∼u ∈ A,L -∼u M)⇒ L -∼v M.

Démonstration. Soit v ∈ ∼π−1(
∼
v). On a les équivalences suivantes.

� ∀(L,M) ∈ L′2, (∀∼u ∈ A,L -∼u M)⇒ L -∼v M ,

� ∀
−−→
LM ∈ T ′,

(
∀u ∈ ∼π−1(A), 〈u |

−−→
LM 〉 ≥ 0

)
⇒ 〈v |

−−→
LM 〉 ≥ 0,

� ∀∆ ∈ RC ,
(
∀u ∈ ∼π−1(A), 〈u |∆ 〉 ≥ 0

)
⇒ 〈v |∆ 〉 ≥ 0 (cf. lemme B.16),

�
⋂

u∈∼π−1(A) u+ ⊂ v+,
� v est dans le cône convexe de ∼π−1(A),
� ∼

v ∈
∑
A.
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B.7.4 Représentation riemannienne de l'espace des utilités
avec limite d'approbation

Tout comme pour le modèle classique, nous allons exhiber les représentations
riemanniennes qui sont cohérentes avec les propriétés naturelles de l'espace des
utilités avec limite d approbation et avec la symétrie a priori entre les candidats
(hormis le candidat spécial).

Pour les mêmes raisons que précédemment, le point d'indi�érence
∼
0 doit être

exclu : en e�et, son seul voisinage ouvert est V tout entier et aucune distance
n'est compatible avec cette propriété. En revanche, V possède la même topologie
que la sphère de dimension C − 1, donc on peut le munir d'une distance.

La situation étant, ici, moins symétrique que dans le cas de U\{
≈
0}, nous avons

besoin d'une famille de métriques plus diverses. Plutôt que de ne considérer que
les produits scalaires proportionnels au produit canonique, on va considérer tous
ceux qui :

� rendent H orthogonal à la direction 1 ;
� ont une restriction à H proportionnelle à la restriction du produit cano-

nique ;
c'est-à-dire les λψρ, où ψρ est le produit scalaire qui coïncide sur H avec le produit
canonique, tel que 1 soit orthogonal à H et que ψρ(1,1) = ρ2.

On note ζρ la métrique sur V \ {
∼
0} induite par ψρ.

Pour s'en faire une image, il su�t d'imaginer que les vecteurs d'utilité sont
normalisés de façon à appartenir à l'ellipsoïde qui est l'image de la sphère unité
par l'a�nité orthogonale de facteur ρ le long de la direction 1. Ensuite, on mesure
la distance entre deux points, non pas en utilisant la métrique induite par le
produit scalaire canonique de RC , mais la métrique induite par le produit scalaire
pour lequel cet ellipsoïde est la sphère de diamètre λ.

Par exemple, la distance entre deux points diamétralement opposés sera tou-
jours λπ (où π désigne l'habituel nombre pi, c'est-à-dire le demi-périmètre d'un
cercle unité), ce qui ne serait pas le cas avec la métrique issue du produit scalaire
canonique. Nous reviendrons sur cette construction dans la section B.7.5.

Le réel ρ ∈ ]0,+∞[ est donc le facteur de distorsion qui dé�nit l'élongation
ou l'aplatissement de l'ellipsoïde dans la direction 1. Le réel λ ∈ ]0,+∞[ est un
facteur de dilatation global qui multiplie toutes les distances.

Théorème B.20 (représentation riemannienne de l'espace des utilités
avec limite d'approbation)

On suppose C ≥ 3. Soit ζ une métrique riemannienne sur V \ {
∼
0}.

Les conditions 1 et 2 suivantes sont équivalentes.

1. (a) Pour tout couple de points non antipodaux ∼u, ∼v ∈ V \ {
∼
0} (c.à.d. ∼v 6=

−∼u), l'ensemble
∑
{∼u, ∼v} des éléments respectant les préférences una-

nimes de ∼u et ∼v est un segment de géodésique de ζ ; et

(b) pour toute permutation σ de J1, CK, l'action Φσ induite sur V \ {
∼
0} par

(u1, . . . , uC)→ (uσ(1), . . . , uσ(C))

est une isométrie.

2. ∃ρ ∈ ]0,+∞[,∃λ ∈ ]0,+∞[ t.q. ζ = λζρ.

Démonstration. Comme dans le théorème B.6, on déduit de la condition 1a l'exis-
tence d'un produit scalaire ψ sur RC induisant ζ.
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B.7 Extension : espace des utilités avec limite d'approbation

Par la condition 1b, la direction 1 est orthogonale (au sens de ψ) à H. En e�et,
le vecteur (1,−1, 0, . . . , 0) est envoyé par la transposition Φ(12) sur son opposé,
et celle-ci étant une isométrie, l'angle entre 1 et (1,−1, 0, . . . , 0) est droit. Le
même argument s'applique à toutes les permutations de ce vecteur, lesquelles
engendrent H.

En particulier, les projections orthogonales sur H au sens de ψ et du produit
scalaire canonique de RC coïncident. Il s'ensuit que les Φσ permutent les projec-
tions des vecteurs de la base canonique sur H. On peut donc raisonner comme
dans la démonstration du théorème B.6 pour conclure que la restriction de ψ à H
est proportionnelle au produit canonique.

B.7.5 La représentation riemannienne en pratique

Pour tout réel ρ 6= 0, on note Dρ la matrice de l'a�nité orthogonale qui dilate
d'un facteur ρ dans la direction de 1 :

Dρ = D0 + ρ
1

C
J = I +

ρ− 1

C
J.

La représentation ellipsoïdale du théorème B.20 est alors l'image de la sphère
unité par Dρ (dont la bijection réciproque est D(ρ−1)).

Pour (u,v) ∈
(
RC \ {0}

)2
, la distance entre ∼u et ∼v au sens de la métrique λζρ

du théorème B.20 est :

d(
∼
u,
∼
v) = λ arccos

〈
D(ρ−1)u

‖D(ρ−1)u‖

∣∣∣∣ D(ρ−1)v

‖D(ρ−1)v‖

〉
.

En e�et, on a deux possibilités :
� calculer le représentant de ∼u qui appartient à l'ellipsoïde puis le ramener

sur la sphère par l'a�nité D(ρ−1) ;
� calculer l'image u′ de u par l'a�nité D(ρ−1) puis le normaliser, c'est-à-dire

calculer l'intersection de la demi-droite dé�nie par u′ avec la sphère unité.
Comme la sphère unité est l'image de l'ellipsoïde par l'a�nité D(ρ−1), ces deux
possibilités sont équivalentes. Choisir la seconde prouve immédiatement la formule
proposée.

Si on veut tirer des vecteurs suivant une loi de probabilité uniforme sur V\{
∼
0}

(muni de la métrique λζρ), il su�t de tirer u selon une loi uniforme sur la sphère
unité de RC puis de renvoyer Dρu.

A�n de nous forger une intuition correcte de cette représentation ellipsoïdale,
la principale di�culté est qu'il ne faut pas considérer la métrique euclidienne
canonique sur l'ellipsoïde en question, mais une métrique pour laquelle cette ellipse
est une sphère, comme nous allons le voir sur la page suivante.
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B. Géométrie de l'espace des utilités

u1

u2
vect(1)

H

ρ = 2ρ = 3

∼
u

∼
v

∼
w

d(
∼
u,
∼
v)

d(
∼
u,
∼
w)

Figure B.9 � Représentations ellipsoïdales de l'espace des utilités avec limite
d'approbation.

Dans la �gure B.9, on montre comment la distance est calculée, par exemple
entre ∼u et ∼v. Le cas ρ = 2 est en bleu et ρ = 3 en rouge. Dans chaque cas, on prend
l'intersection de la demi-droite ∼u avec l'ellipsoïde, puis on utilise l'a�nité D(ρ−1)

pour ramener ce point sur la sphère. On fait de même avec ∼v puis on mesure la
distance à la surface de la sphère.

Quand ρ tend vers l'in�ni, on voit que d(
∼
u,
∼
v) tend vers 0 alors que d(

∼
u,
∼
w)

tend vers un réel strictement positif (qui est λπ). Dans ce cas dégénéré, la distance
entre deux points ne dépend que des utilités relatives sur les candidats, sans
considérer la position par rapport à la limite d'approbation : de ce point de vue,
cela ressemble au modèle sphérique à C − 2 dimensions. Cependant, cela signi�e
également qu'une distance λπ se trouve concentrée entre ∼u et ∼w, et de manière
générale entre tout couple de demi-droites situées de part et d'autre de vect(1) :
�nalement, si on utilise la loi de probabilité uniforme, on obtient presque sûrement
−1 ou 1.

Quand ρ tend vers 0, on obtient le comportement inverse : la distance entre
deux points ne dépend que de l'approbation ou de la désapprobation globale
(c'est-à-dire dans quel demi-espace on est par rapport à l'hyperplan H), pas des
appréciations relatives entre candidats. Cependant, si on utilise la loi de probabi-
lité uniforme, on obtient presque sûrement un vecteur appartenant à H.

Dans les applications pratiques du chapitre 7, nous choisissons toujours ρ = 1,
c'est-à-dire une représentation sphérique. Il s'agit d'un cas intermédiaire entre
les deux cas limites présentés ci-dessus, qui favorisent soit les utilités de même
signe, soit des vecteurs d'utilités de somme nulle (donc avec presque sûrement des
utilités des deux signes).

298



Annexe C

Systèmes de vote appliqués
aux réseaux de
télécommunication

Nous considérons un modèle simpli�é où des n÷uds d'un réseau veulent établir
un chemin pour transmettre des paquets, avec un revenu partagé également entre
les participants et un coût qui dépend du chemin utilisé. Nous examinons la
possibilité que les n÷uds utilisent un système de vote pour déterminer le chemin
suivi.

Si les n÷uds votent sincèrement, le vote par notation donne par dé�nition
l'optimum économique. Mais les n÷uds ont intérêt à voter tactiquement : en vote
par notation, nous montrons que les performances s'e�ondrent alors. En revanche,
si on utilise VTI, le système est bien moins manipulable et les chemins choisis sont
tout de même proches de l'optimum économique.

Cette annexe reprend pour l'essentiel les travaux présentés par Durand et al.
(2013, 2014b).

Internet est devenu un écosystème économique où interviennent de nombreux
acteurs concurrents. A�n de prendre des décisions pertinentes, tout en empêchant
les acteurs économiques de manipuler le résultat naturel du processus de décision,
la théorie des jeux est un cadre naturel. Les systèmes de vote représentent une
alternative intéressante qui, à notre connaissance, n'a pas encore été considérée.
Ils permettent à des entités concurrentes de décider entre di�érentes options.
Dans ce chapitre, nous examinons leur utilisation pour la sélection d'un chemin
d'un point à un autre dans un réseau qui fait intervenir plusieurs opérateurs, et
nous analysons leur manipulabilité par vote tactique et leur e�cacité économique.
Nous montrons que VTI est bien plus e�cace et résistant au vote tactique que le
système de vote naturel pour trouver l'optimum économique, c'est-à-dire le vote
par notation.

L'émergence de nouveaux services, couplée à la croissance constante des ser-
vices existants, a mené à une explosion du tra�c internet. Le réseaux des réseaux
est devenu un énorme écosystème économique dont de nombreuses entreprises
tirent des revenus. Ceci inclut des opérateurs de réseau, qui interconnectent leurs
infrastructures pour constituer l'Internet, mais aussi des fournisseurs de service,
qui monnaient leurs prestations au sein d'Internet. Dans ce contexte, il est im-
portant d'assurer la justesse des décisions qui impliquent de nombreux acteurs
concurrents, avec le but d'atteindre une forme d'optimum économique global.
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C. Systèmes de vote appliqués aux réseaux de télécommunication

En e�et, les participants d'un réseau décentralisé ont souvent à prendre des
décisions globales basées sur des intérêts particuliers. Par exemple, les routes
internet s'étendent sur plusieurs Systèmes Autonomes (AS) alors qu'elles résultent
de décisions locales et en partie arbitraires. De nombreux champs de la théorie
des jeux ont été proposés a�n de mieux comprendre la prise de décision distribuée
(Nisam et al., 2007). Cependant, à notre connaissance, un de ces champs reste
à explorer : les systèmes de vote, qui permettent à des entités concurrentes de
prendre une décision entre plusieurs options.

Le but principal de ce chapitre est d'examiner l'utilisation de systèmes de vote
au sein de l'écosystème économique d'Internet sur un cas d'usage donné. En parti-
culier, nous nous concentrons sur la question de la manipulabilité, qui est cruciale
dans un contexte de prise de décision. Nous savons qu'à part des cas dégénérés,
tous les systèmes de vote sont manipulables (Gibbard, 1973; Satterthwaite, 1975).
Cependant, les modes de scrutin ne sont pas égaux devant la manipulabilité.

La section C.1 dé�nit et modélise le cas d'utilisation de cette annexe : l'éta-
blissement d'un chemin dans un réseau à plusieurs opérateurs. Il s'agit d'un mo-
dèle simpli�é initialement élaboré par Ludovic Noirie, dont le but est avant tout
d'étudier qualitativement les comportements des di�érents systèmes de vote sans
s'appesantir sur la complexité technologique du système. En�n, en section C.2,
nous analysons les résultats obtenus, en illustrant comment et pourquoi les sys-
tèmes de votes peuvent être très intéressants pour une utilisation pratique dans
un écosystème économique tel que celui d'un réseau à plusieurs opérateurs.

C.1 Présentation du modèle d'établissement d'un
chemin par plusieurs opérateurs

Dans cette section, on dé�nit le problème que nous souhaitons résoudre : l'éta-
blissement de chemin d'un point à un autre par plusieurs opérateurs. Nous expli-
quons comment les systèmes de vote peuvent être utilisés à cette �n, et comment
les chemins candidats sont pré-sélectionnés. Puis nous dé�nissons la modélisation
des coûts et des gains et nous présentons comment les systèmes de vote sont
utilisés et comment la manipulabilité est calculée.

C.1.1 Modélisation sous forme d'élection

Le problème à résoudre est le suivant : dans un réseau à plusieurs opérateurs,
étant donné un n÷ud de départ (ingress) et un n÷ud d'arrivée (egress), quel
chemin devrait être choisi si on prend en compte les préférences des opérateurs ?

La �gure C.1 représente un exemple 1 d'interconnexion pour un réseau à plu-
sieurs opérateurs, avec un opérateur par pays européen connecté aux membres
d'un certain voisinage géographique.

Nous utilisons des systèmes de vote en utilisant le modèle suivant :
� Les électeurs sont les opérateurs.
� Les candidats sont les chemins de routage possibles pour une certaine de-

mande ou un sous-ensemble d'entre eux.

1. Cet exemple n'est pas représentatif d'un véritable réseau à plusieurs opérateurs. Par
exemple, une telle topologie plate de connexion di�ère de la topologie hiérarchique BGP histo-
rique d'Internet. Néanmoins, notre but ici est de donner un modèle simple où les coûts dérivent
d'une forme de métrique sous-jacente. C'est pourquoi se baser sur la géographie du réseau est un
choix naturel. On notera que certaines études récentes montrent une évolution vers des topologies
plus plates que dans le passé (Labovitz et al., 2010; Dhamdhere et Dovrolis, 2010).
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C.1 Présentation du modèle d'établissement d'un chemin par plusieurs opérateurs

Figure C.1 � Exemple de réseau de connections entre plusieurs opérateurs

� Les préférences de chaque opérateur sont représentées par un vecteur d'uti-
lité, à partir duquel un bulletin est dé�ni.

� Le résultat de l'élection est le chemin sélectionné pour la requête client.
N'importe quel système de vote peut être utilisé. Ici, nous supposons qu'il
existe une entité �able et indépendante, appelée le superviseur, en charge
du processus de l'élection. Le superviseur collecte les bulletins de tous les
opérateurs et calcule la fonction de dépouillement pour décider le chemin
vainqueur (mais d'autres options sont possibles ; par exemple, les opéra-
teurs peuvent participer coopérativement à l'ensemble du dépouillement).

Il est possible que certains opérateurs possèdent de l'information sur les utilités
de leurs concurrents :

� par connaissance publique des utilités ;
� par coopération entre certains opérateurs (coalition) ;
� par inférence à partir des scrutins précédents (apprentissage) ;
� par espionnage ou interception d'information.

Les opérateurs peuvent utiliser leur connaissance pour mentir à propos de leurs
propres préférences, de façon à améliorer leurs béné�ces, potentiellement au détri-
ment de l'intérêt général. Par conséquent, étudier la manipulabilité des systèmes
de vote est important dans ce contexte.

C.1.2 Sélection des chemins candidats

Dans notre cas d'étude, nous considérons l'interconnexion de V = 38 opéra-
teurs de la �gure C.1.

Une demande est une requête de connexion avec la seule contrainte de démarrer
à un opérateur donné (ingress) et de terminer à un autre opérateur donné (egress).

Pour chaque demande, si l'on considère l'ensemble de tous les chemins possibles
sans boucle, la taille de cet ensemble croît exponentiellement avec le nombre de
n÷uds dans le réseau. Pour pallier ce problème, nous appliquons la règle suivante
pour limiter le nombre de chemins proposés. Pour appliquer cette règle, seule la
connaissance de la topologie du réseau est nécessaire.
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C. Systèmes de vote appliqués aux réseaux de télécommunication

� Le superviseur �xe un nombre minimal de chemin candidats Cmin et un
seuil initial εmin.

� Il connaît la topologie des liens (mais pas les coûts). Il calcule le nombre
minimal de sauts hmin nécessaires pour satisfaire la demande.

� Il considère tous les chemins sans boucle possédant un nombre de sauts
inférieur ou égal à hmin + ε, où ε est le plus petit seuil supérieur ou égal à
εmin qui sélectionne au moins Cmin candidats.

Il est important de noter que :
� Les chemins candidats sont complètement déterminés par la demande et

par les paramètres (Cmin, εmin). Leur nombre exact dépend de la demande.
� Pour chaque chemin candidat c, seul un sous-ensemble Vc des opérateurs

v ∈ V est concerné par le chemin candidat.
� Parmi les opérateurs, certains peuvent être concernés par seulement un

sous-ensemble des candidats.
Pour les évaluations numériques, nous utilisons deux jeux de paramètres :

(Cmin, εmin) ∈ {(5, 0); (10, 1)}. Le premier réglage donne une moyenne de 9, 94
chemins candidats par requête (minimum 5, maximum 43), et le second réglage
donne une moyenne de 21, 25 chemins par requête (minimum 10, maximum 127).

C.1.3 Modèle des coûts et des gains pour les opérateurs

Nous dé�nissons les utilités de chaque opérateur comme la di�érence entre ses
gains et ses coûts pour chaque chemin possible. Divers modèles de coûts et de
gains pourraient être dé�nis, mais le but principal de cette étude est d'évaluer
la manipulabilité des systèmes de vote dans ce contexte, donc nous utilisons les
modèles simpli�és suivants. Si on souhaitait tester des modèles plus proches de
la réalité, il n'y aurait aucun obstacle technique à le faire. Selon notre intuition,
cela n'apporterait que des changements mineurs aux tendances observées, mais il
serait intéressant de valider cette intuition dans des travaux futurs.

Coût

Le coût pour un opérateur v de Vc pour porter le chemin c est noté αv,c. Nous
dé�nissons αv,c comme la somme de la moitié du coût de la connexion entrante
(nulle pour l'opérateur ingress) et de la moitié du coût de la connexion sortante
(nulle pour l'opérateur egress). Pour le coût d'un connexion entre deux opérateurs
adjacents v et v′, nous choisissons une fonction linéaire X0 + δ(v, v′)/δ0 de la
distance géographique δ(v, v′) entre v et v′ (v et v′ étant les capitales des pays
dans notre exemple de réseau). Dans notre étude numérique, nous considérons
trois options pour le coût : dominé par le coût constant X0 (X0 = 1 et δ0 = 100×
max(d(v, v′))), purement linéaire (X0 = 0, δ0 = max(δ(v, v′))) et intermédiaire
(X0 = 1, δ0 = max(δ(v, v′))/3).

Gain

Concernant le gain pour les opérateurs, nous considérons que le client paie un
montant �xé A pour une demande donnée (�at fare). Si le chemin c est sélectionné,
ce montant A est distribué également entre les opérateurs concernés (c'est-à-dire
les membres de Vc). Nous avons �xé la valeur de A du prix utilisateur de telle
sorte que, quand on considère le chemin de moindre coût pour chaque requête, le
revenu global moyen représente 140% du coût global moyen (ce qui se traduit par
un béné�ce de 40%).
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C.1 Présentation du modèle d'établissement d'un chemin par plusieurs opérateurs

Utilité

La valeur sincère d'utilité pour l'opérateur v pour porter le chemin candidat
c est dé�nie comme le revenu net (positif ou négatif) pour l'opérateur dans le cas
où ce chemin candidat est sélectionné

� uv,c =
A

card(Vc)
− αv,c si v ∈ Vc,

� uv,c = 0 si v /∈ Vc (un opérateur est donc indi�érent entre les chemins
auxquels il ne participe pas).

Revenu total

Le revenu total d'un opérateur donné (par unité de temps) dépend de la dis-
tribution des demandes. Dans notre étude, nous considérons que les demandes
sont uniformément distribuées sur les paires d'opérateurs ingress et egress.

C.1.4 Systèmes de vote étudiés

Parmi les systèmes de vote présentés dans le chapitre 1, nous en considérons
deux en particulier, que nous rappelons tout en indiquant les spéci�cités de leur
application à l'établissement d'un chemin dans le réseau.

Vote par notation (VN)

Avec les utilités dé�nies précédemment, le système de vote le plus naturel est
celui qui maximise le revenu global, c'est-à-dire la somme des utilités de tous les
opérateurs qui contribuent au chemin sélectionné. Ceci correspond exactement au
vote par notation, c'est pourquoi celui-ci sera le système de référence naturel. En
détails :

� Les opérateurs donnent leurs utilités au superviseur ;
� Le superviseur calcule la somme des notes pour chaque chemin candidat

et sélectionne le chemin avec la valeur maximale.
Un des inconvénients de VN est que les opérateurs doivent donner toute l'infor-
mation à propos de leurs coûts au superviseur. Même s'il s'agit d'une entité �able
et indépendante, il est possible qu'ils préfèrent éviter divulguer ce type d'infor-
mation.

VTI

De nombreux autres systèmes de vote peuvent être appliqués. Des travaux
précédents (par exemple Chamberlin et al. (1984) ou Walsh (2010a)), ainsi que
ceux de cette thèse, suggèrent que VTI fait partie des systèmes de vote connus les
moins manipulables. C'est pourquoi nous utilisons VTI comme deuxième système
de vote pour notre cas d'étude 2. La sélection de chemin avec VTI fonctionne de
la façon suivante.

� Chaque électeur (opérateur) donne son ordre de préférence sur les chemins
candidats qui le concernent et, pour chacun d'entre eux, si elle l'approuve
(gain �nancier) ou le désapprouve (perte �nancière) de façon à les pla-
cer par rapport aux chemins auxquels il ne participe pas. De cette façon,
chaque opérateur est forcé d'exprimer une indi�érence entre les chemins
auxquels il ne participe pas.

2. En réalité, nous avons aussi essayé d'autre systèmes de vote dans des expériences qui
ne sont pas présentées ici, et véri�é que VTI était le système de vote le plus prometteur en
termes de manipulabilité, à part notamment Condorcet-VTI qui est plus complexe et dont les
performances sont similaires.
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C. Systèmes de vote appliqués aux réseaux de télécommunication

� Le superviseur calcule le dépouillement selon la règle habituelle de VTI,
avec la règle suivante en cas d'indi�érence entre plusieurs candidats : lors de
chaque tour de VTI, pour un opérateur donné, son vote est divisé également
entre les candidats encore en lice qui sont à égalité en tête de son bulletin.
À chaque tour, le superviseur élimine le chemin candidat avec le moins de
votes (le nombre de votes n'est pas nécessairement entier). En cas d'égalité,
on élimine le chemin candidat de plus grand indice.

C.1.5 Algorithmes de manipulation

Tout d'abord, pour les deux systèmes de vote, la manipulation du scrutin par
un opérateur est limitée aux chemins candidats qui le concernent : l'opérateur
ne peut pas prétendre aimer ou ne pas aimer un chemin candidat pour lequel il
devrait manifestement être indi�érent.

VN

Quand les électeurs préférant c à w essaient de faire gagner c, leur meilleure
stratégie est manifestement la stratégie triviale : donner la note maximale à c
et la note minimale aux autres candidats, sauf pour les chemins auxquels ils ne
participent pas, pour lesquels ils sont contraints de donner une note égale à 0.
Pour cette raison, la manipulation par coalition (MC) et la manipulation triviale
(MT) sont équivalentes. Dans notre étude, la note maximale est �xée à A et la
note minimale autorisée est −A.

VTI

Décider s'il existe une façon de manipuler VTI est bien plus di�cile. En fait, le
problème est connu pour être NP-di�cile (Bartholdi et Orlin, 1991). Par consé-
quent, nous utilisons des méthodes simples pour tester la manipulabilité d'une
demande donnée. Quand les tests ne sont pas conclusifs pour une demande don-
née, on peut seulement répondre peut-être, mais quand on considère toutes les
demandes, cela permet de donner des bornes inférieure et supérieure de la mani-
pulabilité.

A�n de prouver que VTI est manipulable, nous essayons uniquement la mani-
pulation triviale. Ceci donne une borne inférieure de la manipulabilité.

A�n de prouver que VTI n'est pas manipulable, notre algorithme est une adap-
tation de Coleman et Teague (2007). La di�culté provient du fait que les électeurs
ont des égalités imposées (pour les chemins candidats auxquelles ils ne participent
pas) et qu'il est possible que leur voix soit divisée entre plusieurs candidats à un
tour de dépouillement donné. L'idée de notre adaptation est d'utiliser une variante
du système de vote qui donne davantage de pouvoir aux manipulateurs et pour
laquelle MC peut être calculée exactement. Si le système modi�é ne peut pas être
manipulé, alors VTI ne peut pas être manipulé non plus. En détails :

� À chaque tour, on autorise les manipulateurs à changer leur vote (comme
dans le scrutin exhaustif). L'intérêt est qu'éliminer le candidat c puis d
ou d puis c mène à la même situation, quel que soit l'historique pour y
parvenir. Ceci facilite le fait d'avoir une approche itérative au lieu d'une
approche récursive.

� À chaque tour, chaque manipulateur peut diviser son vote entre plusieurs
candidats, y compris de manière non égale, par exemple 1

3 vote pour un
candidat et 2

3 vote pour un autre. Ceci permet une approche en water-�lling
et évite les problèmes de type sac à dos.
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C.2 Manipulabilité et e�cacité des systèmes de vote étudiés

� On autorise les électeurs à mentir, y compris à propos des chemins auxquels
ils ne participent pas. Par conséquent, tous les manipulateurs sont égaux
en droit et on n'a pas besoin de les gérer individuellement.

Avec ces modi�cations, on peut gérer le groupe des manipulateurs globalement : à
chaque tour, on peut diviser leurs votes comme on le souhaite entre les candidats,
de façon à éliminer le candidat voulu.

Quand la manipulation est impossible avec ces règles adaptées, elle est aussi
impossible avec les règles données en C.1.4 : ceci fournit une borne supérieure
pour la manipulabilité de VTI.

Comme nous le verrons dans la prochaine section, les bornes inférieure et
supérieure ont tendance à être proches l'une de l'autre, ce qui donne une bonne
estimation de la manipulabilité.

Remarque En fait, l'algorithme précédent reste très coûteux (potentiellement
d'ordre 2C). Quand il y a plus de 25 candidats et que la manipulation triviale ne
fonctionne pas, nous n'essayons pas de prouver l'impossibilité et nous considérons
directement le test non conclusif.

C.2 Manipulabilité et e�cacité des systèmes de
vote étudiés

Dans cette section, nous analysons les résultats obtenus sur le cas de réseaux
à plusieurs opérateurs décrit dans la section C.1.

Aussi bien pour VN que pour VTI, nous nous concentrons d'abord sur un
scénario spéci�que qui servira de référence, puis nous étendons les résultats en
changeant divers paramètres. Nous observons la manipulabilité et l'e�cacité éco-
nomique, avec des bulletins sincères et non-sincères.

C.2.1 Scénario de référence

Notre scénario de référence est le cas avec (Cmin, εmin) = (5, 0) (en moyenne
9, 94 chemins candidats par demande) et le modèle de coût intermédiaire (X0 = 1,
δ0 = max(d(v, v′))/3). Pour ce scénario, on mesure :

� E�cacité sincère : revenu net global, en pourcentage du revenu net global
optimal.

� Manipulabilité : proportion des demandes qui sont MC. Pour le vote par
notation, le calcul est exact. Pour VTI, nous utilisons MT comme borne
inférieure et la variante présentée en section C.1.5 pour donner une borne
supérieure.

� E�cacité manipulée : e�cacité du système quand des manipulations sont
permises. Pour une demande donnée, plusieurs manipulations peuvent se
produire. Nous pouvons mesure l'e�cacité manipulée moyenne, quand un
chemin béné�ciant d'une manipulation possible est choisi au hasard, ou la
pire situation si pour chaque demande manipulable, on choisit la manipu-
lation qui minimise le revenu global net (on se souviendra cependant que
par dé�nition, le revenu net de chaque manipulateur est nécessairement
augmenté).

Les résultats sont présentés dans la table C.1. VTI présente de nombreux
avantages par rapport au vote par notation :

� En vote sincère, VN donne l'optimum économique par dé�nition. Bien que
VTI n'ait pas pour cible intrinsèque l'optimum économique, ce système
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Système de vote VN VTI

E�cacité sincère 100% 95 %

Manipulabilité 96% < 20% (MT : 18%)

E�cacité manipulée (moyenne) 37% 90%

E�cacité manipulée (pire cas) -75% 89%

Table C.1 � Résultats principaux pour le scénario de référence ((Cmin, εmin) =
(5, 0), (C0, δ0) = (1,max(d(v, v′))/3) )

Figure C.2 � Manipulabilité de VTI comparée au vote par notation

parvient à atteindre 95% de l'optimum. Cette légère perte d'e�cacité peut
être vue comme le prix de la robustesse, comme nous allons le voir.

� Presque toutes les demandes (96%) peuvent être manipulées si le vote par
notation est utilisé, contre moins de 20% pour VTI.

� En ce qui concerne l'impact sur l'e�cacité, la dégradation est très élevée
pour le vote par notation : elle descend à 37% de l'optimum en moyenne,
et à -75% dans le pire scénario. De son côté, VTI maintient un robuste
90% en moyenne (89% dans le pire scénario).

Par conséquent, on retiendra que VTI est bien moins sujet à manipulation que
le vote par notation, et que, même quand une manipulation existe, son impact
sur le bien-être global est supportable.

C.2.2 In�uence des paramètres

Nous avons proposé en section C.1 deux paramètres de limitation des chemins
candidats et trois modèles de coût, donc nous avons six paramétrages possibles.

Manipulabilité

La �gure C.2 indique la manipulabilité des scénarios considérés.
Pour les deux systèmes de vote, plus il y a de candidats, plus c'est manipu-

lable. Ceci ne nous surprend guère, puisque plus de candidats signi�e qu'il y a plus
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Figure C.3 � E�cacité de VTI et du vote par notation en vote sincère

de chemins pouvant béné�cier de manipulation et aussi plus d'espace d'expres-
sion dans les bulletins. Par conséquent, il est recommandable que le superviseur
limite le nombre de candidats proposés a�n de diminuer la manipulabilité, tout
en conservant assez de candidats pour permettre la sélection juste et pertinente
d'un chemin.

En ce qui concerne le modèle de coût, on observe que plus il est plat, plus
la manipulabilité est basse (pour les deux systèmes de vote). Mais le résultat le
plus intéressant est que la manipulabilité de VTI est bien plus basse que celle du
vote par notation dans tous les cas. Alors que la manipulation de VN est toujours
supérieure à 85%, celle de VTI est aux environs de 30% ou moins sauf pour un
scénario (entre 40% et 48% pour le plus grand nombre de chemins candidats et
avec un coût purement linéaire).

On notera que pour VTI, les bornes inférieure et supérieure de manipulabilité
sont relativement proches. La di�érence croît avec le nombre de chemins candi-
dats, mais c'est dû à la méthode utilisée pour calculer la borne supérieure (voir
la section C.1), qui consiste à abandonner l'évaluation pour les demandes qui
donnent lieu à trop de chemins candidats.

E�cacité économique sincère

La �gure C.3 donne l'e�cacité sincère de chaque système de vote pour les
scénarios considérés. Par dé�nition, VN donne 100% d'e�cacité économique. Mais
VTI donne une e�cacité économique proche de cet optimum. Que ce soit pour
un nombre de chemins candidats faible ou élevé, cette e�cacité est d'environ 80%
pour le modèle de coût purement linéaire, environ 95% pour le modèle de coût
intermédiaire, et plus de 99% pour le modèle de coût constant. Ceci con�rme que,
même s'il est possible que VTI donne un chemin qui n'est pas optimal pour le
revenu économique global, le chemin sélectionné est relativement proche du choix
optimal.

À titre de référence, la �gure C.3 indique également l'e�cacité obtenue quand
le chemin est choisi au hasard parmi les candidats, et quand le pire candidat est
choisi.
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Figure C.4 � E�cacité de VTI et du vote par notation avec manipulation

E�cacité manipulée

La �gure C.4 montre les e�cacités manipulées. Pour tous les scénarios, on
observe un gain spectaculaire en choisissant VTI plutôt que le vote par notation.
Pour VTI, l'e�cacité économique n'est que légèrement dégradée par rapport au
cas sincère, et le pire cas n'est jamais loin du cas moyen. Pour le vote par notation,
l'e�cacité économique est largement dégradée par rapport au vote sincère : alors
que l'e�cacité économique sincère est par dé�nition de 100%, la manipulation la
fait descendre à environ 0% en moyenne et de grandes valeurs négatives en pire
cas pour le modèle de coût purement linéaire ; environ 35% en moyenne et environ
8% en pire cas pour le modèle de coût intermédiaire ; et à environ 60% en moyenne
et 50% en pire cas pour le modèle de coût constant.

Tous ces résultats con�rment que VTI est vraiment plus sûr pour préserver
les béné�ces économiques que le vote par notation.

C.3 Conclusion

Les résultats théoriques existants montrent que, sauf pour quelques cas dégéné-
rés, tout système de vote est susceptible, dans certains scénarios, d'être manipulé,
même par un seul électeur. Dans ce chapitre, nous avons proposé de quanti�er la
manipulabilité dans des scénarios pratiques et de mesurer ses e�ets par rapport
au bien-être global. Nous nous sommes concentrés sur l'établissement d'un chemin
d'un point à un autre dans un réseau à plusieurs opérateurs. Nous avons comparé
deux systèmes de vote :

� Vote par notation : VN maximise le revenu net global du système, à condi-
tion que les opérateurs (les électeurs) donnent leurs utilités sincères (leurs
revenus nets) sur les chemins candidats proposés.

� VTI : basé sur des ordres faibles de préférence avec des tours d'élimina-
tion successifs, VTI a la réputation d'être moins manipulable (Chamberlin
et al., 1984; Walsh, 2010a), ce que nous avons pu con�rmer dans nos tra-
vaux.
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C.3 Conclusion

Notre étude souligne l'intérêt des systèmes de vote dans le contexte de l'écosys-
tème économique d'Internet où de nombreux joueurs concurrents sont impliqués,
avec le cas d'usage pratique d'une sélection de chemin d'un point à un autre.

Nous avons aussi observé que tous les systèmes de vote ne sont pas équivalents,
loin de là. Quand les opérateurs peuvent mentir sur leurs préférences, VTI est
nettement meilleur que le vote par notation pour maximiser le gain économique :

� Le taux de manipulabilité de VTI peut être aussi bas que 20% alors que,
dans le même scénario, VN est proche de 100%.

� Avec VTI, les opérateurs n'ont pas besoin de donner toute l'information
pour que le scrutin soit dépouillé, l'ordre de préférence avec limite d'ap-
probation su�t, alors que pour VN, ils doivent donner toute l'information
sur leurs coûts.

� Bien que VTI ne soit pas conçu intrinsèquement pour viser le choix éco-
nomiquement optimal, il en est très proche en pratique. Le prix de la
non-manipulabilité est faible (de l'ordre de 5% dans notre étude).

� En ce qui concerne les manipulations, la dégradation de l'e�cacité écono-
mique est limitée avec VTI, alors qu'elle est très importante avec VN.

Travaux futurs

Les travaux présentés dans cette annexe ouvrent de nombreuses opportunités
pour des travaux futurs :

� Analyse de la sensibilité des résultats par rapport à divers paramètres,
divers modèles de coûts et de revenu.

� Analyse d'autres systèmes de vote.
� Identi�cation d'autres cas d'usage dans le contexte d'Internet, avec d'autres

types d'écosystèmes.
En e�et, le cadre des systèmes de vote peut être utile dans toute situation

où on peut identi�er des électeurs qui ont besoin de se décider entre plusieurs
options. Nous avons montré dans notre cas d'étude qu'en choisissant correctement
le système de vote, on peut limiter la manipulabilité par vote tactique d'une
coalition des électeurs et préserver le revenu pour l'écosystème économique global.
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Glossaire des notations

Symboles non alphabétiques

[α, β[ Intervalle réel de α inclus à β exclu.

Jj, kK Intervalle entier de j à k inclus.

bαc Partie entière du réel α par défaut.

dαe Partie entière du réel α par excès.

|A(v)| Cardinal des électeurs v qui véri�ent l'assertion A(v).

π(A | B) Probabilité conditionnelle de l'événement A sachant B.

Alphabet grec

µ La loi de la variable P (sauf mention explicite du contraire).

π
Une culture sur l'espace électoral Ω. Plus généralement, une
mesure de probabilité.

τπMC(f)
Taux de manipulabilité par coalition du système de vote f
en culture π.

Ω
Ensemble

∏
v∈V Ωv des con�gurations ω possibles. Aussi uti-

lisé comme raccourci de notation pour un espace électoral
(V,C,Ω,P).

ΩM
Ensemble des états ωM possibles pour les électeurs d'un en-
semble M .

Ωv Ensemble des états ωv possibles pour l'électeur v.

Alphabet latin

C ∈ N \ {0} Nombre de candidats.

C Ensemble J1, CK des indices des candidats.
card(E) Cardinal de l'ensemble E.
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Glossaire des notations

D(ω)
Matrice des duels en ω. Le coe�cient d'indices c et d est noté
Dcd(ω) ou, en abrégé, Dcd.

FC Ensemble des ordres stricts faibles sur C.

f
Un système de vote basé sur l'état (SVBE), c'est-à-dire une
fonction Ω → C. Dans le cas d'un système de vote général,
f désigne sa fonction de dépouillement S1 × . . .× SV → C.

f∗ Condorci�cation de f .

fadm, f !adm Variantes de condorci�cation de f basées sur la notion de
candidat Condorcet-admissible.

f faible, f !faible Variantes de condorci�cation de f basées sur la notion de
vainqueur de Condorcet faible.

f rel Condorci�cation relative de f .

fM M-condorci�cation de f .

fy Tranche de f par une méthode de tranchage y.

c Iv d L'électeur v est indi�érent entre c et d.

Id La fonction identité (le contexte précise dans quel ensemble).

LC Ensemble des ordres stricts totaux sur C.
M Une famille de collections de coalitions.

Mc ∈ P(P(V))
Une collection de coalitions dites gagnantes pour le candi-
dat c.

Manipω(w→ c)
Ensemble des électeurs qui préfèrent c à w. En abrégé,
Manip(w→ c).

MCf
Ensemble des con�gurations ω où f est manipulable (ou fonc-
tion indicatrice de cet ensemble).

moy(x1, . . . , xk) Moyenne arithmétique de x1, . . . , xk.

P
Fonction Ω → R qui, à l'état ω de la population, associe le
pro�l P(ω) = (P1(ω1), . . . ,PV (ωV )).

c Pv d L'électeur v préfère c à d.

c Pabs d c a une victoire absolue contre d : |c Pv d| > V
2 .

c Prel d c a une victoire relative contre d : |c Pv d| > |d Pv c|.
c PM d c a uneM-victoire contre d : {v t.q. c Pv d} ∈ Mc.

c PMv d
L'électeur v préfère c à d et vice versa (impossible si Pv est
antisymétrique).

c PPv d
L'électeur v préfère c à d mais pas d à c (synonyme de c Pv d
si Pv est antisymétrique).

R
Ensemble RCV dont un élément (pro�l) représente les rela-
tions binaires de préférence de toute la population des élec-
teurs.

RC Ensemble des relations binaires sur C.

Sincω(w→ c)
Ensemble des électeurs qui ne préfèrent pas c à w. En abrégé,
Sinc(w→ c).

V ∈ N \ {0} Nombre d'électeurs.

(V,C,Ω,P) Un espace électoral. En abrégé, Ω.

V Ensemble J1, V K des indices des électeurs.
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Glossaire des notations

vect(E)
Sous-espace vectoriel engendré par E, où E est une partie
d'espace vectoriel.

Y Ensemble
∏
v∈V Yv des méthodes de tranchage y pour toute

la population d'électeurs.

Yv
Ensemble {yv : P(Ωv)→ Ωv t.q. Pv ◦ yv = Id} des méthodes
de tranchage yv pour l'électeur v.

Sigles et abréviations

Bald. Méthode de Baldwin.

BI Méthode de Bucklin itérée.

Bor. Méthode de Borda.

Buck. Méthode de Bucklin.

BulMaj Critère du bulletin majoritaire.

BulMajUni Critère du bulletin majoritaire unisson.

Cond Critère de Condorcet.

Coo. Méthode de Coombs.

Cop. Méthode de Copeland.

CMIgn Critère de la coalition majoritaire ignorante.

CMInf Critère de la coalition majoritaire informée.

CSD Méthode de Condorcet avec somme des défaites.

FavMaj Critère du favori majoritaire.

CVTI Condorci�cation de VTI.

IANP Indépendance des alternatives non pertinentes.

Kem. Méthode de Kemeny.

KR Méthode de Kim-Roush.

JM Jugement majoritaire.

Max. Maximin.

MC Manipulation / manipulable par coalition.

MCI Manipulation / manipulable par coalition ignorante.

MI Manipulation individuelle / manipulable individuellement.

MT Manipulation triviale / manipulable trivialement.

MU Manipulation / manipulable-unisson.

Nan. Méthode de Nanson.

PO Méthode par paires ordonnées.

ssi Si et seulement si.

t.q. Tel(le) que.

Sch. Méthode de Schulze.

SE Scrutin exhaustif.
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Glossaire des notations

SVBE Système de vote basé sur l'état.

SVVAMP
Simulator of Various Voting Algorithms in Manipulating Po-
pulations.

U2T Uninominal à deux tours.

U2TI Uninominal à deux tours instantané.

Uni. Uninominal (à un tour).

VA Vote par assentiment.

VMF (Modèle de) Von Mises�Fisher.

VN Vote par notation.

VTI Vote à tours instantanés.

VTID Vote à tours instantanés à duels.

VTIM Vote à tours instantanés basé sur la moyenne.
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