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| - INTRODUCTION

La formulation des Principes Variationnels ne permet pas de décrire des parti-
cules® douées de propriétés dipolaires, et, en particulier, elle ne fournit pas de modele de

particule élémentaire a spin.

On admet généralement que le mouvement d'une particule dans le champ de
gravitation s'obtient en utilisant le principe des géodésiques. Les particules de masse non
nulle, soumises a l'influence du champ de gravitation décrivent des géodésiques du genre
temps de |'univers. On postule d'autre part que la ligne d’univers d'une particule de masse
nulle est une géodésique isotrope.

Ainsi, on néglige le spin des particules élémentaires pour établir les équations de
leurs mouvements, et il n'y a pas de distinction entre des particules de méme masse et de

spins différents (photon et neutrino, par exemple).

Cependant la description - non quantique - d'une particule a spin dans le champ
de gravitation peut se faire a |'aide des équations fournies par le formalisme symplectique
connaissant la forme symplectique pour une particule élémentaire en relativité restreinte ([12])
on induit |'expression de la forme symplectique en relativité générale pour cette méme particule
([4])- Le modele de particule ainsi obtenu est plus complet, mais ne fait pas apparaitre, dans
le cas d'une particule de masse non nulle, d'effet gravitationnel nouveau qui soit mesurable
dans les conditions usuelles. Cette procédure n'est pas utilisable dans le cas d’une particule
de masse nulle.

Une seconde méthode consiste a déduire les équations du mouvement d'une par-
ticule a spin a partir d'équations universelles qui sont obtenues par une formulation nouvelle
du principe de relativité et des principes fondamentaux de la mécanique ([3]). Elle per-
met d'étendre la description a des particules a spin qui posseédent une charge électrique
et un moment magnétique en traitant simultanément le champ de gravitation et le champ
électromagnétique. Il est d'autre part remarquable qu'elle conduise a un formalisme symplec-

tique équivalent au premier, et que le modele obtenu se préte ainsi a la pré-quantification

(3L.15])-

1. Nous appelons " particule” tout objet de dimensions suffisamment petites et dont on pourra
négliger I'influence en tant que source du champ de gravitation.
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C'est cette seconde méthode que nous allons utiliser pour construire un modele

de particule élémentaire a spin, de masse nulle, en relativité générale.

La premiere partie est consacrée a un rappel du formalisme utilisé pour construire
ce modele.

Dans la deuxieme partie, nous donnons les équations du mouvement d'une par-
ticule élémentaire de masse nulle, et nous traitons le cas simple des mouvements de cette
particule dans un espace de De Sitter.

Enfin, dans la troisieme partie, nous étudions le cas de |'univers de Schwarzschild,
important du point de vue physique, et nous donnons une intégration numérique des équations

du mouvement.

Il - RESULTATS PRELIMINAIRES

Cette partie reprend les résultats de la référence ([3]) relatifs au champ de gra-
vitation. On se reportera par conséquent a la référence précitée pour les démonstrations.

1 - Le principe de relativité

Soit V, la variété "univers” de classe C*™ et de dimension quatre; la gravitation
y est décrite par la donnée d'un champ x — ¢ différentiable, de tenseurs covariants d'ordre
deux, symétriques, réguliers et de signature + — ——. Ce champ définit sur V; une géométrie
riemannienne hyperbolique normale. Soit S I'ensemble des champs de ce type : c'est une
partie de I'ensemble E,, des champs de tenseurs covariants d'ordre deux et symétriques de

V4. E est un espace vectoriel de dimension infinie.

On considére par ailleurs le groupe G des difféomorphismes? de V), a support
compact, i.e., qui se réduisent a |'identité en dehors d'un compact de V,. L'univers V, est

supposé connexe et non compact.

2. difféomorphisme : application d'un ouvert de V4 sur un ouvert de Vy réguliere et différentiable
ainsi que son inverse.
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[l est facile de définir, par image réciproque, |'action des éléments du groupe G
sur les champs x — ¢. D'autre part, I'image d'un élément de S par un élément de GG est
encore un élément de S.

Le principe de relativité s'énonce en disant que |'action des éléments du groupe
G est inobservable.

s |

2 - Hyper-espace. Principes de la mécanique

xS

L'énoncé précédent du principe de relativité conduit a prendre en considération
I'ensemble H = S/G des orbites de GG dans S, et qui est appelé " hyper-espace” : il s'interprete
comme |'espace des géométries riemanniennes hyperboliques normales de V.

Le champ = +— ¢ de V, est représenté par un point p € S C F. Soit x — dg
une variation a support compact du champ : elle correspond a une variation dp du point p.

Comme p € E, qui est un espace vectoriel, dp est aussi un élément de F,

On définit la projection dp — OI' de E,, sur |'espace vectoriel tangent a H en
supposant que dp — Ol est une application linéaire dont le noyau est constitué par |I'ensemble
des vecteurs tangents a |'orbite du groupe G au point p.

Or I'ensemble G des champs de vecteurs a support compact de V, joue le role
d’algebre de Lie du groupe GG - de dimension infinie -, et les vecteurs tangents a |'orbite de
G en p sont obtenus par I'action des éléments de G. Soit = + dx = V un élément de G :

son action sur un champ de tenseurs est la dérivée de Lie de ce champ de tenseurs.
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En choisissant une carte de V,, on aura :

019, = 0,V + 8,V (1)

~

ou le signe ~ indique la dérivation covariante, et V, sont les composantes covariantes du

vecteur V dans la carte choisie.

Un élément de |'espace vectoriel tangent a H est donc une variation z — dg a
support compact du champ = — g, modulo les variations qui sont des dérivées de Lie pour
des champs de vecteurs a support compact. Ainsi, |I'espace vectoriel tangent a I'hyperespace

H est bien défini, en tant qu’'espace vectoriel quotient.

Vi

Tt est I'espace vectoriel tangent a H au point I'.

L'espace vectoriel cotangent 7} en un point I' de I'hyperespace H se définit par
dualité c'est I'ensemble des fonctionnelles linéaires sur les éléments de |'espace vectoriel T
tangent a Hen I
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[l est utile de calculer une fonctionnelle 1+ € 71 a I'aide d'une fonctionnelle M

sur les p € F, qui Vérifie

M(op) = p(dT) (2)

oI" étant I'image de dp par la projection dp — oI

La fonctionnelle M doit évidemment avoir la propriété
M (6p) = 0 pour éI' =0 (3)

C'est-a-dire qu'elle doit s'annuler sur I'ensemble des vecteurs tangents a |'orbite de G en p,
qui sont précisément tous les dp correspondant a des dg,,, du type (1).

Or, dans le cas des milieux continus, les principes variationnels notamment per-
mettent de faire apparaitre un champ de tenseurs contravariants d'ordre deux, symétriques,
qui caractérise entierement les propriétés dynamiques de la matiere : c'est le champ = — TH
de tenseurs impulsion-énergie.

Les équations de la mécanique sont, dans ce cas, équivalentes a

a9 mu _
9, T =0 (4)
équations que l'on écrit aussi

div T =0 (5)

ou "div" désigne I'opérateur de divergence riemannienne.
Si I'on choisit pour M la fonctionnelle

1
M(z — 6g,,) = / iT“”égm,vol (6)
Vs

ou vol est I'élément de volume riemannien de V,, on montre facilement que le principe de
relativité sous sa forme (3) appliqué a la fonctionnelle définie par (6) est équivalent a (4), et

donc aux principes fondamentaux de la dynamique des milieux continus.
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Ainsi, la répartition continue de matiere dans V), caractérisée par le champ
x — T est mise en correspondance biunivoque avec un élément o du cotangent de I'hyper-
espace H. On généralise ce choix aux cas ou la matiere est " condensée” sur une sous-variété
M de V,; mais la fonctionnelle M ne sera plus complétement continue : ce sera un tenseur

distribution ou tenseur-mesure
1 i
p(6l) = M(z — 69,) = y 5@ 39, volpg (7)

ou les ©" sont des tenseurs de définis sur M seulement, et vol,, est I'élément de volume

riemannien de M.

3 - Equations universelles des particules

On suppose en particulier que pour une particule, la matiere est condensée sur
une ligne d'univers A ; on obtient la description d'une particule a moment dipolaire en prenant
une distribution d'ordre un :

1 1 A
<§@Wﬁwu+—¢W%mww)<“ (8)

(0T) = M( -+ 59,) = | .

A

ou 7 désigne un paramétre quelconque de A.
En écrivant le principe de relativité sous sa forme (3) on trouve que :

en chaque point x de la ligne d'univers A, il existe un vecteur P et un tenseur antisymétrique

S tels que
dz” dazt
20 = prl 4 pr o
dT dT (9)
dz” dx”
QPHYP — QHV QHe
dr * dr
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et qui vérifient les équations universelles3
P 1 ,..d
Pl L O
a_ LT deg

dr  dr dr

L'homogénéité en dr de ces équations ainsi que celle de I'expression de M (x +— g, ) apres
la substitution (9), montrent que P et S ne dépendent pas du paramétrage de A. On a donc
défini des grandeurs physiques qui s'interpretent respectivement comme le vecteur impulsion

et le tenseur de spin de la particule.

On peut remarquer que le systeme d'équations (10) n'est pas déterministe (car il
y a moins d'équations que de variables) on doit lui adjoindre des liaisons décrivant le type de

particule considérée.

4 - Lois de conservation

Supposons que le champ de gravitation possede un groupe de symétrie Gq qui
agit différentiablement sur V. Les éléments obtenus par I'action de I'algebre de Lie de Gy
sont des champs de vecteurs ayant pour support V,, tels que la dérivée de Lie correspondante

du champ x + ¢ soit nulle :
619l = OV, + 0V, =0 (11)

Cette équation (11) montre que ces champs = — V sont des champs de vecteurs de Killing.

On peut faire deux hypotheses supplémentaires, qui n'apportent pas de restriction physique :

3. La barre désigne la transposition dans l'espace euclidien T, tangent a V4 en z, dont la
métrique est définie par le tenseur g.
D'autre part, on désignera par une méme lettre les tenseurs obtenus par "élévation” ou "abaissement”
d'indices. Cette identification n'est pas gé€nante ici, car la dérivée covariante du tenseur métrique est nulle
(Elg = 0) par définition de la connexion riemannienne. Cela permettra, en particulier, de considérer les
tenseurs du 2e ordre tour a tour comme des tenseurs covariants, mixtes (identifiés alors aux opérateurs
linéaires sur T}.) et contravariants.

A ‘ . = A DA
R}, , étant le tenseur de courbure de V4 la notation R(S) désigne le tenseur R(S); = Rj, ,S"”.
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H1. On peut définir, sur I'univers V,, une variable temporelle ¢ € R qui prend toutes les
valeurs de —oco a + 00, et dont le gradient est du genre temps ; cette hypothese permet de

définir globalement le passé et le futur.
H2. La matiere étudiée est bornée dans |'espace.

Sous ces conditions, l'intersection du support de la matiere avec un intervalle de temps

quelconque est un compact de V.

On démontre alors que la quantité
p lows
p=P'V, + 58 oV, (12)

est une intégrale premiere du systeme d’'équations universelles.

On peut remarquer que les quantités conservées, dans le cas ou les équations du mouvement

sont celles des géodésiques, sont
by = PMVN (13)

Elles correspondent aux quantités (12) dans lesquelles on a fait S =0
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[l - MODELE DE PARTICULE ELEMENTAIRE DE MASSE NULLE

A partir du systeme d’'équations universelles

dP = —1R(S)dx
(E.U)) ) o B
dS =Pdz — dzP

nous allons construire un modele de particule élémentaire de masse nulle.

Dans les équations (E.U.) d est mis pour T ol 7 est un parameétre quelconque de la
T

trajectoire.

Nous traduirons tout d'abord le caractere élémentaire de la particule étudiée en
postulant que sa description ne nécessite pas d'autres variables que celles qui interviennent
dans le systeme (E.U.).

Nous choisissons d'autre part deux liaisons, classiques dans |'espace-temps de

Minkowski pour décrire une particule de masse nulle :

(L1) PP, = 0, P de genre futur en tout point = de la trajectoire, ce qui

est I'expression habituelle de la nullité de la masse.
(L2) S*P, =0, S # 0 en tout point x de la trajectoire.

La compatibilité des liaisons (L1) et (L2) avec le systeme (E.U.) sera examinée
plus loin.

1°) Hélicité et spin scalaire

Soit T, I'espace vectoriel tangent a la variété-univers )V, au point = : c'est un
espace vectoriel hyperbolique normal de dimension quatre. Le tenseur S peut étre identifié a
un opérateur linéaire antihermitien sur T, et cet opérateur est de rang pair. Comme ker (S)
contient au moins un vecteur d'aprés (L2) et que S n'est pas nul, c'est un opérateur de rang
2. D'ou

dim (ker (S)) = dim (val (S)) = 2
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ker (S) contient un vecteur isotrope et, 7, étant hyperbolique normal, ker (S) est aussi un
espace vectoriel hyperbolique normal de dimension deux. val (S) est donc un espace vectoriel
euclidien négatif de dimension deux.

On a
T, =val(S) Uker(S) et  val(S)Nker(S) = {0} (14)
En appelant x(S) I'adjoint de S, on a
PE(S) = S. % (S) = #(S).8 = &+/[det(S)[ = 0 (15)

puisque S n'est pas régulier*.

La relation (15) montre que val (x(S)) C ker (S). Comme ker (S) est aussi un opérateur

antihermitien de rang 2, on a, plus précisément
val (x(S)) = ker (S) et ker (x(S)) = val(S) (16)

Puisque val (x(S)) = ker (S) est un espace vectoriel hyperbolique normal de dimension deux
qui contient le vecteur isotrope P, on peut choisir un second vecteur isotrope J tel que
P#J, # 0 et que [P, J] soit une base de val (x(S)).

Dans ce cas, 3\, i € R, tels que

«(S)P = AP + 1]
Comme «(S) est anti-hermitien,

Px(S)P=APP+puPJ = 0
uPJ] = 0 avec PJ#0

4. I'opérateur scalaire S. x (S) = %(S).S = pf (S) s’appelle " pfaffien de S".
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d'olt p1 =0

«(S)P = AP (17)

On pose x = signe(\) = %1
et s =|A|.

Nous appellerons respectivement y et s I'hélicité et le spin scalaire.
D’autre part, Tr (S?) = Tr (%(S)?),
et on peut écrire *(S) = a(PJ — JP) ot @ € R.

Tr(S*) = —aTr (x(S)(PJ—JP)) = —a{Jx(S)P =P« (S)J}
= —a{j* (S)P + (S }

en utilisant (17)
Tr (S?) = —2aAJP
or  %x(S)P = AP =«(PJ—JP)P

= aJP =\
d’ou
Tr (S%) = —2\% = —25?
On calcule, en utilisant la seconde équation du systeme (E.U.) et la liaison (L2)

d(Tr(s%) = 2Tr(SdS)
= 2Tr (S(Pdz — daP)) = 2(dazSP + SPdz) =0

Le spin scalaire s est donc une constante du mouvement d'une particule de masse nulle. Nous

définirons un modeéle de particule de masse nulle en ajoutant au systeme d'équations (E.U.)
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et aux liaisons (L1) et (L2) la donnée d'une valeur du spin scalaire s, qui sera la méme pour

tous les mouvements de la particule ; on rajoute donc la liaison
(L3) Tr(S?*) = —2s?, s = constante donnée.
On obtiendra ainsi un modele de photon en choisissant s = A, ou un modéle de neutrino en

choisissant s = 5 etc.

2°) Les équations du mouvement

En différentiant la liaison (L2), on obtient

dSP+SdP = 0 en utilisant les expressions de dS et dP données par le systeme
(E.U.) et la liaison (L1), on a

(Eﬁqp—%ﬁu&dx:o (18)

On multiplie a gauche par S, et, sachant que SP = 0, on obtient
S*R(S) dz = 0, c'est-a-dire R(S) dz € ker (S?); d'ou

SR(S) dz € ker (S) Nval (S) = {0}

SR(S)dz = 0 (19)
En utilisant (19) et (18), on obtient, puisque P # 0

Pdr=0 (20)
puisque dz € T, = ker (S) U val(S), on peut écrire

d\ pe R, dK € T, tels que

dz = AP + uJ + SK

75/P. 776
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ou [P, J] est la base de ker (S) utilisée précédemment.

On multiplie cette expression a gauche par le covecteur P :

Pdx = APP + uPJ + PSK

En utilisant (20), (L1), (L2) - car PS = —P.S = —SP - et le fait que PJ # 0, on obtient

u =70, dou

dz = AP 4+ SK

(21)

En multipliant (21) a gauche par 'opérateur linéaire SR(S), on obtient, en utilisant (19)

0 = ASR(S)P + SR(S)SK

(22)

Les opérateurs S et R(S) étant anti-hermitiens, on peut utiliser la relation (voir [5], p. 45)

QOFQ = pf (Q) * (F) + %Tr (QF)Q

qui est valable VQ,F € £ (T,) tels que Q+Q =0, et F +F = 0.
Ici

SR(S)S = pf (S) * (R(S)) + %Tr (SR(9)))S
avec pf () = 0

Tr (SR(S)) = —Rauu,S™S”” = —R(S)(S)
en reportant dans (22),

0 — ASR(S)P — %R(S)(S).SK

75/P. 776
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d’" ou

. SR(S)P .
SK = ZAR(S)(S) st R(S)(S) # 0.

d'ou I'expression de dz

SR(S)P
R(S)(S)

en choisissant un parameétre 7 tel que A = 1.

de =P +2 (24)

On reporte cette expression (24) dans le systeme (E.U.); en utilisant a nouveau la relation
(23) et la relation x(S)P = xsP, on a

dp = _Xspff{((;((ss)))P (25)
N 2 _
=55 {P SR(S)P — R(S)P P} (26)

3°) Homogénéité en s, de degré zéro, des équations du mouvement

Si I'on effectue le changement de variables

SH>Q:§$ﬁ@ﬁ:—2
S
p

P - —
S

T = T.5

on obtient, au lieu du systeme d'équations (24), (25) et (26), le systeme

dz OR(Q)P

&~ "TRE@)@

P pE(RQ)

- Ro@ " (27)
d0 2
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Les équations du mouvement sont donc homogenes en s, de degré zéro. Ainsi il n'est pas
possible de faire un développement du premier ordre en a partir des équations correspondant
au cas du spin nul, i.e., des équations des géodésiques isotropes, ou de retrouver ces équations

en faisant tendre s vers zéro.

Une autre conséquence est qu'il suffit de traiter le cas ou s = 1; tous les autres cas s'en
déduisent par un simple changement d'unités.

Dans le cas du photon, on choisit donc les unités de sorte que s =h =1

4°) Existence et unicité de la solution

Les équations SP = 0 et PP = 0, associées a la condition
Tr(S?) = —2s* = constante, définissent une sous-variété V,y de I'espace des conditions
initiales (x,S, P) (cf. Appendice). Il est immédiat de vérifier que le champ de vecteurs défini
par le systeme des équations (24), (25) et (26) est tangent a cette variété Vy. Si I'on se limite
a |'étude des solutions dans le cas ou la variété-univers V, est C*°, en dehors des singularités
de la métrique, le second membre des équations différentielles est aussi C™ et, a fortiori,
Lipschitzien. Dans ce cas, le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence et |'unicité de
la solution du systeme. A chaque condition initiale correspond une solution et I'ensemble de
toutes les solutions constitue un feuilletage a une dimension de la variété V,, espace des

conditions initiales.

5°) Condition R(S)(S) # 0

La quantité R(S)(S) n'est pas une constante du mouvement, en général ; si cette
quantité vient a s'annuler, une indétermination apparait et le systéme d’'équations précédent
n'est plus valable. Nous convenons d'éliminer de |'espace des conditions initiales celles pour
lesquelles R(S)(S) s’'annule. D'un point de vue physique, ceci n'est pas génant car |'ensemble
des mouvements pour lesquels R(S)(S) s'annule constitue un fermé, image réciproque du
nombre zéro par I'application (x,S,P) — R(S)(S).
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6°) Formalisme symplectique

Le modele de particule qui a été construit est caractérisé par les équations (24),
(25) et (26), et les liaisons (L1), (L2), ainsi que par la donnée du spin scalaire s. Nous nous
proposons d'étudier I'ensemble des mouvements de cette particule dans un champ gravita-
tionnel donné. Pour cela, nous considérons la variable y = (z, S, P) (condition initiale) avec
xeVy,PeT,etS e L(T,), surlaquelle portent les équations différentielles avec les

liaisons

S+S=0, PP=0 et Pdegenrefutur, SP =0, Tr(S?) = —2s

La variable y parcourt I'ensemble Vy qui est une variété différentiable (voir appendice).

Compte-tenu des liaisons, on montre que Vy est de dimension 9.

Considérons les quantités

~

d 1 dx
4= 0y
ds dr  dr—
B = -P_+ P
dz SR(S)P
= ——_P-2
¢ dr R(S)(S)

Les équations universelles (E.U.) s'écrivent
(28)
B=0

L'équation C' = 0 a été obtenue comme conséquence de (28) compte tenu des liaisons. On

calcule I'expression

— A 1 A
E = CoP — Aoz + 5Tr (BSGS) (29)
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oll 6z, 4P et §S définissent une variation arbitraire de y = (x,S,P) compatible avec les

liaisons, c'est-a-dire un élément quelconque dy de I'espace vectoriel tangent a Vy au point y.

Les équations du mouvement sont équivalentes a
E=0, ViyeT, (30)
ou T, est I'espace vectoriel tangent a Vg en y.

Apres quelques transformations, il apparait que I'expression E vaut

dr - dP. 1 dx 1 ds
E=—6P——4z— =R(S) ( dT) (6z) — ?Tr (d— S. 55) (31)

Cette expression E est anti-symétrique par rapport aux deux variations ¢ et d—; on définit
T

donc ainsi un champ y +— o de 2-formes de V)

o (3) o= For- o= (3) - (2555) - m

52

Les équations du mouvement s'écrivent

dy
= T
o (dT) (0y) =0, VYoyeT,

ou encore

dy
E S ker( ) (33)

d
Nous avons vu qu'en tout point (sauf si R(S)(S) = 0) la valeur de Y est déterminée a un

dr
facteur pres en raison de I'arbitraire du paramétrage.
Par conséquent
dim(ker (o)) =1 (34)
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D'autre part, le calcul montre (voir appendice) que la dérivée extérieure de o est nulle :

Vo =0 (35)

Par conséquent y +— ker (o) est le feuilletage caractéristique de la forme o, qui est un inva-
riant intégral de ce feuilletage, que nous supposerons sécable. Le champ y — o qui possede
les propriétés (34) et (35) définit sur Vy une structure de variété pré-symplectique.

Le quotient de Vy par le feuilletage y — ker (o) est une variété symplectique Vs de dimen-
sion huit appelée "espace des mouvements” ([3],[12]). Le champ de 2-formes qui définit la
structure symplectique de Vs est la projection de y — o qui "passe au quotient” puisque

c'est un invariant intégral.

7°) Dimension de |'espace des mouvements

Nous avons vu que |'espace des mouvements obtenu pour ce modeéle de photon
est de dimension huit. Or un modeéle de photon existe dans le cas de la relativité restreinte,
pour lequel |'espace des mouvements est de dimension six. En outre, ce second modele permet
d’'obtenir, aprés quantification, les équations de Maxwell ([12]). Il se pose, par conséquent, un
probleme pour le passage a la limite : il y a une discontinuité dans le nombre de parameétres
nécessaires a la description des mouvements du photon. Ceci est dii au fait que le noyau de la
2-forme o de I'espace des conditions initiales est de dimension un en relativité générale, et de
dimension trois lorsque la courbure est nulle. L'interprétation physique des deux paramétres

supplémentaires qui apparaissent dans le modele décrit ici présente une difficulté majeure

([14)).

8°) Vitesse du photon

Dans le modele étudié ici, le photon peut avoir une vitesse supérieure a celle de
la lumiere dans le champ de gravitation. En effet, I'espace vectoriel T, tangent au point x a
la variété-univers V, étant hyperbolique normal, les relations PP = 0 et P dz = 0 impliquent

que

dz-dx <0 (36)
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D'autre part, il aurait été possible de réduire I'arbitraire du choix des liaisons (L1) et (L2) en
tenant compte de la circonstance suivante : la trace du tenseur impulsion-énergie du champ
électromagnétique est nulle

guuTMV =0 (37)

Ceci devrait se traduire, dans le formalisme que nous avons utilisé en imposant que la fonc-

tionnelle M écrite en (6) s'annule pour des variations dg,, du type

59#1/ = >\g,u1/ (38)

ou A est une fonction scalaire sur V,, a support compact.

Dans le modele ainsi obtenu ([15]) on est conduit a choisir au lieu des liaisons (L1) et (L2),

les liaisons
drdz=0 et Sdz=0 (39)

Alors la ligne d'univers d'un photon est toujours une géodésique isotrope. L'inconvénient de
ce modele est qu'il correspond a un espace des conditions initiales de dimension onze, ce qui

augmente notablement les problemes d'interprétation physique.
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IV - INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT

A) Espaces a courbure constante ([8])

Définition | ([7])

On appelle courbure sectionnelle associée a un champ de bases
x — [dz, dz, J, K] le champ scalaire®

Rij kem dziéxd dzkoz™

(GikGjm — GimGjk) dzioxd dakdzm

T K=

Définition 11 ([8])

On appelle espace de De Sitter un espace-temps dont la courbure sectionnelle

est constante. Dans ce cas
I
R} = £(0idjm — Oimdj1)

Théoreme :

Un espace de De Sitter vérifie les équations d'Einstein dans le vide, avec une constante

cosmologique A non-nulle (A = 3k).

Preuve : Le tenseur de courbure d’un espace de De Sitter peut s'écrire

Rijkm = £(9ikGjm — Gim9ik)

5. Rij,km = gnmgklRZL
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Tenseur de Ricci

Rit = 9" Rijim = kg™ (gixGjm — Gimjr)
= K (OkmGim — Tr (1) gjx) = #(gjx — 49;1)
= —3KYjr

Courbure scalaire
R = gijjk = —3/£gjkgjk =—12k
Tenseur d'Einstein
1
Sij =Rij — §Rgij = —3Kgi; + 6Kgi; = 3KGij

Equations d'Einstein

(G

Sij — Agij = 7sz

ol A est la constante cosmologique, T;; est le tenseur énergie-impulsion de la matiere.

Danslevide T;; =0 = k= 3

Q.E.D.

Equations du mouvement du photon a spin dans un espace de De Sitter

L'expression de R(S) a une forme particulierement simple

R(S)” = Ry;SM = %(5@ — 0ub)SM = %sw‘

(en utilisant I'antisymétrie de .S)
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Par conséquent
2
R(S)P = gASP =0

et

pr(R(S) = of (%8 = (%)pr 0

D’autre part

R(S)(S) = —Tr (SR(S>>:—§ATr(s2)
R(S)(S) — —%As27é0 (s A #£0)

Les équations du mouvement du photon prennent donc la forme

dz )

A, o

dr

dp ..
- =0 avec les liaisons
dr

dS

=~ =0

dr J

PP = 0
SP = 0
Tr (S?) —2s% = constante

Les deux premieres équations de ce systeme montrent que la trajectoire d'espace-temps d'une

particule a spin de masse nulle est une géodésique (isotrope grace a la liaison PP = 0) dans

un espace de De Sitter.

La troisieme équation indique que le tenseur de spin est transporté parallelement.

Remarque : Bien que I'espace de Minkowski soit un espace de De Sitter particulier, correspon-

dant au cas ou A = 0, on ne peut obtenir les équations du mouvement dans |'espace-temps

plat, car la condition R(S)(S) # 0 est précisément équivalente a A # 0.
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B) Le champ de Schwarzschild

La solution de Schwarzschild des équations d'Einstein présente un intérét physique
particulier : elle s’interprete en effet comme la description du champ de gravitation créé par
un objet massif a symétrie sphérique, ce qui est le cas, en premiere approximation, des étoiles

et des planétes (le Soleil et la Terre, en particulier).

Les prédictions qui en résultent permettent de concevoir certaines vérifications
expérimentales qui constituent quelques-uns des tests les plus probants de la théorie relativiste

de la gravitation.

Aucune observation ne permettant de distinguer la valeur de la constante cosmolo-
gique des équations d'Einstein de zéro, nous nous bornerons a I'étude du ds? de Schwarzschild
correspondant a A = 0.

1°) Le ds® du champ extérieur

. t .
Il existe une carte F': e —ao,t€R et X €R3, dans laquelle le ds? de

la variété-univers V, s'écrit ([10])
ds* = a?dt* — #dX - dX

ol 'on a posé®

b
1—4— 2
T (P
b 4
14+ —
4p

avec p = |1 X|

6. Dans tout ce qui suit, la barre indique la transposition dans R3.
D’'autre part, les indices grecs prennent les valeurs 1, 2, 3, 4, alors que les indices latins prennent

les valeurs 2, 3, 4.
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et
Gm I
b = 2? est le rayon gravitationnel de |'astre
G = constante de la gravitation (nous choisissons G = 1)
¢ = célérité de la lumiere (nous choisissons ¢ = 1)
m = mesure gravitationnelle de la masse supposée concentrée a I'origine.

Ces coordonnées (t, X') s'appellent " coordonnées isotropiques”.

Cette forme du ds? n'est valable que dans le vide, i.e., ol le tenseur impulsion-énergie est
nul, et a I'extérieur de la singularité de Schwarzschild, c'est-a-dire pour X € Q ou ( est
I'ouvert de R? défini par

b
- {XeRf‘ o= IX]| > sup (Z,pA)}

ou pa est la valeur prise par la variable p a la surface de I'astre.

a) Composantes du tenseur métrique dans la carte F’

A
a> 0 0 0
o L
I 0 e ou I est I'identité sur R
0
“w
A
a2 0 0 0
0
Ap
g 0 —B
0
o
et
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b) Symboles de Christoffel

1 .
F;Aw = 59/\0(8ugl/0 + al/g,ua‘ - aygw,) (symétrlques en L, y)

b .
1 _ 1 _ 1 _
I',=0 Flj_QozﬁpQXJ ij—O
; ab , ; , b
. =—Xx M. =0 IV, = — —
11 263p2 1j kl (1+C(>ﬁ,02(

c) Tenseur de courbure

Ryt =g {0,T), = 9,0, + T, To, — T, 15, }

va~ po pa~ vo

Symétries :
Ry = —Rl = —RID = R
R = 0[5, XX
ST RN S
Ry = 0
; b 3 . .
R, = BoP {5jm5kz — 0ji0km — 2,2 (6;m X X" = 63X X™ 4+ 6 X7 X™ — G X7 XT)
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2°) Structure spatio-temporelle

Les définitions et les démonstrations des résultats donnés ici sont contenus dans
la référence ([13])

L'expression des composantes du tenseur métrique g dans cette carte F' montre

que :

a) L'univers de Schwarzschild est stationnaire : il possede en effet le groupe d'isométries
globales a un parametre (appelé " groupe des translations temporelles”)

t t
a(z)=al|F =F T
X X

ou a est une constante, a est |'action d'un élément du groupe sur V.

Les dérivées par rapport au parameétre temporel ¢ des composantes dans la carte

I du tenseur métrique étant nulles identiquement, la carte F' est appelée " carte standard” .

D’autre part, les composantes g;; du tenseur métrique étant identiquement nulles
dans la carte F', on dit que I'univers de Schwarzschild est statique, et que la carte F est une

carte (bi)-transversale en tout point x € V.

Le caractére stationnaire de I'univers de Schwarzschild V), lui confére une struc-
ture de fibré principal dont la base &5 est I'ensemble des orbites du groupe des translations

temporelles.

A la carte transversale F' de V, on peut associer la carte F de &; telle que

A

F(X)=qeé&
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t+a

On peut définir sur la variété £; - que nous appellerons "espace” dans la suite - une structure
riemannienne induite de celle de |'univers V, - Le caractére statique de V, et la transversalité de
la carte I’ permettent d'obtenir une expression simple des composantes du tenseur métrique
G de & dans la carte [ :

ik ik
g

=g et g =gk

et les symboles de Christoffel sont, dans la méme carte F

i
Fkl_Fk’l

b) Les transformations
A
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constituent un groupe de symétries de V), isomorphe a O(3).

De méme

~

A(F()) = F(A(X))

sont des isométries de I'espace &3 : nous dirons que le champ de Schwarzschild est invariant

par I'action du groupe des rotations spatiales (autour du centre du champ).
c) Interprétation

L'élément de longueur en un point ¢ de la variété &£ est, donné dans la carte F

par
—dl? = gpdX'dX" = —p*dX dX

Il correspond 2 la valeur du ds? de V, lorsque dz est transversal a la fibre au-dessus de g,
i.e., lorsque dt = 0. Ceci nous permet d'interpréter £3 comme étant "I'espace physique” tel

qu'il est percu par un observateur fixe par rapport a la masse qui crée le champ.
En faisant le changement de variable

(cv) X —Y =pX etenposant r =|| Y ||= Gp

on trouve

= b
—df? = dYdY + —dr?

Cette forme du d¢? montre que la métrique de I'espace &£; devient euclidienne
lorsque r — 00. On utilise généralement le paramétre’ r de préférence 3 p pour repérer
la "distance au centre du champ”, notamment dans |'approximation newtonienne qui donne

I'interprétation classique de b.

On obtient d'autre part

()zz\/l—é
r

7. les coordonnées (t,Y") de V4 sont appelées " coordonnées standard”.
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ce qui explique le terme de "rayon gravitationnel” utilisé pour désigner le nombre b.

De I'interprétation donnée a &, il résulte que les orbites du groupe des translations temporelles
sont les lignes d'univers des points fixes de I'espace physique. La valeur du ds? correspondant

a un dz tangent a la fibre ¢ (i.e., lorsque dg = 0) est donc
ds® = dr? o 7 est le temps propre du point fixe ¢ € &
avec
dr = adt
ce qui donne l'interprétation du parametre temporel ¢.
3°) Photons®
a) Les liaisons

Soit T la base naturelle associée a la carte F' en un point z € V), ; nous choisissons

une orientation de V), telle que 7" soit une base directe, ce qui donne
det(T) = /—det(g) = a3

oll o et B sont les fonctions qui interviennent dans I'expression du ds? de Schwarzschild.

Nous écrivons I'impulsion du photon dans la base 1" sous la forme

acR,VeR?

La liaison (L1) : g, P*P” = 0 avec P de genre futur est équivalente 3 (L'Ll) V-V =1 avec
a > 0.

8. Nous avons posé s =h =1
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Nous écrivons d'autre part les composantes contravariantes du tenseur de spin S dans la

méme base 1" sous la forme

A

5B j(M)

I

ou? (E, M) € R® x R? Le calcul donne

0o -M

I N
*(S)w/:_aﬁ [M B

La liaison (L2) SP =0 ou S*g,P” =0 s'écrit

(L2)  E=jM)(V)

et la liaison (équivalente a (L3)) : =(S)P = xP, ou
9" x (S),, P" = xP*

donne

(L'3) VM =x

9. 1°) L'espace vectoriel des tenseurs antisymétriques d'ordre 2 d'un espace de dimension 4 est
isomorphe 3 RS.
2°) j : R® s A(L(R?)) est la bijection de R® sur I'ensemble des opérateurs linéaires anti-
symétriques de R? définie par

T 0 —2 vy
Al y | —»jA)=| 2 0 -z |; §(A)(B) = A x B : produit vectoriel dans R?
z -y x 0
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b) Les intégrales premieres

On obtient un vecteur de Killing de la métrique de V4, par I'action d’un élément
quelconque de I'algebre de Lie du groupe d'isométries V.

Un vecteur de Killing engendré par |'algebre de Lie du groupe des translations

temporelles est

o O O =

La quantité conservée, calculée par la formule (12), qui correspond a ce vecteur de Killing

est 10

Vol(M)(U)(V) ot U = =

(11) e:aa+2(ﬁp>2 p

Avec la méme notation pour P, cette quantité aurait été, pour une géodésique isotrope :
(IG1) e = a’a
Nous appellerons "énergie” le nombre e.

D’autre part, |'algébre de Lie du groupe des rotations spatiales et isomorphe a
I'algebre de Lie de SO(3) dont les éléments sont les opérateurs linéaires antisymétriques de

R3 (et donc de la forme j(Z) ou Z € R?).

Un vecteur de Killing engendré par |'algebre de Lie du groupe des rotations spa-

tiales est

10. vol(A)(B)(C) désigne le produit mixte dans R? des vecteurs A, B et C: vol(4)(B)(C) =
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ou Z € R3 est une constante.

La quantité conservée qui correspond a un vecteur de Killing I, calculée par la formule (12)
s'écrit ZL (ol L € R?), avec

1l -«

(12) L=aafj(V)(X)—aM — e

(XM)X

Avec toujours la méme notation pour P, on aurait trouvé dans le cas de I'équation
d'une géodésique isotrope

(1G2) L =aafj(V)(X)
Nous appellerons " moment cinétique” (par rapport au centre du champ), I'élément
L € R3. Outre I'intérét qu'elles présentent du point de vue de I'interprétation physique, ces

quatre intégrales premieres permettent de "réduire” le calcul ; on obtient immédiatement les

relations suivantes en utilisant les liaisons
(R1) XL=-XM

d'ou

(R2) M= aafj(V)(x) +

(R5) VL+xa=(1-a)UL-UV
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c) Les équations du mouvement

Nous pouvons remarquer tout d'abord que les neuf parametres indépendants qui
interviennent dans le modéle sont les suivants :

position : X € R3
temps:t € R

_ o, ) a = nombre positif
Vecteur impulsion-énergie : . 3
V = vecteur unitaire de R

tenseur de spin : vecteur M € R? avec la liaison VM = .
Or les expressions (R3) et (R2) donnent les valeurs des paramétres a et M.

Il reste donc a calculer, a I'aide des équations du mouvement, les fonctions X () et V(¢).

En vue d'écrire les équations (24) et (25), il est nécessaire de calculer le contracté
du tenseur de courbure avec le tenseur de spin.
On pose :

I _ B¢
R(S)" = RESY — 32 [ 0 —g¢ ] oll € et M € R

Avec |'expression

A
S)\p — _B—Q

&

o -8
oL M

1=

~—

m

des composantes du tenseur de spin, on trouve

b _
£ = apib—30F) U}
b _
= gt —30M) U}
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et

CoTa ] SR(S)
T ax ] - [ 25
on obtient
(E1) % :%(V+@)
o= i FULI=E _ i)z
ol 7 = —2X (UL
Ly XUL-TOV

et permet de calculer

(E2) dVv

b 1+ 3«
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dt
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d) Interprétation physique

Position :

La position dans |'espace-temps ne possede pas de signification physique pour
le photon, sauf lors de I'interaction avec la matiere. Le fait que le photon ait une position
exactement définie en relativité générale - c'est aussi le cas du modéle des géodésiques
isotropes - peut étre attribué a |'existence de l'interaction du photon avec le champ de

gravitation.

Bien entendu, les phénomeénes quantiques dont ne tiennent pas compte ces modeles
oOtent tout sens physique a la notion de position exacte dans |'espace-temps pour le photon,

qui ne saurait étre localisé avec, au mieux, une précision de |'ordre de la longueur d'onde.

Il s'ensuit que la notion de vitesse du photon ne possede pas non plus de sens
physique exact.

Vecteur impulsion-énergie :

Une observation se réduit a I'interaction d'un photon avec un appareil de mesure.
Lors de ce processus, I'impulsion joue un rdle privilégié, et ce sont en définitive les composantes
de ce vecteur que I'on mesure. La composante temporelle a s'interprete classiquement comme
la valeur de I'énergie mesurée dans le référentiel associé a la carte F" d'un observateur immobile
au point ¢ € &;. Elle a en fait les dimensions d'une fréquence angulaire par suite du choix
s=h=1.

L'intégrale premiere énergie correspond donc a la fréquence angulaire mesurée

a l'infini (p — o0) par un observateur placé dans le méme référentiel ; en effet, @« — 1 et

— — 0 dans ce cas.
P2

Il s'ensuit que I'effet Einstein ou "red-shift gravitationnel” est mesuré, dans ce

P - 2
méme référentiel, par S 7% 50 Aest la longueur d'onde : A = nill (c=1A=1)
e e
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D’autre part, la partie spatiale de I'impulsion joue le réle du " vecteur-propagation”
(ou vecteur d'onde) et le vecteur V' repere la direction apparente de propagation du photon
a chaque instant : sa variation permet donc de mesurer la déviation de la lumiere par une

masse grave.

Tenseur de spin :

Le tenseur de spin est paramétré par le vecteur M € R3, qui est astreint a la

liaison
VM= X

Il ne dépend donc en fait que de deux parameétres, qui sont précisément les deux
parameétres supplémentaires introduits par ce modéle, et qui ne possedent pas de signification
physique.

Il est cependant nécessaire, en vue de l'intégration numérique des équations (El)
et (E2), d'attribuer une valeur initiale au vecteur M ou, ce qui revient au méme, d'aprés (RI)

et (R2), a fixer une valeur a l'intégrale premiere L (moment cinétique).

Le choix qui semble le moins arbitraire est le suivant : on pose
M =XV

au point de la ligne d'univers ou "I'interaction est maximale”, c'est-a-dire au périhélie, qui est

11

bien défini sur la trajectoire Nous affecterons de I'indice 0 les noms des diverses variables

pour désigner la valeur qu’elles prennent en ce point. Deux cas peuvent se présenter :
1 - Photons émis (ou regus) radialement :

- si I'on suppose que Vy = €Uy, alors Oy = 0. Donc

dX % dVv

_— = — t _— —
al, "t a7

11. trajectoire : projection de la ligne d'univers (dans V) sur &s.
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d'ou V =V = constante.

dX «
Il en résulte que T —V et que O reste nul.

Les équations, dans ce cas, correspondent a celles d'une géodésique isotrope radiale.

D’autre part, on a
L=—M = xVy : M reste constant,

et |'énergie prend la forme

ce qui permet de retrouver |'effet Einstein radial habituel.
Le modele étudié n'apporte donc aucun résultat nouveau dans ce cas.
2 - Photon dont la trajectoire possede un périhélie

La notion de périhélie est bien définie dans I'espace &; : c'est un point de la

. . . d Y N TT X 1 N .
trajectoire, que nous supposerons unique, tel que ?i =0d'ou UO'E = 0, c'est-a-dire
0 0

Up.Vy + Uy.0p = 0.

En choisissant en ce point M = xV/, on obtient ©y = 0, et donc Up. Vo =0

L = aoaBoj(Vo)(Xo) — xaoVo

€ = QpQp

Ce choix revient a faire coincider au premier ordre la ligne d'univers avec une géodésique
isotrope au périhélie.
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e) Phénomeénes nouveaux attendus

Par rapport au modele des géodésiques isotropes, le modéle étudié comporte les
différences suivantes :

Tout d'abord, les déviations des rayons lumineux, ainsi que |'effet Einstein peuvent
dépendre de la fréquence des photons.

Si I'on considere d'autre part des photons émis dans des conditions initiales iden-
tiques mais d'hélicités opposées, un nouveau phénomene peut apparaitre : il est d'abord
évident que les trajectoires correspondantes seront symétriques par rapport au "plan” (dans
&3) de la trajectoire qui correspond a la géodésique isotrope. D'autre part, les vecteurs-
propagation des deux photons feront au bout d'un certain temps un angle non-nul. Par
analogie avec ce qui se passe dans un cristal de quartz ou la lumiére se propage différemment
selon qu'elle est polarisée a droite ou a gauche, nous nommerons ce dernier phénomeéne
"biréfringence gravitationnelle”.

f) Intégration numérique des équations

Dans le but d'avoir des expressions plus simples pour faire le calcul numérique,
nous sommes passés des coordonnées isotropiques aux coordonnées standard par le change-
ment de variables

b
X—=Y =X doup—r=0p et a=14/1—-
,

Les expressions des intégrales premiéres deviennent alors

75/P. 776



— 30 —

Les relations (R3) et (R4) deviennent

e
o — | J)V) |
vl (M)U)(V) = OV —E = IO
)W) IP

L'expression de O reste inchangée et les équations (El) et (E2) sont remplacées par

dY _
dV b 1+ 3« — 200 —
& T 2 ita {U_<UV>V_1+3Q<UV)@}

La seconde (de temps) est I'unité choisie aussi bien pour mesurer les durées que pour les
distances.

Le systeme d'équations a été intégré numériquement a |'aide de |'ordinateur UNI-
VAC 1110 d'Orsay. La méthode d'intégration utilisée est celle d’Adams-Moulton ([16] et

annexe).

Le principe de ce calcul est le suivant :

On considere deux photons d'hélicités opposées émis au périhélie avec des condi-
tions initiales identiques par ailleurs. Leurs équations sont intégrées simultanément ainsi que
celle de la géodésique isotrope correspondante : on utilise le fait que les équations de la
géodésique isotrope sont obtenues en faisant © = 0, ce qui est réalisé formellement en at-
tribuant 3 cette derniére I'hélicité Y = 0; on multiplie aussi par x? les termes des intégrales

premiéres qui sont nuls pour une géodésique isotrope.
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On calcule ensuite dans les trois cas (hélicités = +1 et géodésique isotrope) les

grandeurs suivantes :
- effet Einstein,

- angle de chacun des vecteurs V' avec sa valeur initiale V{, (déviations).

On calcule aussi

- I'angle, a la méme date ¢, I'angle ¢ entre les deux vecteurs V' correspondant aux hélicités

+1 et -1, que nous appelons " biréfringence” ;

- I'écart € entre les trajectoires des deux photons d'hélicités opposées, a la méme date;

Il 'a paru intéressant, enfin, de calculer les quantités suivantes :

fXEX?"A

fxo¢et

centre du champ.

ou f est la fréquence et r, la distance minimale de la trajectoire au

Des calculs ont été effectués pour diverses valeurs des parameétres, qui permettent de tirer

les conclusions suivantes :

- Le calcul est arrété (pour non convergence de la méthode) lorsque le pas d'intégration est
supérieur aux 3/100 environ de la longueur d'onde. Il est donc nécessaire, pour intégrer sur

des distances significatives de choisir de tres grandes longueurs d'onde.

- On vérifie bien que les trajectoires des deux photons d'hélicités opposées sont symétriques

par rapport a celle qui correspond a la géodésique isotrope.

- Les différences numériques entre les angles de déviations pour des photons d'hélicites +
et -, et la déviation géodésique ne sont pas significatives (de I'ordre de la précision de la

machine).

- Les différences entre |'effet Einstein pour des photons a spin et celui du modeéle des
géodésiques n'est pas significative.

fXEXT’A

- Les quantités f x ¢ et sont pratiquement indépendantes de f.
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Des calculs numériques ont été effectués pour des astres de masse 2

Mg ayant
respectivement les rayons suivants : 74 = R, (soleil), et r4 = 1072R,, (étoile & neutrons).

Les résultats numériques permettent de faire les observations suivantes :

1°) Il n'y a aucune différence significative entre |'effet Einstein géodésique et celui donné par

le modele de photon a spin;

2°) Le seul cas ou l'on peut constater une légere différence entre la déviation géodésique
et celle des photons a spin (plus importante de 3 % environ pour ces derniers) est celui de

|'étoile a neutrons.

3°) L'effet de biréfringence est extrémement faible si I'on exprime la longueur d’onde A en

metres, on obtient empiriquement les ordres de grandeur suivants pour I'angle ¢ (exprimé en

secondes)
ra=Rs ; ¢~2x107°)
ra=10"'Rg C p~2x 1078
ra=10" Ry ; $~2x1077\

Les valeurs obtenues sont inobservables dans tous les cas, méme pour des ondes kilométriques.

4°) L'écart entre les positions des photons d'hélicités opposées est donné par la relation

empirique

t
e=2—M\
A

mais les restrictions apportées par la mécanique quantique a la notion de position du photon

limitent considérablement la portée de ce résultat.

Cette expérimentation numérique montre donc que les résultats fournis par le modele de
photon a spin ne sont pas incompatibles avec |'observation des divers phénomenes liés a la

propagation de la lumiére dans les champs de gravitation.

12. On désigne par Mg, et Rg respectivement la masse et le rayon du soleil.
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- APPENDICE -

On appelle espace d'évolution I'ensemble Vy des conditions initiales y = (S, P, x)

qui vérifient les relations

(1) P-P =0, P de genre futur

(2) S+S=0 ; Tr(s*)=-2s> ; SP=0

En raison de I'existence de la projection y — x de Vy sur V,, Vy est un espace fibré au-dessus
de la variété univers V,.

Choisissons un point x € V, et soit T}, |'espace vectoriel tangent a V, en x.

La fibre au-dessus de x est paramétrée par le couple (S, P) qui vérifie les relations
(1) et (2); on peut choisir de paramétrer cette fibre par le couple (x(S), P) au lieu de (S, P),
*(S) vérifiant les relations *®

*(S)+%(S) = 0
(3) Tr (%(S)?) —Tr (S?) = 25
*x(S)-P = xsP

On désigne par J le vecteur propre de x(S) qui correspond a la valeur propre —yxs
on peut alors écrire %(S) - qui est de rang 2 - sous la forme

(4) *(S)=xs [P-j—J-ﬁ]

J vérifiant les relations

Le produit scalaire des vecteurs P et J étant positif, le vecteur J est aussi de
genre futur.

13. On suppose que V, est globalement orientable, et qu’une orientation a été choisie.
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Les vecteurs

P+J P—J

(6) T1 = \/i et Tg = \/5

sont tels que

(7) T1T1:1 ) T_2T2:—1 ) T1T2:0

T T T, —-T
I e PR Bl

®  P=—75 7

Le vecteur du genre temps T est aussi un vecteur du genre futur puisqu'il est la
somme de deux vecteurs de genre futur. Le vecteur Ts est du genre espace.

Les relations (7) montrent que I'on peut choisir deux vecteurs T3 et Ty du genre
espace de fagon que T = [T, Ty, T3, T4] soit une base de Lorentz qui ait la propriété

(9)  det(T) =Xx
i.e., T est une base directe si y = 1, rétrograde si y = —1.

Les formules (9), (8) et (4) définissent une application surjective de |'ensemble
des bases de Lorentz dont le vecteur de temps est de genre futur sur la fibre au-dessus de .

Celle-ci est donc un espace homogene du groupe de Lorentz orthochrone.

Le stabilisateur d'un point de la fibre est le sous-groupe qui laisse invariants les
vecteurs Ty et Ty ainsi que det(T) : c’est le sous-groupe des rotations spatiales autour de
Ty, isomorphe a SO(2).

La fibre au-dessus de x est donc de dimension 6 - 1 = 5.14

D’autre part, elle n'est pas connexe mais possede deux composantes correspondant aux deux

valeurs de I'hélicité.

L'espace Vy des conditions initiales est une variété C'*° de dimension 5 + 4 = 0.

14. La dimension du groupe de Lorentz est 6, celle du stabilisateur est 1.
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Nous avons défini sur Vo un champ de 2-formes y +— o par :

o(dy)(0y) = 6P dz — dPéx — %Tr (SR(dz)(dx)) — S—lzTr (dS-S-69)

Nous donnons d'abord les identités bien connues que nous utiliserons pour le calcul de la

dérivée extérieure Vo de la 2-forme o.

Identités algébriques

1 — —
(10) QFQ:pf(Q)-*(F)+§Tr(QF)Q VOLFE | Q+Q=F+F=0
(11) pf(F) = y/det(F)
— 1 —_
(12) Tr(A)=Tr(A) = ETr (A+ A) A : opérateur linéaire quelconque sur T,
Conséquences
pf(S) = 0 carSP=0 avec P #0

S? = S-S-S:pf(S)-*(S)—l—%Tr (S*)-S
S? = —s’S=5s"S

dol
d[$] = —s*dS = dS-S*+S- dS-S+ 5% dS
avec
dS+dSs = 0
S.dS-S — pf(S)~*(dS)+%Tr(SdS)~S

Tr(SdS) = d BTr (82)} =0
On en déduit
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(13)  S-dS-S=0
et
1
(14) dSZ?[dS-SMSZ-S}

d, 0 et § désignant trois variations quelconques, on obtient, en utilisant (14)

Tr (dSOS6S) = 1 Tr(dS-S*-9S-6S) + Tr(dS-0S-S*-6S
52

1
= —{Tr(dS-$*-05-57-8) + Tr(dS -5+ 98- 38 - &)
+ Tr(dS-S8*-9S-S%S) + Tr(S?- dS-9S-S?-6S)}

en utilisant le fait que la trace d'un produit d'opérateurs est invariante par permutation
circulaire de ces opérateurs, et la relation (13).
On obtient finalement

(15) Tr (dS - 0S - 0S) = 0 quelles que soient les variations d, 0 et §

Identités de la relativité générale

(16) ddx — 6 dz = [d, 8], + T(dz)(6z)

ou [d,d], est le crochet de Lie des variations d et §. La torsion 7" de la connexion est nulle

car celle-ci est une connexion riemannienne.

(17) 6P —6dP = [d,d],P + R(dx)(5z)P

par définition de la courbure R

(18)  R(dz)(éx) = —R(dz)(6x) = —R(0x)(dx)
(19) > R(0x)(dx)(6z) =0si® T =0

200 . [éR] (dz)(3z) = 0 : identité de Bianchi.

x +— A étant un champ d’opérateurs linéaires sur 1, on a

15. ZO désigne la somme sur les permutations circulaires des trois variations 0, d, §.
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(21) d0A — 6 dA = R(dz)(6x)A — A.R(dz)(dx)

La dérivée extérieure de la 2-forme o est la 3-forme Vo définie par
Vo (oy)(dy)(dy) = Z@ (dy)(dy)]

ou 0, d et ¢ sont trois variations qui commutent, i.e.,
0, d], = [d,é], = [6,0], =
Avec |'expression donnée plus haut de la 2-forme o, on obtient
Vo (9y)(dy)(5y) }:a@PM—de)——Zﬁ}<SRdx@@D

- ZTr (91as.5.45))

On calcule séparément les trois expressions

A = Z@Sﬁdx—aﬁéx]

B = ZTr J[SR(dz)(0x)])
C = 2:1&( dSéS)

On utilise dans ce calcul le fait que I'on peut permuter circulairement les trois variations dans

chacune de ces expressions, ainsi que les identités

déz —ddz = [d,6], =
doP —6dP = R(dz)(éx)P
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A = ) (96Pdx — 0dPsz) + Y (6P dx — dPdox)
o O

36 - GaP)Ox + 3 GP(d6r — §da)
O O

= — Y R(dz)(6x)Pox

= P R(dz)(0z)(dx)
O

A =0

B = ZTr (éS.R( dx)(éx)) +Tr (5 Z[éR](dx)(éa:))
+ Tr (sz R(ddz)(6z) +R(dx)(85x))

= ) Tr <5?S.R(da:)((5x)> + Tr (SZR( déz — de)>
O O
B =Y <5?S.R( d:g)(ag;))

¢ = YT (d8.0508) + ZTr (945.5.35 + a.8935)
O

- ¥ m (déSS@S) ZTr (858(5d5>

O
_ ZTr ( [d3S — §dS] Sas)

— ZTr )(62)S — SR(dx)(0x)].S.0S)

_ - Z Tr ( 7)S? = S0 + R(d) (57) 5 — SO5 )

_ ZTr ( )(52:)S9S. 5)
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_ % S° T (R(dr)(02)5208 + 0.5% R( dx) (5) )
O

c - %;Tr (15%5 + 8.5 R(dx) (ox)

1 C
Vo(dy)(dy)(oy) = A-5B-—
2 4 3 Q2
- -ln ( b5 SIS +0S R(dx)((;x))

52
Vo (9y)(dy)(dy) = 0 quelles que soient les trois dérivations 0, d et § qui commutent :

Vo=0

Q.E.D.
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