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Introdution

Les phénomènes de ontat entre les orps, déformables ou non, restent enore à

e jour omniprésents dans la vie ourante. On peut onsidérer qu'il s'agit d'un des

fondements de l'ingénierie méanique, ave un domaine d'appliation partiulièrement

étendu. A titre d'exemple, on peut iter le seteur ferroviaire, ave le ontat roue-rail,

l'industrie automobile, via l'étude des aratéristiques d'adhérene entre le pneu et la

haussée ainsi que les rash tests, le génie ivil, pour lequel il est néessaire d'estimer

les e�orts que vont subir les matériaux qui onstituent les ponts ou gratte-iels, le

frottement inhérent au mouvement des plaques tetoniques ou enore le domaine de

l'aéronautique, ne serait e que pour les propriétés d'absorption des hos dont sont

dotés les amortisseurs des trains d'atterrissage d'avion. La modélisation de tels phé-

nomènes n'est pas sans poser quelques di�ultés d'un point de vue mathématique.

En e�et, leur représentation fait appel à des systèmes d'équations aux dérivées par-

tielles ave des onditions aux limites pouvant être relativement di�iles à établir, en

fontion de la omplexité du problème onsidéré. Le adre d'étude de e manusrit se

trouve à la jontion entre deux domaines, à savoir les mathématiques appliquées et

la méanique. La transversalité d'une telle ombinaison revêt plusieurs aspets qui se

manifestent dans un premier temps par la modélisation mathématique et numérique de

problèmes de méanique non linéaire, en l'ourrene le ontat frottant de proessus

potentiellement évolutifs assoié à des lois de omportement de ertains matériaux.

Les onsidérations mathématiques prennent ensuite le pas sur la méanique au travers

de l'approximation et analyse variationnelle, de l'étude de l'existene et uniité de so-

lution au problème, de l'analyse numérique et de la résolution dudit problème, et du

alul sienti�que, plus largement. Par ailleurs, bien que l'interprétation des résultats

obtenus via une méthode numérique soit prinipalement méanique, il est possible de

valider ertains résultats théoriques au moyen des simulations numériques.

Il est à noter que bien que la théorie mathématique des problèmes de ontat soit

notamment basée sur les prinipes de la méanique des milieux ontinus, ainsi que

1
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l'analyse variationnelle et numérique des modèles, il s'agit en fait d'un thème d'étude

relativement réent.

Des perées signi�atives ont été e�etuées par Coulomb en 1785 dans [49℄, a�n de

on�rmer et d'étendre les résultats de Amontons formulés en 1699 portant sur les lois

de frottement. Ensuite au XIX ème sièle, Hertz a été en mesure de résoudre analy-

tiquement un problème impliquant un ontat sans frottement entre deux orps élas-

tiques pour des géométries très spéi�ques dans [64℄. Notons d'ailleurs que ses résultats

sont enore utilisés fréquemment dans la littérature omme solution de référene pour

appréier la préision d'une solution obtenue au moyen d'une méthode numérique. Il

faudra toutefois attendre les travaux de Signorini [132℄ en 1933, pour poser les bases

d'un problème de ontat entre un orps déformable et une fondation rigide, et eux

de son élève Fihera, pour le résoudre dans [54℄ via la minimisation de l'énergie totale

sur un onvexe. D'ailleurs, l'utilisation d'inéquations variationnelles pour formuler un

problème de ontat est de son fait. Partant de là, 'est à Duvaut et Lions que l'on doit

l'établissement d'une théorie mathématique de la méanique du ontat dans [52℄ ; ils

y ont introduit quelques formulations variationnelles ainsi que des résultats d'existene

et d'uniité. Bien entendu, ela ne s'arrête pas là ; de nombreux travaux portant sur

la résolution et l'analyse numérique de problèmes variationnels issus de la méanique

du ontat ont suivi. Citons à e titre les ontributions de Hlavá£ek et al. [70℄, eux

de Moreau [103℄ ou enore eux de Kikuhi et Oden [82℄.

Bien qu'il reste enore à e jour un nombre onsidérable de problèmes à explorer,

un tel développement passe néessairement par l'élaboration de nouveaux modèles de

ontat et de frottement. Nous nous proposons de passer en revue quelques unes des

lois de ontat abordées dans e manusrit. Dans la littérature la loi de Signorini,

qui dérit le ontat entre un solide déformable et une fondation parfaitement rigide,

reste enore aujourd'hui l'une des lois les plus utilisées. Elle n'en reste pas moins une

idéalisation de la réalité dans la mesure où elle ne prend pas en ompte les irrégularités

inhérentes aux surfaes de ontat telles que les miroaspérités, et ela quelles que

soient les fores appliquées. C'est la raison pour laquelle les onditions de ontat

unilatéral qui la aratérisent peuvent être remplaées par une approximation faisant

intervenir une pénalisation appelée ompliane normale, introduite pour la première

fois dans [111℄. La fondation, ou tout du moins sa surfae, est alors onsidérée omme

déformable, rendant par la même oasion le problème ainsi obtenu plus simple à

étudier. Une fois l'existene et l'uniité de la solution du problème approhé établies

au moyen de résultats abstraits issus de la théorie des inéquations variationnelles
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Introdution

ou une méthode du point �xe, pour ne iter qu'elles, la di�ulté réside alors dans

le passage à la limite. En e�et, proéder de la sorte implique que la rigidité de la

fondation est destinée à tendre vers l'in�ni, en onsidérant ainsi une fondation parfaite

d'un point de vue méanique, permettant de s'approher de la solution du problème

d'origine (f [21, 40℄). Néanmoins, là enore, la loi de ompliane normale a ses limites...

Inhérentes au fait que la pénétration n'en a justement pas. L'existene d'une fondation

dans laquelle la pénétration ne serait pas limitée reste assez disutable d'un point de

vue physique. Pour y remédier, une idée possible onsiste à ombiner les deux lois

mentionnées plus haut a�n d'obtenir la loi de ompliane normale ave ontrainte

unilatérale, introduite dans [76℄, pour laquelle la fondation peut être vue omme une

base onstituée d'une matériau rigide où repose une ouhe d'aspérités déformables.

Pour les as évolutifs, la di�ulté du point de vue de l'analyse mathématique est

arue du fait de la nature hyperbolique des problèmes élastodynamiques à laquelle

s'ajoute les ontraintes exprimée en déplaement provenant du ontat. De e fait,

ertains auteurs (f [104℄) ont hoisi de remplaer la ontrainte en déplaement par

une ontrainte en vitesse, e qui simpli�e onsidérablement l'étude mathématique du

problème. Ainsi, la ombinaison de la loi de réponse normale instantanée, utilisée dans

[56℄, ave la loi de Signorini en vitesse n'est rien d'autre que la réériture de la loi

préédente en vitesse. La ondition aux limites ne porte alors plus sur le déplaement

normal sur la frontière de ontat mais sur la vitesse normale. Tant que la vitesse

normale est inférieure à la vitesse limite �xée par la loi de Signorini, la réation de la

fondation est assimilable à elle d'un piston et, dans e as préis, il serait plus juste

de parler de ouhe de lubri�ation, en lieu et plae de la ouhe d'aspérités. Une fois

la vitesse limite atteinte, le ontat est alors régi par la loi de Signorini en vitesse.

Cela va sans dire, une modélisation pertinente du phénomène de ontat est dif-

�ilement onevable sans tenir ompte du phénomène de frottement, ave pour in-

onvénient de omplexi�er enore d'avantage le problème, à la fois d'un point de vue

méanique, mathématique et numérique. Bien que le as sans frottement ait été en-

tièrement traité dans [54℄, il faudra attendre quelques années de plus pour qu'il en

soit de même dans un problème faisant intervenir une loi de frottement (f [50℄). Rap-

pelons à toutes �ns utiles que le frottement de Coulomb reste, à e jour, l'une des

lois les plus utilisées dans la littérature ; il n'y a pas de raison qu'il en soit autre-

ment dans e qui va suivre. Une telle loi présente deux aratéristiques notables : la

notion de seuil de frottement et un ouplage ave la ontrainte normale, par oppo-

sition à la loi de Tresa pour laquelle le seuil est supposé onstant. Le problème de
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Signorini ave frottement a été résolu mathématiquement dans [110, 113℄, sous l'hy-

pothèse que le oe�ient de frottement était su�samment petit. C'est d'ailleurs une

di�ulté réurrente dans l'étude mathématique des problèmes de ontat ; la question

de savoir s'il s'agit d'une limitation inhérente aux outils mathématiques utilisés ou

s'il s'agit d'une aratéristique intrinsèque à la méanique du problème, en fontion

des problèmes étudiés, reste ouverte. Néanmoins, il a été montré qu'un oe�ient de

frottement trop important pouvait onduire non seulement à la perte de l'uniité de

la solution (f [10, 66, 67℄) mais également à elle de l'existene de la solution (f

[83, 98℄). Par ailleurs, bien qu'une telle loi soit ouramment utilisée, elle reste insu�-

sante pour rendre ompte de l'in�uene de la mirostruture de la surfae de ontat

dans la mesure où le oe�ient de frottement y est onsidéré onstant. Des études

ont montré que les grandeurs physiques telles que la température (f [115, 116℄), ou

enore la norme de la vitesse tangentielle (f [129℄) pouvaient avoir une in�uene non

négligeable sur le oe�ient de frottement ; une telle dépendane peut être également

soure de non-uniité [124℄. De plus, il existe deux valeurs aratéristiques pour le frot-

tement : un oe�ient de frottement statique, représentant le rapport entre le module

de la ontrainte tangentielle normale en dessous duquel il n'y a pas de glissement, et

un oe�ient de frottement dynamique représentant la valeur de e rapport lorsque

le glissement a lieu lors du mouvement e�etif. Typiquement, le oe�ient de frotte-

ment dynamique est plus faible que le oe�ient de frottement statique, re�étant ainsi

l'idée selon laquelle il est plus simple de maintenir un objet en statut de glissement

en mouvement que de faire glisser un objet au repos. Un tel phénomène a été étudié

dans [114℄ dans le ontexte géophysique des tremblements de terre. A et égard, nous

pouvons nous référer à [19, 36, 100, 124, 131℄, dans lesquels interviennent des oe�-

ients de frottement variables. Il onvient également de préiser que de tels problèmes

ne peuvent être traités ave les outils standards de l'analyse onvexe et de programma-

tion quadratique. En e�et, une loi de frottement non monotone a pour onséquene de

rendre les problèmes non onvexes, obligeant l'utilisation d'outils nouveaux relevant

de l'analyse non lisse et non linéaire. Un traitement numérique possible pour e genre

de problèmes onsiste à se ramener à une suite de problèmes onvexes, haun étant

résolu ave les outils standards. Pour plus de détails sur le sujet, le leteur pourra

se référer à [101, 102, 125℄. A e stade, nous attirons l'attention sur le fait que nous

n'avons évoqué ii qu'un éhantillon des lois de ontat existantes, utilisées par la

suite dans le manusrit ; d'autres lois modélisant le ontat à l'interfae, ainsi que le

omportement des matériaux, �gurent dans [5, 91, 118, 136, 143℄.
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Introdution

Comme nous l'avons déjà évoqué jusqu'à présent, les problèmes issus de la méa-

nique du ontat sont, le plus souvent, trop omplexes pour être traités analytiquement

en dimension supérieure à 1. C'est la raison pour laquelle il est néessaire d'avoir re-

ours à des approhes numériques. Parmi les méthodes possibles, et en raison de sa

proximité ave la méanique du solide, la méthode des éléments �nis est, et reste en-

ore aujourd'hui, l'une des plus largement utilisées pour disrétiser la géométrie du

orps en un ensemble d'éléments dont la taille est �nie. Les pionniers dans e domaine

ont travaillé dans un premier temps sur des problèmes élastiques sans frottement, voir

[6, 37, 47, 73, 88, 142℄, suivis quelques années plus tard par des problèmes ave frot-

tement, omme dans [105, 106, 120, 128℄. Toutefois, le aratère non linéaire et non

régulier d'un problème mathématique ave du ontat et du frottement, surtout dans

le as de proessus d'évolution (dynamique), n'est pas sans poser quelques di�ultés

d'un point de vue numérique, raison pour laquelle il est néessaire de développer des

méthodes su�samment robustes, préises et stables a�n de les surmonter.

Sans être exhaustif, on se propose à présent de passer en revue quelques unes des

grandes familles de méthodes utilisées en méanique du ontat. Les deux méthodes

que l'on renontre le plus fréquemment pour traiter les onditions de ontat et de

frottement sont la méthode du quasi-Lagrangien augmenté [6, 88, 143℄ et la méthode

de pénalisation [143℄, ette dernière pouvant d'ailleurs être vue omme un as partiu-

lier du Lagrangien augmenté et est notamment en relation direte ave la ondition de

ompliane normale. Les systèmes non linéaires qui déoulent de es tehniques sont,

dans la plupart des as, résolus par une méthode de Newton. En e�et, à e jour, la

méthode de Newton généralisée [4, 7, 123℄ reste très largement utilisée en méanique

du ontat, en partiulier pour sa apaité à traiter les non linéarités en une seule

itération (hyperelastiité, plastiité, ontat, frottement) ainsi que pour sa vitesse de

onvergene quadratique au voisinage de la solution. Alart et Curnier ont présenté

dans [6℄ une formulation basée sur une méthode de Lagrangien augmenté ombinée à

une méthode de Newton généralisée a�n de résoudre des équations ontinues mais non

di�érentiables issues de problèmes de ontat ave frottement. En onsidérant e même

Lagrangien, Simo et Laursen ont proposé une méthode [130℄ ombinant l'algorithme

d'Uzawa, pour la ontrainte de ontat, et la méthode de Newton généralisée pour

le déplaement, optimisant ainsi l'algorithme d'Uzawa. Il est à noter que les systèmes

linéaires issus des problèmes de ontat sont onnus pour être, d'une part, partiulière-

ment mal onditionnés et, d'autre part, augmentés en partie à ause des multipliateurs

de Lagrange. Ce sont notamment les deux prinipales raisons pour lesquelles ertains
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auteurs ont herhé à mettre en oeuvre des méthodes n'y ayant pas reours. A e titre,

nous pouvons iter la méthode de Nitshe [38, 39, 41, 42℄ ainsi que la stratégie de

type "ative set" [68, 69, 71, 72℄, pour laquelle il s'agit alors de déterminer l'ensemble

des noeuds en ontat ave la fondation (ensemble atif) via l'imposition direte de

onditions aux limites relativement simples. Il existe enore bien d'autres méthodes

dans la littérature : la méthode de relaxations suessives ave projetion [117℄, une

méthode robuste mais qui peut néessiter un nombre élevé d'itérations, la méthode de

Gauss-Seidel non linéaire [78℄, également appelée dans e ontexte algorithme d'équi-

libres suessifs, la méthode de gradient onjugué projeté et préonditionné, utilisée

en partiulier dans [127℄ dans le adre des milieux granulaires, des proédures de re-

laxation [32℄, pour résoudre des problèmes de ontat unilatéraux ave frottement, ou

enore la méthode de Lemke [93℄, méthode de type direte. Il est également possible

de iter les tehniques de Lagrangien stabilisé qui o�rent notamment des propriétés

intéressantes du point de vue de la �abilité et de la robustesse [84, 85℄. On pourra

aussi se référer à [119, 121℄, dans lequel �gure une présentation de plusieurs méthodes

de résolution numérique pour les problèmes de ontat, dont une partie de elles sus-

itées. Préisons que dans le as des méthodes de Newton généralisées, la question du

hoix de solveur linéaire et du préonditionneur se pose, ompte tenu de la nature non

régulière des problèmes de ontat et du onditionnement des systèmes linéaires qui

en sont issus, après disrétisation. De telles onsidérations sont abordées dans [8, 9℄.

Pour autant, d'autres type de di�ultés peuvent survenir dans l'étude des pro-

blèmes élastodynamiques. Typiquement, la disrétisation de tels problèmes est traitée

par la ombinaison d'une disrétisation spatiale par éléments �nis et d'un shéma

d'intégration temporelle. Pour un problème bien posé un shéma numérique onsis-

tant, autrement dit tel que la solution des équations disrétisées tende vers la solution

exate des équations ontinues lorsque le pas de disrétisation tend vers 0, onverge si

et seulement si il est stable (di�érene entre la solution numérique et exate est bornée),

d'après le théorème de Lax. Il est possible d'utiliser un shéma expliite onditionnel-

lement stable pour des problèmes simples, sous reserve que la ondition de stabilité

soit remplie, ou bien un shéma impliite inonditionnellement stable pour des as un

peu plus omplexe. Néanmoins, lorsque l'on onsidère des problèmes dynamiques non

linéaires, même les shémas impliites standards (θ-méthode, Shémas de Newmark,

points milieux ou méthodes de type Hilber-Hughes-Taylor) perdent leur stabilité in-

onditionnelle, omme expliqué dans [65, 88℄. De e fait, il faut utiliser des shémas

impliites appropriés impliquant des propriétés de type onservation de l'énergie, f
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[12, 55, 60, 88, 133℄. A et égard, un ertain nombre de travaux ont été onsarés à

l'étude des phénomènes d'impat en grandes déformations ; Laursen et Chawla [89℄ et

Armero et Petoz [11℄ ont montré l'intérêt de la ondition de persistane, à savoir la

ondition de omplémentarité entre la vitesse normale et la ontrainte normale sur la

frontière de ontat, pour onserver l'énergie dans le as disret lors de l'impat sans

frottement. Toutefois, en proédant ainsi, l'interpénétration subsiste sauf lorsque le pas

de temps tend vers 0. Pour surmonter et obstale, plusieurs méthodes existent ; nous

pouvons iter : l'introdution d'un saut disret en vitesse [90℄, une pénalisation spé-

i�que de la ondition de ontat [62℄, la méthode "Equivalent Mass Matrix" (EMM)

[80, 81℄ basée sur une proedure de redistribution de la matrie de masse, ainsi que

la stratégie à deux étapes developpée dans [13, 14℄, permettant de satisfaire sur un

même pas de temps les onditions de ontat unilatéral et de ontat persistant a�n de

onserver l'énergie. Dans le as ave frottement, peu importe la méthode onsidérée,

on s'attend à une dissipation d'énergie, en aord ave la physique du problème. Les

travaux présentés dans e manusrit relèvent alors prinipalement des préoupations

que nous venons de détailler dans les paragraphes préédents.

La thèse est divisée en trois parties.

La première partie est onsarée à des préliminaires et des rappels du adre géné-

ral des problèmes de ontat. Plus spéi�quement, le Chapitre 1 a pour voation de

poser le adre physique, via la présentation du problème de ontat fondamental qui

nous oupe. Il s'agit là de présenter les di�érentes lois qui régissent le omportement

des matériaux utilisés, la modélisation des di�érents types de ontat traités par la

suite ainsi que le formalisme de l'hyperélastiité. Dans le Chapitre 2, nous rappelons

quelques éléments d'analyse fontionnelle, d'analyse non linéaire et évoquons quelques

résultats issus de la théorie des inéquations variationnelles. En�n, le Chapitre 3 est

dédié à la desription de la méthode du Lagrangien augmenté ave et sans frotte-

ment, méthode utilisée dans l'ensemble des Chapitres dans la suite du manusrit, une

méthode de type "ative set", en guise d'introdution au Chapitre 7, et de quelques

méthodes de onservation de l'énergie qui seront utilisées au Chapitre 8.

Dans la deuxième partie, omposée de trois Chapitres, nous étudions et analysons

trois problèmes de ontat ave frottement en petites déformations. Le Chapitre 4

onerne un problème élastique en statique ave ompliane normale, ontrainte uni-

latérale et frottement non-monotone. Après avoir établi la formulation forte et posé

les hypothèses néessaires à l'obtention d'une formulation faible, il s'agit de montrer

l'existene et l'uniité d'une solution faible. Ensuite, nous introduisons une formulation
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duale de e problème, que nous mettons en relation ave la formulation primale. Nous

poursuivons l'étude ave la dependane de la solution faible par rapport aux pertur-

bations des données a�n d'établir un résultat de onvergene. L'analyse du problème

se termine par l'obtention d'estimation de l'erreur de disrétisation spatiale inhérente

à la méthode des éléments �nis. En�n, la dernière setion du Chapitre est onsarée

à la présentation des résultats numériques, omprenant une étude qualitative du om-

portement du modèle et une validation numérique des résultats théoriques. Ensuite,

le Chapitre 5 porte sur un problème de ontat visoélastique ave terme mémoire en

quasistatique ave réponse normale amortie, ontrainte unilatérale en vitesse et frot-

tement. Là enore, par une démarhe similaire, on s'intéresse à l'existene et l'uniité

de la solution faible, à sa dependane par rapport aux perturbations des données, à

l'analyse numérique du problème sous forme d'estimation numérique de l'erreur de

disrétisation spatiale et temporelle et à l'obtention de simulations numériques visant

à on�rmer les résultats de onvergene théorique et à illustrer les propriétés physiques

du modèle. Nous terminons ette partie ave le Chapitre 6, portant sur un problème

visoélastique en dynamique ave ompliane normale et frottement non-monotone.

Cette fois, nous nous bornons à démontrer l'uniité de la solution faible en déplae-

ment, l'existene ayant déjà été démontrée dans un artile antérieur dans un adre

plus large, et à établir des estimations de l'erreur dans le adre semi-disret ainsi que

pour une aproximation spatialle et temporelle. Ce Chapitre s'ahève sur la présenta-

tion des résultats numériques, aompagnée omme dans les Chapitres préédents de

la véri�ation de la onordane entre les estimations d'erreurs théoriques et d'erreurs

numériques. Notons que e hoix spéi�que de géométrie et de fore de tration était

motivé par une étude vibratoire. Un tel aspet ne sera toutefois pas abordé dans e

manusrit.

La troisième et dernière partie omprend 2 Chapitres dans lesquels on s'intéresse

respetivement à des méthodes de type "ative set" et à des méthodes de type onser-

vation de l'énergie. Le prinipe des méthodes de type "ative set", déjà évoquées

plus haut, est de déterminer au �l d'une proédure itérative le statut des noeuds

(ontat/non ontat pour un problème sans frottement) pouvant potentiellement en-

trer en ontat ave une fondation parfaitement rigide. Bien que e type de méthodes

ne soit pas aussi populaire que les méthodes présentées i-avant, elle présente omme

avantage indéniable de ne pas utiliser les multipliateurs de Lagrange. S'il est vrais-

semblable qu'une telle méthode soit plus aisée à implémenter, on peut s'interroger sur

les autres béné�es qu'elle peut o�rir en terme de préision, de onvergene ou enore
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de rapidité par rapport au Lagrangien augmenté dans le adre des petites et grandes

déformations sur le problème standard de la littérature que onstitue le problème de

Signorini. C'est l'objet du Chapitre 7, dans lequel nous nous intéressons à l'étude de

deux méthodes de type "ative set" : la première est elle présentée au Chapitre 3 et la

seonde, plus originale, de type projetion y est étudiée en proposant une analyse de

onvergene. Le Chapitre 8 s'insrit lui aussi dans la ontinuité du Chapitre 3. Après

avoir présenté la spéi�ité du modèle de ontat pour l'étude de la onservation de

l'énergie, nous onsidérons un problème de ontat hyperélastique en dynamique ave

ompliane normale, ontat unilatéral et frottement variable suivi de son approxima-

tion variationnelle. La setion suivante fait l'objet de la présentation et de l'analyse

d'une méthode de onservation de l'énergie, basée sur une ontinuation de la méthode

de Newton adaptée en deux étapes, que nous étudions par rapport aux autres mé-

thodes introduites dans le Chapitre 3 en petites et grandes déformations, ave et sans

frottement.

Le manusrit s'ahève sur un bilan des résultats obtenus ainsi que sur une esquisse

des perspetives envisageables, d'ordre méaniques, mathématiques et numériques qui

s'insrivent dans la ontinuité de e travail de reherhe.
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Notation

On onsidère Ω, un domaine de Rd
(d = 1, 2, 3) et on note par :

Ω l'adhérene de Ω.

Γ la frontière de Ω supposée régulière.

Γi (i = 1, 2, 3) une partie mesurable de la frontière Γ .

mes Γ1 la mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ1.

ν la normale unitaire sortante à Γ .

vν , vτ les omposantes normale et tangentielle du hamp vetoriel v

dé�ni sur Ω.

C1(Ω) l'espae des fontions réelles ontinûment di�érentiables sur Ω.

D(Ω) l'espae des distributions sur Ω.

H l'espae L2(Ω)d.

Q l'espae

{
σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω)

}
.

H1 l'espae

{
u = (ui) | ε(u) ∈ Q

}
.

Q1 l'espae

{
σ ∈ Q : Divσ ∈ L2(Ω)d

}
.

Q∞ l'espae

{
E = (Eijkl) | Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d

}
.

W k,p
l'espae de Sobolev de paramètres k et p.

Hk
orrespond à W k,2

.

V l'espae

{
v ∈ H1(Ω)d : v = 0 sur Γ1

}
.

H
1
2 (Γ ) l'espae de Sobolev d'ordre

1
2
sur Γ .

HΓ l'espae H
1
2 (Γ )d.

H− 1
2 (Γ ) l'espae dual de H

1
2 (Γ ).

H́Γ l'espae dual de Hγ = H
1
2 (Γ )d.

γ : H1 → HΓ l'appliation trae pour les fontions vetorielles.

Si H est un espae de Hilbert réel et d ∈ N∗
, on utilise les notations suivantes :
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Hd
l'espae

{
v = (vi) | vi ∈ H et ∂iv ∈ H, i = 1, d

}
.

Hd×d
l'espae

{
τ = (τij) | τij = τji ∈ H et ∂jτij ∈ H, i, j = 1, d

}
.

(., .)H le produit salaire de H .

‖ · ‖H la norme de H .

H́ l'espae dual de H .

(., .)H́×H le produit de dualité entre H́ et H .

ψK la fontion indiatrie de K ⊂ H .

xn ⇀ x la onvergene faible de la suite (xn) vers l'élément x dans H .

L(H) l'espae des appliations linéaires et ontinues de H dans H .

Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par :

C([0, T ];H) l'espae des fontions ontinues de [0, T ] dans H .

‖ · ‖C([0,T ];H la norme de C([0, T ];H).

C1([0, T ];H) l'espae des fontions ontinûment dérivables de [0, T ]
dans H .

‖ · ‖C1([0,T ];H) la norme de C1([0, T ];H).

Lp(0, T,H) l'espae des fontions f mesurables de ]0, T [ dans H

telles que

∫ T

0

‖f(t)‖pHdt < +∞ ave les modi�ations usuelles

si p = +∞.

‖ · ‖0,H la norme de Lp(0, T,H).

W k,p(0, T,H) l'espae de Sobolev de paramètres k et p de ]0, T [ dans H .

‖ · ‖k,p,H la norme de W k,p(0, T,H).

Pour une fontion f , on note par :

dom f le domaine de f .

supp f le support de f .

ḟ , f̈ les dérivées première et seonde de f par rapport au temps.

∂if la dérivée partielle de f par rapport au temps.

∇f le gradient de f .

ǫ(f) la partie symétrique du gradient de f = 1
2
(∇f + ∇T f).

Div f la divergene de f .

∂f le sous-di�érentiel (lassique) de f .
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Si X et Y sont deux espaes de Hilbert réels, on note par :

L(X, Y ) l'espae des appliations linéaires et ontinues de X dans Y.

|| · ||L(X,Y ) la norme de L(X, Y ).

Soit X un espae de Banah,on note par :

C(R+;X) l'espae des fontions ontinues dé�nies sur R+ à valeurs dans X .
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Partie I Préliminaires

Partie I

Préliminaires

Avant d'entrer dans le vif du sujet, et a�n de failiter la leture de e manusrit,

il nous est apparu utile de rappeler quelques notions préliminaires à notre travail de

modélisation et d'analyse réalisé dans les Chapitres suivants. Pour ela, nous abordons

suessivement quelques onsidérations inhérentes à la méanique de ontat, des élé-

ments onernant les espaes fontionnels et l'analyse non linéaire pour en�n terminer

sur un rappel portant sur des méthodes numériques faisant référene pour la résolution

de problèmes de ontat. Cette partie, onstituée de trois Chapitres, aborde un ertain

nombre de onepts dont la onnaissane est néessaire à la ompréhension de e qui

va suivre. Nous ommençons par préiser le problème physique fondamental ainsi que

quelques éléments de modélisation mathématique utilisés, puis nous dérivons les lois

de omportement et les onditions de ontat ave frottement. Ensuite, nous présentons

les espaes fontionnels qui interviennent de façon réurrente dans le manusrit et nous

revenons sur quelques résultats d'analyse fontionnelle non linéaire dans les espae de

Hilbert. En�n, nous rappelons les prinipes des méthodes du quasi-Lagrangien aug-

menté et des méthodes de type "Ative Set" en faisant apparaitre quelques di�érenes

et similitudes notables. Pour �nir, nous présentons rapidement quelques méthodes de

type onservation de l'énergie pour la résolution numérique des problèmes de ontat

en dynamique.
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Chapitre 1

Modélisation

Dans e premier Chapitre, il s'agit d'introduire le adre physique et de rappe-

ler suintement quelques notions de méanique des milieux ontinus, en partiulier

l'équation du mouvement de Cauhy, les lois de omportement pour les matériaux

étudiés, ainsi que les onditions aux limites de ontat ave ou sans frottement. Nous

rappelerons également le formalisme des problèmes de ontat dans le as de l'hyper-

élastiité que nous utiliserons dans la dernière partie de la thèse.

1.1 Cadre physique

Soit un orps matériel oupant un domaine borné Ω ⊂ Rd (d = 1, 2, 3) ave une

frontière Lipshitzienne Γ sindée en trois parties mesurables Γ1, Γ2 et Γ3 telles que

mes (Γ1) > 0. Nous désignons par ν = (νi) la normale unitaire sortante à Γ . Le orps

est en équilibre sous l'ation de fores volumiques de densité f 0. Des fores de trations

de densité f 2 agissent sur Γ2. En�n, le orps est �xé sur Γ1 et Γ3 orrespond à la zone

potentielle de ontat entre le orps et la fondation.
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Figure 1.1 : Cadre physique.

Notations. Nous désignons par Sd l'espae des tenseurs symétriques d'ordre deux sur

Rd
. Le produit salaire et la norme eulidienne sur Rd

et Sd sont dé�nis par

u · v = uivi , ‖v‖ = (v · v) 1
2 ∀u, v ∈ R

d,

σ · τ = σijτij , ‖τ‖ = (τ · τ ) 1
2 ∀σ, τ ∈ S

d,

ave la onvention de sommation d'Einstein.

Notons par u, le hamp de déplaements et par σ, le hamp de ontraintes. Dès

lors, pour un veteur u donné, uν et uτ représentent respetivement les omposantes

normale et tangentielle de u sur Γ , i.e.

vν = v · ν, vτ = v − vνν.(1.1)

De même, σν et στ désignent les ontraintes normale et tangentielle sur Γ , i.e.

σν = (σν) · ν et στ = σν − σνν.(1.2)

Remarque 1.1. Pour les simulations numériques, lors du ontat, on prendra

σν = (σν) · ν∗
, où ν∗ désigne la normale à la fondation.

Ii, les points au-dessus d'une fontion représentent la dérivation temporelle par

rapport au temps ; typiquement u̇ = ∂u
∂t

et ü = ∂2u
∂t2

. Notons également qu'un indie

suivant une virgule indique une dérivation partielle par rapport à la omposante or-

respondante de la variable ; ui,j = ∂ui
∂xj

. En�n ε et Div désignent respetivement le

tenseur des déformations linéarisé (le terme d'ordre 2 est négligé dans le adre des

petites perturbations) et l'opérateur de divergene, i.e.

ε(v) = (εij(v)), εij(v) =
1

2
(vi,j + vj,i), Divσ = (σij,j).(1.3)
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Mise en équation du problème. Nous nous intéressons à un modèle mathématique

dérivant l'évolution d'un orps déformable en ontat ave une fondation ; ses inon-

nues sont le hamp de déplaements u : Ω × [0, T ] → Rd
et le hamp de ontraintes

σ : Ω × [0, T ] → Sd, ave T > 0 l'intervalle d'intérêt. Un tel problème est régi par

l'équation du mouvement de Cauhy qui, dans le as dynamique, est de la forme

(1.4) Div σ + f 0 = ρ ü dans Ω × [0, T ],

f0 renvoie aux fores volumiques appliquées au orps Ω et ρ : Ω → R+ étant la densité

de masse ave R+, l'ensemble des réels positifs. Dans les as qui nous oupent par la

suite, et par ommodité, elle est supposée onstante.

Si le proessus est quasistatique, par dé�nition, les variations de la vitesse sont négli-

geables et, par suite, l'équation (1.4) devient

(1.5) Div σ + f 0 = 0 dans Ω × [0, T ].

L'équation (1.5) est une équation d'équilibre. Dans le as statique, elle est valable dans

Ω.

A présent, revenons un instant sur les onditions aux limites évoquées plus haut.

Puisque le orps est enastré en Γ1, le hamp de déplaements y est nul,

(1.6) u = 0 sur Γ1 × [0, T ].

La ondition aux limites en tration peut se mettre sous la forme

(1.7) σν = f2 sur Γ2 × [0, T ]

où f 2 désigne les fores de tration surfaique sur Γ2. A e stade, notons que le problème

n'est pas enore bien posé ; les équations (1.4), (1.6) et (1.7) ne sont pas su�santes

pour aratériser totalement le mouvement du orps matériel déformable dans le adre

de la méanique des milieux ontinus. Plaçons nous dans le as où d = 3. En faisant

un bilan des équations salaires disponibles et des inonnues salaires à déterminer (f

Table 1.1), il est faile de voir que :
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Inonnues salaires à déterminer Equations salaires disponibles

Déplaement : 3 Equation d'équilibre : 3
Déformation : 6 Relations déplaement/déformation : 6
Contraintes : 6
Inonnues : 15 Equations : 9

Table 1.1: Bilan des équations salaires disponibles et des inonnues salaires à

déterminer

Pour l'instant, le problème tel qu'il est posé sou�re d'un dé�it de 6 équations.

C'est la raison pour laquelle nous devons les ompléter par des lois de omportement ;

ela fait l'objet du paragraphe suivant.

1.2 Lois de omportement

Préisons que les onsidérations qui vont suivre ne sont valables que dans l'hy-

pothèse des petites perturbations. Dans le as des grandes déformations, nous ferons

appel à un autre formalisme que nous présenterons à la �n de e Chapitre. Une loi de

omportement, ou loi onstitutive, établit une relation entre le tenseur des ontraintes

σ, le tenseur des déformations ε et leurs dérivées temporelles respetives. Autrement

dit, 'est une relation qui exprime le tenseur des ontraintes atuel pour une parti-

ule en fontion du mouvement passé et des hangements d'états que la partiule a

subis. Notons d'ailleurs que d'autres paramètres, tels que la pression ou la tempéra-

ture, peuvent éventuellement intervenir dans une loi de omportement. De telles lois

proviennent de résultats expérimentaux au ours desquels il est réalisé toute une sé-

rie d'essais ; itons à e titre : le hargement monotone, le �uage, la relaxation, la

harge-déharge et l'érouissage.

Dans e qui suit, nous allons rappeler les lois de omportement pour les matériaux

élastiques, visoélastiques et visoélastiques ave terme mémoire que nous utilisons

dans les Chapitres à venir.

1.2.1 Lois de omportement élastique

Un milieu homogène est dit élastique s'il existe un état de référene sans ontrainte

et si le tenseur des ontraintes ne dépend que du tenseur des déformations in�nitésimal
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Partie I Chapitre 1 Modélisation

ε alulé à partir de et état de référene, i.e :

(1.8) σ = F(ε)

ave F , une fontion pouvant être non linéaire. Dans le as où F dépend expliitement

de x ∈ Ω et du tenseur des déformations in�nitésimales, le milieu est dit élastique non-

homogène.

Si le milieu est élastique linéaire, il y a alors une relation linéaire entre le tenseur des

ontraintes σ et le tenseur des déformations in�nitésimales ε dont il est possible de

aratériser le omportement par la loi de Hooke qui, dans le as tridimensionnel, est

de la forme

(1.9) σ = Eε(u)

où E = (Eijkl) est le tenseur d'élastiité d'ordre 4. Il omporte 81 omposantes appelées

onstantes d'élastiité du milieu qui sont indépendantes du tenseur des déformations

dans le as homogène. Toutefois, du fait des di�érentes symétries matérielles inhérentes

à l'homogénéité et l'isotropie supposées du matériau (i.e. l'ensemble des diretions

autour d'un point sont équivalentes), nous avons

(1.10) Eijkl = Ejikl = Eijlk,

et de e fait, seules 21 d'entre elles sont indépendantes. Les omposantes d'un tel

tenseur véri�ent

(1.11) Eijkh = λ δijδkh + µ(δikδjh + δihδjk),

où les onstantes λ et µ sont les oe�ients de Lamé et δij est le symbole de Kroneker.

Soit, en ombinant (1.9) et (1.11), nous obtenons

(1.12) σij = λ εkkδij + 2µεij.

Notons que si le milieu est à la fois élastique, homogène, linéaire et isotrope, omme

onsidéré dans l'équation i-dessus, il répond au shéma de l'élastiité dite lassique.

Préisons que λ et µ peuvent aussi s'exprimer en fontion de E, le module de

Young, et κ, le oe�ient de Poisson,

λ =
κE

(1 + κ)(1− 2κ)
, µ =

E

2(1 + κ)
,
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dont on peut donner une interprétation physique. Dans un essai de tration simple

d'une éprouvette onstituée d'un matériau obéissant au shéma lassique de l'élasti-

ité, le module de Young est le rapport entre la tension et la dilatation longitudinale

tandis que le oe�ient de Poisson est le rapport entre la ontration transverse et la

dilatation longitudinale. On utilisera la loi élastique de Hooke dans les parties II et III.

Pour terminer, nous présentons un exemple de loi illustrant un omportement élas-

tique non linéaire dans un as linéaire par moreaux en dimension 1. La loi (1.8) prend

alors la forme,

σ = F(ε) =





Eε+ β(ε+ ε0) si ε < −ε0
Eε si |ε| ≤ ε0

Eε+ β(ε− ε0) si ε > ε0

(1.13)

où β est une onstante positive. Il est également possible de faire intervenir l'opérateur

de projetion PK : R → R ave K = [−ε0, ε0] pour obtenir une ériture plus ompate.

PK(ε) =






−ε0 si ε < −ε0
ε si |ε| ≤ ε0

ε0 si ε > ε0

(1.14)

La loi (1.13) devient alors σ = Eε+ β(ε− PKε).

1.2.2 Lois de omportement visoélastique

Il est lair que le omportement élastique est insu�sant pour rendre ompte de phé-

nomènes tels que la relaxation ou le �uage. En e�et, si la déformation est maintenue

à une valeur �xée ε0, alors la ontrainte sera également �xée à σ(ε0) et e, en toutes

ironstanes là ou ertains matériaux présentent une phase transitoire. Même hose

si 'est ette fois la ontrainte qui est maintenue à une valeur �xée ; la déformation

sera également �xée. C'est la raison pour laquelle il est néessaire de faire intervenir

d'autres modèles pour aratériser les matériaux tels que les polymères, les métaux au

delà d'une ertaine température, les élastomères ou ertains tissus biologiques et...

De tels milieux présentent à la fois des propriétés élastiques, à savoir stoker et resti-

tuer de l'énergie méanique omme un solide de Hooke, et de la visosité, à savoir la

apaité à dissiper de l'énergie omme un �uide newtonien.
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Partie I Chapitre 1 Modélisation

Modélisation de type rhéologique. Nous nous plaçons dans le as unidimension-

nel. Il est alors possible d'avoir reours à un élément rhéologique aratérisant le milieu

visoélastique dans sa totalité. L'élément n'est relié à l'extérieur que par ses deux ex-

trêmités dont le déplaement relatif représente la déformation et les fores appliquées

orrespondent à la ontrainte. L'obtention des équations di�érentielles régissant de tels

modèles obéit aux règles suivantes :

- Pour un système d'éléments onnetés en série, les ontraintes oinident et la défor-

mation totale est la somme des déformations des éléments.

- Pour un système d'éléments onnetés en parallèle, les déformations oinident et la

ontrainte totale est la somme des ontraintes des éléments.

De e fait, la ontrainte et la déformation jouent le même r�le que l'intensité et la

tension respetivement, dans un iruit életrique.

Les propriétés élastiques sont représentées shématiquement par des ressorts (Fi-

gure 1.2 ). Dans e as, ave σ = Eε, on retrouve bien l'idée selon laquelle la ontrainte

est une fontion linéaire de la déformation. Notons bien que le terme ressort fait ex-

lusivement référene au ressort linéaire ; il en existe d'autres types.

Figure 1.2 : Elément ressort

Les propriétés visqueuses sont, quant à elles, dérites en rhéologie par des pistons.

La ontrainte y est proportionnelle à la vitesse de déformation et elles ont le même

signe. Le modèle élémentaire de la Figure 1.3 simule don la loi de Newton, à savoir

σ = ηε̇ ave η > 0.

Figure 1.3 : Elément piston
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La plupart des milieux visoélastiques peuvent être modélisés en utilisant unique-

ment es deux éléments. Dans e as, il est alors possible de se ramener à l'un des

modèles suivants détaillé i-après :

- Modèle de Maxwell généralisé.

- Modèle de Kelvin-Voigt généralisé.

Modèle de Maxwell. Il s'agit de onneter en série un piston et un ressort, omme

montré i-dessous.

Figure 1.4 : Modèle de Maxwell

Ave les règles préédemment enonées et après un alul élémentaire, on onstate

que le modèle visoélastique de Maxwell a pour loi onstitutive

(1.15) ε̇ =
σ

η
+
σ̇

E
,

ave E et η, le module de Young et le oe�ient de Newton respetivement. Le modèle

de Maxwell généralisé omprend deux ou plusieurs branhes de Maxwell disposées en

parallèle auxquelles est ajoutée, en parallèle ave l'ensemble, une branhe omprenant

un ressort, un piston ou les deux.

Modèle de Kelvin-Voigt. On y onsidère un ressort et un piston disposés en paral-

lèle, omme montré i dessous.
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Figure 1.5 : Modèle de Kelvin Voigt

Ave les règles préédemment enonées et après un alul élémentaire, on onstate

que le modèle visoélastique de Kelvin-Voigt a pour loi onstitutive

(1.16) σ = ηε̇+ Eε,

le modèle de Kelvin-Voigt généralisé s'obtient en mettant en série deux ou plusieurs

modèles de Kelvin-Voigt auxquelles est ajoutée, en série ave l'ensemble, une branhe

omprenant un ressort, un piston ou les deux. On peut également généraliser le modèle

de Kelvin-Voigt dans le as multidimensionnel de la manière suivante :

(1.17) σ = Aε(u̇) + Bε(u),

ave A et B, deux opérateurs, respetivement de visosité et d'élastiité et potentiel-

lement non linéaire. Notons que seule la loi de Kelvin-Voigt sera utilisée dans le adre

de ette thèse, raison pour laquelle nous n'évoquons pas la forme de la loi onstitutive

multidimensionnelle pour le modèle de Maxwell.

1.2.3 Lois de omportement visoélastique ave terme mémoire

Partant d'une loi visoélastique de type Kelvin-Voigt, nous la omplétons par

l'ajout d'un terme de relaxation désigné par K pour obtenir une loi visoélastique

ave terme mémoire, i.e :

(1.18) σ = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +
∫ t

0

K(t− s)ε(u̇(t))ds.

Notons malgré tout qu'un tel hoix n'est pas anodin ; e type de loi a déjà été utilisé

pour rendre ompte du omportement de matériaux réels. A e titre, on peut iter

[16, 17℄ dans lesquels ette loi sert à modéliser l'amortissement par hystérésis dans les

élastomères. Plus préisemment, ii, l'e�et mémoire peut être vu omme une détério-

ration du matériau suite au frottement entre les plans internes qui le onstituent. On
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utilisera la loi visoélastique ave terme mémoire dans le Chapitre 5.

Du point de vue de la méanique des milieux ontinus, le problème est à présent

bien posé : nous avons autant d'équations que d'inonnues. Nous pouvons don nous

intéresser aux onditions de ontat et lois de frottement à proprement parler.

1.3 Conditions de ontat

Ces onditions portent sur la frontière de ontat Γ3, ou Γ3×[0, T ] dans un problème

évolutif, et mettent en relation les omposantes normales du hamp de déplaements

uν et les omposantes normales du hamp de ontraintes σν . On pourra retrouver es

lois dans [5, 91, 118, 136, 143℄.

1.3.1 Contat unilatéral

Proposée en 1933 par Antonio Signorini [132℄, ette loi de ontat est enore aujour-

d'hui très populaire dans la littérature. Elle est dérite par les 3 onditions suivantes :





(1)Condition de non pénetration uν ≤ 0,
(2)Condition de ompression σν ≤ 0,
(3)Condition de omplémentarité σνuν = 0.

(1.19)

Physiquement, ela revient à onsidérer une fondation parfaitement rigide ; peu im-

porte la fore de ompression appliquée il n'y aura auune pénétration. La ondition

de omplémentarité traduit simplement que :

• Si uν = 0, il y a ontat et la fore normale de ontat est négative (σν ≤ 0),

• Si uν < 0, il n'y a pas ontat et dans e as la fore de ontat est nulle (σν = 0).

Ces onditions peuvent également s'érire sous une forme un peu plus ompate au

moyen d'une inlusion sous-di�érentielle

(1.20) −σν ∈ ∂ΨR−
(uν),

où ∂ΨR−
représente le sous-di�érentiel de la fontion indiatrie ΨR−

de la partie né-

gative de R, résultat que l'on doit à [103, 108℄. Le graphe multivoque de ette loi est

représenté dans la Figure 1.6 .
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−σν

uν(non contact)

(contact)

Figure 1.6 : Contat unilatéral

On peut également exprimer les onditions (1.19) en adoptant une forme de type

projetion :

(1.21) −σν =
1

γ
[uν − γσν ]+,

où γ est une onstante positive arbitraire et ave [r]+ = projR+(r) = max{0, r}. Il
a été démontré dans [41℄ en partiulier que (1.19) et (1.21) sont équivalents. Nous

utiliserons notamment une telle forme dans la partie III de e manusrit.

Si l'on suppose ette fois l'existene d'un interstie g entre la fondation et le orps,

les onditions de Signorini sont alors de la forme :






(1)Condition de non pénetration uν ≤ g,

(2)Condition de ompression σν ≤ 0,

(3)Condition de omplémentarité σν(uν − g) = 0.

(1.22)

Là enore, il est possible d'obtenir une expression plus ompate grâe à un hangement

de variable dans (1.20)

−σν ∈ ∂ΨR−
(uν − g).
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−σν

uν
g

Figure 1.7 : Contat unilatéral ave interstie g

En outre, par l'intermédiaire de la formulation en projetion, (1.22) peut aussi

s'érire de façon équivalente

(1.23) −σν =
1

γ
[(uν − g)− γσν ]+.

Le graphe multivoque de ette loi est représenté dans la Figure 1.7 .

1.3.2 Contat ave ompliane normale

Intéressons nous maintenant à un autre type de loi, tout aussi populaire que la

préédente, dans laquelle la fondation est ette fois supposée déformable. Elle fut

utilisée pour la première fois dans [97℄ dans un problème dynamique visoplastique.

La ontrainte normale σν y est supposée satisfaire la ondition suivante :

(1.24) −σν = p(uν),

où p désigne une fontion donnée à valeur dans R+, du fait de la ompression du orps,

s'annulant pour tout argument négatif. Cela signi�e en partiulier qu'une telle loi

autorise la pénétration, dont la ontrainte normale σν est fontion. La représentation

de la loi de ompliane normale dépend de la fontion de ompliane p hoisie ; en

l'ourrene la Figure 1.8 orrespond au as

p(r) = c[r]+,
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où c peut être assimilé au oe�ient de rigidité de la fondation.

−σν

uν

(contact)

(non contact)

Figure 1.8 : Contat ave ompliane normale

Notons d'ailleurs que e hoix de p permet de donner lieu à une autre interprétation :

en faisant tendre le oe�ient de rigidité c vers l'in�ni, nous retrouvons une fondation

parfaitement rigide, soit la loi de Signorini évoquée plus haut. On peut don onsidérer

que la loi de ompliane normale représente une pénalisation de la loi de Signorini. Au

delà de l'intérêt méanique que peut o�rir e type de loi, elle est fréquemment employée

a�n de régulariser la loi de Signorini pour l'analyse des problèmes de ontat.

1.3.3 Contat ave réponse normale instantanée

Dans e type de modèle, la ontrainte normale σν obéit ette fois à la ondition

suivante :

(1.25) −σν = p(u̇ν),

où p est fontion de la vitesse normale à valeur dans R+ et s'annulant, une fois enore

pour tout argument négatif. Elle a été utilisée en partiulier dans [56℄. Préférentielle-

ment, nous utiliserons la forme suivante pour p :

p(r) = κ[r]+,
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où κ peut être ii assimilé au oe�ient d'amortissement de la fondation. Dans le as

présent, le graphe est analogue à elui de la �gure 1.8 en substituant le déplaement

normal uν en absisse par la vitesse normale u̇ν . Bien qu'une telle loi soit d'une forme

similaire à elle employée pour la loi de ompliane normale, présentée i-avant, le fait

de substituer la dépendane en déplaement dans ette dernière par une dépendane

en vitesse rend son interprétation physique un peu moins immédiate et intuitive. De

fait, un tel omportement est aratéristique d'une fondation onstituée d'un �uide

visqueux, typiquement de l'huile, et la réation du �uide visqueux onsidéré sera d'au-

tant plus forte que la vitesse normale du orps est élevée. Dans e type de problème,

l'in�uene de la vitesse prédomine sur elle du déplaement. Par ontre, pour une vi-

tesse normale négative, il n'y a pas de réation. D'un point de vue méanique, ela

revient à onsidérer que le orps se déplae en diretion d'une fondation fournissant

une résistane analogue à elle d'un piston.

1.3.4 Contat ave ompliane normale et ontrainte unilaté-

rale

Cette ondition de ontat a été introduite pour la première fois dans [76℄ dans

l'étude d'un problème dynamique pour des matériaux élasto-viso-plastiques et vise à

pallier les limites des deux lois dont elle est issue. De fait, ni les onditions de Signorini,

ni la ondition de ompliane normale ne sont tout à fait admissibles d'un point de

vue physique ; dans les premières, on suppose que la fondation est parfaitement rigide

tandis que la seonde autorise une pénétration non ontr�lable. Nous allons don onsi-

dérer un as intermédiaire où la fondation est onstituée d'un matériau parfaitement

rigide sur lequel repose une �ne ouhe d'aspérités déformables d'épaisseur g, limitant

ainsi la pénétration. Une telle loi est dérite par les relations suivantes :





uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0,

(uν − g)(σν + p(uν)) = 0.
(1.26)

Cette loi peut aussi s'érire sous la forme d'une inlusion sous-di�érentielle :

(1.27) −σν ∈ ∂ΨR−
(uν − g) + p(uν),

dont une représentation graphique �gure i dessous.
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−σν

uν
g

  p(g)

Figure 1.9 : Contat ave ompliane normale et ontrainte unilatérale

Par suite, nous pouvons faire les observations suivantes :

- Si 0 ≤ uν ≤ g, alors la ontrainte normale σν est une fontion univoque de uν

(ompliane normale).

- Si uν = g, ela signi�e que la ouhe d'aspérités a été omplètement érasée ; le orps

est en ontat ave le matériau rigide (onditions de Signorini ave un interstie de

taille g).

- Si on fait tendre g vers 0, la ouhe d'aspérités disparait ; nous retrouvons la loi de

ontat unilatéral.

- Si on fait tendre g vers ∞, la fondation n'est plus onstituée que d'un matériau

déformable ; nous retrouvons la loi de ompliane normale.

1.3.5 Contat ave réponse normale instantanée et ontrainte

unilatérale en vitesse

Cette loi est en fait la réériture de la loi de ontat ave ompliane normale et

ontrainte unilatérale formulée en vitesse. Elle se présente sous la forme suivante :





u̇ν ≤ g, σν + p(u̇ν) ≤ 0,

(u̇ν − g)(σν + p(u̇ν)) = 0.
(1.28)
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Il s'agit don d'une ombinaison de la loi de ontat unilatéral en vitesse et de la loi

de ontat ave réponse normale instantanée. A e titre, notons que l'utilisation d'une

loi de Signorini en vitesse, à savoir

u̇ν ≤ g, σν ≤ 0, (u̇ν − g)σν = 0.(1.29)

est tout sauf standard mais relève bien d'un sens physique. En partiulier, nous pou-

vons mettre en avant le fait qu'une vitesse de pénétration non ontr�lable n'est guère

plus admissible d'un point de vue physique qu'une pénétration non ontr�lable, à

l'instar de la loi de ompliane normale. De e fait, par rapport à la loi préédente, la

nature de g hange : la restrition ne porte plus sur le déplaement uν mais bien sur

la vitesse u̇ν. On ne peut don plus parler de ouhe déformable onstituée d'aspéri-

tés mais d'une ouhe de lubri�ation, déjà évoquée un peu plus haut pour dérire le

omportement de la loi de réponse normale instantanée. Par suite, nous pouvons faire

les observations suivantes :

- 0 ≤ u̇ν < g, alors la ontrainte normale σν est une fontion univoque de u̇ν (réponse

normale instantanée)

- Si u̇ν = g, la vitesse limite a été atteinte (onditions de Signorini en vitesse ave une

vitesse limite g).

Il onvient également de préiser que la formulation en vitesse de (1.28) présente

quelques intérêts pour les problèmes évolutifs, ne serait e que pour sa ohérene ave

la loi de Coulomb qui est également formulée en vitesse dans e as. En e�et, pour

ertains auteurs, le traitement d'une loi de ontat formulée ainsi semble être plus aisé

qu'un traitement d'une loi formulée en déplaement et ela, à la fois d'un point de vue

mathématique [75℄ et d'un point de vue numérique [126℄. C�té méanique, on peut

noter que ette loi est utilisée dans [138℄ pour dérire le proessus de labour, la vitesse

de la harrue ne pouvant pas dépasser la vitesse g de la terre déplaée par l'instrument

aratoire.

En�n, notons que la ondition de omplémentarité de (1.29) revêt d'une importane

apitale pour les questions de onservation de l'énergie, omme nous le verrons dans

la loi présentée i-après et dans le Chapitre 3.

1.3.6 Condition de persistane

Une telle loi se situe un peu en marge des préédentes dans la mesure où son

intérêt prinipal réside dans ses propriétés naturelles de type onservation de l'énergie.

La ondition de persistane s'exprime sous la forme de la ondition de omplémentarité
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suivante :

σν u̇ν = 0.(1.30)

Cette ondition seule su�t à garantir que le travail de la fore normale de ontat

(à savoir,

∫
Γ3
σν u̇νda) s'annule. Combinée à la loi de ontat unilatéral, elle prend la

forme suivante

(1.31) loi de contact persistant

{
si uν < 0, σν = 0

si uν = 0, σν ∈ ∂ΨR−
(u̇ν).

Cette loi sera abordée plus en détails dans les Chapitres 3 et 8.

1.4 Lois de frottement

Nous onsidérons à présent les onditions portant sur la frontière de ontat Γ3

(respetivement Γ3 × [0, T ] dans un as évolutif) mettant en relation la ontrainte

tangentielle στ , d'une part, et la ontrainte normale σν , la vitesse tangentielle u̇τ et

le déplaement tangentiel uτ , d'autre part, selon le as. Il s'agit ii de aratériser un

seuil de ontraintes en dessous duquel auun glissement n'est possible.

1.4.1 Absene de frottement

C'est la ondition la plus simple qui soit dans laquelle on onsidère une surfae

idéalisée ne présentant pas de frottement, 'est à dire

στ = 0.(1.32)

Notons malgré tout qu'une telle approximation de la réalité reste raisonnable dans

quelques situations, rendant ainsi tout à fait liite son utilisation dans de nombreux

problèmes.

1.4.2 Frottement de Tresa

Nommée ainsi par analogie ave le ritère de Tresa en plastiité [140℄, nous sup-

posons ii que le seuil de ontrainte Ftres > 0 est �xe. Si la ontrainte tangentielle est

inférieure en norme au seuil, alors il y a adhérene entre le orps et la fondation. Si par

ontre e seuil est atteint, alors le orps glisse sur la fondation tandis que la ontrainte

tangentielle s'oppose au mouvement.
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Il en existe deux versions, selon le type de proessus onsidéré.

Cas statique

{
‖στ‖ ≤ Ftres, (adhérence)

−στ = Ftres
uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0 (glissement).

(1.33)

Cas évolutif

{ ‖στ‖ ≤ Ftres, (adhérence)

−στ = Ftres
u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0 (glissement).

(1.34)

1.4.3 Frottement de Coulomb

Il s'agit sans auun doute de la loi de frottement la plus onnue et de l'une des plus

utilisées dans la littérature. Formulée pour la première fois par Amontons en 1699 dans

son mémoire, Charles-Augustin Coulomb a été en mesure de la on�rmer et d'étendre

son domaine de validité au as des très fortes harges en 1785.

Le dispositif de Coulomb peut-être dérit de la manière suivante : on onsidère un

plateau horizontal terminé par deux butées sur lequel peut glisser un traineau, que l'on

peut harger, tiré par une orde, dont la tension est réglable. L'objetif est d'établir la

valeur de la tension de la orde su�sante pour l'emporter sur la fore de frottement ;

le traineau se met alors à glisser. Parmi les onlusions de Coulomb, on peut retenir

que :

-Le seuil de frottement est proportionnel au poids du solide posé sur la plateau hori-

zontal.

-Pour un hargement donné, e seuil ne dépend que de la nature des surfaes en ontat.

Il est ii fait référene au oe�ient de frottement, noté µ.

Dans le as de la loi de frottement de Coulomb, à la di�érene de la loi de frottement

de Tresa, le seuil limite n'est plus �xé et dépend à présent du oe�ient de frottement

µ et de la ontrainte normale de ontat σν . La loi de frottement de Coulomb va alors

mettre en onurrene, via le oe�ient de frottement µ, la ontrainte tangentielle de

frottement στ et la ontrainte normale de ontat σν . De fait, omme pour la loi de

Tresa, il en existe deux versions selon le type de proessus onsidéré.

Cas statique

{
‖στ‖ ≤ µ |σν |, (adhérence)

−στ = µ |σν | uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0 (glissement)·(1.35)
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Cas évolutif

{ ‖στ‖ ≤ µ |σν |, (adhérence)

−στ = µ |σν | u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0 (glissement)·

(1.36)

Il est également possible d'érire la loi évolutive sous la forme d'une inlusion sous

di�érentielle :

(1.37) −στ ∈ ∂Ψ ∗
C(µ|σν |)(u̇τ ),

où C(µ|σν |) désigne le disque de Coulomb de rayon µ|σν | et Ψ ∗
C(µ|σν |)

le onjugué au

sens de Fenhel de la fontion indiatrie Ψ de C(µ|σν|). Une autre forme équivalente

peut également être employée

(1.38) −στ ∈ µ|σν |∂‖u̇τ‖.

Elle est représentée par la Figure 1.10 .

uτ

σ τ

−µ |σ | ν

µ |σ | ν

Figure 1.10 : Loi de Coulomb.

1.4.4 Frottement non monotone

Des versions généralisées de la loi de Coulomb furent introduites a�n de dérire les

phénomènes d'instabilité liés au frottement. En partiulier, il est possible de onsidérer

un oe�ient de frottement µ variable. Il a été d'abord proposé de onsidérer un

oe�ient µs (oe�ient de frottement statique) représentant le rapport entre ‖στ‖
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et |σν | en dessous duquel il n'y a pas de glissement, et un oe�ient µd (oe�ient

de frottement dynamique) représentant la valeur de e rapport lorsque le glissement

a lieu au ours du mouvement. En général, le oe�ient de frottement dynamique est

plus faible que le oe�ient de frottement statique, re�étant ainsi l'idée selon laquelle

il est plus simple de maintenir un objet en statut de glissement en mouvement que

de faire glisser un objet au repos. Puisque µd est supposé être inférieur à µs, la loi de

frottement présente alors une non monotonie. On se propose de onsidérer par la suite

un oe�ient de frottement qui peut dépendre du déplaement tangentiel ‖uτ‖, dans
le as statique, ou du module de la vitesse de glissement ‖u̇τ‖, dans le as évolutif, et
permettant de passer de µs à µd au ours du glissement. Voii les exemples auxquels

nous sommes onfrontés dans les Chapitres suivants. Premier exemple

στ

uτ

Figure 1.11 : frottement non monotone

Ave un ontat de type ompliane normale (1.24), nous pouvons onsidérer la loi

de frottement suivante

{
‖στ‖ ≤ µ(‖uτ‖) p(uν)
−στ = µ(‖uτ‖) p(uν) uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0.

(1.39)

Cette loi de frottement est aratérisée par un seuil de glissement µ(‖uτ‖) p(uν) qui
dépend à présent du oe�ient de frottement µ et de la ontrainte normale de ontat

dé�nie par la fontion de ompliane normale introduite dans la sous-setion 1.3.2.

Dans un as statique, la non monotonie du oe�ient de frottement µ peut alors être
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aratérisée par une dépendane en fontion de la norme du déplaement tangentiel

‖uτ‖ qui peut prendre la forme suivante

µ(r) = (a− b) · e−αr + b,

ave a, b, α > 0, a ≥ b. Cette loi dérit le phénomène de déroissane du seuil de

glissement qui est onstaté dans l'étude des problèmes géologiques [114, 129℄. Notons

que, pour a = b, ette fontion est onstante et pour a 6= b elle est déroissante. Ainsi,

d'après la terminologie introduite dans [20℄, dans le as a = b nous désignerons la loi

de frottement (1.39) omme monotone et, dans le as a 6= b, nous parlerons d'une loi

de frottement non-monotone. Une telle loi sera utilisée dans le Chapitre 4.

De manière analogue, il est possible de onsidérer la loi de Coulomb non monotone

pour un proessus évolutif dans lequel le ontat est dérit par une loi de ompliane

normale de la manière suivante

{ ‖στ‖ ≤ µ(‖u̇τ‖) p(uν)
−στ = µ(‖u̇τ‖) p(uν) u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0.

(1.40)

Deuxième exemple

Dans le as où nous onsidérons un ontat de type ompliane normale ave ontraintes

unilatérales (1.26), nous pouvons proposer pour un proessus d'évolution une loi de

frottement légèrement di�érente de la préédente sous la forme

{ ‖στ‖ ≤ −µ(uν)σν si u̇τ = 0,

−στ = −µ(uν)σν u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0,

(1.41)

pour laquelle le oe�ient de frottement µ est à présent une fontion du déplaement

normal uν . Nous pouvons alors onsidérer les exemples suivants :

µ1(η) =





0 pour η ≤ 0,
η
g
µ0 pour η ∈ (0, g),

µ0 pour η ≥ g.

µ2(η) =





0 pour η ≤ 0,

(2− η
g
)µ0 pour η ∈ (0, g),

µ0 pour η ≥ g.

Ii µ0 = µ(g) désigne un oe�ient de frottement donné assoié au ontat unilatéral

après ompression des aspérités de taille g (uν = g). Notons que, dans le as de la

fontion µ1, le seuil de frottement est fontion roissante de la pénétration. A l'in-

verse, dans le as de la fontion µ2, le seuil de frottement est fontion déroissante de

l'érasement des aspérités. A e titre on peut iter, entre autres, [74, 94, 95℄. Une telle

loi sera utilisée dans le Chapitre 8.
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1.5 Formalisme de l'hyperélastiité

Nous nous intéressons à présent à une modélisation faisant intervenir un formalisme

assez di�érent de elui vu jusqu'à présent, formalisme dont nous allons rappeler briè-

vement les grandes lignes. Pour e faire, nous présentons tout d'abord la modélisation

méanique, à savoir l'aspet inétique, les lois onstitutives, les équations d'équilibres

suivies de la formulation variationnelle à proprement parler, qui déoule du prinipe

des puissanes virtuelles, et de la formulation de type minimisation de l'énergie. Ce

qui va suivre déoule des présentations de P. le Talle et P.G. Ciarlet faites dans [96℄

et [43℄ respetivement.

1.5.1 Cinétique

Soit un orps ontinu, i.e. un domaine ompat de R
3
. On désigne par Ωϕ

et Ω

la on�guration du orps déformé et la on�guration de référene du orps, respeti-

vement. Pour rappel, Γ = ∂Ω orrespond à la frontière de Ω. Nous onsidérons une

déformation du orps Ω, préservant l'orientation, aratérisée par :

(1.42) ϕ : Ω̄ × [0, T ] → Ωϕ ⊂ R
3, avec det∇ϕ > 0 sur Ω̄× [0,T].

Le point xϕ = ϕ(x, t) ∈ Ωϕ
orrespond à la position de la partiule x soumise à

la déformation ϕ au temps t. Le hamp de déplaement peut alors être dérit de la

manière suivante :

(1.43) u(x, t) = ϕ(x, t)− x.

Par la suite, nous omettrons la dépendane par rapport à la variable t, a�n d'alléger

quelque peu les notations. Les hangements de longueur, d'aire et de volume dans la

on�guration déformée Ωϕ
sont gouvernés par le gradient de déformation :

(1.44) F = ∇ϕ = Id+∇u, qui a pour composantes Fij =
∂ϕi

∂xj
,

qui traduit la transformation d'un veteur élémentaire δx attahé au point x en la

quantité δxϕ = Fδx de longueur suivante :

| δxϕ |2 = δxϕ. δxϕ

= (Fδx).(Fδx)

= δxT (FTF)δx

= δxTCδx.
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Le tenseur C = FTF, également désigné sous le nom de premier tenseur de Cauhy-

Green, permet ainsi de mesurer la longueur d'un veteur élémentaire après déforma-

tion. Ainsi, par analogie, un élément de volume dx et un élément d'aire nda sont

transformés en :

dxϕ = det(F(x)) dx.(1.45)

nϕ daϕ = (det(F))F−Tn da = (cofF)n da.(1.46)

Remarque 1.2. On peut également onsidérer le tenseur de Green-Lagrange a�n

de mesurer l'éart entre une déformation donnée et une déformation rigide.

(1.47) E =
C− Id

2
.

On retrouve alors le tenseur des déformations :

(1.48) E =
C− Id

2
=

∇ϕT∇ϕ− Id

2
=

1

2
(∇uT∇u) +

1

2
(∇uT +∇u),

e qui nous donne, en théorie linéarisée (i.e en négligeant le terme d'ordre 2) :

(1.49) ǫ =
1

2
(∇uT +∇u).

Nous allons à présent introduire et dé�nir les invariants du premier tenseur de

Cauhy-Green. Puisque C est symétrique et dé�ni positif, par onstrution, il possède

3 valeurs propres stritement positives notées (λ2i (C))
3
i=1. De e fait, les invariants

(Ii(C))3i=1 de C peuvent être déterminés par l'intermédiaire de son polyn�me araté-

ristique :

det(C− λId) = (λ21 − λ)(λ22 − λ)(λ23 − λ) = 0(1.50)

= −λ3 + I1λ
2 − I2λ+ I3 = 0,(1.51)

e qui donne, par identi�ation

I1(C) = tr(C) = λ21 + λ22 + λ23

I2(C) =
1

2
{(tr(C))2 − (tr(C)2)}

= tr(cof(C)) = λ21λ
2
2 + λ22λ

2
3 + λ23λ

2
1,

I3(C) = det(C) = (detF)2 = λ21λ
2
2λ

2
3 ≡ J2.
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Remarque 1.3. Dans le as bidimensionnel, le tenseur C ne omprend que 2

invariants :

I1(C) = tr(C)

I2(C) = det(C) = J2,

puisque det(C− λId) = (λ21 − λ)(λ22 − λ).

1.5.2 Lois onstitutives

Là enore, omme dans le adre des petites perturbations évoqué dans la setion 1.2,

les équations d'équilibre dé�nies par la suite ne seront pas su�santes pour aratériser

totalement le mouvement du orps matériel déformable. Il onvient don d'introduire

des lois onstitutives permettant de relier le tenseur des ontraintes Π aux variables

inématiques.

On parle de matériau élastique si le tenseur Π dépend du point x et du gradient de

déformation F i.e.

(1.52) Π : (x,F) ∈ Ω ×M
3
+ 7→ Π(x) = Π(x,F) ∈ M

3,

ave

(1.53) M
3
+ = {F ∈ M

3, detF > 0}.

La relation Π(x) = Π(x,F) est appelée loi onstitutive du matériau.

Dé�nition de l'hyperélastiité :

Un matériau est dit hyperélastique s'il existe une appliation :

(1.54) Ŵ : Ω̄ ×M
3
+ → R dérivable par rapport à F

telle que :

(1.55) Π(x,F) =
∂

∂F
Ŵ (x,F) ∀x ∈ Ω̄ et ∀F ∈ M

3
+.

Ŵ est alors la densité d'énergie hyperélastique stokée dans le orps soumis à la défor-

mation ϕ. Notons bien que Ŵ doit être invariant par hangement de repère dans lequel

la déformation est observée. Pour es raisons, Ŵ doit véri�er la propriété d'objetivité

ou d'indi�érene matérielle, détaillée i-après.

Prinipe de l'indi�érene matérielle :

(1.56) ∀x ∈ Ω̄ Ŵ (x,QF) = Ŵ (x,F) ∀Q ∈ O
3
+ ∀F ∈ M

3
+,
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où O3
+ est l'ensemble des rotations dans R3

dé�ni par O3
+ = {Q ∈ M3

+;QQT = QTQ =

Id}, ave le as partiulier de Q =
√
CF−1

, qui représente une rotation puisque

(1.57) QTQ = F−TCF−1 = F−TFTFF−1 = Id.

Le prinipe de l'indi�érene matérielle donne

(1.58) Ŵ (x,F) = Ŵ (x,
√
C) = W̃ (x,C).

Autrement dit, l'énergie interne élastique ne dépend que du premier tenseur de Cauhy-

Green. De là, en supposant que

∂W̃

∂C
est symétrique :

dW :=
∂Ŵ

∂F
: dF

:=
∂W̃

∂C
: dC

=
∂W̃

∂C
:
(
dFTF+ FTdF

)

=

(
∂W̃

∂C

)T

: (dFTF)T +
∂W̃

∂C
: (FTdF)

= 2
∂W̃

∂C
: FTdF

= 2F
∂W̃

∂C
: dF.

Par identi�ation, nous obtenons don que

(1.59) Π =
∂Ŵ

∂F
= 2F

∂W̃

∂C
.

Dans le as de matériau isotrope, nous avons le théorème de représentation suivant :

Théorème 1.4. Pour tout matériau hyperélastique isotrope, la densité d'énergie élas-

tique Ŵ satisfait :

(1.60) Ŵ (x,F) =W (x, I1(C), I2(C), I3(C)).

Conséquene : Le tenseur des ontraintes Π est assez faile à établir pour des

matériaux isotropes et est donné par

(1.61) Π(x) = 2F

[(
∂W

∂I1
+ I1

∂W

∂I2

)
Id− ∂W

∂I2
C + I3

∂W

∂I3
C−1

]
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La loi hyperélastique la plus simple est une fontion quadratique isotrope du tenseur

E = 1
2
(C− Id) et est appelée loi de Kirhho� - Saint-Venant.

(1.62) Ŵ (F) =
λ

2
(tr E)2 + µ tr(E2),

où λ et µ sont les oe�ients de Lamé introduits dans l'élastiité linéaire.

Toutefois il n'y a pas d'existene globale pour e modèle ar l'hypothèse de polyon-

vexité n'est pas véri�ée (f [44℄). Cependant, on peut trouver d'autres lois, omme la

loi d'Ogden revisitée dans [45℄, permettant de pallier et inonvénient.

(1.63) ŴOgden(F) = C1(I1 − 3) +C2(I2 − 3) + a(I3 − 1)− (C1 + 2C2 + a) ln I3.

où I1, I2 et I3 représentent les invariants du tenseur C. Pour tous es modèles de densité

hyperélastique, on peut également introduire le 2eme tenseur de Piola - Kirhho� Σ̃

symétrique dé�ni par

(1.64) Σ̃ = F−1Π ,

permettant d'obtenir la loi onstitutive suivante

(1.65) Σ̃ = λ(trE) Id + 2µE+ o(‖E‖2).

Cette loi permet de retrouver ainsi la loi de omportement au voisinage de la on�gu-

ration de référene, i.e. lorsque les déformations sont su�sament faibles ||E|| << 1.

L'équation (1.65) se démontre en utilisant le théorème 3 de représentation issu de [44℄.

Remarque 1.5. En élastiité linéaire, on retrouve e�etivement :

(1.66) σ = λ(trǫ) Id + 2µǫ avec ǫ =
∇uT +∇u

2
,

à partir de

(1.67) σ =
∂W (ǫ)

∂ǫ
et W (ǫ) =

λ

2
(trǫ)2 + µ(trǫ2).

1.5.3 Les di�érentes formulations onsidérées

On se propose de présenter les di�érentes formulations utilisées au ours des pro-

blèmes que nous aurons à traiter, à savoir la formulation forte, la formulation faible

basée sur le prinipe des puissanes virtuelles et la formulation de type énergétique.

Dans un premier temps, nul n'est besoin de onsidérer le ontat.
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Formulation forte

Le modèle mathématique traduisant la position d'équilibre du orps élastodyna-

mique sans ontat s'érit :

Problème M. Trouver un hamp de déplaements u : Ω → Rd
et un hamp de

ontraintes Π : Ω → M
d
tels que

Π(t) = ∂FW (F(t)) dans Ω × [0, T ],(1.68)

divΠ(t) + f 0(t) = ρü(t) dans Ω × [0, T ],(1.69)

u(t) = uΓ1 sur Γ1 × [0, T ],(1.70)

Π(t)ν = f2(t) sur Γ2 × [0, T ],(1.71)

u(0) = u0, u̇(0) = u1 dans Ω.(1.72)

La loi de omportement non linéaire �gurant dans (1.68), représentée parΠ , est dé�nie

à partir du gradient de déformation F = ∇ϕ = Id+∇u. L'équation (1.69) représente

l'équation de mouvement, analogue à elle déja présentée en (1.4). On désigne par uΓ1

le déplaement imposé sur la frontière Γ1, par u0 la déplaement initial et par u1 la

vitesse initiale. Ii, f0 et f 2 désignent toujours respetivement les fores volumiques

et surfaiques.

Pour un ontat de type unilatéral ouplé à une loi de frottement de Coulomb, le

problème prend la forme

Problème Mc. Trouver un hamp de déplaements u : Ω → Rd
et un hamp de

ontraintes Π : Ω → Md
tels que

Π(t) = ∂FW (F(t)) dans Ω × [0, T ],(1.73)

divΠ(t) + f 0(t) = ρü(t) dans Ω × [0, T ],(1.74)

u(t) = uΓ1 sur Γ1 × [0, T ],(1.75)

Π(t)ν = f2(t) sur Γ2 × [0, T ],(1.76)

uν ≤ 0, Πν ≤ 0,

uνΠν = 0

}
sur Γ3 × [0, T ],(1.77)

‖Πτ‖ ≤ µ |Πν|,
−Πτ = µ |Πν| u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0.

}
sur Γ3 × [0, T ],(1.78)

u(0) = u0, u̇(0) = u1 dans Ω.(1.79)
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Pour rappel, les onditions de ontat ave frottement (1.77) et (1.78) sont équivalentes

à

−Πν ∈ ∂ΨR−
(uν) sur Γ3,(1.80)

−Πτ ∈ ∂Ψ ∗
C(µ|σν |)(u̇τ ) sur Γ3,(1.81)

où C(µ|σν |) renvoie au disque de Coulomb de rayon µ|σν |.

Formulation faible

Nous nous intéressons à présent à la formulation variationnelle des problèmes M
et Mc. En multipliant l'équation de mouvement par la fontion test v, en intégrant le

résultat sur Ω × [0, T ] et en utilisant la formule de Green suivante

(1.82)

∫

Ω

Π : ∇v dx+

∫

Ω

DivΠ · v dx =

∫

Γ

Πν · v da

nous obtenons

Problème MV . Trouver un hamp de déplaements u : [0, T ] → V , un hamp de

ontraintes Π : [0, T ] → M
d
tels que

∫

Ω

ρü · vdx+

∫

Ω

Π : ∇v dx =

∫

Ω

f0.v dx+

∫

Γ2

f 2.v da,(1.83)

∀v : Ω̄ → R3.

⇔ P∗
acc(v) + P∗

int(v) = P∗
ext(v) ∀v : Ω̄ → R3,

avec P∗
acc(v) =

∫

Ω

ρü · vdx,

et P∗
int(v) = 〈A(u), v〉V ∗×V =

∫

Ω

Π : ∇vdx,

et P∗
ext(v) = 〈f , v〉V ∗×V =

∫

Ω

f 0.vdx+

∫

Γ2

f2.vda,

et de plus

u(0) = u0, u̇(0) = u1.(1.84)

Le premier terme du membre de gauhe de l'équation (1.83) représente la puissane

virtuelle des aélérations, le seond terme du membre de gauhe est assoié à la
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puissane virtuelle des e�orts intérieurs et le seond membre désigne la puissane

virtuelle des e�orts extérieurs.

Nous introduisons maintenant une formulation variationnelle hybride du problème

Mc dans laquelle les variables duales λν et λτ , orrespondant aux multipliateurs de

Lagrange, sont liées aux fores de ontat et de frottement. Dans e as, les multiplia-

teurs de Lagrange véri�ent l'extension des inlusions sous-di�érentielles obtenues à par-

tir des inlusions sous-di�érentielles pontuelles rappellées dans (1.80) et (1.81). Ainsi,

nous onsidérons les espaes de traeXν = { vν |Γ3 : v ∈ V } etXτ = { vτ |Γ3 : v ∈ V },
munis de leurs normes usuelles. Nous désignons par Yν et Yτ les espaes duals de Xν

et Xτ , respetivement (f [22, 27, 81℄ pour plus de détails). Notons en partiulier que

λν et λτ peuvent être représentées omme des éléments de H−1/2(Γ3), si la frontière

de Ω est su�samment régulière. De plus, nous désignons par 〈·, ·〉Yν ,Xν
et 〈·, ·〉Yτ ,Xτ

les

produits de dualités orrespondants.

Problème MV c. Trouver un hamp de déplaements u : [0, T ] → V , un hamp

de ontraintes normales λν : [0, T ] → Yν et un hamp de ontraintes tangentielles

λτ : [0, T ] → Yτ tels que

P∗
acc(v) + P∗

int(v) + P∗
cont(v) = P∗

ext(v) ∀v : Ω̄ → R3,

avec P∗
cont(v) = 〈λν(t), vν〉Yν ,Xν

+ 〈λτ (t), vτ 〉Yτ ,Xτ
,

et λν(t) ∈ ∂ϕν(uν(t)) sur Γ3,

et λτ (t) ∈ ∂ϕτ (u̇τ (t)) sur Γ3,

ave

ϕν(vν(t)) =

∫

Γ3

ΨR−
(vν(t)) da ∀ vν ∈ Xν ,(1.85)

ϕ∗
τ (vτ (t)) =

∫

Γ3

Ψ ∗
C(µ|λν |)(vτ (t))da ∀vτ ∈ Xτ .(1.86)

Le terme supplémentaire P∗
cont représente la puissane virtuelle des e�orts de ontat.

De plus

u(0) = u0, u̇(0) = u1(1.87)

Formulation de type minimisation de l'énergie

Dans ette partie, nous allons présenter une formulation de type minimisation

de l'énergie dans le adre d'un proessus de type inrémental assoié au problème
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hyperélastique MV c. Soient φ(Ω) et φacc(Ω), les énergies internes de déformation et

d'aélération assoiées au orps Ω, respetivement, et dé�nies omme suit

φ(ϕ) =

∫

Ω

W (∇ϕ(x, t))dx,(1.88)

φacc(ϕ) =
1

2

∫

Ω

ρ[δun]
2dx,(1.89)

ave W , la densité d'énergie hyperélastique du milieux Ω et δun la vitesse dirète

donnée par

(1.90) δun =
un+1 − un

∆t
.

De là, on peut dé�nir l'énergie potentielle globale Ie du système pour un orps Ω

soumis à des fores onservatries volumiques de densité f0 et surfaiques de densité

f2

(1.91) Ie(u(x, t)) = φ(ϕ) + φacc(ϕ)−
∫

Ω

f 0u(x, t)dx−
∫

Γ2

f2u(x, t)da,

ave u(x, t) = ϕ(x, t)−x. Si on ne tient pas ompte de la ontribution du ontat, u

satisfait le problème de minimisation inrémentale sur Ω suivant

(1.92) IΩe (u) = inf
v∈V

Ie(v),

où V désigne le hamp des déplaements inématiquement admissibles. On se propose

à présent d'inlure dans la formulation de type minimisation de l'énergie préédente les

lois de ontat unilatéral et de frottement de Coulomb sous la forme des inlusions sous-

di�érentielles (1.20) et (1.37). Considérons l'énergie potentielle totale ISyst du problème

hyperélastique ave ontat, représentée par la somme du potentiel hyperélastique IΩe
et d'un pseudo potentiel Ic, relatif aux lois de ontat et de frottement, i.e.

(1.93) Isyst(u; τn) = inf
v∈V

Isyst(v; τn),

ave

(1.94) Isyst(v; τn) = IΩe (v) + Ic(v; τn),

où

(1.95) Ic(v; τn) =

∫

Γ3

ΨR−(vν)da+

∫

Γ3

Ψ ∗
C[τn(u)](δvτn)da.
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La première intégrale renvoie à la ontrainte normale assoiée au ontat unilatéral.

Elle traduit le fait qu'une énergie in�nie est néessaire pour induire la moindre pé-

nétration. La seonde intégrale représente l'énergie dissipée du fait de la présene

du frottement. Notons toutefois une spéi�ité dans e problème de minimisation : le

disque de Coulomb est fontion de la ontrainte normale de ontat, notée ii τn, qui est

elle même fontion de la solution u. De e fait, on parle de problème quasi-variationnel

pour désigner (1.93).
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Chapitre 2

Analyse fontionnelle

Nous nous proposons d'introduire, dans un premier temps, l'ensemble des es-

paes fontionnels utilisés dans le adre de ette thèse qui sera suivi de quelques ré-

sultats d'analyse non-linéaire. Nous reviendons en partiulier sur les di�érentes lasses

d'opérateurs étudiés, quelques dé�nitions inhérentes à la notion de sous-di�érentiel,

un ertain nombre de résultats abstraits d'existene et plusieurs versions du Lemme

de Grönwall qui s'avèreront partiulièrement utiles dans la suite de e manusrit. Dans

e qui suit, Ω est onsidéré omme un domaine borné de R
d
(d=2,3), et sa frontière

Γ peut être onsidérée omme étant loalement le graphe d'une fontion ontinue de

Lipshitz. Par ailleurs, nous supposons que Γ se déompose de la manière suivante :

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 de telle sorte que Γi ∩ Γj = ∅ si i 6= j ave Γ1, Γ2, Γ3 mesurables et

mesΓ1 > 0. Notons par Ω = Ω ∪ Γ l'adhérene de Ω dans R
d
.

2.1 Espaes fontionnels

2.1.1 Espaes Cm(Ω)

Soit C(Ω) l'espae des fontions ontinues sur Ω. C(Ω) est un espae de Banah

dont la norme est la suivante :

‖v‖C(Ω) = sup {|v(x)| : x ∈ Ω} ≡ max {|v(x)| : x ∈ Ω}.

Soient x = (x1, ..., xd) un élémént de Rd
, α = (α1, ..., αd) une olletion d'entiers non

négatifs tels que |α| =
d∑
i=1

αi, nous posons
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Dαv(x) =
∂|α|v(x)

∂x1α1 ...∂xdαd
·

Qui nous onduit à la dé�nition de Cm(Ω).

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) : Dαv ∈ C(Ω) pour tout α tel que |α| ≤ m}.
L'espae Cm(Ω) est un espae de Banah dont la norme est donnée par

‖v‖Cm(Ω) =
∑

|α|≤m

‖Dαv‖C(Ω) ·

Par ailleurs, nous dé�nissons l'espae des fontions in�niment di�érentiables par

C∞(Ω) = {v ∈ C(Ω) : v ∈ Cm(Ω) ∀m ∈ Z
+}.

Le support d'une fontion v sur Ω est dé�ni par supp v = {x ∈ Ω : v(x) 6= 0} et

C∞
0 (Ω) = { v ∈ C∞(Ω) : supp v ⊂ Ω}.
Les espaes C(R+;X). C(R+;X) peut être organisé anoniquement omme un

espae de Fréhet (voir [48, 99℄). Par ailleurs, la onvergene d'une suite (xk)k vers un

élément x dans l'espae C(R+;X) est dérite par

(2.1)

{
xk → x dans C(R+;X) lorsque k → ∞ si et seulement si

max
r∈[0,n]

‖xk(r)− x(r)‖X → 0 lorsque k → ∞, pour toutn ∈ N∗.

Pour une partieK ⊂ X nous utilisons la notation C(R+;K) a�n de désigner l'ensemble

des fontions ontinues sur R+ à valeurs dans K. En outre, la onvergene d'une suite

(xk)k vers un élément x, dans l'espae C1(R+;X), signi�e que :

(2.2)

{
xk → x dans C1(R+;X) lorsque k → ∞ si et seulement si

xk → x dans C(R+;X) et ẋk → ẋ dans C(R+;X) lorsque k → ∞.

Nous reviendrons sur e résultat dans le Chapitre 5.

2.1.2 Espaes Lp

Pour p ∈ [1,∞[, Lp(Ω) désigne l'espae des fontions mesurables au sens de Le-

besgue dé�nies sur Ω à valeurs dans R telles que

‖v‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|v(x)|p dx
)1/p

<∞.
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C'est un espae de Banah muni de la norme ‖.‖Lp(Ω).

L'espae L∞(Ω) est l'espae des fontions mesurables et essentiellement bornées

dé�nies sur Ω à valeurs dans R. Muni de la norme

‖v‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|v(x)| <∞,

il est également de Banah.

Soit p ∈ [1,∞] : alors le onjugué de p, noté q, est dé�ni par




1
p
+ 1

q
= 1 si p 6= 1,

q = ∞ si p = 1.

Il existe alors une dualité entre les espaes d'exposants p et q.

Inégalité de Hölder. Soient u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω). Alors
∫

Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Il est possible de la voir omme une généralisation de l'inégalité de Cauhy-Shwarz

quand p 6= 2.

2.1.3 Espaes de Sobolev

Soient k ∈ N et soit p ∈ [1,∞]. Nous dé�nissons les espaes de Sobolev par

W k,p(Ω) = { u ∈ Lp(Ω) tel que Dα(u) ∈ Lp(Ω) avec 0 ≤ |α| ≤ k }.

qui sont des espaes de Banah. La norme sur W k,p(Ω) est dé�nie par

‖u‖W k,p =





(
∑

|α|6k

‖Dαu‖Lp(Ω)

)1/p

si 1 6 p < +∞;

max
|α|6k

‖Dαu‖L∞(Ω) si p = +∞.

Ii,W k,2(Ω) sera noté par Hk(Ω), qui est un espae de Hilbert dont le produit salaire

est donné par

(u, v)k =

∫

Ω

∑

|α|≤k

Dαu(x)Dαv(x) dx ∀ u, v ∈ Hk(Ω).

Pour plus de détails sur les espaes de Sobolev nous pouvons nous référer à [3, 34, 52,

109℄.
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2.1.4 Espaes fontionnels en méanique

Dans l'ensemble des problèmes méaniques traités, en plus des notations utilisées

dans le premier Chapitre, nous devrons nous munir des espaes suivants

Q =
{
σ = (σij) : σij = σji ∈ L2(Ω)

}
,

H1 = {u = (ui) : ε(u) ∈ Q} ,
Q1 =

{
σ ∈ Q : Divσ ∈ L2(Ω)d

}
,

V =
{
v ∈ H1(Ω)d : v = 0 sur Γ1

}
,

Q∞ = { E = (Eijkl) | Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d }.

Les espaes Q, H1, Q1 et V sont des espaes de Hilbert réels dotés des produits

salaires respetifs suivants

(σ, τ )Q =

∫

Ω

σijτijdx,

(u, v)H1 = (u, v)L2(Ω)d + (ε(u), ε(v))Q,

(σ, τ )Q1 = (σ, τ )Q + (Divσ,Div τ )L2(Ω)d ,

(u, v)V =

∫

Ω

ε(u) · ε(v) dx,

où ε et Div sont respetivement l'opérateur de déformation linéarisé et l'opérateur de

divergene, déjà dé�nis en (1.3). On désigne les normes assoiées par ‖ · ‖Q, ‖ · ‖H1,

‖ · ‖Q1 et ‖ · ‖V respetivement. Rappelons également que H1 = H1(Ω)d = W 1,2(Ω)d.

Notons que Q∞ est un espae de Banah réel muni de la norme

‖E‖Q∞
=

∑

0≤i,j,k,l≤d

‖Eijkl‖L∞(Ω).

Par ailleurs, un alul élémentaire montre que

(2.3) ‖Eτ‖Q ≤ ‖E‖Q∞
‖τ‖Q ∀ E ∈ Q∞, τ ∈ Q.

Pour tout élément v ∈ H1, vν et vτ représentent respetivement les omposantes

normale et tangentielle v sur Γ données par vν = v · ν, vτ = v − vνν.

La omplétude de l'espae (V, ‖ · ‖V ) provient de l'hypothèse mes(Γ1) > 0, rendant

possible l'utilisation de l'inégalité de Korn, à savoir l'existene d'un c0 > 0 dépendant

de Ω, Γ1 et Γ3 tel que

(2.4) ‖v‖L2(Γ3;Rd) ≤ c0 ‖v‖V ∀v ∈ V.
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Cette inégalité déoule du théorème de trae de Sobolev.

De même, il existe CK dépendant de Ω et Γ1,

(2.5) ‖ε(v)‖Q ≥ CK ‖v‖H1 ∀v ∈ V.

Notons en partiulier que

(2.6) ‖v‖V = ‖ε(v)‖Q ∀v ∈ V.

Par suite, grâe à (2.5) et (2.6), ‖ · ‖H1 et ‖ · ‖V sont équivalentes sur V et de e

fait (V, ‖ · ‖V ) est un espae de Hilbert réel. En outre, puisque

‖v‖H1 = (‖v‖2H + ‖v‖2V )1/2 ∀v ∈ H1,(2.7)

nous obtenons

(2.8) ‖v‖V ≥ CK ‖v‖H ∀v ∈ V.

Le produit de dualité entre V et V ∗
, à savoir l'espae dual de V , est désigné par

〈·, ·〉. Nous avons alors la double inlusion V ⊂ H ⊂ V ∗
ave un prolongement dense,

ontinu et ompat. Dans e qui suit, nous avons reours aux espaes V = L2(0, T ;V ),

V∗ = L2(0, T ;V ∗) , H = L2(0, T ;H), à savoir l'espae des fontions mesurables de

[0, T ] dans V (respetivement V ∗
, H = L2(Ω)d) de arré intégrable et W = {v ∈ V |

v̇ ∈ V∗}, équipé de sa norme ‖v‖W = (‖v‖2V + ‖v̇‖2V∗)
1/2

.

En�n, nous rappelons la formule de Green suivante :

(2.9)

∫

Ω

σ · ε(v) dx+
∫

Ω

Divσ · v dx =

∫

Γ

σν · v da pour tout v ∈ H1(Ω)d,

formule qui s'avérera partiulièrement utile pour obtenir la formulation variationnelle

des problèmes de ontat traités dans les Chapitres à venir. Préisons d'ailleurs qu'il

s'agit simplement d'une extension au as multidimensionnel de la formule d'intégration

par partie bien onnue.

2.2 Analyse non linéaire

2.2.1 Classe des opérateurs

Soit X un espae de Hilbert muni du produit salaire (., .)X et de la norme ‖.‖X .
D'après [136, p.19-20℄ et par dé�nition
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Dé�nition 2.1. Un opérateur A : X → X est dit :

(1) monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀ u, v ∈ X ;

(2) stritement monotone si

(Au− Av, u− v)X > 0 ∀ u, v ∈ X, u 6= v;

(3) non expansif si

‖Au− Av‖X ≤ ‖u− v‖X ∀ u, v ∈ X ;

(4) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que

(Au−Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖2X ∀ u, v ∈ X ;

(5) de Lipshitz s'il existe M > 0 tel que

‖Au−Av‖X ≤M‖u− v‖X ∀ u, v ∈ X ;

(6) hémiontinu si pour toute suite (αn) ⊂ R telle que αn → α, nous avons

(A(u+ αnv), w)X → (A(u+ αv), w)X;

(7) ontinu si

un → u dans X =⇒ Aun → Au dans X.

Les opérateurs de projetions présentent quelques intérêts dans les problèmes qui

vont suivre ; on se propose de les présenter rapidement.

Dé�nition 2.2. Soit K un sous-ensemble non vide, fermé et onvexe d'un espae de

Hilbert X. Pour tout f ∈ X, l'unique élément u ∈ K qui véri�e

‖u− f‖X = min
v∈K

‖v − f‖X

est appelé la projetion de f sur K et il est noté par Pkf . Par ailleurs, l'opérateur

PK : X → K est appelé l'opérateur de projetion sur K.
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Proposition 2.3. Soit K un sous-ensemble non vide, fermé et onvexe d'un espae

de Hilbert X, f et v, deux veteurs de K, et PKf , le projeteur de f sur K. Nous

avons alors

(2.10) (PKf − f, PKf − v) ≤ 0, ∀ v ∈ K,

dont la démonstration �gure dans [136, p.13℄. Nous y reviendrons dans le Chapitre

6.

Nous introduisons à présent le lemme d'Ehrling, dont la preuve �gure dans [139℄.

Lemme 2.4. Soit X0, X et X1 trois espaes de Banah tels que

X0 ⊂ X ⊂ X1,

que l'injetion de X dans X1 soit ontinue et que l'injetion de X0 dans X soit om-

pate. Alors, pour haque ε > 0, il existe une onstante C(ε) telle que

‖v‖X ≤ ε‖v‖X0 + C(ε)‖v‖X1, ∀v ∈ X0.

Opérateurs de mémoire. Il s'agit d'une lasse d'opérateur intervenant dans l'étude

de problèmes évolutifs.

Dé�nition 2.5. Soient (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ), deux espaes vetoriels normés et

un opérateur R : C(R+, X) → C(R+, Y ). L'opérateur R est quali�é d'opérateur de

mémoire si 



Pour tout n ∈ N Il existe rn > 0 tel que

‖Ru1(t)−Ru2(t)‖Y ≤ rn

∫ t

0

‖u1(t)− u2(t)‖Xds
∀ u1, u2 ∈ C(R+, X), ∀t ∈ [0, n].

(2.11)

Nous terminons ave deux exemples d'opérateurs de mémoire lassiques tirés de

[136℄ sur lesquels nous reviendrons dans le Chapitre 5.

Exemple 2.6.

Soient (X, ‖.‖X), un espae vetoriel normé, u0 ∈ X et onsidérons un opérateur

S : C(R+;X) → C(R+;X) dé�ni par

(2.12) S v(t) =

∫ t

0

v(s)ds+ u0, ∀v ∈ C(R+;X), ∀t ∈ R+.
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Alors, si u1, u2 ∈ C(R+;X), nous avons

(2.13) ‖S u1(t)− S u2(t)‖X ≤
∫ t

0

‖u1(t)− u2(t)‖Xds.

S est don, par dé�nition, un opérateur de mémoire.

Exemple 2.7. Soient (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ), deux espaes vetoriels normés et

un opérateur K ∈ C(R+;L(X, Y )) donné. Considérons l'opérateur de Volterra R :

C(R+;X) → C(R+;X) dé�ni par

(2.14) Rv(t) =
∫ t

0

K(t− s)v(s)ds ∀v ∈ C(R+;X), ∀t ∈ R+.

Alors, si u1, u2 ∈ C(R+;X), nous avons

‖Ru1(t)−Ru2(t)‖X ≤
∫ t

0

‖K(t− s)‖L(X,Y )
‖u1(t)− u2(t)‖Xds

≤ max
t∈[0,n]

‖K(t− s)‖L(X,Y )

∫ t

0

‖u1(t)− u2(t)‖Xds.

Par suite, en posant rn = max
t∈[0,n]

‖K(t−s)‖L(X,Y )
, on a queR est également un opérateur

de mémoire.

2.2.2 Sous-di�érentiel

Ii, nous présentons quelques notions a�érentes au sous-di�érentiel au sens de l'analyse

onvexe.

Dé�nition 2.8. Soit X un espae vetoriel et f : X → R. On dit que la fontion f est

propre si f(v) > −∞ pour tout v ∈ X et dom(f) 6= ∅ où dom(f) = {v ∈ X|f(v) 6= ∞}.
Elle est onvexe si

f((1− t)u+ tv) ≤ (1− t)f(u) + tf(v)

pour tout u, v ∈ X et t ∈]0, 1[.

Dé�nition 2.9. Soit (X,‖.‖X) un espae vetoriel normé, K un sous-ensemble

onvexe fermé non vide de X et f : K → R. f est dite

(1) semi-ontinue inférieurement si pour tout u ∈ X et pour toute suite {un} ⊂ K qui

onverge vers u dans X

lim
n→∞

inff(un) ≥ f(u).

58



Partie I Chapitre 2 Analyse fontionnelle

(2) faiblement semi-ontinue inférieurement si pour tout u ∈ X et pour toute suite

{un} ⊂ K qui onverge faiblement vers u dans X

lim
n→∞

inff(un) ≥ f(u).

Le résultat suivant montre le lien entre es propriétés dans le as des fontions

onvexes.

Proposition 2.10. Soit f : X → R une fontion propre et onvexe alors f est

dite semi-ontinue inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-ontinue

inférieurement.

Le sous-di�érentiel d'une fontion onvexe est dé�ni i-dessous.

Dé�nition 2.11. Soit X un espae réel normé, X
′

son dual, et f : X → R. Soit

u ∈ X tel que f(u) 6= ±∞. Le sous-di�érentiel de fen u est dé�ni par l'ensemble

∂f(u) = {u′ ∈ X
′

: f(v) ≥ f(u) + (u′, v − u)X′×X ∀v ∈ X}.

Tout élément u′ ∈ ∂f(u) de l'ensemble ∂f(u) est appelé sous-gradient de la fontion

f en u. La fontion f est dite sous di�érentiable en u si ∂f(u) 6= ∅. Elle est sous

di�érentiable si elle l'est en tout point de l'espae X.

Remarque 2.12.

1) Si f : R → R, le sous-di�érentiel de f en u est l'ensemble des pentes des droites

passant par le point (u, f(u)) se situant au dessous de la ourbe de f . En partiulier

si f
′

existe alors ∂f(u) = {f ′

(u)}.
2) Soit X un espae vetoriel normé et K un sous-ensemble onvexe non vide de X .

Le sous-di�érentiel ∂ψK(u) de la fontion indiatrie ψK est aratérisé par

∂ψK(u) = {u′ ∈ X
′

: (u′, v − u)X′×X ≤ 0 ∀v ∈ X}.

Par ailleurs si u ∈ int(K) alors ∂ψK(u) = {0}.

Rappelons aussi la notion de fontion onjuguée et elle de fontion Gâteaux dif-

férentiable qui seront utilisées par la suite.
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Dé�nition 2.13. Soient X un espae vetoriel et X
′

son dual. Considérons la fontion

f : X → R. La fontion onjuguée au sens de Fenhel est dé�nie par

f ∗(y) = sup
x∈X

{(x, y)X′×X − f(x)} ∀y ∈ X
′

.

Dé�nition 2.14. Soit f : X → R et soit u ∈ X tel que f(u) ∈ R. f est Gâteaux

di�érentiable en u s'il existe u′ ∈ X
′

tel que

lim
t→0

f(u+ tv)− f(u)

t
= (u′, v)X′

×X ∀ v ∈ X.

u′ est unique et est appelé la dérivée Gâteaux de f en u notée f
′

(u).

En�n, nous terminons par une dé�nition suinte du sous-di�érentiel de Clarke,

utilisé dans le Chapitre 6

Dé�nition 2.15. Soient X, un espae de Banah, et X
′

son dual. La dérivée di-

retionnelle généralisée d'une fontion loalement lipshitzienne f : X → R au point

x ∈ X dans la diretion v ∈ X, notée par f 0(x; ν) est dé�nie par

f 0(x; v) = lim sup
y→x,λ↓0

f(y + λv)− f(y)

λ
·

Le sous-di�érentiel de Clarke de f au point x, désigné par ∂f(x), est alors un sous

ensemble de X
′

donné par ∂f(x) = {ζ ∈ X
′

: f 0(x; v) ≥ (ζ, v)X′×X pour tout v ∈ X}.
Soit ‖ζ‖′

, la norme de ζ dans X
′

:

‖ζ‖′

:= sup{(ζ, v)X′
×X : v ∈ X, ‖v‖ ≤ 1}.

Notons d'ailleurs que nous utiliserons indi�éremment la notation "∂" pour le sous-

di�érentiel de Clarke et pour elui au sens de l'analyse onvexe. Un tel hoix ne sera

soure d'auune ambiguité dans la mesure où le sens de la notation dépend du ontexte

dans lequel elle est utilisée. Plus de détails sur le sujet peuvent être trouvés dans

[46, 108℄.
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2.2.3 Inéquations variationnelles

Nous énonçons maintenant un résultat onernant une lasse d'inéquations varia-

tionnelles.

Théorème 2.16. Soit X un espae de Hilbert et supposons que K est une partie

onvexe fermée de X telle que 0X ∈ K, soient A : X → X, un opérateur ontinu

Lipshitzien fortement monotone, et j : K × K → R, une fontion satisfaisant les

onditions suivantes :

(2.15)

{
Pour tout η ∈ K, la fonction v 7→ j(η, v) : K → R

est convexe, j(η, v) ≥ 0 pour tout v ∈ K et j(η, 0X) = 0.

(2.16)






Pour toute suite {ηn} ⊂ K et {un} ⊂ K telles que

ηn ⇀ η dans X, un ⇀ u dans X et pour tout v ∈ K,

l'inégalité suivante est véri�ée :

lim sup
n→∞

[j(ηn, v)− j(ηn, un)] ≤ j(η, v)− j(η, u).

Alors, pour tout f ∈ X il existe au moins une solution à l'inégalité variationnelle i

dessous

(2.17) u ∈ K, (Au, v − u)X + j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K.

Le Theorème 2.16 sera utilisé dans le Chapitre 4 a�n de prouver l'existene d'une

solution faible pour notre modèle de ontat. Sa démonstration �gure dans [136, p. 51℄

et est basée sur le théorème du point �xe de Shauder. Notez bien que e théorème seul

ne su�t pas à garantir l'uniité, nous n'avons que l'existene à e stade.

Nous proposons également un résultat onernant une autre lasse d'inéquations

variationnelles.

Théorème 2.17. Soit X, un espae de Hilbert réel muni d'un produit salaire (·, ·)X
et d'une norme assoiée ‖ · ‖X . Soit K, une partie de X et onsidérons les opérateurs

A : K → X, R : C(R+;X) → C(R+;X) ainsi que les fontions j : K × K → R,

f : R+ → X tels que :

61



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problèmes de ontat

K est une partie convexe fermée non vide de X.(2.18)






(a) Il existe m > 0 tel que
(Au− Av, u− v)X ≥ m ‖u− v‖2X ∀ u, v ∈ K.

(b) Il existe M > 0 tel que
‖Au− Av‖X ≤M ‖u− v‖X ∀ u, v ∈ K.

(2.19)





Pour chaque n ∈ N il existe rn > 0 tel que

‖Ru(t)−Rv(t)‖X ≤ rn

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖X ds
∀ u, v ∈ C(R+;X), ∀ t ∈ [0, n].

(2.20)





(a) La fonction j(u, ·) : K → R est onvexe et

semi-ontinue inférieure, pour tout u ∈ K.
(b) Il existe α ≥ 0 tel que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2)
≤ α ‖u1 − u2‖Y ‖v1 − v2‖X ∀ u1, u2, v1, v2 ∈ K.

(2.21)

f ∈ C(R+;X).(2.22)

Si m > α alors il existe une unique fontion w ∈ C(R+;K) telle que, pour tout

t ∈ R+ :

(Aw(t), v − w(t))X + (Rw(t), v − w(t))X(2.23)

+j(w(t), v)− j(w(t), w(t)) ≥ (f(t), v − w(t))X ∀ v ∈ K.

Le Theorème 2.17 est démontré dans [137℄. Il sera utilisé dans le Chapitre 5 a�n

de prouver l'uniité de la solution faible de notre problème de ontat. Nous avons vu

en (2.11) que (2.20) est désigné sous l'appellation opérateur de mémoire. De e fait,

(2.23) représente une inégalité quasivariationnelle ave terme mémoire.

2.2.4 Lemmes de Grönwall

Nous introduisons ensuite plusieurs versions du Lemme de Grönwall, qui s'avéreront

partiulièrement utiles dans la suite de e manusrit.

Lemme 2.18. (lemme de Grönwall, forme intégrale)

Soient f et g ∈ C([0, T ],R). Supposons qu'il existe c > 0 tel que

f(t) ≤ g(t) + c

∫ t

0

f(s) ds ∀ t ∈ [0, T ].
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Alors

f(t) ≤ g(t) + c

∫ t

0

g(s) ec(t−s) ds ∀ t ∈ [0, T ].

Si g est non déroissante, nous avons que

f(t) ≤ g(t) ect ∀ t ∈ [0, T ].

Une preuve du Lemme 2.18 peut être trouvée dans [136℄.

Lemme 2.19. (lemme de Grönwall, forme disrète)

Soient T > 0, donné, et N > 0, un entier. On dé�nit k = T/N . Supposons que

{gn}Nn=1 et {en}
N
n=1 sont deux suites de nombres non négatifs satisfaisant

en ≤ cgn + c

n∑

j=1

kej n = 1, ..., N,

ave c, une onstante positive indépendante de N et k. Alors, si k est su�samment

petit, il existe une onstante positive c, indépendante de N et k, telle que

max
1≤n≤N

en ≤ c max
1≤n≤N

gn.

Une preuve du Lemme 2.19 peut être trouvée dans [56℄.
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Chapitre 3

Méthodes numériques

Dans e Chapitre, nous allons rappeler les di�érentes méthodes numériques exis-

tants dans la littérature et utilisées dans les Chapitres à venir. Les extensions de es

méthodes aux problèmes étudiés seront, le as éhéant, présentées dans les Chapitres

onernés. Nous ommençons par rappeler suintement le prinipe de la méthode

du Lagrangien augmenté [6℄ pour la résolution de problèmes ave ontat unilatéral et

frottement de Coulomb entre un solide déformable hyperélastique et un orps rigide

(notons que le as de l'élastiité linéaire peut être vu omme un as partiulier). A�n

d'éviter une redondane des équations, les onditions de ontat ne seront pas réérites

dans le adre des grandes déformations. Il est à noter que nous aurons reours à ette

méthode tout au long de e manusrit. Ensuite, nous étudierons une méthode de type

Ative set [68, 69, 71, 72℄ pour la résolution de problèmes ave ontat unilatéral que

nous aborderons au Chapitre 7. En�n, nous onlurons e Chapitre par la présentation

de quelques méthodes de type onservation de l'energie [13, 62, 80, 81℄ néessaire à la

ompréhension du Chapitre 8.

3.1 Méthode du quasi-Lagrangien augmenté

Notons que nous adoptons dans ette setion un formalisme lié à des problèmes sta-

tiques ou quasi-statiques déoulant de proessus inrémentaux. Cette méthode fut dé-

rite en partiulier dans [6℄ et reste enore aujourd'hui très populaire, omme peuvent

en témoigner les travaux [88, 143℄. Nous ommençons par traiter le as du ontat uni-

latéral seul auquel nous ombinons, dans un seond temps, le frottement de Coulomb.

Considérons ensuite {T h}, une famille d'éléments �nis réguliers de Ω ompatible ave

la frontière Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, i.e., si un �té d'un élément Tr ∈ T h
omprend plus
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d'un point reposant sur la frontière Γ , alors e même �té repose entièrement sur Γ1,

Γ2 ou Γ3. L'espae V est approximé par V h ⊂ V , un sous-espae d'éléments �nis de

fontions linéaires par moreaux, à savoir,

V h = { vh ∈ [C(Ω)]d : vh|Tr ∈ [P1(Tr)]
d ∀Tr ∈ T h, vh = 0 sur Γ1 },

où P1(Tr) représente l'espae des polyn�mes de degré inférieur ou égal à un dans Tr et

h > 0 désigne le paramètre de disrétisation spatiale. Pour la disrétisation des termes

assoiés au ontat normal, nous onsidérons l'espaeXh
ν =

{
vhν |Γ3 : vh ∈ V h

}
, équipé

de sa norme usuelle. Désignons alors par Y h
ν ∈ L2(Γ3), l'espae de fontions onstantes

par moreaux assoié à la disrétisation de la ontrainte normale λhν = −σhν . De même,

pour la disrétisation des termes assoiés au ontat normal, nous onsidérons l'espae

Xh
τ =

{
vhτ |Γ3 : vh ∈ V h

}
, équipé de sa norme usuelle. Ainsi, Y h

τ ∈ L2(Γ3) désigne l'es-

pae de fontions onstantes par moreaux assoié à la disrétisation de la ontrainte

tangentielle λhτ = −σh
τ . La disrétisation de l'interfae de ontat est ainsi aratérisée

par un espae de dimension �nie Hh
Γ3

∈ Y h
, où Y h

désigne Y h
ν ∪ Y h

τ .

3.1.1 Cas du ontat unilatéral

Cela onduit, dans le as sans frottement, au problème disret suivant.

Problème Ph
VSig

. Trouver un hamp de déplaements disret uh et un hamp de

ontraintes normales disret λh = λhνν tels que

uh ∈ V h, 〈A(uh), vh〉V ∗×V + 〈λhν , vhν 〉Y h
ν ,X

h
ν
= 〈f , v〉V ∗×V ∀vh ∈ V h,(3.1)

λhν ∈ ∂ϕν(u
h
ν) dans Y h

ν ,(3.2)

où A est l'opérateur non linéaire hyperélastique dé�ni en (1.84). La fontion ϕν :

Xν → (−∞,+∞] orrespond à elle utilisée dans (1.85). Les solutions du Problème

Ph
VSig

peuvent également être obtenues à partir d'un problème de minimisation sur un

ensemble onvexe qui onduit à une méthode de Lagrangien augmenté sans ontrainte.

Considérons le problème d'optimisation suivant

(3.3) uh = argmin
vh∈V h

{
J(vh) + ϕν(v

h
ν )
}
,

où J(vh) est le potentiel de déformation hyperélastique dé�ni par

(3.4) J(vh) =

∫

Ω

W (∇ϕ(x, t))dx− 〈f , v〉V ∗×V .
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Ainsi, ave le formalisme propre au Lagrangien lassique, le problème (3.4) est équi-

valent au problème minmax

(3.5) (uh, λhν) ∈ arg(min
vh

max
γhν∈R

+
{L(vh, γhν )}),

où λhν ∈ Y h ∩ R+
renvoie aux multipliateurs de Lagrange, ave γhν la variable de

Lagrange virtuelle, qui représente l'opposé de la ontrainte normale de ontat. La

fontion Lagrangienne L est dé�nie par

(3.6) L(vh, γhν ) = J(vh) + 〈vhν , γhν 〉Xν×X′
ν
.

Nous avons à présent reours à l'approhe du Lagrangien augmenté, permettant ainsi

l'obtention d'un problème de minimisation régulier sans ontrainte. A partir de main-

tenant, nous onsidérons l'expression régularisée du Lagrangien donnée par

(3.7) Lr(v
h, γhν ) = J(vh)− 1

2r
‖γhν ‖2 +

1

2r
[γhν + rvhν ]

2
+,

ave r > 0, un paramètre de pénalisation. Nous en déduisons le problème de minimi-

sation suivant

(3.8) (uh, λhν) ∈ arg(min{Lr(vh, γhν )}), avec vh ∈ V h et γhν ∈ Y h
ν .

En supposant que J est ontinûment di�érentiable et stritement onvexe, Lr est

ontinûment di�érentiable par rapport à vh et γhν et de e fait il existe un point-selle

(uh, λhν) véri�ant la ondition de stationnarité suivante

(3.9) ∇uh,λhν
Lr(u

h, λhν) = 0.

Cela onduit à un système d'équation non linéaire de la forme





∇uh Lr(u
h, λhν) = ∇uhJ(uh) + [λhν + ruhν ]+ν = 0,

∇λhν
Lr(u

h, λhν) = −1

r

{
λhν − [λhν + ruhν ]+

}
= 0.

Pour le reste de la setion, a�n de simpli�er les notations, nous omettrons le paramètre

de disrétisation h. Dans la suite, u et λ désignent les veteurs généralisés, dé�nis par

u = {ui}N
h
Tot

i=1 et λ = {λi}N
h
Γ3

i=1 , respetivement, où Nh
Tot, est le nombre de noeuds de

la disrétisation de Ω et Nh
Γ3
, le nombre de noeuds de la disrétisation de Γ3. Ii, u

i
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renvoie à la valeur de uh au ieme noeud de T h
tandis que λi renvoie à la valeur de

λh = λhνν au ieme noeud de la disrétisation de Γ3, désignée par Γ
h
3 . Ainsi, en adoptant

une notation vetorielle, nous avons le système d'équations non linéaires suivant :

Problème PL. Trouver un hamp de déplaement u ∈ Rd×Nh
Tot

et un multipliateur

assoié à la ontrainte normale λ = λνν ∈ R
d×Nh

Γ3
tels que

(3.10) G(u) + F(u,λ) = 0d×Nh
Tot

+Nh
Γ3
,

où G(u) ∈ Rd×Nh
Tot × R

Nh
Γ3

est la partie hyperélastique et F(u,λ) ∈ Rd×Nh
Tot × R

Nh
Γ3

est la ontribution non di�érentiable du ontat dé�nie par

G(u) =

(
A(u)− f

0Nh
Γ3

)
et F(u,λ) =




[λν + ruν]+ν

−1

r

{
λν − [λν + ruν ]+

}



 ,

ave 0Nh
Γ3
, le zéro de R

Nh
Γ3

et 0d×Nh
Tot

+Nh
Γ3

le zéro de R
d×Nh

Tot
+Nh

Γ3
.

La solution du Problème non linéaire PL est basée sur une méthode de Newton gé-

néralisée permettant ainsi de traiter les deux variables (u,λ) de façon simultanée. A

présent, en onsidérant la paire x = (u,λ), le shéma itératif peut être dérit ainsi.

(i) Choix de x0
, posons k = 0.

(ii) Calul de x(k+1)
, donné par

(3.11) x(k+1) = x(k) − (Kk + Lk)
−1(G(x(k)) + F(x(k))), Lk ∈ ∂F(x(k)),

où ∂F(x(k)) est la Jaobien généralisé de F en x(k)
et Kk est le Jaobien de G en x(k)

.

(iii) Si ‖x(k+1) − x(k)‖ ≤ ǫ et ‖RL(x(k))‖ ≤ ǫ alors stop, sinon retour en (ii). Ii, ǫ

est ensé être relativement petit et RL(x(k)) est l'opérateur non linéaire appartenant

à Rd,Nh
Tot × R

Nh
Γ3
, dé�ni par

RL(x(k)) = G(u(k)) + F(u(k),λ(k)).

Remarque 3.1. Une telle méthode requiert l'utilisation de noeuds �tifs, pour les

multipliateurs de Lagrange, assoiés aux éléments de ontat sur Γ3, pour le trai-

tement de l'opérateur de ontat F(u,λ). La onstrution de es noeuds dépend de

l'élément de ontat utilisé pour la disrétisation géométrique de l'interfae de ontat

Γ3. Dans les exemples numériques présentés dans les Chapitres à venir, la disrétisa-

tion sera basée sur l'élement de ontat �noeud-rigide", omposé d'un noeud de Γ3 et

d'un noeud multipliateur de Lagrange.
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3.1.2 Cas du ontat unilatéral ave frottement de Coulomb

Si l'on onsidère à présent un frottement de type Coulomb dans un as statique, et

ave les mêmes notations, le problème disrétisé prend la forme suivante

ProblèmePh
VCoul

. Trouver un hamp de déplaements disret uh, un hamp de ontraintes

normales disret λhν et un hamp de ontraintes tangentielles disret λhτ tels que

uh ∈ V h, 〈A(uh), vh〉V ∗×V + 〈λhν , vhν 〉Y h
ν ,X

h
ν
+ 〈λhτ , vhτ 〉Y h

τ ,X
h
τ

(3.12)

= 〈f , v〉V ∗×V ∀vh ∈ V h,

λhν ∈ ∂ϕν(u
h
ν) dans Y h

ν ,(3.13)

λhτ ∈ ∂ϕ∗
τ (u

h
τ ) dans Y h

τ ,(3.14)

où la fontion ϕ∗
τ : Xτ → (−∞,+∞] est dé�nie par (1.86) Il onvient alors d'ajouter

au problème de minimisation préédent un pseudo-potentiel lié à la loi de frottement

(1.35), donnant ainsi un problème d'optimisation assoié au problème Ph
VCoul

de la

forme suivante :

(3.15) uh = argmin
vh∈V h

{
J(vh) + ϕν(v

h
ν ) + ϕ∗

τ (v
h
τ )
}
.

Pour le as évolutif du frottement de Coulomb, on utilisera un problème de minimi-

sation inrémentale en onsidérant, par exemple, un shéma de type Euler pour la

disrétisation de la vitesse. Notons qu'un tel problème n'est pas tout à fait standard

dans la mesure où le disque de Coulomb C dépend de la solution uh. C'est la rai-

son pour laquelle on parle plut�t d'un problème de quasi optimisation ; l'appelation

"quasi-Lagrangien" ne se justi�e véritablement que dans le as ave frottement. Comme

préédemment, nous introduisons le Lagrangien standard assoié à e problème, dé�ni

par :

(3.16) L(vh, γhν ,γ
h
τ ) = J(vh) + (vhν , γ

h
ν ) + (vhτ ,γ

h
τ ).

Par analogie ave le as du ontat unilatéral, le multipliateur γhτ orrespond à l'op-

posé de la ontrainte tangentielle de frottement σh
τ utilisée dans la loi (1.35). Le pro-

blème (3.15) est remplaé par le problème de min-max suivant :

min
vh

max
γhν∈R+

max
γ

τ
h∈C(µ|σhν (uh)|)

L(vh, γhν ,γ
h
τ ),

où γhν et γhτ représentent les multipliateurs de Lagrange assoiés respetivement aux

ontraintes de ontat et de frottement. A�n d'obtenir un problème de minimisation
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régulier sans ontrainte, nous avons reours à l'expression du quasi-Lagrangien aug-

menté suggéré par Alart et Curnier dans [6℄ de la forme :

Lr(v
h, γhν ,γ

h
τ ) = L(vh, γhν ,γ

h
τ ) +

r

2
‖vhν‖2 −

1

2r
[γhν + rvhν ]

2
+

+
r

2
‖vhτ‖2 −

1

2r
dist2

(
γhτ + rvhτ , Ĉ[λ

h
ν + ruhν ]

)
,(3.17)

où Ĉ[λhν + ruhν ] := C
(
[λhν + ruhν ]+

)
.

Nous en déduisons le problème de minimisation suivant :

(3.18) (uh, λhν ,λ
h
τ ) ∈ argmin

v
max
γν

max
γ

τ

Lr(v
h, γhν ,γ

h
τ ).

Une solution (uh, λhν ,λ
h
τ ) du problème (3.18) est aratérisée par :

∇
uh,λhν ,λ

h

τ

Lr(u
h, λhν ,λ

h
τ ) = 0.

Cela nous onduit au système d'équations non linéaires suivant :






∇uh Lr(u
h, λhν ,λ

h
τ ) = ∇uhJ(uh) + [∇uhuhν ]

T [λhν + ruhν ]+

+ [∇uhuhτ ]
T P̂ (λhτ + ruhτ ) = 0,

∇λhν
Lr(u

h, λhν ,λ
h
τ ) = −1

r
{λhν − [λhν + ruhν ]+} = 0,

∇
λ

h

τ

Lr(u
h, λhν ,λ

h
τ ) = −1

r
{λhτ − P̂ (λhτ + ruhτ )} = 0,

où P̂ est la projetion sur le disque Ĉ[λhν + ruhν ]. En adoptant une forme vetorielle,

et en omettant le paramètre de disrétisation spatiale h pour simpli�er les notations,

nous obtenons le système suivant :

Problème PLC . Trouver un hamp de déplaement u ∈ Rd×Nh
Tot

et un multipliateur

assoié à la ontrainte λ = λνν + λτ ∈ R
d×Nh

Γ3
tels que

(3.19) G(u) + F(u, λν ,λτ ) = 0d×Nh
Tot

+(d+1)×Nh
Γ3
,

où G(u) ∈ Rd×Nh
Tot × R

(d+1)×Nh
Γ3

est la partie hyperélastique et F(u,λ) ∈ Rd×Nh
Tot ×

R
(d+1)×Nh

Γ3
est la ontribution non di�érentiable du ontat ave frottement de Coulomb

dé�nie par

G(u) =

(
A(u)− f

0(d+1)×Nh
Γ3

)
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et

F(u, λν ,λτ ) =




[∇uuν ]
T [λν + ruν ]+ + [∇uuτ ]

T P̂ (λτ + ruτ )

−1

r

{
λν − [λν + ruν]+

}

−1

r
{λτ − P̂ (λτ + ruτ )}



.

Remarque 3.2. La méthode de pénalisation peut être vue omme un as partiulier

de la méthode du Lagrangien ; il su�t de onsidérer les multipliateurs de Lagrange

nuls, i.e. γν = 0 et γτ = 0. En proédant ainsi, r est assimilé à la rigidité de la

fondation.

3.2 Méthodes de type "Ative set"

Enore à e jour la ondition de Signorini, dérite en (1.19), reste l'une des ondi-

tions de ontat les plus utilisées dans la littérature. Au ours de la dernière déennie,

les stratégies d'"Ative set" ont gagné en popularité. L'objetif de telles stratégies est

de trouver l'ensemble des noeuds en ontat ave l'obstale parfaitement rigide ; es

noeuds sont dits atifs et les autres sont appelés inatifs, voir [69, 71℄ pour plus de

détails. En outre, un des aspets les plus intéressants de e type de méthode est qu'elle

ne requiert pas l'utilisation des multipliateurs de Lagrange et, de e fait, pourrait

failiter l'implémentation de l'algorithme et améliorer le onditionnement du système.

En e�et, dans la mesure ou les onditions aux limites sont diretement imposées sur

les noeuds atifs, il s'agit de résoudre une série de problèmes ave des onditions aux

limites simples, telle que la ondition de Dirihlet, Neumann ou Robin, en fontion

de la méthode ative set utilisée. La méthode "Primal-dual ative set" peut être vue

omme une méthode de Newton semi-régulière basée sur la reformulation des ondi-

tions (1.19), omme expliqué dans [69℄. En e�et, il est lairement établi dans [41, 68, 69℄

que les onditions de ontat unilatéral (1.19) peuvent être exprimées sous la forme

d'un problème de point �xe et nous le rappelons dans le résultat suivant

Proposition 3.3. Soit γ > 0, les onditions de ontat unilatéral (1.19) sont équi-

valentes à :

(3.20) Πν = −[−Πν + γuν ]+ sur Γ3.
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Démonstration. Il s'agit de démontrer suessivement les deux impliations. Les

onditions de ontat unilatéral n'autorisent que deux on�gurations pour le déplae-

ment normal : soit uν < 0, soit uν = 0. Si uν < 0, (1.19)(3) implique que Πν = 0. Par

suite

−[−Πν + γuν ]+ = −[γuν ]+ = 0 et Πν = 0 =⇒ Πν = −[−Πν + γuν]+.

Supposons maintenant que uν = 0 et Πν ≤ 0

−[−Πν + γuν ]+ = −[−Πν ]+ = Πν ,

soit exatement l'équation (3.20). Réiproquement, (3.20) implique (1.19)(2). Par

ailleurs, le as Πν = 0 nous onduit à

−[γuν ]+ = 0,

e qui signi�e que uν < 0, dans la mesure où γ > 0. En�n si Πν ≤ 0, d'après (3.20) il

vient que −Πν + γuν > 0 et

Πν = −[−Πν + γuν]+ = Πν − γuν ,

don γuν = 0 et, puisque γ > 0 nous avons que uν = 0. Par onséquent (1.19)(1) et

(1.19)(3) sont véri�ées, e qui ahève la démonstration. �

A présent onsidérons (u,λ), une solution du problème variationnel disret Ph
VSig

,

ave λν le multipliateur de Lagrange introduit préédemment et dé�ni par λν = −Πν

sur Γ h
3 . Désignons par p, l'indie des noeuds de Γ3, le Problème Ph

VSig
peut alors être

réérit sous une forme algébrique disrète ave la ondition (3.20) pour le multipliateur

de Lagrange. Cela nous onduit à onsidérer un système d'équations non linéaires sous

la forme suivante

(3.21) R(u,λ) =




Ru(u,λ) = A(u) + λνν − f

Rλ(u,λ) = λν,p − [λν,p + γuν,p]+


 =

(
0

0

)
,

où, R(u,λ) est l'opérateur non linéaire généralisé appartenant à Rd×Nh
Tot ×R

Nh
Γ3
. Par

onséquent, en adoptant le formalisme de Newton semi-régulier, la solution (u,λ) peut

être formulée omme suit :

(i) Choix de (u(0),λ(0)), posons k = 0.
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(ii) Détermination de (u(k+1),λ(k+1)) tel que

Gu(u(k),λ(k))δu(k) = −Ru(u(k),λ(k)),

∆Rλ(u(k),λ(k)) = −Rλ(u(k),λ(k)),(3.22)

u(k+1) = u(k) + δu(k),

λ(k+1) = λ(k) + δλ(k),

où Gu(u(k),λ(k)) désigne la di�érentielle de Ru
par rapport à la variable u(k)

i.e.

Gu(u(k),λ(k)) =
∂Ru(u(k),λ(k))

∂u(k)
,

et ∆Rλ(u(k),λ(k)) représente la di�érentielle totale de la fontion de omplémentarité

Rλ
par rapport aux variables u(k)

et λ(k)
i.e.

∆Rλ(u(k),λ(k)) =
∂Rλ(u(k),λ(k))

∂(u(k),λ(k))
(δu(k), δλ(k)).

(iii) Si ‖(u(k+1),λ(k+1)) − (u(k),λ(k))‖ ≤ ǫ et ‖R(u(k),λ(k))‖ ≤ ǫ alors stop, sinon

retour en (ii).

Le prinipe de la méthode est de onsidérer séparément la solution de Ru(u,λ) = 0 et

le point �xe λν,p = [λν,p+γuν,p]+, déterminé par l'équation (3.22). Comme nous allons

le voir, l'équation (3.22) onduit diretement à imposer uν = 0 si les noeuds sur Γ h
3

sont en statut de ontat en véri�ant la ondition d'Ative set, à savoir λν,p+γuν,p ≥ 0

pour tout p ∈ Γ h
3 . En outre, l'équation (3.22) onduit également à la ondition λν,p = 0

dans le as de non ontat. En omplément de la démonstration qui va suivre, le leteur

pourra se référer à [68, 69℄ pour plus de détails.

Démonstration. Il s'agit de déterminer la di�érentielle généralisée deRλ
en (u,λ) ;

� Si le noeud est atif (statut de ontat) : λν,p + γuν,p > 0

dλν,pRλ = 0(3.23)

duν,pRλ = −γduν,p.(3.24)

� Si le noeud est inatif ( non ontat) : λν,p + γuν,p ≤ 0

dλν,pRλ = dλν,p(3.25)

duν,pRλ = 0.(3.26)
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Ci-dessus, A et I désignent respetivement l'ensemble des indies des noeuds atifs et

inatifs.

∆Rλ(u,λ) = −γXAδuν,p + XIδλν,p,(3.27)

ave

XA = 1,XI = 0 si λν,p + γuν,p > 0,

XA = 0,XI = 1 si λν,p + γuν,p ≤ 0.

Par l'intermédiaire du formalisme de Newton semi-régulier utilisé dans la deuxième

équation de (3.22), il est possible de déterminer (u
(k+1)
ν,p , λ

(k+1)
ν,p ) à partir de (u

(k)
ν,p, λ

(k)
ν,p).

pour e faire, il ne reste plus qu'à onsidérer ladite équation dans les deux as possibles

pour onlure la démonstration.

� Cas "Ative set" : XA = 1 et XI = 0

u(k+1)
ν,p = 0.(3.28)

� Cas "Inative set" : XA = 0 et XI = 1

λ(k+1)
ν,p = 0.(3.29)

�

A présent, nous nous intéressons à la desription de l'algorithme itératif assoié à

la méthode.

(i) Choix de (u(0),λ(0)), posons k = 0.

(ii) Dé�nition de l'ensemble atif Ak+1 = {p ∈ Γ h
3 : λ

(k)
ν,p + γu

(k)
ν,p ≥ 0},

Dé�nition de l'ensemble inatif Ik+1 = Γ h
3 \ Ak+1.

(iii) Détermination de (u(k+1), λ(k+1)) tel que

u(k+1) = u(k) − [Gu(u(k),λ(k))]−1Ru(u(k),λ(k))(3.30)

u(k+1)
ν,p = 0 pour tout p ∈ Ak+1,(3.31)

λ(k+1)
ν,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1.(3.32)

(iv) Si ‖(u(k+1),λ(k+1))− (u(k),λ(k))‖ ≤ ǫ, ‖R(u(k+1),λ(k+1))‖ ≤ ǫ et Ak+1 = Ak puis

stop, sinon retour en (ii).
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Nous insistons sur le fait que l'objetif des méthodes de type ative set est de dé-

terminer l'ensemble A des noeuds atuellement en ontat ave l'obstale parfaitement

rigide. Autre aratéristique notable de es méthodes, à la di�érene d'une approhe

basée sur le Lagrangien augmenté, il n'est ii pas néessaire de onsidérer des noeuds

additionnels pour la détermination de la ontrainte normale de ontat. Toutefois,

les deux méthodes ne sont pas sans présenter quelques similitudes. Notons à e titre

que la deuxième équation de (3.21) orrespond exatement à la seonde équation de

(3.10). Nous verrons les attraits des méthodes de type ative set plus en détails dans

le Chapitre 7.

3.3 Méthodes de type onservation de l'énergie

Au ours des dernières années, les méthodes d'intégrations temporelles ave des

propriétés de onservation de l'énergie et visant à résoudre des problèmes élastodyna-

miques non linéaires ont été soure d'intérêt pour nombre de herheurs. En outre, un

ertains nombre de travaux ont été onsarés à l'extension de telles propriétés à des

problèmes d'impat sans frottement ; en partiulier Laursen et Chawla [89℄ et Armero

et Petoz [11℄ ont mis en évidene l'intérêt de la ondition de persistane pour onser-

ver l'énergie dans le as disret. Néanmoins, une interpénétration au ontat existe,

interpénétration qui disparaît lorsque le pas de temps tend vers zéro. Nous ommen-

çons par présenter le problème hyperélastodynamique onsidéré pour la onservation

de l'énergie, nous poursuivons ave la disrétisation spéi�que de e problème puis

terminons ave un rappel de trois méthodes éprouvées visant à onserver l'énergie en

présene de ontat ave frottement.

3.3.1 Un problème de ontat hyperélastique ave frottement

On adjoint au problème hyperélastique M, présenté en setion 1.5, du ontat et

du frottement. Pour e faire, nous introduisons la fontion ϕτ : Xτ → (−∞,+∞]

de�nie par

ϕτ (vτ (t)) =

∫

Γ3

‖vτ (t)‖ da ∀vτ ∈ L2(Γ3;R
d).(3.33)
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Il s'agit alors de onsidérer le problème de ontat hyperélastodynamique suivant





Trouver u : [0, T ] → V tel que :∫

Ω

ρü · v dx+
∫

Ω

Π : ∇v dx−
∫

Ω

f 0 · v dx−
∫

Γ2

f 2 · v da+ Pcf(u, v) = 0,

Pcf (u, v) = 〈γν(t), vν〉Yν ,Xν
+ 〈γτ (t), vτ 〉Yτ ,Xτ

∀v ∈ V,

γν(t) ∈ ∂ϕν(uν(t)),

γτ (t) ∈ µγν(t)∂ϕτ (u̇τ (t)).

Ii, la ontrainte tangentielle γτ véri�e l'inlusion sous-di�érentielle dé�nie en (1.38).

On attend de la solution d'un tel problème qu'elle satisfasse un ertain nombre de

propriétés de onservation, et en partiulier la onservation de l'énergie. Dans le as

qui nous oupe, elle peut se traduire de la manière suivante :

(3.34)

∫ t

0

Ė(s)ds = E(t)− E(0)

=

∫ t

0

∫

Ω

f0 · u̇ dxds+
∫ t

0

∫

Γ2

f 2 · u̇ dads−
∫ t

0

Wcf ds,

où E(t) désigne l'énergie interne du système à l'instant t, dé�nie par

(3.35) E(t) =
1

2

∫

Ω

ρu̇2 dx+

∫

Ω

W (F ) dx.

Le travail des fores de ontat ave frottement, désigné par Wcf (t) dans (3.34), est

dé�ni par

(3.36) Wcf = Pcf (u, u̇) =
∫

Γ3

(γν u̇ν + γτ · u̇τ ) da.

De là, en onsidérant le as de la ondition de persistane (1.30), le bilan énergétique

peut être onservatif ou dissipatif. En l'absene de fores extérieures, nous avons :

Cas sans frottement

(3.37) γν u̇ν = 0 ⇒ Wcf = 0 ⇒ E(0) = E(t).

Cas ave frottement

(3.38) γν u̇ν = 0, γτ u̇τ ≥ 0 ⇒ Wcf ≥ 0 ⇒ E(0) ≥ E(t).

Le premier as indique que l'énergie totale du système est parfaitement onservée. Le

seond traduit la dissipation d'énergie orrespondant au phénomène dissipatif qu'est

le frottement.
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3.3.2 Formulation inrémentale

Dans le reste de la setion, a�n d'alléger les notations et de failiter la leture, nous

n'indiquerons pas que ertaines variables dépendent des paramètres de disrétisation

k et h, i.e., nous érirons u à la plae de uhk, par exemple.

A�n de résoudre un problème elastodynamique non linéaire, nous devons utiliser des

shémas d'intégration temporelle adaptés pour la préservation des propriéts de onser-

vation de l'énergie. Quand des problèmes dynamiques non linéaires sont onsidérés,

les shémas impliites standards (θ-méthode, Shémas de Newmark, points milieux

ou méthodes de type Hilber-Hughes-Taylor) perdent leur stabilité inonditionnelle,

omme expliqué dans [65, 88℄. Par onséquent, il est néessaire d'utiliser des shémas

impliites onservant l'énergie omme eux utilisés dans [12, 55, 60, 88, 133℄, qui sont

appropriés du fait de leur préision et stabilité lors d'une intégration sur des grands

pas de temps. Dans toutes es méthodes, les propriétés disrètes de onservation mé-

anique sont reherhées. A�n d'établir de telles propriétés de onservation, l'un des

shémas impliites d'intégration temporelle les plus utilisés est le shéma des points

milieux d'ordre 2 donné par

(3.39) δun = −δun−1 +
2

k
(un − un−1).

En outre, en ayant reours au shéma d'intégration temporelle de Gonzalez [55℄, l'in-

égalité variationnelle est aratérisée par l'opérateur B de�ni par

(3.40) 〈Aun− 1
2
, v〉V×V ∗ =

∫

Ω

Πalgo : ∇v dx pour v ∈ V h,

Dans laquelle le tenseur disret Πalgo
est introduit a�n de satisfaire exatement les

propriétés disrètes de onservation de l'énergie. Ce tenseur dé�ni par Gonzalez dans

[55℄ est de la forme

(3.41)






Πalgo = Fn− 1
2
Σalgo,

Σalgo = 2∂W̃
∂C

(Cn− 1
2
) + 2[W̃ (Cn)− W̃ (Cn−1)

−∂W̃
∂C

(Cn− 1
2
) : ∆Cn−1]

∆Cn−1

∆Cn−1:∆Cn−1
,

ave ∆Cn−1 = Cn −Cn−1 et Cn−1 = tFn−1Fn−1. Comme ela est montré dans [44℄,

le prinipe de l'indi�érene matérielle implique que W (F) = W̃ (C). A présent, en

utilisant les arguments �gurant dans [55℄, il s'ensuit que (3.41) veri�e exatement la

onservation de l'énergie dérite par la ondition

(3.42) Πalgo : (∇un −∇un−1) = W̃ (Cn)− W̃ (Cn−1).
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Pour plus de détails sur le prinipe de onservation de l'énergie standard, le leteur

pourra se référer à [12, 55, 60, 88, 133℄. En proédant ainsi, la formulation faible semi

disrète du problème élastodynamique non linéaire ave des onditions de ontat et

de frottement imposées à l'instant tn− 1
2
, onsidéré entre les instants tn−1 et tn donne

le système suivant :






Trouver un ∈ V h tel que :∫

Ω

ρ(u̇n − u̇n−1) · v dx+
∫

Ω

Πalgo : ∇v dx−
∫

Ω

f 0
n−

1
2

· v dx−
∫

Γ2

f2
n−

1
2

· v da

+ 〈γνn, vν〉Yν ,Xν
+ 〈γτn , vτ 〉Yτ ,Xτ

= 0 ∀v ∈ V h,

γνn ∈ ∂ϕν(uνn),

γτn ∈ µγνn∂ϕτ (δuτn),

où δuτn désigne la forme disrète de la vitesse tangentielle exprimée par

(3.43) δuτn =
uτn − uτn−1

k
,

ave k = T
N
, le pas de temps, et la notation �n− 1

2
= 1

2
(�n +�n−1), où �n représente

l'approximation de �(tn). Notons que les onditions disrètes de ontat ave frotte-

ment peuvent être onsiderées au temps tn et non au temps tn− 1
2
. Un tel hoix adopté

par plusieurs auteurs (se référer à [13, 14, 55, 90℄ pour plus de détails) permet à la

solution un de véri�er les onditions de ontat au temps désiré tn. Un shéma au

temps tn− 1
2
ne véri�erait pas la ondition de non interpénétration à l'instant �nal tn.

De nombreux auteurs ont herhé à étendre es propriétés de onservation au as

de l'impat sans frottement. Il a été montré, en partiulier, dans [11℄ et [89℄ l'inté-

rêt de la ondition de persistane a�n de onserver l'énergie disrète. Toutefois, il se

trouve que l'interpénétration ne disparait que lorsque le pas de temps tend vers 0. A�n

de surmonter un tel obstale, une méthode e�ae onsiste à introduire un saut dis-

ret en vitesse, voir [90℄. Néanmoins, ette méthode requiert la solution d'un système

auxiliaire a�n de aluler la nouvelle vitesse qui engendre un oût de alul supplé-

mentaire non négligeable. Il a également été onsidéré dans [62℄ une pénalisation

spéi�que de la ondition de ontat permettant d'obtenir des propriétés disrètes

de onservation de l'énergie pour des vitesses "modérées". Ensuite, il a été introduit

dans [80, 81℄ la méthode "Equivalent Mass Matrix" (EMM), basée sur une proé-

dure de redistribution de la matrie de masse. En�n, l'approhe developpée dans [13℄,

intitulée stratégie à deux étapes, va permettre de satisfaire néessairement sur un

même pas de temps les onditions de ontat unilatéral et de ontat persistant a�n
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de onserver l'énergie. On se propose de présenter suintement es trois méthodes

de type onservation de l'énergie.

3.3.3 Stratégie à deux étapes

Il est lairement établi qu'il n'est pas possible d'imposer dans le même temps

les onditions de Kuhn-Tuker et de persistane, le problème résultant étant alors

surontraint. Un moyen de ontourner la di�ulté à moindre oût onsiste à imposer

suessivement, en deux étapes, les onditions sus-itées durant le passage de tn−1 à

tn. Au ours de l'étape préliminaire (a), il s'agit de résoudre le système (3.43) par une

méthode de Newton, permettant ainsi de trouver les statuts de ontat. Ensuite, une

méthode de ontinuation de Newton est utilisée sur la solution trouvée lors de l'étape

(a), au ours de laquelle on substitue la loi de ontat unilatérale par la loi de ontat

persistant (1.31) a�n de reouvrir les propriétés de onservation de l'énergie.

Etape (a) : Shéma de Newton pour résoudre le système (3.43)

avec

{
γνn ∈ ∂ϕν(uνn),

γτn ∈ µγνn∂ϕτ (δuτn).

Etape (b) : Continuation du shéma de Newton pour résoudre (3.43)

avec






si u(a)ν < 0, γνn = 0,

si u(a)ν ≥ 0, γνn ∈ ∂ϕν(δuνn),

γτn ∈ µγνn∂ϕτ (δuτn).

Notons bien que la ondition de ontat unilatéral n'est plus rigoureusement respetée

au temps tn, signi�ant par là même que ette stratégie n'est adaptée que pour des

impats à petites vitesses.

Intéressons nous à présent à la onservation de l'énergie disrète. Entre les instants

tn−1 et tn, la di�érene d'énergie disrète s'érit

(3.44)

En −En−1 = k

∫

Ω

f 0
n− 1

2

· u̇n− 1
2
dx+ k

∫

Γ2

f 2
n− 1

2

· u̇n− 1
2
da

−k
∫

Γ3

(γνnδuνn + γτn · δuτn) da,

où En−1 et En désignent respetivement l'énergie interne E aux instants tn−1 et tn−1.

Remarque 3.4. On onstate que la di�érene d'énergie disrète tend e�etivement

vers 0 lorsque le pas de temps k tend vers 0.
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L'énergie disrète En s'érit :

(3.45)

En =
1

2

∫

Ω

ρu̇2
n dx+

∫

Ω

W (Fn) dx.

De là, en l'absene de fores extérieures, le bilan énergétique durant les étapes (a) et

(b) se traduit de la manière suivante :

Cas sans frottement

(3.46)

γνnδuνn ≥ 0 ⇒ E(a)
n ≤ E

(a)
n−1,

γνnδuνn = 0 ⇒ E(b)
n = E

(b)
n−1.

Cas ave frottement

(3.47)

γνnδuνn ≥ 0, γτnδuτn ≥ 0 ⇒ E(a)
n ≤ E

(a)
n−1,

γνnδuνn = 0, γτnδuτn ≥ 0 ⇒ E(b)
n ≤ E

(b)
n−1.

Dans le as sans frottement, il survient une perte d'énergie à l'issue de l'étape (a)

en désaord ave la physique du problème. L'étape (b) nous permet toutefois de

restaurer l'énergie, dans e même as. Si l'on tient ompte du frottement, la dissipation

de l'énergie disrète observée est ohérente ave le phénomène physique onsidéré.

3.3.4 Pénalisation spéi�que

Dans la méthode préédente, il était néessaire d'avoir reours à la ondition de

persistane a�n d'obtenir de bonnes propriétés de onservation de l'énergie ; ii il est

possible de s'en a�ranhir. Les onditions de Kuhn-Tuker sont traités à l'aide d'une

méthode de pénalisation, méthode utilisée habituellement pour une loi de ompliane

normale. Le multipliateur de Lagrange est alors dé�ni par

(3.48) γν = r[uν]+ où r est assimilé à la rigidité de la fondation.

La stratégie utilisée dans [62℄ onduit ainsi au travail Wc de la fore de ontat donné

par

(3.49) Wc =

∫

Γ3

γν u̇ν da =
r

2

∫

Γ3

d

dt
[uν(t)]

2
+ da.

De là, ave l'approhe énergétique de Gonzalez, la onservation de l'énergie du système

s'érit

(3.50)

E(t)−E(0) =

∫ t

0

∫

Ω

f0 · u̇ dxds+
∫ t

0

∫

Γ2

f 2 · u̇ dads

+
r

2

∫

Γ3

([uν(t)]
2
+ − [uν(0)]

2
+) da.
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A présent, onsidérons la problème sous sa forme disrète ; la fore normale de ontat

γνn est dé�nie par

(3.51) γνn = rpspe(uνn) avec pspe(uνn) =
[uνn]

2
+ − [uνn−1 ]

2
+

2(uνn − uνn−1)
.

En présene de frottement, une tehnique de pénalisation peut être utilisée pour dé�nir

la fore tangentielle de ontat γτn en fontion du statut :

avec

{
γτn = rδuτn, cas d′adhérence

γτn =,−ǫµγνnτn, cas de glissement.

Considérons la formulation disrète du bilan énergétique entre les instants tn−1 et tn

(3.52)

En −En−1 = k

∫

Ω

f 0
n− 1

2

· u̇n− 1
2
dx+ k

∫

Γ2

f 2
n− 1

2

· u̇n− 1
2
da

−k
∫

Γ3

(r
[uνn]

2
+ − [uνn−1]

2
+

2(uνn − uνn−1)
δuνn + γτn · δuτn) da.

En l'absene de fores extérieures et de frottement, et onformément au as ontinu

(3.50), on retrouve

(3.53) En − En−1 = −r
2

∫

Γ3

([uνn]
2
+ − [uνn−1]

2
+) da.

Notons toutefois que la ondition de non interpénétration n'est pas non plus exa-

tement respetée au temps tn dans la mesure où la ondition (3.51) représente une

pénalisation spéi�que qui di�ère de (3.48). Si l'on onsidère un as ave frottement,

la positivité de γτn · δuτn est ohérente ave la dissipation d'énergie que l'on est en

droit d'attendre.

3.3.5 "Equivalent Mass Matrix"

Ave une distribution de masse standard, le problème semi-disret en espae onduit

à des instabilités qui auraient pour soure la perte d'énergie inétique induite lors de

l'impat entre le orps et la fondation sur les noeuds en ontat. A�n de surmonter

et obstale, la stratégie développée dans [80℄ onsiste à onsidérer une distribution de

masse dans laquelle les points situés sur la frontière de ontat Γ3 n'aient plus d'inertie.

SoientM , la matrie de masse standard, etMe, la nouvelle matrie de masse ; une telle

propriété se traduit en terme de ontraintes de la manière suivante

(3.54) νi
TMeνj = 0, ∀i, j ∈ S,
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ave S, l'ensemble des indies des noeuds appartenant à la frontière Γ h
3 et ν i, la normale

unitaire sortant au noeud d'inide i. La matrie de masse équivalente est onstruite de

telle manière que la masse totale, le entre de gravité et les moments d'inertie soient

onservés. Il s'agit alors de résoudre le problème suivant

(3.55)






Trouver u : [0, T ] → R
n et λ : [0, T ] → R

p tels que

Meü+Ku = L+
∑

i∈S

λiννi,

νTi u ≤ 0, λiν ≤ 0, (νTi u)λ
i
ν = 0,

u(0) = u0, u̇(0) = u1,

aveK, la matrie issue de la linéarisation de l'opérateur non linéaireA utilisé au début

de e Chapitre, L, la ontribution des fores extérieures et λiν , les multipliateurs de

Lagrange assoiés aux noeuds sur la frontière de ontat Γ h
3 . L'énergie disrète du

système (3.55) est alors donnée par

(3.56) E(t) =
1

2
u̇TMeu̇+

1

2
uTKu− uTL.

De e même système, il vient que :

(3.57) u̇TMeü+ u̇TKu = u̇TL+
∑

i∈S

λiνu̇
Tνi.

En intégrant ensuite de 0 à t et en ombinant le résultat obtenu ave (3.56), on a

(3.58) E(t) =
∑

i∈S

∫ t

0

λiνu̇
Tνidt+ E(0), ∀t ∈ [0, T ].

Comme la solution du système satisfait naturellement la ondition de persistane (1.30)

en haque noeud de Γ h
3 , i.e. λ

i
νu̇

Tν i = 0 ∀i ∈ S, nous avons

(3.59) E(t) = E(0).

Un tel résultat est onforme ave e que nous sommes en droit d'attendre dans le as

ontinu. Quelques interprétations et extensions de ette méthode �gurent dans [61℄.

Le problème résultant permet d'obtenir une solution Lipshitz-régulière en temps ainsi

que de bonnes propriétés d'évolution de l'énergie, qui s'expliquent par le fait que la

ondition de persistane est automatiquement satisfaite. Une telle approhe a été uti-

lisée dans de nombreux travaux, et, de e fait, les aspets théoriques et numériques en
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relation ave le modèle étudié dans le Chapitre 8 peuvent être retrouvés dans [60, 63℄.

Notons que les di�érentes méthodes numériques employées dans les parties suivantes

ont été implémentées dans un ode en Fortran au sein de MODULEF, une bibliothèque

d'éléments �nis développée par l'INRIA (Institut National de Reherhe en Informa-

tique et en Automatique, Roquenourt, Frane). Pour plus de détails, nous renvoyons

le leteur au site web https://www.roq.inria.fr/modulef/franais.html.

83



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problèmes de ontat

84



Deuxième partie

Analyse mathématique de quelques

problèmes de ontat

85





Partie II Analyse mathématique de quelques problèmes de ontat

Partie II

Analyse mathématique de quelques

problèmes de ontat

Nous allons à présent réaliser l'étude et l'analyse mathématiques de trois problèmes

de ontat en petites déformations : un problème élastique statique ave ompliane

normale et ontrainte unilatérale, un problème visoélastique quasi-statique ave un

terme mémoire, réponse normale instantanée et ontrainte unilatérale en vitesse et un

problème visoélastique dynamique en ompliane normale. Cette partie est divisée en

trois Chapitres omposés de six, inq et quatre setions, respetivement. Une fois la

formulation variationnelle de haque problème établie, nous abordons la question de

l'existene et de l'uniité d'une solution faible au problème. Nous verrons d'ailleurs une

seonde formulation variationnelle d'un même problème, dans le Chapitre 4, à travers

la notion de dualité. Nous étudions ensuite quelques résultats de onvergene liés à la

perturbation des données initiales du problème. Après e travail portant sur l'existene

et l'uniité des problèmes, nous nous intéressons à l'approximation variationnelle des

formulations, puis nous proposons des estimations de l'erreur de disrétisation avant

d'illustrer nos résultats par quelques simulations numériques. Il s'agit non seulement de

mettre en évidene les aratéristiques méaniques de nos modèles et de les onfronter

au bon sens physique mais également de valider les résultats obtenus au ours de

l'étude théorique, à savoir les résultats de onvergene et d'estimation de l'erreur.
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Chapitre 4

Problème statique de ontat ave

ompliane normale et ontrainte

unilatérale

Dans e Chapitre, on se propose d'étudier un problème de ontat en statique

modélisant l'intération entre un orps de type élastique, omportement déja présenté

dans la sous-setion 1.2.1, et une fondation. Le ontat suit une loi de ompliane

normale ouplée aux onditions de Signorini, omme dérit en (1.26), le frottement

étant, quant à lui, supposé non monotone. Ce Chapitre omporte 6 setions. Dans

la première est proposée une formulation forte du problème ainsi que les hypothèses

inhérentes. Ensuite, dans la setion 2, nous donnons une formulation faible et abordons

la question de l'existene et de l'uniité d'une solution faible au problème. Puis, la

setion 3 met en avant une formulation duale de e problème. Dans la setion 4,

nous démontrons un résultat de onvergene portant sur l'étude du problème d'origine

dans lequel est introduite une perturbation des données. La setion 5 est onsarée

à l'approximation variationnelle et à l'obtention de résultats d'estimation théorique

de l'erreur de disrétisation. En�n, nous terminons sur une présentation de quelques

simulations numériques permettant d'illustrer le type de modélisation hoisie ainsi que

la validation numérique du résultat de onvergene et de l'estimation de l'erreur. Les

setions 2, 5 et 6 ont fait l'objet des artiles [23℄ et [25℄, la setion 3 a fait l'objet de

l'artile [134℄.
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4.1 Modèle

Le adre physique orrespond à elui introduit dans la setion 1.1 ; pour rappel,

un orps élastique oupe un domaine borné Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) doté d'une frontière

Γ partitionnée en trois parties mesurables Γ1, Γ2 et Γ3 (ave mes(Γ1) > 0). Le dépla-

ement du orps est bloqué sur Γ1, une densité de fores volumiques f 0 agit sur Ω et

une fore de tration surfaique de densité f 2 agit sur Γ2. En�n, Γ3 orrespond à la

zone de ontat entre le orps et la fondation.

La formulation forte du problème peut alors être résumée ainsi :

Problème P. Trouver un hamp de déplaements u : Ω → Rd
et un hamp de

ontraintes σ : Ω → Sd tels que

σ = Fε(u) dans Ω,(4.1)

Divσ + f 0 = 0 dans Ω,(4.2)

u = 0 sur Γ1,(4.3)

σν = f 2 sur Γ2,(4.4)

uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0,

(uν − g)(σν + p(uν)) = 0

}
sur Γ3,(4.5)

‖στ‖ ≤ µ(‖uτ‖) p(uν),
−στ = µ(‖uτ‖) p(uν) uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0

}
sur Γ3.(4.6)

Ii, (4.1) représente la loi onstitutive élastique du matériau dans laquelle F est

une fontion onstitutive, déja dé�nie dans (1.8). Puis, (4.2) est l'équation d'équilibre

dans le as d'un problème statique (f (1.5)). Ensuite, (4.3) et (4.4) représentent les

onditions aux limites de déplaement-tration, respetivement. En�n, les onditions

(4.5) et (4.6) onernent les onditions de ontat ave frottement. Nous onsidérons

ii le as d'une loi de ompliane normale ouplée à une loi de ontat unilatéral,

omme présenté dans (1.26). A ette loi sont également assoiés un frottement de

type Coulomb pour la partie ompliane normale (1.35) et une loi de Tresa pour le

ontat unilatéral (1.33). Pour e faire, nous introduisons la ondition de ompatibilité

suivante :

Ftres = µp(g)
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qui permet d'assurer la ontinuité de seuil de frottement lorsque la pénétration maxi-

male atteint la valeur g. A�n d'étudier l'existene et l'uniité d'une solution du pro-

blème variationnel introduit i-après, nous supposons que l'opérateur d'élastiité F
satisfait les hypothèses suivantes :

(4.7)





(a) F : Ω × Sd → Sd.
(b) Il existe LF > 0 tel que

‖F(x, ε1)− F(x, ε2)‖ ≤ LF‖ε1 − ε2‖ ∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(c) Il existe mF > 0 tel que

(F(x, ε1)− F(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mF ‖ε1 − ε2‖2
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) Pour tout ε ∈ Sd x 7→ F(x, ε) est mesurable sur Ω.
(e) L′application x 7→ F(x, 0Sd) appartient à Q.

Nous supposons également que les grandeurs f0 et f 2 sont dotées de la régularité

suivante

(4.8) f 0 ∈ L2(Ω)d, f 2 ∈ L2(Γ2)
d.

Le seuil de pénétration g est tel que

(4.9)





(a) g : Γ3 → R+.
(b) Il existe G > 0 tel que g(x) ≤ G p.p. x ∈ Γ3.
(d) L′application x 7→ g(x) est continue sur Γ3.

En�n, la fontion de ompliane normale et le oe�ient de frottement satisfont res-

petivement

(4.10)






(a) p : Γ3 × R → R+.
(b) Il existe Lp > 0 tel que

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp|r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(c) L′application x 7→ p(x, r) est mesurable sur Γ3, pour tout r ∈ R.
(d) Il existe p0 > 0 tel que p(x, G) ≤ p0, p.p. x ∈ Γ3.
(e) (p(x, r1)− p(x, r2)) (r1 − r2) ≥ 0 ∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(f) p(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(4.11)






(a) µ : Γ3 × R → R+.
(b) L′application r 7→ µ(x, r) est continue p.p. x ∈ Γ3.
(c) L′application r 7→ µ(x, r) est mesurable sur Γ3, pour tout r ∈ R.
(d) Il existe µ0 > 0 tel que µ(x, r) ≤ µ0 ∀ r ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(e) Il existe mµ > 0 tel que

(µ(x, r1)− µ(x, r2))(r1 − r2) ≥ −mµ|r1 − r2|2
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
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Maintenant, nous nous intéressons à la formulation variationnelle du Problème P.
Pour ela, nous introduisons un ensemble de déplaements admissibles U , l'opérateur

A, la fontion j : U × U → R et f ∈ V de�nis par

U = { v ∈ V : vν ≤ g p.p. sur Γ3 },(4.12)

(Au, v)V =

∫

Ω

Fε(u) · ε(v) dx+
∫

Γ3

p(uν)vν da ∀u, v ∈ V,(4.13)

j(u, v) =

∫

Γ3

µ(‖uτ‖) p(uν)‖vτ‖ da ∀u ∈ U, v ∈ V,(4.14)

(f , v)V =

∫

Ω

f0 · v dx+
∫

Γ2

f 2 · v da ∀v ∈ V.(4.15)

Considérons que (u,σ) sont des fontions su�samment régulières qui satisfont

(4.1)�(4.6) ave v ∈ U . Nous utilisons la formule de Green (2.9) et la dé�nition (4.15)

a�n d'obtenir :

(σ · (ε(v)− ε(u))Q = (f , v − u)V +

∫

Γ3

σν(vν − uν) da(4.16)

+

∫

Γ3

στ · (vτ − uτ ) da.

Maintenant, en utilisant les onditions (4.5), (4.6) et la dé�nition (4.12), nous obte-

nons :

(4.17)

∫

Γ3

σν(vν − uν) da ≥ −
∫

Γ3

p(uν)(vν − uν) da,

∫

Γ3

στ · (vτ − uτ ) da ≥
∫

Γ3

µ(‖uτ‖) p(uν)‖uτ‖ da(4.18)

−
∫

Γ3

µ(‖uτ‖) p(uν)‖vτ‖ da.

Finalement, en ombinant l'égalité (4.16) ave les inégalités (4.17) et (4.18), puis en

utilisant la loi onstitutive (4.1) et les dé�nitions (4.12)�(4.15), nous trouvons la for-

mulation variationnelle suivante du Problème P.

Problème PV . Trouver un hamp de déplaements u tel que

(4.19) u ∈ U, (Au, v − u)V + j(u, v)− j(u,u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.
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Notons que le Problème PV est formulé en terme de hamp de déplaements. Une

fois que e dernier est onnu, on peut aisément déduire le hamp de ontraintes à

l'aide de la loi onstitutive (4.1). Le ouple (u,σ) qui satisfait (4.1) et (4.19) est

appelé solution faible du problème de ontat ave frottement P.

4.2 Existene et uniité

Le but de ette setion est d'étudier l'existene et l'uniité du problème variationnel

PV . Pour ela, nous allons onsidérer et montrer le théorème suivant :

Théorème 4.1. Supposons que les onditions (4.7)�(4.11) soient véri�ées. Alors, les

propositions suivantes le sont également :

1) Le Problème PV a au moins une solution.

2) Il existe une onstante α0, ne dépendant que de Ω, Γ1, Γ3 et F , telle que la

solution du problème PV soit unique, si

(4.20) p0mµ + µ0Lp < α0.

Nous détaillons ii les résultats obtenus dans [23℄.

Démonstration. 1) Nous utilisons le résultat abstrait d'existene issu du Theorème

2.16 ave X = V et K = U . Notons tout d'abord que U est une partie onvexe fermée

non-vide de V et que 0V ∈ U . Ensuite, nous utilisons la dé�nition (4.13) ainsi que les

propriétés (4.7)() et (4.10)(e) pour voir que

(4.21) (Au− Av,u− v)V ≥ mF ‖u− v‖2V ∀u, v ∈ V.

D'autre part, en utilisant ette fois (4.7)(b), (4.10)(b), (4.13) ainsi que l'inégalité de

la trae (2.4), nous avons

(4.22) ‖Au−Av‖V ≤ (LF + c20Lp) ‖u− v‖V ∀u, v ∈ V.

De (4.21) et (4.22), on déduit que A est un opérateur ontinu de Lipshitz fortement

monotone sur l'espae V . En outre, il est aisé de voir que la fontionnelle j, dé�nie

par (4.14), satisfait la ondition (2.15).

Considérons maintenant 2 suites {ηn} ⊂ V, {un} ⊂ V telles que

(4.23) ηn ⇀ η dans V, un ⇀ u dans V

93



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problèmes de ontat

et soit v un élément arbitraire dans V . Alors, d'après la dé�nition (4.14) et après

quelques aluls élémentaires, nous trouvons que

j(ηn, v)− j(η, v)

≤
∫

Γ3

(
p(ηn)

∣∣µ(‖ηnτ‖)− µ(‖ητ‖)
∣∣+ µ(‖ητ‖)|p(ηnν)− p(ην)|

)
‖vτ‖ da

et, en utilisant les bornes (4.10)(d) et (4.11)(d) nous en déduisons que

j(ηn, v)− j(η, v)(4.24)

≤
∫

Γ3

(
p0
∣∣µ(‖ηnτ‖)− µ(‖ητ‖)

∣∣+ µ0|p(ηnν)− p(ην)|
)
‖vτ‖ da.

pour tout n ∈ N. Un raisonnement similaire onduit aux inégalités

j(ηn,un)− j(η,un)(4.25)

≤
∫

Γ3

(
p0
∣∣µ(‖ηnτ‖)− µ(‖ητ‖)

∣∣ + µ0|p(ηnν)− p(ην)|
)
‖unτ‖ da,

(4.26) j(η,un)− j(η,u) ≤
∫

Γ3

p0µ0

∣∣‖unτ‖ − ‖uτ‖
∣∣ da

pour tout n ∈ N.

En utilisant la onvergene faible (4.23), la ompaité de la trae et les propriétés

des fontions p et µ, nous onstatons que

µ(‖ηnτ‖) → µ(‖ητ‖), p(ηnν) → p(ην), ‖unτ‖ → ‖uτ‖ dans L2(Γ3)

et, de e fait, (4.24)�(4.26) permettent de déduire que

j(ηn, v) → j(η, v),(4.27)

j(ηn,un)− j(η,un) → 0,(4.28)

j(η,un) → j(η,u),(4.29)

quand n→ ∞. Nous érivons maintenant

j(ηn, v)− j(ηn,un) = j(ηn, v)− j(η,un) + j(η,un)− j(ηn,un)
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pour tout n ∈ N, puis nous utilisons les résultats de onvergene (4.27)�(4.29) pour

voir que

lim
n→∞

[
j(ηn, v)− j(ηn,un)

]
= j(η, v)− j(η,u),

e qui montre que la fontionnelle j satisfait les onditions (2.16). La première partie

du Théorème 4.1 onernant l'existene d'une solution est maintenant une onséquene

direte du Théorème 2.16.

2) A�n de démontrer l'uniité de la solution, onsidérons u1, u2 ∈ V , deux solutions

du Problème P. Ensuite, en utilisant (4.19), (4.21) et après un alul élémentaire nous

trouvons que

(4.30) mF ‖u1 − u2‖2V ≤ j(u1,u2)− j(u1,u1) + j(u2,u1)− j(u2,u2).

De plus, en utilisant la dé�nition (4.14) de la fontion j, il s'avère que

j(u1,u2)− j(u1,u1) + j(u2,u1)− j(u2,u2)

=

∫

Γ3

(
µ(‖u1τ‖)pν(u1ν)− µ(‖u2τ‖)pν(u2ν)

)(
‖u2τ‖ − ‖u1τ‖

)
da

=

∫

Γ3

pν(u1ν)
(
µ(‖u1τ‖)− µ(‖u2τ‖

)(
‖u2τ‖ − ‖u1τ‖

)
da

+

∫

Γ3

µ(‖u2τ‖)
(
pν(u1ν)− pν(u2ν)

)(
‖u2τ‖ − ‖u1τ‖

)
da.

Ainsi, en se servant des propriétés (4.10) et (4.11) des fontions µ et p, nous obtenons

que

j(u1,u2)− j(u1,u1) + j(u2,u1)− j(u2,u2)

≤
∫

Γ3

p0mµ(‖u1τ‖)− ‖u2τ‖
)2
da+

∫

Γ3

µ0Lp|u1ν − u2ν |
∣∣‖u2τ‖ − ‖u1τ‖

∣∣ da.

Ensuite, à l'aide des inégalités élémentaires suivantes

|u1ν − u2ν | ≤ ‖u1 − u2‖,
∣∣ ‖u1τ‖ − ‖u2τ‖

∣∣ ≤ ‖u1 − u2‖ p.p. sur Γ3,

nous en déduisons, à l'aide de (2.4), que

j(u1,u2)− j(u1,u1) + j(u2,u1)− j(u2,u2)(4.31)

≤ c20 (p0mµ + µ0Lp) ‖u1 − u2‖2V .
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Soit

(4.32) α0 =
mF

c20
.

et notons que α0 ne dépend que de Ω, Γ1, Γ3 et F . Si (4.20) est véri�é alors il résulte

de (4.30)�(4.32) que u1 = u2, e qui ahève la démonstration. �

Nous onluons ette setion par quelques ommentaires sur le Théorème 4.1. Tout

d'abord, il déoule de e théorème que le Problème de ontat P a au moins une

solution au sens faible (u,σ), ave les hypothèses (4.7)�(4.11). La solution faible est

unique si, en plus de ela, l'hypothèse de petitesse (4.20) est véri�ée. Il déoule de

(4.1) et (4.7) que σ ∈ Q. De plus, puisque

Divσ + f0 = 0 dans Ω

et, ave l'hypothèse (4.8), nous avons que Divσ ∈ L2(Ω)d. La solution faible a don

pour régularité (u,σ) ∈ U ×Q1.

Essuite, nous rappelons que la ondition (4.11)(e) traduit la ondition de monotonie

relaxée, se référer [100℄ pour plus de détails. Cette ondition est satisfaite pour mµ = 0

si r 7→ µ(x, r) est une fontion roissante, p.p. x ∈ Γ3. Notez que, dans e as,

l'hypothèse de petitesse (4.20) peut aussi se lire µ0Lp < α0 et pourrait de e fait

être interprétée omme une hypothèse de petitesse sur le oe�ient de frottement µ.

Elle est également satisfaite si r 7→ µ(x, r) est une fontion uniformément ontinue

Lipshitzienne de la variable d'espae, i.e.

(4.33)

{
il existe Lµ > 0 tel que

|µ(x, r1)− µ(x, r2)| ≤ Lµ|r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

En e�et, il est faile de voir que dans e as (4.11)(e) est véri�é ave mµ = Lµ. De e

fait, (4.20) se lit p0Lµ + µ0Lp < α0.

4.3 Formulation duale

L'objetif de ette setion est d'étudier le problème dual du Problème P en onsi-

dérant ette fois le Problème P ′
, i.e. un as partiulier du Problème P, qui ne di�ère

de e dernier que par la ondition (4.6) pour laquelle nous prenons µ onstant. Pour

plus de détails sur la notion de dualité dans le adre de la méanique du ontat,

nous renvoyons le leteur à [92℄. Ainsi, en lieu et plae de (4.11), nous utiliserons la

ondition suivante pour ette setion

(4.34) µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3.
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Notre objetif dans e qui suit est d'obtenir une seonde formulation variationnelle du

problème P ′
. Pour e faire, nous nous devons d'introduire tout d'abord l'hypothèse

suivante sur la géométrie du problème

(4.35) il existe θ ∈ V tel que θ = ν sur Γ3,

hypothèse que nous illustrons par les exemples suivants.

Exemple 4.2. Soient

Ω = {x = (x1, x2) ∈ R
2 : x21 + x22 < 1 },

Γ1 = {x = (x1, x2) ∈ R
2 : x21 + x22 = 1, x1 ≤ 0, x2 ≤ 0 },

Γ3 = {x = (x1, x2) ∈ R
2 : x21 + x22 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 },

et onsidérons la fontion θ : R2 → R dé�nie par

θ(x1, x2) =






(x1, x2) si x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

(0, x2) si x1 ≤ 0, x2 ≥ 0,

(0, 0) si x1 ≤ 0, x2 ≤ 0,

(x1, 0) si x1 ≥ 0, x2 ≤ 0.

Alors, θ ∈ H1(Ω)2, θ = 0 sur Γ1 et θ = ν sur Γ3, i.e. θ satisfait l'hypothèse (4.35).

Exemple 4.3. Soient a, b, c, 3 onstantes positives et soient

Ω = {x = (x1, x2, x3) ∈ R
3 : 0 < x1 < a, 0 < x2 < b, 0 < x3 < c },

Γ1 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R
3 : 0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ b, x3 = c },

Γ3 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R
3 : 0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ b, x3 = 0 }.

Considérons la fontion θ : R3 → R de�nie par

θ(x1, x2, x3) =
(
0, 0,

x3 − c

c

)
.

Alors, θ ∈ H1(Ω)2, θ = 0 sur Γ1 et θ = ν sur Γ3, i.e. θ satisfait également l'hypothèse

(4.35).

Nous nous intéressons maintenant à la formulation variationnelle du Problème P ′
.

L'ensemble des déplaements admissibles U et l'élément f ∈ V sont eux présentés
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au début du Chapitre en (4.12) et (4.15), respetivement. Par ontre, la fontion

j : V × V → R est maintenant dé�nie omme suit

j(u, v) =

∫

Γ3

p(uν)vν da+

∫

Γ3

µ p(uν)‖vτ‖ da ∀u ∈ V, v ∈ V.(4.36)

De là, en suivant la même méthode que dans la première partie du Chapitre, on obtient

la formulation variationnelle suivante du problème de ontat frottant P ′
.

Problème P ′
V . Trouver un hamp de déplaements u tel que

(4.37) u ∈ U, (Fε(u), ε(v)− ε(u))Q + j(u, v)− j(u,u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.

Notons que e Problème P ′
V , ayant d'ailleurs une forme analogue à elle du Problème

PV , est enore une fois formulé en terme de déplaement. Il s'agit de la formulation

variationnelle dite primale du problème P ′
. Nous herhons maintenant à obtenir une

autre formulation variationnelle du problème P ′
mais faisant ette fois intervenir la

ontrainte. On parle alors de formulation variationnelle duale du problème P ′
.

Ave et objetif en tête notons déjà que, puisque mes(Γ1) > 0, l'image de l'opé-

rateur de déformation ε : V → Q, noté ε(V ), est une partie fermée de Q. Une preuve

de e résultat �gure dans [136℄ page 87. C'est une onséquene direte de l'égalité

(4.38) ‖v‖V = ‖ε(v)‖Q ∀v ∈ V.

Soit P : Q→ ε(V ) l'opérateur de projetion sur ε(V ) ⊂ Q et remarquons que l'égalité

(4.38) montre que l'opérateur ε : V → ε(V ) est inversible. De plus, l'hypothèse (4.7)

implique que F : Q→ Q est un opérateur ontinu Lipshitzien fortement monotone et,

de e fait, en utilisant la Proposition 1.25 dans [136℄ il s'ensuit qu'il est inversible. En

outre l'inverse de F , noté F−1
, est enore un opérateur ontinu Lipshitzien fortement

monotone. Par suite, nous pouvons utiliser l'opérateur Λ : Q→ V de�ni par

(4.39) Λσ = ε−1PF−1σ ∀σ ∈ Q.

L'intérêt de et opérateur réside dans le fait qu'il failite l'inversion de la loi onstitutive

élastique, omme montré i dessous.

Lemme 4.4. Supposons que (4.7) est satisfait et soient σ ∈ Q, v ∈ V tels que

σ = Fε(u). Alors u = Λσ.

Démonstration. L'égalité σ = Fε(u) donne que ε(u) = F−1σ et, de e fait,

puisque ε(u) ∈ ε(V ) nous avons ε(u) = Pε(u) = PF−1σ e qui implique que u =
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ε−1PF−1σ. Combinons ette égalité ave la dé�nition (4.39) pour onstater que u =

Λσ, e qui ahève la démonstration. �

Nous dé�nissons ensuite g̃ ∈ V donné par

(4.40) g̃ = gθ ∈ V,

ave g, une onstante positive. Par ailleurs, pour haque η ∈ V nous onsidérons la

partie Σ(η) ⊂ Q donnée par

(4.41) Σ(η) = {τ ∈ Q : (τ , ε(v)− ε(g̃))Q + j(η, v − g̃) ≥ (f, v − g̃)V ∀v ∈ U} .

En�n, nous onsidérons le problème variationnel suivant

Problème P ′D
V . Trouver un hamp de déplaements σ tel que

σ ∈ Σ(Λσ), (F−1σ, τ − σ)Q ≥ (ε(g̃), τ − σ)Q ∀ τ ∈ Σ(Λσ).(4.42)

Dans e qui suit, P ′D
V est désigné omme le problème variationnel dual de P ′

.

A e stade, notons déjà que P ′
V et P ′D

V sont tous deux exprimés en terme d'inéga-

lités quasivariationnelles elliptiques dans lesquelles l'inonnue est respetivement le

hamp de déplaements et le hamp de ontraintes. Pour le problème P ′
V , l'espae des

ontraintes est onnu mais le problème fait intervenir j qui dépend de la solution. Pour

le problème P ′D
V il n'y a auune fontion de e type mais, en ontrepartie, l'ensemble

des ontraintes admissibles dépend de la solution.

Nous terminons ette partie par deux résultats préliminaires qui seront utilisés par

la suite.

Lemme 4.5. Supposons que (4.10), (4.34) et (4.35) sont satisfaits. Alors, l'élément g̃

de�ni dans (4.40) satisfait les propriétés suivantes.

(4.43)





(a) g̃ ∈ U.

(b) 2v − g̃ ∈ U ∀v ∈ U.

(c) λ(v − g̃) ∈ U ∀λ ≥ 0, ∀v ∈ U.

(d) j(v, 2v − g̃) + j(v, g̃) = 2j(v, v) ∀v ∈ U.

(e) j(u, v)− j(u, g̃) = j(u, v − g̃) ∀u, v ∈ U.

Démonstration. Utilisons (4.35) pour voir que θν = 1 sur Γ3 et, de e fait, (4.40)

implique que g̃ν = g sur Γ3, e qui montre que g̃ ∈ U . Soient v ∈ V et λ ≥ 0, alors
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2vν− g̃ν ≤ g et λ(vν− g̃ν) ≤ 0 sur Γ3 d'où 2v− g̃ ∈ U et λ(v− g̃) ∈ U , respetivement.

Nous en déduisons les propositions (4.43)(a)�().

Ensuite, nous utilisons (4.40) pour voir que g̃τ = 0 sur Γ3 e qui implique que

(4.44) ‖2vτ − g̃τ‖ = 2 ‖vτ‖ − ‖g̃τ‖, ‖vτ − g̃τ‖ = ‖vτ‖ − ‖g̃τ‖ sur Γ3, ∀v ∈ V.

Nous ombinons maintenant la dé�nition (4.36) ave les égalités (4.44) pour voir que

les propositions (4.43) (d)�(e) sont satisfaites e qui, par onséquent, ahève la dé-

monstration. �

Lemme 4.6. Supposons que (4.10) et (4.34) sont satisfaites et soit j la fontion donnée

par (4.36). Alors, pour haque u ∈ V il existe ξ(u) ∈ V tel que

j(u, v)− j(u,u) ≥ (ξ(u), v − u) ∀v ∈ V(4.45)

Démonstration. Soit u ∈ V et désignons par ξ̃(u) la fontion dé�nie par

ξ̃(u) =

{
uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0

0 si uτ = 0
p.p. sur Γ3.

Alors, pour tout v ∈ V nous avons

ξ̃(u) · (vτ − uτ ) ≤ ‖vτ‖ − ‖uτ‖ p.p. sur Γ3.

De là, nous en déduisons que

∫

Γ3

µ p(uν)(‖vτ‖ − ‖uτ‖) da ≥
∫

Γ3

µ p(uν)ξ̃(u) · (vτ − uτ ) da ∀v ∈ V

et, en utilisant (4.36)

j(u, v)− j(u,u)(4.46)

≥
∫

Γ3

p(uν)(vν − uν) da+

∫

Γ3

µ p(uν)ξ̃(u) · (vτ − uτ ) da ∀v ∈ V.

Ensuite nous appliquons le théorème de représentation de Riesz a�n de mettre en

évidene qu'il existe un unique élément ξ(u) ∈ V tel que

(ξ(u), v)V =

∫

Γ3

p(uν)vν da+

∫

Γ3

µ p(uν)ξ̃(u) · vτ da ∀v ∈ V.(4.47)
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Nous ombinons en�n (4.46) et (4.47) pour obtenir (4.45), ahevant ainsi la démons-

tration. �

Notons que le Lemme 4.6 permet d'établir la sous-di�érentiabilité de la fontion

v 7→ j(u, v) au point v, pour haque u ∈ V , d'après un résultat lassique portant sur

la sous-di�érentiabilité des fontions semi-ontinues inférieures.

4.3.1 Résultat d'équivalene

Nous étudions maintenant le lien entre les Problèmes variationnels P ′
V et P ′D

V . Le

théorème d'équivalene suivant onstitue le résultat prinipal de la setion.

Théorème 4.7. Sous les onditions (4.7), (4.8), (4.10), (4.34) et (4.35), les a�rma-

tions suivantes sont véri�ées :

1) Si u est une solution du Problème P ′
V et que σ = Fε(u), alors σ est solution

du problème P ′D
V .

2) Inversement, si σ est une solution du Problème P ′D
V , alors il existe un unique

u ∈ V tel que σ = Fε(u) et, de plus, u est solution du Problème P ′
V .

Démonstration. 1) Soit u, une solution du Problème P ′
V et posons σ = Fε(u).

Alors le Lemme 4.4 implique que

(4.48) u = Λσ

et, de plus, grâe à (4.37) on peut érire que

(4.49) (σ, ε(v)− ε(u))Q + j(u, v)− j(u,u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.

Nous prenons v = 2u− g̃ et v = g̃ dans (4.49) et nous utilisons les égalités (4.43)(d),

(e) pour obtenir

(4.50) (σ, ε(u)− ε(g̃))Q + j(u,u− g̃) = (f ,u− g̃)V .

Ensuite, nous ajoutons membre à membre (4.49) et (4.50) et utilisons (4.43)(e) pour

voir que

(4.51) (σ, ε(v)− ε(g̃))Q + j(u, v − g̃) ≥ (f , v − g̃)V ∀v ∈ U.

Nous ombinons maintenant (4.51) et la dé�nition (4.41) pour en déduire que

(4.52) σ ∈ Σ(u).
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De plus, (4.41) et (4.50) impliquent que

(τ − σ, ε(u)− ε(g̃))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(u)

et, puisque ε(u) = F−1σ, nous en déduisons que

(4.53) (F−1σ, τ − σ)Q ≥ (ε(g̃), τ − σ)Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(u).

Nous ombinons maintenant (4.48), (4.52) et (4.53) pour en déduire que σ est une

solution de P ′D
V , e qui onlut la première partie de ette démonstration.

2) Supposons maintenant que σ satisfasse (4.42) et onsidérons un élément z ∈ Q

tel que

(z, ε(v))Q = 0 ∀v ∈ V(4.54)

Remarque 4.8. L'ensemble des éléments qui satisfont l'égalité (4.54) est non vide

puisque l'élément nul la véri�e.

Alors, en utilisant (4.41) nous en déduisons que τ = σ±z ∈ Σ(Λσ) et, en injetant

suessivement les deux égalités τ = σ + z ∈ Σ(Λσ) et τ = σ − z ∈ Σ(Λσ) dans

(4.42), nous en déduisons que

(F−1σ − ε(g̃), z)Q = 0.(4.55)

D'autre part, puisque ε(V ) est un sous-espae fermé de Q nous en déduisons que

(4.56) ε(V )⊥⊥ = ε(V )

où le symbole ⊥ indique le omplément orthogonal dans Q. En utilisant (4.54) et (4.55)

nous voyons que F−1σ − ε(g̃) ⊥ z pour tout z ∈ ε(V )⊥ et, d'après (4.56) il s'ensuit

que F−1σ−ε(g̃) ∈ ε(V ). Par onséquent, il existe ũ ∈ V tel que ε(ũ) = F−1σ−ε(g̃).

Soit u = ũ+ g̃. Alors ε(u) = F−1σ, i.e. σ = Fε(u). Cela prouve l'existene. L'uniité

de u provient de l'égalité (4.38). En outre, le Lemme 4.4 donne que

(4.57) Λσ = u.

Ensuite, démontrons que u est une solution du Problème P ′
V ; nous ommençons

par prouver que u ∈ U . Soit PU : V → U , le projeteur sur la partie onvexe fermée

non vide U ⊂ V . Par l'absurde, supposons dans e qui suit que

(4.58) u /∈ U.
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Alors u 6= PUu, i.e.

(PUu− u, PUu− u)V > 0.(4.59)

Ensuite, en utilisant (4.59) et la aratérisation variationnelle de la projetion (2.10)

nous avons

(PUu− u, v)V ≥ (PUu− u, PUu)V > (PUu− u,u)V ∀v ∈ U.

Ces inégalités impliquent qu'il existe α ∈ R tel que

(PUu− u, v)V > α > (PUu− u,u)V ∀v ∈ U(4.60)

et, en utilisant (4.43)() ave λ = 1 il s'ensuit que

(PUu− u, v − g̃)V > α > (PUu− u,u)V ∀v ∈ U.(4.61)

Soit τ̃ = ε(PUu− u) ∈ Q. Alors (4.61) donne

(τ̃ , ε(v)− ε(g̃))Q > α > (τ̃ , ε(u))Q ∀v ∈ U(4.62)

et, en prenant v = g̃ dans l'inégalité préédente, nous obtenons que

α < 0.(4.63)

Suposons maintenant qu'il existe ṽ ∈ U tel que

(τ̃ , ε(ṽ)− ε(g̃))Q < 0.(4.64)

Nous utilisons la propriété (4.43)() et injetons v = λ(ṽ− g̃) dans (4.62), ave λ ≥ 0.

De là, nous obtenons

λ(τ̃ , ε(ṽ)− ε(g̃))Q > α + (τ̃ , ε(g̃))Q ∀λ > 0.

Par suite, en passant à la limite ave λ→ ∞, et en utilisant (4.64) nous en déduisons

que

−∞ ≥ α+ (τ̃ , ε(g̃))Q

e qui ontredit α ∈ R. De e fait, nous avons

(τ̃ , ε(v)− ε(g̃))Q ≥ 0 ∀v ∈ U.(4.65)
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Ensuite, l'égalité (4.57) ombinée ave la régularité σ ∈ Σ(Λσ) et la dé�nition

(4.41) implique que

(σ, ε(v)− ε(g̃))Q + j(u, v − g̃) ≥ (f, v − g̃)V ∀v ∈ U.

Par onséquent, en utilisant (4.65) nous en déduisons que τ̃+σ ∈ Σ(u). Nous pouvons

alors onsidérer τ = τ̃ + σ dans (4.42) pour trouver que

(F−1σ, τ̃ )Q ≥ (ε(g̃), τ̃ )Q.

Nous utilisons maintenant l'égalité σ = Fε(u) pour obtenir

(ε(u), τ̃ )Q ≥ (ε(g̃), τ̃ )Q

et, puisque τ̃ = ε(PUu− u) ∈ Q, nous trouvons que

(PUu− u,u)V ≥ (PUu− u, g̃)V .(4.66)

D'autre part, en prenant v = g̃ dans (4.60), nous obtenons

(PUu− u,u)V < (PUu− u, g̃)V .(4.67)

Les inégalités (4.66) et (4.67) aboutissent à une ontradition. Par onséquent, nous

en déduisons que l'hypothèse (4.58) est fausse. De e fait

(4.68) u ∈ U.

Ensuite, nous désignons par

τ (u) = ε(f − ξ(u))(4.69)

où ξ(u) est l'élément dé�ni par le Lemme 4.6. Alors, en utilisant (4.45), nous avons

(τ (u), ε(v)− ε(u))Q ≥ (f , v − u)V + j(u,u)− j(u, v) ∀v ∈ V.(4.70)

Notons que (4.43)(a) et (b) autorisent à prendre v = 2u− g̃ et v = g̃ dans (4.70). Par

onséquent, en utilisant l'égalité (4.43)(d), nous obtenons

(4.71) (τ (u), ε(u)− ε(g̃))Q + j(u,u− g̃) = (f ,u− g̃)V .

A présent, nous ombinons (4.70) et (4.71) et utilisons également (4.43)(e) pour voir

que

(τ (u), ε(v)− ε(g̃))Q + j(u, v − g̃) ≥ (f , v − g̃)V ∀v ∈ U.(4.72)
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Cette inégalité implique que τ (u) ∈ Σ(u) et, en utilisant (4.57), ela montre que

τ (u) ∈ Σ(Λσ). Par suite, en injetant τ = τ (u) dans (4.42) nous avons

(F−1σ, τ (u)− σ)Q ≥ (ε(g̃), τ (u)− σ)Q

et, dans la mesure où F−1σ = ε(u), il s'ensuit que

(τ (u), ε(u)− ε(g̃))Q ≥ (σ, ε(u)− ε(g̃))Q.(4.73)

Ensuite, nous ombinons (4.71) et (4.73) pour déduire que

(f ,u− g̃)V ≥ (σ, ε(u)− ε(g̃))Q + j(u,u− g̃).(4.74)

En�n, dans la mesure où σ ∈ Σ(Λσ), (4.57) implique que σ ∈ Σ(u) et, par onséquent,

puisque u ∈ U , (4.41) montre que

(f ,u− g̃)V ≤ (σ, ε(u)− ε(g̃))Q + j(u,u− g̃).(4.75)

Ainsi

(f ,u− g̃)V = (σ, ε(u)− ε(g̃))Q + j(u,u− g̃),

i.e.

(σ, ε(g̃)− ε(u))Q − j(u,u− g̃) = (f , g̃ − u)V .(4.76)

D'autre part, puisque σ ∈ Σ(u) nous avons

(4.77) (σ, ε(v)− ε(g̃)Q + j(u, v − g̃) ≥ (f , v − g̃)V ∀v ∈ U,

Nous ajoutons maintenant membre à membre (4.76) et (4.77) pour obtenir que

(σ, ε(v)− ε(u)Q + j(u, v − g̃)− j(u,u− g̃) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.

et, en utilisant (4.43)(e), il en résulte que

(σ, ε(v)− ε(u))Q + j(u, v)− j(u,u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.

En�n, puisque σ = Fε(u), nous trouvons que

(Fε(u), ε(v)− ε(u))Q + j(u, v)− j(u,u) ≥ (f , v − u)V ∀v ∈ U.(4.78)

Nous ombinons maintenant l'inégalité (4.78) ave le résultat (4.68) pour voir que u

est e�etivement une solution du Problème P ′
V , e qui ahève la démonstration. �
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4.3.2 Résultats d'existene et d'uniité

Nous poursuivons maintenant ave l'étude de l'existene et de l'uniité de la solu-

tion aux problèmes P ′
V et P ′D

V . Le résultat prinipal de ette setion est le suivant.

Théorème 4.9. Sous les onditions (4.7), (4.8), (4.10) et (4.34), les propositions

suivantes sont véri�ées.

1) Le Problème P ′
V admet au moins une solution.

2) Il existe une onstante α0 qui dépend uniquement de Ω, Γ1, Γ3 et F telle que la

solution au Problème P ′
V soit unique, si

(4.79) Lp‖µ‖L∞(Γ3) < α0.

3) Sous l'hypothèse (4.35), le Problème P ′D
V admet au moins une solution.

4) Sous les hypothèses (4.35) et (4.79), le Problème P ′D
V admet une unique solution.

5) Sous les hypothèses (4.35) et (4.79), les solutions respetives des Problèmes P ′
V

et P ′D
V , obtenue au points 2) et 4), respetivement, sont reliées par la loi onstitutive

élastique σ = Fε(u).

Démonstration. 1) et 2) La démonstration de es deux points a déjà été e�etuée

pour le Problème PV et, dans la mesure où le problème P ′
V étudié dans ette setion

n'en est qu'un as partiulier, il n'est pas néessaire d'avaner d'argument supplémen-

taire pour obtenir les résultats attendus.

3) Supposons que (4.35) est véri�é. Désignons par u une solution du Problème P ′
V

dont l'existene est garantie par 1) et onsidérons σ = Fε(u). Alors, en utilisant le

Théorème 4.7 1) nous obtenons que σ est une solution du Problème P ′D
V e qui ahève

la démonstration.

4) Supposons maintenant que (4.35) et (4.79) soient véri�és et onsidérons σ1 et

σ2, deux solutions du Problème P ′D
V . Alors, d'après le Theorème 4.7 2), il existe deux

éléments u1,u2 ∈ V tels que

(4.80) σ1 = Fε(u1), σ2 = Fε(u2).

De plus, u1 et u2 sont solutions du problème PV . En utilisant maintenant l'hypothèse

de petitesse (4.79) ainsi que 2), nous en déduisons que

(4.81) u1 = u2.
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Nous ombinons (4.80) et (4.81) pour voir que σ1 = σ2, e qui ahève la démonstration.

5) Soit u, une solution du Problème P ′
V et σ, une solution du Problème P ′D

V . Soit

(4.82) σ̃ = Fε(u).

Alors le Théorème 4.7 1) garantit que σ̃ est une solution du problème P ′D
V . L'uniité

de la solution démontrée en 4) permet de dire que

(4.83) σ̃ = σ.

Les égalités (4.82) et (4.83) impliquent que σ = Fε(u). �

Supposons dans e qui suit que (4.7), (4.8), (4.10), (4.34), (4.35) et (4.79) sont

véri�és. Alors le Théorème 4.7 nous garantit l'uniité de la solution à la fois dans

le as de la formulation variationnelle primale P ′
V et dans le as de la formulation

variationnelle duale P ′D
V . De plus, ela montre que si le hamp de déplaements u est

solution de la formulation variationnelle primale P ′
V et que le hamp de ontraintes σ

est solution de la formulation variationnelle duale P ′D
V , alors u et σ sont reliés par la loi

onstitutive élastique σ = Fε(u). La paire (u,σ) est alors désignée sous l'appellation

solution faible du problème de ontat ave frottement P ′
V et nous en onluons que

e problème a une unique solution faible. Notons, par ailleurs, que la ondition (4.79)

représente une inégalité de petitesse pour le oe�ient de frottement. Quant à savoir

si ette ondition représente une aratéristique intrinsèque du problème de ontat

frottant P ′
ou s'il s'agit juste d'une limitation inhérente à nos outils mathématiques,

la question reste à e jour ouverte. Pour �nir, préisons que bien que les simulations

numériques �gurant dans e Chapitre soient basées sur la formulation en déplaement,

i.e. primale, il a déjà été proposé dans [86, 87℄ des résultats numériques obtenus via la

formulation duale, autrement dit en ontraintes.

4.4 Un résultat de onvergene

Revenons maintenant au problème d'origine, à savoir le Problème PV , et intéres-
sons nous au omportement de la solution lorsque l'on introduit une perturbation

dans les données. De nombreux as pourraient être onsidérés mais, par souis de

simpliité, nous nous limiterons à démontrer que la solution dépend ontinûment de

la fontion de ompliane normale p ainsi que des densités de fore volumique et de

tration surfaique f0 et f2, respetivement. Par onséquent, on suppose dans e qui
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suit que (4.7)�(4.11) et (4.20) sont véri�és et nous désignons par u la solution du

Problème PV obtenue via le Théorème 4.1. Pour haque ρ > 0 soient pρ, f 0ρ et f 2ρ,

les perturbations de p, f0 et f2, respetivement, qui satisfont les onditions (4.7) et

(4.10), respetivement. Nous onsidérons alors la perturbation suivante du Problème

variationnel PV .
Problème Pρ

V . Trouver un hamp de déplaements approhé uρ tel que

(4.84) uρ ∈ U, (Auρ, v−uρ)V + jρ(uρ, v)−jρ(uρ,uρ) ≥ (fρ, v−uρ)V ∀v ∈ U.

Dans e qui va suivre les fontions jρ et fρ sont dé�nies par les égalités (4.14) et

(4.15) dans lesquelles p, f 0 et f2 sont remplaés par pρ, f0ρ et f2ρ, respetivement,

i.e.

jρ(u, v) =

∫

Γ3

µ(‖uτ‖) pρ(uν)‖vτ‖ da ∀u ∈ U, v ∈ V,(4.85)

(f ρ, v)V =

∫

Ω

f0ρ · v dx,+
∫

Γ2

f 2ρ · v da ∀v ∈ V.(4.86)

Alors, d'après le Théorème 4.1, pour haque ρ > 0, le Problème Pρ
V a une unique

solution uρ. Considérons maintenant les hypothèses suivantes :

(4.87)





Il existe G : R+ → R+ tel que
(a) |pρ(x, r)− p(x, r)| ≤ G(ρ)(|r|+ 1)
∀r ∈ R, p.p. x ∈ Γ3 pour chaque ρ > 0,

(b) lim
ρ→0

G(ρ) = 0.

f0ρ → f 0 dans L2(Ω)d lorsque ρ→ 0.(4.88)

f2ρ → f 2 dans L2(Γ2)
d lorsque ρ→ 0.(4.89)

Nous avons le résultat de onvergene suivant, qui onstitue le résultat prinipal

de ette setion.

Théorème 4.10. Sous les onditions (4.87)�(4.89) et sous réserve que le problème PV
admette une unique solution, la solution uρ du Problème Pρ

V onverge vers la solution

u du Problème PV , i.e.

(4.90) uρ → u dans U lorsque ρ→ 0.
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Démonstration. Soit ρ > 0. Nous prenons v = u dans (4.84), v = uρ dans (4.19),

puis nous ajoutons membre à membre les inégalités obtenues pour trouver

(Auρ −Au,uρ − u)V(4.91)

≤ j(u,uρ)− j(u,u) + jρ(uρ,u)− jρ(uρ,uρ) + (f ρ − f ,uρ − u)V .

Nous estimons maintenant haque terme de l'inégalité préédente. En utilisant (4.11),

(4.14) et (4.85) il se trouve que

j(u,uρ)− j(u,u) + jρ(uρ,u)− jρ(uρ,uρ)

=

∫

Γ3

µ(‖uτ‖)p(uν)(‖uρτ‖ − ‖uτ‖) da

+

∫

Γ3

µ(‖uρτ‖)pρ(uρν)(‖uτ‖ − ‖uρτ‖) da

≤
∫

Γ3

µ0(p(uν)− pρ(uρν))(‖uρτ‖ − ‖uτ‖) da.

Par onséquent, en érivant

p(uν)− pρ(uρν)

= p(uν)− p(uρν) + p(uρν)− pρ(uρν)

et en utilisant (2.4), (4.10) et (4.87), après alul, nous trouvons que

j(u,uρ)− j(u,u) + jρ(uρ,u)− jρ(uρ,uρ)(4.92)

≤ c20Lp µ0‖uρ − u‖2V + c20µ0 G(ρ)‖uρ‖V ‖uρ − u‖V

+c0µ0 G(ρ) (mes(Γ3)
1/2)‖uρ − u‖V .

En�n en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwartz nous obtenons que

(4.93) (fρ − f ,uρ − u)V ≤ ‖f ρ − f‖V ‖uρ − u|V .

Alors, en ombinant les résultats de (4.91)�(4.93) et (4.21), nous déduisons que

(mF − c20Lp µ0) ‖uρ − u‖V

≤ c0 µ0 G(ρ)(mes(Γ3)
1/2 + c0‖uρ‖V ‖) + ‖fρ − f‖V .(4.94)
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Si l'on onsidère à présent l'hypothèse de petitesse (4.79), mF > c20(p0mµ + µ0Lp) >

c20Lp µ0, il déoule de e qui préède que

‖uρ − u‖V ≤ c1 G(ρ)(1 + ‖uρ‖V ‖) + ‖fρ − f‖V(4.95)

où c1 est une onstante positive qui ne dépend pas de ρ.

Maintenant, nous prenons v = 0V dans (4.84) et utilisons (4.7)() pour voir que

mF‖uρ‖2V ≤ (fρ,uρ)V − (F0Q, ǫ(uρ))Q,

e qui implique que

‖uρ‖V ≤ 1

mF
(‖fρ‖V + ‖F0Q‖Q).(4.96)

En outre, dans la mesure où fρ → f , il existe une onstante positive α qui ne dépend

pas de ρ tel que

‖fρ‖V ≤ α.

Par suite

‖uρ − u‖V ≤ c1 G(ρ)(1 +
1

mF
(α + ‖F0Q‖Q)) + ‖fρ − f‖V .(4.97)

Le résultat de onvergene (4.90) n'est alors plus qu'une onséquene de l'inégalité

(4.97) ombinée ave les hypothèses (4.87), (4.88) et (4.89). �

4.5 Approximation numérique

Cette setion, dont on peut retrouver les détails dans [23℄, est onsarée à la dis-

rétisation du Problème PV et à l'obtention d'un résultat d'estimation théorique de

l'erreur de disrétisation par éléments �nis. Dans e qui va suivre, nous supposons que

(4.7)�(4.11) et (4.20) sont véri�és et que par onséquent, d'après le Théorème 4.1, le

Problème PV a une unique solution. L'approximation variationnelle du problème PV
est basée sur une disrétisation par éléments �nis dans laquelle nous onsidérons un

domaine polyédrique Ω et hoisissons une famille d'éléments �nis réguliers onstituant

une partition de Ω. Soit V h ⊂ V , un espae de fontions linéaires ontinues par mor-

eaux qui s'annulent en Γ1. Ii, h > 0 désigne le paramètre de disrétisation spatiale.

Soit Uh ⊂ V h
, une partie non vide, onvexe, et fermée approhant U . Nous prendrons
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le as Uh ⊂ U . Soit V h ⊂ V , un sous-espae d'éléments �nis de fontions linéaires par

moreaux et ompatibles ave la partition de la frontière Γ . Nous dé�nissons l'ensemble

(4.98) Uh = { vh ∈ V h : vhν ≤ g p.p. sur Γ3 }.

On onsidère ii l'ensemble de dimension �nie Uh ⊂ U pour le domaine polygonal. La

ondition vhν ≤ g sur la frontière Γ3 est satisfaite aux noeuds, i.e., vhν ≤ gI , où gI est

la fontion d'interpolation linéaire de la fontion g.

Ensuite nous onsidérons le problème approhé suivant pour le Problème PV .
Problème Ph

V . Trouver un hamp de déplaements disret uh tel que

uh ∈ Uh, (Auh, vh − uh)V + j(uh, vh)− j(uh,uh)(4.99)

≥ (f , vh − uh)V ∀vh ∈ Uh.

Sous les hypothèses du Théorème 4.1, et ave des arguments similaires, il est faile

de véri�er que le système disret (4.99) a une unique solution. Nous passons maintenant

à l'analyse de l'erreur entre les solutions du Problème PV et Ph
V .

Théorème 4.11. Sous les onditions (4.7)�(4.11) et (4.20), il existe une onstante c

indépendante de h telle que

(4.100) ‖u− uh‖V ≤ c inf
vh∈Uh

(
‖u− vh‖V + ‖u− vh‖

1
2
V + ‖u− vh‖

1
2

L2(Γ3)

)
.

Démonstration. Selon (4.7)() et (4.10)(e), pour haque vh ∈ Uh, nous avons

mF ‖ε(u)− ε(uh)‖2V(4.101)

≤ (Fε(u)−Fε(uh), ε(u)− ε(uh))

≤ (Fε(u)− Fε(uh), ε(u)− ε(uh)) +

∫

Γ3

(p(uν)− p(uhν))(uν − uhν) da

= (Au− Auh,u− uh)

= (Au−Auh,u− vh) + (Au, vh − uh)− (Auh, vh − uh).

Nous utilisons alors (4.19) ave v = uh et (4.99) pour trouver que

(Au, vh − uh)− (Auh, vh − uh) ≤ (Au, vh − u)(4.102)

+j(uh, vh)− j(uh,uh) + j(u,uh)− j(u,u) + (f ,u− vh)V .
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Alors ave (4.101) et (4.102),

(4.103) mF ‖ε(u)− ε(uh)‖2V ≤ R1 +R2 +R3 +R4,

où

R1 = (Au− Auh,u− vh),

R2 = (Au, vh − u) + j(u, vh)− j(u,u)− (f , vh − u)V ,

R3 = j(u,uh)− j(uh,uh) + j(uh,u)− j(u,u),

R4 = j(uh, vh)− j(u, vh) + j(u,u)− j(uh,u).

Maintenant nous herhons une estimation de haun des termes. Pour le premier,

nous avons la même inégalité qu'en (4.22)

|R1| ≤
∣∣∣
∫

Ω

(Fε(u)− Fε(uh)) · ε(u− vh) dx(4.104)

+

∫

Γ3

(p(uν)− p(uhν))(uν − vhν ) da
∣∣∣

≤ LF ‖u− uh‖V ‖u− vh‖V + Lp ‖u− uh‖L2(Γ3) ‖u− vh‖L2(Γ3)

≤ (LF + c20Lp) ‖u− uh‖V ‖u− vh‖V .

Le seond terme R2 peut être vu omme un résidu. Nous avons

R2 =

∫

Ω

Fε(u) · ε(vh − u) dx+

∫

Γ3

p(uν)(v
h
ν − uν) da

+

∫

Γ3

µ(‖uτ‖) p(uν)(‖vhτ‖ − ‖uτ‖) da− (f , vh − u)V .

De là, nous pouvons obtenir l'estimation

|R2| ≤ (‖Fε(u)‖V + ‖f‖V ) ‖ε(u− vh)‖V(4.105)

+(1 + µ0)‖p(uν)‖L2(Γ3) ‖u− vh‖L2(Γ3).

Par analogie ave (4.31), nous obtenons

(4.106) |R3| ≤ c20 (p0mµ + µ0Lp) ‖u− uh‖2V .
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Pour le dernier terme R4, nous avons

|R4| = |j(uh, vh)− j(uh,u) + j(u,u)− j(u, vh)|(4.107)

=
∣∣∣
∫

Γ3

(
µ(‖uτ‖)p(uν)− µ(‖uhτ‖)p(uhν)

)
(‖uτ‖ − ‖vhτ‖) da

∣∣∣

≤
∫

Γ3

|
(
µ(‖uτ‖)p(uν)− µ(‖uhτ‖)p(uhν)

)
| ‖uτ − vhτ‖ da

≤
∫

Γ3

|µ(‖uhτ‖)(p(uν)− p(uhν))| ‖u− vh‖ da

+

∫

Γ3

|µ(‖uτ‖)− µ(‖uhτ‖))p(uν)| ‖u− vh‖ da

≤ µ0Lp ‖u− uh‖L2(Γ3) ‖u− vh‖L2(Γ3) + 2µ0‖p(uν)‖L2(Γ3) ‖u− vh‖L2(Γ3)

≤ c20µ0Lp ‖u− uh‖V ‖u− vh‖V + 2µ0‖p(uν)‖L2(Γ3) ‖u− vh‖L2(Γ3).

Si µ(·) est ontinue Lipshitzienne ave une onstante Lµ, alors nous pouvons ob-
tenir une estimation un peu plus �ne pour e terme, à savoir

|R4| ≤ c20 (p0Lµ + µ0Lp) ‖u− uh‖V ‖u− vh‖V .
Sous l' hypothèse de petitesse (4.20), par absorption du troisième terme R3 (4.106),

en utilisant l'inégalité élémentaire

ab ≤ δa2 +
1

4δ
b2, ∀δ > 0, ∀(a, b) ∈ R

2

nous pouvons prouver (4.100) aisément. �

Notons que nous obtenons l'estimation de l'erreur grâe à l'inégalité de la trae sur

la frontière Γ3,

‖u− uh‖V = O
(√

inf
vh∈Uh

‖u− vh‖V
)
.

C'est une estimation d'erreur du même ordre que elle présentée dans [20℄ pour un autre

modèle mathématique de ontat. Elle n'est toutefois pas optimale. Ci-dessous sont

proposées des estimations d'erreur optimales ave une hypothèse d'extra-régularité de

la solution.

Théorème 4.12. Sous les hypothèses du Théorème 4.11 et ave στ ∈ L2(Γ3)
d
, il existe

une onstante c indépendante de h telle que,

(4.108) ‖u− uh‖V ≤ c inf
vh∈Uh

(
‖u− vh‖V + ‖u− vh‖

1
2

L2(Γ3)

)
.
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Démonstration. Nous alulons une estimation de R2 ave une hypothèse d'extra

regularité de la solution στ ∈ L2(Γ3)
d
. D'après l'égalité (4.16), nous avons

|R2| ≤
∣∣∣
∫

Γ3

σν(v
h
ν − uν) da+

∫

Γ3

στ · (vhτ − uτ ) da
∣∣∣

+
∣∣∣
∫

Γ3

p(uν)(v
h
ν − uν) da+

∫

Γ3

µ(‖uτ‖) p(uν)(‖vhτ‖ − ‖uτ‖) da
∣∣∣

≤
(
‖σν‖L2(Γ3) + ‖στ‖L2(Γ3)d + (1 + µ0)‖p(uν)‖L2(Γ3)

)
‖u− vh‖L2(Γ3)

≤ c ‖u− vh‖L2(Γ3).

De là, nous obtenons le résultat (4.108). �

Pour e�etuer l'estimation de l'erreur, supposons que

(4.109) u ∈ H2(Ω)d, u|Γ3 ∈ H2(Γ3)
d.

Soit Πhu ∈ Vh, une interpolation linéaire par élément �ni de la solution u. Dans la

mesure où la solution u appartient à U , i.e. uν ≤ g, nous pouvons en déduire que Πhu

appartient également à Uh
.

L'appliation de la théorie standard sur l'interpolation en élément �ni (f. [43℄)

donne

‖u−Πhu‖V ≤ c h ‖u‖H2(Ω)d ,

‖u−Πhu‖L2(Γ3)N ≤ c h2‖u‖H2(Γ3)d .

Par onséquent, sous l'hypothèse de régularité (4.109), nous avons l'estimation opti-

male de l'erreur suivante

‖u− uh‖V ≤ c h,

où la onstante c est indépendente de h. La setion suivante aura, entre autres, pour

objet l'obtention d'une validation numérique de e résultat.

4.6 Simulations numériques

Il s'agit maintenant de présenter quelques simulations numériques illustrant le om-

portement de la solution du problème de ontat ave frottement PV . On s'intéressera

en partiulier à l'interprétation des résultats numériques ainsi qu'à la validation nu-

mérique de l'estimation de l'erreur et à l'illustration du résultat de onvergene de la

solution du problème perturbé obtenues dans les setions préédentes.
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La solution numérique du problème PV est basée sur une proédure itérative qui

onduit à une suite de problèmes onvexes, omme dans [20℄ et [22℄. Pour haque ité-

ration de "onvexi�ation", le oe�ient de frottement µ(‖uτ‖) est �xé à une valeur

donnée qui dépend du déplaement tangentiel de la solution uτ trouvée dans l'itéra-

tion préédente. De e fait, les outils lassiques de programmation onvexe sont alors

utilisables sur haque itération de "`onvexi�ation"'. La proédure peut être dérite

de la manière suivante :

Soient ǫ > 0 et uh,(0) données.

Pour m = 0, 1 . . . ,

Problème Ph
V c . Trouver un hamp de déplaements disret uh,(m+1) ∈ V h

,

un hamp de ontraintes normales disret ξh,(m+1)
ν ∈ Y h

ν

et un hamp de ontraintes tangentielles disret ξh,(m+1)
τ ∈ Y h

τ tels que

(Auh,(m+1) − f , vh)V =

∫

Γ3

ξh,(m+1)
ν · vhν d Γ +

∫

Γ3

ξh,(m+1)
τ · vhτ d Γ ∀vh ∈ V h

(4.110)

ave − ξh,(m+1)
ν ∈ ∂ϕν(Πhu

h,(m+1)
ν ) + p(Πhu

h,(m+1)
ν ) sur Γ3

(4.111)

et − ξh,(m+1)
τ ∈ µ(|Πhu

h,(m)
τ |)p(Πhu

h,(m+1)
ν )∂ϕτ (Πhu

h,(m+1)
τ ) sur Γ3

(4.112)

jusqu'à ‖uh,(m+1) − uh,(m)‖V ≤ ǫ‖uh,(m)‖V
et ‖ξh,(m+1) − ξh,(m)‖L2(Γ3)d ≤ ǫ‖ξh,(m)‖L2(Γ3)d.

Les fontions ϕν et ϕτ étant dé�nies en (1.85) et (3.33), respetivement. Les problèmes

itératifs onvexes non di�érentiables résultants sont alors résolus par des méthodes

lassiques. D'autres méthodes numériques visant à traiter de tels problèmes, y om-

pris la méthode "proximal bundle", peuvent être trouvées dans [59, 101, 102, 141℄.

D'autre part, les onditions de ontat ave frottement sont onsidérées en utilisant

une approhe numérique basée sur la ombinaison d'une méthode de pénalisation,

pour traiter les onditions de ompliane normale, et d'une méhode du Lagrangien

augmenté pour le ontat unilatéral, une fois que le seuil de pénétration g a été at-

teint. De e fait, nous onsidérons des noeuds supplémentaires dans le maillage initial,

ii �tifs, pour le traitement des multipliateurs de Lagrange. La onstrution de es

noeuds dépend de l'élément de ontat utilisé dans la disrétisation géométrique de Γ3.

115



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problèmes de ontat

Pour l'exemple i-dessous, il s'agit d'un élément �noeud-rigide", omposé d'un noeud

sur Γ3 et d'un noeud multipliateur de Lagrange. Pour de plus amples informations

sur l'étape de disrétisation et les aspets numériques du traitement du ontat, om-

prenant en partiulier des algorithmes similaires à eux utilisés ii, nous pouvons nous

référer à [79, 81, 88, 143℄.

Exemple numérique.Nous nous intéressons à un exemple numérique bi-dimensionnel

dérivant la ompression d'une balle ontre une fondation (f Figure 4.1 ). Nous onsi-

dérons un domaine Ω omme suit :

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : (x1 − 10)2 + (x2 − 10)2 ≤ 102
}
,

Γ1 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x1 ≤ 10− 5
√
2, (x1 − 10)2 + (x2 − 10)2 = 102

}
,

Γ2 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x1 + x2 ≥ 20, (x1 − 10)2 + (x2 − 10)2 = 102
}
,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x2 ≤ 10− 5
√
2, (x1 − 10)2 + (x2 − 10)2 = 102

}
.

Le domaine Ω représente la oupe transversale d'un orps déformable en trois

dimensions soumis à l'ation de fores de tration de manière à e que l'hypothèse des

ontraintes planes soit véri�ée. Conernant les onditions de Dirihlet, la omposante

vertiale est �xée à la valeur u1 sur le bord Γ1. Ainsi, u1 = (0, u1). Les fores de

tration vertiale de densité f 2 agissent sur la partie

{
(x1, x2) ∈ R

2 : x2 ≥ 10 + 5
√
2, (x1 − 10)2 + (x2 − 10)2 = 102

}

de la frontière Γ2 alors que le reste de Γ2 est laissé libre. Nous supposons qu'auune

fore volumique n'agit sur le orps Ω. Pour la disretisation, nous avons utilisé 20312

éléments �nis élastiques et 128 éléments de ontat. Nous atteignons alors un total de

20954 degrés de liberté.

Le omportement du matériau est modélisé par une loi onstitutive linéaire élas-

tique dans laquelle le tenseur d'élastiité F satisfait

(Fε)αβ =
Eκ

(1 + κ)(1− 2κ)
(ε11 + ε22)δαβ +

E

1 + κ
εαβ, 1 ≤ α, β ≤ 2.

Ave E, le module de Young, κ, le oe�ient de Poisson et δαβ le symbole de Kroneker.
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layer of

Figure 4.1 : Con�guration initiale d'un exemple en dimension 2.

Pour les simulations numériques, nous onsidérons les données suivantes :

E = 200GPa, κ = 0.3,

u1 = 1m, f 0 = (0, 0)GPa, f2 = (−4, 0)GPa.m sur Γ2,

f 0ρ = (0,−ρ)GPa, f 2ρ = (−(4 + ρ), 0)GPa.m sur Γ2,

p(r) = cν [r]+, cν = 10GPa, g = 0.5m,

pρ(r) = (cν + ρ)[r]+.

De plus, nous supposons que le oe�ient de frottement satisfait l'égalité µ = µ(‖uτ‖),
où µ : R+ → R+ étant la fontion non monotone donnée par

µ(r) = (a− b) · e−αr + b,

déjà introduite dans 1.4.4.

Nos résultats sont présentés dans les Figures 4.2 � 4.6 et sont dérits dans e qui

suit.
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CU/S=

CN/S=

zoom

CN/S+

CN/S=

CN/S+

Figure 4.2 : Maillage déformé, fores de ontat et statut de ontat sur Γ3 pour

a = 2, b = 0.02, α = 1.

Tout d'abord, dans la Figure 4.2 , le maillage déformé et les fores de ontat

sont représentés dans le as a = 2, b = 0.002 et α = 1 orrespondant à une loi de

frottement non-monotone. Pour rappel, le ontat suit une ondition de ompliane

normale assoiée à une loi de frottement se de Coulomb tant que la pénétration

est inférieure à la limite g = 0.5m et, quand ette limite est atteinte, il suit une

ondition unilatérale assoiée à une loi de frottement de Tresa. Le omportement

de ette fondation est de type élastique-rigide et peut être interprété physiquement

omme suit : la fondation est supposée onstituée d'un matériau rigide surmonté d'une

ouhe déformable d'épaisseur g. Sur la surfae de ontat dérite dans la Figure 4.2

nous observons les di�érents statuts de ontat ave frottement. Ainsi, dans la partie

médiane de la zone de ontat Γ3, nous onstatons qu'une proportion non négligeable

des noeuds en ontat est en statut de ontat unilateral (CU) ; ii, la ouhe d'aspérités

d'épaisseur g = 0.5m a été omplètement érasée et, par suite, uν = g ; de plus, la fore

de frottement, en norme, n'atteint pas le seuil µ(‖uτ‖)p(uν) et, de e fait, es points
sont en statut d'adhérene (CU/S=). Ensuite, les noeuds de ontat sur les extrémités

de Γ3 sont en statut de ompliane normale (CN) puisque, à et endroit, la pénétration

est telle que 0 < uν < g ; en outre, la norme de la fore de frottement atteint le

seuil µ(‖uτ‖)p(uν) et, par onséquent, es points sont en statut de glissement avant

(CN/S+). Les régions dérites plus haut sont séparées par deux zones dans lesquelles

les noeuds sont en statut de ompliane normale ave adhérene (CN/S=) ; ii, ni la

valeur ritique de pénétration g ni le seuil de frottement ne sont atteints.
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g=0.5m g=0.5m

b=a=2 a=b=0.002

α=1 α=1

Figure 4.3 : Maillages déformés et fores de ontat (as a = b).

Dans la Figure 4.3 , nous avons représenté deux maillages déformés et les fores de

ontat assoiées orrespondant à une loi de frottement monotone. Notons que dans

le as a = b = 2, le omportement de la solution est pratiquement similaire à elui

obtenu dans le as non-monotone a 6= b. A l'inverse, le as a = b = 0.002 présente

des di�érenes notables. Cela vient du fait que le oe�ient de frottement µ, et par

onséquent le seuil de frottement µp(uν), est faible e qui implique que les noeuds de

ontat sont tous en statut de glissement.

g=0m g=10m

b=0.002

a=2 a=2

b=0.002

α=1 α=1

Figure 4.4 : Maillages déformés et fores de ontat pour g = 0m et g = 10m.

Dans la Figure 4.4 , les on�gurations déformées et les fores de ontat asso-
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iées sont représentées pour deux valeurs du paramètre g qui représente, pour rappel,

l'épaisseur de la ouhe déformable. Notre objetif est ii de montrer que, ave un

hoix judiieux de e paramètre, il est possible de faire en sorte que les onditions

de ontat ave frottement (4.5)�(4.6) se ramènent à des onditions de ontat sans

frottement. Tout d'abord, le as g = 0m orrespond à un problème de ontat sans

frottement ave les onditions de Signorini ; ii la valeur du seuil de frottement de

Tresa est égale à zéro puisque p(0) = 0 et, de e fait, tous les noeuds sont en statut

de ontat unilatéral ave glissement quelle que soit la valeur de µ et στ = 0. Ensuite,

le as g = 10m orrespond à un problème de ontat frottant ave une ondition de

ompliane normale assoiée à une loi de frottement se de Coulomb ; ii la valeur de g

est su�samment grande ; elle n'est don pas atteinte ; la pénétration est don positive

en haque noeud et fontion linéaire de la omposante normale de la fore de ontat.

g=0.5

a=1
b=0.5

α=1
g=0.5

a=1
b=0.5

α=100

Figure 4.5 : Maillages déformés et fores de ontat pour α = 1 et α = 100.

Dans la Figure 4.5 , on s'intéresse à l'impat de la valeur de α sur le orps déformé

et les fores de ontat. Bien que la di�érene entre les simulations pour les deux

valeurs de α hoisies ne soit pas véritablement signi�ative, il onvient de noter que

l'augmentation de e paramètre aentue la déroissane du oe�ient de frottement,

et par là même la non-onvexité de la fontion qui régit le-dit oe�ient. Un tel

phénomène est bien on�rmé par l'augmentation onséquente du temps CPU et du

nombre d'itérations de onvexi�ation en modi�ant α (6 pour α = 1 ontre 68 pour

α = 100).
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α

ρ
b=0.02

g=0.5
    =1
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ρ

α
g=0.5

b=0.02

    =1
 a=2

  =2   =0.01

Figure 4.6 : Maillages déformés et fores de ontat pour ρ = 20, ρ = 10, ρ = 2 et

ρ = 10−2
.

A�n d'illustrer le résultat de onvergene de la setion 4.4, la Figure 4.6 présente

le orps déformé et les fores de ontat pour 4 valeurs du paramètre ρ. Bien que le

maillage déformé et les fores de ontat apparaissent bien di�érents de eux présentés

dans la Figure 4.2 , ette di�érene s'amenuise à mesure que ρ tend vers 0. Pour

ρ = 10−2
, le maillage déformé et les fores de ontat sont très prohes de eux pour

ρ = 0, on�rmant ainsi le résultat de onvergene.

Remarque 4.13. Par rapport à l'estimation de l'erreur, l'ordre de onvergene de la

solution du problème perturbé vers la solution du problème d'origine revêt beauoup

moins d'importane ; 'est la raison pour laquelle on se ontentera d'une validation
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qualitative du résultat de onvergene théorique obtenu dans le setion 4.4.

Estimation d'erreur. A�n de véri�er la onvergene du shéma disret et d'illustrer

l'estimation d'erreur optimale obtenue dans la Setion 4.5, nous avons déterminé une

suite de solutions numériques en utilisant une triangularisation uniforme du orps ave

un paramètre de disretisation h. Dans la mesure où une telle proédure est déliate

pour une géométrie sphérique, il lui a été préféré un domaine Ω de forme arrée, i.e.

Ω = (0, L)× (0, L) ⊂ R2
ave L > 0 et

Γ1 = {0} × [0, L], Γ2 = ({L} × [0, L]) ∪ ([0, L]× {L}), Γ3 = [0, L]× {0}.

Le domaine Ω représente, une fois enore, la oupe transversale d'un orps élastique

en trois dimensions soumis à l'ation de fores de tration de manière à e que l'hy-

pothèse des déformations planes soit valide. Les approximations de l'estimation de

l'erreur numérique ‖u − uh‖V sont établies pour plusieurs valeurs du paramètre de

disrétisation spatiale h. Ii, la frontière Γ de Ω est divisée en 1/h parties égales. Nous

ommençons le alul ave h = 1/2 puis proédons par des divisions suessives par

deux du pas. La solution numérique orrespondant à h = 1/256 est onsidérée omme

étant la solution �exate", et sert de référene pour dé�nir les erreurs de la solution

numérique pour des valeurs de h plus élevées. Les résultats numériques sont présentés

dans la Figure 4.7 dans laquelle la relation entre l'estimation de l'erreur ‖u− uh‖V
et h est traée. Pour �nir, notons que es résultats valident l'estimation théorique de

l'erreur obtenue dans la Setion 4.5 qui se traduit par un omportement linéairement

asymptotique de l'erreur.
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Figure 4.7 : Estimation de l'erreur numérique.

123



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problèmes de ontat

124



Chapitre 5

Problème visoélastique de ontat

ave ontraintes unilatérales et

réponse normale instantanée

Dans e Chapitre, nous onsidérons un problème quasistatique modélisant le ontat

entre un orps visoelastique ave mémoire et un obstale faisant �gure de fondation.

Dans le Chapitre 4, le ontat était dérit à l'aide d'une loi de ompliane normale

ouplée à des onditions de Signorini en déplaement ; ette fois nous nous intéressons

au même type de loi mais formulée en vitesse. Quant au frottement il s'agit ii d'une loi

de Coulomb monotone, formulée une nouvelle fois en vitesse. Dans la première setion

de e Chapitre, nous présentons la formulation forte du problème et les hypothèses

néessaire à l'obtention d'une formulation variationnelle. Dans la setion 2, nous abor-

dons la question de l'existene et de l'uniité de la solution faible du problème. Dans

la setion 3, nous étudions un résultat de onvergene. Plus préisément, nous établis-

sons que la solution du problème d'origine dans lequel est introduite une perturbation

de ertaines données onverge vers la solution du problème non perturbé lorsque la

perturbation tend vers 0. Dans la setion 4, nous proposons une estimation théorique

optimale de l'erreur de disrétisation. En�n, la setion 5 est onsarée aux simulations

numériques permettant ainsi d'étudier le omportement de la solution et de donner

une validation numérique du résultat de onvergene et de l'estimation théorique de

l'erreur de disrétisation. Ce Chapitre a fait l'objet de l'artile [26℄.
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5.1 Modèle

Le problème étudié se formule de la manière suivante :

Problème P. Trouver un hamp de déplaements u : Ω × R+ → Rd
et un hamp de

ontraintes σ : Ω × R+ → Sd tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +
∫ t

0

K(t− s)ε(u̇(t))ds dans Ω,(5.1)

Divσ(t) + f 0(t) = 0 dans Ω,(5.2)

u(t) = 0 sur Γ1,(5.3)

σ(t)ν = f 2(t) sur Γ2,(5.4)

u̇ν(t) ≤ g, σν(t) + p(u̇ν(t)) ≤ 0,

(u̇ν(t)− g)(σν(t) + p(u̇ν(t))) = 0

}
sur Γ3,(5.5)

‖στ (t)‖ ≤ µ p(u̇ν(t)),

−στ (t) = µ p(u̇ν(t))
u̇τ (t)

‖u̇τ (t)‖
si u̇τ (t) 6= 0




 sur Γ3.(5.6)

pour tout t ∈ R+ et, de plus,

(5.7) u(0) = u0 dans Ω.

L'équation (5.1) représente la loi onstitutive visoélastique du matériau, préédem-

ment introduite dans la sous-setion 1.2.3. L'équation (5.2) est l'équation d'équilibre

exprimée ii dans le as d'un proessus quasistatique. Les onditions (5.3) et (5.4)

désignent respetivement les onditions aux limites de Dirihlet et de Neumann. Les

relations (5.5) et (5.6) aratérisent les onditions de ontat ave frottement, à savoir

une réponse normale instantanée ouplée aux onditions de ontraintes unilatérales en

vitesse et une loi de frottement de Coulomb déja dérites dans (1.28) et (1.36) respe-

tivement. En�n, (5.7) est la ondition initiale dans laquelle u0 désigne le déplaement

initial.

A�n d'étudier l'existene et l'uniité de la solution du problème variationnel assoié

au problème méanique (5.1)�(5.7) nous supposons que les opérateurs de visosité et
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d'élastiité ainsi que le tenseur de relaxation satisfont les onditions suivantes.

(5.8)






(a) A : Ω × Sd → Sd.
(b) Il existe LA > 0 tel que

‖A(x, ε1)−A(x, ε2)‖ ≤ LA‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ S

d, p.p. x ∈ Ω.
(c) Il existe mA > 0 tel que

(A(x, ε1)−A(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mA ‖ε1 − ε2‖2
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) L′ application x 7→ A(x, ε) est mesurable sur Ω,
pour n′importe quel ε ∈ Sd.

(e) L′ application x 7→ A(x, 0Sd) appartient à Q.

(5.9)





(a) B : Ω × Sd → Sd.
(b) Il existe LB > 0 tel que

‖B(x, ε1)− B(x, ε2)‖ ≤ LB‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) L′ application x 7→ B(x, ε) est mesurable sur Ω,
pour n′importe quel ε ∈ Sd.

(d) L′ application x 7→ B(x, 0Sd) appartient à Q.

(5.10) K ∈ C(R+,Q∞).

Nous supposons également que les grandeurs f0 et f 2 sont dotées de la régularité

suivante

(5.11) f0 ∈ C(R+, L
2(Ω)d), f 2 ∈ C(R+, L

2(Γ2)
d).

La fontion g est telle que

(5.12)





(a) g : Γ3 → R+.
(b) Il existe G > 0 tel que g(x) ≤ G p.p. x ∈ Γ3.
(c) L′ application x 7→ g(x) est continue sur Γ3.

En�n, la fontion de réponse normale instantanée, le oe�ient de frottement et le

déplaement initial satisfont

(5.13)





(a) p : Γ3 × R → R+.
(b) Il existe Lp > 0 tel que

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp|r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) L′ application x 7→ p(x, r) est mesurable sur Γ3,
pour n′importe quel r ∈ R.

(d) (p(x, r1)− p(x, r2)) (r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(e) p(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.
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(5.14) µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3.

(5.15) u0 ∈ V.

Nous nous oupons maintenant de la formulation variationnelle du Problème P.
Nous introduisons pour ela un ensemble de vitesses admissibles U ainsi que les fon-

tions j : U × U → R, f : R+ → V de�nies par

U = { v ∈ V : vν ≤ g p.p. sur Γ3 },(5.16)

j(w, v) =

∫

Γ3

µ p(wν)‖vτ‖ da ∀w ∈ U, v ∈ V,(5.17)

(f (t), v)V =

∫

Ω

f0(t) · v dx+
∫

Γ2

f 2(t) · v da ∀v ∈ V, t ∈ R.(5.18)

Supposons que (u,σ) sont des fontions su�sament régulières satisfaisant (5.1)�

(5.7) et soient t ∈ R+ et v ∈ U . Nous e�etuons une intégration par partie et utilisons

la dé�nition (5.18) a�n d'obtenir :

(σ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))Q = (f (t), v − u̇(t))V(5.19)

+

∫

Γ3

σν(t)(vν − u̇ν(t)) da+

∫

Γ3

στ (t) · (vτ − u̇τ ) da.

Maintenant, nous utilisons les onditions (5.5), (5.6) et la dé�nition (5.16) pour obtenir

∫

Γ3

σν(t)(vν − u̇ν(t)) da ≥ −
∫

Γ3

p(u̇ν(t))(vν − u̇ν(t)) da,(5.20)

∫

Γ3

στ (t) · (vτ − u̇τ (t)) da(5.21)

≥
∫

Γ3

µ p(u̇ν(t))‖u̇τ (t)‖ da−
∫

Γ3

µ p(u̇ν(t))‖vτ‖ da.

Ensuite, nous ombinons (5.19)�(5.21) ainsi que la dé�nition (5.17) pour déduire que

(σ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))Q + (p(u̇ν(t)), vν − u̇ν(t))L2(Γ3)(5.22)

+j(u̇(t), v)− j(u̇(t), u̇(t)) ≥ (f , v − u̇(t))V ∀v ∈ U.
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D'autre part, (5.3), (5.5), (5.15) et (5.16) montre que

(5.23) u̇(t) ∈ U, u(t) ∈ V.

En�n, nous ombinons l'égalité (5.22) ave la loi onstitutive (5.1), la régularité

(5.23) et la ondition initiale (5.7) pour obtenir la formulation variationnelle suivante

pour le Problème P.

Problème PV . Trouver un hamp de déplaements u ∈ C1(R+;V ) tel que u(0) = u0

et pour tout t ∈ R+ :

u̇(t) ∈ U, (Aε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))Q + (Bε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))Q(5.24)

+
(∫ t

0

K(t− s)ε(u̇(t)) ds, ε(v)− ε(u̇(t)
)
Q
+ (p(u̇ν(t)), vν − u̇ν(t))L2(Γ3)

+j(u̇(t), v)− j(u̇(t), u̇(t)) ≥ (f , v − u̇(t))V ∀v ∈ U.

Notons que le Problème PV est formulé en terme de hamp de déplaements. Une

fois que le hamp de déplaements est onnu, le hamp de ontraintes peut être fai-

lement déduit en utilisant la loi onstitutive (5.1). Un ouple (u,σ) qui satisfait (5.1)

et (5.24) est appelé solution faible du problème de ontat ave frottement P.

5.2 Existene et uniité

L'uniité de la solution du Problème PV provient du résultat suivant.

Théorème 5.1. Supposons que les onditions (5.8)�(5.15) sont remplies et, de plus,

supposons que

(5.25) c20Lp ‖µ‖L∞(Γ3) < mA.

Alors le Problème PV a une unique solution, qui satisfait u ∈ C1(R+;V ).

La démonstration se fera en plusieurs étapes. Tout d'abord, il nous faut supposer

que (5.8)�(5.14) sont valides dans e qui suit puis nous onsidérons les opérateurs

A : V → V , S : C(R+;V ) → C(R+;V ) (déjà introduits auparavant dans (2.12)) et
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R : C(R+;V ) → C(R+;V ), en partie analogue à (2.14), de�nis par

(Aw, v)V =

∫

Ω

Aε(w) · ε(v) dx+
∫

Γ3

p(wν)vν da ∀w, v ∈ V,(5.26)

Sw(t) =

∫ t

0

w(s) ds+ u0 ∀w ∈ C(R+;V ), t ∈ R+,(5.27)

(Rw(t), v)V =
(
Bε(Sw(t)), ε(v)

)

Q
+
(∫ t

0

K(t− s)ε(w) ds, ε(v)
)

Q
(5.28)

∀w ∈ C(R+;V ), v ∈ V, t ∈ R+.

Notons que l'opérateur S satisfait l'inégalité

‖Sw1(t)− Sw2(t)|V ≤
∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖V ds(5.29)

∀w1,w2 ∈ C(R+;V ), ∀ t ∈ R+.

Ave les préliminaires, nous onsidérons le problème auxiliaire formulé en vitesses

et dé�ni de la manière suivante.

ProblèmeQV . Trouver un hamp de vitesses w ∈ C(R+;U) tel que, pour tout t ∈ R+ :

(Aw(t), v −w(t))V + (Rw(t), v −w(t))V(5.30)

+j(w(t), v)− j(w(t),w(t)) ≥ (f (t), v −w(t))V ∀v ∈ U.

Nous avons le résultat d'équivalene suivant.

Lemme 5.2. Soient u ∈ C1(R+;V ) et w ∈ C(R+;U), deux fontions données telles

que u = Sw. Alors u est une solution du Problème PV si et seulement si w est une

solution du Problème QV .

Démonstration. Supposons que u est une solution du Problème PV . Alors, l'égalité
u = Sw et la dé�nition (5.27) de l'opérateur S impliquent que u̇ = w. Par suite, en

utilisant (5.24) et les dé�nitions (5.26) et (5.28) des opérateurs A etR, respetivement,

nous déduisons que la fontion w est une solution du Problème QV .

Réiproquement, supposons quew est une solution du ProblèmeQV . Alors, l'égalité

u = Sw et la dé�nition (5.27) de l'opérateur S impliquent que u̇ = w et u(0) = u0.

De plus, en utilisant (5.30) et les notations (5.27) et (5.28) nous en déduisons que
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(5.24) est valide. Nous en onluons que la fontion u est une solution du Problème

PV . �

Nous passons maintenant à la question de l'existene et de l'uniité de la solution

du Problème QV .

Lemme 5.3. Le Problème QV a une unique solution, qui satisfait w ∈ C(R+;U).

Démonstration. Nous utilisons le Théorème 2.17 ave X = V et K = U . Notons

que, de façon évidente, la ondition (2.18) est satisfaite. Ensuite, nous avons reours

à la dé�nition (5.26) ainsi qu'aux propriétés (5.8)() et (5.13)(d) pour voir que

(5.31) (Au− Au,u− v)V ≥ mA ‖u1 − u2‖2V ∀u, v ∈ V.

D'autre part, en utilisant (5.8)(b), (5.13)(b), (5.26) et l'inégalité de la trae (2.4), nous

avons

(5.32) ‖Au− Av‖V ≤ (LA + c20Lp) ‖u− v‖V ∀u, v ∈ V.

De là, nous en déduisons que A est un opérateur ontinu Lipshitzien fortement mo-

notone sur l'espae V , i.e. qui satisfait la ondition (2.19).

A présent, soient n ∈ N, t ∈ [0, n] et onsidérons u, v ∈ C(∈ R+;V ). Nous utilisons

la dé�nition (5.28) pour trouver que

‖Ru(t)−Rv(t)‖V ≤ ‖Bε(S (u(t)))− Bε(S (v(t)))‖

+
∥∥∥
∫ t

0

K(t− s)ε(u(s)) ds−
∫ t

0

K(t− s)ε(v(s)) ds
∥∥∥

et, par onséquent, les hypothèses (5.9) et les inégalités (5.29), (2.3) nous donnent

‖Ru(t)−Rv(t)‖V(5.33)

≤
(
LB + max

r∈[0,n]
‖ K(r)‖Q∞

)∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds.

L'inégalité (5.33) montre que (2.20) est véri�ée ave rn = LB + max
r∈[0,n]

‖ K(r)‖Q∞
.

En outre, il est faile de voir que la fontionnelle j dé�nie par (5.17) satisfait la

ondition (2.21)(a). Soient u1, u2, v1, v2, 4 éléments arbitraires de U . Nous utilisons

la dé�nition (5.17) pour voir que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2)

=

∫

Γ3

µ (p(u1ν)− p(u2ν))(‖v2τ‖ − ‖v1τ‖) da.
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Ensuite, nous avons reours aux inégalités

|u1ν − u2ν | ≤ ‖u1 − u2‖,
∣∣ ‖v1τ‖ − ‖v2τ‖

∣∣ ≤ ‖v1 − v2‖ p.p. sur Γ3,

pour déduire, à l'aide de l'hypothèse (5.13)(b) et de l'inégalité de la trae (2.4), que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2)(5.34)

≤ c20Lp ‖µ‖L∞(Γ3)‖u1 − u2‖V ‖v1 − v2‖V .

Cette inégalité montre que la ondition (2.21) est véri�ée ave α = c20Lp ‖µ‖L∞(Γ3).

De là, en utilisant l'hypothèse (5.11) et la dé�nition (5.18), nous en déduisons que

f a la régularité requise pour que (2.22) soit également véri�ée. En�n, nous notons

que la ondition de petitesse (5.25) orrespond à la ondition m > α dans la mesure

où (5.31) et (5.34) signi�ent que m = mA et α = c20Lp ‖µ‖L∞(Γ3), respetivement. Le

Lemme 5.2 n'est maintenant plus qu'une onséquene du Théorème 2.17. �

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théorème 5.1.

Démonstration. Soit w, la solution du Problème QV obtenue au Lemme 5.3 et soit

u = Sw. Alors u ∈ C1(R+;V ) et le Lemme 5.2 montre que u est une solution du

Problème PV . Cela prouve l'existene d'une solution.

Considérons maintenant u1 et u2, deux solutions du Problème PV telles que u1, u2 ∈
C1(R+;V ). Alors ui(0) = u0 pour i = 1, 2 e qui implique que ui = Swi où wi = u̇i,

pour i = 1, 2. De plus, le Lemme 5.2 implique que wi représente une solution du Pro-

blème QV et en utilisant l'uniité de la solution de e problème, qui est garantie par

le Lemme 5.3, nous en déduisons que w1 = w2. Par suite, u1 = Sw1 = Sw2 = u2,

e qui prouve l'uniité de la solution et onlut ette démonstration. �

Le Théorème 5.1 permet de onlure que, sous les hypothèses (5.8)�(5.15) et (5.25),

le Problème P admet une unique solution faible.

5.3 Un résultat de onvergene

Nous nous intéressons maintenant au omportement de la solution du Problème PV
lorsque l'on introduit une perturbation dans ertaines données. Là enore, de nombreux

as pourraient être onsidérés mais, par soui de simpliité, nous nous limiterons à dé-

montrer que la solution dépend ontinûment du tenseur de relaxation K, du oe�ient

de frottement µ, ainsi que des densités de fore volumique et de tration surfaique

f0 et f 2, respetivement. Ainsi, nous supposons dans e qui suit que (5.8)�(5.15) et
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(5.25) sont véri�ées et désignons par u la solution de Problème PV obtenue dans le

Théorème 5.1. Pour haque ρ > 0 soient Kρ, µρ, f0ρ, f2ρ, les perturbations de K, µ, f 0,

f2 satisfaisant les onditions (5.10), (5.14) et (5.11), respetivement. Nous onsidérons

alors le Problème variationnel perturbé de PV suivant.

Problème Pρ
V . Trouver un hamp de déplaements uρ ∈ C1(R+;V ) tel que uρ(0) = u0

et pour tout t ∈ R+ :

u̇ρ(t) ∈ U, (Aε(u̇ρ(t)), ε(v)− ε(u̇ρ(t)))Q + (Bε(uρ(t)), ε(v)− ε(u̇ρ(t)))Q(5.35)

+
(∫ t

0

Kρ(t− s)ε(u̇ρ(t)) ds, ε(v)− ε(u̇ρ(t))
)

Q
+ (p(u̇ρν(t)), vν − u̇ρν(t))L2(Γ3)

+jρ(u̇ρ(t), v)− jρ(u̇ρ(t), u̇ρ(t)) ≥ (f ρ(t), v − u̇ρ(t))V ∀v ∈ U.

Dans le reste de ette setion, les fontions jρ et f ρ sont dé�nies par les égali-

tés (5.17) et (5.18) dans lesquelles µ, f0 et f 2 sont remplaés par µρ, f0ρ et f 2ρ,

respetivement, i.e.

jρ(w(t), v) =

∫

Γ3

µρ p(wν(t))‖vτ‖ da ∀w ∈ U, v ∈ V,(5.36)

(f ρ(t), v)V =

∫

Ω

f0ρ(t) · v dx+
∫

Γ2

f2ρ(t) · v da ∀v ∈ V, t ∈ V.(5.37)

Supposons maintenant qu'il existe L0 ≥ 0 tel que

(5.38) c20Lp ‖µρ‖ L∞(Γ3) ≤ L0 < mA, pour haque ρ > 0.

Alors, il déoule du Théorème 5.1 que, pour haque ρ > 0, le Problème Pρ
V admet une

unique solution uρ telle que uρ ∈ C1(R+;V ). Considérons maintenant les hypothèses

suivantes :

Kρ → K dans C(R+;Q∞) lorsque ρ→ 0.(5.39)

µρ → µ dans L∞(Γ3) lorsque ρ→ 0.(5.40)

f 0ρ → f 0 dans C(R+;L
2(Ω)d) lorsque ρ→ 0.(5.41)

f 2ρ → f 2 dans C(R+;L
2(Γ2)

d) lorsque ρ→ 0.(5.42)

Nous avons le Théorème de onvergene suivant, qui onstitue le résultat prinipal

de ette setion.
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Théorème 5.4. Supposons que (5.39)�(5.42) soient véri�ées. Alors la solution uρ du

Problème Pρ
V onverge vers la solution u du Problème PV

, i.e.

(5.43) uρ → u dans C1(R+;V ) lorsque ρ→ 0.

Démonstration. Soit ρ > 0 et désignons par w = u̇ et wρ = u̇ρ les hamps de

vitesses. Alors, il résulte de la démonstration du Lemme 5.2 que, pour tout t ∈ R+,

l'inégalité (5.30) est véri�ée et, de plus,

wρ(t) ∈ U, (Awρ(t), v −wρ(t))V + (Rρwρ(t), v −wρ(t))V(5.44)

+jρ(wρ(t), v)− jρ(wρ(t),wρ(t)) ≥ (f ρ, v −wρ(t))V ∀v ∈ U.

Dans e qui suit, nous utilisons la notation suivante

(Rρw(t), v)V =
(
Bε(Sw(t)), ε(v)

)
Q
+
( ∫ t

0

Kρ(t− s)ε(w) ds, ε(v)
)
Q

(5.45)

∀w ∈ C(R+;V ), v ∈ V, t ∈ R+.

Supposons maintenant que ρ > 0, n ∈ N et t ∈ [0, n]. Nous prenons v = w(t) dans

(5.44), v = wρ(t) dans (5.30), ensuite nous ajoutons membre à membre les inégalités

pour obtenir que

(Awρ(t)− Aw(t),wρ(t)−w(t))V(5.46)

≤ (Rρwρ(t),w(t)−wρ(t))V + (Rw(t),wρ(t)−w(t))V

+j(w(t),wρ(t))− j(w(t),w(t)) + jρ(wρ(t),w(t))− jρ(wρ(t),wρ(t))

+(fρ(t)− f (t),wρ(t)−w(t))V .

Nous herhons à présent à évaluer les termes de l'inégalité préédente. Tout

d'abord, nous utilisons l'hypothèse (5.8) pour déduire que

(Awρ(t)−Aw(t),wρ(t)−w(t))V ≥ mA ‖wρ(t)−w(t)‖2V .(5.47)

Ensuite, en utilisant les dé�nitions (5.28) et (5.45), nous obtenons après alul que

(Rρwρ(t),w(t)−wρ(t))V + (Rw(t),wρ(t)−w(t))V

=
(∫ t

0

[Kρ(t− s)ε(wρ(s))−K(t− s)ε(w(s))]ds, ε(w(t)− ε(wρ(t)))
)

Q

≤
(∫ t

0

‖Kρ(t− s)ε(wρ(s))−K(t− s)ε(w(s))‖ ds
)
‖wρ(t)−w(t)‖V .
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Nous érivons maintenant

‖Kρ(t− s)ε(wρ(s))−K(t− s)ε(w(s))‖

≤ ‖Kρ(t− s)
(
ε(wρ(s))− ε(w(s))

)
‖

+‖
(
Kρ(t− s)−K(t− s)

)
ε(w(s))‖.

Puis nous utilisons l'inégalité (2.3) deux fois, pour déterminer que

(Rρwρ(t),w(t)−wρ(t))V + (Rw(t),wρ(t)−w(t))V

≤ max
r∈[0,n]

‖ Kρ(r)‖Q∞

(∫ t

0

‖wρ(s)−w(s)‖V ds
)
‖wρ(t)−w(t)‖V

+ max
r∈[0,n]

‖ Kρ(r)−K(r)‖Q∞

(∫ t

0

‖w(s)‖V ds
)
‖wρ(t)−w(t)‖V .

De plus, d'après (5.17) et (5.36), nous avons

j(w(t),wρ(t))− j(w(t),w(t)) + jρ(wρ(t),w(t))− jρ(wρ(t),wρ(t))

=

∫

Γ3

(µp(wν(t))− µρp(wρν(t))(‖wρτ (t)‖ − ‖wτ (t)‖) da.

Par onséquent, en érivant

µρp(wρν(t))− µp(wν(t))

= µρ
(
p(wρν(t))− p(wν(t))

)
+ (µρ − µ)p(wν(t))

puis, en utilisant (2.4) et (5.13), nous trouvons après quelques aluls que

j(w(t),wρ(t))− j(w(t),w(t)) + jρ(wρ(t),w(t))− jρ(wρ(t),wρ(t))(5.48)

≤ c20Lp‖µρ‖L∞(Γ3)‖wρ(t)−w(t)‖2V
+c20Lp‖µρ − µ‖L∞(Γ3)‖w(t)‖V ‖wρ(t)−w(t)‖V .

En�n, en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwartz nous obtenons que

(5.49) (fρ(t)− f (t),wρ(t)−w(t))V ≤ ‖fρ(t)− f (t)‖V ‖wρ(t)−w(t)‖V .
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Soient

γρn = max
r∈[0,n]

‖ Kρ(r)‖Q∞
.(5.50)

ηρn = max
r∈[0,n]

‖Kρ(r)−K(r)‖Q∞

(∫ n

0

‖w(s)‖V ds
)
.(5.51)

φρn = c20Lp‖µρ − µ‖L∞(Γ3) max
s∈[0,n]

‖w(s)‖V .(5.52)

δρn = max
r∈[0,n]

‖f ρ(r)− f(r)‖V .(5.53)

Ensuite, en ombinant les inégalités (5.46)�(5.49) et ave les notations (5.50)�(5.53)

nous déduisons que

(mA − c20Lp‖µρ‖L∞(Γ3)) ‖wρ(t)−w(t)‖V

≤ ηρn + φρn + δρn + γρn

(∫ t

0

‖wρ(s)−w(s)‖V ds
)
.

De là, en utilisant les hypothèses (5.38) il s'ensuit que

(mA − L0) ‖wρ(t)−w(t)‖V

≤ ηρn + φρn + δρn + γρn

(∫ t

0

‖wρ(s)−w(s)‖V ds
)
.

Nous utilisons le Lemme de Grönwall (f Lemme 2.18) dans la dernière inégalité pour

voir que :

‖wρ(t)−w(t)‖V ≤ 1

mA − L0
(ηρn + φρn + δρn)e

γρn
mA−L0

t

et, de e fait,

(5.54) max
t∈[0,n]

‖wρ(t)−w(t)‖V ≤ 1

mA − L0

(ηρn + φρn + δρn)e
nγρn

mA−L0 .

Maintenant, nous utilisons les hypothèses (5.39)�(5.42) ainsi que le ritère de onver-

gene (2.2) pour voir que

(5.55) ηρn → 0, φρn → 0, δρn → 0 lorsque ρ→ 0

et, de plus, il existe γ∗n > 0 tel que

(5.56) γρn ≤ γ∗n lorsque ρ→ 0.
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Par onséquent, ave (5.54)�(5.56)

max
t∈[0,n]

‖wρ(t)−w(t)‖V → 0 lorsque ρ→ 0.(5.57)

Ensuite, notons que uρ = Swρ, u(t) = Sw(t) où S est l'opérateur donné par

(5.27). Par onséquent, en utilisant (5.29) nous en déduisons que

(5.58) ‖uρ(t)− u(t)‖V ≤
∫ t

0

‖wρ(s)−w(s)‖V ds ∀ t ∈ R+

et, en utilisant (5.57), il vient que

max
t∈[0,n]

‖uρ(t)− u(t)‖V → 0 lorsque ρ→ 0.(5.59)

Pour rappel u̇ρ = wρ et u̇ = w. De e fait, en utilisant (2.2) il est faile de voir que

la onvergene (5.43) est simplement la onséquene de (5.57) et (5.59). �

5.4 Approximation numérique

Cette setion est dédiée à la disrétisation et à l'analyse numérique du Problème

PV . Dans tout e qui suit, les hypothèses (5.8)�(5.14) et (5.25) sont véri�ées et par

onséquent, d'après le Théorème 5.1, le Problème PV admet une unique solution.

Nous utilisons le même formalisme que dans le Chapitre préédent pour la disrétisa-

tion spatiale ; nous onsidérons un domaine polyédrique Ω et hoisissons une famille

d'éléments �nis réguliers onstituant une partition de Ω. Soit V h ⊂ V , un espae de

fontions linéaires ontinues par moreaux qui s'annulent en Γ1. Ii, h > 0 désigne

le paramètre de disrétisation spatiale. Soit Uh ⊂ V h
, une partie non vide, onvexe,

et fermée approhant U . Nous prendrons le as Uh ⊂ U . Cette hypothèse est plut�t

faile à satisfaire si g est linéaire par moreaux sur Γ3. En e�et, la ondition vhν ≤ g sur

la frontière Γ3 est satisfaite aux noeuds, i.e., vhν ≤ gI , ave gI , l'interpolation linéaire

de la fontion g. Par ailleurs, nous nous intéressons à la résolution du Problème PV
sur un intervalle de temps �ni [0, T ], ave T > 0 arbitraire mais �xé. Ainsi, soit N ,

un entier positif, nous dé�nissons la taille du pas de temps k = T
N

et onsidérons la

disrétisation temporelle uniforme suivante ;

tn = nk, 0 ≤ n ≤ N.

A partir de maintenant, a�n d'alléger quelque peu les notations, nous utilisons les

symboles fn = f (tn), un = u(tn). Pour une suite uhk =
{
uhkn
}N
n=0

, δnu
hk
n = (uhkn −
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uhkn−1)/k, n = 1, ..., N est utilisé pour la disrétisation de la vitesse u̇(tn) à l'instant

tn (di�érenes divisées arrière). Dans ette setion, nous utiliserons la notation addi-

tionnelle δuhk =
{
δnu

hk
}N
n=1

. Pour la disrétisation du terme intégral dans l'equation

(5.1), nous avons reours à la méthode des trapèzes :

(5.60)

∫ tn

0

z(s)ds ≈ k

n∑

j=0

′

z(tj),

où le prime indique que le premier et le dernier terme de la somme sont divisés par

deux. Nous introduisons ensuite l'approximation de l'opérateur K

(5.61) Chk
n w = k

n∑

j=0

′

K(tn − tj)ε(wj), 1 ≤ n ≤ N

pour w = {wn}Nn=0. Pour n = 0, nous dé�nissons Chk
n w = 0. Par ailleurs, c désignera

une onstante positive ne dépendant ni de h ni de k et dont la valeur peut hanger

d'une ligne à l'autre. Alors l'approximation variationnelle en temps et en espae du

Problème PV est la suivante.

Problème Phk
V . Trouver un hamp de déplaements disrets

{
uhkn
}N
n=0

∈ V h
tel

que

uhk0 = uh0(5.62)

et pour n=1,...N,

δnu
hk
n ∈ Uh

(Aε(δnu
hk
n ), ε(vh)− ε(δnu

hk
n ))Q + (Bε(uhkn ), ε(vh)− ε(δnu

hk
n ))Q(5.63)

+(Chk
n δnu

hk
n , ε(v

h)− ε(δnu
hk
n )
)
Q
+ (p(δnu

hk
nν), v

h
ν − δnu

hk
nν)L2(Γ3)

+j(δnu
hk
n , v

h)− j(δnu
hk
n , δnu

hk
n ) ≥ (f , vh − δnu

hk
n )V ∀vh ∈ Uh.

Pour simpli�er enore d'avantage les notations, nous introduisons la vitesse sous

une forme disrétisée

whk =
{
whk
n

}N
n=1

,whk
n = δnu

hk
n , n = 1, ..., N.(5.64)

Alors nous pouvons réérire (5.63) de la manière suivante

138



Partie II Chapitre 5 Problème visoélastique de ontat ave ontraintes

unilatérales et réponse normale instantanée

(Awhk
n , v

h −whk
n )V + (Rhk

n whk
n , v

h −whk
n )V(5.65)

+j(whk
n , v

h)− j(whk
n ,w

hk
n ) ≥ (f (t), vh −whk

n )V ∀vh ∈ Uh.

Ii, Rhk
n représente l'approximation disrète de l'opérateur R à l'instant tn, de�ni par

(Rhk
n w, vh)V = (Bε(uhkn ), ε(vh))Q + (Chk

n w, ε(vh))Q ∀vh ∈ Uh,(5.66)

dans lequel uhkn est alulé en utilisant (5.60). Sous les hypothèses du Théorème 5.1, et

ave des arguments similaires, nous pouvons failement véri�er que l'inégalité disrète

(5.65) admet une unique solution.

Nous nous attaquons maintenant à l'analyse de l'erreur de disrétisation entre les

solutions des Problèmes PV et Phk
V .

D'après les hypothèses (5.8)() et (5.13)(d), pour tout vh ∈ Uh
, nous avons

mA ‖ε(wn)− ε(whk
n )‖2Q(5.67)

≤ (Aε(wn)−Aε(whk
n ), ε(wn)− ε(whk

n ))Q

≤ (Aε(wn)−Aε(whk
n ), ε(wn)− ε(whk

n ))Q

+

∫

Γ3

(p(wnν)− p(whknν))(wnν − whknν) da

et en utilisant maintenant la dé�nition (5.26) de l'opérateur A, nous déduisons que

(Aε(wn)−Aε(whk
n ), ε(wn)− ε(whk

n ))Q

+

∫

Γ3

(p(wnν)− p(whknν))(wnν − whknν) da

= (Awn −Awhk
n ,wn −whk

n )V

= (Awn −Awhk
n ,wn − vh)V + (Awn, v

h −whk
n )V

−(Awhk
n , v

h −whk
n )V .

Nous utilisons ensuite (5.30) ave v = whk
n et (5.65) pour trouver que

(Awn, v
h −whk

n )V − (Awhk
n , v

h −whk
n )V ≤ (Awn, v

h −wn)V(5.68)

+(Rhk
n whk

n , v
h −whk

n )V + ((Rw)n,w
hk
n −wn)V

+j(whk
n , v

h)− j(whk
n ,w

hk
n ) + j(wn,w

hk
n )− j(wn,wn) + (fn,wn − vh)V .
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Après, en ombinant (5.67) et (5.68),

(5.69) mA ‖ε(wn)− ε(whk
n )‖2Q ≤ Z1 + Z2 + Z3 + Z4 + Z5,

où

Z1 = (Awn −Awhk
n ,wn − vh)V ,

Z2 = (Awn, v
h −wn)V + ((Rw)n, v

h −wn)V
+ j(wn, v

h)− j(wn,wn)− (fn, v
h −wn)V ,

Z3 = j(wn,w
hk
n )− j(whk

n ,w
hk
n ) + j(whk

n ,wn)− j(wn,wn),

Z4 = j(whk
n , v

h)− j(wn, v
h) + j(wn,wn)− j(whk

n ,wn),

Z5 = (Rhk
n whk

n − (Rw)n, v
h −whk

n )V .

Maintenons, nous proédons à l'estimation de haun des termes. Pour le premier

terme, nous avons la même inégalité que (5.32)

|Z1| ≤
∣∣∣
∫

Ω

(Aε(wn)−Aε(whk
n )) · ε(wn − vh) dx(5.70)

+

∫

Γ3

(p(wnν)− p(whknν))(wnν − vhν ) da
∣∣∣

≤ LA ‖wn −whk
n ‖V ‖wn − vh‖V + Lp ‖wn −whk

n ‖L2(Γ3) ‖wn − vh‖L2(Γ3)

≤ (LA + c20Lp) ‖wn −whk
n ‖V ‖wn − vh‖V .

Le seond terme Z2 peut être vu omme un résidu. Nous avons alors

|Z2| =
∣∣∣
∫

Ω

Aε(wn) · ε(vh −wn) dx+

∫

Ω

Bε(Swn) · ε(vh −wn) dx(5.71)

+

∫

Ω

(∫ tn

0

K(tn − s)ε(wn) ds
)
· ε(vh −wn) dx+

∫

Γ3

p(wnν)(v
h
ν − wnν) da

+

∫

Γ3

µ p(wnν)(‖vhτ‖ − ‖wnτ‖) da− (fn, v
h −wn)V

∣∣∣.

D'où l'estimation suivante

|Z2| ≤ (‖Aε(wn)‖V + ‖Bε(Swn)‖V )‖ε(wn − vh)‖V(5.72)

+(‖K(tn − s)ε(wn(s))‖L∞([0,tn];V ) + ‖fn‖V )‖ε(wn − vh)‖V

+(1 + ‖µ‖L∞(Γ3))‖p(wnν)‖L2(Γ3) ‖wn − vh‖L2(Γ3).
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En utilisant des arguments similaires à eux employés dans (5.34), nous déduisons

(5.73) |Z3| ≤ c20Lp ‖µ‖L∞(Γ3)‖wn −whk
n ‖2V .

De même, pour le terme Z4, nous obtenons

(5.74) |Z4| ≤ c20Lp ‖µ‖L∞(Γ3)‖wn −whk
n ‖V ‖wn − vh‖V .

Pour le dernier terme Z5, nous avons

|Z5| = (Rhk
n w − (Rw)n, v

h −whk
n )V + (Rhk

n (whk
n −wn), v

h −whk
n )V(5.75)

≤ ‖Rhk
n w − (Rw)n‖Q‖vh −whk

n ‖V + ‖Rhk
n (whk

n −wn)‖Q‖vh −whk
n ‖V .

Considérons l'opérateur C : C(R+;V ) → C(R+;V ) dé�ni par

(Cw, v)V =
(∫ t

0

K(t− s)ε(w) ds, ε(v)
)
Q
.

Ensuite nous avons

‖Rhk
n w − (Rw)n‖V ≤ ‖Bε(uhkn )− Bε(un)‖Q + ‖Chk

n w − (Cw)n‖V .

Ii, le terme ‖Chk
n w − (Cw)n‖V est, en réalité, l'erreur de la méthode des trapèzes

introduite dans (5.60). Par onséquent, en supposant que w ∈ W 2,∞(0, T ;V ) et que

K ∈ C2([0, T ];Q∞), nous obtenons l'inégalité suivante

‖Chk
n w − (Cw)n‖V ≤ ck2‖[K(tn − s)ε(w(s))]′′‖L∞(0,tn;V )(5.76)

≤ ck2‖w‖W 2,∞(0,T ;V ).

En utilisant (5.9)(b) puis l'inégalité

‖uhkn − un‖ ≤
n∑

j=1

k‖whk
j −wj‖V + ‖uh0 − u0‖V + Ik(w)

nous avons

‖Bε(uhkn )− Bε(un)‖Q ≤ LB‖uhkn − un‖(5.77)

≤ LB

( n∑

j=1

k‖whk
j −wj‖V + ‖uh0 − u0‖V + Ik(w)

)
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où

Ik(w) =
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

‖wj −w(s)‖V ds.

Ensuite, nous ombinons (5.33), (5.75), (5.76), (5.77) pour voir que

|Z5| ≤ LB

( n∑

j=1

k‖whk
j −wj‖V + ‖uh0 − u0‖V + Ik(w)

+k2‖w‖W 2,∞(0,T ;V )

)
‖vh −whk

n ‖V

+(LB + max
s∈[0,T ]

‖ K(s)‖Q∞
)

n∑

j=0

k‖whk
j −wj‖V ‖vh −whk

n ‖V

≤ c
( n∑

j=0

k‖whk
j −wj‖V + ‖uh0 − u0‖V + Ik(w)

+k2‖w‖W 2,∞(0,T ;V )

)
‖vh −whk

n ‖V .

Sous l'hypothèse de petitesse (5.25), par absorption du troisième terme Z3 (5.73), et

en utilisant �nalement l'inégalité élémentaire suivante

ab ≤ δa2 +
1

4δ
b2, ∀δ > 0, ∀(a, b) ∈ R

2,

nous avons

‖wn −whk
n ‖V ≤ c‖wn − vh‖V + c‖wn − vh‖1/2L2(Γ3)

+ c‖wn − vh‖1/2V(5.78)

+c

n∑

j=0

k‖whk
j −wj‖V + c‖uh0 − u0‖V + cIk(w) + ck2‖w‖W 2,∞(0,T ;V ).

Appliquons maintenant le Lemme de Gronwall sous sa forme disrète (Lemme 2.19),

nous obtenons de (5.78) que si k est su�sament petit, alors

max
0≤n≤N

‖wn −whk
n ‖V ≤ c max

0≤n≤N
inf

vh∈V h
(‖wn − vh‖V + ‖wn − vh‖1/2L2(Γ3)

(5.79)

+‖wn − vh‖1/2V ) + c(‖uh0 − u0‖V + Ik(w) + k2‖w‖W 2,∞(0,T ;V )).

En outre, en ayant reours aux inégalités (5.64) et (5.79), nous sommes en mesure

d'établir l'estimation de l'erreur suivante.
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Théorème 5.5. Supposons que k est su�samment petit, ave les régularités u ∈
W 3,∞(0, T ;V ) et K ∈ C2(0, T,Q∞), nous avons l'estimation de l'erreur suivante

max
0≤n≤N

(‖un − uhkn ‖V + ‖u̇n − δnu
hk
n ‖V )(5.80)

≤ c max
0≤n≤N

inf
vh∈V h

(‖u̇n − vh‖V + ‖u̇n − vh‖1/2L2(Γ3)
+ ‖u̇n − vh‖1/2V )

+c(‖uh0 − u0‖V + Ik(u̇) + k2‖u̇‖W 2,∞(0,T ;V )).

De plus si nous hoisissons la valeur initiale uh0 de telle manière que

(5.81) ‖uh0 − u0‖V → 0 lorsque h→ 0,

et puisque

(5.82) Ik(u̇) ≤ ck‖ü‖L1(0,T ;V ),

nous avons la onvergene

(5.83) max
0≤n≤N

(‖un − uhkn ‖V + ‖u̇n − δnu
hk
n ‖V ) → 0 lorsque h, k → 0.

Nous fournissons maintenant une estimation optimale de l'erreur sous les hypothèses

d'extra régularité suivantes :

u̇ ∈ C([0, T ];H2(Ω)d), u̇|Γ3
∈ C([0, T ];H2(Γ3)

d),(5.84)

σ ∈ C([0, T ], L2(Γ3)
d),(5.85)

u0 ∈ H2(Ω)d.(5.86)

Par l'égalité (5.19), nous obtenons

|Z2| ≤
∣∣∣
∫

Γ3

σν(v
h
ν − wnν) da+

∫

Γ3

στ · (vhτ −wnτ ) da
∣∣∣

+|
∫

Γ3

p(wnν)(v
h
ν − wnν) da+

∫

Γ3

µ p(wnν)(‖vhτ‖ − ‖wnτ‖) da|
≤
(
‖σν‖L2(Γ3) + ‖στ‖+ (1 + ‖µ‖L∞(Γ3))‖p(wnν)‖L2(Γ3)

)
‖wn − vh‖L2(Γ3)

≤ c ‖wn − vh‖L2(Γ3), ∀vh ∈ V h.

Alors nous avons

max
0≤n≤N

(‖un − uhkn ‖V + ‖u̇n − δnu
hk
n ‖V )

≤ c max
0≤n≤N

inf
vh∈V h

(‖u̇n − vh‖V + ‖u̇n − vh‖1/2L2(Γ3)
)(5.87)

+c(‖uh0 − u0‖V + Ik(u̇) + k2‖u̇‖W 2,∞([0,T ];V )).
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En�n, pour 0 ≤ n ≤ N , soit Πhu̇n ∈ V h
, l'interpolation linéaire par élément �ni de la

solution u̇n. Puisque la solution u̇n ∈ U , i.e. u̇nν ≤ g, alors Πhu̇n ∈ Uh
.

La théorie lassique de l'interpolation par élément �ni (f [43℄) s'applique

‖u̇n −Πhu̇n‖V ≤ ch‖u̇n‖H2(Ω)d

‖u̇n −Πhu̇n‖L2(Γ3)d ≤ ch2‖u̇n‖H2(Γ3)d.

En onlusion, nous pouvons en déduire le résultat qui suit.

Théorème 5.6. Sous les onditions de régularité (5.84)�(5.86) et K ∈ C2(0, T,Q∞),

si k est su�samment petit, nous avons l'estimation d'erreur optimale suivante

(5.88) max
0≤n≤N

(‖un − uhkn ‖V + ‖u̇n − δnu
hk
n ‖V ) ≤ c(h+ k).

Notons au passage que les hypothèses des Théorèmes 5.5 et 5.6 sont plus restritives

que elles fournies par le Théorème 5.1. Toutefois, une rapide onsultation de l'état

de l'art montre que, en général, la plupart des estimations d'erreur dans les problèmes

de ontat néessitent des hypothèses de régularité plus fortes que elles issues du

résultat d'existene orrespondant. A e titre, il est possible de se référer à [56℄ et,

plus réemment, à [135℄. De e fait, l'obtention d'estimations de l'erreur similaires à

elles �gurant dans les Théorèmes 5.5 et 5.6 ave des hypothèses de régularité moindres

reste à e jour un problème ouvert.

5.5 Simulations numériques

L'objetif est maintenant de présenter quelques simulations numériques illustrant

le omportement de la solution du problème de ontat ave frottement PV . On s'atta-

hera en partiulier à l'interprétation des simulations numériques ainsi qu'à la valida-

tion du résultat de onvergene théorique et de l'estimation de l'erreur obtenue dans

les setions 5.3 et 5.4, respetivement.

Notons, tout d'abord, que l'implémentation et la proédure algorithmique ne pré-

sentent pas de di�érenes notables ave [28, 29℄, auxquels on pourra se référer pour

plus de détails. Ainsi, nous nous ontentons de rappeler que là enore, et bien que le

problème soit ette fois formulé en vitesse, les onditions de ontat ave frottement

(5.5) sont traitées en utilisant une approhe numérique basée sur la ombinaison d'une
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méthode de pénalisation, pour traiter les onditions de réponse normale instantanée,

et de la méthode du Lagrangien augmenté pour le ontat unilatéral en vitesse, une fois

que le seuil de vitesse g a été atteint. Pour les onditions de ontat ave frottement

(5.6), nous avons également reours au Lagrangien augmenté. De e fait, nous onsidé-

rons des noeuds supplémentaires, ii �tifs, pour les multipliateurs de Lagrange dans

le maillage initial. La onstrution de es noeuds dépend de l'élément de ontat uti-

lisé dans la disrétisation géométrique de Γ3. Pour l'exemple i-dessous, il s'agit d'un

élément �noeud-rigide", omposé d'un noeud sur Γ3 et d'un noeud multipliateur de

Lagrange. Pour de plus amples informations sur le pas de disrétisation et les aspets

numériques de la Méanique du ontat, omprenant en partiulier des algorithmes

similaires à eux utilisés ii, nous pouvons nous référer à [79, 81, 88, 143℄.

Exemple numérique. Nous onsidérons la on�guration initiale dérite par la Figure

5.1 . Ii, Ω = (0, L)× (0, l) ⊂ R2
ave L > 0, l > 0 et

Γ1 = ({0} × [0, l]) ∪ ({L} × [0, l]), Γ2 = [0, L]× {l}, Γ3 = [0, L]× {0}.

Le domaine Ω représente la oupe transversale d'un orps visoélastique linéaire tri-

dimensionnel soumis à l'ation de fores de tration de manière à e que l'hypothèse

des ontraintes planes soit valide. Sur la partie Γ1 = ({0} × [0, l])∪ ({L} × [0, l]) de la

frontière le orps est �xé et, de e fait, le déplaement y est nul. Les fores de tration

vertiales de densité f 2 agissent sur la partie [0, L]× {l} de la frontière. Nous suppo-

sons qu'auune fore volumique n'agit sur le orps visoélastique au ours du proessus

quasi-statique. Le orps est en ontat frottant ave un obstale sur Γ3 = [0, L]×{0}.
Nous rappelons que le ontat suit une loi de réponse normale instantanée assoiée à

une loi de frottement de Coulomb tant que la vitesse normale est inférieure à la borne

g et, lorsque ette borne est atteinte, il suit une loi de ontat unilatéral en vitesse

assoiée à une loi de Tresa.

Le omportement du matériau est modélisé par une loi onstitutive linéaire viso-

élastique dans laquelle les tenseurs de visosité et d'élastiité, A et B respetivement,

sont donnés par

(Aτ )αβ = µ1(τ11 + τ22)δαβ + µ2ταβ , 1 ≤ α, β ≤ 2, ∀τ ∈ S
2.

(Bτ )αβ =
Eκ

(1 + κ)(1− 2κ)
(τ11 + τ22)δαβ +

E

1 + κ
ταβ , 1 ≤ α, β ≤ 2, ∀τ ∈ S

2.

Ii, µ1 et µ2 sont des onstantes de visosité , E et κ sont respetivement le module de

Young et le oe�ient de Poisson du matériau, et δαβ désigne le symbole de Kroneker.
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Γ1

Γ3
Obstacle

Γ2

Γ1
Ω Corps deformable

Figure 5.1 : Con�guration de référene d'un orps bi-dimensionnel.

Pour simpli�er l'implémentation numérique et se onentrer sur le omportement des

onditions de ontat ave frottement, nous onsidérons que l'opérateur de relaxation

K est nul.

Pour le alul i dessous, nous utilisons les données suivantes :

T = 1s, L = 5m, l = 1m,

u0 = 0m, µ1 = 0.25GPa.s, µ2 = 0.5GPa.s, E = 100GPa, κ = 0.3,

f 0 = (0, 0)GPa, f 2 = (0,−10t)GPa.m sur [0, L]× {l},
p(r) = cν [r]+, cν = 10GPa.s, g = 0.01m/s, µ = 0.2.

Dans la Figure 5.2 , nous représentons la on�guration déformée ainsi que les fores

de ontat sur Γ3 ave les di�érents statuts à l'instant �nal t = 1s. Ainsi, de part et

d'autre de la fondation, on trouve 16 noeuds en statut de réponse normale instantanée

(RNI) ; ii, la vitesse normale est telle que 0 < u̇ν < g. Les 47 noeuds restants sont en

statut de ondition unilatérale en vitesse (CUV), puisque la vitesse normale atteint sa

borne g.
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t = 1 s
g= 0.01 m/s

ν

Condition unilaterale en vitesse      Reponse normale instantanee

c  =  10 GPa.s

Figure 5.2 : Maillage déformé et fores de ontat sur Γ3.

Comportement de la solution en fontion du temps. Dans la Figure 5.3 nous

�xons g = 0.05m/s et nous représentons la vitesse normale de es noeuds à plusieurs

instants (t = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 et 1s). Dans ette étude, nous onsidérons 2 valeurs de

cν (cν = 10GPa.s et cν = 20GPa.s) en l'absene de frottement.

 u
.

 u
.

0 1 2 3 4 50

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0 1 2 3 4 50

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

 t = 0.1 s

 t = 0.3 s

 t = 0.5 s

 t = 0.7 s

 t = 1 s

x x

ν ν

 t = 0.1 s

 t = 0.5 s

 t = 0.7 s  t = 1 s

 t = 0.3 sν ν

 c   =  20 GPa.s c    =  10 GPa.s

Figure 5.3 : Vitesses normales sur Γ3 pour g = 0.05m/s et pour 2 valeurs de cν
(cν = 10GPa.s et cν = 20GPa.s) en fontion du temps.
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Pour cν = 20GPa.s, omme nous pouvions nous y attendre, la vitesse normale en

valeur absolue est une fontion roissante du temps. Ii, puisque la valeur de cν est

grande, les vitesses normales n'atteignent pas la borne g. Pour cν = 10GPa.s, la vitesse

normale en valeur absolue est également une fontion roissante du temps. Dans e as,

puisque la valeur de cν est plus faible que préédemment, plusieurs noeuds passent en

statut de ondition unilatérale en vitesse après 0.5s et atteignent la valeur g, omme

ela est illustré dans la Figure 5.4 .

t = 0.3 s t = 0.5 s

t = 0.7 s t = 1 s

Noeuds RNI : 63
Penetration max: 0.07 m

Noeuds RNI : 63
Penetration max : 0.19 m

Noeuds RNI : 38
Penetration max : 0.31 m

Noeuds RNI : 36
Penetration max : 0.46 m

Figure 5.4 : Maillages déformés et fores de ontat sur Γ3 en fontion du pas de

temps pour g = 0.05m/s et cν = 10GPa.s.
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In�uene des paramètres g et cν. Par la suite, nous étudions suessivement l'in-

�uene de 2 paramètres, g et cν , sur le statut des noeuds en ontat (RNI ou CUV)

et sur la pénétration maximale, sans frottement.

g = 0.05 m/s

t = 1 s

g = 0.001 m/s g = 0.01 m/s

g = 0.1 m/s

ν

ν

ν

ν

Noeuds RNI: 4
Penetration max :  0.003 m 

Noeuds RNI: 16
Penetration max :  0.15 m 

Noeuds RNI: 36
Penetration max :  0.46 m 

Noeuds RNI: 63
Penetration max :  0.54 m 

c  =  10 GPa.s c  =  10 GPa.s

c  =  10 GPa.s c  =  10 GPa.s

Figure 5.5 : Maillages déformés et fores de ontat sur Γ3 orrespondant aux

di�érentes valeurs du oe�ient g.

Nous ommençons ave l'in�uene de g. Conernant la Figure 5.5 , nous pouvons

onstater que le nombre de noeuds en statut RNI roit en fontion du seuil de la

vitesse normale g. Un tel résultat ne va pas à l'enontre du bon sens dans la mesure

où augmenter g revient à aorder à l'ensemble des noeuds une plus grande liberté de

mouvement qu'auparavant. De e fait, ertains noeuds se trouvant en statut de CUV

vont passer en statut de RNI. Par onséquent, ave g = 0.1m/s, tous les noeuds sont

en ondition de RNI et la pénétration des noeuds en ontat augmente quand le seuil

de la vitesse normale g augmente. Nous avons représenté dans la Figure 5.6 les vitesses

normales des noeuds sur la zone de ontat assoiées aux as représentés sur la Figure

5.5 . Cela on�rme les résultats obtenus préédemment : si g est su�samment grand

(g = 0.1m/s), la vitesse normale des noeuds en ontat sera toujours inférieure à ette

valeur ; par suite tous les noeuds sont en ondition de RNI. Inversement, lorsque g

diminue, la vitesse normale des noeuds est de plus en plus restreinte ; ela signi�e que
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le nombre de noeuds en CUV augmente.
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 u  u
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. .

Figure 5.6 : Vitesse normale sur Γ3 pour plusieurs valeurs du oe�ient g.
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t = 1 s

g = 0.05 m/s g = 0.05 m/s

g = 0.05 m/s g = 0.05 m/s

g = 0.05 m/s g = 0.05 m/s

ν ν

ν ν

νν

Noeuds RNI : 34
Penetration max : 0.58 m

Noeuds RNI : 34
Penetration max : 0.54 m

Noeuds RNI : 34
Penetration max : 0.46 m

Noeuds RNI : 38
Penetration max : 0.38 m

Noeuds RNI : 42
Penetration max : 0.35 m

Noeuds RNI : 63
Penetration max : 0.28 m

c  =   5 GPa.sc  =   0.01 GPa.s

c  =   8 GPa.s c  =   12 GPa.s

 

c  =   15 GPa.s c  =   20 GPa.s

Figure 5.7 : Maillages déformés et fores de ontat sur Γ3 pour plusieurs valeurs

du oe�ient cν .

Maintenant, intéressons nous à l'in�uene de cν . Dans la Figure 5.7 , le nombre

de noeuds en statut de RNI roit en fontion de cν . Notons que ela n'a toujours

rien de surprenant. En e�et, cν peut être assimilé au oe�ient d'amortissement de

la fondation ; ainsi, à ontrainte normale égale et pour un noeud donné, la vitesse

normale assoiée déroît lorsque cν augmente si le noeud se trouve en statut de RNI.

Puisque le vitesse normale déroît, un noeud donné, se trouvant auparavant en statut

de CUV, peut revenir à un statut de RNI. Par onséquent, ave cν = 20GPa.s, tous les

noeuds sont en RNI. Par ailleurs, notons que la pénétration maximale dans la fondation
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déroît quand le oe�ient cν roît. Nous représentons ensuite dans la Figure 5.8 les

vitesses normales des noeuds sur la zone de ontat pour les 6 as exposés dans la

Figure 5.7 . Cette Figure 5.8 valide les résultats obtenus préedemment, i.e. quand cν

roît, la proportion des noeuds en ontat dont la vitesse normale est limitée déroît.

C'est la raison pour laquelle la vitesse normale n'apparait plus omme limitée pour

cν = 20GPa.s.
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c   =  20 GPa.sc   =  15 GPa.s

c   =  12 GPa.sc   =  8 GPa.s

c   =  5 GPa.sc   =  0.01 GPa.s

Figure 5.8 : Vitesse normale sur Γ3 pour plusieurs valeurs du oe�ient cν .
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Coe�ient de frottement. Nous nous penhons maintenant sur quelques résultats

a�érents au oe�ient de frottement µ. A ette �n, nous représentons les maillages

déformés et les fores de ontat sur Γ3 pour 6 valeurs de µ allant de 0 à 1, omme

montré dans la Figure 5.9 . Ii, nous �xons g = 0.05m/s et cν = 10GPa.s.

µ = 0 µ = 0.2

µ = 0.4 µ = 0.6

µ = 0.8

t = 1 s

µ = 1

Noeuds RNI : 36
Penetration max: 0.46 m
Noeuds en adherence : 0

Noeuds RNI : 36
Penetration max: 0.46 m
Noeuds en adherence : 3

Noeuds RNI : 36
Penetration max: 0.46 m
Noeuds en adherence : 11

Noeuds RNI : 36
Penetration max: 0.46 m
Noeuds en adherence : 17

Noeuds RNI : 34
Penetration max: 0.46 m
Noeuds en adherence : 23

Noeuds RNI : 34
Penetration max: 0.46 m
Noeuds en adherence : 27

Figure 5.9 : Maillages déformés et fores de ontat sur Γ3 pour plusieurs valeurs

du oe�ient µ.

Comme on pouvait s'y attendre, sans frottement les fores de ontat sont vertiales

suivant la normale sur Γ3. Par ailleurs, le nombre de noeuds en adhérene roit en

153



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problèmes de ontat

fontion de µ. Pour le as µ = 0.6 nous présentons dans la �gure 5.10 une desription

détaillée des statuts des noeuds en ontat frottant sur Γ3. Notez qu'au entre de Γ3,

17 noeuds sont en statut de CUV et en adhérene (S=). Sur le reste de la zone de

ontat, les noeuds sont en statut de glissement à gauhe (S-) où à droite (S+) pour

les onditions de ontat unilatéral et de réponse normale instantanée.

Zoom

18 RNI/S−

5 CUV/S− 17 CUV/S= 5 CUV/S+

18 RNI/S+

Figure 5.10 : Maillage déformé, fores de ontat et statut de ontat sur Γ3.

Notons que dans tous les as exposés, puisque le orps est �xé sur Γ1, le problème

est géométriquement symétrique et de plus les e�ets de bords(x = 0 et x = L) sont

lairement visibles.

Résultat de onvergene. Maintenant, nous passons à la validation numérique du

résultat théorique obtenu dans la Setion 5.3. Soient uhkρ et uhk, les solutions disrètes

des problèmes Pρ
V et PV , respetivement, ave ρ > 0. Notons que pour le problème

Pρ
V nous onsidérons les données perturbées suivantes Kρ = K = 0, µρ = µ + ρ,

f0ρ = f0 + ρ, f2ρ = f2 + ρ qui satisfont les onditions (5.39)�(5.42). Nous alulons

les solutions numériques de Pρ
V pour six valeurs de ρ allant de 0.1 à 10−6

et présentons

l'estimation de la di�érene ‖uhkρ −uhk‖V à t = 1s pour les paramètres de disrétisation

h = 1/16 et k = 1/16. Conformément au résultat de onvergene théorique, ette

di�érene onverge vers zéro lorsque ρ tend vers zéro.
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Figure 5.11 : Validation numérique du résultat de onvergene.

Estimations de l'erreur. A�n de véri�er la onvergene du shéma disret et d'illus-

trer l'estimation de l'erreur optimale obtenue dans la Setion 5.4, nous alulons une

suite de solutions numériques en utilisant des triangularisations uniformes du domaine

selon le paramètre de disrétisation spatiale h et une disrétisation uniforme du temps

selon le pas de temps k. Les valeurs de l'estimation de l'erreur numérique ‖u−uhk‖V ,
désignées par Ehk

dans la Figure 5.12 , sont alulées pour plusieurs valeurs des pa-

ramètres de disrétisation spatiale et temporelle, h et k. Ii, la frontière Γ de Ω est

divisée en 1/h parties égales. Nous ommençons ave h = 1/4 et k = 1/4 puis proé-

dons par des divisions suessives par deux. La solution numérique orrespondant à

h = 1/256 et k = 1/256 est onsidérée omme étant la solution �exate" ; elle sert de

référene pour dé�nir les erreurs de la solution numérique pour d'autres valeurs de h et

k. Cette disrétisation orrespond à un problème omportant 784768 degrés de liberté.

Les résultats numériques sont présentés dans la Figure 5.12 où est traée l'estima-

tion de l'erreur ‖u − uhk‖V en fontion de h et k . Notons que es résultats valident

l'estimation optimale théorique obtenue dans la Setion 5.4 à savoir le omportement

linéairement asymptotique de l'erreur de disrétisation.
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Figure 5.12 : Estimations de l'erreur numérique.

Détails des aluls. Les détails des simulations numériques présentées dans les Fi-

gures 5.2 �5.10 et liés à h = 1/64 et k = 1/64 sont les suivants. Les problèmes ont été

disrétisés ave 3072 éléments �nis et 64 éléments de ontat (h = 1/64) ; le nombre

total de degrés de liberté s'élève à 3354. Pour information, ave h = 1/64 et k = 1/64,

la simulation tourne en 32 temps CPU (exprimé en seondes).
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Chapitre 6

Problème visoélastodynamique de

ontat ave ompliane normale et

frottement non monotone

Ce Chapitre s'insrit dans la ontinuité de l'artile [21℄ et des Chapitres préédents.

On se propose à présent d'étudier un problème de ontat en dynamique modélisant

l'interation entre un orps de type visoélastique et un obstale faisant o�e de fon-

dation. Par rapport au Chapitre 5, nous nous a�ranhissons du terme mémoire ; par

ailleurs le ontat obéit à une loi formulée en déplaement, omme dans le Chapitre 4,

à la di�érene que seule la loi de ompliane normale est onsidérée ii pour dérire le

omportement de la fondation. Le frottement suit une loi de Coulomb non monotone,

onformément au problème exposé dans (1.40), puisque le proessus est dynamique (le

as ave ontat unilatéral restant à e jour un problème ouvert). Notons que la ques-

tion de l'existene ne sera pas abordée ii ar elle a déjà été entièrement traitée dans

[21℄. Nous onsidérons alors le problème pénalisé utilisé dans l'artile sus-ité et nous

nous intéressons à l'obtention d'estimations théoriques de l'erreur de disrétisation

préédées d'un résultat d'uniité portant sur la solution du problème pénalisé. Dans

la première setion de e Chapitre, nous présentons la formulation forte du problème

et les hypothèses néessaires à l'obtention d'une formulation variationnelle. La setion

2 sera dédiée à la détermination d'une estimation théorique optimale de l'erreur de

disrétisation pour une approximation semi-disrète spatiale. Ensuite, dans la setion

3, nous fournissons une estimation théorique optimale de l'erreur de disrétisation

pour une approximation temporelle et spatiale. En�n, la setion 4 est onsarée aux
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simulations numériques permettant ainsi d'étudier le omportement de la solution et

de donner une validation numérique des estimations théoriques de l'erreur de disré-

tisation. Notons qu'à l'origine, il s'agissait de onsidérer une géométrie propie à une

étude vibratoire pour un problème de ontat mais et aspet des hoses se sera pas

abordé ii. Ce Chapitre a fait l'objet de l'artile [18, 24℄.

6.1 Problème méanique et formulation variationnelle

Soit [0, T ], l'intervalle d'étude ave T > 0. Le problème de ontat onsidéré est de la

forme suivante

Problème P. Trouver un hamp de déplaements u : Ω × (0, T ) → Rd
et un hamp

de ontraintes σ : Ω × (0, T ) → Sd tels que

σ(t) = Cε(u̇(t)) + Eε(u(t)) dans Ω,(6.1)

Divσ(t) + f 0(t) = ρü(t) dans Ω,(6.2)

u(t) = 0 sur Γ1,(6.3)

σ(t)ν = f2(t) sur Γ2,(6.4)

−σν(t) = p(uν(t))) sur Γ3,(6.5)

‖στ (t)‖ ≤ µ(‖u̇τ (t)‖) p(uν(t)),
−στ (t) = µ(‖u̇τ (t)‖) p(uν(t)) u̇τ (t)

‖u̇τ (t)‖
si u̇τ (t) 6= 0



 sur Γ3,(6.6)

pour haque t ∈ R+ et, en outre,

(6.7) u(0) = u0 u̇(0) = u1 dans Ω.

Pour e problème, l'équation (6.1) représente la loi onstitutive visoélastique du

matériau, préédemment introduite dans (1.17). L'équation (6.2) est l'équation de

mouvement, ave ρ la masse volumique (onstante). Les onditions (6.3) et (6.4) dé-

signent respetivement les onditions aux limites de Dirihlet et de Neumann. Les

relations (6.5) et (6.6) aratérisent les onditions de ontat ave frottement, à savoir

une loi de ompliane normale ombinée à une loi de frottement de Coulomb dans

laquelle le oe�ient de frottement dépend du taux de glissement, pouvant don don-

ner lieu à une loi non monotone. Ce type de modèle est en fait une pénalisation du
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modèle de ontat utilisé dans [21℄, basé sur une loi de ompliane normale restreinte

par une ontrainte unilatérale. En�n, (6.7) onstitue les onditions initiales, ave u0,

le déplaement initial, et u1, la vitesse initiale.

Par l'intermédiaire du lemme 2.4, nous obtenons l'inégalité suivante

(6.8) ‖vτ‖2L2(Γ3,Rd) ≤ ε‖v‖2V + C(ε)‖v‖2H , ∀v ∈ V.

Nous rappelons également la dé�nition de l'espae V dé�ni par V = L2(0, T ;V ). A pré-

sent, nous supposons que les données du problème respetent les propriétés suivantes.

L'opérateur de visosité C : Ω × S
d → S

d
satisfait

(6.9)





(a) C(·, ε) est mesurable sur Ω pour tout ε ∈ S
d.

(b) Il existe c2 > 0 tel que
(C(x, ε1)− C(x, ε2)) : (ε1 − ε2) ≥ c2|ε1 − ε2|2

∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω ave c2 > 0.

(c) Il existe LC > 0 tel que
‖C(x, ε1)− C(x, ε2)‖ ≤ LC‖ε1 − ε2‖

∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω ave LC > 0

(d) L′ application x 7→ C(x, 0Sd) appartient à Q.

L'opérateur E : Ω × Sd → Sd satisfait

(6.10)





(a) E(·, ε) est mesurable sur Ω pour tout ε ∈ Sd.

(b) (E(x, ε1)− E(x, ε2)) : (ε1 − ε2) ≥ 0
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe LE > 0 tel que
‖E(x, ε1)− E(x, ε2)‖ ≤ LE‖ε1 − ε2‖

∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω ave LE > 0

(d) L′ application x 7→ E(x, 0Sd) appartient à Q.

La fontion de ompliane normale p : Γ3 × R → R+ satisfait

(6.11)






(a) Il existe Lp > 0 tel que
|(p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp|r1 − r2| ∀r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(b) Il existe c3 > 0 tel que p(x, r) ≤ c3 ∀(x, r) ∈ Γ3 × R.
(c) p(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0 p.p. x ∈ Γ3.

Le oe�ient de frottement µ : [0,∞) → R+ satisfait

(6.12)






(a) µ est ontinu.
(b) |µ(s)| ≤ c ave c > 0, ∀s ≥ 0.
(c) µ(s1)− µ(s2) ≥ −λ(s1 − s2) ∀ s1 > s2 ≥ 0 ave λ > 0.
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Remarque 6.1. Notons que des études omme [35℄ ont montré que le oe�ient de

frottement pouvait également dépendre linéairement de la vitesse. L'hypothèse de bor-

nitude (6.12)(b) peut alors être remplaée par une hypothèse plus faible de roissane

linéaire. S'il est e�etivement possible de traiter un tel problème ave ette hypothèse,

moyennant un travail d'estimation plus approfondi (f [19℄), elle omplique inutilement

le problème. Une hypothèse de bornitude sur le oe�ient de frottement onstant reste

aeptable d'un point de vue physique.

Les grandeurs f 0 et f 2 sont dotées de la régularité suivante

(6.13) f 0 ∈ L2(0, T ;H), f 2 ∈ L2(0, T ;L2(Γ2;R
d)).

De plus, nous supposons que les valeurs initiales satisfont

(6.14) u0 ∈ V et u1 ∈ H.

Le sous-di�érentiel de Clarke, voir la dé�nition 2.15 pour plus de détails, permet

d'exprimer la ondition de frottement (6.6) sous une autre forme. Pour e faire, on

dé�nit une fontion j : Rd → R par

(6.15) j(η) =

∫ ‖η‖

0

µ(s) ds ∀η ∈ R
d.

Il s'ensuit que, ave les hypothèses (6.12)(a)�(), la ondition (6.6) est équivalente à

l'inlusion di�érentielle suivante :

−στ ∈ p(uν)∂j(u̇τ ) sur Γ3 × (0, T ),

où ∂j(η) désigne le sous-di�érentiel de Clarke de j au point η ∈ Rd
.

Nous onsidérons les opérateurs A : V → V ∗
, B : V → V ∗

, une fontion J :

L2(Γ3;R
d) → R et f : (0, T ) → V ∗

, de�nis par :

〈Au, v〉V ∗×V =

∫

Ω

Cε(u)ε(v) pour u, v ∈ V.(6.16)

〈Bu, v〉V ∗×V =

∫

Ω

Eε(u)ε(v) pour u, v ∈ V.(6.17)

J(v) =

∫

Γ3

j(v) da pour v ∈ L2(Γ3;R
d).(6.18)

〈f (t), v〉V ∗×V = (f 0(t), v)H + (f 2(t), v)L2(Γ2;Rd) pour v ∈ V.(6.19)

Ave (6.9), l'opérateur A a les propriétés suivantes

(6.20)






(a) A ∈ L(V ;V ∗) est symétrique.
(b) 〈Av, v〉V ∗×V ≤ LC‖v‖2V ∀v ∈ V.
(c) 〈Av, v〉V ∗×V ≥ c2‖v‖2V ∀v ∈ V.

160



Partie II Chapitre 6 Problème visoélastodynamique de ontat ave ompliane

normale et frottement non monotone

Ave (6.10), l'opérateur B a les propriétés suivantes

(6.21)





(a) B ∈ L(V ;V ∗) est symétrique.
(b) 〈Bv, v〉V ∗×V ≤ LE‖v‖2V ∀v ∈ V.
(c) 〈Bv, v〉V ∗×V ≥ 0 ∀v ∈ V.

Ave (6.12), un élément ξ du sous-di�érentiel de la fontion J : L2(Γ3;R
d) → R a les

propriétés suivantes

(6.22)






(a) ‖ξ‖L2(Γ3;Rd) ≤ c ∀ξ ∈ ∂J(v).
(b) (ξ1 − ξ2, v1 − v2)L2(Γ3;Rd) ≥ −λ‖v1 − v2‖2L2(Γ3;Rd)

∀ξi ∈ ∂J(vi), ∀vi ∈ L2(Γ3,R
d), i = 1, 2.

A présent, en multipliant l'équation de mouvement par la fontion test v, en inté-

grant sur Ω × (0, T ), par l'intermédiaire de la formule de Green et de la dé�nition des

opérateurs, nous obtenons la formulation variationnelle suivante du Problème P.
Problème PV Trouver un hamp de déplaements u ∈ V ave u̇ ∈ V, ü ∈ V∗

et une

densité de frottement ξ ∈ L2(0, T, L2(Γ3;R
d)) tels que

〈ρü(t) + Au̇(t) +Bu(t)− f (t), v〉V ∗×V + (p(uν(t)), vν)L2(Γ3;R)(6.23)

+(p(uν(t))ξ(t), vτ )L2(Γ3;Rd) = 0,

ave

ξ(t) ∈ S2
∂j(u̇τ (t))

p.p. sur Γ3 × (0, T ),(6.24)

où S2
∂j(u̇τ (t))

désigne l'ensemble des séletions L2(Γ3;R
d) de ∂j(u̇τ (t)), autrement dit

l'ensemble des fontions h de L2(Γ3;R
d) véri�ant l'inlusion sous-di�érentielle h ∈

∂j(u̇τ (t)), et

u(0) = u0, u̇(0) = u1.(6.25)

L'existene de la solution du problème PV peut être vu omme un as partiulier

du résultat d'existene obtenu dans [21℄ pour la problème pénalisé (la question de

l'unité n'y ayant pas été traitée). Nous allons alors nous intéresser par la suite à la

démonstration de l'uniité de la solution en déplaement. L'uniité de la solution liée

à la densité de frottement reste à e jour un problème ouvert.

Théorème 6.2. Supposons que les onditions (6.9)�(6.14) soient véri�ées. Alors le

problème PV a une solution unique en déplaement.
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Démonstration. A�n d'établir e résultat, onsidérons deux solutions en déplae-

ment du Problème P, à savoir u1 et u2, et soient w1 et w2 les vitesses assoiées telles

que, pour i = 1, 2, ui(t) = u0 +
∫ t
0
wi(t)dt. Par suite, l'inégalité suivante est véri�ée

pour i = 1, 2 :

〈ρẇi(t) + Awi(t) +Bui(t)− f (t), v〉V ∗×V + (p(uiν(t)), vν)L2(Γ3;R)

+(p(uiν(t))ξi(t), vτ )L2(Γ3;Rd) = 0,

ave

ξi(t) ∈ S2
∂j(wiτ (t))

sur Γ3 × (0, T ).

Maintenant, nous onsidérons la di�érene de (6.26) pour i = 1 et i = 2 et, en prenant

v = w1(t)−w2(t), nous obtenons

ρ〈ẇ1(t)− ẇ2(t),w1(t)−w2(t)〉V ∗×V + 〈Aw1(t)− Aw2(t),w1(t)−w2(t)〉V ∗×V

+ 〈B(u1(t)− u2(t)),w1(t)−w2(t)〉V ∗×V

+ (p(u1ν(t))− p(u2ν(t)), w1ν(t)− w2ν(t))L2(Γ3;R)

+ (p(u1ν(t))ξ1(t)− p(u1ν(t))ξ2(t),w1τ (t)−w2τ (t))L2(Γ3;Rd)

+ (p(u1ν(t))ξ2(t)− p(u2ν(t))ξ2(t),w1τ (t)−w2τ (t))L2(Γ3;Rd) = 0.

Nous intégrons sur t pour tout t ∈ [0, T ], utilisons la oerivité de A et les égalités

lassiques

ρ〈ẇ1(s)− ẇ2(s),w1(s)−w2(s)〉V ∗×V =
ρ

2

d

ds
‖w1(s)−w2(s)‖2H ,

1

2

d

ds
〈B(u1(s)− u2(s)),u1(s)− u2(s)〉V ∗×V =

1

2

(
〈B(w1(s)−w2(s)),u1(s)− u2(s)〉V ∗×V

+ 〈B(u1(s)− u2(s)),w1(s)−w2(s)〉V ∗×V

)

= 〈B(u1(s)− u2(s)),w1(s)−w2(s)〉V ∗×V

la dernière égalité étant véri�ée puisque B est symétrique, et nous obtenons

(6.26)

ρ

2
‖w1(t)−w2(t)‖2H + c2

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s))‖2V ds

+ 〈B(u1(t)− u2(t)),u1(t)− u2(t)〉V ∗×V

+

∫ t

0

(p(u1ν(s))− p(u2ν(s)), w1ν(s)− w2ν(s))L2(Γ3;R)ds

+

∫ t

0

(p(u1ν(s))ξ1(s)− p(u2ν(s))ξ2(s),w1τ (s)−w2τ (s))L2(Γ3;Rd)ds ≤ 0.
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Ave la forte monotonie de B dans (6.10), il vient que

(6.27)
〈B(u1(t)− u2(t)),u1(t)− u2(t)〉V ∗×V ≥ 0.

Ave (2.4), (6.11)(a), l'inégalité de Cauhy et l'inégalité lassique ‖u(t)‖V
≤ ‖u0‖V +

∫ t
0
‖u̇(s)‖V ds nous avons :

(6.28)

∫ t

0

(p(u1ν(s))− p(u2ν(s)), w2ν(s)− w1ν(s))L2(Γ3;R)ds

≤
∫ t

0

c20Lp‖u1ν(s)− u2ν(s)‖V ‖w1ν(s)− w2ν(s)‖V ds

≤ c40L
2
p

4ε

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖2V ds+ ε

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖2V ds

≤ c40L
2
p

2ε

(∫ t

0

(∫ s

0

‖w1(p)−w2(p)‖V dp
)2
ds
)
+ ε

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖2V ds

≤ c40L
2
pT

2ε

(∫ t

0

(∫ s

0

‖w1(p)−w2(p)‖2V dp
)
ds
)
+ ε

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖2V ds.

Ave (6.8), (6.11)(b) et (6.22)(b) nous obtenons :

(6.29)

∫ t

0

(p(u1ν(s))ξ1(s)− p(u1ν(s))ξ2(s),w1τ (s)−w2τ (s))L2(Γ3;Rd)ds

≥ −λc3
∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖2L2(Γ3;Rd)ds

≥ −λc3ε
∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖2V ds− λc3C(ε)

∫ t

0

Lp‖w1(s)−w2(s)‖2Hds.

Ensuite, ave (6.11)(a) et (6.22)(a), en proédant de la même manière que dans (6.28)

nous obtenons :

(6.30)

∫ t

0

(p(u1ν(s))ξ2(s)− p(u2ν(s))ξ2(s),w2τ (s)−w1τ (s))L2(Γ3;Rd)ds

≤
∫ t

0

c20cLp‖u1ν(s)− u2ν(s)‖V ‖w1τ (s)−w2τ (s)‖V ds

≤
c40c

2L2
pT

2ε

( ∫ t

0

( ∫ s

0

‖w1(p)−w2(p)‖2V dp
)
ds
)
+ ε

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖2V ds.
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En ombinant (6.26)�(6.30), nous avons

(6.31)

ρ

2
‖w1(t)−w2(t)‖2H + (c2 − (λc3 + 2)ε)

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s))‖2V ds

≤
c40L

2
pT (1 + c2)

2ε

(∫ t

0

(∫ s

0

‖w1(r)−w2(r)‖2V dr
)
ds
)

+ λc3C(ε)

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s)‖2Hds.

Remarque 6.3. Notons que, si ε est su�samment petit, c2 − (λc3 + 2)ε > 0.

Ainsi

(6.32)

‖w1(t)−w2(t)‖2H +

∫ t

0

‖w1(s)−w2(s))‖2V ds

≤ C

∫ t

0

(
‖w1(s)−w2(s)‖2H +

∫ s

0

‖w1(r)−w2(r)‖2V dr
)
ds,

où C est une onstante positive générique. �

A l'aide du Lemme 2.18, nous déduisons que w1 = w2, e qui onlut la preuve.

6.2 Approximation spatiale et estimation de l'erreur

Nous onsidérons et analysons ii une approximation semi-disrète spatiale du Pro-

blème PV . Pour la disrétisation spatiale, nous onsidérons un domaine polyédrique

Ω et hoisissons une famille d'éléments �nis réguliers onstituant une partition de Ω.

Soit V h ⊂ V , un sous-espae d'éléments �nis de fontions linéaires par moreaux et

ompatible ave la partition de la frontière Γ . Ii, h > 0 désigne le paramètre de dis-

rétisation spatiale. L'approximation semi-disrète du Problème PV est la suivante

Problème Ph
V Trouver un hamp de déplaement uh ∈ L2(0, T, V h) ave u̇h, üh ∈

L2(0, T, V h) et une densité de frottement ξh ∈ L2(0, T, L2(Γ3;R
d)) tels que

〈ρüh(t) + Au̇h(t) +Buh(t)− f(t), vh(t)〉V ∗×V + (p(uhν(t)), v
h
ν (t))L2(Γ3;R)(6.33)

+(p(uhν(t))ξ
h
n, v

h
τ (t))L2(Γ3;Rd) = 0 ∀vh ∈ V h, p.p. t ∈ (0, T )

ave

ξh(t) ∈ S2

∂j(u̇h
τ (t))

p.p. sur Γ3 × (0, T ),(6.34)
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et

uh(0) = uh0 , u̇h(0) = uh1 .(6.35)

Dans e qui suit, nous herhons à analyser l'erreur entre la solution en déplaement du

Problème PV et son approximation semi-disrète Ph
V . L'erreur en densité de frottement

ξ reste également un poroblème ouvert. Le résultat prinipal de la setion est résumé

dans le théorème suivant.

Théorème 6.4. Sous les hypothèses (6.9)�(6.14) et ave les régularités u̇ ∈
L2(0, T ;H2(Ω;Rd)), ü ∈ L2(0, T ;H2(Ω;Rd)) et u̇τ ∈ L2(0, T ;H2(Γ3;R

d)), nous avons

l'estimation d'erreur optimale suivante

‖u̇− u̇h‖2C(0,T ;H) + ‖u̇− u̇h‖2V + ‖u− uh‖2C(0,T ;V ) ≤ Ch,

où C est une onstante indépendante de h.

Démonstration. Nous prenons v = vh dans (6.23) et nous le ombinons ave (6.33)

a�n d'obtenir :

〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), vh(t)〉V ∗×V(6.36)

+(p(uν(t))− p(uhν(t)), v
h
ν (t))L2(Γ3;R) + (p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ

h(t), vhτ (t))L2(Γ3;Rd)

= 0.

A présent, en prenant vh = u̇h(t) dans (6.36) et en ombinant l'égalité ainsi obtenue

ave (6.36), nous obtenons

〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), vh(t)〉V ∗×V(6.37)

+(p(uν(t))− p(uhν(t)), v
h
ν (t))L2(Γ3;R) + (p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ

h(t), vhτ (t))L2(Γ3;Rd)

= 〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇h(t)〉V ∗×V

+(p(uν(t))− p(uhν(t)), u̇
h
ν(t))L2(Γ3;R) + (p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ

h(t), u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd).
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Après une reformulation de (6.37) sous la forme (., u̇(t) − u̇h(t)) = (., u̇(t) − vh), il

vient que

〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇(t)− u̇h(t)〉V ∗×V(6.38)

+(p(uν(t))− p(uhν(t)), u̇ν(t)− u̇hν(t))L2(Γ3;R)

+(p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd)

= 〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇(t)− vh(t)〉V ∗×V

+(p(uν(t))− p(uhν(t)), u̇ν(t)− vhν (t))L2(Γ3;R)

+(p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− vhτ (t))L2(Γ3;Rd).

Par suite

〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇(t)− u̇h(t)〉V ∗×V(6.39)

+(p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ(t), u̇τ (t)− u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd)

+(p(uhν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd)

= 〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇(t)− vh(t)〉V ∗×V

+(p(uν(t))− p(uhν(t)), (u̇
h
ν(t)− u̇ν(t)) + (u̇ν(t)− vhν (t)))L2(Γ3;R)

+(p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− vhτ (t))L2(Γ3;Rd).

Par onséquent, après quelques manipulations élémentaires, il vient que

〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇(t)− u̇h(t)〉V ∗×V(6.40)

+(p(uhν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd)

= 〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇(t)− vh(t)〉V ∗×V

+(p(uν(t))− p(uhν(t)), (u̇
h
ν(t)− u̇ν(t)) + (u̇ν(t)− vhν (t)))L2(Γ3;R)

+(p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− vhτ (t))L2(Γ3;Rd)

+(p(uhν(t))ξ(t)− p(uν(t))ξ(t), u̇τ (t)− u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd).

Nous pouvons aisément montrer que

〈ü(t)− üh(t), u̇(t)− u̇h(t)〉V ∗×V =
1

2

d

dt
‖u̇(t)− u̇h(t)‖2H .(6.41)

Ave la oerivité de A en (6.20), nous avons

〈Au̇(t)−Au̇h(t), u̇(t)− u̇h(t)〉V ∗×V ≥ c2‖u̇(t)− u̇h(t)‖2V .(6.42)
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Puisque l'opérateur B est, d'après (6.21), symétrique il vient que

〈Bu(t)−Buh(t), u̇(t)− u̇h(t)〉V ∗×V =(6.43)

1

2

d

dt
〈Bu(t)−Buh(t),u(t)− uh(t)〉V ∗×V .

D'après (6.8), (6.11)(b) et (6.22)(b), nous avons

(p(uhν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd)(6.44)

≥ −λc3‖u̇τ (t)− u̇hτ (t)‖2L2(Γ3;Rd)

≥ −λc3(ε‖u̇(t)− u̇h(t)‖2V + C(ε)‖u̇(t)− u̇h(t)‖2H).

Ainsi, à partir de (6.40)�(6.44), nous obtenons

ρ

2

d

dt
‖u̇(t)− u̇h(t)‖2H + (c2 − λc3ε)‖u̇(t)− u̇h(t)‖2V(6.45)

+
1

2

d

dt
〈Bu(t)− Buh(t),u(t)− uh(t)〉V ∗×V

≤ 〈ρ(ü(t)− üh(t)) + A(u̇(t)− u̇h(t)) +B(u(t)− uh(t)), u̇(t)− vh(t)〉V ∗×V

+(p(uν(t))− p(uhν(t), (u̇
h
ν(t)− u̇ν(t)) + (u̇ν(t)− vhν (t)))L2(Γ3;R)

+(p(uν(t))ξ(t)− p(uhν(t))ξ
h(t), u̇τ (t)− vhτ (t))L2(Γ3;Rd)

+(p(uhν(t))ξ(t)− p(uν(t))ξ(t), u̇τ (t)− u̇hτ (t))L2(Γ3;Rd)

+λc3C(ε)‖u̇(t)− u̇h(t)‖2H .

Maintenant, nous proédons à une intégration de 0 à t, ave t ∈ [0, T ], sur (6.45). Puis,

nous utilisons ensuite la formule d'intégration par parties et l'inégalité ab ≤ εa2+b2/4ε

pour avoir

∫ t

0

〈ü(s)− üh(s), u̇(s)− vh(s)〉V ∗×V ds = (u̇(t)− u̇h(t), u̇(t)− vh(t))H(6.46)

−(u̇(0)− u̇h(0), u̇(0)− vh(0))H −
∫ t

0

〈u̇(s)− u̇h(s), ü(s)− v̇h(s)〉V ∗×V ds

≤ ‖u̇(t)− u̇h(t)‖H‖u̇(t)− vh‖H + ‖u1 − uh1‖H‖u1 − vh(0)‖H

+

∫ t

0

〈u̇(s)− u̇h(s), ü(s)− v̇h(s)〉V ∗×V ds

≤ 1

4
‖u̇(t)− u̇h(t)‖2H + ‖u̇(t)− vh(t)‖2H + ‖u1 − uh1‖H‖u1 − vh(0)‖H

+ε‖u̇− u̇h‖2V +
1

4ε
‖ü− v̇h‖2V∗.
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Etant donné que l'opérateur A est de Lipshitz, d'après (6.20), nous obtenons

∫ t

0

〈Au̇(s)− Au̇h(s), u̇(s)− vh(s)〉V ∗×V ds(6.47)

≤
∫ t

0

LC‖u̇(s)− u̇h(s)‖V ‖u̇(s)− vh(s)‖V ds

≤ ε‖u̇− u̇h‖2V +
L2
C

4ε
‖u̇− vh‖2V .

L'opérateur B est également de Lipshitz, d'après (6.21), de e fait

∫ t

0

〈Bu(s)− Buh(s), u̇(s)− vh(s)〉V ∗×V ds(6.48)

≤
∫ t

0

LE‖u(s)− uh(s)‖V ‖u̇(s)− vh(s)‖V ds

≤ ε‖u− uh‖2V +
L2
E

4ε
‖u̇− vh‖2V ,

en outre, puisque

‖u(t)− uh(t)‖V ≤ ‖u0 − uh0‖V +

∫ t

0

‖u̇(s)− u̇h(s)‖V ds(6.49)

≤ ‖u0 − uh0‖V +
√
T‖u̇− u̇h‖V ,

nous avons, ave l'inégalité 2ab ≤ a2 + b2

‖u(t)− uh(t)‖2V ≤ ‖u0 − uh0‖2V + T‖u̇− u̇h‖2V(6.50)

+2
√
T‖u̇− u̇h‖V‖u0 − uh0‖V

≤ 2‖u0 − uh0‖2V + 2T‖u̇− u̇h‖2V ,

et par suite

∫ t

0

〈Bu(s)− Buh(s), u̇(s)− vh(s)〉V ∗×V ds(6.51)

≤ ε2T‖u0 − uh0‖2V + ε2T 2‖u̇− u̇h‖2V +
L2
E

4ε
‖u̇− vh‖2V .
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Ave (2.4), (6.11)(a) et (6.49), nous avons :

∫ t

0

(p(uν(s))− p(uhν(s)), (u̇
h
ν(s)− vhν (s)))L2(Γ3;R)ds(6.52)

≤
∫ t

0

c20Lp‖uν(s)− uhν(s)‖V ‖u̇hν(s)− vhν (s)‖V ds

≤ c40L
2
p

4ε

∫ t

0

‖u(s)− uh(s)‖2V ds+ ε‖u̇− vh‖2V + ε‖u̇− u̇h‖2V

≤ 2c40L
2
p

4ε

( ∫ t

0

‖u0 − uh0‖2V ds+
∫ t

0

(∫ s

0

‖u̇(r)− u̇h(r)‖V dr
)2
ds
)

+ε‖u̇− vh‖2V + ε‖u̇− u̇h‖2V

≤
c40L

2
p

2ε

(∫ t

0

‖u0 − uh0‖2V ds+
∫ t

0

(√
s

√∫ s

0

‖u̇(r)− u̇h(r)‖2V dr
)2
ds
)

+ε‖u̇− vh‖2V + ε‖u̇− u̇h‖2V
≤ c40L

2
p

2ε

(
T‖u0 − uh0‖2V ds+ T

∫ t

0

(∫ s

0

‖u̇(r)− u̇h(r)‖2V dr
)
ds
)

+ε‖u̇− vh‖2V + ε‖u̇− u̇h‖2V .

En utilisant à présent (2.4), (6.11)(b) et (6.22)(a) nous avons :

∫ t

0

(p(uν(s))ξ(s)− p(uhν(s))ξ
h(s), u̇τ (s)− vhτ (s))L2(Γ3;Rd)ds(6.53)

≤
∫ t

0

2c3c‖u̇τ (s)− vhτ (s)‖L2(Γ3;Rd)ds

≤ 2c3c
√
T‖u̇τ − vhτ‖L2(0,T ;L2(Γ3;Rd)).

Par onséquent, à partir de (2.4), (6.11)(a) et (6.22)(a)(et également (6.52)), nous

avons

∫ t

0

(p(uhν(s))ξ(s)− p(uν(s))ξ(s), u̇τ (s)− u̇hτ (s))L2(Γ3;Rd)(6.54)

≤
∫ t

0

c0Lpc‖uν(s)− uhν(s)‖V ‖u̇τ (s)− u̇hτ (s)‖L2(Γ3;Rd)ds

≤ c40L
2
pc

2

4ε

∫ t

0

‖u(s)− uh(s)‖2V ds+ ε‖u̇− u̇h‖2V

≤
2c40L

2
pc

2

4ε

(
T‖u0 − uh0‖2V ds+ T

∫ t

0

(∫ s

0

‖u̇(r)− u̇h(r)‖2V dr
)
ds
)
+ ε‖u̇− u̇h‖2V .

Remarque 6.5. Notons que, à partir de maintenant, la onstante positive désignée

par C peut di�érer d'une ligne à l'autre.
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Nous intégrons (6.45), ombinons (6.46)�(6.54) et utilisons la forte monotonie de

l'opérateur B pour obtenir

ρ

4
‖u̇(t)− u̇h(t)‖2H + (c2 − (λc3 + 4 + 2T 2)ε)

∫ t

0

‖u̇(s)− u̇h(s)‖2V ds(6.55)

≤ Cα + C

∫ t

0

‖u̇(s)− u̇h(s)‖2Hds+ C

∫ t

0

(∫ s

0

‖u̇(r)− u̇h(r)‖2V dr
)
ds
)
.

Remarque 6.6. Notons que, si ε est su�samment petit, c2 − (λc3 + 4 + 2T 2)ε > 0

Nous utilisons (2.8) et désignons par α

α = ‖u1 − uh1‖H‖u1 − vh(0)‖H + ‖ü− v̇h‖2V∗ + ‖u̇− vh‖2V + ‖u0 − uh0‖2V(6.56)

+‖u̇τ − vhτ‖L2(0,T ;L2(Γ3;Rd)) + ‖u1 − uh1‖2H + max
t∈(0,T )

‖u̇(t)− vh(t)‖2V .

Maintenant, soit y la fontion dé�nie par

y(t) = ‖u̇(t)− u̇h(t)‖2H +

∫ t

0

‖u̇(s)− u̇h(s)‖2V ds.(6.57)

La réériture de (6.55) onduit à l'inégalité suivante :

y(t) ≤ Cα + C

∫ t

0

y(s)ds.(6.58)

En ayant reours au Lemme 2.18, nous obtenons

y(t) ≤ CαeCT .(6.59)

Dans la mesure où t ∈ [0, T ] est arbitraire

‖u̇− u̇h‖2C(0,T ;H) + ‖u̇− u̇h‖2V ≤ Cα.(6.60)

De plus, pour tout t ∈ (0, T ),

‖u− uh‖2C(0,T ;V ) ≤ 2‖u0 − uh0‖2V + 2T‖u̇− u̇h‖2V ≤ Cα.(6.61)

En ombinant (6.60) et (6.61), nous obtenons alors pour le problème semi-disret

l'estimation suivante

‖u̇− u̇h‖2C(0,T ;H) + ‖u̇− u̇h‖2V + ‖u− uh‖2C(0,T ;V )(6.62)

≤ C(‖u1 − uh1‖H‖u1 − vh(0)‖H + ‖ü− v̇h‖2V∗ + ‖u̇− vh‖2V + ‖u0 − uh0‖2V
+‖u̇τ − vhτ‖L2(0,T ;L2(Γ3;Rd)) + ‖u1 − uh1‖2H + max

t∈(0,T )
‖u̇(t)− vh(t)‖2V ).

�
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6.3 Approximations spatiale et temporelle, estima-

tion de l'erreur

A présent, nous introduisons une approximation disrète en temps et en espae du

Problème PV a�n de borner l'erreur des solutions disrètes. La disrétisation en espae

est identique à elle de la setion 6.2. Pour e faire, sur un intervalle de temps �ni [0, T ]

où T > 0 est donné, nous onsidérons un entier positif N et nous dé�nissons la taille

du pas de temps k = T/N ainsi que les instants tn = nk, 0 ≤ n ≤ N . Dans e qui suit,

a�n d'alléger quelque peu les notations, nous désignons par fn = f (tn), un = u(tn).

Pour une suite uhk =
{
uhkn
}N
n=0

, nous utilisons la notation δnu
hk
n = (uhkn − uhkn−1)/k,

n = 1, ..., N , pour les di�érenes divisées arrière, ainsi que la notation additionnelle

δuhk =
{
δnu

hk
}N
n=1

. Une fois enore, la onstante désignée par C peut di�érer d'une

ligne à l'autre. L'approximation disrète du Problème PV est la suivante :

Problème Phk
V Trouver un hamp de vitesse disret {whk

n }Nn=0 ⊂ V h
et une densité

de frottement disret {ξhkn }Nn=0 ⊂ L2(Γ3;R
d) tels que

〈ρδwhk
n + Awhk

n +Buhkn − fn, v
h〉V ∗×V + (p(uhknν), v

h
ν )L2(Γ3;R)(6.63)

+(p(uhknν)ξ
hk
n , v

h
τ )L2(Γ3;Rd) = 0 ∀vh ∈ V h,

ave

ξhkn ∈ S2
∂j(whk

nτ )
p.p. sur Γ3, n = 1, ..., N, T = Nk,(6.64)

et

uhk0 = uh0 , whk
0 = uh1 .(6.65)

Nous onsidérons le déplaement disret suivant

uhkn = uhk0 +
n∑

j=1

kwhk
j .(6.66)

Dans e qui suit, nous herhons à analyser l'erreur entre la solution en déplaement

du Problème PV et son approximation Phk
V . De la même manière que pour le as semi-

disret, l'erreur en ontrainte reste un problème ouvert. Le résultat prinipal de la

setion est résumé dans le théorème suivant.

Théorème 6.7. Sous les hypothèses (6.9)�(6.14), ave les régularités u ∈
C1(0, T ; [H2(Ω)]d) ∩ H3(0, T ;H) et u̇τ ∈ C(0, T ;H2(Γ3)

d), et si k est su�samment
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petit, nous avons l'estimation d'erreur optimale suivante

max
1≤n≤N

(‖un − uhkn ‖V + ‖wn −whk
n ‖H) ≤ C(h+ k),

où C est une onstante indépendante de h et k.

Démonstration. Nous prenons v = vh dans (6.23) et nous la ombinons ave (6.63)

a�n d'obtenir :

〈ρ(ẇn − δwhk
n ) + A(wn −whk

n ) +B(un − uhkn ), vh〉V ∗×V(6.67)

+(p(unν)− p(uhknν), v
h
ν )L2(Γ3;R) + (p(unν)ξn − p(uhknν)ξ

hk
n , v

h
τ )L2(Γ3;Rd) = 0.

A présent, en prenant vh = whk
n dans (6.67) et en ombinant es 2 inegalités, nous

obtenons

〈ρ(ẇn − δwhk
n ) + A(wn −whk

n ) +B(un − uhkn ), vh〉V ∗×V(6.68)

+(p(unν)− p(uhknν), v
h
ν )L2(Γ3;R) + (p(unν)ξn − p(uhknν)ξ

hk
n , v

h
τ )L2(Γ3;Rd)

= 〈ρ(ẇn − δwhk
n ) + A(wn −whk

n ) +B(un − uhkn ),whk
n 〉V ∗×V

+(p(unν)− p(uhknν), w
hk
nν)L2(Γ3;R) + (p(unν)ξn − p(uhknν)ξ

hk
n ,w

hk
nτ )L2(Γ3;Rd).

Après avoir reformulé (6.68) de la manière suivante (.,wn −whk
n ) = (.,wn − vh),

nous avons

〈ρ(ẇn − δwhk
n ) + A(wn −whk

n ) +B(un − uhkn ),wn −whk
n 〉V ∗×V(6.69)

+(p(unν)− p(uhknν), wnν − whknν)L2(Γ3;R) + (p(unν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ −whk

nτ )L2(Γ3;Rd)

= 〈ρ(ẇn − δwhk
n ) + A(wn −whk

n ) +B(un − uhkn ),wn − vh〉V ∗×V

+(p(unν)− p(uhknν), wnν − vhν )L2(Γ3;R) + (p(unν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ − vhτ )L2(Γ3;Rd).

De là, nous en déduisons que

〈ρ(ẇn − δwhk
n ) + A(wn −whk

n ) +B(un − uhkn ),wn −whk
n 〉V ∗×V(6.70)

+(p(unν)− p(uhknν), wnν − whknν)L2(Γ3;R) + (p(unν)ξn − p(uhknν)ξn,wnτ −whk
nτ )L2(Γ3;Rd)

+(p(uhknν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ −whk

nτ )L2(Γ3;Rd) =

〈ρ(ẇn − δwhk
n ) + A(wn −whk

n ) +B(un − uhkn ),wn − vh〉V ∗×V

+(p(unν)− p(uhknν), wnν − vhν )L2(Γ3;R) + (p(unν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ − vhτ )L2(Γ3;Rd).
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Par onséquent, après quelques manipulations élémentaires, il vient que

(ρ(δwn − δwhk
n ),wn −whk

n )H + 〈A(wn −whk
n ),wn −whk

n 〉V ∗×V(6.71)

(p(uhknν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ −whk

nτ )L2(Γ3;Rd) =

(ρ(ẇn − δwn),w
hk
n −wn)H + (ρ(δwn − δwhk

n ),wn − vh)H

(ρ(ẇn − δwn),wn − vh)H + 〈A(wn −whk
n ),wn − vh〉V ∗×V

+〈B(un − uhkn ), (whk
n −wn) + (wn − vh)〉V ∗×V

+(p(unν)− p(uhknν), (w
hk
nν − wnν) + (wnν − vhν ))L2(Γ3;R)

+(p(unν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ − vhτ )L2(Γ3;Rd)

+(p(uhknν)ξn − p(unν)ξn,wnτ −whk
nτ )L2(Γ3;Rd).

Il est aisé de voir que

2(a− b, a) = ‖a− b‖2 + ‖a‖2 − ‖b‖2.(6.72)

De là, en prenant a = wn −whk
n et b = wn−1 −whk

n−1, nous avons

ρ

2k
(‖wn −whk

n ‖2H − ‖wn−1 −whk
n−1‖2H)(6.73)

≤ ρ((δwn − δwhk
n ),wn −whk

n )H .

L'opérateur A est oerif et de Lipshitz, d'après (6.20), d'où :

c2‖wn −whk
n ‖2V ≤ 〈A(wn −whk

n ),wn −whk
n 〉V ∗×V .(6.74)

〈A(wn −whk
n ),wn − vh〉V ∗×V ≤ LC‖wn −whk

n ‖V ‖wn − vh‖V .(6.75)

L'opérateur B est également de Lipshitz, d'après (6.21) :

〈B(un − uhkn ),whk
n − vh〉V ∗×V ≤ LE‖un − uhkn ‖V ‖whk

n − vh‖V .(6.76)

Ave (2.4) et (6.11)(a) nous avons :

(p(unν)− p(uhknν), w
hk
nν − vhν )L2(Γ3;R) ≤ c20Lp‖unν − uhknν‖V ‖whknν − vhν‖V(6.77)

≤ c20Lp‖un − uhkn ‖V ‖whk
n − vh‖V .

En ayant reours à (2.4), (6.11)(b) et (6.22)(b), nous obtenons

(p(uhknν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ −whk

nτ )L2(Γ3;Rd) ≥ −λc3‖wnτ −whk
nτ‖2L2(Γ3;Rd)(6.78)

≥ −λc3(ε‖wn −whk
n ‖2V + C(ε)‖wn −whk

n ‖2H).
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En utilisant à présent (2.4), (6.11)(a), (6.11)(b) et (6.22)(a), nous avons :

(p(unν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ − vhτ )L2(Γ3;Rd)(6.79)

≤ (p(unν)ξn − p(uhknν)ξn + p(uhknν)ξn − p(uhknν)ξ
hk
n ,wnτ − vhτ )L2(Γ3;Rd)

≤ c20Lpc‖un − uhkn ‖V ‖wnτ − vhτ‖V + 2c3c‖wnτ − vhτ‖L2(Γ3;Rd)

Et, de même, nous en déduisons que

(p(uhknν)ξn − p(unν)ξn,wnτ −whk
nτ )L2(Γ3;Rd) ≤ c20Lpc‖un − uhkn ‖V ‖wnτ −whk

nτ‖V .(6.80)

Ainsi, en ombinant (6.73)�(6.80), nous obtenons

ρ

2k
(‖wn −whk

n ‖2H − ‖wn−1 −whk
n−1‖2H) + (c2 − λc3ε)‖wn −whk

n ‖2V ≤(6.81)

(ρ(δwn − δwhk
n ),wn − vh)H + ρ‖ẇn − δwn‖H(‖wn −whk

n ‖H + ‖wn − vh‖H)
+LC‖wn −whk

n ‖V ‖wn − vh‖V + LE‖un − uhkn ‖V (‖wn − vh‖V + ‖wn −whk
n ‖V )

+c20Lp‖un − uhkn ‖V (‖wn − vh‖V + ‖wn −whk
n ‖V ) + 2c3c‖wnτ − vhτ‖L2(Γ3;Rd)

+c0Lpc‖un − uhkn ‖V (‖wnτ − vhτ‖V + ‖wnτ −whk
nτ‖V )

+λc3C(ε)‖wn −whk
n ‖2H .

Par suite, à l'aide de (2.4), (2.8), des inégalités ab ≤ 2a2 + 2b2, ab ≤ εa2 + b2/4ε et

(6.81), nous obtenons que

ρ

2k
(‖wn −whk

n ‖2H − ‖wn−1 −whk
n−1‖2H) + (c2 − λc3ε)‖wn −whk

n ‖2V ≤(6.82)

(ρ(δwn − δwhk
n ),wn − vh)H + C

(
‖ẇn − δwn‖2H + ‖un − uhkn ‖2V + ‖wn − vh‖2V

)

+ε‖wn −whk
n ‖2V + C‖wnτ − vhτ‖L2(Γ3;Rd) + C(ε)‖wn −whk

n ‖2H .

Remarque 6.8. Notons que, si ε est su�samment petit, c2 − (λc3 + 1)ε > 0.

A présent, nous remplaçons n par j et e�etuons la somme sur j allant de 1 à n

pour obtenir

(‖wn −whk
n ‖2H − ‖w0 −whk

0 ‖2H) +
2

ρ
(c2 − (λc3 + 1)ε)

n∑

j=1

k‖wj −whk
j ‖2V(6.83)

≤ 2

n∑

j=1

k((δwj − δwhk
j ),wj − vhj )H + C

n∑

j=1

k(‖ẇj − δwj‖2H + ‖uj − uhkj ‖2V

+‖wj − vhj ‖2V ) + C
n∑

j=1

k‖wjτ − vhjτ‖L2(Γ3;Rd) + C(ε)
n∑

j=1

k‖wj −whk
j ‖2H .
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Nous onsidérons le terme

n∑

j=1

k((δwj − δwhk
j ),wj − vhj )H ; nous avons

n∑

j=1

k((δwj − δwhk
j ),wj − vhj )H(6.84)

=

n∑

j=1

((wj −whk
j )− (wj−1 −whk

j−1)),wj − vhj )H

=
n∑

j=1

(wj −whk
j ),wj − vhj )H −

n−1∑

j=0

(wj −whk
j ),wj+1 − vhj+1)H

≤ ε′‖wn −whk
n ‖2H + C‖wn − vhn‖2H + C‖w0 −whk

0 ‖2H + C‖w1 − vh1‖2H

+
n−1∑

j=1

‖wj −whk
j ‖H‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖H

≤ ε′‖wn −whk
n ‖2H + C‖wn − vhn‖2H + C‖w0 −whk

0 ‖2H + C‖w1 − vh1‖2H

+
n−1∑

j=1

k

4
‖wj −whk

j ‖2H +
n−1∑

j=1

1

k
‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2H ,

ave ε′ < 1
2
.

A présent, en utilisant l'inégalité lassique, nous obtenons

‖uj − uhkj ‖V ≤ ‖u0 − uh0‖V +

j∑

p=1

k‖wp −whk
p ‖V + Ij(6.85)

où Ij est dé�nie par la relation suivante

Ij = ‖
∫ tj

0

w(s)ds−
j∑

p=1

kwp‖V(6.86)

≤ k‖u‖H2(0,T ;V ).
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Ainsi, puisque 2ab ≤ a2 + b2

‖uj − uhkj ‖2V ≤ ‖u0 − uh0‖2V +
( j∑

p=1

k‖wp −whk
p ‖V

)2
+ k2‖u‖2H2(0,T ;V )(6.87)

+2‖u0 − uh0‖V
j∑

p=1

k‖wp −whk
p ‖V + 2‖u0 − uh0‖V k‖u‖H2(0,T ;V )

+2

j∑

p=1

k‖wp −whk
p ‖V k‖u‖H2(0,T ;V )

≤ 3‖u0 − uh0‖2V + 3
( j∑

p=1

k‖wp −whk
p ‖V

)2
+ 3k2‖u‖2H2(0,T ;V )

≤ C
(
‖u0 − uh0‖2V + j

j∑

p=1

k2‖wp −whk
p ‖2V + k2‖u‖2H2(0,T ;V )

)
.

Par onséquent

n∑

j=1

k‖uj − uhkj ‖2V ≤ CT
(
‖u0 − uh0‖2V +

n∑

j=1

k2
j∑

p=1

‖wp −whk
p ‖2V + k2‖u‖2H2(0,T ;V )

)
.

Soient

en = ‖wn −whk
n ‖2H +

n∑

j=1

k‖wj −whk
j ‖2V

et

gn =
n∑

j=1

k(‖ẇj − δwj‖2H + ‖wj − vhj ‖2V )

+‖u0 − uh0‖2V + k2‖u‖2H2(0,T ;V ) + ‖wn − vhn‖2H + ‖w0 −whk
0 ‖2H + ‖w1 − vh1‖2H

+

n−1∑

j=1

1

k
‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2H + C

n∑

j=1

k‖wjτ − vhjτ‖L2(Γ3;Rd).

De là, nous pouvons reformuler (6.83) omme suit

en ≤ Cgn +
n∑

j=1

kej , pour n = 1, ..., N.(6.88)
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Considérons (6.88) et appliquons la forme disrète du Lemme de Gronwall 2.19 pour

obtenir que

max
1≤n≤N

(‖wn −whk
n ‖2H +

n∑

j=1

k‖wj −whk
j ‖2V )(6.89)

≤ C
[ N∑

j=1

k(‖ẇj − δwj‖2H + ‖wj − vhj ‖2V + ‖wjτ − vhjτ‖L2(Γ3;Rd))

+‖u0 − uh0‖2V + k2‖u‖2H2(0,T ;V ) + max
1≤n≤N

‖wn − vhn‖2H + ‖w0 −whk
0 ‖2H + ‖w1 − vh1‖2H

+
N−1∑

j=1

1

k
‖wj − vhj − (wj+1 − vhj+1)‖2H

]
.

A présent, d'après la théorie lassique de l'interpolation par élément �ni, il déoule de

[43℄ que

k
N∑

j=1

‖ẇj − δwj‖2H ≤ ck2‖w‖2H2(0,T ;H),

1

k

N−1∑

j=1

‖(wj − vhj )− (wj+1 − vhj+1)‖2H ≤ ch2‖u‖2H2(0,T ;V ),

d'où le résultat. �

Remarque 6.9. Certaines régularités exigées dans le théorème 6.7 n'ont, à notre

onnaissane, auune justi�ation méanique et ne sont introduites qu'à des �ns pu-

rement mathématiques.

6.4 Simulations numériques

La méthode de résolution du problème PV fait appel à des outils similaire à eux

utilisés dans le Chapitre 4. Elle est basée sur une proédure itérative qui onduit à une

suite de problèmes onvexes. Pour haque itération de "onvexi�ation", le oe�ient

de frottement µ(‖u̇τ‖) est �xé à une valeur donnée qui dépend de la vitesse tangentielle
assoiée à la solution uτ trouvée dans l'itération préédente. Par ailleurs, et pour rap-

pel, les onditions de ontat ave frottement sont traitées en utilisant une approhe

numérique basée sur la ombinaison d'une méthode de pénalisation, pour traiter les

onditions de ompliane normale, et de la méthode du Lagrangien augmenté pour le

frottement. De e fait, nous onsidérons des noeuds supplémentaires, ii �tifs, pour
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les multipliateurs de Lagrange dans le maillage initial.

Exemple numérique. Nous onsidérons la on�guration physique dérite dans

la Figure 6.1 . Le domaine Ω représente la oupe transversale d'un orps soumis à

l'ation de fores de tration de manière à e que l'hypothèse des ontraintes planes

soit valide. Sur la partie Γ1, le orps est �xé, d'où un déplaement nul sur ette zone.

La frontière Γ2 subit des fores vertiales de tration de densité f2, fontion de la

position et du temps a�n de modéliser l'ation d'une masse se déplaçant le long du

orps Ω. Nous supposons également qu'auune fore volumique n'agit sur Ω lors du

proessus dynamique. Le orps est en ontat frottant ontre une fondation sur la

frontière Γ3. Cet exemple numérique est sensé modéliser grossièrement l'ation d'une

roue (masse) de train se déplaçant le long d'un rail (orps Ω) reposant sur un ballast

(fondation déformable).

Γ
1

Γ
1

Obstacle deformable

Corps deformableΩ

 

Direction de deplacement de la masse

Γ

Γ3

2

Figure 6.1 : Con�guration de référene d'un orps bi-dimensionnel.

Dans la mesure où la visosité peut être supposée aussi petite que nous le sou-

haitons, et omme il ne s'agit pas de l'objet d'étude, nous allons la négliger dans la

suite. Le omportement du matériau est alors modélisé par une loi onstitutive linéaire

élastique dans laquelle le tenseur d'élastiité E est donné par

(Eτ )αβ =
Eκ

(1 + κ)(1− 2κ)
(τ11 + τ22)δαβ +

E

1 + κ
ταβ , 1 ≤ α, β ≤ 2, ∀τ ∈ S

2.

Ii, E et κ désignent respetivement le module de Young et le oe�ient de Poisson du

matériau, et δαβ désigne le symbole de Kroneker. La fontion p utilisée ii est dé�nie

par

p(r) = min(cν [r]+, c3),
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ave c3 très grand. En pratique, la fontion p est don traitée omme une loi de om-

pliane normale lassique. Pour le oe�ient de frottement, nous hoisissons d'utiliser

une expression similaire à elle employée au Chapitre 4, à savoir µ : Rd → R+

(6.90) µ(‖u̇τ‖) = (a− b) · e−α‖u̇τ‖ + b,

ave a, b, α > 0 et a ≥ b. Le oe�ient de frottement dépend de la vitesse tangentielle

et non plus du déplaement, omme préédemment.

En outre, a�n de modéliser le déplaement d'une masse le long de la frontière

Γ2, nous onsidérons la fontion suivante pour f2, ave x, l'absisse d'un point de la

frontière

f2(x, t) = (0,−g(x, t))
g(x, t) = Fe−ψ(x−cmasset)2 , ∀x ∈ [0, L] ∀t ∈ [0, T ],(6.91)

où F, ψ, cmasse > 0.

Le hoix d'une telle fontion est motivé par un ertains nombres de points que nous

nous e�orerons de mettre en évidene au ours des simulations numériques.

Pour le alul i dessous, nous utilisons les données suivantes :

T = 1s,

L = 2m, l = 0.1m,

u0 = 0m, u1 = 0m/s, ρ = 1000kg/m3, E = 100GPa, κ = 0.3,

f 0 = (0, 0)GPa, F = 10GPa.m, Ψ = 50m−1, cmasse = 2m/s,

c3 = 108GPa.m, cν = 10GPa, a = 1, b = 0.5, α = 2000.

Dans la Figure 6.2 nous représentons la on�guration déformée du orps Ω à plusieurs

instants (t = 0.2, 0.4, 0.6 et 0.8s) ainsi que les fores de ontat agissant sur la frontière

Γ3. Nous onstatons qu'à un instant donné t = t0, des fores de ontat d'intensité

signi�ative n'existent que sur une portion de la frontière de ontat et �niront par

disparaître au ours du temps, e qui est ohérent ave le déplaement d'une masse le

long de Γ2. En outre, la vitesse de déplaement de la masse est assimilable au oe�ient

cmasse ; dans le as présent nous avons hoisi cmasse = L
T
. En T seondes, la masse a

don parouru toute la longueur de Γ2 en se déplaçant de gauhe à droite.
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t=0.2 s

t=0.6 s

t=0.4 s

t=0.8 s

Figure 6.2 : Maillages déformés et fores de ontat sur Γ3 en fontion du pas de

temps.
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ν

t=0.2s t=0.4s t=0.6s t=0.8s

x

p( u  )

Figure 6.3 : Fores normales sur Γ3 en fontion du pas de temps.

En omplément des observations préédentes, nous représentons dans la Figure

6.3 la fore normale sur les noeuds en ontat au ours du temps orrespondant
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aux maillages déformés de la Figure 6.2 . Nous retrouvons, pour les 4 ourbes, la

forme aratéristique de ourbe en lohe qui n'est pas sans rappeler les fontions

Gaussiennes, soit justement le type de fontion utilisé pour la ondition de Neumann.

Nous nous proposons à présent d'étudier dans la Figure 6.4 l'in�uene du paramètre

supplémentaire Ψ . A l'instant t0, du point de vue de la fontion dé�nie en (6.91), la

valeur de e paramètre in�ue sur la "vitesse" de déroissane de g à mesure que l'on

s'éloigne du point d'absisse x = ct0. Autrement dit, plus Ψ est grand plus g va tendre

vers 0 rapidement. D'un point de vue un peu plus appliqué, nous pouvons l'assoier à

la longueur de la masse : plus la masse est longue, plus ψ sera petit. Il s'agit bien du

omportement que l'on souhaite observer.

ψ=10 ψ=200

Figure 6.4 : Maillages déformés et fores de ontat sur Γ3 pour Ψ = 10 et Ψ = 200
dans le as sans frottement.

Estimations de l'erreur. A�n de véri�er la onvergene du shéma disret et d'illus-

trer l'estimation de l'erreur optimale obtenue dans la Setion 6.3, nous alulons une

suite de solutions numériques en utilisant des triangularisations uniformes du domaine

selon le paramètre de disrétisation spatiale h et une disrétisation uniforme du temps

selon le pas de temps k. Les valeurs de l'estimation de l'erreur numérique ‖u−uhk‖V ,
désignées par Ehk

dans la Figure 6.5 , sont alulées pour plusieurs valeurs des pa-

ramètres de disrétisation spatiale et temporelle, h et k. Ii, la frontière Γ de Ω est

divisée en 1/h parties égales. Nous ommençons ave h = 1/2 et k = 1/2 puis proé-

dons par des divisions suessives par deux. La solution numérique orrespondant à

h = 1/256 et k = 1/256 est onsidérée omme étant la solution �exate"et prend 16797

temps CPU (exprimé en seondes) ; elle sert de référene pour dé�nir les erreurs de la

solution numérique pour d'autres valeurs de h et k. Cette disrétisation orrespond à

un problème omportant 132610 degrés de liberté. Les résultats numériques sont pré-

sentés dans la Figure 6.5 où est traée l'estimation de l'erreur ‖u−uhk‖V en fontion

de h et k . Notons que es résultats valident l'estimation optimale théorique obtenue

dans la Setion 6.3 à savoir le omportement linéairement asymptotique de l'erreur de

disrétisation.
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Figure 6.5 : Estimation de l'erreur numérique.
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Modélisation numérique de quelques

problèmes de ontat en hyperélastiité

La partie qui va suivre nous oblige à onsidérer un formalisme assez di�érent de e-

lui utilisé dans la partie préédente, et déjà abordé dans la setion 1.5, à savoir le adre

des grandes déformations. Si la partie II était onsarée aux résultats d'existene ma-

thématiques et de onvergene en petites déformations, la partie III est plut�t tournée

du �té de la modélisation et des méthodes numériques, ompte tenu du peu de résul-

tats à notre disposition en grandes déformations. Nous allons nous intéresser à deux

types de problématiques. La première onerne le developpement et l'analyse d'une

méthode numérique de type ative set ave projetion qui représente une alternative

à la méthode du Lagrangien augmenté pour la résolution d'un problème statique ave

ontrainte unilatérale. Puis, dans un seond temps, nos préoupations vont se tourner

vers l'établissement d'une méthode numérique possédant de bonnes propriétés de type

onservation de l'énergie pour la résolution d'un problème dynamique ave ompliane

normale, ontrainte unilatérale et frottement. Cette partie est divisée en deux Cha-

pitres de inq setions haun. Dans le Chapitre 7, après une présentation du modèle,

de la formulation et de l'approximation variationnelle, nous présentons et analysons

deux shémas numériques de type "ative set" pour la résolution des problèmes de

ontat étudiés. L'aent est mis sur les performanes des méthodes numériques de

type "ative set" sur deux modèles méaniques en petites et grandes déformations par

rapport à la méthode du Lagrangien augmenté. En�n, dans le Chapitre 8, nous pré-

sentons une méthode numérique de onservation de l'énergie ainsi qu'une omparaison

ave d'autres méthodes existantes du même type pour la résolution d'un problème

hyperélastique en grandes déformations.

185



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problèmes de ontat

186



Chapitre 7

Une méthode de projetion de type

ative set pour un problème statique

ave ontrainte unilatérale

Dans e Chapitre, nous onsidérons deux méthodes de type "ative set" a�n de

résoudre un problème de ontat sans frottement entre un orps déformable hyperélas-

tique et un obstale parfaitement rigide, i.e. le problème de Signorini. Les méthodes

étudiées sont la "Primal dual ative set" ([69, 71℄), déjà introduite dans la setion 3.2,

et la méthode de projetion itérative , présentée i-après, méthode jusqu'alors utilisée

dans [144℄ pour la résolution du problème de Signorini pour les équations de Laplae. Il

s'agit de omparer les résultats obtenus par es méthodes ave eux obtenus via la mé-

thode du Lagrangien augmenté ([6, 88, 143℄), présentés en sous-setion 3.1.1, en onsi-

dérant deux problèmes de ontat de type benhmark, en l'ourrene l'un en petites

déformations et l'autre en grandes déformations. Après avoir présenté suintement

le problème, dans la première setion, nous rappelons sa formulation variationnelle

et un résultat d'existene en grandes déformations. Ensuite, la setion 2 est dédiée à

l'approximation du problème variationnel ainsi qu'à la présentation de la méthode de

projetion itérative visant à résoudre le problème onsidéré. Nous ontinuons, dans le

setion 3, par l'établissement d'un résultat de onvergene de l'algorithme de proje-

tion itérative en petites déformations, résultat basé sur les propriétés de l'opérateur

élastique et de l'opérateur de projetion. La setion 4 est onsarée à la présentation

des simulations numériques a�n d'illustrer et de omparer le omportement des mé-

thodes "ative set" par rapport à la méthode du Lagrangien augmenté. En�n, nous

rappelons les résultats obtenus ainsi que les perspetives éventuelles dans la setion 5.

Ce Chapitre a fait l'objet de l'artile [1℄ et la méthode numérique employée présente
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des similitudes ave elle utilisée dans [2℄ en thermique.

7.1 Problème méanique et formulation variationnelle

Modèle

La formulation forte du problème de ontat hyperélastique s'érit :

ProblemP. Trouver un hamp de déplaement u : Ω → Rd
et un hamp de ontraintes

Π : Ω → M
d
tels que

Π = ∂FW (F(u)) dans Ω,(7.1)

DivΠ + f 0 = 0 dans Ω,(7.2)

u = 0 sur Γ1,(7.3)

Πν = f 2 sur Γ2,(7.4)

uν ≤ 0, Πν ≤ 0, uνΠν = 0 sur Γ3,(7.5)

Πτ = 0 sur Γ3.(7.6)

L'équation (7.1) représente la loi onstitutive hyperélastique du matériau, préé-

demment introduite dans la setion 1.5. L'équation (7.2) est l'équation d'équilibre

exprimée dans le as d'un proessus statique. Les onditions (7.3) et (7.4) désignent

respetivement les onditions aux limites en déplaement et en ontrainte. En�n, les

onditions (7.5) et (7.6) aratérisent les onditions de ontrainte unilatérale sans frot-

tement, déja abordées dans (1.19). Un tel problème �gure dans la littérature sous le

nom de Problème de Signorini. Notons que la ondition (7.5) peut également s'érire

sous la forme d'une inlusion sous-di�érentielle

(7.7) −Πν ∈ ∂ΨR−(uν),

déjà employée dans (1.20).

Formulation variationnelle

La solution faible du problème P peut être dé�nie à partir d'une inégalité variation-

nelle [70, 82℄, ou peut être obtenue de manière équivalente à partir d'un problème de

minimisation sur un ensemble onvexe, voir [33, 58℄ et setion 1.5. Ii, nous onsidé-

rons une formulation variationnelle hybride omprenant une formulation basée sur un
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point-selle. De e fait, le multipliateur de Lagrange λν en relation ave la ontrainte de

ontat véri�e une inlusion sous-di�érentielle étendue déoulant de l'inlusion sous-

di�érentille dé�nie en (7.7). Notons que, par ommodité, le multipliateur de Lagrange

λν est assimilé à−Πν . Par onséquent, la ondition d'inlusion pontuelle (7.7) onduit

à l'inlusion sous-di�érentielle

(7.8) λν ∈ ∂ϕν(uν) dans Yν,

où ϕν désigne la fontion introduite dans (1.85) et Yν est l'espae de fontion introduit

dans la setion 1.5. Par ailleurs, a�n d'étudier le problème méanique (7.1)�(7.6) nous

supposons la régularité suivante pour les densités de fores volumiques et surfaiques

(7.9) f 0 ∈ L2(Ω)d, f 2 ∈ L2(Γ2)
d.

Maintenant, nous nous attaquons à la formulation variationnelle hybride du Problème

P. Pour e faire, nous rappelons que l'opérateur hyperélastique non linéaire A : V →
V ∗

, et l'élément f sont dé�nis par

〈A(u), v〉V ∗×V =

∫

Ω

Π : ∇v dx ∀u, v ∈ V,(7.10)

〈f , v〉V ∗×V = (f 0, v)H + (f 2, v)L2(Γ2), ∀v ∈ V.(7.11)

La formule de Green (1.82) et les dé�nitions (7.10) et (7.11) permettent de onstater

que

〈A(u), v〉V ∗×V = 〈f , v〉V ∗×V +

∫

Γ3

Πνvν da+

∫

Γ3

Πτ · vτ da.

Ensuite, en utilisant le multipliateur de Lagrange λν , assoié à la ontrainte normale

de ontat Πν , ainsi que la ondition (7.6), nous obtenons la formulation variationnelle

du problème de ontat sans frottement P en terme de deux hamps inonnus.

Problème PV . Trouver un hamp de déplaements u et un hamp de ontrainte nor-

mal λ = λνν tels que

u ∈ V, 〈A(u), v〉V ∗×V + 〈λν , vν〉Yν ,Xν
= 〈f , v〉V ∗×V ∀v ∈ V,(7.12)

λν ∈ ∂ϕν(uν) dans Yν .(7.13)

Une paire (u,λ) satisfaisant (7.12), (7.13) et la loi onstitutive hyperélastique de la

forme Π = ∂FW (F) est appelée une solution faible du problème de ontat sans

frottement P.
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Un résultat onernant l'existene d'une solution dans le as du problème de Si-

gnorini tridimensionnel en hyperélastiité peut être obtenu, à l'aide des travaux de [44,

p. 381℄. Le problème PV peut d'ailleurs être failement obtenu à partir du problème

de minimisation, f [13, 44, 96℄.

Remarque 7.1. Dans le as de l'élastiité linéaire, si nous supposons que l'opérateur

élastique est un opérateur fortement monotone de Lipshitz sur l'espae V (faux en

hyperélastiité) alors, omme ela est montré dans [122℄, pour haque f ∈ V il existe

une unique solution au problème de ontat PV .

7.2 Approximation variationnelle et shémas numé-

riques

La setion qui va suivre est onsarée à l'approximation variationnelle du Pro-

blème PV ainsi qu'à la présentation d'une méthode numérique de type "ative set"

ave projetion pour résoudre le problème de ontat unilatéral en hyperelastiité. Il

s'agit, tout d'abord, de présenter la disrétisation du problème variationnel PV puis,

la méthode de projetion itérative qu'il faudra mettre en parallèle ave la méthode du

Lagrangien augmenté présenté dans la sous-setion 3.1.1, d'une part, et la méthode

"Primal dual ative set" en setion 3.2 , d'autre part, a�n d'en tirer les di�érenes et

similitudes. Soit Ω un domaine polyédrique ; hoisissons une famille d'éléments �nis

réguliers onstituant une partition de Ω. Elle est ompatible ave la déomposition de

la frontière Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, i.e., si un �té de l'élément Tr ∈ T h
a plus d'un point

sur Γ , alors e �té repose entièrement sur Γ1, Γ2 ou Γ3. L'espae V est approhé par

l'espae de dimension �ni V h ⊂ V des fontions ontinues et a�nes par moreaux, à

savoir,

V h = { vh ∈ [C(Ω)]d : vh|T ∈ [P1(Tr)]
d ∀Tr ∈ T h,

vh = 0 aux noeuds situés sur Γ1 },

où P1(Tr) représente l'espae des polyn�mes dont le degré est inférieur ou égal à un

dans Tr et h > 0 désigne le paramètre de disrétisation spatiale. Pour la disrétisation

de l'espae du multipliateur de Lagrange Yν , nous utilisons des fontions onstantes

par moreaux, voir setion 1.5 pour plus de détails. L'espae disret assoié aux mul-

tipliateurs de Lagrange est désigné par Y h
ν . Cela onduit au problème disret suivant

pour le Problème PV .
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ProblèmePh
V . Trouver un hamp de déplaements disret u

h
et un hamp de ontrainte

normale disret λh = λhνν tels que

uh ∈ V h, 〈A(uh), vh〉V ∗×V + 〈λhν , vhν 〉Yν ,Xν
= (f , vh)V ∀vh ∈ V h,(7.14)

λhν ∈ ∂ϕν(u
h
ν) dans Y h

ν .(7.15)

Pour plus de détails onernant la disrétisation, le leteur pourra se référer à [30, 31,

88, 143℄.

Partant de e formalisme, un algorithme de projetion itératif basé sur une méthode

de point �xe est introduit. Notons que dans (3.20) nous avons reours à une reformula-

tion des onditions de ontrainte unilatérale à l'aide d'une fontion de omplémentarité

non linéaire. A�n d'obtenir l'équation de point �xe adéquate, ette fontion peut être

utilisée de manière légeremment di�érente pour obtenir une autre formulation de (7.5),

i.e. di�érente de elle utilisée dans la méthode "Primal dual ative set" présentée dans

la setion 3.2. Soit c > 0, les onditions de Signorini (7.5) sont équivalentes au problème

de point �xe :

(7.16) uν = −[−uν + cΠν ]+ sur Γ3.

Notons que l'équivalene entre (7.16) et (3.20) peut être aisément démontrée en utili-

sant des arguments similaires à eux employés dans la setion 3.2. C'est e que nous

nous proposons de faire dans la démonstration qui va suivre.

Démonstration. Seules deux on�gurations sont possibles pour le déplaement nor-

mal, d'après les onditions de Signorini (1.19) : soit uν < 0, soit uν = 0. Si uν < 0,

(1.19)(3) implique que Πν = 0. Par suite

−[−uν + cΠν ]+ = −[−uν ]+ = uν .

Supposons à présent que uν = 0 et Πν ≤ 0

−[−uν + cΠν]+ = −[cΠν ]+ = 0 = uν,

soit exatement l'équation (7.16). Réiproquement, l'égalité (7.16) implique (1.19)(1).

Ensuite, si uν = 0 nous avons

−[cΠν ]+ = 0,

e qui signi�e que Πν ≤ 0. En�n, si uν < 0, −uν + cΠν > 0 et

uν = −[−uν + cΠν ]+ = uν − cΠν ,
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de e fait cΠν = 0 et, puisque c > 0, Πν = 0. Par onséquent (1.19)(2) et (1.19)(3) se

véri�ent, e qui onlue la démonstration. �

De là, le problème variationnel disret Ph
V peut être réérit sous une autre forme

algébrique disrète équivalente, omme suit

A(u) + λνν = f ,(7.17)

uν,p + [−uν,p − cλν,p]+ = 0 pour tout p ∈ Γ3.(7.18)

En utilisant (7.18), nous proposons un shéma impliite sur Γ3 qui peut être formulé

de la manière suivante :

(7.19) u(k+1)
νp = −[−u(k)νp − cλ(k+1)

νp ]+, pour tout p ∈ Γ h
3 .

A présent, nous nous tournons vers la desription de l'algorithme de projetion ité-

rative, déjà présenté dans [144℄ pour les équations de Laplae ave une ontrainte

unilatérale, que nous étendons au problème de ontat hyperélastique. Comme nous

allons le voir, la méthode proposée est basée sur l'introdution d'ensemble de noeuds

de ontat où les onditions unilatérales sont atives (ensemble A) ou inatives (en-

semble I). Cet algorithme repose sur les étapes suivantes :

(i) Choix de (u(0),λ(0)), posons k = 0.

(ii) Dé�nition de l'ensemble atif Ak+1 = {p ∈ Γ h
3 : u

(k)
ν,p + cλ

(k)
ν,p ≥ 0},

Dé�nition de l'ensemble inatif Ik+1 = Γ h
3 \ Ak+1.

(iii) Détermination de (u(k+1), λ(k+1)) tels que

A(u(k+1)) + λ(k+1)
ν ν = f ,(7.20)

u(k+1)
ν,p = 0 pour tout p ∈ Ak+1,(7.21)

u(k+1)
ν,p = u(k)ν,p + cλ(k+1)

ν,p pour tout p ∈ Ik+1.(7.22)

(iv) Si ‖(u(k+1), λ(k+1)) − (u(k), λ(k))‖ ≤ ǫ, ‖R(u(k+1), λ(k+1))‖ ≤ ǫ et Ak+1 = Ak puis

stop, sinon retour en (ii).

Bien que l'expression "méthode ative set" n'ait jamais été employé dans [144℄, l'algo-

rithme remplit le même objetif que les stratégies de type "ative set" omme présen-

tées dans la setion 3.2, à savoir déterminer l'ensemble A des noeuds en ontat ave
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un obstale parfaitement rigide. Cependant, l'obtention de l'ensemble des noeuds in-

atifs I = Γ3 \A hange drastiquement en fontion de l'algorithme utilisé. Dans le as

de la méthode "Primal dual ative set", l'ensemble inatif est déterminé en utilisant la

ondition de Neumann λ
(k+1)
ν,p = 0 à la frontière alors que, dans le as de la méthode de

projetion itérative, la ondition de Robin u
(k+1)
ν,p = u

(k)
ν,p+cλ

(k+1)
ν,p pour tout p ∈ Ik+1

est utilisée à la plae. De e fait, l'équation non linéaire (7.20) peut être résolue par

une méthode de Newton généralisée dans laquelle la ondition de Robin (7.22) doit

être inluse au préalable. Cela onduit bien évidemment à un alul de la di�érentielle

de Ru
∗ (u(k),λ(k)) par rapport à u(k)

, di�érent de elui de la méthode "Primal dual

ative set" ; en partant du système suivant :

(7.23) R∗(u,λ) =




Ru(u,λ) = A(u) + λνν − f

Rλ
∗ (u,λ) = uν,p + [−uν,p − cλν,p]+



 =

(
0

0

)
.

De là, la démarhe onsiste à injeter (7.22) dans (7.20) pour les noeuds inatifs en

remplaçant λ
(k+1)
ν,p par

u
(k+1)
ν,p −u

(k)
ν,p

c
. Le terme

u
(k)
ν,p

c
étant onnu, puisqu'il a été déterminé

à l'itération préédente, il sera pris en ompte dans le seond membre. Le terme

u
(k+1)
ν,p

c
,

qui est à déterminer, apportera une ontribution diagonale à l'opérateur A disrétisé.

Remarque 7.2. Notons une nouvelle fois que, omme pour la méthode "Primal

dual ative set", il n'est pas néessaire de onsidérer des noeuds additionnels �tifs

dans le maillage initial pour la méthode du Lagrangien augmenté. Ce point spéi�que

onstitue l'un des prinipaux avantages des méthodes "ative set".

7.3 Analyse de onvergene de la méthode de proje-

tion

Puisque la onvergene de la méthode de projetion reste à e jour une question ou-

verte dans le as hyperélastique, nous nous intéressons à la onvergene dans le adre

des petites déformations. Par onséquent, sous l'hypothèse de la théorie des petits

déplaements-gradients, le premier tenseur de Piola-Kirhho� Π peut être remplaé

par le tenseur de Cauhy σ, si ‖u‖ << 1 et ‖∇u‖ << 1 (f [44, p. 71℄). Nous onsi-

dérons alors une loi onstitutive élastique, déjà présentée dans (1.2.1), donnée par la

relation

(7.24) σ = Eε(u).
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Nous supposons également que le tenseur d'élastiité E satisfait les onditions sui-

vantes.

(7.25)





(a) E : Ω × Sd → Sd.
(b) Il existe LE > 0 tel que

‖E(x, ε1)− E(x, ε2)‖ ≤ LE‖ε1 − ε2‖ ∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(c) Il existe mE > 0 tel que

(E(x, ε1)− E(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mE ‖ε1 − ε2‖2
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) L′ application x 7→ E(x, ε) est mesurable sur Ω, pour tout ε ∈ Sd.
(e) L′ application x 7→ E(x, 0Sd) appartient a Q.

Remarque 7.3. Rappelons que les hypothèses préédentes furent utilisées dans [122℄

a�n de prouver l'uniité de la solution faible.

A�n d'établir le résultat de onvergene de la méthode de projetion itérative pré-

sentée dans la setion 7.2, nous devons en premier lieu démontrer quelques résultats

préliminaires, présentés sous forme de deux lemmes. Dans e qui suit, on suppose que

(uν, σν) ∈ L2(Γ3)
2
.

Lemme 7.4. Désignons par (u,σ) la solution faible du problème de Signorini P dans

le as de la théorie des petites déformations et soit (u(k+1),σ(k+1)) la solution obtenue

à l'itération k + 1 par la méthode de projetion itérative ; alors

(7.26) (σ(k+1)
ν , u(k)ν − uν)Γ3 ≥ (σ(k+1)

ν , u(k)ν − u(k+1)
ν )Γ3.

Démonstration. Ave la ondition de omplémentarité (1.19)(3), nous avons

(σν , u
(k+1)
ν − uν)Γ3 = (σν , u

(k+1)
ν )Γ3 .

De plus, puisque

u(k+1)
ν = −[−u(k)ν + cσ(k+1)

ν ]+ ≤ 0 et σν ≤ 0,

nous avons

(7.27) (σν , u
(k+1)
ν − uν)Γ3 ≥ 0.

En appliquant maintenant la formule de Green, nous onstatons que :∫

Ω

(σ(k+1) − σ) · (ε(u(k+1))− ε(u)) dx =

∫

Γ

(σ(k+1) − σ)ν · (u(k+1) − u) da

−
∫

Ω

Div(σ(k+1) − σ) · (u(k+1) − u) dx.
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De là, en utilisant (7.2), (7.3), (7.4) et (7.6) nous obtenons

∫

Ω

(σ(k+1) − σ) · (ε(u(k+1))− ε(u)) dx = (σ(k+1)
ν − σν , u

(k+1)
ν − uν)Γ3,(7.28)

par ailleurs, ave (7.25)() et (7.24)

∫

Ω

(σ(k+1) − σ) · (ε(u(k+1))− ε(u)) dx ≥ mE ‖u(k+1) − u‖2V ≥ 0,(7.29)

et, en ombinant (7.28) et (7.29),

(7.30) (σ(k+1)
ν − σν , u

(k+1)
ν − uν)Γ3 ≥ 0.

Alors, d'après (7.27) et (7.30)

(σ(k+1)
ν , u(k+1)

ν − uν)Γ3 ≥ (σν , u
(k+1)
ν − uν)Γ3 ≥ 0.

De là, nous en déduisons le Lemme 7.4

(σ(k+1)
ν , u(k)ν − uν)Γ3 = (σ(k+1)

ν , u(k)ν − u(k+1)
ν + u(k+1)

ν − uν)Γ3

≥ (σ(k+1)
ν , u(k)ν − u(k+1)

ν )Γ3.

�

Lemme 7.5. Désignons par (u,σ) la solution faible du problème de Signorini P et

soit (u(k+1),σ(k+1)) la solution obtenue à l'itération k + 1 de la méthode de projetion

itérative ; alors

(7.31) ‖u(k+1)
ν − uν‖2Γ3

≤ ‖u(k)ν − cσ(k+1)
ν − uν‖2Γ3

− ‖u(k+1)
ν + cσ(k+1)

ν − u(k)ν ‖2Γ3
.

Démonstration. La Proposition 2.3 et les égalités suivantes

PR+(−u(k)ν + cσ(k+1)
ν ) = [−u(k)ν + cσ(k+1)

ν ]+ = −u(k+1)
ν et y = −uν ≥ 0,

nous permettent d'obtenir

(7.32) (u(k+1)
ν − (u(k)ν − cσ(k+1)

ν ), u(k+1)
ν − uν)Γ3 ≤ 0,
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et, de là

‖u(k+1)
ν − uν‖2Γ3

= ‖u(k+1)
ν − (u(k)ν − cσ(k+1)

ν ) + (u(k)ν − cσ(k+1)
ν )− uν‖2Γ3

= ‖u(k+1)
ν − (u(k)ν − cσ(k+1)

ν )‖2Γ3
+ ‖(u(k)ν − cσ(k+1)

ν )− uν‖2Γ3

+2(u(k+1)
ν − (u(k)ν − cσ(k+1)

ν ), (u(k)ν − cσ(k+1)
ν )− uν)Γ3

= ‖(u(k)ν − cσ(k+1)
ν )− uν‖2Γ3

− ‖u(k+1)
ν − (u(k)ν − cσ(k+1)

ν )‖2Γ3

+2(u(k+1)
ν − (u(k)ν − cσ(k+1)

ν ), u(k+1)
ν − uν)

≤ ‖(u(k)ν − cσ(k+1)
ν )− uν‖2Γ3

− ‖u(k+1)
ν − (u(k)ν − cσ(k+1)

ν )‖2Γ3
.

�

En utilisant les Lemmes i-dessus, nous sommes en mesure de prouver le théorème

suivant

Théorème 7.6. La suite

{
u
(k)
ν

}
, dé�nie par (7.19) pour la méthode de projetion

itérative, onverge vers l'unique solution u du problème de Signorini lorsque k → ∞.

Démonstration. Tout d'abord, en utilisant le Lemme 7.5, nous avons

‖u(k+1)
ν − uν‖2Γ3

≤ ‖u(k)ν − cσ(k+1)
ν − uν‖2Γ3

(7.33)

−‖u(k+1)
ν + cσ(k+1)

ν − u(k)ν ‖2Γ3

≤ ‖u(k)ν − uν‖2Γ3
− ‖u(k+1)

ν − u(k)ν ‖2Γ3

−2(cσ(k+1)
ν , u(k)ν − uν)− 2(cσ(k+1)

ν , u(k+1)
ν − u(k)ν ),

puis, d'après le Lemme 7.4,

‖u(k+1)
ν − uν‖2Γ3

≤ ‖u(k)ν − uν‖2Γ3
− ‖u(k+1)

ν − u(k)ν ‖2Γ3
.(7.34)

Ensuite, nous onsidérons S =

∞∑

k=0

‖u(k+1)
ν − u(k)ν ‖2Γ3

S ≤
∞∑

k=0

(‖u(k)ν − uν‖2Γ3
− ‖u(k+1)

ν − uν‖2Γ3
).

Puisque

{
u
(k)
ν

}
est bornée, ave u

(∞)
ν = lim

k→∞
u
(k)
ν , nous déduisons

S ≤ ‖u(0)ν − uν‖2Γ3
− ‖u(∞)

ν − uν‖2Γ3
<∞.(7.35)

196



Partie III Chapitre 7 Une méthode de projetion de type ative set pour un

problème statique ave ontrainte unilatérale

Cela signi�e que la série in�nie de terme général ‖u(k+1)
ν − u

(k)
ν ‖2Γ3

onverge. Ainsi

(7.36) lim
k→∞

‖u(k+1)
ν − u(k)ν ‖2Γ3

= 0.

Par onséquent

{
u
(k)
ν

}
est une suite de Cauhy dans L2(Γ3). Soit le ouple (u

∗, σ∗) =

(u
(∞)
ν , σ

(∞)
ν ), ave u

(∞)
ν = lim

k→∞
u
(k)
ν et σ

(∞)
ν = lim

k→∞
σ
(k)
ν . Un tel ouple véri�e le problème

de point �xe (7.16), à savoir la solution du problème de Signorini ; par onséquent

(7.37) u∗ = uν et σ∗ = σν ,

e qui onlut la preuve. �

Notons que le résultat d'existene mentionné dans la setion 7.1 ne requiert au-

une hypothèse de oerivité, ou tout du moins d'hypothèse de monotonie, de la part

du tenseur de Piola-Kirhho� Π , propriétés utilisées en partiulier dans (7.30). Par

onséquent, la question de savoir si le Théorème 7.6 est toujours valide dans le adre

des grandes déformations reste à e jour ouverte.

7.4 Simulations numériques

L'objetif de la setion est de présenter quelques simulations numériques visant

à illustrer, entre autres, le omportement des solutions numériques du problème de

ontat P via les méthodes de projetion, de "Primal dual ative set" et de Lagran-

gien augmenté. Ces simulations onernent deux problèmes de ontat en statique :

le ontat sans frottement d'une demi-balle élastique ontre une fondation rigide et

le ontat sans frottement d'un anneau hyperélastique sur une fondation rigide. La

solution numérique du Problème P est alulée ave la méthode de projetion itéra-

tive présentée et analysée dans les deux préédentes setions et la méthode "Primal

dual ative set" dérites en setion 3.2 que nous omparons ensuite ave les résultats

obtenus ave la méthode du Lagrangien augmenté.

7.4.1 Problème de Hertz : ontat d'une demi-balle

En règle générale, il est partiulièrement déliat de trouver une solution analytique

pour des problèmes de ontat, du fait de leur omplexité. Toutefois, ertains problèmes

étudiés par Hertz dans [64℄ dérogent à ette règle. Nous nous intéressons ii à la

ompression d'une demi-balle ontre une fondation (f Figure 1). Nous onsidérons le
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domaine suivant :

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x21 + (x2 − R)2 ≤ R2, x2 ≤ R
}
,

Γ1 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x1 = 0, x2 = R
}
,

Γ2 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x2 = R, −R ≤ x1 ≤ R
}
,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x21 + (x2 − R)2 = R2, x2 ≤ R
}
.

Γ
3

Γ
3

Γ2 Γ2

Γ1

Obstacle

Ω Deformable body

x

x

1

2

Figure 7.1 : Con�guration initiale du problème de ontat de hertz.

Le domaine Ω représente la oupe transversale d'un orps tridimensionnel défor-

mable soumis à l'ation de fores de tration de manière à e que l'hypothèse de

déformation plane soit valide. La omposante horizontale du hamp de déplaement

disparait sur Γ1. Les fores de tration vertiale de densité f2 agissent sur la frontière

Γ2. Auune fore volumique n'est supposée agir sur le système. Le orps est en ontat

sans frottement ave un obstale sur la partie Γ3 de sa frontière. Pour la disrétisation,

nous avons la possibilité de modi�er à loisir un paramètre Nh
Γ3

dérivant le nombre de

noeuds sur Γ3 (le nombre de noeuds sur Γ2 est alors hoisi de manière à e que les

éléments soient su�samment réguliers). Dans la on�guration Nh
Γ3

= 256 représenté

dans la Figure 7.1 , nous avons utilisé 30356 éléments �nis élastiques pour un nombre

de degrés de liberté total de 30810. Nous modélisons le omportement du matériau
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ave une loi onstitutive dans laquelle le tenseur élastique E satisfait

(Eε)αβ =
Eκ

(1 + κ)(1− 2κ)
(ε11 + ε22)δαβ +

E

1 + κ
εαβ , 1 ≤ α, β ≤ 2.

Ave E, le module de Young, κ, le oe�ient de Poisson du matériau et δαβ le symbole

de Kroneker.

Pour les simulations numériques, nous onsidérons les données suivantes :

E = 150GPa, κ = 0.3,

f0 = (0, 0)GPa, f2 = (0,−2)GPa.m sur Γ2,

R = 8m, critère d′arrêt : ǫ = 10−5.

Dans la Figure 2, la on�guration déformée ainsi que les ontraintes normales de

ontat sur la frontière Γ3 sont représentées.

Figure 7.2 : Maillage déformé et ontraintes normales de ontat sur Γ3.

Préision des méthodes par rapport à la solution analytique. D'après la

théorie developpée par Hertz, il est possible de aluler la solution analytique donnée

par la distribution de pression normale sur Γ3 :





Si |x1| < b, pν = −
4Rf2y

πb2

√
b2 − x21 (contact),

Sinon pν = 0 (pas de contact),

(7.38)

ave b = 2

√
2R2f 2y(1− κ2)

Eπ
. Nous présentons maintenant la omparaison entre les

solutions numériques, obtenues via la méthode de projetion itérative, la méthode
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"Primal duale ative set", le Lagrangien augmenté, et la solution analytique (7.38),

donnée par la théorie de Hertz.

x position
1

ν−σ

Figure 7.3 : Contrainte normale de

ontat σν sur Γ3.
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Figure 7.4 : Evolution de ∆Analytic pour

les trois méthodes sur Γ3. (c = γ = 104).

Tout d'abord, nous examinons la préision des deux méthodes de type "ative set"

sus-itées sur le modèle élément �ni en les omparant à la méthode, bien onnue, du

Lagrangien augmenté et à la solution analytique. La frontière Γ3 est divisée en 256

parties égales ; la ontrainte normale de ontat σν est représentée sur la Figure 7.3 en

fontion de l'absisse et e pour haque méthode. Notons que la solution analytique et

les solutions numériques sont presque onfondues. Par onséquent, omme on pouvait

s'y attendre, la méthode de projetion itérative et la méthode "Primal dual ative

set" sont �ables sur e as test. Néanmoins, a�n de bien appréier l'erreur absolue des

méthodes, nous avons hoisi de représenter sur la Figure 7.4 l'éart entre la solution

analytique et haune des trois méthodes. Notons que, bien qu'il existe une très légère

di�érene entre les deux méthodes "ative set", auune di�érene ne transparait à

première vue entre la méthode "Primal dual ative set" et la méthode du Lagrangien

augmenté.

A présent, nous sommes en mesure de omparer l'e�aité des algorithmes implé-

mentés.

Performanes des algorithmes. Dans la Table 7.1, nous donnons le nombre d'itéra-

tions néessaires pour atteindre la onvergene de la méthode de projetion itérative et

la méthode du Lagrangien augmenté, respetivement, en fontion de plusieurs valeurs

200



Partie III Chapitre 7 Une méthode de projetion de type ative set pour un

problème statique ave ontrainte unilatérale

du paramètre c, utilisé dans la setion 7.2, et de Nh
Γ3
, le nombre de noeuds de Γ h

3 . La

même étude est e�etuée pour plusieurs valeurs du paramètre γ, utilisé dans la setion

3.2 pour la méthode "Primal dual ative set" (Table 7.2).

Projetion itérative Lagrangien augm.

Nh
Γ3

c = 1 c = 10 c = 102 c = 103 c = 104

128 11 8 7 7 7 7

256 11 9 8 8 8 8

512 18 10 9 9 9 9

Table 7.1: Nombre d'itérations en fontion de c et Nh
Γ3

pour la onvergene de la

méthode de projetion itérative.

"Primal dual ative set" Lagrangien augm.

Nh
Γ3

γ = 1 γ = 10 γ = 102 γ = 103 γ = 104

128 7 7 7 7 7 7

256 8 8 8 8 8 8

512 9 9 9 9 9 9

Table 7.2: Nombre d'itérations en fontion de γ et Nh
Γ3

pour la onvergene de la

méthode "Primal dual ative set".

D'après les tables 7.1�7.2, omme on pouvait s'y attendre, les paramètres arbi-

traires c et γ n'ont que peu d'in�uene sur le nombre d'itérations pour la méthode

de projetion itérative et la méthode "Primal dual ative set", respetivement. Tou-

tefois, ela n'est plus exatement le as pour la méthode de projetion itérative si c

est inférieur ou égal à 10. Ce omportement vient du fait que la ondition (7.18) est

approximée de manière itérative par le shéma (7.19) qui prend un sens lorsque c est

grand et tend vers l'in�ni. Il onvient de préiser que les onditions (3.31) et (3.32)

sont reliées à la ondition unilaterale (3.20) qui est équivalente à la ondition (7.16).

Par ailleurs, notons que le nombre d'itérations pour le Lagrangien augmenté et les

méthodes "ative set" est identique pour haque valeur de Nh
Γ3
.

Ensuite, nous étudions l'évolution de l'erreur Ek = ‖x(k) − x(k−1)‖2 par rapport à

l'indie de numérotation des itérations k pour haque méthode, ave c = γ = 104, et

pour 3 valeurs de Nh
Γ3

(Nh
Γ3

= 128, 256, 512) dans les Figures 7.5 �7.7 . Nous pouvons

onstater qu'il n'y a pas de di�érenes notables entre la ourbe orrespondant à la

méthode de projetion itérative et la ourbe orrespondant à la méthode "Primal-dual
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ative set". Par ailleurs, le omportement de l'erreur pour es méthodes est similaire

à elui obtenu ave la méthode du Lagrangien augmenté

Iteration index k

Ek

Figure 7.5 : Evolution de Ek en fontion

de k pour Nh
Γ3

= 128 (c = γ = 104).

Iteration index k

E
k

Figure 7.6 : Evolution de Ek en fontion

de k pour Nh
Γ3

= 256 (c = γ = 104).

Iteration index k

E
k

Figure 7.7 : Evolution de Ek en fontion

de k pour Nh
Γ3

= 512 (c = γ = 104).

Dans la Table 7.3, nous fournissons le temps CPU de la simulation pour haque

méthode en fontion de Nh
Γ3
. Les deux méthodes de type "ative set" sont, en terme

de temps CPU, largement plus rapides que la méthode du Lagrangien augmenté. En

fait, ompte tenu des faibles éarts entre la méthode "Primal dual ative set" et la
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méthode de projetion itérative, nous pouvons onsidérer qu'elles sont aussi rapides

l'une que l'autre, à la fois en terme d'itérations et en terme de temps CPU. Un tel

omportement peut être expliqué par l'utilisation des multipliateurs de Lagrange pour

la méthode du Lagrangien augmenté qui d'une part augmente la taille du système à

résoudre et d'autre part détériore le onditionnement des systèmes linéaires issus de

la méthode de Newton. Cela implique, de e fait, une augmentation du temps CPU

des systèmes linéarisés. Nous appuyons nos dires ave la taille des systèmes linéaires

tangents à résoudre à haque itération de Newton, i.e. le nombre de degrés de liberté,

dans haque as en fontion de la disrétisation onsidérée :

� Nh
Γ3

= 128 : 7921 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté ontre 7792 ddl

pour les méthodes ative set,

� Nh
Γ3

= 256 : 31067 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté ontre 30810

ddl pour les méthodes ative set,

� Nh
Γ3

= 512 : 123065 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté ontre 122552

ddl pour les méthodes ative set.

Nh
Γ3

Projetion itérative "Primal dual ative set" Lagrangien Augm.

128 5 4 7

256 29 29 54

512 208 205 472

Table 7.3: Temps CPU (en seondes) pour haque méthode en fontion de Nh
Γ3

ave

c = 104 et γ = 104.

Evolution des maillages déformés au ours du proessus itératif. Nous

montrons maintenant dans les Figures 7.8 �7.9 les maillages déformés à di�érentes

étapes de onvergene des méthodes de type "ative set" et de la méthode du Lagran-

gien augmenté. Plus exatement, les on�gurations déformées sont représentées pour

les itérations 1, 3, 5 et 8. Il est tout à fait pertinent de les omparer puisque les trois

méthodes onvergent toutes ave le même nombre d'itérations pour c = γ = 104.
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Iteration 1
Contact nodes : 1 Contact nodes : 51

Iteration 3

Contact nodes : 35
Iteration 5

Contact nodes : 29
Iteration 8

Figure 7.8 : Maillages déformés au ours du proessus itératif pour la méthode du

Lagrangien augmenté ave Nh
Γ3

= 256.

Iteration 1
Active set nodes : 1 Active set nodes : 51

Active set nodes :29Active set nodes : 35

Iteration 3

Iteration 5 Iteration 8

Figure 7.9 : Maillages déformés au ours du proessus itératif pour la méthode

"Primal dual ative set"/projetion itérative ave Nh
Γ3

= 256.

De fait, les maillages déformés au ours du proessus itératif des méthodes de

type "ative set" et Lagrangien augmenté sont identiques deux à deux. Cela signi�e

que nous retrouvons le même nombre de noeuds en ontat sur Γ3 à haque itération

pour haune des paires orrespondantes. Ce omportement provient du fait que les

onditions de ontat (3.20) et (7.16) utilisées pour les deux méthodes de type "ative

set" orrespondent exatement à la seonde équation du système non linéaire (3.10)

déoulant de la méthode du Lagrangien augmenté.
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Estimations d'erreur. En�n, nous véri�ons la onvergene des shémas disrets dans

le as des méthodes "ative set". Pour e faire, une suite de solutions numériques est

déterminée en utilisant une triangularisation du orps ave un paramètre de disréti-

sation spatiale h. Puisque, dans l'exemple onsidéré, les solutions des deux méthodes

de type "ative set" sont identiques, nous fournissons ette étude numérique pour la

méthode de projetion uniquement. Les approximations de l'estimation de l'erreur nu-

mérique ‖u− uh‖V , désigné par Eh
dans la Figure 7.10 , sont établies pour plusieurs

valeurs du paramètre de disrétisation spatiale h. Ii, la frontière Γ de Ω est divisée

en 1/h parties égales. Nous ommençons ave h = 1/2 puis proédons par des divi-

sions suessives par deux du pas. La solution numérique orrespondant à h = 1/512

est onsidérée omme étant la solution �exate", et sert de référene pour dé�nir les

erreurs de la solution numérique pour 6 valeurs de h plus élevées. Ainsi, les résultats

obtenus pour les valeurs suivantes de h : h = 1/64, h = 1/96, h = 1/128, h = 1/192,

h = 1/256 et h = 1/384 sont représentées. Les résultats numériques sont présentés

dans la Figure 7.10 dans laquelle l'estimation de l'erreur ‖u − uh‖V est traée en

fontion de h .

h

E
rr

or
 e

st
im

at
e:

 E
h

Figure 7.10 : Estimation de l'erreur numérique.

La Figure 7.10 traduit un omportement linéairement asymptotique de l'erreur,

résultat en aord ave les estimations théoriques de l'erreur établies dans [30, 82℄,
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dans le adre des petites déformations.

7.4.2 Compression d'un anneau hyperélastique ontre une fon-

dation

Nous onsidérons à présent une seonde on�guration, ela a�n de valider les per-

formanes des méthodes de type "ative set" dans le as des grandes déformations.

On s'intéresse à un problème de ontat sans frottement en grandes déformations,

à savoir la ompression d'un anneau hyperélastique ontre une fondation rigide. La

on�guration de référene du problème, présentée dans la Figure 7.11 , est détaillée

i-dessous :

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : R2
i ≤ x21 + (x2 − Re)

2 ≤ R2
e

}
,

Γ1 = AB, Γ2 = ∅,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x21 + (x2 − Re)
2 = R2

e , x2 ≤
√
2Re

}
.

Sur la partie Γ1, un déplaement vertial u0 est imposé. Auune fore n'est suppo-

sée agir sur le orps hyperélastique. Le orps est en ontat sans frottement ave un

obstale sur la partie Γ3 de la frontière.
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Γ3Γ3

A B

x

x1

2

Γ1

Hyperelastic ring

Obstacle

Figure 7.11 : Con�guration de référene du problème de ontat hyperélastique.

Le domaine Ω représente la setion transversale d'un orps hyperélastique tridi-

mensionnel soumis à l'ation d'un déplaement de telle manière que l'hypothèse des

ontraintes plane est valide. La fondation est donnée par {(x1, x2) ∈ R2 : x2 ≤ 0}.
Pour la disrétisation, nous avons la possibilité de modi�er à loisir le paramètre Nh

Γ

dérivant le nombre de noeuds sur Γ ; le nombre de noeuds sur l'épaisseur de l'anneau

est alors hoisi a�n de garantir l'obtention d'éléments su�samment réguliers. Dans la

on�guration Nh
Γ = 256 représentée dans la Figure 7.11 , la frontière Γ3 est divisée en

192 parties égales, 6144 éléments �nis hyperélastiques ont été utilisés pour un nombre

total de degrés de liberté égal à 6656. Le omportement du matériau, onsidéré ii, est

gouverné par une variante de la loi onstitutive d'Ogden (f [45℄) dé�ni par la densité

d'énergie suivante

W (C) = c1(I1 − 3) + c2(I2 − 3) + a(I3 − 1)− (c1 + 2c2 + a) ln I3.

Ii I1, I2 et I3 représentent les trois invariants du tenseur C, voir setion 1.5. Pour les
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simulations numériques, on onsidère les données suivantes :

u0 = (0,−14)m,

f 0 = (0, 0)N/m2, f2 =

{
(0, 0)N/m ,
(0, 0)N/m ,

c1 = 0.5MPa, c2 = 0.5× 10−2MPa, a = 0.35MPa,

Ri = 9m, Re = 10m.

Dans la Figure 7.12 , la on�guration déformée ainsi que les ontraintes normales

de ontat sur la frontière Γ3 sont représentées.

Figure 7.12 : Maillage déformé et ontraintes normales de ontat sur Γ3.

Comme dans la setion préédente 7.4.1, nous présentons la omparaison entre les

solutions numériques obtenues via les méthodes de type "ative set" d'une part et la

méthode du Lagrangien augmenté d'autre part en étudiant en partiulier la préision

numérique, la onvergene et les performanes des méthodes.
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x position
1

−Πν

Figure 7.13 : Contrainte normale de ontatΠν sur Γ3.

Tout d'abord dans la Figure 7.13 , nous représentons la ontrainte normale de

ontat Πν en fontion de l'absisse pour les trois méthodes déjà mentionnées. Il

apparait très lairement que les-dites méthodes ne présentent auune di�érene si-

gni�ative, indiquant par là-même que les méthodes de type "ative set" sont aussi

préises, même dans le adre des grandes déformations sur e as test, que la méthode

du Lagrangien augmenté.

A présent dans les Tables 7.4�7.5, omme dans la setion 7.4.1, nous étudions l'évo-

lution du nombre d'itérations néessaires à la onvergene de la méthode de projetion

itérative et de la méthode "Primal dual ative set" par rapport à la méthode du La-

grangien augmenté. Dans et exemple de ontat hyperélastique, la dépendane en c

du nombre d'itérations est bien plus marquée que pour le ontat de hertz de la setion

7.4.1. Nous onstatons d'ailleurs que, lorsque c ≤ 10, l'algorithme ne semble même pas

onverger (Nv). Toutefois, d'après les Tables 7.4 et 7.5, pour une grande valeur de

c, supérieure ou égale à 104, le nombre d'itérations néessaires à la onvergene de la

méthode de projetion itérative devient onstant et égal au nombre d'itérations né-

essaires à la onvergene de la méthode "Primal dual ative set". Par ailleurs, il est

intéressant de onstater que les valeurs de γ n'ont pratiquement auune in�uene sur

le nombre d'itérations néessaires à la onvergene de la méthode "Primal dual ative
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set" pour e problème de ontat hyperélastique. Cela vient du fait de l'utilisation de

la méthode de Newton semi-régulière pour le traitement de la ondition de ontat

(3.20) permettant ainsi d'imposer des onditions sur Γ3 indépendantes du paramètre

γ ; seuls les ensembles de noeuds Atifs et Inatifs en dépendent.

Comme dans la setion 7.4.1, nous fournissons dans les Figures 7.14 �7.16 l'évolu-

tion de Ek = ‖x(k) −x(k−1)‖2 en fontion de l'indie d'itération k pour la méthode du

Lagrangien augmenté et les méthodes de type "ative set" en faisant varier la valeur

du paramètre de disrétisation (N = 128, 256, 512).

Méthode de Projetion itérative Lagrangien Augm.

Nh
Γ c = 10 c = 102 c = 103 c = 104 c = 105 c = 106

128 Nv 294 41 12 13 13 8

256 Nv 171 45 14 19 16 9

512 Nv 378 45 14 14 19 10

Table 7.4: Nombre d'itérations en fontion de c et Nh
Γ , le nombre de noeuds sur Γ ,

pour la onvergene de la méthode de projetion itérative.

"Primal dual ative set" Lagrangien Augm.

Nh
Γ γ = 10 γ = 102 γ = 103 γ = 104 γ = 105 γ = 106

128 12 12 12 12 12 12 8

256 13 13 13 13 15 14 9

512 14 14 14 14 14 14 10

Table 7.5: Nombre d'itérations en fontion de γ et Nh
Γ , le nombre de noeuds sur Γ ,

pour la onvergene de la méthode "Primal dual ative set".

Notons également que, ontrairement à l'exemple numérique étudié en setion 7.4.1,

les deux méthodes de type "ative set" néessitent 4 itérations supplémentaires pour

onverger, par rapport à la méthode du Lagrangien augmenté. De plus, les maillages

déformés au ours du proessus de onvergene pour la méthode "Primal dual ative

set" et la méthode de projetion ne sont plus identiques dans et exemple numérique, à

un indie d'itération k donné. Notons également, d'après les Figures 7.14 �7.16 que la

onvergene de la méthode de projetion semble plus régulière que elle de la méthode

"Primal dual ative set".
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Iteration index k

E
k

Figure 7.14 : Evolution de Ek en
fontion de k pour Nh

Γ = 128
(c = γ = 104).

Iteration index k

E
k

Figure 7.15 : Evolution de Ek en
fontion de k pour Nh

Γ = 256
(c = γ = 104).

Iteration index k

kE

Figure 7.16 : Evolution de Ek en
fontion de k pour Nh

Γ = 512
(c = γ = 104).

En�n, nous fournissons dans la Table 7.6 une omparaison des méthodes en terme

de temps CPU pour atteindre la onvergene en fontion de la taille du problème. Cela

nous onduit à dire que les deux méthodes de type "ative set" ont une onvergene

plus rapide en terme de temps CPU que la méthode du Lagrangien augmenté. Tout
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omme l'exemple en petites déformations de la setion préédente, e omportement

s'explique par l'absene des multipliateurs de Lagrange dans les méthodes de type

"ative set". Dans le as présent, la proportion plus importante de noeuds poten-

tiellement en ontat, par rapport à l'exemple de Hertz, se traduit également par de

meilleures performanes des méthodes de type "ative set" par rapport à la méthode

du Lagrangien augmenté.

Nh
Γ Projetion itérative "Primal dual ative set" Lagrangien augm.

128 1 1 1

256 19 17 43

512 89 87 160

Table 7.6: Temps CPU (en seondes) pour haque méthode en fontion de Nh
Γ ave

c = 104 et γ = 104.

Comme dans le premier exemple (setion 7.4.1), nous appuyons nos dires ave la

taille du système linéaire tangent, i.e. le nombre de degrés de liberté, dans haque as

en fontion de la disrétisation onsidérée :

� Nh
Γ = 128 : 1889 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté ontre 1792 ddl

pour les méthodes ative set,

� Nh
Γ = 256 : 6849 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté ontre 6656 ddl

pour les méthodes ative set,

� Nh
Γ = 512 : 25985 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté ontre 25600

ddl pour les méthodes ative set.

C'est d'ailleurs la raison prinipale pour laquelle le fait d'éviter d'avoir reours aux

multipliateurs de Lagrange reste un argument pertinent pour préférer les méthodes

de type "ative set" à la méthode du Lagrangien augmenté.

7.5 Conlusion

Nous nous sommes intéressés à l'analyse de deux méthodes de type "ative set" à

travers un problème lassique issu de la littérature de la méanique du ontat, à savoir

le problème de Signorini dans le adre des petites et grandes déformations. Nous avons

d'abord obtenu une formulation variationnelle, à partir du problème méanique, ainsi

qu'un résultat d'existene basé sur les propriétés d'une fontion d'énergie hyperélas-

tique. Ensuite, nous avons proposé une approximation numérique du problème, tout

en introduisant une nouvelle méthode de type "ative set". La partie suivante était
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onsarée à un résultat de onvergene de l'algorithme de projetion itérative, preuve

basée sur des onsidérations portant sur des opérateurs de projetion et les propriétés

de l'opérateur élastique (propriétés d'ailleurs déjà utilisées pour démontrer l'existene

et l'uniité d'une solution faible du problème en petites déformations). Il s'agissait

ensuite de présenter quelques simulations numériques visant à omparer le omporte-

ment des deux méthodes de type "ative set". Ces simulations ont été menées sur deux

problèmes tests, dans lesquelles le Lagrangien augmenté a été pris omme référene :

l'un ave un ontat de type hertz en petites déformations, l'autre en grandes défor-

mations ave la ompression d'un anneau hyperélastique ontre une fondation rigide.

Il en ressort que les méthodes "ative set" sont plus e�aes que le Lagrangien aug-

menté dans le premier as, tant en terme de vitesse de onvergene et de temps CPU,

mais il faut nuaner es propos dans le as du seond exemple. Les deux méthodes de

type "ative set" néessitent ette fois plus d'itérations que la méthode du Lagrangien

augmenté pour atteindre la onvergene. Cependant, elles restent plus rapides que e

dernier en terme de temps CPU. Quoi qu'il en soit, le fait que les méthodes de type

"ative set" ne requièrent pas l'utilisation des multipliateurs de Lagrange onstitue

un avantage non négligeable du point de vue de l'implémentation. De e fait, nous

avons toutes les raisons de penser que l'utilisation des méthodes "ative set" à la plae

du Lagrangien augmenté se justi�e pleinement.

A partir de là, quelques aspets s'insrivant dans la ontinuité de e Chapitre,

et qui pourraient être onsidérés dans l'avenir, se dégagent de notre propos. D'un

point de vue analytique, nous avons été en mesure de montrer la onvergene de la

méthode de projetion itérative dans le adre des petites déformations en utilisant

uniquement les hypothèses néessaires à l'existene d'une solution faible dans le même

adre. Puisque nous avons présenté un résultat d'existene en grandes déformations,

basé sur plusieurs hypothèses, il serait intéressant d'utiliser es mêmes hypothèses pour

essayer de démontrer la onvergene de l'algorithme en grandes déformations...Mais

e point reste à e jour une question ouverte. Préisons que nous n'avons étudié pour

l'instant que des on�gurations statiques sans frottement ; une perspetive intéressante

serait don de onsidérer un problème de ontat frottant ave ou sans proessus

d'évolution.
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Chapitre 8

Conservation de l'énergie pour un

problème de ontat hyperélastique

Nous présentons dans e qui va suivre un modèle numérique dérivant le ontat

dynamique ave frottement entre un orps hyperélastique et une fondation dotée de

bonnes propriétés de onservation de l'énergie. Il s'agit de prendre en onsidération

un ontat modélisé par une loi de ompliane normale dont la pénétration est limitée

par des onditions de ontraintes unilatérales ave une version de la loi de Coulomb de

frottement se pour en extraire des propriétés intéressantes de onservation de l'éner-

gie. Nous ommençons par introduire dans la setion 1 un modèle spéi�que de ontat

en adéquation ave les propriétés reherhées. Ensuite, en setion 2, après avoir pré-

senté le problème méanique nous établissons la formulation variationnelle. La setion

3 est dédiée à la disrétisation en temps et en espae ainsi qu'à l'approximation varia-

tionnelle du problème de ontat hyperélastique. Après ela, dans la setion 4, nous

détaillons l'approhe utilisée pour résoudre un tel problème tout en garantissant a

priori de bonnes propriétés de onservation de l'énergie ; pour e faire nous étudions

l'évolution de l'énergie disrète inhérente à ette méthode dans le as ave et sans

frottement. En�n, dans la setion 5, nous présentons les résultats numériques obtenus

ave plusieurs méthodes de type onservation de l'énergie [13, 62, 80, 81℄ pour deux

exemples représentatifs, à savoir les impats d'une balle élastique en petites défor-

mations et d'un anneau hyperélastique en grandes déformations. Ce Chapitre a fait

l'objet de l'artile [27℄.
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8.1 Un modèle spéi�que de ontat ave ompliane

normale, ontrainte unilatérale et frottement

Le but de ette setion est de proposer d'une part un modèle de ontat présentant

des propriétés de onservation de l'énergie et d'autre part d'étendre le modèle au

as du frottement. Comme évoqué dans la setion 3.3, l'utilisation de la ondition

de persistane (1.30) est partiulièrement pratique pour la onservation de l'énergie ;

elle suppose que les réations normales de ontat ne peuvent apparaître qu'en as de

ontat persistant. Par ailleurs, l'utilisation d'une loi de ondition unilatérale en vitesse

aurait pour onséquene des pénétrations ; le ouplage de ette loi au même instant

ave une ondition unilatérale en déplaement est don inompatible. Notre objetif

est alors de onsidérer un modèle de ontat ave ompliane normale et ontraintes

unilatérales possédant à la fois des propriétés de onservation de l'énergie intrinsèque à

la pénalisation spéi�que introduite en sous-setion 3.3.4 tout en essayant de ontr�ler

la pénétration ave l'utilisation d'une stratégie à deux étapes, similaire à elle présentée

en sous-setion 3.3.3.





Πν + p(uν) ≤ 0,
uν − g ≤ 0,
(Πν + p(uν))(uν − g) = 0,

sur Γ3 × (0, T ).(8.1)

De telles onditions ont déjà été introduites dans (1.26). Pour rappel, ela revient

à onsidérer une fondation onstituée d'un matériau parfaitement rigide sur laquelle

repose une ouhe d'aspérités déformables d'épaisseur g. Ce modèle présente deux

avantages notables : l'adéquation ave les propriétés de onservation de l'énergie lors

des pénétrations au ours des phases d'impat (−Πν = p(uν) pour 0 ≤ uν < g),

d'une part, et la limitation de la pénétration dans la fondation (Πν ≤ 0, uν − g ≤
0, Πν(uν − g) = 0) par la prise en ompte d'une ontrainte unilatérale, d'autre part.

Nous nous tournons maintenant vers les onditions de frottement. Notre objetif est

à présent de onsidérer un modèle de frottement qui dissipe de l'énergie tout en étant

ompatible ave les onditions de ontat abordées plus haut. Ainsi, nous introduisons

une version spéi�que de la loi de frottement se de Coulomb dans laquelle le seuil

de frottement dépend à la fois de la pénétration pour 0 ≤ uν ≤ g et de la ontrainte

normale Πν . Par onséquent, nous prenons la ondition de frottement suivante :

{
‖Πτ‖ ≤ −µ(uν)Πν si u̇τ = 0,

−Πτ = −µ(uν)Πν
u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0,

sur Γ3 × (0, T ).(8.2)
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Ii µ désigne le oe�ient de frottement et est supposé dépendre de la pénétration uν

tant que uν < g. Lorsqu'il y a pénétration, du moment que le déplaement normal

n'atteint pas la limite g (i.e. 0 ≤ uν < g), le ontat est dérit par une ondition

de ompliane normale assoiée à la loi de frottement se de Coulomb lassique ave

le seuil de frottement µ(uν)p(uν). On pourra se référer à [56, 131, 136℄ pour plus de

détails sur la ondition de ompliane normale assoiée à la loi de frottement se de

Coulomb. Après l'érasement des aspérités, i.e. lorsque le déplaement normal atteint

la limite g, la valeur de la ontrainte normale est supérieure à p(g) et le frottement

suit une loi de Coulomb assoiéee au ontat unilatéral, ave le seuil de frottement

−µ(g)Πν. Notons que le seuil de frottement fait intervenir le oe�ient de frottement

µ qui dépend de la profondeur de pénétration uν et de la taille des aspérités g. Dans

e qui suit, nous onsidérons deux exemples, déjà présentés dans la sous-setion 1.4.4

en petites déformations :

µ1(η) =






0 pour η ≤ 0,
η
g
µ0 pour η ∈ (0, g),

µ0 pour η ≥ g.

µ2(η) =






0 pour η ≤ 0,

(2− η
g
)µ0 pour η ∈ (0, g),

µ0 pour η ≥ g.

(8.3)

Plusieurs études expérimentales [74, 94, 95℄ ont déjà montré que le oe�ient de frot-

tement pouvait e�etivement dépendre de la fore de ompression normale et de l'éra-

sement des aspérités. Un tel omportement s'explique par l'usure des aspérités sur la

surfae de ontat de la fondation et du orps déformable mis en jeu.

8.2 Problème méanique et formulation variationnelle

Problème méanique

La formulation forte du problème de ontat frottant hyperélastique est la suivante.

Problème PM . Trouver un hamp de déplaements u : Ω × [0, T ] → Rd
et un hamp
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de ontraintes Π : Ω × [0, T ] → Md
tels que

Π(t) = ∂FW (F(t)) dans Ω × (0, T ),(8.4)

ρü(t)− DivΠ(t)− f0(t) = 0 dans Ω × (0, T ),(8.5)

u(t) = 0 sur Γ1 × (0, T ),(8.6)

Π(t)ν = f 2(t) sur Γ2 × (0, T ),(8.7)

{
uν ≤ g, Πν(t) + p(uν(t)) ≤ 0,

(uν(t)− g)(Πν(t) + p(uν(t))) = 0
sur Γ3 × (0, T ),(8.8)

{
‖Πτ (t)‖ ≤ −µ(uν(t))Πν(t) si u̇τ (t) = 0,

−Πτ (t) = −µ(uν(t))Πν(t)
u̇τ (t)

‖u̇τ (t)‖
si u̇τ (t) 6= 0,

sur Γ3 × (0, T ),(8.9)

u(0) = u0, u̇(0) = u1 dans Ω.(8.10)

Pour rappel, l'équation (8.4) est la loi onstitutive hyperélastique, introduite dans

(1.55). L'équation (8.5) représente l'équation de mouvement. Les onditions (8.6) et

(8.7) sont respetivement les onditions de déplaement et de tration. Ensuite, (8.10)

représente les onditions initiales ave u0 et u1 le déplaement initial et la vitesse

initiale, respetivement. En�n, les onditions (8.8) et (8.9) représentent les onditions

de ontat frottant. Ii, nous onsidérons une nouvelle fois que (8.8) onstitue une loi

de ontat ave ompliane normale et ontat unilatéral dans laquelle la pénétration

maximale autorisée est g. La ondition (8.9) représente une version de la loi de frotte-

ment se de Coulomb relative aux onditions de ontat (8.8). Notons que la ondition

(8.8) est équivalente à

(8.11) −Πν(t) ∈ p(uν(t)) + ∂Ψ(−∞,g](uν(t)) sur Γ3 × (0, T ),

où ∂ représente l'opérateur sous-di�érentiel au sens de l'analyse onvexe et ΨA désigne

la fontion indiatrie de l'ensemble A ⊂ R. De même, nous onstatons que la ondition

(8.9) est équivalente à

(8.12) −Πτ (t) ∈ −µ(uν(t))Πν∂‖u̇τ (t)‖ sur Γ3 × (0, T ).

Dans le reste du Chapitre, nous onsidérerons les onditions de ontat ave frottement

sous forme de sous-di�érentielles exprimées en (8.11) et (8.12).

Formulation variationnelle
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Nous introduisons maintenant une formulation variationnelle hybride du problème

PM dans laquelle les variables duales, orrespondant aux multipliateurs de Lagrange,

sont liées aux fores de ontat et de frottement. Dans e as, les multipliateurs de

Lagrange véri�ent l'extension des inlusions sous-di�érentielles obtenues à partir des

inlusions sous-di�érentielles pontuelles dé�nies dans (8.11) et (8.12). En reprenant

les notations déjà adoptées dans la setion 1.5, nous onsidérons les espaes de trae

Xν = { vν |Γ3 : v ∈ V } et Xτ = { vτ |Γ3 : v ∈ V }, munis de leurs normes usuelles.

Nous désignons par Yν et Yτ les espaes duaux de Xν et Xτ , respetivement et par

〈·, ·〉Yν ,Xν
et 〈·, ·〉Yτ ,Xτ

les produits de dualités orrespondants.

A�n d'établir la formulation variationnelle, nous avons besoin de notations sup-

plémentaires. De e fait, nous onsidérons la fontion f : (0, T ) → V ∗
et l'opérateur

A : V → V ∗
dé�nis par

(8.13) 〈f (t), v〉V×V ∗ = (f 0(t), v)H + (f 2(t), v)L2(Γ2;Rd),

(8.14) 〈Au(t), v〉V×V ∗ =

∫

Ω

Π(u(t)) : ∇v dx

pour tout t ∈ (0, T ), u, v ∈ V et supposés su�sament réguliers. Pour les onditions

de ontat, nous introduisons une fontion ϕgν : Xν → (−∞,+∞] et un opérateur

L : Xν → Yν dé�nis par

ϕgν(vν(t)) =

∫

Γ3

Ψ(−∞,g](vν(t)) da ∀ vν ∈ Xν ,

L : Xν → Yν , 〈Luν(t), vν〉Yν ,Xν
=

∫

Γ3

p(uν(t))vν da ∀ uν , vν ∈ Xν .

Notons que, pour tout t ∈ (0, T ), la ondition pontuelle (8.11) onduit à l'inlusion

sous-di�érentielle

(8.15) −Πν(t) ∈ ∂ϕgν(uν(t)) + Luν(t) dans Yν.

Pour reformuler la loi de frottement, nous utilisons la fontion ϕτ : Xτ → (−∞,+∞]

dé�nie en (3.33). De même, pour tout t ∈ (0, T ), la ondition pontuelle (8.12) onduit

à l'inlusion sous-di�érentielle

(8.16) −Πτ (t) ∈ −µ(uν(t))Πν(t)∂ϕτ (u̇τ (t)) dans Yτ .

Les inlusions (8.15) et (8.16) néessitent l'introdution de 2 nouvelles inonnues,

à savoir les multipliateurs de Lagrange, qui représentent les ontraintes normales et
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tangentielles sur la surfae de ontat, et qui seront désignées dans e qui suit par ξν

et ξτ , respetivement. Ainsi, en multipliant l'équation d'équilibre (8.5) par la fontion

test v, en intégrant le résultat sur Ω × (0, T ) et en utilisant la formule de Green

(2.9) ainsi que les inlusions (8.15)�(8.16), nous obtenons la formulation variationnelle

hybride suivante pour le problème PM , ave trois hamps inonnus.

Problème PV . Trouver un hamp de déplaements u : [0, T ] → V , un hamp de

ontraintes normales ξν : [0, T ] → Yν et un hamp de ontraintes tangentielles ξτ :

[0, T ] → Yτ tels que

〈ρü(t) + Au(t), v〉V×V ∗ = 〈f(t), v〉V×V ∗
(8.17)

+〈ξν(t), vν〉Yν ,Xν
+ 〈ξτ (t), vτ 〉Yτ ,Xτ

∀v ∈ V,

−ξν(t) ∈ ∂ϕgν(uν(t)) + Luν(t),(8.18)

−ξτ (t) ∈ −µ(uν(t))ξν(t)∂ϕτ ((u̇τ (t)),(8.19)

pour tout t ∈ (0, T ) et, de plus,

(8.20) u(0) = u0, u̇(0) = u1.

Notons que l'existene et l'uniité d'une solution faible au Problème PV restent à e

jour des problèmes ouverts. Toutefois, nous avons un résultat d'uniité dans [21℄ pour

un problème de ontat ave frottement omportant une loi onstitutive visoélastique

en dynamique ave une version régularisée des onditions de ontat ave frottement

(8.18)�(8.19), en petites déformations. Nous rappelons également que les questions de

l'existene et de l'uniité d'une solution faible pour plusieurs problèmes de ontat

sont abordées en détail dans les ouvrages [56, 100, 136℄.

8.3 Disrétisation et approximation variationnelle

Cette setion est onsarée à la disrétisation du problème variationnel PV et est

basée sur des arguments similaires à eux utilisés dans [13, 14, 20, 21, 22, 23, 28℄.

Intéressons nous dans un premier temps à la disrétisation spatiale. Soit Ω, un

domaine polyédrique. De plus, soit {T h}, une famille régulière d'éléments �nis tri-

angulaires reouvrant le domaine Ω et ompatible ave la partition de la frontière

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3. L'espae V est approhé par l'espae de dimension �ni V h ⊂ V des
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fontions ontinues et a�nes par moreaux, déja détaillé dans la setion 7.2. Pour la

disrétisation des termes assoiés au ontat normal, nous onsidérons l'espae

Xh
ν = { vhν|Γ3 : vh ∈ V h }

muni de sa norme usuelle. Considérons l'espae disret des fontions onstantes par

moreaux Y h
ν ⊂ L2(Γ3) liées à la disrétisation de la ontrainte normale ξν. Pour la

disrétisation des termes assoiés au frottement tangentiel, onsidérons l'espae

Xh
τ = { vhτ |Γ3 : vh ∈ V h }

muni de sa norme usuelle. Nous onsidérons également l'espae disret des fontions

onstantes par moreaux Y h
τ ⊂ L2(Γ3)

d
liées à la disrétisation de la densité de frotte-

ment ξτ .

Ensuite, nous rappelons quelques résultats préliminaires sur la disrétisation tem-

porelle. Soit N , un entier ; k = T
N
est le pas de temps et nous dé�nissons

tn = n k, 0 ≤ n ≤ N.

Par la suite, pour une fontion ontinue f(t) à valeur dans un espae fontionnel, nous

utilisons la notation fj = f(tj), pour 0 ≤ j ≤ N . Nous onsidérons alors une olletion

de temps disrets {tn}Nn=0 onstituant une partition uniforme de l'intervalle de temps

[0, T ] =
⋃N
n=1[tn−1, tn] ave t0 = 0, tn = tn−1 + k et tN = T . Finalement, pour une

suite {wn}Nn=1, nous désignons les di�érenes divisées entrées par

(8.21) δwn− 1
2
= (wn − wn−1)/k =

1

2
(δwn + δwn−1),

et, de manière équivalente, nous avons δwn = −δwn−1 +
2
k
(wn − wn−1). Dans le reste

de e Chapitre, nous utilisons la notation �n− 1
2
= 1

2
(�n + �n−1), où �n représente

l'approximation de �(tn). Notons que le shéma d'intégration temporelle que nous

utilisons est basé sur la règle impliite des points milieux d'ordre deux donnée dans

(8.21).

Ave es onditions préliminaires, nous avons que la ondition de ontat (8.18)

onduit à l'inlusion sous-di�érentielle disrète suivante, au temps tn− 1
2
:

−ξνhkn− 1
2
∈ ∂ϕgν(uν

hk
n− 1

2
) + Luν

hk
n− 1

2
dans Y h

ν .

De façon similaire, notons que la ondition de frottement (8.19) onduit à l'inlusion

sous-di�érentielle disrète suivante, au temps tn− 1
2

−ξτ
hk
n− 1

2
∈ −µ(uhν)ξνhkn− 1

2
∂ϕτ (δuτ

hk
n− 1

2
) dans Y h

τ .
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Pour plus de détails sur l'étape de disrétisation, nous pouvons nous référer à [79, 81,

143℄.

Soient uh0 ∈ V h
et uh1 ∈ V h

, des approximations par élément �ni de u0 et u1,

respetivement. Alors, en utilisant les notations préédentes et le shéma des points

milieux (8.21), l'approximation disrète du Problème PV au temps tn− 1
2
est la suivante.

Problème Phk
V . Trouver un hamp de déplaements disret uhk = {uhkn }Nn=0 ⊂ V h

,

un hamp de ontraintes normales disret ξhkν = {ξνhkn }Nn=0 ⊂ Y h
ν et un hamp de

ontraintes tangantielles disret ξhkτ = {ξτ hkn }Nn=0 ⊂ Y h
τ tels que, pour tout n =

1, . . . , N ,

〈ρ
k

(
δuhkn − δuhkn−1

)
+ Auhk

n− 1
2
, vh〉V×V ∗ = 〈fhkn− 1

2
, vh〉V×V ∗

(8.22)

+〈ξνhkn− 1
2
, vhν 〉Y h

ν ,X
h
ν
+ 〈ξτ hkn− 1

2
, vhτ 〉Y h

τ ,X
h
τ

∀v ∈ V h,

−ξνhkn− 1
2
∈ ∂ϕgν(uν

hk
n− 1

2
) + Luν

hk
n− 1

2
,(8.23)

−ξτ
hk
n− 1

2
∈ −µ(uνhkn− 1

2
)ξν

hk
n− 1

2
∂ϕτ (δuτ

hk
n− 1

2
),(8.24)

uhk0 = uh0 , δuhk0 = uh1 .(8.25)

Notons que les onditions disrètes de ontat ave frottement (8.23) et (8.24) sont

onsiderées au temps tn− 1
2
. Comme expliqué dans la setion 3.3, nous hoisissons d'im-

poser les onditions de ontat au temps tn, étant donné que la solution est herhée à

et instant. Ii, nous utilisons la méthode des di�érenes divisées arrières impliite pour

la disrétisation de la vitesse tangentielle u̇τ (t) donnée par δuτ n = (uτ n − uτ n−1)/k,

e qui onduit au problème disret suivant.

Problème P̄hk
V . Trouver un hamp de déplaements uhk = {uhkn }Nn=0 ⊂ V h

, un hamp

de ontraintes normales disret ξhkν = {ξνhkn }Nn=0 ⊂ Y h
ν et un hamp de ontraintes

tangentielles disret ξhkτ = {ξτ hkn }Nn=0 ⊂ Y h
τ tels que, pour tout n = 1, . . . , N ,

〈ρ
k

(
δuhkn − δuhkn−1

)
+ Auhk

n− 1
2
, vh〉V×V ∗ = 〈fhkn− 1

2
, vh〉V×V ∗

(8.26)

+〈ξνhkn , vhν 〉Y h
ν ,X

h
ν
+ 〈ξτ hkn , vhτ 〉Y h

τ ,X
h
τ

∀v ∈ V h,

−ξνhkn ∈ ∂ϕgν(uν
hk
n ) + Luν

hk
n ,(8.27)

−ξτ
hk
n ∈ −µ(uνhkn )ξν

hk
n ∂ϕτ (δuτ

hk
n ),(8.28)

uhk0 = uh0 , δuhk0 = uh1 .(8.29)
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Notons que la disrétisation spéi�quement utilisée dans la problème P̄hk
V représente

le point de départ du développement d'un algorithme visant à ontr�ler la onserva-

tion de l'énergie lors de la résolution de problèmes de ontat hyperélastique tout en

garantissant la préision et la stabilité lors d'une intégration sur les pas de temps.

8.4 Une méthode de type onservation de l'énergie

Dans e qui suit, nous présentons une méthode de type onservation de l'énergie

pour les problèmes de ontat hyperélastiques ave une extension aux as des phéno-

mènes de dissipation dûs au frottement. Cette méthode permet d'imposer les onditions

spéi�ques de ompliane normale et de ontat unilatéral à haque pas de temps tout

en assurant un ontr�le des pénétrations et de bonnes propriétés de onservation de

l'énergie. La stratégie développée ii est basée sur la solution du système (8.26) en

tenant uniquement ompte de la ompliane normale ave frottement, dans la pre-

mière étape, puis de la ompliane normale limitée par la ontrainte unilatérale ave

frottement lors de la seonde étape. Cette stratégie est utilisée lorsque l'on passe de

l'instant tn−1 à l'instant tn. Pour e faire, nous avons don développé une méthode de

ontinuation de Newton adaptée, en deux étapes, que l'on pourrait résumer ainsi :

Etape (a) : Shéma de Newton pour résoudre le système non linéaire (8.26)

ave

{
−ξνn = Luνn sur Γ3,

−ξτ n ∈ −µ(uνn)ξνnϕτ (uτ n) sur Γ3.
(8.30)

Etape (b) : Continuation du Shéma de Newton pour résoudre (8.26)

ave






si uν
(a)
n < g − ξνn = Luνn sur Γ3,

si uν
(a)
n ≥ g − ξνn ∈ ∂ϕgν(uνn) + Lg sur Γ3,

−ξτ n ∈ −µ0ξνnϕτ (δuτ n) sur Γ3.

(8.31)

D'après le travail e�etué en [62℄, nous reproduisons dans le as disret les propriétés

de onservations dérites dans la sous-setion 3.3.4 en tenant ompte d'une forme

spéi�que de la réation normale de ontat ξνn dé�nie par

(8.32) −ξνn = Luνn = rp(uνn
) ave p(uνn

) =
[(uνn)+]

2 − [(uνn−1)+]
2

2(uνn − uνn−1)
.

Notons que p(uνn
) représente une forme spéi�que de la fontion de ompliane nor-

male à l'instant tn. Ii, r est un paramètre de pénalisation que nous pouvons interpréter

omme le oe�ient de rigidité des aspérités de la fondation. Par la suite, la méthode
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de ontinuation de Newton ave ompliane normale (8.32) sera appelée "`Improved

Penalized Method"' (IPM).

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés de onservation de l'énergie in-

duites par ette méthode. Dans e qui suit, les notations En et En−1 désignent l'éner-

gie hyperélastique du problème onsidéré au temps tn et tn−1, respetivement. Ainsi,

l'énergie disrète En peut être érite omme suit :

(8.33) En =
1

2

∫

Ω

ρ [δun]
2 d x+

∫

Ω

W̃ (Cn) dx.

L'estimation de l'énergie disrète du Problème de ontat ave frottement P̄hk
V entre

les temps tn−1 et tn est basée sur la proposition suivante.

Proposition 8.1.

En − En−1 = k 〈fn− 1
2
,un− 1

2
〉V×V ∗

+k

∫

Γ3

(
ξνnδuνn + ξ

τn
· δuτ n

)
da.(8.34)

Démonstration. Nous utilisons la formulation variationnelle (8.26) ave

v = δun− 1
2
=

un − un−1

k
=
δun + δun−1

2
.

Puis, nous avons reours à la forme (3.41) du tenseur de Piola-kirhho� pour prendre

en ompte la onservation de l'énergie interne hyperélastique. Nous en déduisons que

1

2k

∫

Ω

ρ(δun − δun−1).(δun + δun−1)d x+
1

k

∫

Ω

Πalgo : ∇(un − un−1)d x

= 〈fn− 1
2
,un− 1

2
〉V×V ∗ +

∫

Γ3

[ξνn
δuνn

+ ξ
τn
.δuτn

]da.

A présent, en utilisant l'identité

(δun − δun−1)(δun + δun−1) = [δun]
2 − [δun−1]

2

et la propriété de onservation du shéma de Gonzalez donnée dans (3.42), nous obte-

nons

1

2k

∫

Ω

ρ([δun]
2 − [δun−1]

2)d x+
1

k

∫

Ω

W̃ (Cn)− W̃ (Cn−1)d x

= 〈fn− 1
2
,un− 1

2
〉V×V ∗ +

∫

Γ3

[ξνn
δuνn

+ ξ
τn
.δuτn

]da.
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En�n, en utilisant la dé�nition (8.33) de l'énergie disrète nous obtenons l'identité

(8.34). �

A l'aide de la Proposition 8.1, nous pouvons a�rmer qu'à la �n de l'étape (a),

l'estimation de l'énergie disrète pour la loi de ompliane normale spéi�que prend la

forme suivante.

Proposition 8.2.

E(a)
n − E

(a)
n−1 = 〈fn− 1

2
,un− 1

2
〉V×V ∗

−
∫

Γ3

r

2

(
[(uνn)+]

2 − [(uνn−1)+]
2) da+ k

∫

Γ3

ξ
τn · δuτ nda.(8.35)

Démonstration. Les arguments employés sont similaires à eux utilisés pour dé-

montrer la Proposition 8.1 ; en partiulier nous utilisons l'égalité (8.32) ombinée à la

forme disrète impliite de la vitesse normale de ontat δuνn =
uνn−uνn−1

k
. �

Notons que la forme de la réation normale de ontat (8.32) autorise, dans le

as sans frottement, une estimation de l'énergie en aord ave la formule (3.50). Par

ailleurs, lorsque les fores extérieures ne sont pas prises en ompte, les expressions de

l'énergie dans les Propositions 8.1 et 8.2 pendant les étapes (a) et (b), respetivement,

nous permettent d'obtenir les résultats suivants.

Cas sans frottement

Etape (a) : ξνnδuνn ≈ 0 ⇒ E
(a)
n ≈ E

(a)
n−1,

Etape (b) : ξνnδuνn ≤ 0 ⇒ E
(b)
n ≤ E

(b)
n−1.

Cas ave frottement

Etape (a) : ξνnδuνn ≈ 0, ξ
τ n · δuτ n ≤ 0 ⇒ E

(a)
n ≤ E

(a)
n−1,

Etape (b) : ξνnδuνn ≤ 0, ξ
τ n · δuτ n ≤ 0 ⇒ E

(b)
n ≤ E

(b)
n−1.

Dans le as sans frottement (ξ
τn = 0), nous pouvons noter que lors de l'étape

(a), l'énergie du système est quasiment onservée. En e�et, la di�érene [(uνn−1)+]
2 −

[(uνn)+]
2
est très petite du moment que les pénétrations (uνn−1)+ et (uνn)+ sont

faibles. Au ours de l'étape (b), la ondition de ontrainte unilatérale permet de limiter

les pénétrations obtenues à l'étape (a) par la valeur g, qui est donnée et est supposée

relativement faible. Par ailleurs, le produit ξνn
δuνn

est toujours négatif e qui n'est

pas aeptable du point de vue physique dans la mesure où ela génére une dissipation

de l'énergie. Cependant, ette dissipation de l'énergie est ensée être faible puisque la
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phase d'impat a lieu prinipalement lors de l'étape (a), qui possède elle de bonnes

propriétés de onservation de l'énergie. Par ailleurs, lorsque le as ave frottement est

onsidéré, nous observons une dissipation d'énergie admissible dans les deux étapes (a)

et (b). En e�et, dans e as préis, il est faile de démontrer que le produit interne ξ
τn

·
δuτn

est toujours négatif. En d'autres termes, une telle stratégie limite la dissipation

de l'énergie entre les temps tn et tn−1, dans le as sans frottement, et autorise la

dissipation de l'énergie, dans le as ave frottement. En résumé, les avantages de la

méthode résident dans le fait que la dissipation de l'énergie et les pénétrations sont

limitées lors de l'impat.

8.5 Simulations numériques

A�n de retrouver le omportement théorique du shéma disret abordé dans la

setion préédente, nous avons réalisé quelques simulations numériques sur deux pro-

blèmes "standards" de ontat en dynamique : l'impat sans frottement d'une balle

élastique linéaire ontre une fondation et l'impat ave frottement d'un anneau hyper-

élastique ontre une fondation.

Impat d'une balle élastique linéaire ontre une fondation

Ce problème dérit l'impat sans frottement d'une balle élastique linéaire ontre une

fondation (f [79℄). La balle élastique est jetée vertialement ave une vitesse initiale

(u1 = (0,−10)m/s) vers la fondation {(x1, x2) ∈ R2 : x2 ≤ 0}. Le omportement du

matériau est dérit par une loi onstitutive élastique dé�nie par l'énergie

W (ε) =
Eκ

2(1 + κ)(1− 2κ)
(trε)2 +

E

2(1 + κ)
tr(ε2), ∀ǫ ∈ M

n.

Ii E et κ sont, respetivement, le module de Young et le oe�ient de Poisson du

matériau et tr(·) désigne la fontion trae. Notons que ε = 1
2
(∇uT +∇u) représente le

tenseur des déformations linéarisées dans le adre des petites déformations (‖u‖ << 1

et ‖∇u‖ << 1 dans Ω).

La on�guration initiale est représentée à la Figure 8.1 . Ii,

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : (x1 − 100)2 + (x2 − 100)2 ≤ 100
}
,

Γ1 = ∅, Γ2 = ∅,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : (x1 − 100)2 + (x2 − 100)2 = 100
}
.
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hyperélastique

Figure 8.1 : Disrétisation de la balle élastique en ontat ave une fondation.

Le domaine Ω représente la oupe transversale d'une balle, sous l'hypothèse des

ontraintes planes. Auune fore volumique n'agit sur le orps. Pour la disrétisa-

tion de e problème de ontat nous avons reours à 7820 noeuds élastiques et 128

noeuds multipliateurs de Lagrange. Pour la simulation numérique, nous utilisons les

données suivantes :

ρ = 1000kg/m3, T = 2s, k = 0.001,

u0 = (0, 0)m, u1 = (0,−10)m/s,

E = 100GPa, κ = 0.35, f 0 = (0, 0)Pa,

g = 5.10−4m, r = 1000Pa, µ = 0.

Notons que nous onsidérons une valeur de g su�samment petite pour limiter, voire

négliger, la pénétration. Cette valeur représente 0.005% du rayon de la balle.

Dans la Figure 8.2 , nous présentons les positions suessives de la balle ainsi que

les fores de ontat avant, pendant et après l'impat.
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Figure 8.2 : Positions suessives de la balle ainsi que les fores de ontat avant,

pendant et après l'impat.

Tout l'intérêt d'un tel exemple réside dans la omparaison des résultats numériques

obtenus en utilisant le modèle de ontat spéi�que et la méthode de ontinuation,

présentés dans la Setion 8.4, ave eux obtenus par l'utilisation de méthodes dites

lassiques (voir Setion 1.5). Nous onsidérons don 5 méthodes existantes :

- La solution du problème ave g = 0m, qui orrespond à un shéma d'intégration

d'ordre 2 (dite méthode lassique) ave la ondition de ontat de Signorini.

- La solution pour un g élevé (g = 1000m), qui orrespond à la méthode lassique

ave une ondition de ompliane normale de la forme ξνn = −r(uνn
)+.

- La méthode de pénalisation spéi�que développée dans [62℄ dans laquelle la ondi-

tion de ompliane normale est donnée par (8.32).

- La méthode "`Equivalent Mass Matrix"' proposée dans [79℄, qui représente une

distribution spéi�que de la matrie de masse sans inertie de la part des noeuds de

ontat. Cette méthode présente, en partiulier, de bonnes propriétés de stabilité au

niveau des fores de ontat.

- La méthode de ontinuation de Newton développée dans [13℄, aratérisée par l'ap-

pliation de deux étapes onséutives de la loi de ontat unilatéral et de la ondition

de persistane (1.30) lors de haque inrément de temps.

Dans e qui suit, nous analysons les méthodes en terme d'évolution de l'énergie

disrète. Pour ela nous introduisons l'énergie disrète au temps tn, qui est donnée par

la formule suivante :

En =
1

2

∫

Ω

ρu̇2
ndx+

∫

Ω

σn : ε(un)dx,

où σ = ∂W (ε)
∂ε désigne le tenseur des ontraintes pour des déformations in�nitésimales.

228



Partie III Chapitre 8 Conservation de l'énergie pour un problème de ontat

hyperélastique

1,490 1,500 1,510 1,520 1,530
time (s)

0,1785

0,1790

0,1795

0,1800

0,1805

0,1810

0,1815

0,1820

0,1825

E
ne

rg
y

Classical scheme with Signorini law
Classical scheme with normal compliance
Specific penalized method 
EMM method 
Scheme with Signorini and persistency

Figure 8.3 : Comportement de l'énergie disrète des shémas d'intégration

temporelle lors de l'impat.

La �gure 8.3 représente l'évolution de l'énergie disrète totale du système dy-

namique. Ainsi, nous sommes en mesure de onstater qu'après l'impat (i.e. pour

t ≥ 1.52) et ave un pas de temps k = 0.001, la méthode lassique ave la loi de

Signorini (symbole (⊖)) ainsi que la méthode ave la ondition de ompliane normale

(symbole (⊟)) ne onserve pas l'énergie, e qui n'est pas réaliste d'un point de vue

physique. Notons aussi que la méthode EMM (symbole H) réduit fortement la dissi-

pation de l'énergie sans pour autant permettre une onservation parfaite. En outre,

les shémas développés dans [13℄ (symbole (•)) ainsi que la méthode de pénalisation

spéi�que (symbole (�)) onservent l'énergie après l'impat. Néanmoins, pour ette

dernière, quelques �utuations de l'énergie subsistent qui �nissent par disparaître après

l'impat. Par ailleurs, pour ette méthode et elle utilisée dans [13℄, les onditions de

ontat unilatéral ne sont pas tout à fait satisfaites. En e�et, on onstate que la mé-

thode de pénalisation spéi�que génère une erreur maximale sur le déplaement normal

lors du ontat de 0.0034m, et 0.0051m pour la méthode de [13℄.
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Figure 8.4 : Comportement de l'énergie disrète de variantes de la méthode de

Pénalisation améliorée (IPM) lors de l'impat.

A�n de surmonter es obstales, nous onsidérons la méthode IPM (symbole (N))

basée sur une ombinaison de la méthode de pénalisation spéi�que et de la loi de

ompliane normale ave pénétration ontr�lée introduites dans la Setion 8.4. D'après

la Figure 8.4 , nous pouvons voir que la méthode en question (IPM) permet d'obtenir

une meilleure onservation de l'énergie en plus de limiter la pénétration. Néanmoins,

ete méthode génère enore quelques �utuations de l'énergie disrète lors de l'impat.

Pour ette raison, nous onsidérons une amélioration de la méhode IPM, obtenue par

l'ajout de la proédure EMM (symbole (�)). Cette dernière stratégie (IPM + EMM)

permet de onserver la quasi-totalité de l'énergie disrète et de limiter la pénétration.

En e�et, nous obtenons : 0.1% de dissipation et 0.005% de pénétration.
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Figure 8.5 : Comportement de l'énergie disrète de la méthode IPM ave EMM

suivant les valeurs de pénétration g.

Dans la Figure 8.5 , nous analysons le omportement de l'énergie disrète de la

ombinaison des méthodes IPM et EMM en fontion de la valeur de pénétration g. Pour

g = 0.001, la ombinaison IPM et EMM produit le même résultat que la méthode de

pénalisation spéi�que ave EMM; ela vient du fait que tous les noeuds sont en statut

de ompliane normale sans atteindre la limite g. Nous pouvons également remarquer

que les résultats numériques obtenus en utilisant la ombinaison des méthodes IPM et

EMM sont similaires aux résultats numériques obtenus en utilisant la méthode EMM,

lorsque g tend vers zero.

Impat d'un anneau hyperélastique ontre une fondation

A�n de mettre en lumière le omportement onservatif ou dissipatif de la méthode

dans le as hyperélastique, nous onsidérons une seonde appliation, introduite dans

[88℄. Cette appliation onerne un problème aadémique d'impat ave frottement

pour un matériau dont le omportement est hyperélastique, à savoir l'impat ave

frottement d'un anneau ontre une fondation. Le omportement du matériau, onsidéré

ii, est gouverné par une loi onstitutive de Ogden déja évoquée dans (1.63) et dé�nie

par la densité d'énergie

W (C) = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3) + a(I3 − 1)− (C1 + 2C2 + a) ln I3.

Ii I1, I2 et I3 représentent les trois invariants du tenseur C. Cet exemple nous permet

d'évaluer les performanes des méthodes et de juger de leur aratère onservatif ou

dissipatif. Nous avons omparé la méthode IPM ave plusieurs shémas d'intégration
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temporelle possédant de bonnes propriétés de onservation de l'énergie. Les détails sur

la on�guration initiale du problème sont donnés i-dessous :

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : 81 ≤ (x1 − 100)2 + (x2 − 100)2 ≤ 100
}
,

Γ1 = ∅, Γ2 = ∅,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : (x1 − 100)2 + (x2 − 100)2 = 100
}
.

Figure 8.6 : Positions suessives de l'anneau hyperélastique déformé avant,

pendant et après l'impat.

En e qui onerne le premier exemple numérique, le domaine Ω représente la oupe

transversale d'un orps déformable en trois dimensions sous l'hypothèse des ontraintes

planes. L'anneau élastique est lané ave une vitesse initiale en formant un angle de

45o ave la fondation omme illustré dans la Figure 8.6 . La fondation est donnée par

{(x1, x2) ∈ R2 : x2 ≤ 0}. Pour la disrétisation, nous utilisons 1664 noeuds élastiques
et 128 noeuds multipliateurs de Lagrange. Pour les simulations numériques, nous

avons pris les données suivantes

ρ = 1000kg/m3, T = 10s, k = 1
300
,

u0 = (0, 0)m, u1 = (10,−10)m/s,

c1 = 0.5MPa, c2 = 0.5× 10−2MPa, a = 0.35MPa,

g = 0.002m, r = 1000Pa, µ0 = 0.2.
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Figure 8.7 : Comportement de l'énergie disrète des shémas d'intégration

temporelle hoisis lors de l'impat (as sans frottement).

Dans la Figure 8.7, nous présentons l'évolution de l'énergie disrète totale du sys-

tème dynamique sans frottement pour ertains shémas d'intégration temporelle onsi-

dérés dans l'exemple numérique préédent, i.e. la méthode de pénalisation spéi�que

(symbole (�)), la méthode EMM (symbole H), le shéma développé dans [13℄ (symbole

(•)) ainsi que la ombinaison des méthodes IPM et EMM (symbole (�)). Considérons

l'énergie disrète au temps tn dé�nie omme suit,

En =
1

2

∫

Ω

ρu̇2
ndx+

∫

Ω

W̃ (Cn)dx.

Dans la on�guration sans frottement (f Figure 8.7 ), nous onstatons que la

méthode IPM réduit la dissipation par rapport à la proédure EMM. D'autre part,

une telle méthode se aratérise par de petites pénétrations (puisque limitées à g =

0.002m). En revanhe, la méthode de pénalisation spéi�que et la méthode présentée

dans [13℄ produisent une erreur maximale non négligeable sur la omposante normale

du déplaement lors du ontat (0.058m, et 0.071m, respetivement, soit 30 à 35 fois

supérieures à elle obtenue via la méthode IPM).
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Figure 8.8 : Comportement de l'énergie disrète de plusieurs shémas d'intégration

temporelle lors de l'impat ave frottement.

Dans la on�guration ave frottement, nous onsidérons les deux as abordés en

(8.3) pour le oe�ient de frottement µ permettant de dé�nir les seuils du frotte-

ment −µ(uν)Πν de la loi de frottement (8.2). Notons déjà que lors de l'érasement

des aspérités, i.e. 0 ≤ uν < g, le frottement suit une loi de Coulomb assoiée à la

loi de ompliane normale, et de e fait, le seuil de frottement est égal à µ(uν)p(uν).

Dans les simulations numériques, nous onsidérons les deux exemples de fontion µ

donnée dans (8.3). Notons que la fontion déroissante µ2(·) prend des valeurs plus

grandes que elles de la fontion roissante µ1(·) pour une même pénétration uν telle

que 0 < uν < g. D'après la Figure 8.8, l'utilisation de la fontion µ1 permet de limiter

la dissipation de l'énergie induite par le frottement alors que la fontion µ2 génère une

forte dissipation d'énergie. En onlusion, la méthode IPM ouplée ave EMM auto-

rise une dissipation de l'énergie en adéquation ave la physique que nous souhaitons

onsidérer durant l'érasement des aspérités de la surfae de ontat. Cela semble être

raisonnable d'un point de vue physique, du fait des phénomènes omplexes qui in-

terviennent pendant l'érasement et l'usure des aspérités. Notons que la modélisation

numérique des surfaes de ontat ave aspérités était l'une des préoupations de ette

étude.
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Au ours de ette thèse, nous avons été amenés à étudier quelques problèmes de

ontat entre un orps déformable et une fondation rigide ou déformable, ave ou sans

frottement, d'un point de vue théorique et numérique.

En partiulier, après une première partie dédiée à l'introdution du adre physique,

mathématique et numérique, la deuxième partie était onsarée à la modélisation,

l'analyse mathématique et l'obtention de simulations numériques de trois problèmes

de ontat en petites déformations. Les problèmes étudiés sont respetivement : un

problème élastique en statique ave ompliane normale, ontrainte unilatérale et frot-

tement non-monotone, un problème de ontat visoélastique ave terme mémoire en

quasistatique ave réponse normale amortie, ontrainte unilatérale en vitesse et frot-

tement et un problème visoélastique en dynamique ave ompliane normale et frot-

tement non-monotone. Pour haun d'entre eux, une fois la formulation forte établie,

nous avons mis en évidene l'existene et/ou l'uniité d'une solution faible au problème

sous ertaines hypothèses, estimé l'erreur de disrétisation, inhérente à la méthode des

éléments �nis et à l'éventuel aratère évolutif du problème, et obtenu des simulations

numériques de es problèmes a�n de valider les résultats théoriques démontrés aupa-

ravant et d'illustrer les propriétés physiques du modèle onsidéré. Plus spéi�quement,

en omplément, nous avons étudié dans le premier problème une formulation duale,

que nous avons mise en parallèle ave la formulation primale obtenu dans un premier

temps. En�n, nous avons également fournis un résultat de onvergene portant sur la

dépendane de la solution faible par rapport aux perturbations des données dans les

Chapitres 4 et 5.

La troisième partie est un peu plus en marge de la préédente dans la mesure où

l'on s'intéresse au adre des grandes déformations, pour lequel les résultats d'existene

et d'uniité ne sont pas légions à l'heure atuelle. De e fait, nous nous intéressons

plus partiulièrement aux méthodes numériques utilisées pour résoudre de tels pro-

blèmes. Nous présentons dans le Chapitre 7 une nouvelle méthode de type "ative set"
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(méthode de projetion), basée sur la reformulation de la ondition de ontat ondui-

sant à une équation de point �xe via un shéma impliite, appliquée au problème de

Signorini. Nous avons également été en mesure de démontrer la onvergene dudit

shéma sous des hypothèses très peu restritives (oerivité de l'opérateur d'élastiité

en petites déformations). Dans le reste du Chapitre, nous avons mené une étude om-

parative entre la méthode de projetion, la méthode "Primal dual ative set" et la

méthode du Lagrangien augmenté, e dernier faisant o�e de méthode de référene,

sur deux as tests en petites et grandes déformations. Les résultats obtenus à l'issue

de ette étude sont pour le moins très enourageants ; il en ressort que la méthode de

projetion est aussi onsistante que la méthode du Lagrangien augmenté, plus faile à

implémenter et, surtout, bien plus rapide que ette dernière en terme de temps CPU.

Le dernier Chapitre onerne une méthode de onservation de l'énergie, basée sur une

ontinuation de Newton adaptée en deux étapes, que nous omparons aux autres mé-

thodes introduites dans le Chapitre 3 en petites et grandes déformations, ave et sans

frottement. Pour e faire, nous avons onsidéré un modèle en dynamique dans lequel le

ontat est régis par une loi de ompliane normale ouplée aux onditions de Signorini

ave un frottement potentiellement non monotone. Nous avons ensuite proédé à une

analyse omparative de ette stratégie de ontinuation d'un point de vue énergétique

par rapport aux méthodes EMM et IPM sur deux as tests en petites et grandes dé-

formations, ave et sans frottement. Il en ressort que la stratégie implémentée dispose

de bonnes propriétés de onservation de l'énergie lors de l'impat sans frottement et

qu'elle dissipe de l'énergie dans les as ave frottement, omportement que l'on est en

droit d'attendre ompte tenu du aratère dissipatif du frottement.

Dans la ontinuité du travail d'analyse proposé dans la partie II, il pourrait être

intéressant de onsidérer d'autres onditions visant à modéliser des problèmes plus

omplexes. A e titre, on peut raisonnablement envisager que le ontat s'aompagne

de phénomènes d'usure des matériaux ou que la dissipation d'énergie due au frottement

pourrait se traduire par l'éhau�ement du matériau, onduisant ainsi à la dilatation

thermique du orps à la frontière de ontat. Comme nous l'avons évoqué en intro-

dution, la théorie mathématique de la méanique du ontat est un domaine d'étude

relativement jeune ; de e fait il est enore possible de dérire, modéliser, étudier et

analyser un nombre onsidérable de phénomènes physiques intervenant dans la vie de

tous les jours. Les méthodes numériques ne sont pas non plus en reste. Nous avons

ii proposé une méthode de type "ative set" plut�t e�ae mais son domaine d'uti-

lisation est, pour l'instant, limité aux problèmes de ontat unilatéraux. Il serait no-
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tamment intéressant d'analyser le omportement des méthodes de type "ative set" en

terme de onservation de l'énergie pour la résolution des problèmes élastodynamiques

ave ontat. Par ailleurs, un hamp d'appliation non enore étudié, pour l'utilisation

des méhodes "ative set" pourrait être le traitement numérique des problèmes issues

des milieux granulaires qui sont prinipalement résolus par la méthode "Non Smooth

Contat Dynami" [77, 107℄. Il pourrait également être intéressant d'étendre ette mé-

thode aux autres problèmes faisant appel aux lois de ontat utilisées tout au long du

manusrit, par la suite. Mais ei est une autre histoire.
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 Les phénomènes de contact entre les corps, déformables ou non, sont omniprésents 

dans la vie courante. Leurs modélisations requièrent des outils mathématiques 

faisant appel à des systèmes d'équations aux dérivées partielles incluant des 

conditions aux limites non triviales pour décrire le contact. Si les aspects physiques 

de la mécanique du contact sont connus depuis longtemps, la théorie mathématique 

qui lui est dédiée reste relativement récente laissant ainsi place à de nombreux 

problèmes à investiguer. Ce travail porte sur la modélisation, l'analyse et la 

simulation numérique de tels problèmes. Il se situe à mi-chemin entre la mécanique 

du contact et les aspects mathématiques inhérents au type de problème qui en 

découle. L'objectif est ici d'étudier certaines catégories de problèmes faisant 

intervenir des conditions originales de contact (avec et sans frottement) à la fois d'un 

point de vue mathématique et numérique, afin d'apporter une contribution à la 

théorie mathématique, puis de mettre en avant quelques méthodes numériques 

adaptées à leur résolution dans un cadre spécifique. 

 

Mots clés: Contraintes unilatérales, Compliance normale, Réponse normale 

instantanée, Loi de frottement non monotone, Elastodynamique non linéaire, 

Hyperélasticité, Matériau viscoélastique, Opérateur de mémoire, Solution faible, 

Méthode des éléments finis, Estimations de l'erreur, Active set, Lagrangien 

augmenté, Simulations numérique, Schémas d'intégration temporelle, Conservation 

de l'énergie. 

 

Contact phenomena between bodies, whether they are deformable or not, abound in 

everyday life. Their modellings require mathematical tools using systems of partial 

differential equations and involving complex boundary conditions, in order to 

describe the contact. While the physical aspects of such phenomena have been known 

for a long time, the mathematical theory remains relatively recent which leaves room 

for numerous problems. This work focuses on the modelling, the analysis and the 

numerical simulations of such problems. It is located halfway between contact 

mechanics and the mathematical aspects inherent to the mechanical questions 

involved. Our aim is to study several groups of problems that include original contact 

conditions (with or without friction), both from a mathematical and numerical point 

of view, in order to contribute to the theory, and also to highlight several numerical 

methods used to solve specific contact problems. 

 

Keywords: Unilateral constraint, Normal compliance, Normal damped response, 
Nonmonotone friction law, Nonlinear elastodynamics, Hyperelasticity, Viscoelastic 
material, History-dependent operator, Weak solution, Finite element method, Error 
estimates, Active set, Augmented Lagrangian, Numerical simulations, Time 
integration schemes, Energy-conserving algorithms. 


