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“The ideal scientist thinks like a poet and only later works like a bookkeeper. Keep in
mind that innovators in both literature and science are basically dreamers and storytel-
lers. In the early stages of the creation of both literature and science, everything in the
mind is a story. There is an imagined ending, and usually an imagined beginning, and a
selection of bits and pieces that might fit in between. In works of literature and science
alike, any part can be changed, causing a ripple among the other parts, some of which
are discarded and new ones added. The surviving fragments are variously joined and
separated, and moved about as the story forms. One scenario emerges, then another.
The scenarios, whether literary or scientific in nature, compete with one another. Some
overlap. Words and sentences (or equations or experiments) are tried to make sense
of the whole thing. Early on, an end to all the imagining is conceived. It arrives at a
wondrous denouement (or scientific breakthrough). But is it the best, is it true? To
bring the end safely home is the goal of the creative mind. Whatever that might be,
wherever located, however expressed, it begins as a phantom that rises, gains detail,
then at the last moment either fades to be replaced, or, like the mythical giant Antaeus
touching Mother Earth, gains strength. Inexpressible thoughts throughout flit along
the edges. As the best fragments solidify, they are put in place and moved about, and
the story grows until it reaches an inspired end.”

Fragment of “Letters to a Young Scientist”, by Edward O. Wilson.



“... you may not have as much talent as you think you have, but if you have the desire,
your talent will find you.”

Al Pacino.
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Chapitre 0

Introduction

L’objet principal de cette these est I’étude de I’entropie des systemes dynamiques différentiables
définis sur des variétés riemanniennes non compactes. Nous abordons cette étude de plusieurs points
de vue. D’abord, nous éclaircissons les liens entre différentes définitions possibles d’entropie dans
ce cadre non compact. Ensuite, nous utilisons ces premiers résultats pour y étudier la validité
de T'inégalité de Ruelle. Rappelons ici que cette inégalité, pour des difféomorphismes de variétés
riemanniennes compactes, nous dit que ’entropie est majorée par la somme des exposants de
Lyapounov positifs. Pour finir, nous montrons que dans certains cas I’entropie permet de controler
le défaut de compacité. Plus précisément, nous montrons que ’entropie permet de controler la
masse d’une limite de mesures de probabilité invariantes.

Rentrons un peu dans les détails. Soient f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une
variété riemannienne et u une mesure de probabilité f-invariante sur M. L’entropie de f me-
sure « grosso modo » le taux de croissance exponentielle de la complexité de f. Introduite par
Kolmogorov-Sinai, I'entropie mesurée h,,(f) est définie par

hu(f) = sup lim — [ log u(P" ) du(a),

P n—o n

ol le supremum est pris parmi toutes les partitions mesurables finies P de M et P™(z) est 'ensemble
mesurable défini par

P(x) = {ye M : f'(z) et f(y) sont dans le méme atome de P pour tout 0 <i < n — 1}.

Pour tout réel » > 0 et tout entier n = 1, la (n,r)-boule dynamique autour de z € M est
Pensemble B, (x,r) = ﬂ?;ol ~“iB(fix,r), ot B(y,r) est une boule centrée en y € M de rayon
r pour la distance riemannienne sur M. Un (n,r)-recouvrement d’un ensemble A ¢ M est un
recouvrement de A par des (n,r)-boules dynamiques.

Si M est une variété riemannienne compacte, alors il existe plusieurs définitions d’entropie

d’une mesure ergodique qui coincident.

(*) Katok [Kat80] a montré que pour tout 0 < § < 1, 'entropie mesurée coincide avec le taux
de croissance exponentielle du cardinal minimal N, (n,r,§) d'un (n,r)-recouvrement d’un
ensemble de pu-mesure plus grande que 1 — 4, c’est-a-dire

B),(f) := lim lim inf 1 log N, (n,7,6) = hu(f).

r—0 n—ow N

(*) Brin et Katok [BKS83] ont montré que I’entropie mesurée coincide aussi p-presque partout
avec le taux de décroissance exponentielle de la p-mesure d’une boule dynamique, c’est-a-dire

BY°(f) := lim hminf—llOgM(Bn(xar)) = hu(f).

r—0 n—ow n
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Une partie de ce travail concerne 1’étude des relations entre h,(f), ﬁi( f) et foc( f). Nous donne-
rons en particulier des conditions sur f pour que ’égalité entre ces trois entropies soit toujours
valable lorsque la variété n’est plus compacte.

Le point de départ de notre travail a été d’essayer de comprendre dans quelle mesure I'inégalité
de Ruelle reste vraie dans le cas non compact. Rappelons que si p satisfait log |df£1| € L'(u),
alors le théoréme de Oseledets [Ose68] nous assure que pour p-presque tout x € M il existe une
décomposition finie de T, M en T, M = (—Di(le) E;(zx), et des nombres {)\Z(x)}i(jl) (appelés exposants
de Lyapounov), tels que pour tout vecteur v € E;(x)\{0}, on a

1
lim —log ||d. f™(v)|| = Ai(x).
n—w N

Ainsi, la dynamique de df : TM — T M se décompose u-presque partout en directions exponentiel-
lement dilatantes ou contractantes. Observons en particulier que si ||dft1| est bornée, alors toute
mesure de probabilité invariante admet une telle décomposition. Etant donné un difféomorphisme
C'! d’une variété compacte, Ruelle [Rue78] a montré que I'entropie mesurée du difféomorphisme est
majorée par le taux de croissance exponentielle sa différentielle. Plus précisément, pour toute me-
sure de probabilité f-invariante u, 'entropie mesurée de f est majorée par la somme des exposants
de Lyapounov positifs, c’est-a-dire

ha())< | D0 Ny(@)dim(B;(2))dp().

Aj(z)>0

Si M est une variété non compacte et f : M — M est un difféomorphisme pour lequel toutes ces
quantités sont bien définies, la question de la validité de cette inégalité se pose donc naturellement.
A notre connaissance, cette approche n’a été considérée que dans le cadre d’'un difféomorphisme
g: N — N de classe C? d’une variété riemannienne compacte qui admet des singularités. Plus
précisément, si M c N est une sous-variété ouverte dense et S = N\M est l’ensemble de singu-
larités de g, alors I'application f = g|y est un C2-difféomorphisme dune variété riemannienne
(pas forcément compacte) sur son image. Dans [KSLP] les auteurs montrent que sous certaines
hypotheses techniques !, I'inégalité de Ruelle par rapport & f est satisfaite.

Nous démontrons trois résultats principaux. Le premier est ’existence de contre-exemples a
I'inégalité de Ruelle. Le deuxieme établit que ’entropie vérifie cette inégalité dans le cas particu-
lier du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne a courbure négative
pincée. Le dernier résultat donne des conditions sur un difféomorphisme abstrait pour que 'inégalité
de Ruelle soit satisfaite.

La derniere partie de cette these est consacrée au probleme de perte de masse d’une suite de
mesures de probabilité, c’est-a-dire a 1’étude de la masse d’une limite vague d’une telle suite.
Ce probleme a déja été étudié récemment par Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et Venkatesh
[ELMV12] dans le cadre du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent de la surface modulaire
(nous renvoyons a [EK12],[Kad12] et [EKP15] pour d’autres résultats liés a la perte de masse). Ils
montrent « grosso modo » qu’une suite de mesures de grande entropie ne peut pas perdre trop de
masse. De plus, la perte de masse se quantifie précisément en termes de la géométrie de la partie
non compacte de la surface modulaire.

Dans le méme esprit, nous étudions le probléme de perte de masse dans le cadre du flot
géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété de Schottky généralisée (au sens de Dal’bo-
Peigné [DP98]). Nous retrouvons le phénomene qui apparait dans la surface modulaire ; la perte
de masse est liée précisément a la géométrie de la partie non compacte de la variété.

Enoncé des résultats. Nous donnons ici les énoncés précis de nos principaux résultats dans un

1. Toutes ces hypotheses sont vérifiées dans le cas ou S est un ensemble vide. Dans ce cas la variété M est
compacte.

I\Y



cadre relativement simple : difféomorphismes de classe C' de variétés non compactes. Nous ren-

voyons au corps du texte pour des énoncés plus généraux. Nous donnons aussi les grandes lignes

de leurs démonstrations 2.

En ce qui concerne les différentes notions d’entropie, nous généralisons les résultats de Katok
[Kat80] et Brin-Katok [BK83] dans le cadre des difféomorphismes définis sur de variétés non com-
pactes (voir aussi théorémes 1.32 et 1.42).

Théoreme A. Soit f : M — M un difféomorphisme C' d’une variété riemannienne compléte
tel que |df|| est bornée. Soit u une mesure borélienne de probabilité f-invariante ergodique sur M.
Alors pour tout 0 < d <1, on a

h(T) = By (T) = by (T).
Idée de la preuve.
(i) Les inégalités h,(T) < QZ
[BK83].
(i) L’inégalité h,(T)
(iii) L’inégalité h,(T")

(T) et hy(T) < QifC(T) découlent respectivement de [Kat80] et

ﬁluoc(T) s’obtient en suivant la méthode de [Led13].
h

AR\

72(T) s’obtient en montrant 'inégalité suivante (voir théoreme 1.41)

1
QZ(T) < esssup lim lim sup —— log u(B, (x, 1)),
reK r—=0 npnoow n
TrreK
o K © M est un compact de mesure strictement positive et 1 — u(K)? < § < 1, plus le fait
que le terme de droite est majoré par h,(T).

O

Nous proposons encore une autre définition d’entropie qui nous sera treés utile plus tard (voir
définition 1.37 et théoréme 1.40). Notons « vol » le volume riemannien sur M. L’entropie rieman-
nienne h;’fl( f) est définie par

1
h;’fl (f) = supesssup lim lim sup — . log vol(By,(x,r)),

K K ™0 noxp
e frrek
ol le supremum est pris sur tous les sous-ensembles compacts de M de p-mesure strictement po-
sitive. Observons que 1'unique endroit dont la mesure u apparait dans la définition de hlvfl( f) est
dans le supremum essentiel.

Théoréme B. Soient f : M — M un difféomorphisme C' d’une variété riemannienne compléte
et p une mesure borélienne de probabilité f-invariante ergodique. Alors

hu(f) < hi2S).

Idée de la preuve. L’inégalité désirée découle du théoreme A et d’une estimation astucieuse, a
partir des volumes des boules dynamiques, du cardinal minimal N, (n, r, §) d’un (n, r)-recouvrement
d’un ensemble de mesure plus grande que 1 — 4. O

La non-compacité d’une variété riemannienne se traduit par I’existence de systémes dynamiques
lisses qui ne satisfont pas U'inégalité de Ruelle (voir aussi théoréme 2.5).

Théoreme C. Soit h €]0,00]. Alors il existe une variété riemannienne non compacte (M, g), un
difféomorphisme f : M — M de classe C* et une mesure borélienne v de probabilité f-invariante,
tels que :

2. Certains résultats sont énoncés de manieére plus simple pour éviter les détails techniques dans cette introduc-
tion.



(1) Uentropie mesurée h,(f) satisfait h,(f) = h,
(2) les applications x +— log™ |d. f| et x ~ log™ |d.f~!| sont u-intégrables, et
(8) les exposants de Lyapounov sont tous p-presque partout nuls.

En particulier, on a

0= [ 3 Adin(E ) du) < () < .

Xj(z)>0

Idée de la preuve.

(i) D’apres [AOWS85, Theorem 2] il existe une transformation d’échange d’intervalles dénombrable
T : I — I d’entropie mesurée h,,(T) = h, ou I = [0, 1] et m est la mesure de Lebesgue sur I.

(ii) On construit un espace topologique M & partir d'un flot de suspension au-dessus de (I,T).
La mesure de probabilité invariante considérée sur M est la mesure de Lebesgue normalisée
restreinte a M.

(iii) La fonction plafond de la suspension 7 : I — [1,00] est lisse par morceaux, infinie aux
discontinuités de T, avec singularités logarithmiques. Elle satisfait

1 n—1 )
—1 (T
n%<§h<m0ﬁo

m-presque partout lorsque n — 0. Cela signifie que la croissance de la distorsion du flot de
suspension est sous-exponentielle.

3

(iv) L’espace topologique M admet une structure de variété lisse et une « bonne » % métrique

riemannienne.

(v) Le temps 1 du flot de suspension satisfait I’hypothése du théoreme d’Oseledets pour la
métrique construite. De plus, la propriété du plafond ci-dessus permet de montrer que les
exposants de Lyapounov associés a cette métrique sont tous nuls presque partout.

(vi) D’apres la formule d’Abramov il existe un temps du flot de suspension d’entropie mesurée
égale a h alors que les exposants de Lyapounov de cette application sont presque partout
nuls.

O

Nous définissons des boules dynamiques pour la dynamique de df : TM — TM de maniere
analogue aux boules dynamiques pour la dynamique de f. Pour tout réel r > 0 suffisamment petit
et tout entier n > 1, la (n,r)-boule dynamique linéarisée centrée en x € M est ’ensemble C,, (z,7)
défini par

n—1
Cn(l‘, T) = €Xp, <ﬂ (dicfl)il(Bfiz(()? T))) s
i=0

ou B;(0,7) € T,M est une boule centrée en 0 € T, M de rayon r par rapport a la métrique
riemannienne. Le théoréeme A dit que 'entropie mesurée peut étre interprétée comme le taux de
décroissance exponentielle de la mesure d’une boule dynamique générique. Par ailleurs, le théoreme
D ci-dessous permet de retrouver la somme des exposants de Lyapounov positifs comme le taux
de décroissance exponentielle des volumes des boules dynamiques linéarisées. Autrement dit, la
somme des exposants de Lyapounov positifs peut étre interprétée comme une notion d’entropie
pour la dynamique de df (voir théoreme 2.31).

3. L’adjectif « bonne » vient du fait que la métrique riemannienne construite est localement comparable avec
une métrique euclidienne. Ainsi, la norme de la différentielle du temps unité du flot de suspension est plus simple a
estimer. En effet, elle est comparable avec la distorsion |r’| du plafond (voir proposition 2.18).

VI



Théoréme D. Soit f : M — M un difféomorphisme C' d’une variété riemannienne compléte tel
que ||df || est bornée. Soit u une mesure borélienne de probabilité f-invariante sur M. Alors pour
w-presque tout x € M, on a

1 1
lim lim inf —— log vol(Cy, (x, 7)) = lim lim sup —— log vol(C,, Z Aj(z)dim(E;(x)).
n

r—0 n—w0 n r=0 poo Aj(2)>0
T

Idée de la preuve. Le volume d’une boule dynamique linéarisée est estimé a partir du volume des
parallélépipedes dans T,, M et du fait qu’il existe des directions dilatantes et contractantes pour la
dynamique de df (voir lemme 2.33). O

Le théoreme D donne envie de comparer les limites asymptotiques avec I’entropie riemannienne
puisque elles sont similaires a h::‘ﬂ pour df au lieu de f. En fait, lorsque les boules dynamiques
« classiques » sont uniformément comparables avec les boules dynamiques linéarisées, on obtient

I'inégalité de Ruelle (voir aussi théoreme 2.37) :

Théoreme E. Soit f : M — M un difféomorphisme C' d’une variété riemannienne compléte tel
que ||df|| est bornée. Soit u une mesure borélienne de probabilité f-invariante sur M. S’il existe
une constante 0 < p < 1 tel que Cp(z, pr) € By(z, 1) pour tout x € M, alors

Y. Ai(@)dim(E;(x))dp().

Aj(z)>0
Idée de la preuve. La conclusion découle des théoremes B et D. O

La condition Cy,(x, pr) € By (z,r) dans 'énoncé du théoreme E est tres difficile a vérifier, méme
pour un difféomorphisme Anosov d’une variété riemannienne compacte. Dans un cadre plus parti-
culier, celui du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne & courbure
négative pincée, nous avons obtenu 'inégalité de Ruelle par une autre méthode (voir aussi théoréme
3.4).

Théoréme F. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a courbures
sectionnelles pincées —b*> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées particlles des courbures
sectionnelles uniformément bornées. Alors pour toute mesure de probabilité (g;)-invariante p sur
T'X, on a

2 MMm(E )

Aj 0

Idée de la preuve.

(i) D’abord, nous utilisons le théoréme A pour majorer 'entropie mesurée a travers le volume
de boules dynamiques p-typiques.

(ii) Ensuite, la propriété de Gibbs de la mesure de Liouville permet d’estimer le volume d’une
boule dynamique en termes des moyennes ergodiques du jacobien du flot géodésique dans les
directions instables (voir proposition 3.3).

(iii) Finalement, les moyennes ergodiques du jacobien convergent vers la somme des exposants de
Lyapounov positifs (voir proposition 3.2).
O

Une fois que l'inégalité de Ruelle est obtenue, il est intéressant d’étudier le cas d’égalité. Dans
le cas d’un difféomorphisme f : M — M de classe C'T d’une variété riemannienne compacte, qui
laisse invariante une mesure de probabilité p, nous rappelons les résultats suivants.

(x) Y. Pesin [Pes77] a montré que lorsque p est une mesure absolument continue par rapport a
la mesure riemannienne sur M, alors ’entropie de p coincide avec la somme des exposants
de Lyapounov positifs. Cette formule est connue comme « formule de Pesin ».
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(x) F. Ledrappier et J.-M. Strelcyn [LS82] ont généralisé le cas d’égalité aux mesures absolument
continues sur les variétés instables.

(x) F. Ledrappier [Led84a] a montré qu'une mesure de probabilité f-invariante hyperbolique
w vérifie la formule de Pesin si et seulement si elle a des mesures absolument continues sur
les variétés instables.

(x) F. Ledrappier et L.-S. Young [LY85a] ont étendu 1’équivalence précédente & n’importe quelle
mesure de probabilité f-invariante.

Nous prenons inspiration des démonstrations des résultats ci-dessus pour obtenir un résultat
analogue pour le flot géodésique (voir aussi théoreme 3.10).

Théoreme G. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a courbures
sectionnelles pincées —b%> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées partielles des courbures
sectionnelles uniformément bornées. Soit p une mesure borélienne de probabilité (g;)-invariante
sur TYX. Alors j1 a des mesures conditionnelles absolument continues sur les variétés instables, si
et seulement si, on a

h(g) = j SO (o) dim(E; (v))dpa(v).
Aj(v)>0

Idée de la preuve. Nous utilisons les méthodes de Ledrappier-Strelcyn [LS82], Ledrappier [Led84a]
et Ledrappier-Young [LY85a] adaptées au cadre du flot géodésique en suivant les idées de Otal-
Peigné [OP04] et Paulin-Pollicott-Schapira [PPS12]. O

Avant de décrire nos derniers résultats, rappelons en quoi consiste le probleme de perte de
masse. Soit X un espace topologique séparé localement compact. Une suite de mesures (v,) sur
X converge vaguement vers une mesure v, noté v, — v, si pour toute fonction continue a support
compact f € C2(X), on a
lim | fdv, — del/.

n—o0

Observons que si X est compact, alors la topologie de la convergence vague coincide avec celle de la
convergence étroite *. En particulier, toute limite vague d’une suite de mesures de probabilité sur
X est une mesure de probabilité (donc la masse de toute limite vague est égale a 1). En revanche,
si X n’est plus compact, alors la masse d’une telle limite vague est dans I'intervalle [0, 1].

Nous parlons du probleme de perte de masse lorsque nous essayons d’estimer ou calculer la
masse d’une limite vague d’une suite de mesures de probabilité. La derniere partie de notre travail
consiste précisément a estimer la masse d’une limite vague d’une suite de mesures de probabilité
invariantes par le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne a courbure
négative pincée.

Considérons d’abord le flot géodésique sur T1S = PSL(2,Z)\PSL(2,R), ot S est la surface
modulaire. D’apres [ELMV12, Theorem 5.1], si (vy,) est une suite de mesures de probabilité (g;)-
invariantes sur 71 S telle que h,, (g) = ¢ > 1/2, alors toute limite vague v de (v,,) satisfait v(T1S) >
2¢—1. En particulier, le nombre 1/2 est une sorte de valeur critique du point de vue de la non-perte
de masse. Nous montrons ce méme type de phénomene dans le cadre de variétés riemanniennes
dites de type (*)-Schottky (voir définition 4.37). Tout d’abord, introduisons quelques notations.

Soient X une variété riemannienne complete simplement connexe a courbures sectionnelles
négatives pincées et I' < Isom(X) un sous-groupe Kleinien d’isométries de X. Notons X = X /T
la variété riemannienne quotient. D’apres Otal-Peigné [OP04], lorsque les dérivées partielles des
courbures sectionnelles sont uniformément bornées, ’entropie topologique du flot géodésique sur
T'X coincide avec I'exposant critique ér de T, c’est-a-dire

1
huopl9) = or = limsup - log #{ € T+ d(o,70) < R},

R—

ot o€ X est n’importe quel point de X.

4. La topologie de la convergence étroite consiste a considérer les fonctions continues bornées au lieu des fonctions
continues & support compact.
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Dans le cadre de la surface modulaire, la valeur 1/2 représente l'exposant critique de n’importe
quel sous-groupe parabolique de PSL(2,Z). Par ailleurs, les sous-groupes paraboliques sont liés a
la géométrie autour de 'infini. En effet, le cusp de S est isométrique au quotient d’une horoboule
centrée en un point fixe parabolic, par I’action d’un sous-groupe parabolique fixant ce point.

Notons dp maz le plus grand exposant critique parmi les sous-groupes paraboliques de I', c’est-
a-dire

0P maz = max{dp : P sous-groupe parabolique de I'}.

Théoréme H. Soit X = X/T' une variété riemannienne de type (x)-Schottky. Alors pour tout
h > 6p mas il existe une constante m = m(h) > 0 avec la propriété suivante : St (vy,) est une suite
de mesures de probabilité (g;)-invariantes ergodiques sur T*X satisfaisant h,_ (g) = h, alors pour
toute limite vague v de (vy,), on a

v(T'X) = m.

De plus, la valeur §p mqqp est optimale dans le sens suivant : il existe une suite (v,,) de mesures de
probabilité (g;)-invariantes sur T X telle que

lim h,, (9) = 6pmaz €t vy — 0.

n—L

Idée de la preuve.

(i) Nous montrons un résultat sur la non-perte de masse pour le cas d'un flot de suspension
au-dessus d'un décalage de Markov dénombrable.

(ii) Le flot géodésique est codé comme un flot de suspension au-dessus d’un décalage de Markov
d’apres Dal’bo-Peigné [DP9S].
(iii) La non-perte de masse pour le flot géodésique est une conséquence des deux points précédents.

(iv) L’optimalité de 0p mae suit de la construction géométrique d’une suite de groupes Kleiniens
dont les exposants critiques convergent vers 0p jq.. Les mesures d’entropie maximal du
flot géodésique associées projetées sur T' X conservent I’entropie alors que elles convergent
vaguement vers la mesure 0.

O

Le théoreme H (voir aussi théoreme 4.40) est donc analogue au cas de la surface modulaire au
sens que l’exposant critique parabolique maximal représent aussi la valeur critique de la non-perte
de masse.

Plan de la thése. Le corps de cette these se décompose en 4 chapitres.

(x) Dans le chapitre 1 nous décrivons les principales notions d’entropie et ses respectives relations.
Nous démontrons les théoremes A et B.

(x) Dans le chapitre 2 nous nous consacrons a I'inégalité de Ruelle pour un difféomorphisme C*
abstrait d’une variété non compacte. Nous démontrons les théoremes C, D et E.

(*) Dans le chapitre 3 nous étudions le cas du flot géodésique et la validité de 'inégalité de Ruelle
et la formule de Pesin pour ce systeme dynamique. Nous démontrons les théoremes F et G.

(*) Dans le chapitre 4 nous travaillons sur le probléme de la perte de masse dans le cadre d’un
flot de suspension au-dessus d’un décalage de Markov dénombrable et du flot géodésique sur
le fibré unitaire tangent d’une variété de type (x)-Schottky. Nous démontrons le théoreme H.

Finalement, a la fin du texte nous mettons une annexe qui contient une breve introduction sur
quelques concepts basiques de la géométrie en courbure négative.
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Remarques. La plupart des résultats de cette these sont rédigés dans 3 articles soumis par publi-
cation [Riq15], [Riq16] et [IRV15].

Le théoréme C est démontré dans [Riql5]. Les théoremes A, B, D, E, F et G sont démontrés dans
[Riq16]. Finalement, le chapitre 4 (donc le théoréeme H) se trouve dans [IRV15], en collaboration
avec Godofredo Tommi et Anibal Velozo .






Chapitre 1

Entropies

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la complexité des systemes dynamiques. Du point de
vue de la mesure, nous étudierons ’entropie au sens de Kolmogorov-Sinal, aussi appelée entropie
mesurée. Du point de vue topologique, nous étudierons la complexité d’'une transformation continue
au sens de Bowen sur un espace topologique métrisable. En nous inspirant par des résultats de
Katok et Brin-Katok, nous verrons que ces notions sont étroitement liées les unes aux autres.

1.1 Concepts basiques

Commengons par rappeler plusieurs concepts basiques en théorie ergodique. Un systeme dyna-
mique mesuré est un 4-uplet (X, B, u,T), ot (X, B, 1) est un espace de Lebesgue et T : X — X
est une transformation mesurable qui préserve la mesure p. Pour étudier la dynamique de 7', il est
toujours intéresant de travailler sur le concept d’ergodicité.

Définition 1.1. Un systéme dynamique mesuré (X,B,u,T) est dit ergodique si tout ensemble
T-invariant A € B satisfait u(A) € {0, 1}.

L’avantage des systemes dynamiques ergodiques est le fait que tout systéme dynamique mesuré
se décompose en systemes dynamiques ergodiques grace au théoréeme de décomposition ergodique
(voir par exemple [EW11, Theorem 6.2]).

Théoréme 1.2 (Théoréme de décomposition ergodique). Soit (X, B, u, T) un systéeme dynamique
mesuré. Alors il existe une famille {yz}zex de mesures de probabilité T-invariantes ergodiques sur
X, telle que

n= fumdu(x)-

Le long de cette these nous utiliserons plusieurs propriétés équivalentes a 1’ergodicité. Nous
renvoyons a [Wal82, Section 1.5] pour des démonstrations.

Proposition 1.3 (Ergodicité). Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique mesuré. Alors les affirma-
tions suivantes sont équivalentes
(1) Le systéme dynamique (X, B, u,T) est ergodique.
(2) Toute fonction f € LP(u), avec p = 1, qui est T-invariante, est constante pu-presque partout.
(3) Pour tout A, B € B, on a

n—1

Tim ST WA T(B)) = p(A)u(B).
1=0

(4) Pour tout f, g€ L?(u), on a

T}Lrgigjf(goTi)du - deu> (Jgdu> |
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L’une des pierre fondamentales dans la théorie ergodique est le théoréme ergodique de Birkhoff
(voir [Wal82, Theorem 1.14]). Ses conséquences seront désormais largement utilisées.

Théoréme 1.4 (Théoréme ergodique de Birkhoff). Soient (X,B,u,T) un systéme dynamique
mesuré et f € L'(u). Alors

=

LS iy 25 g

n =

avec f* € LY (u). De plus, la fonction f* est T-invariante et

| eau= | an

En particulier, le théoreme ergodlque de Birkhoff nous dit que si p est une mesure ergodique,
alors les moyennes ergodlqueb = Z (T"x) convergent vers une constante p-presque partout.
Cette constante est égale & | fdu d’ apres la derniere conclusion du théoreme.

1.2 Entropie mesurée et entropie topologique

Dans cette section nous rappelons rapidement les notions d’entropie mesurée et d’entropie
topologique. La premiere est 'objet par excellence a considérer pour quantifier la complexité d’un
systeme dynamique mesuré. Toutes les autres notions d’entropie au sens de la mesure, qui seront
plus tard définies, lui seront comparées. La deuxiéme est indépendante de la premiere (ne dépend
que de la topologie) et on ne 'utilisera que dans le Chapitre 4. Par contre, on va tirer parti de sa
définition pour introduire les autres notions d’entropie en mesure, particulierement les §-entropies
de Katok (voir Section 1.3).

1.2.1 Entropie mesurée

Soit (X, B, ) un espace de Lebesgue. Une collection finie ou dénombrable P d’ensembles mesu-
rables est une partition measurable si les éléments de P sont deux & deux disjoints et leur réunion
est un ensemble de p-mesure pleine. On note P(x) Iélément de P contenant un point z € X.

Définition 1.5. Soit P une partition mesurable finie ou dénombrable de X . L’entropie de P, notée
H,(P), est définie par

H,(P) = — Y u(P)log u(P).
PeP

De maniere analogue, on peut définir ’entropie d’une partition relativement a une autre par-
tition. Soit Q une partition measurable de X. Si x € X satisfait u(Q(z)) > 0, on note pg(,) la
mesure conditionnelle de p sur atome Q(x), définie par

1
1) = m/ﬂ@(@-

Définition 1.6. Soient P et Q deux partitions mesurables. L’entropie de P relativement a Q,
notée H,,(P|Q), est définie par

H(PIQ) = 3 W@ H,o(P) == 3, 3 ulP Qo " 52,

QeQ PeP QeQ (@)

Sur ’ensemble de partitions on peut mettre un ordre partiel. On dit que P est plus fine que
Q, notée Q < P, si pour p-presque tout z € X, on a P(x) ¢ Q(x). A partir de deux partitions
mesurables arbitraires on peut toujours trouver une partition plus fine. Soit P v Q la partition
mesurable de X définie comme étant la partition dont les éléments sont toutes les intersections
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possibles entre les éléments de P et Q. Par construction, on a bien que P,Q < P v Q. Si l'on a
une collection finie de partitions de X, disons {Pi, ..., P,}, alors on note \/_, P; la partition

\/Pi =PivPyv..vP,.
i=1

Soit T' : X — X une transformation mesurable. Si P est une partition mesurable finie ou
dénombrable, alors la partition T7*P = {T*P: P € P} l'est aussi. Pour simplifier, on note P" la

partition P" = \/;:01 T-P.

Proposition 1.7. Soit (X,B,u,T) un systéme dynamique mesuré. Alors pour toute partition
mesurable P d’entropie finie, la limite

.1 n
Jim —H,(P")
existe.

La proposition ci-dessus permet de définir I’entropie d’une transformation relativement & une par-
tition (voir [Wal82, Corollary 4.9.1]).

Définition 1.8. Soit (X, B, u,T) un systeme dynamique mesuré. Alors pour toute partition me-
surable P d’entropie finie, on définit Uentropie de T relativement a P, notée h,(T,P), par

1
h#(T,P) = ILH}I EH;L(P”)

Parfois il est préférable de manipuler ’entropie en l'interprétant comme la limite d’entropies
conditionnelles (voir [Wal82, Theorem 4.14]).

Proposition 1.9. Soit (X,B,u,T) un systéme dynamique mesuré. Alors pour toute partition
mesurable P d’entropie finie, on a

n—o0

n
h(T,P) = lim H, (73 \/T‘iP> .
i=1
Pour les systemes dynamiques ergodiques il est plus facile de voir ’entropie comme une valeur
qui permet de mesurer la complexité d’un systéme dynamique. L’intuition nous dit que les atomes
d’une partition P™ sont « tres petits » en mesure s’il y a plus de chaos. Cette intuition est confirmée
par le théoreme de Shannon-McMillan-Breiman.

Théoréme 1.10 (Shannon-McMillan-Breiman). Soient (X, B, u, T) un systéme dynamique mesuré
ergodique et P une partition mesurable de X d’entropie finie. Alors, pour p-presque tout r € X,
on a

1
ha(T,P) = lim —= log u(P"(x).

Maintenant qu’on comprend mieux d’ou vient la notion d’entropie d’une transformation rela-
tivement & une partition, on peut définir ’entropie d’une transformation.

Définition 1.11. Soit (X, B, u, T) un systeme dynamique mesuré. L’entropie mesurée de T, notée
hu(T), est définie par
hu(T) = sup{h,(T,P) : P partition finie}.

Calculer 'entropie a partir de la définition est en général assez compliqué. Le résultat suivant
nous sera tres utile dans la suite. Nous renvoyons a [Wal82, Théoréme 4.22] pour une démonstration.
Notons o(P) la o-algebre engrendrée par la partition P.

Théoréme 1.12. Soient (X, B, p, T) un systéme dynamique mesuré et {Pp}n=1 une suite de par-
titions finies telle que Py < Po < ... < P, < ... et o (|J,, Pn) = B (mod 0). Alors

h(T) = lim (T, P,).

n—o
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Nous finissons cette section par un résultat de Jacobs [Wal82, Théoreme 8.4]. Il nous dit que
pour mesurer la complexité d’une systeme dynamique, il suffit de travailler sur les composantes
ergodiques. Plus précisément, on a

Théoréme 1.13 (Jacobs). Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique mesuré. Si p = § pydu(x) est
la décomposition ergodique de u, alors

h(T) = f . dp(2).

1.2.2 Entropie topologique

Considérons maintenant un espace topologique métrisable! X et T : X — X une transforma-
tion continue. Soit d une distance sur X qui induit la topologie de X. On va étudier la dynamique
de T relativement a d en étudiant la « taille » des ensembles de points qui restent proche le long
du temps. Pour tout n > 0 on note d,, la distance dynamique de Bowen définie par

«o— (2 3
dp(z,y) := ogr?gafqd(T x, T"y),
pour tous z,y € X. Pour tout € X on notera B, (z,r) la boule de rayon r centrée en z pour la
distance d,,. Une telle boule s’appelle (n,r)-boule dynamique (ou (n,r)-boule de Bowen).

Soit A € X un ensemble mesurable. Un (n, r)-recouvrement de A est un recouvrement de A par
des (n,r)-boules dynamiques. Soit K < X un ensemble compact. On note N(n,r, K) le plus petit
cardinal d’un (n,r)-recouvrement de K. La continuité de T implique que les boules dynamiques
sont des ensembles ouverts. En particulier, puisque K est compact, le cardinal N(n,r, K) est fini.

Définition 1.14. Soit T : X — X une transformation continue d’un espace topologique. Pour
toute distance d qui induit la topologie de X, on définit I’entropie de T relativement a la distance
d, notée h*(T), par

1
hY(T) = sup lim lim sup — log N'(n, r, K),
K r—0 n—aO n
ot le supremum est pris sur tous les sous-ensembles compacts de X . L’entropie topologique de T,
notée hiop(T'), est définie par
Riop(T) = inf (T,

ou l'infimum est pris sur toutes les distances d qui induisent la topologie de X .

SiT:X — X est une transformation continue d’un espace compact, alors la valeur h?(T') est
indépendante de la distance et le supremum dans la définition est atteint pour le compact K = X.
Si X n’est plus compact, alors le supremum des entropies h%(7T') est en général infini, ce qui motive
considérer tout simplement I'infimum (voir [HK95]).

Théoréme 1.15 (Principe variationnel). Soit T : X — X une transformation continue d’un
espace topologique localement compact. Alors

hiop(T) = sup b, (T'),
m

ot le supremum est pris parmi toutes les mesures de probabilité T-invariantes sur X.

1.3 Entropies de Katok

Le principe variationnel nous dit que I’entropie mesurée est inférieure ou égale a ’entropie to-
pologique. Dans cette section on se base sur la définition d’entropie topologique pour définir une
nouvelle notion d’entropie, qui dépend de la mesure et la distance, et qui est aussi un majorant
de I’entropie mesurée. Nous remarquons que cette nouvelle entropie a été définie par Katok dans

1. Dans ce manuscrit nous supposons toujours que cet espace est polonais.
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[Kat80] dans le cas ou X est un espace métrique compact.

Soient X un espace topologique métrisable, d une distance qui définit la topologie sur X,
T : X — X une application continue et p une mesure borélienne de probabilité T-invariante sur
X.

Définition 1.16. Si K est un sous-ensemble compact de X, on note

(i) N(n,r,K) le cardinal minimal d’un recouvrement de K par des (n,r)-boules dynamiques
centrées en K, et

(i) S(n,r,K) le cardinal mazimal d’un ensemble (n,r)-séparé dans K, c’est-a-dire un sous-
ensemble de K dont deux éléments distincts quelconques sont a d,-distance plus grande que
.

Lemme 1.17. Pour tout K < X compact, on a
N(n,r,K) < S(n,r,K) < N(n,r/2, K).

Démonstration. Soit E un ensemble (n,r)-séparé maximal dans K et F un recouvrement minimal
de K par des (n,r/2)-boules centrées dans K. Remarquons d’abord que {B,(z,r),x € E} est
un recouvrement de K, ce qui entraine la premiere inégalité. En effet, s’il existe y € K tel que
dn(z,y) = r pour tout x € E, alors 'ensemble E U {y} est un ensemble (n,r)-séparé dans K, ce
qui contredit la maximalité de E. La deuxieéme inégalité découle du fait que tout élément dans E
appartient au plus & une seule boule de F. Autrement dit, on a #E < #F. O

Pour ¢ > 0 on note N,(n,r,0) le nombre minimal de (n,r)-boules qui recouvrent un ensemble
de p-mesure plus grande que 1 —§. Remarquons que ce nombre est fini puisque pour tout compact
K tel que u(K) > 1 — 4, le cardinal minimal N(n,r, K) d’'un (n,r)-recouvrement fini de K est un
majorant de N(n,r,0).

Définition 1.18. Soit § > 0. Les d-entropies inférieure et supérieure de Katok, notées respective-
—0
ment QZ(T) et h,(T), sont définies par

1
QZ(T) = lim lim inf — log N, (n, r, 6)
n

r—0 n—oW

et
-5 . 1
hu(T) = }1—{% llnm_)s;ip - log Ny (n,r,9).

Nous décrivons brievement les relations entre les d-entropies de Katok pour différentes valeurs
de 6 €]0,1].

Proposition 1.19. Soient 0 < ds < 61 < 1. Alors

—5

2 701
RONT) S KP(T) et b, (T) <R, (T).

Démonstration. Posons B; = {B € B: u(B) > 1 —¢;}, pour i = 1,2. D’apres la définition de B;,
on a By < B;. En particulier,

1
lim lim inf — logmin{N(n,r, B) : B € By}

r—0 n—w N

1
lim lim inf — log min{N(n,r, B) : B € By}

r—0 n—=w n

= h(T)

B! (T)

N

L’autre inégalité est démontrée de maniere analogue. O



1.3. ENTROPIES DE KATOK

Dans [Kat80] A. Katok montrait que, lorsque X est un espace topologique compact, les o-
entropies coincident avec I’entropie mesurée. L’unique endroit de la preuve qui nécessite la compa-

—5
cité de X est la preuve de I'inégalité h,(T) < h,(T). Ce fait a été aussi remarqué par B. Gurevich
et S. Katok dans [GKO01] pour le calcul de I'entropie topologique du flot géodésique sur le fibré
unitaire tangent de la surface modulaire.

Théoréme 1.20 (Katok). Soient T : X — X une transformation continue d’un espace métrique
complet et p une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors, pour tout 0 < § <

1, ona
h(T) < by (T).

Remarque 1.21. Une prewve combinatoire analogue est faite dans [HK95] pour montrer l'inégalité
h,(T) < h(T) sur un espace métrique complet.

Avant de donner la preuve de Katok du théoréme 1.20 nous avons besoin de quelques résultats
techniques. Soit A un alphabet a N symboles. Pour n > 1 considérons I’ensemble de mots de
longueur n dans I’alphabet A défini par

Onp = {w=(wo,..c,wpn_1) :w; € A,i=0,..,n—1}

La métrique de Hamming p]HV » sur l'espace Qp ,, est définie par

Z Wz ,Wz

panw

3\*—‘

ol dy; est le symbole de Kronecker 6y,

5o fo skl
PETL sk =1

Pour w € Qy ,, et 7 > 0, on note B (w, r) la r-boule fermée centrée en w pour la métrique p%m.
Un argument combinatoire montre que le nombre B(r, N,n) de points dans B (w,r) ne dépend
que de r, N, n, et sa valeur est égale a

[nr]
. (n
B(r,N,n) = N—1j<,>
S
si0d<r< % De plus, il satisfait
Proposition 1.22. 9i 0 < r < min{®=L 1} alors

lim In B(r, N, n)

n—x0 n

=rln(N—-1)—rlnr— (1 —7r)Iln(1 —7).

Soit P une partition de X. Le bord 0P de P est la réunion des bords des éléments de P,
c’est-a-dire
oP = op.
PeP
L’une des propriétés clés dans la preuve du théoreme 1.20 est I’approximation de l’entropie
mesurée a partir de partitions finies dont les bords sont de mesure nulle.

Proposition 1.23. Soient T : X — X une transformation continue d’un espace métrique et
une mesure borélienne de probabilité T-invariante. Alors, pour tout € > 0 il existe une partition
P. telle que p(dP:) =0 et

hy(T) < hy(T,P:) + ¢
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Démonstration. Tout d’abord, puisque la mesure p est finie on peut trouver une suite croissante
d’ensembles compacts {K,}n>1 telle que | J,, K, = X et u(dK,) = 0, pour tout n > 1. De plus,
pour tout z € X il existe une boule centrée en x, de rayon arbitrairement petit, dont le bord a
p-mesure nulle. Pour chaque n > 1 on choisit un recouvrement fini de K,, par des boules {B!}, de
rayons compris entre 1/n et 1/(n+1), dont le bord a p-mesure nulle. Ensuite, on définit la partition
‘P, dont les atomes sont d'une part les intersections des éléments de la forme B} n K, et d’autre
part le complémentaire K du compact K,. Cette partition est par construction finie et satisfait
w(0P,) = 0. Finalement, on définit la partition P, comme étant la partition P;, = \/;_, P;. La
suite {P/ }n>1 est une suite croissante de partitions qui engendre la tribu borélienne. En effet,
cela est une conséquence du fait que pour tout z € X, le diametre diam(P))(z) tend vers 0
lorsque n tend vers 'infini. En utilisant le théoreme 1.12, pour tout € > 0 il existe N > 1 tel que
hu(T) < hy(T, Py ) + €. On pose finalement P, = P). O

Maintenant nous sommes préts a montrer le théoreme 1.20. Nous remarquons que cette preuve
est la méme que celle de Katok, mais nous préférons vérifier que tout marche bien sans hypothese
de compacité.

Démonstration du théoréme 1.20. Supposons sans perte de généralité que la mesure de tout ouvert

non-vide de X est positive. Dans le cas général il suffit de remplacer X par le support de la mesure.
Soit P une partition finie de X et N = #P. On construit I'espace {1y, en considérant comme

alphabet les éléments de la partition P. Définissons I'application ¢% : X — Qx , en posant

op(x) = Wp(x) = (P(z), P(Tx), o P(T12)).

Le tiré en arriere par ¢% de la distance de Hamming sur Qy,,, définit une pseudo-distance sur
X, notée d”. En effet, pour z,y € X, on a d” (z,y) = 0 si et seulement si y € P"(x). La symétrie et
I'inégalité triangulaire découlent de celles de la distance de Hamming. Fixons une fois pour toutes
une partition P dont le bord dP a p-mesure nulle. Définissons U, (P) comme étant le r-voisinage
du bord de P, c’est-a-dire U,(P) = {x € P : B(z,r) ¢ P(z)}. Soit € > 0. Puisque p est une mesure
borélienne et la mesure du bord de P est nulle, il existe r €]0, €[ tel que

2

/’L(UT(P)) < Z

Posons B, . = {x e X : Z?:_()l 1y, (p)(T'x) < %}, Comme T est une transformation qui préserve
la mesure y, et § 1y, (pydp < €%/4, on a

ne? ! 4
= 2 [ 3 e @)
i=0
n—1 )
> Z 1y, (p)(T*x)dp(z)
X\Bn,e j=0
ne
= ?M(X\Bn,s)-

Il s’ensuit donc que p(X\By ) < €/2.

Par ailleurs, d’apres la définition de B,, ¢, si © € B, . et d,(z,y) < r, alors d; (z,y) < /2. Au-
trement dit, 'intersection de toute (n,r)-boule avec B,, . est contenue dans une certaine ¢/2-boule
pour la pseudo-distance d”.

Soit U un recouvrement d’un compact K par des (n,r)-boules, dont #U = N, (n,r,d) avec la
mesure de K qui satisfait u(K) > 1 — 4. Alors la mesure de K n B,, . satisfait

WK N Bye)>1—3d—¢/2.

Sie < 152 alors u(K n B,.) > 152, Comme l'intersection de toute boule dans U avec B, . est
contenue dans une certaine €/2-boule pour la distance d7;, il existe un recouvrement de K n B,,

de cardinal N, (n,r,d) constitué par des £/2-boules pour la distance dJ, .
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Maintenant on va minorer N,(n,r,d) en utilisant des arguments combinatoires. Rappelons
qu'un point dans I’espace Qy , est un mot dans I’alphabet dont les lettres sont les atomes de la
partition P. Comme on a réduit le probleme de comptage de boules dynamiques au comptage de
boules pour la distance d7, il suffit de majorer la mesure des atomes de P™. Soit Xm,e 'ensemble
défini par

Xme={z€ X :Yn=m,u(P"(x)) < exp(—n(h,(T,P)—¢))}. (1.1)

Gréace au théoreme de Shannon-McMillan-Breiman, il existe mg € N tel que p(Xp,,c) = %.

tout n > myg on définit 'ensemble A,, . comme A,, . = KN B,, . N X, . Alnsi p(A4,, o) > 14;5. De
plus, la partition P™ induit une partition P, . de A, . en posant P, . = {P"(x) N Ape,x € Ay}
Vue lestimation dans (1.1), on a

pAne) < u(P)

< exp(—n(h,(T,P) —€))#Pn,c,

Pour

et donc
1-96

4

Une (n,r)-boule qui intersect B, . est contenue par construction dans une ¢/2-boule pour la
distance d”. Par ailleurs, les ¢/2-boules pour la distance d’; sont par définition une réunion finie
d’éléments de la partition P". Le cardinal de cette réunion ne dépasse pas le cardinal B(e/2, N, n),
ou B(e/2, N,n) est le nombre de points dans une £/2-boule dans l’espace métrique (Qn pﬁm). 11
s’ensuit ainsi que

#Pne =

exp(n(h,(T,P) —¢)).

N,(n,r,0)B(e/2,N,n) = #Pn,
1-9

=
4

exp(n(h,(T,P) +¢)).
Cela se réécrit comme
1 —dexp(n(hu(T,P)+¢))

4 B(¢/2,N,n)

Finalement, grace a la proposition 1.22, on déduit

Ny(n,r,6) =

1
liminf —log N, (n,7,6) = h,(T,P) —e(1l +log(N — 1)) + eloge + (1 — ¢)log(1l — ).

n—ow n

En particulier
QZ(T) = h,(T,P) —e(l+log(N —1)) +eloge + (1 —¢)log(l —¢).

Comme € > 0 est arbitraire, on conclut que QZ(T) = h,(T,P). Puisque la partition P a été choisie
de fagon arbitraire, la proposition 1.23 permet de finir la preuve du théoreme 1.20. O

1.4 Entropies locales

L’objet d’étude dans cette section est la notion d’entropie au sens de Brin-Katok (voir [BK83]).
On s’intéresse notamment au taux de décroissance exponentielle des mesures des boules dynamiques
et sa relation avec l’entropie mesurée.

Définition 1.24. Soient T : X — X une transformation continue d’un espace métrique et pu une
mesure de probabilité T-invariante. Les entropies locales inférieure et supérieure de T en x, notées

—i
respectivement ﬁluoc(T, x) et h:C(T,:r), sont définies par

‘ 1
EH“(T, r) = lim lim inf - log (B (z,7))

r—0 n—ox

et
o 1
B (T, z) = lim lim sup - log u(By(x,1)).

H r—=0 poo
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Définition 1.25. Soient T : X — X wune transformation continue d’un espace métrique et
une mesure de probabilité T-invariante. Les entropies locales inférieure et supérieure de T', notées

-l
ﬁffC(T) et h:c(T) respectivement, sont définies par

loc _ : : loc n
hA(T) = essulnf rngf(')bu’ (T, T"x)
et

—loc —loc _
h, (T) =esssupsuph, (T,T "z).
n nz=0
Les entropies locales permettent d’estimer le taux de décroissance exponentielle de la mesure
d’une boule dynamique en tout point de ’espace. La proposition ci-dessous nous donne la régularité
des entropies de Brin-Katok vues comme des applications qui dépendent en x € X.

. . -l . .
Lemme 1.26. Les applications x — ﬁifC(T, x) etx — huoc(T, x) sont p-mesurables et décroissantes
le long des orbites.

Démonstration. Les applications z — u(By,(z,r)) sont p-mesurables, donc = — QZ’C(T, x) et x —

ELOC(T, x) le sont aussi. De plus, on a T(B,,(z,7)) € B,—1(Tx,r), donc la T-invariance de y entraine

la monotonie. O

Une maniere plus naturelle de penser a ’entropie locale est de considérer la moyenne des taux
de décroissance des mesures des boules dynamiques.

Lemme 1.27. Soient T : X — X une transformation continue d’un espace métrique et p une
mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors

hlo(T) = f hIo(T, 2)dpu(z)

et

—loc

R (T) =Jhu (T, 2)dp().

Démonstration. Les deux égalités sont des conséquences directes de la monotonie des entropies
locales ponctuelles et le théoreme ergodique de Birkhoff. O

Brin et Katok ont montré que lorsque X est un espace topologique compact et p une mesure
de probabilité ergodique, les entropies locales coincident avec l’entropie mesurée (voir [BK83]).
Comme dans le cas des d-entropies, seule la preuve d’une inégalité utilise la compacité de X, et
I’autre reste vraie. C’est le théoréme suivant.

Théoréme 1.28. Soient T : X — X une transformation continue d’un espace métrique complet
et u une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors
l
By (T) < BI2(T).
Comme pour le théoreme 1.20, nous reprenons la preuve de Brin-Katok pour vérifier qu’elle
n’utilise pas la compacité. Cette preuve est basée d’une part sur la proposition 1.23 et d’autre part
sur la proposition 1.29 ci-dessous.

Proposition 1.29. Soient T : X — X une transformation continue d’un espace métrique et
une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors pour toute partition finie P de
X telle que u(0P) =0, on a
l
hu(T,P) < b,°(T, x)

pour p-presque tout x € X.
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Démonstration. La démonstration de cette proposition ressemble beaucoup a celle du Théoreme
1.20. Soit P une partition finie de X telle que u(0P) = 0. Pour tout r > 0 on considere le r-
voisinage U,.(P) du bord de P. Puisque p est borélienne, et [,., Ur(P) = dP, on a u(U,(P)) — 0
lorsque  — 0. En particulier, pour tout n > 0 il existe 79 > 0, o = r9(n), tel que p(U,.(P)) < n
si 0 < r < rg. Le théoreme ergodique de Birkhoff nous dit que si 0 < r < rg, pour u-presque tout
re X,ona

Jim Z Ly, (py(T'z) = (U (P)) <.

Notons A,, le sous-ensemble de X défini par

n'—1
A, = {x eEX:Vn' =n 2 Ly, py(T'x) < 277} (1.2)

D’apres la définition, la suite {A,},>1 est une suite croissante d’ensembles mesurables qui sa-
tisfait p(lJ,, An) = 1. Ainsi, il existe N1 = Ny(n) € N, tel que pour tout n > N; la mesure de 4,
est plus grande que 1 — 2n.

Par ailleurs, en utilisant le théoréme de Shannon-McMillan-Breiman, pour tout v > 0 il existe
Ny = Na(7) € N, tel que pour tout n = Na, on a

p({z e X :¥n' > n, —logu(P"(x)) = n(h(T, P) —)}) > 1 - 7. (13)

On considére maintenant 'ensemble E = E(v,7n) des points dans X qui satisfont

fZLJ (T'z) < 21

et

—log (P™(x)) = n(h(T,P) — )
pour tout n = N3 = max{Ny, Na} et 0 < r < 79. Remarquons que, grace a (1.2) et (1.3), cet
ensemble est de p-mesure grande lorsque 7 et v sont petits.

Le point clé dans cette preuve est le fait suivant, qui permettra de trouver des estimations
de la mesure des boules dynamiques en utilisant des arguments combinatoires. Soient z € X et
y € By(x,7). Alors, pour tout 0 < i < n — 1, soit T%z et T’y appartiennent au méme atome de la
partition P, soit T x appartient au voisinage U,.(P).

Ainsi, pour mesurer une (n,r)-boule dynamique, on doit comprendre quand est-ce que les
images par T de deux points de la boule restent dans un méme atome de P.

Rappelons que, en utilisant la méme notation que dans la preuve du théoreme 1.20, le mot
WE(x) est défini a partir des atomes de P comme étant

Wa(z) = (P(z), P(Tx), ..., P(T" ).

Ce mot est associé de maniere bijective & 'atome P"(x) de la partition P™.
L’estimation (1.2) nous dit que si x € E et y € B, (x,r), alors la distance de Hamming entre les
(P,n)-mots Wp(x) et W5(y) satisfait
PN (W (@), Wi (y)) < 21.

L’inégalité ci-dessus entraine que pour tout x € F/, on a

W(Bu(z,7)) < pl{y € X : pi ,(Wp (@), Wp(y)) < 21}). (1.4)

10
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Soit L, le cardinal de la boule B¥ (W3(z),2n). D’apres la proposition 1.22, lorsque n — o le
terme %log L,, vérifie
lim = 2nlog(N — 1) — 2nlog(2n) — (1 — 2n) log(1 — 27).

n—ao0
Soit €(N,n) := 2nlog(N — 1) — 2nlog(2n) — (1 — 2n) log(1 — 2n) + n. Par définition de la limite,
il existe Ny = N3 tel que pour tout n = Ny, on a L,, < exp(e(N,n)n).
Soit € > 0. Puisque 7 est choisi aprés N, on peut supposer quil existe 79 = 19(N,e) > 0 tel
que pour tout 0 < n < 1y on ait

log L,
n

e(N,7) < 1i00 (1.5)

Par la suite, on va estimer la mesure de ’ensemble des points dans E dont la (n, r)-boule est de
p-mesure « suffisamment » grande. Plus précisément, on s’intéresse a la mesure des points = € E
qui vérifient

w(Bn(x,7)) > exp(n(—h,(T,P) + £/10)).

Lemme 1.30. Avec les notations précédentes, siy < € et n < g, alors
p({zeE: p(Bn(z,r)) > exp(n(—hu(T,P) +£/10))}) < exp(—n(e/20)).

Démonstration. Remarquons d’abord que pour tout € > 0, le cardinal de ’ensemble des atomes
de P™ qui ont une mesure plus grande que

exp(n(—h,(T,P) +€/10))
satisfait
H{P P u(P) > exp(n(—hy (T, P) +/10)} < exp(n(h,(T,P) —/10)). (L)
Soit @Q),, I'ensemble d’éléments de la partition P™ défini par
Qn={QeP": IPeP", PnE# &, u(P) = exp(n(—h,(T,P) +¢/10)), px (P, Q) < 2n}.
Gréce a (1.4), pour tout n suffisamment petit on a
{z € E: p(Bu(x,r)) > exp(n(=hu(T,P) +</10))} ¢ | ] @, (1.7)
QEQn

Les inégalités (1.5) et (1.6) permettent de trouver une borne supérieure pour le cardinal de @,,.
En effet

#Qp, <exp(n(h,(T,P) — e/10)) exp(ne/100)
=exp(n(h,(T,P) — /10 + £/100)). (1.8)
Si S, est la mesure de la réunion des @ € @, qui satisfont Q@ N E # ¢, il découle de (1.3) et
(1.8) que
Sn <exp(n(h,(T,P) —e/10 4+ £/100)) exp(n(—h, (T, P) + 7))
=exp(n(y — /10 + £/100)).

Alinsi, si v < £/25 on conclut

Sy < exp(—n(e/20)). (1.9)

La preuve du lemme 1.30 découle de fagcon immédiate des points (1.7) et (1.9) puisque

p({z € B p(Bn(z,r)) > exp(n(=hu(T,P) +/10))}) < p ( U Qn)

QunE#Y
1(Sn)
exp(—n(g/20)).

N

11
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En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, pour p-presque tout = € F, on a
1
lim iorn1f - log 11( By, (z, 1)) = h, (T, P) — €/10.
et donc
ELOC(Tv JJ) = hM(Tv 7)) - 8/10

Comme X = ( >0 E(~,n), on conclut en faisant tendre 7 et v vers 0 que pour p-presque tout
re X,ona
L(T, z) = hy (T, P) — /10.

On déduit ainsi que h,(T,P) < ELOC(T, x) puisque € > 0 est arbitrairement petit.
L]

Démonstration du théoréme 1.28. L’inégalité désirée découle directement des propositions 1.23 et
1.29. O

Comme conséquence du théoréeme de décomposition ergodique (théoréme 1.2), du théoréme de
Jacobs (théoréeme 1.13) et du théoreme 1.28, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.31. Soient T : X — X wune transformation continue d’un espace métrique complet
et p une mesure borélienne de probabilité T-invariante. Si p = §pydu(z) est la décomposition
ergodique de i, alors

hu(T) < J RleE(T)dp(x).
Démonstration.
u(T) = [y dte) < [ BT p)dta).
O]

En suivant la stratégie de la preuve de [Led13, Proposition 6.3] nous donnons des conditions
suffisantes pour obtenir égalité dans I'inégalité du théoreme 1.28 pour une classe de transformations
définies sur des variétés Riemanniennes.

Théoréme 1.32. Soit T : M — M wune transformation lipschitzienne d’une variété riemannienne
compléte et . une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors

ha(T) = W2 (T).

Démonstration. D’apres le théoréme 1.28 il suffit de montrer que h,(T) > ﬁffc(T). Supposons pour
I'instant qu’il existe une partition P d’entropie finie satisfaisant

1 1
limsup —— log u(P"(x)) = liminf —— log p( By (z, 1)), (1.10)
n—or n n—o n

p-presque partout. D’apres le lemme 1.27, pour tout € > 0 il existe 7g > 0 tel que pour tout
0<r<rypona

Jlim inf 1 log p( B, (2, 7))dp(z) = hl°(T) — e.
n

n—o —H

En utilisant le théoréme de Shannon-McMillan-Breiman et I'inégalité (1.10), on déduit
1
h(T) > bu(TP) = [ lim 1 log u(P" () d(z)

> Jlim inf 1 log p(Bp(z, r))du(z) = ﬁifc(T) —c.
n

n—xGC

En particulier, comme € est arbitraire, on déduit I'inégalité désirée. L’existence d’une partition
P comme ci-dessus est une conséquence de la proposition suivante. On remarque que existence
d’une telle partition est due & Mané (voir [Mafi81]).

12
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Proposition 1.33. Soit T : M — M wune transformation lipschitzienne d’une variété rieman-
nienne complete et ji une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors, pour tout
compact K € M de mesure u(K) > 0 et tout 0 < r < 1, il existe une partition P de K d’entropie

finie telle que, si P = Pu {M\K}, alors pour u-presque tout x € K la suite (ny) de temps de
retour positifs de x sur K satisfait

P (x) € Bp, (x,r),

pour tout k = 1. En particulier, l'inégalité (1.10) est satisfaite u-presque partout.

Avant de donner une preuve de la proposition 1.33, on utilisera la proposition 1.34 suivante.
Proposition 1.34. Pour tout compact K ¢ M de mesure u(K) > 0, il existe une constante C > 0
telle que pour tout 0 < r < 1 il existe une partition P, de K satisfaisant

(1) pour tout x € K, on a diam(P,(z)) <,

(2) le bord de la partition est de p-mesure nulle, et

(3) sid est la dimension de M, alors #P, < Cr~<.
Démonstration. Soit K ¢ M un ensemble compact de mesure strictement positive et 0 < r < 1.
Considérons la collection de boules B = {B(x,r/20) : x € K}. D’apres le lemme de recouvrement

de Vitali (nous renvoyons a [Mat95, Theorem 2.1] pour une démonstration), il existe une sous-
collection B’ de B de boules deux & deux disjointes, telles que

| Bc | 6B).

BeB BeB'’

Soit F' I’ensemble des centres des boules de B’. Alors

|J B(x,r/20) € Vi(K),

zeF

ou V1 (K) est le 1-voisinage de K. Ainsi,

vol(Vi(K)) = Zvol(B(z,r/20))>ing( vol(B(x,7/20)) #F
zeF

Z Cle#F,

ou C; > 0 est une constante ne dépendant que de K. On conclut que #F < Cr~¢, avec C =
CT vol(Vi(K)). Soit P, la collection de sous-ensembles de K définie comme étant la réunion des
ensembles de la forme

Pr(x) ={ye K :d(x,y) < d(y, 2),Yz € F\{z}}, x € F.

Remarquons que diam(P,) < r/2 pour tout x € K. Puisque p est une mesure finie, suite & une
petite déformation du bord des éléments de la collection, on peut supposer que P, est une partition
qui satisfait donc (1) et (2). La condition (3) découle de I’estimation du cardinal de F'. O

Démonstration de la proposition 1.33. Soit K < M un ensemble compact de p-measure stricte-
ment positive. Pour tout entier £ > 1, on pose

Ay ={ze K :T'ze K, T'z ¢ K,1<i<k}.

L’ensemble Aj est I'ensemble des points de K dont le temps de premier retour dans K est égal a
k. Grace au lemme de Kac on sait que » ;- , km(Ay) = 1. Fixons 7 > 0. La proposition 1.34 im-
plique qu’il existe une partition 73k de K qui a au plus C(L*~!/r)¢ éléments, ou L est la constante
lipschitzienne de T'. La partition 73k induit une partition 73,4,6 de Ay par restriction a I’ensemble
Aj. Finalement on définit la partition P de K comme la réunion des éléments des partitions 73Ak'
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1.4. ENTROPIES LOCALES

Nous allons montrer maintenant que P satisfait les propriétés qu’on veut. Nous montrons
d’abord que 'entropie de P est finie. Par definition, on a

H (P) = > > —u(P)logu(P)

k>1P€73Ak
= Suan | X AP HEL jog 4,
= Pepa, w(Ak) 7 p(Ar)
< Hu({Ax}) + D n(Ag) log(C(LF/r)%)
k=1
< H,({Ax}) +dlogL " ku(Ag) +log C — dlogr.

k=1

Rappelons que le lemme de Kac nous dit que la somme Zk>1 ku(Ag) est finie. Il nous reste donc
montrer que 'entropie de la partition induite par les ensembles Ay, avec k = 1, est finie. On
utilisera le lemme classique suivant.

Lemme 1.35. Soient (pi) et (gr) deux vecteurs en probabilité. Alors

— > prlogpr < = prlog g,
k k

avec égalité si et seulement si pr = qi pour tout k € N.

Soient pr, = u(Ar)/1(A) et qx = (e — 1)e~*. Par construction, les vecteurs (px) et (gi) sont
deux vecteurs en probabilité. D’apres le lemme 1.35 on conclut que

H,({Ar}) < ) kp(Ap),

k=1
ce qui entraine la finitude de 'entropie de P.

Considérons maintenant la suite croissante (n;(x));»0 définie par les conditions
Thizge K et Tlz¢ K Vné¢{n;}.

Par définition, pour j = OonaT™z € Ay, , »,. Puisque T est L-lipschitzienne, et par construction

de la partition, y € Ay implique P(y) € Bi(y, ). En effet, tout élément de la partition 73Ak: est de
diametre plus petit que L=~ Ainsi, pour tout yi,y2 € P(y) et 0 <i<k—1,0na

d(Tyr, T'y2) < L'd(yy, y2) <

En particulier,
P(IT"ix) C Bpy,yn, (T, 7).

L’inclusion ci-dessus implique que

)~

ﬁ T-'P(T'z)

=0 %

P (x) T™"P(T" )

0

J
c ﬂ T "B, n,(T"x,7) € By, (2,7).
i=0

En conséquence, pour p-presque tout x € K, on a

1
lim sup —— logu(P"( ) = limiglf - log p( By (x,r)).

n—oo
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1.4. ENTROPIES LOCALES

D’apres V'ergodicité de la mesure, pour p-presque tout x € M il existe un entier £ < 0 tel que
TFx € K. L'inclusion P*(T*z) < B, (T*x,r) est valide pour un nombre infini d’entiers n. En
particulier, I'inclusion P"**(x) ¢ T=*B,(T*z,r) est aussi valide pour un nombre infini d’entiers
n. Ainsi

lim —llog/i(”P"(x)) = liminf—llogu(T*an(Tkxm))

n—w N n—ow n

1
= liminf —= log u(Bn(T*z, 7))
n—0o0 n

. 1
> liminf——log pu(By(x, 7).
O
La fin de la démonstration de la proposition 1.33 conclut donc la preuve du théoreme 1.32.
O

Pour finir cette section, nous donnons une relation entre la J-entropie supérieure et ’entropie
locale supérieure.

Théoréme 1.36. Soient T : X — X une transformation continue d’un espace métrique complet
et 1 une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors, pour tout 0 < d <1, on a
—0 —loc

h,(T) < h, (T).

Démonstration. Soit € > 0. On définit 'ensemble X (g,7,n') € X, pour 0 <r < 1 et n’ > 1, par
1 -loc
X(e,r,n') = {x € X : —=logu(Bn(z,1)) < h; (T)+e,¥Vn = n'} :
n

Remarquons que pu(X(g,r,n')) tend vers 1 quand n’ — oo et puis » — 0. En particulier, pour
tout r > 0 suffisamment petit, il existe n(, tel que u(X(g,7,n')) > 1 — & pour tout n’ = nf. Soit
K < X(e,r,n{) un ensemble compact de mesure p(K) > 1 — 4. On va trouver une majoration de
S(n,r, K), pour tout n = nj. Soit E un ensemble (n,r)-séparé dans K. Comme les (n,r/2)-boules
centrées en les points de F sont deux a deux disjointes, on a

S u(Baler) = p (U Bn<x,r/2>> <L

zeE zeE

De plus, les (n,r)-boules centrées en K satisfont

loc

w(Bp(z, 7)) = exp (—n (Eu (T) + E)) ,

donc
S(n,r, K) <exp (n (ELOC(T) + 5)) .

Ainsi, grace au lemme 1.17, on a

_ 1
n (T) < limlimsup - log N(n,r, K)

" r=0 pnoo

1
< lim limsup — log S(n, r, K)

r=0 psw N

—loc

< h, (T)+e

Puisque ¢ est arbitraire, on a bien démontré le théoreme 1.36. O
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1.5. ENTROPIE RIEMANNIENNE

1.5 Entropie riemannienne

Considérons maintenant une transformation continue 7' : M — M d’une variété riemannienne
complete. La mesure de Lebesgue (ou volume riemannien) donne mesure strictement positive aux
ouverts non-vides. Ainsi, on peut se demander quel est le taux de décroissance exponentielle du
volume d’une boule dynamique. Malheureusement, de maniere générale le volume riemannien n’est
pas fini ni invariant. Cela motive la définition suivante.

Définition 1.37. Soient T : M — M wune transformation continue d’une vari€té riemannienne
compleéte et p une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Pour tout ensemble
compact K € M de mesure u(K) > 0, on définit I’entropie riemannienne de T par rapport a pu
sur K, notée h;OI(T, K), comme étant

1
h;’fl(T, K) = esssup lim lim sup —— log vol(B,(x, r)),
zek "0 noow n
Trxe K
ot le supremum essentiel est pris par rapport a la mesure p. On définit ’entropie riemannienne
de T par rapport & u, notée hZLOI(T), comme étant

vol vol
hy (1) = sup (T, K),

ot le supremum est pris sur tous les sous-ensembles compacts de M de mesure strictement positive.

L’intérét de cette nouvelle notion d’entropie nait de sa relation avec les §-entropies inférieures
de Katok.

Théoréme 1.38. Soient T : M — M wune transformation continue d’une variété riemannienne
complete et u une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. St K < M est un
ensemble compact de p-mesure strictement positive, alors pour tout 1 — u(K)?2 <d <1, on a

B(T) < hiPNT, K).

Démonstration. Si h;OI(T, K) = o0 il n’y a rien & montrer. Supposons donc que h/‘QOI(T, K) < .
Pour € > 0, 7 > 0 et m > 1, on définit I'ensemble K , ,, par

K. pm={xe K :vol(B,(z,1)) = exp(—n(hﬁ(T, K)+¢)), V/n=2m tel que T"ze K}.

Remarquons que la mesure u(K; ;) tend vers u(K) lorsque m — oo et puis r — 0. Ainsi, pour
tout 0 < n < pu(K)/2 et r > 0 suffisamment petit, il existe mg = 1 tel que p(K; ;) > p(K)—n/2.
Soit Ky € K¢ rm, un ensemble compact de mesure u(Ko) > p(K) —n. Nous allons estimer le
cardinal d’un (n,r)-recouvrement minimal de Ky & partir des estimations pour le volume des
(n,r)-boules dynamiques. Pour z € Kj on connait ces estimations pour tout temps n tel que
T"x € K. Le probleme de cette approche est que, typiquement, deux points différents de Ky n’ont
pas le méme temps de premier retour. On utilisera 'ergodicité de p pour surmonter cette difficulté.

Lergodicité de la mesure implique que les moyennes ergodiques (1/n) Y1 (Ko n T~ K)
convergent vers u(Kp)?2. Par ailleurs, si tout point d’accumulation L de la suite (u(KonT""Ko))n
satisfait 0 < L < ¢ < u(Kp)?, alors

n—1

1 ,
lim sup — Z w(Ko nT'Ky) < ¢,

now N iZ0

ce qui contredit la convergence des moyennes ergodiques. En particulier, il existe une suite stric-
tement croissante (¢(n)), d’entiers positifs telle que u(Ko n T~?™M Ky) converge vers L(Ky) >
u(Ko)?2. Soit 0 < X\ < L(Kg)/2. Alors il existe un entier ny > myq tel que u(Ko n T-?MKy) >
L(Ky) — X pour tout n = ni. Soit 6(Ky,\) = 1 — (u(Ko)?> — \). Pour K, = Ko n T~¢MWK,, la
p-mesure de K, satisfait

() > L(Ko) = A = p(Ko)® = A = 1= 8(Ko, \).
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1.5. ENTROPIE RIEMANNIENNE

Pour tout n > nj, prenons E un ensemble maximal (¢(n), r)-séparé dans K,,. Alors

vol(Vo(K)) > v01<U B¢(n)(x,r/2)>

zeE
> Z vol(Bg(n) (7,7/2))

zeEE

> #EBexp(=¢(n)(h?(T, K) +¢)).

Ainsi, le cardinal de FE est majoré par

#E < vol(V(K) exp(6(n) (W9 (T, K) + 2)). (1.11)
Donc,
R
S0 (T) = lim liminf ~log Nu(n, 7, 6(Ko, A))
1
< }i_r)%liﬂi{gfwlogN(qS(n),r,(S(Ko,)\))
< lim lim inf . log N(¢(n),r, Ky,)

r—0 n—owx ¢(n)

1
< lim lim inf —— log S(é(n),r, K,)

r—0 n—ow QS(’I’L)

< BN K) +e.

Grace a la proposition 1.19, on a QZ(T) < h;’t‘)l(T7 K) + ¢ pour tout 1 — u(Kp)? < § < 1. Comme
n > 0 est arbitraire, on obtient que ﬁZ(T) < h‘F’LOl(T7 K) + ¢, pour tout 1 — u(K)? < 6 < 1.
Finalement, puisque € > 0 est arbitraire, la conclusion du théoreme 1.38 en découle. O

En considérant des compacts K de plus en plus grands, on déduit

Corollaire 1.39. Soient T : M — M wune transformation continue d’une variété riemannienne
complete et u une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors, pour tout 0 <
d<1,o0na
§ vol
by, (T) < by (T).

Finalement, nous pouvons énoncer le théoreme principal de ce chapitre. Ce théoreme sera crucial
pour montrer I'inégalité de Ruelle pour le flot géodésique sur une variété riemannienne a courbure
négative pincée.

Théoréme 1.40. Soient T : M — M wune transformation continue d’une variété riemannienne
complete et p une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors, on a

hu(T) < BYONT).
Démonstration. 1l suffit d’appliquer directement le théoreme 1.20 et le corollaire 1.39. O

L’inégalité (1.11) a été démontré en utilisant le fait que vol(V,.(K)) > 0. En fait, c’est 'unique
endroit dont on utilise de maniere cruciale le volume riemannien. Si ’on pense a la mesure p, alors
elle satisfait aussi p(V,-(K)) > 0 d’apres le choix de K. Si I'on remplace « vol » par « y » dans la
démonstration du théoreme 1.38, on déduit le résultat suivant.

Théoréme 1.41. Soient T : M — M wune transformation continue d’une variété riemannienne
complete et p une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. St K < M est un
ensemble compact de p-mesure strictement positive, alors pour tout 1 — u(K)?> <8 <1, on a

1
QZ(T) < esssup lim lim sup —— log u(By (z,1)).
S
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1.5. ENTROPIE RIEMANNIENNE

Une conséquence du théoreme 1.41 pour des application Lipschitziennes est 1’égalité entre 1'en-
tropie inférieure de Katok et I’entropie mesurée.

Théoréme 1.42. Soit T : M — M une transformation lipschitzienne d’une variété riemannienne
complete et u une mesure borélienne de probabilité T-invariante ergodique. Alors, pour tout 0 <
6<1,o0na

h(T) = by (T).

Démonstration. D’apres le théoreme 1.20, il suffit de montrer que h,(T) > hi(T). Soit K ¢ M
un compact de mesure pu(K) > 0. Grace a la proposition 1.33 il existe une partition P de M,
d’entropie finie, telle que pour p-presque tout = € K la suite (ny) de temps de retour positifs de x
sur K satisfait

P (2) € By, (2,1),

pour tout k£ > 1. Ainsi
. 1 . 1
limsup ——log u(Bp(z,7)) = limsup —— log u(By,, (z,7))
n

n—ow koo ng
TrzeK -

1
< limsup - log p(P"*(x))

k—oo

1
< lim sup —— log (P"(z)).

TrzeK

Or le théoreme de Shannon-McMillan-Breiman nous dit que

1 1
s - ney e L n
im sup log (P (2)) = lim — log u(P"(2)),
TrxeK

donc

1 1
esssup lim limsup —— log u(B,(z,7)) < esssup lim lim sup —— log u(P"(z))
zeK r—=0 nox n zeK r—=0 o0 n
TrxeK TrreK

= lim lim —llog,u(P”(x))
n

r—0n—o0

= lir% hu(T,P) < hy(T).
Ainsi, le théoreme 1.41 entraine I'inégalité
)
h,u(T) < h#(T)v

pour tout 1 — u(K)? < 6 < 1. Comme le compact K est arbitraire (donc de mesure arbitraire), on
a bien fini la preuve du théoreme. O
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Chapitre 2

Inégalité de Ruelle

L’objet de ce chapitre est I’étude approfondie des relations entre ’entropie mesurée d’un
difféomorphisme défini sur une variété riemannienne et la dynamique induite par sa différentielle.
Deux résultats seront particulierement intéressants. Le premier nous dit que, lorsque la variété
n’est pas compacte, I’entropie n’est pas liée forcément a la dynamique linéarisée. Plus précisément,
il existe des contre-exemples a I'inégalité de Ruelle. Le deuxieéme nous donne des conditions suffi-
santes sur le difféomorphisme pour retrouver cette inégalité.

2.1 Cadre général

Considérons un difféomorphisme f : M — M de classe C! d’une variété riemannienne (M, g).
Pour chaque = € M on note | - |, la norme sur 7, M induite par la métrique g.

Définition 2.1. Un point x € M est dit (Lyapounov-Perron)-régulier si
(1) il existe une décomposition de T, M en sous-espaces df -invariants {E](x)}é(g, telle que
I(z)
T.M = @ Ej(z), et
j=0

(2) il existe des nombres \i(x) < ... < Ny(z)(7), tels que pour tout j = 1,...,1(x) et tout vecteur
ve E;(x)\{0}, on a
. 1
im Dlog |de £ (0) e = Ay(a).
(3) les angles des sous-espaces E;(x) ne décroissent pas exponentiellement le long des trajectoires,
c’est-a-dire

o1 n n
i log| £(Ej, ("), By (f"2))] = 0,
pour tout 1 < ji # ja < I(x).

Par la suite, I'ensemble de points réguliers sera noté par A. Pour « € A, les nombres {\;(x)} sont
appelés exposants de Lyapounov alors que les espaces {E;(x)} sont appelés espaces caractéristiques.
Les exposants de Lyapounov permettent de mesurer le taux de croissance exponentielle d’un vecteur
par l'action de la différentielle. En effet, si z € A et v € T, M\{0} s’écrit comme v = } ;v;, ot
vj € Ej(x), alors

1
Az,v) := lim —log [[dy [™(v)[| e = max{};(z) : v; # O}.

li
n—+

Le théoreme d’existence qui permet de développer toute la théorie liée aux exposants de Lya-
pounov est le théoreme d’Oseledets (voir [Ose68],[Led84b]).
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2.2. CONTRE-EXEMPLES A L'INEGALITE DE RUELLE

Théoréme 2.2 (Oseledets). Soient f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété
riemannienne et ji une mesure borélienne de probabilité f-invariante. Silog™ |df £t € L'(u), alors
w(A) = 1. De plus, les applications x — \j(x), x — l(z) et v — dim(E;(x)) sont mesurables et
f-invariantes.

Supposons que 4 est une mesure ergodique telle que log™ ||df£!| € L'(x). D’apres le théoréme
d’Oseledets, les exposants de Lyapounov et la dimension des espaces caractéristiques sont constantes
p-presque partout. Dans ce cas on les note A;(x) = A; et dim(FE;(x)) = d; pour tout j = 1, ..., I(x) =
l.

En ce qui concerne lentropie, Ruelle [Rue78] a montré que, lorsque M est une variété rie-
mannienne compacte, on peut majorer I’entropie mesurée de f par la somme des exposants de
Lyapounov positifs (avec multiplicité).

Théoréme 2.3 (Inégalité de Ruelle). Soient f : M — M un difféomorphisme de classe C* d’une
variété riemannienne compacte et p une mesure borélienne de probabilité f-invariante. Alors

half) < f S (a)dim(Ey () du().

Aj(z)>0

D’une maniére intuitive, le fait que la variété soit compacte implique qu’on peut linéariser le
systeme dynamique de facon uniforme. Ensuite, il faut tout simplement remarquer que le chaos
d’un systeme vient de la dilatation des vecteurs et pas de la contraction. Autrement dit, pour
controler I’entropie il faut connaitre les taux de dilatation exponentielle au niveau de la dynamique
linéarisée : ce sont les exposants de Lyapounov positifs.

Nous allons utiliser les notations suivantes dans la suite du texte. Soient f : M — M un
difféomorphisme d’une variété riemannienne et y une mesure borélienne de probabilité f-invariante
telle que log® |df £t € L (u). Définissons I'application f-invariante x* : M — R par

*(z) = 2 (2)>0 Aj (@)dim(Ej(x)), stz e A;
X 0, sixéA.

Si p est ergodique, on note x* la valeur essentielle de x* (). Considérons z € A et notons E*"(z)
le sous-espace fortement instable de T,M déterminé par la somme des espaces caractéristiques
associés aux exposants de Lyapounov strictement positifs, c’est-a-dire

E(z)= @ Ej@).

/\j (:E)>0
Le jacobien fortement instable est défini par

J* () = det((dq f)

Bou(e))-

Une conséquence du théoreme ergodique de Birkhoff est le résultat classique suivant qui relie aux
exposants de Lyapounov positifs avec le jacobien fortement instable.

Proposition 2.4. Soient f : M — M un difféomorphisme d’une variété riemannienne et p une
mesure borélienne de probabilité f-invariante ergodique. Silog™® |df£!|| € L*(u), alors

JloglJ”Idu=x+~

2.2 Contre-exemples a I’inégalité de Ruelle
Le but de cette section est de montrer que 'inégalité de Ruelle n’est pas toujours vérifiée lorsque

la variété n’est plus compacte. Plus précisément, on va construire une famille de contre-exemples
a cette inégalité.
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2.2. CONTRE-EXEMPLES A L'INEGALITE DE RUELLE

Théoréme 2.5. Soit h €]0,00]. Alors il existe une variété riemannienne non compacte (M, g), un
difféomorphisme f : M — M de classe C* et une mesure borélienne v de probabilité f-invariante,
tels que

(1) L’entropie mesurée h,(f) satisfait h,(f) = h,
(2) Les applications x — log™ ||d.f|| et z +— log™ ||d.f~| sont u-intégrables, et
(8) Les exposants de Lyapounov sont p-presque partout nuls.

En particulier, on a

0= Jx*du < hu(f) < 0.

L’idée principale derriere la démonstration du théoreme 2.5 est le fait que l'infini contribue
chaos. En effet, on va construire des systémes dynamiques qui ressemblent a flots de suspension sur
des transformations d’échange d’intervalles dénombrable. Le comportement local dans ces systemes
sera celui d’une translation alors que la complexité est donnée par ce qui se passe aux voisinages
de linfini. On remarque que la construction est inspirée sur un modele dynamique élaboré dans
[AOWS5].

2.2.1 Préliminaires : flots de suspension et transformations d’échange
d’intervalles dénombrable

Dans ce paragraphe nous étudions les flots de suspension et les transformations d’échange
d’intervalles dénombrable.
Flots de suspension

Soit (X, B, u,T) un systéeme dynamique mesuré inversible. Nous considérons deux fonctions
mesurables 7; : X — R¥, pour i = 1,2, avec 71 bornée loin de zéro, c’est-a-dire qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que 71(x) = ¢ pour tout x € X. On définit ainsi 'espace

V={(zt)e X xR: —my(z) St <m(2)}/ ~,

ot (x,7(x)) ~ (Tx,—7o(z)). Si 7; € L' (i) pour i = 1,2, alors on peut munir Y d’une mesure de
probabilité naturelle induite par p et la mesure de Lebesgue m sur R. En effet, comme

T1 (x
J f dtdu

J 71(2) + 2 (2)du(x) < +oo,
X

(1 xm)(Y)

la mesure v définie par v = m(u x m)|y est bien une mesure de probabilité sur Y.
Sur 'espace Y on peut définir aussi un flot mesurable appelé flot de suspension. Pour tout
m € Z, on définit 7" : X — R comme étant

" (x) = { 2isoni(T'2) + 75(T'z) = 75(x),  sim >0
Zlml (T~ ) + 7o(T'x) — 1o (x), sim <0

Soit (x,s) € Y. Pour tout ¢ > 0 tel que 7"~!(x) — s <t < 7"(z) — s, on pose
bi(x,8) = (T"x,t + 5 — 7" H(2) — 2(T"2)).
Par ailleurs, pour tout ¢ < 0 tel que 7 "*1(z) + s < |t| < 77 "(z) + s, on pose
oi(z,8) = (T "w,t + s+ 77" (2) + 7 (T "2)).

Le flot ® = (¢;) agit par translations verticales. Par ailleurs, 'application de premier retour
de ® sur I'ensemble X x {0} fait agir T sur la premieére coordonnée. En particulier, puisque p est
T-invariante et m est invariante par translation, on conclut que la mesure v est ®-invariante.
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Décrivons maintenant toutes les mesures de probabilité ®-invariantes sur Y. On note Mg (Y)
cet espace. Soit Mp(X)(71, 72) Pensemble des mesures de probabilité T-invariantes sur X telles
que 71 et T sont intégrables. Alors lapplication R : M7 (X)(m1,72) — Me(Y), qui envoie une
mesure g vers une mesure R(u) = m(u x m)|y est une bijection. Cela est une conséquence
de la proposition ci-dessous et du fait que R est injective.

Proposition 2.6. Soit v € M(Y') une mesure de probabilité sur Y. Alors il existe une mesure
e Mp(X)(m,72) telle que v = R(p).

Démonstration. Soit Y I’espace défini par
Y ={(z,t) e X xR:0<t <7(2) +12(Tx)}/ ~ .
L’application ¥ :Y — Y définie par

(T, (T ) + 2(z) +5), sis<0
¥((z,5)) = { (z,s), sis >0,
est un isomorphisme mesuré. Ainsi, la mesure V., est bien une mesure de probabilité sur Y.
Comme le plafond 7, est borné loin de zéro, le plafond 7 + 75 'est aussi. En particulier, un
résultat d’Ambrose et Kakutani (voir [AK42]) nous dit que ¥, v s’écrit sous la forme

1
\I/*l/ = 7~(/,& X m)|§~,
(ke xm)(Y)
Autrement dit, la mesure v est I'image de p par R. O

Pour simplifier, si 72 = 0 on note My (X)(71) 'espace Mr(X)(11,0). C'est-a-dire

My (X)(r) = {u € Mp(X): Jnd,u < oo} .

Ainsi, toute mesure de probabilité ®-invariante sur la suspension classique est construite a partir
d’une mesure dans Mz (X)(r).

Les propriétés dynamiques des flots de suspension ont été largement étudiées depuis longtemps
(voir par exemple [Abr59]). La remarque la plus importante de cette construction est que toutes les
propriétés d’une suspension classique sont satisfaites dans le cadre d’une suspension avec fonction
sol non-nulle.

Proposition 2.7. Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique mesuré ergodique. Supposons que T; :
X - R*,i=1,2, sont deuz fonctions p-intégrables, avec T, bornée loin de zéro. Alors le systéme
dynamique continu (Y,v, ®) est ergodique.

Démonstration. Soit A € Y un ensemble ®-invariant. L’ensemble A doit étre de la forme A =
{(z,t) : x € B,—ma(x) <t < 11(x)}/ ~, ot B est un sous-ensemble T-invariant de X. Comme p
est une mesure ergodique, on a u(B) € {0,1}. En particulier,

B $p 71+ m2dp

A) =
v(4) S 71+ Tedp

e {0,1}.

O

Nous finissons cette sous-section en donnant une formule d’Abramov adaptée & notre cadre. La
preuve de cette formule est la méme que la preuve classique, en utilisant les techniques de [Abr59].

Proposition 2.8. Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique mesuré ergodique. Supposons que T; :
X - R", avec i = 1,2, sont deuz fonctions p-intégrables, avec 71 bornée loin de zéro. Si ¢ = ¢1,
alors
(D)

Sﬁ + Todp’

h (9)
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Transformations d’échange d’intervalles dénombrable

Définition 2.9. Soit T': [0,1[— [0, 1] une application inversible. On dit que T est une Transfor-
mation d’Echange d’Intervalles Dénombrable (ou TEID) si

(1) il existe des suites {x;} € [0, 1[N et {a;} € RY telles que

O=2p<m1 <..<z;<..<limz; =1,

1—>00
et T(x) = x + a; pour tout x € [x;, x;11[; et
(2) lunique point d’accumulation de Uensemble {x; + a;} U {x;11 + a;} est 1.

Soient 7" une TEID et m la mesure de Lebesgue sur l'intervalle unité [0, 1[. Notons I;, pour
tout i € N, le sous-intervalle de [0, 1] défini par I; = [z;,x;41[ si i = 1 et Iy =]z, z1[. Comme T
est une translation sur I;, elle laisse invariante m. En ce qui concerne l'entropie h,,(T), elle est liée
a lentropie de la partition Z = {I;};eny d’aprés un résultat de Blume (voir [Blul2, Theorem 3]).

Proposition 2.10 (Blume). Si H,,(Z) < o, alors hy,(T) = 0.

De maniere équivalente, la proposition 2.10 nous dit que si 'entropie mesurée est strictement
positive, alors I'entropie de la partition Z est infinie.

Lemme 2.11. Soit (a;); <]0, 1[N un vecteur de probabilité tel que — Y, a;loga; = oo. Alors il
existe une suite (b;); €]0, 1[N telle que 0 < b; < a; et

—Zbilogbi < 0.

Démonstration. Pour k > 1 définissons N, comme l'ensemble d’indices

1 1
N =41 P i< — 0.
& {’LEN k+1<a, k}

Pour tout i € Ni on pose b; = exp(—1/k3). Ainsi,

—dlbilogh; = > > —bilogh;

ieN k214ieNy,

= >y %exp <—kl3>

k=14eNy

1 1
= Z iN— exp (—)
k=1 k? k?
Z E+1 -
k3

k=1

/N

O

Les transformations d’échange d’intervalles dénombrable sont particulierement intéressantes car
toute transformation apériodique est conjuguée & I'une d’elles (voir [AOW85, Theorem 2]).

Définition 2.12. Soit (X,B,u) un espace de probabilité et T : X — X wune transformation
inversible qui préserve la mesure p. On dit que T est une transformation apériodique si elle est
ergodique et la mesure de l’ensemble des points périodiques est nulle.

Théoréme 2.13 (Arnoux-Orstein-Weiss). Tout systéme dynamique apériodique est conjugué d
une transformation d’échange d’intervalles dénombrable muni de la mesure de Lebesgue.

Le théoreme 2.13 permet de montrer 'existence de TEID’s d’entropie arbitraire dans l'intervalle
[0,00]. En effet, cela est une conséquance directe du théoreme 2.13 et du résultat classique ci-
dessous. Comme il n’y a pas une référence précise sur ce dernier résultat, nous le démontrons.
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2.2. CONTRE-EXEMPLES A L'INEGALITE DE RUELLE

Théoréme 2.14. Pour tout h € [0, 00] il existe une transformation apériodique d’entropie h.

Démonstration. Pour h = 0 il suffit de considérer une rotation irrationnelle du cercle et la mesure
de Haar. Pour 0 < h < o0 on utilisera la dynamique symbolique. Soit p = (po, ..., px_1) un vecteur
de probabilité avec p; # 0 pour tout 0 < ¢ < k — 1. Le décalage bilateral (3, up, o), o pp
est la mesure qui donne mesure p; au cylindre C;, est ergodique (voir [Wal82, Theorem 1.12]).
De plus, l'entropie h,, (o) est égale a h, (o) = —Zi:ol pilogp; (voir [Wal82, Theorem 4.26)).
D’apres ergodicité, I’ensemble des points périodiques du décalage est de mesure nulle ou pleine.
Comme 'entropie d’un systeme dynamique restreint a ’ensemble des points périodiques est égale
a zéro, on déduit que la mesure de cet ensemble est nulle. En particulier, le systeme (X, pip,0)
est apériodique. Si l'on varie de fagon continue le vecteur p, alors I'entropie varie aussi de fagon
continue. Il s’ensuit donc que pour un décalage a k symboles on peut trouver des mesures d’entropie
arbitraire dans ]0,log k]. Comme k est arbitraire, on conclut qu’il existe un systéme apériodique
d’entropie arbitraire dans ]0, oo[. Finalement, pour h = oo il suffit de remarquer que si 'on prend
X = [, %k, ot &) est le décalage bilateral & k symboles, et la mesure u = [[;_, ui est la
mesure produit des mesures équidistribuées dans Xy, alors le systéme dynamique (X, u, o), ot o
est le décalage défini composante par composante, reste apériodique. Le fait que (X, pk, o) soit
un facteur de (X, p,0) pour tout k > 2, entraine que Ientropie h,(c) = o0, ce qui conclut la
preuve. O

Corollaire 2.15. Pour tout h € [0, 0] il existe une transformation d’échange d’intervalles dénom-
brable d’entropie h.

2.2.2 Constructions

La premiere étape consiste a construire la variété riemannienne abstraite sur laquelle sera défini
chaque contre-exemple. Nous la construirons a partir d’une suspension au-dessus d’une transfor-
mation d’échange d’intervalles dénombrable.

La variété

Soit T : [0,1[— [0, 1] une transformation d’échange d’intervalles dénombrable (appelée doré-
navant TEID). On va fixer d’abord quelques notations. L’intervalle unité ouvert sera noté I =]0, 1],
la mesure de Lebesgue sur I sera notée m et la famille d’intervalles qui définissent T sur I sera
notée {I;};en, avec Iy =]0,x1[ et I; = [, ;41 pour ¢ > 1. Par simplicité, les longueurs des sous-
intervalles seront notées I; = m(I;). Nous rappelons que la mesure de Lebesgue est T-invariante et
T|pg est différentiable, o S = {x;}i>1.

Pour construire la suspension on a besoin d’une fonction plafond. Pour chaque i € N on prend
b; un nombre réel positif tel que 0 < b; < I;/2. Nous remarquons que la famille {b;} jouera un rdle
fondamental dans la preuve du théoreme 2.5. Pour tout ¢ € N on définit cinq sous-intervalles de I;
comme suit

Liv =i,z + b;/2[, Lo =[x +b;/2,2 + b, i3 =[x +bs,xip1 — bl
Iig =21 — bi,wig1 = 0i/2[, L5 = [@ig1 — b:/2, Tiqa [

Soit a : R — [0, 1] une fonction de classe C” telle que alj_, 0 = 1, la restriction af; est
strictement décroissance et af; ,.,; = 0. On peut considérer par exemple la fonction

1, si x €] — 0, 0]
a(z) = < exp (1 - ﬁ) , sizel;s
0, si x € [1, 0.

Soient v;2 : [®i + bi/2,x; + b;] — [0,1] et 4 : [wig1 — by, xig1 — b;/2] — [0,1] les deux
reparamétrisations de I; o et I; 4 définies respectivement par

Yip(®) = W et via(z) = W
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2.2. CONTRE-EXEMPLES A L'INEGALITE DE RUELLE

Finalement, on considere la fonction oy : I; — R définie par

1, sizel;;
(o 5i2) (), siz €l
a;(z) =40, sizel;s
1—(aovyia)(x), sizely
1, sizels.

Observons que, pour tout ¢ € N, la fonction «; est de classe C*. Nous allons définir le plafond
7 sur chacun des sous-intervalles I;. On procede de la fagon suivante : Définissons pour i € N la
fonction f; : I; —» Rt comme étant

filz) = 1 —log((x — x;)/bs), si x € (x,x; +1;/2]
Z 1 —log((wir1 —)/bi), st @€ [xi+1i/2,wig1).

La fonction f; est par définition de classe C* sur (z;, z; +1;/2) et (x; +1;/2, x;41). Ainsi, le plafond
7+ I; = R défini par 7;(x) = a;(z) fi(x) + (1 — a;(x)) est de classe C* sur I;. Il est constant égal
a 1 sur I; 3 puisque oz, , =0, et il est égal a f; sur I;; U I; 5. Finalement, on définit le plafond 7
comme étant égal & 7; sur I; et 7(x) = +00 pour x € S.

Graphe du plafond T7;

z; x; + by @+ 1;/2 xi41 — by @i

Considérons T et 7 comme ci-dessus. On définit 'espace topologique M = M(T,7) comme
étant
M={(z,t) eI xR: —7(T " 'z) <t <7(x)}/(z,7(x)) ~ (Tz, —7(x)).

On notera 7 la projection de {(z,t) € I x R : —7(T'x) < t < 7(x)} vers M. Par simplicité,
si (z,t) € R? satisfait x € I et —7(T~'2) < t < 7(x), on note [x,t] sa projection dans M,
c'est-a-dire [z,t] = m(x,t). On va montrer que, d’'une part, l’espace M admet une structure de
variété différentiable, et d’autre part, que M admet une « bonne » métrique riemannienne. Nous
précisérons dans la proposition 2.22 ’adjectif « bonne » de la métrique.
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2.2. CONTRE-EXEMPLES A L'INEGALITE DE RUELLE

L’espace topologique M

giini

[T, 0] [, 0]

AN

Soient M* et F' les sous-ensembles de M définis par

M* = {[z,f]e M : z€]0,1], —7(T"'z) <t < 7(z)})

et
F ={[z,7(x)] : z € I\S}.

On consideére aussi 'ensemble N = 7=1(M*) c R?. Les ensembles M* et F seront importants
dans la construction des cartes locales pour un atlas différentiable de M.

Proposition 2.16. L’espace topologique M = M (T, 1) admet une structure de variété différentiable.

Démonstration. 1l suffit de construire un atlas différentiable sur M. On le fera a partir de deux
familles de cartes locales. Soit z = [z,t] € M* et € > 0 tel que la e-boule euclidienne centrée en
(z,t) € R? notée B((z,t),¢), est contenue dans 'ensemble N. La carte locale autour de z est donc
définie par 'application inverse ¢¢ = 7! de 7(B((z,t),€)) & B((z,t),¢). On dit qu'une telle carte
locale est une carte locale de premiére espéce. Par ailleurs, si z = [Z,7(Z)] € F, la définition d’une
carte locale autour de z est un peu plus compliquée. Soit j € N tel que & € I;. Choisissons deux
nombres réels (indépendants) € et 7 tels que 0 < & < L min{|Z — 2|, |Z — zj41|} et 0 < < 3. On
définit ainsi les ensembles V7(2) et VU (2) par

VEIE) = (@) e =3l <2, 7(@) —n <t < 7(@))

et
VEU(2) = {(z,y) : |o = T2 <&, —7(x) <t < —7(2) +n}.
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2.2. CONTRE-EXEMPLES A L'INEGALITE DE RUELLE

Remarquons que I'ensemble V=7"(2) = m(V{7(2) u V2/(2)) est un voisinage ouvert de 2. De

plus, 'application 57 : VE7(z) — R?, définie par

N [o.4]) = {(x,t —r(x)), si(zt)e V()
® ’ (2, t +7(x)), si(Tx,t)eVI(2),

définit une carte locale autour de z qui est appelée carte locale de deuziéme espéce.

Il nous reste a montrer que les applications de transition sont de classe C*. Si deux cartes locales
sont en méme temps, soit de premiere espece, soit de deuxieme espece, alors l'application de
transition est identité. Elle est bien de classe C'*. Supposons que t; est une carte locale de
premiere espece et que s est une carte locale de deuxieme espece. L’application ¢ o 15 L est
soit de la forme (z,t) — (z,t + 7(x)), soit de la forme (x,t) — (Tx,t — 7(z)) car le domaine de
définition de 1h; o by " est respectivement soit V:'l(2), soit V2/(2). Par contre, si 'on considere
maintenant 1’application 15 o 1; *, elle sera soit de la forme (x,t) = (x,t — 7(z)), soit de la forme
(z,t) = (T7x,t — 7(T~'x)). Dans tous les cas, les applications de transition sont de classe C™
car 7 et T le sont dans les domaines respectifs. O

Rappelons que M* est 'image de N sous la projection w. Comme 7|y : N — M* est un
homéomorphisme, la métrique euclidienne §°® sur R? induit une métrique riemannienne ¢¢ =
(7r|1_\,1)* ¢ sur M*. Cette métrique ne peut pas s’étendre a toute la variété M puisque les cartes
locales autour des points de F', ou 7 n’est pas localement constante, provoquent distortion de la
métrique euclidienne. Malgré tout, on va trouver une métrique riemannienne qui soit localement
comparable avec g°.

Définition 2.17. Soient M une variété différentiable et g, g deux métriques riemanniennes sur
M. Les métriques g et g? sont dites ponctuellement équivalentes si pour tout p € M il existe une
constante C(p) = 1 telle que pour tout ve T,M, on a

Clp)"' < g’;EZ’Z; < C(p).

Proposition 2.18. La variété différentiable M = M(T,T) admet une métrique riemannienne g
qui est, restreinte a M*, ponctuellement équivalente a la métrique euclidienne g¢.

Démonstration. Soit z € F et choisissons € > 0 et 0 < § < 1/2 tels que la carte locale de deuxiéme
espece autour de z est bien définie. Nous définissons la métrique riemannienne h% sur V=9(z) par
h® = (15°)*¢. Cette métrique est bien définie puisque ’application de transition entre deux cartes
locales de deuxiéme espece est I'identité. Soit R® le sous-ensemble de M défini par

R’ = {[xr,t]e M:2e I\S,—7(T '2) <t < —7(T" ')+ ou 7(x)—0<t<7(x)}

On remarque que R° est I'ensemble de tous les points de M contenus dans un voisinage de la
forme V%¢(w), avec w € F. On choisit maintenant une fonction ps : M — [0,1] de classe C*
telle que ps|ppps = 1, ps|lr = 0 et 0 < ps < 1 dans un autre cas. La métrique g° définie par
g° = psg® + (1 — ps)h® est par construction une métrique riemannienne. Elle coincide avec la

métrique g¢ sur M\R’.
Lemme 2.19. Les métriques riemanniennes g¢ et ¢° sont ponctuellement équivalentes sur M*.

Démonstration. Soit z = [z,y] € M*. On note | - || (vesp. | - [¢)! la norme induite par g° (resp.

g¢) sur T, M. Soient z € F et £,0 > 0 tels que $5° est bien définie. On note |d.13°| la norme
d’opérateur de la différentielle dﬁ/}?é (T.M,g¢) — (R?,5°).Siz e Vf‘;(i), en coordonnées locales,

o 1 0 1 0
g6 _ ) E,0\—1 _
dzwg - ( —TI(Q:) 1 ) 3 dwz,éz(/wf ) ! - ( T/(.]j‘) 1 ) .

1. Pas confondre || - |® avec un §-puissance de la norme | - ||-
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Par ailleurs, si z € V. ( ), en coordonnées locales, on a

576 _ ]. O _ 5,(5 -1 _ ]‘ 0
dzwg - < T/(Tflx) 1 )7 dw?éz(wg ) b= ( _T/(Tflx) 1 )

Remarquons que dans R™ la norme euclidienne | - |2 est comparable avec la norme supremum
|- [lsc de la fagon suivante :

[l < -2 < nff - oo

Comme M est une variété réel de dimension 2, il découle que 1 < |d.2 0 2(1 + |7 (x)]) et
< ”dwf"sz(dji )1 < 2(1 + |7 (x)]). Ainsi, pour tout v € T, M, on a
(I012)* = g2(v,v) = ps(2)g5(v,v) + (1 = ps)h® (v, v)

ps(2)g5(v,v) + (1= ps)g* (A9 (v), dotpZ’ (v)

< ps(2)g8(v,0) + (1 — ps) |2’ |2 g (v, v)
< w2 P(o)9)?,

et
(19? = (I(d2®) "t o2’ (v)]5)2

N

[(05) P (1dev2 (0)19)°
(") T ()2

Pour z = [x,y] € M*, on pose C(z) = (2 + 2|7'(z)]). Il s’ensuit que pour tout v € T, M, on a

C(2) ol < vl2 < C)olls (2.1)
O
Cela conclut la preuve de la proposition 2.18. O

Observons que la constante C' introduite dans la démonstration du lemme 2.19 n’est pas opti-
male. En fait, quand 7 est localement constante, les deux métriques g¢ et ¢° coincident (localement).

Le difféomorphisme

Dorénavant on considere toujours la variété riemannienne (M, g°) construite & partir de T et
le plafond 7. Soit (¢:): le flot de suspension sur M défini par ¢¢[z,s] = [z,s + t]. Définissons
¢: M — M comme le temps 1 du flot de suspension, c’est-a-dire ¢ = ¢;1. Ainsi

[z,t+1] sit+1<7(x)

‘b([x’t]):{[mwl—% ()] sit+13>7(2).

U

Le flot ((bt)
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Par construction, si un point [z,t] € M est tel que x € S, alors son orbite positive part
directement vers l'infini. Par ailleurs, si « € T'(.S), alors l'orbite négative de [z,t] part vers l'infini.

Proposition 2.20. L’application ¢ : M — M est de classe C*.

Démonstration. Rappelons que ¢ est de classe C* si pour tout couple de cartes locales v, et g,
I’application ¢ 5 = Ya oqﬁowgl est de classe C* en tant qu’application définie sur un ouvert de R2.
Sith, et g sont des cartes locales de premiére espece, 'application ¢q, g est égale & (x,t) — (z,t+1)
ou (z,t) — (Tx,t + 1 —27(x)). Si ¢, est une carte locale de premiere espece et ¥z est une carte
locale de deuxieéme espece, application ¢, g est égale & (z,t) — (Tx,t + 1 — 7(x)). Si 9o est une
carte locale de deuxieme espece et 105 est une carte locale de premiere espece, alors ¢ g est égale
a(z,t) = (z,t+1—7(x)). Comme 7 > 1, il n’y a pas d’autres possibilités pour ¢, g. La régularité
de 7 et T permettent de conclure la preuve. O]

Remarque 2.21. FEn utilisant les mémes arguments que dans la proposition 2.20 on montre que
le flot lui-méme (¢y) est de classe C*.

Soit |d@|s 1a norme d’opérateur de d¢ par rapport & la métrique g°. Si z € M* A ¢~ (M*) on
considére aussi la norme d’opérateur |d,¢|. de d¢ par rapport & la métrique euclidienne g¢. La
proposition ci-dessous permet de comparer ces deux normes par une « bonne » fonction explicite.
Les propriétés de cette fonction seront cruciales dans le calcul des exposants de Lyapounov.

Proposition 2.22. [l existe une fonction explicite 3 : M* n ¢~ (M*) — R*, définie dans (2.3),
telle que pour tout z € M* n ¢~ (M*), on a

ld-¢ls < B5(z)]d0]e. (2.2)

Démonstration. En utilisant les calculs dans la preuve du lemme 2.19, pour tout z € M*n¢~1(M*)
et tout ve T, M, on a

ld=6(v)]5 C(o(2))ld=0(v)]5-
C(o(2)ld=olelvl
C(¢(2))C(2) |l elv]2

(2 +2|7'(2)]) max{(2 + 2|7 (T"2)|)} = ¢llello]2-

INCIN NN

Rappelons que g° et g¢ coincident dans M\R?. Soit K° I'ensemble K; = {[z,t] : —7(T'z) +6 <
t <7(x)—(1+46)}. Alors, pour 8(z) définie par

B(z) = (2 +2|7'(2)]) max {(2 + 2|7 (2)]), (2 + 2|7 (T2)[)} Lank, (2) + 1, (2) (2.3)
on déduit (2.2), ce qui conclut la preuve de cette proposition. O]

Rappelons que, pour z = [z,t] € M* n ¢~ (M*) et t +1 < 7(z), la différentielle d.¢ est
représentée en coordonnées locales par la matrice identité. Par ailleurs, si t+1 > 7(z) la différentielle
d.¢ est représentée en coordonnées locales par la matrice

o=l 1)

Nous finissons cette sous-section en décrivant une mesure de probabilité (¢;)-invariante sur M.
D’apres la description faite dans la sous-section 2.2.1, il suffit de montrer que

La mesure invariante

J’Tdm < 0,

ou m est la mesure de Lebesgue sur l'intervalle unité.
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Proposition 2.23. L’intégrale §tdm est finie.

Démonstration. Rappelons que sur I, 1 U I; 2, on a 7(z) < 2 —log((z — x;)/b;), alors que dans
Iigy ulis, onaT7(r) <2—log((rit1 —x)/b;). Comme 7|7, , = 1, on déduit

JTdm Jol T(z)dr = %\:{ Jl 7(z)dx

b
< ) l2 <J 2 — log(as/bi)d:L')] +1; — 2b;
ieN 0
= Z 4b; + 1;
ieN
< b

O

En particulier, la mesure p = (m x Leb)|pr/(m x Leb)(M) est une mesure de probabilité sur
M invariante par le flot de suspension.

En résumant, on a construit une variété riemannienne (M, ¢°%), un flot (¢;) sur M de classe
C® et une mesure de probabilité (¢;)-invariante portée sur M. Comme le systéeme dynamique
(M, 1, (¢¢)) a été construit comme un flot de suspension avec fonction plafond 7 et fonction sol
70T~ tous les résultats décrits dans la sous-section 2.2.1 sont applicables dans ce contexte.

2.2.3 Preuve du théoréme 2.5

Soit h €]0,00]. D’apres le corollaire 2.15, il existe une transformation d’échange d’intervalles
dénombrable T : [0,1[— [0,1] telle que h,,(T) = h. Pour 0 < § < 1/2 on construit la variété
riemannienne (M, %), le flot (¢¢) : M — M et la mesure de probabilité (¢;)-invariante comme
dans la section précédente.

Quelques Lemmes Techniques

L’objectif maintenant est de retrouver les hypotheses du théoreme d’Oseledets pour ’application
¢ = ¢1. Nous les obtiendrons sous une condition technique pour les nombres b; qui sont utilisés
dans la construction du plafond.

Lemme 2.24. Définissons h: I — R par

0 sinon.

h(a) = {2 +2lr(z)| sizel\S

Si =50 bilogb; < o, alors log™ (h) est m-intégrable sur I.

Démonstration. Remarquons qu’il suffit de montrer que = — log(1 + |7/(x)|) est m-intégrable sur
I car
h(z) < log(2) + log(1 + |7/ (x)|).

On rappelle que sur lintervalle I;, le plafond est défini par 7(z) = a;(z)fi(z) + (1 — a;(x)). T
s’ensuit que |7 (x)] < |af(x)||fi(z) — 1| + | f{(z)|. Ainsi, on a

bi/(x — x;) sizel;
C/bz sixe Ii’2
|T/(’JS')| <10 six e Ii,g
C’/bz six € Il’74

bi/(xi_H — .Z‘) six e 17;75,
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ou C' = 1 est une constante qui ne dépend que de sup, g |&'(z)| < c0. En particulier, on obtient

1
L log® (1 + |7'(x)|)dx

Il
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+J log <1+O> dm+f log <1+bi> dx
I bi Iis Tiy1 — X

(3 + 10820l — b log(b)

<

i=0
< 3+log(2C) — Zblog
< +o00.

O

L’hypothese — Zi;(} b;logb; < oo est cruciale. En effet, si la transformation d’échange d’inter-
valles est d’entropie mesurée strictement positive, alors d’apres la proposition 2.10, I’entropie de
la partition {I;};ey est infinie. Autrement dit, on a —Z;f;o l;logl; = oo. Ainsi, les b; doivent étre
choisis de fagon convenable (pas arbitraire sous la condition 0 < b; < [;/2). Cela est possible grace
au lemme 2.11.

Lemme 2.25. Si — 3}, b;logh; < o0, alors

Jlong ldp|odp < o0 et Jlong ldo=" | dps < oo.

Démonstration. Remarquons que I'ensemble M* n ¢~1(M*) est un ensemble de pu-mesure pleine.
Ainsi on peut supposer que z € M* n ¢~1(M*). En coordonnées locales, la différentielle est
représentée par la matrice identité si z € {[x,t] € M : —7(T~1z) <t < 7(x) — 1} et la matrice

(2 1)

pour z € {[z,y] : 7(z) — 1 < t < 7(x)}. En particulier, on a |d,¢|. < 2 + 2|7'(x)]|. Il s’ensuit donc

que
T{x)
J J log* ||d.¢||.dtdz
(z)—1

| 10g* 1),

(z)

< JJ log* (2 + 2|7 (z)|)dtdz
(z)—1

= flogJ”(h)dm

< +o0.

Nous remarquons que la derniére intégrale est finie d’apres le lemme 2.24. Pour montrer que
intégrale {log™® |dp~1|.du est finie on procede de maniere analogue. O

La conclusion du lemme 2.25 nous donne les hypotheses du théoreme d’Oseledets en considérant
la métrique ¢¢. Pour retrouver les mémes hypotheéses par rapport & la métrique ¢°, on utilise
l'inégalité (2.2). En effet
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Lemme 2.26. Si — >, ,b;logb; < 00, alors
[ 10" 1dolsda <0 et [og Jdo s < o
Démonstration. L’inégalité (2.2) implique que
J10g+ ld-¢lsdp(z) < Jlog+(ﬁ(z)\\dz¢||e)du(z)

< j log™* [ d:lledpu(z) + j log* B(2)du(z).

La premiére intégrale est finie grace au lemme 2.25. Pour la deuxiéme intégrale, on a

)

1 p—m(T7 z)46
f f log* B[z, 1])dtda
0 ( )

—7(T 1z

j log™ B

1 pr(z)
+ J, J log™* B([x,t])dtdx
0 Jr(z)—(1+96)
1
< (1+26) ,[ 2log(2 + 2|7'(z)]) + log(2 + 2|7'(T'z)|)dx
0

3(1+26) Jlog+(h)dm.

La derniere égalité découle du fait que T préserve la mesure de Lebesgue sur I. Le lemme 2.24
permet de conclure la preuve du lemme 2.26 pour ||d¢|s. En utilisant les mémes arguments que
ci-dessus, on montre que lintégrale §log™ ||d¢=1|sdu est finie. O

Le cas o1 h = @

Rappelons que I'un de nos objectifs est de trouver un contre-exemple a l'inégalité de Ruelle.
Si l'on suppose que l'entropie est infinie, alors notre construction nous donne déja un contre-
exemple (ou plutot une famille). En effet, comme le plafond 7 est m-intégrable, 'entropie de ¢
est infinie grace a la formule d’Abramov (voir proposition 2.8). Choisissons les nombres b; de
sorte que _Zizo b;logb; < oo. Le lemme 2.26 nous dit que le théoreme d’Oseledets s’applique,
et en particulier, pour p-presque tout x € M il existe des exposants de Lyapounov. La remarque
importante est la suivante : I’hypothése d’Oseledets nous dit aussi que la fonction T est u-
intégrable. En particulier, on a

f xHdp < h(@) = +oo,

ce qui contredit 'inégalité de Ruelle.

Le calcul des exposants de Lyapounov

Pour montrer que les exposants de Lyapounov associés & g° sont p-presque partout nuls, nous
allons d’abord montrer que les exposants de Lyapounov associés a la métrique euclidienne le sont.
Comme M* n’est pas un ensemble invariant, on va travailler sur (), #*(M*). On remarque que
cet ensemble est de mesure pleine car M* 1’est. Une hypothese importante dans notre calcul des ex-
posants de Lyapounov est ’ergodicité du systéeme dynamique mesuré (M, ¢, 1). Malheureusement,
cette hypothese n’est pas forcément satisfaite. En effet, si T' est ergodique par rapport a m, alors le
flot (o) est ergodique par rapport & la mesure p (voir proposition 2.7), ce qui n’entraine pas que
pour t € R application ¢; soit u-ergodique. Malgré ce fait, le théoréme 3.2 de [LS79] nous dit que
I’ensemble des temps t tels que ¢; n’est pas p-ergodique est au plus dénombrable. En particulier,
il existe un temps s pour lequel ¢, est ergodique. Comme 'entropie vérifie h,(¢s) = |s|hu(¢) et
les exposants de Lyapounov associés a ¢ sont s-multiples des exposants de Lyapounov associés a
¢, on ne perd rien a supposer que s = 1. La proposition ci-dessous ([Aar97, Proposition 2.3.1]) est
I'outil fondamental pour le calcul des exposants de Lyapounov.
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Proposition 2.27 (Aaronson). Soit (X,B,m) un espace de Lebesque dont m est une mesure de
probabilité. Supposons que T : X — X est une transformation ergodique qui préserve la mesure m.
Sih: X — R est une fonction telle que §log™ (|h|)dm < oo, alors

) 1 . n—1 ;
T}ﬂﬁbg Z}Oh(Tx) =0

pour m-presque tout x € X.

Démonstration du théoréme 2.5. Avec les mémes notations précédentes, choisissons pour tout 7 >
0 une constante 0 < b; < [;/2 telle que la série — >, b;logh; est finie. Soit z = [z,t] €
MNiez @*(M*). Pour tout n > 0, soit k(n) < n lentier positif tel que ¢"(2) = [T*™z,#'] pour
t' e (—r(TF™=1g), 7(T*™z)). Ainsi, on a

k(n)
ld-¢"le < 242 |7(Tx)]
=0
k(n) . n—1 ‘
< > @+27(T)) < ) h(T'w).
=0 =0

D’apres la proposition 2.27, pour p-presque tout z € M, on a

1 1 &
lim —log® |d.¢"|. < lim —log* (Z h(T’:c))
n—x n n—aL N =
= 0.

En particulier, les exposants de Lyapounov associés a ¢, par rapport a la métrique g€, sont u-
presque partout nuls car, pour tout v € T, M, on a

.1 1
Jim —log|ld:¢" (v)]gn. < lim —log(]d.¢" [e[v]*)
1
= lim —log|d.¢"|. = 0.
n—wn
En utilisant le méme argument pour ¢~ on conclut que les exposants de Lyapounov négatifs
associés a ¢, par rapport a la métrique g°, sont u-presque partout nuls.
Notons A(z,v) I'exposant de Lyapounov au point z € M dans la direction de v € T,M par
rapport & la métrique ¢°. Si z = [z,t] € ey #"(M*), on obtient
1 1
6 . ) : 1)
N(zw) = lim log|dg"(0)3n, < lim ~log|d.o"s o]}
o1
= lim —log|d.¢" s
n—o®w N
1
< lim - !
< lim = log(2 + 2['(2)))
1
+ lim — logmax{(2 + 2|7’ (z)]), (2 + 2]7/(T*™z)|)}
n—aL N
1
+ lim —log||d.¢" |
n—®L N
1
= lim —logh(T*™gz).
n—w N

Comme la fonction log™ h est m-intégrable, le théoreme ergodique de Birkhoff entraine

<
0< nhrrgj n log h(T*"™z) = nhn} n 7/{(71) log h(T"'"™x)
S k(n)
< nhrrjl(v k() log(h(T""™ x)
= 0,
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pour m-presque tout x € I. Ainsi, les exposants de Lyapounov positifs associés & ¢, par rapport a la
métrique ¢°, sont p-presque partout nuls. Le méme argument pour ¢! implique que les exposants
de Lyapounov négatifs associés & ¢, par rapport a la métrique g°, sont nuls u-presque partout nuls.

En utilisant la formule d’Abramov, on obtient

h

h#(¢) = W

Comme h,(¢°) = |s|h,(¢) pour tout s € R, on conclut que
hu(f) = ha

pour f = ¢257d7”. Comme les exposants de Lyapounov de f sont u-presque partout nuls, la
démonstration du théoreme 2.5 est terminée.
O

Remarque 2.28. La métrique construite dans la démonstration du théoréme 2.5 n’est pas compléte
car la suite (z,,) définie par

1
zn=[1—,0]eM
n

est une suite de Cauchy qui ne converge pas dans M.

2.3 Inégalité de Ruelle pour difféomorphismes linéarisables

On va donner maintenant des conditions suffisantes pour que I'entropie d’un difféomorphisme
de classe C! d’une variété riemannienne satisfasse I’inégalité de Ruelle. Nous nous inspirerons de
I'inégalité du théoreme 1.40. Le probleme qui nait de ce point de vue est le suivant : a priori on
n’a pas de bonnes estimations des volumes des boules dynamiques. Malgré cela, on verra que les
exposants de Lyapounov positifs apparaissent de maniere naturelle comme taux de décroissance
exponentielle des volumes des boules de Bowen pour la dynamique de la différentielle.

2.3.1 Limites asymptotiques

Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C! d’une variété riemannienne (M, g). On note
B,(0,7) la r-boule centrée en 0 dans (T, M, g..).

Définition 2.29. La (n,r)-boule dynamique tangente dans T, M, notée C(x,n,r), est définie par

n n—1
4 (dwfi)_l(Bfiz(Ovr)) = ﬂ dflrf_7(Bf1T(O?r))

1
C(z,n,r) =
0 i=0

7

Il est important de remarquer ’analogie entre une boule dynamique tangente et une boule
dynamique classique. Une (n,r)-boule dynamique est définie comme étant I’ensemble

n—1
Bu(z,r) =) f7'B(f'z.7).
=0

Autrement dit, pour une boule dynamique tangente on remplace I’application f par la différentielle
df et la boule B(f*z,r) dans M par la « boule » exp}?}r B(f'xz,r) = Byi,(0,7) dans Tyi, M. On
va profiter de I'application exponentielle pour définir la notion de boule dynamique linéarisée. On
note 7, () le rayon d’injectivité en x € M.

Définition 2.30. Soit x € M et 0 < r < rin;(x). La (n,r)-boule dynamique linéarisée dans M,
notée Cp(xz,7), est définie par
Cn(z,7) = exp, C(z,n,1)
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Le théoreme 2.31 ci-dessous est le principal résultat de cette sous-section. Il nous donne un lien
entre le taux de décroissance exponentielle du volume d’une boule dynamique linéarisée, générique
pour une mesure donnée, et la somme des exposants de Lyapounov positifs.

Théoréme 2.31. Soient f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété riemannienne
et i une mesure borélienne de probabilité f-invariante. Si log™ ||df £t € L*(u). Alors, pour p-
presque tout x € M, on a

lim lim inf ! log vol(Cy,(z,7)) = lim lim sup ! log vol(Cp(z, 7)) = xF(2).
n

r—0 n—ow n r—=0 poo

Rappelons que volume riemannien « vol » est définie sur une carte locale ¢ : U — R? comme

vol(B) =J /| det(gi;)|dz..da,
o(B) ’

ou B c U et g;j = g(/0x;,0/0x;). Sur un ensemble compact, le volume est comparable avec
le volume euclidien determiné par les coordonnées locales. Ainsi, en choisissant une bonne carte
locale, on trouvera que les estimations du volume d’une boule dynamique linéarisée sont plus
simples. Soient x € M et (Ui)‘ij:1 une base orthonormée de T, M pour la métrique g,. L’application
T : T,M — R9 définie par T'(v;) = e;, o1 (¢;)%_; est la base canonique de R?, est un isomorphisme
isométrique. En notant vol, le volume euclidien dans R?, on définit le volume vol, sur T, M comme
le tiré en arriere par T de vole, c’est-a-dire vol, := T*(vol.). Par définition, le volume vol, est
indépendant de la base choisie. On 'appelle le « volume euclidien » sur T, M.

Considérons maintenant la carte locale ¢, : B(z,7nj(x)) — R? définie par ¢, = T oexp,'. En
utilisant le fait que T est une isométrie, on montre :

Lemme 2.32. Les volumes vol et (exp, !)*vol, (ou vol, et (exp,)*vol) sont comparables. De plus,
sur un ensemble compact ils sont uniformément comparables.

Le lemme qui nous permet d’estimer les vol,-volumes des boules dynamiques tangentes a partir
des exposants de Lyapounov positifs est le suivant.

Lemme 2.33. Soient f : M — M un difféomorphisme de classe C* d’une variété riemannienne
et u une mesure borélienne de probabilité f-invariante ergodique. Si log™ |df*| € L*(u). Alors,
pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe un ensemble compact K ¢ M tel que pour tout x € K
il existe une suite (t,), de nombres réels strictement positifs tels que

(1) la p-mesure de K est plus grande que 1 — ¢,

(2) le tauz de décroissance exponentielle de t,, est plus petit que 2¢, c¢’est-a-dire que

1
limsup —— logt,, < 2¢.
n

n—>ao

(8) pour tout r > 0 il existe des constantes C,C’ > 0 (qui dépendent en K,r et l) tels que, pour
toutn =0 et tout xr € K, on a

vol, (C(x,n, 7)) = Ctd H exp(—ndim(E;(x))(\; + ¢€)) (2.4)
)\_7‘>0
et
volg (C(z,n,7)) < C’ H exp(—ndim(E;(z))(\; —¢€)). (2.5)
>‘j>0

Démonstration. Soit € > 0 tel que e < min{|\;| : A; # 0}/100. Pour tout entier k > 1, définissons
I'ensemble M, j, comme étant

M.p={relA: VYveTrM, Vi >k,
exp(i(A(z,v) —¢)) < ||d1fiv|| < exp(i(A(z,v) + €))}.
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Observons que le théoreme d’Oseledets implique que p(M\M, 1) tend vers 0 lorsque k tend vers
I'infini. En particulier, il existe ko = 1 tel que p(M, ,) < /2. Comme p est une mesure borélienne,
il existe un ensemble compact K < M, j, tel que u(K) > 1 —¢, SM\K log" |df£t||dp < € et les

applications ¢ — E;(x) sont continues sur K. Pour tout € K et n > 0, on définit les ensembles
d’entiers I , et Iy, par
Lin=1{ko<i<n:flzeK}

et
,={0<i<n:fa¢K}

D’apres la définition d’une boule dynamique tangente, on a
C(z,n,r) =Ck(z,n,7) N Cxe(z,n,T),

ou

C(x,n,7) = () (dpiaf ) (Brin(0,7) et Ce(m,n,r) = () (dpiuf ™) (Brin(0,7)).

i€lyn iels

Nous utiliserons souvent les estimations classiques de calcul différentiel ci-dessous pour estimer le
volume vol, (C(z,n,r)).

(de f*)(B2(0,7)) € Byig(0, |lda f'|7) © Tyi0 M, (2.6)
et
By (0, [do f1| ™) € (dgin f ) (Byin (0,7)). (2.7)

Finalement, comme les applications « +— E;(z) sont continues sur K, il existe un angle o > 0 tel
que pour tout x € K et tout couple (j1,j2), avec ji # jo, on a

£ (Ej, (2), Ej, () = . (2.8)

Etape I : Majoration du volume. L’inégalité (2.5) s’ensuit directement de l'inclusion C(z,n,r)
Ck(x,n,r). En effet, soit w = (dyi, f~")v, ot v € Byi(0,7)nE;(fiz), 1 < j < setie€l,,. Dapres
la définition de M, ,, on a

lwl = lldgief "] ldgiaf ™" v
exp(—i(A(flz,v) —¢))|v]

= exp(—i(A; —&))|v|-

Soit z € K. Pour v € B,(0,7) nous considérons la décomposition v = Zj v; de v comme somme

directe des vecteurs dans les espaces caractéristiques. La loi des sinus entraine

o]l
sin(a)

lojl- <

Alinsi, grace a (2.6), on a

(dfiof ) (Bfig(0,7)) < (dfixfi)<

W
s
—~
=
<
~
@,
=
—~
Q
=
N——

l
C [Jgeaf 1B, 0,/ sn(e0)

N
W
.
e
=
~
2.
2
£
X

[T B0, exp(—i(; — &))r/sin(a))

)\jgo )\j>0
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Le dernier ensemble ci-dessus est un parallélépipede (de dimension d). Son volume est comparable
avec le volume du parallélépipede rectangle d’arétes de méme longueur. La constante de compa-
raison ne dépend que des angles déterminés par les arétes. Ces angles sont minorés par « d’apres
(2.8), donc il existe une constante C’ = C’(a) > 0, telle que

volg (C(z,n, 1)) < C'(r/sin(a))? H exp(—ndim(E;(x))(A\; — ¢€)).
A;>0

En particulier, I'inégalité (2.5) est satisfaite pour C’ = C’(r/sin(«)).

Etape II : Minoration du volume. Comme on n’a pas de controle du comportement de la
différentielle dehors le compact K, nous allons réduire le probleme d’estimation du volume de
C(x,n,r) au probleme d’estimer le volume de Cx(x,n,r). Pour i € I, ,,, on définit j(i) comme le
nombre d’indices consécutifs plus grands que ¢ qui appartiennent a I, , c’est-a-dire

z,n’

(i) max{j=1:i+mell, V1<m<j}, sii+1el,
1) = ) )
/ 0, sinon.

Soit i € I, et supposons j(i) > 1. Par définition, on a i +m € I, pour tout 1 < m < j(i) et
i+ j(i) + 1€ I ,. En utilisant I'inclusion (2.7) on déduit

df'i+'mxf7(i+m) (Bf'i+7nx(0,7')) = dfimfiidf'i+7nmfim(Bfi+mz(O,'r))
S dpinf T Byig (0, ||dpig 77 )

m—1
dpinf By (07 ( [ ] min{1, |dfi+mfmf||—1}> )
m'=0

U

U

dpinf "Bpig [0, [] min{L,dpe, fI7'} |7 |-

ke];’n

La suite d’inclusions ci-dessus implique que tout ensemble de la forme dszf_k(Bfkw(O7 r)), avec
k € I¢,, contient un ensemble de la forme (dyi,f~*)(Byiy(0,t,r)), ot i € I, U {0} et ¢, =

z,n’

erlgm min{1, |dsx-1, f[| 1} Ainsi,
C(Z’,’I’L,’/‘) > CK(Z',’I’L,t"’I“). (29)

Le point (2) du lemme 2.33 découle du théoréme ergodique de Birkhoff. Précisément, pour tout n
suffisamment grand, on a

-1 1 . -
—logt, = ——  logmin{l,|dp,f| '}
n nkel;,n
1n71
< == > 1ge(fF)logmin{l, [dpe, £}
" =0
< f log™ df|ldp +
M\K
< 2e.

Soit maintenant i € I, ,,. Pour w = (dgi, f~)v, ot v € Byi,(0,7) n Ej(fiz) et 1 < j <l ona
w € E;(x). D’apres la définition de M, j,, on obtient pour ¢ > ko I'inégalité suivante

Jwl = lldfiaf~ "0l = exp(=i(A(f'z,v) +€))|v]

= exp(ei(y + ). (2.10)
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Pour tout 1 < j < [ considérons BZ(0,r) la r-boule centrée en 0 dans I’espace caractéristique
E;(x) (pour la dlstance induite par g.|g,(»)). D’aprés I'inégalité (2.10), on a

!
(dfiaf ™) (Byia(0,7)) 2 (dginf) HBjix(Oyr/l)>
1
= [lrad B 000)
1
) HB] (0,exp(—i(Aj +¢€))r/l)

> BI0,7/1) | x | [] B0, exp(—i(\; +))r/l)

J$0 )\j>0

Les mémes arguments que dans la premiere partie montrent ’existence d’une constante C' =
C(a)) > 0 satisfaisant la propriété suivante : le volume

vol, | [ Bi(0,7/1) x [ | B0, exp(—i(\; +£))r/l)

A;<0 A;>0
est plus grand que

C(r/1)? Hexp —ndim(E;(x))(A\; + €)).

A;>0
L’inégalité ci-dessus avec (2.9) implique (2.4) pour C' = C(r/)%. O

Remarque 2.34. Soit 0 < p < 1. Les constantes C = C(r) et C' = C'(r) qui apparaissent
respectivement dans (2.4) et (2.5) satisfont par construction

Clpr) = p'C(r) et C'pr) = p"C'(r),

Maintenant nous sommes préts a montrer le théoreme 2.31. On divisera la preuve en deux
étapes. La premiere consiste a supposer que la mesure est ergodique. La deuxieme, qui découle de
la premiere étape, comprendra le cas non-ergodique.

Démonstation du théoréme 2.31. Supposons que p est une mesure ergodique. Soit € > 0 suffisam-
ment petit de sorte qu'on peut appliquer le lemme 2.33. En utilisant les mémes notations, soit
K = K(e, ko) le compact de la conclusion de ce lemme. Ainsi, pour tout € K, on a

1
lim lim sup —— log vol, (C(z, n,7)) < hmsup—flogt + 2 (A\j + e)dim(E;(x))

r=0 poson n n—w A0

< 2e+ ) (N +e)dim(E;(x))
A;>0

et

lim hmmf—l logvol, (C(z,n,r)) = Z (Aj —e)dim(Ej(z)).

r—0 n—wx n o
J

D’apres la construction de K, on peut supposer sans perte de généralité que u(K) — 1 lorsque
€ — 0. Ainsi, pour p-presque tout z € M, on a

1
}1_1)% ll&lgf—glogvol (C(z,n,T) )\Zgo)\ dim(E;(x)) (2.11)
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et

1
lim limsup—ﬁlogvolw(C(x,n,r)) < Z Ajdim(E;(z)). (2.12)

m20 n—aw X, >0
La conclusion du théoréme 2.31 pour le cas ergodique découle des inégalités (2.11) et (2.12), plus
le lemme 2.32. En effet, les constantes de comparaison des volumes riemannien et euclidien n’in-
terferent pas dans le calcul des limites asymptotiques.
Le cas non-ergodique s’ensuit facilement du théoreme de décomposition Ergodique. Supposons

que o = § pdu(zx) est la décomposition ergodique de . Pour z € M générique, soit M, I'ensemble
de p,-mesure pleine dont les conclusions théoreme 2.31 s’appliquent. Soit M, = J, M,. Alors

pOL) = [ 12 08)du(e) > [ () dit) = 1.

Ainsi, pour p-presque tout x € M, les limites

r—0 n—ox

1
lim lim inf —— log vol(Cy,(x, 7))
n

et
1
lim lim sup —— log vol(Cy,(, 7))
r=0 noo n
coincident et sa valeur est la somme des exposants de Lyapounov positifs x* (z) = x " |, - O

2.3.2 Une condition suffisante

On a vu que le taux de décroissance exponentielle des volumes des boules dynamiques linéarisées
est génériquement égal a la somme des exposants de Lyapounov positifs. Par ailleurs, I’entropie
mesurée est majorée par le taux de décroissance exponentielle des volumes des boules dynamiques
au sens de Bowen. Si 'on met ces deux résultats ensemble, on pourrait en déduire I'inégalité de
Ruelle & condition d’avoir connaissance d’une « bonne » comparaison entre le difféomorphisme et
sa différentielle.

Définition 2.35. Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété riemannienne.
Pour tout compact K ¢ M on définit p(f, K,n) comme le supremum des 0 < p < 1 tels que
Uinclusion

%(BI(O,T) Ndpipf™ exp;}z B(f'z,r)) c exp; ' (B(z,7) n f'B(f'z,r)) (2.13)

est satisfaite pour tout v € K, 0 <i<n et 0 <71 < pmingek rin; ().

La valeur p(f, K,n) est strictement positive grace a la continuité de f, df et exp,. De plus, elle
est décroissante en n > 0. L’inclusion (2.13) permet de comparer les boules dynamiques avec les
boules dynamiques linéarisées d’apres la proposition suivante.

Proposition 2.36. Soient f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété rieman-
nienne et K < M un ensemble compact. Alors, pour tout x € K et 0 < r < mingeg rin;(x), on
a

Cu(z, p(f, K,n)r) c Byp(z,2r). (2.14)

39



2.3. INEGALITE DE RUELLE POUR DIFFEOMORPHISMES LINEARISABLES

Démonstration. L’inclusion (2.14) s’ensuit de (2.13). En effet, pour tout 0 < p < p(f, K,n), on a

Cn(‘r> pT) = ©€Xp, ﬂ

= Bu(z,2pr) c By(z,2r).
O

Nous allons maintenant donner une condition suffisante pour retrouver 'inégalité de Ruelle.
Cette condition nous dit qu’un difféomorphisme asymptotiquement linéaire satisfait cette inégalité.
Malheureusement, & notre connaissance, il n’y a pas de raisons pour que cette condition soit tou-
jours satisfaite dans le cas d’une variété compacte, méme pour un difféomorphisme uniformément
hyperbolique.

Théoréme 2.37. Soient f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété riemannienne
compléte et i une mesure borélienne de probabilité f-invariante ergodique telle que log™ ||dft'| e
LY(u). Si pour tout ensemble compact K < M, on a

1
limsup ——log p(f, K,n) = 0, (2.15)
n—x n

alors
hu(f) < X+-

Démonstration. Soit € > 0 et K < M ’ensemble compact donné par le lemme 2.33. Par simplicité
on note p, = p(g, K,n). D’apreés (2.14), on a

1
vol _ 3 3 I
e (f, K) = essleslgprhn% IIELSBP - log vol(By,(x,r))
freeK

1
< esssup lim limsup —— log vol(Cy,(z, pn1/2)).
n

zeK "% now

L’inégalité (2.4) et la remarque 2.34 impliquent

1
B (f.K) < esssup lim limsup —= log (C(r)pits exp(—n(x* +2)))

zeK TP now n

N

1
2de + xT +¢ +dlimsup—ﬁlogp(ny7”)

n—o0

e(2d +1) + x™.

Finalement, en utilisant le théoreme 1.40 plus le fait que ¢ est arbitraire, on conclut que
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Chapitre 3

Inégalité de Ruelle pour le flot
géodésique

Dans ce chapitre nous étudions la validité de I'inégalité de Ruelle dans un cadre plus particulier :
le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne a courbure négative.
Nous remarquons que les techniques utilisées par la suite sont différentes a celles adoptées dans
le chapitre précédent. En effet, la géométrie de la variété porte beaucoup d’informations, telles
que 'hyperbolicité du flot et la régularité des feuilletages fortement stable et instable. Cela nous
permet d’étudier la dynamique du flot géodésique en utilisant quelques outils de [LS82], [Led84a],
[LY85a] pour le cas compact, adaptés au cas non compact dans [OP04] et [PPS12].

3.1 L’inégalité de Ruelle

Soit X une variété riemannienne compleéte de dimension au moins 2 et a courbures sectionnelles
pincées —b?> < K < —1, avec b > 1. On note T' X son fibré unitaire tangent. Rappelons que la
mesure de Liouville volix sur TP X est le volume riemannien induit par la métrique de Sasaki
sur T'X. D’apres le théoreme de Liouville, la mesure volp: x est invariante par I’action du flot
géodésique (g;) sur T1 X (voir par exemple [Pat99, Corollaire 1.31]). Soit d la distance riemannienne
sur T' X . La variété fortement instable de v € T' X, notée W*%(v), est définie par

W (v) = {weT'X : tlim d(g—_tv, g_yw) = 0}.

De maniére analogue on définit la variété fortement instable de v € T' X, notée W**(v), par

W (v) ={weT'X : tlim d(gtv, grw) = 0}.
— 0

Les variétés fortement instable et stable sont des sous-variétés lisses immergées dans T X . Notons
E®%(v) Pespace tangent de Ws%(v) en v. Le Jacobien fortement instable J5*(v,t) de application
gt W (v) — W*"(g;v) est le déterminant de (dyg;)|gsu(v). Finalement, on définit le potentiel
géométrique F*“(v) comme étant

F(v) = _4 log J*“ (v, t).
dt |t=0
Le potentiel géométrique jouera un role fondamental dans ce chapitre car il est étroitement lié aux
exposants de Lyapounov (voir proposition 3.2 ci-dessous). Tout d’abord on va donner quelques
propriétés de ce potentiel (voir [Bal95] pour le cas compact et [PPS12, Théoreéme 7.1] pour le cas
non compact).

Théoréme 3.1 (Paulin-Pollicott-Schapira). Soit X une variété riemannienne compléte de dimen-
sion au moins 2 et a courbures sectionnelles pincées —b* < K < —1, avec b > 1. Supposons les
dérivées partielles des courbures sectionnelles uniformément bornées. Alors F** est Holder-continu
et borné.
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Soit  une mesure de probabilité sur 7' X invariante par le flot géodésique. Comme les cour-
bures sectionnelles sont pincées, la norme |dg:|| est bornée pour tout ¢ € R. En particulier, on a
logt ||dg:| € L' (1) pour tout t € R. Pour p-presque tout v € T*X, on note x*(v,t) la somme des
exposants de Lyapounov positifs en v associés & g;. Pour simplifier on notera x*(v) = x™(v,1) et
g = g1. En particulier, la somme des exposants de Lyapounov positifs associés & g est égal & x (v).

La notation E°" pour la distribution instable est justifiée par le fait suivant. Si v est un vecteur
régulier (au sens des exposants de Lyapounov), alors la somme directe des espaces caractéristiques
liés aux exposants de Lyapounov strictement positifs coincide avec 'espace tangent de W*%(v) en
v. C’est-a-dire que, pour tout vecteur régulier v € T' X, on a

E(w) = @ E;@).

Xj(v)=>0

Proposition 3.2. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a
courbures sectionnelles pincées —b?> < K < —1, avec b > 1. Si pu est une mesure de probabilité
(g¢)-invariante sur T X, alors
Fetdy = — f}ﬁdu.
T1X
Démonstration. Supposons d’abord que u est une mesure ergodique pour g. Soit v € T'X un
vecteur p-générique. Le théoreme ergodique de Birkhoff et la proposition 2.4 entrainent

1 n
f F*dy = lim —J F5U(gtv)dt
T'X

n—>+1 N J,

1
— lim —log J*"(v,n)

n—+iL N

1 n—1 ‘
= — lim fZIOgJS“(gZU,l)
=0

n—+x n -

— jx+du.

Le cas d’une mesure non-ergodique découle du théoreme de décomposition ergodique. O

La pierre angulaire de la preuve de I'inégalité de Ruelle pour le flot géodésique est le fait que
la mesure de Liouville satisfait la propriété de Gibbs pour le potentiel géométrique (voir [BR75,
Volume lemma] et [KHM95, Lemma 20.4.2] pour le cas compact, et [PPS12, Theorem 7.9] pour le
cas général). Cette propriété nous donne une estimation précise, liée au potentiel F**, du volume
d’une boule dynamique.

Proposition 3.3 (Bowen-Ruelle/Paulin-Pollicott-Schapira). Soit X une variété riemannienne
compléte de dimension au moins 2 et & courbures sectionnelles pincées —b*> < K < —1, avec b > 1.
Supposons les dérivées partielles des courbures sectionnelles uniformément bornées. Alors pour tout
ensemble compact K < T'X et tout r > 0 il eziste une constante C = Ck . > 1 telle que pour tout
ve K et toutn =0 telle que g,v € K, on a

o-1 < volr:i x (Bp(v,7))
exp (Sg Fsu (gtv)dt)

Nous remarquons que 'hypothese sur les dérivées partielles des courbures sectionnelles est
cruciale. Elle entraine en particulier que la régularité des feuilletages fortement instable et stable
est Holder. Cela permet d’estimer le volume d’une boule dynamique grace a la structure de produit
local du volume riemannien a partir des volumes riemanniens sur les feuilles instables et stables
(voir [PPS12, Theorem 7.6)).

(3.1)

Théoreme 3.4. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a courbures
sectionnelles pincées —b%> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées partielles des courbures
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sectionnelles uniformément bornées. Alors pour toute mesure p de probabilité (g;)-invariante sur
T'X, on a

hu(g) < Jx*dw (3.2)

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que p est une mesure ergodique pour
le flot géodésique. De manieére analogue & la démonstration du théoreme 2.5, on ne perd rien a
supposer que p est ergodique pour g = g;. Soit € > 0 et K < T'X un ensemble compact tel que

hg) < hy(g, K) +e.

Le théoréme 1.40, U'inégalité (3.1), le théoréme ergodique de Birkhoff et la proposition 3.2 im-
pliquent successivement

ha(g) < RN <9, K) +e

1
= esssup lim limsup —— log vol(B, (v, 7)) +
veK r—=0 o n
gnveEK

1 "
< esssup lim lim sup —— log (C’ exp <J Fé“(gtv)dt)) +e
veK r—=0 noo n 0
gnVvEK
= —JFs“du +e= J)ﬁdu +é.
En faisant tendre € vers 0, on obtient I'inégalité (3.2). O

3.2 La formule de Pesin

Etant donnée I'inégalité de Ruelle, la question naturelle qui apparait est la suivante :
Sous quelles conditions a-t-on égalité dans l'inégalité de Ruelle ?

On va répondre & cette question en suivant les méthodes de Ledrappier-Strelcyn [LS82], Ledrappier
[Led84a] et Ledrappier-Young [LY85a] dans le cadre d’un difféomorphisme de classe C'** d’une
variété riemannienne compacte. Ces méthodes ont été adaptés au cas du flot géodésique sur le
fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne non compacte a courbure négative pincée par
Otal-Peigné [OP04] pour montrer I’existence d’une mesure qui maximise l’entropie.

Avant de énoncer le théoreme principal de cette section, on va donner quelques préliminaires.

Définition 3.5. Soit i1 une mesure borélienne de probabilité sur T X . Une partition & de T*X est
dite p-mesurable s’il existe un ensemble de mesure pleine Z < T'X, et une collection dénombrable
(A4;)ien d’élément dans la o-algébre (&) tels que pour tous les éléments distincts &1 et & de &, il
existe i € N tel que soit &0 Z C Aj et éan Z cTYX\A;, soit &0 Z c THX\A; et o n Z c A;.

D’apres un théoreme de Rokhlin (voir [Roh52, Section §3]), & une partition p-mesurable £ de
T'X on peut associer un systéme canonique de mesures conditionnelles portées par les atomes de
la partition.

Théoréme 3.6 (Rokhlin). Soit u une mesure borélienne de probabilité sur T X et & une partition
p-mesurable de T X . Alors il existe une collection {11g(v) }verr x de mesures telle que pour pi-presque
tout ve T'X, on a que

1) la mesure pg(,y est une mesure de probabilité sur l’atome &£(v),
£(v)
(2) pour tout ensemble B € B, lapplication v pig) (B n §(v)) est o(§)-mesurable, et

(3) la mesure u se décompose comme

H(B) = [ et (B 0 €@)dute).
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Le théoreme de Rokhlin ci-dessus est en quelque sorte une généralisation du théoreme de
décomposition ergodique. En effet, si Z est la o-algebre des ensembles invariants, alors elle in-
duit une partition &7 de T'X, qui est en fait u-mesurable. Ainsi, le systéme canonique de me-
sures conditionnelles associé est exactement la famille de mesures conditionnelles ergodiques de la
décomposition.

Le théoreme de Rokhlin permet aussi de généraliser la définition d’entropie pour des partitions
mesurables. Tout d’abord il faut parler de partitions décroissantes. Une partition p-mesurable est
dite décroissante si pour tout ¢ = 0, la partition g ;£ est plus fine que &.

Définition 3.7 (Parry). L’entropie de (gi) relativement & une partition p-mesurable & décroissante,
notée h,(g,§), est définie par

h(,€) = ffu<g_1s|§>(v)du<v>,

ot I,,(g-1£|§)(v) = —log ey ((9-1£)(v)) est la fonction information de g_1§ relativement a la
partition £.

D’apres un théoreme de Parry [Par69, Theorem 5.14], le supremum des entropies des partitions
p-mesurables décroissantes coincide avec 'entropie mesurée classique de p. Ce fait permettra d’es-
timer I’entropie mesurée en utilisant des partitions p-mesurables décroissantes. Par ailleurs, comme
les exposants de Lyapounov sont liés au feuilletage fortement instable (voir proposition 3.2), on
s’intéresse a une classe particuliere de partitions dont chaque atome est contenu dans une variété
fortement instable.

Définition 3.8. Soit u une mesure borélienne de probabilité sur T'X et & une partition -
mesurable de T*X. La partition & est dite subordonnée au feuilletage instable si pour u-presque
toutve TIX, on a

(1) Vatome &(v) est contenu dans la feuille W*(v), et

(2) Uatome &(v) contient un voisinage ouvert de v dans W*%(v) (pour la topologie de W3"(v)
comme $0us-variété).

Comme dans [Pes77], [Led84a], [LS82] et [LY85a, LY85b], nous nous intéressons aux mesures
qui sont absolument continues par rapport aux volumes Riemanniens. Pour tout v € T' X on note

volyysu(yy le volume riemannien sur W**(v) de la métrique induite par la restriction de la métrique
de Sasaki a Ws*(v).

Définition 3.9. On dit qu’une mesure i de T' X a des mesures conditionnelles absolument conti-
nues sur les variétés instables, si pour toute partition p-mesurable & subordonnée au fewilletage
instable, on a fig(y)y K Volyysu(yy pour p-presque tout v € T'X.

Le théoréme principal de cette section est le suivant :

Théoréme 3.10. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a cour-
bures sectionnelles pincées —b> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées particlles des
courbures sectionnelles uniformément bornées. Soit u une mesure borélienne de probabilité (g;)-
invariante sur T'X. Alors u a des mesures conditionnelles absolument continues sur les variétés
instables, si et seulement si, on a

hulg) = fx*dw

Pour montrer le théoreme 3.10 nous aurons besoin de deux résultats techniques fondamentaux.
Le premier est 'existence de partitions subordonnées au feuilletage instable et le deuxieme est un
calcul de I'entropie mesurée.

Proposition 3.11. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a
courbures sectionnelles pincées —b> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées partielles des
courbures sectionnelles uniformément bornées. Soit u une mesure borélienne de probabilité (gr)-
invariante sur T*X. Si p est ergodique pour g = g1, alors il existe une partition p-mesurable & de
T'X telle que
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(1) la partition £ est décroissante,
(2) la partition \/, > g-n& est la partition de points,
(3) la partition & est subordonnée au feuilletage fortement instable W=*,

(4) pour p-presque tout v, on a |, ey 9né(g—nv) = W (v),
(5) pour tout borélien B < T'X application

Yp(v) = volysuy (§(v) N B)
est mesurable et p-presque partout finie.

(6) pour p-presque tout v e T'X, siw,w' € £(v) alors le produit infini

[Toio 7% (g=nv, 1)
Hf:o Jsu(gfnwv 1)

A(w,w') =

converge, et

(7) il existe des constantes C >0 et 0 < a < 1, tels que si w € &(v), alors
|log A(v, w)| < C(d(v,w))®.

Démonstration. Pour montrer les points (1)-(4) nous utiliserons la méme construction faite dans
[OP04]. Pour les points (5)-(7) nous utiliserons une version modifiée de [Led84a, Proposition 3.1].

Pour u € T*X et r > 0 on note B**(u,r) (resp. B**(u,r)) la boule de centre u et rayon r
sur la feuille W*"(u) (resp. W*°(u)) pour la distance riemannienne d** (resp. d**) induite par la
métrique de Sasaki. On définit la cellule C(u, ) comme étant

Clu,r) = U Js U B*“(v,r)

|s|<r veB*s (u,r)

Remarquons que C(u,r) est un voisinage ouvert de u dans 7' X. On munit cet ensemble d’un
systéme de coordonnées : Un point x € C(u,r) est représenté par le triplet (s,v,w), ol = = gsw,
w € B*(v,1) et v e B*(u,r).

Considérons donc la partition é,, de T'X dont les atomes sont d’une part les intersections
W4 (v) N C(u,r) et d’autre part le complément T X\C(u,r). Finalement on définit la partition &,

de T'X par & = \/_o gnbs-

La preuve de la proposition 3.11 consiste & montrer que, a partir d’un 7y petit, pour Lebesgue
presque tout r €]0, ro[ la partition &, satisfait les 7 conditions cherchées. Une derniére condition
importante pour la démonstration est de supposer que u appartient au support de la mesure.
Cette condition entraine en particulier que u(C(u,r)) > 0 pour tout r > 0. De plus, comme g est
p-ergodique, le support de p est contenu dans I’ensemble non-errant de g.

Décroissance et p-mesurabilité de &,.. Par définition, on a g€, = \/;/L=1 g”ér. Ainsi, la partition
g& est moins fine que la partition ;. X
Par ailleurs, la partition &, est u-mesurable. En effet, le quotient C(u,r)/&, s’identifie &

B* (u,r)x] —r,r[.

Ainsi, pour montrer la y-mesurabilité il suffit de choisir une base dénombrable de boréliens formée
du complémentaire de C(u, 1) et des saturés par &, des ouverts d’une base dénombrable de B**(u, ) x]—
r,7[. La base dénombrable pour la partition &, sera donc définie par les itérées positives par g de

la base dénombrable pour &,.

Propriété génératrice de £,.. Comme on avait déja remarqué, puisque u appartient a I’ensemble
non-errant, on a u(C(u,r)) > 0. L’ergodicité de u assure donc que pour p-presque tout v € THX il
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existe une suite d’entiers (ny) strictement croissante telle que gn, v € C(u,r). Comme le diametre
des atomes de la partition &, contenus dans C(u, r) est uniformément majoré, le diametre de atome
J—np&r(gn,v) tend vers 0 lorsque k tend vers 'infini.

La partition &, est subordonnée au feuilletage instable. Comme u est dans I’ensemble non-
errant, pour p-presque tout v € C(u,r) il existe un entier n > 0 tel que g_,v € C(u,r). Ainsi
Patome &,.(v) est inclus dans ¢,&,(g_»v), et a fortiori dans W*%(v).

Maintenant on veut montrer qu’on peut choisir » > 0 de sorte que pour p-presque tout v,
I'atome &,.(v) soit un voisinage de v sur la feuille W*“(v). Soit 7 : T'X — X la projection
canonique. Comme (g;) est un flot uniformément hyperbolique, il existe un réel A > 0 tel que si
un vecteur w € W**(v) vérifie d*" (v, w) < rin;(m(v)), alors pour tout temps positif ¢ > 0, on aura
d**(g_sv, g_sw) < Ae~td*“ (v, w). Considérons la fonction 3 : C(u,r) — R¥ définie par

n=0

80) = it { £ (-, 00, S rng ) |

Lemme 3.12.

(1) Si w e W5 (v) vérifie d*“(v,w) < B(v), alors pour tout entier n = 0, on a & (g—pv) =
& (g-nw).
(2) On peut choisir 0 <r < rin;(m(u))/4 de sorte que pour p-presque tout v, on ait B(v) > 0.

Admettons pour le moment le lemme ci-dessus. On choisit donc r > 0 de sorte que (2) soit
vérifié. D’apres (1) on obtient que pour p-presque tout v, la boule B**(v, 5(v)) est contenue dans
&-(v). Il s’ensuit donc que la partition &, est subordonnée au feuilletage instable.

Démonstration du lemme 8.12. Soit w € W*%(v) tel que d**(v,w) < B(v) et 0 < ro < ripn;(m(u))/4.
Prenons 0 < r < ro. Par définition de S(v), on a d**(g_nv, g_nw) < Ae *"d*(v,w). Ainsi
d**(g-nv, g—nw) < 2d**(g-nv,C(u, 7)) et d*“(g_,v,g_pw) < r/2. La premiére inégalité nous dit
qu’on ne peut pas avoir simultanément g v € C(u,r) et g_,w € T*X\C(u,r); la seconde que si
g—nv et g_,w appartiennent & C(u,r), alors é(g,nv) = é(g,nw).

On définit sur C(u,rg) la fonction h : x — sup{|s|,d**(w,v),d*"(u,v)} ot = (s,v,w) sont
les coordonnées de x dans C(u,r). Comme les feuilletages stable et instable sont Holder-réguliers
(voir [PPS12, Théoréme 7.3]), la fonction h est Holder sur C(u,rg). Prolongeons h en une fonction
Hélder sur T X en la définissant égale & 7o dans le complémentaire de C(u,7q). Le lemme classique
suivant nous sera utile par la suite (voir [LS82, Proposition 3.2]).

Lemme 3.13. Soit v une mesure de probabilité supportég sur un intervalle ]0,ro[c RT et a €]0, 1].
Alors la mesure de Lebesgue de I’ensemble {r €]0,7o[: X.,_,v[r — a*, 7 + a*] < oo} est égale a ro.

Appliquons le lemme 3.13 & la mesure image de p par 'application h. L’invariance de p par g
entraine que l'ensemble des r €]0, rg[ tels que

os]
Din({veT'X : |h(g *v) —r| < d¥}) <o
k=0

est de mesure de Lebesgue pleine. Or, puisque h est Holder, il existe des constantes A" > 0 et
k €]0,1[ telles que si d(w,0C(u,v)) < 7 alors on a |h(w) — 7| < A'7". Soit K l’ensemble des
r €]0,ro[ tels que

2 I ({U e T'X : d(w,dC(u,v)) < Abﬂe‘“‘}) < 0.
k=0

L’ensemble K satisfait alors Leb(K) = 1. Si I'on choisit r € K tel que pu(|J,, 9x0C(u,7)) = 0, on
conclut (3).
O
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Preuve de la propriété (4). On a déja montré que pour u-presque tout v, on a g,&-(g—nv) C
Ws*(v). Soit donc w € W**(v). Il s’ensuit que

lim d*“(g—,v, g—nw) = 0.

n—>a

Puisque p est (g¢)-invariante, on a
1 n
nh_r)r; - %B(g,iv) >0, p-presque partout.
i=

Ainsi, pour n suffisamment grand, on a ((g,v) > d*“(g_nv,g9_nw). Cela entraine que g_,w €
&-(9—nv). En particulier, pour tout w € W*%(v) il existe n tel que w € g, & -(9—nv).

Preuve de la propriété (5). D’apres la régularité des feuilletages stable et instable, pour tout
borélien B € B, la fonction .
v — Volyyeu(yy (§-(v) N B)

est mesurable et finie sur 'ensemble C(u, ), mais pas nécessairement sur son complémentaire. On

définit donc X
YB.n(v) = volyysu(y) <<\/ giér) (v) N B) .
i=0

Cette fonction est mesurable et finie sur 'ensemble U:’;OI 9—iC(u,r). De plus ¢¥p », = Y5 ni1, donc
VOIWW(U) (fr(v) N B) = llII} wB,n(v)
n—o
est mesurable et finie pour p-presque tout vecteur v € T1X.
Preuve des propriétés (6) et (7). Définissons Ag(w,w’) comme étant

157 J*“(g_iv,1)
Hi—:ol J5u(g_w, 1).

Rappelons que le potentiel géométrique F** est Holder, ainsi il existe des constantes C’ > 0 et
0 < a<1tels que

Ak(w7 wl) =

[log J**(g—rw, k) —log J*(g_pw, k)|

k
[ 17t = oottt
0

log Ay (w, w")

N

k
< C/J d(g—sw, g—w')*dt
0

D’apres des théoremes de Comparaison classiques (voir par exemple [CET75]), on a
k

Ag(w,w’) < C'd(w,w')aj e~ dt
0

< Cd(waw/)a(l _e—ka)7

ou C = 1/aC’. En particulier, en faisant tendre k vers I'infini, on obtient

lim sup |Ag (w, w')| < Cd(w,w")*. (3.3)

k—x

Par ailleurs, I'hyperbolicité du flot entraine que pour tout w,w’ € £(v), on a

lim |Ag(g—sw, g—sw’)| = 0.

t—o0

Ainsi, Ap(w,w") converge, ce qui montre (6). L’équation (3.3) est une reformulation de (7). O
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Les partitions subordonnées au feuilletage instable contiennent la complexité du flot géodésique.
En effet, elles maximisent I’entropie mesurée.

Proposition 3.14. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a
courbures sectionnelles pincées —b> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées partielles des
courbures sectionnelles uniformément bornées. Soit u une mesure borélienne de probabilité (g;)-
invariante sur T' X . Supposons que i est ergodique pour g = g1. Si & est une partition comme dans
la proposition 3.11, alors h,(g) = hu(g,§).

La démonstration de cette proposition découle de plusieurs lemmes techniques. Tout d’abord on
va utiliser une partition finie qui nous servira pour décrire un peu mieux les propriétés dynamiques
d’une partition ¢ comme dans la proposition 3.11. Rappelons que pour tout v € T' X, la feuille
faiblement instable en v, notée W*(v), est définie comme étant I'ensemble de vecteurs w € T*X
tels qu’il existe un temps s € R pour lequel g,(w) € W5%(v).

Lemme 3.15. [] existe une partition finie P de T'X telle que la partition P = \/;fzo gn’ﬁ posséde
les propriétés suivantes :

(1) pour p-presque tout v € T'X, ’atome P(v) est contenu dans la feuille faiblement instable
W (v),
(2) pour p-presque tout v, et pour tout w € P(v), on a W (w) n P = &(w) n P(v).

De plus, on peut choisir la partition finie P de sorte que h, (g, P) soit arbitrairement proche de
hy (9)-

Démonstration. Soit C(u,r) I’ensemble utilisé dans la construction de la partition £ dans la proposi-
tion 3.11. On définit maintenant la partition P comme étant la partition finie en deux atomes ; d'une
part 'ensemble C(u,r) et d’autre part son complémentaire dans T X. La partition P = \/Z;O gn'P
est mesurable. Par ergodicité de p, pour p-presque tout v € THX il existe une suite (ng)p ten-
dant vers l'infini, telle que g_,, v € C(u,r). Observons maintenant qu’il existe ' tel que pour tout

u' € C(u,r), on a C(u,r) < C(uv,r"). En particulier, pour tout k£ > 0 on obtient
Clu,r) € C(g—n,v,1").

Soit u € T*X. Pour ro,7~, 7" > 0 on définit 'ensemble C(u, ro, 7, ") comme étant

Clu,ro,r~,rT) = U Js U B (v,r™)

|s|<ro veB®S (u,r)

L’ensemble C(u, 79,7~ ,77) est un voisinage de u. Puisque les courbures sectionnelles K de X
sont pincées, avec —b?> < K < —1, on obtient des théoremes de Comparaison que

C(gtu7 To, e_btr_7 etr+) C gt (C(u7 ro, T, T+)) < C(gtua To, e_tr_a ebtr+)‘
1l s’ensuit que g, (C(g_n,v,7")) < C(v, 7', e 71! ™ Tp"). En particulier, pour tout k > 0 I'atome
P(v) est inclus dans C(v, 7", e_p, 7', e’ 7r’). Comme l'intersection

ﬂC(’U,T/,e_nkT’f'/, ebnkT’I“l)
k

est un sous-ensemble de la variété faiblement instable W*(v), on a bien P(v) € W*(v) pour pu-
presque tout ve T1X.

D’apres la construction de £, pour p-presque tout v, et pour tout w € P(v), on a (w) = £(w) N
Pv) = W¥(w) n P(v).

Pour conclure la preuve du lemme, considérons Q une partition finie d’entropie proche de h,(g).
Alors la partition P définie par P =P v Qest finie, son entropie est proche de h,(g) et P’ =
V2, gn P’ vérifie (1) et (2). O
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Dans la suite on va montrer d’une part que ’entropie de g relativement & £ est finie et, d’autre
part, que pour toute autre partition finie Q, on a h,(g,§) = hu(g, Q). Pour la derniére affirmation

il suffit de considérer les partitions P du lemme 3.15 car Qv P est aussi une partition comme dans
ce lemme et h,(g,Q v P) = hn(g, Q).
Considérons donc une partition P comme dans le lemme 3.15 et soit n = & v P.

Lemme 3.16. On a h,(g,n) = hu(9,§).

Démonstration. La preuve de ce lemme est la méme a celle de [LY85a, Lemma 3.1.2]. On rappelle
que 7 et & sont des partitions décroissantes et génératrices. Par ailleurs, pour tout n > 1, 'invariance
de p entraine

hu(g7§ Vv P) = h’;t(gvg \4 gnp)a

donc

hu(g,m) = hu(g.§ v P)=hu(g,§ Vv gnP)
= Hu(€V gnPlgé v gn+1P)
HM(€|Q§ \4 gn+17)) + HH(P|9P Vv g—ng)

Si n tend vers l'infini, alors le terme H,(P|gP v g—n&) tend vers 0 car la suite de partitions (g—n&)n
est génératrice. Nous affirmons que H,({|g€ Vv gn41P) tend vers H, (£]g€). En effet, comme la
partition g€ v gn+1P est plus fine que la partition g¢, on conclut que H,(§|g¢) = H,,(£|9€ v gn+1P)
pour tout n > 1. Soit D,, I'ensemble défini par D,, = {v : (¢€)(v) < (9,P)(v)}. Puisque pour p-
presque tout v le diametre de £ est fini et diam((g~"¢)(v)) tend vers 0 lorsque n tend vers Iinfini,
on a u(D,) — 1 lorsque n — 0. Ainsi, pour n suffisamment grand, 'ensemble D,, est de mesure
arbitrairement proche de 1. En particulier, sur D,,, on a g€ v g,+1P = g€. Il s’ensuit que

H,,(£l9€) < lim H,(€|9€ v gn+aP)-

O

Nous allons maintenant décrire un peu plus les atomes de P. Si v € T' X, la partition 1 induit
une partition de P(v) puisque 7 est plus fine que P. On note cette partition n|P(v), dont les
atomes sont n(w) pour w € P(v). D’apres la propriété (2) du lemme 3.15, pour p-presque tout v
la partition 7|P(v) est la partition en feuilles instables. Soient w,w’ € P(v). On met une distance
dr entre les atomes n(w) et n(w'), appelée distance transverse. Posons

dr(n(w),n(w')) = |B,-(7(@), 7 (@))].

Ici @ et w' sont des relevés de w et w’ dans le méme domaine fondamental de Tl)z , le point v~ € 0X
est le bout négatif a I'infini de w, c’est-a-dire v~ = w™ = wt, 7 : T'X — X est la projection
naturelle d'un vecteur sur X, et B désigne la fonction de Busemann ! (voir figure ci-dessous).

/+

v

Distance transverse dr(n(w),n(w’)).

1. voir Définition A.1 pour trouver une définition de la fonction de Busemann
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En d’autres termes, on a identifié ’espace des atomes de la partition n|P(v) avec un intervalle
I, de R en associant I’atome n(w) avec le temps ¢t € R tel que W*%(v) n gsw # . Dans cette
identification la distance dr correspond a la distance euclidienne sur R. De plus, I’application g
induit une isométrie de (n|P(v),dr) dans (n|P(gv),dr).

Démontrons maintenant la proposition 3.14. Insistons sur le fait que cette preuve est une
adaptation de [LY85a] faite dans [OP04].

Démonstration de la proposition 3.14. Cette preuve est constituée de deux parties. Dans la premiere
on montre la finitude de I'entropie généralisée par rapport a £, dans la deuxiéme que £ maximise
I’entropie.

Etape I : Finitude. Rappelons que 'entropie h,(g,€) satisfait h,(g,€) = hu(g,m) = Hu(g  nln)
d’apres le lemme 3.16. Ainsi, il suffit de montrer le lemme ci-dessous.

Lemme 3.17. L’entropie H,(g~'n|n) est finie.

Démonstration. Par définition, on a

H,(g 'nln) = — f 108 oo ((9-17) (0))dia(v),

qui d’apres le choix de la partition £ vaut aussi

_ j log iy 0y (97 P) (0))dp(v).

Définissons une fonction mesurable sur 7' X en posant 7(v) = fi,,)((¢7'P)(v)). On veut montrer
que la fonction — log 7 est p-intégrable. Pour p-presque tout v la fonction 7 induit une fonction sur
lespace des atomes de n|P(v) (qu'on note aussi 7), c’est-a-dire sur l'intervalle I,,. Cet intervalle
porte la mesure image de la mesure pp(,), que nous noterons encore fip(,y. Soit I(w,§) 'intervalle
de centre n(w) de rayon J pour la distance transverse. Cet intervalle s’identifie & un sous-intervalle
de I, qu’on notera aussi I(w,d). On définit la fonction 75 par

)
Ts(w) = ————— TApup (o,
)= e Tw,0) Dy 47

et la fonction « maximale » 7. (w) = infs=o 75(w).
Le théoreme de dérivation de Lebesgue sur un intervalle entraine que limgs_,g 75(w) = 7(w) pour
pp(v)-Presque tout w € I,. Appliqué & chaque atome, on déduit que 75(v) — 7(v), pour u-presque

tout v.

On sait que la partition P est d’entropie finie, donc pour u-presque tout v la partition g~ P|P(v)
est d’entropie finie. La proposition ci-dessous est due a Ledrappier-Young [LY85a, Page 525].

Proposition 3.18. Il existe une constante universelle ¢ > 0, telle que
—J ( )log Tedppy < Hyp,) (g7'P) +c. (3.4)
P(v

Démonstration. Par définition, on a

o8}
| oemdupy = [ we((-logn > shis
P(v) 0
o
= Z ) (A {1 < e *})ds.
0 Aeg—1P
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Observons que
pp@) (A {7 <e™%}) < pp) (A).

Par ailleurs,

,up(v)(A Nn{r.<e’}) = J | lAdMP(v)
Te<€e™5S
< L }Nn(z)(A N g ' P(2)dppw)(2)
Ty<e™*
< coDe,

ou ¢(1) est la constante du lemme de recouvrement de Besicovitch en dimension 1. En particulier,
—J log Tdpip (1) J Z min{c(1)e™%, up () (A)}ds.
P(v) 0 Aeg—'P
Remarquons maintenant que c¢(1)e™ < pp(y)(A) pour tout s = logc(1) —log pp () (A). Ainsi, en

posant ¢ = log¢(1) + 1, on conclut que

—j log edpip(v) < Hyp,y (9 “P)+¢
P(v)

Puisque 7 > 7y, si l'on intégre par rapport & u les expressions dans (3.4), on obtient

— flog Tdp < Jlog medp < H,(97'P|P) +

Comme H,,(g7'n|n) = — {log Tdu et I'entropie de P est finie, on conclut que 'entropie H,, (g 'n|n)
est finie. O

Etape IT : Majoration. Montrons maintenant que h,(g,n) = h,(g,P). Il est tres important de
remarquer que I'inégalité h, (g, Q) < h,(g, Q'), o Q < Q' est vraie pour des partitions Q et Q'
d’entropies H,(Q) et H,(Q') finies. Comme les partitions 7 et P ne sont pas a priori dénombrables,
on doit raisonner d’une autre maniere. Nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 3.19. Soit c €]0,1[. Pour pu-presque tout v on a

timinf —~ Tog oy (I(v, ")) = (1= ) (9, P) = hylg,m) = ©).

n—C

Démonstration. Notons p la partie entiere de n(1 — ¢) ; fixons § > 0. On a

o) ﬁ 0 U(5"0,)

k‘Hv I ngrLU, 5)) .

D’apres la g-invariance de p, I'unicité des mesures conditionnelles pour P et la décroissance de
P, on a pour u-presque tout w et tout ensemble mesurable A ¢ P(gw), 'égalité

pp(w) (g™ A)

1 (guwy(A) = m~ (3.5)

Appliquons (3.5) aux points g¥v et aux boréliens I(g*v,d) pour k = 0,1,...,p — 1. On obtient ainsi

*10gu7> y((v,0)) < In(v,0) + Ju(v)
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ou
I(0,6) = — L S 10g PPt 16" 0. )
o =0 tp gk o) (L(ghv, 0))

et

Ta) = & Y 108 e (57 P) (5 0).
k=0

D’apres le théoreme ergodique de Birkhoff, pour p-presque tout v, on a
Jn(v) = =(1 = )H,(g7 ' P|P) = =(1 = )hu(g, P).
Par ailleurs, g~ 'I(g**'v,d) = I(g*¥v,8) n g~ P(g*v), donc

155
I == k).
n(v,0) - Z log z5(g"v)
k=0
Comme 75(v) — 7(v) pour p-presque tout v, il existe une fonction mesurable v — §(v) telle que
—log 75(v) < —log 7(v) +¢/2 pour 0 < § < §(v). On vient de montrer que — log 7. est p-intégrable,
on déduit donc que pour une certaine constante §. > 0, on a S{v:5(v)<§c} —log mudp < ¢/2. Posons
A, ={veT'X :6(v) > d.}. Pour tout entier n vérifiant e " < §,, on a

ooy — 1 . p(grn (97 (" v, e7)) | tp(ghny (97 (g" v, e7))
ne™) = | X e ey T & T e )
gkveA. P(gkv) ’ gkugA. P(gkv) ’
1 1
< - Z (—logT(gkv)+c/2)—ﬁ Z log 7 (g"v).
gkveA, gkugA.

D’apres le théoreme ergodique de Birkhoff, p-presque tout v vérifie

/N

lim sup I, (v,e ") 1-0o) |- Jlog Tdp +¢/2 + f —log T.dp
n—w TIX\A,

(I-2¢) (J—logTdu + c>

(1 =c)(hu(g:m) + ).

/N

Finalement, on conclut que

lim inf % - IOg HP(v) (I(Ur eicn)) = (1 - C)hu(g’ P) - (1 - C)(hu(gv 77) + C)
= (1=0)(hulg:P) = hyulg,n) = ©).
O

Pour montrer que h,(g,n) = h,(g,P) il nous manque un dernier lemme technique classique qui
découle du lemme de recouvrement de Besicovitch.

Lemme 3.20. Soit v une mesure de Radon sur un intervalle I(x,e) € R. Alors, pour v-presque
tout xe I, on a
Jim sup logv(I(z,¢))
e—0 IOg €
On applique le lemme précédent a la mesure pp(,,) sur Uintervalle I,,. On conclut ainsi que pour
p-presque tout v € T'X on a,

<L

3 3 1 —Ccn
lim inf ——log pp(w) (1(v, ™)) < c.
L’inégalité h,(g,m) = h,(g,P) s’obtient en faisant tendre ¢ vers 0 dans l'inégalité du lemme 3.19.

O
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Démontrons maintenant le théoreme 3.10. Comme dans la démonstration du théoréme 3.4, on
ne perd rien a supposer que p est une mesure ergodique pour le flot et pour le temps unité g = g;.

Démonstration du théoréme 3.10. Montrons d’abord que si u a des mesures conditionnelles abso-
lument continues sur les variétés instables, alors on a égalité dans I'inégalité de Ruelle. Comme &
est une partition décroissante, cela est équivalent a montrer que

Hi(g719) = [ log /(0. Ddute).
Définissons une nouvelle mesure borélienne v sur T'X en posant pour tout borélien B € B

U(B) = [ volwuuy (€(w)  Bdu(w), (3.6)

D’apres la condition (5) de la proposition 3.11, la mesure v est o-finie. On rappelle qu’on a

u(B) = Jug(m (E(w) n B)du(w), (3.7)

donc p € v car pig(,) est absolument continue par rapport a volyysu (). Soit k la dérivée de Radon-
Nikodym dpu/dv.

Proposition 3.21. Pour u-presque tout ve T'X on a

_ i)
dVO]WW (v)

volyysu(yy-presque partout sur &(v).

Démonstration. Soit A € o(£) la o-algébre engendrée par la partition &, et soit B € B. Comme

f kdy = J ds,
AnB AnB
il découle de (3.6) et (3.7) que

fA <JBmg(y) H(w)dVOIW‘S“(U)(w)> du(v) = JAOB kdy

_ LOB du (3.8)

j ey (B)dpa(0).
A

L’espace mesuré (T X, B, i) est séparable comme un espace de Lebesgue. En particulier, on peut
trouver une collection (Bj);»1 € B de sous-ensembles denses dans B par rapport a la métrique
d(C,D) = p(C\D) + u(D\C). Fixons j = 1 et appliquons (3.8) pour A € o(§) arbitraire et
B = Bj € B. Puisque A est arbitraire on déduit I'existence d’un ensemble mesurable Z; dans B,
de mesure pleine, tel que pour tout v € Z; on a

j (W) dvolyyou oy (w) = pig(o) (By),
BjnE(v)

ce qui conclut la preuve. O

Maintenant calculons I’entropie. L’information de ¢g~'¢ conditionnelle & ¢ satisfait

L(g7 €O w) = —logpugw)((g~'€)(v))

- logJ K(w)dvolyy su(yy (w).
(g718)(v)
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Par ailleurs, grace au théoreme de changement de variables, on déduit

J K(w)dvolyysu(yy(w) = f K(w)dvolyy su (yy (w)
(9716 () 97 (&(gv))

1
k(g w) ———————dvolyysuguy (W)
L(gv) Jsu(g= 1w, 1) Wt (gu)

Proposition 3.22. L’application

K(w)J* (g~ w, 1)

Liw) = (g~ tw)

est £-mesurable.

Démonstration. Soit 1 la fonction o(£)-mesurable définie par
»(v) = pe(y (971 (v)).
Comme la partition £ est décroissante, pour tout borélien B € B, on a d’une part

_ tew(B(gTHW) 1
f(g=16)(v)(B) = 1) ((9716) (v)) Y(v) Lm@—lo(v))

D’autre part, d’apres 'invariance de p, on déduit

K (w)dvolyy su () (w). (3.9)

fg=16)w) (B) = te(gu)(9B). (3.10)
En utilisant les égalités (3.9) et (3.10), pour tout borélien B € B, on a

ol
(V) JBn(g-16)())

K(w)dvolyysu () (w) f K(w)dvolyysu gy (W)
&(gv)ngB

f K(w)dvolyysu(gyy(w)
g((g71&)(v)nB)

J’ K(gw)J* (w, 1)dvolyysu (y) (w).
(971€)(v)nB

Ainsi, pour p-presque tout ve T'X on a

1 sSu
mﬁ(w) = r(gw)J*" (w,1)

pour volyy«u(,y-presque tout w € (¢~ &) (v). Il s’ensuit que la fonction Log = i est g~ 1&é-mesurable,
ce qui finalise la preuve. O

La proposition ci-dessus nous dit que ’application L est u-presque partout constante sur les
atomes de la partition £. En particulier, pour p-presque tout v, et pour tout w € £(gv), on a
L(w) = L(gv). Cela nous donne

K(w) 1 J
———dvolyysuggpy(w) = K(w)dvolyysu gy (W
Jog Eay @) =y | M)
1
~ L(gv)

Finalement, le terme I,,(g7'¢|€) est égal &

r(gv)

(g7 EIE)(0) = Tog T (0, 1) +1og 2.
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3.2. LA FORMULE DE PESIN

Remarquons que U'information est une fonction positive et que log J¥“(v,1) est p-intégrable.
Cela entraine que

log™ IZ(Z:))) e Ll ().

L’entropie H#(g*1£|£) est I'intégrale de la fonction information par rapport a la mesure p. On
s’intéresse au calcul de la valeur

[ 1o eleran

Lemme 3.23. Soit T une transformation d’un espace de probabilité (X, u) et soit H : X — R une
fonction p-mesurable. Supposons que p est ergodique pour T et que le cobord h = Hol'— H a une
partie négative p-intégrable. Alors h est intégrable et | hdp = 0.

Démonstration. Par hypothése h~ est intégrable, donc, d’apres le théoréme ergodique de Birkhoff
pour p-presque tout x € X on a

n—1

1 .
lim = S b oTi(z) = | h-dp.
Jim — ;) o T'(x) f m

Si h* n’est pas intégrable, alors encore d’apres le théoréme ergodique on a

1 n—1 )
lim — » AT oT"(x) = +w

pour p-presque tout z € X. En particulier, pour pu-presque tout z € X les moyennes ergodiques de
h convergent vers 'infini, c’est-a-dire que pour p-presque tout x € X, on a

lim l(HOT”(as) — H(z)) = 0.
n—Lwn
Par ailleurs, on sait que H est a valeurs finies sur un ensemble de mesure pleine, donc %H
converge vers 0 en probabilité. Puisque la mesure p est T-invariante on déduit le méme pour
%H oT™. On est arrivé a une contradiction. Donc h est intégrable. Les moyennes ergodiques de
la fonction h convergent vers § hdy, et comme on vient de montrer, ces sommes tendent vers 0 en
probabilité. 11 s’ensuit donc que {hdp = 0.
O

Le lemme 3.23 ci-dessus implique que {log ";(&”)) dp = 0. En particulier, on a

H,(g7¢l¢) = Jlog J (v, 1)dp(v).
ce qui conclut la premiere partie de la preuve du théoreme 3.10.
Maintenant on doit montrer que si h,(g) = { x*dpu, alors la mesure p a des mesures condition-

nelles absolument continues sur les variétés instables. D’apres la proposition 3.14, on doit montrer
de maniere équivalente que

Hu(ﬂgg) = X+ = JJsu(v7 1)d/J(’U) = He(v) « VOIWS“(U)'
Soit v € T X. D’apres (6) et (7) de la proposition 3.11, on sait que 'application w + log A(v, w)

est holderienne sur £(v). En particulier, elle est uniformément bornée et bornée loin de 0 sur &£(v).
Posons

L(v) = 4[ A(v, w)dvolyysu(yy (w).
£(v)

Lemme 3.24. L’application L satisfait 0 < L(v) < 00 pour u-presque tout v e TTX.
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3.2. LA FORMULE DE PESIN

Démonstration. D’apreés (6) de la proposition 3.11, le produit A(v,w) converge, et d’apres (3) on
sait que volyysu(y)(€(v)) > 0. 11 s’ensuit donc que L(v) > 0 pour p-presque tout v € T'X. D’autre
part, grace a (7), pour tout v € C on a

L(v) < D" pd

ou D désigne le diametre de C et C' est la constante qui apparait dans (7). Si v n’appartient pas a
C, alors il existe k tel que g~"v € C. En particulier, on a

£(v) = g"((g7*E)(g7™)) < g"¢(g™)

et
L) = f A v, w)dvolyyea ey ()
£(v)
b 1
< J*(g ", 1) J A(gfkv, gikw) dvolyy su vy (w)
g gk&(g ) Hﬁzl Jeu(gTmw, 1)
k
= H T (g™, 1) L(g~"v) < 0.
n=1

O
Posons k(w) = A(v,w)/L(v) sur £(v). La fonction x définit une mesure v sur T*X en posant
Ve(w) = Kdvolyyeu(y) et v = p sur o ().
Lemme 3.25. {—log v ((g71€)(v))du(v) = §J5*(v,1)du(v).
Démonstration. Définissons q(v) = ve(,)(g7€)(v). Alors

= L V, W )avolyysu w) = L(QU);
q(’U) - L('U) J,(glg)(v) A( ’ )d 1W (’U)( ) L(’U) JSU(U,l).

Comme L est une fonction mesurable, strictement positive et finie, telle que

f log’+ LL((gv”)) du(v) < J’10g+ T4 (0, dp(v) < o

on conclut d’apres le lemme 3.23 que log g est p-intégrable et

f log g(v)du(v) = — flog T (0, 1)dp(v).
O

Par définition de v, on sait que v = p sur la o-algebre o(£). On va montrer en utilisant un
argument de récurrence que, pour tout n =0, on a v = p sur o(g~"¢).

Lemme 3.26. L’égalité {log J*"(v,1)du(v) = H,(§|g€) implique v = p sur o(g~"§).

Démonstration. Pour p-presque tout v, la partition induite par (¢g~1€) sur £(v) est dénombrable.
Pour w € £(v) on définit

_ v
_

L e (Ow)
e Mg (g8 (w)

o(w)

Remarquons que g est bien définie p-presque partout. D’apres la convexité du logarithme on obtient

Jlog odp < logJQdu =0
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avec

Jlog odp =0 siet seulement si p=1 u — p.p.

Grace au lemme 3.25 et & I'égalité H,(¢|g€) = x*, on a

_ f log vero) (g '€)(0))dp = flogﬁ“w,l)du
— H,(¢lg€) = Hy (g~ ¢[6)
- - j log e ((671€) (v) )y,

et donc §log pdp = 0. Il s’ensuit que o = 1 p-presque partout. [

Le lemme 3.26 ci-dessus étant vrai pour n’importe quelle partition £ entraine que v = u sur la
o-algebre o(g—"™¢), pour tout n = 0. Or la partition £ est génératrice, donc v = u. Cela conclut la
démonstration du théoreme 3.10. O

3.3 Conséquences

Dans cette derniere section nous nous concentrons sur quelques conséquences du théoreme 3.4.
L’objet fondamental & étudier sera la pression topologique du flot géodésique associée & un potentiel
F:T'X — R. Il y a plusieurs manieres équivalentes de la définir, donc nous utiliserons celle qui
nous convient.

Définition 3.27. Soit F': T'X — R un potentiel continu. La pression topologique de (g;) pour
le potentiel F', notée P,,,(g, F), est définie par

Ptop(gaF) = SupP,u(ng)a
n

ot P,(g,F) = h,(g) + { Fdu et u est une mesure de probabilité (g;)-invariante sur T*X.

Observons que lorsque F' = 0, la pression topologique Piop(g, F') correspond & ’entropie topo-
logique. Ainsi, on peut penser « de fagon intuitive » a la pression topologique comme un nombre
réel qui permet de mesurer la complexité d’un systeme dynamique, en donnant différents poids
aux points de I'espace.

Un probleme intéressant dans ce cadre est le suivant : Etant donné un « bon » potentiel, existe-
t-il une mesure qui maximise la pression topologique ?

Définition 3.28. Soit F' : T'X — R un potentiel continu. Une mesure de probabilité (g;)-
invariante m sur T'X est une mesure d’équilibre pour le potentiel F, si

PtOp(gaF) = Pm(gaF)

Le probleme d’existence de mesures d’équilibre pour le flot géodésique a été étudié par Paulin,
Pollicott et Schapira dans [PPS12] en suivant les idées de J.-P. Otal et M. Peigné sur I’existence
de mesures qui maximisent ’entropie (voir [OP04]).

On rappelle qu'une mesure o-finie m sur T'X est une mesure de Gibbs pour un potentiel
F :T'X — R avec constante ¢(F) € R, si pour tout ensemble compact K < T'X et tout r > 0 il
existe une constante C' = C'(K,r) = 1 telle que pour tout v € K et tout n = 0 telle que g"v € K,
on a

L mBuw)
= exp ( (F(gev) — o(F))dt)

Remarquons que cette définition est due a Paulin-Pollicott-Schapira dans le cas non compact.
Le théoreme 3.29 ci-dessous résume certains résultats de [PPS12] sur 'existence de mesures de
Gibbs.
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Théoréme 3.29 (Paulin-Pollicott-Schapira). Soit X une variété riemannienne compléte de di-
mension au moins 2 et a courbures sectionnelles pincées —b?> < K < —1, avec b > 1. Supposons
les dérivées partielles des courbures sectionnelles uniformément bornées. Soit F : T'X — R un
potentiel Holder-continu et borné. Alors

(1) Il existe des mesures de Gibbs pour F avec constante Pyop(g, F'),

(2) S’il existe une mesure de Gibbs finie mp pour F avec constante c¢(F), alors la mesure m¥ =

mp/|mp| est Uunique mesure d’équilibre pour F et ¢(F') = Pyop(g, F).

Considérons maintenant le potentiel géométrique F** : T' X — R. La proposition 3.2 nous dit
que §{ F**dp = — { x*dp pour toute mesure de probabilité (g;)-invariante. Ainsi, le théoréme 3.4
est équivalent au résultat suivant concernant la pression topologique de F***.

Corollaire 3.30. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a cour-
bures sectionnelles pincées —b> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées partielles des cour-
bures sectionnelles uniformément bornées. Alors pour toute mesure de probabilité (g;)-invariante
wsurTYX, on a

P,(g,F*") <0.

Par ailleurs, le théoreme 3.1 nous dit que le potentiel géométrique est Holder-continu et borné.
En particulier, grace au théoreme 3.29, il existe une mesure de Gibbs mgs« pour le potentiel F**
avec constante Py, (g, F).

Comme conséquence du corollaire 3.30, nous pouvons enlever une hypothese dans le théoreme
7.2 de [PPS12]. On obtient ainsi :

Corollaire 3.31. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a cour-
bures sectionnelles pincées —b> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées partielles des
courbures sectionnelles uniformément bornées. Si le flot géodésique est conservatif par rapport a la
mesure de Liouville, alors la mesure de Liouville est proportionnelle & mpsu. De plus, on a

Ptop(ngsu) =0.

Lorsque X est une variété de volume fini, le théoreme de recurrence de Poincaré nous dit que
la mesure de Liouville est conservative. Le corollaire ci-dessous en découle.

Corollaire 3.32. Soit X une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a cour-
bures sectionnelles pincées —b> < K < —1, avec b > 1. Supposons les dérivées partielles des
courbures sectionnelles uniformément bornées. Si X est de volume fini, alors

P vol
~ vol(T'X)'
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Chapitre 4

Perte de masse

Dans ce dernier chapitre nous nous intéressons a l’estimation de la masse d’un point d’accu-
mulation vague d’une suite de mesures de probabilité sur un espace topologique. Si I'espace est
compact, alors la masse d’un tel point d’accumulation est toujours égale a 1. Par contre, lorsque
I’espace n’est plus compact, I’estimation de la masse devient un probleme tres difficile & aborder.
L’unique affirmation que nous pouvons assurer est que la masse d’un tel point d’accumulation
vague est dans l'intervalle [0, 1]. Dorénavant nous nous référerons a ce probleme comme 1’étude de
perte de masse.

Nous travaillerons particulierement dans le cadre des systemes dynamiques topologiques, d’ou
nous prenons deux modeles (dynamique symbolique et dynamique du flot géodésique), et les suites
de mesures a considérer seront toutes définies par des mesures de probabilité invariantes.

Ce chapitre fait partie de 'article « Entropy in the cusp and phase transitions for geodesic
flows » en collaboration avec Godofredo Iommi et Anibal Velozo. Quelques notations et démons-
trations ont été légerement modifiées pour étre cohérents avec le reste de cette these.

4.1 Perte de masse : dynamique symbolique

Nous avons vu dans la sous-section 2.2.1 certaines propriétés dynamiques des flots de suspension.
Nous nous concentrerons maintenant dans le cas particulier d’un flot de suspension au-dessus d’un
décalage de Markov dénombrable.

4.1.1 Formalisme thermodynamique pour décalages de Markov

Soit A un ensemble (alphabet) fini ou dénombrable. Considérons une matrice A = (A(a, b)) (q,p)e.42
a coefficients dans I’ensemble {0, 1}. Le sous-décalage de Markov (X7, o) associé & la matrice A est
le couple (X%, 0), ot £F est espace base

Yh=%% = {(zp)ren : A(zp,Tp41) =1 pour tout ke N}

et o est Papplication o : 7 — X1 définie par o((xk)r) = (Tx+1)k- On munit X1 de la topologie
engendrée par les cylindres

Cag....an, ={x€Xt 2y =ar pour k=0,..,n}

Remarquons que X7 est compact si A est de cardinal fini. Si A est dénombrable, de maniere
générale 1 n’est pas compact. Nous allons supposer toujours que (X1, 0) est topologiquement
mélangeant, c’est-a-dire que pour tout couple d’ouverts A, B < X7, il existe un entier N € N tel
que pour tout n = N, on a Ano"™(B) # &.

Pour étudier le formalisme thermodynamique d’'un décalage de Markov, on aura besoin de
travailler avec de « bons » potentiels.
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Définition 4.1. Une fonction ¢ : Xt — R est dite ¢ variation bornée si

o
D7 Valp) < o,
n=1
ot Vi, (¢) :=sup{|e(z) —o(y)| : z,y € T, xp =yr pour k=1,..n}.
Définition 4.2. Une fonction ¢ : ¥ — R est dite localement Holder s’il existe 8 €]0,1[ et une
constante C > 0 tels que pour tout n =1, on a V,(p) < CO™.

Observons que les potentiels localement Holder sont des potentiels a variation bornée par com-
paraison avec une série géométrique. La définition suivante de pression a été introduite par Sarig
[Sar99] suivant les travaux de Gurevich [Gur69, Gur70].

Définition 4.3. Soit ¢ : X7 — R une fonction a variation bornée. La pression de Gurevich de ¢,
notée P(o,p), est définie par

Plo,g) = lim log Y] exp@ so(al‘mcil(z)), (4.1)

Tio"T=T i=0
ot Ic, (x) est la fonction caractéristique sur le cylindre C;, < X7,

Le fait que ¢ soit & variation bornée implique que la limite dans (4.1) existe toujours et qu’elle
ne dépend pas du symbole i; (voir [Sar99, Theorem 1]). Les deux propriétés suivantes sur la
pression (propriété d’approximation et principe variationnel) seront utiles pour nos propos (voir
[Sar99, Theorems 2 et 3], [IJT15, Theorem 2.10] pour des démonstrations). Rappelons que M,

est l'espace des mesures de probabilité o-invariantes et M, () est 'ensemble des mesures de
probabilité o-invariantes telles que o € L!.

Théoréme 4.4 (Sarig/Tommi-Jordan-Todd). Soit ¢ : ¥+ — R une fonction a variation bornée.
Alors

(1) Propriété d’approximation.
P(o,p) = sup{P(o,p|k) : K € X%, compact non vide et o — invariant},

ot P(o,¢|Kk) est la pression de Gurevich de ¢ restreinte au compact K.
(2) Principe variationnel.

Plo) = suw { (o) + [ ne Mo (o)}

Définition 4.5. Le sous-décalage (Ez, o) satisfait la condition BIP s’il existe un ensemble fini de
symboles dans Ualphabet A, disons {by,...,b,}, tel que pour tout a € A il existe (i,j) € {1,...,n}?
avec A(b;,a)A(a,b;) = 1.

En particulier, un sous-décalage de Markov satisfaisant la condition BIP satisfait

t=0¢! (O Cb7> .
=1

Ainsi, le formalisme thermodynamique pour cette classe de sous-décalages ressemble beaucoup
au formalisme thermodynamique des décalages de type fini. Par exemple, sous certains hypotheses
techniques, on peut assurer ’existence de mesures (ou états) d’équilibre. Le théoréme 4.6 ci-dessous
résume des résultats montrés par Sarig [Sar99, Sar01] et Mauldin et Urbansky [MUO03] dans ce
contexte.

Théoréme 4.6. Soit (X7, 0) un décalage de Markov dénombrable d’entropie topologique infinie, en
satisfaisant la condition BIP. Soit ¢ : ¥ — R un potentiel strictement positif localement Holder.

Alors il existe s > 0 tel que la fonction pression t — P(o, —tp) satisfait

; ®
st < s,

P(o, —typ) = {007

analitique réelle, sit > s5.

De plus, si t > s%., alors il existe une unique mesure d’équilibre pour —typ.
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4.1.2 Formalisme thermodynamique pour flots de suspension

Dorénavant nous supposerons toujours que (X1, o) est un décalage de Markov dénombrable,
topologiquement mélangeant et d’entropie topologique infinie. Soit 7 : ¥ — R™ une fonction &
variation bornée et bornée loin de zéro, c’est-a-dire qu’il existe une constante strictement positive
¢ > 0 telle que 7(z) = ¢ > 0 pour tout z € ¥ 7. Considérons I’espace

Y+ = {(z,t) e St xR}/ ~,

ou (z,s + 7(x)) et (0(z),s) sont identifiés pour tout x € ¥7. Le semi-flot de suspension sur X+
avec fonction plafond 7 est le semi-flot ® = (¢¢)¢>0 sur YT défini par

o[z, s] = [z, s + t].

Rappelons que les mesures de probabilité ®-invariantes sur Y sont en bijection avec I’ensemble
M, (1) des mesures de probabilité o-invariantes sur + telles que 7€ L.
Considérons maintenant un décalage de Markov bilatéral (¥, ), ou

Y = {(zg)kez : Alxg,T1+1) =1 pour tout ke Z}.

Le semi-flot ® définie sur Y™ s’étend en un flot de suspension ® : Y — Y au dessus de (3, o), avec
fonction plafond 7 : ¥ — R™ qui ne dépend que des coordonnées positives.

Deux fonctions ¢, ¢ € C(X) sont dites cohomologues s’il existe une fonction bornée ¢ € C(X)
telle que p = ¢p+1poo—1p. La remarque importante est la suivante : le formalisme thermodynamique
pour deux potentiels cohomologues est le méme.

Proposition 4.7. Si ¢ € C(X) est a variation bornée, alors il existe ¢ € C(X) a variation bornée
cohomologue & ¢ telle que ¢(x) = ¢(y) pour tout x,y € X tels que xp = yx pour tout k = 0
(autrement dit, qui dépend seulement du future).

Ainsi, si tout potential ¢ € C(X) est cohomologue & un potentiel ¢ € C(X) qui ne dépend que
des coordonnées futures, alors le formalisme thermodynamique du flot peut étre étudié a partir du
semi-flot correspondant (voir [Sin72]).

La proposition 4.7 a été démontrée sous différentes hypotheses de régularité. Dans le cas com-
pact elle est due & [Sin72], [Bow75] et [CQI8], alors que dans le cas non compact a été démontrée
par [Daol3].

Comme la formule d’Abramov nous donne une relation entre I’entropie mesurée de (3,0) et
Pentropie mesurée de (Y, ®) (voir proposition 2.8), la pression du flot de suspension peut aussi étre
étudiée a partir de la pression du décalage de Markov. Considérons d’abord un potentiel f : Y — R.
Il induit un potentiel Af : 3 — R en posant

7(x)
Aj(a) = jo o, t)dt.

Proposition 4.8. Soient f : Y — R une fonction continue et v € Mg une mesure de probabilité
invariante qui s’écrit v = (u x m)|y /(i x m)(Y) avec p € My(7). Alors

~ SgAydp
L fdv = ?ETJM' (4.2)

Les relations entre les pressions topologiques pour (X, o) et (Y, ®) ont été étudiées par plusieurs
personnes, dans différents cadres (voir Savchenko [Sav98], Barreira et ITommi [BI06], Kempton
[Kem11], et Jaerisch, Kessebohmer et Lamei [JKL14]). Le résultat suivant donne des définitions
équivalentes pour la pression P(®, ).

61



4.1. PERTE DE MASSE : DYNAMIQUE SYMBOLIQUE

Théoréeme 4.9. Soit f : Y — R une fonction continue telle que Ay : ¥ — R est a variation
bornée. Alors

P@.f) = lim tlog D exp(ffm(x,o» dk)xCi[)(x)

o ¢s(x,0)=(x,0),0<s<t
= inf{teR:P(o,Ay —t1) <0} =sup{te R: P(o,Ay —t1) > 0}
= sup{P(®?|k, f): K compact invariant}.

Observons que le principe variationnel dans ce contexte est aussi satisfait lorsque les potentiels
sont suffisamment régulies (voir [BI06, JKL14, Kem11, Sav98]).

Théoréme 4.10 (Principe Variationnel). Soit f : Y — R une fonction continue telle que Ay :
3 — R est a variation bornée. Alors

P(<I>,f)=sup{hl,(®)+fyfdy:uqu> et —fyf du<oo}.

En particulier, d’apres le théoreme 4.9, ’entropie topologique du flot de suspension est 'unique
nombre hy,p,(P) satisfaisant

hiop(®) = inf{t € R : P(c, —tr) < 0}. (4.3)

Une mesure v € Mg est appelée mesure d’équilibre pour le potentiel f: Y — R si

P(®, f) = h,(®) +ff dv.

Dans [IJT15, Theorem 3.5] les auteurs ont montré que les potentiels f pour lesquels Ay est locale-
ment Holder ont au plus une mesure d’équilibre. De plus, le résultat suivant (voir [BI06, Theorem
4]) caractérise les potentiels qui ont une telle mesure.

Théoreme 4.11. Soit f : Y — R une fonction continue telle que Ay : ¥ — R est a variation
bornée. Alors il existe une mesure d’équilibre vy € Mg pour f si et seulement si on a P(o, Ay —
P(®, f)7) = 0 et il existe une mesure d’équilibre puy € M, pour Ag—P(®, )T telle que { Tdus < oo.

Le théoreme 4.11 montre ainsi une autre relation entre les formalismes thermodynamiques des
deux systemes dynamiques; le décalage de Markov et la suspension.

4.1.3 Perte de masse

Soit (X,0) un décalage de Markov topologiquement mélangeant d’entropie topologique infinie
et 7 : ¥ — RT un potentiel & variation bornée et borné loin de zéro. On note encore (Y, ®)
le flot de suspension associé qu’on suppose toujours d’entropie topologique finie. Remarquons que
puisque (X, o) est d’entropie topologique infinie et 7 est strictement positive, 'entropie topologique
hiop(®) du flot satisfait P(o, —hiop(P)7) < 0 (voir équation (4.3)). Ainsi, il existe un nombre réel
S €]0, hiop(P)] tel que
infinie  sit < sy

finie Sit > s..

P(o,—tr) = {

La valeur s, jouera un role fondamental pour décrire en quelque sorte I’entropie de l'infini.

62



4.1. PERTE DE MASSE : DYNAMIQUE SYMBOLIQUE

P(o,—t1)

hrop(®) ¢

Pour des flots géodésiques définis sur des variétés non-compactes il existe toujours des vecteurs
qui s’échappent vers I'infini, ils n’ont pas la propriété de récurrence. Ce phénomene est impossible
dans le contexte symbolique puisque tout point revient sur la base aprés un certain temps. La
définition suivante décrit I’ensemble des points qui s’échappent vers 'infini en moyenne.
Définition 4.12. On dit qu’un point (x,t) € Y s’échappe vers U'infini en moyenne si

1 n—1 ]
lim — Y 7(0'z) = . (4.4)

n—w N -
=0

On note E4(7) Uensemble des points qui satisfont (4.4).

Remarque 4.13. Siv e Mg est ergodique et v = (u x m)/(u x m)(Y) avec u € My(1), alors le
théoréme ergodique de Birkhoff entraine

n—1

.1 PN
nlgr}rﬁ Z T(o'x) = de[L.

i=0
La remarque ci-dessus implique que aucune mesure dans Mg n’est portée par £4(7). On va

étudier donc la dynamique de £4(7) en considérant des suites de mesures v, € Mg telles que leurs
mesures associées , € M, (1) satisfont

lim | 7du, = co.

n—w

Montrons maintenant qu’une mesure d’entropie suffisamment grande ne donne pas trop de
poids aux points dont le temps de premier retour est grand. Plus precisément, on a

Théoréme 4.14. Soit ¢ €Sy, hiop(P)[. Alors il existe une constante M = M(c) > 0 telle que
pour toute mesure v € Mg satisfaisant h,(®) = ¢, on a

de,u <M.

Démonstration. Soit v € Mg avec h,(®) = ¢’ = ¢ et soit u € M, la mesure invariante associée a
v, c’est-a~dire v = (u x m)/((u x m)(Y)). D’apres la formule d’Abramov, on a

hu(o) —¢ JTdy =0.
Considérons la droite L(t) := hy,(c) — t { 7du. Remarquons que L(¢') = 0 et L(0) = h, (o). Soit

S €8y, d[. Grace au théoréeme 4.6, on a P(o,—s7) < 0. D’apres le principe variationnel, on a
aussi L(s) < P(o,—s7). Ainsi, la pente de L(t) est bornée. En effet,

[ran < Po=2m)

cd—s
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La constante M (c') = P(o, —s7)/(c’ — s) satisfait donc la conclusion de ce théoréme pour la mesure
p. Comme s €]s.,, ¢'[ est arbitraire, et ¢’ = ¢, on peut choisir s €]s., c[ et M = P(o,—s7)/(c — s)
de sorte que STd,u < M pour toute mesure p associée a une mesure v d’entropie > c¢. Cela conclut
la preuve du théoreme. O

La constante s, qui est liée & la valeur {7dp d’apres le théoréme précédent, est optimale grace
au théoreme 4.15 ci-dessous.

Théoréme 4.15. Supposons que So < hiop(P). Soit (vp)n € Mo une suite de mesures de proba-

bilité ®-invariantes telles que
[ X T

(i x m)(Y)’
0t fin, € My (7). Silimy, o §7dpy, = 0, alors

Vyp =

limsup h,, (P) < sq.

n—aoC

De plus, il existe une suite (1), € Mg avec lim,,_,o, §{ 7dp, = oo telle que
lim h,, (®) = sq.
n—w

Démonstration. La premiere affirmation est une conséquence du théoréme 4.14. Montrons donc
que, sous la condition s, < hyop(®), il existe une suite (v,,),, € Mg satisfaisant lim,, o, § 7dp, =
telle que lim,,_,5, by, (P) = sy. D’apres la propriété d’approximation de la pression, il existe une
suite de compacts (Kn)y < 2 tels que

lim P(o,—t7|ky) = P(o, —tT).

N>

En particulier, pour tout n € N, on a

lim P (0,— (5 —1/n) T|ky) = 0.
N—->w

Par ailleurs, pour tout ne€ Net N € N, on a
P(o,— (s + 1/n) T|Kky) < P(o,— (85 + 1/n) T) < 00.
Ainsi, étant donné n € N, il existe NV € N tel que

o Plo= (s =1/n)7icy) ;P(a, — (52 +1/n) Tlicy)
2/n

Comme application t — P (0, —tT|k, ) est réelle analytique, le théoréme des accroissements finis
implique qu'il existe ¢, €]s, — 1/n, s + 1/n[, tel que P’ (0, —t, 7|k ) > n?. Notons u,, la mesure
d’équilibre de —t,,7 sur K. On a ainsi

n? < P (0, ~tnT|ry) = J’Td/l,n.
En particulier, la suite (u,, ), satisfait

lim JTd/zn = 0.

n—a

Comme s, < hyop(®P), pour tout n € N suffisamment grand, on a

hp, (0) =ty JTd,un > 0.

En particulier
hy, (0)

Sdpn

tn, <
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Comme t,, €]so, — 1/n, 8o + 1/n[, on conclut

Sy = lim ¢, < lim by, (9) _ = lim h, (®). (4.5)

n—o0 n—>7 STd,un n—o0
Or la derniére limite & droite dans (4.5) ne peut pas étre plus grande que s, donc

lim h,, (®) = sq.

n—xL

O

Le résultat ci-dessous est le résultat principal de cette section. Cela nous donne une relation
entre la masse perdue d’une limite vague d’une suite de mesures de probabilité ®-invariantes
et Pentropie mesurée du flot de suspension. Nous rappelons qu’une suite (v,), de mesures de
probabilité converge vaguement vers une mesure v, notée v, — v, si pour toute fonction f € C2(Y),
on a

lim | fdv, = ffdy.
n—o

Théoréme 4.16. Supposons que So, < hiop(P). Alors

sup limsuph,, (P) = s,

v,—0 n—ow
ot le supremum est pris parmi toutes les mesures de probabilité ®-invariantes qui convergent va-
guement vers la mesure 0.

Démonstration. Soit (v,), € Mg la suite de mesures construite dans la preuve du théoreme 4.15
telle que lim,,—,o, hy, (®) = 55 et lim,, o, §7dp, = 0. Si f € C2(Y) est une fonction continue sur
Y a support compact, alors

lim | fdv, =0
n—oo
car Ad
~ Srdun
et la fonction Ay est bornée. Ainsi, la suite v,, converge vaguement vers 0, ce qui entraine 'inégalité
souhaitée. O

4.2 Perte de masse : dynamique du flot géodésique

Dans cette section nous étudions la perte de masse d’'une suite de mesures de probabilité
invariantes par le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne a courbure
négative pincée. Tout d’abord nous rappelons quelques notions liées a la géométrie de la variété et
la dynamique du flot.

4.2.1 Préliminaires en géométrie et dynamique

Soit X = X/T' une variété riemannienne compléte de dimension au moins 2 et a courbures
sectionnelles pincées —b? < K < —1, avec b > 1. Ici X est le revétement universel de X et T est
un groupe Kleinien d’isométries de X.

Concepts basiques

L’ensemble non-errant du flot géodésique, noté (T'), est 'ensemble de vecteurs dans 7' X défini
par
Q) ={veT'X: VI'>0, VU, #t>T telque U,ng_U, # J},

ou U, est un voisinage ouvert de v. Cet ensemble concentre la dynamique du flot géodésique.
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Définition 4.17. L’ensemble limite de I', noté L(T'), est le plus petit ensemble non-vide, fermé
et T'-invariant dans 0X.

On peut décrire 'ensemble L(I') & partir de la I'-orbite d’un point arbitraire. Pour tout = € X ,
on a

L) =T 2\l z.

Rappelons que les coordonnées de Hopf (voir annexe A) permettent d’étudier plus facilement le
fibré unitaire tangent T 1X et l'action du flot géodésique dans cet espace. Il est donc naturel de
penser a 'ensemble non-errant du flot sur 71X comme un quotient (par le groupe I') d'un sous-
ensemble de T X en ces coordonnées. L'ensemble limite L(T) joue ici un role fondamental.

Lemme 4.18. L’ensemble Q(T) s’idéntifie en coordonnées de Hopf avec
((L(T) x L(T")\ Diag) x R)/T.

On note C(T') I'enveloppe convexe de L(T') dans X udX. Cet ensemble est fermé et I-invariant.
Le ceur de Nielsen, noté N(I') = C(I")/T", est I’ensemble quotient de C(I") par l'action de I'. Par
définition, on a Q(T') < 7= (N(T)), ott 7 : T*X — X est la projection canonique.

Définition 4.19. On dit que I' est un groupe géométriquement fini si pour tout € > 0, le e-
voisinage N.(T') de N(T') est de volume fini.

Les variétés géométriquement finies se caractérisent par la propriété suivante. Le coeur de Nielsen
se décompose en la réunion disjointe d’'un compact Cy et d’une famille finie Cy, ..., C; de cusps. Pour
tout 1 <4 < I, le cusp C; est isométrique au quotient de 'intersection de C(I") et d’une horoboule
Be, par un groupe parabolique P; en fixant §; € 0X (voir [Bow95]).

Mesures invariantes, ergodicité et entropie du flot géodésique

Il y a beaucoup des mesures invariantes par le flot géodésique sur T'X. Par exemple, on y
trouve toutes les mesures portées par une orbite périodique. Ces mesures sont malheureusement de
peu intérét dynamique puisque ’entropie associée a une telle mesure est nulle. En revanche, parfois
il est possible de trouver une mesure qui maximise 1’entropie, appelée mesure de Bowen-Margulis
et notée mpys (voir [Rob03, Chapitre §1] pour une construction propre). Nous donnons maintenant
quelques propriétés de mps.

Soit z € X et s = 0. La série de Poincaré associée a I', notée Pr(z, s), est définie par

Pr(x,s) = Z esd@z)
yel

La série de Poincaré converge (resp. diverge) pour tout s > dr (resp. s < dr), ou or est ’exposant
critique de I’ défini par

1
or = limsup = log #{y e T": d(x,vx) < R}.
R—+w0 R

L’exposant critique ne dépend pas de x € X d’aprés 'inégalité triangulaire. Il est fini du fait que
les courbures sectionnelles sont pincées et il est strictement positif puisque I' est non-élémentaire.
Soit v € I'. On note d,, 'exposant critique du groupe <y >.

Définition 4.20. Le groupe T' est dit de type divergent (resp. convergent) si Pr(x,dr) diverge
(resp. converge).

En ce qui concerne I'ergodicité du systéme dynamique (T'X,mpas,(g¢)), nous trouvons le
suivant théoreme de dichotomie.

Théoreme 4.21 (Poincaré-Tsuji-Sullivan). Soit X = )~(/F une variété riemannienne compléte de
dimension au moins 2 et a courbures sectionnelles pincées —b? < K < —1, avec b > 1. Supposons
que I' est un groupe Kleinien d’isométries de X. Alors

Premier cas :
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(i) Le groupe T' est de type convergent.

(ii) Le systeme dynamique (T*X, mpur, (9¢)) est complétement dissipatif et non-ergodique.
Second cas :

(i) Le groupe T' est de type divergent.

(ii) Le systeme dynamique (T*X, mpar, (9¢)) est complétement consevatif et ergodique.

D’apres le théoréme de recurrence de Poincaré, si la mesure de Bowen-Margulis est finie, alors
elle est conservative. En particulier, grace au théoreme 4.21, la mesure mpy; est ergodique. De
plus, le groupe I' est de type divergent.

En ce qui concerne la complexité du flot géodésique, nous faisons remarquer le théoreme 4.22
ci-dessous. Ce théoreme est une généralization d’un théoreme de Sullivan pour le cas ou I' est un
groupe convexe-cocompact (voir [Sul84]). De plus, 'existence d’une mesure maximisant entropie
dans le cadre d’un groupe convexe-cocompact est une conséquence d’un théoreme de Bowen-Ruelle
pour des flots Axiome A (voir [BR75]).

Théoréme 4.22 (Otal-Peigné). Soit X = X /T une variété riemannienne compléte de dimension
au moins 2 et a courbures sectionnelles pincées —b%2 < K < —1, avec b > 1. Supposons que I' est
un groupe Kleinien d’isométries de X et que les dérivées partielles des courbures sectionnelles sont
uniformément bornées. Alors hiop(g) = dr. De plus, il existe une mesure m qui mazimise ’entropie
mesurée si et seulement si la mesure de Bowen-Marqulis est finie. Dans ce cas, on a m = mppy.

Nous remarquons que dans [OP04] I'hypothese sur les dérivées partielles des courbures section-
nelles est omise malgré le fait qu’ils utilisent la régularité du feuilletage fortement instable. Cette
hypothese est fondamental pour assurer la régularité Holder des feuilletages fortement instable et
stable.

Quelques lemmes complémentaires

Pour finir cette sous-section, on donnera plusieurs propriétés qui font intervenir I’exposant
critique d’un groupe Kleinien et la mesure de Bowen-Margulis. Tous ces résultats, sauf le dernier,
s’agissent de théoremes de F. Dalbo et M. Peigné dans (voir [DOP00]). Le premier et dernier
théoreme ci-dessous marche dans toute la généralité, pour n’importe quel groupe Kleinien. Par
ailleurs, les autres ne sont valides que pour les groupes géométriquement finis.

Théoréme 4.23 (Dal’bo-Otal-Peigné). Soit I' un groupe discret et non-élémentaire d’isométries
d’une variété riemannienne compléte simplement conneze X de dimension au moins 2 et a cour-
bures sectionnelles pincées —b> < K < —1, avec b > 1. Si H < T est un sous-groupe divergent de
T et L(H) est strictement inclus dans L(T'), alors dp > dp.

En particulier, si I' est un groupe discret et non-élémentaire d’isométries de X , tel qu’il existe
un élément v € I' avec < v > de type divergent, alors ér > d,. Remarquons qu'un groupe
non-élémentaire contient toujours une isométrie hyperbolique. Une telle isométrie est de type di-
vergent avec exposant critique nulle. En particulier, pour tout groupe discret et non-élémentaire
d’isométries de X, on a dr > 0.

Théoréme 4.24 (Dal’bo-Otal-Peigné). Soit I' un groupe discret et non-élémentaire d’isométries
d’une variété riemannienne compléte simplement connexe X de dimension au moins 2 et a cour-
bures sectionnelles pincées —b?> < K < —1, avec b > 1. Si T’ est un groupe géométriquement fini

tel que dp < dr pour tout sous-groupe parabolique P < T', alors la mesure de Bowen-Margulis sur
T'X est finie.

Rappelons que le coeur de Nielsen d’une variété géométriquement finie se décompose en la
réunion disjointe d’un compact Cy et d’une famille finie de cusps Cy, ...,C;. De plus, chaque C; est
isométrique au quotient de l'intersection d’une horoboule et C(I'), avec un groupe parabolique
< p;>.

La démonstration du théoreme 4.24 consiste a estimer la mesure mp M(Tlci), pour tout 0 <
1 < [. En effet, on obtient les estimations suivantes :
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Proposition 4.25. Soit I' un groupe discret et non-élémentaire d’isométries d’une variété rie-
mannienne compléte simplement X de dimension au moins 2 et a courbures sectionnelles pincées
> <K < -1, avec b > 1. Si T est un groupe géométriqguement fini, alors

mPM(T'Cy) < De*rP, (4.6)

ot D = diam(Co). De plus, si p; € T est lisométrie parabolique associée a C;, alors il existe une
constante C; = 1 telle que

mPM(T'C) =¢, ), d(w,p}a)e”rderie), (4.7)

meZ
oux€eX.

Remarque 4.26. Si D; est le domaine fondamental de l’action de < p; > dans 8)~(, la constante
C; dans (4.7) ne dépend que de la distance au bord entre la frontiére de D; et l’ensemble limite de
r.

Le fait que 0p < dr pour tout sous-groupe parabolique P < I' implique que chaque série comme
dans I’équation (4.7) converge. Autrement dit, la mesure de Bowen-Margulis dans ce cas est finie.

Une autre propriété intéressante des exposants critiques est la suivante. Il s’agit d’une propriété
d’approximation d’exposants critiques basée sur la preuve de [DOP00, Théoréme C].

Théoréme 4.27. Soit )Z'Nune variété riemannienne complete simplement connexe et I' un groupe
Kleinien d’isométries de X contenant une isométrie parabolique p € I' de type divergente. Alors il
existe une isométrie hyperbolique h € T' et x € Axe(h) tels que les groupes T'y, =< p, h™ > satisfont
les propriétés suivantes :

(1) le groupe T, est divergent pour tout n =1,

(2) la suite (dr,) converge vers lexposant critique 6, de P =<p >,

(3) la suite (0r,) satisfait

n

lim =0.
a0 d(z, )

Démonstration. Pour H un groupe, on note H* l'ensemble H\{Id}. Prenons Up c X U 0X un
voisinage connexe et compact du point &, fixé par p, tel que pour tout m € Z*, on ait p™ (0 X\Up) C
Up. Par exemple, on peut choisir Up de sorte que Up n 0X est un domaine fondamental de I"action
de P sur 0X\{¢,}. Soit h € I' une isométrie hyperbolique de X telle que &,-,&, ¢ Up. Une telle
isométrie existe car I’ensemble de points fixés des isométries hyperboliques dans I' est un ensemble
dense dans L(T") x L(T"). Fixons x € X sur 'axe de h. Pour tout k € N on peut trouver un ensemble
compact Uy, € X U 0X, ott Hy =< h¥ >, satisfaisant les trois conditions suivantes :

(a) H¥(0X\Un,) < Un,.

(b) UHk N Up = @

(¢) v¢ Uy, v Up.

Comme Up et Up, sont en position Schottky (voisinages disjoints satisfaisant une propriété du

type Ping-Pong), le lemme du Ping-Pong entraine que le groupe I'y est libre. Encore par le fait
que P et Hj sont en position Schottky, il existe une constante universelle C' > 0 telle que pour

tout y € Uy, et z € Up, on a
d(y,z) 2 d(z,y) + d(z, z) — C. (4.8)

En appliquant 1'inégalité (4.8), plus les propriétés d’inclusion décrites ci-dessus, on déduit

d(z, p™ hF p™i R ) > 2 d(xz,p™x) + Z d(z, h*™iz) — 2kC, (4.9)
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ou my,n; € Z*. Remarquons que la série

P/(S) _ Z Z e—sd(aj,pmlhknl...pmj hk"jac)7

j=1 ni,miGZ*

est comparable & la série de Poincaré associée a I'y. En effet, comme h est une isométrie hyperbo-
lique, les deux séries ont le méme exposant critique. D’apres l'inégalité (4.9), on a

Pl(s) < Z <G2SC Z eisd(z’hknm) Z esd(m,p’"’x))J'

j=1 nez* meZ*

Or, d’apres le choix de , pour [ := d(x, hx) on a d(z, h’Nz) = |N|l pour tout N € Z. Ainsi,

—sl

kn e
Z efsd(z,h z) <2

€L* 1—e .
n

Soit 6 := 0y + € > 6, et notons Py la série P, = > e~ Opts)d(zp™x) - Alorg la somme P. est
finie par définition. En considérant e petit, il existe une constante D > 0 telle que

e—éekl

020:Co Z e=ded(@:p™®) o pe=dcklp

1— eféekl
meZ*

Ainsi, si log(DP.)/d. < k, alors De %" P, < 1 et donc or,, < 6. Observons que la fonction
t — log(DP,)/d; est continue, décroissante et non-bornée sur un intervalle |0, 7[, pour un certain
0 < n « 1. Ainsi, on peut résoudre 1’équation log(DFP;)/é:l = k — 1, ou t €]0,0 + [ et k est
suffisamment grand. On note ¢ la solution a cette équation. Par construction, on a dr, < 4, et
par définition de €; on a bien

lim P, = oo.

k—x
Observons que

k - k- log(DP.,)/(0c,1) + 1
3, g € Orrdl@ ) P P, '

€k €k

Le terme de droite converge vers 0, ce qui entraine la propriété (3). La propriété (2) découle du fait
que Jr, <0, et o, — Jp lorsque k — 00, car €, — 0. Comme P est un groupe de type divergent,
le théoréeme 4.24 et puis le théoréme 4.21 impliquent la propriété (1).

O

4.2.2 Codage du flot géodésique

Soit X une variété riemannienne compléte simplement connexe, de dimension au moins 2 et a
courbures sectionnelles —b?> < K < —1. On note 0X le bord & l'infini de X.

Variétés de type Schottky

Soient N7 et No deux entiers strictement positifs tels que N1 + Ny = 2 et Ny > 1. Considérons
N isométries hyperboliques hi,...,hy, et N2 isométries paraboliques pi,...,pn,, satisfaisant les
conditions suivantes :

(C1) Pour tout 1 < i < Ny il existe dans 0X un voisinage compact Cj,, du point attractif &,, de
h; et un voisinage compact C, -1 du point répulsif {,-1 de h;, tels que

hl(a)N(\Chfl) C Chi-
(C2) Pour tout 1 < i < Ns il existe dans dX un voisinage compact Cp, de 'unique point fixe &,

de p;, tel que N
VneZ* pi(0X\Cp,) < Cp,.
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(C3) Les 2Ny + Ny voisinages introduits dans (1) et (2) sont deux a deux disjoints.
(C4) Les groupes paraboliques < p; >, pour 1 < i < Ny, sont de type divergent.

Remarque 4.28. On peut obtenir une telle famille d’isométries en prenant des puissances suffi-
samment grandes des isométries d’une collection finie d’isométries hyperboliques ou paraboliques
qui ont des points fizes distincs.

Les domaines C, peuvent élre considérés comme étant les bords a l'infini des composantes
connexes des demi-plans {x € X : d(x,0) > d(x,a(0))}, ot 0 € X est un point fize de référence.

D’apres le lemme du Ping-Pong, le groupe I' =< hy,...,AnN,,P1,...,DN, > est libre et non-
élémentaire. De plus, l'action de I" sur X et libre et proprement discontinue (voir [DP98, Corollary
11.2]). Un tel groupe I" est appelé groupe de Schottky généralisé.

Définition 4.29. Une variété riemannienne de type Schottky est une variété riemannienne quo-
tient X = X/T, ot X est une variété riemannienne compléte simplement connexe a courbures

sectionnelles négatives pincées, et I' est un groupe de Schottky généralisé d’isométries de X.

On remarque que si Ny = 0, autrement dit si I' ne contient que des éléments hyperboliques,
alors I" est un groupe de Schottky classique et toutes les propriétés géométriques/dynamiques du
flot géodésique sont bien comprises. En effet, ’ensemble non-errant du flot géodésique est compact,
donc le flot est un flot Axiome A. Par contre, si Ny > 1, alors X est une variété géométriquement
finie non compacte. De plus, tous les sous-groupes paraboliques de I" ont rang 1.

La Figure 1 ci-dessous est un exemple d’un groupe de Schottky généralisé qui agit sur le disque
hyperbolique D. Il contient deux générateurs, I'un hyperbolique et 'autre parabolique.

Cyp

Chs Ch

Figure 1. Groupe de Schottky généralisé I' =< h,p >.

Soit AT = {hfl, - h]i\,},pl, ...;PN, }- Une hypothese tres importante au long de ce chapitre, et
qui n’est pas demandée dans [DP98], est la suivante :

C5) 1l existe 0 € X tel que, pour tous aj,as € AT avec a; # ail, et tout € C,,, on a
2 1
Be¢(az0,0) > 0.

Autrement dit, on supposera que toute horoboule centrée dans C,, et passant par ago contient le
point o & l'intérieur (voir Figure 2). Cette condition n’est pas restrictive comme on pourra vérifier
dans la proposition 4.31.
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Figure 2.

Pour tout a € A% on note U, I’enveloppe convexe dans X UdX de I'ensemble C,. De > plus, pour
tout m = 1 on note Cyn I'ensemble Cyn = a”~1C, et U,» son enveloppe convexe dans X uoX.

Lemme 4.30. Soit X une variété riemannienne complete simplement connexe, de dimension au
moins 2 et a courbures sectionnelles —b* < K < —1. Soit I' un groupe de Schottky généralisé.
Fizons o€ X. Alors il existe une constante universelle C > 0 (qui dépend des générateurs de T' et
de o) telle que pour tous ay,as € AT satisfaisant a; # a;—rl, et tout € Uy, et ye U,,, on a

d(z,y) = d(z,0) + d(y,0) — C. (4.10)

Démonstration. Puisque C,, et C,, sont disjoints, pour tous aj,as € AT tels que a; # a%l, les
ensembles Uy, et Uy, le sont aussi. Soit € Uy, et y € U,,. Les segments géodésiques [o, z] et [o, y]
forment un angle uniformément minoré par une constante strictement positive, donc d(z,y) =
d(x,0) + d(y,0) — C pour une constante universelle C' > 0. O

Proposition 4.31. Soit X une variété riemannienne compleéte simplement conneze, de dimension
au moins 2 et a courbures sectionnelles —b? < K < —1. Soit T un groupe de Schottky généralisé.
Alors pour tout o € X il existe un entier N = 1 tel que le groupe d’isométries défini par <
R, ... th,pl . .,p%z > satisfait la Condition (C5).

Démonstration. Soient ai,as € AT et € € Cy,. Pour tout n > 1 on prend z, € Ua; de sorte que
Be¢(zn, 0) atteint son minimum. Comme la fonction de Busemann B est continue et ’ensemble Cy,
est compact, il suffit de montrer que B¢(z,,0) > 0 pour tout n suffisamment grand. Considérons
(&) = [0, &) le rayon géodésique partant de o pointant vers . Observons qu’il existe T' > 0 tel que
pour tout ¢t > T, on a & € Uy,,. D’apres le lemme 4.30, on sait qu’il existe une constante universelle
C > 0 telle que d(zn, &) = d(&,0) + d(zn,0) — C, pour tout t > T'. Ainsi,

Be(zn,0) = tk{}l d(zn, &) — d(&,0)
= tggrnf d(&,0) + d(zp,0) — C — d(&, 0)
= d(zn,0)—C.
Comme d(z,,0) — o lorsque n — o0, il existe N > 1 tel que d(z,,0) > C pour tout n = N. En
particulier, on a B¢(zy,,0) > 0 pour tout n > N, ce qui conclut la preuve de la proposition. O
Codage

Dans [DP98] les auteurs montraient 'existence d’un ensemble Qy < T X, invariant par I’action
du flot géodésique et inclus dans I’ensemble non-errant, tel que (g¢)|q, est topologiquement conjugué
au flot de suspension sur un décalage de Markov dénombrable dont la fonction plafond n’est
pas forcément positive. Le théoreme 4.32 ci-dessous résume leur construction. Nous demandons
I'hypothese (C5) pour garantir un plafond borné loin de zéro. De plus, nous donnons quelques
propriétés dynamiques additionnelles.
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Théoréme 4.32. Soit X = )Z'/I‘ une variété riemannienne de type Schottky telle que T' satisfait
la Condition (C5). Alors il existe un ensemble Qo < T X /T invariant par (g;), un décalage de
Markov dénombrable (¥,0) et une fonction 7 : ¥ — R, tels que

(1) la fonction T est localement Hélder et bornée loin de zéro,

(2) la flot géodésique (gi)|a, sur Qo est topologiquement conjugué au flot de suspension sur X
avec plafond T,

(3) le décalage de Markov (X, 0) satisfait la condition BIP,
(4) st Ny + No = 3, alors (X,0) est topologiquement mélangeant.

Démonstration. Soit A = {h1,...,An,,D1,...,PN,} €t considérons l'espace symbolique ¥ défini par
Y ={(a]")iez : a; € A,m; € Z et a;41 # a;Vi € Z}.

Remarquons que ¥ est l'espace des suites infinies sur ’alphabet dénombrable {a!" : a; € A, m € Z}.
Soit LO(T') I'ensemble limite L(T') privé des I'-orbites des points fixés par les éléments de A. On
note () 'ensemble de vecteurs dans T X identifié avec (LO(T) x LO(I")\diagonal) x R via les
coordonnées de Hopf. Finalement, on pose g := Qo /T, ot 'action de T" est donnée par

v (5_764_’ 8) = (7(5_)77(€+)7s - B&"’ (07'7_10))'

Ainsi défini, 'ensemble ¢ est invariant par I’action du flot géodésique. De plus, d’apres le lemme4.18,
il est inclus dans ’ensemble non-errant.

Fixons maintenant § € 0X\ |J,e g4 Cat, 01t Cux = Cq U Cy—1. Dal’bo et Peigné [DP98, Property
IL.5] ont établi la propriété de codage suivante : pour tout & € LO(T) il existe une unique suite
w(§) = (a]")i=1 avec a; € A, m; € Z* et a;41 # a; telle que

kh_r}r} ai"..apt & = €.

Pour tout a € A on pose L(I'),+ = LY(T') n Cyt et 02LO(T) = Japea LO(T) 0+ x LYT)g+. Pour
a#f

tout couple (£7,£%) € 0°LO(T), si a™ est le premier terme de la suite w(¢*), on pose 7(£7) =
Be+(0,a™0) et T(E7,67) = (a™™&,a~™¢T). Définissons T par la formule

TT(f_,f+7S) = (T(g_’g"')’(g - 7-(§+))

Observons que T, envoie 0?L%(I") x R vers lui-méme. L’ensemble Qg est donc identifié avec
0?L°(T") x R/ < T, >. Montrons maintenant que T, induit un flot de suspension sur .

Soit (£7,£7) € 02L°(T"). Supposons que w(éT) = (al™) et soit v, I'élément de I’ défini par
Yo = aj"t...a™ pour n =1 et y9 = Id. La géodésique déterminée par (£,&T) dans X intersecte
I’horosphere centrée en €T et passant par v,0 en un seul point xZE,,ﬁ. Notons 17:}75,7& le vecteur
dans T X basé en x27§_7€+ pointant vers £+ (voir Figure 3 ci-dessous). Finalement, notons v;’75_’§+
la projection de 7)) . . sur T1'X. Posons

S={vge er: (£, ePL'M}cT'X.

La Condition (C5) entraine que le temps de premier retour de tout vecteur v? e e+ € S est donné
par 7(£T) (la distance entre les horospheres basées en T et passant par o et y10). De plus,
9ret) (Vo e e4) = V) o ¢+ (voir Figure 3).
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Figure 3. Section transversale pour I' =< h,p >

De maniere plus générale, pour tout n > 0 le temps de premier retour de 035_7£+ € S dans S

est donné par 7(v,;1¢1) et
Grriter) Wogme+) = Uil e

On remarque que pour tout vecteur v € {1 il existe un temps ¢ € R tel que g,v appartient a S
(sinon, un relevé de v en T' X aurait son bout & I'infini positif v dans la T-orbite d’un point fixé
par un élément de A). Ce dernier fait nous permet de construire 'identification entre (g:)|q, et le
flot de suspension au-dessus de (X, o) avec fonction plafond 7. En effet, observons que la propriété
de codage entraine que l’ensemble 0?L%(T") s’identifie avec ¥ en considérant (£,¢+) comme une
suite bilatéralle (w*(£7),w(£™)). Ici on considére w*(€~) comme étant la suite (..., b5 "2, b7 ), ol
w(€™) = (b]")iz1. Donc (w*(£7),w(E1)) représente les deux suites concaténées.

Soit ¥ I’espace symbolique unilatéral obtenu & partir de ¥ en oubliant les coordonnées
négatives. On définit la fonction 7: ¥t — R par

T(SL') = T(w_l(x)) = Bw_l(a:) (07 amo)’

ott w: LY(T) — ¥ est la fonction codage et a™ est le premier symbole de w~!(z). On étend 7 &
> en demandant qu’elle soit constante pour les suites bilatéralles qui partagent les coordonnées
au futur, c’est-a-dire qu’elle ne dépend que des coordonnées positives. On note encore ce plafond
7 : % — R. Ainsi, le flot géodésique (g:)|q, est codé par le flot de suspension sur YV = {(z,t) €
Y x R}/(z,s) ~ (o(x),s + 7(x)). Cela implique la propriété (2) de la conclusion du théoreme 4.32.
La propriété (1) suit du lemme 4.33 ci-dessous.

Lemme 4.33. Sous les hypothéses du théoréme 4.32, la fonction T : 3 — R ne dépend que des
coordonnées futures, elle est localement Hélder et bornée loin de zéro.

Démonstration. Le fait qu’elle ne dépend que des coordonnées au futur vient de la définition de
7. La régularité est démontrée dans [DP98, Lemma VII|. Soient x € £+ et £ = w™1(x) le point de
LO(T") associé & = par la propriété de codage. La fonction 7 satisfait

7(x) = Be(0,a™0) = By-me(a™™0,0).

Le dernier terme ci-dessus est positif. En effet, observons que a ™¢ = w™!(ox) ¢ Cy,+ et a ™o est
inclus dans ’enveloppe convexe de C,+ sur X x0X. Ainsi, la Condition (C5) s’applique directement.
Comme les domaines C,, pour a € AT, sont compacts et la fonction de Busemann est continue,
il existe une minoration strictement positive pour B,-m¢(a™"0,0). Cela implique bien que 7 est
bornée loin de zéro. O

Lemme 4.34. Sous les hypothéses du théoréme 4.32, le décalage de Markov (3,0) satisfait la
condition BIP. De plus, si N1 + No = 3, alors (X, 0) est topologiquement mélangeant.
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Démonstration. La condition BIP (voir définition 4.5) découle directement de la définition de
(¥, 0). Supposons maintenant que N1 + N2 > 3. Rappelons que le décalage (X, o) est topologique-
ment mélangeant si pour tout a,b € {a* : a; € A,m € Z} il existe N(a,b) € N tel que pour tout
n > N(a,b) il existe un mot admissible de longueur n de la forme aiis .. .4,—1b. L’ensemble des
mots admissibles est par définition I’ensemble

{(a?“)iez ta; € A,m; €7 et i1 # a;Vi € N}

Comme Nj + Ny > 3, étant donné n’importe quel couple de symboles dans {a]* : a; € A, m € Z},
disons a]™ et a5'?, on peut considérer un symbole a3 ¢ {a1,az} de sorte que les mots suivants sont
admissibles

ai™azaiag...a1a5? et ai'agaiasa; ...azay?.

Cela montre que le systeme est topologiquement mélangeant. O

Comme le lemme 4.34 ci-dessus montre les points (3) et (4), on a bien fini la démonstration du
théoreme 4.32.
O

En conclusion, sous les conditions (C5) et Ny + Na > 3, on a montré que (X, o) est un décalage
de Markov dénombrable topologiquement mélangeant qui satisfait la condition BIP, et que le pla-
fond 7 est localement Holder et borné loin de zéro. Ainsi, le flot de suspension (Y, ®) peut étre
étudié a partir des techniques présentées dans la Section 4.1.

On va décrire maintenant, du point de vue ergodique, le flot géodésique sur T X\p. Notons
Mg, Vespace de mesures de probabilité (g;)-invariantes portées par Q. Nous allons décrire la
différence entre Pespace Mg, et I'espace M, de toutes les mesures de probabilité (g;)-invariantes
sur T*X. Rappelons que dans I' on a les isométries hyperboliques A1, ..., hy,, chacune fixant deux
points au bord a l'infini. La géodésique joignant les points fixes de h; passe au quotient en une
géodésique fermée de X. On note v la mesure de probabilité équidistriburée le long de I’orbite
d’un vecteur unitaire tangent a cette géodésique.

Proposition 4.35. L’ensemble des mesures ergodiques dans Mg\Magq, est de la forme {vhi 1<
i < N1}. En particulier, pour toute mesure v € M2\ Mg, , on a h,(g) = 0.

Démonstration. Soit v € My\Mgq, une mesure ergodique et prenons v € T'X un vecteur v-
générique. Comme un vecteur générique est récurrent, 'orbite g;v ne s’échappe pas vers 'infini,
donc v n’est pas un point fixe d’un élément parabolique de I'. Supposons sans perte de généralité
que vt = &, pour certain 1 < ¢ < Nj. Soit v : R —> X la géodésique pointant vers &, avec
condition initiale 7/(0) = v et soit 7; la géodésique en reliant &, -1 avec &p,,. Par reparamétrage, on
peut supposer que 7;(0) est dans la méme horospheére centrée en &, et passant par w(v). D’apres
Ihyperbolicité du flot, la distance d(v;(t),v(t)) tend vers 0 & vitesse exponentielle. D’apres le
théoreme ergodique de Birkhoff, la mesure orbitale de v converge vers la mesure v,

Le fait que h,(g) = 0 pour toute mesure v € M\ Mg, est une conséquence du théoreme de
décomposition Ergodique, du théoréme de Jacobs (voir théoreme 1.13) et le fait que h,»; (g) = 0,
pour tout 1 <7 < Ny. O

Pour finir cette section, on donne une définition qui inclut toutes les hypotheéses nécessaires
pour assurer qu’on peut coder le flot géodésique de manieére d’obtenir les propriétés dynamiques
décrites ci-dessus. Le point clé de cette définition est qu’on sera en position d’utiliser les lemmes
4.33 et 4.34, et le théoreme 4.38 de la sous-section suivante.

Définition 4.36. On dit qu’un groupe de Schottky généralisé T satisfait la propriété (x) si la
Condition (C5) est satisfaite et Ny + Na = 3.

Définition 4.37. On dit que X est une variété riemannienne de type (x)-Schottky si X = X/T

avec X une variété riemannienne a courbures négatives pincées de dérivées partielles uniformément
bornées, et T un groupe de Schottky qui satisfait la propriété (*).
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4.2.3 Un outil symbolique

Cette section constitue la pierre angulaire de ce chapitre. On va trouver une relation entre la
valeur symbolique s, (voir sous-section 4.1.3) et le plus grand exposant critique parabolique de T.

Théoréme 4.38. Soit X une variété riemannienne de type (* )-Schottky et (Y, ®) le modéle sym-
bolique du flot géodésique, c’est-a-dire le flot de suspension sur (¥,0) avec fonction plafond T.
Alors

Sop = max{dy,, 1 < i < No}.

Démonstration. On montre d’abord que s, < max{d,,,1 < ¢ < Na}. Par définition, on a

P(o,—tr) = nlgl} - -11- i log ( Z exp (Z —tT(Jix)> XCr, (x))

=0

. 1 $
= n]gr}r vy log Z exp (ZZ;) —tB,-1(siz) (0, xi+10))

E=Tnas. . @nTnt1o

W
=

. 1 n
Al = log Z exp (Z —td(o, xiﬂo))

¢=Tizsant1o =0

La derniére inégalité vient du fait que d(x,y) > Be¢(z,y). En quittant les mots ayant A" (pour un
certain m) dans une position différente a la premiere, la somme

Z exp (Z —td(o, xiﬂo))

E=hi1z2...xn+180 i=0

est plus grande que

e~ td(o,h10) Z Z exp (i —td(o, C;ni0)> ,

(c1yeescn)€(ANRL)E (Mma,...,my )EL i=1

ol (A\hl) représente I’ensemble des mots admissibles de longueur n pour le codage dans I'alphabet
A*\h1 , C’est-a-dire ¢; # cl+17h+1 Soit k>1.Pourtout 0 <j<k—-1letl<i<N +Ny—1,
on pose

hisa, sil<

7 < N1 -1
Dit1-N,, si Ny <i

bitj(Ny+Na—1) = { SN+ N2 -1

Considérons n + 1 = k(N; + Ny — 1). En restreignant la somme ci-dessus aux mots avec ¢; = b;
pour tout ¢ = 1,...,n, on peut continuer la suite d’inégalités précédentes et obtenir

n
P(o,—t1) = Z exp (Z —td(o, b;”m)) ,
M1,y My €L i=1
ol le terme a droite est encore égal a
n
HZeXp —td(o,b}"0)).
i=1meZ

Par définition des b;, le dernier terme est égal a

Ny k /N, k
<H Z exp(—td(o, hzno))) <H Z exp(—td(o,p%”o))) .

=2 meZ

Ainsi, on déduit

(0]
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Nz
P(o,—tr) = <H Z exp(—td(o, h?o))) (H Z exp(—td(o,p?’a)))
N1+N2 i=2 mez i=1meZ
1
= mlog H P_y=(t,0).

aE.A\hl

En particulier, si t < max{d,,,1 < i < Na}, alors P(o, —tT) = +00, ce qui montre I'inégalité
Sy = max{dp,,l < i< No}.

Montrons maintenant Pautre inégalité. Soit (£!) le rayon géodésique [o0,w™! (o 1z)). En utili-
sant (4.10), on a

T(Uix) = Bw—1(01:$)(0, :L'iO)

B w1l (oit1r) (:ci_lo, O)
lim d(¢}, @i0) — d(&}, 0)

t—

= [ (ft’ ) + d(O, l‘iO) - C] - d(fz?vO)
= d(o,z;0) —C.
Ainsi,
exp(—tr(c'z)) < exp(tC) exp(—td(o, 2;0)).
Donc,

P(o,—tt) < limllog Z Z Hexp tC) exp(—td(o, a;"" 0))

n—<L N
an€A MY, ..My i=1

log (Ct H P<a>(t,o)) )

acA

En particulier, la pression P(o, —t7) est finie pour tout ¢ > max{d,,,1 < i < Na}. On conclut ainsi
la preuve du théoreme. O

Notons 0p mae := max{dp,,1 < i < Na}. L'exemple le plus facile & considérer est I’espace hyper-
bolique H2. Dans ce cas, on a d<p,~ = 1/2 pour tout i € {1,..., Na}, d’0lt 8 ez = 1/2. De maniere
plus générale, si ’'on remplace I'espace hyperbolique par une variété riemannienne a courbure sec-
tionnelle constante égale & —b?, alors 0y maz = b/2.

Rappelons que d’apres 1'égalité (4.3), l'entropie topologique hiop(®) d'un flot de suspension
vérifie hiop(®) = inf {¢ : P(0, —t7) < 0}. En particulier, en utilisant le théoreme 4.32 et la propo-
sition 4.35, on obtient

htop (g) = htop (‘I)) .

Par ailleurs, lorsque les dérivées partielles des courbures sectionnelles sont uniformément bornées,
Pentropie topologique du flot géodésique coincide avec 'exposant critique de I' (voir théoréme
4.22). Ainsi, dans ce cadre, on a

Or = hiop(P). (4.11)

Rappelons que la Condition (C4) de la définition d’un groupe de Schottky généralisé dit que les
éléments paraboliques de I' sont divergents. Cette condition implique forcément que 6, mar < Or
(voir théoreme 4.23). En mettant tout ensemble, le théoréme 4.38 et 'égalité (4.11) impliquent

Proposition 4.39. Soient X une variété riemannienne de type (x )-Schottky et (Y, ®) la représentation
symbolique du flot géodésique sur Qq. Alors sy < hiop(P).
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4.2.4 Perte de masse

Cette section contient le résultat le plus important de ce chapitre. On va tirer parti du codage du
flot géodésique pour donner des conditions suffisantes pour qu’une suite de mesures de probabilité
invariantes par le flot ne perde pas la totalité de la masse. Plus précisément, nous montrons que
la perte de masse d’une suite de mesures de probabilité invariantes par le flot géodésique est liée
a lentropie mesurée du flot géodésique.

Théoréme 4.40. Soit X = )N(/F une variété riemannienne de type (*)-Schottky. Alors pour tout
h > 0p mas il existe une constante m = m(h) > 0 avec la propriété suivante : Si (vy,) est une suite
de mesures de probabilité (g;)-invariantes ergodiques sur T*X satisfaisant h,, (g) = h, alors pour
toute limite vague v de (vy,), on a

v := v(T'X) = m.

De plus, la valeur dp maq est optimale dans le sens suivant : il existe une suite (vy,) de mesures de
probabilité (g;)-invariantes sur T X telle que

lim Ay, (9) = Opmaz €t vn — 0.
n—xw

D’une maniére informelle, une suite de mesures qui perd de masse est portée de plus en plus par
des voisinages de l'infini. En considérant la géométrie des groupes de Schottky, cela est équivalent
a donner plus de poids aux cusps de la variété. Comme les cusps sont définis a partir de I’action
des sous-groupes paraboliques du groupe, il n’est pas tres surprenant que la perte de masse soit
liée a ce type de sous-groupes.

Démonstration théoréme 4.40. Pour la premiere partie de la preuve, on va utiliser les résulats
symboliques de la Section 4.1. Malheureusement, pour montrer que la valeur 6, mq. €st optimale,
on ne peut pas bénéficier du codage, méme si ’on a ce type de résultats pour un flot de suspension
sur un décalage de Markov dénombrable (voir 4.15). Cela vient du fait que ’espace symbolique ne
partage pas la méme topologie de T X.

Soient h > 8, maz €t (Vpn)n une suite de mesures de probabilité (g;)-invariantes ergodiques sur
T'X, telle que h, (g) = h. Rappelons quune mesure (g;)-invariante ergodique est portée soit
par €, soit par T*X\y. D’apres la proposition 4.35, toute mesure ergodique dans Mg\ Mg, est
d’entropie nulle. On déduit ainsi que v, € Mg, pour tout n suffisamment grand.

Pensons maintenant au flot géodésique du point de vue symbolique. Soit ¥ : Qg — Y 'identi-
fication de )y avec la suspension Y, ou 7 est la fonction plafond. Les mesures images ¥, v, sont
toutes de la forme

1
d(W ) = Wdundt,

ol 1, est une mesure de probabilité o-invariante sur ¥. Comme la section transversale S = ¥~1% <
T'X est bornée, pour tout r €]0,inf,ex; 7()], il existe un compact K, « T*X tel que

U(K,)D>X x[0,r]/ ~.

En particulier,

Comme h < hy, (9) = hw,w, (), le théoreme 4.14 implique qu'il existe une constante M = M (h) >
0 telle que

J rdpin < M,

ce qui donne
r
n(Kr) 2 —.
val) >
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Sil'on pose m = infex 7(x)/M, alors v(T* X ) > m. Autrement dit, la masse de v satisfait [v| = m,
ce qui finalise la premiere partie de la preuve du théoreme 4.40.

Pour montrer que 6, 4. €st une valeur optimale, on utilisera des outils purement géométriques.

Rappelons que X est une variété quotient sous la forme X = X /T, ou I" est un groupe de Schottky
satisfaisant la propriété (x). Soit p € I' une isométrie parabolique d’exposant critique maximal,
c’est-a-dire telle que 6, = 0p,maz. Considérons la famille de groupes I';, =< p, h"™ > donnée par la
proposition 4.27. Ainsi, I’élément h € T" est une isométrie hyperbolique et '), est un groupe de type
divergent satisfaisant

lim ér, =6, (4.12)

n—x

et
n

lim —0, 413
n—o%K nye”P 6751“" d([L’, ’)/117) ( )

avec z € X. Soit mZM la mesure de Bowen-Margulis (normalisée) sur T'X /T',. Comme un groupe
de Schottky généralisé satisfait les hypotheses du théoréme 4.24, la mesure mZM est finie. De plus,
cette mesure maximise l’entropie du flot géodésique sur X /T (voir théoréme 4.22).

Soit ,, © X /Ty, Vensemble des vecteurs qui sont codés d’apres le théoreme 4.32. Notons Y,
la suspension de ¥, avec fonction plafond 7,. D’apres la construction du codage, on a bien que X,
est un sous-décalage de ¥ et le plafond 7, coincide avec 7|x, . En particulier, il existe une inclusion
naturelle Y;, < Y. Par ailleurs, I’ensemble €,, muni de la topologie induite par celle de T' X est
homéomorphe & Y,. On déduit ainsi I'existence d'une application « inclusion » p;,, : {2, < Q.
Cette application peut étre vue aussi comme la projection 7' X /T',, — T X restreinte & I’ensemble
2, En effet, 'inclusion Y,, < Y induit par construction I'inclusion Q, — Qo, ce qui implique en
particulier que p,, est la projection T*X /T, — T'X restreinte & ensemble ©,,. Comme la mesure
de Bowen-Margulis mZM est ergodique (voir théoréme 4.21) et d’entropie positive (voir théoréme
4.22), elle est portée par Q,. Ainsi, la mesure image v, = (p,)«mB™ définit bien une mesure
de probabilité (g;)-invariante sur . Elle induit une mesure sur 7' X, qu’on note encore v,,, par
restriction. Remarquons que

pn: (TYX /Ty, mBMY o (T' X, v,,)

est une conjugaison mesurable, donc h,,, (9) = hy,5m (g"), ou g'™ représente le flot géodésique sur
T'X/T,,. 11 découle donc de (4.12) que

lim hy, (9) = 6y = Opmaa-

On va montrer que v,, — 0. Cela est équivalent a montrer que pour tout compact K < X, la
mesure v, (T1K) — 0 lorsque n — c0. Dans ce cas la preuve du théoréme 4.40 serait bien terminée.
Les groupes I et I',,, étant des groupes de Schottky généralisés, sont des groupes géométriquement
finis. Notons C(T') (resp. C(T',,)) enveloppe convexe de L(T") (resp. L(T',)) dans X u 0X. Le coeur
de Nielsen associé a chaque groupe se décompose en la réunion disjointe d’'un compact et d’une
famille de cusps. Comme les groupes I',, sont tous de la forme I';, =< p,h™ >, il n’y a qu'un seul
cusp Cy associé a I'y,, isométrique a C(I'y,) n Be, (z)/ < p >, ot Be, est une horoboule centrée en
&, et passant par un certain point x € X.

Soit K ¢ X un ensemble compact et I:( le relevé de K dans X qui appartient au domaine de
Dirichlet Dy de T' contenant 'origin o € X. Soit D,, le domaine de Dirichlet de I';, contenant o.
Rappelons qu'un domaine de Dirichlet est un domaine fondamental particulier pour I'action du
groupe. Comme les translatés de Dy par les éléments de I' forment un pavage de X, il existe un
ensemble T,, < I" d’éléments de I' satisfaisant

(1) pour tout v1,v2 € Ty, avec 1 # 72, on a 1 (Int(Dg)) N v2(Int(Dy)) = &, et

(2) Pensemble D, est la réunion des translatés de Dy par les éléments de Ty, c’est-a-dire

U ’Y(DO) = Dn

YET,
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4.2. PERTE DE MASSE : DYNAMIQUE DU FLOT GEODESIQUE

Si mBM est la mesure de Bowen-Margulis (pas normalisée) sur X , on a par définition
vo(T'K) = m;"(p, (T'K))
1 ~ BM (1 (T
= — m,, (T (y(K
BN (TR T WEZTH (T"(v(K)))
1 - ~
< > MM ((K))).

mﬁM(Tl(ng (l’) N DO)) ~eT,

D’aprés (4.7) dans la proposition 4.25, la mesure mZM (T (B, (z) n Dy)) satisfait

iy (T (Bg, (x) 0 Do) =cp Z d(z, px)edrd@piz),

meZ

Or, la remarque 4.26 nous dit que la constante C}* peut étre choisie indépendamment de n. Ainsi,
il existe une constante C' > 1 telle que

m

%EM(Tl(ng(x) N Dy)) =c Z d(x,plmx)e—épd(x,pi z)
meZ

Décrivons maintenant un peu plus les éléments de T;,. Soit v = a]™...a]"" € T,,, ou a; € {p, h}

pour tout 1 <4 < r. Observons que puisque p € I',,, pour tout = € int(D,,), on a d(x,0) < d(x, po).
Pour une isométrie parabolique a € A on note U, 1 et U, 2 les enveloppes convexes dans X uoX
des deux composantes connexes de C,\{&,}. Ainsi, grace a la remarque 4.28, on peut supposer que
Dy = ﬂaeA()Z'\U[l), ou U, = U, si a est hyperbolique, et U, = U, 1 v Uy 2 si a est parabolique.
Observons que U, ()? \D,,) puisque p € I',,. En particulier, comme v(Dy) < D,,, on déduit que
ay # p. De nouveau par le fait que v(Dy) < D, le nombre m; satisfait |m;| < n. En résumant,
on a

yeT,=~=h"?. am, avec [k|<n. (4.14)

r

Lemme 4.41. Il existe une constante C' > 0 telle que

> mEM(T(v(K))) < C'n.
YET,

Démonstration. Soit @ : T'X — X la projection canonique 7(?) = x. Rappelons que la mesure
de Bowen-Margulis m2™ est portée par 'ensemble #~1C(T,,). Ainsi, d’aprés la construction des
mesures de Bowen-Margulis on peut supposer sans perte de généralité que Kc C(T1) n Dg.

Soit ¥ € T X un vecteur basé en z € D, tel que la géodésique ~; satisfait v < C(T'),). Comme
x € D,, il existe v € T}, tel que x € y(Dy). Par ailleurs, d’aprés (4.14), on a v = h*al*?..a™".
Supposons que mg # 0, ce qui implique en particulier que ay = p. Alors h %z € UI'), et donc 'une
des extrémités de h™"(v5) appartient & Cp. Autrement dit, I'une des extrémités de la géodésique
75 appartient a h¥C,. Or 45 < C(T,,), donc les extrémités de 5 appartiennent & 'ensemble
Cp U Cpn U Chn. Comme h*Cp N (Cp U Cp—n U Cha) = & si |k| < n, on a forcément |k| > n. Cela
contredit la condition sur k dans (4.14).

En conclusion, lorsque v(K) < C(T',), avec v € T,, on a mg = 0, et a fortiori m; = 0 pour tout
1 = 2. Autrement dit,

v(K) c C(T,) v = h*, pour un certain k€ [—n,n].

Par conséquent, on a

S EBMTI(R) = ) mBM (T (hk(R))).
~€eT,, k=—n+1

Par ailleurs, puisque h est une isométrie de X , I'inégalité (4.6) de la proposition 4.25 implique

Zn: me(Tl(hk(f())) < (2n — 1)De*rn P,

k=—n
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4.3. CONSEQUENCES

FIGURE 4.1 — Dans la figure on voit que h*C, n Cj,2 = & si k < 1.

olt D est le diametre de K. Comme les courbures sectionnelles sont négatives pincées —b? < K <
—1, Pexposant critique de T, est majoré par ép, < bdim(X). En posant ¢/ = 2De?0dm(X)D op
obtient 'inégalité désirée. O

Grace au lemme 4.41, on a bien

CcC'n
ZmeZ d(x7p;ﬁx)e—5rd(z7p;ﬂx) ’

v (T'K) <

Or (4.13) nous dit que le terme de droite dans l'inégalité converge vers 0, donc v, (T*K) — 0
lorsque n — o0. Cela conclut la preuve du théoreme 4.40. O

4.3 Conséquences

Les résultats symboliques et géométriques dans cette section motivent la définition suivante
d’entropie a I'infini.

Définition 4.42. Soit F = (f;) : X — X un flot continu d’un espace topologique séparé localement
compact. L’entropie a U'infini du systéme dynamique (X, F) est le nombre ho(F) défini par

hay(F) = sup limsup h,, (F),
vp—0 n—ox

ot le supremum est pris parmi toutes les suites de mesures de probabilité F-invariantes qui convergent
vaguement vers 0.

Corollaire 4.43. Soit (X,0) un décalage de Markov dénombrable topologiquement mélangeant et
d’entropie topologique infinie. Soit T : ¥ — R™ un potentiel & variation bornée et borné loin de
zéro. Soit (Y, ®) le flot de suspension associé, qu’on suppose d’entropie topologique finie. Alors
l’entropie a linfini du flot de suspension satisfait

Corollaire 4.44. Soit X une variété riemannienne de type (x)-Schottky. Alors Uentropie a linfini
du flot géodésique sur T'X satisfait
h”L(g) = 5p,mam~
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Annexe A

Géométrie en courbure négative

Dans cet appendice nous faisons une breve introduction aux concepts concernant la géométrie
des variétés dont les courbures sectionnelles sont négatives pincées.

Concepts basiques

Soit X une variété riemannienne complete simplement connexe, de dimension au moins 2 et a
courbures sectionnelles —b? < K < —1. Le fibré unitaire tangent 7' X est ‘une variété riemannienne
munie de la métrique de Sasaki induite par la métrique riemannienne sur X. Le bord a I'infini de X,
noté aX est 'ensemble des classes d’équivalence de rayons géodésiques asymptotiques. Pour tout
vecteur 0 = (z,7) € T*X il existe une unique géodésique v; : R — X qui satisfait les conditions
initiales

0 ~
Fr t:o%(t) =7.

75(0) =z et

De plus, la géodésique ;5 a exactement deux extremités (ou bouts) distinctes & l'infini, notées

vT = lim () et vt

t——

= lim 5 (?).

Si l’on fixe une origine o € X’ alors pour tout £ € 0X il existe un unique vecteur f) = (0,7) € X
tel que vt = £ En particulier, le bord & l'infini s’identifie avec S¢~1, ot d = dim(X ) Si 'on munit
X UoX de la topologie des cones, alors X U 0X est homeomorphe a la boule unité fermée dans
R?. Ainsi, 'espace topologique X U 0X est une compactification de X (voir [Bal95, Chapter I1]).

Rappelons que le flot géodésique (g;) agit sur T'X en envoyant un vecteur v € T'X a dis-
tance t (dans la base X) en suivant la géodésique orientée v5. Autrement dit, on a g:(v) =

(2 (2), 0/0s]s=17(s))- N

Une maniere ingénieuse d’étudier 'action du flot géodésique sur T'X est a travers des co-
ordonnées de Hopf. On note 7 : T'X — X la_ projection naturelle de T'X vers X définie par
7(0) =z, ot ¥ = (x, V). Soit d la distance dans X induite par la métrique de Sasaki.

Définition A.1. La fonction de Busemann B : 0X x X2 >R est définie comme la limite
Be(w,y) = lim d(z,&) - d(y. &),

ou € € 6)?, T,y € X et & est nimporte quel rayon géodésique ayant & comme bout a l'infini.

Proposition A.2. La fonction de Busemann satisfait

(1) Propriété de cocycle. Pour tout x,y,z € X et e 0X, on a

B§($7Z) = Bi(z7y) + Bf(yvz)'
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(2) Invariance par isométrie. Pour toute isométrie ¢ € Isom()?), on a
By (9w, ¢y) = Be(z,y).

On note 62;)? I'ensemble 0.X x 0X privé de la diagonal. Ainsi, le fibré unitaire tangent TLX est
identifié & 0°X x R en assignant & un vecteur 9 € 71X le point H(?) = (v, v*, By+ (0, 7(0))).

Coordonnées de Hopf

On montre aisément que cette identification est un homéomorphisme. De plus, le flot géodésique
agit par translation dans la troisieme coordonnée. En effet, comme le flot géodésique est défini de
sorte qu’on suive pendant un certain temps la géodésique determinée par un vecteur, les premieres
deux coordonnées sont fixées par I'action du flot. Soit & un rayon géodésique ayant v comme
bout & l'infini et passant par 7(?). Il s’ensuit que

B+ (O’ 7:E-(gt (i}))) = gli)ni d(O, ES) - d(ﬁ-(gt (’D))’ 58)
= sli)ni d(07 fa) - d(ﬁ-(gt(i)))’ 55) + d({)v gs) - d(ﬁa f.s)

= t+ By+ (Oaﬁ-(ﬁ))

L’égalité ci-dessus entraine en particulier que la coordonnée de Hopf H(g:(¥)), associée au vecteur
g+(D), correspond & H(g:(0)) = (v™,v™,t + 5), si H(D) = (v™,v7,s).

Définition A.3. Une horoboule centrée en & € 0X passant par x € )?, notée Be(z), est l'ensemble
Be(z) = {y€ X : Be(x) > 0}.

Une horosphere centrée en & € 0X et passant par x € )?, notée He(x), est le bord dans X d’une

horoboule, c¢’est-a-dire, un ensemble de niveau de la fonction de Busemann Be¢(zx,-).

En ce qui concerne a la dynamique du flot géodésique, on s’intéresse souvent aux ensembles de
points qui se rapprochent le long du temps par I"action du flot. On remarque que nous utilisons de
facon indistincte la notation d pour la distance riemannienne sur X et T X.

Définition A.4. Soit 5 € T'X. On définit les feuilles fortement instable et fortement stable en v,
notées respectivement W% (0) et W*5(0), par

W*u(5) = {w e T'X : lim d(g—0, g—w) = 0}

et
W*s (%) = {0 € T X - tliH;O d(g:v, gsw) = 0}.

On note ainsi W5 = {W*(3) : & € T'X} (resp. W* = {W*(?) : © € T X}) le feuille-
tage fortement instable (resp. fortement stable). Remarquons que les sous-variétés 7(W**(0)) et
7(W=5(?)) sont les horosphéres passant par 7() centrées respectivement en v~ et v*. Ainsi, la

feuille fortement instable W*%(3) est l’ensemble de vecteurs basés dans I’horosphére H,—(7(?))
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pointant de maniére perpendiculaire vers 'extérieur. De fagcon analogue on montre que la feuille
fortement stable W*%(0) est I’ensemble de vecteurs basés dans I’horospheére H,+ (7(0)) pointant de
mani¢re perpendiculaire vers Uintérieur. Les sous-variétés W**(v) et W**(0) sont des sous-variétés
plongées dans T1X.

W (3) et W (D).

Isométries

Soit X une variété riemannienne compléte simplement connexe de dimension au moins 2 et a
courbures sectionnelles pincées —b? < K < —1, avec b > 1. Les isométries de X, sauf 'identité,
se répartissent en trois types différents. Une isométrie elliptique fixe au moins un point dans X.

Une isométrie parabolique fixe un unique point dans X uoX , situé a linfini. Si € € 0X est un
point fixe d’une isométrie parabolique, alors cette isométrie préserve toute horosphere centrée en
£. Finalement, les isométries hyperboliques fixent exactement deux points situés a U'infini. Une telle
isométrie préserve la géodésique (appelée aze) qui a comme bouts & 'infini ces points fixes. De
plus, elle agit sur l'axe par translation. Soit v une isométrie hyperbolique. Notons v~ (resp. v*)
le point répulsif (resp. attractif) fixé par . La distance de translation de 7, notée [, est égale a

l’Y = BV+($,’}/Z’) = _B"/_ (‘/L'7’Y‘/L')a

pout tout x € X.

Distance de Translation de v

Il est bien connu le groupe d’isométries de X , muni de la topologie compacte-ouverte, est un
groupe topologique localement compact.
Définition A.5. Un groupe I' d’isométries de X est dit Kleinien, si
(1) Il est discret.

(2) Il est sans torsion, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de v € T' tel que 4™ = Id pour un certain
entier n # 0.
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(3) Il est non-élémentaire, c’est-a-dire qu’il ne laisse pas invariant un ensemble fini de points
dans X v 0X.

_ Ungroupe Kleinien agit de fagon libre et proprement discontinue sur X. La variété quotient X =
X /T est ainsi un variété riemannienne complete de dimension au moins 2 & courbures sectionnelles
pincées. De plus, son fibré unité tangent 7' X est le quotient 7' X = Tl)?/l". Si I’on consideére une
variété riemannienne X complete de dimension au moins 2 et a courbures sectionnelles pincées,
alors son revétement universel X, muni de la métrique riemannienne induite par celle de X, satisfait
les mémes propriétés sur la courbure et la dimension. Le groupe fondamental 71 (X) agit de fagon
libre et proprement discontinue sur X. De plus, cette action est par isométries et X = X /m1(X).

Soit (g¢) le flot géodésique sur T X. Pour tout v € T1X la feuille fortement instable W*%(v)
(resp. stable W#%(v)) de v est définie de maniere analogue comme dans l’espace de revétement
universel. Ainsi, si & € T'X est un relevé de v, alors W*(v) = W*%(%)/T" et W*5(v) = W*(3)/T.
De plus, les variétés fortement instables et stables deviennent des sous-variétés immergées dans
T'X.
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AUTOUR DE L’ENTROPIE DES DIFFEOMORPHISMES DE VARIETES NON COMPACTES
Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions 'entropie des systemes dynamiques différentiables définis sur
des variétés riemanniennes non compactes. Dans un premier temps, nous éclaircissons les liens
entre différentes notions d’entropie dans ce cadre non compact. Ensuite, nous utilisons ces premiers
résultats pour y étudier la validité de 1'inégalité de Ruelle. Rappelons ici que cette inégalité, pour
des difféomorphismes de variétés riemanniennes compactes, nous dit que l’entropie est majorée
par la somme des exposants de Lyapounov positifs. Nous montrons que, lorsque nous enlevons
I’hypothese de compacité, 'inégalité de Ruelle n’est pas toujours satisfaite. Nous obtenons ce
résultat en construisant une famille explicite de contre-exemples. En revanche, nous montrons,
dans le cas d'un difféomorphisme de comportement asymptotique linéaire, ou du flot géodésique
sur le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne a courbure négative, que l'inégalité de
Ruelle est toujours satisfaite. Pour finir, nous nous intéressons au probleme de la perte possible
de masse d’une suite de mesures de probabilité d'une variété riemannienne non compacte. Dans
le cas du flot géodésique, nous montrons que ’entropie permet de controler la masse d’une limite
vague de mesures de probabilité invariantes par le flot pour une classe particuliere de variétés
géométriquement finies. Plus précisément, nous montrons qu’une suite de mesures d’entropie assez
grande ne peut pas perdre la totalité de sa masse. De plus, le minorant optimal de ’entropie dans
ce résultat est 1ié & la géométrie de la partie non compacte de la variété : c’est I'exposant critique
maximal des sous-groupes paraboliques du groupe fondamental.

Mots-clefs : systémes dynamiques différentiables et théorie ergodique, entropie, exposants de
Lyapounov, groupes de Schottky, flot géodésique, perte de masse.

ON THE ENTROPY OF DIFFEOMORPHISMS OF NON COMPACT MANIFOLDS
Abstract

In this work, we study the entropy of smooth dynamical systems defined on non compact
Riemannian manifolds. First, we clarify some relations between different notions of entropy in this
setting. Second, we use these first results in order to study the validity of Ruelle’s inequality. This
inequality, for diffeomorphisms defined on compact Riemannian manifolds, says that the measure-
theoretic entropy is bounded from above by the sum of the positive Lyapunov exponents. We
show that without the compactness assumption, Ruelle’s inequality is not always satisfied. We
obtain this result by constructing an explicit family of counterexamples. On the other hand, we
prove, in the case of diffeomorphisms with linear asymptotic behavior, or that one of the geodesic
flow on the unit tangent bundle of a Riemannian manifold with negative curvature, that Ruelle’s
inequality is always satisfied. Finally, we are interested in the problem of the possible escape of
mass of a sequence of probability measures on a non compact Riemannian manifold. In the case
of the geodesic flow, we show that the entropy allows to control the mass of a weak®-limit of a
sequence of probability measures, on the unit tangent bundle of a particular class of geometrically
finite manifolds, which are also invariant by the flow. More precisely, we show that a sequence of
measures with large enough entropy cannot lose the whole mass. Moreover, the optimal lower bound
of the entropy in this result is related to the geometry of the non compact part of the manifold :
it is the maximal critical exponent of the parabolic subgroups of the fundamental group.

Keywords : smooth dynamical systems and ergodic theory, entropy, Lyapunov exponents, Schottky
groups, geodesic flow, escape of mass.



