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En primer lloc, al Capitol 1 s’estableixen definicions basiques i preliminars, alguns d’ells ja vists al llarg del Grau de
Matematiques -alguns d’ells els ometem- i d’altres que poden resultar nous, on es presenten algunes de les definicions
basiques de teoria de conjunts necessaries per postular I'axioma de ’eleccié i el lema de Zorn incloent la llista
d’axiomes de Zermelo-Frankael. He donat per sabuts coneixements de teoria dels nombres ordinals, tenint en compte
que el seu desenvolupament és molt llarg i tedids i és dificil de presentar de manera informal donant només quatre
pinzellades; alguns resultats que s’utilitzen els vam veure a ’assignatura optativa de Logica i Fonamentacié. En
canvi, he inclos teoria de nombres cardinals (sense posar-me fer teoria de classes i considerar classes de cardinals),
ateés que per demostrar la llei de tricotomia es fa servir I'axioma de ’eleccié. He decidit col-locar un lema previ molt
tediés per demostrar que laxioma de I’eleccié implica el lema de Zorn (el lema de Bourbaki) i conceptes previs de
teoria de l'ordre en aquesta seccid per tal que la seccié segiient quedés més polida.

He separat en dos capitols diferents (Capitol 2 i Capitol 3) aquelles equivaléncies conjuntistiques que considero més
basiques d’aquelles que no ho sén tan al tenir un flaire més pertinent a altres branques de les matematiques. El
Capitol 2 inclou ’equivalencia entre "axioma de I’eleccid, el lema de Zorn, el principi de la bona ordenacid, I'axioma
de V'eleccid, el principi de maximalitat de Hausdorff i el lema de Tukey. El capitol 3 inclou la seva equivaléncia amb
I'axioma de les eleccions multiples, el teorema d’Steinitz, el teorema de Tychonov, I’existencia d’ideals maximals i el
teorema de Tarski, algun d’ells amb demostracions de reciprocs i en d’altres ometent-les.

Al Capitol 4 demostrarem alguns teoremes que es dedueixen de 'axioma de D’eleccié: 'existéncia d’inversa per la
dreta d’una aplicacié exhaustiva (teoria de conjunts), els teoremes de Banach-Tarski (analisi funcional), I’existéncia
de conjunts no mesurables (teoria de la mesura), la paradoxa de Banach-Tarski (teoria de la mesura) i existéncia de
clausura algebraica d’un cos (teoria de cossos).

Al Capitol 5 demostrarem alguna versié feble de I'axioma de 1’eleccid, en particular 'axioma de les eleccions depen-
dents, que 'aplicarem per demostrar el teorema de la base de Hilbert.

Al Capitol 6 s’incorpora un apendix que conté diverses aplicacions del teorema de Hahn-Banach a I’analisi funcional
(en particular, versions geomeétriques) i una demostracié alternativa de la paradoxa de Banach-Tarski, juntament
amb alguna generalitzacié seva.
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Nombres naturals
Nombres enters
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1. INTRODUCCIO 1

1. Introduccio

Objectiu

L’objectiu d’aquest treball és establir alguns teoremes equivalents a I’axioma de 1’eleccid i enunciar i demos-
trar algunes de les seves aplicacions.

Motivacions

Una de les motivacions que m’ha portat a investigar sobre ’axioma de l’eleccid és el fet sorprenent que
descobreixes al principi dels estudis, en aquells moments que necessites establir amb més o menys rigor una
base axiomatica que et defineixen les construccions i les regles permeses en un raonament matematic a partir
de la qual se’'n desprenen la resta de resultats, que malgrat la seva solidesa i rigidesa aparent, delimitar queé
és un raonament matematic i qué no ho és té el seu punt de subjectivitat.

Recordem que s’ha demostrat que 'axioma de ’eleccié és indecidible a I'axiomatica de Zermelo-Fraenkel
(ZF), és a dir, si ZF fos consistent, aleshores tant ZF amb laxioma de Peleccié (abreujat ZFC, provenint de
Zermelo-Fraenkel Choice) com ZF negant I’axioma de I’elecci serien teories consistents (és a dir, 'axioma
de elecci6 és relativament consistent a ZF i independent a ZF). A més a més, 'axioma de I’eleccié sempre
ha generat controversia entre els matematics pels resultats paradozals que es poden obtenir a partir d’ell
(com ara la paradoxa de Banach-Tarski, que de manera informal ens diu que podem “clonar esferes” a través
d’isometries aplicades a un nombre finit de conjunts que fan una particié de l’'original), i encara actualment
és rebutjat per alguns matematics.

En particular, sense voler entrar en detall en qiiestions subjectives d’opinié personal i només per donar-ne
quatre pinzellades sense aprofundir en temes complexos de filosofia de les matematiques de les quals se
n’ha escrit molta literatura i hi segueix existint molt de debat, crec que aquesta suposada paradoza es pot
“resoldre” facilment o convertir-la en una idea més intuitiva si es pensa que ’aplicabilitat de les matematiques
a la vida quotidiana (en aquest cas particular, a la fisica) no és la totalitat de la disciplina; per exemple,
podem pensar que els conjunts no mesurables sén objectes matematics que, tanmateix, no s’utilitzen a la
fisica -de fet, només treballem amb conjunts borelians- i, per tant, aquestes clonacions d’objectes no es
poden dur a terme fora del context de les matematiques. En general, sén qiiestions que a mesura que la
disciplina avanga i s’amplia, especialment després de les transformacions en la concepcié de les matematiques
dels segles XIX i XX, han anat normalitzant 1'is d’aquest axioma per la seva vasta aplicabilitat.

Per tant, part de 'interes d’establir algunes equivaléncies d’aquest axioma roman en el fet que la negacié de
I’axioma de ’eleccié implicaria que aquestes formulacions equivalents de I'axioma, que apareixen em moltes
branques de les matematiques, serien falses. En canvi, acceptant ’axioma de 1’eleccié com a cert, aquestes
formulacions equivalents també serien certes i, de fet, la seva equivalencia ens permet afirmar que es podrien
agafar com a postul-lats alternatius de 'axioma. A més a més, també és una eina 1til que ens permet
escurcgar 'axiomatica de la teoria de conjunts de manera que se’'n dedueixen les seves aplicacions o versions
més febles a partir d’aquest, sense haver d’incorporar aquests nous resultats a la nova axiomatica.

Originalment un dels temes del meu interés que m’hagués interessat abordar -i que segueixen sent del meu
interes- pero que dificilment son abordables sense coneixements d’assignatures més avancades de Logica
matematica era la demostracié de la seva consistencia i indecidibilitat i les tecniques de demostracié d’a-
quest tipus de proposicions, ates que té el seu punt sorprenent respecte als resultats més habituals que
s’estableixen en matematiques pel fet de tenir conseqiiencies immediates sobre la propia fonamentacié de
les matematiques, com si aquesta disciplina s’autoalimentés recursivament en forma fractal a partir dels
seus propis fonaments. Tanmateix, ates que es tracta d’un treball del Grau de Matematiques on el tipus de
raonaments i demostracions segueixen un estil semiformal -o el que popularment se’n diuen “matematiques
per a un working mathematician”- i les aplicacions que en fem de ’axioma sén a nivell no tan fonamental
com en d’altres branques més rigoroses de la logica matematica, hem optat per ometre aquesta part i seguir
un estil de presentacié lleugerament més informal (demostracions semiformals).

També m’ha semblat interessant veure alguns exemples de versions de laxioma més febles que (potser)
alguns matematics reticents a acceptar I’axioma de 1’eleccié admetrien per tal de no renunciar a la totalitat
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de totes les seves conseqiiencies i veure una mica un petit reticle del seu diagrama d’implicacions. Com que
n’hi ha moltes i aquest treball no pot abordar-les totes, m’he limitat a fer-ne una seleccié basada en criteris
subjectius d’importancia o d’interes personal.

M’ha semblat interessant haver pogut treballar amb temes de disciplines tan diverses, atés que és un axioma
que s’utilitza en branques molt diverses (algebra, topologia, teoria de conjunts, analisi funcional, etc).

Continguts

En primer lloc, al Capitol 1 s’estableixen definicions basiques i preliminars, alguns d’ells ja vists al llarg
del Grau de Matematiques -alguns d’ells els ometem- i d’altres que poden resultar nous, on es presenten
algunes de les definicions basiques de teoria de conjunts necessaries per postular 'axioma de ’eleccid i el
lema de Zorn incloent la llista d’axiomes de Zermelo-Frankael. He donat per sabuts coneixements de teoria
dels nombres ordinals, tenint en compte que el seu desenvolupament és molt llarg i tedids i és dificil de
presentar de manera informal donant només quatre pinzellades; alguns resultats que s’utilitzen els vam
veure a l'assignatura optativa de Logica i Fonamentacié. En canvi, he inclos teoria de nombres cardinals
(sense posar-me fer teoria de classes i considerar classes de cardinals), atés que per demostrar la llei de
tricotomia es fa servir ’axioma de ’eleccié. He decidit col-locar un lema previ molt tedids per demostrar que
Paxioma de l'eleccié implica el lema de Zorn (el lema de Bourbaki) i conceptes previs de teoria de lordre en
aquesta seccio per tal que la seccid segiient quedés més polida.

He separat en dos capitols diferents (Capitol 2 i Capitol 3) aquelles equivaléncies conjuntistiques que con-
sidero més basiques d’aquelles que no ho sén tan al tenir un flaire més pertinent a altres branques de les
matematiques. El Capitol 2 inclou I'equivaléncia entre 'axioma de ’eleccid, el lema de Zorn, el principi de la
bona ordenacié, 'axioma de ’eleccid, el principi de maximalitat de Hausdorff i el lema de Tukey. El capitol
3 inclou la seva equivaleéncia amb 'axioma de les eleccions muiltiples, el teorema d’Steinitz, el teorema de
Tychonov, l'existencia d’ideals maximals i el teorema de Tarski, algun d’ells amb demostracions de reciprocs
i en d’altres ometent-les.

Al Capitol 4 demostrarem alguns teoremes que es dedueixen de axioma de I’eleccié: 1'existéncia d’inversa per
la dreta d’una aplicacié exhaustiva (teoria de conjunts), els teoremes de Banach-Tarski (analisi funcional),
lexisténcia de conjunts no mesurables (teoria de la mesura), la paradoxa de Banach-Tarski (geometria i
teoria de la mesura) i lexisténcia de clausura algebraica d’un cos (teoria de cossos).

Al Capitol 5 demostrarem alguna versié feble de 'axioma de 1’eleccid, en particular I’axioma de les eleccions
dependents, que 'aplicarem per demostrar el teorema de la base de Hilbert.

Al Capitol 6 s’incorpora un apendix que conté diverses aplicacions del teorema de Hahn-Banach a I’analisi
funcional (en particular, versions geometriques) i una demostracié alternativa de la paradoxa de Banach-
Tarski, juntament amb alguna generalitzacié seva.



Capitol 1
Preliminars

En aquest capitol s’estableixen definicions basiques i preliminars, alguns d’ells ja vists al llarg del Grau de
Matematiques -alguns d’ells els ometem- i d’altres que poden resultar nous.

1. Definicions basiques conjuntistiques

En aquest apartat es presenten algunes de les definicions basiques necessaries per postular 'axioma de
I’eleccio, que més endavant farem servir per establir I’equivalencia entre tres de les seves formulacions:
families de conjunts, particions i productes cartesians amb funcions d’eleccié.

Definim, des del punt de vista de la teoria de conjunts, la segiient nocié:

Definicié. Una parella ordenada de coordenades a i b és un conjunt de la forma {{a},{a,b}}. Aquest
conjunt el denotarem per (a,b), i direm que a és la primera coordenada i b la segona coordenada.

Remarca. Observem que podem reescriure les coordenades a i b de la parella ordenada z := (a, b) en termes
tnicament de z i les operacions basiques de la teoria de conjunts (la reunié i la interseccid).

Per a la primera coordenada, tenim:
Nz ={a};
NNz=a.

Per tant, a := NNz en termes de z. Per a la segona coordenada, tenim:
(NU2)U((UU2)\(UNnz))=(N{a,b})U((aUb)\a)=(and)U(b\a)="0.
Per tant, b:= (NUz) U ((UU2)\ (UN 2)) en termes de z.

Definicié. Una particié P C P(A) d’un conjunt A és un conjunt P de I subconjunts no buits de A disjunts
dos a dos i tals que la reunié de tots ells és A. Simbolicament, una particié de A és un conjunt P C P(A)
tal que:

(1) P # 0 per a tot P € P;
(2) bNP;=0peratoti,jel,i#j;
(3) A= U P.

pPeP

Definicié. Sigui I un conjunt d’indexs, i sigui {A;};c; una familia arbitraria de conjunts. El producte
cartesia d’aquesta familia, que denotarem per [],.; A; o []{As| i € I}, és el conjunt de totes les funcions f
amb domini I tals que f; := f(i) € A; per tot ¢ € I. Simbolicament:

HAZ-:: {f:I—>UAif(i)EAiperatotiEI}.

el el
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Diem que f; és la coordenada i-ésima de la funci6 f.

Diem que una funcié f: {A;}ier — J;c; A és una funcié d’eleccio si satisfa que f(A;) € A; per a tot i € 1.
Qualsevol de les funcions f € [[,.; Ai es pot identificar, a través de la bijeccié h: I — {A;},.; definida
per h(i) = A;, amb una funcié d’elecci6 de la familia {A;};c;. A partir d’ara anomenarem funcié d’eleccié
qualsevol de les dues formulacions.

2. Axiomes de Zermelo-Fraenkel

Els axiomes que se solen agafar per a la teoria de conjunts, que ens donen una idea intuitiva de que és un
conjunt a partir de proposicions que ens diuen com es comporten els conjunts (sense donar una definicié de
conjunt de forma explicita, ja que s’agafa com un concepte basic).

Escrivint la llista d’axiomes de Zermelo-Fraenkel-Choice (ZFC) -un dels subconjunts dels axiomes que ens
estableixen la teoria, alguns d’ells es poden intercanviar per d’altres de manera que s’obtingui el mateix- tan
en el llenguatge de la logica de primer ordre com en llenguatge col-loquial com al Jech (1997), tenim:
(1) Axioma 1 (Axioma d’extensionalitat):
Vulue X =ueY)=X=Y.

Si cada element d’un conjunt M és també un element de NN i viceversa i, per tant, M C N i N C M,
aleshores M = N. Més breument, cada conjunt esta determinat pels seus elements.
(2) Axioma 2 (Axioma dels Aparellaments):

Ya Vb dcVz (x €c=(x =aVax=0H)).

Per a tot a,b existeix un conjunt {a,b} que conté exactament els elements a i b.
(3) Axioma 3 (Axioma dels subconjunts / Axioma de comprensié / Axioma de separacid):

VX Vp IY Vu(u €Y = (u € X) A p(u,p)).

Si ¢ és una propietat (amb parametre p), aleshores per a tot X i p existeix un conjunt Y = {u € X | o(u,p)}
que conté tots aquells u € X que satisfan la propietat .
(4) Axioma 4 (Axioma de la Unid):

VX Y Vu(ueY=3z2(z€ X Au € z2).

Per a tot conjunt X, existeix un conjunt ¥ := UX, la unié de tots els elements de X.
(5) Axioma 5 (Axioma del conjunt poténcia):

VX FY Vu(ue Y =u C X).

Per a tot X existeix un conjunt Y := P(X), el conjunt format per tots els subconjunts de X.
(6) Axioma 6 (Axioma de l'infinit):

38 (0 € S[A(Vz € S)[xz U {u} € 5]].
(7) Axioma 7 (Axioma de substitucid):
Va [y [Vzlp(2,y,2) Aol 2,p) =y = 2|
=VX Y Wyly €Y = (Fz € X)| o(x,y,p)]

Si F' és una funcié, aleshores per a tot X existeix un conjunt Y = F[X]| = {F(z) | x € X}.
(8) Axioma 8 (Axioma de Fonamentacié / Regularitat):

VS [S#0 = (3zeSSnz=0.

Tot conjunt no buit té un €-element minimal.
(9) Axioma 9 (Axioma de l'eleccid): Per a tota familia de conjunts no buits existeix una funcié d’eleccié.

Vo € a JA(x,y) = Iz € a | Az, y(z)).



3. RELACIONS D’ORDRE

ot

El sistema d’axiomes formats per 1-8 corresponen als axiomes de la teoria de conjunts de Zermelo-Fraenkel
(sense ’axioma de D’eleccid) i es denota per ”ZF”. El sistema d’axiomes 1-8 llevat de 'axioma de substitucié
s’anomena teoria de conjunts de Zermelo, anomenada ”Z”. El conjunt d’axiomes 1-9 corresponent a la teoria
de Zermelo-Fraenkel amb l'axioma de ’eleccid, i es denota ”ZFC”.

Hi ha algunes discrepancies sobre que s’hauria de considerar per teoria de conjunts de Zermelo. Per exemple,
el llibre del Mendelson (1997), no inclou ni 'axioma de l’eleccié ni ’axioma de fonamentacié, mentre que
si que inclou axioma de substitucié. El llibre de ’Enderton (1997) inclou els axiomes de ’elecci6 i el de
fonamentacid, pero no inclou el de substitucio.

A partir de 'axioma dels subconjunts (3) i 'axioma de l'infinit (6) es pot deduir el que s’anomena 1’Axioma
del conjunt buit, que diu que existeix un conjunt que no té cap element:

IXVy(ly € x),
utilitzant que IX(X = X) i 0 := {u | u# u}.
Alguns llibres afegeixen I’Axioma del conjunt buit a la seva llista malgrat la seva redundancia per remarcar la

seva importancia. En el cas d’incorporar I’Axioma del conjunt buit, tindrem que I’Axioma dels subconjunts
es pot deduir de la resta d’axiomes (veure Keith Devlin).

3. Relacions d’ordre

En aquest apartat es defineixen els conceptes basics de teoria de I'ordre necessaris per enunciar el lema de
Zorn.

Definicié.
Sigui F un conjunt. Una relacié d’ordre (parcial) sobre el conjunt E, que denotarem per <, és un subconjunt
no buit ) # R C F x E que satisfa les propietats segiients:

e < és reflexiva. Simbolicament:

per a tot a € E, (a,a) € R.
e < és antisimetrica. Simbolicament:
per a tot a,b € E, si (a,b) € R1i (b,a) € R aleshores a = b.
e < és transitiva. Simbolicament:

per a tot a,b,c € E, si (a,b) € Ri (b,¢) € R aleshores (a,c) € R.
Notarem a < b = aRb := (a,b) € R. També definim a < b:=a <bia#b.

Un conjunt ordenat és una parella (E, <) on E és un conjunt i < una relacié d’ordre definida a E. Per abts
de llenguatge, usualment denotarem un conjunt ordenat (F, <) només pel conjunt E.

Remarca. En un conjunt totalment ordenat, qualsevol subconjunt finit té maxim.

Remarca. L’enunciat del lema de Zorn, que es troba a 15, no requereix el fet que les relacions d’ordre
) )

parcials necessariament hagin de satisfer la propietat antisimetrica. Tanmateix, tenint en compte que en

la majoria de situacions es treballa amb relacions d’ordre parcials antisimetriques, considerarem aquesta

propietat com a intrinseca a la definicio.

Definicié. Sigui F un conjunt ordenat. Diem que < és una relacié d’ordre total si es compleix la propietat
seglient: per a tot x,y € F aleshores x < y o y < x. Informalment, diem que qualsevol parell d’elements de
FE sén comparables.

Definicié. Sigui F un conjunt ordenat. Aleshores, direm que C C E és una cadena de E si és un conjunt
totalment ordenat amb la relacié <.
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Remarca. Es pot comprovar que si F és el conjunt de subgrups d'un grup G i C C E és una cadena,
aleshores la reunié Ugcc H també és un subgrup de G.

També es pot comprovar que si E és el conjunt d’ideals d’un anell commutatiu A i C C E és una cadena,
aleshores la reunié Ureel també és un ideal de A.

També podem comprovar que si E és el conjunt de subespais vectorials d’un espai vectorial i C C E és
una cadena, aleshores la reunié UgccH també és un subespai vectorial de F.

Més generalment, hi ha una série de classes d’objectes complint unes certes propietats (que aqui no definirem)
que, si les dotem d’algun ordre, ”es comporten bé” quan calculem la reunié d’elements d’una cadena d’aquestes
classes d’objectes, és a dir, que aquestes reunions també seran elements de les classes satisfent aquestes
propietats.

Definicions. Sigui (F, <) un conjunt ordenat, A C E un subconjunt ordenat de (E,<) iz € F un element.
Diem que x és una fita superior de A si x > a per a tot a € A.

Diem que x és un mazim de A si z és un fita superior de A i x € A. Analogament, diem que x és un primer
element o minim de A si x és un fita inferior de A i x € A.

Diem que x és un suprem de A si qualsevol fita superior de A és més gran o igual que z. Analogament, diem
que x és un infim de A si qualsevol fita inferior de A és més petita o igual que x.

Diem que a € A és un element maximal de A si no existeix cap element x € A tal que a < z.

Remarca. Observem que si (F, <) és un conjunt totalment ordenat i A C (E, <) és un subconjunt ordenat,
aleshores, si existeix un element s € E que és suprem de A, aquest és unic. En tal cas, denotarem s := supA.
Analogament, si existeix un element i € F que és infim de A, aquest és tinic. En tal cas, denotarem ¢ := inf A.

Exemple. Sigui E un conjunt. Considerem (P(E),C) := ({A | AC E}, Q) el conjunt de les parts de F
amb la inclusié. Observem que C és una relacié d’ordre a P(E):

(1) C és reflexiva, ja que A C A per a tot A € P(FE).
(2) C és antisimetrica, ja que si A i B subconjunts de P(E) sén tals que A C Bi B C A, aleshores A = B.
(3) C és transitiva, ja que si A, B i C subconjunts de P(F) sén tals que A C Bi B C C, aleshores A C C.

Per tant, hem vist que C és un ordre parcial. Tanmateix, aquest ordre no és un ordre total, ja que si |E| > 2
isiaibson dos elements de E tals que a # b (que existeixen per ser E de cardinal més gran o igual que 2),
els conjunts {a} i {b} de P(E) sén tals que {a} ¢ {b} i {b} ¢ {a} i, per tant, no comparables.

Si E és numerable, F = {aj,as,...,an,...}, 1 si ens restringim al subconjunt

C={0,{a1},{a1,a2},{a1,a2,a3},...}

format per una quantitat numerable de conjunts de forma que la seva construccié s’obté per adjuncié d’un
nou element de E diferent als del conjunt anterior, tenim que (C, C) és un conjunt totalment ordenat, ja que
0 C{a1} C{a1,a2} C{ai,az,a3} C ... 1, per la transitivitat de la relacié d’inclusié, tots els elements de P
sén comparables.

Observem que la cadena C té el conjunt E com a suprem, ja que la reunié de tots els elements és una fita
superior (per ser tots els elements de C subconjunts de E) i, a més a més, és la més petita, ja que si tinguéssim
un conjunt estrictament més petit que contingués tots els elements de la cadena, el conjunt format per aquest
conjunt afegint-li un nou element de E diferent dels anteriors no hi estaria contingut.

Definicions. Sigui (E, <) un conjunt ordenat. Diem que E és inductiu si tota cadena de E té fita superior
i diem que E és estrictament inductiu si tota cadena de F té suprem.
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Exemple. Agafem un anell commutatiu i unitari no trivial A, i considerem (P, C) el conjunt de tots els
ideals de A ordenats amb la relacié d’inclusié. Sigui C C P una cadena d’ideals no buida arbitraria i sigui
Iy:=U{I|IecC}

Comprovem que Iy és un ideal. Iy és no buit perque C és no buida. Si x, y € Iy, aleshores existeixen [ i
J ideals tals que x € T € Ciy € J € C. Com que el fet que C sigui una cadena vol dir que sempre puc
comparar els elements de la cadena, tenim que I C J o J C I. Podem suposar, sense perdua de generalitat,
que I C J. Aleshores, z,y € J i, com que J és un ideal, x +y € J, i si és de J també és de la reunio;
r+yeJCIly. Amésamés,siz €l CCiac€ A, aleshores ax € I C Iy. Per tant, Iy és un ideal.

A més a més, Iy és una fita superior de C, ja que, per definicié de Iy, tots els ideals de C estan continguts a
Iy.

Com que hem vist que aquesta construccié del conjunt I la podem fer per qualsevol cadena C arbitraria de
P, aleshores (P, C) és un conjunt ordenat inductiu.

4. Lema de Bourbaki

En aquest apartat es demostren alguns lemes tecnics previs a la demostracié del lema de Zorn a partir de
I’axioma de ’eleccid, com ara el lema de Bourbaki.

Per tal de demostrar el lema de Zorn a partir de I'axioma de 1’eleccié, necessitarem utilitzar un parell de
lemes teécnics. Anem-los a veure:

LEMA 1. Sigui E # () un conjunt. Sigui (P(E),C) ={A | A C E} el conjunt de les parts de E parcialment
ordenat per inclusid. Aleshores (P(E),C) és estrictament inductiu.

Demostracié: A 'exemple 2.3 hem demostrat que, efectivament, C defineix una relacié d’ordre parcial al
conjunt P(E) i, per tant, la relacié d’ordre esta ben definida (I'enunciat del lema té sentit).

Sigui C una cadena i Cy = |J{C | C € C}. Comprovem que és el suprem de C. Per a veure que Cy C F
només fem servir que la reunié de subconjunts de E és un subconjunt de E i, per tant, pertany a P(E).
Per tal de comprovar que és una fita superior de la cadena C, només cal adonar-se que C C Cy per a tot
C € C, ja que Cj és la uni6 de tots ells. Finalment, per a comprovar que és minimal amb aquesta propietat
(i, per tant, és suprem), suposem que existeix un altre conjunt C; que conté tots els elements de la cadena
Ci Cy C Cy. Aleshores, com que Cy també conté tots els elements de la cadena, també es té la inclusid
Cy C Cq, d’'on tenim Cy = Cy. Per tant, supC = Cj, tal com voliem comprovar.

Per tant, tenim que (P(E), C) és estrictament inductiu, tal com voliem veure. OJ

LEMA 2 (de Bourbaki). Sigui (X, <) # (0 un conjunt parcialment ordenat i tal que tota cadena T C X no
buida té un suprem a X. Si f: X — X és una funcid tal que x < f(x) per a tot x € X, aleshores existeix
un xo € X tal que f(xg) = xo.

Demostracié: Definim que un conjunt £ C X no buit és admissible si f(E) C E (és f invariant) i si el
suprem de qualsevol cadena no buida a F, que existeix a X per hipotesi, també pertany a E. Per hipotesi, X
és un subconjunt admissible de X. Si x € X, aleshores la interseccié de tots els subconjunts admissibles que
contenen x, que anomenarem A,, és admissible. Aix0 passa perque si {A;\ iel } son tots els subconjunts
de X admissibles que contenen x, aleshores A, := (,c; A% és tal que f(Az) = f(N;er AL) € Nier f(AL) C
Nic; AL = Az. Al pentiltim pas hem usat que f(A}) C A, i tota cadena no buida de A, té suprem a A,
perque conté la interseccié de tots els suprems de cadenes de {Ai}iel per a tot ¢ € 1.

Per hipotesi, X # (). Fixem un element a € X i considerem el conjunt A,. El primer pas de la demostraci6
consisteix en demostrar que A, és una cadena. Una vegada demostrat aix0d, podem fer el segiient argument:
Com que A, és una cadena, el seu suprem, que denotem per xg, pertany a X per hipotesi i, com que A, és
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un subconjunt admissible, aleshores xy € A,. Com que A, és admissible, f(A4,) C A,. Per tant, f(z() € A,.
Com que zg és una fita superior a A, f(xg) < 2. Per altra banda, tenim que xg < f(xg) per la propietat
que tenim com a hipotesi de f. Per tant, per la propietat antisimetrica de la relacié d’ordre parcial, tenim
que f(xg) = xo 1 el lema queda demostrat.

Per tal de veure que A, és una cadena, considerem el subconjunt C' format pels elements x € A, amb la
propietat que existeix una cadena no buida ) # C, C A, que conté a i z tal que

e g <y<zxperatotyeC,

o f(Ca\{z}) CCy, i

e el suprem de qualsevol subcadena no buida de C; és de C, és a dir, per a tota Cy C C, cadena tal
que Cy # 0, aleshores sup Cy € Cy,

ésadirque C:={x e A, 3 C,:0#C, C A} on els C, compleixen les propietats anteriors.

Observem que a € C perque podem agafar C, = {a} complint les propietats dels elements de C, ja que
a<y<aperatotye C,={a}, f(Co\{a}) =0CC, ={a}iel suprem de qualsevol cadena no buida
de C, és a C, perque C, és I"inica subcadena no buida que es pot formar, i conté a. Si z € C, de forma
que existeix una cadena C, complint les propietats dels elements de C', podem usar aquestes propietats per
veure que

(1) Ag = A, UC,.

Tenim que A, O C, per definicid, ja que al definir C, diem que C, C A,. A més a més, A, N A, és un
conjunt admissible que conté x i, per tant, conté A, per ser A, la interseccié de tots els conjunts admissibles
que contenen z, d’on tenim que A, O A,. Per tant, A, O A, UC,.

Per demostrar la inclusié inversa, és suficient demostrar que A, U C,, és un subconjunt admissible de X que
conté a ja que, en tal cas, la interseccié A, de tots els conjunts admissibles que contenen a estara contingut al
conjunt admissible A, UC, concret. L’element a € C,, i, per tant, a € A, UC,. Per veure que és admissible,
cal veure que f(A, UC,) C A, UC, i que el suprem de qualsevol cadena no buida de A, U C, pertany a
A, UC,. Comquex € Ay, A, UC, = A, U(Cy \{z}) 1 f(Az UCy) = f(A,) U f(Cy\ {z}) C A, UC,, per
ser A, un conjunt admissible i f(C, \ {z}) C C, per construccié dels elements x € C' (segon quadradet).

Per veure que el suprem de qualsevol cadena no buida de A, U C, pertany a A, U C,, agafem una cadena
no buida T'C A, U C, i denotem per u € X el seu suprem (que pertany a X per hipotesi del lema). Com
que A, és admissible, u € A, per definicié d’admissibilitat. Observem que

(2) y<zix<z semprequey € C,iz€ A,.

La primera desigualtat prové de la construccié dels elements x del conjunt C, mentre que la segona prové
del fet que el conjunt de tots els z € X tals que « < z és un subconjunt admissible de X que conté z i, per
tant, intersecant-lo amb els altres subconjunts admissibles, < z per a tot z € A,.

Si la cadena T té suprem a A, aleshores (2) implica que x < w i, per tant, el conjunt d’elements de la
cadena que pertanyen a A, forma una cadena a A, amb suprem u, ja que per (2) i la transitivitat de la
relacié d’ordre els elements de C, sén més petits o iguals que els de A, i, per tant, el suprem de les cadenes
T i A, NT coincideixen. Com que A, és admissible, u € A,. Altrament, la cadena té tots els seus elements
a Cy, i aleshores u € C, per la tercera de les propietats dels elements x € C.

Amb tot aixo, acabem de demostrar (1). Encara que no ho necessitem, observem que (1) i (2) ens ddna
A, N Cy = {z} sempre que C, existeixi. En aquest cas, C, = (4, — A;) U {z} és un conjunt completament
determinat per les propietats exigides en la seva construccié.

Tornant al fet que C és el subconjunt dels elements de A, tals que C, existeix, anem a veure que C' és
un conjunt admissible que conté a. En cas de ser cert, es dedueix que C O A, i, com que per construccid
C C A,, tenim que C = A,. Aquest fet, combinat amb (1) i (2), demostra que A, és una cadena: si x iy
sén de A,, (1) ens diuquey € A, oy € Cy, 1 (2) ens diu que x < y en el primer cas i y < z en el segon cas,
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que coincideix amb la definicié de ser cadena (pel fet de tenir una relacié d’ordre total). Per tant, quedaria
demostrat el teorema. Per tant, la demostracié acabara quan hagim vist que C és admissible i conté a.
Hem vist anteriorment que conté a. Ara ens cal veure que f(C) C C i que el suprem de qualsevol cadena
no buida de C pertany a C. Per la primera part, anem a veure que si x € C, aleshores Cy(,) existeix i es
pot prendre de forma que Cy,) = C, U {f(z)}. La propietat (1) ens demostra que C, U {f(z)} satisfa la
propietat a <y < f(x) per a tot y € C, U {f(x)} per ser f(x) € Ay, iel fet que 2 < f(x), i la propietat
que f(Cy) € Cp U{f(x)} es dedueix del fet que per C, es compleix la propietat f(C, \ {z}) C C, i, afegint
x al domini, tenim f(Cy) C Cp U{f(x)}. Qualsevol cadena no buida de C, U f(z) o esta continguda a Cy i,
en aquest cas, té la seva fita superior a x, o conté f(z) com a element i té f(x) com a fita superior (ja que
y <z < f(x) per a tot y € C, i, per tant, f(z) és el maxim de C, U{f(z)}). Per tant, efectivament, podem
prendre que Cy(,y sigui Cy U f(z).

Per acabar, sigui X, C C una cadena no buida qualsevol, i sigui u el seu suprem, que necessariament pertany
a Ag. Construim el conjunt (|J, Cz,) U {u}. Observem que aquest conjunt satisfa les tres propietats de C,,.
Per veure la primera propietat, veiem que a € (|J, Cz,) U {u} perque a € C,, per a tot a, a < y perque
a<uia<yperatotaiperatotyecCy,, ,persera<z,<yiy<uperatotye(J,Cs)U{u}) per
ser u el seu suprem. Per la segona propietat, f((U, Cz.)U{u}\{u}) = f(U, Cz.) =U, f(Cz.) €U, Ca €
(U, Ca)U{u}, on al peniltim pas hem usat la segona propietat dels C; . Per a la tercera propietat, si T' és
una cadena de (|, Cz,) U {u}, aleshores pot ser que aquesta cadena tingui I’element u i, per tant, u sigui
el seu suprem que pertany a (|J, Cz.) U {u} o bé tots els seus elements siguin de C,_ i, com que per la
tercera propietat de cadascun d’ells qualsevol cadena continguda conté el seu suprem, aleshores el suprem
de T també pertanyera a |J, Cz, € (U, Cz.) U {u}. Per tant, podem prendre C, = (|J, Cz..) U {u}. Per
tant, v € C, d’on concloem que C' conté el suprem de qualsevol cadena de C. Per tant, C' és un conjunt
admissible que conté a. [J

5. Conjunts ben ordenats i teorema de bona ordenacio

A continuacié, presentem la definici6 de conjunt ben ordenat i enunciem el teorema de bona ordenacié (també
anomenat teorema de Zermelo), que a lapartat segilent demostrarem que també és equivalent a 1’axioma de
leleccid i al lema de Zorn.

Remarca.

Recordem que si (E, <) # () és un conjunt totalment ordenat, zg € FE és un primer element de E si per a
tot x € F es té xg < .
Definicid.

Sigui (F, <) un conjunt parcialment ordenat. Diem que la relacié d’ordre < és un bon ordre si tot subconjunt
no buit S C E té un primer element. En tal cas, direm que (E, <) és un conjunt ben ordenat. Si per a un
conjunt E podem trobar una relacié < que satisfa que (F, <) és un conjunt ben ordenat, direm que F admet
un bon ordre o que es pot ben ordenar.

ENUNCIAT 3 (teorema de bona ordenacid). Sigui E un conjunt. Aleshores existeix una relacié d’ordre < tal
que (E,<) és un conjunt ben ordenat.

En altres paraules, tot conjunt es pot ben ordenar.

6. Cardinals

En aquest apartat, enunciarem i demostrarem algunes propietats dels nombres cardinals (on, en alguna de
les demostracions, fara falta utilitzar ’axioma de l’eleccid) que ens permetran demostrar la llei de tricotomia
dels nombres cardinals i, al capitol segiient, que dues bases d’un espai vectorial no trivial tenen el mateix
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cardinal. També afegirem algun lema sobre cardinals que necessitarem a la demostracié de 'existencia de
clausura algebraica d’un cos.

6.1. Definicié i resultats de cardinals. Anem a definir nocions basiques de cardinalitat i alguns teoremes
necessaris per a la proposicié 25:

Definicié. Diem que dos conjunts A i B sén equipotents si existeix una funcié f: A — B bijectiva. En
aquest cas, notarem A ~ B.

Remarca. La relacié ~ és una relacid d’equivaléncia, és a dir, compleix les propietats:

(1) A~ A (propietat reflexiva);
(2) A~ B = B~ A (propietat simétrica);
(3) A2 BiB~C = A~C(C (propietat transitiva).

La relacié esta ben definida, ja que si A ~ A’ amb b;: A — A’ bijectiva, B ~ B’ amb by: B — B’ bijectiva
i fi: A — B és bijectiva, aleshores by o f; 0 by ': A’ — B’ també és bijectiva i A’ ~ B'.

La reflexivitat es dedueix d’agafar aplicacié f = ida, la propietat simetrica d’agafar 1'aplicaci6é inversa de
la bijeccié entre A i B (que també és bijectiva) i la transitivitat d’agafar la composicié de les aplicacions
bijectives de A a B i B a C (que també és bijectiva, perque la composicié d’aplicacions bijectives és bijectiva).

A partir d’aquesta relacié d’equivalencia, es defineix la nocié de cardinal. En aquesta breu presentacio dels
nombres cardinals no s’entrara en detalls tecnics sobre la seva construccié axiomatica. De fet, en alguns
moments s’usara algun concepte que pot induir a paradoxes com ara la paradoxa de Russell, com ara el
conjunt de tots els conjunts equipotents a A amb A un conjunt donat o considerar el conjunt de tots els
nombres cardinals per poder-los dotar d’una relacié d’ordre. Aquestes paradoxes conjuntistes es poden
evitar fent servir la distincié entre el concepte de classe i el de conjunt. Aixi doncs, faig servir el terme
conjunt per referir-me a col-leccions d’objectes que pot ser que siguin classes en comptes de conjunts i que
caldria reemplagar convenientment, aixi com els termes funcid i relacio correspondrien a conceptes similars
per a classes.

Definicié. Sigui A un conjunt. Definim cardinal de A com la classe d’equivalencia A := {B conjunts | A ~ B}
formada per tots els conjunts que sén equipotents a A.

Exemple. Per a comparar els cardinals de Q i R, la prova de Cantor de la no numerabilitat de R ens assegura
que el cardinal de Q és diferent del cardinal de R, ja que Q ~ N mentre que R £ N i, per transitivitat,
R # N. Pero per a poder-los comparar necessitem definir una relacié d’ordre entre els dos cardinals.

Definicié. Per a qualsevol parell de cardinals A, B, definim la relacié < de la forma segiient: A < B si i
només si existeix una aplicacié injectiva f: A — B. Observem que en aquest cas f ens déna una bijecci6

f+ A= f(A) CB. DiremqueZ<§siinoméssij§§iZ7é§

A partir d’ara, sempre que comparem dos cardinals amb la relacié < ens referirem a aquesta relacié en
concret.

Remarca. Observem que la relacié < esta ben definida per a qualsevol parell de cardinals AiDB. Per fer-ho,

podem comprovar que no depén dels representants escollits de les classes A i B. Siguin A ~ A’ i B ~ B’
dos parells de representants de cada classe. Sigui g; una aplicacié bijectiva g;: A — A’ i go una aplicacié
bijectiva go: B — B’ (que existeixen per definicié de ~). Aleshores, si A < B, per definicié de < es té que
existeix una aplicacié f: A — B injectiva. Aleshores, 'aplicacié go o f o g;': A’ — B’ és injectiva (per ser
composicié d’aplicacions injectives). Per tant, la relacié < només depeén de les classes, i esta ben definida.

Observem que < és una relacié reflexiva, ja que donat un carginaLZ es té que l'aplicaci6 id4: A — A és una
aplicaci6 bijectiva (i, en particular, és injectiva) i, per tant, A < A.
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També tenim que < és transitiva. Si A < B i B < C, aleshores existeixen aplicacions injectives ft A= Bi
g: B — C i, com que go f és composicié de funcions injectives i, per tant, injectiva, tenim que A < C.

Si < fos una relacié d’ordre parcial, caldria veure que és una relacié antisimetrica, que és justament l’enunciat
del teorema de Schrioder-Bernstein que demostrem a continuacio:

]|
|

PRrROPOSICIO 4 (teorema de Schroder-Bernstein). Siguin A i B dos cardinals. Aleshores si A < B i
es té que A = B. En altres paraules, la relacid < és antisimétrica.

<

Demostracié:

Per hipotesi, existeixen f: A — Big: B — A injectives. Si f és bijectiva o g és bijectiva, aleshores A=B
i ja hem acabat.

Suposem, ara, que ni f ni g sén bijectives. Aleshores es té que f(A) # B i g(B) # A. Defineixo 'aplicacié
¢: P(A) = P(A) tal que ¢p(U) = A\ (g(B\ f(U))) per a tot U € P(A). Podem comprovar que I’aplicacié ¢
és creixent. En efecte, si U C V amb U,V € P(A), tenim:

fU)=f(V)= B\ (V) S B\ f(U)=g(B\ f(V)) Cg(B\f(U)) =
AN\ (g(B\ f(U)) € A\ (9(B\ f(V)) = o(U) € ¢(V).

Defineixo la familia de conjunts D := {U C A | U C ¢(U)}. Observem que D # (), ja que, en particular,
() € D per tenir-se ) C ¢(U) i ) C A (el conjunt buit és subconjunt de qualsevol conjunt).

Defineixo D := (Jy¢cp U. Anem a veure que D = ¢(D):

e D C ¢(D). Per a tot U € D, es tenen les inclusions U C ¢(U) i U C D. Aleshores, com que ¢ és una
aplicacié creixent i obtenim que ¢(U) C ¢(D), també s’obté que U C ¢(U) C ¢(D) per a tot U € D.
Llavors, D = Jyep U € Upyep ¢(U) € o(D).

e D D ¢(D). Com que ¢ és creixent i es compleix D C ¢(D), també es compleix ¢(D) C ¢(o(D)), d’on
per definicié de D obtenim que ¢(D) € D. Per tant, tenim la inclusié ¢(D) € Jyep U = D.

Definim D'aplicacié a trossos h: A — B tal que h(z) = f(x) siz € D i h(x) =g~ (z) siz ¢ D = ¢(D) per a
tot © € A. Observem que x ¢ D és equivalent a dir que x € A\ ¢(D) = A\ (A\ (¢(B\ f(D)))) = g(B\ f(D)).

Observem que h esta ben definida, ja que f té A com a domini i g~! estd definida a g(B\ f(D)). Observem
que h és injectiva perque f és injectiva i g=! és injectiva a g(B\ f(D)) (per ser g una aplicacié ben definida).
Observem, també, que h és exhaustiva. La funcié f és exhaustiva sobre D a f(D) (perque tota funcié
és exhaustiva a la seva imatge) i g~! és exhaustiva sobre g(B \ f(D)) perqué envia tots els elements de
g(B\ f(D)) a B\ f(D) (i també és exhaustiva perqué aquesta és la seva imatge). Per tant, com que

B = f(D)U(B\ f(D)), veiem que efectivament h és exhaustiva. Per tant, h és bijectiva i tenim A = B. O

Observem que en la demostracié anterior no s’utilitza I'axioma de 1’eleccié.

COROLLARI 5. La relacio < sobre els nombres cardinals és una relacio d’ordre.

Anem a veure una generalitzacié del teorema que ens permet afirmar que el cardinal de R (que es pot
demostrar que és un conjunt equipotent a P(N)) és estrictament major que el cardinal de N.

PROPOSICIO 6. Sigui A un conjunt i P(A) el seu conjunt poténcia (el conjunt format per tots els subconjunts
de A). Aleshores A < P(A).

Demostracié:

Suposem per reduccié a I’absurd que A= (A) i arribem a contradiccié. En aquest cas, existeix una funcié
g: A — P(A) bijectiva i, en particular, exhaustiva. Defineixo el conjunt B := {y € A |y ¢ g(y)}. Per
construccié, B C A. Com que g és exhaustiva, existeix z € A tal que g(z) = B C A. Si z € B = g(z),
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aleshores z ¢ g(z) = B isi z ¢ B = g(z), aleshores z € g(z) = B. Per tant, el conjunt B esta mal definit, i

arribem a una contradiccié que prové de suposar que A = P(A). O

Definicié. Direm que un conjunt A és enumerable si A = N := Ry. Diem que A és numerable si és finit o
enumerable.

Remarca. Observem que la reunié d’una quantitat numerable de conjunts numerables és numerable. Si
tots ells son finits i fem una reunié d’un nombre finit de conjunts, aleshores aquesta reunié és finita. Si un
dels conjunts d’una familia numerable de conjunts és enumerable, aleshores la seva reunié és enumerable (i,
en particular, també és numerable).

LEMA 7. Tot conjunt infinit té un subconjunt enumerable.

Demostracié: Sigui E un conjunt infinit. Sigui a; € F. Aleshores, per ser E infinit, £\ {a1} # 0. Sigui
as € E\{a1}. Repetint el procés, existeix az € F\{ai,az2} # 0. En general, definits a1, ..., a, € F elements
diferents, tenim que F \ {a1,...,a,} # 0. Aleshores existeix a,+1 € E\ {a1,...,a,}. Per induccié sobre N,
tenim que la successié (an)neny € E és un subconjunt enumerable de E. O

COROLLARI 8. Si A és infinit, aleshores Ny < A

Demostracié: Si B és un subconjunt enumerable (de cardinal Ry) que podem trobar a A pel lema 7,

aleshores I’aplicacié inclusié i: B — A és injectiva i, per tant, Ry < A. O
LEMA 9. Tot conjunt A enumerable admet una particid en dos conjunts enumerables.

Demostracié: Si A és enumerable, aleshores existeix f: N — A bijectiva (per definicié d’enumerabili-
tat). Considero la particié P; de N definida com P; := {A,B} on A := {n €N |nésparell} i B :=
{n € N | n és senar} (efectivament és una particié perqué¢ A i B sén no buits, recobreixen N i sén disjunts).
Aleshores, P; := {f(A), f(B)} és una partici6é de A (com que f és bijectiva, les imatges dels conjunts de P;
s6n no buides, recobreixen A i sén disjuntes). O

Prorosicid 10. Tot conjunt infinit admet una particié en conjunts enumerables.

Demostracié: Sigui A un conjunt infinit. Defineixo la familia
S :={P | P és una particié d’un subconjunt de A en parts enumerables} .

Aleshores S # 0, ja que pel lema 7 existeix un subconjunt enumerable B de A, i aquest subconjunt admet
particions enumerables (la particié trivial si considero P = {A} o una altra no trivial si utilitzo el lema 9).

A partir d’ara, considero la familia de subconjunts (S, C) ordenada per inclusié.

Anem a veure que (S§,C) és un conjunt inductiu amb aquesta relacié d’ordre. Per definicié, hem de veure
que tota cadena C C S té una fita superior. En efecte, si C := {P}, | k € K} és una cadena de S (que podem
suposar no buida perque S és no buit), aleshores puc definir la col-leccié P := | J; ¢ i Pk, és a dir, el conjunt
format per la reunié de totes les particions P C C.

Anem a veure que P és una partici¢: Com que C C S és no buida, P també és no buit. Cada U € P
pertany a algun Py i, per tant, és no buit i enumerable. Si U; € P; i U; € P; sén dos elements dife-
rents de P, aleshores, com que per ser C una cadena es té que P; C P; o P; C P;, han de pertanyer
a una mateixa particié i, conseqlientment, han ser disjunts. Per tant, P és una particié del conjunt
U{U | U € Py, per a algun k € K} C A i, per definicié de S, es té P € S.

A més a més, el conjunt P és una fita superior de la cadena C, ja que totes les particions P, € C estan
contingudes a la reunié P (en altres paraules, P és més fina que les particions Pr € C) i P € S. Aleshores,
com que (S, C) és un conjunt inductiu, pel lema de Zorn sabem que té un element maximal M.
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Defineixo F' := (J;;cpq U la reunié de tots els conjunts de M. Si el conjunt A\ F' fos infinit, aleshores el lema
7 ens permetria afirmar que existeix Z C A\ F' un subconjunt enumerable. Aleshores el conjunt M U {Z}
seria una particié d’un subconjunt de A en parts enumerables tal que M C M U {Z}, ja que per a tot
UeMtenim ZNU C (A\ F)NU = . Per tant, arribarfem a una contradiccié amb la maximalitat de M.
Per tant, A\ F és finit.

Hem vist abans que S és no buit i, per tant, M té algun element T'. Aleshores el conjunt 77 :=T U (A\ F)
és enumerable (ja que la reunié d’un conjunt enumerable i un conjunt finit és enumerable per 6.1), i (M \
{T})U{T'} és la particié de A en conjunts enumerables disjunts que buscavem. O

LEMA 11. Sigui S un conjunt infinit i E un conjunt. Suposem que per a tot s € S, es tenen Es C E no
buits i E; numerables de forma que E = |J, g Es. Aleshores S>F

Demostracié: Com que, pel teorema 10, el conjunt infinit S admet una particié P en conjunts enume-
rables, aleshores, per a cada P € P, el conjunt Ep = J,.p Es és numerable per ser reunié numerable de
conjunts numerables. Per tant, tant P com Ep séon numerables. Aleshores, existeix una funcié fp: P — Ep
exhaustiva.

A partir d’aquesta funcié exhaustiva fp, construim I'aplicacié f: S — E = [J,.g Fs definida com f(s) :=
fp(s). Aquesta aplicaci6 és exhaustiva per ser-ho fp per a tot P € P. Per tant, usant el corol-lari 36, tenim

que E < S, tal com voliem demostrar. [J

6.2. Llei de tricotomia dels cardinals. En aquest apartat, demostrem a partir del lema de Tukey la llei
de tricotomia dels nombres cardinals, que ens diu que la relacié d’ordre dels nombres cardinals definida a
1.3.6.1 és una relacié d’ordre total, és a dir, els cardinals de qualsevol parell de conjunts A i B s6n comparables
amb aquesta relacié.

PRO}iOSICié 12 (llgi de tricotomia dels nombres cardinals). Siguin A i B dos conjunts. Aleshores tenim que
0bé A<B,0obé A=DB o bé B < A.

Demostracio:
Si A=0o B =0, el resultat és clar. Suposem A # () # B.

Definim F := {f: U — B | f és injectiva i U C A}. Defineixo la relacié C sobre F de forma que f C g si
i només si g és una extensié de f. Ordenem, doncs, la familia de conjunts F per la inclusi6 C. Com que
A#01B#0, existeixen x € A iy € B. Considero laplicacié d: {z} — B tal que d(z) := y, que la puc
pensar com {(x,y)} per la definicié conjuntistica d’aplicacié. En aquest cas, tinc que {(z,y)} € F # 0.

Volem veure que F és una familia de caracter finit. Sigui f € F isigui g := {(21,91),-.., (@n,yn)} C f, per
a cert n € N, qualsevol subconjunt finit de f (ambdues aplicacions f i g pensades com a conjunts). Com
que f és injectiva i f és una extensié de g, aleshores g també és injectiva. Per tant, g € F.

Sigui, ara, f € A x B tal que tot subconjunt finit de f és de F. Anem a veure que f € F. Definim
U :={x € A existeix y € B que compleix (z,y) € f}, és a dir, el domini de f. Si per a un z € A existeixen
y1,Y2 € B tals que (x1,y1), (z2,y2) € f, aleshores {(z,y1), (z,y2)} és un subconjunt finit de f. Per tant,
{(z,11), (x,y2)} és aplicacié i, per tant, y; = y2. Com que aquesta propietat es compleix per a qualsevol z € A
arbitrari, aleshores f és una aplicacié. Si per a un y € B existeixen x1,z2 € A tals que (21,y), (z2,y) € f,
aleshores {(z1,y), (z2,y)} és un subconjunt finit de f i, per hipotesi, és aplicacié injectiva. Per tant, per
definicié, 1 = x2. Com que aquesta propietat es compleix per a qualsevol y € B arbitraria, aleshores f és
injectiva. Per tant, f € F.

Aleshores acabem de demostrar que F # ) és una familia de caracter finit. Pel lema de Tukey, existeix
h: D — B per a cert D C A tal que h € F és maximal amb la relacié d’inclusié C. Anem a veure que o bé

U = A i, aleshores, A = U < B o bé Im(h)= B i, aleshores, A > U = B. Si no es compleix cap de les dues
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coses, existeixen x ¢ U i un y ¢ Im(h). Aleshores h C hU {(x,y)} € F, fet que contradiu la maximalitat de

h. La desigualtat U < B es veu aplicant la injectivitat de I'aplicacié h mentre que la desigualtat A > U es
veu aplicant el corol-lari 5.1.36.

Per tant, tenim que o bé A< ?, obé A=B obé B < j, tal com voliem demostrar. [

Anem a veure un lema sobre cardinals d’unions i interseccions que ens sera 1til a la demostracié de I’existencia
de clausura algebraica de cossos:

LEMA 13. Sigui A un cos infint expressat com A= BUC amb BNC = (). Aleshores:

(1) 0 bé |B| <|C| o |C] < |BJ;
(2) si|B| < |C|, aleshores |BUC| =|C|;
(3) si|C| < |B|, aleshores |BUC| = |B].

Demostracié:

(1)
(2)

(3)

El primer apartat del lema és simplement una aplicacié de la llei de tricotomia 12 en aquest cas
particular.

Suposem que |B| < |C]. En tindrem prou veient que |C x {0,1}| = |C|, atés que aleshores tindrem
|C] < |BUC| < |C x {0,1}| =|C] i n’obtindrem la igualtat que es vol demostrar. Per demostrar-ho,
sigui D el conjunt de totes les parelles (D, f) tals que D C C'i f: Dx{0,1} — D és una funcié bijectiva.
Com que C ha de ser infinit, podem seleccionar un subconjunt infinit numerable D’ = {¢g, ¢1,...} C C.
Definint f': D’ x {0,1} — D’ a partir de la férmula f'(c,,?) = can44, observem que (D', f') € D de
manera que D # (). Com a la demostracié de 12, ordenem parcialment el conjunt D per la relacié <
definida per (D1, f1) < (D2, f2) si i només si D1 C Dy i fo és una extensié de fi;. De manera analoga
veiem que és un conjunt inductiu i, per tant, podem aplicar el lema de Zorn per obtenir un element
maximal (D, f). Aleshores f: D x{0,1} — D és una bijeccié i, per tant, |D x {0, 1} | = |D|. Per acabar
la demostracié, només ens falta veure que |D| = |C|. Com que C és infinit i D C C, n’hi ha prou amb
veure que C'\ D és finit per tal d’establir la igualtat. Suposem per tal d’arribar a contraadiccié que
C'\ D és infinit i escollim un subconjunt finit enumerable D = {cg,c1,...} € C'\ D. Com abans, hi ha
una bijeccié f: D x {0,1} — D que podem combinar amb la bijeccié f: D x {0,1} — D per obtenir
una bijeccié g: (D U D) x {0,1} — (D U D). Perd aquest fet contradiu la maximalitat de (D, f) a D.
Per tant, C'\ D és finit i obtenim el que voliem demostrar. [J

Analeg a (2) canviant els papers dels conjunts B i C.



Capitol 2
Axioma de I’eleccié (equivaléncies basiques)

En aquest apartat enunciarem i demostrarem les equivalencies més basiques i conegudes de l'axioma de
Ieleccié.

1. Caracteritzacidé de 'axioma de 1’elecci6é i observacions sobre el
seu us

Intuitivament, segons Bertrand Russell, I’axioma de 1’eleccié ens diu que “f selecciona un element de cadascun
dels conjunts”.

Anem a introduir aqui la primera caracteritzacié de ’axioma de 1’eleccié i agafarem qualsevol dels enunciats
equivalents segiients com a formulacions de ’axioma:

PROPOSICIO 14 (caracteritzacié de I'axioma de Peleccid). Sdn equivalents:

(el): Si H # 0 és una familia no buida de conjunts no buits de E, aleshores existeiz f: H — E tal que
f(H) € H per atot He H.

(€2): Si P és una particid de E, aleshores existeix un conjunt X C E que conté exactament un element de
cada P € P.

(e3): Si{E;| i€ I} és una familia no buida de conjunts no buits, aleshores [[,c; Ei # 0.

Demostracié: (el)=-(e2). Agafem H = P (que és una familia no buida de conjunts no buits, per la
primera condicié de ser P una particié). Per (el), tenim que existeix f: P — E tal que f(P) € P per a tot
P € P. Llavors X = {f(P) | P € P} té un element de cada P ja que es compleix per a tot P € P. A més
a més, X té un dnic element de cada conjunt de la particid, ja que la condicié f(P) € P ens assegura que
estem escollint exactament un element per cada conjunt P.

(e2)=>(e3). Sigui {E; | i € I} una familia no buida de conjunts no buits. Per cada i € I, definim E;’ :=
{(i,2) | x € E;} # 0 no buits per hipdtesi. Observem que sén disjunts dos a dos. Per tant, si agafem
E=U;e; E;’, aleshores {E/ |ie I} és una particié de E. Per (e2), existeix X’ C E’ que conté exactament
un element (i, z;) de cada F;’. Aleshores, I'aplicacié f: I — E tal que f(i) = z; € F; és una funcié d’eleccié,

és adir, f €], Ei #0.

(e3)=(el). Sigui H # ) una familia no buida de conjunts no buits de E. Aleshores, per (e3), existeix un
element f € [[cq H # 0 tal que f: " — Uyey H € E (ja que la reunié de subconjunts H de E és un
subconjunt de E) és una funcié tal que f(H) € H per a tot H € H (per definicié de producte cartesia). O

Anomenarem azioma de [’eleccié qualsevol de les tres formulacions anteriors.

Remarca. Existeixen molts casos particulars en els quals es disposa d’un criteri explicit a priori per poder
definir funcions d’eleccié.

15
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Per exemple, sigui C' la col-leccié de tots els subconjunts no buits de N. Aleshores el principi de bona
ordenacié (equivalent al principi d’induccié), que ens diu que tot subconjunt no buit dels nombres naturals
té un primer element, ens permet definir una funcié f: C' — N definida com f(S) = minS. Efectivament,
f és una funcié d’eleccié. Per poder construir aquesta funcié no hem fet s de I'axioma de 1’eleccid, ja que
I’hem pogut definir explicitament. En realitat, aquest exemple es pot estendre a col-leccions C' de tots els
subconjunts no buits d’un conjunt numerable indexat, agafant com a funcié d’eleccié aquella que a cada
conjunt li assigna l’element del conjunt amb I'index més petit.

Un altre exemple: Sigui ara C' la col-leccié de tots els intervals no buits S de R de llargada finita, que és
una colleccié no numerable. Aleshores la funcié f: C — R definida com f(S) = %5t que assigna a cada
interval el seu punt mitja és una altra funcié d’eleccié. En general, si donem col-leccions de subconjunts de
R seguint algun criteri de definicid, les condicions que ens determinen aquests conjunts poden definir-nos
una regla (possiblement més complicada) per definir funcions d’eleccié sense usar 1’axioma.

En canvi, si C és la col-leccié de tots els subconjunts de R, no queda gens clar com determinar un criteri
per escollir una funcié d’eleccié f (una de les dificultats prové del fet que C és un conjunt no numerable).
Donant una definicié prou precisa de trobar un criteri, es pot demostrar fent servir raonaments de teoria
de models que una tal funcié f no es pot trobar amb 'axiomatica de Zermelo-Fraenkel (ZF). Aleshores,
com que ’axioma de ’elecci6 és indecidible a ZF, és imprescindible estendre I’axiomatica a Zermelo-Fraenkel
Choice (ZFC) assumint com a cert I'axioma de eleccié dintre d’aquesta teoria per tal de poder assegurar
I'existencia de funcions d’elecci6 per al conjunt C'.

Meés generalment: Donada una col-leccié C' de conjunts S no buits, les regles de la logica formal de ZF només
ens permeten fer un nombre finit n de tries arbitraries de conjunts S (utilitzant la definicié de S # 0).
En el cas que |C| < oo, aquestes n = |C| tries ens defineixen una funcié d’eleccié sobre C. En canvi, si
|C| = oo, és necessari usar 'axioma de P’eleccié per tal de poder fer infinites t¢ries arbitraries, perd podrien
haver-hi altres maneres de construir funcions d’eleccié. La cita segiient de Bertrand Russell (a Introduction
to Mathematical Philosophy) reflecteix aquest aspecte:

<Per poder escollir un mitjé de cada parella d’'una col-leccié infinita de parelles de mitjons és necessari
I’axioma de 'eleccid, pero si en comptes de mitjons tenim sabates aleshores no és necessaris.

Una possible funcié d’eleccié per a les sabates podria ser, per exemple, “de cada parell de sabates escullo la
que correspon al peu esquerre”. Per a mitjons, en canvi, aquest criteri no es pot adoptar perque assumim
que sén indistingibles.

2. Axioma de l’elecciéo, Lema de Zorn i principi de bona ordenacid

En aquest apartat, veurem que ’axioma de ’eleccié és equivalent al lema de Zorn i al teorema de bona
ordenacio.

En primer lloc, enunciem el lema de Zorn:

ENuUNcIAT 15 (Lema de Zorn). Sigui (E <) un conjunt parcialment ordenat. Si E és un conjunt inductiu,
aleshores E conté (com a minim) un element mazimal.

En altres paraules, tot conjunt ordenat que satisfa la propietat que tota cadena té una fita superior, té un
element maximal.

En aquest punt, ja estem preparats per a demostrar 1’equivaléncia entre 'axioma de 'eleccid, el lema de
Zorn i el teorema de bona ordenacié.

PROPOSICIO 16. Son equivalents:
(1) L’azioma de l’eleccid.

(2) Ellema de Zorn.
(8) El teorema de la bona ordenacid.
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Demostracié:

e (1) = (2) Sigui F un conjunt ordenat inductiu. Volem demostrar que té un element maximal. Prenem
H:=PE)\{0} ={A| AC E}\ {0}. Per Paxioma de l’eleccid, existeix F': H — E tal que F(H) € H
(ben definida, perqué antiimatge per F' de tot element de E és un conjunt no buit, és a dir, {a} €
F~!(a) per a tot a € E). Definim una funcié f: E — E tal que:

Fz) = { x si  és maximal;
FlyeE|y>=x}) CE sizno és maximal.
Si z no és maximal, denotem H := {y € E | y > z}. Observem que, en tal cas, F(H) > z, per ser
F(H) € H={yeE|y>x} per definici6 de F. Aleshores, per la propietat reflexiva de la relaci6
d’ordre <, per a tot © € E es té z < f(z). Observem que l'aplicacié f satisfa les hipotesis del lema
de Bourbaki (2), ja que (P(E) \ {0} ,C) és un conjunt estrictament inductiu (utilitzant el lema 2.2.1)
i f: E — E és tal que per a tot = es compleix < f(x). Aleshores, existeix un xg € E tal que
f(xo) = xo. Per definicié de la funcid, f té com a punts fixos els elements maximals. Per tant, 2o és
un element maximal.
e (2) = (3) Sigui £ un conjunt, que podem suposar diferent del buit (E = ) estd ben ordenat amb
qualsevol relacié d’ordre). Volem demostrar que es pot ben ordenar. Sigui

B := {(B, <) conjunt ben ordenat amb B C E}

la familia formada per tots els subconjunts de E que es poden ben ordenar. Aleshores:

B és no buit: Si x € E, aleshores {x} € B es pot ben ordenar (qualsevol relacié d’ordre serveix, ja que
{2} és I'inic subconjunt no buit de {z} i té  com a primer element). Per tant, B # 0.

Per a ordenar B, definim la segiient relacié d’ordre: (B1,<;1) < (Bg2,<2) si By € Boi <3 € <5. A
partir d’ara diré que <i és restriccié de <o a By si <; C <,.

Comprovem que efectivament és una relacié d’ordre:

< és reflexiva, ja que By C By i <; és restriccié de <; (sempre és cert) implica, per definicié de <, que
(B1,<1) < (B1,<1).

< és antisimetrica, perque si tenim (B1,<1) < (B2, <3) i (B2,<2) < (B1,<1), aleshores B; C B,
By C By, <3 és restriceié de <5 i <5 és restriccié de <y, fet que implica que (By, <1) = (Ba, <2).

< és transitiva. Si (B1,<1) < (Bz2,<3) 1 (B2, <3) < (B3, <3), aleshores By C By C Bj i <; és restriccié
de <5 que és restriccié de <3. Per tant, By C B3 i <; és restriccié de <3, que per definicié de < implica
(B1,<1) < (B3,<3).

Vegem, ara, que (B, <) és un conjunt inductiu, és a dir, que tota cadena de (B, <) té una fita superior.
Observem que totes les cadenes de (B, <) sén de la forma C = {(B;,<;)| i € I} amb un conjunt
d’indexs I tal que els conjunts B; s’ordenen per inclusié i les relacions d’ordre <; sén totes elles tals
que <; és restriccié de <; per tot ¢,5 € I tals que ¢ < j. Aquest fet prové de com hem construit
la relacié <. Per tant, per tal de veure la inductivitat de (B, <), només ens fa falta trobar una
fita superior per a les cadenes C' d’aquesta forma. Anem a veure que, si B := J,c; B;, aleshores
Co == (Ujer Bi,Uer <i) = (B, <) és una fita superior de C' = {(B;,<;) | i € [}. Com que per a tot
x,y € B, tenim que x < y si i només si existeix ¢ € I tal que z <; y, 1 com que per a tot ¢ € I es té
que (B;, <;) sén conjunts ben ordenats, aleshores (B, <) també és un conjunt ben ordenat. Per tant,
(B,<) € (B,<). Observem, a més a més, que per a tot ¢ € I es té que (B;,<;) < (B, <), per ser
B; C Bi <; restricci6 de <. Per tant, (B, <) és una fita superior de C.

Utilitzant el lema de Zorn a la familia parcialment ordenada i inductiva (B, <), tenim que existeix un
element maximal (M, <) € (B, <), que és ben ordenat per ser de (B,<). Si M # E, aleshores existeix
x € E\ M, d’on tenim que M U {z} es podria ben ordenar, definint m < x per qualsevol m € M i M
un conjunt ben ordenat. Pero llavors es tindria que M C M U {z}, en contra de la hipotesi de ser M
maximal.

La contradiccié prové de suposar que E # M. Per tant, (M, <) = (F,<), que és un conjunt ben
ordenat.

e (2) = (1) Sigui H # 0 una familia arbitraria de subconjunts d’un conjunt E. Pel teorema de bona
ordenacié, E es pot ben ordenar (existeix una relacié d’ordre < tal que (F,<) és un conjunt ben
ordenat). Sigui f: H — F la funcié que envia conjunts H € H al seu minim, és a dir, f(H) = min H.
Observem que f(H) = min H € H, ja que, per ser < un bon ordre, tot subconjunt H de E té un
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primer element, que per definicié és min H, i aquest pertany a H per definicié. Per tant, f és una
funcié d’eleccié sobre H # () familia arbitraria de subconjunts de E. O

3. Axioma de ’eleccid, Principi de maximalitat de Hausdorff i lema
de Tukey

En aquest apartat, veurem que ’axioma de ’eleccié és equivalent al principi de maximalitat de Hausdorff i
al lema de Tukey.

A continuacid, presentem un altre resultat equivalent a l’axioma de l'eleccid: el principi de maximalitat
de Hausdorff. Aquest versié equivalent ens resultard especialment 1til a la demostracié del teorema de la
subbase d’Alexander, lema que ens servira per a demostrar el teorema de Tychonov.

Definicié. Una cadena mazimal (T,<) d’un conjunt (S, <) és una cadena (T,<) C (S5,<) tal que si
(C,<) C (5, <) és una altra cadena tal que T' C C, aleshores T' = C.

ENUNCIAT 17 (Principi de maximalitat de Hausdorf). El principi de mazimalitat de Hausdorff postul-la que
tot conjunt parcialment ordenat conté una cadena mazximal.

Ara, enunciem un altre resultat equivalent a I’axioma de 1’eleccié: el lema de Tukey. Per a fer-ho, necessitarem
definir la nocié de familia de caracter finit. Aquesta versié equivalent de I’axioma ens servira per a demostrar
que tots espais vectorials no trivials tenen una base.

Definicié. Diem que una familia de conjunts F és de cardacter finit si es compleix:

(1) Si Ae FiF C A és finit, aleshores F' € F.
(2) Si tot conjunt F' € A subconjunt finit és de F, aleshores A € F.

LEMA 18 (de Tukey). Tota familia de conjunts F # 0 de caracter finit ordenada per inclusid té un element
mazimal.

ProprosiciO 19. La reunid dels conjunts d’una cadena d’una familia de cardcter finit F és de F.

Demostracié: Sigui C una cadena arbitraria de (F,C) i T := [Joee C la seva reunié. Per definicié de
familia de caracter finit, per tal de veure que T' € F en tenim prou amb veure que qualsevol subconjunt finit
de T és de F. Sigui F := {z1,...,z,} C T, doncs, un subconjunt finit qualsevol. Aleshores, per definicié
de reunid, existeixen Bi,..., B, € C tals que z; € B, per a tot j € [n]. Com que C és una cadena, existeix
jo € [n] tal que B; C Bj, per a tot j € [n]. Per tant, F' C B;) € C C F. Com que F és de caracter finit,
aleshores F' € F, i tenim el que voliem demostrar. [J

A continuacié, demostrem ’equivaléncia entre el lema de Zorn, el lema de Tukey i el principi de maximalitat
de Hausdorff.

ProprosiciO 20. Sén equivalents:

(1) Ellema de Zorn.
(2) Ellema de Tukey.
(8) El principi de mazimalitat de Hausdorff.

Demostracié:

e (1) = (2) Anem a veure que si per a qualsevol conjunt parcialment ordenat en el qual tota cadena
té una fita superior existeix un element maximal (lema de Zorn), aleshores per a qualsevol familia de
caracter finit F, i per a qualsevol conjunt X € F, existeix un conjunt ¥ € F tal que X CY iY és
maximal respecte la relacié C (lema de Tukey). Sigui £ un conjunt i F := {F;},.; € P(E) una familia
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de caracter finit no buida. Pel lema de Zorn és suficient demostrar que qualsevol cadena de F té una
fita superior. Observem que podem ordenar F per inclusid, és a dir, (F,C) és un conjunt parcialment
ordenat amb la relacié d’ordre C. Amb aquesta relacié d’ordre, podem veure que, per a tot element
B € F, el conjunt {B} és una cadena (per la propietat reflexiva, {B} C {B}), que té B com a fita
superior i B € F.

Més generalment: Sigui C = (F;);ejcr C F una cadena. Anem a veure que aquesta cadena té una fita
superior, | J;c ;c; Fi, 1 que aquesta fita superior pertany a F. Sigui D un subconjunt finit de (J;. ;¢ Fi-
Aleshores qualsevol element d € D satisfa d € F; per a algun i € I. Com que D és finit i (Fi);ng]
és una cadena, existeix k € J tal que D C F}j. Pero F} és un element de la familia de caracter finit i,
per tant, tots els seus subconjunts finits sén de la familia. Aleshores D € F. Per tant, tot subconjunt
finit de | J;cjc; Fi és de F. Per ser F familia de caracter finit, tots els conjunts tals que tots els seus
subconjunts finits pertanyen a F sén de F. Aleshores tenim que Uicscr Fi € F. En realitat, veure que
aquesta reuni6 pertany a la familia F és una aplicacié de la proposicié 19.

Com que |J;c jc; Fi és una fita superior de la nostra cadena arbitraria, concloem que totes les cadenes
de la familia tenen una fita superior i, pel lema de Zorn, F té un element maximal.

(2) = (3) Sigui (A, <) un conjunt parcialment ordenat. Anem a veure que A té una cadena maximal.
Sigui C la familia de tots els subconjunts de A totalment ordenats (cadenes).

Veiem que C és una familia de caracter finit: Sigui B € C una cadena. Aleshores tot subconjunt finit de
B també és una cadena (perque tot subconjunt d’un conjunt totalment ordenat és totalment ordenat)
i, per tant, també pertany a C. Sigui, ara, B un conjunt de A tal que tots els seus subconjunts finits
sén de C, és a dir, sén cadenes. Si B és finit, aleshores B C B € C és una cadena. Si B és infinit,
agafem by, bs € B dos elements qualsevol. Aleshores S = {b1,b2} C C és un subconjunt finit de C que,
per hipotesi, és una cadena. Per tant, by < by 0 by < b;. Com que aquesta propietat es compleix per a
qualsevol parell d’elements de B, aleshores B € C és una cadena. Per tant, C és una familia de caracter
finit.

Aplicant el lema de Tukey a la familia C, tenim que C té un element maximal. Com que C I’hem
definit com la familia de totes les cadenes de A, tenim que aquest element maximal és, precisament,
una cadena maximal.

(3) = (1) Anem a veure que si tot conjunt parcialment ordenat (A, <) té una cadena maximal, aleshores
tot conjunt inductiu té un element maximal. Sigui (A, <) un conjunt inductiu, és a dir, tal que tota
cadena de A té una fita superior. Pel principi de maximalitat de Hausdorff, existeix una cadena maximal
B C A. Per hipotesi, existeix una fita superior ¢ € A de B. Anem a veure que ¢ és un element maximal
de A. Suposem, per reduccié a l'absurd, que existeix d € A tal que d > ¢. Aleshores B U {d} és una
cadena de A, ja que B és una cadena i d > b per a tot b € B (d és comparable amb tot element de B)
per transitivitat de la relacié d’ordre amb c. Perd BU{d} és una cadena de A que conté B estrictament
(per ser d ¢ B), en contra de la maximalitat de B. Per tant, ¢ és un element maximal de A. O






Capitol 3
Resultats equivalents

En aquest apartat enunciarem i demostrarem algunes equivalencies basiques de 'axioma de l’elecci6. La
primera equivalencia és de teoria de conjunts i teoria de l'ordre i ens permet reescriure I’axioma de 1’eleccid
com un axioma que s’anomena I’axioma de les eleccions multiples. A continuacié, demostrem la versié general
(per a espais vectorials infinits) del teorema d’Steinitz (algebra lineal). Tot seguit, demostrem 'equivaléncia
de laxioma de I’eleccié i el teorema de Tychonov (topologia). Després demostrarem que I’axioma de ’eleccié
implica D'existéncia d’idaels maximals (sabem que el reciproc és cert, perd n’ometrem la seva demostracid).
Finalment, com a curiositat, enunciarem sense demostrar un teorema de nombres cardinals que va portar
certa polémica, el teorema de Tarski.

1. Equivalencies basiques addicionals de ’axioma de 1’eleccio

En aquest apartat, anem a veure algunes equivalencies addicionals de ’axioma de 1’eleccié que no hem vist
anteriorment i que tenen a veure directament amb teoria de conjunts i teoria de 'ordre. Anem a veure que
és equivalent a ’axioma de les eleccions miiltiples i al principi de les anticadenes.

L’axioma de les eleccions multiples es pot enunciar de la manera segiient:

PropPoSICIO 21. (Azioma de les eleccions miiltiples) Per a tota familia F de conjunts no buits, existeir una
funcié f en F tal que per a tot X € F, F(X) és un subconjunt no buit de X (0 # F(X) C X ).

Anem a donar la definicié d’anticadena:

Definicié. Una anticadena en un conjunt parcialment ordenat és una cadena tal que tots els seus elements
sén incomparables.

ProrosiciO 22. Les segiients proposicions sén equivalents:

(1) L’Azioma de l’eleccid.

(2) L’Azioma de les eleccions maltiples.

(8) El principi de Uanticadena: Tot conjunt parcialment ordenat t€ una anticadena mazimal.
(4) Tot conjunt linealment ordenat admet un bon ordre.

(5) El conjunt poténcia d’un conjunt ben ordenat pot ser ben ordenat.

Demostracié:

e (1) = (2) Sigui f: F = UxerX una funcié d’eleccié (és a dir, f(X) € X per a tot X € F). Sigui
ara F: F - {Y #0|3X e FY C X} tal que F(X) = {f(z)}. Aleshores F satisfa les hipotesis de
Paxioma de les eleccions multiples, ates que FI(X) = {f(X)} és un conjunt no buit i, com que f(X) € X,
aleshores F'(X) = {f(X)} C X. Per tant, es compleix 'axioma de les eleccions multiples.

21
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e (2) = (3) Sigui (P, <) un conjunt parcialment ordenat. Aleshores per I’axioma de les eleccions multiples
existeix una funci6 f: P(P) — {Y #0 | 3X € P(P) Y C X} tal que per a tot X C P, X # ), f(X)
és un subconjunt finit no buit de X.

Definim g(X) per a tot X C P com g(X) := {z € f(X) | z és minimal amb <}. Aleshores g(X) és
una anticadena no buida finita, atés que cap d’aquests elements minimals s6n comparables (altrament,
algun d’ells no seria minimal).

Ara anem a construir una anticadena maximal utilitzant el principi de recursié transfinita. Sigui
Ap :=g(P) i, si & € Ord és un ordinal, aleshores A, := g(X), on

X :={z € P | x no és comparable amb cap element de Ugcora {Ap | 5 < a}}.

Finalment anem a veure que A := UycordAa és una anticadena maximal de P. En efecte, per cons-
truccié, és una anticadena, ates que cap dels seus elements sén comparables. Suposem per reduccié a
I’absurd que existis algun element a € P tal que a no fos comparable amb cap element de A. Aleshores
també existeix algun element de P que és comparable amb a, minimal amb la relacié <, i que no
pertany a A. Pero per construcci6 de A, a € A, per a algun a € Ord, fet que és una contradiccié. Per
tant, A és una anticadena maximal de P.

e (3) = (4) Sigui (@, <) un conjunt ordenat. Pel principi de bona ordenacié, sabem que @) es podra ben

ordenar si podem trobar una funcié d’eleccié del conjunt potencia P(Q).
Sigui P :={(X,z) | X €@, x € X}. Defineixo l'ordre parcial <p a P per (X,z) <p (Y,y) si i només
si X =Y iz <y. Pel principi de 'anticadena, (P, <p) té una anticadena maximal A i A és, clarament,
una funcié d’eleccié que a cada conjunt de @ li assigna un element d’aquest conjunt, atés que si existis
algun X C @ no buit tal que (X, X) N A = @, aleshores afegint qualsevol element de la forma (X, b)
amb b € X (no buit) a A arribarfem a una contradiccié amb la maximalitat de A i, per tant, la funcié
esta ben definida a P(Q) i efectivament 1i assigna un element d’aquest conjunt.

e (4) = (5) Sigui X un conjunt ben ordenat amb <. Considerem en P(X) l'ordre lexicografic definit
per A, B € P satisfan A <jox B si i només si al pensar A, B C X com a subconjunts de X totalment
ordenats amb lordre induit com a subconjunt i escrivint-los com A := (a;)icq i B := (b;)iep amb
a, B € Ord ordinals amb « < [ sense pérdua de generalitat, o bé a; = b; per a tot i € a 0 bé existeix
algun ordinal k£ < « tal que a; = b; per a tot ¢+ < ki ap < bg. Observem, doncs, que tot parell
d’elements de P(X) sén comparables. El bon ordre del conjunt X juntament amb el bon ordre dels
nombres ordinals ens permeten comprovar que (P(X), <jex) és un conjunt ben ordenat.

e (5) = (1) Assumim que el conjunt poténcia de tot conjunt ben ordenat és un conjunt ben ordenat.
Aleshores només fa falta demostrar que per a qualsevol ordinal limit «, la familia V, de tots els conjunts
de rang inferior a o pot ser ben ordenat.

Sigui a un ordinal limit fixat, i sigui x l'ordinal més petit tal que existeix una funcié bijectiva de k a
V. Aleshores per hipotesi el conjunt potencia de k pot ser ben ordenat.

Definim Wy on Vg :={J,_4 V5 com un bon ordre de Vs tal que 1 < (2 implica Vs, < Vj, per a tot
B < a(ésadir si X,Y € Wg, aleshores X <Y sirang(X) < rang(Y)) amb Wy =0 (ben ordenat) i 8
un ordinal limit. Ara, si 8 =+ 1, V3 és el conjunt potencia de V. V, és un conjunt ben ordenat per
W., (per hipotesi d’induccid) i per tant hi ha una correspondencia bijectiva amb un ordinal A < k. Per
tant, tenim una bona ordenacié Wjs del conjunt potencia de V., de manera que tots els seus conjunts
estan ben ordenats. Per tant, atés que qualsevol conjunt X pertany a algun V, i, per transitivitat,
X C V, ben ordenat, qualsevol conjunt es pot ben ordenar, fet que implica 'axioma de I'eleccié. [

Bases d’espais vectorials

En aquest apartat es recorden algunes nocions basiques dels espais vectorials i es demostra l’existencia de
bases dels espais vectorials no trivials i que dues bases d’un espai vectorial tenen el mateix cardinal.

Definim, en primer lloc, els conceptes de combinacié lineal, sistema de generadors, conjunts linealment
independents i bases. Donem per sabuts coneixements sobre alguns conceptes i propietats basiques d’espais
vectorials.
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Definicié.

Sigui K un cos, F un K-espai vectorial i 4 € E un vector. Direm que u és una combinacid lineal d'un conjunt
finit de vectors uy,...,u, € E, amb n € N, si existeixen escalars A1, ..., \, € K tals que u =1 | \ju;.
Definicié.

Sigui K un cos. Sigui £ un K-espai vectorial. Diem que un conjunt de vectors S és un conjunt generador
de F si per a qualsevol vector u € F existeix una combinacié lineal de u formada per un subconjunt finit
de vectors de S, és a dir, existeixen n € N, (v;)icjn) € S vectors de S i (Ni)icin) € K escalars tals que
U= Z?:l Aiu;. En tal cas, diem que S genera l'espai vectorial E.

Definicié.

Sigui K un cos i F un K-espai vectorial. Diem que un conjunt de vectors L és un conjunt independent de FE
siperatot n €N, ki,....k, € K escalars i us,...,u, € L vectors, es té que > ., k;u; = 0 implica k; = 0
per a tot i € [n].

Definicié.

Sigui K un cos i sigui F un K-espai vectorial. Diem que B C E és una base (de Hamel) de F si és un
conjunt independent i és un conjunt generador de FE.

Remarca.

Sigui K un cos, F un K-espai vectorial i S := {e1,...,e,} C E. Defineixo la funcié f: K™ — E com aquella
que envia vectors (A1,...,A,), amb A1,..., A, escalars, a 2?21 Aiei. Aleshores:

(1) f és exhaustiva < {ey,...,e,} és un sistema de generadors.
(2) f és injectiva < {e1,...,e,} és un sistema de vectors linealment independents.

Anem a veure, utilitzant el lema de Zorn, 'existeéncia de bases de K-espais vectorials E no trivials (E # {0}).

ProposiciO 23. Sigui K un cos. Tot K-espai vectorial no trivial E té una base.

Demostracio: Sigui S el conjunt format per tots els subconjunts de vectors linealment independents de E
ordenats amb la inclusid, és a dir, el conjunt S := {C C E | C és linealment independent}. Aleshores S # 0,
ja que ) € S és un conjunt linealment independent. De fet, també ho podem veure observant que com que E
és no trivial, aleshores existeix « € E tal que « # 0 i el conjunt {z} és independent. Sigui C := {T} }jEJ cs
una cadena de S, i sigui U :=J,.; Tj la uni6 de tots els elements de la cadena. Si T' € C, aleshores T C U.

jeJ
Veurem que U és independent. Sigui {z1,...,z,} un subconjunt finit de U i suposem vi21 + ...+ vpz, = 0.
Per a cada z;, existeix T; € C tal que z; € T;. Com que en una cadena tot conjunt finit té maxim (remarca 3),
existeix T' = max {T1,...,T,}. Aleshores z1,...,z, € T, que és independent. Per tant, r; =...=r, =0.

Per tant, el conjunt U és linealment independent. Atés que U és un conjunt linealment independent de F
que conté tots els elements de C, podem concloure que U € S és una fita superior de la cadena C.

Aplicant el lema de Zorn, sabem que S té un element maximal M. Anem a veure que M forma una base: Si
M no fos una base, aleshores, com que per ser un element de S és linealment independent, no pot generar
E. Siz ¢ (M) és un element que no esta generat pels elements de M, aleshores M U {z} és un conjunt
linealment independent de S que té M com a subconjunt propi, fet que contradiu la maximalitat de M. Per
tant, M és una base. [

De fet, aquest teorema es pot generalitzar al resultat segiient:

PROPOSICIO 24. Sigui K un cos. Sigui E un K espai vectorial no trivial, G un sistema de generadors de E
i L C G un conjunt linealment independent. Aleshores existeix una base B de E tal que L C B C G.
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Demostracié: La demostracié consisteix en repetir l'argument anterior agafant com a conjunt S :=
{C CV | C és linealment independent i L C C'C G},C) ordenat per inclusié, demostrant que S és una
familia de conjunts inductiva amb C i aplicant el lema de Zorn. [J

Remarca. Si E = 0 és ’espai vectorial trivial sobre un cos K amb la condicié del remarca 7?7, aleshores
E no admet cap base (continguda a E). Observem que 0 € E és I'inic vector de E que genera E. Pero
qualsevol escalar k € K satisfa k0 = 0 (en particular algun k # 0) i, per tant, 0 és linealment dependent i
no pot formar una base. Per tant, la hipotesi sobre la no trivialitat de I’espai vectorial E és necessaria per a
demostrar 'existencia de bases. Tanmateix, alguns autors assumeixen a la definicié de base d’espai vectorial
que el conjunt buit és una base de I'espai vectorial {0}, malgrat no ser un conjunt generador. En qualsevol
cas, és un conveni que només ens afecta al cas base i no té més rellevancia que aquesta a ’hora de demostrar
els teoremes generals.

Anem a veure que qualsevol parell de bases d'un K espai vectorial E no trivial tenen el mateix cardinal.

ProrosICIO 25. Sigui K un cos i E un K espai vectorial. Si A i B sén dues bases de E, aleshores A i B
tenen el mateix cardinal.

Demostracié: Si E és finit, el teorema és cert pel teorema de Steinitz d’algebra lineal, que diu que el
nombre d’elements (finit) d’un conjunt de vectors linealment independents és més petit o igual que el nombre
d’elements d’un sistema de generadors de E. Aquest fet permet demostrar que dues bases d’un espai vectorial
de dimensié finita tenen el mateix cardinal, simplement aplicant les desigualtats obtingudes a les nostres

bases (j <BiB< j) i aplicant I'antisimetria de < (el teorema de Schréder-Bernstein, 4).

Suposem, ara, que F és infinit. El mateix argument fet anteriorment per al cas E finit ens serveix pel cas
que E admeti un sistema de generadors finit ja que, en tal cas, A = B.

Suposem que A i B s6n, ambdues, bases infinites (si una d’elles fos finita, seria un sistema de generadors finit
de E i estarfem en el cas anterior). Notem A := {a;},c; i B := {b;},.;. Cada a € A és combinacié lineal
dels vectors d’un conjunt finit B, C B, per ser B una base de E i la definicié de combinacié lineal (sempre
amb un nombre finit de sumands). Sigui C := (J,c 4 Bs. Clarament, C C B, d’on obtenim la desigualtat

c < B. Volem demostrar que C = B.

Agafem un element b € B tal que b # 0. Aleshores (B \ {b}) # F jaque b€ B C E. Siguiv € E\ (B\ {b})
un vector (v # 0) que no és de (B \ {b}). Aleshores v és combinacié lineal de la base de A, i el podem
escriure de la forma v = Ajay + ... + Aya, per a certs Ay,..., A\, #01iay,...,a, € A. Si per a tot a; es
tingués que a; € (B \ {b}), aleshores tindriem que v € (B \ {b}), en contra del que hem suposat. Per tant,
existeix ¢ € [n] tal que a := a; ¢ (B \ {b}). Aleshores, a = pu1by + ...+ purbr + pb amb b; € B i p;, u # 0
per a cert k € [m] i per a tot ¢ € [k]. Llavors, b € B, C C implica que B C C, ja que hem agafat un b € B
arbitrari. Per tant, ajuntant les inclusions B C C'i C' C B, obtenim la igualtat B = C' (que implica B = C).

Observem que els conjunts B, sén numerables per a tot a € A (perque sén conjunts finits), A és un conjunt
infinit i C' = (J,c 4 Ba compleixen les hipotesis del lema 11 i, per tant, tenim que C < A. Per tant, com que
B = C, obtenim B < A.

Repetint el mateix argument intercanviant els papers de A i B, obtenim que A < B.

Per tant, aplicant el teorema de Schroder-Bernstein (4), obtenim la igualtat A=B.0O

A continuacié anem a enunciar i demostrar una generalitzacié d’aquest teorema:

ProprosICIO 26. Siguin {u;},.; una familia independent i {Uj}jeJ una familia generadora. Aleshores, es

poden substituir vectors de la familia generadora pels vectors de la familia independent de tal manera que la
familia que resulta sequeixi sent generadora.
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Demostracié: Siguin I’ C I i J' € J dos subconjunts dels conjunts d’indexs I i .J arbitraris. Aleshores
denotarem per {u;};cp U {v;},c, la familia de vectors que té com a conjunt d’indexs la reunié disjunta
I'uJ', és a dir, la familia formada pels vectors u; i v; corresponents als indexos de I’ i J', respectivament.

L’enunciat del teorema assegura que existeix una aplicacié injectiva f: I < J tal que la familia {u;}, ., U

{vite J\f(y ¢ una familia generadora.

iel

Aplicant el principi de bona ordenacid, es pot suposar que els conjunts d’indexs I i J tenen bons ordres,
amb els quals treballarem a partir d’ara. Sigui {I,}, -, una successié de conjunts amb I, C I.

Anem a construir inductivament aplicacions injectives f,,: I < J amb imatges J,, := f,(I,,) tals que el lema
es compleixi per a la subfamilia de {u;} indexada pel subconjunt I; de la manera segiient:

Prenem Iy = 0 i fy la inclusié del conjunt buit en .JJ. Suposem que ja s’ha construit un subconjunt I,, C I i
una aplicacié injectiva f, tals que la familia {u;},c; U{v;};c; ;, ¢és una familia generadora, i que I, # I.
En aquest cas, per a cada index i € I\ I,,, el vector u; és combinaci6 lineal de vectors

u; = § Ty, + E YsVj s

amb i, € I, i js € J\ Jn.

Per ser {u;} una familia de vectors independent, qualsevol combinacié lineal formada per aquests vectors
ha de tenir alguns vectors v; amb coeficients no nuls. Defineixo ¢, (i) com el minim index j € J\ J, tal
que existeix una combinacié lineal de la forma anterior en al qual tots els vectors v;, que apareixen amb
coeficient no nul tenen indexs j; < j. Podem garantir Uexisteéncia de ¢, (i) gracies al fet que J tingui un
bon ordre. Sigui Ty, := {¢n(7) | ¢ € I\ I,} el subconjunt de J \ J,, format per tots aquests minims. Aquesta
aplicacié ¢, no és necessariament injectiva. Per a cada j € T}, considerem la també considerem la més petita
de les seves antiimatges i, d’aquesta manera, definim el conjunt S,, := {min {¢;1(j)} eI\I,|je Tn}7
que també podem garantir que esta ben definit gracies a la bona ordenacié del conjunt I. Per construccio,
laplicacié ¢y, : S, — T, és una aplicacié bijectiva entre dos subconjunts S, C I\ I, i T, C J\ J,. Ara,
definim:

fu(i), si i€l
In+1 = In (W Sn7 fn+1(l) = Jn+1 = fn+1(In+1) — Jn U Tn
on(i), si 1€ Sy,

L’aplicacié fn41 és injectiva, atés que f, ho és per construccié i ¢, també. Aleshores, la nova familia que
obtenim per construcci6é d’aquesta aplicaci, amb indexs al conjunt I,,+1 U (J \ Jp41), també és una familia
generadora. Anem-ho a veure: Per fer-ho, hem de demostrar que (u)icr, + (vj)jens, = (Ui)ier,,, +
(Vj)je\Jusr s velent que cadascun dels vectors a un costat de la igualtat és combinacio lineal dels vectors de
I’altre costat, veient les dues inclusions de conjunts. En efecte, els vectors de la dreta que no sén a ’esquerra
sén els u; per a i € S, ila inclusié O se’n dedueix del fet que cadascun d’aquests vectors és una combinacio
lineal de vectors de la familia de I’esquerra. Els vectors de 'esquerra que no sén a la dreta sén els v; per
a j € T, i per veure la inclusi6 C podem raonar per reduccié a ’absurd. En efecte, suposem que algun
d’aquests vectors v; amb j € T), no fos combinacié lineal dels vectors de la familia de la dreta. Sigui j
I'index més petit tal que aix0 es compleix, que existeix per estar J ben ordenat. Aleshores existeix un index
i :==min{¢~'(j)} € S ila combinaci6 lineal de u; com

U; = Z Tpls, + T;05 + Z YsVj,.
ir€l, Js<Jj
amb tots els coeficients no nuls, on tots els vectors u;, que apareixen pertanyen a la familia de la dreta i tots
els vectors v;, sén combinacions lineals de vectors d’aquesta familia per minimalitat de j. Per tant, aillant
v; en aquesta expressio, deduim que v; també és combinacié lineal de vectors d’aquesta familia, arribant a
contradiccié. Per tant, queda demostrada la igualtat.

Considerem el subconjunt I’ := U,>ol, C I i laplicacié injectiva f: I’ — J que estén totes les aplicacions
fn, amb f(I') = J = Uy>0J, C J. Es vol demostrar que la familia construida a partir d’aquesta aplicacié
{wit;ep Uy }jEJ\J’ també és generadora. En efecte, n’hi ha prou si veiem que tot vector v; esta generat per
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vectors d’aquesta familia, ates que els u; amb ¢ € I’ ja sabem que hi sén. Suposem per reduccié a I’absurd
que j és el minim valor per al qual aixd no es compleix (ben definit pel bon ordre de J). Aleshores j € J’,
jaquesij e J\J el vector v; pertanyeria a la familia. Siguin ¢,n tals que j = ¢,(¢). Aleshores es té
la igualtat u; = > zyu;, + Y ysvj, + xjv; amb i, € I, js € J\ J amb j, < j i amb coeficients no nuls,
utilitzant j = ¢,,(¢), d’on aillant v; arribem a contradiccié. Per tant, seguirad sent una familia generadora,
tal com voliem veure.

Per acabar la demostracid, volem veure que I = I’. Observem que si un index ¢ no pertany ni a I, ni a I,,11,
aleshores ¢, (i) > ¢n4+1(2). En efecte, el valor j = ¢,,(7) és igual a f,(i') per a algun index ¢’ i el vector v,
resulta ser substituit pel vector u;; en el pas seglient, i com que aquest nou vector u;; és combinacié lineal
de vectors u; per a i € I,11 i vectors vj, amb j, < j, el nou maxim ¢,1(¢) ha de ser estrictament inferior a
Panterior. Aleshores, si existis un index ¢ € I\ I’ obtindriem una successié estrictament descendent infinita
¢1(4) > ¢2(i) > ¢3(z) > -+ al conjunt ordenat I, cosa que és impossible. [J

Anem a demostrar el reciproc de l'equivaléncia, és a dir, anem a veure que el teorema d’Steinitz implica
I’axioma de I'eleccié.

Per fer-ho, necessitarem fer us de I'equivaléncia de 'axioma de les eleccions multiples i I’axioma de 1’eleccio
vista anteriorment.

PROPOSICIO 27. L’azioma de l’eleccid es pot deduir de ’afirmacid que tot espai vectorial té una base.

Demostracié: Sigui {X; | ¢ € I} una familia de conjunts no buits. Volem demostrar que tenim laxioma
de les eleccions multiples, que per 21 implicara 'axioma de ’eleccié. En efecte, volem trobar una familia
{F; | i € I} de conjunts finits no buits tals que F; C X;. Assumim, sense perdua de generalitat, que els
conjunts X; sén tots ells disjunts dos a dos. Sigui X := (J;c; X; i sigui k un cos (arbitrari). Aleshores
podem considerar el cos de fraccions format per k(X) que resulta d’adjuntar els elements de X com a
"variables”. Per a tot ¢ € I, defineixo el grau ¢ d’'un monomi com la suma dels exponents dels membres de
X; en aquest monomi. Una funcié racional es diu i-homogeénia de grau d si és el quocient de dos polinomis tals
que tots els monomis del denominador tenen el mateix i-grau n mentre que tots els monomis del numerador
tenen el mateix i-grau n + d. Les funcions racionals i-homogenies de grau 0 per a tot ¢ € I constitueix un
subcos K de k(z). Per tant, k(X) és un espai vectorial sobre K, i sigui V' el subespai generat pel conjunt X.

Per hipotesi, el K-espai vectorial V té una base. Fixem una base B i la utilitzem per definir explicitament
aquests conjunts finits F;. Per a tot ¢ € I i x € X, podem expressar x com a combinacié K-lineal finita

d’elements de B:
x = Z ap ()b,
beB(x)
on B(z) és un subconjunt finit de B i ap(x) és, per a b € B(x), un element no nul de K. Si y és un altre
element del mateix X; que x, aleshores tenim que per altra banda

y= > a@h

beB(y)

Ara, si multipliquem I'expressié de la combinacié lineal de x per ’element y/x € K, aleshores tenim

y= 3 (y/m)as(a)b.

beB(x)

Comparant aquestes dues expressions de y i utilitzant el fet que B és una base, inferim que B(z) = B(y) i
ap(y) = (y/x)ap(x). Aixo significa que el subconjunt finit B(x) de B i els elements «p(x)/x de k(X) depenen
unicament de 4, i no de 'element particular « € X;. Per tant, podem anomenar B; := B(z) i ap(x)/x := ;.
Observem que, atés que ap(x) € K, By; és i-homogeni de grau —1 (i j-homogeni de grau 0 per j # i), de
manera que, quan [; l'escrivim com a quocient de polinomis en forma reduida, algunes variables de X;
han d’apareixer al denominador. Defineixo F; com el conjunt de tots els elements de X; que apareixen al
denominador de Sp; (en forma reduida) per a algun b € B;. Aleshores F; és un subconjunt finit no buit de
X, tal com voliem veure. [
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3. Teorema de Tychonov

Demostrarem el teorema de Tychonov fent servir ’axioma de 1’eleccié i després demostrarem que el teorema
de Tychonov implica I’axioma de ’eleccid per tal d’establir la seva equivalencia. En aquest apartat, donarem
per coneguts els resultats basics i conceptes d’un primer curs de topologia.

ProPOSICIO 28 (Teorema de la subbase d’Alexander ). Sigui (X,7T) un espai topologic i S una subbase de
la topologia de X . Aleshores, X és compacte si i només si tot recobriment U de X format per elements de
S admet un subrecobriment finit.

Demostracié: La demostracié de =) és trivial, ja que si X és compacte tot recobriment U de X admet un
subrecobriment finit; en particular, Y = S és un recobriment de X que admet un subrecobriment finit.

Per tal de demostrar <), sigui S una subbase de P'espai topologic (X, 7T) que satisfa la propietat que tot
S-recobriment admet un subrecobriment finit. Hem de veure que X és compacte.

Suposem que X no és compacte, és a dir, que hi ha recobriments oberts de X que no admeten subrecobriments
finits. Notem R el conjunt de tots aquests recobriments. La idea de la demostracié és la segiient: Si U és
un element maximal de R, aleshores &/ NS és un recobriment obert i, com que esta format per elements de
S, admet un subrecobriment finit, en contradiccié amb 1’eleccié dels elements de R.

Si considerem (R, C) la familia de conjunts R ordenada parcialment per inclusié (recordem que la inclusié
sempre és una relacié d’ordre parcial), aleshores, pel principi de maximalitat de Hausdorff, existeix una
cadena maximal C C R. Sigui U el recobriment obert de X format per tots els elements de la cadena C, és
adir, U={UeT |UeC,, CyeC}.

Observem que U és un recobriment obert de X que, per construccié, no admet cap subrecobriment finit.
El fet que C sigui cadena maximal de R i U tingui tots els oberts de totes les families de la cadena ens
garanteix que U és un recobriment obert maximal amb la propietat de no tenir subrecobriments finits de X.
D’altra banda, per a tot obert V' C X tal que V' ¢ U, el recobriment obert Uy = {V} UU, si que admet un
recobriment finit, com se segueix de la maximalitat de Y. Sigui U’ :=UNS, és a dir, U’ és el conjunt format
pels oberts de U que alhora sén de S. Es suficient veure que U’ és un recobriment de X, perque aleshores
admet un subrecobriment finit per estar format per elements de S, cosa que contradiu 1’eleccié de Y. Anem
a veure que, efectivament, U’ és un recobriment:

Suposem que U’ no recobreix X. Aleshores, existeix z € X\Jy ¢, U. Com que U és un recobriment, existeix
un obert W € U tal que x € W i, com que és una subbase, existeixen m € Ni S7,...,5, € S tals que
z € S1N...NS, CW. Per l'eleccié de z, es té que per a tot i € [m], S; ¢ U’ (ja que = € S;). Per tant, per a
tot ¢ € [m], els recobriments Ug, admeten subrecobriments finits, és a dir, X = S; UU; per a tot i € [m], on
cada U; és una reunié finita d’oberts de U. Pero, aleshores X = U1 U...UU,,,U(N™,S;) C U U...UU,,UW,
que és un subrecobriment finit de U, fet que és una contradiccié. Per tant, X és compacte. [

ProprosiciO 29 (Teorema de Tychonov). El producte cartesia d’espais topologics d’una familia és compacte
amb la topologia producte si, i només si, tots els espais de la familia son compactes.

Demostracié: Sigui {X; | ¢ € I} una familia d’espais topologics. Aleshores, hem de veure que

H X, compacte amb la topologia producte < per a tot i € I, X; és compacte.

i€l
La implicacié =) és immediata, ja que la continuitat de les projeccions 7, sobre les components de X =
[I;c; Xi fa que 74 (X) = X, també siguin compactes (la imatge d'un compacte per una aplicacié continua
és un compacte).

Pel que fa a la implicaci6é <), suposem que els espais X, sén compactes per a tot « € J. Per definicié de la
topologia producte, tenim que

S={r'(Us) | Us C X, obert, a € J},
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és una subbase de X i, pel teorema de la subbase d’Alexander (proposicié 28) només és necessari demostrar
que tot recobriment de & admet un subrecobriment finit (per un lema conseqiiencia de la definicié de
compacitat per al conjunt X i la definicié de subbase d’una topologia). Suposem, per reduccié a ’absurd,
que existeix un recobriment & de X format per elements de S que no admet subrecobriments finits.

Per a cada o € J, definim els conjunts
D, = {Ua | Uy € X, obert, 7,5 (Uy) € Z/{}.

Anem a veure que no existeix cap o € J tal que la familia d’oberts D, de X, sigui un recobriment.
Com que X, és compacte, si D, és un recobriment de X, aleshores D, admet un subrecobriment finit
Doy = (Uagy)kek- Aleshores, el conjunt Co, = {73 (Uaoy) | Uaoy € Da, } format per les antiimatges de la
projeccié m, dels oberts d’aquest subrecobriment formarien un subrecobriment finit de I (per veure-ho, cal
utilitzar la definici6 de topologia producte d’un producte cartesia infinit d’espais topologics), en contradiccié
amb ’elecci6 de U.

Aix{ doncs, per a tot a € J, existeix z, € X, tal que z, ¢ UUEB“ U, ja que altrament la familia d’oberts
D, formaria un recobriment de X,. Aplicant I’axioma de I’eleccié, podem construir una aplicacié x: J —
Uacs Xao definida per 2(a) = 2. Aleshores, x € X per definicié de producte cartesia de conjunts, pero en
canvi x ¢ (J;;¢ U, cosa que és contradictoria amb el fet que U és un recobriment de X. Per tant, no pot
existir un recobriment com U sense subrecobriments finits, que és equivalent a dir que X és compacte. [

Remarca. A la demostracié del teorema de Tychonov s'utilitza dues vegades I'axioma de 1’eleccié. Una
a l'utilitzar el teorema de la subbase d’Alexander (proposicié 28) i l’altra a la mateixa demostracié del
teorema.

Anem a veure la demostracié del seu reciproc. Per fer-ho, primer recordem (sense demostrar) un teorema
vist a Topologia que ens caracteritza els conjunts compactes:

LEMA 30. Sigui X un espai topologic. Aleshores X €s compacte si i només si satisfa que per a tota familia
F de subconjunts tancats de X que satisfan la propietat que per a qualsevol subconjunt finit (Fy)pepn) S F
es té que Nyepn Fr # (0 (propietat d’interseccid finita), aleshores NperF # 0.

ProPosICIO 31. El teorema de Tychonov implica 'azioma de ’eleccid.

Demostracié: Sigui (X;);cs una familia arbitraria de conjunts no buits. Volem veure que es satisfa ’axioma
de I’eleccié (per exemple, que [],c; X; # 0). Sigui a ¢ U;jerX; i defineixo Y; := X; U{a} per a tot i € I. Per
a cada Yj;, defineixo una topologia de manera que els seus tnics conjunts tancats siguin Y;, X; i els conjunts
finits, simplement considerant com a oberts de la topologia els seus complementaris. Clarament, cada Y; és
compacte (tot recobriment obert de Y; admet un subrecobriment finit), de manera que Y = [],.; Y; també
és compacte pel teorema de Tychonov.

el

Per a tot ¢ € I, sigui Z; := {f €Y | f(i) € X;}, 1 observem que cada Z; és tancat. Per tal d’aplicar el
lema 30, volem veure que satisfan la propietat de la interseccié finita, és a dir, que si £ := {Z; | i € I},
aleshores per a tot subconjunt finit (Z)re[, tenim que la interseccié NiepnZx és no buida. En efecte,
siguin Zi,...,Z, € Z. Com que cada X; és no buit -en particular, per a i € [n] amb Z; = 7~!(X;), hi ha
algun z; € X; i, utilitzant aquest element, juntament amb el punt distingit a, podem construir un element
T € Nigm)Zi- En efecte, podem construir & coordenada a coordenada de manera que 7 (x) = x; si k =i per
a algun i € [n] i mp(z) = d altrament. Per tant, z € Ngepn)Zr # . Per la compacitat de Y i pel lema 30,

deduim que
HXz' = ﬂ Z; # 0,
iel iel

obtenint el que voliem demostrar. [J
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4. Existencia d’ideals maximals

En aquest apartat, demostrarem que tot anell té ideals maximals. Considerarem només anells commutatius
i unitaris. Només veurem un recordatori de la definicié d’ideal maximal a partir d’'un anell i donarem per
sabudes algunes propietats de grups, anells i ideals que es facin servir.

Definicié.
Sigui A un anell. Un conjunt I de A és un ideal si compleix les segiients propietats:

(1) I#0.
(2) Siz,ye€l,aleshores z —y € 1.
(3) Sizeliac A, aleshores ax € I.

Remarca. Observem que els ideals sén subgrups (abelians) additius de A (és a dir, els ideals (I,+) sén
subgrups de (4, +)).

Definicié.
Sigui A un anell no trivial. Un ideal C A és mazximal si compleix:

(1) M#R
(2) Si M CICR,aleshores M =101=R.

Veiem, utilitzant el lema de Zorn, que tot ideal propi d’un anell A (no trivial) esta contingut en un ideal
maximal. Observem que a I'exemple 2.3 hem demostrat que el conjunt de tots els ideals de A ordenats
amb la relacié d’inclusié és un conjunt ordenat inductiu, perd en aquest teorema necessitem demostrar la
inductivitat d’una familia d’ideals lleugerament diferent (ideals propis que contenen un ideal fixat).

ProrosiciO 32. Tot ideal propi d’un anell no trivial esta contingut en un ideal mazimal.

Demostracié: Sigui A un anell no trivial i sigui Iy un ideal propi de A. Sigui F := {I ideal | [y C I C A} la
col-leccié de tots els ideals propis que contenen I de I’'anell A ordenada amb la relacié d’inclusié. Observem
que C és una relacié d’ordre parcial de F, perque la relacié d’inclusié sempre és reflexiva, simetrica i
transitiva.

Anem a veure que tota cadena de F té fita superior:

En efecte, sigui C := {I} | Iy € C, k € K conjunt d’indexs} C F una cadena arbitraria (que podem suposar
no buida). Definim J := (J; o 1.

Anem a veure que J és un ideal.

J és no buit perque és la reunié d’ideals de C (que, per la primera propietat que defineix un ideal, sén no
buits).

Per a tot x,y € J, es té que, per definicié, existeixen ideals I, I, € C tals que z € I, i y € I,. Com que
C és una cadena, es té que I, C I, o I, C I,. Aleshores, sense perdua de generalitat, podem suposar que
I, € I,, d’on tenim que z,y € I, i, per ser I, un ideal, tenim que x —y € I, C J. Per tant, J satisfa la
segona propietat que defineix un ideal.

Si z € J, aleshores existeix I, € C tal que x € I, i per a tot a € A, es té que ax € I, C J. Per tant, J satisfa
la tercera propietat que defineix ser un ideal i, per tant, com que compleix les tres, J és un ideal.

Observem que Iy C I}, per a qualsevol k € K implica que Iy C ;e I = J. A més a més J C A: Suposem
que J = A. Aleshores, com que existeix 1 € A element neutre pel producte, tindriem 1 € J. Per tant,
existiria kg € K tal que 1 € Ii,. Pero aleshores tindriem A = I, C A, ja que I}, és un ideal propi de A

que conté 11 per a tot a € A, es té que al = la = a € Ij,, i obtenim una contradiccié que prové de suposar
J=A.
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Per tant, J és un ideal propi de A que conté I (i, per tant, J € F).

Com que J € F és tal que conté tots els ideals de C, aleshores J és una fita superior de C. Per tant,
acabem de demostrar que F és un conjunt inductiu. Aplicant el lema de Zorn a F, tenim que F té un ideal
maximal que és un ideal propi de A que conté Iy. Per tant, Iy esta contingut a un ideal maximal, com voliem
demostrar. [J

5. Teorema de Tarski

Finalment, enunciem (sense demostrar cap de les dues implicacions) el teorema de Tarski.

ProposiciO 33 (Teorema de Tarski). Per a tot conjunt infinit ezisteiz una bijeccid ¢: A X A — A.

La demostracié que va fer Tarski ’any 1924 del fet que I'axioma de ’elecci6 es pogués demostrar amb la seva
hipotesi va generar controversia entre matematics de 1’época que sostenien postures molt radicals a favor o
en contra d’acceptar I’axioma de 'eleccié. Tarski explica a Jan Mycielski que quan ell va intentar publicar
el seu teorema a la revista cientifica Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris, els matematics
Fréchet i Lebesgue van rebutjar la seva publicacié. Fréchet argumenta que <una implicacié entre dues
proposicions ben conegudes no és un nou resultat>, mentre que Lebesgue escrigué que <una implicacid entre
dues proposicions falses no té cap mena d’interéess.



Capitol 4
Aplicacions de ’axioma de 1’elecci6

En aquest capitol, demostrarem alguns teoremes que es dedueixen de ’axioma de 1’eleccié. En particular,
demostrarem D'existéncia d’inversa per la dreta d’una aplicacié exhaustiva (teoria de conjunts), els teoremes
de Banach-Tarski (analisi funcional), lexisténcia de conjunts no mesurables (teoria de la mesura), la paradoxa
de Banach-Tarski (teoria de la mesura) i existencia de clausura algebraica d’un cos (teoria de cossos). Com
veiem, I’Axioma de I’eleccié té aplicacions en branques de les matematiques molt diverses.

1. Inversa per la dreta d’una aplicacié exhaustiva

En primer lloc, veiem que es pot demostrar I'existencia d’una aplicacié inversa per l’esquerra d’una aplicacio
injectiva f sense usar I’axioma de ’eleccié:

PropPosicIO 34 (existéncia d’inversa per I'esquerra d’una aplicacié injectiva). Sigui f: A — B una aplicacid.

Aleshores [ és injectiva si, © només si, existeix una aplicacio g: B — A tal que go f =id4.

Demostracio:
<) Suposem que existeix g: B — A tal que go f = id 4. Aleshores, per a qualsevol z,y € A, si f(z) = f(y),
aplicant g, i utilitzant que g o f = id 4, obtenim:

z=g(f(x) =9(f(¥) =y
Per tant, f és injectiva.
=) Suposem que f és injectiva. Per a cada y € f(A), existeix un tnic z € A tal que y = f(z) (per definicié
de f injectiva). Definim g: f(A) — A com g¢(y) = « (per tal d’'imposar la condicié de g o f = id4). Si

f(A) # B, prenem un zy € A arbitrari i definim g(y) = xo per a tot y € B\ f(A). Per tant, es té que
(9o f)(z) =2 =1ida(z) per a tot x € A, i g definida per a tot y € (B\ f(A))U f(A) =B. O

Ara, veiem que per a demostrar l'existéncia d’una aplicacic inversa per la dreta d’una aplicacié exhaustiva
g és necessari usar I’axioma de 1’eleccio:

ProPosIcCIO 35 (existéncia d’inversa per la dreta d’una aplicacié exhaustiva). Sigui g: B — A una aplicacid.
Aleshores g és exhaustiva si, i només si, existeix f: A — B tal que go f =id4.

Demostracio:

<) Donat a € A, considerem f(a). Tenim g(f(a)) = (go f)(a) = a, i veiem que f(a) és original de a per g.
Per tant, g és exhaustiva.

=) Com que g és una funcié exhaustiva, aleshores tots els conjunts de P := {g~*(a) | a € A} sén no buits
(ja que tot element de A té com a minim una antiimatge per g). A més a més, per ser g una aplicacid,
aquests conjunts son disjunts dos a dos perque no hi poden haver dos elements amb la mateixa imatge per
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g (si existis b € B tal que b € g~(a1) i b € g~'(az), aleshores tindrfem que a; = g(b) = ay i, per tant,
g Ha1) = g7 (az)). A més amés, J,c4{b€B|g(b)=a} = B, ja que g esta definida per a tot b € B i
Im(g) = A. Per tant, P és una partici6 de B.

Aplicant I'axioma de ’eleccié a la particié P, tenim que existeix un conjunt que té exactament un element
Yo de g71(a) € P per a tot a € A. Aleshores f: A — B definida per f(a) := y, és 'aplicacié cercada, ben
definida i que efectivament compleix que go f = id4. O

COROLLARI 36. Si g: B — A és ezhaustiva, aleshores A < B.

Demostracié: En efecte, per la proposicié 35, si g: B — A és exhaustiva aleshores existeix f: A — B tal
que go f = ida. Per la proposicié 34, si existeix g: B — A tal que g o f = id 4, aleshores f és injectiva.
Per definicié de < als cardinals, el fet que f: A — B sigui injectiva ens diu que A < B, tal com voliem
demostrar. [J

2. Teoremes de Hahn-Banach

El teorema de Hahn-Banach és un dels resultats d’analisi funcional conseqiiencia de ’axioma de 1’eleccié que
té diverses aplicacions a ’analisi funcional.

Anem a enunciar-lo, demostrar-lo i utilitzar-lo per demostrar-ne algunes aplicacions, en primer lloc, per al
cas real:

Definicié. Sigui X un espai vectorial sobre R. Aleshores direm que ¢: X — R és un funcional sublineal si
verifica:

(a) q(z+y) < q(x)+ q(y) per a tot z,y € X (subadditivitat).
(b) q(az) = ag(z) per a tot © € X i a > 0 (positivament homogenia).

Definicié. Sigui X un espai vectorial sobre R i ¢: X — R un funcional sublineal. Aleshores direm que ¢ és
un funcional convex si, a més a més, verifica la segiient condicié:

(¢) p(z) > 0 per a tot © € X (positiva).

Les definicions anteriors han estat donades per al cas K = R, pero la definicié segiient pot ser donada per
a espais vectorials sobre K = R o K = C. entenent que si a € C, aleshores |a| (€ R) és la seva norma
complexa:

Definicié. Sigui X un espai vectorial sobre un cos K = R o K = C. Una seminorma en E és una aplicacid
p: E— R tal que

(a) p(z +vy) < p(z)+ p(y) per a tot z,y € X (subbaditivitat).
(b) p(Ax) = |A|x per a tot z € E, X € K.
(¢) p(z) > 0 per a tot x € X (positiva).

Observem que les seminormes (en particular, també les normes) sén funcionals sublineals i també sén fun-
cionals convexos, pero els reciprocs sén falsos. Els funcionals sublineals poden prendre valors negatius i la
condici6 (b) de la definicié només és valida per valors reals o > 0, mentre que en el cas de ser funcional
convex segueix tenint el mateix problema amb la condicié (b) per valors reals negatius.

Anem a demostrar un lema que ens sera util per demostrar el teorema en el cas real:

LEMA 37. Sigui M un subespai propi de l’espai vectorial real X i xg € X \ M. Defineizo N :=< M U{xo} >
com Uespai generat per M i {xo} i suposem que f és un funcional lineal definit inicament a M, p és un
funcional sublineal definit a X i es compleix que f(x) < p(x) per a tot x € M. Aleshores [ es pot estendre
a un funcional F definit sobre N amb la propietat F(z) < p(x) per a tot x € N.
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Demostracié: Donat que f(z) < p(z) a M, aleshores existeixen y1,y2 € M de manera que:

Fy) = f(y2) = flyr —y2) < plyr — y2) = p(y1 + 0 — y2 — o) < p(y1 + o) + p(—y2 — o).

Agrupant al primer membre dels termes que contenen ys i al segon terme els que contenen y;, obtenim

—p(=y2 — o) — f(y2) < p(y1 +x0) — f(y1)-

Suposem que y; és fix mentre que ys recorre M. De 'expressié anterior deduim que el conjunt de nombres
reals

{=p(=y2 — 20) — f(y2)ly2 € M}
té una fita superior —y que també és un extrem superior. Llavors puc definir

a = sup{—p(—y2 — wo) — f(y2)|ly2 € M} .

Analogament, podem assegurar 'existéncia de
b=inf{p(y1 + x0) — f(y1)lyr € M}.

L’expressié anterior ens permet afirmar que a < b, fet que implica que existeix un nombre real ¢q tal que
a < cg<b. Siestem al cas a = b, aleshores a = b = ¢g.

Aleshores, per a tot y € M,
—p(—y —x0) — f(y) < co < p(y +z0) — f(y).

Donat que xzo ¢ M, podrem expressar qualsevol z € N com a
T =y + arg,

essent a un escalar determinat de manera tnica i y un vector també tnic de M. Donat que aquesta
representacié és tnica, aleshores I'aplicacié
F:N—>R
definida com
F(y + axo) = f(y) + aco
esta ben definida i a més a més és un funcional lineal sobre el subespai N. També es pot veure que, siy € M,

F(y) = f(v),

és a dir, F estén la funcié f a N (ja que en aquest cas a = 0). Per tal d’acabar la demostracié, només ens
falta veure que es satisfa la propietat

F(z) < p(z)
per a tot x € N. Per fer aquesta demostracid, anem a distingir els tres casos segiients: Per a tot z € N,
T =1y+ azxgs’hade tenira=0,a>00a<0.

(1) o =0. Observant que F(y + axg) = F(y) = f(y), només cal aplicar la hipotesi f(z) < p(z).
(2) a> 0. Aladesigualtat ¢y < p(y+xz)— f(y), substitueixo y per y/a. Aleshores ens queda la desigualtat

co < ply/a+zo) — fy/a).
Mulitplicant la desigualtat per « i tenint en compte que p és un funcional sublineal, arribem a la
desigualtat
f(y) + aco < p(y + axo),
que és equivalent a F'(z) < p(z) per a tot € N tal com voliem demostrar.
(3) a < 0. Considerem ara la desigualtat —p(—y —x0) — f(y) < ¢p i també substituim y per y/«. Aleshores

obtenim la desigualtat

—p(—y/a = x0) — fy/e) < co,
que és equivalent a

—p(—y/a —z0) < co+ f(y/a).
Multiplicant per « la desigualtat anterior, aleshores la desigualtat canvia de signe i arribem a

(—a)p(—y/a —x0) > aco + f(y),
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d’on veiem que per ser —a > 0 i aplicant que p és sublineal en podem deduir p(y + axg) > acy + f(y)
o, el que és el mateix, p(x) > F(z) per a tot x € N, tal com voliem demostrar. [J

Ara ja podem enunciar i demostrar el teoremas:

Proposici® 38 (Teorema de Hahn-Banach, cas real). Sigui X un espai vectorial sobre R i sigui p un
funcional sublineal sobre X. Sigui M un subespai vectorial de X i f un funcional lineal sobre M tal que per
a tot x € M es compleix

f(x) < p(z).

Aleshores existeix un funcional lineal F definit en tot X que estén f i tal que
F(z) < p(z)

per a tot x € X.

Demostracié: Sigui S el conjunt format per tots els funcionals lineals { f }, que estenen a f i tals que

f(z) < p(a),

tenint que x € D 7 essent D 7 un subespai vectorial de X que agafem com a domini de f .

El conjunt S és no buit, ja que f hi pertany (f(z) < p(z) i estd definida al domini M, que és subespai
vectorial de X).

Al conjunt S, defineixo la relacié < segiient: Donades dues funcions fl i fg € S, aleshores
h<fre Dy CDg i fap, = h,
on fg‘ D; denota la restriccié de ’aplicacié fg al domini D i
1

Anem a veure que < defineix un ordre parcial:

(1) < és reflexiva, ja que Dy €Dy i f1|Df = f1.
1
(2) §és antisimetrica, ja que, si f1 < fo iAfg SAfh aleshores D C D, ifsz1 = f1iD; C Dy i f1|Df2 =
fa, fet que implica que Df = D if1=fo.
(3) < és transitiva, ja que si f; < fg i fo < fs, aleshores Dj € Dj, € Dy, (en particular, Dy € Dy )

= f1 i f3‘ D;, = f2 impliquen, fent composicié de restrlcc1ons que f3| D; = fl, d’on tenlm

Anem a veure que S és un conjunt inductiu, és a dir, que tot subconjunt totalment ordenat de S té una fita
superior a S. Sigui C' = {f,} una cadena arbitraria de S.

Volem demostrar que existeix f € S tal que f és una fita superior de T'. Defineixo f aquella funcié que té
domini Ua D i tal que flx D, = = fa(z) per a tot a, de manera que esta definida a tot el conjunt (’hem
definit a un recobrlment del seu domini).

Per veure que f € S, en primer lloc hem de comprovar que el domini U, D 7. és un subespai vectorial de
X. Siz e UyD P aleshores existeix algun « tal que = € D i, com que D és un subespai vectorial,
aleshores per a tot escalar A es compleix Ax € D . Ara 5uposem que z,y € U(XD = Aleshores existeixen
a1 1 ag de manera que = € Dfoq iy e D ! com que C' és una cadena (conjunt totalment ordenat amb la
relacié d’inclusi6) aleshores D For CD; Fo 0 D; faz CcD Foy Sense perdua de generalitat, podem suposar que
Dfozl
tal com voliem veure. Per tant, U, D i és un subespai vectorial de X.

- Df . Aleshores, com que x,y € D ;o D és un espai vectorial, tenim que z+y € Df C Uan ,
X2 0é2 a2 ag a

Per veure que f esta ben definida, suposem que z € D; iz e Dfﬁ. Per definicié de f, tenim que f(:z:) = fa(x)

i f(:c) = fB (z). Com que C és una cadena, tenim que fa és una extensié de fg o viceversa, i podem suposar
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sense perdua de generalitat que fa és una extensio de f/g. Pero en qualsevol cas es té que fa = fﬁ sobre el
domini més petit, de manera que f esta ben definida. Observem que f és una aplicacio lineal que estén f i
que compleix f(x) < p(z) quan z € D (per definicié de S). A més a més, per a qualsevol f, € C, es té que

fa < f Per tant, f és una fita superior (a S) de la cadena C' i, per tant, S és un conjunt inductiu.

Aplicant el lema de Zorn, existeix F' € S element maximal de S. Donat que F € S, F és un funcional lineal
que estén f i amb la propietat F'(x) < p(z) per a tot © € Dp, essent D un espai vectorial.

Per acabar la demostracid, només ens fa falta veure que Dp = X. La inclusié6 Dp C X és trivial perque X
és espai vectorial ambient. Per veure ’altra inclusid, suposem per tal d’arribar a contradiccié que no és
aix{ i que, per tant, X \ Dp # (). Sigui g € X \ Dp. Aplicant el lema 37, tenim que F' pot estendre’s a un
funcional F’ que estén f i satisfa F'(z) < p(z) per a tot €< Dp U {zo} >. Per tant, F’ pertany a S i
estén F' amb Dp C Dpr, fet que contradiu la maximalitat de F'. Per tant, xg no pot existir i el domini de
F és tot X. .

Observacié. El teorema de Hahn-Banach és un resultat intermedi entre 'axioma de 1’elecci6 i 'existéncia
de subconjunts no mesurables de R. En primer lloc, fem una llista de proposicions per poder establir les
relacions entre aquests resultats:

(1) Axioma de ’eleccid.

(2) Teorema de Krull: En un anell commutatiu, tot ideal propi es pot estendre a un ideal primer maximal.
(3) Teorema dels Ideals Booleans Primers: En un anell boolea, existeix com a minim un ideal maximal.
(4) Teorema de Hahn-Banach.

(5) Per a tota algebra booleana, existeix una mesura additiva m sobre els reals que satisfa m(0) = 0 i
m(1l) = 1.

(6) Existeix un subconjunt no mesurable a R.

Aleshores, entre aquests resultats, es tenen les segiients implicacions:
1)=(2)=03)=4) = ()= (6),
mentre que es poden trobar contraexemples que demostren que

(1) ¢ (2) ¢ (3) «= (4)

(5) <« (6).

Observem, doncs, que el teorema de Hahn-Banach és una versié més feble de I'axioma de ’eleccié que, en
particular, es pot demostrar a partir del Teorema dels Ideals Booleans Primers que, en certes ocasions i per
a alguns matematics, s’escull com a versié més feble de ’axioma.

El teorema originalment va ser demostrat per Banach usant el principi de la bona ordenacié com a versio
equivalent de I’Axioma de I’eleccié en comptes del lema de Zorn, que posteriorment va ser demostrat a partir
del Teorema dels Ideals Booleans Primers (3) i demostrat equivalent al resultat (5) per Los i Ryll-Nardzewski
I’any 1951.

3. Existencia de conjunts no mesurables

Per demostrar I'existencia de conjunts no mesurables, primer necessitem definir el conjunt de diferéncies

d’un conjunt mesurable i demostrar el teorema de Steinhaus.

Definicié. Sigui £ C R un conjunt mesurable. Definim el seu conjunt de diferéncies per
D(E)={x—y|xz,y€E}.

PRroOPOSICIO 39. (Teorema de Steinhaus) Si m(E) > 0, existeiz un 6 > 0 tal que (—6,8) C D(F).
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Demostracié: Com que les mesures sén regulars, existeix un tancat F C E amb 0 < m(F) < 400, i com
que D(F) C D(E), només fara falta comprovar el teorema per F.

Com que suposem que F' és tancat, si anomenem U, := {x eE|dx,F)< %} , tindrem que
F={)Un
neN
i, en conseqiiencia,
m(F) = limp—40om(Un),

de manera que podrem escollir ng tal que m(U,,) < 3m(F).

Aleshores prenem § < n%) Afirmem que si |z| < §, aleshores F'N (F + z) # (J: si suposem que no, tindrem
que:

mUp, — [FN(F+2)]) <m(Up, — F) +m{Up, — (F+12))
ates que
Ung — [FN(F+2) = Uy — F)U Uy, — (F+2x))
pero per leleccié de 6, F' + « C U,,,, de manera que obtenim que:

m(Uny = [F N (F +2)]) < m(Up,) —m(F) +m(Up,) — m(F +z) =

=2m(U,,) — 2m(F) < m(F)

per la invariancia per translacions de la mesura de Lebesgue i per m(U,,) < 3m(F).

Aquest fet és una contradiccid, ateés que com que F' C U,,, hem de tenir que |[F| < |Up,|. Aquesta
contradiccié prové de suposar que F'i F' 4 z eren disjunts i, per tant, existira y € F tal que z+y € F, i per
tant t = (y+2) —y € D(F) C D(E). O

Anem a demostrar que existeixen conjunts no mesurables a partir de ’Axioma de ’eleccié. Una de la
familia d’exemples més senzills de conjunts no mesurables sén els conjunts de Vitali, que sén els que veurem
en aquest apartat a continuacié. Al segiient apartat, apareixeran altres conjunts no mesurables que ens
permetran arribar a la paradoxa de Banach-Tarski.

ProrosiciO 40. (Existéncia de conjunts no mesurables o teorema de Vitali). Ezisteizen conjunts no mesu-
rables (Lebesque). Encara més: Qualsevol conjunt mesurable E C R amb mesura positiva conté un conjunt
no mesurable.

Demostracié: En el conjunt E (mesurable amb mesura positiva) definim la segiient relacié d’equivaléncia:
r~ysc—yeQ.

Considerem aquesta relacié restringida al conjunt E. Aquesta relacié ens determina una particié del conjunt
E en classes d’equivalencia, és a dir, la particié P := {[z] | z € E}. Utilitzant ’axioma de I’eleccid, construim
un conjunt V escollint un (dnic) element de cada classe d’equivalencia de E, atés que existeixen funcions
d’eleccié que ens permeten fer-ho. Anomenem a qualsevol conjunt V' ¢onstruit” d’aquesta manera conjunt de
Vitali. Anem a veure que V' és un conjunt no mesurable tal com cercavem:

En primer lloc, enumerem el conjunt Q dels racionals com Q = (gx)ken, cosa que podem fer perqué Q és un
conjunt numerable, i defineixo els conjunts traslladats segiients:

Vie=V + qi.

Observem que si x € E, aleshores x ~ v per a algun v € V, atés que V conté un element de cada classe
d’equivalencia. Aleshores, z — v € Q, és a dir z — v = ¢ per a algun k i conseqiientment z € Vj. Per tant,
deduim que

EC U V.
keN
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Si V fos mesurable, cada V) seria mesurable i m(Vy) = m(V) (per la invaridncia per translacions de la
mesura de Lebesgue). Per tant, per la o-subadditivitat, tenim:

m(E) < Zm(Vk) = Zm(V).

k=1 —

k=1
Si m(V) = 0, tindriem que m(E) = 0, en contra de la hipotesi inicial.

Per tant, ens queda analitzar queé passaria si m(V') > 0. En aquest cas, D(V') hauria de contenir un interval
de la forma (=9, ) per a algun § > 0 pel teorema 39. Pero per definicié de V, tenim que

D(V)NQ = {0}.

Aquest fet és una contradiccid, atés que per la densitat dels nombres racionals a l'interval (—4,d) hi han
d’haver infinits nombres racionals.

Hem arribat a una contradiccié que provenia de suposar que V era mesurable, Per tant, V' no pot ser
mesurable. [J

Observacié. El mateix argument que la demostracié anterior ens permet demostrar que qualsevol subcon-
junt mesurable d’un conjunt de Vitali té mesura O.

4. Paradoxa de Banach-Tarski

Una de les conseqiiencies més sorprenents de 'axioma de ’eleccié és la paradoxa de Banach-Tarski, que en la
seva versio classica més coneguda ens diu, de manera informal, que podem tallar una bola unitat de ’espai
euclidia en un nombre finit de trossos i reordenar-los i enganxar-los de manera que podem obtenir dues boles
unitat de la mateixa mida (volum, mesura Lebesgue) que 'original.

En aquest apartat demostrarem tal com ho va fer originalment Felix Hausdorff usant menys eines de teoria
de grups que les que es fan servir habitualment a les demostracions més recents. A I’Apéndix he incorporat
un capitol amb demostracié alternativa (amb més o menys totes les demostracions dels resultats previs) més
moderna que utilitza el fet que a SO(3) existeix un subgrup lliure isomorf a Fy i utilitzant teoremes de
grups paradoxals. En canvi, aqui construirem una descomposicié de ’esfera en un nombre finit de conjunts
construits a partir d’un subgrup de SO(3) que no és lliure perd també ens permet arribar a la paradoxa de
Banach-Tarski, un grup modular T := (u,v) generat per dos elements u, v tals que u? = v® = 1, de manera
que I' 2 C5 % C'3, on * denota el producte de la categoria de grups.

A continuacié, anem a donar algunes definicions, enunciar i demostrar alguns lemes i teoremes previs que
ens permetran demostrar aquesta versié de la paradoxa:

LEMA 41. Sigui G el producte lliure de grups {1,¢} @ {l,w,w2}, és a dir, el grup de tots els productes
formals per ¢, i 2%, amb Uespecificacié que ¢* =1 i3 = 1. Considerem dos eirvos de rotacié (diferents)
ag @ ay que atravessen el centre de la bola unitat U C R3, i interpreto G com el grup de totes les rotacions
generades per la rotacid ¢ de m radians sobre l’eix ag i la rotacid ¢ de %ﬂ radians sobre leix ay. Aleshores
podem determinar els eizos ag i ay de manera que elements diferents de G representen rotacions diferents

generades per ¢ i, és a dir, Uaccio del grup G sobre l'esfera U és fidel.

Demostracié: N’hi ha prou buscant un angle 6 entre els eixos ag i a,, de manera que cap element diferent
de la identitat de G representi la rotaci6 identitat (atés que es tindria la igualtat si i només i dos elements
diferents de G diferents de la identitat fossin iguals, al multiplicar pels inversos d’alguna(/es) de les com-
ponents de la paraula o = I a banda i banda de la igualtat). Prenem ay com leix Z i ay de manera que
pertanyi al pla XZ formant un angle § amb 1'eix a..
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Aleshores les rotacions ¥ i ¢ vénen representades per les matrius segiients:

A w0
Y= |- A 0}
0 0 1
—cos(#) 0 sin(9)
¢ = 0 -1 0
sin(d) 0 cos(f)
on)\:cos%ﬂz—% iu:sin%:?.

Escollim 6 de manera que cos(f) sigui irracional. Volem veure que si a € G diferent de la identitat, aleshores
la seva accié corresponent no és la identitat.

Si o = 0;p0m_1...0201 on cada o; és o bé de la forma ¢ o bé de la forma 2@, aleshores I’accié de
cadascuna de les o; ve representada per una de les dues matrius segiients:

—Xcos(f) Fpu  Asin(6)
o= | £cos(f) —X Fusin(0)
sin(6) 0 cos(0)

Sigui K = (0,0,1) l’eix z. Tenim que
a-K=0m0m_1...01 - K = (sin(f) Pp(cos(0)), V3sin(8)Qy (cos(6)), Ry (cos(h))),

on P,,Q. i R, s6n polinomis amb coeficients racionals. De fet, tenim que Pj(x) = f%, Qi1(x) = F
Ri(z)==z1i

Poyi(x) = —AzPy(z) F %Qm(a:) + AR, (2);

Qmir (z) = %xpm(x) CAQu(z) £ %Rm(x);

Ryi1(z) = (1 — 2?) Py () + 2R, ().

Com que cos(f) és irracional, no és Parrel de cap polinomi amb coeficients racionals. Per tant, a - K # K,
ja que altrament tindriem que R,,(cos(f)) —1 = 0 a I'igualtat les terceres components dels vectors i aquesta
equaci6 hauria de tenir una solucid, que no existeix per la hipotesi d’haver-se escollit cos(f) irracional.

Els casos en els quals « és de les formes ¢oy, ... 01, 0m ... 010 1 ¢pop, ... 010F es dedueixen d’aquest darrer

cas de forma analoga, obtenint el que voliem demostrar. Per tant, ’accié del grup G sobre l'esfera és fidel.
O

LEMA 42. Sigui G el grup determinat per les hipotesis del lema 41 i amb els eixos escollits de manera que
elements diferents de G representin rotacions diferents generades per ¢ i . Aleshores el grup G es pot
descompondre en tres conjunts disjunts

AuBUC

de manera que ¢(A) = BUC, ¥(A) = B i ¢y?(A) = C.

Demostracié: Construim els conjunts A, B, C' recursivament a partir de les llargades dels elements de G.
Siguin 1 € A, ¢,v € B i? € C i, aleshores, procedim com a continuacié per a qualsevol o € G:

Sabem que a # 1 acaba o bé amb ¥*! 0 bé amb ¢. En el primer cas, estarem a la primera fila, mentre que
en el segon cas estarem a la segona i tercera fila:

H ac A a€eB acC H
ap € B ap e A ape A
aY eB ay e C ap e A
apTeC apteAd ap~leB
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(No calen fer més comprovacions, atés que si a acaba amb ¢ ja sabem que a I’aplicar-hi ¢ ens quedara «
i ja sabrem a quin conjunt pertany, mentre que la resposta a les expressions amb a acabant amb ¥*! a la
segona i tercera fila també les podrem trobar dins de la taula, atés que sabem que ¥ = 1.)

Per tant, en aquest punt tenim construits els conjunts A, B i C definits de manera recursiva a 1’haver
contemplat tots els casos.

D’aquesta manera, la condicié ¢(A) = BUC, ¢(A) = B i?(A) = C de 'enunciat del lema estara satisfeta,
fent totes les comprovacions i tota la casuistica possible a partir de la taula. Per exemple, si & € A i acaba
amb T, aleshores ¢(a) = a¢ € B, si acaba amb ¢ aleshores o bé és a = ¢ € B o bé té una peniiltima
lletra que per forca ha de ser ¢+ per tractar-se d’una expressié reduida i, en el cas que sigui 1T, tindrem
que ¢(a) € B per la taula mentre que en el cas que sigui ¢! tindrem que ¢(a) € C per la taula, i I'dltim
cas que queda és o = 1 de manera que ¢(a) = ¢ € B, de manera que ¢p(A) = BUC (i els altres casos es
comproven de forma analoga). Efectivament, les condicions que hem demostrat al lema 41 juntament amb la
manera com hem construit els elements dels conjunts ens garanteixen que els conjunts A, B i C sén disjunts
amb G = AU B UC, d’on obtenim el que voliem demostrar. [

Definicions. Donats A, B C R? subconjunts de ’espai euclidia tridimensional, direm que A i B sén
congruents si existeix una isometria f: R® — R3 (element del grup euclidia F(3)) tal que f(A) = B. En
aquest cas, denotarem A ~ B.

Direm que X i Y so6n equidescomponibles si existeix una descomposicié finita de X en conjunts disjunts
Xi,...,X, de manera que

X=X;U...UX,
i una descomposicié de Y en el mateix nombre de conjunts disjunts

Y=Y U...UY,

de manera que X; ~ Y; per a tot « =1,...,n. En tal cas denotarem X =~ Y.

Ara ja estem preparats per demostrar una teorema previ a la paradoxa de Banach-Tarski, que se sol anomenar
la paradoxa de Hausdorff:

PROPOSICIO 43. (Paradora de Hausdorff) Existeiz una descomposicié disjunta de l’esfera S* en quatre
conjunts A, B,C,Q tals que A, B,C, BUC sdn congruents i QQ és enumerable.

Demostracio: Sigui @) el conjunt de tots els punts fixos de ’esfera S de totes les rotacions o € G. Cada
rotacié a € G té dos punts fixos; per tant, () és numerable, atés que tenim una quantitat numerable de
rotacions. El conjunt S\ @ és unié disjunta de totes les orbites P, del grup G:

P, ={za|acG}.

Aleshores, per 'axioma de I’eleccid, sabem que existeix un conjunt M que conté exactament un element de
P, per atot x € S\ Q. Fent una particié de G com al lema 42 amb G = AUBUC i ¢(A) = BUC, ¢(A) =B
i 92(A) = C, aleshores puc construir A:= M- A, B:= M -BiC := M -C, de manera que per les condicions
del lema sabem que A, B, C C S sén disjunts, congruents els uns amb els altres i amb B UC per ser ¢, 1, 12
isometries i, per construccio,

S=AUuBUCUQ,
tal com voliem demostrar. [J

Anem a veure alguns lemes previs sobre equidescomponibilitat i ja podrem demostrar la paradoxa de Banach-
Tarski.

LEMA 44. Sigui =~ la relacio d’equidescomponibilitat. Aleshores:
(1) = és una relacid d’equivaléncia.

(2) Si X 1Y sén unid disjuntes de dos conjunts, és a dir, X = X1 UXo 1Y =Y1UYs i X; =Y, per a
i =1,2, aleshores X =Y.
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(3) Si X1 CY C X isi X~ Xy, aleshores X =Y.

Demostracio:

(1) Senzill de demostrar (comprovar que és reflexiva, simetrica i transitiva).

(2) També és senzill de demostrar utilitzant les reunions dels trossos en els quals els conjunts descomponen
X1, X5,Y7,Y5 descomponen i considerant les seves reunions (nombre finit de conjunts).

(3) Signi X = X'U...UX"iX; = X]U... X} tals que X* ~ X{ per a tot i = 1,...,n. Escollim les
isometries que ens donin aquestes congruencies f;: X* — X peratot i =1,...,n, isigui f 'aplicacié
bijectiva corresponent de X a X; que coincideix amb f; en cada X;. Ara, siguin

Xo :Xa X1 :fNX07"', Xn:f”anlw";
Yo=Y, Yi=f"Y, ..., Xp=f"Yoou, ...,
on f"X :={f(z) | z € X} és la imatge de X per f. Si fem
Z = U;z.o:()(Xn - Yn)v
aleshores f”Z i X — Z sén disjunts per construccié, Z ~ f"Z i
X=ZUX-2),Y=f"ZU(X-2)

també per construccid, i per tant X = Y utilitzant Papartat (2). O

Ara ja estem preparats per demostrar la versié classica de la paradoxa de Banach-Tarski:

ProproSICIO 45. (Paradoza de Banach-Tarski) La bola unitat U C R3 és equidescomponible com a unid
disjunta de dues boles unitat, és a dir, U=XUY ambU~X iU=Y.

Demostracié: Sigui U una bola tancada i sigui
S=AUBUCUQ

la descomposicié de la seva superficie trobada a la proposici6 43 (paradoxa de Hausdorff). Aleshores tenim
que S
U=AUBUCUQU{c},
on c és el el centre de I'esfera i per a tot X C S, X és el conjunt de tots els x € U, diferents de c, tals que
la seva projeccié a la superficie és a X. Clarament,
Ax~B~C~BUC,
ates que si podem trobar aquestes isometries per punts de l'esfera també les podem estendre a isometries
entre segments que uneixen aquests punts amb el centre de I'esfera (tots ells isometrics a intervals semioberts
i semitancats de R). Siguin X := AUQU{c} iY :=U — X. Aleshores, per l'observacié anterior, el lema 44
(primera part, que ens diu que és una relacié d’equivaléncia) i el fet que AU B = AU B U C sabem que
A~ AUBUC,
i per tant deduim que X ~ U.

Ara, ates que @ és numerable mentre que SO3 no ho és, és facil buscar una rotacié a que no sigui de G de
manera que «(Q) i @ siguin disjunts i, per tant, utilitzant que
C~AUBUC
(ho podem deduir per transitivitat amb A ~ AU BUC), existeix S C C tal que S ~ Q. Sigui p € C'\ S (no
buit, ateés que C' no és numerable mentre que S si que ho és). Obviament,
AuQuU{c}~BuSu{p}.

Com que o

BUSU{p}CY CU,
podem utilitzar la definicié de X i que X = AU QU {c} ~ BU S U {p} juntament amb el lema 44.3 per
obtenir Y =~ U. Amb aix0 acabem la demostracié del teorema. [
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5. Existencia de clausura algebraica

En aquest apartat demostrarem que tot cos admet una (dnica llevat d’isomorfisme) clausura algebraica.
Recordem la definici6 segiient:

Definicié. Sigui F' un cos. Una clausura algebraica de F és un cos algebraicament tancat C' que és algebraic
sobre F'; és a dir, tot polinomi no constant té una arrel i tot element de C' és una arrel d’'un polinomi de

PRroOPOSICIO 46. Tot cos F té una clausura algebraica.

Demostracio: Sigui
S:={(k,a0,...,an,0,...) ENXFXFx...|a;€F, 1<k<n}.

Qualsevol extensié algebraica E de F' té com a molt tants elements com el conjunt S, atés que tota arrel
a € E és una arrel d’algun polinomi f(x) = ag + ...+ a,2™ € F[z], que té com a molt n arrels diferents
a E. Per tal d’aconseguir encara més elements, puc agafar el conjunt poténcia P(S) de S i recordar que el
P(S)| > |S]. Com que la funcié f: F — P(S) donada per f(a) = {(1,a,—1,0,0,...)}
és injectiva, puc considerar el conjunt Q := (P(S) \ f[F]) U F per tal que FF C Qi || > |S5].

Donat un cos (E,+,:) amb E C €, la suma és una funcié f: E x E — E, que és un subconjunt de
(ExE)x EC (Q2xQ)xQ =03 El mateix es pot dir de la multiplicaci6. Per tant, podem definir el
conjunt £ de totes les extensions algebraiques F de F amb E C ) com

E={(E,+,) € P(Q) x P(Q®) x P(Q%) | (E,+,-) és una extensi6 algebraica de F'} .

Observem que el conjunt £ és no buit, ates que conté el cos F.

Podem definir la segiient relacié d’ordre parcial a £: per a tot Fy, Ey € £, E1 < Fy si i només si Fy és una
extensid algebraica de F;. Aleshores tota cadena C C & té una fita superior K a &, ates que si C és una
cadena no buida de &£, aleshores podem agafar K := (Jy., £ juntament amb les operacions binaries tal com
les definim a continuacié: Si «, f € K, aleshores a € E1 i 8 € E5 per a certs F1, E5 € C. Com que C és una
cadena, aleshores o bé Fy és un subcos de Es 0 bé E5 és un subcos de F; (sense perdua de generalitat, podem
suposar que E; és un subcos de Fs). En qualsevol dels casos, existeix un E € C tal que o, 8 € FE C K i
podem definir a4 i a- 5 com el resultat de 'operaci6 corresponent al conjunt (E, +, ). Aquestes definicions
so6n independents de la tria del conjunt E, ates que si E’ és un altre element de la cadena C amb «, 8 € F/,
aleshores o bé E és un subcos de E’ o viceversa. Per tant o + 3 és el mateix element a E que a E’ i, per
tant, és un element que esta ben definit a K, i analogament aixo passa amb l'element o - 8. Com que tots
aquests calculs de K es fan en algun cos E € C, deduim que aquestes operacions doten el conjunt K d’una
estructura de cos. De fet, K és una extensié algebraica de F', ates que tot element a € K pertany a alguna
extensié6 algebraica E € C de F' i és, per tant, algebraica sobre F. Per tant, deduim que (K,+,-) € £ i que
E < K per a tot C, és a dir, K és una fita superior de la cadena C en &.

Ara podem aplicar el lema de Zorn per garantir I'existéncia d’un element maximal F de £. Per definici6 de
&, F és una extensié algebraica de F' i F C Q. Tant sols queda per veure que F' és algebraicament tancat.
En efecte, sigui f(z) € F[z] un polinomi no constant i suposem, per reduccié a I’absurd, que f(z) no tingués
cap arrel a F. Aleshores sabem de I'assignatura d’Estructures Algebraiques que existeix una extensi6 finita
E de F iun element a € E tal que f(a) = 0. Com que E és una extensi6 finita de I, aleshores E és una
extensié algebraica de F'.

Com que |F| < |E| <|S] < ||, tenim que | = [Q\ F| pel lema 13 aplicat als conjunts A = Q, B = F' i
C = Q\ F. Per tant, tenim que |E\ F| < |E| < [Q] = |Q\ F|, de manera que existeix una funcié injectiva
g: E — Q que estén la funcié inclusié i: F — Q. Reescrivint les taules d’addicié i multiplicacié del cos
E a la seva imatge g[E] C Q, mentre es mantenen les operacions de F' tal com les tenim definides, podem
assumir que E C Qi E € £, en primer lloc. Com que f(z) no té cap arrel a F', tenim que o ¢ F' de manera
que F' C E, contradient la maximalitat de F. [J
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Observacié. Es pot demostrar que aquesta clausura algebraica és unica llevat d’isomorfismes de cossos

aplicant el lema de Zorn a la familia de tots els isomorfismes parcials donats entre dues clausures algebraiques
de F.



Capitol 5

Versions febles de I’Axioma de I’eleccié i algu-
nes aplicacions

En aquest capitol enunciarem i demostrarem algunes de les versions febles de I’Axioma de ’elecci6 i demos-
trarem algun teorema que resulta com a aplicacié d’aquestes versions més febles.

1. Axioma de les eleccions dependents. Aplicacié al teorema de la
base de Hilbert

Anem a enunciar i demostrar I’Axioma de les eleccions dependents a partir de I’Axioma de 1’eleccio:

PRrROPOSICIO 47. (Azioma de les eleccions dependents) Sigui X # 0 un conjunt i R C X X X una relacié
satisfent la segiient propietat:
Vee X dye X | (z,y) € R.

Aleshores existeir una successio
(zr)ren | (Tr, Thi1) € R.

Demostracié: Per I'enunciat de la proposicid, tenim X # () un conjunt i R € X x X una relacié satisfent
la seglient propietat:
Vee X Jye X | (z,y) € R.

Per a tot element x € X, defineixo el conjunt R(z) := {y € S | zRy}. Per hipotesi, R(x) és un conjunt no
buit per a tot x € X. Sigui H := {R(z) | z € X} la familia formada per tots aquests conjunts. Aleshores,
I’Axioma de ’eleccié ens permet afirmar que existeix una funcié f: H — X tal que f(H) € H per a
tot H € H. Si defineixo i: X — H com la funcié i(z) := R(z), aleshores puc definir g: X — X per
g(z) := (f oi)(x), de manera que g(z) € R(x) per a tot x € X. Per tant, tenim que xRg(x). Aleshores,
per a tot € X, puc definir la successié (zy,)n>1 € X tal que z, := ¢"(x), on g" denota la composicié de
g amb ella mateixa n vegades. Per construccié, aquesta successié satisfa que x, Rz, +1 per a tot n € N, tal
com voliem demostrar. [J

Aquesta versié té com a aplicacions, per exemple, els segiients teoremes importants d’Algebra Commutativa:
la caracteritzacié que ens permet definir els anells noetherians i el teorema de la base de Hilbert. Anem-los
a veure:

PRroprosicIO 48. Sigui A un anell. Aleshores les segiients condicions sén equivalents:

(1) Tot ideal I C A és finitament generat, és a dir, per a tot ideal I C A, existeixen f1,..., fr € I tals que

I: (f17"'7fk)'
(2) Tot cadena ascendent

LS...CL,C...

43
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d’ideals de A és estacionaria, és a dir, eristeixr N > 0 natural tal que Iy = In11 = ... (que anomenem
condicid de cadena ascendent).
(3) Tot subconjunt no buit d’ideals de A té un element mazimal.

Demostracié:

e (1) = (2) Donat I; C ... C I, C ..., sigui I = Uy,>1],,. Aleshores clarament I segueix sent un ideal
(vist a Estructures Algebraiques a la demostraci6 del teorema de Krull). Si I = (f1,..., fi), aleshores
cada f; és un element d’algun I,,, per a algun m,;, de manera que prenent m := max {m;} obtenim
I =1, i, per tant, la cadena estaciona a I,,.

e (2) = (3) Suposem per reduccié a ’absurd que la condicié (3) és falsa i sigui

Y:={I#0]|ICA, Inoésmaximal}.

Aleshores, si considero X =¥ i R C X x X la relacié C, es verifiquen les hipotesis de 'axioma de les
eleccions dependents. En efecte, per definicié de 3, tenim que si I; € ¥, com que I; no és maximal,
existeix I, € ¥ tal que I; C Ij. Per tant, utilitzant ’axioma de les eleccions dependents 47 i la negacio

de Penunciat (3), tenim que existeix una cadena ascendent (Ij)ren tal que
VkeN, I, e ¥Xil - I}c+1.
Per tant, hem trobat una cadena ascendent no estacionaria, contradient la hipotesi (2).
e (3) = (1) Sigui I un ideal i sigui ¥ := {J C I | J és ideal finitament generat}. Aleshores, (3) ens diu
que Y té un element maximal, diguem-ne Jy. Pero aleshores Jy = I, ates que si no fos aixi tindriem
que qualsevol f € I'\ Jy ens permet construir l'ideal Jy + Af que segueix sent finitament generat, pero

és estrictament més gran que Jy. Per tant, qualsevol ideal I C A és finitament generat, tal com voliem
demostrar. [

Definicié. Si A és un anell i es compleix alguna de les condicions de la proposicié anterior 48, direm que A
és un anell noetheria.

Anem a enunciar una proposicié sense demostrar (extreta de
https://homepages.warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf, Proposicié 3.2, pagina 58):

ProprosIcIO 49. (1) Sigui A un anell noetheria i I C A un ideal. Aleshores l'anell quocient B := A/I és
noetheria.

(2) Sigui A un anell noetheria que sigui domini d’integritat, amb A C K el seu cos de fraccions. Sigui
0¢ S C A un subconjunt de A i defineizo

B:=A[S7! = {% €K |acA b=1 oun producte d’elements de S}.

Aleshores B és noetheria.

Anem a enunciar 1 demostrar el teorema de la base de Hilbert:

ProposiciO 50. Sigui A un anell. Aleshores, si A és noetheria, A[X] també és noetheria.

Demostracié: Sigui J C A[X] un ideal qualsevol de A[X]. Per demostrar que A[X] és noetheria, només fa
falta veure que J és finitament generat. En efecte, si defineixo

Jpi={a€A|f =aX"+b, 1 X" '+ ... +b € J}.

Aleshores és senzill comprovar que J, és un ideal de A (comprovant les propietats d’ideal) i J, C Jy41
(multiplicant I'equacié de la condici6 dels elements de J,, per X i comprovant tots els elements de J, sén
de J,+1 posant com a condicié que aquest producte per X sigui de l'ideal). Per tant, utilitzant la condici6
de cadena ascendent enunciada a la proposicié 48 que caracteritza els anells noetherians, tenim que existeix
N > 0 tal que

IN=JNs1= ...
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Ara construim un sistema de generadors de J de la manera segiient: per atot: < N, ¢ > 0, siguin a;,, . .. @iy,
generadors de J; i, com a la definicié de J;, per a cadascun dels a;, , sigui f;, = a;, X'+ ... € J un element
de grau ¢ amb terme dominant a;, (que sempre es pot aconseguir per definicié dels elements de J;).

Anem a veure que el conjunt
{fi, 14=0,...,Nk=1,...,m;}

acabat de construir genera l'ideal J. En efecte, sigui g € J i suposem que deg(g) = m. Aleshores el terme
dominant de g és bX™ amb b € J,, i, pel que sabem sobre J,,, podré escriure b com la combinacié lineal
b=> ¢mkamk, de manera que m’ = m si m > N mentre que m’ = N altrament. Aleshores defineixo
g1 := g— X" 5" ik forie- Per construcei6, el terme de grau m s’anul-la, de manera que gr(g;) < gr(g)—1.
Per tant, per induccid -el cas base és trivial, ates que l'ideal Jy C A és finitament generat per fy, = ao, -,
puc escriure g (alllant a Pequacié anterior) com a combinacié lineal de f;,, de manera que en efecte generen
J. d

COROLLARI 51. Si K és un cos, aleshores una K -algebra finitament generada €s un anell noetheria.

Demostracié: Una K algebra finitament generada és un anell de la forma A = Klay,...,ay], de manera
que A esta generat com a anell pel cos K i ay,...,a,. Clarament, pel primer teorema d’isomorfisme, tenim
que A 2 K[Xy,...,X,]/I, essent I I'ideal generat pels polinomis que anul-len ay, ..., a, (nucli del morfisme
d’anells avaluaci6é en X1 = aq,...,X, = a,). Tot cos és noetheria (finitament generat per ’element neutre)
i, per tant, aplicant el teorema de la base de Hilbert 1 n vegades per induccid, tenim que K[X7,..., X,]
també és noetheria, de manera que, al passar al quocient, podem aplicar la proposicié 49 per demostrar que
A també és noetheria. [J






Capitol 6
Apendix

1. Conseqiiencies en analisi funcional del teorema de Hahn-Banach:
versions geometriques

Anem a veure uns quants resultats conseqiiéncia del teorema de Hahn-Banach. en particular les seves versions
geometriques.

COROLLARI 52. Siguin E un espai vectorial, F un subespai vectorial de E i p: E — [0,00) una seminorma.
Sigui f: F — R lineal tal que |f(z)| < p(x) per a tot © € F. Aleshores, existeix g: E — R lineal i tal que

gir = [ ilg(x)] < p(x).

Demostracié: Com que p és una seminorma, en particular és un funcional convex i també un funcional
sublineal, i tenim f(z) < |f(z)| < p(z) per a tot x € F. Aplicant el teorema de Hahn-Banach, tenim
que existeix g: £ — R lineal tal que gjp = f i g(z) < p(x) per a tot € E. A més a més, —g(z) =
g(—z) < p(—z) = | —1|p(x) = p(z), on a la segona igualtat hem utilitzat que p és una seminorma. Per tant,
g(x) <p(x)ig(—z) < p(z) per a tot x € E, d’on en deduim que |g(x)| < p(z) per a tot x € E. O

COROLLARI 53. Sigui E espai normat, E # {0} i F un subespai vectorial de E. Sigui f: F — R lineal i
continua. Aleshores, existeir g: E — R lineal, continua i tal que g\p = f i ||g]| = || f]|-

Demostracié: Sigui p(z) := ||f||||z]|. Com que f és lineal i continua, aleshores |f(z)| < ||f|l||z]| = p(x)
per a tot x € F (on ||f|| € R,||f]| > 0). Definim p: E — R, p(x) = ||f]|||z]| per a tot € E. L’aplicacié
p és una seminorma, ja que p(z) > 0, p(z +y) = [[f[[llz +yl| < [[f[[(|z]| + [[y]}) = p(x) + p(y) i p(Azx) =

Az = AIfNIx|] = [A|p(x). Per tant, es compleixen les hipotesis del corol-lari 52 i tenim que existeix
g: E — R lineal tal que gjp = f i [g(z)] < p(x) = ||f|[|[z]| per a tot z € E. Per tant, g € £ — R és
lineal, continua i ||g|| < ||f]|, ja que |g(z)| < p(x) = ||f||||z|| implica que és continua (per definici6) i que

lg(@)|/||z]| < ||f]| 1 prenent el suprem del terme de I’esquerra de la desigualtat per a les z € E, en deduim
[lg]] < ||| Per a veure que es té la igualtat de normes, fem el segiient calcul:

[F1] = sup||g)j<1,eer [ f (@) = SUD| |z 1<1,2er|9(2)] < SUP||4)1<1,2epl9(@)] = [|9]]

Per tant, ||f]| = ||g]|, tal com voliem veure. OJ

COROLLARI 54. Sigui E un espai normat, E # {0} i g € E. Aleshores existeiz g: E — R lineal i continua
tal que g(xo) = ||zol|, [lgll = 1.

Demostracio:
e Sixg # 0, definim F := [4] com a subespai vectorial de E i, escrivint y = Axg per a tot y € F (escrit
en la base [zg]), definim l'aplicacié f: F — R com f(y) = f(Azo) := A||zol|, lineal per construccié.
Tenim que |f(Az)| = |A||z]||]] = |Ml||z|| = || ]| i, per tant, f és continua amb ||f|| = 1. Aleshores,

47
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aplicant el corollari 53, existeix g: 2 — R lineal i continua de manera que g = 11 ||g|| = ||f]| = 1,
tal com voliem veure.

e Si zp = 0, aleshores agafem yo € E \ {0} # 0. Ara apliquem el mateix argument que al punt anterior
canviant zg per ¥, i en deduim que existeix g: £ — R lineal i continua tal que g(yo) = ||yol| 1 ||g]| = 1.
Aquesta mateixa funcié, pel fet de ser lineal, satisfa que g(zo) = g(0) = 0 = ||0]] = ||zo|| i, per tant,
també satisfa el que voliem. [

COROLLARI 55. Sigui E un espai normat, E # {0}. Sigui F un subespai vectorial de E i sigui xo € E\ F.
Aleshores existeiz g: E — R lineal i continua tal que gjp =0 i g(zg) = 1.

Demostracié: Prenem el subespai vectorial G := F & [z¢] de E i, si escrivim els y € G com y =  + Azo
amb x € F (que es pot fer de manera dnica per ser una suma directa), podem prendre f: G — R de manera
que f(x 4+ Axg) := A

Es pot comprovar que f és lineal, ja que si y1,y2 € G i a3,as € R, aleshores y1 = z1 + Mxg 1 y2 =
T2 + Aaxo, d’on a1y + aaye = a1 (z1 + A\17o) + aa(w2 + Aazo) = @171 + azre + (1 A1 + a2)a) o i, per tant,
flayr + aoya) = an i + ande = a1 f(y1) + aaf(y2).

Anem a veure que f és continua. En efecte, si considerem y € G\ F' de manera que y = x + Axg amb A # 0,
aleshores
[z + Azol| = [[A(z/A + zo)| = [Alllz/A + ol = [Ald(z0, ) > 0,
on hem utilitzat que A # 0 i la definicié de distancia induida per una norma d’un punt a un subespai
vectorial. Ara fem el calcul segiient:
‘f( x + Az )‘_ 1 B [l < 1

||z 4+ Azol| |z + Azol| ||z 4+ Azo|| — d(zo, F)
per a tot x € F'iper atot A #0 € R, on hem utilitzat la linealitat de f i la desigualtat anterior. Aleshores,
SupHu\\:1,u€F@([mg]\{O})Hf(u)H < m. Siy € F (i, per tant, A = 0), aleshores f(y) =01 ||f(y)|| =0, d’on
usant que |[f|| = 0 en deduim que |[f|| = sup)jy)|=1,ue Powo] ||/ (W] = SUP|juj1=1,uc Fo o\ fop) [/ (W] 1, Per
tant, aplicant la desigualtat anterior amb els y € F @ [zo] \ {0}, tenim que f és afitat. Per tant, com que f
és lineal i afitat, aleshores f és continu, tal com voliem veure.

|f(z+ Axo)] < 00

Aleshores usant el corol-lari 53, tenim que existeix g: ' — R lineal i continua de manera que g = f i [|g|| =
[|f]]- En particular, aixo passa per a tot x € F C F®[xo] = G, d’on tenim que g(z) = f(x) = f(x+0x¢) = 0,
és a dir, gjp = 0. Per al vector x¢ € [vo] C F @ [z0] = G, tenim que g(zo) = f(wo) = f(0+ 1lzg) =1, és a
dir, g(xo) = 1. Per tant, g compleix les condicions que volfem demostrar. [J.

Ara anem a enunciar i demostrar el teorema per al cas complex (K = C), fent alguna petita modificacié en
les hipotesis (tenint en compte que la condicié f(x) < p(z) no té sentit si f(x) € C) i a demostrar-ne alguna
de les seves conseqiiencies. Tenint aixo en compte, comencem donant les definici6 seglients:

Definicié. Sigui X un espai vectorial sobre K = C. Aleshores direm que p: X — R és un funcional convex
(complez) si verifica:

(1) (a) p(z +vy) < p(x) + p(y) per a tot x,y € X (subadditivitat).
(2) (b) p(ax) = ap(x) per a tot @ € R tal que o > 0 (positivament homogenia respecte R C C).
(3) (c) p(z) > 0 per a tot z € X (positiva).

Definicié. Sigui p(z) un funcional convex. Aleshores direm que p(z) és simétric si per a tot escalar a € C
es satisfa que p(az) = |a|p(z).

Definicid. Sigui X un espai vectorial sobre K = C1i f: X — C una funcié. Aleshores direm que f(z) és un
funcional lineal si

(1) flz+y)=f(x)+ f(y) per atot z,y € X.
(2) f(ax) =af(xz) peratot a € C, z € X.
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Definicié. Sigui X un espai vectorial sobre K = C. Direm que g és un funcional lineal real sobre 'espai
complex X si @ € R implica que g(az) = ag(z) per a tot z € X.

Observem que afirmar que un funcional convex és simetric implica enfortir la condicié (b) de la definicié de
funcional convex complex, que se satisfa automaticament per als valors &« € R C C amb « > 0 per complir-se
la] = a.

Anem a enunciar i demostrar el teorema de Hahn-Banach per al cas complex:

ProPOSICIO 56 (Teorema de Hahn-Banach, cas complex). Sigui X un espai vectorial complez, M un subespai
vectorial de X, p un funcional convex simétric definit sobre X i f un funcional lineal definit sobre M amb
la propietat que |f(z)| < p(x) per a tot x € M. Aleshores existeix un funcional lineal F definit en tot X que
estén [ i que satisfa la condicid |F(z)| < p(z) per a tot x € X.

Demostracio: Per fer aquesta demostracié, treballarem amb 1’espai vectorial complex X com si es tractés
d’un espai vectorial real escrivint la funcié f com f(z) = fi1(z) + ifa(x), essent fi(z) la part real de f(x) i
fa(z) la part imaginaria de f(z) per definicid, de manera que fi(x) i f2(x) sén funcionals reals si considerem
la seva restricci6 a R.

Anem a veure que a més a més fi(x) i fo(x) sén funcionals lineals. En efecte, sigui @ € R i considerem
af(x) = afi(z) +iafa(z). Donat que f és un funcional lineal, aquesta expressié ha de ser igual a f(az) =
fi1(ax)+ fo(ax). Igualant les parts reals i les parts imaginaries, tenim que f1(az) = afi(x) i fo(ax) = afy(z).
De manera analoga, es pot comprovar que es conserven les sumes, aixi que f; i fo sén funcionals lineals reals
tal com voliem veure.

Aplicant la linealitat de f, podem establir les segiients igualtats:

i(fi(x) +ifa(x)) = if (z) = fliz) = fi(iz) +if2(ix).

Per tant, igualant les parts reals i imaginaries, obtenim que fi(iz) = — fa(x).

De les hipotesis del teorema en podem deduir facilment la desigualtat fi(x) < p(x) per a tot 2 € M. Per
tant, aplicant el teorema de Hahn-Banach real al funcional lineal f;(z), sabem que existeix un funcional
lineal F; amb valors reals, definit a tot l’espai, que estén f; i que satista Fj(x) < p(z) per a tot = € X.

Definim ara F(x) := Fi(x) — iFi(iz) i anem a veure que F estén f. Per tal de fer-ho, sigui x € M i,
utilitzant que Fy estén a fi, tenim que Fi(x) = fi(x) i Fi(iz) = f1(iz) = —f2(x), on a la segona igualtat
hem utilitzat que fi(iz) = —fa(z). Aixi doncs, F(z) = fi(z) —i(—f2(x)) = fi(z) + ife(z) = f(z), és a
dir, Fjp; = f. Donat que F' és un funcional lineal real per les conseqiieéncies del teorema de Hahn-Banach
utilitzat anteriorment, per tal de demostrar que també és un funcional complex només fa falta demostrar
que F(iz) = iF(z). Anem-ho a calcular:

F(iz) = Fy(iz) — iFy (—x) = Fy(iz) + iFy (2).
Per altra banda, tenim

iF(x) =iF () + Fy (ix),

d’on obtenim el que buscavem igualant les dues expressions, i F' és un funcional lineal complex.
Finalment, hem de veure que |F(z)| < p(z). La desigualtat es satisfa si F'(z) = 0 per ser p(z) > 0 = F(x),
aixi que podem suposar F(x) # 0. En aquest cas, podem escriure el nombre complex F(z) en forma
polar com F(z) = re? amb r € Ri 60 € [0,27). Per tant, F(e ¥z) = e ¥ F(z) = r = |F(z)]. Aix{
doncs, F(e~"x) és un nombre real, fet que implica que la seva part imaginaria, —F;(ie”"z), s’anul-la,

cosa que implica que F(e %z) = Fi(e7%z). Perd com que Fy(z) < |p(z)| per a tot x € X, veiem que
|F(x)| =r = Fi(e "z) < ple"x) = |e~"|p(z) = p(z).

Aixi doncs, el funcional F' definit d’aquesta manera satisfa les hipotesis del teorema. [

Anem a veure algunes conseqiiencies més del teorema.

En primer lloc, recordem la definicié d’espai dual d’un espai vectorial E i el dotem de norma:
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Definicié. Sigui F un espai vectorial sobre un cos K. Aleshores 'espai dual (de E) es defineix com
E' .= L(E,K), és a dir, 'espai de tots els funcionals lineals continus sobre E.

Observacié. Sigui F un espai vectorial i E’ el seu dual. Si defineixo

I[fll = sup| |z j<1,0eplf(@)] = sup||z)<1,0epf (@),

aleshores (E',|| - ||g/) és un espai normat amb la norma || - ||g.
Sempre que no hi hagi confusié, escriurem || f|| en comptes de || f||g.

El teorema segiient ens relaciona la separabilitat d’un espai vectorial X amb la separabilitat del seu espai
dual associat:

ProrosIciO 57. Sigui X un espai vectorial sobre K =R o K = C i X' el seu espai dual associat. Llavors,
si X és separable, aleshores X' també és separable.

Demostracié: Sigui S := {f € X’ | ||f|| = 1} . Com que qualsevol subconjunt d’un espai métric separable és
separable, aleshores S ha de ser separable. En particular, podem agafar una successié de funcions (f,)n>1 C
S de manera que sigui un subconjunt numerable dens de S. Donat que per a cada f,, € S es té que || f,|| =1
i que [[fn]| = supjj,=1|fn(2)|, es dedueix que per a tot n > 1 existeix un vector z, € X tal que [|z,|| =1
tal que fp(x,) > %, ja que si no existis tal x,, satisfent aquesta propietat per a cap n > 1 es contradiria el
fet que || f,|| = 1. Sigui ara M = [(z,)n>1] la clausura del subespai generat per aquesta successié de vectors
(xn)n>1 € X isuposem que M # X. Per tant, existeix algun vector zyp € X \ M. Aleshores, la distancia
d :=d(xo, M) > 01 es pot aplicar el corol-lari 55, de manera que existeix un funcional lineal afitat (continu)
F tal que ||F|| = 1, F(x) # 01 Fjp; = 0. Pero com que ||F|| = 1, aleshores F' € S i F'(z,) = 0 per a tot
n > 1 per ser (zp)n>1 € M.

Anem a escriure f,(x,) de la manera segiient:

Aleshores, per la desigualtat triangular, tenim que

[fn(zn)| < [fol@n) = F(zn)| + [F(2n)].
Donat que F(z,) =01

podem escriure aquesta desigualtat de la segiient manera:

[fn(@a)| < |(fn = F)(2n)]

D’aqui se’n dedueix que

5 <Vl <10~ F)@)| < [l — Flllzal

i, donat que ||z, || = 1, arribem a la desigualtat
1
Ll F

per a tot n > 1. Si (f)n>1 fos un subconjunt dens de S i F' € S, aleshores per a tot € > 0 existeix algun
ne :=n(e) tal que 1/2 < || f,. — F|| < € (en particular, per € =  arribem a contradicci6). Per tant, arribem
a una contradiccié que prové de suposar que M # X i, per tant, el conjunt de totes les combinacions lineals

(finites) de (zp)n>1 és dens en X.

Si X és un espai vectorial sobre K = R, ja n’hem deduit la separabilitat agafant les combinacions lineals
finites de (zp)n>1. Per tal de comprovar que aquest fet implica que X és separable en el cas que K = C,
fem el segiient argument de numerabilitat:

(1) Sigui Q[i] :={a+bi | a,b € Q} el conjunt dels nombres racionals gaussians.

(2) Donat que el producte cartesia d’un nombre finit de conjunts numerables és numerable, aleshores el
conjunt dels gaussians racionals és numerable, fet que ens permet enumerar-los com una successié
(an)nZL
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(3) Els nombres racionals sén densos a R, fet que implica que els nombres racionals gaussians sén densos
a C.

(4) El conjunt (u,xy)n>1, amb m fixat, és numerable, i com que la unié numerable de conjunts numerables
és numerable, aleshores el conjunt Up,>1(m®n)n>1 és numerable.

(5) Ara bé, donat que el conjunt de totes les combinacions lineals finites d’aquest conjunt és un conjunt
numerable dens, i donat que M = X, se’'n dedueix la separabilitat de X. [J

A continuacié, anem a demostrar alguns corol-laris més en el cas real per als espais duals:

COROLLARI 58. Sigui E un espai vectorial normat sobre R i F C E un subespai vectorial. Si f: F — R és
un funcional lineal continu, aleshores existeizr G € E' de manera que G|p = f i tal que

IGllz = suprep, o)<l f(@)] = || fllar-

Demostracié: Aquest corol-lari és immediat utilitzant p(z) = || f||r/||z|| i aplicant el teorema de Hahn-
Banach real, ja que es satisfa la hipotesi f(z) < ||f||#||z|| = p(x) per a tot & € F per definicié. De fet, es
tracta del corol-lari 53 reescrit amb la definici6 dels espais duals. O

COROLLARI 59. Sigui E # {0} un espai vectorial normat sobre R i sigui xg € E. Aleshores existeix fo € E’
tal que || foll = |lol| i (fo, o) = ||zo||*-

Demostracié: Utilitzem el corol-lari 58 amb F = [z¢] i Paplicacié f: F — R definida com f(Azg) = A||xo]|?
per a tot A € R (a tot F' per ser F el subespai generat per zp), de manera que ||f||pr = [|zo]|- Si A = 1,
aleshores es compleix la condici6é de 'enunciat per a f, ja que f(xg) = ||zol|| i, per ser fo una extensié de
1, es té (fo,xz0) = (f,z0) = f(x0) = ||x0||. La condicid || fo||pr = ||f||F també se'n dedueix del resultat del
corol-lari 58. J

Observacié. L’element fy donat al corollari 59 en general no és tinic. Tanmateix, si E’ és estrictament
convex o si £ = LP(Q) amb 1 < p < 00, aleshores fj és tinic. En particular, podem definir una aplicacié F'
que en comptes d’enviar vectors de E a vectors de E’ envia vectors de E a subconjunts de E’ de la segiient
manera:

F(xo) == {fo € E": || foll = llzol| i (fo,w0) = llxol|*},
anomenada aplicacio dual.

COROLLARI 60. Sigui E un espai vectorial real normat. Aleshores per a tot x € E es té que

||| = SUpfeE',HngKfa z)| = maxfeE’,HfH§1|<fan>|-
Demostracié: Suposem que z # 0 (si = 0, tots els termes de la igualtat sén sempre 0 i la igualtat esta
clara). En aquest cas, esta clar pel teorema de Cauchy-Schwarz que

supsep <1 (fr )| < |||

D’altra banda, sabem pel corollari 59 que existeix algun fy € E’ tal que ||fol| = ||z|| i {(fo,z) = |||/
Si defineixo fi := IIfTOH (ho puc fer perque x # 0), aleshores es té que ||f1]|| = HJZEH = 1, de manera que
(fr,2) = % = ||z||. Per tant, s’assoleix el maxim en f; € E’, ||f1]| < 1, de manera que se’'n dedueix la

igualtat de I’enunciat. [J

A continuacié, anem a enunciar i demostrar versions geomeétriques del teorema de Hahn-Banach.

Per comencar, introduim algunes definicions preliminars sobre hiperplans i demostrem alguns teoremes i
lemes que necessitarem per a demostrar els teoremes.

Definicié. Sigui F un espai vectorial normat real. Un hiperpla afi és un subconjunt H de E de la forma

H={zeFE|f(r)=a},
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on f és un funcional lineal (no necessariament continu) que no s’anul-la a tot arreu i @ € R és una constant.
En aquests casos, escrivim H := [f = o] i diem que f = « és I'equacié de I'hiperpla H.

ProposiciO 61. Sigui E un espai vectorial normal real. L’hiperpla H = [f = o] C E és tancat si i només
si f €s continua.

Demostracié: Per tal de demostrar la implicacié cap a la dreta, sabem de topologia que {«} és un tancat
de R i P'antiimatge d’un tancat per una aplicacié continua és un tancat, és a dir, H := f~!({a}) és un
tancat.

Per tal de demostrar la implicacié cap a ’esquerra, suposem que H és tancat. Aleshores, el complementari
de FE per H és E\ H # 0 (ja que f no s’anul-la a tot arreu) un conjunt obert (per ser complementari
d’un tancat). Sigui zg € E'\ H de manera que f(z) # «, de manera que podem suposar sense pérdua de
generalitat que f(zg) < a.

Sigui r > 0 un valor fixat tal que B(xo,7) C E'\ H, on
B(zg,r) :={x € E | ||z — || <7}
és la bola oberta de radi r centrada en x.

Podem comprovar que f(x) < « per a tot © € B(xg,r): En efecte, suposem per tal d’arribar a contradiccié
que existeix algun z;1 € B(xzg,r) tal que f(x1) > «. Aleshores, com que les boles sén un conjunt convex,
sabem que el segment

{z¢ | z¢ = (1 —t)zo +tar | t €[0,1]}
que uneix xo 1 1 estd contingut a B(xg,r) i, per tant, f(z;) # « per a tot ¢t € [0,1]. Aleshores, aplicant el
teorema del valor intermedi sobre aquest segment amb f continua, deduim que existeix algun ¢y € (0,1) tal
que f(zt,) = a. Per tant, B(xg,r) N H # (}, arribant a contradiccié provinent de suposar que existeixi tal
zo. Per tant, deduim que

flro+7r2) < a

per a tot z € B(0,1). Aleshores, en deduim que f és continua i que

111 <~ (o))

(al prendre suprems sobre z € B(0, 1) a ’expressié anterior). O

Definicions. Sigui E un espai vectorial normat real, A C E i B C E dos subconjunts de F. Diem que
Phiperpla H = [f = o] separa A1 B si f(z) < aperatotz € Ai f(x) > « per a tot « € B.

Diem que H separa esctrictament A i B si existeix € > 0 tal que f(z) < a—eperatotx € Ai f(zx) > a+e
per a tot z € B.

Geometricament, la separacié significa que A pertany a un dels dos semiespais determinat per H, i B pertany
a laltre.

Finalment, diem que un subconjunt A C E és conver si tx + (1 —t)y € A per a tot z,y € A i per a tot
t e 0,1].

LEMA 62. Sigui E un espai vectorial normat real. Sigui C C E un obert convex amb 0 € C. Per a tot
x € E, defineizo p(z) := inf{a >0|alze C} (p s’anomena el gauge de C' o el funcional de Minkowski
de C). Aleshores p satisfa:

(1) p(Azx) = Ap(x) per a tot x € E i per a tot A > 0.

(2) Ezisteiz una constant M tal que 0 < p(z) < M||z|| per a tot x € E.
(3) C={x€E|p()<1}.

(4) p(z +y) < p(x) + ply) per a tot ,y € E.

Demostracié: Anem a demostrar cadascuna de les propietats de p:
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(1) p(Az) = inf{a>0|a Az e C} = Ainf{a>0]a 'z € C} = Ap(z) per a tot z € E i per a tot
A> 0.

(2) Sigui r > 0 tal que B(0,r) C C, essent B(0,7) la bola oberta de centre 0 i radi r. Per tant, tenim que
p(z) < L||z|| per a tot x € E, d’on tenim que la constant M := 1 ens serveix. En particular, p(z) esta

ben definit i es té p(z) > r > 0. Per tant, 0 < p(z) < M]||z|| perra tot x € E.

(3) Suposem, en primer lloc, que z € C. Com que C és obert, aleshores se segueix que (1 + €)z € C per
a € > 0 prou petit, de manera que p(x) < %Jre < 1. Reciprocament, si p(x) < 1, aleshores existeix
a € (0,1) tal que o'z € C, i per tant z = a(a'z) + (1 — a)0 € C per la convexitat de C. Al tenir

les dues inclusions, en deduim la igualtat C = {z € E | p(z) < 1}.

(4) Siguin z,y € E isigui € > 0. Aleshores usant (1) i (3) tenim que e €01 ﬁ € C. Per tant,
p(;§+€ + &;)t_)i € C per a tot t € [0,1] (per la convexitat de C). Escollint el valor ¢ = %,

trobem que W € C. Utilitzant (1) i (3) una altra vegada, deduim que p(z+y) < p(x)+p(y)+2e
per a tot € > 0 (ja que f( ) < 1), d’on deduim p(z +y) < p(x) + p(y) per a tot x,y € E, tal

com voliem veure.

z+y
p(x)+p(y)+2e

Anem ara a demostrar el lema previ a les versions geometriques del teorema que utilitza la versié del teorema
en forma analitica (i, per tant, és en aquest punt de la demostracié on utilitzem el lema de Zorn):

LEMA 63. Sigui E un espai vectorial normat real. Sigui C C E un obert convex no buit i xg € E amb xo ¢ C.
Aleshores ezisteix f € E' tal que f(x) < f(xo) per a tot x € C. En particular, Uhiperpla {f = f(x0)} separa

Demostracio: Si considero D := C + a per a certa a € X, podem considerar que el conjunt C traslladat
per a (és a dir, D) conté el 0, i D també satisfa les hipotesis de ser D C E un obert convex no buit tal
que yo := a+ 29 ¢ D. En aquest cas que 0 € D, considerem el subespai lineal [yo] i el funcional lineal
g: [yo] — R definit per g(tyo) =t per a tot ¢t € R. Aleshores, esta clar que g(z) < p(x) per a tot = € [yo],
estudiant per separat els casos t > 01t < 0, que ambdds sén analegs. Aleshores aplicant la versié analitica
del teorema de Hahn-Banach (38) i els apartats (1) i (2) del lema 62 per comprovar que p(x) és un funcional
sublineal tenim que existeix un funcional lineal f: £ — R tal que fjj,,) = g i satisfa f(z) < p(z) per a tot
2z € E. En particular, tenim que f(yo) = 11 que f és continua per l'apartat (2) del lema 63. Per tant, per
Papartat (3) del lema 63, també deduim que f(x) < 1 per a tot € D. Si traslladem aquest funcional al
conjunt C, tornem a obtenir les condicions del teorema amb zy en comptes de yg, i deduim que I'hiperpla
H :=[f = f(x0)] separa el conjunt {zo} i C, satisfent la condicié f(z) < 1 = f(xo) per a tot x € C i essent
feFr.O

ProPOSICIO 64 (Teorema de Hahn-Banach, primera versié geométrica). Sigui E un espai vectorial normat
real, A C E i B C E dos subconjunts no buits convexos tals que AN B = (. Suposem que un dels dos és
obert. Aleshores existeix un hiperpla tancat que separa A i B.

Demostracié: En primer lloc suposem sense perdua de generalitat que el conjunt A és el conjunt que és
obert. Aleshores, els conjunts traslladats = + A sén oberts per a tot = € F.

SiguiC:=A—B={a—b]|a€ A,be B}. Aleshores C és convex, jaquesic; =a;—b; € Cica =as—by €C
amb ay,as € Aiby,bs € B, aleshores per a tot ¢ € [0, 1] es té que
(1 — t)Cl + tCQ = (1 — t)(a1 — bl) + t(CLQ — bg) = ((1 — t)a1 + tCLQ) — ((1 — t)bl + tbg) =

=a3—b3ec A—-B=C

amb a3 := (1 —t)ay +taz € Aibg:= (1 —1t)by +tby € B per ser A i B convexos. També tenim que C

és obert, ja que C = |J, (A4 — y) essent els conjunts A —y oberts per a tot y € B. A més a més, també

sabem que 0 ¢ C, ja que AN B = (). Per tant, utilitzant el lema 63 aplicant les hipotesis amb zy = 0, tenim

que existeix algun f € E’ tal que f(z) < 0= f(0) per a tot z € C (aplicant la linealitat de f per veure que

f(0) =0), és adir, f(a) < f(b) peratota € Aiperatota € B (alferc=a—-0b1 f(c) = f(a) — f(b)

aplicant la linealitat de f).
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Només cal agafar una constant o € R que satisfaci

supzeaf(z) < a <infyepf(y)

per obtenir un hiperpla H := [f = «] (tancat, per ser f continua i aplicant la proposicié 61) que separi A i
B, tal com voliem demostrar. [J

ProprosiciO 65 (Teorema de Hahn-Banach, segona versié geometrica). Sigui E un espai vectorial normat
real. Siguin A C E i B C E dos conjunts convezos no buits tals que AN B = (). Suposem que A és tancat i
B és compacte. Aleshores existeix un hiperpla tancat que separa estrictament A i B.

Demostracié: Defineixo els conjunts A, := A+ B(0,¢) i B, := B + B(0,¢), essent B(0, €) una bola oberta
de radi €. Tenint en compte que A i B sén disjunts, volem veure que podem trobar un valor de € prou petit
de manera que A, i B, siguin disjunts. Anem-ho a veure per reduccié a I’absurd. Suposem que per a tot
e > 0, existeix z(e) € A N Be. Aleshores podem escollir una successié (€,)n>1 1 2(€n) 1= 2, ens defineix
una successié (zp)n>1 de manera que z, € A., N B, per a tot n > 1. Per definicié de A, i Be, existeixen
Ty € A1y, € B de manera que ||z, — 2,|| < €, 1 ||yn — 2n|| < €, 1, per tant, per la desigualtat triangular
tenim que ||z, — yn|| < 2¢,. Com que B és compacte, podem agafar una subsuccessié (Y, ) C (Yn)n>1 de
manera que (yp, ) convergeixi a y € B. Aleshores aplicant novament la desigualtat triangular obtenim que
(xn)n>1 també convergeix a y € B. Com que A és tancat, aleshores necessariament y € A per ser de la seva
clausura, d’on tenim que y € AN B arribant a contradiccié amb la nostra hipotesi que A i B sén disjunts.
Per tant, existeix algun e satisfent A, N B, = 0.

Aleshores, com que clarament A, i B, sén oberts convexos no buits i disjunts, podem aplicar la versié anterior
64 del teorema de Hanh-Banach per a aquests conjunts i tenim que existeix f € E’ no nul-lai a € R tal que
f@) <a< f(y) per atot © € A, i per a tot y € Be. Per tant, per a tot € A, per a tot y € B i per a tot
z € B(0,1), tenim que f(z+ez) < a < f(y+ez). Per tant, podem escollir zy € B(0, 1) de manera adequada
per tal que es satisfacin les desigualtats f(x) < a —€||f||lg' 1 f(y) > o — €||f||g per a tot z € A i per a tot
y € B, obtenint doncs que Uhiperpla H := [f = «a] (tancat, per ser f continua i aplicant la proposicié 61)
separa A i B estrictament, tal com voliem demostrar. [

De manera analoga al teorema 64, puc definir el conjunt C' := A — B i veure que és convex amb 0 ¢ C,
utlitzant les mateixes hipotesis que ens déna ’enunciat d’aquest teorema.

Volem comprovar que C' és tancat. En efecte, sigui

Anem a demostrar el segiient corol-lari del teorema de Hahn-Banach usant les seves versions geomeétriques.
Observem que en realitat és un corol-lari que es despréen immediatament del corol-lari 55, pero ara anem a
demostrar-ho d’aquesta altra manera usant la segona versié geometrica:

COROLLARI 66. Sigui E un espai vectorial normat real. Sigui F C E un subespai lineal tal que F # E.
Aleshores existeiz alguna f € FE’', f no idénticament nul-la, tal que (f,z) =0 per a tot x € F.

Demostracié: Sigui zp € E \ F. Aleshores aplicant el teorema 65 amb A = F i B = {x}, trobem un
hiperpla tancat H := [f = a] que separa estrictament F' i {z(}. Per tant, tenim que

<fv$> <a< <f,l‘0>

per a tot € F. Per tant, se'n dedueix que (f,x) = 0 per a tot x € F' donat que A(f,r) < a per atot A € R
(recordant que [zo] € E \ F i que la desigualtat s’ha de satisfer per a tot 1 = Azg € [xo] i podem treure el
factor escalar A per la linealitat de f). O
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2. Demostracié alternativa de la paradoxa de Banach-Tarski (més
moderna)

En aquest apartat de I’Apendix donarem un esquema de demostracié alternativa de la paradoxa de Banach-
Tarski utilitzant conceptes de teoria de grups més moderns que la demostracié original. Enunciarem i
deixarem sense demostrar la majoria dels resultats.

Definicié. Sigui G un grup i X un G-conjunt. Dos subconjunts A i B de X s’anomenen G-congruents si
existeix un element g de G tal que gA = B.

Observacié. La relacié de G-congruéncia és una relacié d’equivaléncia a P(X). En aquest cas, denotarem
la relacié de ser G-congruent per A ~g B per a A, B € P(X).

Definicié. Un mapa G-congruent entre A, B € P(X) és una bijecci6 definida per I’accié de qualsevol element
ge€aq.

Definicié. Direm que una particié finita d’un conjunt X és una descomposicié de X.

Definicié. Sigui G un grup i X un G-conjunt. Dos subconjunts A, B C X s’anomenen G-equidescomponibles
si existeixen descomposicions {4; | 1<i<n} i {B;||<i<n} de Ai B de manera que per a tot i €
{1,...,n}, A; i B; sén G-congruents.

Observacié. La relacié de G-equidescomponibilitat és una relacié d’equivaléncia a P(X). En aquest cas,
denotarem la relacié de ser G-congruent per A =g B per a A, B € P(X).

Definicié. Defineixo un mapa G-trencaclosques entre A i B com una aplicacié bijectiva f: A — B amb la
propietat que existeixen descomposicions {A; | 1 <i<n}de Ai{B; |1 <i<n} de B tals que la restricci6
de f a A; és un mapa G-congruent entre A; i B;.

Observacié. Descomposicions de A i B satisfent la definicié de G-equidescomponibilitat defineixen i estan
definits per un mapa G-trencaclosques entre A i B.

Definicié. Direm que A és G-subdescomponible respecte B si existeix un conjunt B’ C B de manera que A
i B’ sé6n G-equidescomponibles. En tal cas, denotarem A 3¢ B.

ProrosICIO 67. Sigui S un conjunt, R una relacié a S i E una relacié d’equivaléncia a S. Suposem que
les segiients afirmacions es verifiquen:

(1) Per a tot parell de conjunts a,b € S tals que (a,b) € R, existeir una aplicacid injectiva f: a — b tal
que per a qualsevol subconjunt ¢ de a, es té que (c, f(c)) € E.

(2) Per a qualsevol quadrople de conjunts ai,as,as,aq4 € S, si ag Nag = 0, by Nby = 0, (a1,b1) € E 4
(az,b2) € E, aleshores (a1 Uaz, by Uby) € E.

Aleshores per a tot a,b € S, (a,b) € R i (b,a) € R implica que (a,b) € E.

ProPOSICIO 68. (Teorema de Banach-Schréder-Bernstein) Si G és un grup i X és un G-conjunt, aleshores
la G-subdescomponibilitat és una relacié d’ordre de P(X) respecte la G-equidescomponibilitat.

Demostracié: La reflexivitat i la transitivitat de G sén facils de demostrar. Pel que fa a la propietat anti-
simetrica, hem de veure que es satisfan les propietats (1) i (2) de la proposici6é 67 amb la G-descomponibilitat
i la G-equidescomponibilitat i quedara automaticament comprovada. En efecte, si A i B s6n subconjunts
de X tals que A ~g B’ per a algun subconjunt B’ de B, aleshores un mapa G-trencaclosques entre A i B’
satisfa la condici6 (1). La condicié (2) és dbvia per la definicié de G-equidescomponibilitat. O

Definicié. Sigui G un grup i X un G-conjunt. Direm que un subconjunt C de X és G-paradozal si existeixen
dos subconjunts disjunts A, B C C tals que A, B i C' s6n G-descomponibles dos a dos. Direm que el grup
G és paradozal si és G-paradoxal quan el veiem com un conjunt en el qual G actua per translacié (per
Pesquerra).
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COROLLARI 69. Un subconjunt C de X és tal que existeiz un subconjunt A C C' tal que A ~g C i C\ A ~g C
(es pot duplicar) si i només si és G-paradozal.

Demostracié: Aplicant el teorema 68 és immediat. [J

Observaci6. Observem que si un G-conjunt és H-paradoxal per a algun subgrup H de G, aleshores també
és G-paradoxal.

En aquests termes, podem reescriure la paradoxa de Banach-Tarski com la bola unitat de R? és G-paradozal,
on G = Isom(R3) és el grup d’isometries de R®. De fet, només necessitem utilitzar isometries directes, pero
aquest fet no juga cap paper important en el que es discuteix a continuacio.

Anem a estudiar breument els grups lliures i les accions lliures. Denotem per F), el grup lliure format per n
generadors.

Prorosicio 70. El grup Fy és paradozal.

Demostracié: Sabem que tot element de F), el podem expressar de manera tnica com un producte reduit
(una paraula) dels seus generadors i els seus inversos (fent correspondre la paraula buida a ’element unitat).
Siguin a i b generadors de F». Denotem per A (respectivament, A_,B; i B_) el subconjunt de Fj
consistent en totes les paraules que comencen amb a per I'esquerra (respectivament, a=%, i b~1). Aleshores
A_UA, i B_UBy sén subconjunts disjunts de Fs i tenen descomposicions {A_, A, }1{B_, By}. Per tant,
A_UA, =p,aA_UA; =Fi B_UBy ~p, bB_ U B, = Fj, tal com voliem demostrar. [

En aquesta proposicié fem servir 'axioma de 1’eleccio.

Prorosici® 71. Sigui G un grup que actua lliurement sobre un conjunt X. Si G és un grup paradozal,
aleshores X és G-paradozal.

Demostracié: Utilitzant I’Axioma de 'eleccid, existeix un conjunt T que conté exactament un element
de cada orbita de G en X. Si H;, Hy sén subconjunts disjunts de G amb G = H; U Hy tals que G, H;
i Hy sén G-equidescomponibles dos a dos, aleshores clarament tenim que G(T'), H1(T) i Hz(T) sén G-
equidescomponibles dos a dos. Com que Hi(T) i Hy(T) s6n disjunts (ates que laccié de G és lliure) i
G(T) = X, aleshores X és G-paradoxal. [J

ProposiciO 72. Sigui G un grup i X un G-conjunt. Aleshores G actua lliurement sobre X \ D on D és el
conjunt de tots els punts firos per un element no trivial de G.

Demostracié: En primer lloc, anem a veure que X \ D és estable sota l'accié de G. Siy € Dig e G, i
si h € G és tal que hy = y, aleshores hg~! deixa fix gz i, per tant, gz € D. Per complementarietat, tenim
que G(X \ D) = X\ D. Ara hem de demostrar que per a qualsevol parell d’elements diferents g, h € G i
per a qualsevol punt € X \ D tenim que gz # hxz. Suposem que gy = hy per a algun y € X. Aleshores
y =g 'h(y), i com que hem suposat que g~'h és no trivial, aleshores y € D. [J

Ara hem de veure que l'esfera unitat S de R3 és SO(3)-paradoxal, essent SO(3) el grup de rotacions de
I’espai euclidia R3.
El primer pas consisteix en demostrar el lema segiient:

LEMA 73. Existeizen rotacions A i B a través d’eizos de R3 que passen per Uorigen generant un subgrup de
S0O(3) isomorf a Fo, el grup lliure de dos generadors.

Demostracié: Siguin

PooFE o0 Lo

Af= g2z 1 g,BEF=0 5 FE2
2v2 1

0 0 1 0 +22 1
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les nostres rotacions. Observem que A% corresponen a matrius de rotacié d’angles arccos(%) al voltant de
'eix z i B* a matrius de rotacié d’angles arccos(%) al voltant de 'eix z. Ara, sigui w una paraula reduida
en AT i B* que no sigui la paraula buida I (matriu identitat). Com que w no actua com a element identitat
sobre R3, necessariament tenim que (A, B) ~ Fa, on (A, B) és el subgrup de SO(3) generat per A i B. Fem
notar que, sense perdua de generalitat, podem assumir que w acaba en A*, ates que si w fos la paraula

buida, aleshores la conjugaci6é per A* no lalteraria. Afirmem que

1 1 a
w- |0 == [bv/2
3k
0 c

amb a,b,c € Z, 3+ b1k lallargada de la paraula w, de manera que en tal cas w no pot actuar com a identitat
a R3. Anem-ho a veure per inducci6 sobre k. Per hipotesi, doncs, el cas base és w = A*, de manera que

1 22 0l LT3 [
0 0 o 1] LY 0 0

Per tant, efectivament, el cas k = 1 funciona. Per veure el cas general, sigui w = A*w’ o w = B¥w' de
manera que

1 1 a'
w’ - 10| = W b/\/i
0 d

essent a’,b', ¢ € Z i 3+b. Aleshores un calcul senzill ens mostra que, si estem en el primer cas,

1 ) a 1 OFR2 0o ] 1 ta' F 34y
wo |0 = ATy (WVE| =g |22 4 o [VV2] = g (B 400 =
0 ¢ 0 o 1L ¢
1 a F 4y K i
=3 V2(V +2d") =3 2|,
3 c |

i de manera similar podem fer un calcul d’aquest estil amb w = B*w’. En aquests dos casos, tenim:

a=a F4,b=b +2d,c=3c siw=A%w
a=3d, b=V F2/,c=¢ +4V siw=B*u

Evidentment, a,b,c € Z. Hem de demostrar que 3 + b i, d’aquesta manera, haurem obtingut la férmula
general. En efecte:

(1) Cas 1: w = AT B*v (on possiblement v = I). Aleshores tenim

1 1
w- |0 = ATB*v |0
0 0

de manera que de les equacions anteriors tenim que b = b’ &+ 24’ = b’ &+ 6a”’. Com que, per hipotesi,
3+, se'n dedueix que 3 1 b.

(2) Cas 2: w= B*A*v. Es demostra igual que el cas 1.

(3) Cas 3: w= AT A%v. Per hipotesi, tenim

1 a//
1
v |0 = = b'\/2
0 o

amb a”,b", " € Z i3 +V". De les equacions anteriors, deduim que b = V' +2a’ = b +2(a” F4") =
b +b" £2a” —9b" =20 — 9b” de manera que 3 + b perque 3+ b’ per hipotesi d’induccid.
(4) Cas 4: w = B¥*B*v. Aquest cas es tracta de manera analoga que el Cas 3.
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Per tant, com que per a qualsevol llargada k de w obtenim que I’aplicacié de la paraula w a I'eix (1,0,0) ens
déna elements diferents del vector (1,0,0) de SO(3) per a qualsevol w # I arbitrari perd resultat d’una simple
comprovacié de casuistica-, ates que hem comprovat que hem tret els factors multiples de tres que apareixen
a les components vectorials, i comprovant els casos que ens falten per a paraules de la mateixa longitud per
comprovar que obtenim elements diferents com a l'article de referencia Tom Weston, The Banach-Tarski
Paradoz -calculs llargs i tediosos-, podem assegurar que (A, B) ~ Fy tal com voliem veure. [J

Aleshores, usant aquest lema, podem demostrar el teorema segiient:

PROPOSICIO T4. Si S és una esfera de R® i D és un subconjunt enumerable de S, aleshores S i S\ D son
SO(3)-equidescomponibles.

Demostracié: La idea de la demostracié és demostrar, utilitzant I’enumerabilitat de D, que existeix una
rotacié de ’esfera que es pot aplicar al conjunt D tantes vegades com es vulgui sense que cap punt de D
retorni al conjunt D. Ara, si apliquem aquesta rotacié una vegada més al conjunt de tots els punts que es
poden obtenir d’aquesta manera juntament amb D, tornarem a caure en el mateix conjunt, perd D haura
desaparegut.

En efecte, sigui O el centre de l'esfera S. Com que D és enumerable, existeix d € S tal que ni d ni el seu
oposat pertanyen a D. Denotem per L la recta que conté O i d. Siguin = i y dos punts de D i considerem
rotacions p d’eix L de manera que p™(z) = y per a algun enter positiu n. C\)bviaument7 si z 1 y no estan
continguts al pla normal de L, aleshores no existeix tal rotacié. En canvi, com que x no pertany a l’eix L,
existeixen exactament n rotacions que ho satisfan (dit d’una altra manera, si la rotacié d’angle « envia x a
y, aleshores les n rotacions sén d’angles (a + 2k7w/n per a k € {0,...,n —1}). Aleshores el conjunt R de
totes aquestes rotacions per a qualsevol parell de punts z,y € D i per a tot enter positiu n és enumerable.
Com que el conjunt de totes les rotacions d’eix L no és numerable, existeix una rotacié r d’eix L que no
pertany a R, és a dir, de manera que per a tot 2,y € D i per a tot enter positiu n es tingui que r™(z) # y.
Aix0 significa que els conjunts (D) per a tot enter no negatiu n sén disjunts dos a dos. Sigui U la unié
disjunta dels conjunts segiients: u = U,>or™ (D). Aleshores r(U) = U,>17"(D) = U \ D, i se’n segueix per
definicié que U ~go3) U \ D. Aquest fet implica que S = U U (S\U) ~go(3) (U\D)U(S\U) = S\ D ates
que les unions soén disjuntes, i aixi concloem la demostracié. [J

A partir d’ara, assumim que G' = Isom(IR?) per a totes les definicions de G-congruencia, G-equidescomponibilitat
i G-paradoxalitat de subconjunts de R® que apareguin.

Observacié. Siguin A i B dos subconjunts disjunts de I'esfera unitat de manera que A, B i S? siguin
SO(3)-equidescomponibles dos a dos. Aleshores obtindrem la SO(3)-paradoxalitat de 1’esfera unitat tancada
(sense el seu centre) amb B3 \ {0} si considerem les unions A’ i B’ de tots els segments que surten del 0 (no
inclos) als punts de A i B respectivament. En altres paraules, els conjunts A" = Uaea(0,a] i B’ = Upep(0, b]
i B3\ {0} sén SO(3)-equidescomponibles dos a dos.

ProposiciO 75. Sigui B una bola tancada de centre O. Aleshores B i B\ O sdn equidescomponibles.

Demostracié: Suposem sense perdua de generalitat que B és la bola unitat tancada. Aleshores considero
el conjunt

D = {(cos(n),sin(n),0) | n € N}.
Sigui p una rotacié d’'un radian al voltant de l'eix vertical. Com que cap miltiple de 27 és enter, és obvi
que p(D) = D\ {(1,0,0)}, de manera que B = (B\ D)UD ~¢ (B\ D)U (D \{(1.0,0)}) = B\ {(1,0,0)}.
Ara, utilitzant la descomposicié {B \ {(1,0,0),0},{(1,0,0)}}, deduim que B\ {(1,0,0)} ~g B\ {0}, i per
transitivitat B\ {0}, que és el resultat desitjat. O

Per tant, la bola unitat B és paradoxal. En particular, existeix una descomposicié {4, B} de B? tal que A, B
i B2 sén equidescomponibles dos a dos. Utilitzant una translacié, el conjunt A també és equidescomponible
a una altra bola tancada unitat de radi 1 disjunta amb B2, d’on obtenim una duplicacié de la bola. Aquest
resultat el podem generalitzar de la manera segiient:
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PROPOSICIO 76. Una unid finita de boles tancades de radi 1 i la bola unitat tancada sén equidescomponibles.

Demostracié: Utilitzant ’observacié anterior a la proposicié 75 i la proposicié 75. [J

També podem generalitzar aquest resultat, usant la proposicié 67 i la proposicié 76, als teoremes segiients:
LEMA 77. Qualsevol bola unitat de R és equidescomponible a la bola unitat tancada.

PROPOSICIO 78. Sigui A un conjunt fitat de R® amb interior no buit. Aleshores A i Uesfera unitat B> son
equidescomponibles.

Per transitivitat, en deduim la paradoxa de Banach-Tarski:

COROLLARI 79. Qualsevol parell de conjunts fitats de R amb interiors no buits sén equidescomponibles.
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