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Resumen

En este trabajo quiero plasmar mi interés por la matematica financiera y buscar conceptos y
conocimientos matematicos que pueden ser utiles para profundizar y utilizar en las finanzas.

Para ello, se estudiardan nociones y técnicas basicas para comprender y manejar modelos
estocésticos. Se analizaran el movimiento browniano, los procesos de Wiener y sus aplicaciones
que estaran presentes a lo largo del trabajo.

A su vez, ampliaremos y profundizaremos sobre martingalas, férmulas de 1t6 o integrales
estocasticas para poder conocer y analizar el modelo de Black-Scholes, muy ttil en mate-
matica finaciera. El objetivo es contruir herramientas y propiedades para tanto a lo largo
del trabajo como en el dltimo capitulo ver sus aplicaciones en las finanzas e incluso otras
materias.

Asi, a partir de una base donde la probabilidad y la teoria de la medida juegan un papel
fundamental, se alcanzan los conocimientos teéricos y practicos que permiten entender las

aplicaciones de dichos modelos a la matemaética financiera y a otras ramas de las matematicas.

Abstract

In this work I want to capture my interest in financial mathematics and look for mathematical
concepts and knowledge that can be useful to deepen and use in finance.

To do this, basic notions and techniques will be studied to understand and handle sto-
chastic models.For instance, Brownian motion, Wiener processes and their applications will
be present throughout the work and they will be analyzed.

At the same time, we will expand and deepen on martingales, It6 formulas, stochastic
integrals to be able to understand and analyze in depth the Black-Scholes model, very useful
in Financial Mathematics. The objective is to build tools and properties for both throughout
the work and in the last chapter to see their applications in finance and even other subjects.

Thus, starting from a base where Probability and the Measure Theory play a funda-
mental role, theoretical and practical knowledge is reached that allows us to understand the

applications of these models to Financial Mathematics and other branches of Mathematics.
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Introduccion

Cualquier persona que piensa en las finanzas, le viene a la cabeza que es un conjunto de
actividades que tienen relacion con el dinero, economia, empresas... Pero la verdad es que
muchos modelos matematicos son utilizados en ella y cada vez hay mas matematicos que
son buscados en ese mundo. Algunos campos de las matematicas que son utilizados en las
finanzas son: elementos de probabilidad, estadistica, andlisis y los que vamos a profundizar

en este trabajo, los modelos estocasticos.

El interés por el calculo estocastico ha ido cambiando su publico a lo largo de estos
ultimos anos. Cada vez se ha visto que es mas importante los conocimientos matematicos en

este ambito para un profundo desarrollo y aplicacion en la vida real de éste.

Lo primero que vamos a hacer es familiarizarnos con elementos que son fttiles para el
analisis y comprension de los procesos estocasticos. En cada capitulo estudiaremos di-
ferentes nociones que nos ayudaran y nos pondran en contexto para utilizarlas en capitulos
posteriores. De esta forma aprenderemos de forma progresiva donde lo anterior nos sea valioso
para poder aplicar lo estudiado con ejemplos que nos muestren la utilidad de cada capitu-
lo. Todo ello para llegar al ultimo capitulo donde buscaremos aplicaciones financieras a los

conocimientos adquiridos en los anteriores.

En el capitulo 1 introducimos nociones de probabilidad que nos daran la base de los
procesos estocasticos y poder construir su definicion y clasificarlos de forma correcta. También
se deja claro el caracter aleatorio de éstos, lo cual se encuentra presente a lo largo del trabajo
y es, bajo mi punto de vista, lo que los hace interesantes e impredecibles. Ademas es donde
las matemadticas, a partir de grandes estudiosos a lo largo de la historia, han logrado regir

algunos de esos procesos.

En el capitulo 2, introduciremos y construiremos de forma explicita el movimiento Brow-
niano o proceso de Wiener que tendra gran importancia a lo largo del trabajo. También co-
menzamos a dejarnos ver el interés por las finanzas y la economia y simulando estos procesos
tanto con Wolfram Mathematica como con MATLAB. A partir de ahi, todas las simulaciones
las he ido haciendo en MATLAB debido a que me he querido interesar por otros lenguajes

no introducidos en la carrera.

En el capitulo 3 estudiamos a fondo las Martingalas, viendo que son ricas en propiedades

\Y%
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y poniendo algin ejemplo sobre ellas. En el capitulo 4 conseguimos introducir como realizar
calculos con estos procesos a través de la integral de It6, la férmula de 1t6 y las ecuaciones
diferenciales estocasticas. Todos estos conceptos seran claves en el mundo bursatil y su cono-
cimiento es muy importante en el ultimo capitulo, donde expondremos unos pocos ejemplos

financieros relevantes en los que se pone de manifiesto lo aprendido en los capitulos anteriores.

Este trabajo puede ser complementado o extendido en cada capitulo ya que este campo
es inmenso y existen numerosas leyes, teoremas, definiciones o propiedades que no se han
enunciado pero que pueden venirnos de gran ayuda si queremos profundizar en este tema.
He elegido las mas relevantes para conseguir un trabajo ttil, productivo y valiosos, con
fundamento matematico en las finanzas. De todas formas, existe una amplia Bibliografia
donde cualquier curioso sobre la materia puede aprender y analizar muchos conocimientos
mas en cualquiera de los libros.

Por tltimo, me gustaria dar las gracias a mi tutor José Manuel Gutiérrez, por darme la
oportunidad de quitarme el “gusanillo” sobre asuntos de este tema que para mi siempre han

sido de gran interés, ademas de estar siempre ahi apoyandome y ddndome consejos.
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Capitulo 1

Nociones de probabilidad y procesos

estocasticos

El hecho de haber cursado diferentes asignaturas en la carrera de matematicas en la Universi-
dad de La Rioja de diferentes campos, ha hecho que me causara interés investigar sobre estas
nociones. Todo las asignaturas relacionadas con probabilidad, estadistica, modelos y andlisis
han causado en mi intriga por el hecho de poder conseguir resultados que sean capaces de
predecir un comportamiento.

En este capitulo vamos a dejar claro qué es un proceso estocastico y como se constru-
ye.Vamos a descubrir su naturaleza aleatoria, lo que nos va a llevar a tener que definir
diferentes conceptos probabilisticos que nos ayudardn a comprender de una forma mas sim-
ple en qué consisten estos procesos. A su vez, también entenderemos por qué la probabilidad
juega un papel importante ya que se necesita un espacio de probabilidad para poder hablar

de procesos estocésticos. Para este tema me he basado principalmente en [6], [14],[22] v [27].

1.1. Experimento aleatorio y definiciones

Al preguntarnos cuanto mide la hipotenusa de un cuadrado rectangulo cuyos catetos miden 3
y 4 centimetros, sabemos responder gracias al teorema de Pitdgoras, va a medir 5 centimetros.
Sin embargo, si nos preguntan en un casino cual es el préximo nimero que va a salir en la
ruleta, ahi no sabremos responder de forma tan contundente. Esto es debido a que nos

encontramos ante dos sucesos muy diferentes.

« El suceso de la hipotenusa es determinista, es decir, la relacion causa-efecto se
conoce en su totalidad. Esto es debido a que conocemos la relacion h? = ¢f + ¢3 | en nuestro
ejemplo deducimos que, 52 = 4% 4 32,

« Por otra parte, el nimero de la ruleta es un suceso aleatorio, esto es asi porque
a pesar de repetir el experimento con las mismas condiciones iniciales no garantizamos el

mismo resultado, el nimero de la ruleta puede variar.
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Sucesos semejantes al primero son los que a partir de experimentos o demostraciones obte-
nemos una ecuaciéon, los denominamos modelos matemadticos. La Teoria de la Probabilidad
estudia la obtencion de modelos aleatorios o estocdsticos mediante los cuales podremos defi-
nir, en términos de probabilidad, el comportamiento de los sucesos aleatorios como nuestro
segundo caso.

Al hablar de aleatoriedad nos viene a la cabeza experimentos donde un determinado su-
ceso ocurre un numero determinado de veces, donde su naturaleza aleatoria no nos permite
conocer con qué frecuencia ocurrirda dicho suceso. Algunos experimentos que nos vienen a
la cabeza son: el resultado de tirar un dado, apostar al ganador de una carrera de coches o
la variacién del precio de una accion... Estos experimentos se rigen al estudiar y construir
modelos probalisticos, de donde podemos sacar en comun un conjunto de definiciones que nos

van a ser utiles:

Definicién 1.1 (Experimento). Procedimiento que nos proporciona un conjunto de resultados
posibles. Un experimento aleatorio se trata de repetir un fendmeno con cardcter aleatorio con

el fin de extraer conclusiones de su comportarmiento.

Definicién 1.2 (Espacio muestral). El conjunto de todos los resultados posibles de un expe-

rimento, se denota por (). Un resultado particular se suele denotar por w.

Definicién 1.3 (Suceso). Es un subconjunto del espacio muestral ). Existen diferentes tipos
de sucesos. Uno de ellos es el subconjunto ) que recibe el nombre de suceso seguro y su

complementario Q¢ = () que recibe el nombre de suceso imposible.

Definiciéon 1.4 (o-algebra de conjuntos). Una familia de conjuntos F definida sobre € se

llama o-dlgebra, si satisface:
1. Qe F
2 Ae F=>AeF
3. {An}n>1 CF = Ups1 An € F

La o-dlgebra de conjuntos mds grande es la familia de las partes de Q, P(QQ) que como

vemos cumple con las condiciones de la definion.
Ahora vamos a mostrar un experimento a modo de ejemplo para ver qué es en cada caso.

Ejemplo 1.1. El experimento consiste en obtener el nimero al lanzar un dado. El espacio
muestral es @ ={1,2,3,4,5,6}. De aqui podemos tener multiples sucesos:

A = “Sacar par” = {2,4,6} = A° =“Sacar impar” = {1,3,5}

Vemos que AU A° = Q, ambos son sucesos complementarios y su union forman el

suceso seguro. Un suceso elemental puede ser B = {1}.
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Otro ejemplo mas acorde a la temdtica que queremos llegar en nuestro trabajo es jugar en
bolsa donde Q = {G, P}, G = “Ganar dinero” y P = “Perder dinero”.

1.2. Probabilidad y sus propiedades

La nocién de probabilidad desde sus origenes ha estado ligado con los juegos de azar, es por
ello, por lo que la probabilidad ha aparecido a lo largo de la historia. Desde tiempos remotos,
se han hecho numerosos intentos para formalizarla y conseguir la definicion de probabilidad.
El interés de estas definiciones permitio y concluyé con la definitiva definicién axiomatica de
Kolgomorov en 1933. Algunas otras que han tenido bastante relevancia durante el tiempo
son:

« Clasica (Férmula de Laplace): la més antigua, se basa en el juego de azar. La
probabilidad se define como el cociente entre los casos favorables y los casos posibles. Es decir,
si tenemos un espacio muestral 2 = {wy,wy, ..., w,} con n casos posibles igual de probables,
la probabilidad de un suceso A con m de estos resultados es de la forma:

m

P(4) ==

Esta formula es llamada formula de Laplace, fue propuesta a finales del siglo XVIII.

Inconveniente: ; Qué pasa si todos los resultados de un experimento aleatorio no son equipro-
bables o €2 es infinito?
« Frecuencialista o empirica: La probabilidad de un suceso se define como el limite

de la frecuencia relativa de ocurrencias del suceso. Ocurre cuando el experimento es capaz

de repetirse en las mismas condiciones infinitas veces. Inconveniente: ;Qué pasa con los

experimentos que solo se pueden repetir en las mismas condiciones una vez o varias veces?

., Cuadl es el nimero de veces que hay que repetir un experimento?

« Axiomatica: Engloba a los anteriores y se soslayan los problemas qué antes hemos

mencionado. Es la que vamos a utilizar y la debemos a Kolmogorov.

Figura 1.1: Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) y Pierre-Simon Laplace (1749-1897).



4 CAPITULO 1. NOCIONES DE PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCASTICOS

Ya hemos visto que la naturaleza aleatoria de los experimentos nos hace dificil pronosticar
el resultado al llevarlos a cabo. Sin embargo, nos gustaria vaticinar cada vez que se realiza el
experimento si el resultado se encuentra en cada suceso o no. Es por eso que, la Probabilidad
se pregunta, jcudal es la posibilidad de que tenga lugar cada uno de los sucesos? Para ello,
necesitamos un elemento nuevo, una funcién de conjunto, P. Esta funcion asigna a cada
suceso un valor numérico que expresa si existe una probabilidad o posibilidad menor o mayor

de que ocurra al producirse el experimento.

Definicién 1.5 (Medida de Probabilidad o Probabilidad). Decimos que una funcion de

conjunto, P, definida sobre la o-dlgebra .% es una medida de probabilidad, es decir:

P: 7 —[0,1] (1.1)
A—— P(A)

Si satisface los axiomas de probabilidad de Kolmogorov:

1. P(Q) =1.
2. 0 < P(A) <1 para cualquier suceso A € F.

3. (Azioma de aditividad numerable): {A;}3°, C .F, disjuntos dos a dos, es decir, (A; N
Aj = ®; Si 10 7é j)

(e 9]

P@ 4) =3 P(A).

Definicién 1.6 (Espacio medible). Al par (E,.7) se le llama espacio medible, donde E, es
un conjunto y ¥ es un o-dlgebra de subconjuntos de E. A los elementos de .F se les llama

conjuntos medibles de E.

Definicién 1.7 (Espacio de probabilidad). Un espacio de probabilidad es una terna (2, %, P),
donde:

e ) es un conjunto distinto de vacio que se llama espacto muestral.
e F esuna o-dlgebra de subconjuntos de Q (es decir, (2,.7) es un espacio medible).

e P es una medida de probabilidad sobre % .

Ya hemos llegado donde queriamos, a la definiciéon de espacio de probabilidad que nos va a
ser util para definir los procesos estocésticos.

A su vez, el mundo de la probabilidad es muy amplio, existen muchas definiciones, teoremas,
propiedades... De lo comentado podemos deducir un conjunto de propiedades que pueden ser

muy utiles.
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Propiedades utiles de la probabilidad
1. P(A°)=1— P(A).
2. P(0) = 0.

3. Sean Ay, As, ..., A, elementos disjuntos dos a dos de la o-algebra %, gracias a la

propiedad de aditividad numerable que hemos comentado, se cumple que:

n n

P(U Ai) = >_ P(Ay).

4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

5. Tenemos que si A, B € .# y A C B, entonces se cumple P(B — A) = P(B) — P(A), de
aqui podemos deducir que P(A) < P(B).

6. Principio de inclusiéon-exclusién

n n n

P(JA) =2 P(A) =Y P(AiN A+ + (=1)"P([ A).
i=1 i=1 i<j i=1

7. (Desigualdad de Boole, Subaditividad) Dados los sucesos Ay, ..., A, C F se cumple

que,

P(J Ai) <Y P(A).
i=1 i=1

8. (Continuidad de la probabilidad) Dado {A,},>1 una sucesién de conjuntos donde A,, C

Ani1, y sea A su limite. Entonces se cumple que:

P(A) = P(lim A,) = lim P(A,).

n—o0 n—oo

1.3. Variable Aleatoria

Normalmente aunque podamos pensar que lo que nos interesa en un experimento aleatorio
es algin resultado particular w de nuestro espacio muestral €2, lo que nos interesa realmente
son las caracteristicas numéricas que dependen de w. Esto se puede ver claramente en las
apuestas, nos interesa méas saber si vamos a ganar o perder que el resultado particular en
si. Esto conlleva a cambiar nuestro forma de pensar, asignando un nimero a X (w) a cada
resultado particular. Lo que nos interesa es la probabilidad de que X (w) muestre valores en
diversos subconjuntos de R (intervalos). Nuestro objetivo pasa de  a R o R*. Este cambio
es debido a que el espacio de probabilidad es un espacio abstracto, sin embargo R o RF
son espacios mucho méas conocidos con los que sabemos tratar. Esto nos lleva a desplazar

informacién del espacio de probabilidad a R (intervalos), y la singular forma de cambiar
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espacios es mediante una aplicacion. Ademas, las caracteristicas numéricas nos permiten un
desarrollo de abstracciéon matematico con las que podemos formar un modelo probabilistico
util para poder aplicarlo a otros espacios muestrales que compartan dichas caracteristicas.
También necesitamos cambiar la nocion de suceso, para ello necesitamos una infraestructura
donde traslademos a un espacio destinatario similar a la o-algebra que incluye a los sucesos.
Como estamos en R, sabemos que la o-dlgebra mas pequena que contiene a los intervalos,
es la o-dlgebra de Borel, f = A(R) . Por lo que es la mas idénea para transformar a R en
un espacio medible(probalizable). Una vez comentado todo lo que necesitamos estamos en

condiciones de definir:

Definicién 1.8 (Variable aleatoria). Sea un espacio de probabilidad (2, F, P). Tenemos dos
espacios medibles(probalizables), (Q, F) y (E,B) Entonces podemos decir que una variable

aleatoria es una aplicacion, X : Q) —— E, que cumple:

X1(A) e F,VA € 3.

St E = R entonces es una variable aleatoria real. El hecho de la existencia de una variable

aleatoria hace que dispongamos de un espacio de probabilidad.

Dado X una variable aleatoria con valores en el espacio medible (E, 3). Es facil ver que

la funcién p, definida en /3 como:

La variable aleatoria proporciona datos probabilisticos de importante aplicacion. Pasamos
de Q a F mediante la probabilidad inducida que se denomina como ley de probabilidad de X o
distribucion de probabilidad de X. Es decir, la imagen de P a través de X. Esta distribucion
es la que nos permite fijar a cada suceso la probabilidad de que ocurra.

También me gustaria anotar la definicién de funcién de densidad ya que juega un papel

importante tanto en la probabilidad como en los procesos estocasticos.

Definicién 1.9. La funcion de densidad caracteriza el comportamiento probable de una va-
riable aleatoria continua X proporciondandonos el valor de la distribucion en x. Una variable

aleatoria X tiene densidad f, con f una funcion no negativa integrable de Lebesque si:
b
Pla < X <0 :/ f(z)dz.

a

Por lo que la funcion de distribucion acumulativa F de X, serd:

Flz) = / " f(w)du.

—00
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1.4. Introduccion de los Procesos Estocasticos

De momento hemos visto diferentes caracteristicas de experimentos aleatorios y probabilidad
hasta llegar a la definicién de variable aleatoria, concepto que nos va a ser muy ttil a partir de
ahora. Hemos considerado que estas caracteristicas aleatorias de los experimentos y probabi-
lidades se mantienen constantes a lo largo del tiempo en las variables. Pero eso no es siempre
asi, tenemos que tener muy en cuenta que las variables aleatorias pueden cambiar a lo largo
del tiempo. Por lo tanto, la variable aleatoria va a depender del experimento probabilistico
y del tiempo. Esto hace que cualquier caracteristica que se atribuye a una variable aleato-
ria como son los espacios medibles, las o-algebras, la funcion de densidad... van a depender
también del tiempo.

La teoria de los procesos estocasticos se centra en analizar y construir un modelo que
nos permita aclarar la estructura y prever la evolucion de una variable (de caracter aleatorio)
a lo largo del tiempo.

Una forma de describir esta evolucion es mediante una coleccién o sucesion de variables
aleatorias. Por lo tanto, una forma de poder determinar un proceso estocéastico es mediante
una sucesién de variables aleatorias {X;,t € T} donde el subindice senala el instante de

tiempo o espacio determinados. Una definicién mas concreta es:

Definicién 1.10 (Proceso Estocastico). Un proceso estocdstico es una familia de variables
aleatorias {Xi,t € T} definidas sobre un espacio de probabilidad (2, F, P) e indexadas por
un parametro t donde t varia en el conjunto T'. El parametro t generalmente juega el papel

del tiempo.

Ejemplo 1.2. Ezisten procesos estocdsticos en cualquier ambito de nuestro entorno, las va-
riables aleatorias observadas en los procesos pueden ser economicas, sociales, fisicas, quimi-
cas... Algunos ejemplos son:

e X(t) : cantidad total de ventas de un supermercado en un dia t del mes.

e X(t) : precio de cualquier valor de un mercado bursdtil en un intante t del dia.
e X(t) : nimero de accidentes automouvilisticos en una capital en un mes t.
e X (t) : temperatura de un proceso en un instante t.

A continuacion, voy a escribir otra definiciéon alternativa mas técnica, donde podriamos
analizar lo que es un proceso estocastico mas a fondo. Esto nos permitiria conocer definiciones
como procesos equivalentes, modificaciones o versiones, indistingibles, progresivamente me-
dibles, teoremas de continuidad y existencia de Kolmogorov.... Lo hago para incitar a alguna
persona a ver la importancia y el mundo que es este de los procesos estocasticos y porque
me ayuda a ver otra perspectiva de ellos e intuir aspectos futuros en el trabajo. Una fuente

que nos ayude a ello puede ser [3], ademds de las comentadas al principio del capitulo.
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Definicién 1.11 (Proceso Estocastico). Un proceso estocdstico es un objeto de la forma:
X = (Q» ﬁ) (cgt)teTa (Xt)teT7 P)-

e (92, F, P) es un espacio de probabilidad.

oT (el tiempo) es un subconjunto de R*.

o (Fi)ier es una filtracion, es decir, un conjunto totalmente ordenado de sub-o-dlgebras
de F: %, C % para cualquier s < t.

o (Xi)ier es una familia de variables aleatorias en (Q, F) tomando valores en un espacio
medible (E,&) tal que, para cada t, X; es F;-medible. Este hecho es también expresado
diciendo que (Xy); es adaptado a la filtracion (F);.

1.5. Clasificacion de Procesos Estocasticos

Una primera forma de clasificar los procesos estocésticos puede ser mediante el tipo de valores
que toma la variable aleatoria y el tipo de valores del indice. Para ello nos va a ser 1itil conocer

las siguientes definiciones:

Definiciéon 1.12 (Conjunto de estados). Al conjunto de posibles valores que pueden tomar

las variables aleatorias {X;,t € T}, se le denomina conjunto de estados E.

Definiciéon 1.13 (Conjunto paramétrico). Al conjunto T C R de subindices se le denomina

conjunto paramétrico y puede ser continuo o numerable.

Nota 1.1. Comunmente, y en nuestro caso, el subindice t indica el tiempo y X; indica el

estado o posicion del proceso estocastico en el instante t.

Clasificacién segun el conjunto paramétrico y de estados

e Diremos que X; es un proceso estocastico de pardmetro continuo si el conjunto T es
continuo (RT).

e Diremos que X; es un proceso estocastico de pardmetro discreto si el conjunto T es
discreto (N).

e Diremos que el proceso estocastico es de estado continuo si para cada instante t la
variable aleatoria X; es de tipo continuo.

 Diremos que el proceso estocastico es de estado discreto si para cada instante t la variable
aleatoria X, es de tipo discreto.

Por lo tanto, segiin esta clasificacion tenemos cuatro tipos que dependera si son procesos
estocasticos de parametro continuo o discreto y de estado continuo o discreto. Cada cual
recibe un nombre determinado que ilustraremos en la tabla (1.1]).

Estas clasificaciones se pueden hacer de forma sencilla y nos permiten separarlos para
estudiar y analizar de cada uno sus propias caracteristicas. Como hemos dicho en la intro-

duccion “la variable aleatoria va a depender del experimento probabilistico y del tiempo”.
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t Discreto t Continuo

] , Proceso de tiempo con-
Proceso de tiempo discre-

to y estado discreto (CA-
DENA) (Infectados de
COVID-19 cada dia)

tinuo 1y estado discreto
(Proc. SALTOS PU-
ROS)(Mascarillas produ-

cidas hasta el instante t)

X Discreta

] ] Proceso de tiempo con-
Proceso de tiempo discreto

y estado continuo (SUC.
de V. A.) (Precio de un

valor bursatil cada dia)

tinuo 1y estado discreto
(PROCESO CONTI-
NUO) (Velocidad de un

automovil en el instante )

X Continua

Tabla 1.1: Clasificacion de los procesos estocasticos segiin parametro y estado.

Por lo que no solo influye el tiempo, también influye la probabilidad. Esto nos lleva a otro

tipo de clasificaciéon también muy tutil.

Clasificacion segun las caracteristicas probabilisticas de las varia-
bles aleatorias

Al representar para cada t la funciéon de densidad correspondiente a una variable aleato-
ria de X; las funciones de densidad pueden ser variables. Por consiguiente, las propiedades
probabilisticas de una variable aleatoria son fundamentales a la hora de reconocer y clasificar
un proceso estocastico. De ahi, la importancia de la probabilidad. Esto hace que segiin estos

términos podamos clasificar un proceso estocéstico de las siguientes formas.

1. Procesos Estacionarios

Como hemos dicho, las caracteristicas probabilisticas pueden cambiar a lo largo del tiem-
po. Sin embargo, los procesos estacionarios son de gran interés, ya que se caracterizan
por ser aquellos procesos cuyo comportamiento se mantiene constante a lo largo de ¢. Esto
nos va a ayudar en lo que estamos interesados, que es predecir el comportamiento futuro del

proceso. La representacion grafica sera constante y con pautas estables de oscilacion.

Definicién 1.14 (Proceso estacionario en sentido estricto). Un proceso es estacionario en
sentido estricto si cualquier distribucion conjunta finita (finito-dimensionales) de cualquiera
de sus v.a. medidas en instantes tqi,ts,...,t,., permanece constante al realizar un mismo

desplazamiento de tiempo €.

F(X(tl)’X(tZ)a”' aX(tr)) = F(X(t1+e>aX(t2+6)>"' aX(tr—i-e))'

para todo conjuntos de indices (t1,ta,...,1.) y Ve.
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Esta es una condicién muy fuerte, ya que implica estudiar numerosas distribuciones de

densidad conjunta.

Definicién 1.15 (Proceso estacionario en sentido débil). Un proceso es estacionario en

sentido débil si es estable para todo t en media, en varianza y en autocovarianza. Esto es:

Lop=p
2. 02 =02

3. Cov(t,t+¢€) =Cou(s,s+ €)=,

Comentar que Proceso estacionario estricto = Proceso estacionario débil, pero no al contrario.

2. Procesos Markovianos

Decimos que un proceso es Markoviano (se llama asi por el matematico ruso Andréi
Markov), cuando un fenémeno aleatorio dependiente del tiempo ¢ cumple la propiedad de
Markov. La caracteristica principal de estos procesos se comprende diciendo que el estado
futuro del proceso, depende del estado presente, pero no de los estados pasados del proceso.

De ahi que estos procesos sean muy importantes en finanzas, fisica, quimica...

Definicién 1.16 (Proceso Markoviano). Un proceso estocdstico es un proceso markoviano
cuando la evolucion del proceso depende exclusivamente del pasado inmediato, dados los tiem-

posty <t < ...<tlp,

P(th S B’thatha t 7th_1) = P(th|th—1)

siendo B un conjunto de Borel (suceso) en R.

Esta propiedad se puede expresar con funciones de densidad o de probabilidad, dependiendo
la naturaleza de las variables del proceso. Por eso a nosotros nos interesa en el caso discreto

con probabilidades, donde sera importante la propiedad.

Definicién 1.17 (Propiedad de Markov). Se cumple la propiedad de Mdarkov cuando la
evolucion pasada del proceso depende de la situacion actual que ocupa el proceso para poder

calcular la probabilidad de cambiar a otro estado, esto es,

P(Xn = $n|XO - x(),Xl =T1," aXn—l - wn—l) = P(Xn - xn|Xn—l - xn—l)-

Cuando el conjunto de posibles estados es numerable(discreto), el proceso se llama cadenas
de Markov. Por otro lado, cuando todas las posibles ejecuciones del proceso son funciones

continuas del tiempo el proceso se llama proceso de difusion.
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Para los procesos Markovianos las probabilidades P(X,, = z,|X,—1 = x,_1) se denominan
probabilidades de transicion. Una forma maés interesante de representar las probabilidades

de transicién es:

Un aspecto interesante puede ser cuando las probabilidades p;;(n) no dependen de n, esto
indica que las probabilidades de cambiar de estado son iguales en cualquier instante. En este
caso se dice que las probabilidades de transicion son estacionarias. En el caso de las cadenas
de Markov es posible definir una matriz de probabilidades de transicion. Esta matriz

es de la forma:

P11 P12 - Dik
p_ p.21 p.22 : p?k
Pkl DPrk2 - Dkk

Indica la probabilidad condicionada de que un proceso esté en el estado s; habiendo estado
en el estado s;. La componente de fila ¢ y columna j representa la probabilidad de transicion
de un paso, esto es, p;; = P(X,, = s;|X,—1 = ;). Esta matriz es muy eficiente para buscar
las probabilidades de transicién de més de un paso. Ya que las matrices P?, P3, P4 ... P™
determinan las probabilidades de transicion en 2,3,4,...,m pasos. Esta matriz P™ recibe
el nombre de matriz de transicién en m pasos. Consiguiendo uno de los objetivos que
buscamos y tienen los procesos estocésticos, conocer las probabilidades de lo que va a pasar
en el futuro. Un ejemplo de proceso markoviano es el movimiento browniano del que

hablaremos mas adelante, que intenta conocer la actividad aleatoria de las particulas en un

fluido.

3. Procesos de incrementos independientes (ortogonales)

Definicién 1.18 (Procesos de incrementos independientes). Sea {X;,t € T} un proceso
estocdstico. Se dice que ese proceso es de incrementos independientes st Vn € N cualquiera
que sean ty < t; <ty < ... <t, las variables aleatorias X;, — X3, Xo, — Xoyo .., Xy, — Xo,,

son independientes.

Como vemos de nuevo afecta la probabilidad ya que la independencia es un concepto
probabilistico. Ligados a estos también podemos definir los procesos de incrementos estacio-
narios estos son cuando la distribucién, fijado ¢, de X ,; — X es la misma para todo s, con
tal que s+t e T.

Existen procesos de incrementos estacionarios y independientes como los procesos de
Lévy, en ellos se encuentras dos procesos de interés y que veremos mas adelante como son
el movimiento browniano y los procesos de Poisson. Por tltimo comentar una proposicion

donde podemos ver la importancia de los procesos markovianos.
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Proposiciéon 1.1. Todo proceso de incrementos ortogonales es un proceso markoviano.

Lo que nos hace pensar que los procesos ortogonales son muy utilizados ya que los pro-
cesos markovianos tienen caracteristicas muy importantes que le hacen aparecer en una gran

cantidad de procesos.

1.6. Ejemplos de procesos estocasticos

Como los procesos markovianos son de uso comin ya que se encuentran en muchas areas
de conocimiento y los hemos estudiado en diferentes materias, voy a introducir un pequeno

ejemplo donde poder ver el uso de lo comentado en este trabajo sobre estos procesos.

Ejemplo 1.3. Se sabe lo que ocurre con el tiempo atmosférico en una determinada region:
un dia se llama soleado (S) si el sol luce mds de la mitad del dia y se llama nublado (N)
st hace menos. Se ha llegado a un andlisis donde por experiencia sabemos que si hay un dia
nublado es igual de probable que el dia siguiente sea también nublado. St el dia es soleado hay
una probabilidad de 2/3 de que sea también soleado.

a)  Construiremos la matriz de transicion T .

b)  Si hoy estd nublado ;cudl es la probabilidad de que dentro de tres dias esté también
nublado? ; y de que esté soleado?

c)  Calculemos T° y T*™. Descubrir el comportamiento de T™ cuando n — oo y como

se comporta la probabilidad p™ cuando n — oo. sDepende el limite de p© ?

Solucion a) Vemos que el proceso es markoviano ya que el tiempo solo depende del dia
anterior. En este caso tenemos una cadena de Markov con dos estados D; = Dia nublado N,

Dy = Dia soleado S. Por lo tanto, la matriz de transicion T' sera:

) |

Solucion b) Si empezamos los pasos a partir del dia actual, tenemos que:
P =" #)=(1 0).

De aqui podemos obtener la probabilidad con la que estard nublado o soleado dentro de tres

N

I
—
Wl M=
W= N

dias, esto es:

p(3) _ p(O)T3 — (1 O) (

LI D=
W N

20 43
= (1 o)(}j gg) = (8 %)=(0403 0.597).

108 108
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Por lo que podemos concluir que la probabilidad de que tengamos un dia nublado es pg?’) = %
y la de que exista un dia soleado es pg3) = %).

Solucién ¢) Ahora vamos a calcular las matrices de transicion T7° y T que son:
5

5\ _ (0.40008 0.59992

3 0.39995 0.60005

10
10 _ B 0.4  0.60000
0.40000 0.6 '

Estos calculos han sido realizados con M AT LAB que es una gran herramienta en estos casos.
0.4 0.6
™ — =Q
04 0.6

. . 0.4 0.6
p™ =p01m = (" pi") ( ) =

~

o

I
//
Wl N

Wl N
Wl N

De esta forma calculamos:

por lo que,

04 0.6

= (" + )04 (p” + p)0.6) = (04 0.6),

ya que pgo) + péo) = 1. Se puede observar claramente que cuando n — oo entonces p(™ no
depende del valor inicial p(®). Este ejemplo est4 sacado de [26], en él existen muchos otros
ejemplos donde podemos profundizar y ver cémo funcionan los autovalores y autovectores .
A continuacién, a modo de ejemplo voy a introducir un tipo de procesos estocasticos que
salen constantemente en cualquier fuente de la bibliografia debido a su importancia y su uso.
Son los procesos de Poisson. Los voy a definir ya que quiero enunciar un ejemplo sobre

ello.

Definicién 1.19 (Proceso de Poisson). Un proceso de Poisson con intensidad(o pardmetro)

A es un procesos {Ny,n > 0} caracterizado por las siguientes propiedades.
1. NO == O

2. Sean n instantes 0 < t; < --- <t,, entonces los incrementos Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny,

son variables aleatorias independientes.

3. Sis <t entonces el incremento Ny — N tiene una ley de Poisson de pardmetro \(t—s),
esto es
P(N; = N, = ky = - RS
Podemos contruir un proceso de Poisson de la siguiente forma. Si tenemos una sucesién
{X,,n > 1} de variables aleatorias independientes y con ley geométrica de parametro A. Esto
es que,
P(X, >z)=e.
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Si ponemos Ty = 0 y para n > 1 formamos,

Entonces el proceso N; = n si T, <t < T,,1 es un proceso de Poisson de parametro . A
continuacion, voy a poner un ejemplo donde vamos a mezclar conocimientos de las cadenas

de Markov y del proceso de Poisson.

Ejemplo 1.4. Sea N; cont > 0 un proceso de Poisson con pardmetro X\ y sea Y, una cadena
de Markov discreta con probabilidad de transicion u(i, j). Y sabemos entonces que el proceso
definido como Xy = Yy, es una cadena de Markov en tiempo continuo. De forma mds explicita
esto indica que X, realiza un salto segin u(i,j) en cada llegada de Ny.

Si X,, =1 y es independiente de lo que ocurriese en el pasado, entonces ird al estado j
con probabilidad u(i, 7).

Aqui en lugar de tener la matriz de transicion vamos a tener la probabilidad de transicion

para t > 0 siendo de la forma:
pu(i,j) = P(Xy = j[Xo =)

que como en el ejemplo, como N, se distribuye como una Poisson con media \t, la forma de

lo anterior es:

A" .

pt(lm]) = Z e_At
n=0 n

siendo u" (i, j) la potencia n-ésima de la probabilidad de transicion u(i, j). Lo que quiere decir

es que la probabilidad de estar en 7 en el tiempo t es igual a que aparezcan n llegadas de Ny

por la probabilidad de transicion en Ny = n etapas: u™(i, j).

Ademas, si queremos conocer mas, vemos que cumple una ecuacién muy importante en

los procesos estocésticos como es la ecuacion de Chapman-Kolmogorov:
Zps(ia k)pt(k7j) - ps—i—t(i?j)'
k

Esto es muy importante ya que para ir de 7 a j en el tiempo s + ¢, tenemos que estar en
algin estado k en el tiempo s y por la propiedad markoviana las dos partes del recorrido son
independientes entre si. Por lo que si conocemos la probabilidad de transiciéon para t < t
para cualquier ¢y > 0, entonces sabremos para todo ¢.

Este es un claro ejemplo sacado de [29] donde podemos ver que conocer diferentes pro-
cesos y propiedades nos ayudan a resolver y analizar mejor cualquier situaciéon modelada
por un proceso. También vemos que la probabilidad juega un papel fundamental para sacar
resultados y conclusiones en las soluciones de cualquier ejemplo. Existen una gran cantidad
de ejemplos de procesos estocasticos en cualquier libro de la bibliografia o cualquier libro

relacionado con el tema.



Capitulo 2
Movimiento browniano y aplicaciones

El boténico y bidlogo escocés Robert Brown (1773-1858) estudid, a través de un micros-
copio, que en el agua existian pequenas particulas de polen suspendidas que realizaban un
movimiento particularmente irregular. Mas tarde, él mismo descubri6 que otras particulas
de varios minerales seguian el mismo movimiento. Este fenémeno, recibe el nombre de movi-
miento browniano gracias a él. El movimiento browniano es el movimiento aleatorio que
podemos examinar en las particulas que se encuentran en un medio fluido debido a choques
entre las particulas del mismo fluido.

Estos estudios siguieron siendo estudiados por personajes ilustres de diferentes campos
como por ejemplo Louis Bachelier en 1900 para modelar las fluctuaciones de la bolsa parisina.
A su vez, Albert Einstein (1905) publicé una explicacién del fendmeno. Norbert Wiener (1894-
1964) analizé y consiguié dar un modelo estocastico para las trayectorias irregulares de las
particulas como funciones continuas y no diferenciables en ningtin punto. A partir de entonces
hasta la actualidad, las contribuciones teéricas y aplicaciones a diferentes areas de la ciencia

no han cesado.

Figura 2.1: Robert Brown (1773-1858) y Norbert Wiener (1894-1964).

15
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2.1. Introduccién al proceso de Wiener

La formulacién matematica concisa del movimiento browniano fue dada por Norbert Wie-
ner en 1918. Es por eso que en el ambito matematico se le otorgue el nombre de movimiento
browniano o proceso de Wiener. Esta incluido como uno de los procesos de Lévy (procesos
estocdsticos continuos en probabilidad y con incrementos estacionarios e independientes) méas
importantes. Su aportacién a la matematica pura (estudio de martingalas) como a la aplicada
(ecuacion de Black-Scholes) son enormes. En este capitulo he utilizado principalmente [20],
[16] y 1.

Sabemos que el proceso de Wiener es un caso particular del proceso gaussiano. Por lo
tanto, tenemos que conocer de qué trata un proceso gaussiano para poder adentrarnos en ellos.
Los procesos gaussianos se precisan como una distribucion de probabilidad sobre funciones
aleatorias. De hecho, la distribucién gaussiana es la mas conocida y mas empleada en la
probabilidad. Los procesos gaussianos son sobre colecciones infinitas de variables (funciones),
donde cualquier subconjunto de variables aleatorias finita tiene una distribucion gaussiana
multivariable. Son procesos estocasticos {X;,t € T} donde para todo n y todo ti,ty,...,t,
se cumple que la distribuciéon conjunta de las n variables aleatorias Xy, Xy,,..., Xy, es una

normal n-variada. Una definicién mas formal es la siguiente.

Nota 2.1. Recordemos que X es gaussiana o normal X ~ N(u,0?) cuando su distribucion
de probabilidad es :

x 1 (u=0)?
F(z) = / e 27 du.
—o00 V27O
Definicién 2.1 (Proceso Gaussiano). Un proceso estocdstico { Xy, t € T'} es un proceso gaus-
siano o normal si sus variables X; ~ N (u(t),o%(t)) y sus distribuciones finito-dimensionales

son gaussianas o normales multivariantes, esto es,

i i
F(Xy, Xy, Xy,) = || 267%(%#) S @—p)
(2rm)3
donde
o1 012 O1(n—1) O1n
2 251
012 g5 o 02(n—1) O2n i
. . . . . 2
Y= : : . : : U=
O1(n—1) 02(n—1) 02_1 O(n—1)n i
Oln O2n o O(n=1)n 0-721 "
Y es la matriz de covarianzas del vector de variables aleatorias (X, Xy, ..., Xs,) y p es el

vector de medias. Ademds, nos sirve tanto para tiempos continuos como discretos.
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Estas matrices de nuevo nos pueden dar mucha informacién, por ejemplo, si p; = 0, Vi,

02 =0*Viy o, =0,i # j, entonces nos encontramos ante un caso particular que se llama

2 =
ruido blanco. Las propiedades heredadas de la distribuciéon gaussiana o normal le hacen al
proceso gaussiano de tremenda importancia. Una de ellas es que con los momentos de primer
y segundo orden (u y 3) las distribuciones finito-dimensionales ya las tenemos determinadas
de forma visual en una matriz y otra por ejemplo puede ser que como vemos son matrices y
la transformacion lineal de cada proceso da lugar otro nuevo proceso gaussiano.

Esto hace que abundantes procesos relacionados con senal y ruido se modelizan de una

forma clara con un proceso Gaussiano.

Definicién 2.2 (Definicién alternativa). Un proceso se dice gaussiano si para un conjunto
finito de indices ty,ta, ...t del conjunto T, siendo (Xy,, X, ..., Xy, ) un vector evaluado en
una variable aleatoria gaussiana. Mediante la funcion caracteristica de variables aleatorias
podemos decir que: {X;,t € T} es un proceso gaussiano si y solo si para un conjunto finito

de indices ty,1s, ..., ty existen valores reales positivos para oy, y pj tal que:

. k 1 .
E[Q(ZZZ:I thtl)] — 6—5 Zl,j O'ljtltj-i-zzlultl
donde IE(.) es la esperanza matemdtica y oy; y p; son la covarianza y media del proceso.

Como bien veniamos comentando el proceso de Wiener es un proceso de Lévy, por lo

tanto va a ser de utilidad conocer sus caracteristicas.

Definicién 2.3 (Proceso de Lévy). Sea X = {X;,t > 0} un proceso decimos que es de Lévy
en un espacio de probabilidad (Q, %, P) si,

1. Xo =0, por lo tanto, parte desde el origen.
2. X tiene trayectorias continuas con limite a la izquierda.

3. Tiene incrementos independientes, dados los instantes 0 < t; < to < ... < t, las
variables aleatorias
Xt17Xt2 - th e ath - th—l

son independientes.

4. Sus incrementos X; — X son homogéneos en el tiempo, solo dependen de la diferencia
t—s, esto es, Xy — Xy~ X;_g.

Una herramienta para el estudio de estos procesos es la férmula de Lévy - Kintchine, ésta

calcula la funcion caracteristica de las variables X; de la forma:

E<62Xt> _ etw(z)
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donde la funcién v se llama exponente caracteristico y se establece como:

1
V() = bzt 50t + [ (€ = 1= 2yl gyic)TI(dy)

donde:

«by o > 0 son constantes reales. Y la funcién 1{y|<1) indica la funcién indicadora del
conjunto oportuno dado.

o IT es la medida de Lévy, una medida positiva en R\{0} tal que [(1 A y*)TI(dy) < oo-

Es importante comentar que esta funcién 1 se define en valores imaginarios puros z y con-
sigue determinar completamente la distribucién de probabilidades de nuestro proceso. Un
proceso de Lévy se determina mediante: un arrastre lineal, un movimiento browniano y una
superposicion de procesos de Poisson centrados e independientes con distintos tamatios pro-
medio de salto. Esto es, podemos identificar cada distribuciéon de un proceso de Lévy con una
tripleta (b, o, II).

Una vez que conocemos un poco la base y propiedades de tipos de procesos de donde viene

el movimiento browniano o proceso de Wiener podemos definirlo.

Definicién 2.4 (Proceso de Wiener o movimiento browniano). Decimos que un proceso
estocastico {Wy,t > 0} en un espacio de probabilidad (S, #, P) es proceso de Wiener o

movimiento browniano si se cumplen las siguientes propiedades:
2. Wy tiene trayectorias continuas.

3. Tiene incrementos independientes, dados los instantes 0 < t; <ty < ... < t, entonces
Wi Wiy = Wy W, = Wa,
son variables aleatorias independientes.

4. Parat > s, Wy — Wy es una variable gaussiana, con una distribucion normal de media

0 y varianza t — s, es decir

W, — Wy ~ N(0,0%(t — s)).

Cuando 0® = 1 se dice que es un proceso de Wiener unidimensional estindar.

Consecuencias de la definicion
e N(u,0?) denota la distribucién normal con el valor esperado i y la varianza o?. Luego
su funcién de probabilidad se rige a partir de la Nota 2.1.

W no es un proceso estacionario.
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e Para todo 14,9, t3,14 se cumple que:
E[(Wtz - Wt1)<Wt4 - Wts)] =0

« Como bien sabemos es un proceso gaussiano.

e La funcién de densidad f(t,z) cumple la funcién de difusion, es decir,

of(t,x) _ o® Pf(t,x)
o 2 Ox?
parat >0y x e R
« El incremento AW del proceso, es N (0, At), al examinar la variable (AW)?2. Se cumple
que:

E((AW)?) = At, V((AW)?) = 2(At).
Esto es, si hacemos tender At a cero, tenemos que la varianza va a ser menor que la esperanza,
por lo que la variable se aproxima a su valor esperado, es decir,

(AW)?) ~ At, = (dW)? = dt.

e Se cumple que:
Wi — Wy o?

2—7
TR

De aqui me gustaria comentar que una caracterizacién del proceso de Wiener es lo que

E(

se conoce como caracterizacion de Lévy, que nos dice que casi seguramente el proceso de
Wiener estard en una martingala (lo veremos en el préximo capitulo) continua con Wy y
variacion cuadratica [W;, W;] = t. El proceso de Wiener es valioso en la teorfa matematica de
las finanzas y en concreto es esencial para determinar la ecuacién de Black-Scholes que
establece el precio de determinados activos bursatiles y que veremos mas adelante en este

trabajo.

2.2. Construccion del proceso de Wiener

Una vez que ya sabemos su definicion, vamos a construirlo. El proceso de Wiener se puede
construir de diferentes formas. Como un proceso gaussiano con una funciéon de covarianzas
K(s,t) = o*min(s,t), una construccién a partir de esquemas de Kolmogorov, la construccién
de Lévy-Ciesielski... Pero la méas comin es mediante el caso limite de una serie de procesos
estocasticos llamados paseos aleatorios o caminos aleatorios. Es lo que se conoce como teorema
de Donsker. Para imaginarnoslo de una forma mas visual, imaginamos una particula colocada
en el punto (xg, yo), donde en cada instante ¢y, ts, ..., t, recorre en una direcciéon al azar una
distancia fija D, esto es lo que se llama un paseo aleatorio bidimensional. Estos paseos tienen

trayectorias, imaginemos a un inversor en bolsa que tiene una cantidad de dinero inicial By y
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cada vez que invierte tiene una probabilidad p de ganar y 1—p de perder, al invertir 1,2,...,n
veces su cantidad de dinero serd By, Bs, ..., B,. Al graficar las cantidades de dinero en funcion
del tiempo obtenemos una trayectoria. Ademas las cantidades son variables aleatorias, con
caracteristicas de un proceso estocastico markoviano y un paseo aleatorio unidimensional.
Vamos a considerar que en cada instante de tiempo se toma una direccién determinada. Si
hacemos tender el tiempo entre dos cambios de direccién a cero, hara que la distancia también
tendera a cero. El proceso de Wiener W, es el proceso resultante de este experimento. Para
realizar esta construccion, lo primero que tenemos que conocer es qué es un camino aleatorio,
todo ello esta muy explicitamente expuesto en [14] de donde nos vamos a basar debido a su

buena aportacién matematica para el trabajo.

Camino aleatorio
Se dice de un proceso estocastico que especifica el desplazamiento aleatorio de un movil en
R™. Debido a que es mas sencillo e ilustra lo que realmente queremos definir nos vamos
a basar en el caso unidimensional. Por ejemplo, nuestro movil se desplaza mediante saltos
unitarios e independientes por la recta real, lo hace con probabilidad p hacia la derecha y
con probabilidad 1 — p hacia la izquierda. Una vez realizados n desplazamientos, la posicion
del mévil serd S,, = D1+ Dy +---+ D,,, donde D), considera una funcién de probabilidad de

la forma,

1—p, st xz=-—1;
fu(x) =1 p, si x=1;
0, en  resto.

Al realizar n desplazamientos, si k£ han sido hacia la derecha y n — k hacia la izquierda,

la posicién final serd S,, = k — (n — k) = 2k — n esto hace que su funcién de probabilidad sea,

fs, (2k —n) = P(S, =2k —n) = <Z>pk(l —p)"* k=01,---n.

Ahora voy a expresar la media, la varianza y la funcién autocovarianza y de autocorre-
lacion que como he dicho en el Capitulo 1 sus definiciones son de d&mbito conocido y que

podemos extraer de cualquier libro de probabilidad. En este caso son:

pu(n) = =Y E(Dy) =n(2p—1),
k=1
y
o2 = var(S Z var(Dy) = 4np(1 — p).
k=1

Siendo la funcién de autocovarianza y la de autocorrelacion de la forma,

Cov(ny,ng) = min(ny, na)dp(l — p),
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R(ny,ng) = Cov(ny,ng) + p(ny)u(ng) = min(ny, n2)dp(l — p) + nine(2p — 1)2.

Ahora que ya los conocemos procedamos a la construccion del proceso de Wiener. En
el caso anterior eran saltos unitarios hacia la derecha o izquierda en cada intervalo unitario
de tiempo. Pero ahora pensemos que cualesquiera que sean los desplazamientos pequenos de
longitud A también tendremos unos intervalos de tiempo de longitud 7. Al hacer tender a
cero el desplazamiento y el tiempo vamos a obtener un proceso donde sus ejecuciones seran
funciones continuas en el tiempo. Vamos a descubrir en qué condiciones van a tender a cero.
Para ello imaginamos una particula colocada en el origen. La cual en cada intervalo de tiempo

7 se desplaza una cantidad aleatoria Z de tal forma que:

P(Z = +A) =p, P(Z=-A)=1-p=q,

con la condicién de ser los desplazamientos independientes.

Nota 2.2. Nos encontramos ante una variable dicotomica. Esto es, un tipo especial de varia-
ble cualitativa, que solo puede adoptar dos valores. Por ejemplo, la variable “resultado que se
obtiene al lanzar una moneda”. Toda variable continua puede ser dicotomizada como la va-
riable “altura”, se puede dividir en altos y bajos. Las caracteristicas y nociones probabilisticas

de este tipo de variable se pueden ver en cualquier libro matemdtico de probabilidad.
En este caso tenemos que la media y la varianza son,
pz=P—qd, oy =4pgA’,
donde su funcién caracteristica vale
pz(u; A) = B(e"?) = pe™® 4 ge™™2.

Sabemos que en el tiempo ¢ se han realizado n = [t/7| desplazamientos, donde X, es la posi-
cién final de la particula. Esta posicién sera la suma X; = 7" ; Z; donde las Z; son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Por lo que la funcién caracteristica

de X, sera:

ox, (u; T, A) = B(e™Xt) = (pe® 4 ge A" = (pelA + gem AT, (2.1)

De las féormulas anteriores, podemos obtener facilmente la media y la varianza de Xj.

px, = [t/7](p—a)A, 0%, = [t/7T]4paA’.

Como hemos dicho al principio lo que queremos hacer es tender a cero tanto a A como 7 para

obtener un resultado comprensible. Por comprensible entendemos por ejemplo qué media y
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qué varianza de X, para t = 1, sean finitas e iguales a a u y o%. Esto es, A y 7 tienen que

tener a cero para que:
- A 4 AQ
(p q ) L Pq 2.

Para que se resuelva nuestras pretensiones tiene que ocurrir que,

T L, _mrT
g

= A+ ), =S - IT), (22

Esto hace que p y ¢ tengan que tener valores muy préximos a 1/2 para prevenir degene-

A=o\T, p

raciones del proceso limite y que A sea de un orden de magnitud mucho mayor que 7 ya que
como hemos visto como infinitésimo A = O(71/2).

Estamos en condiciones de obtener la distribucién de probabilidad limite de las X;, para
ello nos basamos en las ecuaciones y mediante el comportamiento limite de la
funcién caracteristica.

t/T
) 1 .
M\/F)ezuaﬁ + 7(1 . M\/;)e—zuaﬁ

o 2 o

Al desarrollar en potencias de 7 y hacerle tender a cero, 7 — 0, entonces tenemos,

1
px () = |51+

1
() = exp (utu — So*tu),

que justamente coincide con la funcién caracteristica de una N (ut, o%t).

Como el proceso formado por las variables X; estd generado por caminos aleatorios, hereda
sus propiedades. En realidad, lo que hemos estado haciendo es aplicar el Teorema Central
del Limite a la suma de variables dicotémicas que definen X;. Una de esas propiedades
mas importantes es la de incrementos estacionarios e independientes. Esto es, si t; < to,
Xy, — Xy ~ N(u(ty —t1),02(ta —t1)). El proceso limite del que hemos hablado es un proceso
Gaussiano con incrementos independientes.

El proceso de Wiener es un proceso limite como el que hemos desarrollado anterior-

mente con p = q = 1/2.

Otra forma de construir el movimiento browniano con bastante interés matemético para
poder investigar en él, es la que podemos encontrar en [7]. Se denomina la construccién de
Lévy-Ciesielski.

Para ello, necesitamos proporcionar las notaciones

Do={1}, D,={k/2":k=1,352n—1}(n=1,2,--)

y D =UD,,. Los puntos de D son conocidos como racionales diddicos del intervalo (0, 1]
y racionales diadicos de indice n a los de D,,. Para comenzar, vamos a asociar a cada racional
de D una funcién de tal forma que Hy(t) =1 (0 <t <1)y a cualquier r en D,,, n>1,

Hr(t> = Z(nil)ﬂsgn(T - i)1{|r,t‘<2—n}.
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Este tipo de funciones toma el nombre de funciones de Haar. Son necesarias para poder

definir el tipo de integrales que necesitamos que son de la forma,

s.1)= [ U HL(t)dt = / Loy H, (1)t

Estas integrales son las denominadas funciones de Schauder. Analizando vemos que son
coeficientes de Fourier de funciones indicatrices de intervalos y al aplicar la igualdad de

Parseval a este caso resulta,

1 o0
S/\t:/O 1{‘r<s}1{~r<t}d7_ = Z Z ST(S)ST(t).

n=0reD,

Teorema 2.1 (Construccién del proceso de Wiener de Lévy-Ciesielski). La serie w(t) =
o 0 2reD, Zr(8)Sy(t) donde {Z, : r € D} es una familia de variables aleatorias inde-
pendientes, con distribucion gaussiana tipica, converge uniformemente en 0 < t < 1 con

probabilidad uno, y la suma es un proceso de Wiener.

Pudiendo verificar que los incrementos v(t) = w(T + t) — w(T') a partir de un tiempo
determinado T, tienen la distribucién de un nuevo proceso de Wiener independiente de la
trayectoria {w(s) : s < T'}. Este tipo de construccién es el mas aplicado para analizar las
trayectorias del movimiento Browniano de hecho esta construccion nos da la continuidad de

las trayectorias del movimiento Browniano, que podemos ver perfectamente analizado en [I1].

A nivel de fundamento matemaético, existen tres maneras principales de construir el mo-
vimiento browniano las dos primeras son la construccion como limite del camino aleatorio
y la construccion de Lévy-Ciesielski las cuales hemos introducido anteriormente. La que nos
queda es la llamada construccion de Kolmogorov.

Esta ultima se basa en demostrar que el movimiento browniano es un proceso estocastico
real (W;)i>0 gaussiano tal que la media del proceso es igual a 0, V& > 0 y con funcién de
covarianzas,

K(s,t) = o?min(s,t), s,t>0.

Consiste en probar que K es de verdad una funciéon de covarianzas y sabiendo que coincide
con la funcién de covarianzas del proceso de Poisson de promedio o2. De aqui podemos dedu-
cir que dos procesos estocasticos pueden tener la misma funcion de covarianzas mientras que
sus distribuciones finito-dimensionales son muy distintas. Esto se puede demostrar mediante
la construccién por el teorema de extension de Kolmogorov y calculando su funcién de cova-
rianzas, pero para profundizar en esto requeririamos de numerosas suposiciones, conceptos y
resultados auxiliares que en este trabajo no tenemos tiempo de analizar.

Con todo esto me gustaria resaltar la importancia de los procesos estocasticos. Ya que
como hemos visto de un solo proceso, como es el proceso de Wiener, podemos obtener nume-
rosos conceptos matematicos utiles no solo para este aspecto sino para diferentes ramas de

las matematicas y de la sociedad.
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2.3. Medida de Wiener

Como hemos visto, el proceso de Wiener se puede ver como el limite de una suma de
variables aleatorias siendo semejante a la forma que utilizamos para integrar una funciéon
continua, ya que sumamos una gran cantidad de variables de varianza pequena. Podemos co-
nocer la distribucién limite de estas variables, pero no sabemos si pertenecen a algin espacio
de probabilidad con su o-algebra de conjuntos medibles correspondiente. La forma de cons-
truir el proceso y la pequena escala para agregar las variables independientes, consiguen que
cualquier muestra del proceso de Wiener sea una funciéon continua en sentido probabilistico.
De hecho, Wiener asumié la continuidad como un postulado més en su trabajo original.

La medida de Wiener es una medida de probabilidad W en el espacio de funciones conti-
nuas inducidas por el proceso de Wiener. Cualquier integral que use la medida de Wiener la
llamaremos integral de Wiener. La construccion de esta medida especifica la distribucion de
probabilidad de un un camino aleatorio realizado por una particula en movimiento browniano.
Para la construccién de esta medida nos vamos a basar claramente en [I1], pero me gustaria
remarcar una construccion complementaria mucho mas compleja y larga pero alternativa e

interesante, que podemos observar en [20].

Construccion de la medida de Wiener

Para esta construccién nos vamos a basar en la accion de que la familia de variables W,
estd incorporada de forma natural dentro del conjunto de funciones reales definidas en la
semirrecta real positiva. Esto quiere decir que una muestra de nuestro proceso limite significa
asignar un valor real a cada t > 0. Vamos a considerar como muestras posibles al conjunto (2
de funciones continuas w : [0,00) — R, tales que w(0) = 0. La demostraciéon de este hecho
nos llevarfa a cuestiones técnicas de teoria de la medida, pero la podemos encontrar en [4].

Pensemos ahora en que dada una muestra w € €2, la variable W; : w — R nos devuelva

el valor de la funcién continua w en t:
Wi(w) = w(t).

De esta forma conseguimos lo que queremos, ya que a partir de la distribucién de probabi-
lidad de W; podemos calcular la probabilidad de encontrar esa variable en un intervalo real
concreto. En este tipo de construccion y en la mayoria de los libros, esta distribucion nos va a
permitir definir la medida en unos subconjuntos de 2 muy singulares y definamos la medida

de los w que pasan por el intervalo [a,b] en ¢ :
Pa < Wy <b).
En el conjunto singular denominado conjunto cilindrico o ventana:

Clagt = {w € Q:a <w(t) < b}
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Su medida de probabilidad usando la distribucién de la variable W; la cual es normal de

media cero y varianza t, la vamos a definir de la forma:

b e 2t
P(Clapt) ::/a ¢(z,t)dx, o(z,t) = NorS

Si queremos conocer la probabilidad de la intersecciéon de dos conjuntos cilindricos Clg, b4,

Y Clag bo)ito tendremos que considerar la distribucién conjunta de las variables W, y W,
con t; <ty que como sabemos tenemos la independencia del incremento AW,y := W, — Wy,
respecto de W, , lo que queremos medir con la intersecciéon es la probabilidad de las funciones

continuas que pasan en t; por el intervalo [a1,b1] y en t3 por el intervalo [ag, bo]. Esto es,

bi rbo
Play < Wy, <bj,as < Wy, <by) = / / p(x1, t1; T0, to)drdae =
a1 Jas

b1 bo b1 b2
/ / p(x2, ta|xy, t1)p(xy, t1)dadey = / p(x1,t1) (/ p($27t2\$1,t1)d£€2> dzy.
a1 Jao a

ay 2

Para la igualdad primera hemos utilizado la densidad de la distribucién conjunta, es decir:
p(x1,t1; 9, to)dr1dry = P(xy < Wy, < a1 4+ dwy, 20 < Wiy, < 29 + dg).
De la independencia de los incrementos podemos obtener:
p(xa, ta|xy, t1)dre = P(xy < Wy, < X9 + das|Wy, = 1)

= P(Q]Q — I S AWtQ—tl S To — I + dl’g) = ¢($2 — l‘l,tg — tl)
Ademas podemos sustituir AW;, _, = W, — W, . Por lo que, por ultimo podemos decir que:

b
QZ)(I‘Q — X, t2 — tl)dl‘2> dl’l.

2

b1
P(C[al,bl];h M C[az,bz];tz) = / ¢($1,t1> </

Como ya tenemos la probabilidad de la intersecciéon ya podemos conocer la probabilidad de

la unién:
P(C[al,bl];t1 U C[az,bz];tz) = P(C[ahbﬂ;h) + P(C[az,bﬂ;tz) - P(C[al,bl];tl N C[az,bz];tQ)'

Una vez conocidos este tipo de cuestiones podemos definir una medida en el dlgebra generada
por los conjuntos cilindricos Fy (uniones e intersecciones finitas de estos conjuntos). Y con
ello podremos definir la o-algebra F siendo la minima que contiene a Fy pudiendo extender
la medida a todos ellos. Para poder ver detalles mas rigurosos como comprobar que la medida
estd bien definida, lo podemos encontrar en [4] y [5].

Al definir esta medida gracias a Wiener podremos conseguir integrar funcionales definidos

en (). Si conseguimos probar que el funcional tiene unas caracteristicas determinadas para
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este tipo de medida como por ejemplo que es medible, podremos hacer la integral de un
funcional F(w) :

[ Fw)dp, = | Fawaw

Q Q
como el valor esperado del funcional F cuando w recorre las funciones continuas en un
intervalo dado.

Igual que el proceso en si, existen numerosas formas de definir o contruir la medida de
Wiener, he elegido ésta porque es la més representativa ya que parte como base de la forma
mas comun de definir el proceso de Wiener. Pero incluso en el mismo libro en el que nos
hemos basado para esta construccion existe otra forma de construirla buscando un funcional
L con unas determinadas caracteristicas y utilizando teoremas matematicos importante como

el de Stone-Weierstrass.

2.4. Movimiento Browniano en economia y teoria de la

ruina

Lo que quiero transmitir en esta seccion es que los procesos estocasticos no solo se utilizan
en el &mbito de la matematica pura, sino también en otros ambitos o ciencias de una forma
no solo tedrica, también practica. Como todo lo que se va a hablar en este trabajo es muy util
y utilizado en la economia o en las finanzas, me gustaria dar pequenas pinceladas al trabajo
también del aspecto econémico. Como bien hemos dicho el movimiento browniano desde su
hallazgo ha sido estudiado a lo largo del tiempo por numerosas personas. Pues bien, en 1900,
Louis Bachelier publicd en su tesis “Théorie de la Spéculation”, supervisada por Henri Poin-
caré (por lo que nos imaginamos que tendria un gran trasfondo y fundamento matemético).
En ella habia modelado el comportamiento aleatorio de los precios de las acciones de la bolsa
parisina. Descubrié que el movimiento Browniano actia como el limite de paseos al azar sim-
ples(como bien sabemos nosotros) y que la ley (AW)? = At correspondia con la evolucién
espacio-temporal con los precios de las acciones en la bolsa de Paris. Bachelier propuso que

las acciones con riesgo W = {W;};>¢ evolucionan como:
Ly = Lo+ oW, + vt.

Donde W; es un movimiento Browniano, o y v son constantes y L, el precio de la accién en
el instante t. Notemos que como W; es una variable gaussiana, el precio de la acciéon puede
tener valores negativos.

Mas tarde, en 1965, P. Samuelson introdujo el siguiente modelo
Gt — G060Wt+yt,

expresando de nuevo los precios de la accién para un tiempo t. Pero para desarrollar este

modelo necesitamos conocimientos de la formula de Ito y el modelo de Black-Scholes que
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profundizaremos en capitulos proximos. A este modelo se le llama movimiento Browniano

econémio o geométrico.

Nota 2.3. Como ya conocemos lo que es un proceso de Lévy, me gustaria notar que el modelo

introducido por Bachelier es un proceso de Lévy con tripleta (a,0,0). Véase en [10].

Una situacion econémica estudiada donde claramente aplicamos el movimiento browniano

y nos puede ser valioso en el mundo empresarial es la teoria de la ruina.

Teoria de la ruina

En el mismo ano que Bachelier, Filip Lundberg actuario y matematico sueco formuld
el fundamento tedérico de la teoria de la ruina. En él, modela la evolucién en el tiempo de
una compania de seguros a partir de un proceso X = {X;};>¢ llamado proceso de riesgo. El
problema se basa en dado una reserva inicial Xg = x y siendo X; el capital de la compania

en el tiempo ¢, queremos saber la probabilidad de ruina final, esto es:
plr)=P(F>0:2+ X; <0).

Para ello nos ponemos en situaciéon, la compainia de seguros como hemos dicho tiene un
capital inicial x, llegan reclamaciones en tiempos aleatorios Wy, Ws, ..., W,, que se rigen por
un proceso de Poisson homogéneo {N(t) : ¢ > 0} de intensidad A > 0. De aqui podemos
saber que estos tiempos son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
A su vez, estas reclamaciones Y7, Ys, ..., Y, también son variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas. Cuya distribucién comin F' es F'(0) = 0 y media E(Y;) = u > 0.
Pero no todo son reclamaciones, también recibe una prima constante a > 0 por unidad de

tiempo. Con todo esto, ya podemos definir X; mediante:
N(t)

Xy =x+at — Z Y;.
i=1

Sabemos que Zfi(f) Y; = 0 y N(t) representa el nimero de reclamaciones que llegan a la
compaitiia en un intervalo de tiempo de (0,¢]. Tenemos que X; es el modelo de riesgo clasico
o modelo de Cramer-Lundberg.

Decimos que una empresa esta en ruina cuando existe algin ¢ > 0 y X; es menor que
cero. Podemos saber también cual es la probabilidad de no ruina o supervivencia, expresada
mediante ¢(x) = 1 — p(z).

Suponiendo algunos casos podemos sacar conclusiones muy interesantes que nos pueden
ayudar para otros casos. Por ejemplo si x = 0, como sabemos que N(t) e Y7,Ys,...,Y, son

independientes, podemos conocer:
E[Xi] =t(a— M) > 0.

Esto implica que a > Au. Sino ocurre esto tenemos que p(x) = 1, es decir, la ruina asegurada.

Y esto es algo logico ya que vemos que indica que la prima que recibimos por unidad de tiempo
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a tiene que ser mayor que el nimero de reclamos por unidad de tiempo multiplicado por el
valor esperado de cada uno.
Me gustaria resaltar una definicién gracias al resultado anterior que es una condicién para

garantizar la solvencia de una compania.

Definicién 2.5 (Carga de seguridad). La carga de sequridad de una compania, denotada por

p, se define como:
a— A\

AL

Quiero comentar que para este modelo no existen salvo en pocos casos, expresiones expli-

> 0.

p:

citas que nos digan la probabilidad de ruina exacta. Es por ello que se han hecho numerosos
estudios para encontrar féormulas aproximadas. Como podemos ver con bastante profundi-
dad y claridad en nuestra fuente utilizada para este tema [12]. Existen aproximaciones de
diferentes estudiosos en la materia como son la aproximacion de Cramer-Lundberg, cdlculo
exacto de la probabilidad de ruina via transformadas de Laplace y la mas utilizada formula
de Pollaczek-Kintchine. Esta férmula determina la probabilidad de la forma:

mwzﬁ—”)i(mfu—ﬁwm,

a )=\ a
donde para x > 0 la transformada de la distribucién de la cola de F', es:

Fit) =, [ (= F)d.

Cuando los tamanos de reclamacion son distribuidos de forma exponencial, lo que ocurre en
numerosas ocasiones, se simplifica de la forma:
()p(x) = Mei(iig)x.
c
Un hecho como la solvencia de una empresa o la probabilidad de caer en ruina de una
compaiia, son de gran importancia en nuestro dia a dia. Todo empresario o nuevo empresario
quiere conocer coémo va su empresa, cual es su solvencia, qué posibilidades hay de fracasar...
Pues con estas formulas que nos proporcionan estudiosos que han investigado sobre modelos
estocasticos como es en este caso, podemos conocerlas. Todo ese transfondo matematico que

hay detras es lo que estamos viendo, pero sin dejar de lado la aplicacion a la vida real.

2.5. Simulacién del proceso de Wiener con Mathema-
tica y Matlab

Para esta secciéon resulta muy ventajoso los conocimientos adquiridos en asignaturas im-
partidas durante la carrera, como son Métodos Numéricos, Métodos Algoritmicos en Mate-

maticas, Modelizacién y Optimizacién, Probabilidad y Estadistica... donde hemos utilizado
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programas como Wolfram Mathematica o el software libre R. Estos conocimientos han resul-
tado bastante valiosos para poder hacer uso del lenguaje de programacion Mathematica en
el trabajo.

De hecho, podemos ver la importancia de este proceso ya que el propio programa Wolfram
Mathematica tiene instrucciones propias para poder desarrollarlo. He aqui un ejemplo donde
dibujamos un proceso de Wiener con p = 0.3 y 0 = 0.5. Ademaés voy a representar mediante
funciones especificas del programa para la media, la varianza y la covarianza. Esto se puede
ver de forma visual en la Figura 2.2 . Este c6digo se ha basado en la pagina web de Wolfram
Mathematica [28] donde también podemos averiguar cdédigo para otros tipos de procesos que
se generan a partir del movimiento Browniano como son el puente Browniano y el geométrico.

Estos ultimos los representaré en Matlab.

data = RandomFunction[WienerProcess[.3, .5], {0, 1, 0.01}]
ListLinePlot[%, Filling -> Axis]

Mean [WienerProcess[\[Mu], \[Sigmal][t]]
Variance[WienerProcess[\[Mu], \[Sigma]l][t]]
CovarianceFunction[WienerProcess[\[Mu], \[Sigmall], s, t]
CovarianceFunction[WienerProcess[], s, t]
Plot3D[CovarianceFunction[WienerProcess[], s, t], {s, 0, 5}, {t, O,

5}, ColorFunction -> "Rainbow"]

Figura 2.2: Representacién proceso de Wiener g = 0.3 y o = 0.5 y su funcién covarianza.

Ademas he querido indagar en otros sistemas de computo numérico como es Matlab. Esta
decision fue gracias a que en mi mundo laboral lo he utilizado con frecuencia y que no tiene
funciones propias predeterminadas y en el c6digo se ve mas el desarollo. Para los cédigos en
Matlab me he basado en [23] y [30]. El primero que voy a representar es una trayectoria de
una caminata aleatoria, es interesante ya que es con lo que se construye el proceso de Wiener

como bien sabemos.
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clear x
p=0.5;
deltax=1;
T=10000;

x(1)=0;
for i=2:T
if (rand < p)
x(i)=x(i-1)+deltax;
else
x(1)=x(i-1)-deltax;

end
end
plot(1:T,x)
grid on
xlabel(’n’);

ylabel(’x_n’);
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Figura 2.3: Representacion de una caminata aleatoria con p=0.5y Az = 1.

El proceso de Wiener como bien he dicho también lo representaré en Matlab, pero no solo
de una dimensién como aparece en Mathematica, me parece sugerente representarlo en 2 y 3

dimensiones para conocer que no solo existe de una dimensiéon y poder sacar conclusiones.

%Simulacién en dimensién 1
WValores para los parametros
T=1; N=500;
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%»Simulacién de la trayectoria
B=[1; t=[]; dt=T/(N-1);
t=[0:dt:T]; %Vector de tiempos [0, T]
B(1)=0; %B_{0}=0
for i=1:N-1
B(i+1)=B(i)+sqrt(dt)*randn; %B(i)=B(t(i))
end
figure
plot(t, B)
xlabel(’t’)
%»Simulacién en dimensién 2 y 3
T=1; N=500; dt=T/(N-1); d=3; %dimension
B=zeros(N, d); %B(0)=0
for j=1:d
for i=1:N-1
B(i+1, j)=B(i, j)+sqrt(dt)*randn;
end
end
figure
plot(B(:, 1), B(:, 2))
figure
plot3(B(:, 1), B(:, 2), B(:, 3))
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Figura 2.4: Simulaciéon de una trayectoria de un movimiento Browniano unidimensional, en dos y

tres dimensiones.

Ademas también voy a representar diferentes procesos continuos obtenidos a partir del
proceso de Wiener que no hemos estudiado en este trabajo pero que son de bastante interés
como son el puente Browniano y el movimiento Browniano Geométrico utilizado con mucha

frecuencia en las finanzas y que desarrollaremos en el capitulo 5.

%Se simula una trayectoria de un movimiento Browniano
T=1; N=500; B=[]; dt=T/(N-1); t=0:dt:T; B(1)=0;% B_{0}=0
for i=1:N-1

B(i+1)=B(i)+sqrt(dt)*randn;
end
%Puente Browniano
a=0;b=1; P=a+B-t*(B(N)-b+a); C=(b-a)*t+a; %para verificar
figure(1); plot(t, P, t, C); xlabel(’t’)
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Figura 2.5: Simulacién de una trayectoria de un puente Browniano el cual inicia en 0 y termina

en 1, esto es, X(0) =0, X(1) =1.
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. Qué es? El puente Browniano P es un proceso que se puede definir directamente a

partir de un movimiento Browniano estandar W de esta forma:
Pt - Wt - th

O como también se puede encontrar: P, = a+ W, —t(W; —b+a) parat € [0,1] donde Py = a

y P, = b siendo a,b € R. Para la cual la media y covarianza son:
EX ()] =a+t(b—a)cov(s,t) =s ANt — st.

En nuestro caso hemos dibujado la trayectoria del puente Browniano donde a =0y b= 1.
Este tipo de procesos que se construyen a partir de un proceso de Wiener, se realizan

para situaciones determinadas o concretas donde podemos aprovecharnos de sus propiedades

especificas para llegar a conclusiones mejores o mas facilmente. La simulacién de este tipo de

procesos nos ayudan de forma visual a ello.
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Capitulo 3
Martingalas

Martingalas son procesos estocasticos que gozan de muchas propiedades importantes, a veces
sorprendentes. Es por ello, que cuando estudiamos un proceso X siempre es una buena idea
buscar martingalas “asociadas” a X, para poder aprovechar estas propiedades. Ademas, son
muy utilizadas en el ambito de las finanzas y del trading. Un buen andlisis y conocimiento
de ellas nos pueden hacer ganar mucho dinero o perderlo si nuestro dominio es bajo. Ahora
que estd muy de moda el mundo de las apuestas puede ser interesante. Pues bien, aqui es
conocida la estrategia martingala, de esta estrategia podemos oir que se puede ganar siempre,
pero no es asi, si cogemos una racha de perder necesitariamos cantidades enormes de dinero
para poder apostar y sacar beneficio. Con esto quiero decir, que conocerlas y estudiarlas nos
puede venir muy bien para que no nos engafien y a su vez si algiin matematico quiere indagar
en las finanzas poder tener un control mayor incluso que algin economista. Esta relacion de
los dos campos matematicas-finanzas hace que existan conceptos como la medida martingala
o el método martingala aplicados a riesgos, mercados bursatiles o valores de una acciéon. Pero
para poder profundizar en ello nos llevaria una gran cantidad de trabajos como éste, sin
embargo, si alguien quiere averiguar més sobre ello existen capitulos muy interesantes en
[8] v [1I7]. Nosotros en este trabajo vamos a conocer més el fundamento matematico de una
martingala para conocer sus propiedades y poder aplicar esta base matematica con rigor a
otras dreas como es las finanzas. Para ello tomaremos como pauta los libros siguientes [3],
22 y [19.

3.1. Introduccién a martingalas

En matemadticas, las martingalas son una categoria de procesos estocasticos cuyo estudio
y analisis fue causado al intentar modelar juegos de azar justos. Todo viene de la estrategia
martingala, en ella un jugador va apostando en un juego de azar, cuando ocurre una pérdida,
el jugador tiene la posibilidad de recobrar la pérdida y puede parecer seguro, pero esta vez

debera apostar una cantidad mas alta. El problema surge cuando el jugador tiene numerosas

35
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pérdidas seguidas. En ese caso, las cantidades de apuesta para poder recobrar lo perdido son
muy elevadas, crecen exponencialmente. Esto hace que si el jugador tiene una racha grande
de pérdidas, el jugador puede quedar arruinado al no tener una cantidad suficiente para
apostar por el total de sus pérdidas. Es por esto, que en la actualidad los casinos y las casas
de apuestas ponen limites maximos de apuestas, para no poder aplicar esta técnica.

La nocién de martingala fue incorporado a la teoria de las probabilidades por el ya
conocido en este trabajo Paul Lévy, pero buena parte de su desarrollo inicial fue realizado
por Joseph Doob. Lo que lo motivo fue comprobar lo ficticio de estrategias de juegos seguros.
Pero este desarrollo de la teoria de martingalas ha hecho que se estudie en otras areas que
no son los juegos de azar justos, consiguiendo grandes aplicaciones. A grandes rasgos el
concepto martingala hace referencia a una clase de proceso estocastico donde se cumple
E(Xyi1|Xo = 20, Xy = x1,...,X,) = x,. Esto es, que el valor promedio del proceso en un
tiempo futuro n + 1 es el valor en el ultimo momento observado, x,,. Como vemos aparece la

esperanza condicional, la cudl es importante conocer para martingalas.

La esperanza condicional
El operador esperanza condicional va a ser de gran ayuda para martingalas. La esperanza
condicional es una herramienta clave para el estudio de los procesos estocésticos y trata el
problema de predecir los valores de una variable aleatoria sin tener informacién completa de
la misma. Por ello, es importante para desarrollar la intuicién necesaria que hay detras de
martingalas. Por lo tanto debemos conocer su definicion y algunas de sus propiedades.

Lo primero de todo me gustaria indicar una definicién importante tanto para la esperanza

condiconal como para martingalas.

Definicion 3.1. Una variable aleatoria X : Q — R es integrable si:
E(X]) = /Q 1X|dP < .

También podemos decir que una variable aleatoria X : Q) — R es cuadrado integrable si:
E(X]?) :/Q|X|2dP < 0.

A toda la familia de variables aleatorias integrables se expresan mediante L'(Q,.%, P) o
L'. Lo mismo para la familia de cuadrado integrable L*(2,.%, P) o L.

A partir de aqui podemos decir que existen diferentes esperanzas aleatorias dependiendo
de qué informacién o qué se ha dado con anterioridad. Me gustaria recalcar que dado el
contexto de nuestro trabajo las definiciones de esperanza condicional dadas son siempre en
un espacio de probabilidad (X, .%#, P) utilizado constantemente en el trabajo. También va a

depender si es una variable aleatoria discreta o continua, lo mismo que martingalas.

« Esperanza condicional de una variable aleatoria dado un evento.
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Definicion 3.2. La esperanza condicional de una variable aleatoria integrable X dado un
evento B € F tal que P(B) # 0 es:

E(X|B) = P(lB)/BXdP.

« Esperanza condicional de una variable aleatoria discreta dada una variable

aleatoria discreta

Definicién 3.3. Sean X e Y wariables aleatorias discretas definidas en el mismo espacio
de probabilidad con funcion de probabilidad condicional fxy. La esperanza condicional de X

dado Y =y se define como:

EX|)Y =y] = foxw(iﬂ’y)

x

donde,

PlY =y, X = 1]
fr(y)

Y la que vamos a definir nosotros como més importante ya que es en la que vamos a

fxy (zly) == fyw)=>flx,y)  floy)=PX =12Y =y).

utilizar para la definicién de martingalas es la siguiente.

« Esperanza condicional de una variable aleatoria dada una o-algebra

Definicion 3.4. Dada X wuna variable aleatoria integrable en un espacio de probabilidad
(Q,.7,P) y sea 4 una o-dlgebra contenida en F. Decimos que la esperanza condicional de
X dada 9 se define como la variable aleatoria E(X|¥) donde:

1. E(X|¥9) es 9-medible.

2. Para cada A € ¥
/ E(X|9)dP = / XdP,
A A

Pero como todo concepto matematico tiene sus propiedades. Algunas propiedades son las

que nos van a ayudar para aplicarlas en martingalas y en el desarrollo de sus propiedades.

Propiedades de la esperanza condicional

Sea X,Y variables aleatorias independientes, 4 C .% y a, b nimeros reales entonces:
1. BE(E(X|9)) = E(X).

2. E(aX +bY|¥9) =aFE(X|9)+bE(Y|Y).

3. E(XY|9)=XE(Y|9) si X es -medible.

4. E(X|9) = E(X) si X es independiente de ¢.
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5. B(E(X|9)|) = E(X|)si A CY.
6. Si X >0, entonces E(X|¥) > 0 casi seguramente.
7. Si X € ¢4 entonces E(X|¥9) = X casi seguramente.
8. Si X <Y casi seguramente F(X|¥9) < E(Y|¥) casi seguramente.
0. |E(X|9)| < B(X]|9)

Ahora que ya conocemos un poco més sobre la esperanza condicional antes de concluir
esta seccion con la definicién formal de martingala. Voy a definir varios conceptos que se

encuentran intrinsecos en la definicién de ésta.

Definicién 3.5 (Filtracion). Una sucesion {F,,n > 0} de sub o-dlgebras es una filtracion

si es una sucesion creciente en §2, es decir,
FoCF1CFoC---CF,C---C.ZF.

St interpretamos n como el tiempo, %, contiene la informacion disponible al tiempo n. Esto
es, F, contiene a todos los eventos A, tal que al tiempo n es posible decir si el evento A ha
ocurrido o no.

En particular la filtracion natural o canonica de un proceso X, es aquella sucesion de o-
dlgebras definidas por F, = c{Xy,..., X,},n > 0.

Definicién 3.6 (Sucesion adaptada). Una sucesion {X,,n > 0} de variables aleatorias es
adaptada a {F,,n > 0} si X, € %, para todo n, o lo que es lo mismo es F,-medible. Si
Fn = 0{Xo,..., X} decimos que la sucesion es adaptada y llamamos a {F,,n > 0} la

filtracion natural.

Definicién 3.7 (Sucesion previsible). Una sucesion {X,,,n > 0} de variables aleatorias es

previsible a {F,,n > 0} si X,, es F,_1-medible para cada n =1,2,...,n.

Una vez conocido estas definiciones previas ya estamos en condiciones para conocer la

definicién formal de martingala.

Definicién 3.8. Una sucesion de variables aleatorias {X,,n > 0} es llamada martingala

con respecto a una filtracion {F,,n > 0} si:
1. {X,,n >0} es integrable. Es decir E(|X,|) < oo para todo n > 0.
2. {X,,n >0} es adaptada a la filtracion {F,,n > 0}.

3. Para cualesquiera n < m,
E(Xn| %) = X (3.1)



3.2. PROPIEDADES Y RESULTADOS DE LAS MARTINGALAS 39

Cuando en lugar de se cumple la desigualdad E(X,,|%,) > X, entonces el proceso es
una submartingala y si se cumple E(X,,|-%,) < X,, entonces es una supermartingala.

Decimos ademaés que es una LP-martingala si ademéas E|X,|P < oo para todo n. Y diremos
que es LP-acotada si ademas sup,, E| X, [P < oo.

Me gustaria comentar que esta definicién es para una martingala a tiempo continuo,
para tiempo discreto es muy similar lo que cambia es que en lugar para n > 0 es para
n € N esto hace que en la tercera condicion tendria que ser: para n = 1,2,..., se tiene
que E(X,11]|%#,) = X, y lo correspondiente en las desigualdades de submartingala y super
martingala. Es importante tener claro la diferencia del concepto discreto y continuo como
tal para ser capaces de saber qué utilizar en cada momento y poder extrapolar definiciones
o ejemplos de una a otra.

Como hemos comentado antes las martingalas tienen su interpretaciéon en término de
juegos justos. Si X,, es el capital de un jugador en el tiempo n, tenemos que la desigualdad
E(X.|%,) > X, propio a la definicién de submartingala, es equiparable a un juego favorable
al jugador. Siendo la desigualdad contraria, correspondiente a la de supermartingala, equivale

a un juego desfavorable para el jugador.

3.2. Propiedades y resultados de las martingalas

Como hemos dicho al principio del capitulo una de las cualidades de las martingalas es que
tienen diferentes propiedades y resultados ttiles. En esta seccién vamos a comentar algunas
de ellas que he considerado méas representativas y con mas aplicacion. El libro en el que nos
vamos a basar y que considero con rigor es [19].

En la mayoria de juegos de azar podemos retirarnos en cualquier momento. En este
caso el nimero de rondas que se juegan antes de retirarle la denotaremos por tau(r). Esta
decision normalmente se toma después de cada ronda, dependiendo del conocimiento previo
de nuestras rondas anteriores. Esto indica que 7 es una variable aleatoria donde durante cada
paso n determinamos si seguir jugando o no, es decir 7 = n. Lo que quiere decir que el evento
{7 = n} va a estar en la o-dlgebra .%,, que como hemos dicho ilustra nuestro conocimiento

hasta el tiempo n. De este hecho podemos obtener un teorema muy interesante.

Definicién 3.9 (Tiempo de paro). Una variable aleatoria T con valores en N U {oo} se

denomina tiempo de paro con respecto a una filtracion si para cadan =1,2,...
{r=n}e %,

Tenemos una sucesion de variables aleatorias {X,,,n € N} adaptada a la filtracién {.%,,,n €
N} y 7 un tiempo de paro. Si en n rondas de juego, X,, representa nuestras ganancias o

pérdidas y decidimos retirarnos después de 7 rondas. Entonces nuestras ganancias después



40 CAPITULO 3. MARTINGALAS

de n rondas serd el proceso X,,, con n A 7 = min(r,n). A este tipo de procesos se les

denomina procesos detenidos.

Teorema 3.1 (Teorema de paro). Sea T un tiempo de paro:
1. Si{X,,n € N} es una martingala, entonces X,nr también es una martingala.
2. Si{X,,n € N} es una submartingala, entonces X, también es una submartingala.
3. Si{X,,n € N} es una supermartingala, entonces X, también es una supermartingala.

Demostracion. Para ello tenemos que ver que se cumple cada una de las tres condiciones de
la definicién de martingala. Antes de todo tenemos que para todon > 0 X, ., es integrable ya
que Xpnr = Xrlizan) + Xnl(z>n). Ademads, el evento {7 > n} € %, _; pues su complemento
corresponde al evento {7 < n}. Como estamos con tiempos de paro ya sabemos que es

adaptada a una filtracion. Y por ultimo, para n > 0 se cumple:
E(X(n+1)AT|ﬁn) = E(XT1(7'<(n+l)) + X(n+1)1(72(n+1))|yn)

= Xolir<(ms1) + Lz ) E(X )| Fn) = Xelr<mar)) + Lrzme1) Xn
= XTl(T<7’L) + an(T:n) + 1(72n)Xn - an(ﬂ-:n) = X‘rl(7'<n) + 1(7’2n)Xn = Xpar.

Este es para el caso martingala, para los casos de submartingalas y supermartingalas se
demuestra de forma similar.

O
He querido tratar este teorema porque de lo que nos informa es que es imposible convertir un
juego justo en un juego no justo; un juego desfavorable en uno favorable o un juego favorable

en uno desfavorable independientemente del juicio con el que se haya decidido parar de jugar.

Una aplicacién: Estrategias de juego

Vamos a examinar la sucesiéon de variables aleatorias independientemente distribuidas
{X,,n € N} tal que P(X,, = 1) = 1 y P(X, = —1) = L y con la filtracién natural
{F,,n € N}. Donde la suma S, = X; + --- + X,, siendo S,, una martingala que muestra
el total de ganancias en una serie de n apuestas justas de una unidad monetaria. Para
generalizar, vamos a imaginarnos que el monto de cada apuesta no es uno, sino una cantidad
a, para la n-ésima apuesta. Vamos a pensar que esta cantidad a, es una variable aleatoria
que determina el jugador dependiendo de las n — 1 apuestas anteriores. Como hemos visto en
una definicién anterior es .%,_;-medible, es decir, es un proceso previsible. A esta colecciéon
de variables aleatorias {a,} se le denomina una estrategia de juego.

Con ellas podemos determinar el capital del jugador A, = a1 X; + --- + a, X, tras la

n-ésima apuesta, siendo .%,-medible. Ademas sabemos que la estrategia de juego consta de



3.2. PROPIEDADES Y RESULTADOS DE LAS MARTINGALAS 41

variables acotadas ya que hay limites de apuesta, esto hace que se cumple que el proceso

{A,} sea integrable y cumple la propiedad (3.1)) de la definicién de martingala:
E(An+1’yn) = E(An + @nJranJrl’yn) = An + anJrlE(XnJrllgzn)

= An + an—i-lE(Xn—i-l - Xn|<?02n) = An + an—Q—l(E(Xn—ﬁ—ng\n) - Xn) == An

Como siempre quiero mostrar aplicaciones de utilidad no solo matematica, sino para la vida
real. Lo que quiero decir con esta aplicacién es que bajo cualquier estrategia de juego, el
proceso de ganancias {4, } es una martingala siempre y cuando el proceso original .S, lo sea.
Para un apostador le advierte que no existe una estrategia de juego que convierta un juego
justo en un juego favorable o desfavorable. El resultado es el mismo para submartingalas
y supermartingalas. En la fuente donde hemos sacado esta informacién [22] se analiza el
caso particular de una estrategia muy conocida de doblar cada apuesta fallada, llegando a la

conclusion de que necesitarfamos un capital promedio infinito.

Martingalas respecto a Cadenas de Markov

Como hemos dicho al principio del capitulo, el hecho de que un proceso estocéstico sea una
martingala nos puede llevar a conseguir conclusiones y resultados interesantes. No obstante,
la mayoria de los procesos importantes carecen de esta propiedad.

Lo que buscamos es conseguir una transformacién de estos procesos para convertirlos en
martingalas y poder obtener esos resultados y conclusiones del proceso original. Es decir,
lo que buscamos es que si {X,,n € N} es un proceso estocastico, queremos encontrar una
funcién g donde el proceso {g(X,),n € N} sea una martingala.

Pero la existencia de dicha funcién que transforma a martingalas solo se puede asegurar

para las cadenas de Markov. Para ello, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.2. Sea X = {X,,,n € N una cadena de Markov homogénea en el tiempo con
probabilidades de transicion p,, con x,y € {0,1,...}, y sea g una funcion del estado x tal

que:
r) = X_;)pmyg(y)- (3.2)

Entonces el proceso {M,,n € N tal que M,, :== g(X,)}, es una martingala respecto a X.

Demostracion. Para ello nos basamos en la propiedad de Markov, esto es:
EM 1| Xy =2, X0 1 =2p 1, , Xo =x0] = E[M( Xps1)|Xn =2, X1 =2p1, -+, Xo = o]
= B[ Xpi1)| X, = 7] pryg ().
De donde se concluye que es una martingala ya que:

E[Mn+1|Xm Xn—l-la T 7X0] - h(Xn) = M,.
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Ejemplo 3.1. Sea Xy, Xy,...,X,,... procesos independientes, donde P(X; = 1) = p y
P(X;=-1)=1-p, 0<p<1,ieN. Se tiene:
n+1
Sn+1:SO+ZXi:Sn+Xn+1 TL:O,L...

=1

Tal como se demuestra en el Ejemplo 1.28 de [9], se tiene que S,, es una cadena de Markov

con probabilidad de transicion:

=5

donde p = P[X,, = 1], n € N y aplicando se cumple que:

Ey:pxy (T)y => PlXi=y—a] (?’)y

Y

5 ()57

Por lo que podemos decir que la funcién g cumple la ecuacion y tenemos que el

proceso { (1%1’) o

Tomamos la funcion

:n=0,1,...} es una martingala respecto a S,.

Las cadenas de Markov son de los procesos estocasticos mas recurrentes en nuestro dia
a dia y tener proposiciones como ésta nos garantiza conseguir buenos resultados para poder

llegar a buenas conclusiones.

Teorema de paro opcional y aplicaciones

A continuaciéon voy a enunciar un resultado cldsico en la teoria de martingalas como es
el Teorema de Paro Opcional. Como bien sabéis las martingalas se aplican en inversiones,
en juegos de azar, en trading y en todas ellas es importante saber cuando hay que vender,
cuando hay que retirarse o cuando hay que parar. Por esto la importancia de este teorema

en el que voy a manifestar dos versiones.

Teorema 3.3 (Teorema de paro opcional para martingalas acotadas). Sean {Y,,n =0,1,...}
una martingala respecto a {X,,n = 0,1,...} y 7 un tiempo de paro respecto a {X,,n =
0,1,...} sabiendo que P|T < oo] = 1. Si existe una constante C' tal que |Yyn-| < C casi

sequramente (c.s) para todo n, se cumple

E[Y:] = E[Yo].
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Demostracion. Como bien hemos dicho en este trabajo {Y,r-,n = 0,1,...} es una mar-

tingala y segtn [9] se cumple para todo n que
E[Yurr] = E[Yo).
Con la condicién de |Y,a-| < C c.s.para todo n se tiene que |Y,;| < C c.s por lo tanto
|E[Yo] = E[Y;]] = [E[Ynrr] — E[Y7]]

< |E[(Yorr — YT)l(‘r>n)|] + | E[(Yonr — Yr)l(‘rén)” < 2CPI[r > n].

Si tomamos limite para n — oo y usamos la hipotesis del teorema P[r < oo| = 1, tenemos
que |E[Yy] — E[Y;]| = 0, luego se cumple que E[Y;] = E[Yp].
O
He querido enunciar esta version del teorema de paro opcional porque nos hace pensar
sobre que a pesar de que una martingala modele un juego justo, nuestro capital no se ve-
ra incrementado de forma importante durante el juego, indistintivamente del criterio que
utilicemos para dejar de invertir, apostar o jugar. Ademés esta versién también tiene su im-
portancia en el contexto del movimiento browniano. Sin embargo, el teorema de paro opcional

es el siguiente.

Teorema 3.4 (Teorema de paro opcional). Sea {X,} una martingala y sea T un tiempo de

paro finito, ambos respecto a una filtracion {%#,}, donde
1. X, es integrable.
2. limy o0 B(Xp1(75n)) = 0.

Se cumple que E(X;) = E(X,), para cualquier n > 1.

Demostracion. Véase [22].

Otra aplicacién de este teorema puede ser el calculo de los tiempos medios de arribo en
caminatas aleatorias, esto es por ejemplo el tiempo que demora una senal de radio en viajar
desde un transmisor a un solo receptor remoto. Ejemplos de ello podemos verlo en la misma

fuente que la demostracion.

Teorema de convergencia de Martingalas

Para este apartado voy a definir algunas desigualdades cldsicas en martingalas como son
las desigualdades de Doob. Algunos conceptos como el cruzamiento también caracteristo de las
martingalas y el Lema de Fatou. Es decir voy a poner en contexto la convergencia enunciando

todo lo que necesito para llegar al Teorema de convergencia de Doob para Martingalas.
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Proposiciéon 3.5 (Desigualdad maximal de Doob). Sea X,, una submartingala no negati-
va con respecto a la filtracion F, y definimos X} = méx{Xy, Xo,..., X, }. Entonces para

cualquier A > 0,
AP(X; > \) < E(Xp1(xz>y)-

Donde 14 es la funcion indicadora del conjunto A.
Demostracion. Para cada n natural definimos el tiempo de paro como
T=nAmin{l <k <n:X;>A}

Por lo tanto, 7 es el primer momento hasta n en el que el proceso alcanza el valor . Si
nunca ocurre este evento, tenemos 7 = n. Ademas, X,, es una submartingala y tenemos que
1 <71 <n,luego E(X,) > E(X;). Notemos que si ocurre que (X} > \), entonces X, > A\, y

si (X} < A), entonces 7 = n. Por lo que
E(X,) > E(X;) = E(X:1(x:>x) + E(X:L(x:<n) 2 AP(X) > A) < E(Xp1ixzon)-
Esto es,
AP(X; > A) S E(X,) — BE(Xplixzan) = E(Xnlx:sn)-

O

Proposicién 3.6 (Desigualdad maximal de Doob en L?). Sea X, una submartingala no

negativa y cuadrado integrable. Donde X = méx{ Xy, Xs,..., X,,} se cumple que
E(IX3") < 4B(X7).
Demostracion. Y también para conocer definicion de cuadrado intregable, véase [22)].

Lema 3.7 (Lema de Fatou). Si {X,,n = 0,1,...} es una sucesion de variables aleatorias

tales que Y, >Y c.s. para todo n y alguna variable aleatoria Y tal que E[|Y]] < oo, entonces
Elliminf Y,] < liminf E[Y,].

Ahora para poder comenzar la demostracion del teorema de convergencia necesitamos
la nocién de cruzamiento. Esto tiene una gran estudio detras, pero a grandes rasgos es lo
que dentro de la estrategia de cruzamiento si en un intervalo [a,b] para cada k = 1,2,...
ocurre que o = 1y agy1 = 0 entonces se produce un cruzamiento. Los cruzamientos son una
suceién de la forma d; < dy < ... < d,,. Pues el ntimero de cruzamientos ocurridos hasta el
tiempo n, es decir, el mayor k donde d < n lo llamaremos por D,|a,b|, siendo D,[a,b] =0

si no tenemos tal k.
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Proposicion 3.8 (Desigualdad de cruzamiento). Si X,, es una martingala y a < b entonces
(b —a)E(Dy[a,b]) < E((Xn —a)”).
Por = llamamos a la parte negativa de un nimero real x, esto es
x~ = max{0, —z}.
Por lo tanto, ya estamos en condiciones enunciar y demostrar el teorema de convergencia
nombrado.

Teorema 3.9 (Teorema de convergencia de Doob para Martingalas). Sea {X,,} una
supermartingala con respecto a la filtracion %, tal sup,, E|X,| < oco. Entonces eziste una

variable aleatoria integrable X tal que
lim X, =X c.S.
n—oo

Demostracion. De la Proposicion 3.8 podemos deducir una desigualdad conocida en mar-
tingalas
E(X,—a)") < M + |a|

B(Dafo,b) £ ==t < 5=

donde
M = sup, E(|X,]).

Tal y como hemos visto D,,[a, b] es una sucesién no decreciente entonces
M + |a|
— <X

b—a
Como el conjunto de niimero racionales es numerable esto implica que para todo racional
a <b.

£ lim Dufa,b]) = lim E(Dyfa,b]) <

P {T}Lngo Dyla,b] < oo} — 1. (3.4)
A continuacién, afirmemos que la sucesion X,, converge a X c.s. suponiendo que
lirr%l inf X, < limnsup X,
Entonces si
Dyla,b] — oo st limninf X, <a<b< limnsup X,

Ya que a, b pueden ser elegidos niimeros racionales entonces se contradice (3.4)), 1o que prueba
la afirmacién. Luego solo nos queda ver que el limite X es una variable aleatoria integrable,

donde nos sera util en la primera desigualdad utilizar el Lema de Fatou
E(X|) = E <1m%mf yxn|) < liminf E(|X,]) < sup E(1X,]) < oc.

O
Para esta demostracién nos hemos basado en [19]. También podemos encontrar una de-
mostracion sobre la convergencia de submartingalas tal y como fue la prueba original de

Doob en 1940 en [22]. Voy a comentar un par de notas importantes de la demostracion.



46 CAPITULO 3. MARTINGALAS

Nota 3.1. El teorema es vdlido para martingalas ya que toda martingala es una supermar-
tingala. Y como si {X,,n € N} es una submartingala si y solo si {—X,,n € N} es una

supermartingala. También es vdlido para submartingalas.

Nota 3.2. Hemos visto que las variables aleatorias X,, y el limite X son integrables, afirma-

mos que X,, converge a X c.s. pero no garantizamos la convergencia en L'.

He querido demostrar este teorema porque la convergencia es una propiedad matematica
muy fuerte que nos puede ayudar o aclarar en muchas ocasiones. Sin embargo, la cantidad
de propiedades interesantes que tienen martingalas le hacen ser muy utilizadas. Me hubiera
gustado poder comentar alguna mas, pero la duracién de este trabajo no lo permite. Algunas
de estas caracteristicas no nombradas son el teorema del muestro opcional, su comportamiento
asintotico, la desigualdad de Azuma, su representacion, desigualdad de Jensen... Pero si se
quiere conocer mas sobre ello, en cualquier fuente que he ido citando durante el capitulo

encontrard buena informacion.

3.3. Ejemplos de Martingalas

Para desarrollar un poco a modo de ejemplo las martingalas he decidido poner uno de [23].
Mi elecciéon se ha debido a que es una ejemplo tipico sobre martingalas, en el cual tocamos
bastantes conceptos tratados en este trabajo como son una caminata aleatoria, un movimiento
browniano discreto unidimensional, adaptaciéon a un juego de apuestas, representacion en
Matlab...

Ejemplo 3.2. Vamos a considerar un juego de apuestas donde el jugador al principio tiene
una cantidad x de unidades monetarias. Las reglas del juego son, en cada apuesta se debe
apostar una unidad y tenemos dos posibilidades perderla o ganarla, vamos a suponer que en

todo momento se puede realizar la apuesta.

Con este ejemplo podemos ver la relacién de las caminatas aleatorias con los juegos de
apuestas, siendo una particula con posicion inicial x, se puede desplazar hacia la derecha o
la izquierda en cada tiempo t. Esto es, sean Y; variables aleatorias independientes donde se
pueden tomar solo los valores +1 o —1 con probabilidad P[Y; = +1] = py P[Y; = —1] = 1—p,

para 0 < p < 1. Sea Xy = z la cantida inicial, definimos la variable X,, como:

la cual expresa la cantidad de unidades que tiene el jugador en la apuesta n. Como la cantidad
de unidades que se obtendra en la apuesta n + 1 depende exclusivamente de la cantidad de
unidades que se tiene al finalizar la apuesta n estamos ante un proceso X,, que es una cadena

de Markov. Por lo tanto, aplicando una de los teoremas de la seccién anterior podriamos
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encontrar una funciéon que lo convierta martingala. La probabilidad de transicion es de la

forma:
P 51 j=k+1
PXp1=jlXn=k)=X 1-p si j=k-1
0 en casocontrario

para k = 0,1,... Se puede verificar que E[X,| = x + n(2p — 1), ya que E[Y1] = 2p —
1. Veremos que para distintos valores de p obtendremos una submartingala, martingala o
supermartingala. Pero primero vamos a comprobar que se verifican las tres condiciones de la
definicién de martingala:

« B[|X,|] < |z| + X1, E|Yi]] = |z| + nE[|Y1]] < oo luego es integrable.

o Por la propia definicién sabemos que X, es .%,-medible.

o La tercera es la que nos va a determinar el tipo en funciéon de p
E[Xi1|Z] = E[Xoi1| X0 = E[X, + Yo | X = X + ElY,n] = X +2p — 1

Esto es debido a que X,, es un proceso de Markov, la hipotesis sobre las Y; y la linealidad de
la esperanza condicional. Entonces, si tomamos p = 1/2 tendremos una martingala ya que
se cumple que 2p — 1 = 0 y que E[X,] = E[X,] debido a las propiedades de la esperanza
condicional. Del mismo modo si tomamos p > 1/2 entonces 2p — 1 > 0 y tendremos una
submartingala con E[X,] > E[Xo]; si tomamos p < 1/2 entonces 2p — 1 < 0 y tendremos
una supermartingala con E[X,] < F[Xj].

A continuacion voy a representar en Matlab las tres situaciones donde lo tnico que mo-
dificaré sera p mediante una funciéon de la formas:

%Simulacidén con valores concretos
X0=10;
N=100;
p=0.5;
X=XO*ones(N+1, 1); t=0:1:N;

for i=1:N
num_ale=unifrnd(0, 1);
if num_ale<p
z=-1;
else
z=1;
end
X(i+1)=X(i)+z;
end
plot(t, X)
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Figura 3.1: Simulacién con Xg = 10 y N = 100 pasos de una trayectoria de una martingala a

partir de una caminata aleatoria con probabilidad p = 1/2.

Para la representacion de la submartingala y supermartingala no cambiaré ni Xy ni NV,
pero tendré que cambiar la probabilidad, siendo p = 0.3 para supermartingala y p = 0.8
para submartingala. En la representacion se puede ver claramente como la supermartingala
decrece debido a como sabemos es un juego desfavorable para el jugador y la submartingala
crece debido a que es un juego favorable.
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Figura 3.2: Simulacién con Xg = 10 y N = 100 pasos de una trayectoria de una supermartingala

y submartingala a partir de una caminata aleatoria con probabilidades p =0.3 y p =0.8 .

Me gustaria acabar este capitulo con el ejemplo més simbolico de procesos estocasticos de
tipo martingala que es el movimiento browniano y que ademas hemos dedicado un capitulo

en este trabajo. Es por ello que lo voy a demostrar y hablar un poco de la relacion que tiene
con martingalas.
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Proposicién 3.10. El movimiento Browniano By es una martingala.

Demostracion. Esta claro que cada variable aleatoria del proceso es integrable y que el
movimiento Browniano es adapatado a su filtraciéon natural. Ademas, para cualesquiera que

sean los tiempos s y t tal que 0 < s < ¢, se cumple
E(Bi|.%s) = E(B; — Bs + Bs|.%;) = E(B; — Bs|-%;) + E(Bs|.%5)

E(B, — B,) + B, = B..

Dado que B, es conocido cuando se condiciona por %, y el incremento B; — B, es inde-

pendiente de .%, y tiene media cero. Luego cumple las propiedades de martingalas. Ademaés
E(B?)Y? = /2 luego podemos decir que es una L martingala.

O

Sin embargo, no solo el movimiento Browniano es una martingala sino que sus propiedades

hacen que se puedan obtener procesos martingalas a partir del movimiento browniano. He

aqui su importancia también en este capitulo
Proposicién 3.11. Dado un movimiento Browniano B, entonces tenemos que:

1. B? —t es una martingala.

aBt—%a2t

2. Para cualquier o, e es una martingala.

3. $Bg2 es una martingala.
4. By s — By es una martingala.

El porqué he querido resaltar estos casos es debido a que por ejemplo el primero propor-
ciona la caracterizacion de Lévy del movimiento browniano que nos dice si es movimiento
browniano o no lo es. El segundo se llama movimiento browniano exponencial o martingala
exponencial y se utiliza en el estrablecimiento de las propiedades de distribucién del movi-
miento browniano. Los dos ultimos se utilizan para obtener un resultado respecto a la no
diferenciabilidad del movimiento browniano. Las demostraciones de estos procesos e incluso
algiin proceso martingala que viene del movimiento browniano los podemos encontrar en [23]
y [21].

Vemos claramente la unién que existe entre el movimiento Browniano y martingalas.
Ambos son procesos estocasticos ricos en propiedades y presentes en numerosos campos de
la ciencia y de la vida real. De ahi la utilidad de su estudio, su conocimiento y su andlisis.

Podriamos anotar en este trabajo un montén mas de ejemplos de procesos estocasticos que
son martingalas, algunos de ellos como la martingala de Casanova, martingala del proceso
de Poisson centrado, martingala de la urna de Polya... Pero espero haber causado interés
sobre el tema y que el lector investigue en cualquiera de las fuentes proporcionadas en la

bibliografia estos ejemplos de gran curiosidad.
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Capitulo 4
Calculo estocastico: teoria de 1to

En este capitulo presentaré una introduccién al calculo estocéastico de Ito. El objetivo de
este capitulo es estudiar la integral estocastica de 1t6 que fue definida por K. It6 en 1944 y
sus propiedades. Expondré el uso y la aplicacién de la férmula de 1t0, resolviendo algunos
modelos de ecuaciones estocasticas. De esta forma pondré de manifiesto que también existe
un calculo estocéstico y que tiene su importancia como cualquier otro tipo de calculo no solo
a nivel tedrico sino como hemos visto el término estocastico esta presente en nuestro dia a
dia que es en lo que se centra este trabajo. Para ello me basaré principalmente en las fuentes
[22] y [21]. Existen muchas otras fuentes interesantes donde poder profundizar, sin embargo

en éstas se encuentra de una forma mas clara para el lector.

4.1. Integral de Ito

La integracién en el caso estocastico debe ser tratada de una forma especial, ya que como
hemos visto, se consideran funciones de caracter aleatorio, esto hace que falle la integracion
de Riemann-Stieltjes. Surgen problemas como la convergencia ya que se encuentran procesos
con trayectorias que no son de variacién acotada o finita como por ejemplo el movimiento
Browniano. Esta necesidad inspiré a Itd para construir una teoria de integracion estocastica,
que fue motivada originalmente debido a la necesidad de construir procesos de difusiéon como
soluciones a ecuaciones diferenciales estocasticas. Como sabemos, no existe una tinica manera
de definir una integral, sin embargo, en este ambito solo dos enfoques tienen aceptacion: el
de It6 y el de Stratonovich. Cada uno se dirige mas a un tipo determinado de procesos
de difusion. Pero si que es cierto que Itd se utiliza mas en aplicaciones financieras, ademas
la integral de It6 es un tipo especial de proceso estocéastico llamado martingalas, que como
bien sabemos posee propiedades interesantes. Es por ello que me he decantado mas para
profundizar en este primer enfoque. El objetivo de esta secciéon es enunciar la definicion de
integral de It6 de un proceso estocastico respecto del movimiento browniano. Por lo tanto, sea

B; un movimiento Browniano .%#;-medible, definido en un espacio de probabilidad (2,.%, P)

o1



52 CAPITULO 4. CALCULO ESTOCASTICO: TEORIA DE ITO

asociado a una filtraciéon natural y con incrementos independientes (B; — B, es independiente

de Z;). Nuestro objetivo es la definiciéon de una integral de la forma
T
| Xuan..
0

Sabemos que la integral de Riemann-Stieljes foT fdg existe si la funciéon f es continua y la

funcién g tiene variacién total acotada, esto es:
sup; Y |Agi| < oo.
i

Pero en nuestro caso, el movimiento browniano tiene variacién total infinita, por lo que
no podemos usar Riemann-Stieljes. Sin embargo, si las trayectorias del proceso X fueran

diferenciables con derivadas acotadas, entonces podriamos resolver la integral por partes:
T T
/ X,dB, = X1 By — / X!Budt.
0 0

Asi, presentaré el procedimiento que realizé6 K. It0 para construir la integral fOT XdB; me-
diante un procedimiento global de tipo probabilistico. Lo primero de todo designaré una serie

de procesos que cumplen unas propiedades para poder integrar.

Definicién 4.1. Designaremos por L:4([0,T] x Q) al conjunto de procesos estocdsticos X =
{X},t € [0,T]} tales que cumplen:

1. Para cada t € [0,T], la aplicacion (s,w) — Xs(w) definida en [0,t] x 2 es medible

respecto la o-dlgebra producto Bjoy x F, es decir, es By, x F -medible.
2. X es adaptado a la filtracion {F,t € [0,T]}.
3. [J E(X?)dt < .

Al cumplir la primera condicién decimos que es un proceso progresivamente medible,
requiere la medibilidad de la restricciéon del proceso X a cada conjunto [0,¢] x €. Con esta
propiedad ya podriamos decir que X es adaptado como dice la segunda condicion. Y la tercera
condicién nos dice que el proceso X como funcién de dos variables (,w) pertenece al espacio
L*([0,T] x Q).

Para poder construir la integral estocastica de 1t0, el argumento que propuso esta dividido
en tres partes. Lo he querido hacer como lo hizo It6 ya que se aprecia como se las arreglé para
llegar hasta ella. Primero construiremos la integral estocastica para procesos escalonados en
L2:([0,T] x Q). Segundo, diremos un resultado 1til para llegar al tercer paso construyendo
la integral estocéstica para procesos estocdsticos generales en L2+([0,T] x Q).

Primer paso. Vamos a asumir X como un proceso estocdstico escalonado en L2,([0, T x
Q) donde &1 es F;,_,-medible y E(&? ;) < co. Entonces contruimos el término muy im-
portante:

I(X) = Y 6 1(Bo, — Bu,). (4.1
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Lema 4.1. Sea I(X) la ecuacién definida en (4.1). Entonces se cumple
T
BU(X) =0  BIX)P) = [ Blxar

Demostracion. Véase [21].
Segundo paso.Ahora vamos a mostrar un lema clave para construir la integral estocastica
a partir de (4.1]) para procesos generales en L2([0,7] x Q).

Lema 4.2. Dado X € L*,([0,T] x Q) y dada una sucesién {X;,,n > 1} de procesos esto-
casticos escalonados se satisface

T
lim [ E(X; - X;,|*)dt = 0. (4.2)
0

n—oo

Tercer paso.Por tltimo, mediante los resultados del primer y segundo paso construimos
la integral para X € L2,([0,T] x Q) siendo de la forma

T
/ X,dB,.
0

Sea {X;,,n > 1} una sucesion de procesos estocésticos escalonados adaptados de manera
que la expresién (4.2)) se cumple. Entonces, por el Lema 4.1 y como hemos definido I(X,,) en

el primer paso tenemos
T
E (|I(X, — (X)) = / E(1X,, — X,,,[?) dt — 0.
0

Cuando n,m — oo. Esto hace que la sucesion {I(X,)} sea una sucesiéon de Cauchy en
L?*(Q) teniendo buenas propiedades para la integracién y el célculo estocéstico. Ya estamos

en condiciones de definir la integral de It6.
Definicién 4.2 (Integral estocastica de 1t6). El limite 1(X) definido como

I(X)=lim I(X,) en L*Q)

n—oo

es llamado integral estocdstica de Ito y se denota por
T
[(X) = / X,dB,.
0

Notar que la integral de Itd 1(X) es definida en X € L2,([0,7] x ) y para cada a,b € R
y cualquieras dos procesos estocasticos X, Y € L2.([0,T] x Q), I es claramente lineal. Esto

(S]

I(aX +bY) = al(X) + bI(Y).

Integral de It6 como sumas de Riemann

La integral de It6 también puede entenderse en términos de sumas de Riemann evaluando
el integrando en los puntos finales izquierdos de los intervalos de la particién correspondiente.
Me parece interesante el siguiente teorema ya que es hacer algo nuevo pero mas como lo

solemos hacer, por ello lo voy a enunciar.
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Teorema 4.3. Dado X € L>,([0,T] x Q) y dado E(X;X,) una funcién continua de t y s.

Entonces tenemos

T
/0 XdB, = Alﬁln%zjxtk (B, — B, ) en LX)

donde A = {0 =ty < t; < ... < tyo1 < t, =T es una particion de [0,T] y ||A,|] =

MAX1<j<n (tk — tp—1)-

Demostracion. Véase [21]. Es una gran demostracion para comprender sumas de Riemann.
A modo de ejemplo vamos a calcular algunos procesos estocéasticos con el fin de mostrar

que la integral estocéstica de It6 nos permite calcular algunas integrales estocasticas.

Ejemplo 4.1. Tenemos el proceso estocdstico

t
/ B,dB,.
0

Utilizando la ecuacidon del teorema

t
/0 BB = lim ZBtk (Bi, — By, ).

[Anll=0 ;=

Teniendo en cuenta que la variacion cuadratica del movimiento browniano es igual at y otras

caracteristicas del movimiento browniano

alb—a) = (7 —a® ~ (b~ a)?),

Y (Bi — B |)=DB; — B},

te— 1
k=1

Por lo tanto, obtenemos

¢
/OBtdBt lim ZBtk (B, — By, )

|An||=0 2

I " ) w1,
2 IIAH\&OIQ(B Btk 1 (Bfkfl Btk) )— 2(Bt t).

Ejemplo 4.2. Tenemos el proceso estocdstico

t
/ tdB,.
0

Utilizando la ecuacidon del teorema

/tBt lim Ztk (B, — By, ).

[|An] \—>0
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Consideramos
c(b—a)=db—ca—b(d—c).

Por lo tanto, obtenemos:

¢ n
/0 tdBt = ||A1711r\|n—>0kz::1tk_l(Btk - Btk—l)

n n t
(tiBt, — ti1By, ) — > By (tk — thie1) =tBy — Y By, (tp — ty1) = tB, — /0 Bydt.
k

=1 k=1 k=1

Propiedades de la integral estocastica de Ito

La integral de It tiene una gran cantidad de propiedades, de hecho se puede ver como
una martingala. Todo ello hace que sea muy utilizada en el calculo estocéstico. De todas
ellas he elegido tres propiedades que son fundamentales en el andlisis estocastico. Estas tres
propiedades son: la propiedad de media cero, la propiedad de Martingala y la isometria de
Ito.

Propiedad de media cero

Teorema 4.4 (Propiedad de media cero). Dado X € L2,([0,T] x Q). La esperanza de la

integral de Ito de X, es cero, es decir, se cumple

T
E (/ Xtcth> — 0.
0

Demostracion. Dada la definicién de integral de It6, tenemos

T n n
E ( /0 XtdBt> _E < lim > X, (B — Btk_1)> — lim Y E(X, (B, — By ).

[1An[[-0 &= 1An][=0 &=

Para demostrarlo, utilizamos las propiedades de la esperanza condicional que ya hemos estu-
diado en este trabajo.

E(thq(Btk - Btkﬂ)) = E(E(thq(Btk - Btkfl)‘gtk—l>) = E(th—lE(Btk - Btk—l’ytkfl))

E(th71E<Btk - Btk71)> = E(thA)E(Btk - Btk71> =0.

O

Propiedad de Martingala
Con esta propiedad lo que queremos ver es que la integral de It6 es una martingala y por lo
tango aprovecharnos de sus propiedades ademas de las suyas propias. De hecho, también nos
ayuda a demostrar la continuidad del proceso estocastico en cuestion, esto es, que todas las

trayectorias de la integral estocastica son funciones continuas en ese intervalo.
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Teorema 4.5 (Propiedad de Martingala). Sea X € L2([0,T] x Q). Entonces el proceso
estocdstico .
Xt:/ X.dB., a<t<T,

es una martingala con respecto a la filtracion { %, a <t < T}.

Demostracion. Es muy extensa pero se ve claramente lo que queremos observar con esta
propiedad, véase [21].

Isometria de Ito

Esta aclaracion es bastante importante en el andlisis estocastico. Lo que se hace es calcular

el segundo momento de la integral de [t6 para conseguir su varianza.

Teorema 4.6 (Isometria de 1t0). Dado X € L*,([0,T] x Q). La siguiente isometria dice

E ((/OTXtdBt>2) —E (/OTxfdt> .

Demostracion. Véase [21].

Las propiedades en el calculo son muy importantes porque son las que nos aportan un
manejo a la hora de trabajar en él. Pues lo mismo ocurre en el calculo estocastico, cuanto
mas propiedades conozcamos y las sepamos utilizar de una forma fluida mejor seremos en
la materia. Existen muchas més propiedades como la de localidad por ejemplo, si queremos

conocer mas sobre estas propiedades [22].

4.2. Férmula de Ito

Como se puede apreciar en los ejemplos anteriores y muchos otros no presentados en este
trabajo la evaluacion de integrales estocasticas puede ser un ejercicio bastante complejo. Pero
esto no solo ocurre solamente en este caso, normalmente una integral de Riemann no se calcula
a partir de la definicion, sino que existen formulas bien conocidas para calcular integrales. Esto
también ocurre por ejemplo en el calculo de Newton-Leibniz, donde el Teorema Fundamental
del Calculo nos proporciona un método para evaluar integrales definidas, lo que simplifica
notoriamente el calculo. Pues lo mismo ocurre en las integrales estocdsticas, en muy pocos
casos se calculan estas a partir de su definicién. La famosa férmula de It6 es la herramienta
fundamental para este tipo de integrales. Su aplicacion tiene una gran importancia cuando se
estudia una determinada ecuacion diferencial estocastica dando una solucién de ella o incluso
determinando la ley de probabilidad que ésta sigue...

En realidad es un método fundamental que generaliza la conocida regla de la cadena pero
en el cdlculo clasico para las integrales estocasticas. Vamos a recordar como era la regla de

la cadena para funciones integrables f y g.

V91 = 1 (a5 0.
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Para poder definir la féormula de It6, primero voy a introducir la definiciéon de proceso de Ito,

que solo estd restringido a los procesos en L2, ([0, 7] x Q).
Definicién 4.3 (Proceso de 1td). El proceso estocdstico X, es un proceso de Ito si
X, = X+/ s)dB, +/ ds a<t<T. (4.3)
Siendo en forma diferencial
dXy = f(t)dB; + g(t)dt

donde X, es una variable aleatoria F,-medible y f, g 2.([0,T] x Q).

Dada la ecuacién (4.3)) vamos a establecer un nuevo teorema de la férmula de It6. La

demostracion es bastante larga, pero sugiero leer la encontrada en [10].

Teorema 4.7 (Férmula de Itd). Sea X; un proceso de Ité dado por la ecuacion Yy sea

0(t, x) una funcién continua con derivadas parciales continuas gf, gﬁ Y5 8 9. Entonces tenemos

que:
0(t, X.) = 0(a, X.) +/ (5, X.) f(s)dBs
t (00 00 1 0%0
+/a <8t(s,Xs)+axg(s)+ 353 (5 X, F(5) )ds.
En forma diferencial,

a0 10% a0
do(t, X;) = o —(t, X3)dX; + 3922 +§(t’Xt)dt'

Si la formula de It6 no es suficientemente 1til, en ocasiones se utiliza la tabla de Ito.

—(t, X,)(dX;)?

Podemos conocer més informacion, ver como se utiliza e incluso algtin ejemplo en [21].
Me gustaria enunciar este resultado con una version mas simple. Para ello tenemos que
saber que una funcién es de clase C? si es dos veces diferenciable y su segunda derivada es

una funcién continua.

Teorema 4.8 (Férmula de 1t6 I1). Sea f(x) una funcién de clase C*. Entonces se verifica

F(By) — f(Bo) = /f dB+2/f

Podemos encontrar una forma de obtener este resultado usando el Teorema de Taylor en [22].
Me parece una forma sencilla y elegante de obtener el resultado.
Para ver como se aplica la formula de It6, vamos a utilizar el Ejemplo 4.1 y el Ejemplo 4.2,

intentado observar cémo se aplica y sus ventajas, con el fin de obtener el mismo resultado.

Ejemplo 4.3. Considerar los procesos estocdasticos introducidos en el Ejemplo 4.1

t
Xt:/ BtdBt.
0
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Aplicando el Teorema 4.8, consideramos la funcion 0(t,x), tal que

0
gx(t’ x) = .
Por lo tanto tomamos 0(t,x) = 2*/2 cuyas derivadas parciales son
06 06 0%0
ot 0 or " O0x?

Entonces con ello consequimos
1 1

Integrando en ambos lados de la iqualdad de O a t, se tiene

t t t1
/ d(B2/2) = / BidB, + / ~dt.
0 0 0 2

De aqui, obtenemos el mismo resultado que coincide con el Ejemplo 4.1, esto es
¢ 1
/ BtdBt - *(Bt — t)
0 2
Ejemplo 4.4. Vamos a considerar los procesos estocdsticos introducidos en el Ejemplo 4.2
t
Xt - / tdBt
0

Aplicando el Teorema 4.8, consideramos la funcion 0(t,x), tal que

00
—(t =t.
(t,0)
Por lo tanto tomamos 0(t, x) = tx cuyas derivadas parciales son
w_ o w_, pe
ot "’ oxr oz

Entonces con ello consequimos

t

Integrando en ambos lados de la iqualdad de 0 a t, se tiene

t t t
/ d(tB,) = / Budt + / tdB,.
0 0 0

De aqui, obtenemos el mismo resultado que coincide con el Ejemplo 4.2, esto es

t t
/ tdB, = tB, — / B,dt.
0 0

Hemos visto que con calculos mas sencillos y més cotidianos aplicando la Formula de 1t6,
hemos obtenido los mismos resultados que con su definiciéon. De ahi, la importancia de esta
formula ya que nos da facilidades para el calculo estocastico. Existen muchos otros ejemplos
donde poder aplicar la formula de Itd y ver la gran herramienta que es, una fuente donde

comprobarlo es [22].
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4.3. El Teorema de Girsanov

Me gustaria presentar en este capitulo este teorema que juega un papel importante en
la teoria de procesos estocasticos. Ya que como he dicho y se ha visto durante el trabajo,
el término estocdstico tiene mucha finalidad en las finanzas. Este teorema establece que al
cambiar el coeficiente de deriva (dltimo sumando de la ecuacién ([4.3)) de un proceso Itd
dado, la ley del proceso no cambiard drasticamente. Es decir, construye de forma clara una
medida de probabilidad que permite transformar un movimiento browniano con tendencia o
deriva en un movimiento browniano sin tendencia, siendo este tltimo definido en un espacio

de probabilidad equivalente.

Teorema 4.9 (Teorema de Girsanov). El movimiento browniano con deriva q en el espacio
de probabilidad (Q, .7, P)
Wt - VVt + qta

es un movimiento browniano normalizado en el espacio de probabilidad (), Q).

Demostracion. Se puede probar por la caracterizaciéon de Lévy. Pero, esta demostracion es
altamente extensa, la podemos encontrar en [10].

A continuacién, voy a explicar un poco de una forma mas practica este teorema, para
luego poder ver un ejemplo aplicado a las finanzas en el Capitulo 5.

Lo que vamos a hacer es un cambio de probabilidad. Sea un proceso de Wiener W en un

espacio de probabilidad (£2,.%, P), existe una medida de probabilidad ¢ donde el proceso
—r
Wt* :Wt‘i‘,uTt:Wt"‘qt,
el cual es un proceso de Wiener. Incluso, P y () son equivalentes, y su densidad de Radon
Nykodim (véase [21]) es de la forma

@ — e—qT—%QQWT‘
dP
Esto nos insinua el modelo

dB ds .
5= rdt, <= rdt + odW

en el nuevo espacio de probabilidad (2,.%, @), donde W* es un proceso de Wiener. De aqui
podemos analizar que en () el rendimiento esperado de ambos activos coincide, siendo r. Si

lo estudiamos y resolvemos podemos ver que las soluciones de estas ecuaciones son
* _ 42
Bt — ert’ St _ So@UWt +(r—o /2)t).

De aqui sacamos que
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Por lo tanto, las conclusiones de este teorema son: cambiamos P por @, u por r y W por
W, v que los activos B y S tienen igual rendimiendo en Q).

., Cual es la significacion de Q)7 Para esto vamos a utilizar algunas de las propiedades de
la integral estocastica:

. ( I btth*)t>0 es una ()-martingala.

e 5i dX; = a,dt + b, dW; entonces X es ()-martingala si y solo si a; = 0.

Esta forma de verlo mas hacia activos financieros esta cogida de [16]. Por tltimo, queria
comentar que este teorema no acaba aqui, tiene muchas aplicaciones en modelos financieros,
por ejemplo cada vez que se necesita derivar un activo o una dinamica de tasas bajo una nueva

medida de probabilidad, como sucede en Black-Scholes, en el modelo de Liber Market...

4.4. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Por 1ltimo, voy a hacer una breve introducion a las ecuaciones diferenciales estocasticas,
que como hemos dicho antes la féormula de 1t6 es una herramienta para poder resolverlas.
Pero el mundo de las ecuaciones diferenciales estocasticas es enorme y de gran utilidad, aqui
solo voy a introducirlas para poder ver en el siguiente capitulo una aplicacién a las finanzas
como es el modelo Black-Scholes. De hecho, a menudo los precios de los activos financieros
siguen ecuaciones diferenciales estocasticas.

Sea (€2, %, P) un espacio de probabilidad, y sea {B;} un movimiento browniano adaptado
a la filtracién {.#}.

Definicién 4.4 (Ecuacién diferencial estocastica). Sean b(t,z) y o(t,z) dos funciones de
[0,7] x R en R. Entonces llamamos una ecuacion diferencial estocdstica a una ecuacion de

la forma

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt (44)

definida para valores de t en el intervalo [0,T] y con una variable aleatoria de condicion
inicial Xo que es Fo-medible e independiente del movimiento Browniano. Ademds podemos

interpretar la ecuacion como una ecuacion integral

t t
X, :X0+/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s, X,)dB,.
0 0

Como podemos observar la primera es una integral de Riemann, asi como la sequnda es una

integral estocdstica de Ito. Como bien podiamos deducir a X; se le denomina proceso de Ito.

De esta definicion podemos decir varias cosas. A b(t, X;) se le llama coeficiente de deriva
o de tendencia y al coeficiente o(t, X;) se le llama coeficiente de difusion. Si el coeficiente
de difusion es nulo, entonces tendremos una ecuacion diferencial ordinaria de las que hemos
visto en la carrera como se resuelve si conocemos la condicién inicial Xg:

dx,
2 bt X).
dt (t, X1)
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La solucién de la ecuacién serda un proceso estocastico {X;,t > 0} con trayectorias continuas
adaptadas a la filtracion browniana. Este proceso se puede explicar como el estado de un
sistema que evoluciona de manera determinista, esto es la deriva, pero que es alterado por un
ruido aditivo que es la parte de la difusion. De hecho, los procesos solucion se llaman procesos
de difusion.

Bueno pero tal y como ocurre con las ecuaciones diferenciales deterministas dadas en
varias asignaturas de la carrera existen teoremas basicos de existencia y unicidad. Son teo-
remas muy potentes ya que el hecho de saber que una ecuaciéon tiene solucién y es tnica,
puede ahorrarnos muchos intentos de resolverla. Pues lo mismo ocurre con las ecuaciones

diferenciales estocasticas.

Teorema 4.10 (Teorema de existencia y unicidad). Si los coeficientes b(t,xz) y o(t,x) de la

ECUACION satisfacen la condicion de Lipschitz en la variable x,
[b(t, 2) = b(t, y)* + lo(t, 2) — ot y)|* < K|z —yl,
y la condicion de crecimiento en x,
[b(t, 2)* + [o(t, )] < K(1+[z]),

stendo K > 0 wuna constante. En estas condiciones podemos decir que existe un proceso
estocastico {X;} que es solucion de que es adaptado a la filtracion, tiene trayectorias
continuas y es uniformemente acotado en L*(P), esto es, supgc,cp E(X}) < 00 e incluso es

unico.

En el libro en el cual me he basado en esta seccién [22] no aparace la demostracion de
este importante teorema. Sin embargo, en [I3] aparece una demostracién muy extensa, rica
en bastante contenido matematico.

Este teorema estard considerado de los mas importantes de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas, por lo que no podia introducir el tema sin enunciarlo. Ademaés estd seccién nos
ha puesto en contexto para el siguiente capitulo donde aparece Black-Scholes. Llegados a este
punto en el trabajo, ya conocemos suficientes herramientas de los modelos estocéasticos para

poder aplicarlas, concretamente en aplicaciones financieras.
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Capitulo 5

Aplicaciones a las finanzas

En este capitulo voy a recoger las semillas sobre modelos estocasticos que he ido dejando a
lo largo del trabajo en los capitulos anteriores, para poder aplicarlo a ejemplos o situaciones
de la vida real. Debido a que el tema del trabajo es muy utilizado en las finanzas le voy a dar
un enfoque mas financiero. De las aplicaciones mas importantes que he elegido debido a que
concuerdan con lo estudiado en este trabajo son el modelo de Black-Scholes, el movimiento
Browniano Econémico o Geométrico (ya comentado con anterioridad) y algin ejemplo del

Teorema de Girsanov. Para ello, me voy a basar principalmente en [15], [I8] y [22].

5.1. El modelo Black-Scholes

Este modelo fue a causa de la gran expansion de los mercados de derivados que tuvo
lugar en los anos 70 del siglo XX, lo que provocod que Black, Scholes y Merton dieran un
modelo muy verosimil que detallaba con bastante exactitud los precios de las opciones sobre
acciones (que es el derivado no trivial mas usado en la actualidad). Ademds una aplicacién
de la féormula de It0, estudiada en el capitulo anterior, es la féormula de Black-Scholes. Lo
primero de todo vamos a ponernos en contexto sobre el modelo de Black-Scholes.

El modelo de Black-Scholes es de tiempo continuo ¢ € [0,T] y posee dos activos:

1. B = (By)sejo,r) éste evoluciona de una manera determinista, regido por:

dB;
By

en el cual B representa a un bono y r es la tasa de interés por unidad de tiempo.

= ’I"dt, BO = 1,

2. El precio de la accion S = (S;)icjo,1], que éste si que es de evolucién aleatoria (proceso

estocdstico), que se basa en la siguiente ecuacién diferencial:

s
?t = udt + ocdW, Sy ==,
t

donde p es el retorno medio, o es la volatilidad y W es un movimiento Browniano. Pues lo

que se hace es dar sentido préactico a la la expresion dW'.

63
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En su version original supone que los precios de las acciones siguen un movimiento brow-

niano geométrico, algo que ejemplificaremos mas adelante, esto es
dSt = /,LStdt + O'Stth.

Siendo W; un movimiento Browniano sobre un espacio de probabilidad filtrado (2, .#, P) y
la filtracién .%,;.

Con todo esta informacién y una vez que utilizamos la férmula de Itd y consideraciones
relacionadas con la teoria de derivados financieros como son la construccion de un portafolio
o la valuacién de opciones se llega a la ecuacion en derivadas parciales que dictamina el
precio de los derivados. Si el valor de la accion a tiempo ¢ es f(t, X;) y 7 es la tasa de interés
entonces of 1 o f o7

o + 5025}287&2 + TstaiXt =rf con f=f(t,Xy).
Esta ecuaciéon es conocida como la ecuacion de Black-Scholes. Para sacar la solucién de
la forma que utilizan los economistas y quitarnos los diferenciales voy a expresar la misma

ecuacion pero de otra manera
1
Hi(z,t) + 5023:2Hm(a:,t) +reHy(z,t) = rH(x,t) con H(xz,T)= f(x).

Ahora vamos intentar resolver esta ecuacion para poder conseguir el precio de una opcion.

La solucién a la ecuacién anterior con @ la funcién distribucién de N(0,1) vista en nuestra

fuente es:
H(z,t) = 2®(2y(z,1)) — e "TK®(2_(z,1))
con Tt
ry(x,t) = (log 7 + ;UQ(T - t)) [(ovVT —1t)
xer(T—t)
v (04) = <10g — - ;(72@ - t)> HovT—1)

Donde el valor de la opciéon de compra con t = 0 es:
V (S0, T) = So®(zy) —e ™ Kd(z_)

con

See™ 1
Ty = (log 0[6( + 202T> /(oVT)

Me gustaria expresar una solucion a esta ecuacion de forma més explicita encontrada en la
pégina 12 de [25] para luego mostrar un breve ejemplo que determina el precio de las opciones
de compra.
C(S,t,K) = S®(w) — Ke"®(w — ov/1) (5.1)
con
rt +o%t/2 —log K/S
o/t
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Ejemplo 5.1. FEl precio actual de una accion es de 30€ y tiene una volatilidad estimada de
0.2€. Si el interés nominal del dinero es del cuatro por ciento anual, una opcion de compra

que expira dentro de 3 meses con un precio de ejercicio de 35€, debe costar:

Como t = 0.25 anos, r = 0.04, 0 = 0.2, S = 30 y K = 35 sustituyendo en la ecuaciéon

~(0.25)(0.4) + (0.2%)(0.25/2) — log(35/30) i
w = 02 (/0T ~—1.3915 y Vit = —1.4915.

Sustituyendo en la ecuacién (5.1)), obtenemos que

C(S,t, K) = 300(—1.3915) — 35e(00VO-B)p (1 4915) ~ 0.1077€.

¢ Pero por qué es tan importante el modelo de Black-Scholes? Como vemos la solucién no
depende de u que es el rendimiento del activo subyacente de la opcion. Los pardmetros de
los que depende son r y o que son mas faciles de calcular y conocer. Ademas, al aparecer r

y no u, se puede transformar en:

d _
;:udt—l—adW:rdt—i-ad(Wt—l—'[”t).
o

Donde al designar como
Wy =w,+ 5,
o

que como hemos visto en el capitulo anterior es la ecuacién del Teorema de Girsanov. Por
lo tanto, vemos como esta todo ligado, tanto Itd, como Black-Scholes, como el movimiento
browniano geométrico, como Girsanov. Es lo bueno de este trabajo que esta todo fuertemente
cohesionado.

A continuacién, voy a graficar en MATLAB un ejemplo muy interesante donde podemos
ver este hecho de forma visual encontrado en [15]. Se trata de la simulacién del comporta-
miento del precio de las acciones de una empresa industrial australiana durante un periodo

de cinco anos. El cédigo es el siguiente:

hprograma que simula el crecimiento del precio de las acciones
%de una empresa.
randn(’state’,100)
mu=0.00447;sigma=0.244; %valores de los parametros de la EDE
T=5;N=1000;deltat=T/N;
X=zeros(5,N);
X(:,1)=5.77;%condicién inicial
for i=1:5
for j=1:N
X(i,j+1)=X(i,j)+mu*xX(i,j)*deltat+sigma*X(i,j)*normrnd(0,deltat);

end
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end

plot([0:deltat:T],X(1,:),’b-"),hold on
plot([0:deltat:T],X(2,:),’r-’),hold on
plot([0:deltat:T],X(3,:),’y-’),hold on
plot([0:deltat:T],X(4,:),’g-’) ,hold on
plot([0:deltat:T],X(5,:),’c-?),hold on
plot([0:deltat:T],sum(X)/5,’k-") ,hold off

xlabel (’Tiempo (afios) ’, ’FontSize’,12)
ylabel(’Precio’,’FontSize’,16, ’Rotation’,0, ’HorizontalAlignment’, ’right’)

%se muestran 5 simulaciones asi como su valor medio.

6.2 T T T

611

. 59
Precio

5.8 [
5.7

56

55 . . . .
0 1 2 3 4 5
Tiempo(anos)

Figura 5.1: Simulacién del precio de acciones de una empresa por Black-Scholes.

Gracias a este tipo de ilustraciones realizadas por una empresa o por una agente financiero,
se puede ver de forma muy visual que por ejemplo la accién negra no experimenta grandes
cambios, siendo en el tercer ano su valor mas alto. A su vez existen acciones como la azul
oscuro que tiene un gran crecimiento, pero que es contrarrestada con la roja que tiene un gran
decrecimiento. De esta forma, mediante conocimiento de Black-Scholes podemos programar
algo asi que nos proporciona de una forma sencilla cémo va nuestra empresa en el mundo

bursatil.

5.2. Movimiento Browniano Geométrico

Como ya adelantaba en el capitulo 2, para poder hablar del Movimiento Browniano Geo-
métrico necesitaba conocer calculo estocastico, It y aspectos relacionados con Black-Scholes,

ya que este movimiento es de amplio uso en finanzas y nos ayuda a representar el precio de
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algunos bienes que van fluctuando siguiendo el movimiento financiero. En concreto el mo-
vimiento Browniano Geométrico consigue obtener una relacion entre el precio actual de un
activo con sus posibles precios futuros. Ademaés a mas alto nivel de lo que vamos a introducir
en este trabajo, nos informa de que los pagos futuros de un activo podemos verlos normal-
mente distribuidos y que la desviaciéon tipica de esta distribucion se puede estimarse con los
datos del pasado. Como ya conocemos la aplicacién de este proceso, lo que voy a realizar
en esta seccion es ver como podemos obtener el movimiento Browniano Geométrico de dos
maneras distintas: la que en 1965 P. Samuelson propuso y la otra aplicando el calculo de It0,

para comprobar que lo dado anteriormente es aplicable.

-Forma de P. Samuelson

Samuelson propuso que los precios de una accién G se regian mediante
_ oWi+vt
Gy = Goe Ve,

donde W; es un movimiento Browniano. A G se le denominé movimiento Browniano Geomé-
trico o Econémico. Si conocieramos la férmula del activo con riesgo S de Black-Scholes, la
podemos verificar, que es lo que vamos a hacer, y ya que es funciéon de W, podemos aplicar

1t0. De la forma
Fla,t) = Goel™

tenemos que

Gt = f(Wtut)

Cuyas derivadas parciales son:

folz t) = o f(x,t), feelz,t) =0 f(a,t), filz,t)=vf(z,t),

y aplicando It6
1
th = df(Wt, t) = O'thWt -+ §U2tht -+ Vtht.

Si dividimos todo por G} obtenemos

G,

1
a - (v+ 5az)alt + odW, = pdt + odWy,
t

en la cual p =v+ %O’Q. Por lo que podemos afirmar que el movimiento browniano econémico
cumple la definiciéon del activo con riesgo en Black-Scholes. Ademas como pu = v + 502, la

formula para S es
1
St = Sg exp[aWt + (M - 20'2) t]

Vemos que el término %0275 se asemeja al de la formula de [to.
Samuelson, en su forma de describir el movimiento, vio que el Movimiento Browniano

Geométrico es la generalizacién natural de anadir ruido a la evoluciéon de un activo sin riesgo.
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Ahora vamos a ver la otra forma, donde aplicar calculo de It6, buscando que la solucién

sea la misma.

-Soluciéon del Modelo Browniano Geométrico aplicando el Calculo de Ito6.

Para ello, vamos a resolver la ecuacién diferencial estocastica que es conocido que define

el movimiento browniano geométrico y es de tipo It6 con condicién inicial:
dSt = [LStdt + O'S(td_Bt7 SO = Sp- (52)

Siendo B; un movimiento Browniano. Para resolverla vamos a aplicar el Lema de Ité que

enunciamos a continuacion.

Lema 5.1 (Lema de It6). Sea X; un proceso estocastico que satisface la siguiente ecuacion

diferencial tipo It6 con condicion inicial determinista xq:
dX; = f(t,xy)dt + g(t,z,)dBy;, t>0 y Xo= .

Y sea F(t,z) una funcion F : [0,T] x R +— R donde las derivadas parciales existen y son

continuas entonces:

OF(t,x) OF(t,x) OF (t,x)
ot Ox O0x?

Una vez conocido este lema proseguimos y escribimos la ecuacion (5.2)) en forma integral,

:F1<t,l‘), :Fg(t,l,’), :FQQ(t,I).

esto es: . . .
/ ds, = / wS,dr +/ 0S,dB,.
0 0 0
O lo que es lo mismo

t t
S, — Sy = / S, dr + / 55,dB,.
0 0

Ahora tenemos que aplicar el Lema de [t6 que hemos introducido con la siguiente identi-
ficacion:
Xt - St7 f(twrt) = f(t7 St) - :uSta g(ta "L‘t) = g(tv St) = USt
con

F(t,z) = log(x).

Y como queremos aplicar el Lema de It0, necesitamos calcular una serie de derivadas parciales:

oF(t,z) B OF(t,z) 1
T—Fl(t,x)—O, 7ax —Fg(t,l')—x,
OF(t,x) 1
W = FQQ(t7l') = _ﬁ

Por lo que

t 1 1 —1 t 1
log(S;) — log(sg) = /0 (/LSTS + 5(05,«)2 ( )) dr + aSrgdBr.
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Si seguimos simplificando obtenemos:

t 1 t
log (St> = / (u — 02> dr +/ odB,.
So 0 2 0

S, 1
lOg (t> = (/L — 20'2) t+ O'(Bt - Bo)
Si nos fijamos en la definicién de movimiento Browniano tenemos que By = 0 con probabilidad
1, es lo que hace que tengamos:

log (St> = (u — ;O’Q) t+o(By),

S0

St — o(u=30%)t+oB
S0

)
Sy = 806(“_502%4—03’5.

Esta tltima ecuacién es el proceso estocastico solucién de la ecuacion diferencial estocastica
y se denomina Movimiento Browniano Geométrico. Como podemos apreciar coincide con la
solucion que obtuvimos en la primera forma. Lo que quiero destacar es que gracias a los
conocimientos previos hemos podido resolver o entender este movimiento que como hemos
dicho es muy valioso en las finanzas.

Para acabar esta seccion me gustaria ilustrar de forma visual como se describe la dina-
mica del Movimientos Browniano Geométrico que como sabemos la determina la ecuacion
diferencial estocéstica y utilizaré la soluciéon que hemos obtenido para graficar rutas
o caminos que puede llevar a cabo el movimiento. Lo haré mediante MATLAB como en

anteriores ocasiones con unos datos prefijados que tomaré, cuyo codigo es:

mu = 0.08/250;
sigma = 0.25/sqrt(250);
dt = 1/250;
npaths = 100;
nsteps = 250;
SO = 23.2;
% BM
epsilon = randn(nsteps, npaths);
W = [zeros(1,npaths); sqrt(dt)*cumsum(epsilon)];
% GBM
t = (O:nsteps) ’*dt;
Y = bsxfun(@plus, (mu-0.5%sigma.”2)*t, sigmax*W);
Y = SOxexp(Y);

plot(Y)
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Figura 5.2: Caminos generados a partir del Movimiento Browniano Geométrico.

He elegido esperar a analizar el movimiento Browniano Geométrico hasta este capitulo
debido a su importancia ya que en el capitulo 2 no tenfamos con conceptos necesarios para
poder enterder su solucién y su utilidad. En la Figura 5.2 podemos ver diferentes caminos que
puede tomar el movimiento Browniano Geométrico, esto llevado al mundo de las acciones,
puede ser las diferentes progresiones o trayectorias que puede tener la acciéon. Esto, junto a
otras propiedades de modelos estocasticos nos pueden ayudar a saber que progresion elegira

dicha accién con una determinada probabilidad.

5.3. Ejemplos del Teorema de Girsanov

Como bien hemos adelantado en el Capitulo 4, el Teorema de Girsanov también se aplica
en las finanzas. Ademas haciendo una pequena transformacién en Black-Scholes podemos
llegar a ecuaciones que explica el Teorema de Girsanov. Sobre su utilidad en el mundo eco-
némico hay mucho donde podemos sacar informaciéon y ver diferentes ejemplos donde es
productivo aplicarlo. Pero a modo de resumen, la utilidad de este teorema consiste en ge-
nerar ambientes de neutralidad a un riesgo que puedan tener los activos derivados, dicho de
otro modo, conseguir situaciones donde el precio derivado de un activo no dependa de los
agentes que provocan el riesgo, por ello es necesario cambiar la tendencia del proceso. Por
lo tanto, estamos ante un teorema que nos ayuda cuando existe riesgo financiero. Podemos
encontrar numerosos ejemplos de ello en [1]. Ademds comentar que existen una gran cantidad
de teoremas que son variantes del Teorema de Girsanov. A continuaciéon, voy a escribir un

par de ejemplos introductorios, para que veamos donde se utiliza.
Ejemplo 5.2. Suponemos que el proceso de precios de un activo se escribe como

dS = S(pdt + odW).
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O como hemos visto es equivalente
S, = Speln—30?)HoBi
Si convertimos esta ecuacion a un proceso que se llama de precios descontados tenemos
— 1
S, = ¢S, = Spelluniet)rrab,

Y para que posea propiedades este proceso lo convertimos en una martingala, que eso se puede
hacer si y solo si p —1r =0, esto es, p = r. Por esto para poder valorar pasamos al proceso
dS = S(rdt + odW).

Lo que se estd haciendo en este ejemplo es modificar la medida consiguiendo que el proceso
S, se convierta en una martingala y poder aprovecharnos de sus propiedades productivas en

economia. Pues bien, para poder demostrar esto se requiere del Teorema de Girsanov.

Ejemplo 5.3. De nuevo un ejemplo donde hay que conocer conceptos econdmicos pero que
vemos la utilidad del Teorema. Hay que verificar que el valor del portafolio descontado es una

Q-martingala, esto es

H(S;,t)
B,

En economia se sabe que H/B = e " H. Aplicamos Ito y obtenemos

es @ — martingala.

dle”™H) = e (—rHdt + dH).
Y se sabe que dH = rHdt + bSodW™, que si sustituimos tenemos

d (H(S“t> = bS,0dW.
B,

St volvemos al capitulo 2 donde enuncio el teorema, se verifica que la tendencia es nula y
como dice una de las propiedades si ocurre esto es un QQ-martingala. Y como las martingalas

como bien sabemos conservan el valor esperado, podemos decir que para el precio de la opcion

con pago f(Sr)
V(*Tv T) - H(507 O) = EQ<€_TTH(ST7 T)) - e_TTEQ(f(ST))
debido a la condicion final H(z,T) = f(x).

Vemos que hacen faltan conceptos econémicos para realizar este ejercicio, pero lo que
quiero transmitir son ejemplos donde el Teorema es una herramienta para resolver problemas
financieros. La conclusién que se obtiene de este ejercicio es que el precio de la opcidn segtiin
Black-Scholes es el valor esperado del pago f en la medida (@), esta probabilidad se denomina
de riesgo-neutral. De nuevo, en este ejercicio hemos tenido que saber de conceptos tratados

en este trabajo como es aplicar It6 y Black-Scholes.
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Para acabar este capitulo me gustaria decir que en la mayoria de fuentes de la bibliografia
podemos encontrar ejemplos donde los procesos estocasticos y el calculo estocastico se utiliza
con caracter econémico o financiero. Es por ello que cada vez buscan mas matematicos en ese
mundo, ya que la base de lo que se utiliza son Matematicas y conocer toda esta cantidad de
teoremas, definiciones y propiedades comprendiéndolas como hemos visto y hecho nosotros,

nos ayudan a poder aplicarlo en ejemplos reales.



Conclusiones

En este trabajo hemos conseguido introducirnos en el campo de los procesos estocasticos,
descubriendo que es un mundo muy amplio donde se ha estudiado y se sigue estudiando y
analizando mucha teoria sobre ello. Gracias a dicha teoria se puede modelar y predecir una
gran cantidad de procesos y situaciones, siempre con un caracter de aleatoriedad. De ahi,
que tenga tanta importancia en el ambito financiero y en los mercados bursatiles. Lo hemos
estado viendo y dejando ejemplos a lo largo del trabajo, culminando con un tltimo capitulo
dedicado a resultados que se utilizan en el dia a dia en las finanzas, como son por ejemplo el

teorema de Black-Scholes o el Movimiento Browniano Geométrico.

No es casualidad que cada vez se busquen méas matematicos en las bolsas europeas, en
los bancos, en consultorias, como analistas financieros,... Hemos visto la importancia de estos
modelos y procesos, y saber y conocer el fundamento matematico que hay detras de ellos es
muy importante. Siempre saber el por qué de las cosas, como funcionan, sus propiedades,
de dénde vienen nos puede dar una ventaja con nuestro competidor. Y trabajos como éste
ayudan a ver una utilidad matematica y a crear una curiosidad matematica-financiera no

vista durante la carrera, pero que puede ser una gran herramienta en el mundo laboral.

También me gustaria resaltar la importancia del movimiento Browniano o proceso de
Wiener ya que desde que aparece en el capitulo 2, se encuentra presente hasta el final del
trabajo. Esto implica que el movimiento Browniano, sin lugar a dudas en un pilar importante
en este tema y estd implicita o explicitamente en casi toda la teoria financiera en tiempo

continuo en ambientes estocasticos.

Aparte del movimiento Browniano que se encuentra muy presente, llama la atenciéon cémo
ha ido evolucionando el trabajo ya que lo que dabamos en el capitulo anterior lo necesitabamos
en el posterior. Por ejemplo, la probabilidad para los procesos estocasticos, éstos para explicar
el movimiento Browniano, este movimiento lo necesitdbamos para martingalas, martingalas
para la formula de [t6 y todo ello junto en el altimo capitulo, donde se pueden ver unas pocas
de las muchas aplicaciones que tienen. Por eso considero que es un tema y un trabajo muy

cohesionado y esta cohesion la da las Matematicas.

Durante mi propia investigacion de las fuentes del trabajo me ha llamado la atencién la

gran cantidad de ejemplos de uso corriente sobre cualquier materia o ciencia, que se pueden

73
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modelar con procesos estocasticos. Esto se ha visto también en el trabajo, con ejemplos
en todos los capitulos queriendo siempre ver las aplicaciones de lo estudiado. Quiero darle
importancia a las simulaciones gréaficas realizadas en MATLAB, que nos ayudan a obtener
conclusiones y resultados de una forma mas visual. Ademéas han conseguido que conozca
y aprenda otro lenguaje computacional numérico distinto a los que he visto en la carrera
como Wolfram Mathematica, Sage o R. Pudiendo afirmar que MATLAB es una herramienta

bastante potente y eficaz para este tipo de acciones.

Por ultimo, concluyo que ésta es una pequena introduccién a un campo del conocimiento
que no para de explorarse y que las Matematicas ayudan en gran medida a no solo aplicar
sino a darle una solidez a los argumentos y a analizar méas sobre ello, lo que la hace que sea

util no solo en las finanzas sino en muchas areas de conocimiento.
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