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Resumen

El problema de resolver una ecuacion no lineal aparece con frecuencia en numero-
sas areas cientificas. Las técnicas matematicas para obtener una solucién exacta
de una ecuacién no lineal son muy limitadas, por lo que con frecuencia este tipo
de problemas se resuelven de forma aproximada mediante técnicas iterativas. De
entre ellas, es ampliamente utilizado el método iterativo de Newton, debido a su
eficacia y facil aplicacion.

El objetivo principal de este trabajo fin de grado es analizar la convergencia del
método de Newton cuando éste se aplica a la resolucion de sistemas de ecuacio-
nes no lineales. Para ello, en primer lugar se muestra la procedencia y evolucién
histérica del método de Newton y su construccion a partir del Teorema del punto
fijo. En segundo lugar, una vez presentado el método, se enuncian y demuestran
algunos de los teoremas de convergencia para el método de Newton mas impor-
tantes, abarcando los tres tipos de convergencia local, semilocal y global.

Como consecuencia de los teoremas de convergencia estudiados podremos obtener
resultados de existencia y unicidad de solucién para la resolucion de sistemas de
ecuaciones no lineales y, en algunas ocasiones, dominios de convergencia para el
método de Newton.

Se incluyen también dos ejemplos préacticos consistentes en la resolucién de ecua-
ciones integrales y, con el fin de realizar los calculos necesarios, un ejemplo de
programacion del método de Newton elaborado en Mathematica.



Abstract

Solving a nonlinear equation is a mathematical problem that is frequently approa-
ched in multiple scientific areas. The mathematical techniques used to obtain an
exact solution from a nonlinear equation are very limited, therefore this kind of
equations are usually solved in an approximated approach using iterative techni-
ques. One of those techniques that is commonly used is the Newton’s iterative
method, due to its simplicity and efficiency.

The main goal of this degree final project is to study the convergence of the
Newton’s method when it is applied to obtain the solution of nonlinear equation
systems. First, the origin and historical evolution of the Newton’s method, as well
as its development from the Fixed Point Theorem are exposed. Secondly, after the
introduction of the method, some of the most important convergence theorems for
the Newton’s method are given and proved, including the three types of conver-
gence: local, semilocal and global convergence.

Moreover, as a consequence of the convergence theorems studied, we may obtain
conclusions about the existence and uniqueness of solution of nonlinear equation
systems and, in some cases, convergence domains for the Newton’s method.

Finally, two practical examples based in the resolution of integral equations are
included. With the objective of performing the needed calculations, a programma-
tion example of the Newton’s method using Mathematica is also presented.
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Introduccion

La resolucion de ecuaciones no lineales es uno de los problemas mas estudiados
por numerosos matematicos a lo largo de la historia. Su importancia radica en que
los resultados obtenidos no sélo gozan de gran interés tedrico si no que ademas, en
la practica, proporcionan herramientas que son imprescindibles para la resolucién
de problemas en diversas areas cientificas.

Es bien conocido que, en general, no es posible hallar una soluciéon exacta de una
ecuacién f(x) = 0 no lineal, por lo que es necesario recurrir a técnicas de anali-
sis numeérico para su resolucion. Lo habitual en este tipo de problemas es utilizar
técnicas iterativas en las que, empezando en un punto inicial, se van generando
aproximaciones sucesivas de la solucion.

Sin duda, dentro de estas técnicas iterativas, el método de Newton es el procedi-
miento mas estudiado y empleado en la practica. Con el objetivo de de aproximar
una solucién z* de una ecuacion no lineal f(z) = 0, el método de Newton consiste
en construir, a partir de una aproximacién inicial (® de z* una sucesién de la

forma
Lo S@)
fr(xm)’

En condiciones adecuadas, la sucesion anterior converge a la solucién buscada z*.

(D = n > 0.

Asi, los teoremas de convergencia para un método iterativo surgen de la necesidad
de determinar cudles son esas condiciones adecuadas que, en caso de verificarse,
hacen que las sucesivas aproximaciones generadas por un método iterativo estén
cada vez mas proximas a la solucién. Se clasifican en tres tipos:

e Teoremas de convergencia local: se imponen condiciones sobre la funcion f
y la solucion z*.

e Teoremas de convergencia semilocal: se imponen condiciones sobre la funcién
f v el punto de partida (¥ que inicia el método iterativo.

e Teoremas de convergencia global: se imponen condiciones sobre la funcion f.

El presente trabajo fin de grado se elabora con el objetivo de presentar los prin-
cipales teoremas de convergencia para el método de Newton para los casos en los
que la funcién f representa un sistema de n ecuaciones no lineales, siendo x un
vector incognita n dimensional. Para ello, previamente se estudia la procedencia
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y contruccién del método de Newton. Consta de 5 capitulos que se describen a
continuacion.

En el Capitulo 1 se relata una breve historia del método de Newton, que nos mues-
tra el gran interés que ha suscitado a numerosos matematicos a lo largo de los anos.
Abarca desde los primeros intentos por parte de las antiguas civilizaciones para
hallar cantidades aproximadas, pasando por la primera definicién formal del méto-
do por parte de Newton y todos los posteriores matematicos que contribuyeron a
desarrollar el teorema tal y como lo conocemos hoy en dia, hasta los estudios de
convergencia de Kantorovich. Cabe destacar que, ademas de Newton, Kantorovich
representa un matematico de gran importancia dentro de este TFG, puesto que
sus resultados de convergencia para el método de Newton son la base de los aqui
expuestos.

El Capitulo 2, dedicado a los fundamentos tedricos necesarios para el desarrollo
del TFG, se divide en dos partes. Dada la necesidad de trabajar con vectores y
matrices, nuestro entorno de trabajo seran los espacios vectoriales normados. Estos
espacios estan dotados de una norma que es la herramienta que utilizamos para
poder “medir” o “comparar” vectores y matrices y cuyas caracteristicas y propie-
dades se exponen en la primera parte. A lo largo de la segunda parte se introducen
los conceptos de aplicacion Lipschitziana y aplicacion contractiva, los cuales, co-
mo veremos a lo largo del trabajo, resultan imprescindibles para el estudio de la
convergencia de un método iterativo, y culmina con el enunciado del Teorema del
punto fijo, que constituye la base para la elaboracién de los métodos iterativos
expuestos en el Capitulo 3.

En el Capitulo 3 se muestra la construccién, a partir del Teorema del punto fijo, de
métodos iterativos para la resolucion de ecuaciones no lineales. Si bien este TFG
se centra el el método de Newton, también se incluye en este capitulo el método de
aproximaciones sucesivas como su predecesor. Ademads, se enuncian algunos teore-
mas de convergencia en los que se exige, como condicién principal, que la funcién
a la que se le aplica el método iterativo sea contractiva. No obstante, la contrac-
tividad es una condicién que rara vez se verifica en este tipo de funciones, por lo
que estos teoremas son muy limitados y son necesarios teoremas mas generales, en
los que se exigen condiciones mas suaves, como los que se exponen en los capitulos
posteriores. Al final de este capitulo se muestra un ejemplo de programa para la
resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales mediante el método de Newton
realizado con el software Mathematica.

En los Capitulos 4 y 5 se enuncian y demuestran teoremas de convergencia para el
método de Newton. El Capitulo 4, dada su importancia, se dedica exclusivamente
a presentar una version del Teorema de convergencia semilocal de Kantorovich.
En el Capitulo 5 se enuncia y demuestra un teorema de convergencia global que,
ademas de asegurar la convergencia del método, nos proporciona un dominio de
convergencia restringida para la solucion, esto es, una regién en la que cualquier
punto contenido en ella puede ser elegido como punto de inicio del método, ase-
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gurando la convergencia. Por tltimo, mostramos el gran interés de este ultimo
teorema incluyendo dos teoremas de convergencia para el método de Newton, uno
de convergencia semilocal y otro de convergencia local, que se obtienen como ca-
sos particulares del mismo. Cada uno de estos dos capitulos se acompana de un
ejemplo practico, donde se analizara la convergencia y aplicacion del método de
Newton en la resolucion de ecuaciones integrales. Serviran también estos ejemplos
para mostrar el funcionamiento del programa elaborado el Capitulo 3. El resto de
calculos necesarios se realizardan también con Mathematica.

Los teoremas de convergencia escogidos gozan de gran interés ya que son fruto
del trabajo desarrollado, a partir del Teorema de Kantorovich, por investigadores
matematicos en los ultimos anos, cuyo propésito se centra en construir resultados
cada vez mas eficaces y generales.



Capitulo 1

Breve historia del método de
Newton

El método de Newton debe su nombre al cientifico britdnico Isaac Newton (1643-
1727), quien sus trabajos de finales del siglo XVII muestra un método de aproxi-
macion a las raices de una ecuacién basado en repeticiones sucesivas de un mismo
proceso. Aunque en estos escritos todavia no se hace referencia a procesos iterati-
vos ni se utiliza el calculo diferencial, son considerados el nacimiento del método
de Newton.

No obstante, la idea general de resolver una ecuacién mediante el uso de términos
correctores que, sumados a una estimacién de la solucién, proporcionan una nueva
solucion aproximada mejor que la anterior ya habia sido usada por antiguas civi-
lizaciones para desarrollar métodos de aproximacion de raices.

Algunos métodos desarrollados en la Grecia clasica para aproximar nimeros irra-
cionales mediante niimeros racionales o en la antigua mesopotamia para aproximar
la raiz cuadrada de un nimero seguian este tipo de procedimientos. Por ejemplo,
en la tablilla babilénica VAT6598, fechada en 2000-1700 a. C., se plantea, entre
otros, el problema de encontrar la diagonal de un rectangulo de altura 40 y lado
10. Con la notacion actual, el problema se traduciria en encontrar

V402 + 102 = v/1700.

En la misma tablilla se propone como aproximaciéon el valor 41+15/60. Aunque

no se conozca con certeza la forma en que los babilénicos obtenian este valor,

algunos autores destacan el hecho de que esta cantidad coincida con la conocida
aproximacién para una raiz cuadrada

Vh2 12 ’

h2+ 12 ~h+—

2h

para h =40 y [ = 10.

La  aproximaciéon anterior se conoce como  formula de  Heron
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para el calculo de raices cuadradas, y apare-
ce por primera vez en el el primer tomo de la
Métrica que Her6n (10-70 d. C. aproximadamen-
te) publico en el siglo I. En este texto, descu-
bierto por H. Schone en 1896, se muestra cémo
Herén calculaba el area de un rectangulo de la-
dos 7, 8 v 9 unidades, es decir v/720. Ademas,
se refiere explicitamente a que una aproxima-
ciéon dada puede ser tomada como punto de par-

Figura 1.1: Her6n de tida para obtener mejores aproximaciones, sien-
Alejandria (10-70 a. C do ésta la primera referencia de la utilizacién
aprox.) de un sistema iterativo para resolver un proble-

ma.

A partir de la formula de Herdn, las técnicas para calcular la raiz cuadrada de un
nimero (y, en general, las raices n—ésimas) se fueron transmitiendo y/o redescu-
briendo a través de los siglos y de las civilizaciones hasta el siglo XVII. Aunque no
hay muchas evidencias escritas de la que ocurrié durante este largo periodo de tiem-
po, si que se pueden encontrar algunas referencias sobre métodos para el calculo
de raices n—ésimas. Por ejemplo, en una versién del siglo III del libro matematico
chino Jiuzhang suansu (Nueve capitulos del arte matemdtico) con comentarios de
Liu Hui (220-280 d. C aproximadamente) puede encontrarse una coleccién de pro-
blemas que requieren el célculo de raices cuadradas y cibicas. Posteriormente, en
el siglo IV, Te6n de Alejandria (335-405 aproximadamente) desarrollé un método
totalmente geométrico para el cdlculo aproximado de raices cuadradas.

A partir del siglo XII, pueden destacarse los trabajos del matematico persa Sha-
raf al-Din al-Tusi (1135-1213) en los que da soluciones, tanto algebraicas como
numéricas, de algunas ecuaciones ctibicas y los trabajos del matematico arabe
Al-Marrakushi ibn Al-Banna (1256-1321)quien en
su escrito Raf al-Hijab indica cémo calcular raices
cuadradas usando series y fracciones continuas.
Parece ser que Al-Banna fue un gran recopila-
dor de los conocimientos mateméaticos de su épo-
ca y que en sus escritos nos muestra su versién
de los trabajos de matematicos arabes anterio-
res.

El problema de encontrar la raiz n—ésima de un
nimero fue evolucionando hacia el problema mas
general de encontrar las raices de una ecuacion po-
linémica e, incluso, de una ecuacion trascendental.
A partir del siglo XV, el problema se fue bifurcan-
do en varias lineas: resolucién algebraica de ecua-  Figura 1.2: Francois Viete
ciones polinémicas, resolucion aproximada usando (1540-1603)
iteraciones de punto fijo, aproximaciones mediante
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fracciones continuas, etc.

Es posible que algunos de los trabajos realizados por los algebristas arabes del sigo
XII fueran conocidos por los principales algebristas del siglo X VI, entre los que se
destaca el matematico francés Frangois Viete (1540-1603). Viete centré su trabajo
en la soluciéon numérica de ecuaciones no lineales, desarrollando técnicas para ha-
llar, de forma genérica, las soluciones positivas de polinomios moénicos de grados
2 a 6. Ademas, es el primero en utilizar las letras pera representar los parametros
de una ecuacién (no sélo las incégnitas) y en darse cuenta de la relacién existente
entre las raices y los coeficientes de un polinomio.

El trabajo de Viete caeria en poco tiempo en el olvido, debido sobre todo a la
aparicion de la geometria cartesiana. Sin embargo, varios anos despues, fueron pu-
blicadas dos obras, Francisci Vieate Opera Mathematica por Frans van Schooten
en 1646 y Clavis Mathematicae por William Oughtred en 1647, en las que sus au-
tores se ocuparon de recopilar y reescribir los trabajos de Viete. A partir de estas
obras, y por tanto familiarizado con el trabajo de Viete, Newton realizé extensas
anotaciones que muestran los primeros signos del interés de Newton en la solucién
numérica de ecuaciones no lineales.

La primera referencia escrita sobre el método de
Newton se encuentra en De analysi per aequa-
tiones numero terminorum infinitas, en una car-
ta escrita a sus colegas Barrow y Collins en
1669, pero que no fue publicada hasta 1711.
A los dos anos de escribir la citada carta, en
1671, Newton desarrollaba su método en De
metodis fluxionium et serierum infinitarum. De
nuevo, esta obra tarddo en publicarse y no es
hasta 1736 cuando se publica una traduccion
de la misma bajo el titulo de Method of flu-
TIONS.

Figura 1.3: Isaac Newton
(1643-1727)

Para hacernos una idea de como trabajaba Newton,
podemos ilustrar su método con el mismo ejemplo que él considerd, la ecuacién
2® — 2x — 5 = 0. Newton argumentaba de la siguiente manera:

Por tanteo, se ve que la solucién esta cerca de 2. Haciendo z =2+ €y
sustituyendo en la ecuacion se obtiene:

€ +6e2+10,e—1=0 (1.1)

Ignorando los términos €3 + 6 €2 con el pretexto de que € es pequeiio,
se llega a que 10 e =1 ~ 0 6 ¢ = 0,1. Entonces, x = 2,1 es una
aproximacién de la soluciéon mejor que la inicial.
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Haciendo ahora € = 0,1 + v y sustituyendo en [1.1] se sigue que
v3 +6,30v% + 11,230+ 0,061 = 0.

Ignorando de nuevo los términos en v de grado mayor o igual que dos,
se llega a que v ~ —0, 054 y, por tanto, x = 2,046 es una aproximacién
que mejora las anteriores.

Newton indicaba que el proceso se puede repetir tantas veces como sean necesarias.

Notemos que, llamando f(z) = 2® —2x —5, tenemos f’(z) = 32> -2y, aplicando la
férmula del método de Newton tomando como punto de partida la aproximacién
inicial zy = 2, la siguiente aproximacion es

2 1
A R !

f'(2) 10

valor que coincide con el obtenido por Newton.

.1'1:2

Newton considera la aplicacién de su método tan solo en ecuaciones polindmicas.
Ademas, no se tiene constancia de que utilizara el calculo ni el concepto de deriva-
da. Pese a ello, el método que describe marca el punto de inicio para el posterior
desarrollo, por parte de numerosos matematicos, de su formulacién tal y como la
consideramos hoy en dia.

El primer matematico en desarrollar la idea de iteracién fue Joseph Raphson (1648-
1715). Como hemos visto, el proceso que sigue Newton consiste en anadir un
término corrector € a una aproximacion dada y truncar el binomio de Newton en
el segundo término, en expresiones de tipo

(a4 €)™ ~a™ +na™ e,

de forma que puede obtenerse el valor aproximado de € mediante la resolucién de
una ecuacion lineal.

Este no puede considerarse un método iterativo, en el sentido de que pueda hallar-
se una aproximacion partiendo de la anterior, puesto que cada paso requiere del
calculo de un polinomio en funcién del término corrector y el valor estimado final
no es calculado hasta final del proceso como la suma de los términos correctores
(x = e+ v+ ...) en lugar de obtener sucesivas estimaciones z;. Sin embargo,
Raphson publica en 1690 un tratado, Analysis Aequationum Universallis, en el
que, ademas de presentar una versiéon mejorada del método de Newton, mues-
tra formulas explicitas para el término corrector para algunos casos particulares
de ecuaciones. En concreto, calcula los términos correctores para las ecuaciones
flx)=2>—r =0y g(z) = 2> — pr — ¢ = 0 indicando que, si x( es una estimacién
de la solucion, puede obtenerse una estimacion mejor xy + ¢, donde

3 3
_ =% CZQ+p$0—330

c =
3z 3z3 —p
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respectivamente.

Notemos que

flo) r—a’ gx) _q+pr—a’

Cfl) 3a? g 32—p
por lo que los calculos realizados por Raphson coinciden nuevamente con los que
se realizan utilizando la formulacién actual del método.

Pese a no haber sido publicado hasta 1736, el proceso desarrollado por Newton era
bien conocido por los cientificos de la época. El hecho de que Raphson publicara
su obra 46 anos antes que el Método de las fluziones de Newton propicié que su
trabajo gozara de gran relevancia, llegando incluso a denominarse al proceso como
el método de Newton-Raphson por numerosos autores.

No obstante, en los trabajos de Raphson no se aprecia todavia la conexion exis-
tente entre el término corrector, la funcién que define la ecuacion y su derivada.

La incorporacién del célculo diferencial se debe a Thomas Simpson (1710-1761).
En 1740 publica su obra FEssays on mathematics, donde establece el método tal
y como lo conocemos ahora salvo aspectos notacionales, puesto que describe el
método de forma retorica.

Otro de los grandes aportes de Simpson fue el de
extender el método a funciones cualesquiera, no so-
lamente polinomios. Ademaés, es el primero en apli-
car el método a un sistema de ecuaciones no lineales
f(x) = 0. En concreto, muestra el proceso a seguir
para la resolucién de un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas, en el cual describe la forma de
calcular los elementos de la matriz jacobiana Jg(x)
y , mediante el uso de la regla de Cramer, muestra la
formula explicita de la solucion del correspondiente
sistema de ecuaciones lineales

Jp(x)(x®+D) — x™y — _f(x™),

Figura 1.4: Thomas Pese a su caracter realmente innovador, las contri-
Simpson (1710-1761) buciones de Simpson no gozaron de gran reconoci-
miento en su época.

La primera vez que aparece la discusién de la convergencia del método de Newton
es en 1768, en el Traité de la résolution des équations en general de Jean Raymond
Mourraille (1720-1808), en el que utiliza la representacién geométrica para explicar
el comportamiento de la sucesién iterativa producida por el algoritmo de Newton.
Mourraille observa por primera vez que, dependiendo del punto de salida elegido,
la sucesién generada por el método puede converger a alguna de las raices de la
ecuacion, oscilar, tender a infinito, o acercarse a un limite que no es solucion de la
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ecuacion. Muestra, ademds, que la convergencia puede ser mas o menos rapida.

Posteriormente, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en su Traité de la résolution
des équations numériques de tous les degrés publicado en 1808, afirma que el
método de Newton es el que se emplea habitualmente para resolver ecuaciones
numeéricas. Sin embargo, advierte que el método sélo se puede usar en ecuaciones
“casi resueltas”, en el sentido de que para aplicarlo se necesita una buena apro-
ximacién de la solucion. Ademas, plantea dudas sobre la exactitud de cada nueva
iteracion y observa que el método puede tener problemas para el caso de raices
multiples o muy proximas entre si.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) fue el primero en analizar la conver-
gencia del método de Newton en una nota titulada Question danalyse algébraique
(1818). Fourier expresa el método con la notacién actual y lo bautiza como “la
métode newtoniense”, haciendo referencia a las obras de Newton, Raphson y La-
grange pero no realizando ninguin tipo de mencion al trabajo de Simpson.

En 1829, tras varios anos dedicandose al es-
tudio del método de Newton, el matemati-
co Augustin Louis Cauchy (1789-1857) publi-
ca en su obra Lecons sur le Calcul différen-
tiel los primeros resultados de convergencia glo-
bal del método. Cauchy da condiciones, en
términos de las derivadas f' y f”, para ase-
gurar que el método converge a una solu-
cion de f(z) = 0 para todo punto de par-
tida zy perteneciente a un intervalo determina-

do.

El estudio de la extension del método de Newton Figura 1.5: Augustin Louis
al caso multidimensional, iniciado por Simpson pa- Cauchy (1789-1857)

ra el caso n = 2 en 1740, cayo en el olvido hasta

comienzos del siglo XX. En 1916, Henry B. Fine

(1858-1928) y Albert A. Bennet (1888-1971), ambos profesores de la Universi-
dad de Princeton, publican sus articulos On Newton’s Method of Approximation y
Newton’s method in general analysis para sistemas de ecuaciones y para ecuaciones
funcionales respectivamente. En el trabajo de Fine se da un resultado de conver-
gencia para el método de Newton aplicado a un sistema de ecuaciones en el cual
no se asume la existencia de solucion, si no que sélo se exigen condiciones sobre
el punto de partida. En el trabajo de Bennet se justifica el empleo del método de
Newton también en el caso de ecuaciones funcionales, extendiendo el trabajo de Fi-
ne. Ambos trabajos resultaron muy innovadores en una época en la que el analisis
funcional era una rama de las Matematicas que estaba dando sus primeros pasos.
De hecho, s6lo unos anos mas tarde, en 1932, Stefan Banach (1892-1945) introdujo
la nocion de espacios de Banach en su famoso libro Theorie des opérations linéaires.
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A partir de ese momento, varios investigadores muestran interés en la extensién del
método de Newton para sistemas de ecuaciones y las publicaciones sobre el tema
empiezan a ser numerosas. Entre ellas que puede destacarse las realizadas por Ale-
xander Ostrowski (1893-1986) Uber die Konvergenz und die Abrundungsfestigkeit
des Newtonschen (1937) y Uber einen Fall der Konvergenz des Newtonschen Ndhe-
rungsverfahrens (1938), en las que se estudian y comparan distintas condiciones de
convergencia dadas previamente por otros autores. Ademas se dan estimaciones
del error cometido al aplicar el método de Newton para resolver un sistema de
ecuaciones no lineales.

Es en este contexto cuando el matemadtico soviético Leonid V. Kantorovich (1912-
1986) se plantea en On Newton’s method for functional equations (1948) [7] la
extension del método de Newton para resolver ecuaciones funcionales del tipo

donde F' es un operador no lineal diferenciable de-
finido entre dos espacios de Banach. De esta forma,
si. F'(2™) es la derivada de Fréchet del operador
F(z) en el punto 2™ y (F'(yc(")))_1 es su operador
inverso, Kantorovich reescribe el método de Newton
como

2D — () (F’(:c(")))_l F(a:("))a n>0,

y elabora, ademas, un resultado de convergen-
cia semilocal en el que se exigen condicio-
nes al punto de partida pero no a la solu-
cion.

Figura 1.6: Leonid V.
Kantorovich (1912-1986)

La gran importancia del trabajo de Kantorovich no
se debe a la demostracion en si de sus resultados,
sino al hecho de apoyarse en técticas de analisis funcional para demostrar resulta-
dos de analisis numérico. Esta nueva formulacién del método de Newton permite
que puedan resolverse numerosos problemas no lineales, tales como la resolucién de
ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales,
o problemas de célculo variacional.

Con Kantovorich se inicia el estudio “moderno”del método de Newton, siendo
numerosas las publicaciones en las que se exponen variantes o nuevos campos de
aplicacion de los resultados de Kantovorich. De entre sus obras, ademas de On
Newton’s method for functional equations puede destacarse The majoral principle
and Newton’s method (1951) [§].
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Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1. Espacios vectoriales normados

Sea f : R" — R" con funciones componentes f; : R — R,7 =1,2,...,n. Dado
un sistema de ecuaciones no lineales

fl(xlvx% s 7xn>
fQ(ZUl,.TQ, o ,$n>

0
0

f(x)=0 &
fn(thZ;‘ .. ,fL‘n) - O

el objetivo sera desarrollar métodos iterativos que, a partir de un vector inicial
., oo . ’

x(0) generen una sucesién de vectores {X(“)}nio que vayan aproximandose a la

solucion x* mediante el siguiente esquema de céalculo

<© dado
X(n+1) =g (X(H)) n = O7 ]_7 2, e

Para el buen funcionamiento de este tipo de métodos debera escogerse una funcién
g(x) adecuada, ya que de ella dependerd que los valores obtenidos en las sucesivas
iteraciones estén cada vez mas cerca de la solucion. Mas adelante estudiaremos la
forma de definir esta funcién g(x) ya que, en primer lugar, debemos establecer la
forma en que medimos la distancia entre los elementos del espacio al que pertenecen
los elementos de la sucesion y que nos permita garantizar la proximidad entre ellos.

Definicién 2.1 Sea un espacio euclideo no vacio E. Una distancia o métrica
de E es una funcion
d:ExE— RT

tal que
1 d(z,y) =0& 2=y,
2. d(z,y) = d(y,x) Ve,ye E (simetria),

3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,9) Va,yzeE (desigualdad triangular).

11



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

Un espacio métrico (E,d) es un par formado por un conjunto no vacio E y una
distacia d.

Ejemplo 2.1 En R"™ se pueden considerar las distancias

di(x,y) = Z |z — yil
i=1

dZ(Xa Y) =

n
Z |z — yil?
=1

1<i<n

Siendo ast (R™,dy), (R™,d2) y (R",dw) espacios métricos.

Definicién 2.2 Dada una sucesion infinita de elementos {x™M}>°, del espacio
métrico (E,d) se dice que es convergente hacia el elemento x* € E, si para
cualquier valor € > 0 siempre se puede encontrar un numero natural N tal que
para todo indice i > N se verifica que d(z®,x*) < €. Al elemento x* anterior, si
existe, se le denomina limite de la sucesion {x(™}° .

Teorema 2.1 (Unicidad del limite) El limite de una sucesion {x(™}%, en un
espacio métrico (E,d), si existe, es unico. (Ver [2]).

Definicién 2.3 Dada una sucesion infinita de elementos {x™M}>, del espacio
métrico (E,d) se dice que es una sucesion de Cauchy, si para cualquier valor
e > 0 stempre se puede encontrar un nimero natural N tal que para todo par de
indices i > N y j > N se verifica que d(z",z9)) < e.

Para evitar el problema de que el supuesto limite de una sucesion no pertenezca
al espacio considerado, cuando sea posible, se trabajara con espacios que incluyan
entre sus elementos a todos los posibles limites de sus sucesiones. Estos espacios
reciben el nombre de espacios métricos completos. Mas rigurosamente:

Definicién 2.4 Se dice que el espacio métrico (E,d) es un espacio métrico
completo si toda sucesion de Cauchy de elementos de E es una sucesion conver-
gente en (E,d).

Ejemplo 2.2 En R" se pueden considerar las distancias dy, dy y do, descritas
en el Ejemplo[2.1], entonces los espacios métricos (R, dy), (R, d2) y (R™,dx) son
espacios métricos completos. Ademdas, siendo C' un conjunto cerrado de R™, los
espacios métricos (C,dy), (C,dy) y (C,ds) son también espacios métricos comple-
tos.

Lo dicho hasta aqui es aplicable a espacios métricos en general. No obstante, puesto
que los elementos que deberemos tratar son vectores y matrices, necesitaremos
trabajar en espacios que tengan la estructura de espacios vectoriales. En ellos la
forma de medir distancias se asocia al concepto de norma de un vector (que, a su
vez, generaliza el concepto de médulo de un vector). De forma mas concreta puede
darse la siguiente definicién:

12



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

Definicién 2.5 Siendo E un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K se de-
nomina norma sobre E, y se representa por ||-||, a toda aplicacion

||| : E — R*
que verifica las condiciones siguientes:

1) X[ =0&x=0,

i) [|Ax|| = |Al|Ix]l, VAe K, VxekFL.
i) x+yll <lxl[+lyl vVxyek.
A todo espacio vectorial E sobre el que se defina una norma ||| se le denomina

espacio vetorial normado y se representard por (E,|-]|).

Ejemplo 2.3 En R"™ son normas vectoriales las siguientes:

1<i<n

n
Il = Jail, xlls =
i=1

a las que se les llama, respectivamente, norma-1, norma-2 y norma infinito.

n
D olzil?, lxllee = méx {lzil},
i=1

Definicién 2.6 Siendo ||-|| v ||-||' dos normas definidas sobre un mismo espacio
vectorial E, se dice que ambas normas son equivalentes si existen dos constantes
Ky y Ky tales que se verifica:

Kilx|| < [1x]|" < K%, VxckE.

Ejemplo 2.4 Sin es finito las normas sobre R™ introducidas en el Ejemplo
son equivalentes.

En un espacio vectorial normado (E, ||-||) podrian definirse muy diferentes distan-
cias. Entre todas ellas es habitual trabajar con la distancia que induce la norma
vectorial. Esta, de forma mas precisa, se puede definir como sigue:

Proposicion 2.2 Siendo (E, ||||) un espacio vectorial normado se verifica que la

aplicacion d(x,y) = ||x — y|| es una distancia denominada distancia asociada
a la norma ||-||. (Ver [3]).
Ejemplo 2.5 A las normas ||||1, ||'ll2 v [|']lec s€ les asocian respectivamente las

distancias dy, dy y dso.

Una conclusion de lo anterior es que los espacios vectoriales normados (R™, ||-||1),
(R™, |Ill2) v (R™, ||-|lc) son espacios métricos completos.

El que dos normas sean equivalentes no quiere decir que al aplicarlas a un mismo

vector tomen el mismo valor, pero si que indica que si una de ellas toma un
valor “elevado” al aplicarla a un cierto valor de F, la otra también tomara un

13



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

valor “elevado” al aplicarla al mismo vector. Y si el valor es “pequeno” para una
de ellas, también lo sera para la otra. En ese sentido las distancias que estan
asociadas a dichas normas también seran equivalentes. Y por ello si una sucesién
es convergente con la distancia asociada a una de las normas, también lo sera con
la otra. Como en el caso de trabajar en R™ todas las normas son equivalentes, a
efectos de analizar la convergencia de una sucesién de vectores serd equivalente
hacerlo con cualquier norma que se considere en R"™.

Definicién 2.7 Siendo M, el espacio de las matrices cuadradas de orden n defi-
nidas sobre un cuerpo K (con K =R o K = C) se denomina norma matricial
definida sobre M, y se representard por |||, a toda aplicacion

Il : M, — R*
que verifica las propiedades siquientes:

i) JAll =0 A =0,

i) [AA[l = [AIA, VAEK, VAeM,
) |A+ Bl < [|A] + B, VA,BeM,
w) [[AB] < [[A[[B, VA BeM,.

Ejemplo 2.6 En M, son normas matriciales las siguientes:

n n
2D laul

=1 i=1

|AllF =

n

Al = méx < g ¢,

1<isn -
=1

n

| Al = mix Z;ml ,
j:

donde ||Al|r se conoce como la norma de Frobenius.

Entre todas las normas matriciales que se pueden definir en M,, pueden considerar-
se aquellas que estan definidas a partir de una norma vectorial y, por tanto, estan
vinculadas a normas vectoriales. Este grupo de normas matriciales se conocen con
el nombre de normas matriciales subordinadas a una norma vectorial.

Definicién 2.8 Sea ||-| una norma vectorial definida sobre K™ (con K = R o
K =C) y sea M, el espacio de las matrices cuadradas de orden n definidas sobre
K. La aplicacion ||-|| definida de cualquiera de las formas (equivalentes entre si)
siguientes:

JAl = sup (M)z sip (JAv)=  sup  (JAv])

veK"—0 vekn—0||lv]<1 veK™ | |v]=1

es una norma matricial que se denomina norma matricial subordinada a la
norma vectorial ||-||.

14
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Observacion 2.1 En la definicion anterior se ha utilizado el mismo simbolo (||-||)
para referirse a la norma matricial y a la norma vectorial. Facilmente se distin-
guird entre una y otra por el tipo de elemento al que se aplica.

Ejemplo 2.7 Las normas matriciales ||-||1, ||-[|2 ¥ |||l Son normas matriciales
subordinadas a las normas vectoriales de R™ definidas con los mismos subindices.
Sin embargo, la norma de Frobenius no es una norma matricial subordinada.

Las normas matriciales subordinadas permiten trabajar con formas de medir “cohe-
rentes” entre los vectores y las matrices cuando estos aparecen mezclados en los
problemas que deban abordarse. Es importante en este sentido tener siempre pre-
sente la siguiente propiedad que relaciona el valor de una norma vectorial con la
norma matricial subordinada a ella.

Proposicién 2.3 Siendo ||-|| una norma matricial definida sobre M™ (subordinada
a la norma vectorial ||-||) se verifica que:

IAV]| < |Alllv] VA€M, Vvek"

Demostracion.
Si v = 0 entonces ||[Av|| =0y ||A||||v] = 0 para cualquier A € M,,, por lo que en
este caso se verifica el teorema.

Si v # 0 se tiene que ||v]| # 0 y por tanto:

v HAvII
JAv] = HA—HVH _ H \ Iv vl <
VI il S
lAy|
< sup ( vl = Al vl
uceK"—-0 || ||
y esto se tiene para cualesquiera A € M,, y Vv € K" —0. 0

También pueden darse resultados que relacionan el valor de normas matriciales
con la norma de la inversa de una matriz. Con este proposito se enuncian los dos
siguientes lemas que seran frecuentemente utilizados en los Capitulos 4 y 5.

Lema 2.4 Sea ||| una norma matricial subordinada y A € M,. Si [|A] < 1,
entonces existe (I — A)~! y se tiene que

1

1@T-A) < 4
1— A

Demostracion.
Para la matriz A se cumple que ||A?|| = |[A A|| < ||A||[|A] = ||A]]*
Reiteradamente, se tiene

A" < [JA[", n=12...
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Consideramos la serie
S=T+A+A*+ -+ A"+,
que converge, ya que [|A| < 1y estd mayorada por la serie numérica convergente
L+ AL+ A+ A"+ -
Ahora como
SI-A)=I+A+---+A"+---)I-A)=1I
y, andlogamente, (I — A)S = I, entonces S = (I — A)~! y se tiene

J— " 1
IE= A7 = 81 < L+ AT+ AL+ 4 A+ o= g

O

Lema 2.5 Sean A, B € M,,. Si A es no singular y || — A7'B|| < 1, entonces B
es no singular y
IA~

1< .
B S T A

Demostracion.
Tomando I— A~'B en el Lemal[2.4] se tiene que existe (I—(I-A7'B))~! = A~'B

y
1

—[T-A-'B||

I(A7B) 7 < <
Entonces
B! = [B'AA™!| = [[(A7'B) 'A<

A~
1—|T—A-B[

< [ATB) A =

2.2. Aplicaciones Lipschitzianas

Con los resultados expuestos hasta el momento, pueden comenzarse a analizar las
caracteristicas que hacen que una aplicacién g(x) sea una buena candidata para
llevar a cabo un método iterativo

{ x(0) dado

xt) = g(x™) n=0,1,2,... (2.1)

Asi, nos interesard trabajar, cuando ello sea posible, con aplicaciones g(x) para
las que se pueda asegurar que la sucesién, que con ellas se genere, sea convergente
hacia alguna solucién del sistema que se quiere resolver.
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Si x* fuese el limite de la sucesién generada por el método iterativo y, ademads, la
aplicacién g(x) fuese continua se verificard que

lim (x®*Y) = 1im g(x™) o x* = g(x*).

n—oo n—oo
Los puntos x* del dominio sobre el que estd definida una aplicaciéon g(x), que

verifican x* = g(x*), reciben el nombre de puntos fijos de la aplicacién. Més
concretamente:

Definicién 2.9 Sean (E,d) un espacio métrico y g : E — E una aplicacion.
Se denomina punto fijo de la aplicacion g a todo elemento x* de E tal que

x* = g(x%).

Interesard por tanto trabajar con funciones g(x) que posean un punto fijo. Un tipo
de tales funciones son las que se denominan contracciones y que pasamos a definir
a continuacion.

Definicién 2.10 Sean (E,d) y (V,d’) dos espacios métricos y g : E — V una
aplicacion . Se dice que g es una aplicacion Lipschitziana cuando existe una
constante real L > 0 tal que:

d'(g(x),g(y)) < Ld(x,y) Vx,y€E.

A la menor constante L que verifica la condicion anterior se la denomina cons-
tante de Lipschitz (o razén) de la aplicacion.

Observacion 2.2 En el caso de que se esté trabajando sobre los espacios vecto-
riales normados (E, ||||) v (V,||-]|'), toda aplicacién g : E — V' Lipschitziana de
razon L verificard:

lgx) =9I < Lix—yl,  Vxy€ekFE.

Proposicién 2.6 Sean (E,d) y (V,d') espacios métricos. Toda aplicacion Lips-
chitziana definida en (E,d) y con valores en (V,d') es una aplicacion continua en

todo E. (Ver [3]).

Definicién 2.11 Se denomina contraccion sobre E a toda aplicacion g Lips-
chitziana que verifique las dos condiciones siguientes:

i) Estar definida en un espacio métrico (E,d) sobre si mismo: g : E — F.

ii) Tener una constante de Lipschitz L < 1.

El hecho de que para las contracciones se garantice la convergencia de la sucesién
generada mediante el esquema iterativo se debe al teorema que se expone a con-
tinuacion y cuya demostracion, realizada mediante la técnica de aproximaciones
sucesivas, recoge las bases de los métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones.

Teorema 2.7 (Teorema del punto fijo). Toda contraccion definida sobre un
espacio métrico completo admite un unico punto fijo.
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Capitulo 2. Fundamentos tedricos

Demostracion.

a) Existencia. Sea g : E — FE una contraccién, con constante de Lipschitz
L definida en el espacio métrico (E,d) y sea x®) un elemento cualquiera de E.
Considérese entonces la sucesién formada a partir de x(© mediante:

x ) = g (X(”)) , n=20,1,2,...

Para la sucesién {x(” }n _, Se verificara:

d(xV, x®) = d(g(x©), g(x1)) < L d(xV,x1)
d(x®,x%) = d(g(x"), g(x*)) < Ld(x®,x?) < L d(x©,xV)

De estas desigualdades, aplicando la desigualdad triangular de las distancias, re-
sultard que:

d(X(i),X(H_p ) < d(x( @ (z+1)> + d(xD x4y

< d(x @, (i+1)> +d(x (+1) x(i+2)) + d(x(i”),x(”p)) <
< d(X H'l)) +d(x (”'1 (i+2)) R d(x(i-i-p—l)’ X(i+p)) <
< LM d(x@, xM) 4+ L0+ g(x© x4 ... 4 pi+=1) g0 1) =

= L'dxD x 14+ L+---+LP VY < Lid (ZL”)

En la expresion anterior el sumatorio que aparece representa la suma de una pro-
gresiéon geométrica de razén L < 1, por tanto:

o . 1

.

Lo que nos conduce a que:

L Xy

dx® X+ <
GE X S 77

Veremos ahora que la sucesién {x(™}2°  es de Cauchy.
Al ser g(x) una contraccion, se tiene L < 1. Por lo tanto, para cualquier valor
€ > 0 bastara con considerar N € N de forma que

e(1-L
log (d(x<(0>,x<)1>)>
N >
log(L)

+1

para que se verifique que d(x®,x)) < ¢ para todo par de indices i y j mayores
que N, donde [ -] representa la funcién parte entera de un nimero.
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La sucesién {X(")}g‘;o es de Cauchy y, por hipdtesis del teorema, se estd trabajando
en un espacio métrico completo. En consecuencia, la sucesiéon es convergente y
admitira limite x*. Puesto que al ser g(x) una contraccién es continua, se verificara
que

(n+1) _

g(x*) = lim g(x™) = lim x =x".
n—oo n—oo

Por lo tanto g(x) admite un punto fijo que es el limite de la sucesién generada
mediante:
x(MD) = g(xM), n=0,1,2,...

a partir de cualquier elemento x(©) perteneciente a E.

b) Unicidad: Demostraremos la unicidad del punto fijo mediante reduccién al
absurdo. Consideremos que, en las condiciones del teorema, existen a,b € E tales
que a # b. De esta forma, debe verificarse que

d(a,b) = d(g(a), g(b)) < Ld(a,b) < d(a,b),
lo cual es absurdo. O

Notemos que el teorema anterior establece condiciénes suficientes para la existen-
cia de un punto fijo, pero no necesarias. Puede ocurrir que otras aplicaciones que
no sean contracciones, o que estén definidas en espacios que no sean completos,
puedan tener uno o varios puntos fijos.

La demostracion de la existencia de punto fijo nos indica, ademas, que el punto
fijo puede hallarse como el limite de la sucesién x("+1) = g(x(™) generada a partir
de cualquier x(®) € E. Este hecho hace que hablemos de que hemos obtenido un
resultado de convergencia global, ya que no se establece ninguna restriccion para
el punto de salida x(®. Este tipo de resultados de convergencia global son poco
habituales dado que la condicion exigida a la aplicacién g, ser una contraccién en
el espacio E, resulta ser muy estricta en general.
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Capitulo 3

Métodos 1terativos

A partir del Teorema del punto fijo, pueden desarrollarse esquemas iterativos para
obtener una soluciéon aproximada de un sistema de ecuaciones no lineales. El mas
utilizado de todos ellos, y en cuyo andlisis se centra este trabajo, es el método
de Newton que, como veremos mas adelante, se trata de un caso particular del
método de aproximaciones sucesivas.

3.1. Método de aproximaciones sucesivas

El método de aproximaciones sucesivas para la resolucién de un sistema de n ecua-
ciones no lineales con n incognitas se basa en el Teorema del punto fijo. A partir de
un sistema de ecuaciones f(x) = 0 puede hallarse un sistema de la forma g(x) = x
que sea equivalente, esto es, que tenga las mismas soluciones. De esta forma, trans-
formamos el problema de hallar las raices de f(x) al problema equivalente de hallar
los puntos fijos de g(x).

La forma de llevar a cabo esta transformacion no es tinica. Por ejemplo, si se suma
el vector x a ambos lados del sistema se tendra

fx)=0ex+f(x)=x< x=x—f(x)

y podria tomarse tanto g(x) = x + f(x) como g(x) = x — f(x) para realizar la
transformacion.

También podria despejarse (total o parcialmente) de la primera ecuacién z;, de la
segunda zo, y asi sucesivamente hasta despejar z,, de la n-ésima ecuacion.

fi(zy,...,x,) =0 g1(xy, ..., x,) =1

fo(xy,...,2,) =0 92(x1, ..., xy) = o
fx)=1 . — g(x) = :

folz1,...,2n) =0 gn(T1, . xn) = Ty

Una vez escrito el sistema de ecuaciones en la forma g(x) = x, el método de las
aproximaciones sucesivas consiste en, a partir de un vector inicial x(©), realizar el
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siguiente esquema iterativo

x(0) dado
{ «( (3.1)

11+1) :g(x(n)) n:()7172,...

de forma que se genera una sucesion de vectores {X(”“)}ZO:O. Segun el teorema
del punto fijo se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1 Sea D cerrado de R" y sea g : D — D una aplicacion. St g es
una contraccion sobre D, entonces la sucesion {x(“)}:o:() dada por

x™+) — g(x(™),

empezando en cualquier x© € D, converge a una solucion x* en D del sistema de
ecuaciones x = g(x). Ademds, la solucion x* es unica en D.

Demostracion.
Por ser D un dominio cerrado de R" serd completo. Como g(x) es una contracciéon
para la norma |||, por el teorema del punto fijo se verificara que:

i) Existe un tunico punto x* € D tal que es un punto fijo de g(x), esto es,
x* = g(x*).

ii) La sucesién {x(n“)}zozo, dada por 1) converge hacia x*.

O
Puesto que el sistema de ecuaciones x = g(x) es equivalente al sistema f(x) = 0,
en las condiciones del teorema anterior el método de aproximaciones sucesivas
converge hacia una solucién x* del sistema f(x) = 0, considerando para ello un
punto de salida x(© cualquiera de D. Es decir, hemos obtenido un resultado de
convergencia global.

Demostrar que una aplicacién g(x) es una contraccién mediante la determinacién
de su constante de Lipschitz puede ser laborioso en ciertas ocasiones, resultando
el teorema anterior de poca utilidad en la practica. Ante esto, pueden considerarse
algunas versiones del mismo que, pese a ser mas restrictivas en sus condiciones,
son mas faciles de aplicar en la practica.

Para ello necesitaremos utilizar la matriz Jacobiana de la aplicacién g(x), que
denotaremos por Jg(x). Recordemos que, asumiendo que todas las componentes
de g(x) son derivables en todos los puntos del dominio de trabajo, se define como
la siguiente matriz de dimensién n x n

2] [¢) 9

B0 SR e B
oo | R e
g - . . .

Bl f200 - B2
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Teorema 3.2 Sea D cerrado de R™ y g : D — D una aplicacion de clase C(D).
St existe L < 1 tal que

|Jg(x)|| < L <1 VxeD
entonces la sucesion {x(“)}zozo dada por
<o+l — g(x(“)),

empezando en cualquier punto x© € D, converge a la unica solucion x* en D del
sistema de ecuaciones x = g(x).

Demostracion.
Por extension del teorema del valor medio se verifica que

Vx,ye D 3JzeD tal que |lg(x) —g(y)ll < |g(z)(x = y)ll

donde D es el interior de D. Como, por hipétesis, el valor de ||Jg(x)]| estd acotado
por L < 1, trabajando con la norma vectorial a la que esta subordinada la anterior
obtenemos

Vx,ye D |gx)—gy)l <[l/g(z)(x—y)ll <
< Je@)lllIx =yl < Llx =yl < llx =yl
por lo que, teniendo en cuenta que g : D — D, resulta que g(x) es una contraccion

para la norma ||-||. Aplicando el Teorema [3.1| a g(x) se concluye la demostracion.
U

Los dos teoremas anteriores establecen condiciones suficientes de convergencia glo-
bal del método sobre un dominio cerrado D. Esto es, aseguran la convergencia
independientemente del punto x(®) € D elegido para iniciar el proceso iterativo.

Cuando podemos afirmar la existencia de una solucién x* y se conoce un entorno
de la solucién, pueden establecerse resultados de convergencia local (esto es, para
puntos x(© suficientemente préximos a la solucién). Asi por ejemplo, se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 3.3 Sea D cerrado de R™ y sea g : D — D una aplicacion de clase
C(D). Supongamos que x* € D es una solucion del sistema de ecuaciones

x = g(x) tal que ||Jg(x*)|| < 1. Entonces existe un valor 6 > 0 tal que si

|x* —x©@|| < §, la sucesion {X(“)}ZOZO dada por

x(H) — g (x™)
verifica que:
i) |x* —x™| <§ para cualquier x™,

i) 1M, e x™ = x*,
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Demostracion.
Por ser %(x) (1,7 =1,...,n) continuas en todo x € D existira una bola abierta
J

de centro x* y radio ¢, B(x*,¢’), tal que en ella se verifique
|Jg(x)| S L <1 Vxe B(x"0d).

Considerando un valor § < ¢’ se tendrd por tanto que

|Jg(x)]| < L <1 Vxe B(x*0),

donde B(x*,d) es una bola cerrada de centro x* y radio 4.

Ademas,
™ — x| = [lg(x™Y) — g(x")|| < LIx™Y — x| <

< L?|x72 —x*|| < - < LMx©@ —x*|| < L"6 < 6,

consecuentemente g(x) es una contraccién en B(x*,0).

Por otra parte, al ser L < 1 bastara con escoger N € R suficientemente grande
para que todos los elementos de la sucesiéon con indice n > N sean tan cercanos a
x* como se desee. En otros términos, x* = 1im,,_,., x™.

U
Notemos que los resultados de convergencia local, como el que acabamos de estu-
diar, tienen el inconveniente de que necesitamos conocer a priori la existencia de
una solucién, ademds de exigir una condiciéon sobre ella para asegurar la conver-
gencia.

3.2. Meétodo de Newton

Considérese nuevamente el sistema de n ecuaciones no lineales con n incégnitas
representado por
fl(l‘lyx%”'a )

Tn
fQ(flfl,l'Q, CI axn)

0
0

fx) =0«

falzy, 20,0 2) =0

Supongamos que en un dominio cerrado D C R™, f(x) es una funcién de clase
C(Q(D) y supongamos, ademas, que la ecuacién anterior admite una soluciéon x*
en el dominio D. Para cualquier otro vector x(®) € D, denotando por éx al vector
tal que x* = x(© + 6x, la expresién del desarrollo en serie de Taylor [3] nos
permitiria afirmar, para cada una de las ecuaciones del sistema, que existen los
valores 6; € [0,1], (j = 1,2,...,n), tales que:

0= f;(x*) = f;(x” +6x) =
= f(x@) + {V(xO)} ox+ % {ox}" (Hy, (x'¥ + 6;0%)) ox,
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Capitulo 3. Métodos iterativos

donde V f;(x) es el gradiende de la funcién f;(x) y Hy,(x) es la matriz Hessiana
de la funcién f;(x), la cual se define como

0%, af ... 9
0z3 Oz10x2 0x10zn
%f; % f; %f;
o Oz20x1 ox2 U Dza0T,
Hfj (x) = . .2 .
AN B i M i
0rn0x1  Oxndxo o2

Si conocido x(© se fuese capaz de determinar éx resolviendo el sistema formado
para j = 1,2,...,n por las ecuaciones

£i(x© %) = f;(x ) + {ij(x(o))}T 0x + % {ox}" (Hy, (x4 0;6x)) 0x = 0

podria determinarse x* como x* = x(®) +¢x. Pero para resolver este sistema prime-
ro deberfamos conocer los valores de ; (lo cual no es obvio) y, una vez conocidos,
resolver un sistema, en general no lineal ya que dx interviene en la expresion de las
matrices Hessianas (H f; (x(o) +0;- 5X)). Por tanto, salvo en situaciones muy par-
ticulares, no se ganaria gran cosa reemplazando el problema de resolver f(x) = 0
por el de resolver el sistema anterior.

El método de Newton se sustenta en simplificar las expresiones anteriores linea-
lizandolas. Para ello considera que si se esta suficientemente cerca de la solucién
(es decir, si ||0x]| es suficientemente pequenio) los términos

% {ox}" (Hy, (x!9 + 0;6x)) 0x

podran despreciarse frente a otros términos de cada ecuacion del sistema. Por ello
en este método se resuelve el sistema lineal

f(x@) + Jp(x@)Ax® =0,

donde Ax(© representa la variacién o cambio de valor de x(®, del que se obtiene
que
Ax@ = Jp(x©) 71 (x@),

Obviamente, al ser diferente el sistema linealizado que el proporcionado por el
desarrollo de Taylor, se tendra que Ax(®) # §x y por tanto

x* = x0 4 5x # xM = x@ 4 Ax©)

De una forma intuitiva puede pensarse que aunque x sea diferente de x*, serd
un vector mas préximo a x* que x(® pues lo hemos obtenido aproximando el valor
dx que nos llevaba de x(® a x*. De esta forma el método de Newton propone
repetir este proceso de forma recursiva hasta estar lo suficientemente cercanos a
la solucién buscada. Més concretamente el método de Newton consiste en:
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Capitulo 3. Métodos iterativos

Dado un vector x(®) generar la sucesién

{gwnzgm_#owyﬂuﬂm}”

n=0

Sobre este método, en primer lugar, puede observarse que si denotamos por
g(x) = x — Jr(x)"'f(x)

estamos en presencia de un caso particular del método de aproximaciones sucesivas.
En otros términos, se tiene la siguiente propiedad:

Proposicién 3.4 Sea D cerrado de R y sea f: D — D una aplicacion de clase
CY(D). Si la funcion g(x) = x — Jp(x)"'f(x) es una contraccion definida en D,
la sucesion {X(“)}ZO:O dada por

obtenida a partir de cualquier x® € D, converge hacia la wnica solucion x* de la
ecuacion £f(x) =0 en D.

Demostracion.
Es un caso particular del Teorema de convergencia del método de aproxima-
ciones sucesivas. U

Lema 3.5 Sean D cerrado y convero de R" yf : D — D una aplicacion de clase
C(D). Si existe una constante L > 0 tal que se verifica

17e(x) = ()| < Llx =] VxyeD

entonces se verifica también que

1660~ £(3) — Je¥)x— )l < Sk —yI* ¥x.y €D

Demostracion.
Siendo x e y dos vectores genéricos de D denotemos por () a la funcién vectorial
dependiente de un unico parametro real definida por

q(t) =f(y +t(x—y)).

Esta funcién, habida cuenta de las hipotesis realizadas sobre f es derivable Vit €
[0,1]. Asi, denotando por z =y + t(x — y) se tiene que

q'(t) = Je(z)(x — y),
de donde
ld'(t) = d'(0)]| = 1Je(z)(x — y) — Je(y)(x = ¥)|| < IJe(z) — Je(W)l[[x — ¥ =
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Capitulo 3. Métodos iterativos

= || e(y +t(x —y)) — J(y)llllx — y|| < Lt[x — y|*.

Esta desigualdad, a su vez, puede utilizarse en el proceso siguiente

1£(x) = £(y) = Je(y)(x = y)ll = la(1) — a(0) —q'(0)[| =

Observaciéon 3.1 El que se verifique la hipotesis del lema precedente

/ @0 - q0) dtH </ e () O)] dt < / eyl e = Ly

4

JLeRT tal que | Je(x) = J(y)l < Llx -yl Vx,yeD
se expresa diciendo que la matriz Jacobiana es Lipschitziana de razon L.

Con ayuda de este lema puede procederse a presentar y demostrar el siguiente
teorema:

Teorema 3.6 Sean D cerrado y convero de R"™ y sea f : D — D una aplicacion
de clase C (D) para la que se verifican las dos hipdtesis siguientes:

i) Eziste § € RY tal que ||Jp(x)7Y| < B, parax € D.
i) Erxiste L € RT tal que || Je(x) — Je(y)|| < Lllx —y|| Vx,y,€D.

Entonces la sucesion {X(n)}zozo dada por
obtenida a partir de cualquier x© € D verifica que

||X(n+1) — X(n)|| < L_ﬂnx(n) — X(n—1)||2.
2

Demostracion.
Se tiene que

e — x| =[] = e (™) T (™) < T (™) I < BIE)]

y como de

se tiene que
f(x(n)) — _Jf(x(n))(x(n+1) _ X(n))7

luego, utilizando el lema precedente, se sigue
™ —x®| < BE™)| =

= BlIE™) — £(x™) = J(x™)(x" — xW)|| <
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L
< 2 — xtem|

O
El teorema anterior nos muestra que la relacién entre la norma del vector diferen-
cia entre las aproximaciones halladas en las iteraciones (n+ 1) y n es proporcional
(con factor C' = %B) al cuadrado de la norma del vector diferencia entre las aproxi-
maciones n y (n+ 1). Pero por si solo este teorema no nos justifica que el método
converja. Para acabar de obtener un resultado que garantice la convergencia del
método es necesario imponer mas condiciones, las cuales analizamos en el siguiente
capitulo.

3.2.1. Programacion del método de Newton

El método de Newton
xHD) — x(™ _ e (x ()= (x (™)

exige calcular la matriz inversa de J¢(x™) en cada iteracién. Ello, en el caso de
que el nimero de ecuaciones sea elevado, requiere un gran esfuerzo computacional.
Por este motivo, a la hora de programar el método, resulta conveniente calcular,en
su lugar, en cada paso la expresién equivalente

Jf(x(n))(x(n) — X(n+1)) —f (X(n)) )

De esta forma, en cada iteracién el valor del vector x®**1) se obtiene mediante

la resolucién de un sistema de ecuaciones lineal, reduciendo significativamente el
coste computacional.

A continuacién se muestra un ejemplo de programacion del método de Newton rea-
lizado con Mathematica. En concreto, se implementa la funcién Newton(f, x, z0, tol)
donde las variables de entrada son:

e f — vector cuyas componentes son las funciones componentes f;(x),
1=1,...n,

e r — vector cuyas componentes son las incégnitas x;, 1 =1,...,n,
e 20 — vector inicial x(©),

e tol — valor numérico que indica el criterio de parada deseado:
[x(FD) — x(®)|| < tol.
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Newton[f , x , x6_, tol ] :=
Module[ {u = x, n, Jac, dif = 2tol, k =@, A, B, a, b, res = x0},

n = Length[f];
Jac = Table[D[f[[1]1, u[[J111, {i, n}, {J, n}];

While[dif > tol,
A =Jac /. Table[u[[i]] » res[[i]1], {i, n}];
If[Det[A] == O,
Print["La matriz Jacobiana asociada al sistema es singular."],
B =Table[f[[i]] /. Table[u[[j]1] »res[[31], (i, n}1, {i, n}1;
a = NSolve[A.Table[res[[i]] -u[[i]], {i, n}] == B, Table[u[[i]], {i, n}],
Reals] [[1]];
b = Table[u[[i]], {1, n}] /. a;
dif = Norm[res - b, Infinity];
res = b;
k++311]

Print[res]; Print["Niumero de iteraciones: ", k]];
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Capitulo 4

Convergencia semilocal del
método de Newton

4.1. Teorema de Kantorovich

En este capitulo presentamos, a partir de los resultados desarrollados por Kan-
torovich, un resultado de convergencia semilocal para el método de Newton [5].
La caracteristica mas importante de estos resultados es que se exigen condiciones
al punto de partida pero no a la solucién, de forma que no sélo se ocupan de
garantizar la convergencia del método, sino que también aportan resultados sobre
la existencia de soluciones de la ecuacién. A diferencia de la convergencia global,
obtendremos condiciones para que un punto determinado x(® pueda asegurar la
convergencia de la sucesion dada por el método de Newton.

En la versién clésica del teorema de Kantorovich (adaptada al espacio R™), para
asegurar la convergencia del método de Newton, empezando en x(® € R”, a una
solucién x* € R™ de un sistema de ecuaciones no lineales f(x) = 0, deben verificarse
una serie de condiciones, siendo las dos primeras:

i) Existe Jo(x©)~L y es tal que ||Js(x@) || < 3,
if) |7 (x@) " (x0) || < .

con 8,n € R™, que son las condiciones sobre el punto de salida para el método de
Newton.

La tercera de ellas exige condiciones sobre la segunda derivada de f, de forma que
no sélo hace necesario que la funcién f sea de clase C? en su dominio € sino
que ademas, en la préactica, resulta dificil de comprobar. Notemos también que la
matriz Hessiana no aparece en la expresién del método de Newton, por lo que su
calculo resulta de poca utilidad. Esta condicién puede suavizarse, siendo sustituida
por la siguiente:

1 Je(x) = s(Y)I < LIx—y[  Vxy e QCR",
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esto es, debe verificarse que la matriz Jacobiana sea Lipschitziana de razén L para
la norma considerada.

Por 1ltimo, anadiremos una cuarta condiciéon que relacionara los parametros in-
troducidos, 5,7 y L para asegurar la convergencia.

De esta forma, obtenemos la siguiente version del teorema de Kantorovich:

Teorema 4.1 : Sea ) abierto y convero de R" y sea £ : Q@ C R" — R"™ una
aplicacion de clase C*(Q). Supongamos que Je(x°)™! existe en algin x© € Q y
que se verifican las condiciones:

i) || Je(x©) ) < 8,
ii) || Je(x'¥) " (xo) || < m,
i) || Je(x) = Je(y)| < Lix =yl Vx,y € Q.
(1—a<0))

Sia® = Lpn < 1/2 y Bx9 R) € Q, donde R = Q%Wn , la sucesion de
Newton {X(“)}:LOZO dada por

XD — ) _ g (x<n>)‘1 £ (x™),

) converge a una solucion x* del sistema de ecuaciones f(x) = 0,

empezando en x'
la solucion x* y las iteraciones x™ pertenecen a B(x(©), R) y la solucion x* es tini-

ca en la region B(x© n/a®)N Q.

La demostracién de este resultado de convergencia semilocal se lleva a cabo me-
diante la construccién, a partir de a(®) = LBn > 0, de la sucesién escalar

Q) — g, (am))? g (a(m) ’ n>0, (4.1)
donde
h(z) = ! () = 5 (4.2)
S l-x Y =y '

Como veremos mas adelante, esta sucesion verifica un sistema de dos relaciones
de recurrencia cuyo analisis garantiza la convergencia de la sucesion de Newton
{x(n)}zozo. Previamente, vamos a presentar algunos resultados sobre la sucesién
que nos seran de utilidad para el desarrollo de la demostracion del teorema.

Lema 4.2 Sean h y g las funciones reales dadas en . Entonces
a) h es creciente y h(x) > 1 en (0,1),
b) g es creciente,

c¢) para vy € (0,1), tenemos h(yx) < h(z) si x >0 y g(yz) = vg(x).
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Demostracion.

a) La funcién h es creciente puesto que h'(z) = m > 0 Vx € R. Ademss,
€ (0,1) = h(z) = 1£ € (1,00).

b) Del mismo modo, la funcién g es creciente ya que ¢'(x) =1/2 > 0Vzx € R.

¢) Six >0, se tiene que h(yx) =
Por tltimo, g(yr) = & = yg(x )

< = = h(x), ya que v € (0,1).

—yx

Lema 4.3 Sean h y g las funciones reales dadas en .
Si a® € (0,1/2), entonces

a) h (a(o))Qg (@) <1,
b) la sucesion {a(”)} es estrictamente decreciente y a™ < 1 para todo n > 1.

Sia® =1/2, entonces a™ =al® <1, ¥n > 1

Demostracion.

En primer lugar, consideramos el caso a(® € (1,1/2). El apartado a) se sigue de for-
ma inmediata. Demostramos el caso b) por induccién sobre n. Como h (OL(O))2 g (a(o)) <
1, es claro que ™™ < a®. Suponemos ahora que a'¥) < @~ para j =1,2,...n
Entonces,

) — o, (am))? g (a™) < a™h (a(m)? g (a®) < at,

puesto que h y g son crecientes. Por tanto, la sucesién {a(”)} es estrictamente
decreciente. Y, en consecuencia, a™ < 1,Vn >

Si, por otra parte, a® = 1/2, entonces h(a(o)) g(a”) = 1y, por lo tanto,
a™W =a®=1/2<1,VYn>0. O

Lema 4.4 Sean h y g las funciones reales dadas en .
Si a® € (0,1/2), definimos v = %, y entonces

—1

a) a™ <" arD gy e < 42160 v > 2,
b) h(a™)g(a™) < ¥*"h(aP)g(a'?) = ~+*" /h(a?), Yn > 1.
Si a® = 1/2, entonces h(a™)g(a™) = h(a@)g(a®) = 1/h(a?), Vn > 1.

Demostracion.
Probamos a) mediante proceso de induccién. Si n = 2, aplicando el apartado b)

del Lema [1.2], obtenemos

a? = a(l)h(a(l))Qg(a(l)) va® h(a(?)? ('ya( ) < 42a) =A%),
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Supongamos ahora que

(n—1) 2"—171(1(0).

a <77 <

Entonces, por el mismo razonamiento,

o™ = oD (D )2g(aD) < 42" (=2, <’yzn_2a(”_2)>gg (72"—%(71—2)) <

< 72"*1&(7171) < 72"*172’1*2 << 72”71&(0)_

Para probar b), observamos que

f@™)g(a™) < b (v 1) g (¥ 1) </ h(a?)g(a”) = ¥ /R(a?), n > 1,

con lo que se completa la demostracién. U

Relaciones de recurrencia:

A continuacién, definimos las dos relaciones de recurrencia siguientes:
(D) Tl = [ 7e(x™) 7| < A(a"V)|Tp-ll,
(1) [} — x| < e D) g(al) ) — x*-].

y probamos que se cumplen Vn > 0 mediante induccién sobre n.

Para ello, suponemos que x™ € Q ¥ n > 0 (lo probaremos més adelante). Entonces
teniendo en cuenta que, por el Lema (b), a™ < 1¥n >0,

I Tode(a) | < Lol | (x) — Jr(x)] < LBIx — %) < L = a® <1
Luego, aplicando el Lema , existe '} = Je(xM) 1y

Tl
— [T =ToJe(xM)]|

Tl < 5 < ()T

A partir de la férmula de Taylor [3], se obtiene

1
f(x) = f(x@) —|—/ Je(x'® 4 t(x® — xO))(xV — x©) gt
0

y, como por la formula de Newton

x(1) — x(0) _ Jf(X(O))—lf(X(O)> = f(X(O)) — _Jf(X(O))(X(l) — X(O))7

se tiene que
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Por lo tanto,

1£(x / (T (x@ + t(xH = xD)) = Jp(x9) (x!V — xV)jdt <
L L
< / Ltx® — x©@)12dt = Z[[x® — x©@)12 < Z1x® — x©)|.
0 2 2
Luego

I = x| = [T )] < P IEE)] < Aa®)g(a®)]Ix — x|

Si suponemos ahora que las relaciones (I) y (II) se verifican para un cierto n > 1,
se sigue de forma andloga al caso n = 1 que (I) y (II) también se cumplen para
n + 1. En consecuencia, queda probado por induccién que (I) y (II) se verifican
para cualquier n € N.

Con los resultados obtenidos hasta ahora, nos encontramos en condiciones de de-
mostrar el Teorema . Notemos que para ello bastaré con probar que x™ € Q y
que la sucesiéon generada por el método de Newton es de Cauchy.

Demostracién del Teorema [4.1]

Probamos en primer lugar que x™ € B(x(®, R). Observamos que
)

)
o n—1 - ) (I1 n—2 ) ' ' ) o
[x® — x©@|| < Z”X(H' ) —xW|| < Z Hh(a(f))g(a(”) [x® —x©@) <
i=0 i=0 \j=0

Lema (b)
<

n—2 7
1) (Hv”*h(a@))g(a(ﬂ)))] I — x|

i=0 \j=0
donde 7 = 257 < 1y A = h(a®)g(a®) /v = 1/h(a®) =1 = al® < 1.

Ahora, por la desigualdad de Bernoull, se sigue 72771 = 2@ DAL <y

en consecuencia

n—2 n—
[x™ —x©@| < 1+ AZ AT %M = xO) < (14 Aﬂ <
gl gl VAT a7
i=0

U 2(1 - a)
< = = R.
1-7A~ 2340 "

Por tanto, x® € B(x(?, R) y, como B(x\?, R) C Q, entonces x™ € QVn > 0.

2i+1
) Y

Probamos ahora que {X(n) }20:0 es una sucesién de Cauchy, procediendo de manera
andloga al apartado anterior. Asi, param > 1y n > 1,

i=n

n+m—1 ( I n+m—2 i
[ — x| < Z [ — x W] < ( > (H h(a(j))g(a(j))» [ — x(
j=n

Desigualdad de Bernoulli: (1 +2)" —1>nzsi z > —1.
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(I1) n+m—2
< Z Hh(a(”)g( D)) Ix® = x@| <

i=n—1 7=0
Lema nim=2
< ( 2. (Hv?’ 'h(a) >>) % — x| =
i=n—1
n+m—2 7 n+m—2
_ Z (H (721A>> HX(1) _ X(O)H _ Z <721+i,1A1+z') Hx(l) _ X(O)H _
i=n—1 \j=0 F—
m—1 ‘
_ <72”+1—1An+i> HX(I) _ X(o)”_
i=0
Ahora, de nuevo por la desigualdad de Bernoulli, AL = A2 2@
2" ~142" vy por tanto
m—1 n m
n; 1 - (72 A) n
(n4+m) < 2 zA 2m —lAn < 2 —lAn ) 4.3
|x ™| (2_; ) L N n. (4.3)

Luego la sucesion {X(“)}ZO:O es de Cauchy.

Veamos ahora que el limite de la sucesion dada por el método de Newton es solucion
de f(x) = 0.

Hemos probado que |[x®+1) — x®)|| tiende a cero cuando n — oo. Teniendo en
cuenta que

IEG™)] = (= Je(x™) (0 = x| < | Je (™) [ — x|
y que la sucesion {||Je(x™)||} estd acotada, puesto que
176G < e (™) = Je(x ) + | Je (V)| <
e+ Llx™ = x O < || e (x@)|| + LR,

se cumple que |[f(x®™)|| — 0 cuando n — oo. Por lo tanto, si x* = lim x®™ enton-
ces f(x*) = 0 por la continuidad de f en B(x®, R).

Para probar la unicidad, suponemos que z* es otra solucién de f(x) = 0 en la
regién B(x(® n/a®) N Q. Podemos entonces realizar la aproximacién

0="Ty(f(z") — f(x)) = (/01 LoJe(x* 4+ t(z* — X*))dt) (z" —x*) =P(z" — x").

y probar que existe el inverso de P = fol CoJe(x* + t(z* — x*))dt, para lo cual, por
el Lema [2.4] bastard con verificar que ||[I — P|| < 1. En efecto,

1
IT-P| =|I- FO/ Je(X* 4+ t(z" — x%))|| dt =
0
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Capitulo 4. Convergencia semilocal del método de Newton

= 00 () = [+t =) <

1 1
<ol [ e = e+ ta” = x| dt < BL [ x|t =
0 0

_BL 0 o ) _ = 28Ly _ BLy _ a9 _

= 5 (I =+ 1Y =) < 57 =~ = @7 = -
Por lo tanto, existe el inverso de P y entonces P(z* —x*) =0 = z"* —x* =0 =
z" =x". U

Por otra parte, si a(® = 1/2, entonces a™ = a(®) = 1/2 ¥n > 0. Siguiendo un
procedimiento totalmente andlogo al del caso anterior en el que a® € (0,1 /2),
obtenemos los mismos resultados, teniendo en cuenta ahora que v = 1y A =

h(a)g(a®) < 1.
Ejemplo 4.1 Ecuacion integral de Chandrasekhar.

La ecuacién de Chandrasekhar [10] es una ecuacién integral que aparece en diversos
problemas fisicos. Siendo el espacio X = C'(0, 1) de las funciones continuas en (0, 1),
se trata de encontrar una funcién x € X que cumpla

2(s) = 1+ Aa(s) /01

Con el fin de obtener un sistema de ecuaciones no lineales al que pueda aplicarse el
Método de Newton, transformamos el problema continuo en uno discreto mediante
una férmula de integracion numérica.

En concreto, utilizamos la féormula de Gauss-Legendre con n nodos

| =S nire).

donde t; y p; son respectivamente los nodos y los pesos de la férmula de cuadratura
en [0, 1], que estan tabulados para distintos valores de n mediante las férmulas

o Y; +1 y p; = 1
= = ,
2 (1—92) (Piy;))’

donde P,(y) denota el polinomio de Legendre de grado n e y;, j = (1,...,n), son
sus raices.

Consideramos, por ejemplo, el caso particular A = 1/4.

Denotando z; a las aproximaciones de z(t;), parai = 1,2, ..., n, se llega al siguiente
sistema de ecuaciones no lineales

S
s+t

w(t)dt,  selo1]. (4.4)

t

1 - ZT;
ZEzzl—f-—ZL‘Ztl ‘—J7 ’i:1,2,...,n, 4.5
1 ijlp]ti+tj (45)
0, equivalentemente,

1 B Z;
f(x) =1 -+ ~at; »_pj—2— =0, =1,2,...,n,
(x) x —|—4x jzlp]ti+tj ? n
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Capitulo 4. Convergencia semilocal del método de Newton

donde las incégnitas x;, © = 1,...,n, son las componentes del vector x, que perte-
nece al espacio R™ dotado de la norma ||| -

Tomamos un numero de nodos n = 8. Como de (4.4) se deduce que z(0) = 1,
parece razonable elegir como punto inicial x(® = (1,1,...,1) € R®. Utilizando
Mathematica como programa de calculo, obtenemos:

i) || Jp(x©) | = 1,48062 = 5.
i) | Jp(x(©) 7 (x@)]| o = 0,255133 = 1.

Veamos ahora que la Jacobiana es Lipschitziana. Teniendo en cuenta que

Jfi(x) 1 { piz; i Dk )
Sl D (LTI N i =1,...,8
7 7t ;&ruj, i=1,...,8,

c%j N 4 tz' + tj ’
se tiene que A = Jp(x) — Je(y), x,y € R", es una matriz de dimensién 8 x 8
formada por los elementos

7:7.].:17"'7877:#].7

1
= 7@ =) + 1 z:%

J=1,j#i

_ Ipiti(zi — yi) o
e o

Por lo tanto,
WM@—J(MMZHMMZ

I pi(®; — y;) piti(zi — yi)
= - i 5 —1,...,8 —
4me{p( E: t+¢ §: t+¢ !
J=1,j#i j=1,5%1
8
1 i pj p] j
:zmax{m((t—ﬁz.—m) o
Jj=1,j#i j=1,j#1i
1
=—||B - 00
JIBG— )]

donde B es una matriz 8 x 8 cuyos elementos son

(2 .
by =1t bi + E =1,...,8
( t t) ? Y Y )

J=1,j#i

pjti
ti+t;

De este modo se concluye que

by = ij=1,...8,i%#j.

1 1
176(x) = Je(¥)lloo = 7B = ¥)lloo < 7[1Bloclx = ¥lloo = 0,344631[x — y|oc,
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Capitulo 4. Convergencia semilocal del método de Newton

verificindose la condicién iii) del Teorema para una constante de Lipschitz
L = 0,344631.

Como a® = LBn = 0,130186 < 1/2, se cumplen todas las condiciones del Teorema
de Kantovorich y se prueba la existencia de una solucién x* de la ecuacién ({4.4))
con A = 1/4, que estd en la bola B(x(®,1,08089) y es tinica en B(x(®),1,95976).

Aplicando el método de Newton para n = 8 se obtiene, en 3 iteraciones, la siguiente
solucién numérica de (4.5)):

*
X = (331,$2,5173,ZE4,$5,$6,ZB7,$8) -

= (1,02172, 1,07319, 1,12572, 1,16975, 1,20307, 1,22649, 1,24152, 1,24945).

P = LegendreP[8, z];

y =2 /. {ToRules[NRoots[P ==0., z]]};

t =Table[(y[[i]] +1) /2, {i, 8}];

pli ] :=1/ (- (y[[1]1"2)) (D[P, 2] /. z>y[[1]])"2);

Flx 5, 1.1 :=1-x[[1]]1+1/4x[[1]] t[[1]]Sum[p[J] x[[J1]/ (L[[1]1]1+t[[J11), {3, 1, 8}];

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, X7, x8};
x0 = Table[1, 8];
F = Table[f[x, i], {i, 8}];

Newton[F, x, x0, 10" (-3)]
{1.02172, 1.07319, 1.12572, 1.16975, 1.20307, 1.22649, 1.24152, 1.24945}

Nimero de iteraciones: 3

Finalmente, a partir de estos valores y mediante un proceso de interpolacion, ob-
tenemos una solucién aproximada de (4.4)), cuya grafica se muestra a continuacién.

L L L L L t/

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: Soluciéon aproximada de la ecuacién (4.4)).

37



Capitulo 5

Dominios de convergencia global
restringida del método de Newton

5.1. Introducciéon

El Teorema de convergencia semilocal para el método de Newton expuesto
en el capitulo anterior, nos proporciona condiciones bajo las cuales se asegura la
convergencia del método a partir del punto inicial x(®). Como podemos observar,
es este punto sobre el que se exigen las condiciones de los teoremas de convergen-
cia semilocal, por lo que resulta clave realizar una elecciéon adecuada del mismo
para asegurar la convergencia del método. Esta necesidad de disponer de un pun-
to inicial x(® suficientemente bueno se suprime en los teoremas de convergencia
global, como vimos en el Capitulo 3. Asi, en este capitulo mostramos un teorema
de convergencia global para el método de Newton, que nos proporciona regiones
de R™ en las que cualquier punto contenido en ellas puede utilizase para iniciar el
método asegurando su convergencia. Esta convergencia global serd restringida a
dominios, generalmente bolas, de R"™.

Este estudio se realizara a partir de la consideracién de un punto denominado
auxiliar X. Entonces suponiendo las condiciones puntuales en este punto auxiliar
seremos capaces de obtener un dominio de convergencia global para el método de
Newton.

Definicién 5.1 Sean (E, ||-||) v (V,||-]]) dos espacios métricos normados, g : E —
V' una aplicacion definida en E y con valores en V y x € E. Se dice que g es una
aplicacion Lipschitz-centrada en X cuando existe una constante real L > 0
tal que: .

g (x) —gX)[| < Llx = x| VxekE.

Resulta obvio que si se verifica la condicién i) del Teorema [4.1] es decir,

17e(x) = Je(y)ll < Lllx =y, Vx,y €, (5.1)

entonces para cualquier punto X € 2 se verifica que

176 () = Je(R)II < Lllx — I, (5:2)
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SIS

con L < L. De este modo, una vez fijado x € Q, puede definirse p = # € (0, 1].

5.2. Resultado principal

Como hemos indicado, mediante la utilizaciéon de un punto auxiliar X ya estamos
en disposicién de obtener un resultado de convergencia global restringida.

Teorema 5.1 Sea 2 abierto y convero de R™ y sea f : Q@ C R* — R" una
aplicacion de clase C*(Q). Supongamos que Jp(X)~! existe en algin X € Q y que
se verifican las condiciones:

i) [17:(Z)7H < B,

i) || Je(X) )| <,
i) 1) — k@ < Lix—yl.  LeR*¥xye
w) Eziste R > 0 tal que B (X, R) C Q.

Si se satisface que

Lfn < (5.3)

2(1+2p)
. i ~ . . -,

siendo ji = ¢ con L la constante positiva que verifica , la sucesion de Newton

{x(n)}zozo dada por

XD — ) _ g (x<n>)‘1 £ (x™),

empezando en cualquier x© € B(X, R), converge a una solucién x* del sistema de
ecuaciones £(x) = 0, la solucion x* y las iteraciones x™ pertenecen a B(X, R) y

la solucion x* es unica en la region B(X,r) N, donde r = L%, — R.

Antes de comenzar con la demostracion del teorema, presentamos un Lema previo
que sera de utilidad para su desarrollo.

: 1
Lema 5.2 Si Lﬁ’l] < m,

i) se obtiene que [Ry, Ry] # 0, donde Ry y Ry son las dos soluciones de la
ecuacion de sequndo grado

(14 2u)LBt* — 2t + 21 =0 y

. . R+1iuLBR?
i1) se verifica « = Lab < 2, donde a = 1—u+f1R yb= %

puede escribirse, equivalentemente, como

. Esta condicion

22— Lin) — 201 + 4u)(LBR) + pu(4y — 1)(LBR)? > 0,
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La demostracion de este lema se obtiene directamente a partir de sencillos desa-
rrollos numéricos y puede verse en [6].

Teniendo en cuenta el lema anterior, nos disponemos a realizar la demostracién

del Teorema [5.11

Demostracion del Teorema [5.11
Elegimos R tal que a@ < 2. En prlmer lugar probamos, para todo x € B(X, R), que
Je(x) 7t existe y [|Jp(x) 7| < W Para ello, vemos que

17 = Je(Z) " e ()]l < 7 (R) 7 I16(%) = Je(x)I| < BL]% — x| <

1
<uLAR < —— <1,
HLBR S a5

puesto que p € (0, 1].

Por lo tanto, por el Lema , existe Jp(x)™! y es tal que

R

1 =
[Je(x) | < L— || = Je(X)"LJe(x)|| = 1—puLBR

A partir de la férmula de Taylor [3], se obtiene

f(x©) = f(x) + / 1 Je(x +t(x® — %))(x© - %) dt =

=f(%) + (Jf(fc) - /01 Jr(x +t(x@ — %)) — J(X) dt) x9 - %) =

= Je(X) () = Jp(%)HE) + x© — %+

[y

+ &) (&P - %) - K(Ex)) dt (x - %). (5.4)

Por lo tanto

17 () ()] <
1
<) )]+ 1% = x| + ||Jf(5i)_1||/0 Lt[|x® — x| dt [[x'© — x| <

1- 1
<n+R+§LﬁR2=n+R+§uLﬁRQ.

Como x(© € B(%, R), existe J¢(x(©)~! x(1) estd bien definido y, como
17— Jf( ) LI (xO)|| = MLBR <1, por el Lema.ex1ste (Je(X) 1 (x @)1 =
= Je(xO) (%) v ([ (xO) (R | < 1

Asi pues, por la férmula de Newton

1 = x O < | Je(x ) O] < (e (x )T &) (%) VEED) <
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_nt R+ 1uLBR?
1—ulBR

De manera analoga a ([5.4]), mediante la férmula de Taylor se obtiene

=b.

Je(xO) (X)) = Jp(x@) T (x@) + % — xO+

+Je(x(9)~ /IJf( )4 t(x —x9)) — Je(x ) dt (% — x©)

y, como por la férmula de Newton x) — % = x(© — Jp(x(9)~1f(x(?)) — %, entonces

xW % = — Jp(xO) (%) 4 Jp (x@) ! / 1 (Je(x@ + t(x — x)) — Jp(x?)) dt (%~

y por tanto
I — || <

1
<) @) &) + IIJf(X(O))‘lll/0 Ltz = x V] dt | — x| <

- i n LBR? 2+ LBR?
S 1—pLBR  2(1 —pLBR)  2(1 — uLBR)
Entonces x) € B(X, R), ya que a partir de la condicién (5.1)) y teniendo en cuenta

el Lema [5.2]

2n + LBR?

14+2u)LBR* —2R+2n < 0= ——————— <
(1+2u)Lp +2n 21— uLAR)

Ahora aplicaremos induccién. Asi, suponemos que se verifican

L

() IEG< ) < ) =0, (5.5

) 2+ LBR?
() gl <« T2 R 5.6

2n—1
(i) x50 —x < (5)7 x® =xD), (5.7)

y probamos estos items para n + 2.

Como x*1) € B(x, R), existe Jp(x®+)~1 con || Jp(x®V)|| < m Por el
Lema [2.5( tenemos que || Je(x®t) "1 (X)|| < = TESAE )llJf(x(nH))H < 1w Por

lo que x(®*2) esta bien definido y se tiene que:

(7) Aplicando de nuevo la férmula de Taylor se obtiene
1
f(X(n+2)) _ f(X(n-i-l)) _|_/ Jf(x(n-i-l) + t(X(n+2) . X(n+1)))(x(n+2) . X(n—i—l)) dt
0

y, como por la férmula de Newton

X(n+2) _ X(n+1)_Jf( n+1)) f( (n+1)> = f(x(nJrl)) _ _Jf(X(n+1))<X(n+2)_X
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Capitulo 5. Dominios de convergencia global restringida del método de Newton

se tiene que

1
f(X(nJrZ)) — _/ Jf(x(n+1))(x(n+2) . X(n+1)) dt+
0

1
+/ Jf(x(n+1) + t(X(n+2) . X(n+1)))(x(n+2) . X(n—l—l)) dt =

1
_ / (Jf(x(n+1) + t(x(n+2) _ X(n+1))) _ Jf(x(n+1)))(x(n+2) . X(n+1)) dt
0

Por lo tanto

I1£(x n+2 || _/ I1(J, x(0+1) —|—t( (n+2)_X(+1)))_Jf(x(n+1)))(x(n+2)_X(n+1))Hdt<

1
< ||X(n+2) . X(n+1)|| / L||(Xn+1 + t(x(n+2) . X(n—|—1)) i X(n+1))||dt <
0
! L
< LHX(n+2) . X(n+1)H2/ tdt = 5Hx(n+2) . X(n+1)H2'
0

(i)

(nt2) _ g _y(n+1) _ Jf(x(n—l-l )" f( (n+1) ) % = _Jf(x(“+1))_1f(i)+

X
1

_|_Jf(x(n+1))fl(i . X(n+1))/ (Jf(x(n+1) + t(i . X(n+1))) . Jf(X(n+1))) dt
0

y
™2 — || < || Jp(x ™) I ()] T (R)E () [+

2
2n+ LBR <R

L
T, (n+1)\—1||||15 _ (m+1)}2 < L1 EP <
4 M) e - x| <

(i)

||X(n+2) . X(n+1)|| < HJf<X(n+1))—1f(X(n—1))H < %Hx(n—l—l) . X(n)HQ <

n—1

2
< ()7 I o) ) <

a2t La\?
< <§> ||X(n+1) _X(n)H (_) ||X(n—1) _X(n—2)||2 <
2n—1
< (&) iy - (“)H( ) B R <
<

27171 4
||X (n+1) ” ( ) ||X(n—2) _X(n—3)||4 <
2 (n+1) my [ La ® (n-3) (n—4) |8
<(3) I —xW () e - xC <
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Capitulo 5. Dominios de convergencia global restringida del método de Newton

a 2n71 1 2"*1 1 0 271,—1

< (5)7 e (F) - xO <
aN2"' [ Lab 2 (n+1) () a\?" (n+1) _ _(n) (n+1)_ (n)
<(3) (7)< () I < e,

Por lo tanto, por induccién mateméatica se verifican las ecuaciones ((5.5)), (5.6) y

(5.7) para todo n € N,

En consecuencia, se obtiene que x™® € B (X, R) para todon > 0y, como a < 2, la
sucesion {[[x®+) — x|} es estrictamente decreciente, lo cual implica que {X(“)}
converge: 1im x™ = x*. Ademés, como ||x® —x*~|| — 0 cuando n — oo, se cum-
ple que ||f(x™)|| — 0 cuando n — oo. Por lo tanto, f(x*) = 0 por la continuidad
de f en B(x R).

Por tltimo, probamos que x* es la unica solucién de f(x) = 0 en B(X,r) N €,

donde r = L% — R.
Supongamos que z* es otra solucién de f(x) = 0 en B(x,r) N tal que z* # x*.

Realizamos la aproximacion

0=Jp(%)"(£(z") — £(x)) =
= </0 Jr(X) " e (x4 t(z" — x*))dt) (z" —x*) =P(z" — x%)

y probamos que existe el inverso de P = fol Je (%) e (x* + t(z* — x*))dt, para lo
cual bastard con verificar que ||I — P|| < 1. En efecto,

1
IT—Pf =|T- Jf(i)lf Jr(X" + (2" —x7))dt]| =
0

~ 190 (0050 - / O =X )| <
< || Je (X% ||/ | Je(X) — Jp(x* + t(z* — x*))||dt <

< 1)L / 1% — x* + t(x* — 2°)||dt <
0

<Pzl + -2l < 2+ R) =1
Por lo tanto, por el Lema , existe el inverso de P y entonces
Pz —x*)=0=2"—x"=0=z"=x"

O
Es claro que el resultado de convergencia es global restringido a una bola. Ademas,
considerando X = x(® o bien X = x* podemos obtener sendos resultados de con-
vergencia semilocal y convergencia local respectivamente.
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Ejemplo 5.1 Ecuacion integral de tipo Hammerstein mixto.

Consideramos la siguiente ecuaciéon integral no linear de tipo Hammerstein mixto
[11]: Siendo el espacio X = C(0, 1) de las funciones continuas en (0, 1) se trata de
encontrar una funcién r € X que cumpla

1
z(s) =1+ /\/ G(s,t) z(t)*dt, (5.8)
0
donde el niicleo G es la funcién de Green en [0, 1] x [0, 1].
Consideramos el caso particular A = 3/4. Procediendo de manera anéloga al Ejem-

plo usamos la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre con un nimero de
pasos n = 8 para transformar esta ecuacién en un sistema de ecuaciones no lineales.

Si denotamos las aproximaciones de x(t;) como x;,7 = 1,...,n, obtenemos
n
3
_ 2 : 3 -
.Tl—l—i—z aijwj; j—1,2,...,n,
Jj=1

0, equivalentemente,
3 < 5 ‘
fi(x):1—xi+zzaijxj:0, j=1,2,...,n, (5.9)
j=1

donde

oy (L=t g <,
aw_pJG(t“tJ)_{pj(l—tj)ti, j>i y

con f :QCR" —R"i=1,...,n,ysiendo p; y t;,7 = 1,...,n respectivamente
los pesos y los nodos de la férmula de cuadratura en [0, 1] tabulados para distintos
valores de n.

Vamos a considerar una region 2 € R™ en la que se encuentre prelocalizada una
solucién numérica x* de (5.8). Para ello, acotamos la norma de x* solucién de

ix) 1
r*(s) =1+ 2/ G(s,t) x*(t) dt.
0

Tomando normas en la expresién anterior se obtiene

3 1
[z <1+ ZM\|3:*H3, con M = méx/ |G(s,t)|dt,
s Jo

3
esto es, 0 < 1 — ||z*|| + §||x*||3 = [|z*]] < 1,13826.

Por lo tanto, consideramos la bola 2 = B(0, 2), incluida en el espacio R™ dotado de
la norma infinito. Nuestro objetivo es obtener una solucién aproximada del sistema
(5.9) aplicando el método de Newton y su correspondiente dominio de puntos de
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inicio.
Elegimos el punto x = (1,1;1,1;...;1,1) € R® y tomamos R = 0,9 obteniéndose
que:
i) (%) Hloo = B = 1,47218,
i) || Je(X) T (X)|lo = n = 0, 093309,
iii) B(x, R) C (.

Ahora, como

—1 + %CLHI% i—ialgx% cee %algflfg
Qasa? —1+ Jasa3 - Sas523
Je(x) = . . .
%agll'% %Gggl'% e =14 %aggiﬁg
se tiene que
au(l’z - yi) a12($§ - yg) e arg(w % - yg)
9| an(af —yi) an(ri—y3) - an(rd—y3)
Jf(X) - Jf(y) = Z : : . : =

ag1 (v —y7) asa(w3 —w3) oo ass(2g — u3)

= || Je(x) — Je(¥) |0 = max{ Zaw yi),i=1,...,8

donde B es una matriz 8 x 8 cuyos elementos son b;; =

} = [B(x* =yl

9
Zaij.

Teniendo en cuenta que X,y € B(0,2) = ||Xx + ¥|lco < [|X[|oo + [|[¥]loo < 4, se tiene
IBG = y*)lloo < IBx+¥)loclx = ¥lloo < 4IBlloslx = ylloo = 1,11203]|x — ¥l

concluyéndose que la Jacobiana es Lipschitziana V x,y € €2 con constante de Lips-
chitz L = 1,11203.

De manera andloga, como x € B(0,2) = [|x+X|le < [|X]|oc + [|X|lc < 3,1, se tiene
178 (%) =T (%) [loo < [IB(xA%) oo [[x =Ko < 3,1[|Bl|oo[[x %[00 = 0, 861824[x—X |,

por lo que la Jacobiana es Lipschitz-centrada en fc =(1,1;1,1;...;1,1) con cons-
tante de Lipschitz L = 0,861824 y entonces p = £ = 0, 775.

Como Lpn = 0,152757 y 2(1+2 5 = = 0,196078, se verifica la condicién y por
el Teorema puede asegurarse la convergencia del método de Newfon a una
solucién x* € B(x,0,9) del sistema tomando como punto inicial cualquier
x(© € B(%,0,9). Ademais, esta solucién es tinica en la regiéon B(X,r) N Q donde
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r = L%, — R =0,321669.

Aplicando el método de Newton con x(® = (1,1,...,1) € B(X,0,9) se obtiene, en
4 iteraciones, la siguiente soluciéon numérica de (5.8)):

*
X = (x17x27x37x47$57x67x77x8) =

= (1,00958, 1,04584, 1,09301, 1,12624, 1,12624, 1,09301, 1,04584, 1,00958).

P = LegendreP[8, z];

y =2 /. {ToRules[NRoots[P ==0., z]]1};

t = Table[(y[[i]] +1) /2, {i, 8}];

pli ] :=1/ (- (y[[1]1"2)) (D[P, 2] /. z>y[[1]])"2);

afi_, j 1 :=TIf[j>1,p[J] (1-t[[J]1]) t[[i]], P[J] (1-t[[i]]) t[[J111;
flx_, 1] :=1-x[[1]] +3/4Sum[a[i, ] x[[J1]1"3, {J, 1, 8}];

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8};
x0 = Table[1, 8];
F = Table[f[x, i], {i, 8}1;

Newton[F, x, x0, 10" (-6) ]
{1.00958, 1.04584, 1.09301, 1.12624, 1.12624, 1.09301, 1.04584, 1.00958}

Nimero de iteraciones: 4

Por ultimo, a partir de estos valores y mediante un proceso de interpolacion, ob-
tenemos una solucién aproximada de (5.8)), cuya gréfica se muestra a continuacion.

I I I I t/

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.1: Soluciéon aproximada de la ecuacién ([5.8)).
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5.3. Convergencia semilocal del método de New-
ton consecuencia del resultado principal

Si en el Teorema de convergencia global tomamos como punto auxiliar un
punto de inicio, X = x(?), obtenemos un teorema de convergencia semilocal para el
método de Newton que, ademaés de asegurar la convergencia, prueba la existencia
de una solucién x* del sistema f(x) = 0.

Teorema 5.3 Sea €2 abierto y convexo de R™ y sea £ : Q@ C R* — R" una
aplicacion de clase C(Q). Supongamos que J¢(x\%)) existe en algin x© € Q y
que se verifican las condiciones:

i) ([ (=) <

i) || Je(x) )] <
i) || Je(x) = S < Llx =yl LeR"Vx,y e
i) || Je(x) = Je(xO)| < Llx - x, LeR"VxeQ.

v) eziste R > 0 tal que B (x¥, R) C €.

St se satisface que

o< ——
IS Sa o

SISt

siendo p = 7 € (0,1] , la sucesién de Newton {x(n)}zozo dada por

XD — ) _ g (x<n>)‘1 £ (x™),

empezando en x| converge a una solucion x* del sistema de ecuaciones f(x) = 0,
la solucion x* y las iteraciones x™ pertenecen a B(x, R) y la solucidn x* es tini-

ca en la region B(x®,r)NQ, donde r = LB - R.
Demostracion.
Es un caso particular del Teorema (5.1) con X = x(®. O

Como puede observarse, este teorema presenta ciertas similitudes con el Teorema
de convergencia semilocal de Kantorovich expuesto en el Capitulo 4. En ambos
se exige las condiciones

i) [7e(x )71 < 8
i) {1 (x(®) £ (x@) | <
i) /i) = )| < Lix—yl.  LeR"yxyeq,

y, aunque de la condicién iii) se sigue que necesariamente debe existir un L tal
que se verifica
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iv) || Je(x) — Je(xO)|| < L|jx — x@, LeRVxeQ,

con L < L, esta condicién no se exige en el Teorema .

Ademas, en el Teorema debe verificarse LAn < , con p € (0,1] de-

— 2(14+2p)
pendiente de L, lo cual implica que LBn < aconace [é, %)
Notemos que, cuando se da el caso L = L, sus condiciones i),i1),1ii) y 1v) son
idénticas a las del Teorema de Kantorovich Sin embargo, al ser 4 = 1, para
asegurar la convergencia del método debera cumplirse que LAn < %, que es una
condicion mas estricta que la exigida en el Teorema de Kantorovich L3n < %

En cualquier caso, el Teorema de Kantorovich resulta mas conveniente que el
Teorema [5.1} Este hecho puede apreciarse con claridad mediante un estudio de
la accesibilidad del método de Newton a partir de las condiciones impuestas en
ambos teoremas de convergencia semilocal [4]. El conjunto de los puntos de inicio
x(© que hacen que el método de Newton converja a una solucién permiten medir la
accesibilidad del método. En este caso, la accesibilidad se observa de forma tedrica
mediante un dominio de parametros, que establece graficamente en un plano real
la relacion entre los parametros L, 5y 1 que se definen en las condiciones. Asi, en la
Figura mostramos el dominio de parametros del método de Newton asociado
al Teorema de Kantorovich [1.1 Para representarlo gréficamente, se considera el
plano zy, donde el eje de abcisas es x = 1 y el eje de coordenadas es y = LS, y se
colorean de rojo los valores de los pardmetros que verifican la condicién Lpn < 1/2.
De manera anéloga, en la Figura mostramos el dominio de pardametros del
método de Newton asociado al Teorema [5.3] donde se colorean los valores de los
pardametros que verifican LAn < a, con a = &, }1, % y Lfn < % (regiones verde,azul,
amarilla y roja, repectivamente).

h 1 1 1 N 1 L L L L L L
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.2: Dominio de pardmetros Figura 5.3: Dominio de parametros
del método de Newton asociado al del método de Newton asociado al
Teorema de Kantorovich Teorema |5£§|
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Se observa que la accesibilidad del método de Newton asociada al Teorema de
Kantorovich es mejor que la asociada al Teorema [5.1] y que la accesibilidad

del Teorema mejora cuanto menor es el valor de pu = %
5.4. Convergencia local del método de Newton
consecuencia del resultado principal

Si en el Teorema [5.1] de dominio de convergencia global tomamos el caso particular
X = x*, siendo x* una solucién del sistema f(x) = 0, resulta que las condiciones del
teorema se imponen sobre la funcién f y la solucién x*, obteniéndose un resultado
de convergencia local para el método de Newton.

Antes de enunciar el teorema, observemos que al ser x* solucién del sistema f(x) =
0 se tiene que f(x*) = 0. Por lo tanto, la condicién i) del Teorema [5.1| resulta

¢ (") "M (x) || = 0 =,
lo que implica que la condicion (5.3))

1

LAn=0< ——
o 2(1+ 2u)

con p = £ € (0,1] siempre se verifica. Teniendo esto en cuenta, el teorema de

convergencia local para el método de Newton se reduce al siguiente:

Teorema 5.4 Sea ) abierto y convexo de R™ y sea f : Q@ C R* — R" una
aplicacion de clase C*(Q). Supongamos que x* es una solucion del sistema de
ecuaciones f(x) = 0 tal que existe Jp(x*)™! y que se verifican las condiciones:

D) [ Je ()M < 8,
i) [[Je(x) = Je(y)l| < LIx—yl,  LeR",VxyeQ
iii) existe R > 0 tal que B (x*, R) C €.

Entonces, la sucesion de Newton {x(“)}zozo dada por
x®+) — xm) g (X<n>)*1 £ (x™),

empezando en cualquier x© € B(x*, R), converge a la solucién x* del sistema de
ecuaciones £(x) = 0, las iteraciones x™ pertenecen a B(x*, R) y la solucién x*

es unica en la region B(x*,r) NSY, donde r = Llﬁ - R.

Demostracion.
Es un caso particular del Teorema [5.1| con X = x*. O
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Notemos que, al igual que pasaba en el Teorema |5.1}, este resultado no sélo asegura
la convergencia del método de Newton si no que, ademaés, proporciona un dominio
de convergencia B(x*, R) en el que cualquier x(® perteneciente a él puede ser
tomado como punto de inicio para el método de Newton. Sin embargo, mientras
el Teorema prueba la existencia de una solucién x* del sistema f(x) = 0, en
el teorema que acabamos de mostrar, suponemos la existencia de una solucién del
sistema f(x) = 0.
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Conclusiones

El método de Newton constituye una herramienta eficaz para la resolucién de sis-
temas de ecuaciones no lineales. Destaca por su sencillez tanto en su aplicacion
como en su programacion, siendo por ello frecuentemente utilizado. En este tra-
bajo hemos podido ver que, ademas, existen teoremas de convergencia que, sin
ser excesivamente dificiles de aplicar, son de utilidad no solo para asegurar que el
método va a converger a una solucion del sistema, sino también para obtener otros
resultados, como son la existencia de solucién, determinar las regiones (general-
mente bolas) en las que se encuentran las sucesivas iteraciones o en las que pueda
asegurarse la unicidad de la solucién o hallar dominios de convergencia. Asi, en
funcion del tipo de convergencia, se tiene que:

e Los teoremas de convergencia local exigen condiciones sobre la funcién f y
la solucion x*, lo cual es una desventaja al ser ésta, en general, desconocida.
No obstante, es posible determinar un dominio de convergencia, como hemos
visto en el Teorema [5.4]

e Los teoremas de convergencia semilocal exigen condiciones a la funcién f y
al punto de partida x(® pero no a la solucién x*, por lo que pueden ser vistos
también como teoremas de existencia de solucién.

e Los teoremas de convergencia global exigen condiciones a la funcion f y
no exigen ninguna condicién al punto de partida x(© o a la solucién x*.
Son resultados muy fuertes puesto que, ademés de probar la existencia de
solucién, nos indican que puede tomarse como punto inicial x(©) cualquier
punto del dominio de la funcién.

A lo largo del trabajo se han ido poniendo de manifiesto diferentes formas en las
que se puede estudiar la convergencia de los métodos iterativos. En particular, se
trata de encontrar resultados que se pueden aplicar a situaciones en los que los ya
conocidos fracasan o que sean més generales. De ahi, el interés permanente por
cambiar las condiciones de convergencia a la hora de estudiar la convergencia de
los métodos iterativos.

El objetivo del TFG consiste en obtener un resultado de convergencia global,
aunque sea restringida (particularmente a una bola), que ademds nos permita
obtener resultados de convergencia local y semilocal, tal y como hemos visto en
el ultimo capitulo. Para ello, se utiliza una variaciéon con respecto al Teorema de
Kantorovich, la de sustituir que la derivada segunda de la funcion esté acotada por
una condicion Lipschitz-centrada en un punto auxiliar.
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