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Resumen

En esta memoria se describen los métodos directos de factorizacion de matrices ba-
sados en estrategias de pivoteo que se aplican a la resoluciéon de sistemas de ecuaciones
lineales. En concreto se vera la factorizacién LU, derivada de la eliminacién de Gauss,
con pivote parcial y total, la factorizacion de Cholesky con pivote y la factorizacién QR
con matrices de Householder y pivoteo de columnas. Cuando los métodos numéricos se
implementan en el ordenador pueden aparecer problemas de estabilidad numérica en las
versiones basicas, que los hacen inadecuados para resolver sistemas mal condicionados o
con perturbaciones en los datos. Por ello es necesario introducir estrategias de pivoteo que
eliminan o reducen, en la mayoria de los casos, esos comportamientos indeseables. Una
vez calculada la factorizacién se puede resolver con mucho menor coste un gran ntimero de
problemas del algebra lineal numérica. Se incluyen las aplicaciones al calculo de inversas,

determinantes y rango de una matriz.

Abstract

This work describes the direct methods of pivoting based matrix decompositions in
order to solve linear systems. Specifically, the LU decomposition will be derived from
the Gaussian elimination, and partial and total pivoting will be introduced. For the Cho-
lesky decomposition, the symmetric pivoting will be implemented and for Householder
Q@R decomposition, the column pivoting will be carried out. The use of these strategies
is necessary in computer calculations because the basic direct methods exhibit numeri-
cal instabilities in the ill-conditioned case. These problems are avoided in most cases by
pivoting. Knowing a matrix decomposition, it will be very easy to obtain the rank, the

determinant and the inverse.
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Introduccion

El objetivo de esta memoria es describir los principales métodos directos de resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales, tanto para matrices hermitianas como para el caso
general, mediante factorizaciones en matrices triangulares y/o unitarias. Algunos de estos
métodos ya fueron introducidos en la asignatura de segundo curso de Analisis Numérico
Matricial (LU sin pivote y con pivote parcial, factorizaciones de Cholesky y QR). Aqui
veremos algunas modificaciones de dichos métodos extendiendo las estrategias de pivote
a Cholesky y QR y pivote total para LU. Este tipo de técnicas son cruciales a la hora de
resolver sistemas computacionalmente, pues reducen los errores de redondeo debidos a la
precision finita en la que trabaja el ordenador. Para sistemas de gran tamano y con una
distribucién especial de ceros las estrategias de pivote deben ser restringidas con técnicas
que no son el objeto de esta memoria.

Como senalan todas las referencias de analisis numérico que tratan el tema, hay mé-
todos que presentan problemas de inestabilidad numérica, que pueden provocar grandes
errores incluso en sistemas bien condicionados. El resultado puede ser catastréfico debido
a que las operaciones realizadas en aritmética en punto flotante dan lugar a importantes
perdidas de digitos significativos. Una descripcién y andlisis muy claro y detallado de los
problemas de estabilidad numérica, redondeo y condicionamiento se realiza en [6] .

Aunque los métodos descritos en esta memoria estan implementados en la mayoria de
librerias y programas destinados al cdlculo numérico tales como LAPACK y MATLARB, el
desconocimiento de dichos métodos dejaria al usuario limitado a los algoritmos ya imple-
mentados. Por otra parte es importante para el usuario poder tomar una decisién infor-
mada sobre que algoritmo usar para resolver un determinado problema, o decidir bajo que
condiciones el algoritmo se bloquea (cuando el pivote es nulo por debajo de un umbral),
ya que de lo contrario podria llevar a una mala interpretacion de los resultados. También
es importante tener la capacidad de introducir modificaciones para que el usuario pueda
adaptar el codigo a sus necesidades.

Ademaés del trabajo de programacioén, se ha tratado de dar una formalizacién rigurosa

de las técnicas matriciales interpretando cada una de las etapas.

IX



X INTRODUCCION

En el primer capitulo comenzaremos recordando la factorizacién LU, su interpretacién
matricial y el teorema de existencia y unicidad. La siguiente seccién se inicia con un
ejemplo en el que la factorizacién LU no funciona adecuadamente, lo cual nos llevard a
introducir la estrategia de pivote parcial, de la que se dara una interpretacién matricial asi
como un teorema de existencia. Finalmente veremos que la estrategia de pivote parcial se
puede mejorar para obtener un método numéricamente més estable, la factorizacién con
pivote total, que es el método recomendado para matrices que con pivote parcial presentan
un crecimiento exponencial de los coeficientes (vease [2]). De esta ultima también daremos
una interpretacién matricial y el teorema de existencia. Este método es el recomendado
para calcular el rango de una matriz general.

En el segundo capitulo veremos que hay métodos mas eficientes desde el punto de
vista del almacenamiento y el tiempo de calculo si la matriz posee unas determinadas
caracteristicas, mas concretamente si es hermitiana y definida positiva. Comenzaremos
introduciendo la factorizacion de Crout y su interpretacién matricial, para derivar a con-
tinuacion la factorizacién de Cholesky, de la que recordaremos las condiciones necesarias
para su existencia y unicidad, y su interpretacién matricial. Finalmente se vera que para
una matriz hermitiana y definida positiva se puede aplicar una estrategia de busqueda
de pivote en la diagonal, y realizar una permutacién simétrica de filas y columnas de
la matriz para obtener la factorizacién de Cholesky con pivote. Terminaremos dando su
interpretaciéon matricial, y una manera de implementarla.

En el tercer capitulo se recuerda la factorizaciéon QR para matrices rectangulares usan-
do el método de Householder, por lo que primero se introducen las matrices de Householder
y veremos algunas de sus propiedades. A continuacién se da la interpretacién matricial de
la factorizacién y un teorema que nos garantizara su existencia. Debido a la naturaleza de
las transformaciones que reducen la matriz a forma triangular, se realizard una estrategia
de pivoteo por columnas. Se enunciara el resultado tedrico correspondiente y se dara su
interpretaciéon matricial, y una posible implementacién.

Para concluir, en el dltimo capitulo veremos algunas de las aplicaciones de los métodos
descritos, como son el calculo del determinante, el rango o la inversa de una matriz.
Ademaés se incluye en un anexo las rutinas de resolucién de los sistemas resultantes de las
factorizaciones.

Finalmente daremos algunas conclusiones y posibles continuaciones de este trabajo.



Capitulo 1

Método de Gauss y factorizaciones
LU

En este capitulo se describen los métodos derivados de la eliminacién de Gauss y
las correspondientes estrategias de pivoteo. La interpretacién matricial del método de
eliminacién conduce, bajo ciertas hipotesis sobre la matriz de coeficientes, a la factorizacion
LU que permite resolver sistemas lineales facilmente resolviendo dos sistemas triangulares.
En la seccion 1.1 se recuerda la eliminacion de Gauss, se dara la interpretacién matricial y
se enunciara el teorema de existencia y unicidad de la factorizacién LU. En la seccién 1.2
se introducira la estrategia de pivote parcial y la correspondiente factorizacion PA = LU
y en la seccién 1.3 la estrategia de pivote total y la factorizacion P, AP = LU. Las
estrategias descritas en este capitulo se pueden aplicar sin modificaciéon tanto a matrices

con coeficientes reales como a matrices con coeficientes complejos.

1.1. Interpretacién matricial el método de Gauss

La eliminacién de Gauss es un método de reduccién sistemética que permite trans-
formar un sistema de ecuaciones lineales en otro equivalente con matriz de coeficientes
triangular. En la etapa k-ésima de la eliminacion se utiliza la fila k-ésima de la matriz,
si el coeficiente agp es no nulo, para reducir a cero los coeficientes de la columna k-ésima
de las filas £ + 1,k + 2,...n. Procediendo en el orden natural, primero la columna uno,
luego la dos y asi sucesivamente hasta la (n — 1)-ésima, se consigue, al final del célculo, un
sistema con matriz de coeficientes triangular superior equivalente al original y mas sencillo
de resolver.

En esta seccién recordaremos la interpretaciéon matricial del método de Gauss, lo que

nos llevard a la factorizacién LU de una matriz, donde la matriz U es triangular superior



2 CAPITULO 1. METODO DE GAUSS Y FACTORIZACIONES LU

resultante de la eliminacién de Gauss, y la L es triangular inferior con unos en la diagonal.
La reduccién de Gauss se realiza mediante n — 1 etapas de eliminacién siendo n el orden
de la matriz del sistema. En la etapa k-ésima de la eliminacién se pasa de una matriz
A®=1) con coeficientes nulos por debajo de la diagonal en las k — 1 primeras columnas a
A®) con coeficientes nulos por debajo de la diagonal también en la columna k-ésima. Esto

. . e . . (k-1
se consigue realizando las siguientes operaciones de fila: Si aék ) £0,

(k—1)
Fi%Fi—%Fk i=k+1,k+2,.. .0
Ak
Denotando por
a%_n
iy = —h s, i=k+1,...n, (1.1)
Ok
se tiene L A®~1) = A®) siendo
0
0 1 0
[ 0
"o —k
(1.2)
—lkt1k
0 ... 0 0 —le |0 ... 1
T
k

Lo que muestra que la k—ésima etapa de eliminacion es equivalente a multiplicar la
matriz resultante de la etapa (k — 1)—ésima por Ly. En la siguiente proposicién se veran

algunas propiedades de las matrices Lj que se utilizardn méas adelante.

Proposicion 1.1. Sea Lj una matriz triangular inferior con diagonal de unos y todos los
coeficientes extradiagonales nulos salvo, eventualmente, en la columna k, filas k 4+ 1,k +

2,...,n. Se verifica:

1. det(Ly) = 1.

1 L
2. (LY = l SZ, Z J , donde l;; es el coeficiente (i,7)-ésimo de la matriz Ly,.
—lij siiF#]



1.1. INTERPRETACION MATRICIAL EL METODO DE GAUSS

3. Sik < j, entonces

1 st r =235

opp St s=k
(Lij)rs = " . .

Brj sis=7]

0 en otro caso,

denotando con « los coeficientes extradiagonales de Ly, y con (3 los de L.

Demostracion. 1. Basta con desarrollar el determinante por filas.

2. Multiplicando por bloques

Ii_1 0 0 I 0 0 I_1 0
0 1 0 0 1 0 0
0 | —lgt1k 0 | lpt1k = 0 | lky1k — let1k
: : I i : R I : :
0 —lnk 0 lnk 0 lnk — lnk

3. Multiplicando de nuevo por bloques

T4 0 0 0 0 I 1|0
0 1 0 0 0 0
0 | agtik 0| O 0
I g O lj—g-
a1k 0| 0 0 0
Qi
aee| 0 |0 0 (0] 0 [By
: b T S b T
0 | an 0 |0 0 |0] 0 | B
Lol o
0
0 | rik
I
1k 0
Oéjk;
Qjtik 0 Bj+1j
: : N
0 | ank 0 Bnj

Los casos para j = k+ 1y k =1 serfan analogos.




4 CAPITULO 1. METODO DE GAUSS Y FACTORIZACIONES LU

Observacion 1.2. La tercera propiedad se generaliza a un nimero finito, menor o igual que

n — 1, de matrices siempre que la ordenacién de sus indices sea creciente.

Considerando en cada etapa las matrices L, definidas en 1) correspondientes, la

0)

eliminacién de Gauss completa sobre el sistema Az = A@z = b = b©) se representaria

por
f/n_lﬁn_g ce IAQ[:lA(O):L‘ = A(nil)l‘ = f/n_lﬁn_g ce IA/QIAzlb(O) = b(nil).
Definiendo Lj la matriz de los coeficientes extradiagonales dados en (|1.1)) se tiene

aplicando el apartado 2 de la proposiciéon anterior ﬁ,;l = L. Entonces
A% = L1 Ly Ly_oLy, 1 A" Vg =0,
Finalmente, denotando por L = LyLo--- L, oL, 1y U = A(=1) ge tiene:
Az = LUz =b. (1.3)

donde L es una matriz triangular inferior con diagonal de unos, como consecuencia de la
proposicién que coincide con la matriz Lj, en la columna k.
El célculo de una factorizacién LU es computacionalmente equivalente a una elimina-

3 operaciones aritméticas

cién de Gauss sobre la matriz A por lo que su coste es O %n
siendo n el orden de la matriz( véase [4]). Ademas la factorizacion se puede almacenar en
la propia matriz A, prescindiendo de guardar los unos de la diagonal de L.

En la expresion vemos que resolver el sistema original es equivalente a resolver

dos sistemas triangulares:

Lv =b,

Uxr =v.

Ar=b<+= LUz = b

Ademas el procedimiento de resolucién es independiente del segundo miembro del siste-
ma por lo que, una vez factorizada la matriz, podremos resolver con un coste O (2n2)
operaciones cualquier sistema de matriz de coeficientes A.

El siguiente resultado, que se puede consultar en [I], establece condiciones suficientes

para la existencia y unicidad de factorizaciéon LU.

Teorema 1.3. Sea A € M, tal que los menores principales de orden k, Ay, son
invertibles para k = 1,2,...n—1. Entonces existen matrices L € My xn triangular inferior,
lii=1parai=1,2,...n yU € My« triangular superior tales que A = LU. Ademds, si

A, =det(A) # 0, entonces la factorizacion es unica.
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Demostracion. Etapa 1. Si A1 = a11 # 0 entonces se puede realizar la primera etapa de
climinacién de Gauss, L1 A = AM. Ademés por hipétesis Ay = ag(i)a%) # 0 implica
que a%) % 0 y se puede realizar la segunda etapa. Supongamos ahora por hipotesis de
induccién que A*~1 es la matriz resultante de las k — 1 primeras etapas. Ademés Ay =
agol)a%) e a,(f__li)_lagz_l) # 0,, lo que implica que el coeficiente diagonal de la fila k£ es no
nulo y se puede hacer la etapa k, Ly A®=1) = A®) matriz con ceros en la columna k-ésima
por debajo de la diagonal. La hipétesis garantiza que podemos realizar n — 1 etapas de
eliminacién de Gauss para llegar a una matriz triangular superior A1, Ademés A1) =
Lp1lpo...[1A© es triangular superior. Tomando A=Y — 7 y L= ﬁflf/gl . A;il
es una matriz triangular con unos en la diagonal gracias a la proposicién .
Unicidad.

Si A es invertible entonces U lo es también porque det(A) = A, = ag?)a(é) cealpy.
Supongamos que existen dos factorizaciones L, U, = LgUg. Entonces ya que son invertibles
LglLa = UgUy, 1 donde LglLa es triangular inferior con unos en la diagonal, y UgU; !
es triangular superior y por tanto la tinica posibilidad es LElLa =1=U3U; lcon lo que

Lo =1Lgy U, =Up. O

1.2. Estrategia de pivote parcial

En la etapa k-ésima de la eliminacién de Gauss podemos encontrar un coeficiente nulo
en la diagonal, lo que impediria continuar el procedimiento, aunque la matriz sea invertible.
Por otra parte, si los coeficientes extradiagonales de la matriz L son muy grandes podemos
tener graves errores de redondeo al trabajar en la aritmética finita del ordenador como
puede verse en [2]. Con el fin salvar estos inconvenientes se utiliza la estrategia de pivote
parcial que consiste en realizar la eliminacion de la etapa k en la columna k, pero con una
fila elegida de manera que los coeficientes de las operaciones de fila que hay que realizar

sean de médulo menor o igual que uno:

k-1
aa(k)k‘ =

, (1.4)

i=k,..n

lo que equivale a elegir como fila base de la eliminacién aquella que tenga en la columna
k el coeficiente de mayor mddulo y se utilizara para reducir a cero los coeficientes de esa

columna en las filas o(k + 1) - - - o(n).

Observacion 1.4. Si la eleccion del pivote en cada etapa es tnica se tendra que todos los

coeficientes extradiagonales de la matriz L; son de médulo menor que 1.

Con el fin de cuantificar de alguna manera la calidad de los sistemas triangulares

obtenidos en la factorizacion LU recordamos la nocién de condicionamiento de una matriz.
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Si ||-|]| es una norma matricial subordinada y A es una matriz invertible, el niimero
cond(A) = || A[[| A7

se llama condicionamiento de la matriz A, con respecto a la norma matricial considerada.
Este nimero mide la sensibilidad de la solucién u del sistema lineal Au = b con respecto
a las variaciones de A y b.

En el siguiente ejemplo [2] podemos ver como la factorizacién LU empeora el condi-
cionamiento del sistema lineal y como la estrategia de pivote parcial nos permite reducir
ese deterioro del condicionamiento de la matriz del sistema una vez hecha la eliminacién.
Utilizaremos la norma 1 .

14y = mdx {Zl\%‘\}
i—

Ejemplo 1.5. Consideremos el siguiente sistema, Az = b, siendo 0 < € << 1 un nimero

[ )()-()

Al aplicar el método de eliminacién de Gauss al sistema, obtenemos el siguiente sistema

()
1 0

Podemos ver que aunque el sistema original es bien condicionado

2
condi (A) = A1 Al =2 T—.~4 (L.7)

muy pequeno

equivalente

Con

1 1 -1

siendo A~1 =
e—1\ —1 ¢

sin embargo el sistema con matriz de coeficientes U es mal condicionado, siendo su condi-

cionamiento peor cuanto mas cerca esté € de cero:

1
condy(U) = |UIlUT ==+~ =5 (1.8)

A | =
| o=

—_

o
Ju

| =
a

siendo U™t =

Este empeoramiento en el condicionamiento se debe a que usamos un pivote muy pequefio
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en el proceso de eliminacién. Esto puede solucionarse utilizando una estrategia de pivote
propuesta en (1.4)) que llevaria a intercambiar las ecuaciones, asi obtendriamos el sistema
PAx = LUx = Pb siendo

(1) () o)

el condicionamiento de P A serd el mismo que el de A. Tras aplicar la eliminacién tenemos

un sistema con matriz de coeficientes U

G (- ()

Ahora este nuevo sistema estd bien condicionado, siendo su condicionamiento

3 N 2
condy (U) = [|[U|L|U 1= (2 —¢) - T F 4 (1.10)

1 —
~ 1-— -1
donde U1 :ﬁ ¢
0 1

Observacion 1.6. Las matrices L en la estrategia de pivote, ya que los coeficientes extra-
diagonales de la matriz L son menores que uno, cumplen que cond; (L) < n?, siendo n el
orden de L.

Para la representacién matricial de este método introducimos las matrices permutacion,
asociadas a una permutacién de n elementos ¢ € S, 0 = (¢(1),...,0(n)). Dada 0 € S,

definimos la matriz permutacion asociada

ea(l)
=)

eo(n)

donde e’ denota el i-ésimo vector de la base canénica de R™, o equivalentemente, (Py)ij =
do(i)j- Dada A € M;,x,, denotamos por F* (respectivamente, CF) la k-ésima fila (respec-

tivamente, columna) de A.
Proposicion 1.7. Se verifica:
1. |det(Py)| =1,
2. Pyl =PI

8. Pov = (Vy(1) Up(2) ** Vo(n))'s para todo v € R",
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4. PyA = (F”(l) | Fo®2) | F”("))t para toda A € Myxn,
5. APT = (C°W | €7@ |... | €M) para toda A € My yr.
Demostracion. 1. Basta con desarrollar el determinante por filas.

2. Para i,j = 1,...,n se tiene (PoPé)ij = ZZ:1(Po)ik(P§)kj = > 1 (Pe)ik(Py)jk =
> k=1 90() k0o (j)k = Oa(i)o(s) = Jij-

3. Parai=1,...,n se tiene (P,v); = ZZ:I (Py)ikvr = ZZ:I 5g(i)kvk = Vg (i)
4. Andloga a 3 considerando la matriz particionada por filas.

5. Como AP! = (P,AT)T, se deduce de 4 teniendo en cuenta que las filas de la matriz
AT son las columnas de la matriz A.
O

Si realizamos una eliminacion de Gauss sobre la matriz A con estrategia de pivote
parcial en la que para la etapa k-ésima se ha utilizado la fila o(k)-ésima se puede construir
la factorizaciéon LU de la matriz P, A, esto siempre es posible para una matriz invertible.
La resolucién de un sistema lineal se reduce después de haber hecho una permutaciéon en

el segundo miembro a la resolucién de dos sistemas triangulares con matrices L y U

Lv = P,b,

szb(z)Pan:Pob@LUx:Pgb@{
Uxr =w.

Teorema 1.8. Dada A € M, invertible existe una permutaciéon o € S, tal que P, A =

LU con U triangular superior L triangular inferior, l;; =1 y |lix] <1 sii > k.

Demostracion. Si A es invertible entonces en la primera columna hay al menos un coeficien-
te no nulo. El de médulo méximo estara en la posicion a,(1); y tras aplicar la permutacion
serd el coeficiente de la posicién (1,1) de la matriz. Entonces realizando la primera etapa
de eliminacién de Gauss L1 PLA©® = A y asi A tiene ceros en la primera columna por
debajo de la diagonal. En la etapa k se elige entre las filas o(k),-- - ,o(n) la del coeficiente
de médulo maximo, que es no nulo porque de lo contrario la matriz seria singular, y se

realiza la eliminacién de Gauss sobre la matriz permutada Ly P AR=1) = A()

siendo Py
la matriz permutacién que lleva el pivote de la etapa k a la posicién (k, k) y Ly, 1a matriz
que realiza la reduccion, entonces la eliminacién sobre A = A se puede escribir después

de n — 1 etapas como

Ly1Py 1Ly 9Py - LoPy Ly PLA® = Aln=1),
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En general, las matrices L,;lP,f; 41 Do son triangulares inferiores con la diagonal de
unos. Esto se puede resolver introduciendo permutaciones que afectan tanto a filas como

a columnas de la siguiente manera:

Ln—Z in—S Ly—a
Ln—1 PoiLn 9P}y Po 1Py gLy 3Ph 5Pl Py 1Py 2Py 3Ly aPh 3Ph 5Pl
N———
I 1
L
Po1PooPy 3Py _abn_5- Py1Py_g- PyL1P} - PL_yP! | Py 1Py g  PLPLA® = ATD,
I

(1.11)

Ahora el producto Pn,llzn,gPﬁ,l = Lp_o es triangular inferior, con diagonal de unos
y coeficientes extradiagonales no nulos a lo sumo en la columna n — 2; andlogamente,
Pn_an_glA}n_ngLfQPﬁfl = En_g tendra sus coeficientes extradiagonales no nulos en la co-
lumna n — 3. Procediendo sucesivamente se llegaria a P, 1P, _o... Py[ P} ... Pt ,P! | =
L1, matriz que tiene sus coeficientes extradiagonales no nulos en la primera columna. De-

notando por L, = [Z;El y L = ]?,;1, k=1,...n—2, resulta

PA=P, \Pyo...P,PLAY = LLy-- Ly oL, A"V = LU,

L triangular inferior con diagonal de unos, U triangular superior y P matriz permutacion.

O]

Observacion 1.9. El resultado de una eliminacién de Gauss con estrategia de pivote parcial
es una matriz triangular superior salvo permutacién de filas, siendo U la matriz de la facto-
rizacién de P, A(®). Los coeficientes de la matriz L, triangular inferior con diagonal de unos,
son los factores de las operaciones de fila de la eliminaciéon cambiados de signo, de manera
que en la columna k-ésima se sittian los de la etapa k siguiendo las filas la permutacién o,

esto es:
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1 0 0 0
Io1 1 0 0 0 (2
lkfll ce lkflkfg 1 0 0 0 — O’(k‘ — 1)
L= lkl . lkk—2 lkk—l 0 0 < U(k})
lk+11 C - lk-l—lk—l lk—f—lk 1 0 — O’(k + 1)
lk+21 R . lk+2k71 lkJer- 1 0 — (f(k‘ + 2)
ln1 oo cee lnk—1 lnk lnk’-i—l 1 < O'(TL)
T T
Ftapa 1 Ftapa k
(k—

lik = ag(i)llg)/a((fé;)llg, i=k+ 1, Lo, n.

Observacion 1.10. El nimero de operaciones aritméticas es el mismo que para la factori-

zacion sin estrategia de pivote, sin embargo nos obliga a hacer O(%-) comparaciones.

Observacion 1.11. La factorizaciéon puede almacenarse en una matriz donde estarian L y

U y en un vector para la permutacion o.

1.3. Estrategia de pivote total

Aunque ya vimos que la estrategia de pivote parcial soluciona el problema del bloqueo
del método en el caso de pivote nulo, asi como también disminuye el mal condicionamiento
del sistema reducido obtenido de Gauss sin pivote, puede no corregirlo convenientemente
en algunos casos. Para esto introduciremos la estrategia de pivote total, que consiste en
realizar la eliminacién de la etapa k, eligiendo el pivote de médulo méaximo posible en la
matriz. Se calcula una permutacién de filas ¢ y una permutacion de columnas 7, para

realizar la etapa k en la columna 7(k) tomando la fila o(k) de tal manera que

— méx |a®7Y ’
_i,j:k,...,n a(@)T(@)|"

(k=1)
“o(kw(m’

Lo que equivale a elegir como fila base de la eliminacién aquella que tenga en la columna
7(k) el coeficiente de mayor médulo y se utilizard para reducir a 0 los coeficientes de esa
columna en las filas o(k+1),--- ,0(n). El siguiente ejemplo que se puede encontrar en [§]

muestra que es necesario mejorar la estrategia de pivote parcial.
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Ejemplo 1.12. Consideremos la siguiente matriz

0

-1
-1
-1

—1
—1

_ o O O

-1

—_ = = e

11

(1.12)

Aplicando la estrategia de pivote parcial PA = LU obtenemos que P es la matriz identidad

v que L y U son

-1
—1
—1

-1
-1

por lo que cond; (U) = ||U|j1||JU1||; = 31, siendo

1
Ut=—
16

0 0
0 0
0 O
1 0
-1 1
16 0 0
0 16 O
0 0 16
0 0 O
0 0 O

0
0
0

16

0

o O O o =
o O O = O

S O = O O

oSO = O O O

O = N =

(1.13)

Aplicando la estrategia de pivote total P, AP! = LU obtenemos que P, = I, Pl es la

matriz asociada a la permutacién 7 = (1,5,2,3,4) y que L y U son

— = = = O

_ == O O

== O O O

_ o O O O

h

por lo que condy(U) = ||U||1|U" |1 = 3, siendo

—16

0
0
0
0

-8

—4

o O o o =

o O O NN

2
-2
4
8
0

(1.14)
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Noétese que tomando matrices de la misma estructura que A de orden n, tenemos
que condy(L) = condi(L) = n?, pero mientras que en la estrategia de pivote parcial

condy(U) = 2™ — 1, en la de pivote total cond; (U) = 3 para cualquier n.

Teorema 1.13. Dada A € M, «, invertible existen permutaciones o,7 € S, tales que

P,APT = LU con U triangular superior, L triangular inferior, l; = 1 y |l < 1 sii > k.

Demostracion. Si A es invertible entonces en A hay al menos un coeficiente no nulo. El
de médulo maximo estara en la posicién aq(1)-(1) ¥ tras aplicar las permutaciones Ply
P! estara en la posicién (1,1) de la matriz permutada. Sea L1 la matriz que realiza la
primera etapa de eliminacién de Gauss L; PIAO) pPIT — AM A tiene ceros en la primera
columna por debajo de la diagonal. En la etapa k se clige en la submatriz A®~1) entre
las filas o(k) - - - o(n) y las columnas 7(k) - - - 7(n) el coeficiente de médulo méximo, que es
no nulo porque de lo contrario la matriz seria singular, y se realiza la eliminacién sobre la
matriz AR=D | L, PEAKR=D AT — A() donde P¥ y P*T son las matrices permutacion que
llevan el pivote de la etapa k a la posicion (k, k) y L la matriz que realiza la eliminacion.

Entonces la eliminacién de Gauss con pivote total sobre A = A©) se escribe como

Iy 1 PP Ly g LoP2L PIAO PIT .. pr=iT — g(n=]),
Como ya vimos en ([1.11)) introduciendo las matrices P57 esta expresion se puede reescribir

como

Ln1Lp_g-- Lol PP~ 1. pLA@ pIT . pn=IT _ g(n—1)
o equivalentemente
prl... p;A(O)p;T Y S ) PRREE [:;igi,;llz‘l("_l).

Definiendo Ly = IZ,;I siendo las matrices Ly, triangulares inferiores con unos en la diagonal
y coeficientes extradiagonales nulos salvo eventualmente en la columna k y aplicando la
proposicién [I.1] llegamos a

P,APT = LU.

Con L triangular inferior con unos en la diagonal y U triangular superior. O
Dado que P,APT = LU y que P~' = P! entonces P,A = LUP; por lo que la

resolucién de un sistema lineal Ax = b seria equivalente a la resolucién de dos sistemas

triangulares y una permutacién en el segundo miembro

Lv=PFP,b
Ar =b<+= P, Az = P,b<= LUP,x = P,b<—= { Uw=v (1.15)

Prx =w.
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Observacion 1.14. La tltima ecuacion no obliga a resolver un sistema, ya que z,(; = w;,

1=1,...,n.

Observacion 1.15. En esta memoria no se hace un calculo exhaustivo del niimero de ope-
raciones aritméticas necesarias para los métodos de factorizacién estudiados porque son
las mismas que las de los métodos sin estrategias de pivote. Solamente se indica una esti-
macién del coste de la busqueda de pivote. Ya se ha visto que para el método de pivote

parcial el coste es de (’)(”;) mientras que para pivote total es (9(”3—3) .

Observacion 1.16. El coste de almacenamiento es una matriz para la factorizaciéon y dos

vectores, uno para cada permutacién.

Observacion 1.17. Sila matriz A € M,,x, es de rango [ < n este procedimiento se bloquea

en la etapa [ + 1 por tanto se puede usar este método para determinar el rango de una

matriz.

As(1)7(1) Ao(1)7(2) -+ Qo)) | Co()r(+1) Go()r(1+2) -+ Qo(1)r(n)
0 e a2l | Ag2)r(i+1) Go(2)r(+2) -+ Go(2)r(n)
A0 0 ao)yrt) | Go(i)r(+1) Ao)r(i+2) -+ Go(l)r(n)

0 0 0 e 0

0 0 .. 0

0 0 0 0 0

(1.16)

Observacion 1.18. Puede usarse este método para discutir un sistema, ya que como vimos

en (|1.15)) después de resolver el sistema triangular inferior llegamos a

UP,x =L 'Pb=v

por lo que examinando las n—[ ultimas componentes de v obtenemos que si ||(vyy1, -+, vn)|| #
0 el sistema es incompatible, mientras que si (||vj41,- -+, v,)|| = 0 es compatible indeter-
minado.

Observacion 1.19. Los métodos de factorizacién descritos en este capitulo son los més
eficientes para calcular el determinante de una matriz general. Si A = LU entonces
det(A) = det(U) y si P,APT = LU entonces det(A) = det(U)det(P,)det(P;) ya que

det(L) = 1, el determinante de P, es -1 elevado al ntimero de cambios de filas.
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Observacion 1.20. Si se dispone de un método de factorizacién el cdlculo de la inversa se

realiza resolviendo n sistemas lineales para la base canénica de R™ (respectivamente C"

para aritmética compleja).

1.3.1. Coddigo Fortran 90

subroutine lupt (a,ip,iq,deter)

T sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ko k ok ok ok ok ok ok ok ok ok kR ok ok ok ok ok ok k kK

Ifactorizacion LU de la matriz "a" con la estrategia de pivote total

!*******************************************************************
'ENTRADA:

I a matriz

ISALIDA :

I a (sup) matriz U

' a (inf) matriz L sin diagonal de unos

' ip permutaciones de filas

I iq permutaciones de columnas

! deter determinante

D stttk ok ok oK R SRR R SRR R SRR R R R R R R R R R R R R R R ok R ok o R o o o o ok o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
use mod clreal

implicit none

real (kind=clreal),intent (out):: deter

integer ,intent (out),dimension (:)::ip,iq

real (kind=clreal),intent (inout),dimension (: ,:)::a

real (kind=clreal ):: piv

integer ::cont,i,j,k,n,ipiv ,jpiv ,ipk,jpk,ipi,jpi

n=size(a,l)

linicializacion del determinante

deter=1.

linicializacion de la permutacion de filas y columnas

do i=1,n

ip(i)=i
iq(i)=i
end do

linicializacion do contador de cambios de filas y columnas
cont=0
letapa k—esima da eliminacion
do k=1,n—-1
!'busqueda del pivote
piv=a(ip (k) ,iq(k))
ipiv=k
jpiv=k
do i=k,n
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39 do j=k,n

40 if (abs(piv)<abs(a(ip(i),iq(j))))then
piv=a(ip (i),ia(j))

42 ipiv=i

43 jpiv=j

44 end if

45 end do

46 end do

47 lcomprobacion de que el k—esimo pivote no es nulo
48 if (abs(piv)<l.e—12) then

49 print*, ’pivote nulo en la etapa: ',k

50 printx,’la matriz es de rango ’ k-1

51 stop

52 end if

53 lactualizacion de las permutaciones de filas

54 if (ipiv/=k) then

55 ipk=ip (ipiv)
56 ip (ipiv)=ip (k)
57 ip (k)=ipk

58 cont=cont+1

59 else

60 ipk=ip (k)

61 end if

62 lactualizacion de las permutaciones de columnas

63 if (jpiv/=k) then

64 jpk=iq (jpiv)
65 iq(jpiv)=iq(k)
66 iq (k)=jpk

67 cont=cont+1

68 else

69 jpk=iq (k)

70 end if

71 lactualizacion del determinante
72 deter=deter*piv

73 leliminacion

74 do i=k+1,n

75 ipi=ip (i)

76 ! coeficiente de L

- a(ipi,jpk)=a(ipi,jpk)/piv

78 do j=k+1,n

79 jpi=ia(j)

80 a(ipi,jpi)=a(ipi,jpi)—a(ipi,jpk)=a(ipk,jpi)
81 end do

82 end do

33 end do

15
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'comprobacion de que el ultimo pivote

piv=a(ip(n),iq(n))

if (abs(piv)<l.e—12) then
print*, ’pivote nulo en la etapa: ’,n
printx,’la matriz es de rango! ’'n—1
stop

end if

lactualizacion del determinante
deter=deterspivs(—1)**cont

end subroutine

no

€S

nulo



Capitulo 2

Factorizaciones para matrices

hermitianas

En este capitulo veremos los métodos de factorizacién especialmente adaptados al caso
de matrices hermitianas. Se empezara obteniendo la factorizacion de Crout para el caso de
una matriz hermitiana invertible con factorizacion LU, para concluir con la factorizacion
de Cholesky de una matriz definida positiva que es el método de preferencia para resolver

este tipo de sistemas.

2.1. Factorizacion de Crout

En esta seccion empezaremos construyendo la factorizacién de Crout para una matriz

hermitiana invertible con factorizacién LU.

Definiciéon 2.1. Una matriz A se dice hermitiana si A = A* siendo A* la transpuesta

conjugada de A.

Definicién 2.2. Una matriz A se dice definida positiva si 7 Az > 0 para todo = €
cr - {0}.

Para el caso de matrices reales tenemos las siguientes definiciones.
Definicién 2.3. Una matriz A se dice simétrica si A = AT

Definicién 2.4. Una matriz A se dice definida positiva si 27 Az > 0 para todo z €
R™ — {O}.

Recordamos a continuacién un resultado de [2] que nos resultara util en esta seccién.

Proposicion 2.5. Sea A = A* € My« definida positiva. Entonces

17
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1. Si M € M, xn con m <n tiene rango m entonces MAM* es definida positiva.
2. Todos los menores principales de A son definidos positivos.

Demostracion. 1. Sea z un vector no nulo de C™. El hecho de que M tenga rango
m implica que y := M*z # O, ya que de lo contrario las columnas de M serian
linealmente dependientes, y de esa manera M tendria rango menor que m. Por ser

A definida positiva tenemos
y Ay = 2*MAM*z > 0
con lo que M AM* es definida positiva.

2. Sea J = {j1, - ,jm} un subconjunto arbitrario de {1,--- ,n} y B la submatriz
correspondiente a extraer las filas {ji - - j,} y las columnas {j; - - - j,} de la matriz

A. Definimos la matriz R € M« como

L 7=k

rip =
J
0, otro caso

Vemos entonces que B = RTAR y por lo visto en el apartado anterior tomando

M = RT vemos que B es definida positiva.
O

Sea A una matriz hermitiana invertible con factorizacion LU. Entonces U es invertible.

Ademéas
A=LU=A"=(LU)*=U"L"
lo que implica que

UL =L 'LuL>*=L"'U*L* L =L"'U*=D

lo que muestra que D es triangular superior y triangular inferior por lo que solo puede ser
diagonal. Ademas U = DL* y por tanto A = LDL*.

A esta factorizacion se la conoce como factorizaciéon de Crout. A continuacién enuncia-
mos y probamos una propiedad relativa a matrices definidas positivas que serd de interés

en la siguiente seccién.
Proposiciéon 2.6. Si A es definida positiva entonces D es definida positiva.

Demostracion. Como A = LDL* y L es invertible podemos escribir esa igualdad como
D = L7'AL~* y por lo visto en la proposiciéon 2.5 tomando M = L' resulta que D es
definida positiva. O
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2.2. Factorizacion de Cholesky

La factorizacién de Cholesky es el método mas eficiente para resolver sistemas cuya
matriz de coeficientes es definida positiva y hermitiana. El siguiente resultado establece
condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la factorizacién de Cholesky de
una matriz hermitiana. El proceso de demostraciéon es una generalizacién del seguido por

[2] para el caso de matrices reales.

Teorema 2.7. 1. Si A es una matriz hermitiana y definida positiva, eriste una ma-
triz triangular inferior B tal que A = BB*. Ademds si b;; >0 i =1,...,n la

factorizacion es unica.

2. 81 A es una matriz simétrica y definida positiva, existe una matriz real triangular

inferior B tal que A = BBT. Ademds si b >0 Vi =1,...,n la factorizacion es
iUnica.
Demostracion. 1. Como A es hermitiana y A; # 0 para i = 1,...,n por ser defini-

da positiva es invertible y tiene factorizacién LU. Entonces tiene factorizacién de
Crout con matriz D hermitiana y definida positiva por la proposicion Ademads
reescribiendo D = D2 D3 llegamos a A = LDL* = LDzD2L* = (LDz)(LDz2)* y
tomando B = LD3 se tiene la existencia de la factorizacion.

Unicidad. L es tunica pues la factorizacion LU es unica y eligiendo signo positivo

, 1 . . 1 .
para las raices cuadradas en Dz también es tnica (b; = (D2);) parai=1,...,n.

2. La factorizacién LU de una matriz con coeficientes reales tiene coeficientes reales.
O

Por analogia a la interpretacion matricial de la eliminaciéon de Gauss se pueden orga-

nizar los cdlculos de la factorizacién de Cholesky de la siguiente manera, (véase [5])

Lema 2.8. Sea A € M,,x, matriz hermitiana y definida positiva, entonces

1 0O --- 0 an‘@zl cee ap 1‘_% _%
a
fapr—| "o 21 0 _
: I, : S : In_1
_27?11 Gnl 0
(2.1)
all 0 0
0
ail
0
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siendo wy = (_a21’ e ,—am). Ademds S — it es definida positiva.
a1l ail ail

Demostracion. La matriz B esta bien definida en cualquier caso puesto que aq1 es positivo.
La igualdad (2.1)) se comprueba realizando el célculo. Si A es definida positiva entonces

por el apartado 1 de la proposicion LAL* es definida positiva, y por el apartado 2 se
wiwy
O
aii

también es definida positiva.

tiene que S —

Se enuncia la adaptacion normalizada del lema anterior que permitird construir la

factorizacién de Cholesky.

Lema 2.9. Sea A € My« matriz hermitiana y definida positiva, entonces

|0 0 a1 | axn ln1 o | — el
Bt - | VA o 0
E I, 1 S I, 1
— A an1 0
(2.2)
110 0
0
B S —wwi

0

stendo wy = ( \;%, R \j%) . Ademds S — wiwy también es definida positiva.

Demostracion. La igualdad se comprueba realizando el calculo y el cardcter definido po-

sitivo se deriva de la proposicién O

Con las matrices B del lema anterior el calculo de la k—ésima etapa de la factorizacion

de Cholesky se esribiria

In 1| O Iii| 0 0 0 Iioi| 0 0 0
0 ;kk 0 al(ckk_l) al(ckkz-ll) a’(;;—n 0 ;kk (_1;371: %
0 | Bl 0 | o'k | akann o] 0o [ o

: I : : : I,
0 | Sae e a ¥ 0| o
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I._110 0 e 0
0 1 0 e 0
% 2
= 0 |0 a§c£1k+1 T al(C—gln )
0 |0 ag;c)Jrl )

y la dltima etapa seria

(In—l 0 )(In—l 0 )(In—l 0 ):A(n):],
0 ‘\/;ﬂ 0 ‘akk 0 ‘\/‘iﬂ

El método de Cholesky para resolver un sistema lineal Au = b que posea una ma-

triz A hermitiana y definida positiva, consiste en calcular la factorizacion A = BB* y a

continuacién, resolver los dos sistemas lineales de matrices triangulares

Bv =10,

B*x = .

Ar =b<+= BBz =b +—

La factorizacion de Cholesky es computacionalmente mas eficiente que la factorizacién
A = LU, pues su coste es O(%S) operaciones aritméticas, pero nos obliga a calcular n raices
cuadradas, siendo n el orden de la matriz (como puede verse en [I]). La matriz B llamada
factor de Cholesky de A puede almacenarse en O(%Q) zonas de memoria correspondientes
a la parte triangular inferior. Finalmente notemos que el calculo del determinante de la

matriz A es inmediato a partir de su factorizacién A = BB™* ya que

det(A) = det(BB*) = b2 b3y - - - b2,,.

2.3. Factorizaciéon de Cholesky con estrategia de pivote

Al igual que vimos en la factorizacién LU el uso de estrategias con pivote permite
reducir los errores de redondeo debidos a la aritmética finita. Aunque en este caso las

consecuencias de no usar pivote no son tan dramaticas ya que
IAll2 = p(A) = p(BB*) = || B3

y por consiguiente; conds(A) = conds(B)?, pues una matriz hermitiana es normal (A*A =
AA*) y su norma dos es su radio espectral. Por ello la factorizacién de Cholesky no
deteriora el condicionamiento del sistema a diferencia de la LU. Pero aun asi en problemas
mal condicionados resulta interesante realizar una estrategia de pivote. En [2] se realiza

un analisis detallado de la estabilidad del método.
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En este caso limitaremos la biisqueda del pivote a los coeficientes diagonales para no
alterar el caracter simétrico o hermitiano de la matriz. Se factoriza entonces la matriz
PAPT = BB*.

En primer lugar veremos que se puede demostrar un resultado analogo a la proposicién
1.1| para matrices B de la ecuacién lo cual nos permitira, a partir del proceso de

eliminacién hecho en la anterior seccion, dar una interpretacion matricial.

Proposicion 2.10. Sea

I 0
By, = bt1k
0 In—k
bnk
Se verifica:
1 sii=7j#k
1 ik
- —  sii=j=
1 (ByYij =19 bk J ;
Yoosii £
bk

2. 511 <k<j<n, entonces

o Sir=s=k

Bj; sir=s=j]

(BkBj>rs - (0797 st r 75 s=k
Brj sir#Fs=]
0 en otro caso,

denotando con a los coeficientes de By, y con 3 los de B;.

Demostracion.  a) Multiplicando por bloques

Iiy| O 0 Iiq 0
0 | bk 0 0 By
ByB; ' = br+1k —b'“bk%”“ =
0 I,k 0 : I, &
buk — Juk
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I 1 0
0 Lk
bnk _ buk
brk ik
b) Multiplicando por bloques
I 0 Ii_1 |0
0 Ok 0 0| 0O 0
Qp+1k
0 Ii g1 0| O 0 0| Lj_p— 0 0
51k =
0 | ajk 0 [1] 0 0 [0 O Bjj 0
gk Bit1;
0 : 0 |0 0 |0 O D Iy
Ok Bnj
Iy 0
0 QL
Ok+1k
0 : Ii 1| O 0
51k
0 Qg 0 Bjj 0
Q54 1k Bj+1j
0 0 : I
faTRy Brj

Los casos para k = 1, j = k+ 1 y n = j supondrian eliminar la fila y columna

correspondientes. O

Ahora ya estamos en condiciones de dar la interpretacién matricial de la factorizacién
de Cholesky con pivote. Partimos de la matriz A = A©) y en la etapa k-ésima buscamos

en la diagonal el pivote de médulo maximo y lo llevamos a la posicién (k, k):

o] = 18 o]
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k=1 por Py y P,:;F siendo éstas matrices de permutacién. A

Para ello multiplicamos A
continuacién se realiza la eliminacién multiplicando por By, por la izquierda y por E;{ por

la derecha para preservar la simetria. Realizadas n etapas llegamos a

R R*

BuBn1Py1Bny- - BoPyB1PLAY PLBIPI B3 PT - By ,PL By By =1 (2.3)

Aunque las matrices B, 1 son triangulares inferiores, en general las matrices B *P,;[ 41
no lo son, esto se puede resolver incluyendo permutaciones P; y PjT de manera similar a

lo visto en (|1.11]).Los productos anteriores se pueden expresar como

Bn72 BQ B1
_ A A A T A T T A pT T
R=B,B, 1P, 1By 9P, -+ Py 1---P3BoP; ---P, | P, 1 P3PB\Py ---P, 1P, 1 PP
I I
By B B,

R*= P[P} Py Poy PyBIPyP{ Py Pooy- o BsBiP{ - Pl Poa By oPy L By B

1 I

Entonces tomando B,, := Bn, Bp_q = En_l y By_o = Pn_lén_anT_l y asi sucesi-
vamente hasta Bl =P, PQBlPQT e Pgll podemos expresar el producto 1} de la

siguiente manera:

Banfl"'Blpnfl'-'P1A(O)Pf"'Pg_1BT"'32_11‘:3;;:I~

pn_l...PlA(O)pf...Pg_l:B1—1B2—1...Bn—1§n—*...B;*Bl—*_

Ahora las B,;l si son triangulares inferiores con diagonal de unos salvo eventualmente
en la columna k por tanto estamos en la condiciones de la proposicion Definiendo
P=PF, 1 --PyB:= Bf1~~-3g1 llegamos a

PAPT = BB*.

siendo B una matriz triangular inferior que tiene en la columna k los coeficientes corres-
pondientes a la matriz empleada en la etapa k. Este proceso de calculo que acabamos de

desarrollar demuestra el siguiente teorema:
Teorema 2.11. Sea A una matriz hermitiana definida positiva. Fxisten matrices P per-
mutacion y B triangular inferior, by > 0 para i = 1,...,n tales que PAPT = BB*.

Ademds b;; > bjy141 para todoi=1,...,n—1.
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Dado que PAPT = BB* y que P~! = P” entonces PA = BB*P por lo que la solucién

del sistema lineal se calcularia resolviendo los siguientes sistemas:

Bv = Pb
Ax =b<= PAx = Pb <= BB*Pxr = Pb<= { B*w=wv
Px = w.

Observacion 2.12. Puesto que el pivote sélo se toma en las posiciones diagonales el coste

de la busqueda del pivote es (’)(%2) para las n etapas.

Observacion 2.13. Para realizar el cdlculo del determinante basta considerar que

det(A) = det(PAPT) = det(P)* det(A) = det(BB*) = b2 1 ,(1 - - b

a(n)o(n):
2.3.1. Cébdigo Fortran 90

1 subroutine choleskypiv (a,ip,det)
2 1 stokook sk ok ok ok otk ok ok ok ok ok ok oKk ok ok Kk ok ok Kk sk ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok
n

3 Ifactorizacion de cholesky de "a" con estrategia de pivote

L1 skook ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk kR ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ko ok k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

5 |ENTRADA:

6! a matriz

7 ISALIDA :

s ! a matriz factorizada
o I ip permutacion

10 ! det determinante

LT sk stttk ok ok ok ok ok ok ok ok 3K KKK oK oK o K KKK K R S KK KK K K ok K KKK K R S KK KK R K o K
12 use mod_clreal

13 implicit none

14 real (kind=clreal),intent (inout),dimension (: ,:)::a

15 integer ,intent (out) ,dimension (:)::ip

16 real (kind=clreal),intent (out):: det

17 real (kind=clreal ):: piv

18 integer::i,j,k,mn,ipiv ,jpiv,ipk

20 n=size (a,l)

29

linicializacion del determinante
det=1.
linicializacion de la permutacion
do i=1,n
ip(i)=i
end do
letapa k—esima
do k=1,n-1

!'busqueda de pivote
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30 ipiv=k
31 piv=a(ip(k),ip(k))
32 do m=k+1,n

33 if (abs(piv)<abs(a(ip(m),ip(m))))then
34 ipiv=m

35 piv=a(ip (m),ip (m))

36 end if

37 end do

38 if (ipiv/=k) then
39 ipk=ip (ipiv)

40 ip (ipiv)=ip (k)
41 ip (k)=ipk

42 end if

w3 piv=a(ip(k),ip(k))
44 det=det*piv

45 !diagonal i=j

16 if (piv<l.e—16) then

\7 write (% ,%)"no es definida positiva, piv=",piv,"para etapa=",k
48 printx, ’'diagonal =’,ip (k)

49 stop

50 end if

51 a(ip(k),ip(k))=sqrt(piv)

52 ipk=ip (k)

53 do i=k+1,n

54 ipiv=ip (i)

55 a(ipiv ,ipk)=a(ipiv ,ipk)/a(ipk,ipk)
56 a(ipk,ipiv)=a(ipiv ,ipk)

57 do j=k+1,i

58 jpiv=ip(j)

59 a(ipiv,jpiv)=a(ipiv,jpiv)—a(ipiv ,ipk)xa(ipk,jpiv)
60 a(jpiv,ipiv)=a(ipiv,jpiv)

61 end do

62 end do

63 end do

i piv=a(ip(n),ip(n))
65 det=detx*piv

66 !diagonal
67 if (piv<l.e—16) then

68 write (x,%) "no es definida positiva, piv=",piv,"para etapa=",n
69 stop
70 end if

~

1 a(ip(n),ip(n))=sqrt(piv)
> end subroutine

N



Capitulo 3
Factorizacion QR

En este capitulo veremos como usar el método de Householder para calcular la fac-
torizacion QR de una matriz, siendo () una matriz unitaria y R una matriz triangular
superior. Este método reduce un sistema a una matriz triangular utilizando matrices uni-
tarias, lo que tiene especial interés en la resoluciéon de problemas de minimos cuadrados. La
factorizacién QR es el método que se prefiere para resolver sistema sobredeterminados en
el sentido de minimos cuadrados, es por eso que en esta seccién se trabajara con matrices
rectangulares. Gracias a las propiedades de las matrices unitarias, el condicionamiento de
la matriz R es igual al de la matriz original, lo cual nos conduce a métodos numéricos mas
estables. Aun asi, para problemas mal condicionados o si se desea calcular el rango hay

que utilizar una estrategia de pivoto por columnas.

3.1. Factorizaciéon QR

Comenzaremos definiendo lo que es una matriz unitaria (u ortogonal en el caso real)

y recordamos algunas de sus propiedades.
Definicién 3.1. Sea Q € M,,x,, una matriz, diremos que es ortogonal si QQT = QTQ = I.
Definicion 3.2. Sea U € M,,«, una matriz, diremos que es unitaria si UU* = U*U = [I.
Proposicién 3.3. Sea Q) una matriz unitaria(respectivamente ortogonal).

1. det(Q) = £1.

2. 1Qullz = [v]l2-

3. 1Qlls = 1.

4 Al = [QAll2 = |AQ]]2 = QT AQ] 2.

27



28 CAPITULO 3. FACTORIZACION QR

5. cond2(Q) = 1.
6. conda(QA) = conda(A) = condz(AQ).

Demostracion. 1. det Qdet Q = det Qdet Q* = det Qdet Q~' =1 por lo que
det(Q) = £1

2. |Qullf = v*Q*Qu = v*v = ||v|3
3. QI3 = p(Q*Q) = p(I) = 1.

4. ||QA|3 = p(A*Q*QA) = p(A*A) = ||A||3 de manera similar tenemos ||AQ|3 =
p(Q*A*AQ) = p(A*A) = ||A||3 , pues Q*A*AQ y A*A son matrices semejantes y

por lo tanto tienen los mismos autovalores.

5. condy(Q) = [|Q[2|Q |2 = 1.

6. condz(QA) = [|QA[l2[[ A7 Q7 |2 = [|All2]| A2 = conda(A).
O

A continuacién definiremos lo que es una matriz de Householder que utilizaremos para

realizar la factorizacién QR.

Definiciéon 3.4. Sea v un vector no nulo de C", llamamos matriz de Householder a una

matriz de la forma H(v) =1 — i

v*v

Proposicién 3.5. Sea H una matriz de Householder, se verifica que:
1. H es hermitiana (simétrica).

2. H es unitaria (ortogonal).

Demostracion. 1. Se obtiene a partir de la definiciéon pues vv* es hermitiana.
*k * * * *
9. H*H = (I—2”“ ) (I—Q”” ) S L
v*v v*v v*v (v*v)?

O

Observacion 3.6. Dada una matriz de Householder H(v) y un vector w entonces para

calcular su producto no es necesario calcular explicitamente H(v) ya que

*

v(v*w)

Hv)w = Tw —2——
vt

El coste de esta operacién es O(4n) si v es un vector unitario en norma dos.
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En el siguiente resultado se ha tomado la construccién de [7] por ser el que utiliza

aritmética compleja.

Proposicién 3.7. Sea x € C" tal que > ;o |zi| > 0. Existen dos matrices de Householder
tales que las n — 1 ultimas componentes del vector Hx son nulas. Mds precisamente, sea
r1 = |11|€, con a € (—m,7|. Entonces

1. H(z + ||z]2e'el)z = —||z|2e™el.

2. H(x — ||z|2e'%el)x = +||z|2e"e}.

n

Se denota por el el primer vector de la base canénica de C".

1

Demostracion. Como Y7 5|z;| > 0 los vectores z = ||z||2e™e),

son no nulos, por lo que las

correspondientes matrices de Householder estan bien definidas. Realizando el producto:

R e (2 + llzllaee}) (2 + []ac™e}) = =

2 , ) .
== 2 (Il + llzllz o]} (o + llolloe®er) = 2 = (2 + lallze®e) = —lz]2¢"e;

siendo 8 = ||z + [[z]l2e" ey |13 = 2([|2[3 + |21 ][|=[]2)-

En efecto,
B =z + |lzlzceh]l3 = (z + lzll2c™ey) (2 + [lz]l2c™e}) =
= |l2ll3 + Z1llz]|2¢™ + 2[5 + 1 [l]l2e™ = 2 (HmH% + | HIEHz) R
y de manera analoga se obtendria 2. O

Observacion 3.8. Para reducir los errores de redondeo en el cdlculo se elige la opcion 1 de

la proposiciéon anterior si x1 > 0 y la opcién 2 si 27 < 0.

Observacion 3.9. Si Y 1o |zi| = 0 se puede tomar la identidad como matriz de Householder,

si w1 > 0 entonces Iz = ||z|j2el = z1e} o H(2x1el)x = ||z|2el = —z1€7 si 21 es negativo.

La proposicion anterior va a permitir reducir una matriz a forma triangular superior
multiplicando por matrices de Householder. Sea A~ una matriz que tenga ceros por

debajo de la diagonal en las k—1 primeras columnas, se considera H (ﬁ(k)) la matriz de Hou-

k— k—
(k) — (aék Do kl));

seholder que anula las m — k tltimas componentes del vector Z y Q.

H(©W) = £2V2ep, g1
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1 1 1 1 1 1
agl) ag; agk)q agk) agk)Jrl agn)
. 2 2 2 2
0 - a;k)q agk) agk)Jrl agn)
k-1 k-1 k—1 k-1
(Ik—l 0 ) o ... 0 al(c—lk)—l al(c—lk) al(c—lk)-i-l al(c—ln) _
~(k k—1 k—1 k—1
0 | @) 0 |ap V] ey ol
E—1 E—1 E—1
0 al(c+1k) a§f+1k)+1 a§c+1n)
0 0 ag,flzl) ag,f,;i)l agiﬁl)
1 1 1 1 1 1
a§1) agQ) agk)—l agk) agk)-i-l agn)
. 2 2 2 2
0 - aék)—l aék) aék)ﬂ e agn)
k-1 k—1 k—1 k—1
_ 0 agc—lk)—l agc—lk) al(c—lk)+1 e agg—m)
k k
0 |Iv®Wia| afiy o af)
k k
0 0 al(chlk+1 .- a/(fﬁln
0 ... ... 0 0o | a., ... ah

Se da a continuacién un teorema de existencia de la factorizacién QR que se puede encon-

trar en [3].

Teorema 3.10. Sea una matriz A € My,xn, entonces existe una matriz unitaria @Q €

Minxm Y una matriz triangular superior R € My,xn tales que A = QR.

Demostracion. En la etapa 1 si ||(az21,- - ,am1)|l2 # 0 existe una matriz de Householder
Q1 tal que Q1 A© todos los elementos subdiagonales de la primera columna son nulos. En
caso contrario se toma Q1 = I y se pasa a la etapa 2. De forma general, en la etapa k
si se tiene que si ||(@kt1k, - amk)||2 # 0 existe una matriz @ que reduce a cero todos
los elementos subdiagonales en la columna k de A%~ Por tanto después de n etapas si

m >mn, (o n— 1 etapas si m = n) llegamos a:
Qn- AV =R (respectivamente Q1 - - Q140 = R)

siendo R una matriz triangular superior. Dado que las matrices @1, ..., Q, son unitarias

tenemos que

A = Q1. Q R (respectivamente A® = Q% ... Q* |R).
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Definiendo @) := Q7 --- Q7

» (respectivamente @ := Q7 - - - Q) _,) obtenemos la factorizacion

A = QR, donde Q es unitaria por ser el producto de matrices ortogonales. O

Observacion 3.11. En [I] se demuestra la unicidad de factorizacién para una matriz R

cuadrada e invertible bajo la condicién r;; > 0,¢=1,...,n.

3m —
Observacion 3.12. El coste de la factorizacién es O(2n? mon

(véase [3]).

) operaciones aritméticas

Observacion 3.13. A diferencia de la factorizacién LU, Crout o Cholesky, en la factoriza-
cién QR solo se construyen explicitamente los coeficientes de la matriz R. La matriz @) esta
almacenada a través de los vectores que definen cada una de las matrices de Householder.
En la implementacién que hemos realizado, la matriz R ocupa la parte triangular supe-
rior, las primeras componentes de los vectores de Householder se almacena en un vector
adicional, y las restantes en la matriz de partida por debajo de la diagonal. Es decir, el

espacio necesario para almacenarlo es nm + n.

Observacion 3.14. El calculo del determinante a partir de la factorizacién QR puede ha-

cerse de la siguiente manera
det(A) = det(R) - (—1)"/

siendo ny el nimero de transformaciones de Householder no triviales.

Dado que A = QR la resolucién de un sistema lineal Ax = b se calcula resolviendo los

siguientes sistemas

Qu=>b <= v=Q"

Ar =b<= QRzr =b =
Rx =w

Observacion 3.15. Dado que la matriz @) es unitaria, el primer sistema se resuelve multi-

plicando directamente por Q! = Q*. El coste es de O(2n?) operaciones aritméticas.

Observacion 3.16. Puesto que m > n podria ocurrir que el sistema fuese incompatible, la
factorizacién QR permite resolver el sistema en el sentido de minimos cuadrados, esto es

calcula el Z solucién del problema de minimizacién mingegn || Az — b||2 (veanse [2] y [3]).

3.2. Factorizacion QR con pivote

La factorizacion QR a diferencia de la LU no se bloquea con un coeficiente diago-
nal nulo. Adn en el caso de que (agg ... amr) = O, bastarfa con tomar como matriz de

Householder la identidad. Sin embargo la matriz R obtenida seria singular lo que podria
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plantear problemas en la resolucién del sistema correspondiente. Como se detalla en [3]
esto no impide que el problema de resoluciéon de minimos cuadrados tenga soluciéon. La
manera eficiente de calcularla es utilizar una estrategia de pivote por columnas en donde
se van seleccionando las columnas de médulo maximo. AP = QR con A € M,,zn. Se
elige una permutacién de columnas tal que en cada etapa la norma del vector reducido

sea maxima. En cada etapa k se elige la columna 7(k) tal que

H (“z(ifkl))v T aglf;(?)) Hz = o H (“l(f%l))’ . aﬁf;(?)) H2 '

El resultado de factorizacién se puede enunciar entonces en los siguientes términos.

Teorema 3.17. Sea A € My, xn una matriz de rango l entonces existe una matriz de
permutacion P € Myxpn, una matriz ortogonal Q € M, xm y una matriz triangular
superior R € Muy,xn tales que APT = QR.

Demostracion. Etapa 1: Se elige 7(1) la columna de normas dos maxima, si esta norma es
cero es porque la matriz es cero, y por tanto de rango cero. Sea P! la matriz permutacién
que lleva esa columna a la posicién 1 y @)1 la matriz de Householder que reduce a cero
todos los coeficiente por debajo de la diagonal: Q; A©) Pl = AWM es una matriz que tiene
ceros en la primera columna por debajo de la diagonal. En la etapa k se consideran los
vectores de las columnas correspondientes desde la fila k-ésima hasta la fila m-ésima; se
elige como 7(k), la que tiene norma dos maxima; sea P,;f la permutaciéon de columnas que
la lleva a la posicion k y Qr la matriz que anula los coeficientes por debajo de la diagonal.
Si no fuese posible hallar una columna de norma distinta de cero es porque el rango de la
matriz es k — 1. Cuando se hayan completado [ etapas, siendo [ el rango de la matriz, se
llega a @Q;---Q1AP; --- P, = R. Por tanto como las matrices de Householder son unitarias
y hermitianas por la proposicién entonces (); 1= Qi = Q;

pT Q
T T ———
Aplpl :QlQlR

Donde @ es una matriz unitaria por ser producto de matrices unitarias.
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Observacion 3.18. La matriz R estaria almacenada en

m W m |, (M (1)

alr(l) alT(Q) R alTa) a17(0+1) alT(L+2) T alT(n)
.. @ | @ (2) (2)

0 : Uo7ty | B2r(41) Y2r(r2) -0 Y2r(n)
o | (0) (0)

0 arg) | %usy) %) 0 Y (3.1)

0 0 0 . 0
0 0 0
0 T O 0 0 e 0

los [ vectores de Householder estarian almacenados en las [ primeras columnas por debajo

de la diagonal, porque solo se han hecho [ transformaciones y en un vector adicional.
Observacion 3.19. El cédlculo del determinante de una matriz cuadrada a partir de la
factorizaciéon QR puede hacerse de la siguiente manera

det(A) = det(Q) det(R) det(P) = det(R) - (1)t
siendo ny el nimero de transformaciones de Householder no triviales, y n. el nimero de
permutaciones de columnas.

Observacion 3.20. Siguiendo a [3] no se han recalculado las normas dos de las columnas
en cada etapa, sino que para la etapa k se han utilizado los valores de la etapa k — 1

eliminando la contribucién correspondiente a la fila k — 1:

k—1 k—1 k—1 k—1 k—1
lage ) al DB =l ) ey s A DB = lak—1r( 2
para j = k,...,n. Esto permite reducir el coste de la biisqueda de pivote de O(2mn?) a

. . R 7 z 2
O(2mn) operaciones aritméticas. Ademas en ambos casos habria que hacer O(%-) compa-

raciones.

Dado que A = QRP hallar la solucién del sistema original es equivalente a resolver los

siguientes sistemas

Qu=>b <= v=Q"
Ar=b<= QRPxr=b<+= < Rw=v

Px = w,

donde el primer sistema se resuelve multiplicando por la inversa, y el tercero es una

permutacion, ;) = wj.
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3.2.1. Cébdigo Fortran 90

1 subroutine qr_1ls_piv(a,d,iq)
2 Lok ok o o o o o o o R R R R R R R R R R R R R R R R KRR R KR R R R R R R R R R R K K

3 lfactorizacion qr de A (metodo de Householder)

4 IENTRADA:

5 1 a matriz

6 !SALIDA:

7! a (sup) matriz r

g ! a (inf) matriz de vectores de householder
o I d vector de elementos diagonales de w

10 ! iq permutacion de columnas

11 sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o o o o o o o o o o ok ok o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
12 1«

13 use mod_clreal

14 implicit none

15 real (kind=clreal) ,dimension(:,:) ,intent(inout)::a

16 real (kind=clreal),dimension (:) ,intent(out)::d

17 real (kind=clreal),dimension (:) ,allocatable::sn

15 integer ,intent (out)::iq(:)

©

real (kind=clreal )::s,coef  beta
20 integer::i,j ,k,n,m,jpiv ,ind

21

22 n=size (a,2)

23 me=size (a,l)

24 allocate(sn(n))

25 do i=1,n

26 iq(i)=i
27 sn(i)=dot_product(a(l:m,i),a(l:m,i))
28 end do

20 prints*, ’'normas=’,sn(1l:n)
30 do k=1,min(m,n+1)—1

1 !busqueda de pivote (columna reducida de mayor modulo)

w

32 jpiv=k
33 s=sn(iq(k))
34 do j=k+1,n

35 if(sn(iq(j)).gt.s) then
36 jpiv=j

37 s=sn (iq(j))

38 end if

39 end do

40 !permutacion

41 if(jpiv.ne.k) then
42 ind=iq (jpiv)

43 iq(jpiv)=iq(k)
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iq (k)=ind

end if

s=sn (iq(k))

lconstruccion de la

if(s.1t.1.d—40) then
rite (6,x)

stop

‘rango de la

matriz de Householder

matriz 7 k-1

else if(a(k,iq(k)).gt.0.d0) then

d (k)=—

else

sqrt(s)

d(k)=sqrt(s)

end if

beta = 1.d0/(s—d(k)*a(k,iq(k)))
a(k,iq(k))=a(k,iq(k))—-d(k)

!'multiplicacion de columnas

do j=k+1,n

coef=0.d0

do i=k,m

coef=coef + a(i,iq(k))*a(i,iq(j))
end do
coef=coefxbeta
a(k:m,iq(j))=a(k:m,iq(j))—coef*a(k:m,iq(k))

end do

printx,
l'trasvase de d(k) a a(k,k)

s=d (k)

"norma=",d (k) ,’

d(k)=a(k,iq(k))
a(k,iq(k))=s

lactualizacion de sn

do j=k+1,m

primera componente’ ;a(k,iq(k))

sn(iq(j))=sn(iq(j))—a(k,iq(j))*a(k,iq(j))

end do
printx,
end do
printx,
return

end

"normas=",sn (1l:n)

7lq:

I

;ig (1:n)

35
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Capitulo 4
Aplicaciones

Ademaés de la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales que ya vimos en los capitulos
anteriores, recordamos a continuacién otras aplicaciones de los métodos descritos en esta

memoria.

4.1. CAalculo de determinantes

Los métodos descritos en este trabajo pueden usarse para calcular el determinante de
una matriz A € M., de manera eficiente. El cdlculo de un determinante por la regla de
Cramer es del orden de aproximadamente O((n + 1)!) operaciones aritméticas (vease [1]),
mientras que el célculo del determinante de una matriz triangular se reduce a tan solo
O(n — 1) operaciones. Por tanto si se hace mediante factorizacién el coste del célculo del
determinante se reduce al coste de la factorizacién misma. Las formulas ya se han dado

en cada una de las secciones.

4.2. Calculo del rango

La factorizaciones LU con estrategia de pivote total o QR con estrategia de pivote por
columnas pueden usarse para calcular el rango de una matriz, ya que si es [ < n ambos
procedimientos terminan al completar esa etapa, porque el resto de coeficientes son cero.

Esto nos puede servir para detectar en particular matrices singulares.
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4.3. Calculo de inversas

Dada una matriz A € M,,,, el cdlculo de su inversa consiste en encontrar la matriz

A1 tal que AA~! = I. Esta ecuacién podemos expresarla de la siguiente manera

Al cticl...|c |=| e |e?]...|e" (4.1)

donde C' denota la columna i—ésima de la matriz A~! y e’ el i—ésimo vector de la base
candnica de R™. Por tanto el calculo de la inversa es equivalente a la resolucién de los

sistemas

Por tanto el calculo de la inversa de A tendrd un coste dado por el coste de la factorizacién
de A més el coste de la resolucién de 2n sistemas triangulares (en la factorizacién LU o
Cholesky) y n sistemas triangulares mas n multiplicaciones de vector por una matriz
ortogonal producto de matrices de Householder( en el caso de QR) cada uno con un coste
de O(n?) operaciones. La principal ventaja de los métodos estudiados en esta memoria
es que en el proceso de factorizacion se puede detectar si una matriz es singular. Esto
ocurre con las factorizaciones LU con pivote, y con las factorizaciones QR de matrices
cuadradas. Sin embargo la factorizaciéon de Cholesky puede bloquearse con una matriz
invertible cuando no es definida positiva, esto puede ocurrir tanto con como sin estrategia

de pivote.



Conclusiones y futuro trabajo

Se ha elaborado una biblioteca de programas en Fortran 90 que implementa las estrate-
gias de pivote asociadas a las factorizaciones LU, Cholesky y QR. Estos métodos permiten
resolver de manera eficiente sistemas mal condicionados (tanto en el sentido cldsico como
en el de minimos cuadrados) y minimizar los efectos de acumulacion del error de redondeo.
Los contenidos de esta memoria extienden los métodos vistos en la asignatura de Anélisis
Numérico Matricial del Grado de Matematicas.

Este trabajo podria completarse con los métodos para matrices hermitianas no defi-
nidas derivados de la factorizacién de Crout y con estrategias especiales de busqueda de

pivote para matrices dispersas.
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; real (kind=clreal

Anexo: Cdodigo para la resolucion

de los sistemas factorizados

Factorizacion LU con pivote total

subroutine sistlupfc(a,v,ip,iq)
Iresuelve los sistemas triangulares superior e inferior resultantes
!de la factorizacion LU con pivote total

lentrada

lip permutacion por filas
liq permutacion por columnas
la matriz

v termino independiente

I'salida

v solucion

use mod clreal
implicit none

integer ,intent (in),dimension (:)::ip,iq

5 real (kind=clreal),intent (inout),dimension (:)::v

,intent (in) ,dimension (: ,:)::a

)
» real (kind=clreal ), allocatable ,dimension (:)::w
)

real (kind=clreal )::s

integer::n,i,j

n=size(a,l)
allocate (w(n))
I'superior

w(l) = v(ip(1))

do i=2,n
s=0.
do j=1,i—-1
s=s + a(ip(i),iq(j))*w(j)
end do
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w(i)= v(ip(i))—s
end do
linferior

v(ig(n)) = w(n)/a(ip(n),iq(n))

i do i=n—1,1,—1

s=0.
do j=i+1,n
s=s + a(ip(i),iq(j))*v(iqa(j))
end do
v(iq(i))= (w(i)—s)/a(ip(i),iq(i))
end do

!libera memoria
deallocate (w)

end subroutine sistlupfc

Factorizaciéon de Cholesky con pivote

subroutine sistlltpfc (a,v,iq)
Iresuelve los sistemas triangulares superior e

!'la factorizacion de Cholesky con pivote

lentrada

liq permutacion por filas
la matriz

v termino independiente

I'salida

v solucion

use mod_ clreal

implicit none

integer ,intent (in),dimension (:)::iq

real (kind=clreal ), intent (inout) ,dimension (:)::v

,intent (in) ,dimension (: ,:)::a

)
5 real (kind=clreal),allocatable ,dimension (:)::w
)

real (kind=clreal )::s

integer::n,i,j

n=size(a,l)
allocate (w(n))
I'superior
w(1) = v(ia(1))/a(ia(1),ia (1))
do i=2,n
s=0.
do j=1,i—1

inferior

resultantes

ANEXO

de
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s=s + a(iq(i),iq(j))=w(])
end do
w(i)= (v(iq(i))=—s)/a(iq(i),iq(i))
end do
linferior
v(ig(n)) = w(n)/a(iq(n),iq(n))
do i=n—-1,1,—-1

s=0.
do j=i+1,n
s=s + a(iq(i),iq(j))=v(iqa(j))
end do
v(iq(i))= (w(i)-s)/a(iq(i),iq(i))
end do

!libera memoria
deallocate (w)

end subroutine

Factorizaciéon ()R con pivote

subroutine sistqr_piv(a,d,b,iq)
Iresolucion de los sistemas QRx=b resultantes de la

Ifactorizacion QR

lentrada
la matriz
'd prinera componente de los vectores de Householder

liq permutacion de columnas

'b termino independiente
I'salida
'b solucion

use mod_ sistu_q

use mod_ clreal

implicit none

real (kind=clreal )::a(:,:),d(:),b(:),coef,rnor

; integer ::nmin,m,n,k,i,iq (:)

m=size(a,l)
n=size(a,2)
nmin=min (m,n+1)—1
!'multiplicacion por Q (—1)
do k=1,nmin

coef=d(k)*b(k)

rnor=d (k)xd (k)
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do i=k+1,m
coef=coef + a(i,iq(k))*b(i)
rnor=rnor + a(i,iq(k))xa(i,iq(k))
end do
coef=coef*2/rnor
b(k)=b(k)—coefxd(k)
b(k+1m)=b(k+1:m) — coefxa(k+1:m,iq(k))
end do
I'sistema R

call sistu_q(a,b,iq,d)

5 b=d
; return

7 end

subroutine sistu_q(a,b,iq,z)

!resolucion de un sistema triangular superior

lentrada:
la matriz de coeficientes almacenada parte superior (i<=j)
'b termino independiente

!iq permutacion de columnas
I'salida:

'z solucion

use mod_clreal

implicit none

real (kind=clreal ) ,intent(in)::a(:,:) ,b(:)
integer ,intent (in)::iq (:)

real (kind=clreal ) ,intent (out )::z(:)

integer ::n, i

5 n=size (a,2)

z(iq(1l:n))=b(1l:n)
do i=n,2,—1
z(iq(i))=z(iq(
z(iq(l:i—1))==z
end do

i))/a(i,iq(i))
(iq( a

©z(ia(1))=2(ia (1))/a(1,iq (1))

2 end subroutine sistu_ q

1ri—1))—a(1:i—1,iq(i))*z(iq(i))

ANEXO
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