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Traballo proposto

Area de Conecemento: Astronomia e Astrofisica.

Titulo: O Problema de dous corpos con masa variable.

Breve descricion do contido

O Problema de dous corpos, base da Mecéanica Celeste, é integrable.
De entre as distintas perturbaciéns as que pode ser sometido, esta o
€aso no que as masas varfan, como sucede coas estrelas. Neste Traballo
Fin de Grao esttidase este problema, describindo os casos particulares
integrables asi como aqueles outros nos que, considerando unha perda
lenta de masa, podense tratar como problemas keplerianos perturba-

dos.

Recomendacions

Ter cursado a materia de Fundamentos de Astronomia.

Outras observacions
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Resumo

No presente traballo tratamos un dous problemas mais representativos e relevantes da
Mecéanica Celeste: o Problema de dous corpos con masa variable. O obxectivo do texto
¢ dar unha visién global deste tema asi como particularizalo en diferentes escenarios de
perda de masa. No desenvolvemento do mesmo faise un percorrido por esta lina de investi-
gacion, con implicaciéns tanto matematicas como fisicas, comezando pola formulacién do
mesmo no caso non perturbado, sentando asi os conceptos bésicos e necesarios para o resto
do texto. Continuaremos co que constitiie a cerna deste traballo, a explicacién dos funda-
mentos tedricos da perda de masa e a sta influencia na dindmica dos corpos involucrados,
contemplando diferentes leis e situacions que se dan na fisica estelar. Posteriormente trata-
remos casos particulares integrables e obteremos os resultados numeéricos dos mesmos para
algunhas situaciéns concretas. Finalmente incldense os programas realizados polo autor do

Traballo de Fin de Grao que proporcionan a integracién dos diferentes casos estudados.

Abstract

In this work, we deal with one of the most representative and relevant issues of Celestial
Mechanics which is the Two-body problem with variable mass. The objective of the text
is to present a global vision of this topic as well as to focus on scenarios of mass loss. We
review this line of research along with the mathematical implications as well as those of
physics, beginning with the formulation in the case of no perturbation. In that way, we
establish the basic and necessary concepts involved in the rest of the text. We continue
with what constitutes the nucleus of this contribution including the explanation of the
fundamental theories of mass loss and their influence on the dynamics of the involved
bodies, considering different laws and situations related to phyisics and stellar dynamics.
Finally, we treat particular integrable cases and we obtain the numerical results for concrete
situations. We also include the programs carried out by the author of this TFG that provide

the integration of the different cases.
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Introducién

O estudo do Problema de dous corpos remoéntase a finais do século dezasete, cando Isaac
Newton ideou a stia teoria sobre a gravitacion universal subido aos ombreiros de Johannes
Kepler, que xa estudara a comezos do mesmo século o movemento dos planetas derredor
do Sol. Sentaronse enton as bases nas que astrénomos e cientificos en xeral se apoiaron
para desenvolver este problema e convertelo no piar da Mecénica Celeste. Dous séculos
despois, a comunidade cientifica interesada neste tema comezou a contemplar o caso que
nos atinxe neste traballo: a variacion de masa. Dufour, Oppolzer, Gyldén, Mestschersky,
Hadjidemetriou e outros persoeiros que iremos citando ao longo do texto, foron os pioneiros
no estudo teorico e experimental deste Problema de dous corpos con masa variable. Porque,
en efecto, tratase dunha investigacion que pode abordarse tanto desde o punto de vista
matematico como fisico. No primeiro caso, traballamos na procura de leis de variacién
de masa que dean lugar a casos integrables. No segundo caso, desde o punto de vista
astrofisico, traballamos modelizando escenarios de perda lenta de masa que poidan ser
aplicables a casos reais como pode ser o caso de estrelas dobres.

Entrando en materia, esta cuestién consiste no estudo do movemento de dous corpos
(en principio masas puntuais, pero esta condicion foi estendida por Newton a esferas solidas
homoxéneas) que se atraen de acordo coa Lei de Gravitacion Universal pero que ao mesmo
tempo conforman un sistema con masa variable. Un sistema binario esta formado por duas
estrelas que orbitan arredor do seu centro de masas pola accion da forza gravitacional;
noés estudaremos de que xeito evolucionan estes sistemas cando estan sometidos ao efecto
da perda de masa. No cosmos existen multitude de situaciéns baixo estas caracteristicas
e cuxo comportamento pode ser predito como consecuencia do estudo desta materia. De
feito, un exemplo tan préximo como o sistema Terra-Lia, motivou a stia investigacion e
desenvolvemento a finais do século dezanove cando Dufour relacionou a variaciéon secular
da aceleracion da Lua co aumento da masa da Terra. Abriase asi un camino que chega ata
os nosos dias e que tentaremos percorrer ao longo deste texto. de feito, hai unhas décadas,
o profesor José Angel Docobo interesouse por esta lifia de investigacion, propoiiéndoa como

tema de duas teses de doutoramento (C. Prieto e M. Andrade), ao tempo que publicou
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XIV INTRODUCION

varios artigos con doutorandos e colaboradores.

Este Traballo de Fin de Grao esta estruturado en catro capitulos do seguinte xeito:

Tras esta introducién, no primeiro capitulo estudaremos o clasico Problema de dous
corpos, isto é non contemplaremos de momento a variacién de masa, sendén que a su-
pofieremos constante. Este estudo levarémolo a cabo desde a perspectiva newtoniana do
problema asi como aportando a formulacién hamiltoniana do mesmo. Isto proporcionara-
nos unha base sélida para poder desenvolver o resto do texto. Introducimos tamén aqui os
elementos que definen unha o6rbita.

Serd no segundo capitulo cando tratemos a variacién de masa, facendo un percorrido
histérico desde os primeiros traballos realizados por Gyldén e Mestschersky ata outros
autores do século vinte, incluindo ao propio titor deste TFG. Neste capitulo estudaremos
como os distintos investigadores chegan &s ecuacions do movemento deste problema tanto
en formulacién newtoniana como hamiltoniana. Unha vez exposta a achega de Gyldén,
faremos especial énfase na solucion exacta de Mestschersky e na extension desta deducida
por Docobo, quen ao mesmo tempo aportou novos casos integrables. Obteremos as ecua-
ciéns de Lagrange e comentaremos polo mitdo o traballo de Hadjidemetriou, asi como a
solucién analitica de Prieto-Docobo tomando a lei de perda de masa de Eddington-Jeans.

No terceiro capitulo veremos algiins casos particulares de variaciéon de masa, estudos
que apareceron mais adiante no tempo e son froito da observacién do comportamento
dalgins sistemas que non obedecian exactamente ao explicado ata agora. Recuperaremos
as leis de perda de masa introducidas por Andrade e Docobo que dan lugar ao chamado
efecto periastro, de tal xeito que se admite que a masa non sé é funcion do tempo senéon
tamén da distancia entre os dous corpos. Merece especial comentario aquela lei que produce
aumento secular da excentricidade dado que pode explicar o observado nalglns sistemas
binarios pechados. Asi mesmo, neste capitulo expofiense cuestions tan relevantes como a
perda de masa por execciéns espontaneas e o intercambio de masa entre as componentes de
sistemas binarios con componentes moi proximas. Estes dous ultimos temas xa estudados
por Hadjidemetriou.

Finalmente, no cuarto e derradeiro capitulo veremos os resultados numéricos e as gra-
ficas correspondentes dalgiins casos abordados ao longo da memoria e derivados da pro-
gramacion en Python. Amosaremos como evolucionan os sistemas binarios segundo a lei de
variaci6n de masa que os rexe e segundo as condiciéns iniciais 4s que estan sometidos. Ta-
mén incluiremos no apéndice os programas elaborados polo autor deste texto e que deron

lugar a ditos resultados.



Capitulo 1

O Problema de dous corpos (caso

non perturbado).

Neste primeiro capitulo introduciremos o Problema de dous corpos, base da Mecanica
Celeste clasica. Consideraremos o caso non perturbado do mesmo, dentro dunha formula-
ciéon mais ampla desde o punto de vista da teorfa de perturbaciéns. Estudaremos o move-
mento relativo de dous corpos suxeitos, de momento, soamente 4 stua forza gravitacional e

comprobaremos que, baixo devandita hipdtese, se verifican as leis de Kepler.

Tameén trataremos neste capitulo dous conceptos importantes no estudo do Problema
de dous corpos, estes son a Integral da enerxia e a Lei horaria do movemento kepleriano
eliptico. Remataremos esta primeira parte do texto definindo os denominados elementos

orbitais e dando a formulaciéon hamiltoniana do problema que nos atangue.

Para a confecciéon deste capitulo fixose uso tanto dos apuntamentos de clase de Funda-
mentos de Astronomia (impartida esta parte polo profesor Jos¢ Angel Docobo), como dos
textos [1], [2], [9], [11], [13], [34] e [39]. Comecemos por conecer as orixes histéricas deste

problema para poder entender axeitadamente o seu desenvolvemento.

1. Newton, nado en Inglaterra o dia de Nadal de 1642 segundo o calendario xuliano,
pasou a historia polos seus grandiosos descubrimentos, cuxos alicerces atopanse no traballo

de T. Brahe e J. Kepler, dous cientificos continentais dos que falaremos a continuacion.

Tempo antes, fora Aristoteles quen introduciu a idea de que o movemento circular era
o unico perfecto e natural. Desde ese tempo ata a época de Brahe e Kepler, estaba popu-
larmente asumido que os planetas e demais corpos celestes non fuxian deste movemento
circular ou de combinaciéns do mesmo nun sistema, xeocéntrico. Foi N. Copérnico, no sécu-
lo dezaseis, quen estableceu definitivamente o sistema heliocéntrico, mantendo as érbitas

circulares dos planetas. Mais grazas aos traballos de Brahe, Kepler puido desenvolver o seu



2 CAPITULO 1. O PROBLEMA DE DOUS CORPOS (CASO NON PERTURBADO,).

estudo acerca da o6rbita de Marte e tras varios anos de traballo, concluiu que a 6rbita do

planeta vermello quedaba ben axustada usando unha elipse.

(a) https://astrojem.com (b) https://www.nationalgeographic.com

Figura 1.1: Johannes Kepler e Isaac Newton

Este descubrimento fixo que en 1609, Kepler publicase a stia primeira e segunda lei
sobre o movemento planetario. A terceira lei non se faria publica ata dez anos despois.
Estes tres enunciados marcaron un antes e un despois na historia da ciencia, a modo de

breve recordatorio enunciamos a continuacién as tres leis:
- Primeira lei: A 6rbita de cada planeta é unha elipse, co Sol nun dos focos.
- Segunda lei: A lifia que une un planeta co Sol barre areas iguais en tempos iguais.

- Terceira lei: O cadrado do periodo orbital dun planeta é proporcional ao cubo da

stia distancia media ao Sol.

Estes tres enunciados son de caracter empirico, foi Newton quen definitivamente deu unha
explicacién de caricter formal deste problema. Cando o xenio inglés era s6 un estudante,
concibiu a Lei de Gravitacion Universal asi como moitas outras teorias matematicas, pero
non foi ata anos despois, en 1687, cando publicase a stia obra The Mathematical Principles
of Natural Philosophy, coniecida popularmente como Principia. Esta sitia hoxe a Newton
como unha das mentes maéis brillantes da historia da humanidade. Tamén en dita obra se

inclten os tres postulados da Mecénica Clésica:



1.1. ECUACION DO MOVEMENTO RELATIVO. 3

1°: Todo corpo permanece en estado de repouso ou movemento rectilineo uniforme

de non ser afectado por unha forza externa.

2°: Se se aplica unha determinada forza sobre un corpo, este despréazase de tal xeito

que a variacién da sta cantidade de movemento coincide con dita forza.

3°: Se un corpo exerce unha forza sobre outro, este segundo actia tamén sobre o
primeiro cunha forza que é igual 4 primeira en médulo e direccién, pero de sentido

contrario.

Realizada esta breve introducion histérica, pasemos a estudar os fundamentos teéricos

do Problema de dous corpos.

1.1. Ecuacion do movemento relativo.

Nesta seccién deduciremos a ecuacion que da conta do movemento dun corpo derredor
doutro sobre os cales actia a forza de gravitacion universal. Asumimos que ambos corpos
verifican os tres postulados da Mecanica Clasica, considerando de entrada ambos corpos
como masas puntuais. A Figura 1.2 ilustra as condiciéns baixo as cales formulamos este

problema.
P1 (ml)
7‘,‘

c

o) Py(ma2)

Figura 1.2: Problema de dous corpos.

Sexan ambos corpos P; e P, con masas mi e mo respectivamente. Denotemos por 7
e T 0s vectores posicion de cada corpo nun instante determinado e respecto a un sistema
de referencia inercial. Nestas condicions, definimos o vector posicién do corpo Ps respecto
a P; como
=7y —T1.
Denotemos por C' o centro de masas do sistema e sexa 7 0 seu vector posicién. Obtenamos

a stia expresion en funcién de 71 e 75.



4 CAPITULO 1. O PROBLEMA DE DOUS CORPOS (CASO NON PERTURBADO).

I T2
Py C P

Figura 1.3: Vectores de posicién respecto ao centro de masas.

Definimos por Z7 e o os vectores posicién de P; e P, respecto a C tal como amosa a

Figura 1.3. Temos entén que

il
1
!
|
8

1

(1.1)

1

)
1
!

— To.

Multiplicando as igualdades de 1.1 respectivamente por m; e mg, obtemos

mirTo = miry —mixy,

(1.2)
mgfo = m2772 — mgfz.
Pola definicién de centro de masas do sistema, temos que m1Z; = —msTs. Tendo isto en
conta e sumando as ecuaciéns de 1.2, resulta
Fg(ml + m2) = mq71 + Mmaia,
polo tanto
LMy A+ mai
g = ———
mi1 + mg
Introducindo agora a Lei de Gravitaciéon Universal, temos que
= = mimsz
Fiyg = mory = -G 3
= - mims _, (1.3)
Fy1 =mim™ = +G 3T
T
Se sumamos ambas igualdades, resulta
mir1 + meory = 0.
Integrando agora esta expresion chegamos a
miT + meory = A,
e integrando de novo
miT1 + mety = At + B,
de xeito que
. mir1 + moTs At+ B R
o = = = dat +b. (1.4)

m1 + ma m1 + mg



1.2. COMPROBACION DA SEGUNDA LEI DE KEPLER. )

Nesta expresion, a e b son vectores constantes determinados polas condiciéns iniciais do
problema. A relacion 1.4 garéntenos que o centro de masas do sistema C' moévese con
velocidade uniforme en lifia recta, é dicir, verificase o principio de conservacién do momento
lineal.

Dividindo agora a primeira expresiéon de 1.3 por meo e a segunda por mq, chegamos a

- my
Ty = —G—glr,
T
= m2
" =—-G—
1 3
Polo tanto
5o mp+ma
r=r7y—7 =—-G ! 3 25
T
Sexa p1 = G(my + ma), temos entén que
. 7
P 1.5
) (1.5)

Esta expresion vectorial cofiécese como a ecuacion do movemento relativo. Equivale a tres
ecuacions diferenciais de segunda orde, polo que necesitamos de seis constantes de inte-
gracion para acadar a sta soluciéon completa. A procura e interpretacion destas constantes
constitien a cerna do Problema de dous corpos. O movemento definido por 1.5 denominé-
molo kepleriano xa que, como imos ver, verifica as leis de Kepler, que se deducen da sta

integracién. Pasemos agora a comprobalo.

1.2. Comprobacién da segunda lei de Kepler.

Neste apartado veremos que, en efecto, os corpos sometidos 4 Lei de Gravitaciéon Uni-
versal verifican a segunda lei de Kepler. Esta, formulada ao comezo deste capitulo, equivale

a dicir que a velocidade areolar permanece constante.

Consideremos
Lo TXT =
FXT=—fl—s = 0.
r
Integrando a anterior ecuacién obtemos
X7 =k,

onde k é un vector constante.

A velocidade areolar vén definida por

¢ =

(Fx F) : (1.6)

N | =



6 CAPITULO 1. O PROBLEMA DE DOUS CORPOS (CASO NON PERTURBADO).
polo que resulta

logo a velocidade areolar é, en efecto, constante. Ademais, podemos deducir que 7 e € son
ortogonais pois
L 1, E\
r-c:ir' (rxr) =0,

xa que 7 é ortogonal a 7 X 7. Tsto significa que a orbita que describen os corpos neste
problema, é plana.
1.3. Comprobacién da primeira e terceira lei de Kepler.

Partindo agora das ecuaciéns 1.5 e 1.6 temos

?ch*:—%Fx (Fx?) :—i[(F.?)F_(F.f)
r

f} . (1.7)

]

3

Figura 1.4: Compofientes do vector de posicion.

Abramos agora unha breve paréntese. O vector de posicién dun punto P descomponse,
tal como vemos na Figura 1.4, en duas compoiientes: radial e transversal. Deste xeito

podemos escribir
- U, =cosf-i+senf -y,
c Uy =—senf-i+cosf-j.

Tras realizar as operaciéns pertinentes, obtemos



1.3. COMPROBACION DA PRIMEIRA E TERCEIRA LEI DE KEPLER. 7

cG=b=7= (7= 1)@+ (2] +rf) @

Posto que se derivamos 72 = |72 = r2 obtemos 27 - 7 = 2r7; resulta que - 7 = r - 7,

onde r = || e 7 &€ a componente radial de 7. Tendo isto en conta, a igualdade 1.7 continia

do seguinte xeito

Fxae= Lt [onr-rd = B o] =% () =i 18)

Integrando a expresién obtida en 1.8, obtemos
Lo T
r><2c:,u[+e], (1.9)
r
con € constante. Multiplicando 1.9 por 7 resulta
Lo N reroL
7 (F X 26) = ur [ —|—6} =pu [ +7 6:| = plr+r|élcosg] = ru[l +ecosyp], (1.10)
r r
con ¢ angulo que forman £ e 7. Facendo a mesma operacion, obtemos tamén
7o (F % 20) = 28 (F x ') = 2¢- 28 = 4c2. (1.11)

Polo tanto, de combinar 1.10 e 1.11 resulta

A/w  p

= = 1.12
" l+eccose 1+ecosf’ (1.12)

que constittie a ecuaciéon dunha cénica de parametro p e excentricidade e. En consecuencia,
e ¢ o modulo do vector £, f é o 4ngulo ¢ denominado anomalia verdadeira e p = 4c%/pu.

Podemos caracterizar a conica 1.12 segundo o valor da excentricidade. Se e = 0 temos
unha circunferencia, se 0 < e < 1 unha elipse, se ¢ = 1 unha parabola e se e > 1 unha
hipérbole. Podemos dicir que se verifica a primeira lei de Kepler, pois o movemento relativo
dun dos corpos describe unha cénica tal que nun dos seus focos se sitiia o outro corpo.
Centrémonos a partir de agora no caso eliptico, para o cal sabemos que o parametro p vén
dado por

p= a(l - 62)7

onde a denota o semieixe maior da elipse e e a excentricidade orbital.
Ata o de agora vimos que tanto a primeira como a segunda lei de Kepler se verifican
neste problema. Comprobemos agora o que ocorre coa terceira. Denotamos por P o periodo

orbital, podemos enton definir o movemento medio como

27
= 1.13
n Pv ( )



8 CAPITULO 1. O PROBLEMA DE DOUS CORPOS (CASO NON PERTURBADO,).

que se mide en radians por unidade de tempo.
Se temos en conta que no caso eliptico p = a(1 — €?) e que, sendo b o semieixe menor

da elipse, se verifican as igualdades ¢ = (wab)/P e b?> = a®(1 — €2), temos que

4 An?a®? Anta*(1—e€?)  Ar?a®

p  P2a(l—e?) P2a(l—e2) P2

= (1.14)

Entoén, se denotamos por M a masa do corpo no foco e por m e m’ as masas de dous corpos

que orbitan ao primeiro, temos que

472a? n A4r?(ad')?
G(M +m) = Pz G’(M+m):W,
polo que
M+m a®/P?

M+ m! = (a')3/(P')2 ~ 1.

Queda patente que a formulacién orixinal da terceira lei de Kepler é tan s6 unha aproxi-
maciéon da verdadeira lei que acabamos de ver.

Nestas ultimas dias secciéns comprobamos que, en efecto, o Problema de dous corpos
supén establecer unha equivalencia entre a Lei de Gravitaciéon Universal de Newton e as
leis de Kepler. Chegamos 4 conclusion de que dous corpos que se moven 86 pola forza
gravitacional existente entre eles, cumpren as leis do astréonomo e matematico alemdan,
afnda que a primeira podese estender a unha coénica calquera e a terceira s6 se cumpre
de forma aproximada se M é moito maior que m e m’, tal como sucede por exemplo no

Sistema Solar.

1.4. Integral da enerxia e velocidade orbital.

Nesta secciéon deduciremos a expresion denominada Integral da enerxia, a cal nos sera
de utilidade para obter a velocidade orbital dun corpo que, posteriormente, seri necesaria
para acadar a expresiéon da denominada Ecuacién de Kepler.

Se integramos ambos extremos da seguinte expresion

1d 2 1d (;,)2 12_, - 7 5 7 d 1

—— === 7)) =2 T =—pu— - T=—p—==p— | -

2 dt 2 dt 2 Hs Fa = Fa\y )
obtemos

Lo p
—v°=>=+h 1.1
5Y " + (1.15)

relaciéon denominada Integral da enerxfa. Desta expresion podemos deducir que a velocidade
do corpo en 6rbita s6 depende da distancia entre ambos corpos pois p e h son constantes.

Vexamos agora outra expresiéon da mesma constante da enerxia h. Tendo en conta que a
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velocidade podemos descompoiiela nas stias componentes radial e transversall e que estas
poden escribirse como
. 2ce
- v, =7 = —sen f,

. 2 2
. vt:TfZTC :;C(l—FeCOSf),

temos que

2u  4c*e? 4c? 2
K ce sen2f+i(1+620082f+26cosf)——'u:
p r

r 2 2

4c? 2u  4c? 2
= % [eQSen2f+1+e2cos2f+2facosf] _ R %(1+e2+2ecosf)— —M,
p r p r
usando 1.12, a ecuacién segue

QhZM(l—i—eQ—l—Qecosf)—Mosfﬂuzg(&—l)- (1.16)

p p

Das expresions 1.15 e 1.16 tense que

de onde

que podemos reescribir como

5 [2 e2—1]
vVi=p -+ .
r p

No caso particular da elipse, como p = a(1 — €?), entén

v = [2 - 1} . (1.17)

T a

1.5. Lei horaria do movemento kepleriano eliptico.

Co obxecto de poder integrar totalmente o Problema de dous corpos, compre poder
dispofier dunha relacion entre unha das coordenadas polares relativas (r ou f) coa variable
independente t. Dita relacién é o que se denomina a Lei horaria. Comecemos combinando
1.13 e 1.14. Lembrando que p = n%a® e tendo en conta 1.17, resulta

2 1 2 1
R Y |
T a T a

1Tal como vimos na seccién anterior: ¥ = 7 = i, + rfil;
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A partir de 1.13 e das relaciéns previas e necesarias tanto para 1.14 como para 1.16, temos

que
2¢c  2mab  nab  na®v1 - e2 n2a*(1 — e?)
r Pr r r 72
Como v? = v2 + v, entén
dr\? 2 2 o_nld® 2
<dt> v = o= g e = (e,
polo que

d d
@o_4ne a?e? — (a—1)2 = +ndt = rar

dt r ar/a?e2 — (a — T)Q'

Introduzamos agora o cambio de variable r — E de modo que

r=a(l —ecosE), (1.18)

e polo tanto dr = aesen EdFE. Deste xeito

ndt — a(l — ecos E)aesen EdE _ae sen E(1 — ecos E)dE (1 - ccos B)dE.
ay/a2e? — (a — a(l — ecos F))? aesen B

Realizando a integral?
E t
/ (1 —ecosE)dE = / £ndt, (1.19)
0 T

con T tempo no punto da érbita en que os corpos estan mais preto ou época de paso polo
periastro, obtemos
E—esenE =+n(t—1T). (1.20)

Esta, prescindido do signo menos, é a Lei horaria do movemento kepleriano eliptico e deno-
minase Ecuacion de Kepler. Esta expresion relaciona diias novas variables que definiremos
como anomalia media

2

M =n(t—T)=5(t-T)

e anomalfa excéntrica F.

Unha vez establecida a Lei horaria xa é posible saber a posicion relativa de dous corpos
en cada instante, o que equivale a ter integradas as ecuaciéns do movemento relativo.

A teoria do Problema de dous corpos, deducida para masas puntuais foi logo estendida
por Newton ao caso de esferas solidas homoxéneas|19], sendo validas todas as expresions
obtidas aqui para esa nova situaciéon. Na natureza, ainda que non sexan s6lidos homoxéneos,
as estrelas dobres con comporientes suficientemente separadas pode dicirse que representan
o exemplo mais xenuino do Problema de dous corpos tal como se deriva do estudo das stias

orbitas.

2No establecemento dos limites de integraciéon en 1.19, compre ter en conta que no periastro E = 0

(como se deduce de 1.18), dado que nesa posicién r = a(1 — e).



1.6. ELEMENTOS ORBITAIS. 11

1.6. Elementos orbitais.

A integracion das ecuacions de movemento relativo dadas por 1.5, como xa vimos,
implican a existencia de seis constantes de integracion, sete en caso de que a constante
i non sexa conecida como acontece fora do Sistema Solar. Precisamente, definimos os
elementos orbitais coma o conxunto destas constantes ou ben doutras relacionadas con
elas.

Nas seccions previas dedicadas & integracién do Problema de dous corpos vimos que
ditas constantes eran os vectores ¢, €, asi como a integral da enerxia h e a época de paso
polo periastro T'. Contamos polo tanto con oito pardmetros e con duas relacions entre eles

vistas nas secciéns anteriores:

Polo que deducimos que son seis parametros independentes.
A hora de traballar no estudo do caso do movemento eliptico, os elementos orbitais

méis empregados, introducidos por Campbell, son os seguintes:
T: época de paso polo periastro.
e: excentricidade orbital.
a: semieixe maior da elipse.

i: inclinacién, é dicir, dngulo diedro que forma o plano orbital co plano OXY do

sistema de referencia.

Q: angulo do nodo, ou sexa, dngulo formado polo eixe OX do sistema de referencia

coa posicion do nodo ascendente.

w: argumento do periastro, é dicir, o dngulo percorrido desde a posicién do nodo

ascendente ata o periastro no sentido do movemento e sobre o plano orbital.

Lembremos que na seccién 1.3 vimos que existe unha relacién entre o semieixe maior

a e o periodo orbital P, dada por:

4ra3

P2’
de onde se deduce que, se u é desconecida, debemos introducir P como un sétimo elemento

ILL:

orbital. Na Figura 1.5 aparecen representados os elementos orbitais ¢, {2 e w nun sistema

de referencia cartesiano, ortogonal e dextroxiro®.

3ND e NA denotan os nodos descendente e ascendente respectivamente.
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Figura 1.5: Elementos orbitais.

1.7. Formulacién Hamiltoniana do Problema de dous corpos.

As ecuacions do Problema de dous corpos admiten a forma newtoniana dada por 1.5,

pero tamén poden escribirse en termos da funcion de Hamilton [19]:

1
H=T+V =-0"-E
2 T

Sendo:
- T a enerxia cinética.
- V. o potencial.
- v: a velocidade relativa.

- r: a distancia entre os dous corpos.

Sabemos que o sistema de variables conformado polas compofientes cartesianas do
vector velocidade U(%,y, 2) e mais do vector posicion 7(z,y, z) é canénico [19], polo tanto

as ecuacions hamiltonianas pédense escribir como segue:

di __OH  dr_0H
dt  ox ' dt 0%
dy  OH  dy OH
@ oy oa oy (121
d: __OH  dx_0H
a9z ' dt 9%’

sendo
_1
2,

1
H = 5(3% + 9%+ 2%) — u(a® +y° + 2%)
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E sinxelo demostrar que as ecuacions 1.5 e 1.21 son equivalentes. Por outra banda,

dado que a transformacién

(%,9,%,2,y,2) < (L, G, H,l,g,h)

é completamente canénica, onde

L= na ; I=M
G=Lyl1-¢ ; g=w (1.22)
H = Gcosi . h=1Q,

¢ o conxunto de variables de Delaunay [19], as ecuacions correspondentes a estas variables

admiten tamén forma hamiltoniana. E dicir, temos agora o sistema:

dL__oH - dl_oH
d ol ' dt 0L
da OH dg OH
— =, ==__ 1.2
dt dg ' dt OG (123)
dM _ _0H  dh_OH
d  0oh ' dt OH’
sendo agora
2
_ Kk
H= 2a 212’

xa que logo
eon(2-1),
roa
Vemos entén que, neste caso, H s6 depende da variable L, polo tanto e segundo 1.23, no
Problema de dous corpos as variables L,G,H,g e h son constantes. Isto equivale a que
tamén o sexan os elementos orbitais e, a,, () e w, como xa era previsto.
Porén, a situacién cambiara cando apareza unha forza perturbadora que torna a funcién

de Hamilton correspondente noutra mais complexa. Neste caso estariamos a falar dun

Movemento Kepleriano Perturbado [19] cuxas ecuacions newtonianas serfan:

—

. T =
F+u— =P 1.24
Ftpg =P, (1.24)
sendo P a funcién perturbadora. Asi, a funcion de Hamilton correspondente seria da forma:
H:H()—‘re’pr, (125)

onde Hy é o hamiltoniano non perturbado, € un pequeno parametro, e Hp a parte do
hamiltoniano que se corresponde coa perturbacién. Se nas ecuaciéons 1.24 e 1.25 facemos
P=0ouH p = 0 respectivamente?, estariamos no caso non perturbado.

Compre salientar que, de acordo co método de variaciéon de constantes, no caso do

Movemento Kepleriano Perturbado os elementos orbitais pasan a ser funciéns do tempo.

“Notemos que considerar P = 0 é equivalente a considerar Hp = 0
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Capitulo 2

O Problema de dous corpos con

masa variable.

Ao longo do presente capitulo abordaremos o Problema de dous corpos con masa va-
riable desde a perspectiva de distintos autores e estudando diferentes formulacions do
problema. Comezaremos cun pequeno contexto historico acerca deste problema para poder
comprender méis facilmente o seu desenvolvemento. De seguido, traballaremos nos textos
dalgiins clasicos referentes no estudo desta materia como H. Gyldén e F. Mestschersky.
Tamén nos axudaremos para a elaboracién deste capitulo da tese de doutoramento de
C. Prieto [35] e consideraremos a xeneralizacion de J. A. Docobo sobre os traballos de
Mestschersky. Finalmente dedicaremos parte do capitulo a estudar a formulacién hamil-
toniana deste problema, basedndonos en varios artigos que Docobo e Prieto publicaron
conxuntamente; asi como a tratar a visién deste problema dada por J. D. Hadjidemetriou.

A modo de resumo, nas seguintes paxinas condensaremos as contribuciéons mais clasicas
deste problema. Consolidaremos asi as bases que serviron para posteriores investigacions
con diferentes tipos de perda de masa, asi como para seguir avanzando nas lifias xa mar-

cadas polos autores antes citados.

2.1. Preliminares.

Foi durante a segunda metade do século XIX cando xurdiu por primeira vez no panora-
ma cientifico a interese polo fendémeno de variacién de masa no Problema de dous corpos.
Esta aparicién veu da man da observacién da variacién secular da aceleracion da Luaa.
Dous foron os primeiros cientificos en tratar devandito problema: M. Ch. Dufour [20], quen
atribuiu esta variacién ao aumento da masa terrestre producida pola chegada de corpos

celestes ao planeta, e tamén Th. V. Oppolzer [33], quen considerou a diferenza entre a ace-

15
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leracién secular da lonxitude da Liia observada e a calculada teoricamente, & incorporacién
de p6 coésmico tanto & Terra como & Laa.

Posteriormente, Gyldén [22] foi quen de confeccionar o sistema de ecuacions diferenciais
que define o movemento de dous corpos con variaciéon de masa, que veremos mais adiante.
Anos maéis tarde, Mestschersky [30] traballou sobre os resultados do anterior e deu cun
caso concreto no que o problema de Gyldén era integrable de forma exacta. Este traballo
de Mestschersky tamén o trataremos polo mitdo, afondando nun caso particular do mesmo
o cal programaremos para representar graficamente as solucions obtidas.

Ata entén, este problema era considerado tan s6 de cardcter matematico e non existia
unha perspectiva fisica do mesmo. Foi J. H. Jeans [28| quen relacionou os resultados tedricos
obtidos coa perda de masa das estrelas. Tras numerosos traballos e baseidndose na teoria
de A. S. Eddington [21], chegou a establecer unha lei de variacién de masa, denominada

Lei de Eddington-Jeans, ou simplemente de Jeans, que reza

con 1,4 < n < 4,4 e o constante. Veremos, na cuarta seccion deste capftulo, que Mests-
chersky traballou co caso n = 2, e como J. A. Docobo [17] [18] xeneraliza os resultados
deste autor obtendo ademais outros casos integrables. Trataremos asi mesmo os textos de
J. D. Hadjidemetriou 23] que considera a mesma lei de variacién de masa mais abordan-
do o problema desde un angulo distinto. Cos traballos teéricos deste tltimo concluiremos
esta parte, deixando para o cuarto capitulo a programaciéon e comparacion dos resultados

obtidos neste.

2.2. Formulacién do problema e integrais primeiras.

Sexan P; e P, duas masas puntuais referidas a un sistema de referencia inercial, con
vectores de posicién 7 e 75 e masas respectivas mi e mg que consideraremos funciéns
continuas e mondétonas decrecentes do tempo. Supofiamos tamén que a perda de masa
ocorre a gran velocidade e de xeito isotrépico, isto é, a masa despréndese do sistema en
todas direcciéns por igual e non nun punto concreto.

Baixo estas hipoteses e considerando a segunda Lei de Newton, a forza que exerce Pj

sobre P, e a que exerce P sobre P venien dadas, respectivamente, por

ﬁ12 = m2(t)7§2, 2.1)
F:21 =mi (t)’?l
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Por outra banda, a Lei de Gravitacién Universal garantenos que

ﬁ12 _ _Gm;‘;nQ —»7
(2.2)
o, mims _,
) =+G 13 25,
T

denominando 7 = 75 — 71 ao vector posicion de Ps respecto a P;.
A partir de 2.1 e 2.2 obtemos
= Fig Py my

5 = mi1+mag
7"27‘2—1:———:—G—ST—G—3T:—G73T,
mao ma r r T

C O (2.3)

Chegamos asi & expresion do sistema de ecuaciéns diferenciais do movemento relativo no
Problema de dous corpos con masa variable. Este conécese tradicionalmente como sistema
de Gyldén por ser este o primeiro autor en formulalo. Elixamos agora as unidades de

distancia, tempo e masa de tal xeito que

e polo tanto = m.

Podemos demostrar facilmente que neste problema, ao igual que no de dous corpos, se
verifica a segunda lei de Kepler ou lei das dreas, e tamén que a orbita é plana. En efecto,
de 2.3 deducimos

TXT

0,

integrando esta expresiéon chegamos a

X7

¢, (2.4)

onde € é o vector constante conecido por momento angular. Chegamos finalmente ao que

queriamos probar, multiplicando 2.4 por 7 obtemos
Fo(Fxi)=7-&=0,

Porén, a variaciéon de masa ten como consecuencia que o centro de masas do sistema
non se comporte como no caso non perturbado visto no primeiro capitulo. S6 en casos
moi particulares o centro de masas se mantén en repouso ou se despraza con velocidade
constante en lifia recta. Tamén apuntar que a érbita que describan os corpos dependera da

lei de perda de masa.
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2.3. A achega de H. Gyldén.

Este autor estableceu a ecuacion vectorial 2.3 en coordenadas cartesianas, na forma:

>z + F _0
de? 3 T
) (2.5)
Ty mt+F
dt? r3 -

onde 1 designa o valor constante da suma de ambas masas nun determinado intervalo de

tempo e F' unha funcién do tempo cofiecida; ambas as duas multiplicadas pola constante

de gravitacion universal, G = 1.

Consideremos agora a seguinte transformacion:

T = &
1+’
n
= — 2.
V=T (2.6)
p=_Pr
1+’
con
£ n?
=r(l+¢)=00+¢)Va2+y2=(1+ - = €2+ n2,
incluindo tamén a transformacioén na variable temporal inferida por
dr
Asi, as ecuacions 2.5 transformanse en
Pe [ A g+ F] €
-— t+ | = - =0,
dr? dr? p3 1+ (2.8)
Py [P mAF] |
dr? dr? p3 1+¢

Demostremos devandita transformaciéon para a variable &, pois para a outra é anéloga.

Tendo en conta a primeira ecuacion de 2.6 e 2.7, temos que

de dE 1 ¢ Ay dedr 1 ¢ dydr e dip
W dive (reRd wdive (repara TVaG o
2r Ledr  dpdrde  dedrdy  dpdr, 5 d2¢
| dtz—“dljgwczﬁ%%gfmu%; @ —22?”) A

2 2 2 _ 3% S 202 7
(14—7/’)%%—(1—“/)) 55—04‘@&) dT2§—(1+¢) 72 (1+¢)de2,
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3

3 _ p
(1+v)*
enton
d?x i+ F B 5 d%¢ o d%) s+ F &
el 3 $*(1+¢)W—§(1+¢)ﬁ+(1+¢) B 1ru
¢ [ &P m+F),
(1+1/))d72+{—m2+p3 ]5—0,

e considerando 1 4+ # 0, queda probada a transformacion, pois

0.

P [ Po wiF] €
dr? dr? p3 1+v¢

Determinemos a funcién ¥ de xeito que

[d2¢ M1+F] 1 1

dr? p3 1+¢  p3

ou escrito doutro xeito

d*y F
— + Y = —. 2.9
dr2 + p3¢ ,03 ( )
Desta maneira, Gyldén escribiu o sistema 2.8 como segue

d2

75 + ,U%g — 0’

dr I

) (2.10)
n m g
dr? = p3 ’

o cal se corresponde co Problema de dous corpos con masa ;1 constante e, polo tanto, serfa
integrable unha vez fixada a funcién .
Debemos tratar agora de atopar a expresion da funcion do tempo ¥. Tomando a igual-

dade 2.9, multiplicindoa por unha banda por £ e por outra por 7 e considerando 2.10,

resulta
d*y d? F
dr dr P
) ) (2.11)
oy pdn ok
T2 dr?2  p3°
Integrando agora este sistema con respecto a 7, obtense
d d F
€ % — v [ar
p (2.12)

d d F
nw—wn—hw/”gdm
T p
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sendo hy e ho constantes. Finalmente, multiplicando a primeira ecuacién de 2.12 por n e a

segunda por & e restdndoas, dediicese a expresiéon xeral da funcién ¢

1 g F

Deste xeito Gyldén é pioneiro en dar forma a este problema e de integralo formalmente.
No mesmo artigo [22] en que realiza a anterior formulaciéon tamén chega a unha solucion

aproximada de dito problema.

2.4. As soluciéns de F. Mestschersky.

En xeral, a ecuacién vectorial 2.3 non é integrable agas nalglins casos especiais nos
que si € posible obter unha solucién exacta da mesma. Foi en 1893 cando Mestschersky
[30] demostrou por primeira vez que dun caso concreto do problema de Gyldén era posible
obter unha solucién exacta.

Consideremos de novo a ecuacion vectorial 2.3 en coordenadas cartesianas

(2.13)

r =22+ y2,
e elixamos unha lei de variacién de masa dada por

M@%Zajaf (2.14)

con a e « constantes. Introduzamos unhas novas variables

&=

_r
a+ at’
Yy
a+at’
—1
ala+ at)’

n= (2.15)

T =

co obxectivo de converter o sistema 2.13 noutro integrable dado por

?e &
a2 " p3
?n  n
a2 " p

(2.16)
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Vexamos como se realiza esta transformacion para una das variables, neste caso £, pois

para a outra é completamente analoga.

En primeiro lugar temos que

dr d de
L= 1)€) = ) —
7 dt((a—i—a)f) oz§+(a—|—a)dt
2r  de de a2 de d2¢
LS —a—= a— = = 20— t
gz gty latal gy =gt latal gy,
1
pa=———(atat)f =¢
3 3 3
C = (\/x2—|—y2) = <\/(a+ozt)2§2+ (a+at)2772) = (a + at)® (\/52—1-772) =
(a +at)’p?,
g _ d€ dr
dt  drdt’
Be P (dr\? | de
dt2  dr? \ dt dr dt?’
Polo tanto, a primeira ecuacion de 2.13 convértese en
3 d*¢ £
20> o —— =
o Tt
d¢ dr d2¢ (dr\? d¢ dr ¢
Qo — t — e =
grar Tt atyn (dt) Flata) o Y G e

dr\? d%¢ dr d2r] de¢ 1
(=) ==+ [2a— e | 24— £=0
(a+a)<dt> d72+[adt+(a+a)dt2}d7'+(a+ozt)3p3§ ’

onde

dr d*r 2 —2a(a + at)
- 20T ) e - f) (2RI g
agq Tlatal g (a+at)2+(a+a)< (a + at)} >

Polo tanto concluimos que

1 d? 1
R SR U S
(a+at)3dr?  (a+ at)d p?
e en consecuencia
oL 8
dr2 = p3

Queda patente entén que estd transformacion, efectivamente, danos como resultado un

sistema, integrable xa que logo as ecuaciéns 2.16 son as correspondentes a un Problema de
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dous corpos con p = 1. Anos despois, E. O. Lovett [29] publicou un artigo no que sinalaba
un erro nas transformaciéons de Mestschersky que acabamos de estudar e introducia unhas
novas. Posteriormente, Mestschersky contesta a Lovett con outra publicacion [32] na que
xustifica que as stas transformaciéns son correctas e reafirmando a stua validez nun caso

afnda maéis xeral, cando
1

Va+ Bt + 2

p(t) =

con «, B e y constantes.

Caso particular.

Centremos o noso estudo nun caso concreto do anterior [35]. Sendo my = m(tp), pode-

mos escribir que

1
m(t) = m, (2.17)

e admitindo, sen perda de xeneralidade, que mg =1 e tg = 0, resulta

ult) = m(t) = —

= 2.18
1+ at ( )
sendo esta unha situacién particular de 2.14, cando a = 1.

A relacion 2.18 equivale 4 ecuacién de Jeans para o caso n = 2, tal como dixemos no

remate da primeira seccién deste capitulo, en efecto:

(t) = % <1 +1at> - (1;202 - <1 +1at>2 = —am®(t).

Tomando 2.18 e aplicando a transformaciéon

—

~ T
R=—
1+ at’
1 (2.19)
T a(l +at)’
andloga a 2.15 con a = 1, chégase a
. R
R" = ~ 73 (2.20)

ou sexa, de novo a un Problema de dous corpos con p = 1, é dicir, con masa constante '.
E mais, en xeral podemos usar a transformaciéon do tempo mais xeral:

+1

~airan C, (2.21)

T

con C constante, para xunto con 2.18 e 2.19 transformar 2.3 en 2.20. Vexamolo:

!Teremos en conta a partir de agora que o simbolo (') fai referencia 4s derivadas parciais con respecto

4 nova variable temporal 7.
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Se realizamos as substitucions

1
=T
. 7= (14 at)R,

-3 = (1+at)’R3,

. d? = d _, 2, : -
= ((1 +at)R> = (aR+ (1+at)R) =2aR+ (14 at)R,
. R= R,

—

. R=R'""* + R'7,
en 2.3, temos que

1/(1+4 at)
(14 at)3R3

R+2aR+ (14 at)R =

Pt Lr = 2R + (14 at)R + (1+at)R =
T

! D - D/ /-2 =g
m R+2a7R + (1+ at)[R'7° + R'7] =

1
(1+ at)3R3

(1+ at)3R3
R+ 207 4 (1 + at)7|R + (14 at)7?R" =0,

onde debe cumprirse, co obxectivo de que a derradeira ecuacion sexa andloga o 2.20, o

sequinte

(i) 207 + (14 at)7 =0,

1

— _—le(l+at)i?t=1
(1 + at)is2 (L+at)' s =1,

(i)

que en efecto se verifica, pois se temos en conta 2.21

(i)
—a?(£1) —[4(a? + 203t + a*t?)](+a?)
207 + (1 4+ at)7 = 200————2= + (1 + at) —& =
at + (1 + at)7 aa2(1+at)2+( + at) A1+ at)t
- N —(203 + 2a%t)(£a?) 2! N 203(1 + at)(+a?)
(1+ at)? a*(1+ at)3 T (1 +at)? at(l4at)d
ot yoq ! 0
Q a =0,
(1+ at)? (1+ at)?
(1)

4

—a?(£1) \° a
( )2> :(1+at)4m:1

(1+at)'#? = (1+at)! <a2(1 gy



24 CAPITULO 2. O PROBLEMA DE DOUS CORPOS CON MASA VARIABLE.

: . 1 .
A partires de agora consideraremos en 2.21 o numerador como —1 e C' = —, asi dita
o

expresion térnase en
13

T 1xat’

da que se deduce que si a — 0, entén 7 — t.

T

Sexan agora (z,y) as compoiientes do vector 7 e (£,1) as do vector K. Se a orbita

kepleriana a considerar no plano (§,7) ¢ unha elipse, teremos que

§ = acos(f),

2.22
n = bsen(f), ( )

onde a denota agora o semieixe maior da elipse, b o semieixe menor e [ é un parametro que
percorre o intervalo [0, 27]. Asi as cousas, se utilizamos a transformacion de coordenadas
definida en 2.19, resulta:

x = a(l + at) cos(f),

(2.23)
y = b(1 + at)sen(p).

De 2.23 deducimos que a orbita relativa descrita no plano (z,y) con masa decrecente é
unha espiral. Tamén podemos dicir que a espiral serd tanto mais aberta canto maior sexa
«, en cambio, se a vaise achegando a cero, a espiral aproximase e unha elipse. De feito,
para casos nos que « sexa suficientemente pequena, podemos considerar este movemento
como kepleriano perturbado.

Vexamos agora unhas graficas das orbitas relativas dun corpo sometido ao tipo de
movemento que acabamos de estudar, obtidas utilizando a linguaxe de programacién Pyt-
hon. Para todas as gréaficas consideraremos que o valor do semieixe maior ao comezo da

traxectoria é a = 1 unidade de distancia.
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Eixe y

Eixe vy

Eixe x

(a) Orbita relativa con o = 0,005 e e = 0,1.

=3

Eixe x

(c) Orbita relativa con a = 0,5 e e = 0,1.

Eixe x

(e) Orbita relativa con a = 0,05 e e = 0,5.

25

Eixe x

(b) Orbita relativa con a = 0,05 e e = 0,1.

=3 4

Eixe x

(d) Orbita relativa con a = 0,005 e e = 0,5.

Eixe x

(f) Orbita relativa con a = 0,5 e e = 0,5.
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31 3
21 2
14 1

Eixe y
(=]

Eixe y
(=]

-1 -1
=2 A -7 4
_3 - _3 -
T T T T T T T T T T T T T T
= 2 A 0 1 2 3 = 2 A 0 1 2 3
Eixe x Eixe x
(g) Orbita relativa con a = 0,005 e e = 0,9. (h) Orbita relativa con o = 0,05 e e = 0,9.
34
71
14
=
% 0
B
-1
-7
-3
T T T T T T T
= B R 0 1 2 3
Eixe x

(i) Orbita relativa con a = 0,5 e e = 0,9.

Figura 2.1: Orbitas relativas segundo os valores de « e e.
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2.5. Xeneralizacién das soluciéns de Mestschersky.

Ainda que serd no vindeiro capitulo onde consideraremos leis de perda de masa mais
xerais, compre sinalar aqui que as soluciéns exactas de Mestschesrky foron xeneralizadas
por J. A. Docobo en [17] e [18]. O autor considera unha lei de perda de masa que non s
depende da variable temporal, senén que tamén da distancia entre os corpos do sistema en
cuestion.

En efecto, Docobo demostra que cos cambios de variable

7:’
1+at’

1+at’ (2.24)

) = 1t + 08 (1) e,

R):

onde a e f5; son parametros reais positivos (con algin f; eventualmente nulo), n e m

enteiros tales que n < m e k; igual a 0 ou 1; podemos transformar as ecuaciéns de Gyldén

en
< R & ., B
R = “R3 + Z(_l) pi Ri+3’ (2.25)

representando R" a derivada segunda do vector R con respecto & nova variable temporal
T.
A ecuacién vectorial 2.25 representa o movemento dunha particula nun campo de forzas
central derivado dun potencial
m
V= _l -I—Z(—l)ki.ﬁRi—i_l,
R - i+ 1
=n
o cal é integrable xa que se trata dun problema cun grao de liberdade.

Por exemplo, para n = m = 2, obtense un potencial semellante ao que explica o avance
relativista do perihelio dos planetas. O movemento é plano e o vector R describe unha
elipse en precesion. A traxectoria que define o vector 7 é asi mesmo plana e é unha espiral,
tanto méis pechada canto menor sexa «, e que tamén presenta precesion. Nesta descricion,
os pardmetros « e $; non tefien porque ser pequenos, mais no caso en que f3; << «, estamos
ante un problema de Gyldén-Mestschersky perturbado.

No dltimo capitulo dedicaremos unha seccién a tratar os resultados numeéricos da inte-

gracién dun caso particular deste problema.
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2.6. Funcién de Hamilton do Problema de dous corpos con

masa lentamente decrecente.

Outro xeito de abordar o problema de masa variable, e particularmente o de masa

lentamente decrecente, é traballar co formalismo hamiltoniano. Partindo da expresién

Hzlf*?f@

2.2
2 r’ (2.26)

é dicir, da funcién de Hamilton relativa ao Problema de dous corpos na que agora o

parametro u = G(mj + mg) non é constante, é ben sabido que se usamos o conxunto de
variables polares-nodales [19]:

R=r ;=7
U =2c o u=w+f
H = U cost ;. h=Q,

enton a expresion 2.26 transférmase en

1 U2 ult)
H=-(R*+ =) -

r

Finalmente, se temos en conta o conxunto de variables de Delaunay, xa definidas en

1.22, podese probar [15] que se obtén a seguinte expresion:

1m?2

+ e sen F, (2.27)

H=—-
212 m

onde m = my + mo = i, xa que sempre podemos elixir as unidades de distancia, tempo e

masa que fagan tomar 4 constante de gravitacion, G, o valor 1.

De acordo co exposto, as ecuacions de Hamilton (ou ecuacions canonicas), serdn:

d9H m® m, G

@ T T Y Y senE

oL IF T m\ T ) s

dg _OH _ m G o

dt_aG_ m eLse ’ (228)
@__87[{__@ eLcos '
dt 9l m l—ecosE’

G _ _O0H _

d 99

Desta dltima ecuacién deducimos que

G=Lv1-e?=+/a(l—e?)m = cte, (2.29)

o cal era de esperar, pois xa vimos antes que no Problema de dous corpos con masa

variable o momento angular mantifiase asi mesmo constante. Se observamos a expresién
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2.29, podemos concluir que se a masa dimintie, o parametro da elipse p = a(l — €?),
necesariamente ten que crecer.

C. Prieto e J. A. Docobo [36] publicaron unha solucién analitica do Problema de dous
corpos con masa lentamente decrecente aplicando o método de A. Deprit [14] ao sistema
hamiltoniano 2.28, unha vez escrita a funciéon de Hamilton 2.27 como un desenvolvemento

en potencias dun pequeno parametro:

HeH+SH 150
- 0+ﬂ 1+§ 2—|-...

onde, os termos ata segunda orde son:

2
m
Hy=--—2
0 2L2°
3
H1 = %(t — to) — eLmosenE,
4mb
Hy = 4eLmgsen E(t — ty) — %(t —t9)>.

Estes autores tomaron como lei de perda de masa a de Eddington-Jeans para n = 2, co
obxectivo de facer corresponder o problema cun dos casos de Mestschersky para o cal existe
solucién exacta. Deste xeito foron quen de comparar a solucién analitica obtida por eles
(cunha aproximacion moi boa) coa soluciéon exacta e mesmo mellorando os resultados que
tamén obtiveron usando o método numérico de Runge-Kutta de orde oito.

O método analitico de integracion de A. Deprit é aplicable & resolucion formal de sis-
temas candnicos perturbados dependentes dun pequeno parametro e estid baseado na apli-
cacién da transformacion de Lie ao sistema canonico inicial, co obxecto de obter sistemas
mais sinxelos de integrar [16].

Nun segundo artigo, C. Prieto e J. A. Docobo |37] tiveron tamén en conta a posibilidade

de que ambos corpos perderan masa de distinta forma, ou sexa, tendo en cota:
mi = —aim?i, 1= 1,2.

Deste xeito, chegamos a un hamiltoniano que pode descomporierse en funcion de dous

pardmetros €1 e €9 na forma:
H=Hy+¢e1Hy+ e9Ho.

Neste caso, para realizar a integraciéon analitica das correspondentes ecuaciéns candnicas
é imprescindible facer uso dun método biparamétrico tal como o desenvolvido por A. J.
Abad e J. Ribera [3], [38], baseado nas transformacions de Lie.
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2.7. As ecuaciéns de Lagrange.

Nos problemas keplerianos perturbados, ademais do estudo hamiltoniano, é frecuente
empregar un sistema de ecuaciéns que nos proporciona directamente a variacién dos ele-
mentos orbitais. Vexamos como se poden obter estas ecuaciéons, denominadas ecuaciéns de
Lagrange, a partires das ecuaciéons hamiltonianas.

Tendo en conta as ecuaciéns candnicas 2.28 e considerando as expresiéns do semieixe
maior e da excentricidade en funcién das variables de Delaunay L e G, dadas en 1.22,

resulta: a a
da = 2—dL — —dm,
L m

de—l_e2 %—E
e L G )’

dw =dg.

Ademais, usando as relaciéns entre as diferenciais das tres anomalias | = M, E, e f:

dE = gdl + sen fde,
T

1
V1 —e?

1 /m a
df = mﬁenfde‘F $ . ;dE7

chégase finalmente as ecuacions de Lagrange:

da 1+4+2ecosf+e? m
a

dt 1—e? m’
%z—(e—l—cosf)%,

dw  senf m

@S

df  a(l—e*)m(l+ecosf)® senf 1m
dt a?(1 —e?)? e wm

Estas expresiéns son anélogas 4s que veremos na seguinte seccidén utilizadas por J. D.

Hadjidemetriou.

2.8. O tratamento do problema por J. D. Hadjidemetriou.

Nesta seccion analizaremos un dos traballos que J. D. Hadjidemetriou [23] realizou
no d4mbito do Problema de dous corpos con masa variable, concretamente para masa len-
tamente decrecente. O xeito de enfocar este estudo por parte de Hadjidemetriou difire
respecto do visto ata enton. O autor chega a formular o mesmo sistema diferencial que xa
acadaran os seus colegas previamente e que vimos anteriormente, porén Hadjidemetriou

trata a perda de masa como unha perturbacion.
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A stia idea era considerar o Problema de dous corpos con masa lentamente decrecente
como un problema kepleriano perturbado, chegando a establecer a expresién da aceleraciéon
causada pola forza perturbadora. Vexamos como o autor desenvolve esta idea.

Sexa P, un punto material en torno a outro ;. Sabemos que se a masa m = mq + ms
non varia, entén a ecuacién vectorial

Gm

F= (2.30)
T

describe unha coénica, por exemplo unha elipse. Pero se a masa varia, as desviaciéns da
orbita anterior poden ser interpretadas como unha perturbacion. Isto queda ilustrado na

Figura 2.2:

Figura 2.2: Desviacion da orbita C.

A ¢6rbita C da Figura 2.2 describe o movemento definido pola ecuacién 2.30 con masa
constante. Porén, se a masa decrece a 6érbita convértese na definida por C, denominada
orbita osculatriz. Suponamos que nun instante inicial ¢ = ty, o punto P, sittiase en A con
velocidade ¥ respecto ao punto P;. Definamos agora unha nova velocidade ¢ satisfacendo

as dias seguintes propiedades:
(1) Ambas velocidades son iguais no instante inicial: ¥(to) = 1 (to);

(7i) A velocidade ¥7 debe de ser tal que se P, se movese con esta velocidade, a orbita
seria a osculatriz debido & perda de masa. Isto é sin6nimo de dicir que o semieixe

maior e a excentricidade da 6rbita permanezan constantes.

Sabemos que a velocidade ¥ depende do tempo en 7(t) e m(t), polo que podemos

expresala como
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e polo tanto a aceleracién do corpo viria dada por

L 0ty o0ty
= = | — — . 2.31
“ . ( at >m:const * < 6t >r:const. ( )

O primeiro termo da suma é o vector no caso en que a masa fose constante e é, polo tanto,

a atracciéon gravitacional, isto é

o ) Gm(to) .
—— = ———-7(t0). 2.32
( 8t m=const.,t=tg ?”3(750) r( 0) ( )

O segundo termo da suma 2.31 é a aceleracién no caso en que a masa varia e o resto de
elementos permanecen constantes. Para comprender isto con maior claridade imaxinemos
que temos unha serie de 6rbitas orientadas de xeito que os semieixes maiores sexan para-
lelos e que no instante inicial ¢ = ty todas as componentes do sistema estean na mesma
posicion relativa. Superponendo todas esas érbitas, as componentes de cada sistema tamén
se superponerian e os seus vectores velocidade terfan a mesma direccién mais non o mesmo
modulo pois as masas dos sistemas en cuestion serian diferentes. Co obxecto de obter esta
aceleraciéon con r constante e m variable, partamos da conecida expresion da velocidade
orbital no movemento eliptico:

v? = Gm (2 - 1) : (2.33)

T a

ecuaciéon que coliximos xa no primeiro capitulo do texto.

Derivando 2.33 con respecto ao tempo, con G, r e a constantes, resulta:

2 1
200 = G ( - > =0 =—-v— = —v—In(m).
r o a
Tendo agora en conta a primeira propiedade de ¢, é dicir, ¥(tg) = U1(tp), temos que

oy 1d
—_— =—-——1 Ut 2.34
( D )r:mmw:to 2dt0( nm)d(to), (2.34)

e substituindo 2.32 e 2.34 en 2.31 chegamos a

a cal correspondese & formulacién vista en 1.24.

Polo tanto, a forza perturbadora ten a forma:
P=—-—(Inm)? (2.35)

e é o termo que explica as desviaciéns que xeran a érbita osculatriz e consecuentemente a

perturbacién orixinada pola variacién de masa.
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A modo de recapitulacién, podemos dicir que a perda isotropica de masa nun sistema
de dous corpos equivale a unha forza proporcional & velocidade e & derivada do logaritmo
neperiano da masa. Esta situacion pode entenderse como segue: unha érbita queda perfec-
tamente definida a partir da masa e do vector posicién do corpo en cuestién que terd unha
velocidade en cada instante; se o sistema perde masa, a velocidade e o vector posicién ou
rato da 6rbita non se ven afectados pero o defecto de masa fai que a velocidade sexa maéis
que suficiente para describir devandita érbita e polo tanto esta velocidade restante orixina
unha perturbacién do movemento.

J. D. Hadjidemetriou deu esta nova visién xeral do problema, do mesmo xeito tamén
estudou a variaciéon dos elementos orbitais asi como a evolucién do sistema co tempo. Para
a primeira destas tarefas, o autor baseouse nas férmulas de variacién dos elementos orbitais

obtidas por Contopoulus [12]

da  2va?

dat - Gm "

)
de _ 2cos E(1 —e7) _1, (2.36)
dt 1—ecosFE )

dw  2(1— e?)1/2 sen E 0%

dt e l1—ecosE v’
onde a é o semieixe maior, e a excentricidade da orbita, w o argumento do periastro, F a
. = 1m
anomalia excéntrica e v = |P| = —g v
m

Tendo isto 1ltimo en conta e empregando as cofiecidas relaciéns

e+cosf
cos = ————
14 ecos f
1 —e2
sen /' = ¢ 1,

1—i—€cosfsen

temos que
da  2va® [ 1m ) 5 (2 1\ m
== — | =—a"=——=—a"|-——) —,
dt Gm 2m Gmm r o a/m
+cos f 2 . (e+cos f)(1—€?) . .
) @ _ 216—&-ect(:)§sf(1 —€ )_%%f _ 1+ecos f m _ —(e—i—cosf)m
“eos | 1-—e? ’
dt L= eliec(?gsf f 1+eceosf m
. %:2(1—62)1/2 (1—e2)/2sen f —%%f:71—€2 senf 1l4ecosfm
dt e (1+ecosf)(1—ele:ec§;ff) f e l+ecosf 1—e2 m
senf@

e m
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En resumo

r a

de m

& _ b (2.37)
o (e+cosf)m,

dicu _ _senf@

dt e m

Denominando ¢ ao angulo formado polo vector 7 e a direccién constante coa que o

semieixe maior forma o dngulo w, temos que

f:SD_wv

como podemos ver na Figura 2.3, e enton

df  dp dw

Periastro(T")

Figura 2.3: Representacion do argumento do periastro (w) e da anomalia verdadeira (f).

Se finalmente temos en conta as relaciéns ¢ = 7?¢ (Segunda Lei de Kepler, con ¢ a

constante das areas) e

a(l —e?)
=—= 2.
" 1+ecosf’ (2.39)
temos que
. dy c 9
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Polo tanto, usando 2.38, 2.39 e 2.40, as ecuacions de 2.37 transférmanse no sistema

da 1+2ecosf+ed
=—a

— = —(1
dt = @
d d
% _ —(e+cos f)—(Inm),
dt dt (2.41)
dw sen f d (Inm) ‘
— == —(Inm
dt e dt ’
df c(l1+ecosf)> senfd (Inm)
- = —(Inm
dt a?(1l—e?)? e dt ’
o cal nos proporciona a variacién dos elementos orbitais.
Se escribimos a primeira ecuacion de 2.41 como segue
da 1+2ecos f+2e%—e?d 2ae d d
Pt o a(lnm):—m(e—i—cosf)%(lnm)—a£(lnm),
multiplicandoa por m(1 — e?) e usando a segunda ecuacion de 2.41 temos que
d d d d d d
m(1 —ez)d—? = 2aemd—j —am(1 —62)$(1n m) < m(1l —ez)d—j—i—a(l —eQ)d—T —2maed—j =0.
O que equivale a
d

ﬁ(ma(l —e?) =0,

de onde

ma(1 — e?) = constante = [Gma(1 — €?)]'/? = constante.

Ademais é sinxelo ver que dita constante esta relacionada coa constante das areas ¢, pois
¢ = [Gma(1 — e?)]'/2. (2.42)

Deste xeito, chegamos de novo a que ¢ é constante tamén no Problema de dous corpos
con masa lentamente decrecente, asi como a que se a masa diminie, necesariamente o
parametro da elipse p = a(1 — €2> ten que aumentar, tal como xa viramos en 2.29.

Asi queda definido o xeito no que os elementos orbitais varian neste problema. No ultimo
capitulo amosaremos o procedemento numérico para resolver o sistema 2.41, incluindo asi
mesmo algunhas graficas que describen a variacion destes elementos orbitais segundo a Lei

de Eddington-Jeans de perda de masa.
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Capitulo 3

Algans casos particulares de

variacion de masa.

Neste terceiro capitulo centrarémonos no estudo doutros escenarios de variacién de
magsa que difiren do problema clasico visto con anterioridade. En concreto veremos en
que consiste o denominado efecto periastro e de que xeito afecta & evolucién dos sistemas
binarios, trataremos asi mesmo sistemas nos que as compofientes sofren execciéons de masa,
aplicando a formulacién a un sistema estelar real, e finalmente daremos unhas pinceladas
acerca do fenémeno de intercambio de masa entre os corpos dun sistema con compofientes
moi préximas entre si.

Toda esta achega tedrica verase complementada no derradeiro capitulo coa programa-

cion de diferentes escenarios e coa obtencién dos resultados numéricos correspondentes.

3.1. Efecto periastro.

Estudaremos agora un caso particular do Problema de dous corpos con masa variable no
que a perda de masa prodicese en funcién do tempo e da distancia, dando conta s6 en casos
concretos do conecido como efecto periastro. Este fenémeno consiste nun aumento da perda
de masa segundo a distancia entre os dous corpos diminte, e pode xustificarse pola propia
atraccion gravitacional. Os autores M. Andrade e J. A. Docobo introduciron este concepto
e publicaron catro artigos [5], [6], [7] e [8] nos que estudaron os fundamentos teoricos deste
efecto asi como a variaciéon dos elementos orbitais, en particular da excentricidade que ten
un aumento secular. Aparte diso, M. Andrade incluiu na sta tese de doutoramento [4]
unha seccién dedicada ao efecto periastro como una perturbacién do problema de Gyldén-
Mestschersky.

Nestas publicaciéns, Andrade e Docobo expofien que o efecto periastro poderia ser a

37
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causa da existencia de sistemas binarios pechados con érbitas notoriamente excéntricas.
Ademais, este efecto resulta mais salientable canto maior sexa a excentricidade orbital e
menor a minima distancia entre ambas estrelas.

En [5], reformulan a ecuacién do movemento relativo obtida en 2.3 (coniecida como

sistema de Gyldén-Mestschersky), na forma

onde p(t,r) = Gm(t,r) é funcion do tempo e da distancia.
En consecuencia, a funcién de Hamilton en variables polares-nodais deste problema

vird dada por

1 P\ ut) B
H=-(pi+2) - 3.1
9 <pr + T‘2> N + ’F27 ( )
onde a(t) = —apu™, sendo p funcion decrecente, continua e diferenciable, a e n dous

nimeros reais tales que o é proximo a cero e 0,4 < n < 4,4. E dicir, ditos autores traballan
ainda coa lei de Eddington-Jeans de perda de masa que xa tratamos no anterior capitulo. Se
comparamos esta expresion coa funcion hamiltoniana do Problema de dous corpos con masa
lentamente decrecente 2.26, vemos que son iguais agas polo Gltimo termo que acabamos de
introducir. Este tltimo pode interpretarse como unha perturbaciéon do problema.

A partires desta funcidon hamiltoniana, Andrade e Docobo obtiveron as ecuacions de La-
grange deste problema, as cales explican como varfan os elementos orbitais. Estas ecuaciéns

son as seguintes:

d ' g
dctl__ZEga1+2i(fSe£+e +4Be\/M(l+ecosf)SSenf,
- ‘Z@)(e“"s””B\/u(t)[a(ll_e?)P(l”C"Sf)gsenf’

(t)
dw  [(t)sen f 1 3c0s f
& T a e 23\/,&(75)[&(1—62)]5(1+6C05f)3 -2

a _ | o) e cos )2 A(t) sen f 1 e cos 4C08 f
i\ -ept e +25\/u(t)[a(1—e2)]5(1+ D=

(3.2)

Podemos comprobar facilmente que se facemos 8 = 0, as ecuacions resultantes son as que
xa vimos no capitulo segundo 2.41, cando non existia perturbacion polo efecto periastro.

Noutros artigos [6], [7] e [8], os autores, na procura dunha lei de perda de masa que

produza aumento secular de excentricidade, proponen estudar unha que vén dada en fun-

cion do tempo e da distancia e que fai distincion entre a perda de masa dunha componente
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do sistema e doutra ademais dun termo perturbador, esta é:

Do
Brg-

fi(t;r,po) = —arpt(t) — aopus(t) — (3.3)

Os dous primeiros sumandos representan a dependencia temporal da perda de masa para
a primeira e a segunda componente do sistema respectivamente. Ambas as dias se corres-
ponden coa lei de Eddington-Jeans que xa vimos previamente, p1 € o son funciéns do
tempo decrecentes, continuas e diferenciables; a; e ag dous pardmetros proximos a cero e
n e ¢ dous nimeros reais tales que 0,4 < n,q < 4,4. O terceiro sumando en 3.3 é o que
infire o efecto periastro; temos que r é a distancia entre os dous corpos, pg ¢ 0o momento
angular total e 8 outro parametro préximo a cero. Con esta lei, como veremos no cuarto
capitulo, a perda de masa resulta inversamente proporcional 4 distancia r, e efectivamente
fai que a excentricidade creza secularmente.

O Hamiltoniano correspondente a este problema expresado en variables polares-nodais

p(t)

H(r,0; -t)—1 2+p—3 ——+ﬁ€ (3.4)
, U5 Drs P63 _2 Dy ) r " .

A partires da funcion de Hamilton 3.4, Andrade e Docobo obtiveron as ecuaciéns candnicas

de movemento:
dpp _ _OH _ B
dt o0
dpy _aH . pg M(t) 0

= o 2 55
o _ OH _ po '
dt — Opy 12’

dr O0H

- = :p7'7

dt  Op,

que xunto coas ecuaciéns de perda de masa respecto do tempo:

din _ dpiz

dt —a1py, a —aps, (3.6)

forman un sistema de seis ecuacions diferenciais, onde u(t) = p1 + pe, e cuxa resolucion
proporciona os valores dos momentos e coordenadas.

Por dltimo, tendo en conta as relaciéns entre estas variables e os elementos orbitais

. a(l —e?)
r=|r = T+ecosf
0=w+ f,

. 2ce

br=7r= msenﬁ

Po = 2¢= vy ua(l - 62)7
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podemos deducir as variacions destes’.

No préoximo capftulo veremos a programacién na que integramos o sistema 3.5 e os
resultados numéricos obtidos a partires da mesma. Tamén mencionar que as expresiéons 3.3
e 3.4 son orixinais de ditos autores, que no seu dia deron conta por primeira vez dunha
lei de perda de masa e dun sistema hamiltoniano que producfan un aumento secular da

excentricidade.

3.2. Execciéon de masa.

Centrémonos agora nun novo caso deste Problema de dous corpos con variacion de
masa. Imos estudar como se comportan determinados sistemas binarios cando se producen
execcions de masa, isto é, unha perda de masa instantanea por parte do sistema. Este
problema foi tratado por J. D. Hadjidemetriou a mediados do pasado século. Axudarémonos
dun dos artigos deste autor [25] para afondar no que respecta & teoria desta materia e poder
ponela logo en préactica cun sistema estelar real.

Para comezar temos que contemplar unha serie de hip6teses, debemos ter en conta que
as execciéns de masa prodiucense en calquera dos dous corpos do sistema de xeito isotré-
pico e nun periodo de tempo curto en comparacién co periodo orbital do sistema. Isto
permitenos suponer que as execciéns de masa ocorren de xeito instantaneo. Este proceso
fisico recorrente adoita ter lugar preferentemente en estrelas xoves de tipos espectrais tar-
dios, especialmente en ananas vermellas de clase espectral M. A masa expulsada en cada
execcion pode incluso chegar ao 0,1 % da masa estelar.

Denotemos por Am a cantidade de masa perdida nunha execcién, J. D. Hadjidemetriou
noutro artigo [24] exponia que se a masa Am se perde cando a estrela se atopa na zona do
periastro definida por

2 2
sendo FE a anomalia excéntrica, entén a excentricidade aumenta. No entanto, se a perda
de masa prodtcese cando a estrela estd na zona do apoastro definida por

3

<FE < —
_27

T
2

temos que a excentricidade diminte.

'E importante ter en conta que na expresion de pg temos que pu = u(t) — B0.
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Figura 3.1: Representacion da anomalia excéntrica (F) e da anomalia verdadeira (f).

Lembrando que a velocidade areolar é constante e, polo tanto, que a componente se-

cundaria estd mais tempo na zona do apoastro, podemos deducir que a probabilidade de
que a execcién de masa ocorra na zona do periastro é

p1 =

e
)
s

1
2
do mesmo xeito, a probabilidade de que a execcién ocorra na zona do apoastro é

1 n e
p2=5T =
2 n’
sendo e a excentricidade orbital. E sinxelo deducir estas expresions se, mediante a ecuacion
de Kepler 1.20, calculamos o tempo que se tarda en percorrer cada unha das zonas da érbita

definidas anteriormente. Sendo A e B 0s puntos na érbita sinalados na Figura 3.1, temos

que

2 ta =

E—esenE=—({t—-T)=
p _
tp =

Entén, para a zona do periastro obtemos

P_(tB—tA)_P(l_e>7

2 7w
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mentres que para a do apoastro obtemos
tB—tA:P<1+€>.
2 m

Claramente temos que ps > p; € polo tanto, sempre e cando asumamos que as execcidns
estean distribuidas aleatoriamente no tempo, é méais probable que a execcidn ocorra na zona
do apoastro e, en consecuencia, méais probable que tras a execcién a excentricidade decreza.
Podemos dicir mais, canto maior sexa a excentricidade no momento da execcién, maior serd
po € mais probable serd que esta diminda.

Vexamos agora como obter a expresion da excentricidade tras unha execcién de masa
por parte do sistema. Denotemos por ag, eg € mg 0 semieixe maior, a excentricidade e a
masa do sistema respectivamente antes da execcion e sexan a, e, m = mg — Am 0s seus
novos valores tras esta. Sexan tamén r e v a distancia entre ambas componentes do sistema
e a velocidade relativa no momento da execcién, respectivamente. Temos que ter en conta
que como a execcién de masa ocorre de xeito isotrépico, ambas a distancia entre os corpos
e a velocidade relativa non se ven afectadas polo evento. Tendo en conta as seguintes

igualdades (introducidas anteriormente no texto):

2 1
v2 = Gm ( - ) . Gma(l—é*) =c,
rooa
deducimos que as expresiéons para a excentricidade antes e despois da execcién son
2
Gt g (- 26m, "
2
9 c 9  2Gm
6—1+G2m2<v— . ), (3.8)

onde ¢ é a constante das areas, como xa viramos previamente. Deste xeito podemos escribir
2 N 2
¢ = Gmoap(1 — €f) = Gma(l — €*). (3.9)
Tendo en conta as ecuacions 3.7, 3.8 e 3.9, asi como estas ddas
2 1 2 1
v2—Gmo<—> —Gm(—),
r o ap roa

2
_ap(l—ep)
1+egcos fo’
a expresion que nos da a nova excentricidade vén dada por

Am 1/2
e= [e% + W(mo(l + 2eg cos fo +€3) —m(1 — 6(2))):| . (3.10)

Podemos ver que o valor da nova excentricidade non depende do signo de fp, isto quere
dicir que o valor da nova excentricidade serd, como era de agardar, o mesmo se a execcién

ocorre en puntos da érbita simétricos respecto ao eixe maior da elipse.
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3.2.1. Execcidns aleatoriamente distribuidas ao longo do periodo orbital.

Consideremos agora que as execcidons de masa estan distribuidas de xeito aleatorio ao
longo do periodo orbital e asumamos que a masa perdida en cada execcion Am é sempre a
mesma. Temos que a ecuaciéon de Kepler proporciénanos a expresion da anomalia excéntrica

pois, como vimos no primeiro capitulo

2
%(t—T) =F —esenkF, (3.11)

con P, o periodo orbital e T', a época de paso polo periastro. Como admitimos agora que
as execciéns estan distribufdas aleatoriamente no tempo e temos que 0 < E < 27, sabemos
que o = (t —T')/P & un ntmero aleatorio no intervalo [0, 1). Deste xeito podemos calcular

a anomalia excéntrica resolvendo a ecuacion:
2o = Ey — egsen Ej. (3.12)

Unha vez obtido o valor da anomalfa excéntrica, podemos calcular o correspondente da

verdadeira mediante a expresién:

cos By — eg

cos fo = (3.13)

1—egcosEy

Con estes resultados, estamos en condiciéns de obter os novos valores da excentricidade e
do semieixe maior mediante 3.10 e 3.9 respectivamente.

No dltimo capitulo veremos algins resultados numéricos que servirdn para analizar
como evoluciona a excentricidade nun sistema que sofre execcidéns de masa aleatoriamente

distribuidas durante o periodo orbital.

3.2.2. Execciéns mais frecuentes na zona do periastro.

Se temos de novo en conta a ecuacién de Kepler coma no caso previo, resulta que
a = (t—T)/P & un namero aleatorio no intervalo [0, 1) pero agora a distribucion que segue
a non é uniforme no tempo. Busquemos que funcién pode definir a distribucién de a de
xeito que as execciéns presenten maior frecuencia na zona do periastro.

Consideremos o seguinte

- se «=0enton (t —T)/P =0 e polo tanto t — T' = 0, o que significa que estamos no

periastro;

- sea=0,5enton (t—T1)/P = 0,5 e polo tanto P = 2(t —T'), o que significa que t —T'

¢ medio periodo e en consecuencia estamos no apoastro;
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- se = 1enton (t—T)/P =1 e polo tanto t — T = P, o que significa que estamos no

seguinte periastro.

Como consecuencia a funcién de distribucién ten que ser simétrica respecto ao punto medio

do intervalo e debe presentar maior densidade nos extremos do mesmo. Definamos entén
a= f(s), (3.14)

onde s ¢ un namero aleatorio no intervalo [0, 1] e f continua nese intervalo verificando:
(1) 0< f(s) <1,¥s € (0,1) con f(0) =0e f(1) =1, asi « pertence ao intervalo esixido.

(13) f(s)=1— f(1—s)V¥s € 0,1), deste xeito garantimos a simetria da funciéon respecto
do punto medio (1/2,1/2).

(wii) f"(s) > 0,Vs € [0,1/2], asegurdndonos asi o cardcter convexo da funcién no intervalo
[0,1/2] e o concavo en [1/2,1].

f(s)

Figura 3.2: Funcion o = f(s).

En efecto, como podemos apreciar na Figura 3.2, dando as condiciéns anteriores para a
funcién f, logramos que a distribucién de a sexa simétrica respecto ao punto medio e mais
densa nos extremos do intervalo. Podemos ver isto claramente tomando calquera punto da
curva f(s) distinto do punto medio (1/2,1/2) e observando que o valor de f(s) é menor
que s se s < 1/2 e maior se s > 1/2.

Se tomamos para 3.14 a funcién

f(s)=s— 26—72 sen(27s),
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e a substituimos en 3.11, obtemos que E = 2xs. Disto podemos deducir que se a ano-
malia excéntrica toma valores aleatorios no intervalo [0,27) entén as execciéns de masa
producense mais frecuentemente na zona do periastro. Tamén dedicaremos mais adiante

un apartado para tratar os resultados derivados deste tipo de execcién de masa.

3.3. Intercambio de masa.

Nesta seccion afondaremos no fenémeno de intercambio de masa entre as componentes
suficientemente proximas dun sistema binario. J. D. Hadjidemetriou publicou algins arti-
gos, [26], [27], nos que estudou este caso, xa advertindo neles que a observacion de certos
sistemas binarios pechados evidenciou a existencia de intercambio de masa. Este fenéme-
no altera o equilibrio interno de cada componente, causando unha evolucién do sistema
distinta 4 que teria se non presentase dito intercambio.

O autor, en [26], prop6n un método de perturbacions para tratar o problema. Utiliza
as leis do Problema de dous corpos con masa variable, cofiecendo a de perda de masa, e
atopa as ecuacions de variaciéon dos elementos orbitais. Utilizando a lei de Mestschesrsky
para o movemento dun corpo con masa variable [31] e modificindoa para que se axuste ao
problema en si, J. D. Hadjidemetriou formulouno como un Problema de dous corpos con
masa variable de xeito isotropico. Vexamos nas seguintes secciéns como o autor estuda este

problema.

3.3.1. Ecuacién da orbita relativa.

Consideremos dous corpos S7 e Sy con masas respectivas mq e mo tales que describen
orbitas elipticas ao redor do seu centro de masas. Traballemos baixo as hipoteses de ausen-
cia de forzas externas no sistema e cun sistema de referencia Oxyz con orixe coincidente co
centro de masas do sistema e cos eixes dispostos tales que o eixe x pasa polo centro de 5] e
So e o plano zy determina o plano orbital, tal como estd representado na Figura 3.3. O mo-
vemento dunha terceira masa infinitesimal, que se intercambia entre ambas compoiientes,
no sistema de referencia Oxyz vén determinado polas ecuaciéns do problema restrinxido

de tres corpos.
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S 0 S
\J L ?

Figura 3.3: Movemento da particula no sistema de referencia Ozyz.

Asumindo que a o6rbita relativa de Se ao redor de S7 € circular e que a unidade de
lonxitude é a separacién entre as componentes, sendo a unidade de masa a masa total do

sistema, e fixando a constante de gravitacion G = 1, as ecuacions de movemento son:

(I—p(@+p) prt+p—1)

i=2+ax— - / ,
! G
.. . 1-
P G L)) (3.15)
5T T'a
. (—we gz
= S
1 2
onde
ma 2 2 2 2 2 2 2 2
=— 1=+ +y 427 rg=(@+p—1)°"+y" + 2"
m1+m21(u)y s=@+u—-1)7"+y

O sistema 3.15 ten a integral de Jacobi

2(1 — 2
M—Ffu-l-l‘g-l-yg—c,
1 T2

.92 K .2
Tr 4y 42 =
que determina as superficies equipotenciais. Unha delas de maior importancia pois pasa
polo punto lagranxiano Li, polo cal se expulsa a particula que se intercambia.
Tras unha serie de célculos, o autor chega & ecuaciéon xeral do Problema de dous corpos
no cal a masa é expulsada por unha compofiente a través do punto L; e precipitase na

outra comporniente. Esta é

G(m1 + mg)
fr3

F=—

7+ Sxo + Tyo, (3.16)

onde Zp € yo son os vectores unitarios nos eixes x e y respectivamente € S e T’ son as

componentes da forza perturbadora.
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O célculo destas compofientes S e T' é bastante complexo, sobre todo para sistemas con
excentricidades elevadas. Se, como mencionamos anteriormente, supofiemos que a érbita
de S9 ao redor de S é circular, o autor presenta as seguintes expresions as componentes

da forza perturbadora:

S = @v% — @(le — 2wR;send) + Juw _ &,

mo mq ma mi

Thg ml f2 fl
T = me(UQy — 2W(S2L1)) — E(Um — 2wR; cos 19) + miz — mﬁ?,

onde os subindices x e y denotan a respectiva compofiente do vector en cuestiéon, U] € a
velocidade relativa da masa infinitesimal no instante do impacto, U5 é a velocidade coa que
a masa infinitesimal é expulsada por L, & é a velocidade angular de rotaciéon do sistema
Ozxyz, ¥ é o angulo entre os vectores SiAe Zo, € R1 é o raio de Si. Os vectores ﬁ e fg son
as forzas de atraccién para calquera particula entre ambas compofientes cara o corpo Sp e
cara o corpo Sy respectivamente.

En consecuencia, a evolucién do sistema pode estudarse en funcién de fi, fg, mi, Mo,

U1, Ug € SfA, pois S e T dependen destas sete funciéns.

3.3.2. Elementos orbitais.

A obtencién do sistema de ecuacions diferenciais que describe a variacién dos elementos
orbitais cando se produce intercambio de masa é asi mesmo bastante complexo e o autor
desenvélveo polo miado en [26]. J. D. Hadjidemetriou toma de [40] o seguinte sistema que
reflicte a variaciéon do semieixe maior, da excentricidade e do argumento do periastro en

funcion das componentes S e T.

da  2a32[G(my +my)|~1/?

[Sesen f 4+ T(1 + ecos f)],

dt (1—e2)1/2

% = a'?(1 = e2)Y2[G(m1 4+ m2)]/?[Ssen f + T(cos f + cos E)], (3.17)
w /

L e a1 = ey con 1 Tsen 2+ ecos ).

Tras o estudo deste sistema, o autor conclie que para os tres elementos orbitais existe
tanto unha variacién secular como un comportamento peridédico. A variacion secular do
semieixe maior é mais notoria que a da excentricidade; por outra banda, as variaciéns
periodicas no semieixe maior son de menor orde que as seculares e, no caso da excentrici-
dade, as variacions periédicas son de maior orde que as seculares. Neste tipo de sistemas
é interesante tamén estudar a evolucién do periodo orbital, de feito, a observacién de va-

riacions no periodo dalgins sistemas binarios (con componientes suficientemente proximas)
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motivou a investigaciéon do fenémeno de intercambio de masa. Cando ¢ a componente de
menor tamano a que expulsa masa e a de maior tamano a que a gana, o periodo orbital
aumentard, xa que ao diminuir o tamano da componente menor, esta tomara mais tempo
para percorrer a stua érbita relativa. En caso contrario é de agardar que o periodo orbital

diminda.



Capitulo 4

Programacion dalgiins casos
concretos do Problema de dous

corpos con masa variable.

Este capitulo estd dedicado & obtencién e interpretaciéon dos resultados numéricos re-
lativos a algiins casos concretos de perda de masa vistos ao longo do texto. Todos os
casos particulares foron programados polo autor deste Traballo de Fin de Grao utilizando
a linguaxe Python. Os codigos correspondentes apareceran no Apéndice do texto de tal
xeito que aqui s6 amosaremos os resultados a través de graficas ou cadros. Trataremos os

diferentes casos particulares na orde de aparicién ao longo do traballo.

4.1. Casos particulares na xeneralizacién das soluciéns de
Mestschersky.

Consideremos nesta seccion dous casos particulares da lei de variaciéon de masa dada por
Docobo en 2.24. Para ambos casos eliximos como condiciéns iniciais: po = 1(u.d.)?/(u.t.)?,
ag = lud., eg = 0,5, wg =0 e fy = 0. O método de integracion empregado foi un Runge-
Kutta de orde catro. No primeiro cadro aparecen os resultados obtidos para a lei de perda

de masa

1 B2
l+at 12

1 = (14 at),

mentres que no segundo aparecen os resultados para a lei

1 B3 ﬁ4
1—|—ozt+r (L+ t)

o = — (1 + at).

49
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O valor dos parametros na primeira situacion (caso 4.1) ¢ a = 1073 e 3 = 1074, para o
segundo (caso 4.2) ¢ a = 107%, 3 = 107° e 34 = 107°. Nos cadros aparecen os valores
correspondentes aos méaximos e minimos da excentricidade, quedando asi patente o seu ca-
racter periddico. As unidades para a masa e o semieixe maior son as dadas polas condicions

Iniciais.

Tempo (t) Masa (m) Semieixe maior (a) Excentricidade (e¢) Argumento do periastro (w) Anomalia verdadeira (f)

1.099999  0.998901 1.002101 0.499250 0.001784 2.117462
5.199999  0.994827 1.004190 0.500753 0.001802 4.154587
7.399999  0.992655 1.008416 0.499244 0.001727 8.369446
11.599999  0.988534 1.010579 0.500758 0.001790 10.446712
13.799999  0.986389 1.014831 0.499238 0.001702 14.637911
18.099999  0.982223 1.017067 0.500762 0.001747 16.753789
20.300000  0.980105 1.021346 0.499233 0.001709 20.921750

Cadro 4.1: Evolucion dos elementos orbitais (caso 4.1).

Tempo (t) Masa (m) Semieixe maior (a) Excentricidade (e) Argumento do periastro (w) Anomalia verdadeira (f)

1.099999  0.999982 1.000210 0.500075 0.000178 2.119129
5.199999  0.976338 1.000419 0.499924 0.000178 4.155717
7.399999  0.976305 1.000841 0.500076 0.000170 8.369948
11.599999  0.952189 1.001057 0.499923 0.000175 10.444806
13.799999  0.952158 1.001482 0.500077 0.000164 14.633678
18.099999  0.927545 1.001706 0.499922 0.000170 16.743538
20.300000  0.927517 1.002134 0.500078 0.000160 20.906428

Cadro 4.2: Evolucién dos elementos orbitais (caso 4.2).

Incluimos agora as gréaficas correspondentes aos resultados numéricos presentados nos
cadros, na Figura 4.1 as correspondentes ao Cadro 4.1 e na Figura 4.2 as relativas ao
Cadro 4.2. Nestas graficas queda patente a diferenza entre ambas leis de perda de masa,
no primeiro caso a masa pérdese de xeito moito mais lento que no segundo. En tanto ao
semieixe maior, en ambos casos presenta unha evolucién semellante pero co matiz de que
no primeiro caso o seu crecemento € moito maior que no segundo. A excentricidade ten
un comportamento moi semellante e claramente peridédico en ambos casos, a pesar dunha
sutil diferenza non seus valores.

O argumento do periastro si presenta unha evolucién diferente para cada exemplo, pa-
ra ambas leis de perda de masa estd patente o cardcter peridédico deste elemento orbital.
Porén, no primeiro caso aparece unha componente secular crecente e no segundo de ca-
racter decrecente. Tal e como explicabamos teoricamente na secciéon do segundo capitulo

correspondente a este problema, no primeiro caso (cando na lei de perda de masa temos
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n = m = 2) estamos ante unha érbita en espiral que presenta precesion xa que pode-
mos observar claramente as compofientes seculares do semieixe maior e do argumento do
periastro. Finalmente, a evolucién da anomalia verdadeira é practicamente idéntica para

ambos sistemas.
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Figura 4.1: Evolucién dos elementos orbitais respecto do tempo no caso 4.1.
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Figura 4.2: Evolucién dos elementos orbitais respecto do tempo no caso 4.2.
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4.2. Exemplos concretos do problema segundo J. D. Hadji-

demetriou.

Na altima seccién do segundo capitulo afondamos na vision innovadora que J. D. Hadji-
demetriou deu respecto do Problema de dous corpos con masa lentamente decrecente.
Agora veremos algins resultados obtidos coa integraciéon do sistema que proporciona a
variacién de elementos orbitais ao que chegou dito autor, neste caso tamén empregamos o
mesmo método de Runge-Kutta dos casos anteriores.

Lembrando o dito ao final da seccién dedicada ao traballo de J. D. Hadjidemetriou, a
integracién do sistema 2.41 que proporciona a variacién dos elementos orbitais, levamola
a cabo tendo en conta que a perda de masa obedece a lei de Eddington-Jeans. O autor
formula esta lei como segue:

m = —am”,

sendo « unha constante positiva axeitada e 0,4 < n < 4,4.

FEn caso de que o valor inicial da excentricidade sexa nulo, non poderemos utilizar o
sistema 2.41 xa que logo a propia excentricidade figura como denominador. Nesta tesitu-
ra, para calcular os valores do semieixe maior e da excentricidade, temos que realizar a

integracién do sistema 2.30 e empregar as relaciéns

1
@A) = (@2 + g7)/Gm

c? 9 .9 2Gm 1/2
=g (et )|

que deducimos, respectivamente, das igualdades

(4.1)

v? = Gm <2 - 1> e Gma(l —e?) =2
roa

Nesta situaciéon, observamos que segundo os diferentes valores que pode tomar n, o
semieixe maior e a excentricidade presentaran comportamentos distintos. O estudo da
evoluciéon da excentricidade ten unha interese salientable neste caso concreto, pois para
valores de m menores a 2.5 (aproximadamente), esta presenta crecemento secular, que
se acentta canto menor sexa n. Por outra banda, para valores de n maiores a 2.5, a
excentricidade presenta un comportamento periédico.

Vexamos dous exemplos concretos desta situacién. Para ambos casos elixiremos como
condiciéns iniciais: x = 1, y = 0, 2 = 0, y = 1 e m = 1. Tendo en conta as relaciéns
4.1, vemos que estas condiciéns iniciais equivalen a a = 1 e e = 0. Tomamos as unidades

de masa e lonxitude tales que G = 1. Primeiro (caso 4.3) traballaremos con n = 1,5 e
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a continuacion (caso 4.4) con n = 3, para a lei de Eddington-Jeans sendo o = 0,01. Asi
poderemos observar as diferenzas citadas no pardgrafo anterior sobre o comportamento
da excentricidade. Incluimos agora os cadros cos resultados numeéricos para cada caso,

respectivamente.

Tempo () Masa (m) Semieixe maior (a) Excentricidade (e)

3.300000  0.967799 1.033705 0.020467
6.699999  0.936222 1.068122 0.000693
10.399999  0.903584 1.107221 0.021599
14.399999  0.870183 1.149188 0.001854
18.799999  0.835536 1.197471 0.023031
23.400000  0.801482 1.247706 0.003640
28.600000  0.765434 1.307258 0.024872
34.200000  0.729266 1.371288 0.005852
40.500000  0.691560 1.447086 0.027318
47.300000  0.654051 1.529049 0.008756

Cadro 4.3: Evolucion da masa, semieixe maior e excentricidade (caso 4.3).

Tempo () Masa (m) Semieixe maior (a) Excentricidade (e)

3.200000  0.969458 1.031916 0.019983
6.499999  0.940721 1.063016 0.001332
10.399999  0.909843 1.099528 0.019956
14.099999  0.883194 1.132255 0.000533
18.399999  0.854982 1.170081 0.019946
23.200000  0.826475 1.209961 0.001253
27.600000  0.802702 1.246288 0.019941
32.400000  0.778971 1.283745 0.000443
38.000000  0.753778 1.327177 0.019937
44.100000  0.728937 1.371861 0.000846

Cadro 4.4: Evolucion da masa, semieixe maior e excentricidade (caso 4.4).

Estes resultados correspéndense cos cinco primeiros maximos e minimos relativos da
excentricidade, no primeiro podemos apreciar que crece secularmente, mentres que no se-
gundo permanece periddica. En canto 4 masa e ao semieixe maior, no primeiro caso hai

unha variacién maéis rapida de ambos comparado co segundo. Podemos apreciar tamén que
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a perda de masa é bastante rapida, en poucos periodos orbitais a cantidade de masa que

se perde é considerable. Tenamos en conta que, dado que o periodo orbital vén dado por

472a3

P= :
"

o periodo no instante inicial é de 27 unidades temporais e este vai crecendo a medida
que o semieixe maior crece e a masa decrece, ata chegar a un valor de entre 10 e 11
unidades temporais para os tultimos valores que amosamos nos cadros anteriores. Deste
xeito vemos que a masa decrece rapidamente en relacién 4 duraciéon dos periodos orbitais.
A continuacién, na Figura 4.3, ilustrase este comportamento dos elementos orbitais que

acabamos de describir.
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Figura 4.3: Evoluciéon dos elementos orbitais respecto do tempo nos casos 4.3 e 4.4.

No caso en que n = 1,5 (caso 4.3), cando a masa comeza a esgotarse, a excentricidade
experimenta un crecemento moito mais rapido e ademais perde a componente periédica

que presenta cando a masa ten valores méis elevados. Podemos observalo na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Evolucién da excentricidade cando a masa estd preto de esgotarse no caso 4.3.

Pasemos agora a contemplar outros casos nos que a excentricidade inicial non sexa nula.
Realizaremos a integracion do sistema 2.41 xunto coa lei de perda de masa m = —0,01m™.
Iremos analizando diferentes exemplos para valores distintos de n e distintas excentricidades
iniciais para extraer as conclusions pertinentes sobre a influenza destes dous valores na
evolucién do sistema durante cen unidades temporais.

Incluimos de seguido na Figura 4.5 as graficas correspondentes a este caso 4.5 elixindo
como condiciéns iniciaism=1,a=1,e =0,5, w =0 e f = 0. As unidades estan tomadas

de xeito que G = 1.
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Figura 4.5: Evolucién dos elementos orbitais respecto do tempo no caso 4.5.
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Para ambos valores de n (1.5 e 3), o semieixe maior presenta crecemento secular. En
xeral, a menor valor de n, é mais rapido o crecemento do semieixe maior e mais lento o da
anomalia verdadeira. En canto & excentricidade e ao argumento do periastro, presentan un
comportamento claramente periodico. A medida que n vai crecendo (a partir de n = 2,5
aproximadamente), o argumento do periastro sofre tamén un leve crecemento secular como
podemos observar na grafica (g). Advirtamos tamén que cando n = 1,5, a excentricidade
non presenta a compornente secular crecente que si presentaba no caso visto previamente,
cando eg = 0.

A excentricidade inicial do sistema afecta lixeiramente & evolucion deste. Na Figura 4.6
incluimos as graficas correspondentes ao caso n = 3, pero para sistemas con excentricidades
iniciais 0.1 e 0.9 respectivamente (caso 4.6). Podemos observar que a evoluciéon do semieixe
maior e da anomalia verdadeira é andloga ao caso anterior, presentan crecemento secular
pero o difiren no xeito en que crecen respecto do caso previo. En canto 4 excentricidade,
cando eg = 0,1, o comportamento é periddico como no caso 4.5, cando eg = 0,9 o compor-
tamento é periédico tamén pero cunha pequena diferenza que fai decrecer a excentricidade
nos primeiros instantes. O argumento do periastro tamén segue comportandose de forma
periédica cun lixeiro crecemento secular tras os primeiros instantes temporais cando n = 3,

ao igual que no caso anterior.
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Figura 4.6: Evolucién dos elementos orbitais respecto do tempo no caso 4.6.
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4.3. Casos practicos de perda de masa por efecto periastro.

No segundo artigo que tratamos [6] na secciéon do terceiro capitulo correspondente a
este tipo de perda de masa, M. Andrade e J. A. Docobo contemplan unha lei de variacién
de masa que diferenza entre a perda de masa de cada unha das compofientes ademais de
engadir un termo coa dependencia da distancia, lembremos:

(e _ n q Do
At r,pp) = —a1py () — azus(t) — B3 (4.2)
Integrando o sistema formado por 3.5 e 3.6

dpy _ _OH _ _f
dt 0  r’
dpr _ OH _ pi () 6

i~ o 3 g2 TP
A9  OH  pg

dt  Opy r?’

dr  OH

E_apr_ph

dpa _ o

dt 1M1,

L

dt a2fty,

obtemos a variaciéon dos elementos orbitais deste problema tal como vimos na seccion
correspondente a este problema no terceiro capitulo. Pasemos agora a ver catro casos
distintos (4.7, 4.8, 4.9 e 4.10). As condiciéns iniciais aparecen no Cadro 4.5, as unidades de
tempo, masa e distancia estan tomadas tales que G = 1. As diferenzas atopanse nos valores
asignados aos pardmetros aq, as e 5 en cada situacion. Ao igual que nos casos anteriores,

o método de integracion utilizado é un Runge-Kutta de orde catro.

miy, Mg, a e wo fo Fo n q
0.7 0.3 1 02 0 0 27 2 2

Cadro 4.5: Condiciéns iniciais para os catro casos.
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Caso 4.7: Se tomamos os seguintes valores para os pardmetros: a; = 1074, ap = 107°
e B = 0; estamos ante o problema de Gyldén-Mestschersky xa visto no segundo capitulo s6
que tratado de xeito que cada compoifiente do sistema ten unha perda de masa diferente.
E dicir, a masa varia dependendo s6 do tempo. Botando unha ollada 4s gréaficas da Figura
4.7, podemos ver que o semieixe maior € o periodo orbital son crecentes mentres que a

excentricidade ten un claro comportamento periédico.
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Figura 4.7: Evolucién dos elementos orbitais no caso 4.7.
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Caso 4.8: Vexamos que ocorre se tomamos como parametros: a; = 0, ag = 0 e
B = 107°. Nesta tesitura estamos ante un caso de perda de masa s6 dependente da dis-
tancia, sen dependencia temporal. Poderiamos dicir que estamos ante un caso de efecto
periastro puro. Agora, como podemos observar na Figura 4.8, a evoluciéon do sistema, é
completamente diferente ao caso anterior. O semieixe maior e o periodo orbital pasan a
presentar decrecemento. Ademais, aqui queda ben claro que a lei de perda de masa 4.2 fai
que a masa se perda de xeito proporcional ao inverso da distancia e, por outra banda, a ex-

centricidade presenta un cardcter de crecemento secular acomparnado doutra perturbacién

periddica.
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Figura 4.8: Evolucién dos elementos orbitais no caso 4.8.
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Caso 4.9: Tratemos agora o caso que probablemente resulte mais interesante dos catro,
a perda de masa depende da variable temporal e do efecto periastro entendido como unha
perturbacion, isto é, o pardmetro S serd de orde menor que o resto. Tomemos neste caso:
a; = 1073, ap = 107% e B = 107°. Observamos na Figura 4.9 que o comportamento do
semieixe maior e do periodo orbital é semellante ao do primeiro caso. Por outra banda, a
excentricidade presenta unha compoinente secular, agora lentamente crecente ademais do
seu caracter periddico. Este comportamento crecente serd mais acentuado, loxicamente,

canto maior sexa o parametro 3.
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Figura 4.9: Evolucién dos elementos orbitais no caso 4.9.
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Caso 4.10: Contemplemos, por tltimo, o escenario en que: a; = 107°, ap = 107° e
B = 107°; é dicir, aquel no que o parametro relativo ao efecto periastro é da mesma orde
que os relativos & perda de masa dependente do tempo. Vemos que o comportamento dos

elementos orbitais é semellante ao do segundo caso agéis para o periodo, xa que este, a

diferenza do que acontecia entén, presenta un aumento secular co tempo.
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Figura 4.10: Evolucién dos elementos orbitais no caso 4.10.

Como conclusion desta seccion 4.3, podemos dicir que nos casos extremos, ou sexa,
masa dependente s6 do tempo e masa dependente s6 da distancia, o comportamento da
excentricidade é no primeiro caso estritamente peridédico, mentres que no segundo é funda-
mentalmente de crecemento secular. En relacién co semieixe maior, existe aumento secular
na primeira situacioén e decrecemento na segunda. Considerando distintas relaciéns entre os
pardmetros «; e 5, poderemos obter unha familia intermedia de distintos comportamentos

tal como xa o comentaron no seu dia Andrade e Docobo.
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4.4. Caso real de execcién de masa.

Tras tratar na segunda seccion do capitulo terceiro os fundamentos tedricos deste tipo
de perda de masa, imos ver agora unha aplicacién a un caso real, a binaria HU Delphini
(WDS 20298-+0941). Tratase dun sistema de curto periodo formado por dtas componentes
de tipo espectral tardio, concretamente, as stias compofientes son de tipo M5 e M6. Os
datos orbitais que coniecemos deste sistema son os seguintes [10]: o periodo é de 1,4731 +
0,0008 anos, a excentricidade é 0,519 + 0,003 e o semieixe maior de 0,963 & 0,007 unidades
astronémicas. Con estes datos podemos obter a masa da estrela dobre (en masas solares)

a través da seguinte expresion:

a3

m = Pz = 0,412 + 0,009 masas solares.

Esta masa total tan baixa estd de acordo cos tipos espectrais das compotnientes. Unha vez
obtida a masa do sistema, imos suponer que esta binaria, que nun principio cumpriria as
condiciéns para iso, sofre execciéns de masa. Deste xeito podemos proceder a estudar a
evolucién da stia érbita. Consideraremos o transcurso de periodos orbitais necesario como
para que ocorran cincuenta execciéns de masa, isto &, a razon de perda do 0,1 % de masa
por execcién, ata que a masa do sistema sexa de 0.3914 masas solares.

Se supofiemos en primeiro lugar que as execcions estan distribuidas aleatoriamente ao
longo do periodo orbital, o semieixe maior presenta un comportamento crecente ao longo
do tempo. A excentricidade amosa intervalos de crecemento e de decrecemento en funcién
de onde se tefia producido a execcion, tal como explicamos no terceiro capitulo. A pesar
deste comportamento, en lifias xerais podemos dicir que a excentricidade non sofre cambios
bruscos segundo se apreciar na Figura 4.11. Nesta, incluimos a evolucién do semieixe maior
e da excentricidade para tres simulaciéns diferentes. Como as execciéons tefien distribucion
aleatoria, cada simulacién que realicemos fard evolucionar de xeito diferente ao sistema
binario, ainda que o comportamento xeral mantense. Cada simulacién correspéndese cunha
execucion do programa, cuxo codigo xera nimeros aleatorios que determinan en que punto

da orbita ocorre a execcién, tal como explicamos no capitulo terceiro.
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Figura 4.11: Evolucién do semieixe maior e da excentricidade para execciéns distribuidas

aleatoriamente ao longo do periodo orbital.

Por outra banda, se supofiemos que as execcions son mais frecuentes na zona do pe-

riastro (o que poderia estar xustificado se a atraccion gravitacional entre as componentes

influise neste proceso), o semieixe maior presenta igualmente un comportamento crecente.

A diferenza do que acontece cando as execcions estan aleatoriamente distribuidas ao longo

do periodo orbital, a excentricidade aparece con claro caracter crecente, tal e como expli-
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cabamos no terceiro capitulo cando tratabamos o problema teoricamente. A continuacion
inclufmos na Figura 4.12 as graficas correspondentes a tres simulaciéns desta casuistica. Ao
igual que nos casos anteriores, cada simulacién correspéndese cunha execucién do programa

que produce a execcidén de masa, neste caso con maior frecuencia na zona do periastro.
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Figura 4.12: Evolucién do semieixe maior e da excentricidade para execcions mais frecuentes

na zona do periastro.
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Conclusi6ns

O obxectivo deste traballo era proporcionar unha visién actual acerca do fenémeno de
variacion de masa en diferentes situaciéns tedricas, asi como noutras que podemos atopar
no propio universo. Fixemos un percorrido polos principais autores nesta materia e por
diversos escenarios e casos reais de perda de masa.

A exposiciéon do Problema de dous corpos sen variaciéon de masa foi fundamental para
poder elaborar o resto do texto, xa que resultou imprescindible fixar uns cofiecementos
previos antes de afondar na materia en cuestiéon. Posteriormente, introducimos o concepto
de elementos orbitais, pois o estudo da sda evolucién é o que nos permitiu caracterizar as
distintas leis de perda de masa. No primeiro capitulo, démoslle tamén a importancia nece-
saria 4s nocions bésicas sobre a formulacion hamiltoniana do problema. Esta permitiunos
estudar casos concretos tratados ao longo do traballo.

A recompilacién bibliografica foi asi mesmo de vital importancia para a creacion dos ca-
pitulos centrais do traballo, a perspectiva historica e as diferentes visions de varios autores
axudéaronos a comprender o Problema de dous corpos con masa variable e, particularmente,
o de perda lenta de masa. No segundo capitulo fixemos un resumo dos fundamentos teori-
cos desenvolvidos polos pioneiros no estudo do problema. Gyldén e Mestschersky, autores
tratados no texto, probaron mediante unha serie de transformaciéns que o caso de masa
variable é integrable nalguns casos, ao igual que ocorre no caso non perturbado. A nosa
contribucién aqui, a parte de ponernos ao dia sobre distintas achegas, foi desenvolver polo
mitdo todos os pasos a realizar, cousa que non temos visto publicada anteriormente. Neste
capitulo comezamos tamén a dar conta de numerosos resultados obtidos por Docobo e co-
laboradores. De xeito andlogo ao capitulo primeiro, demos unha perspectiva hamiltoniana
4 formulacién, obtendo a partir dela as Ecuacions de Lagrange, ao tempo que demos conta
das soluciéns analiticas obtidas por Prieto e Docobo. Para rematar, tratamos a visién que
Hadjidemetriou deu a este problema, & vez fisico e matematico, tratando a perda de masa
como unha perturbacién.

Unha vez asentadas as bases tedricas na materia, ao longo do terceiro capitulo tivemos

en conta tres escenarios concretos de variacién de masa. Fstes casos quizais presenten maior
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interese practico, pois son resultado da necesidade de explicar certos fenémenos observados
na dindmica estelar. O efecto periastro poderia explicar o comportamento de certos sistemas
binarios pechados con excentricidades elevadas, cando o normal é que tendan cara orbitas
circulares se as duas compoiientes estan moi preto. O caso de execcién de masa, tamén da
conta de como evolucionan certos sistemas reais. Neste senso realizamos unha aplicacién
a un sistema binario concreto. Tampouco quixemos deixar sen comentar o intercambio de
masa entre as componentes de sistemas pechados.

Poderiamos dicir que, alén do desenvolvemento dos fundamentos tedricos que cumpriu
para a elaboracién do texto, a parte relativa & programacién presenta especial interese e
importancia, xa que pode ser de utilidade para estudar a evolucién de multitude de sistemas
binarios baixo algunhas condiciéns méais ou menos restritivas. Precisamente, toda esta parte
de programacién correspondese coa achega mais orixinal por parte de quen subscribe.

A nivel persoal, a elaboracion deste Traballo de Fin de Grao supuxo un reto no sentido
positivo da palabra pois, a pesar de ser unha temaética relativamente nova para o autor,
foi unha experiencia interesante e enriquecedora. A materia de Fundamentos de Astrono-
mia supuxo un aliciente importante 4 hora da escolla e realizaciéon do traballo, ainda que
obviamente foi preciso, non sen esforzo, ampliar e iniciar novos conecementos de Astrodi-
namica seguindo sempre os consellos e directrices do meu titor. Tamén dicir que o interese
en continuar coa formacién neste ambito durante o posgraduado foi significativo 4 hora de

realizar este texto.



Apéndice

Listing 1: Caso particular das solucions de Mestschersky.

import numpy as np

import matplotlib.pylab as plt

m(0=1

t0=0

alfa=0.005

e—=0.1

a=1

b=axmath.sqrt(l—e*x2)

N=100000

beta=np.linspace (0,6«math. pi ,N)
t=np.linspace (0,4.5,N)

def masa(t):
m=1/((1/m0)+alfa*(t—t0))

return (m)

def funx(t,beta):
fl=ax(1+alfax*t)*np.cos(beta)

return f1

def funy(t,beta):
f2=bx(1+alfax*t)*np.sin (beta)

return {2

x=funx (t, beta)
y=funy (t, beta)

plt.figure(figsize =(5,5))
plt.plot(x,y)

plt.ylabel ('Eixe_y’)

plt . xlabel ('Eixe_x’)
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~3.5,3.5)
—-3.5,3.5)

plt . xlim
plt.ylim

plt.grid(color="lightgray’,6linestyle="—")

o~~~ —~

c
)

plt .show

Listing 2: Caso 4.1.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

alfa=10%%(—3)
beta2=10xx(—4)
G=1

def dm(m,a,e,w,f,t):
dm=(—alfa /((1+alfaxt)**x2)—(alfaxbeta2+(1+e*np.cos(f))xx2)/((axx2)
x((1—exx2)xx2)))
return dm
def da(m,a,e,w,f,t):
da=ax((1+2+exnp.cos(f)+exx2)/(1—e*%2))*((alfax*x(((ax(l—ex*x2))/(1+e*np
.cos(f)))*«x2+beta2x(l+alfaxt)**x2))/((1+alfaxt)*(((ax(l—exx2))/(1+
exnp.cos(f)))*x2—beta2x(1+alfaxt)xx2)))
return da
def de(m,a,e,w,f t):
de=—(etnp.cos(f))*((alfax*(((ax(l—exx2))/(1+exnp.cos(f)))*+x2+beta2
x(1+alfaxt)xx2))/((1+alfaxt)«(((ax(l—exx2))/(1+e*xnp.cos(f)))**x2—
beta2x(1+alfaxt)*x2)))
return de
def dw(m,a,e,w,f,t):
dw=((np.sin(f))/e)*((alfax(((ax(1—exx2))/(1+e*np.cos(f)))*+x2+beta2
x(1+alfaxt)**x2))/((1+alfaxt)*(((ax(1—e*%2))/(1+e*np.cos(f)))=**x2—
beta2x(1+alfaxt)xx2)))
return dw
def df(m,a,e,w,f t):
df=(np.sqrt (Gxmxax(l—e**2))x((1+e*np.cos(f))*%2)) /(a*+x2x((1—exx2)
*%x2))+(np.sin (f)/e)*((alfa*x(((a*x(l—exx2))/(1+e*np.cos(f)))*x2+
beta2*(1+alfaxt)**x2))/((1+alfaxt)*(((ax(l—e=*%2))/(1+e*np.cos(f)))
xx2—beta2*(1+ alfaxt)*xx2)))

return df

deltat=0.1
t=0
m=1
a=1
e=0.5




w=0
f=0

vt =[]svm=[];va=[];ve=[];vw=[]; vf=]]
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vt.append(t);vm.append(m);va.append(a);ve.append(e);vw.append(w);vf.append(f

)

for i in range (1000):
t=t+deltat
kl=deltat*dm(m,a,e,w,f, t)
hl=deltat*da(m,a,e,w,f, t)
l1=deltat*de (m,a,e,w,f, t)
rl=deltat *dw(m,a,e,w,f,t)
sl=deltat*df(m,a,e,w,f  t)

k2=deltat *dm(m+0.5xk1l ,a+0.

deltat)

h2=deltat*da(m+0.5xk1,a+0.

deltat)

12=deltat*de (m+0.5%kl , a+0.

deltat)

r2=deltat +«dw(m+0.5%kl,a+0.

deltat)

s2=deltat*df (m+0.5*%k1l,a+0.

deltat)

k3=deltat *dm(m+0.5xk2 , a+0.

deltat)

h3=deltat*da (m+0.5%xk2,a+0.

deltat)

13=deltat*xde (m+0.5%xk2,a+0.

deltat)

r3=deltat*dw(m+0.5%k2,a+0.

deltat)

s3=deltat*df (m+0.5%k2,a+0.

deltat)

kd=deltat *dm(m+k3 ,a+h3,e+13
h4=deltat *xda (mt+k3,a+h3, e+13
l4d=deltat xde (mt+k3,a+h3,e+13
rd=deltat *dw(m+k3,a+h3,e+13
sd=deltat xdf (m+k3,a+h3 , e+13

mrmikl /6+k2/3+k3/3+k4 /6
a—a-+h1/6+h2/3+h3/3+h4 /6

5%hl,e-+0

5%hl,e-+0

5%xhl e+0

5%xhl e+0

5%xhl,e+0

5%h2,e-+0

5%h2, e-+0

5+h2,e-+0

5%xh2 e+0

5%xh2  e+0

b1l jw+0.5xrl | £40.

DOx11 jw+0.5%rl | f40.

b1l jw+0.5%rl | £40.

b1l jw+0.5%rl | £40.

51l ,w+0.5%rl, £+0.

D512 ,w+0.5%xr2 | £ 40.

D12 jw+0.5%xr2 | £ 40.

D12 jw+0.5%r2 | £ 40.

D12 ,w+0.5%r2 | £40.

Dbx12 ;w+0.5%r2 | £40.

,wird , f+s3 ,t+deltat)
,wird , f+s3 ,t+deltat)
,wird , f+s3 ,t+deltat)
,wird , f+s3 ,t+deltat)
,wird , f+s3 ,t+deltat)

5xsl,t+40.

5xsl ,t+40.

S5xsl , t+40.

5xsl ,t+40.

5xsl ,t+40.

5xs2 ,t40.

5%xs2 ,t+40.

5%xs2 ,t40.

S5xs2 ,t40.

5xs2 ,t40.

5

5x*

H*

H*

5x

5x

5x*

5*

H*

5%
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e—et+11/6+12/3+13/3+14 /6
w=w+rl/6+12/34+13/3+1r4/6
f=f+s1/6+s2/3+s3/3+s4/6
vt.append(t)

vm. append (m)
va.append(a)
ve.append (e)
vw.append (w)
vf.append(f)

plt.plot(vt,vm,’b”)

plt.xlabel ( ’Tempo_(t)’)

plt.ylabel ('"Masa_(m) ’)

plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,va,’b’)

plt . xlabel (’Tempo_ (t) )

plt.ylabel (’Semieixe_maior_(a)’)
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,ve,’b’)

plt.xlabel ( "Tempo_(t)’)

plt.ylabel (’Excentricidade_(e) )
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,vw,’b’)

plt.xlabel ( '"Tempo_(t)’)

plt.ylabel (’Argumento_do_periastro_(w)’)
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)

plt .show ()

plt.plot(vt,vf,’b”)

plt.xlabel ( "Tempo_(t)’)

plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

Listing 3: Caso 4.2.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

APENDICE
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alfa=10%x(—4)
beta3=10%x(—5)
betad=10%x(—5)
G—=1

def dm(m,a,e,w,f,t):
dm=((—alfax(((a*(l—ex*x%2))/(14+ex*np.cos(f)))*x4)*x+x4+2xalfaxbetad «(((a
x(1—ex%2))/(1+exnp.cos(f))))*((1+alfaxt)**3)—3«xalfaxbetad*((1+
alfaxt)*xx4)) /(((1+ alfaxt)**2)*(((ax(l—ex%2))/(1+e*np.cos(f)))*x4)
))
return dm
def da(m,a,e,w,f, t):
da—ax*((14+2*e*np.cos (f)+e*xx2)/(1—ex*x+2))*((—alfa*(((ax(l—e*x*2))/(1+ex
np.cos(f)))xx4)+2«xalfaxbetad «((a*x(l—exx2))/(1+exnp.cos(f)))=((1+
alfaxt)*x3)—3xalfaxbetad*((1+alfaxt)*x4))/((1+alfaxt)*((((ax(1—e
x%2))/(1+e*np.cos(f)))=xx4))+betad «((ax(l—exx2))/(1+exnp.cos(f)))
x((1+alfaxt)*x3)—betadx((1+alfaxt)*x4)))
return da
def de(m,a,e,w,f t):
de=—(ednp.cos(f))*((—alfax*(((ax(l—e=*%2))/(1+e*np.cos(f)))**x4d)+2xalfa
xbetad x((ax(l—ex*x%2))/(14+e*np.cos(f)))*((1+alfaxt)=**x3)—3+xalfax
betadx((1+alfaxt)*x4))/((1+alfaxt)*((((a*x(l—ex*x%2))/(1+ex*np.cos(f)
))*%4))+betad x((ax(l—exx2))/(1+exnp.cos(f)))«((1+alfaxt)*x3)—
betadx((1+ alfaxt)*x4)))
return de
def dw(m,a,e,w,f,t):
dw=—((np.sin (f))/e)x((—alfa*x(((ax(l—ex%2))/(1+exnp.cos(f)))*x4)+2x
alfaxbeta3«((ax(l—ex%2))/(14+exnp.cos(f)))*((1+alfaxt)=«x3)—3«alfax
betadx((1+alfaxt)*x4))/((1+alfaxt) «((((ax(l—ex%2))/(14+e*np.cos(f)
))#x4))+betad x((ax(l—ex*2))/(14+exnp.cos(f)))«((1+alfaxt)*x3)—
betadx((1+alfaxt)xx4)))
return dw
def df(m,a,e,w,f t):
df=(np.sqrt (Gxmxax(l—e**2))x((1+e*np.cos(f))*%x2)) /(a*+x2x((1—exx2)
*%x2) )+(np.sin (f)/e)*((—alfax(((ax(l—ex%2))/(1+exnp.cos(f)))*x4)
+2xalfaxbetad *((ax(l—exx2))/(l+exnp.cos(f)))«((1+alfaxt)*xx3)—3x
alfaxbetadx((1+alfaxt)*x4))/((1+alfaxt)*x((((a*x(l—e*x%x2))/(1+ex*np.
cos(f)))#*x4))+betad «((ax(l—exx2))/(1+exnp.cos(f)))x((1+alfaxt)
*x3)—betadx((1+alfaxt)xx4)))

return df

deltat=0.1
t=0
m—1

a=1
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e=0.5
w=0
=0

vt =[]svm=[];va=[];ve=[];vw=[]; v =[]
vt .append(t);vm.append(m);va.append(a);ve.append(e);vw.append(w);vf.append(f

)

for i in range (1000):
t=t+deltat
kl=deltat*dm(m,a,e,w,f, t)
hl=deltat*da(m,a,e,w,f, t)
l1=deltat*de (m,a,e,w,f,t)
rl=deltat *xdw(m,a,e,w,f t)
sl=deltat*df(m,a,e,w,f  t)

k2=deltat *dm(m+0.5xk1l,a+0.5xhl,e+0.5%x11 ;w+0.5%r1,f+0.5%s1 ,t+0.5%
deltat)

h2=deltat«da(m+0.5%k1l,a+0.5xh1l  e+0.5%11 ,w+0.5%rl  f+0.5%xs1 ,t+0.5%
deltat)

12=deltat*xde (m+0.5%kl,a+0.5%hl,e+0.5%11 ;w+0.5*%rl , f+0.5%sl ,t+0.5%
deltat)

r2=deltat *dw(m+0.5%kl ,a+0.5%hl e+0.5%x11 ,w+0.5%rl,f+0.5%s1 , t+0.5%
deltat)

s2=deltat«df (m+0.5xkl,a+0.5%h1l,e+0.5%11 ,w+0.5%rl, f+0.5%s1 ,t+0.5%
deltat)

k3=deltat *dm(m+0.5%k2,a+0.5xh2,e+0.5%x12 ;w+0.5%r2 , f+0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

h3=deltat*da(m+0.5%xk2,a+0.5xh2 ,e+0.5%12 ;w+0.5%r2 , f+0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

13=deltatxde (m+0.5%xk2,a+0.5%h2 ,e+0.5%12 ;w+0.5*%r2 , f+0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

r3=deltat *dw(m+0.5%k2,a+0.5%h2 , e+0.5%x12 ,w+0.5%r2 , £ +0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

s3=deltat«df (m+0.5%xk2,a+0.5%h2,e+0.5%12 ,w+0.5%xr2 , f+0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

kd=deltat *dm(mtk3 ,a+h3,e+13 ,wtr3 , f+s3 ,t+deltat)
h4=deltat *xda (mt+k3,a+h3,e+13 ,wtr3 , f+s3,t+deltat)
l4d=deltat *xde (mt+k3,a+h3,e+13 ,wtr3 , f+s3,t+deltat)
rd=deltat *dw(m+k3,a+h3,e+13 ,wtr3d, f+s3 ,t+deltat)
sd=deltat «df (m+k3,a+h3,e+13 ,wtr3d, f+s3 ,t+deltat)

m=mtkl/6+k2/3+k3/3+k4/6




a—a+h1/6+h2/3+h3/3+h4/6
e—et+11/6+12/3+13/3+14 /6
w=w+rl/6+12/34+13/3+1r4/6
f=f+s1/6+s2/3+s3/3+s4/6
vt .append(t)

vm. append (m)
va.append(a)
ve.append (e)
vw.append (w)
vf.append(f)

plt.plot(vt,vm,’b”)

plt.xlabel ( ’Tempo_(t)’)

plt.ylabel ('"Masa_(m) ’)

plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,va,’b’)

plt . xlabel (’Tempo_ (t) )

plt.ylabel (’Semieixe_maior_(a)’)
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,ve,’b’)

plt.xlabel ( "Tempo_(t)’)

plt.ylabel (’Excentricidade_(e) )
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,vw,’b’)

plt.xlabel ( '"Tempo_(t)’)

plt.ylabel (’Argumento_do_periastro_(w)’)
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)

plt .show ()

plt.plot(vt,vf,’b”)

plt.xlabel ( "Tempo_(t)’)

plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()
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Listing 4: Casos 4.3 e 4.4

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
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alfa=0.01
G=1
n=3

def dx(x,y,u,v,m,t):
dx—=u
return dx

def dy(x,y,u,v,m,t):
dy=v
return dy

def du(x,y,u,v,m,t):
du=(—Gsmxx) /((np.sqrt (x*xx2+y*x2) ) *x%3)
return du

def dv(x,y,u,v,m,t):
dv=(—Gsmxy) / ((np.sqrt (x*+x2+y**2) ) x%3)
return dv

def dm(x,y,u,v,m,t):
dm=—alfa *(m#x*n)

return dm
deltat=0.1
t=0
m=1

m@<ﬁ‘<>¢
o = = O O =

c=np.sqrt (Gxmxax(l—ex%2))

vt=[]svm=[];vx=[];vy =[[;vu=[];vv=[];va=[]; ve =[]
vt .append(t);vm.append(m);vx.append(x);vy.append(y);vu.append(u);vv.append(v

)

va.append(a);ve.append(e)

for i in range (1000):
t=t+deltat
kl=deltat*dx
hl=deltatdy

(x,y,u,v,m,t)
(x )
l1=deltat*du(x,y,u,v,m,t)
(x )
(x )

JY7u7V7m7t

rl=deltatxdv
sl=deltat *xdm

aYau7V7m7t

aYauaV7m7t

k2=deltat «dx (x+0.5%kl,y+0.5%h1 , u+0.5%11 ,v+0.5%rl ,m+0.5%s1 , t+0.5%




deltat)

h2=deltat*dy (x+0.5%xkl,y+0.

deltat)

12=deltat*xdu(x+0.5%xkl,y+0.

deltat)

r2=deltat *dv(x+0.5xk1ly+0.

deltat)

s2=deltat*dm(x+0.5*%kl,y+0.

deltat)

k3=deltat*dx(x+0.5%k2 ,y+0.

deltat)

h3=deltat*dy (x+0.5%xk2,y+0.

deltat)

13=deltat*xdu(x+0.5%xk2,y+0.

deltat)

r3=deltat *dv(x+0.5xk2 y+0.

deltat)

s3=deltat *dm(x+0.5xk2  y+0.

deltat)

kd=deltat+dx(x+k3,y+h3,utl3
h4=deltat *xdy (x+k3,y+h3 ,u+l3
ld=deltat*xdu(x+k3,y+h3,utl3
rd=deltat *dv(x+k3,y+h3,u+l3
sd=deltat xdm(x+k3,y+h3 ,ut+l3

x=x+k1/6+k2/3+k3/3+k4/6
y=y+h1/6+h2/3+h3/3+h4/6
u=u+l11/6+12/3+13/3+14 /6
v=v+rl/6+12/3+1r3/3+1r4/6
m=mts1/6+s2/3+s3/3+s4/6
vt.append(t)

vm. append
vx.append

(
(
vu . append (
vy .append (

(

vv.append

5%hl u+0

5%hl u+0

5%hl u+0

5%xhl u+0

5%xh2 u+0

5%xh2 ,u+0

5%h2 u+0

5%xh2 u+0

5%xh2 u+0

EINE

bkl

bkl

Bkl

512

.12

512

512

Hx12

,v+0

,v+0

,v+0

,v+0

,v+0

,v+0

,v+0

,v+0

,v+0

a=1/(2/np.sqrt (x*x+x2+y**2) —(ux*2+v*%2) /(Gsm) )

va.append(a)

e=np.sqrt (1+((c**2) /((G**2) x(m**2)) ) *(ux*2+v*x2—(2+«G+m) /(np. sqrt (x

24y *%2))))
ve.append (e)

Sxrl m+-0.
DSxrl ym+-0.
DSxrl m+-0.

Joxrl m+0.

oxr2 m+0.
Oxr2 ,m+-0.
Oxr2 ,m+-0.
Dbxr2 m+-0.
5xr2 m+-0.
,v+r3 ;mts3 , t+deltat)
,v+r3 .mts3 , t+deltat)
,v+r3 .mts3 , t+deltat)

)

)

,v+r3 ;mts3 , t+deltat
,v+r3 mts3 | t+deltat

5xsl ,t40.

5xsl,t+40.

5xsl , t+40.

S5xsl , t+40.

5xs2 ,t40.

5%s2 ,t40.

5xs2 ,t40.

5xs2 ,t+40.

5%s2 ,t+0.

5%

5x

5x

H*

5x

5%

5%

5x

H*
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plt.plot (vt ,vm,’b’)

plt.xlabel ( ’Tempo_(t)’)

plt.ylabel ('"Masa_(m) )

plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,va,’b’)

plt.xlabel ( ’Tempo_(t)’)

plt.ylabel (’Semieixe_maior_(a)’)
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

plt.plot(vt,ve,’b”)

plt.xlabel ( ’Tempo_(t)’)

plt.ylabel (’Excentricidade_(e) )
plt.grid (True, linestyle=’dashed’)
plt .show ()

Listing 5: Casos 4.5 e 4.6

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

alfa=0.01
G=1
n=1.5

def dm(m,a,e,w,f,t):
dor——alfa  (m*+n)
return dm
def da(m,a,e,w,f,t):
da=(—ax*(1+2xe*np.cos(f)+e*xx2))/(1—e**2)*((—alfax(m**n)) /m)
return da
def de(m,a,e,w,f t):
de=—(e+np.cos (f))*((—alfa*(m*+n))/m)
return de
def dw(m,a,e,w,f t):
dw=—(np.sin (f)/e)*((—alfa x(m+xn)) /m)
return dw
def df(m,a,e,w,f,t):
df=(np.sqrt (Gxmxax(1—e*%2))*((1+exnp.cos(f))*%2)) /((a*x*x2)*((1—ex*2)
*%2))+(np.sin (f)/e)*((—alfax(m**n)) /m)

return df

deltat=0.1




81

t=0
m=1
a=1
e=0.5
w=0
f=0

vt=[];vm=[];va=[];ve=[];vw=[]; v =[]
vt .append(t);vm.append(m);va.append(a);ve.append(e);vw.append(w);vf.append(f

)

for i in range (1000):
t=t+deltat
kl=deltat*dm(m,a,e,w,f,t)
hl=deltat*da(m,a,e,w,f,t)
l1=deltat*de (m,a,e,w,f,t)
rl=deltat *xdw(m,a,e,w,f, t)
sl=deltat*df(m,a,e,w,f, t)

k2=deltat *dm(m+0.5%kl ,a+0.5%xhl,e+0.5%11 ;w+0.5%rl,f+0.5%sl  t+0.5%
deltat)

h2=deltat*da(m+0.5%xkl,a+0.5%hl,e+0.5%11 ;w+0.5%rl ,f+0.5%xsl,t+0.5%
deltat)

12=deltat*xde (m+0.5%kl,a+0.5xhl,e+0.5%11 ;w+0.5*%rl , f+0.5%xs1l,t+0.5%
deltat)

r2=deltat *dw(m+0.5%k1l ,a+0.5%hl,e+0.5%x11 ,w+0.5%rl , f+0.5%s1 ,t+0.5%
deltat)

s2=deltat «df (m+0.5xkl,a+0.5%h1,e+0.5%11 ,;w+0.5%rl,f+0.5%s1 ,t+0.5x
deltat)

k3=deltat *dm(m+0.5%k2,a+0.5xh2,e+0.5%12 ;w+0.5xr2 , f+0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

h3=deltat*da(m+0.5%xk2,a+0.5%h2 ,e+0.5%12 ;w+0.5*%r2 , £ +0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

13=deltatxde (m+0.5%xk2,a+0.5%h2,e+0.5%12 ;w+0.5%r2 , f+0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

r3=deltat *dw(m+0.5%k2,a+0.5%h2 , e+0.5%x12 ,w+0.5%r2 , f+0.5%s2 , t +0.5%
deltat)

s3=deltat «df (m+0.5xk2,a+0.5%h2,e+0.5%12 ,;w+0.5%xr2, f+0.5%s2 ,t +0.5%
deltat)

k4=deltat *dm
h4=deltatxda
l4=deltat xde
rd=deltat xdw

m+k3 ,a+h3, e+13 ;wtr3 , f+s3 ,t+deltat
m+k3 ,a+h3, e+13 wtr3 , f+s3 ,t+deltat
m+k3 ,a+h3, e+13 wtr3 , f+s3 ,t+deltat
mt+k3 ,a+h3, e+13 ;wt+r3 , f+s3 ,t+deltat

~ ~ ~
~— — — ~—
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plt.
plt.
plt.
.grid (True, linestyle=’dashed’)
.show ()

plt
plt

plt.
plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

plt.
plt.
.ylabel (’Excentricidade_(e) )
plt.
.show ()

plt

plt

plt.
plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

sd=deltat «df (m+k3,a+h3,e+13 ,wtr3d , f+s3 ,t+deltat)

memi k1 /64k2/3+k3/3+k4 /6
a—a+h1/6+h2/3+h3/3+h4/6
e—et+11/6+12/3+13/3+14 /6
w=w+rl/6+12/3+1r3/3+1r4/6
f=f+s1/6+s2/3+s3/3+s4/6
vt.append(t)

vm. append (m)
va.append(a)
ve.append (e)
vw.append (w)
vi.append(f)

plot (vt ,vm,’b”)
xlabel (’Tempo_ (t) )
ylabel (’Masa_(m) )

plot (vt,va,’b”)

xlabel (’Tempo_ (t) )

ylabel (’Semieixe_maior_(a)’)
grid (True, linestyle=’dashed’)

plot (vt,ve,’b”)
xlabel (’Tempo_ (t) )

grid (True, linestyle=’dashed’)

plot (vt ,vw,’b”)

xlabel (’Tempo_ (t) )

ylabel (’Argumento_do_periastro_(w)’)
grid (True, linestyle=’dashed’)

plot (vt,vf,’b”)
xlabel (’Tempo_ (t) )
grid (True, linestyle=’dashed’)

APENDICE

Listing 6: Casos 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10.




import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

alfal=10%x(—3)
alfa2=10x*x(—4)
beta=10%x(—5)
n=2

q=2

G=1

def dptita(ptita ,pr,tita ,r,ml,m2,t):
dptita=—Dbeta/r
return dptita

def dpr(ptita ,pr,tita ,r,ml,m2,t):
dpr=((ptitax%2) /(r*x3)) —((ml+m2) /(r*x2))+((betaxtita) /(T *%2))
return dpr

def dtita(ptita ,pr,tita ,r,ml,m2,t):
dtita=ptita /(r*%2)
return dtita

def dr(ptita,pr,tita ,r,ml,m2,t):
dr=pr
return dr

def dml(ptita ,pr,tita ,r ,ml,m2,t):
dml=alfal x(mlx*n)
return dml

def dm2(ptita ,pr,tita ,r,ml,m2,t):
dm2=—alfa2 x(m2x*q)

return dm?2

deltat=0.1
t=0
ptita=0.979795897
pr=0
tita=0
r=0.8
ml=0.7
m2=0.3
e=0.2

a=1

w=0

f=0
P=2xnp. pi

m=ml-+m2

vt=[]; vptita =[];vpr =[]; vtita =[]; vr =[]; viml =[];vm2—]]
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va=[];ve=[];vw=[]; vf=[];vP=[];vm=(]
vt.append(t);vptita.append(ptita);vpr.append(pr);vtita.append(tita)
vr.append(r);vml.append(ml);vm2.append (m2)
va.append(a);ve.append(e);vw.append(w);vf.append(f);vP.append(P);vm.append (m

)

for i in range (500):
t=t+deltat
kl=deltat*dptita(ptita ,pr,tita ,r ,ml,m2,t)
hl=deltat*dpr(ptita ,pr,tita ,r,ml,m2, t)
ll1=deltat*dtita (ptita ,pr,tita ,r ,ml,m2,t)
rl=deltatxdr(ptita ,pr,tita ,r ,ml,m2,t)
sl=deltat xdml(ptita ,pr,tita ,r ,ml,m2,t)
ul=deltat*dm2(ptita ,pr,tita ,r,ml,m2,t)

k2=deltat«dptita(ptita+0.5%kl,pr+0.5xhl tita+0.5%x11 ,r+0.5xrl ;ml4+0.5%
s1 ,m2+0.5%xul,t+0.5xdeltat)

h2=deltat*xdpr(ptita+0.5%xkl,pr+0.5xhl, tita+0.5%11 ,r+0.5%r1 ;ml14+0.5%s1
m2+0.5%xul ,t+0.5xdeltat)

12=deltatxdtita (ptita+0.5%kl, pr+0.5xhl, tita+0.5%11 ,r+0.5%xrl ,ml1+0.5%
sl ,m2+0.5%xul,t+0.5xdeltat)

r2=deltat+«dr(ptita+0.5%xkl,pr+0.5%hl, tita+0.5%11 ,r4+0.5%r1l ,ml+0.5%sl,
m2+0.5%ul , t+0.5xdeltat)

s2=deltat«xdml(ptita+0.5%kl,pr+0.5xhl, tita+0.5%11 ,r+0.5%rl ;ml14+0.5%s1,
m2+0.5%ul , t+0.5«xdeltat)

u2=deltat *dm2(ptita+0.5%kl,pr+0.5xhl, tita+0.5%11 ,r+0.5%xrl ;ml4+0.5%s1
m2+0.5xul , t+0.5xdeltat)

k3=deltat«dptita(ptita+0.5%k2,pr+0.5xh2 tita+0.5%x12 ,r+0.5xr2 ;m14+0.5%
$2 ,m2+0.5%xu2,t+0.5xdeltat)

h3=deltat*xdpr(ptita+0.5%xk2, pr+0.5xh2, tita+0.5%12 ,r+0.5%r2 ;m14+0.5%s2 |
m2+0.5%u2,t+0.5xdeltat)

13=deltatxdtita(ptita+0.5%k2, pr+0.5%h2, tita+0.5%12 ,r+0.5%r2 ;m1+0.5%
s2 ,m2+0.5%xu2,t+0.5xdeltat)

r3=deltat«dr(ptita+0.5%xk2,pr+0.5%h2  tita+0.5%12 ,r+0.5%r2 ,m1+0.5%s2 ,
m2+0.5%u2,t+0.5xdeltat)

s3=deltat«xdml(ptita+0.5%k2,pr+0.5xh2, tita+0.5%12 ,r+0.5%r2 ;m14+0.5%s2
m2+0.5%xu2,t+0.5xdeltat)

u3=deltat *dm2(ptita+0.5%k2, pr+0.5xh2, tita+0.5%12 ,r+0.5%r2 ;m1+0.5%s2 |
m2+0.5%xu2,t+0.5xdeltat)

kd=deltatxdptita (ptita+kd, pr+h3, tita+13 ,r+r3 ,ml+s3 ,m2+u3, t+deltat)
h4=deltat xdpr(ptita+k3, pr+h3, tita+13 ,r+r3 ,ml+s3 ,m2+uld, t+deltat)
ld=deltatxdtita (ptita+kd,pr+h3, tita+13 ,r+r3 ,ml+s3 ,m2+u3, t+deltat)
rd=deltat*dr(ptita+k3, pr+h3, tita+13 ,r+r3 ,ml+s3 ,m2+u3, t+deltat)




plt.
plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

plt.
.xlabel (’Tempo_(t)’)
plt.
plt.
.show ()

plt

plt

plt.

sd=deltat xdml(ptita+k3, pr+h3, tita+13 ,r+r3 ,ml+s3 ,m2+u3, t+deltat)
ud=deltat *dm2(ptita+k3, pr+h3, tita+13 ,r+r3 ,ml+s3 ,m2+uld, t+deltat)

ptita=ptita+(kl1+2xk2+2+xk3+k4) /6
pr=pr+(h1+2xh2+2+h3+h4) /6
tita=tita+(11+2x12+2x13+14)/6
r=r+(rl1+2%r2+2+r3+r4) /6
ml=ml+(s1+2xs2+2xs3+s4) /6
m2=m2+(ul+2*u2+2*ud3+ud) /6

vt .append(t)
vptita.append(ptita)
vpr . append (pr)
vtita.append(tita)
vr.append(r)

vml. append (ml)

vm2. append (m2)

e=np.sqrt ((( ptita*pr) /(Gx(ml+m2)—(betaxtita)))**x2+((ptita*xx2) /((Gx(
ml+m2) —(betaxtita))xr)—1)**2)
ve.append (e

a=(ptita**2) /((ml4+m2—(betaxtita))*(l—e*%2))

)
va.append(a)
f=np.arccos (((a*x(l—ex*x%x2))—r)/(exr))

vf.append(f)

w=tita —f

vw.append (w)

P=np.sqrt ((4*(np.pi**2)*(a**3))/(ml+m2-betaxtita))
vP . append (P)

meml+m2-betaxtita

vm. append (m)
plot (vt ,vm, ’b"”)
xlabel (’Tempo_ (t) )
ylabel ("Masa_(m) )
grid (True, linestyle=’dashed’)
plot (vt,va,’b”)
ylabel (’Semieixe_maior_(a)’)

grid (True, linestyle=’dashed’)

plot(vt,ve,’b”)
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plt.
plt.
.grid (True, linestyle=’dashed’)
.show ()

plt
plt

plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

xlabel (’Tempo_ (t) )
ylabel (’Excentricidade_(e)’)

plot (vt ,vP,’b”)
xlabel (’Tempo_ (t) )
grid (True, linestyle=’dashed’)

APENDICE

Listing 7: Casos 4.11, 4.12 e 4.13.

import numpy as np

import matplotlib.pylab as plt

import random

from scipy import optimize

m0=0.412
deltam =(0.1+m0) /100
e(0—=0.519
a0=0.963

vm={]

vm. append (m0)

ve=||

ve.append (e0)

va=|]

va.append (a0)
vE=[]
vi=]]

n=50

for i in range(n):

alfa=random.random ()

def kep(x):

return 2xnp.pixalfa—xtve[i]*np.sin (x)
E=optimize.brentq(kep,0,2*np. pi)
vE.append (E)

f=np.arccos ((np.cos(vE[i])—ve[i])/(1—ve[i]*np.cos(VE[i])))
vf.append(f)

vm. append (m0—deltam )
mO=m0O—deltam
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e=np.sqrt(ve[i]*+2+(deltam /vm|[i+1]**2)*(vin[i]*(1+2+ve[i]*np.cos(vf][i
1)+
ve[i]**2)—vm[i+1]x(1—ve[i]*x2)))
ve.append (e)

a=(vm[i]*va[i]*(1—ve[i]**2))/(vm[i+1]*x(1—ve[i+1]*x2))
va.append(a)

plt.plot (vm,va,’b’)

plt.xlim (0.413,0.39)

plt . ylabel (’Semieixe_maior_(a)’)
plt.xlabel ('"Masa_(m) ’)

plt.grid (True)

plt .show ()

plt.plot (vm,ve,’b’)

plt .xlim (0.413,0.39)

plt .ylim (0.50,0.54)

plt.ylabel (’Excentricidade_(e) )
plt.xlabel ('"Masa_(m) ’)

plt.grid (True)

plt .show ()

Listing 8: Casos 4.14, 4.15 e 4.16.

import numpy as np
import matplotlib.pylab as plt

import random

m0=0.412
deltam =(0.1+*m0) /100
e0=0.519
a0=0.963

vm=|]
vm. append (m0)
ve =[]
ve.append (e0)
va=[]
va.append (a0)
vE=[]
vi=]]

n=50
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for i in range(n):

plt.
.xlim (0.413,0.39)
plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

plt

plt.
.xlim (0.413,0.39)
.ylim (0.5,0.54)

plt
plt

plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

E=random.random () *2xnp. pi
vE.append (E)

f=np.arccos ((np.cos(vE[i])—ve[i])/(1—ve[i]*np.cos(VE[i])))
vf.append(f)

vm. append (m0—deltam )
m0=m0O—deltam

e=np.sqrt(ve[i]*+*2+(deltam /vin[i-+1]**2)«(vmm[i]*(1+2*xve[i]*np.cos(vi[i
1+
ve[i]**2)—vm[i+1]«x(1—ve[i]*x2)))
ve.append (e)

a=(vm[i]xva[i]*(1—ve[i]*%2))/(vm[i+1]*x(1—ve[i+1]xx2))
va.append(a)

plot (vm,va,’b”)
ylabel (’Semieixe_maior_(a)’)

xlabel ("Masa_(m) )
grid (True)

plot (vm,ve,’b”)

ylabel (’Excentricidade_(e)’)
xlabel ("Masa_ (m) )
grid (True)
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