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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Matematica Aplicada

Titulo: Resolucién eficiente de modelos de combustion

Breve descripcion del contenido:

En este trabajo se propone la resoluciéon mediante métodos numéri-
cos de las ecuaciones que componen el modelo de combustién BFL
compuesto por ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones alge-
braicas. Ademas, se comparara la eficiencia del mismo comparando los
resultados obtenidos con los utilizados para la validaciéon del modelo

matematico publicado en Combustion and Flame.
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Resumen

La modelizaciéon de distintos problemas fisicos, por ejemplo la combustion, es uno de
los objetivos de la matematica aplicada. El modelo BFL explica la combustién de carbén
pulverizado dentro de la caldera de una Central Térmica cuya finalidad es transformar
agua en estado liquido a estado gaseoso para poder generar energia eléctrica al mover un
alternador.

La aportacién realizada en este trabajo es la resoluciéon mediante distintos métodos
numéricos del modelo mencionado anteriormente. Concretamente, nos centraremos en la
resolucién del sistema de DAE’s que modela la gasificacion del carbono fijo contenido en
la particula de carbom.

En cuanto a la organizacion de este trabajo se distinguen dos bloques: el primero de ellos
donde se explican de manera tedrica el modelo y los métodos numéricos utilizados, mientras
que en el segundo se exponen los resultados obtenidos mediante los c6digos implementados

y las conclusiones.

Abstract

The modeling of different physical problems, for example combustion, is one of the
objectives of applied mathematics. The BFL model explains the combustion of pulverized
coal inside the boiler of a thermal power plant whose purpose is to transform liquid water
into water vapor in order to generate electric power.

The contribution made in this work is the resolution by different numerical methods of
the aforementioned model. Specifically, we will focus on the resolution of the DAE’s system
that models the gasification of the char contained in the coal particle.

As regards the organization of this work, two blocks are distinguished: the first one,
where the model and the numerical methods used are theoretically explained, while the
second one exposes the results obtained through the codes implemented and the conclu-

sions.

XI






Introduccion

En el ano 2011, como continuacion a la linea de investigacion abierta por el tutor de este
trabajo de Fin de Grado, se publico el articulo [2], donde se revisaba el modelo mateméatico
para la combustion de carbon pulverizado propuesto en [4]. El objetivo de este articulo era
extender la metodologia llevada a cabo en dicha tesis para la modelizacién matemaética de
procesos de combustiéon de carbén pulverizado.

La generaciéon de energia eléctrica alrededor del mundo depende en gran medida de
la combustion de combustibles fésiles como el carbén. Este hecho, ha cambiado en paises
europeos donde las restricciones legislativas de la UE (Unién Europea) sobre la emision
de gases de efecto invernadero como el COs y la preocupacién por el cambio climético,
conducen a la bisqueda de modelos matemaéticos para controlar dichas emisiones mientras
se siguen desarrollando las energias renovables de manera tanto tebérica como mecanica.

Una de esas soluciones propuestas fue pulverizar el carbéon antes de introducirlo en la
caldera de combustién, permitiendo realizar una combustién més eficiente y con menos
produccién de residuos toxicos. Para ello empresas como ENDESA, cuya central térmica
de As Pontes utiliza este método para la generaciéon de electricidad, financiaron proyectos
de investigacion para su estudio y simulacién.

Los modelos introducidos en [2] tratan de explicar los procesos fisico-quimicos que
sufre cada particula de carbén pulverizado dentro de la caldera de combustion. En dicho
proceso, las especies en las cuales se descompone el carbon (humedad, volatiles, carbono
fijo y cenizas) juegan un papel fundamental para decidir cual de estos modelos expuestos
es valido para simular nuestro problema.

La principal aportacion de este trabajo es el planteamiento de distintos métodos nu-
méricos para la resolucion eficiente del modelo de combustion para particulas de carbén
pulverizado propuesto en [2], centrandonos en la resolucion del sistema de DAE’s que
modela la gasificacion del carbono fijo.

El trabajo esta estructurado en dos bloques teméaticos con un total de cuatro capitulos.

El primer capitulo estd dedicado a la exposicion de los procesos fisico-quimicos que

transforman la particula. En primer lugar se detalla el proceso que se quiere simular,
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XIV INTRODUCCION

teniendo especial cuidado en algunas hipoétesis cruciales del modelo. A continuacién se
describen las ecuaciones que modelan mateméticamente los diferentes procesos que ocurren
en la caldera para la fase solida.

En el segundo capitulo se expondran los métodos numéricos que emplearemos en la
resoluciéon del modelo BFLs1 descrito en el capitulo anterior. La resoluciéon de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias (ODE’s) que forman el modelo se lleva a cabo mediante el
método Runge-Kutta clasico (paso fijo) o mediante el método Runge-Kutta-Fehlberg (paso
adaptativo). Para el sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales (DAE’s) realizaremos
una semidiscretizaciéon en tiempo, utilizando un método de Euler explicito, implicito o el
Runge-Kutta de orden 4, para posteriormente resolver el sistema de ecuaciones no lineales
utilizando el método de Newton discretizado.

En el tercer capitulo se muestran los resultados numéricos obtenidos al resolver el pro-
blema test utilizando la metodologia de soluciones manufacturadas, es decir, afniadiendo al
problema real términos fuente para que la solucién exacta sea la que se propone. A partir de
los datos especificados en el apéndice, hemos resuelto el problema con los distintos métodos
numéricos y, apoyandonos en la graficas incluidas, discutiremos su comportamiento para
el test. Los diferentes métodos numéricos han sido implementados en el software comercial
MatLab R2017a.

Por tltimo, el cuarto capitulo esta dedicado a la redaccién de las conclusiones obtenidas

en este trabajo de Fin de Grado.



Capitulo 1

Modelo de combustion

En este primer capitulo introduciremos el modelo matematico, referido como BFLs1 en
[2], que describe los fenémenos fisico-quimicos que ocurren en la vecindad de una particula
de carb6n pulverizado durante su combustion en una caldera de una Central Térmica. La
validez de este modelo se limita al caso que trata particulas de un tamano pequeno (menor
a 100 pm de didmetro) y un alto contenido en cenizas.

Nos centramos en este modelo por ser el que mejor se adapta al experimento que se

describe y simula en [2].

1.1. Modelo de combustion del carbon

Comenzaremos explicando el proceso que ocurre en la caldera, donde se introducen
las particulas de carbén pulverizado a través de distintos conductos. Las particulas son
arrastradas por una corriente de gases de recirculacion (aire primario) y se quemaran
con el oxigeno aportado por el aire (aire secundario) que se introduce a través de otros
conductos, formando una llama de difusién como se puede ver en el esquema de la Figura
L1

Cuando éstas se encuentran dentro de la atmosfera de la caldera, comienzan a inter-
cambiar calor con ésta y se producen las distintas reacciones que llevan a su combustion,
las cuales expondremos en la siguiente secciéon. Dicha combustién da lugar a una llama
de difusiéon en el dominio de la caldera (es una zona infinitamente delgada y que se ha
denotado por I'p) dividiéndolo en dos regiones: Qp, que no contiene oxigeno y o donde

si hay oxigeno.

Las figuras que aparecen en este capitulo las hemos obtenido del articulo [2] y del Trabajo de Fin de

Grado [5] que aparecen en la bibliografia.
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coal particles with primary air

Figura 1.1: Llama de difusioén.

El modelo de combustiéon que estamos tratando se basa en una descripcién lagrangiana
para estudiar la evolucion de cada particula de carbon individualmente. Ademés, hay
que tener en cuenta que la atmosfera de la caldera cambiard debido a la reacciones de
volatilizacion y gasificacion de las mismas. Los volatiles emitidos por las particulas, el
monodxido de carbono y el hidréogeno resultantes de la gasificacion reaccionaréan con el
oxigeno presente en la fase gaseosa para producir vapor de agua y diéxido de carbono.

Una de las hipotesis cruciales del modelo BFLs1 es que las reacciones de oxidacion de los
volatiles, hidrogeno y mondxido de carbono que ocurren en la fase gaseosa son irreversibles
e infinitamente rapidas en comparacién con el resto de procesos que suceden en el horno
con lo cual estas reacciones ocurriran simultaneamente en la llama de difusién, I'r. De esta
manera se obtiene una buena explicacion de la temperatura y de las concentraciones de las
distintas especies.

Por otro lado, el modelo se basa en un calculo de la temperatura y densidad de cada
particula de carbén pulverizado a lo largo de su trayectoria. Entonces supondremos que
las particulas no interacttian entre ellas, basdndonos en el hecho de que se verifican las

siguientes desigualdades:

L>>1.>>1,>>a,

donde L es la longitud del horno, /. es la longitud de la celda computacional, [, es la
distancia entre las particulas y a el radio de la particula de carbén. Ademas, se supone que
las particulas son esféricas y que las densidades de carbono fijo y cenizas de las mismas se
mantienen constantes durante el proceso de combustién.

Las reacciones de oxidacién también pueden tener lugar en pequenas llamas de difusién
alrededor de las particulas o en el interior de las mismas en la regiéon €2p. Para que esto

ocurra el tamano de la particula debe ser grande comparado con el espesor de la llama.



1.2. MODELO DE LA FASE SOLIDA 3

Sin embargo, en el BFLs1 esto no es posible ya que las particulas son demasiado pequenas
como para mantenerla por si mismas, aunque si podrian mantenerla en un entorno en el
que no afecte a las reacciones de gasificacion.

El carbono fijo se gasifica mediante las reacciones con el vapor de agua, el didxido de
carbono y el oxigeno que deben penetrar en las particulas desde la atmdsfera gaseosa. Cada
una de estas reacciones posee una temperatura de activaciéon distinta, aunque en nuestro
caso supondremos que difieren poco entre ellas y la denotaremos por T,. Por debajo de
ésta, podremos obviar las reacciones de gasificacién, mientras que por encima suceden de
manera instantanea por difusion.

En las particulas con un alto contenido en cenizas, las reacciones de gasificacion suceden
en el nucleo de radio 7., menor que el radio original a. Las moléculas de diéxido de carbono,
vapor de agua y oxigeno penetran a través de la capa de ceniza hasta alcanzar la capa de
carbono fijo con una velocidad que determinaré el decrecimiento del radio del nucleo. Por
altimo, la capa de ceniza restante después de la gasificacién mantiene el tamano de la

particula de radio a constante, puesto que es una especie inerte.

1.2. Modelo de la fase sé6lida

Nuestro punto de partida sera la exposicion del modelo introducido en el articulo [2].
Basédndonos en éste consideraremos un modelo cinético simplificado consistente en las si-

guientes reacciones fisico-quimicas que ocurren dentro de la particula porosa:
CO2(g) + C(s) = 2C0(g) + (q1) (1.1)

%Oz(g) +C(s) = CO(g) + (a2) (

H30(g) + C(s) = CO(g) + Ha(g) + (g3) (
Vi(s) = V(g) + (@) (1.

H0(s) = H20(g) + (a5) (

=
w

—
=~
= I = =

y las siguientes reacciones de oxidacién que ocurren en la fase gaseosa:

CO(g) + 50s(9) —+ COs(g) + (40) (16)
V(g) +1102(9) = v2C02(g) + v3H20(g) 4+ v4520(g) + (q7) (1.7)
Ha(9) + 502(9) — H20(g) + (as) (1)

Observacion 1.1. Notese que estas tres tltimas reacciones no se trataran en este trabajo

debido a que nos centraremos en el modelo de la fase solida.
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Notacion 1.2. En las reacciones anteriores, hemos indicado que los reactivos y productos

se encuentran en fase solida o gaseosa mediante (s) y (g), respectivamente.

Mientras que las reacciones ([1.1]),(1.3) y (1.5) son endotérmicas, la reaccion ((1.2) es

exotérmica. Por otro lado, tomaremos g4 = 0 debido a que desconocemos el comporta-
miento termoquimico de la reaccién por tratarse de una molécula idealizada, como
describimos a continuacion.

Los volatiles considerados en las reacciones anteriores se toman como una tnica molé-
cula de la siguiente manera:

V == CKlHK20K38K4 (19)

cuya masa molecular se denota por M, y los coeficientes K; con i = 1,...,4 vienen
determinados por un analisis del carbén. Los coeficientes estequiométricos de la reaccién

(1.7) se calculan a partir de los términos K; como se puede ver en [2].

A continuacion se detallara el modelo que rige durante la combustion de una particula

de carbén, a través de la conservaciéon de su masa y energia.

1.2.1. Modelo de gasificacion de la particula

Dividiremos el modelo de la gasificaciéon de la particula de carbén en funcién de la
temperatura de la misma. Por este motivo podemos describir este proceso en distintas

etapas que se han representado en la Figura [1.2

V(g) H20(g) H2

@ CO

-8 &5
AR R
H20(g) 0,

CO,

Tp>T1 Tp>Tc YV=YH20=YC=O

Figura 1.2: Esquema de la combustion.

En primer lugar, la particula entra en la caldera y comienza a intercambiar calor con
el entorno, hasta alcanzar una temperatura 77 que marca el inicio de la segunda etapa.

Posteriormente, se dan las reacciones de evaporacién y volatilizacién, al mismo tiempo que
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sigue incrementandose la temperatura de la particula. La tercera etapa comienza cuando
T, es mayor que 1. por lo que se dardn las reacciones de gasificacion del carbono fijo.
La ultima etapa comienza cuando se han consumido todos los materiales combustibles y
durante ella las cenizas restantes seguiran intercambiando calor hasta salir del horno. Por
supuesto, todo el proceso se interrumpe si la particula sale del horno.

A continuacion se describirdn de forma exhaustiva cada una de estas etapas:

1. Primera etapa: en ella la temperatura de la particula es menor que 7T} por lo que no
se produce ninguna de las reacciones anteriormente expuestas. Por tanto, podemos
tomar la velocidad de la i-ésima reaccién A; = 0 con ¢ = 1,...,5 y el tamano del

radio invariante.

Ademas, si suponemos que la temperatura de la particula es la misma en todos sus
puntos tenemos que su variacién a lo largo del tiempo viene dada por:
%ﬂa?’ppcs% = 4dna’(q) + q), (1.10)
donde los dos miembros de la parte derecha de la ecuacién representan los flujos de
calor que llegan a la superficie de la particula por conduccién y radiaciéon, respecti-

vamente. Los términos q;)’ y ¢/ se expresan de la siguiente forma:

T k o
"= = (T, — T, (1.11)

p dr jr=at+ a p

donde en esta ultima igualdad se ha utilizado la Ley de Fourier, y

1
q =g <4 /52 I(z,w)dw — UT;> ) (1.12)

donde I(z,w) es la intensidad de radiacion en la direccion de w en la posicion de la

particula denotada por x, €, es la emisividad de la particula y S? es la esfera unidad.

2. Segunda etapa: esta etapa comienza cuando la temperatura de la particula es mayor

o igual que Tj. Diferenciaremos dos casos en funcién de la cantidad de volétiles y

humedad presentes en la particula.

= Si ambas cantidades denotadas por Yy e Yp,0 son nulas entonces \; = 0 con

1 = 4,5 y resolverfamos de nuevo la ecuacién para la temperatura (|1.10]).

= Por el contrario, si alguna de las dos cantidades es mayor que cero y asumiendo
las desigualdades entre las distintas escalas anteriormente mencionadas, pode-
mos modelar la evolucién en el tiempo de las densidades de ambas componentes

mediante las siguientes ecuaciones:

dpy E,4

PV _ B 4 1.1
i 4exp{ RTp}pv, (1.13)
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Es
—— =-B - . 1.14
dt 5 €Xp { RTp } PH>0 ( )

Estas relaciones de tipo Arrhenius se basan en las suposiciones de que las den-
sidades de las diferentes especies y la temperatura en la particula son uniformes
y el volumen de la particula se mantiene constante.

Por otra parte, se introducen las velocidades adimensionales de reaccién de los
volatiles y la humedad, como la relacion entre la masa de las componentes y el

flujo de difusién caracteristico, dadas por:

CL2 E4
Ay = B v 1.15
4 3pg D 4 €Xp { RTp } PV, ( )
a2 E5
A5 = B - . 1.16
5 3pg D 5 €Xp { RTp } PH>0 ( )

Por dltimo, podemos considerar que las reacciones de gasificaciéon del carbono
fijo estan congeladas; en consecuencia no se produce monéxido de carbono ni
hidrégeno en la particula. De esta forma la variacién de la temperatura en

nuestro modelo BFLs1 se puede escribir de la siguiente forma:

4 dT;
57703912057: = dra®(q) + q) + 4mpgaD (@M + gs)s), (1.17)

donde qz’,’ se puede escribir como:

A
-1’

k
4 = —— (W — hy)

. (1.18)

vy A=A+ As.
Observacion 1.3. Noétese que en esta tltima expresion se ha despreciado el efecto
del movimiento relativo de la particula y la atmosfera gaseosa en la vecindad

de la particula.

3. Tercera etapa: se caracteriza por el hecho de que la temperatura de la particula es
mayor que la temperatura critica, 1., por lo que ocurren, controladas por difusion,
las reacciones de gasificacion en la superficie de la particula de carbon. Por tanto,
Yoo, = Yo, = Yu,0 = 0si r < r¢, siendo r. el radio del nicleo de la particula de

carbén. En otro caso, es decir, si r > r. entonces pc = 0.

En esta etapa, queremos determinar como varfan las cantidades de monéxido de

carbono, oxigeno y vapor de agua debidas a las reacciones (1.1)),(1.2]) y (L.3]). Para

ello estudiaremos sus velocidades asociadas, dadas por A; con ¢ = 1,2, 3, aunque su

expresion no es tan simple como para las vistas anteriormente debido a que dichas
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especies no son uniformes en la particula. Para describir sus efectos en la gasificacién

del carbono fijo contenido en la particula se ha considerado una simplificacién, que

la energia de activacion de las tres reacciones es la misma y ademés grande. Adicio-

nalmente, se supuso que la densidad de carbono fijo se mantiene constante cuando

ocurren las reacciones de gasificaciéon mientras que, el volumen varia.

5

Notacion 1.4. Denotaremos por A = Y \; al caudal masico de gas generado en la

i=1
particula dividido por 4mapyD.

De manera similar a como hicimos en la segunda etapa diferenciaremos varios casos:

= Si la cantidad de carbono fijo en la particula es cero entonces no se pueden dar

dichas reacciones, y por ello resolveremos como en la segunda etapa.

= En cambio, si la cantidad de carbono fijo denotada por Y es no nula tendremos

que tener en cuenta otra caracteristica de la atmoésfera gaseosa: la cantidad de

oxigeno.

Esto nos permite diferenciar qué sistema de ecuaciones no lineales y ecuaciones

diferenciales ordinarias tenemos que resolver, dado que en cada caso estaremos

en un dominio distinto de la caldera.

e Si la particula se encuentra en Q2 entonces hay ausencia de oxigeno en un
entorno de la particula y tnicamente las reacciones (|1.1)) y (1.3)) intervienen

en la gasificacion. Por tanto, tenemos que resolver el siguiente sistema:

11\ g
35 = o,

11 /\1 D a

;% - % - {beo + g% - A;’} exp {)\DDe <1 - f) - )\} (1.19)
L2t O )
Mientras, la temperatura de la particula viene dada por:
4 3 dTy 2 1N
3T PpCs gy = dra®(q, +qr) +4mpgaD(q1 A1 +q3A3+quAa+q5A5), (1.20)

donde ¢, y g, vienen dados por (1.18) y (1.12)), respectivamente.

e Si la particula esta en Qo entonces las reacciones (1.1)), (1.2]) y (1.3) con-

tribuyen a la gasificacién del carbono fijo mediante las especies COz, Oy y
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H>0. El modelo que rige la gasificacion de la particula resulta ser:
11 )\1 o g 11 )\1 D a
4 )\2 4 )\2 D a
——==JY7 +-= A—(1——]) =X
3 A {O2+3)‘}exp{ De( 7“c)

1.21)
3hs A5 [wg . 3X A D a (
_{YH20+2 3 3 }exp{)\De 1 Tc) )\}

2 A A
0
P2 We _ (3 4 a 1A
,ogaDrC dt (a4 A2+ 2) J
Por otro lado, la temperatura de la particula evoluciona de la siguiente
manera:
4

dT;
gwai”ppcsd—;’ = 4dna®(q) + q!) + 4mpgaD(qih1 + @2 A2 + q3A3 + qada + G5 A5),
(1.22)

donde ¢, y ¢, vienen dados por (1.18)) y (1.12)), respectivamente.

Observacion 1.5. En esta tercera etapa, donde se cumple que T}, > T > T, el lector

debe tener en cuenta que los procesos de la segunda etapa pueden seguir ocurriendo

mientras las cantidades de volatiles y humedad sean distintos de cero.

Por ultimo, si la particula sigue estando dentro de la zona de combustiéon pero todas

las especies se han consumido debido a las reacciones de gasificacién, tenemos una

nueva situaciéon debida al alto contenido en cenizas, que es una especie inerte. En

ese caso, la particula no cambia de tamano, manteniendo su radio igual al inicial

a; con lo cual podriamos considerar que es una nueva etapa hasta que la particula

abandone la caldera donde ésta sigue intercambiando calor con la atmdsfera gaseosa.

Su comportamiento se puede describir con las mismas ecuaciones de la primera etapa.

Fuentes homogéneas de la fase gaseosa

El modelo de combustion del carbéon pulverizado consiste en dos modelos acoplados:

uno para la fase gaseosa (el cual no trataremos en nuestro trabajo y determina la atmosfera

en la que se encuentra nuestra particula) y otro para la fase solida. La resolucion del modelo

de fase solida va a permiter obtener las fuentes de masa y energia que las particulas aportan

a la fase gaseosa.

Las fuentes homogeneizadas en la fase gaseosa por unidad de volumen y tiempo, en un

punto X, se calculan mediante las aportaciones de cada particula que esta en la posicion x

en un instante t. Para ello, utilizaremos la expresion:

N. i '
fe(x) = Z dj / Fi*(t)o(x — x;,(t))dt, (1.23)
j=1 70
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donde F J‘-’(t) es la fuente de masa o energia de una particula introducida por la entrada j en

el instante ¢, xJ(t) es la posicion que ocupa la particula en el instante ¢, §(x) es la medida

de Dirac en el punto 0, t; es el tiempo de la particula para consumirse por completo o para

salir del dominio de la caldera, ¢; es el flujo de masa por la entrada j y N, es el niimero

de entradas, respectivamente.

En particular, para el modelo simplificado que estamos considerando, las fuentes de

masa para cada especie debidas a una particula vienen dadas p

1. Si estamos en Qp, es decir, donde hay ausencia de oxigeno tenemos:

F =0,

Fgp, =0,

2 ().
Fi,o = thk <)\5 - ;/\3> ;
FIy = 47;;’“ (1;/\1 + ;)\3> ,
P — 47;2#4:)\47

Fp = 47r:ké)\3

2. En cambio, si nos encontrasemos en 2o tendriamos:

m Amak (-4
FOQ = <3)\2) 5

or:

).

(1.31)
(1.32)

(1.33)
(1.34)

(1.35)
(1.36)

(1.37)

&7
drak [ —11
Foy, = —A
co: Cp < 3 1) ’
drak 3
Filo=——1[(X—2zA
H>O ¢ ( 5 2 3>a
Fgp, =0,
dmak (14 7 7
co & <3 1+32+33
4drak
Fm Ta Mo
Cp
dmak 1
Fy = mak 1 As
p 6
Finalmente, podemos expresar las fuentes de masa total y de energia de la siguiente
manera;
o 47Tak)\7

Cp

(1.38)
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c A dm
1‘71(i = 47{'ak‘ (c;Tp — Tg> ﬁ — CSTPWP' (139)

1.2.3. Modelo del movimiento de la particula

El modelo de combustién utilizado se basa en una descripciéon lagrangiana del com-
portamiento de la particula, por lo que necesitamos calcular la trayectoria de ésta en el
dominio computacional.

El movimiento de la particula se debe, principalmente, a las fuerzas de arrastre y
gravitatorias actuando sobre ella. En consecuencia, la velocidad de la misma se puede

obtener resolviendo el siguiente problema de valor inicial:

dv,

2P _F —

g~ Falve=vi)+e (1.40)
vp(0) = vpo

donde Fy(vy — vp) es la fuerza de arrastre por unidad de masa y
Fa=>t coR (1.41)
= — e. .
4716 ppa? b

En estas expresiones, la velocidad de la mezcla de gases viene denotada por v, la velocidad
de la particula por v, y la viscosidad del gas por p. Ademas, Re es el nimero de Reynolds

relativo a la particula, cuya expresion es:
2a
Re = pyllvg — Vp”; (1.42)

y el coeficiente de arrastre se puede aproximar por:

14 0.15Re"687
Re

Cp = 24 (1.43)

st Re <1000

0.44 en otro caso

La fuerza de arrastre no incluye una pequena reduccion asociada al efecto de soplado debido
a la gasificacion, puesto que se compensa con el aumento del arrastre debido a la densidad

y viscosidad de la atmésfera gaseosa en el entorno de la particula.



Capitulo 2

Métodos numéricos

En este segundo capitulo se expondran los diferentes métodos numeéricos que utilizare-
mos en la resoluciéon del modelo mateméatico presentado anteriormente.

En primer lugar se presentaran los problemas de valor inicial junto con la familia de
métodos numéricos que implementaremos para su resolucién. A continuacién se expon-
dran los sistemas de ecuaciones no lineales los cuales resolveremos mediante el método de

Newton.

2.1. Problema de valor inicial

El problema de valor inicial (también conocido como problema de Cauchy) consiste en
la resolucién de una EDO dada una condicién inicial. En particular, tomando un punto tg
perteneciente a un intervalo [a, b] de R, el problema de valor inicial trata de encontrar una

funcion y € C([a,b]) tal que:

pynyd Byt elatly R o
y(to) = yo

donde f(t,y) es una funcion real de [a,b] X R que es continua respecto a ambas variables.
Las tres caracteristicas de un problema de valor inicial que deben tenerse en cuenta
son: la existencia solucion, la unicidad y la estabilidad, es decir, como de sensible es a las
pequenas perturbaciones en la condicién inicial.
Comenzaremos definiendo la condicién de Lipschitz para una funcién, dado que en ella

basaremos el resultado sobre existencia y unicidad de solucién para el PVI.

Definicién 2.1. Una funcion f : [a,b] xR — R se dice que cumple la condicién de Lipschitz
en su segunda variable si existe una constante L, denominada constante de Lipschitz, tal

que para todo t € [a,b] e y,z € R se cumple que |f(t,y) — f(t,2)| < Lly — z|.

11
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Teorema 2.2. Sea f : [a,b] x R — R wuna funcion continua. Si f cumple la condicion de
Lipschitz respecto su sequnda variable entonces para todo yg € R, existe una unica solucion
y(t) del problema . Ademds, y(t) es continua y diferenciable para todo t € [a,b].

2.2. Meétodos de 1-paso

Los métodos numéricos para la resolucion de problemas de valor inicial (PVI) consisten
en calcular aproximaciones de la soluciéon exacta. Para ello discretizaremos el dominio de

la variable independiente de la siguiente manera:
a=ty<t1 <...<t; <...<tph_1<t,=0,

donde t; = to + th, para ¢ = 0,...,n, y para cada uno de los valores de la particion
asociamos una aproximacion y; ~ y(t;).

El parametro representado por h se denomina longitud del paso en la discretizacion y
viene dado por la siguiente expresion, h = ;a’ donde n + 1 es el namero de nodos de la
discretizacion. "

Los métodos que trataremos en esta seccion se pueden englobar en las siguientes fami-

lias:

Definicién 2.3. Un método numérico para la aproximacion de la solucién del problema

(2.1)) se denomina método de 1-paso si para todo ¢ > 0,u;41 sélo depende de w;.

Definiciéon 2.4. Un método numérico se denomina explicito si w;4+1 se puede calcular

directamente en términos de algunos de sus valores previos u;, © < n.

A continuacion, definiremos unos conceptos previos necesarios para el analisis de los
métodos numéricos. Para ello, podremos expresar los métodos de 1-paso explicitos de la

siguiente forma:

(2.2)

Yi+1 = yl+hq)(tzayz) cont=0,...,n—1
yo dado

siendo @ la funciéon incremento, que depende de la EDO considerada.

Definicion 2.5. El error local es el error que ocurriria, partiendo de un punto de la
discretizacién t; con ¢ = 0,...,n, al realizar una iteracién del método numérico; viene

dado por |y(t;) — v -

Definicion 2.6. Un método numérico es convergente si, para todo ¢ =0, ..., n, se verifica
que:

1f ) — | = 0.
hlg(l)\y(tl) yil =0



2.2. METODOS DE 1-PASO 13

Ademas, se podra decir que el método numérico es convergente con orden p € N si |y(t;) —
yi| < O(hP).

Definicion 2.7. Un método numeérico es consistente si

i o y(t) — vl
11m max ———— =
h—00<i<n h

0.

Ademas, un esquema tiene orden p € N si, para todo ¢; € [a, b], la solucién del problema

(2.1)) cumple que:

t. _ .
lim max ly(t) = vil = O(hP).
h—00<i<n h

A partir de (2.2)), podemos considerar un esquema perturbado:

Jis1 = §i + h®(t;, §i) + i1
Yo = Yo + €0

donde €; con i = 0,...,n son perturbaciones arbitrarias.

Definicion 2.8. Se dice que un método numeérico es estable si para todo problema de valor

inicial, las soluciones de (2.2) y (2.3)) verifican que:

ix ly(ts) — y;| < K méx |e;
Org%\y( i) —yil < 012%}%|52|7

donde K es una constante positiva que depende tnicamente de la clase de (PVI) conside-

rados.

2.2.1. Meétodos de Euler

Siguiendo el desarrollo presentado en [6], introduciremos los métodos de Euler explicito
e implicito, que son los més representativos dentro de la familia de métodos de 1-paso.
A continuacion expondremos el método de Euler explicito, donde consideraremos un

desarrollo de Taylor para y(t;+1) centrado en ¢; de la siguiente manera:

y(tin) = y(ts) + by (t:) + O(h*) & y(tivr) = y(t:) + hf (ti, yi) + O(R?),
donde utilizamos la igualdad dada por la ecuacion diferencial de (2.1)). Por tanto, obten-
dremos el siguiente esquema explicito para aproximar la primera derivada:

w = f(ti, yi)- (2.4)

En este trabajo solo mencionaremos las propiedades del método de Euler explicito; un
método consistente, convergente de orden 1 y estable en {z € C/|z + 1| < 1}, aunque

podrian verse con detalle en [1], [6] v [7].
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Observacion 2.9. El método se interpreta de manera geométrica como la construccion
de la recta tangente en el punto (¢;,y;) hasta finalizar el paso. Por lo que para un h

suficientemente pequeno, la aproximacion y;+1 deberia acercarse a y(t;y1).

De manera analoga, para construir el método de Euler implicito podemos considerar el

desarrollo de Taylor para y(¢;) centrado en ;41 dado por:

y(ti) = y(tiv1) — by (tig1) + O(h?) & y(ti) = y(tiz1) — hf (L1, yig1) + O(R?),
donde de nuevo utilizamos la igualdad dada por la ecuacion diferencial de (2.1). Por tanto,
obtendremos el siguiente esquema implicito para aproximar la primera derivada:

Yi+1 — Yi
T h = f(tiv1, Yit1)- (2.5)

El método de Euler implicito también es consistente y convergente de orden 1, pero su
region de estabilidad es mayor; en concreto C —{z € C/|z — 1| < 1}. Sin embargo presenta
una desventaja que debemos senalar, requiere la resolucién de un sistema de ecuaciones no

lineales en cada paso debido al caracter implicito del esquema.

2.2.2. Meétodos Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta surgen al tratar de mejorar el orden obtenido por el método
de Euler explicito. Para ello se mantiene la estructura de método de 1-paso y se incrementa
la precision del método a costa de incrementar el nimero de evaluaciones de la funcién f

en cada nivel, lo que conduce a la pérdida de la linealidad.

Definicion 2.10. Un método Runge-Kutta de s € N etapas para la resolucion del problema

(2.1]) es un algoritmo que podemos formular de la siguiente manera:

S
yi,l:yi+hzaljf(xi,jayi,j)v lzlv"'vs (26)
j=1
S
Yir1 =yi +h Y bif (i vig), (2.7)
=1
donde z;; = z;+he, 1 =1,...,5ei=0,...,ny los coeficientes by, ¢; y aj; con j,l = 1,...,s

son constantes reales caracteristicas del método.

Ademas, impondremos una restriccion a los métodos que utilizaremos que se denomi-
nard condiciéon de la suma por filas que establece que:

S
Zalj =¢, paratodol =1,...,s. (2.8)
j=1
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Considerando k;; = f(x1,¥:), con l = 1,...,s, podemos reescribir la formulacion de

los métodos Runge-Kutta de la siguiente manera:

ki,l:f xi,layi+hzaljki,j ) [ = ]-7"'78‘ (29)
j=1
Yit1 = Yi + hz biki- (2.10)
=1

Observacion 2.11. Esta formulacion alternativa sélo realiza las evaluaciones de f estricta-

mente necesarias por lo que es menos costosa computacionalmente.

Para representar un método Runge-Kutta es habitual usar una tabla de Butcher, las

cuales presentan la siguiente estructura:

1| ail a2 - a1s
C2 | a21 a2 te a2s
Cs | Qs1  Ag2 -+ Qgs

by by --- by

Denotaremos por A a la matriz de orden s cuyos coeficientes son los a;;, por b al vector
columna cuyos componentes son los b; y por C a la matriz diagonal cuyos coeficientes en
la diagonal principal son los ¢;.

Si los coeficientes de a;; son nulos para [ < j con [ = 1,...,s entonces el método

Runge-Kutta es explicito y podemos reescribir las expresiones ([2.6]) y (2.9) como:

-1
i =i +h Y af(@igvig), L=1,...,s. (2.11)
=1
-1
k‘u = f wi,l>yi+hzaljki,j ,l=1,...,s. (212)
j=1

Por tanto, la tabla de Butcher para un método Runge-Kutta explicito tiene la siguiente

estructura:

C2 | 21

C3 | asy as2

Cs | As1 Qg2 - Qss—1

bl bQ ce bs—l bs
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Para estudiar la estabilidad de los métodos Runge-Kutta mencionaremos un resultado

de los métodos multipaso que se puede ver en [9].

Definicion 2.12. Un método lineal de k& pasos se corresponde con la siguiente féormula

general:
k k .
Yoogyiyj=h > Bifiyjconi=0,...,n—k
j=0 j=0
Yo, - - -5 Yk—1 dados
donde f; = f(t;,y;). Manteniendo esta notaciéon, podemos definir el primer polinomio

k .
caracteristico como p(r) = > a;r’.
J=0

Teorema 2.13. (Dahlquist) Una condicion necesaria y suficiente para que un método
multipaso sea estable es que todas las raices de p(r) = 0 sean de mddulo menor o igual que

1 y que las de modulo 1 sean simples.

Proposicion 2.14. Un método Runge-Kutta es estable ya que aplicando el teorema

la dnica raiz de p(r) =r+1 es —1 que es simple y de mddulo unidad.

S
Proposicion 2.15. Un método Runge-Kutta es consistente si y sélo si Y by = 1.
=1

Proposicion 2.16. Todo método de Runge-Kutta consistente es convergente E|

En este trabajo no abordaremos como establecer el orden de los métodos Runge-Kutta
puesto que no es uno de nuestros objetivos, aunque puede consultarse en [6, pag.143-154].
Aun asi, enunciaremos una propiedad relevante relacionada con el orden de los métodos

Runge-Kutta.

Propiedad 2.17. El orden de un método Runge-Kutta explicito de s etapas no puede ser
mayor que s. Ademds, no existen métodos Runge-Kutta de s etapas explicitos con orden
s> 5.

A continuacién, mostraremos los méximos érdenes alcanzables por los Runge-Kutta

explicitos en la siguiente tabla:

etapas 1 2 3 4 6 7 9 11
orden 1 2 3 4 5 6 7 8
n° de condiciones | 1 2 4 8 17 37 &85 200

'El teorema de Lax-Richtmyer establece la equivalencia entre estabilidad y convergencia para los

métodos consistentes de problemas (PVI) bien planteados.
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2.2.3. Meétodos Runge-Kutta adaptativos

En esta subseccién expondremos los métodos Runge-Kutta adaptativos o encajados
que consisten en adaptar el nimero y la posiciéon de los nodos de la discretizacién de la
variable independiente. Su principal objetivo es asegurar que el error local no supere una
cierta cota prefijada de antemano.

Para llevar a cabo dicho objetivo consideraremos simultaneamente dos métodos Runge-
Kutta de s etapas con orden p y qE], respectivamente, los cuales emplearan los mismos
coeficientes para la condicién de la suma por filas. De esta manera, podemos formularlos

mediante las siguientes expresiones:

S
kiJ = f :ni,l,yi—i—hZaljki,j , | = 1,...,s, (213)
j=1

S

Yirr = yi +h Y bikig, (2.14)
=1

S

i1 =yi+hY bk (2.15)

=1

De forma equivalente, se puede hacer a través de la siguiente tabla de Butcher:

C2 | 21

C3 | 31 G32

Cs | Gs1 Qg2 "+ (ss—1
bl b2 T bs—l bs
[;1 82 to [;s—l i)s
€1 €y - €s—1 €5

donde el método de orden p viene dado por las matrices A, C y el vector b mientras que
el método de orden ¢ se identifica con A, C y b. Ademas, denotaremos por e al vector
columna cuyas componentes son e¢; = (A?l —byconl=1,...,s.

A continuacién, tomando las diferencias entre las soluciones aproximadas obtenidas
mediante ambos métodos para un nodo de la discretizaciéon, podemos proporcionar una

estimacién del error local en dicho punto para el esquema de orden p. Esta estimacion se

2Tendremos en cuenta que ¢ > p y concretamente en este trabajo consideraremos dos esquemas de

métodos Runge-Kutta cumpliendo que ¢ = p + 1.
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puede expresar mediante la siguiente formula:

S
&(h)=9i—yi=hY ekygconi=1.n, (2.16)
=1
aprovechandonos de que los coeficientes k; ; coinciden en ambas formulaciones.
Por otra parte, hemos supuesto que las aproximaciones obtenidas a partir de los mé-

todos Runge-Kutta son de orden p y p + 1, con lo cual podemos escribir las siguientes

expresiones:
yi = y(t;) + O(hPH),
Ji = y(t:) + O(hP*?),
con ¢ = 1,...,n, lo que conlleva que la diferencia de las dos aproximaciones cumpla la

siguiente condicién:
Gi —yi = y(t;)) —yi + O(RPT2) coni=1,...,n.

A partir de esta expresion se puede concluir que cuanto menor sea el paso h mayor sera la

precision de la estimacion local del error en el esquema de orden p.

A continuacién concretaremos los coeficientes de las tablas de Butcher para los méto-
dos Runge-Kutta que utilizaremos en la resoluciéon numérica del modelo matematico que
estamos estudiando. Los esquemas que se muestran en los Cuadros 2.1] y 2.2] se deben a

Fehlberg y utilizan simultaneamente un método de orden 4 emparejado con otro de orden
5.

0
2 2
9 9
1| L 1
3 12 1
3 69 _ 243 135
1 128 128 64
1| _um o2 2 16
12 1 5 15
5 | 6 _5 13 4 5
6 132 16 16 27 144
¢ 1 9 16 1
bl 3 0 % 4 i3 O
Bt | AT 0 2 32 1 6
150 25 225 30 25
¢ 1 3 16 L 6
€ | ~150 0 100 ~ 75 20 25

Cuadro 2.1: Esquema RKF4(5).



2.2. METODOS DE 1-PASO 19

0

1 1

1 1

3 3 9

8 32 32

12 | 1932 7200 7296

13 | 2197 2197 2197

1 439 _8 3680 _ 845
216 513 4104

1 _8 2 _ 3544 1859 _ 11

2 27 2565 4104 40

t 25 1408 2197 1

b 216 0 2565 4104 5 0

bt 16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

el 1 0 128 2197 1 2
360 4275 75240 50 55

Cuadro 2.2: Esquema RKF45.

Observacion 2.18. El esquema RKF45 tiende a subestimar el error local en el método de
orden p. Como tal, su uso no es completamente fiable cuando el tamafio del paso h es

grande como se puede ver en [9].

Por ultimo, haremos referencia a una caracteristica determinante de los Runge-Kutta
adaptativos que es el control del tamano del paso h. Para cualquier paso inicial & el esquema
calculara dos soluciones aproximadas y; e ¢; y después determinaré una estimacién del error
local en el nodo ;.

Esta estimacion queremos que verifique que:

191 — iyl <max(|yi—14], lyig))T =scconl=1,...,sei=1,...,n,

donde 7 es la tolerancia prefijada por el usuario para el error relativo.

Para medir el error emplearemos la siguiente expresion:

153 i — i\’
li — Yli
e;w‘ == - < ) )

s s¢;

=1

que estudiaremos si se aproxima a 1 para encontrar el paso 6éptimo. De esta manera, el
paso 6ptimo sigue la siguiente féormula:
1

1
hopt = hant <> g+1 . (217)

h,i
Estas expresiones son correctas teéricamente, pero a la hora de implementar el cédigo en
el ordenador debemos de ser mas precisos. Por ello, no permitiremos un crecimiento o
decrecimiento drastico del paso h mediante la utilizacién de la siguiente expresion:
1
h = ham min | 4, méx %Q9<%t>Q+1 , (2.18)
2
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donde 4 y 4 son dos factores que permiten asegurar la condicién anterior.

2.3. Método de Newton

En esta secciéon explicaremos el método de Newton, el cual utilizaremos para resolver

los sistemas de ecuaciones no lineales que aparecen en ((1.19)) y (1.21]).
El método de Newton es uno de los métodos iterativos més conocidos para la bis-

queda de las raices de una funcién, debido a su orden de convergencia y su bajo coste

computacional.

2.3.1. Meétodo de Newton para funciones de una variable

Dada f : [a,b] C R — R, trataremos de encontrar un punto fijo de la funcion:

@
A= iy

(2.19)

Para ello plantearemos un algoritmo iterativo, que construird una sucesién de puntos de la

siguiente forma:

o dado,

f (@) (2.20)

con 7 > 0.
[ (i)

Observacion 2.19. Notese que la funciéon f debe ser derivable y su derivada no puede

Tit1 = Ti —

anularse en ninguno de los elementos de la sucesion.

Para su implementaciéon en el ordenador debemos construir un test de parada, ya que
es necesario un criterio que pueda asegurar que se ha alcanzado una buena aproximacién
de la solucién. Dada una tolerancia, que denotaremos por 7, aplicaremos el algoritmo para

construir la sucesion de elementos hasta que se cumpla alguna de las siguientes condiciones:

= Dos iterantes consecutivos estdn muy proximos si:
|ziv1 — x| <Tconi=0,...,n—1.

= La distancia relativa entre dos iterantes es cercana a cero, es decir:

M<7’-coni=07---’”_l'
|Ti41]

= El valor de la funcién en el iterante es proximo a cero, lo que expresaremos mediante:

|f(z))|<Tconi=0,...,n.
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En particular, para este trabajo usaremos la tercera opcién siguiendo el criterio escogido
en [5].
A continuacion enunciaremos una serie de resultados sobre la convergencia global y

local del método de Newton, los cuales pueden verse con més detenimiento en [10].
Teorema 2.20. Sea f : [a,b] CR = R, f € C?*([a,b]) cumpliendo:

a) f(a)f(b) <0,

b) f'(z) #0, Vx € [a,b],

¢) f"(x) <00 f'(z) >0, Vz € [a,b],

d) Sic € {a,b} denota el extremo de [a,b] en el que |f'| es mds pequeno, se tiene que

f(e)
f'(c)

Entonces, la ecuacion f(x)=0 tiene una unica raiz o € (a,b) y para cualquiera que sea el

<b-a.

iterante inicial xo € [a,b] el método de Newton-Rahpson converge a c.

Teorema 2.21. Sea f : [a,b] C R — R con una raiz o € (a,b). Si f es derivable en
un entorno de o de la forma (o — 61, + 01) C [a,b], f' es continua en a y f'(a) # 0.

FEntonces:
f(z)
f'(z)

a) La aplicacion g(z) = x — estd definida en un entorno (a — 2, + d2) tal que

Oy < 07.
b) g es derivable en o y ¢'(a) = 0.

c) Ezxiste un entorno (o — 03, + 03) tal que para todo xg € (o — 03, + d3) la sucesion
obtenida aplicando el algoritmo converge a o y ademds x; € (o — 3, + 03) para todo
1> 0.

d) Para todo zg € (o — 3, v + 03) la convergencia es superlineal:

1—00 ‘.%1 — Oé|

=0.

Teorema 2.22. (Estimacion asintdtica del error)
Sea « una raiz simple de f : [a,b] CR — R tal que f'(a) # 0 y supongamos que existe
un entorno (a—0,a+9) donde f es dos veces continuamente derivable. Entonces si xg # o
y se verifica que x; # « para i > 0 definiendo e; = x; — « se verifica que
lim 61‘;1 _ f"/(a)‘
i—oo e 2f"(«@)

de modo que el método es al menos orden 2.
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Observacion 2.23. Notese que el algoritmo depende de hacer la evaluacion de la derivada
de la funcién f y que si el iterante inicial no es suficientemente cercano a la solucién exacta

el método podria no converger.

2.3.2. Meétodo de Newton para funciones de varias variables

En esta subseccién trataremos de generalizar el planteamiento del método de Newton
para funciones de varias variables, donde hemos seguido [3], puesto que en este trabajo los
sistemas no lineales y (L1.21)) son de m ecuaciones con m incognitas.

Sea F: R C R™ — R™, con m > 1, una funcién vectorial real de varias variables donde

R es un abierto de R™. Queremos resolver el sistema de ecuaciones planteado por:

Fl(ll,‘l,...,$m):0
Fr(xy,...,2m) =0
F(x) =0 & e )

Fm($17"'7xm):0

Para resolverlo construiremos una funcién G : R C R" — R™ dada por:
G(x) =x — J(x)'F(x), (2.21)

donde J(x) denota la matriz jacobiana asociada a la funcion vectorial F', cuyas componentes

las podemos escribir de la siguiente manera:

o)y = T = o).

Siguiendo el proceso del caso unidimensional construiremos un algoritmo iterativo que

podemos expresar como:

x" € R dado,
(2.22)

xt = xt — J(x")"1F(x) = G(x') con i > 0,

junto con un criterio de parada que nos asegure que alcanzamos una buena aproximaciéon
de la solucién exacta.
Para finalizar, enunciaremos un resultado sobre la convergencia del método de Newton

para funciones vectoriales reales de varias variables.

Teorema 2.24. Supongamos que o es solucion de la ecuacion © = F(x). Si existe un

numero § que cumpla que:

OF;
a) a—l es continua en un entorno de o dado por N5y = {x € R/||lx — a|| < 6}, para todo
Lj
t=1,....myj=1,....,m.
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0*F; 0?F,
b) ﬂ es continua, y A < M para alguna constante M y para cualquier x € Ng
8xj8xk 8$38$k
coni,j,k=1,...,m.
OF;
c) Z(a):Opamtodoizl,...,myjzl,...,m.
(9:75]-

Entonces existe un mimero 6 < & tal que la sucesion generada por el algoritmo del
método de Newton converge de forma cuadrdtica a o para cualquier eleccion del iterante
inicial cumpliendo que ||2° — | < §. Ademds,

2

|2 — a|o < <2t — a||%, para cada i > 1.

2.3.3. Meétodo de Newton discretizado para funciones de varias variables

Por tltimo, tenemos que resaltar que el método de Newton presenta dificultades para
su implementacion, debido a que debemos evaluar la matriz jacobiana de la funcién F. Por
ello en la practica utilizaremos el método de Newton discretizado.

El método de Newton discretizado consiste en aproximar las derivadas de la funcién F
mediante cocientes incrementales como la siguiente aproximacion:

Fj(x' + hje®) — Fj(x')
h}k

iy ~ i
ij(x ,H ) = ~ 8ij(X ), (2.23)
donde h;k son parametros de discretizacion conocidos y eF es el k-ésimo vector de la base
canoénica de R™. Ademas, {H i}iZO es una sucesiéon de matrices que se aproximan a la
matriz nula.

Por tanto, podemos reescribir el sistema de la siguiente formas:

0
e R dado,
{X ace (2.24)

xitl — 5t _ ij(xijﬂi)—l]_?(xi) = G(x%) con i >0,

junto con el test de parada correspondiente que nos asegure que alcanzamos una buena
aproximacion de la solucién exacta.
Finalmente, siguiendo la estructura de las secciones anteriores, enunciaremos un re-

sultado sobre la convergencia del método de Newton discretizado siguiendo la referencia
[9].

Teorema 2.25. Sea F: R C R™ — R™ una funcion C' y R un abierto convero tal que

a € R. Si existen dos constantes positivas € y h cumpliendo que:
a) 2’ € B(a,e) = {z € R"/||lz— a|l1 < €},

b) 0< ]h;k\ < h para todo j,k=0,....,m
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Entonces la sucesion dada por esta bien definida y converge de manera lineal a cx.

Ademds, si existe una constante positiva C' tal que max |h}, | < Cl[2" — a|1, entonces
k=L,

la sucesion converge de forma cuadrdtica.



Capitulo 3

Resultados numeéricos

En este capitulo expondremos los resultados obtenidos utilizando los diferentes c6digos
implementados a lo largo del trabajo sobre un ejemplo test. Primero presentaremos el
problema test que queremos resolver y, posteriormente, los resultados a los cuales hemos
llegado mediante la resoluciéon del mismo, usando los diferentes métodos descritos en el

capitulo anterior.

3.1. Problema test

El problema test se basa en considerar el problema dado por las ecuaciones (1.13),

(L.14), (1.21) y (1.22), y anadir unos términos fuente, de forma que la solucion exacta

del problema sea conocida. De esta manera podremos calcular los errores que cometen los
c6digos que hemos implementado y verificar si su comportamiento es correcto.

En este test hemos considerado que el dominio temporal es [0,2], y tomaremos el
siguiente problema describiendo el comportamiento de una particula de carbén pulverizado

sufriendo los procesos descritos en el capitulo 1 para la tercera etapa.

El test seleccionado cumplira que, en el intervalo de tiempo mencionado anteriormente,
las cantidades de humedad, volatiles y carbono fijo seran no nulas, la fraccién maéasica de
oxigeno en la atmoésfera serd distinta de cero y la temperatura de la particula sera mayor
que T7, para que ocurran las reacciones de volatilizacion y , y también mayor
que T, para que ocurran las reacciones de gasificacién del carbono fijo dadas por el sistema

(1.21). Con ello, el modelo matemético que hay que resolver resulta:

E,

— = —B4exp{—RT}pv+gpv(t), (3.1)
p

25
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dpH,0 Es5
T; = —B5 exp {—%} pH20 + ng2o(t), (32)
11\ 11\ D
3 { 20, 3)\}€XP{AD (1_)_/\}+9A1(>
4 Ao 9 D a
22 _Jys 222 A (1-2) 2 t
3 A { 02+3)\}exp{ De( Tc) o () (3.3)
3)\3 )\5 . g 3)\3 /\5 D a :
57 7 = {YHQO —+ 2 )\ )\ exp )\De 1 ro )\ —+ g)‘S (t)
0 dre.
ppaCDTzE —(A1+ A2+ A3) + gr.(2)
g )
4 4 dT, koooe k A
: R T, - 1)+ 2mg —n
et gt =na? (50— 1)+ g - 2 ) -

+4npgaD(q1 A1 + q2A2 + @3A3 + qaAa + g5A5) + g1, ().

Si a las funciones test denotadas por g se les asignan las siguientes expresiones:

Ey N
£) = —400te~2" + 100B - -
9ov (1) ¢ 7 T HUBeP TR0 ln(lOt +1)+300) J

)
R(30 1n(10t+ 1 + 300) }

o) = 42%”“ ) {Y& * iw}e"p{wi (1 - <+1>) ‘W)}’

9pr,0 (t) = _3247567:%2 + 54 Bs5 exp {—

3
3Ve T —cos((t+1)2)+1  As(t)
9t =3 N0 TN
g 3VeTm —cos((t+ 1)) +1 As(b) D a
- {YH” 3 0 T30 }eXp P (1= =) o)
gr. (1) = —Qpp;éDaQt(e_t2 4+ 1) 4 cos((t — 1)) + 2sin(t + 1) + Vet — cos((t +1)%) +2,
gr, (t) = ém%,,(t)csm?;Li1 — 47a? (S(Tg - %(30 In(10¢ + 1) + 300))

1 4\ ) 2
+T%5p <47‘ad —0(301In(10t + 1) + 300) ) S0 1) dmtpgaD(qy cos((t —1)7)

1+1

+ qo(2sin(t + 1) + 1) + g3( v —cos((t+1)%) 4+ 1) + qua(t) + gsAs(t)),
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donde

a

2 By )
A\(t) = 100 B — -
4(t) 3p,D P { R(30In(10t + 1) + 300) } <

a2 E5 2
As5(t) = 54——B — 3t
5(t) 3p,D > { R(301n(10¢ + 1) + 300) } ¢

A(t) = cos((t — 1)2) +sin(t+1)+1+ \3/ e - cos((t + 1)2) + 14+ M)+ As5(t) y
pp(t) = pe + pa + 100e 2" + 54e3"".

Entonces las soluciones exactas que modelan el comportamiento de las distintas varia-

bles de interés en nuestro problema test vendrian dadas por las siguientes expresiones:

pv () = 100e™ 2",
PHQO(t) = 546_3t27
Ai(8) = cos((t — 1)?),
A2(t) =2sin(t 4+ 1) + 1,

As(t) = \3/ e — cos((t +1)%) +1,

re(t) = ae™” +a,

T,(t) = 30In(10t + 1) + 300,

donde todas son suficientemente regulares puesto que son clase C*>(]0, 2]).

3.2. Resultados

En esta seccién expondremos los resultados obtenidos con los distintos cédigos realiza-
dos para el problema test presentado anteriormente. En este trabajo hemos implementado
seis codigos que se diferencian en como tratamos de resolver las ecuaciones diferenciales y
el sistema de DAE’s dados por —.

Notese que en los graficos que apareceran para apoyarnos en el estudio de los esquemas
con paso fijo hemos utilizado 50 nodos (N), mientras que en los graficos para los esquemas
de paso variable fijamos el valor de la tolerancia como 1076 (7).

Ademas, los cuadros en los que expondremos los errores entre las soluciones aproxima-
das y exactas se toman en norma infinito para poder apreciar el orden de cada método. Asi,
utilizaremos la notacién Errorz para indicar el error cometido al aproximar la variable Z,

es decir, Errory = .H(%éX |Z (t;) — Zil.
1=0,...,n
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3.2.1. Esquemas de paso fijo

En esta subseccién expondremos los esquemas en cuya implementacién hemos utilizado
un método de paso fijo como el Runge-Kutta clasico de orden 4, cuya tabla de Butcher se

puede observar en el Cuadro para resolver las ODE’s antes mencionadas.

0

1|1

2 | 2

1 1

2 10 3

110 0 1
t| 1 2 2 1
b5 § § &

Cuadro 3.1: Esquema RKA4.

En primer lugar, explicaremos la resolucién de las ecuaciones diferenciales que determi-
nan la evolucién de las densidades de volatiles y humedad, y de la temperatura, puesto que
es comun a las cuatro metodologias que veremos en esta subsecciéon. Estas tres variables
han sido modeladas mediante las ecuaciones diferenciales , y , por lo que
para resolverlas utilizaremos el método Runge-Kutta clasico (RK4) dando como iterante
inicial py(0), pr,0(0) y Tp(0), respectivamente.

A continuacion, expondremos en los siguientes apartados las diferentes estrategias que
hemos utilizado para la resolucion del sistema de DAE’s. Aunque existen métodos especi-
ficos para resolver este tipo de sistemas como se podrian ver en [I, en este trabajo hemos

optado por seguir otro camino.

Notese que, entre los cuatro esquemas existe una metodologia que separa al esquema 1
respecto a los otros 3, puesto que en el primer caso resolveremos la ecuacion diferencial del
sistema (3.3)) de forma “desacoplada” mientras que en los otros 3 esquemas sera de manera

“acoplada”.

3.2.1.1. Esquema 1: Sistema desacoplado, RK4

El esquema 1 se basa en separar la ecuacion diferencial del sistema (3.3) y las otras 3
ecuaciones no lineales. De esta forma, podemos calcular la solucién aproximada de la va-
riable 7. por el método RK4 y resolver ahora el sistema de ecuaciones no lineales asociadas

a las velocidades de reaccién con el método de Newton discretizado como se puede ver en

la Figura [3:1]
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- DISCRETIZAR EL
g TEMPORAL
4,l
CALCULAR LAS
DENSIDADES DE
VOLATILES Y
HUMEDAD

UTILIZAMOS EL
METODO RK4

. INICIO
\\.____

CALCULAR EL
RADIO I,

BUCLE
TEMPORAL

RESOLVER EL
SISTEMA

UTILIZAMOS
NIEWTON
DISCRETIZADO

~~ TESTDE - ERROREN LA
“CONVERGENCIA~ CONVERGENCIA|

ACTUALIZAMOS |

LA DENSIDAD sl
DE LA

PARTILCULA

CALCULAMOS LA N
TEMPERATURA T S

UTILIZAMOS EL
METCODO RK4

Figura 3.1: Diagrama de flujo del esquema 1.

A continuacién mostraremos la evolucion en el tiempo de las variables py, A4, pr,0 ¥

A5 en las Figuras[3.2)y [3.3] donde se pueden comparar la solucion exacta y la aproximada.

100 Densidad de volatiles 6 «104 Velocidad lambda4

Sol. exacta
90 *  Sol. aproximada |

80 /S

60 [
| \

40 - |

20
1 4

Figura 3.2: Aproximaciones de py y A4.
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Densidad de humedad - «103 Velocidad lambda5

60

Sol. exacta
*  Sol. aproximada
50

40

30

20

10+

Figura 3.3: Aproximaciones de pg,0 y As.

Por otro lado, en el Cuadro [3.2] cuantificaremos el error que hemos observado de for-
ma cualitativa en los dos gréaficos anteriores. A partir del comportamiento que presentan
ambas columnas podemos asegurar que el error, como cabia esperar, disminuye cuando

aumentamos el nimero de nodos de la discretizacion y se aproxima al orden tedrico para
el método RK4.

Nodos | Error,,, Errorp,,
25 0.00012941 | 0.0001021
50 7.4213-107% | 5.6268-1076
100 4.4486-10~7 | 3.3057-10~"7
250 1.111-1078 8.1634-107°
500 6.887-10710 | 5.041.10719
1000 | 4.2768-10~* | 3.1316-10~ !

Cuadro 3.2: Errores asociados a py v pH,0-

Por tltimo, debemos senalar que sus aproximaciones en los diferentes esquemas son tan

parecidas que no las mencionaremos en los siguientes apartados.

En las Figuras [3.4] [3.5] y [3-6] podemos observar la solucion exacta y aproximada para
las velocidades de gasificacion, el radio de carbono fijo y la temperatura de la particula. La
solucién obtenida para 7. presenta ligeras oscilaciones debido a su escala y a la dependencia

de los iterantes anteriores en las velocidades.
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Velocidad lambdal  Velocidad lambda2 Velocidad lambda3
1.1 [ T ] 3.2 T 3.2 :

Sol. exacta
— — — Sol. aproximada 3

1F —
2.8 1
2.6 1
09r
2.4 1
0.8r 2.2 1
2 4
0.7r
1.8 1
1.6 1
0.6
14 1
0.5 ! 1.2 !
0 1 2 1 2

Figura 3.4: Aproximaciones de A1, Ao v Az del esquema 1.

13 x107° Radio carbono fijo

Sol. exacta

*  Sol. aproximada
12 <., d

11+ L. ]

Figura 3.5: Aproximacion de r. del esquema 1.
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400

Temperatura

390

Sol. exacta
Sol. aproximada

380

370

360

350

340

330

320

310

300

1.6 1.8

Figura 3.6: Aproximacién de 7T}, del esquema 1.

En el Cuadro debemos destacar que todas las variables presentan reducciéon del error
a medida que aumentamos el ntumero de nodos. Ademés, en las tres primeras columnas
correspondientes a la velocidades de gasificacion, se observa que el método de Newton
presenta un orden ligeramente superior a 1, lo cual estropea el orden 4 del Runge-Kutta

aplicado al radio del ntcleo de carbono fijo. En cambio, esto no sucede al resolver la

temperatura.

Nodos | Errory, Errory, Errory, Errory, Errorr,

25 0.010753 0.025541 0.014378 8.1464-107% | 0.0137

50 0.0052437 | 0.012558 0.0068502 | 3.6586-1076 | 0.00096819
100 0.0025627 | 0.0061524 | 0.0033447 | 1.7463-107% | 1.5733-10~°
250 0.0010128 | 0.0024314 | 0.0013197 | 6.8011-10~7 | 1.5733-10~6
500 0.00050434 | 0.0012108 | 0.00065675 | 3.3719-10~7 | 9.7661-10~8
1000 0.00025163 | 0.00060414 | 0.00032761 | 1.6788-10~" | 6.0782-10~*

Cuadro 3.3: Errores del esquema 1.
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3.2.1.2. Esquema 2: Sistema acoplado, Euler explicito

DISCRETIZAR EL
{ INICIO —» DATOS ——»  INTERVALO
— TEMPORAL

————
¥

CALCULAR LAS
DENSIDADES DE UTILIZAMOS EL
VOLATILES Y METCDO RK4
HUMEDAD

h 4

RESOLVER EL
SISTEMA

BUCLE UTILIZANDO

TEMPORAL NEWTOMN
DISCRETIZADO

LA EDC SE SEMIDISCRETIZA
MEDIANTE DIFERENTES
METODOS NUMERICOS

L J g
TEST DE 7 , ERROREN LA
CONVERGENCIA s CONVERGENCIA
NO
ACTUALIZAMOS NO
LA DENSIDAD S|
DE LA

FARTILCULA
CALCULAMOS LA e EIN
TEMPERATURA AL !

UTILIZAMOS EL
METCDC RK4

Figura 3.7: Diagrama de flujo para los esquemas 2, 3 y 4.

Los tres proximos esquemas se basan en semidiscretizar la derivada temporal asociada
a la variable r. del sistema mediante los métodos vistos en el capitulo 2 y resolver el
sistema no lineal obtenido mediante el método de Newton. Este proceso se ha sintetizado
de manera grafica en la Figura [3.7]

En el esquema 2 semidiscretizamos la variaciéon temporal de la variable 7. mediante el
método de Euler explicito.

En las Figuras [3.8] 3:9 y [3-10] podemos observar las aproximaciones de las distintas
variables, en las cuales podemos destacar que cualitativamente la resoluciéon de las velo-
cidades parece empeorar. Por otra parte, en la solucién aproximada del radio de carbono

fijo observamos la acumulacion del error, un hecho distintivo de los métodos de Euler.
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1Velocidad lambdal 3Velocidad lambda2 3 2Velocidad lambda3

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

1 Sol. exacta
— — — Sol. aproximada

0.5 ! 1.2 | !
0 1 2 0 1 2

0.55

Figura 3.8: Aproximaciones de A1, Ao v Az del esquema 2.

" %107 Radio carbono fijo

Sol. exacta
Sol. aproximada

11+

10 -

Figura 3.9: Aproximaciéon de r. del esquema 2.
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400

Temperatura

390

Sol. exacta
Sol. aproximada

380

370

360

350

340

330

320

310

300

1.6 1.8

Figura 3.10: Aproximacién de T}, del esquema 2.

35

En el Cuadro mostraremos los errores de la evoluciéon a lo largo del tiempo de las

distintas soluciones aproximadas donde debemos resefiar que son peores cuantitativamente

para las velocidades, y por otra parte, mejoran para el radio del niicleo de carbono fijo y

la temperatura. En todos los casos se sigue reduciendo el error al aumentar el niimero de

nodos, mientras observamos orden algo mejor que 1 en las variables del sistema y cercano

a orden 4 en la resolucién de la temperatura.

Nodos | Errory, Errory, Errory, | Errory, Errory,

25 0.1277 0.16564 0.46694 | 2.8414-1076 | 0.012064
50 0.065821 | 0.081378 | 0.23196 | 1.387-10~% | 0.00091421
100 0.033371 | 0.040334 | 0.11496 | 6.8557-1077 | 6.0185-10°
250 0.013454 | 0.016049 | 0.045748 | 2.7233-107 | 1.555-1076
500 | 0.0067445 | 0.0080106 | 0.022832 | 1.3585-1077 | 9.7115-108
1000 0.0033766 | 0.0040018 | 0.011405 | 6.7847-10~8 | 6.0609-10~°

Cuadro 3.4: Errores del esquema 2.

Por otra parte, aunque el esquema 1 presente ciertas oscilaciones en el radio de carbono

fijo, de manera global parece cometer menos error que el esquema 2 donde semidiscretiza-

mos mediante Euler explicito la ecuacién diferencial asociada a la variable r..
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3.2.1.3. Esquema 3: Sistema acoplado, Euler implicito

En el esquema 3 semidiscretizamos la derivada temporal de la variable r. mediante el
método de Euler implicito.
En las Figuras [3.11], [3.12] y [3.13] mostraremos la evolucién a lo largo del tiempo de la

solucion exacta y aproximada de las variables A1, A2, A3, ey T).

1Velocidad lambdal 3Velocidad lambda2 32Velocidad lambda3

0951 3r

09 |1 28r
0.85[ | 261

08r 241
0.75 221

0.7 2r

0.65 | 18}

0.6 1 16

055 | Sol. exactg 141

— — — Sol. aproximada
0.5 ; 1.2 1 ; 1.2 ;
0 1 2 0 1 2 0 1 2

Figura 3.11: Aproximaciones de A1, A2 y A3 del esquema 3.

" %107 Radio carbono fijo

Sol. exacta
Sol. aproximada

11r

10

Figura 3.12: Aproximacién de 7. del esquema 3.
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En ellas podemos observar como se ajustan mejor que en el esquema 1, aunque ya no

percibimos el comportamiento de acumular el error en el radio de carbono fijo sino una

oscilacién més suave como en el esquema 1.

Temperatura

400

390 -

Sol. exacta
Sol. aproximada

380

370 [

360 -

350 -

340 [

330

320

310

300

Figura 3.13: Aproximacion de T, del esquema 3.

0.4

06 O

8 1 12

14

1.6 1.8

En el Cuadro se muestran los errores asociados a cada variable por columnas; donde

debemos reseniar la reduccién del error en las velocidades y el radio por el nuevo método

para discretizar la derivada. En él seguimos observando el descenso del error al aumentar

el nimero de nodos y un orden mayor que 1 en las variables asociadas al sistema (3.3)).

Nodos | Errory, Errory, Error), Error,, Errorr,

25 0.0020461 | 0.006094 | 0.0042057 | 1.5841-10-% | 0.013651

50 0.0010288 | 0.0030689 | 0.0021252 | 7.9948-10~7 | 0.00096705
100 0.00051543 | 0.0015397 | 0.0010657 | 4.0112-10~7 | 6.1954-107°
250 0.00020644 | 0.00061666 | 0.00042714 | 1.6083-10~7 | 1.5731-10~6
500 0.00010326 | 0.00030843 | 0.00021371 | 8.0471-10~8 | 9.7653-10~8
1000 | 5.1614-1075 | 0.00015424 | 0.00010688 | 4.0249-10~% | 6.078-10~°

Cuadro 3.5: Errores del esquema 3.
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3.2.1.4. Esquema 4: Sistema acoplado, RK4

En el esquema 4 semidiscretizamos la variacién respecto al tiempo de la variable r,
mediante el método de Runge-Kutta clésico cuya tabla de Butcher se puede ver en la
Figura|3.1

En las Figuras [3.14] [3.15] y 3.16] mostramos la soluciéon exacta y aproximada para las

velocidades de gasificacion, el radio de carbono fijo y la temperatura de la particula.

Velocidad lambdal Velocidad lambda2 3 2Velocidad lambda3

1.1 I 1 3.2
Sol. exacta
— — — Sol. aproximada 3r 3r
l L
2.8 1 1 28¢F
26 1 26
09 1
24 1 24+
081 1 221 1 22
2F 2F
071 1
18r 1 18¢F
1.6 1 1.6
0.6
141 14 r
0.5 : 1.2 : 1.2 :
0 1 2 0 1 2 0 1 2

Figura 3.14: Aproximaciones de A1, Ay v A3 del esquema 4.

%1078 Radio carbono fijo
T T T T

12

Sol. exacta
. Sol. aproximada
11r 1

10 7

Figura 3.15: Aproximacién de 7. del esquema 4.
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De manera cualitativa podemos asegurar que mediante el esquema 4 obtenemos las

mejores aproximaciones entre los esquemas de paso constante, por la manera que se ajustan

las curvas.

Temperatura
T T T

400

390 -

Sol. exacta
Sol. aproximada

380

370

360

350 -

340 -

330

320 [

310 [

300

0.4 0.6 0.8

1.4

1.6 1.8

Figura 3.16: Aproximacion de T}, del esquema 4.

En el Cuadro mostramos los errores cometidos en cada aproximacién de las respec-

tivas variables dependiendo del ntimero de nodos. A partir de él podemos asegurar que el

esquema 4 es el que menor error comete, viendo como se reduce a medida que aumentamos

el nimero de nodos y observando orden cercano a 2 en las variables resueltas mediante

Newton discretizado y orden 4 para la resoluciéon de la temperatura.

Nodos | Errory, Errory, Errory, Error,, Errory,

25 0.00070463 | 0.0018073 | 0.0010677 | 6.2088-10~7 | 0.013668

50 0.0001683 | 0.00043367 | 0.00025573 | 1.503-10~7 | 0.00096743
100 4.1358-107° | 0.00010637 | 6.2676-10~° | 3.6875-10~% | 6.1966-10~°
250 6.5552-1076 | 1.6862-107° | 9.9322.107% | 5.8467-10~° | 1.5732-1076
500 1.6419-1076 | 4.2225-1076 | 2.4858-1076 | 1.463-107° | 9.7655-10~8
1000 | 4.1454-1077 | 1.0657-1076 | 6.2679-10~7 | 3.6879-10710 | 6.078-10~°

Cuadro 3.6: Errores del esquema 4.
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3.2.2. Esquemas de paso adaptativo

Aunque los métodos de paso fijo vistos anteriormente aproximan satisfactoriamente
nuestro ejemplo test, presentan una gran desventaja al intentar resolver un problema real
que modele la combustién de carbén pulverizado. Esta desventaja radica en como son las
soluciones exactas para nuestras variables de interés, ya que experimentan gradientes muy
fuertes, por lo que con la utilizaciéon de métodos de paso fijo, o bien perderiamos infor-
macion, o bien tendriamos que utilizar pasos de tiempo demasiado pequeiios en intervalos
de tiempo donde no seria necesario. Para atajar este problema consideramos métodos de
paso variable en los cuales intentamos ajustar el paso de tiempo, y de esta manera explicar

mejor las zonas donde se dan cambios bruscos en el gradiente.

Por ello en esta subseccién explicaremos dos esquemas que difieren en la metodologia
utilizada para resolver el sistema . En ellos hemos implementado un método de paso
adaptativo como es el Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) expuesto en el capitulo 2, cuya
tabla de Butcher se puede ver en el Cuadro[2.2] Como en la seccion anterior, dicho método

se utilizara para resolver las ODE’s que intervienen en el problema test expuesto.

ENTRE ELLOS

INICIO ——»  DATOS hmin y hmax

T
: 2

hJ
CALCULAMOS LOS
ERRORES DE
APROXIMAR LAS
EDO'S POR RKF45

l

ERROR=TOL

Sl

NO i
v

CALCULAMOS CALCULAMOS LAS
OTRO FASO DE SOLUCIONES
TIEMFPO APROXIMADAS

]

RECALCULAMOS
LOS ERRORES CON
EL NUEVQ PASO

BUCLE
TEMPORAL

NO =1 T
=tf

v
J
=

Figura 3.17: Diagrama de flujo de los esquemas 5 y 6.



3.2. RESULTADOS 41

Para la implementacion de la seleccion de paso hemos utilizado la referencia [3], puesto
que es mas sencilla que la expuesta en el capitulo 2 y requiere menos calculos. Su expresion

es la siguiente:

1/4
-
h = hgns min | 4, max | 7,0.84 T , (3.5)
|h §i+l(hant)|
ant
coni=0,...,n—1. Notese que en (3.5) hemos mantenido la notacion para las variables

Ty %, 7Y &it1(hant). Ademas, en la Figura podemos ver el diagrama de flujo, dando

una idea de la estructura del c6édigo implementado.

3.2.2.1. Esquema 5: Sistema desacoplado, RKF45

El esquema 5 se basa en resolver de manera “desacoplada” el sistema . El procedi-
miento utilizado es analogo al propuesto en el esquema 1, y ambos esquemas tinicamente
se diferenciarédn en la resolucion de las ODE’s. Mientras que en el esquema 1 se resolvia el
comportamiento de las variables pv, pp,0, re y T, mediante el método RK4, en este nuevo

esquema usaremos el método RKF45.

A continuacion, en las Figuras [3.18], [3.19] [3.20] [3.21] y [3.22] se muestra la evolucién en
el tiempo de las variables que intervienen en nuestro modelo y podremos valorar de forma

cualitativa las soluciones exactas y aproximadas para nuestro problema test.

Densidad de volatiles «10"4Velocidad lambda4
100 T T T 6 T : .
L Sol. exacta
90 «  Sol. aproximada
51 7\
80 1 /N
0 ! A
[ | L/l \
4 ) \
60 | 1 |
|
50 | 1 31
|
40 - 1 |
24
301 1 I
20 |
1t
10|
0 0
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

Figura 3.18: Aproximaciones de py vy A4 del esquema 5.
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0 Densidad de humedad ; %1073 Velocidad lambda5

Sol. exacta
*  Sol. aproximada
50

40 1

20

101

Figura 3.19: Aproximaciones de pm,0 v A5 del esquema 5.

En las dos primeras podemos observar como se distribuyen los puntos de la solucién
aproximada debido al método de paso adaptativo; en particular, necesitamos pasos més

pequeiios en el inicio y cuando comienza a acercarse asintéticamente al 0.

Velocidad lambdal  Velocidad lambda2  Velocidad lambda3
1.1 ‘ T 3.2 T 3.2 T

Sol. exacta

— — — Sol. aproximada
1T

3

2.8
2.6
097 1
2.4

0.8 1 22

1.8

1.6
0.6

14

0.5 ‘ 1.2

Figura 3.20: Aproximaciones de A1, As v A3 del esquema 5.

Por otro lado, en la Figura podemos observar que la solucién aproximada presenta

oscilaciones respecto a la exacta como en el esquema 1, pero en este caso se separa menos
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respecto a ella.

«10° Radio carbono fijo

12

Sol. exacta
Sol. aproximada

10+ .

Figura 3.21: Aproximaciéon de 7. del esquema 5.

Temperatura

400

390 - b
Sol. exacta

Sol. aproximada

380

370 1

360 [ 1

350 1

340 b

330 b

320 b

310 1

300 I I I I I I I I I

Figura 3.22: Aproximacion de T}, del esquema 5.

En el Cuadro podemos ver de manera cuantitativa los errores asociados al esquema

1 en las dos primeras filas y en las otras dos los asociados al esquema 5. Podemos apreciar
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que con el método de paso adaptativo obtenemos errores similares utilizando menos nodos.

T Nodos | Error,, Errorszo Errory, Errory, Error)y, Error,, Errory,
250 1.111-1078 8.1634-107° | 0.0010128 | 0.0024314 | 0.0013197 | 6.8011-10~7 | 1.5733-10~¢
500 6.887-10710 | 5.041-1071° | 0.00050434 | 0.0012108 0.00065675 | 3.3719-10~7 | 9.7661-10~8
1076 | 67 1.4289-1077 | 1.254-107% | 0.00067166 | 0.0019984 | 0.0014453 | 6.7947-10~7 | 1.3392.1076
1078 | 211 2.0649-10~° | 3.2354-10~% | 0.00023162 | 0.00069016 | 0.00047999 | 1.8079-10~7 | 2.0755-10~8
Cuadro 3.7: Comparacion errores esquema 1 y 5.
3.2.2.2. Esquema 6: Sistema acoplado, RK4

En el caso del esquema 6 tratamos de resolver el sistema (3.3)) de forma “acoplada” de

modo anélogo al procedimiento expuesto en el esquema 4. La diferencia entre ellos radica

en la forma de resolver la evolucion temporal de las variables py, pr,0 y Tp. Mientras que

en el esquema 4 las ODE’s se resolvian utilizando el método de paso fijo RK4, ahora seran

resueltas con el método de paso adaptativo RKF45.

En las Figuras y podemos observar que, como ya pasaba en el esquema 5, el

método de paso adaptativo sigue afinando en las zonas mencionadas anteriormente.

Densidad de volatiles

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

Sol. exacta
Sol. aproximada | |

15 2

6 «10%Velocidad lambda4

Figura 3.23: Aproximaciones de py vy A4 del esquema 6.
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Densidad de humedad 7 «10°3 Velocidad lambda5

Sol. exacta
Sol. aproximada

50

40

30

20 1

10

Figura 3.24: Aproximaciones de pg,0 v A5 del esquema 6.

Velocidad lambdal

3Velocidad lambda2 3 2Velocidad lambda3

1Llr T

1

Sol. exacta
— — — Sol. aproximada | 2.8

1»

08r

0.7r

0.6

2.6

2.2

1.6

1.4

Figura 3.25

1.2

: Aproximaciones de A1, A2 ¥ A3 del esquema 6.
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«10° Radio carbono fijo
Sol. exacta
Sol. aproximada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 3.26: Aproximacion de r. del esquema 6.

Ademaés, en la Figura[3.26] ya no observamos las oscilaciones de la soluciéon aproximada

a lo largo de la exacta como en el esquema 5.

400

390

380

370

360

350

340

330

320

310

300

Temperatura
[ Sol. exacta ]
Sol. aproximada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 3.27: Aproximacion de T, del esquema 6.

En el Cuadro se puede ver que aunque los errores sean similares para ambos esque-

mas, el método adaptativo necesita menos nodos de discretizacién. Por otro lado, compa-



3.2. RESULTADOS

47

rando los resultados mostrados en los Cuadros y podemos asegurar que el esquema

6 resuelve mejor el problema test planteado que el esquema 5.

T Nodos | Error,, Error, 20 Errory, Errory, Errory, Error,, Errory,
250 1.111-1078 | 8.1634-107° | 6.5552-1076 | 1.6862-107° | 9.9322.107% | 5.8467-10~ | 1.5732-10~6
500 6.887-10710 | 5.041-1071° | 1.6419-106 | 4.2225-1076 | 2.4858-107% | 1.463-10~2 | 9.7655-10~8

106 | 67 1.4282-10~7 | 1.2623-1076 | 0.00022026 | 0.00051707 | 0.00037551 | 1.7333-10~7 | 1.3388-10~°

108 | 210 2.3718-107 | 3.2356-1079 | 1.4413-107° | 3.6952:1075 | 5.1013-10~° | 2.3621-10~% | 2.0707-10~8

Cuadro 3.8: Comparacion errores esquema 4 y 6.

Finalmente, en la Figura [3.28| representamos la evolucion de los pasos de tiempo selec-

cionados para los distintos iterantes en cada uno de los esquemas. A partir de ella podemos

apreciar que ambas son muy parecidas y que la ecuacién que modela el radio del niicleo de

carbono fijo no tiene peso en la seleccién de paso.

0.09

0.08 -

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

Esquema 5
Esquema 6

0.01

Figura 3.28: Seleccion de paso de los

70

esquemas 5 y 6.







Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo de Fin de Grado hemos realizado un estudio sobre la resolucion de
modelos de combustion.

En primer lugar, hemos descrito el modelo de combustion BFLs1 presentado en [2],
centrandonos en el desarrollo de su fase solida. Posteriormente, hemos hecho una revisién
de los métodos para la resolucién de ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones no
lineales, puesto que a partir de ellos podemos aproximar el comportamiento de los distintos
procesos que suceden en la combustiéon de las particulas de carbén pulverizado.

A continuacion, utilizando estos métodos hemos implementado seis codigos diferentes
para modelar la combustion del carbén, y mediante la resolucién de un test, hemos podido
validar su correcto funcionamiento. Ademas, por los resultados vistos en el capitulo 3
los esquemas que resuelven el sistema de DAE’s de forma conjunta aproximan mejor el
modelo, debido a que ajustan de manera més adecuada el radio de carbono fijo. De esta
manera podemos asegurar que, tanto para los métodos de paso fijo como para los de paso
adaptativo, la semidiscretizacion mediante el método RK4 de la derivada temporal del
radio es el que mejor aproxima las soluciones exactas para las distintas variables. Ademas,
hemos comprobado que los métodos que adaptan el paso por el comportamiento de la
solucién resuelven de manera mas eficiente las ecuaciones que intervienen en el modelo de
combustion.

Por dltimo, como trabajo futuro podriamos desarrollar los cédigos que hemos imple-
mentado para tener en cuenta la trayectoria de cada particula de carbén pulverizado dentro
de la caldera debido a que es un modelo tridimensional como vimos en el capitulo 1. Ade-
maés, si implementasemos codigos de localizacion y supiésemos como es la atmosfera gaseosa

podriamos ser capaces de afrontar un problema real.
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Nomenclatura

A continuacion se especificara la notacién usada a lo largo del trabajo de Fin de Grado.

1. Simbolos relativos a los gases.

Notacion Descripcion Unidades (SI)
Cp calor especifico a presioén constante J/kgK
D coeficiente de difusién de la mezcla de gases m? /s
k conductividad térmica W/mK
constante universal de los gases J/molK
o constante de Stefan-Boltzmann de los gases W/m?K*
Pg densidad de la atmosfera kg/m?
hr entalpia térmica J/kg
Y; fraccion masica de la especie i-ésima
fe fuente de energia homogeneizada en la fase gaseosa J/m3s
m fuente de masa homogeneizada procedente de las particulas kg/m?>s
g gravedad m /s>
M masa molecular kg
T, temperatura de la atmosfera K
\% velocidad m/s
I viscosidad molecular kg/ms
2. Simbolos relativos a las reacciones quimicas.

Notacion Descripcion Unidades (SI)

i calor de la reaccion i-ésima J/kg

E; energia de activacion de la reaccion i-ésima  J/mol

B; factor de frecuencia de la reaccion i-ésima 1/s

i velocidad adimensional de la reaccién i-ésima
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3. Simbolos relativos a la particula.

Notacion Descripcion Unidades (SI)
Cs calor especifico J/kgK
D, coeficiente de difusion efectiva a través de los poros m?/s
Pp densidad kg/m3
Di densidad de la especie i kg/m3
Ep coeficiente de emisividad

q;’ flujo de calor por conduccion J/m?s
q;,’ flujo de calor por radiacion J/m?s
Fe fuente de energia procedente de la particula J/m3s
Em fuente de masa de la especie i-ésima procedente de las particulas kg/m3s
my masa kg

Xp posicion

a radio inicial m

Te radio del nicleo de carbono fijo m

T temperatura de volatilizacion K

T. temperatura de gasificacién K

T, temperatura K

Vp velocidad m/s



Apéndice A
Datos del problema test

A continuacion se especificaran los datos utilizados a lo largo del trabajo de Fin de
Grado.

1. Datos relativos a los gases.

Notacion ~ Valor Unidades (SI)
p 1000 J/kgK

D 2.88-1071%  m?/s

k 0.0454 W /mK
R 8.314472-10°  J/molK
o 5.67-1078 W/m?K*
Pg 0.25 kg/m?
Yeo, 0.4

Yo, 0.4

Yi,0 0.2

Y502 0

rad 0 W /m?

T, 1750 K

o3
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2. Datos relativos a las reacciones quimicas.

Notacion ~ Valor Unidades (SI)
T -1.43568-107  J/kg
@ 9.20247-10%  J/kg
a3 -1.09305-10"  J/kg
qa 0 J/kg
g5 0 J/kg
Ey 1.24-108 J/mol
Es 2:104 J/mol
E; 2.10% J/mol
E, 2021 J/mol
E; 8.32:104 J/mol
By 2.46-108 1/s
B 1.367-108 1/s
B3 1.37-10% 1/s
By 3.11-108 1/s
Bs; 3.228:10% 1/s

3. Datos relativos a la particula.

Notacion — Valor Unidades (SI)
Cs 1000 J/kgK

D, 2.88-107° m?/s

Pp 900 kg/m3

Pe 579 kg/m3

Pa 167 kg/m?

€p 0.9

a 60-10°°  m

Ty 300 K

T, 300 K
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