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Resumo

Resumo

A anélise matemética proporciona ferramentas para tratar certas cuestions sobre as
ecuacions funcionais. Empréganse moito conceptos como converxencia, derivabilidade,...
No primeiro capitulo, vése como, a partir dunha ecuacién, chegar a unha solucién equivale
a atopar puntos fixos, botando man de métodos iterativos, como o método das aproxi-
macions sucesivas para atopalos. Ademdéis, definense termos como a diferenciabilidade, e
tratanse resultados relacionados con ela como o problema do valor inicial.

No seguinte capitulo, trabéllase coas ecuacions integrais, e abordanse varias formas para
solucionalas, xa sexa con series ou empregando sistemas. Cabe destacar, que unha ecuaciéon
integral pode transformarse nunha diferencial, polo tanto, resolver ecuacions integrais, é
util para solucionar ecuaciéns funcionais en xeneral.

No derradeiro capitulo, veranse algiinsg exemplos de ecuacions funcionais, vendo onde apare-
cen na vida real. Moitos destes exemplos englobanse nos campos da fisica ou da estadistica,

ainda que como sucede coas matemaéticas en xeneral, abarcan todos os campos.

Resumen

El anéalisis matematico proporciona ciertas herramientas para tratar ciertas cuestiones
sobre las ecuaciones funcionales. Se usardan mucho conceptos como convergencia, derivabi-
lidad,..

En el primer capitulo, se verd como, a partir de una ecuacién, llegar a una solucién equivale
a encontrar puntos fijos, echando mano de métodos iterativos, como el método de las apro-
ximaciones sucesivas para hallarlos. Ademaés, se definen términos como la diferenciabilidad,

v se tratan resultados relacionados con ella como el problema del valor inicial.
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En el siguiente capitulo, se trabajara con ecuaciones integrales, y se abordaran varias for-
mas para solucionalas, ya sea con series o usando sistemas. Cabe destacar, que una ecuacion
integral, se puede transformar en una diferencial, por lo tanto, resolver ecuaciones integra-
les, es de utilidad para solucionar ecuaciones funcionales en general.

En el ultimo capitulo, se veran algunos ejemplos de ecuaciones funcionales, viendo donde
aparecen en la vida real. Muchos de estos ejemplos, se engloban en los campos de la fisica
o de la estadistica, aunque como sucede con las matemaéticas en general, abarcan todos los

campos.

Summary

Mathematic analysis gives tools to treat certain questions about functional equations.
They will be used many terms like convergence, derivability,..
First chapter, it will see how, with a equation, arrive to a solution means find fixed points,
using iterative methods, such as the method of successive approximations. In addition,
they are defined terms such as differentiation, and results related to it as the problem of
the initial value.
In the next chapter, it will work with the integral equations, and it will find several paths
to solve them, such as sums or using sistems. It should be noted that an integral equation
can be transformed into a differential, therefore it focused how to look for solutions of a
functional equation in general.
In the last chapter, it will see some examples of integral equations, seeing where they
happened in the daily life. Many os these examples are included in the fields of physics or

statistics, although, as usually happens with maths, they can be seen in all the domains.



Introducién

A anélise matematica é unha rama da matemaética, especificamente da andlise, que trata
o estudo de espacios de funciéns. Ten as stias raices histéricas no estudio de transformaciéons
tales como a transformacions de Fourier e no estudio de ecuacions integrais e diferenciais.
Vamos a ver algunhas ideas sobre a resoluciéon de ecuacidons funcionais. Traballaremos
con certas clases de funciéns como espacios abstractos cuxos elementos seran as propias
funciéns. Cabe destacar que a consideracién das funciéns como variables independientes
provén da xeometria grega e o tratamento sistemético da andalise funcional comeza a finais

do século XIX. Dentro do dmbito das funcions, distinguimos varios aspectos:

= cuestidns operativas, nas que prima a idea de encontrar soluciéns explicitas dos pro-

blemas tratados.

= aspectos topoldxicos, nos que se tratan conceptos como converxencia puntual ou
converxencia uniforme. Un exemplo destes problemas é se a aplicacion de métodos

aproximados leva & solucién.

Procederemos moitas veces por analoxia cos campos numeéricos, dénde os resultados son

mais sinxelos de ver (por medio de la intuicién xeométrica por exemplo)

Para introducir os espacios de funciéns, situamonos en marcos suficientemente xenerais
como son os espacios métricos ou os espacios normados.
Un espacio métrico consiste nun par formado por un espacio e unha distancia(aplicacion
de X x X en R que verifica as propiedades de positividade,simetria e a desigualdade trian-
gular) e por outra parte un espacio normado é un espacio vectorial dotado dunha norma,
isto € unha aplicacién do espacio vectorial en R, verificando as propiedades de positividade,
homoxeneidade y desigualdade triangular. Como sabemos estos conceptos estan moi rela-
cionados dado que a partir dunha norma podemos definir unha distancia.
Vistos os espazos onde imos traballar; trataremos resultados relacionados coa diferenciabili-
dade no primeiro capitulo, resultados relacionados coa integrabilidade no segundo capitulo

e outras cuestions maéis relacionadas coa vida cotidid no terceiro e derradeiro capitulo.

IX
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Capitulo 1

Aplicaciéon dos espacios funcionais a

teoria das ecuacions diferenciais

1.1. Preliminares

Neste capitulo, denotaremos por C = C(I,R) o espacio funcional definido por todas as
funcions reais de variable real definidas no intervalo compacto I = [a,b], a,b € R. Este
espacio ten estructura de espacio vectorial coa suma e producto por niumeros reais. Como
dixemos antes, necesitamos tamén unha norma, neste caso traballaremos coa norma do

supremo, representada por

llo = sup{[v(t)] : t € I}
Con esta norma podemos ver a converxencia uniforme do seguinte xeito:
Proposicion 1.1. ||¢, — |lo — 0 se e s se, ¥, — ¢ uniformemente en I.
Teorema 1.2. O espacio C é completo.

Demostracion. Temos que ver que dada unha sucesion de Cauchy, é converxente. Sexa
¥ unha sucesion de Cauchy en C, e sexa e>0. Por hipdtese, existe ng tal que, para todo
n,m = no ténse que ||, — ¥m|lo < €, e por tanto |, (t) — ¥, (t)| < € para todo t € I.
Enton, para cada t € I, a sucesion de ndmeros reais {1, (t)}, é de Cauchy . Como R ¢
completo, devandita sucesion debe ser converxente. Sexa 1(t) o limite.

Vexamos que a converxencia ¢ uniforme. Sabemos que |9 (t) — ()] < e parat € I e

para n,m > ng. Tomando o limite cando m tende a infinito, obtemos que
|, — 1| < € para todo ¢ € I e todo n > nyg,

1
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ou o que é o mesmo ||1, — || — 0 cando m tende a infinito.
Solo queda dicir que dada unha sucesion {1, } de funcions reais, converxente uniformemente
a 1, como {1, } son funciéns continuas, o seu limite é unha funcién continua, polo tanto

P eC O

Definicion 1.3. Dise que un espacio é precompacto ou relativamente compacto se a sia

adherencia é compacta.

Por exemplo en R™ os conxuntos acotados son relativamente compactos. Vexamos que

acontece no caso do espazo C.

Teorema 1.4 (Ascoli-Arzeld). Un subconzunto A de C é relativamente compacto se e sé

se:
1. A € acotado, é dicir, existe K € R tal que [¢(t)| < K para todo t € I e toda i) € A.

2. A € equicontinuo: para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todo t,s € I con |t—s| < ¢
e toda Y € A verificase:

(1) —¥(s) <€

As transformacions mais habituais entre espacios de funciéns continuas son do seguinte

xeito:

1. Toda funcién f : R — R continua define un operador de sustitucion F' : C — C como

segue:

F(y)(t) = f((t)),t € I, para cada ¢ € C.

Ten sentido o operador anterior dado que estamos considerando unha composicién de
funciéns continuas evaluadas nun ntmero real t. Podemos definilo para unha funcién

f continua de R? en R da seguinte maneira:

2. Sexa f :R? — R continua, consideremos o operador integral K:C — C

K()(t) = [, f(s,9(s))ds

Se chamamos F 6 operador de integracion:

F= fotw(s)ds,
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temos que K é a composicion do operador de integracion F (que é continuo, é doado
acotalo por [|1|[o(b— a)) co operador sustituciéon F estudiado no apartado anterior.

O operador K é continuo por ser composicién de operadores continuos.

Imos definir agora tamén os espazos de Banach (un espacio funcional mais xeneral co das

funcions continuas), xa que veremos resultados nestes espazos.

Definicion 1.5. Diremos que un espazo é de Banach cando é un espazo vectorial normado

e completo.

Polo tanto temos que ter unha forma de operar os elementos do espazo e unha norma,
que permite tratar converxencia e sucesiéns de xeito que toda sucesién de Cauchy sexa

converxente.

Cabe destacar que as propiedades do espacio C(I,R™) de funciéns continuas son total-
mente anédlogas 4s de C(I,R), sucede o mesmo coa caracterizacion dos seus subconxuntos
compactos a través da equicontinuidade e coa definicién dos operadores de integracién e

de sustitucion.

Dixemos que o espacio de funciéns continuas é un espacio normado e que dada unha nor-

ma temos determinada unha distancia; vexamos logo métricas equivalentes en C([a, b], R™)

Definiciéon 1.6. [1] Dtias métricas son topoloxicamente equivalentes, se as correspondentes

topoloxias asociadas coinciden.

Exemplo 1.7. Sexa M un espacio e sexan d a distancia usual dada por d(z,y) = |z — y/,
e d’ outra distancia dada por d'(z,y) = d(z,y)/(1 4+ d(z,y)). Consideramos os espacios

meétricos (M,d) e (M,d'); vexamos que son topoloxicamente equivalentes:

Dado que d'(z,y) = d(z,y)/(1 + d(z,y)) < d(x,y), enton:
para todo r, By(z,r) C By /(x,r); pois se d(x,y) < r entén d'(x,y) < r.
Por outra parte, By(x,r/(14+7r)) = Bg(z, 1), logo en particular, By(z,r/(1+7)) C By(z,r).
Concluimos logo que as topoloxias asociadas coinciden, e polo tanto estas métricas son

topoloxicamente equivalentes.
En certos problemas, emprégase unha variante da norma do supremo:
[IxIlr = sup{|x(t)|exp(=r(t —a)) : t € I}

A métrica definida a partir da norma ||.||, é equivalente a norma do supremo (caso parti-

cular con r=0), isto significa que as propiedades topoloxicas son as mesmas: a converxencia
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de sucesiéns, conxuntos acotados e compactos, ... Ainda asi, estas métricas son necesarias

para precisar cuantitativamente algunhas propiedades como a contractividade.

Vexamos que son as aplicaciéons contractivas, dado que méis adiante, para ver resul-
tados relacionados coa existencia e unicidade de soluciéns das ecuaciéons diferenciais, imos

pedir a contractividade.

Definicion 1.8. Dados dous espacios métricos X e Z, unha aplicacién T : X — Z dise

lipschitziana nun conxunto A contido en X se existe unha constante k de xeito que:
d(T(z),T(y)) <kd(z,y) para todo x,y € A.

Diremos que k é a constante de Lipschitz de 7' en A (a menor constante que verifica a

anterior desigualdade).
Definicion 1.9. Unha aplicacion T : X — Y é contractiva se existe k < 1 de xeito que:
d(T(z),T(y)) < kd(z,y) para todo x,y € X.

Isto equivale e dicir que T' é lipschitziana e que a siia constante de Lipschitz ¢ menor ca

un.

E importante observar que cando tratamos distintas metricas equivalentes, se unha
aplicacion e lipschitziana con respecto a unha meétrica dada, tamén o seréa respecto a outra
métrica equivalente con diferente constante de Lipschitz; sen embargo, coa contractividade

non sucede o mesmo. Vemos ent6én a importancia de introducir varias métricas equivalentes.

Definicion 1.10. Dada T : X x A — Y, se a aplicacion T depende dun parametro 3
pertencente a un conxunto arbitrario A, diremos que T é uniformemente lipschitziana en
x se independentemente do parametro, podemos dicir que a aplicacion T* : X — Z dada

por TA(z) = T(x, \) é lipschitziana.

Definicion 1.11. Se temos T : X — Y unha aplicacién uniformemente lipschitziana, con

constante de Lipschitz k < 1, diremos que T é uniformemente contractiva.

1.2. Teoremas de punto fixo

Unha forma de plantear os problemas nos que resolvemos ecuaciéns é como problemas

de punto fixo.

Definicion 1.12. Dado un conxunto X e unha aplicacion T : X — X, definimos z, como

un punto fixo se T'(x,) = xy.

Buscamos entén condiciéns que garantan a existencia e unicidade deste tipo de puntos.
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1.2.1. Meétodo das aproximacioéns sucesivas

O método de aproximacidns sucesivas consiste en buscar un punto fixo dun operador
como limite dunha sucesién que se obtén iterando o operador a partir dun valor inicial.
Dita sucesiéon denominase sucesion de iterantes.

Outros exemplos de aproximacién a un punto fixo son o método de Newton ou o método

de biparticién.

Como exemplo dun método de aproximacién, vexamos un caso particular, o método

da corda.

Buscamos unha soluciéon dunha ecuacion f(z) =0, f: R— R.

O método da corda consiste en partindo dunha aproximacion xy 4 solucién buscada,
eleximos unha pendente m a cal queda fixada, de xeito que a recta de pendente m pase
polo punto (xg, f(zg)). O punto de corte desta recta co eixe de abscisas determina o punto

1 co que repetimos a operaciéon. Verificase:

_ f(zo)
M= o=
E en xeral, a sucesiéon de iterantes cumpre:
m = —J (k)
Tk —Tk+1

E polo tanto:

Tp1 = o — fag)/m
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Reinterpretamos o proceso como un problema de punto fixo. Temos que definir unha apli-
cacién T : X — X, e ver que o punto fixo para a aplicacién T, é tamén unha solucién da

ecuacion f(x) = 0. Sexa T

Se T'(z*) = z*, enton:

ou equivalentemente f(z*) = 0.
No caso dunha ecuaciéon vectorial f(x) = 0, f : R® — R", o esquema iterativo seria da

forma:
M(xgs1 —xk) = —f(xg), k=0,1,2, ...

sendo M unha matriz cadrada de tamano n X n. Se tomamos como M a matriz xacobiana
Df(xp), ténse o método de Newton correxido.
A converxencia deste método é mais rapida ca converxencia do método da corda, dado que

a pendente vai variando en cada paso co esquema:

Df(xk)(wk+1 - (L‘k) = _f(xk)7 k=0,1,2,..

Dixemos que a converxencia da sucesién de iterantes ao punto fixo non estaba asegu-

rada, vexamos resultados que garanten a existencia e unicidade dun punto fixo.

Teorema 1.13 (teorema da aplicacion contractiva ou do punto fixo de Banach). Sexa X
un espacto métrico completo e T : X — X unha aplicacion contractiva; enton T admite
un dnico punto fixro ©* e para todo xo € X , a sucesion de iterantes v1 = T(x0),..,Tn =

T(xp,—1) converze a x* e satisfaise a sequinte estimacion do erro:
d(zp,x*) < k"d(z1,20)/(1 — k)
Demostracion. Dado z¢ € X, definimos z,, = T'(x,—1). Para todo n,
d(xpt1,2n) = d(T(xy), T(xn-1)) < kd(xn, 2p-1) < ... < E"d(z1, 20)
de onde, se m > n, ténse:
d(Zn, Tm) < AT, Ti1) ot d(Tna1, 1n) < (K™ k™) d (21, 20) < kd(21,10)/(1—K)

Sabemos que k < 1, enton k™ tende a cero cando n tende a infinito. Esto significa que {z,,}
é unha sucesion de Cauchy, e por ser X un espazo completo, unha sucesiéon converxente a
certo z* € X.

Tomando o limite na expresion:
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d(T(zy), zn) < k"d(x1,20)

e por ser T continua (é lipschitziana),

é dicir, T'(z*) = z*.
A unicidade demostrase suponendo que temos dous puntos fixos, enton d(z*, y*) = d(T'(«*), T(y*)) <
kd(z*,y*) o que ¢ imposible sabendo como é k.

O

Teorema 1.14 (da contraccion uniforme). Sexan M e X espacios métricos e T : M x X —

X unha aplicacion continua e uniformemente contractiva, enton:

» Sexa x*(0) o unico punto firo da aplicacion contractiva x — T(0,x) . Entén a apli-

cacion 0 — x*(0) de M en X € continua.

» Se ademais existe L tal que d(T(0,z),T(pu,z)) < Ld(8, 1) para todo 8,p € M, x € X

, € dicir, se T € uniformemente lipschitziana en M, enton:

d(z*(0), 2" (p)) < Ld(0,p)/(1 — k),
é dicir, a aplicacion 0 — x*(0) ¢ lipschitziana.

Demostracion. » Dados 0, € M /d(0, i) < 6, temos que ver que d(z*(0),y*(n)) < e.
d(xz*(0),y* (1)) < kd(x,y) < kd. Logo se 6 = €/k temos probada a continuidade.

de onde:

e polo tanto empregando a hip6tese temos que:

d(z*(0), 2" (1)) < d(T(0,27(9)), T(p, 2" (1)) /(1 = k) < Ld(0, )/ (1 = k)
O

Cabe destacar como unha das aplicaciéons mais importantes do teorema da funcién
contractiva a seguinte: dado un espazo de Banach X e unha aplicacién T : X — X, se

queremos resolver unha ecuacion:
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T(z)=y
podemos plantexar o problema de punto fixo:

r=x-T(z)+vy

1.2.2. Os teoremas de Brouwer e de Schauder

Imos ver cémo atopar puntos fixos, sen empregar a contractividade de hipotese. Si que

usaremos, en cambio, a convexidade ou a compacidade.

Definiciéon 1.15. Diremos que un espazo A é convexo se para cada par de puntos x,y € A,

o segmento [z,y] :=azx + (1 —a)y : 0 < a < 1 esta contido en A.

Definicion 1.16. O menor conxunto pechado e convexo que contén a un subconxunto B

de X ¢ a envolvente conexa, denotase por co(B).

Teorema 1.17 (teorema do punto fixo de Brouwer). Sexa A un subconzunto pechado e

convezxo de R" e T : A — A unha aplicacion continua. Entén T ten polo menos un punto

fizo.

A extensién do teorema de Brouwer a espazos de Banach non é directa, e esixe propie-

dades de compacidade.

Definicion 1.18. Diremos que un subespazo K dun espazo topoléxico X é compacto; se
dada unha familia de abertos cuxa unién contén a K, admite unha subfamilia finita de

abertos cuxa unién contén a K.

Definicion 1.19. Diremos que K é secuencialmente compacto, se toda sucesiéon de K ten

unha subsucesién converxente en K.

Teorema 1.20 (teorema do punto fixo de Schauder). [2] Sexzan X un espacio de Banach,
K un subconzunto non baleiro, compacto e convero de X, e f : K — K unha aplicacion

continua. Enton T ten polo menos un punto fizo en A.

Demostracion. A idea da demostracion consiste en reducirnos o caso finito. Dado € > 0,
consideramos Bc(z) : x € K, unha cobertura por abertos de K. Como K ¢é compacto,
admite un subcobertura finita B¢(p;);i : 1, ..., N. Sexa K, o poligono convexo de p1, ..., pn
e V¢ o espazo afin que contén esos puntos e polo tanto K. C V..

Consideremos a proxeccion 7 : X — V¢ tal que ||mc(z) — 7e(y)|| < ||z — yl| e defino:

fe: Ke = K, fe(x) = We(f(x))
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Esta funciéon é continua definida nun convexo e compacto dun espacio vectorial de dimen-
sién finita V.. Polo tanto polo teorema do punto fixo de Brouwer, existe x. punto fixo para
fe. Falta ver que o é para f.

Dado que K é secuencialmente compacto, podemos atopar unha sucesion ¢, — 0 de modo
que T = T, que converxe a algin punto z’ € K.

Vexamos f(2') = 2.

Sabemos que f, (zr) = ), — 2, vexamos que f, (z) — f(2’). De feito temos que:

fe (zx) = F(@)| = [Ime, (f (2x) = F@] < [l fei. (mr) = @] + (1 (@) = f(@)]] <
e+ ||f(xzr) — f(2)]| que tende a cero.

Logo fe,(zx) tende a f(2'), e como fe, (zx) tende a 2/, 2’/ e punto fixo para f. O

Teorema 1.21. Sexza X un espacio de Banach, A un subconzunto pechado e convero de
X, eT: A — A unha aplicacion continua tal que T(A) sexa precompacto. Enton T ten

polo menos un punto fixo en A.

Este teorema é equivalente o teorema de Schauder visto anteriormente.

1.3. Aplicacién ao problema do valor inicial: existencia, uni-

cidade e dependencia continua

Empecemos a falar de ecuaciéns diferenciais, analicemos o problema de Cauchy:

¥ = f(t,x)

:L’(to) = X0

onde f : D — R™ (D conxunto aberto de R"*1) ¢ continua e localmente lipschitziana en
x: para cada rectdngulo compacto R C D, existe unha constante L = L(R) tal que para
todo (t,z), (t,y) € R:

|f(t,.%’) - f(tvy” < L‘l’ - y‘

1.3.1. Demostracion do teorema de existencia e unicidade

Nesta seccién construiremos unha aplicacién T de modo que a existencia e unicidade
de solucién do problema de Cauchy sexa equivalente & existencia dun punto fixo en T. Esta
aplicacién, baixo certas condiciéns, é contractiva, polo que podemos garantir que ten un
dnico punto fixo.

Supofiamos, sen perda de xeneralidade, que tg = 0. Sexan a,b > 0 tales que o rectangulo

R = [0, a] x By(xp) esté contido en D. Sexa L unha constante de Lipschitz en R, e sexa M
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o maximo da funcion continua |f(¢,z)| no compacto R.
Sexa h = min(a,b/M) e sexa C = C([0, h],R™), coa norma
||l = sup{[p(t)|lexp(—rt) : t € [0, h]}
e sexa X o subconxunto:
X ={peC:¢(0)=uxz0,|pt) — x| <bpara todo t € [0,h]}

X & un subconxunto pechado de C, que é un espazo completo, e por tanto, un espacio

métrico completo por si mesmo. Definimos a aplicacion T : X — C dada por:

(T)(t) = o + Ju f(s,0(s))ds, t € [0, h].

(T'y & continua, de feito & derivable) Imos demostrar que, cunha eleccion axeitada da

norma, T' é contractiva en X.

1. T leva X en si mesmo:
[(T'p)(t) — 0| = \fto d8|<ft | f(s,p(s))lds < M|t —to| < Mh <b

2. Ser > L, T é contractiva en X. En efecto, se p,% € X, para todo t € [0, h] ténse

que:
\(Ttp)(t) (Ty)(1)]
= | Jo(f(s.0(5)) = F(s,2(s)))ds| <
Js !fsso 5)) — f(s,9(s))lds <
Jo Llg(s) — t(s)|ds
=L [y |o(s) — ¥(s)|exp(—rs)exp(rs) <
Lféexp(rs)sup{lw() (p)lexp(—rs) : s € [0, h]}ds <
Ll = ||, fy exp(rs)ds
= Lllp — ¥||(exp(rt) — 1) /r
Por tanto,

[(T)(t) — (TY)(t))|exp—rt <
Lile = 9[|-(1 — exp(rt))/r <
L/rlle =l

para todo t € [0,h]. Tomando o supremo do primeiro membro temos que 1" sera
contractiva se eleximos r > L. De aqui, dediicese que T' ten un tnico punto fixo en
X, que é a solucion do problema de Cauchy no intervalo [0, h]. A extension a esquerda

do cero é totalmente analoga.
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Agora imos ver a unicidade doutro xeito, suponendo a condicidon de ser Lipschitz global.

Teorema 1.22. Seza f : [a,b] x R" — R" continua e globalmente lipschitziana en x, é
dicir: existe L de zeito que |f(t,x) — f(t,y)| < Lz — y|
para todo x,y € R™ e para todo t € [a,b]. Enton, se x(t),y(t) son as solucions con valores

iniciais x(a) = xg, y(a) = yo, definidas en todo [a,b] e para todo r > L verificase:
|z(t) —y(t)| < r/(r— L)|xo — yolexp(rt — ra) para todo t € [a,b]
Polo tanto, para cada € >0 existe § >0 tal que:
|zo — yo| < 0 = |x(t) — y(t)| < € para todo t € [a,b]

Demostracion. Faremos o cambio de variable t — t —a, podemos supoiier que a = 0. Como

vimos na demostracién anterior, a aplicacion:

(T)(t) = o + Jy f(s,0(s))ds, t € [0,b]

de C = C([0,b],R™) en si mesmo. E lipschitziana con constante de Lipschitz k < L/r,
sempre que usemos a norma ||.||,. E claro que dita constante de Lipschitz non depende do
valor inicial zg, de xeito que, en lugar de considerar T' como funcién de ¢, consideramola

como funcion do par (¢, zp):

T-R'"xC —C
T(p,20)(t) = zo + [ f(5,0(s))ds,t € [0,0]

T é continua. Por outra parte, se fixamos r > L, T' é uniformemente contractiva en C', con
constante de contractividade L/r.
Finalmente, 7" é uniformemente lipschitziana en xg (con constante 1) como funcion de xo,

pois, para ¢ € C fixa, ténse:

[T (¢, 20) = T(,90)llr = llzo — vollr = |20 — Yol
pois a norma dunha funcién constante t — c € R" é
|lellr = sup{exp(=rt)|c| : t € [0,b]} = [c]

Polo tanto, aplicando o teorema da contraccion uniforme, se chamamos () ao punto

fixo de T'(., zp), temos:

(o) — (yo)llr < 1/(L = L/r)|zo — yol
de onde:

exp(=rt)|p(zo)(t) — ¢(yo)(t)] < r/(r = L)|xo — yo| para todo ¢ & [0, 0]
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e de aqui:
(o) (t) — @(yo)(B)] < 7/(r — L)|zo — yolexp(rt) para todo t € [0, b]

Desfacendo o cambio obténse o resultado pedido. O

1.3.2. Demostracion do teorema de existencia de Peano

Se rebaixamos as condiciéns sobre f e consideramos soamente a continuidade da fun-
cion, non se poderan aplicar os resultados usados anteriormente. Neste caso, usaremos o
teorema de Schauder para probar a existencia de solucién.

Empregarase a norma do supremo.
Sexan ty = 0, x¢, a,b, M, h = min(a,b/M),C = C([0, h],R™),
X ={p e C:¢(0)=uwxo,l|p(t) — x| < b para todo t € [0, h]},

t
(To)(t) = 0 + [y f(s,0(s))ds, t € [0, ]
como na primeira demostraciéon do teorema de existencia e unicidade. Enton:

1. O conxunto X é pechado e convexo en C.
E convexo dado que tendo en conta a definicion de X, se ¢, € X, 0 < a < 1le
¢ = ap+ (1 —a)y é claro que $(0) = zg e que ¢(t) pertence a bola pechada By(zo)
se tanto ¢(t) como 1 pertencen a devandita bola, pois esta é un conxunto convexo
de R™.
Ademais, ¢(0) = ap(0) 4+ (1 — @)y (0)=a * zg + (1 — a) * zp.
Polo tanto, ¢ pertence a X.

2. T aplica X en sf mesmo.

3. T & unha aplicacién continua de X en X.
Consecuencia do teorema de Ascoli-Arzela, se X é equicontinuo e limitado enton X

é relativamente compacto:

» 7(X) é limitado, xa que T'(X) C X e X é limitado, pois, para toda ¢ ténse que
|p(t) — zo| < b para todo t € [0, h].
» T(X) é equicontinuo, pois, para toda ¢ € X, e todo t,7 € [0, h:
p(t) = o(7) = [L ' (s)ds = [} f(5,0(5))ds

e se, por exemplo, 7 < t, entén
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() — ()| < [11f(5,0(s5))|ds < Mt — 7]

que implica a equicontinuidade.

Concluimos logo, que polo teorema de Schauder, existe polo menos un punto fixo, é

dicir, unha solucién do problema de Cauchy en [0, A].

1.4. A cuestion da diferenciabilidade

En espazos vectoriais, existe un tipo especial de aplicaciéons, as lineais. O obxetivo do
célculo diferencial é a aproximacién local dunha aplicacién arbitraria por outra lineal.
As nocions do calculo diferencial nos espacios R™ exténdense case literalmente ao caso dos

espazos normados. Definiremos algtin concepto en espazos normados.

Definicion 1.23. Sexan X e Y espazos normados, unha aplicacion L : X — Y dise

acotada se existe k > 0 de xeito que ||L(z)|| < k||z|| para todo x € X.

A menor destas cotas k, chamase norma de L.
O espazo de aplicacions lineais acotadas de X en Y, dendtase L(X,Y), é un espazo normado

COa norma:

A1} = {supllf ()] - 2z € X, ||| < 1}
Ademais é un espazo completo se Y o é, polo tanto un espazo de Banach.
Proposicion 1.24. [3]/ Unha aplicacion lineal € limitada se e sd se € continua.

Demostracion. Suponemos que T é continuo en cero, tomamos a hipfese de linealidade de
T, enton T'(0) = 0. Eleximos ¢ = 1 na definicién de continuidade, entén concluimos que
existe 0 > 0 tal que ||Tz|| <1 cando ||z|| < 4. Para € X non nulo, defino:
=52
(]|
Se ||2'|| < 6, enton ||T2’|] < 1. Polo tanto;
[ Tz|| = ||| - [|T='||/6 < M]||]]

onde M = 1/4§. Polo tanto, T' ¢ limitada. Reciprocamente,se a aplicacion T ¢ limitada,

temos:
| Tu —Tol| = ||T(u—v)|| < Ml|lu—0vl||; u,v € X

e polo tanto podemos tomar 0 = ¢/M na definicién de continuidade, chegando a continui-
dade de T. O
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Definicion 1.25. Sexan XY espazos normados, D subconxunto aberto de X e zg un pun-

to de D. Dado u € X, a derivada direccional de f en z( na direcciéon u, denotase df (zg, u) é:

df (w0, u) = 2% f(x0 + Au)|r=0 = }\fgb([(f(l'o + Au) — f(xo))]/A)

Definicién 1.26. Se a derivada direccional de df (zp,u) existe para todo u € X e a
aplicacion de X en Y dada por u — df (xg,u) ¢ lineal e limitada, denominase diferencial

de Gateaux en xg, e f dise Gateaux diferenciable.

Exemplo 1.27 (Diferencial de Gateaux). Consideremos o espacio de Banach X = C([a, ])

coa sta norma usual e consideremos o funcional J : X — R definido por:

J(y) = [(sen®(z) + y2(z))dz

, 0 cal estd definido en todo X. Vexamos agora a variacién de Gateaux nunha direccién v

e nun punto y. Temos que avaliar:

(J(y +tv) = Jw)/t = (1/1) [} [y + t)* (@) — y?(2)]dz =
(1/t) ff y2(z) + 2ty(z)v(x) + t202(2) — y?(x) = 2 f;y(:v)v(:v)d:r +t f; v (z)dz

Co cal se ten que cando t tende a cero:
dJ(y,v) =2 [} y(x)o(@)de

Esto significa que existe a derivada de Gateaux en toda direccién e ademdis é unha apli-

cacion lineal e continua (e acotada) polo tanto J é Gateaux diferenciable en y.

Definicion 1.28. Dise que f é diferenciable Fréchet en x( se existe unha aplicacién lineal

e continua L : X — Y de xeito que:
1f - - L =
1 |10 + ) — flwo) ~ L@ |/lfull = 0
Enton, L denominase integral de Fréchet de f en xg e dendtase D f(x).

Exemplo 1.29 (Diferencial de Frechet). Sexa (X, |.||) un espacio normado, para a funcién
real F': X — R definida por:

F(z) = |||,
tense que F' ¢ diferenciable na orixe, con diferencial DF'(0) igual a funcion nula. En efecto:

lim (F(0+ h) — F(0) — DF(0))/h =0

h—0
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Proposicion 1.30. A relacion entre estes tipos de diferenciabilidade é que, cando existe a

diferencial Fréchet, enton a diferencial de Gateauz tamén existe e df (xo,u) = D f(xo)(u).
O reciproco é certo coas condicions:
» existe df (z,u), para todo u € X e todo = nun entorno de xg
» u+— df(zp,u) € lineal e limitada.
» o —df(z,.) de X en L(X,Y) é continua.

Exemplo 1.31. Vexamos un exemplo no que existe a diferencial de Gateaux pero non a
de Frechet. Se F(z,y) = 21>/ (x? + y%) se (z,y) # (0,0) e F(0,0) = 0.

Esta funciéon non é continua no punto (0, 0) e polo tanto non pode ser diferenciable Fréchet
neste punto. Sen embargo, as derivadas direccionais son todas nulas, e polo tanto a funcién

é diferenciable Gateaux na orixe.

Centrarémonos no calculo diferencial en espacios normados, e na diferenciabilidade de
Fréchet.

Criterio 1.32. Dada f : D C X — Y diferenciable Fréchet e dados x,y de zeito que
o segmento [x,y] C D, aplicando a regra da cadea d funcion Y(t) = f(x + t(y — x)) de

[0,1] C R — Y obténse que o teorema dos incrementos finitos:

1f(y) = F(@)I| < sup{||Df(z + 0y — ))[| - 0 € [0, 1]}y — =|

suporiendo o supremo anterior finito, que se verifica se Df é continua en D. Polo tanto,se
D C X é convezo, enton ||Df(z)|| < K para todo z € D. En consecuencia, [ € lipschitzia-

na en D.

Definicion 1.33. Se XY ,Z son espacios normados, f : D — Z é unha aplicacion definida
nun aberto de X x Y e (xg,yp) ¢ un punto de D; definense as diferenciais parciais de f
nese punto como:

Dy f(xo,y0) € L(X, Z) é a diferencial de Fréchet da aplicacion = — f(z,y0) no punto zo.
Analogamente, definese D, f(xo,y).

Definicion 1.34. Diremos que f é de clase 1 nun aberto D, cando as diferenciais parciais
existen e son continuas en D. As diferenciais de orde superior definense da mesma maneira

e f dise de clase k se é diferenciable k veces e a k-ésima diferencial ¢ continua.

Imos ver un exemplo de espacios funcionais 6nde analizaremos a diferenciabilidade:
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Exemplo 1.35. Sexa I = [0,1], C = C(I,R"), coa norma do supremo ||.||o. Sexa f :

R+ — R™ de clase 1, e consideremos o operador de sustitucion F : C' — C dado por:

F(p)(t) = f(t,o(t)) para todo t € T

Xa vimos que F' é un operador continuo, comprobemos que é diferenciable; fixamos g € C,
p € C. Entoén:

Flgo+M)(t) = f(to(t) + Ag(#)) para todo ¢ € I
Usamos que f e de clase 1, derivando con respecto de A obtemos:

S f(t@o(t) + Ae(t))
= fa(t, po(t) + Ap(t)) (1)

sendo f, a matriz xacobiana de f respecto de x. Ademiis:

(L/X) ([t p0(t) + Ap(t) = f(t o(t)) = falt, o(t))

uniformemente en I. Noutras palabras, a derivada de F' en yg na direccion de ¢ é:

dF (0, 0)(t) = fu(t, po(t))p(t)

En canto a funciéon de ¢, é lineal de C en Y, e ademais estd limitada por M||p||o onde

lim
A—0

M = supcr | fz(t, ¢o(t))| que é finito por ser o maximo da funcién continua f, sobre o
conxunto {(t,po(t)) : t € I} compacto por selo I e o continua. Deducimos que F é
diferenciable Gateaux.

Vexamos se é Frechet-diferenciable.

Chamemos L a aplicacion ¢ — dF (pg, ) de forma que:

dF (w0, ¢)(t) = fz(t,po(t))e(t)

Entén, tendo en conta que:

F(tpo(t) + s9(t)) = f(tpo(6) = Jy fultspo(t) + s(t))e(t)ds

vemos que
(F(po + @) — F(po) — L(9))(t)
= f(t,00(t) + () — f(t,00(t)) — fult, po(t))e(t)
= [ (falt, po(t) + s0(8)) — fult, po(t)))e(D)
de onde

supyer |(F(wo +¢) — F(po) — L)) (t)] <
|[ellosupier fol | fz(t, po(t) + 50(t)) — fu(t, @o(t))|ds
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Ao ser f, continua, para cada € > 0 existe d > 0 de xeito que:

[&llo <6 = [|[fa( 00(-) +¥(.) = fa (., 00( )]0 <€

Polo tanto,

llpllo < 0= [[[fz (s 0() +59(.)) = e (s 00 ()]0 <€

para todo s € I, e enton;

ello <0 = [|[F(po + ) — F(po) — L(v)|lo < €lleo]]

Polo tanto L ¢é a diferencial de Fréchet de F' en (.

1.5. Extremos locais

Definiciéon 1.36. [4] Sexa X un espazo normado e sexa F': Q@ C X — R unha funcién
realcon dominio o aberto €. Dise que F' ten un minimo local en zg € €2, se existe € > 0 tal
que se x € B(zg,¢e) CQ, F(x) > F(x0)

Proposicion 1.37. Sexa X un espacio normado e D un subconzunto aberto e non baleiro
de X. Se un funcional F' : D — R ten un extremo local en x € D e ademdis F ten

derivada de Gateauz en x, entén dF (x,h) =0, para todo h € X.

Demostracion. Supofiamos que x é un minimo local de F' en D, entén existird § > 0 tal
que = + th € D sempre que [t| < 0 e ademéis F(z + th) > F(x). Polo tanto,
w >0 parat >0

Fa-+th)—F(z)
—E— 8 <O parat <0

e como F' ten derivada de Gateaux no extremo local, sabemos que existen os limites laterais

e son iguais, polo tanto dF(z,h) = 0. O

Proposicion 1.38. Sexa X un espacio normado e D un subconzunto aberto e non baleiro
de X. Se dado un funcional convezo F : D — R existe x € D de zeito que dF(zg,h) =0,

para todo h € X. Enton x € un minimo local de F' en D.

Demostracion. Sexa D aberto, consideremos unha bola B centrada en x contida en D, que

é un conxunto convexo. Podemos afirmar que F' é convexo sobre B. Temos que:

0=dF(z,h) = lim Feth-F)

t—0t
— lim F((1—t)z+t(z+h))—F(x) < lim (1—t)F(z)+tF(x+h)—F(x)
t—s0F t T t—0t t

= F(t+h) — F()
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Polo tanto, € un minimo local. O

Exemplo 1.39. Imos calcular os minimos absolutos do funcional F' : C([a,b]) — R

definido por

Fy) = [Plsend (@) + y?(2))da

F esta definido sobre un dominio aberto e convexo, vexamos a diferencial de Gateaux (na

direcciéon v e no punto y):

Jt)=IW) — (1/1) [P[(y + tv)(x) — y?(x)]dx
=2 [Vy(@)v(@)dz + ¢ [} v(z)dx

Polo tanto, tense que:
b
a7 (y,0) = 2 [P y(e)o(a)de

E anulase cando a funcién y(x) ¢ identicamente nula.

1.6. Teorema da funcién implicita

Vexamos agora o teorema da funcién implicita nos espacios de Banach. Para demostrar

este resultado usaremos o teorema da contraccién uniforme de Banach.

Teorema 1.40. (Teorema da funcion implicita nos espacios de Banach) Sexan X, Y, Z
espazos de Banach, D € X XY aberto, e sexa f: D — Z unha funcion de clase k en D.

Suporiamos ademdis, que existe un punto (xg,yo) de D de zeito que:
1. f(zo,40) = 0.
2. Dyf(xo,y0) € LY, Z) € bizectiva e ten inversa continua.
Enton, existen § >0, € > 0 e unha funcion ¢ : Bs(xo) — Be(yo) de clase k de zeito que:
1. ¢(z0) = yo
2. f(x,¢(x))=0 para todo x € Bs(xo)

3. Para todo x € Bs(xo), y = ¢(z) € a unica solucion da ecuacion f(zx,y) = 0 que
pertence a Be(yo)

Ademdis, as diferenciais sucesivas de ¢ en xg poden obterse do sequinte xeito:
Dg(x0) = —(Dy f (0, y0)) ™ Da.f (0, o)
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Demostracion. Plantearemos o problema da existencia da funcién y = ¢(x) definida impli-
citamente por unha ecuaciéon da forma f(z,y) = 0, como a busca de soluciéns da ecuacion,
proximas a solucién conecida (xo, yo). Para esta aproximacion, usaremos o metodo de New-
ton correxido & ecuacion f(z,y) =0con (z,y) € D C X XY, D — Z, considerando z como
un parametro coa idea de aplicar o teorema da contraccién uniforme. Para simplificar, sexa

o =0,y0 =0, M = D, f(0,0). Temos o seguinte esquema iterativo:
M (yk41 —yk) = —f(z,y%), k= 0,1,..
Queremos ver que a sucesion {yx} converxe con limite p(x)
Yrr1 = Yp — M7 (2, 0)
Enton para cada z, ¢(z) pode interpretarse como punto fixo da aplicacion:
T(z,y) = MMy~ f(z,y)lyeY

con z xogando o papel de parametro. Os puntos fixos de T son os ceros de f(z,y). Aplicamos
a T o teorema da contraccién uniforme, sea § > 0, € > 0 tales que:

Bs(0) x Be(0) C D, ténse pola formula de incrementos finitos:

1T (2, y2) = T, y1) || = [[(Dy£(0,0)) 7Dy £(0,0)(y2 — 1) — (f (@, 92) — flz, )]l <
1(Dy £(0,0))~Hlmazo<o<i || Dy f(0,0) = Dy f(a,y1 + o(y2 — y1))lly2 — w1l

Posto que Dy f & continua, poédense elexir 6 > 0 e € > 0 suficientemente pequenos para que

se ||z|] < d,]ly|| < e se tena:
1Dy f(0,0) = Dy f(@, )|l < af M|~

para a € (0, 1) fixado. Entén, se (z,y1), (r,92) € Bs(0) x Be(0), terase que:
(z,91 + o(y2 — y1)) € Bs(0) x B(0) para todo 0 € [0,1] e,

T (z,y2) = T(z,y1)l| < ally2 — ]

Polo tanto T e continua.

Por outro lado,
Tz, 0)|| = |[M~1f(,0)|| < [|[MH[[|f(x,0) — f(0,0)]]
Como f é continua, restrinxido § podemos conseguir que
M1 f(2,0) = f(0,0)]] < (1 —a)e
e entén, obtemos que:

T (@)l < IT(2,y) = T, 0)|[ + ||T(2,0)[] < alfyll + (1 - a)e <e
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¢ dicir, T(B.(0)) C B.(0) para todo € Bs(0), e polo tanto T ¢ contractiva en B(0)
uniformemente respecto de z € Bs(0). Usando o teorema da contraccién uniforme ténse
que existe unha funcién continua ¢ : Bs(0) — B.(0) tal que T(z, p(x)) = (), ou tamén,
tal que f(z,(z)) = 0 e que verifica que para cada x € Bs(0), y = ¢(z) ¢ a tnica solucién
de f(z,y) = 0 que pertence a B(0).

Vexamos a diferenciabilidade. Supofiamos que ¢ é diferenciable, e apliquemos a regra da

cadea & funcion F(z) = f(z,¢(x)), que é constante e igual a cero en B;(0):

DF(0) = Do f(x,0(2)) + Dy f (2, () Dep(x)
Como f é constante, DF'(0) = 0, de onde:
Dyp(0) = —(Dy f(0,0)) ' D, f(0,0) = =M "D, f(0,0)

E dicir, L :== —M~'D, f(0,0) é a tnica posible candidata para diferencial de Fréchet de ¢

en 0. Para demostrar que o é, basta comprobar:
lp(x) = La||/[|x]| — 0 cando [|z|] — 0
ou que:
() — La|| < ef|]|
Tendo en conta que f(z,¢(x)) = f(0,0) = 0, obtemos que:

p(x) — Le = p(x) + M~ Dy f(0,0)z = M~1(D: f(0,0)p(x)) =
—M 1 (f (@, () = £(0,0) — Dz f(0,0)z — Dy f(0,0)0(x))

Usando a formula de Taylor de f(z,y) en torno a (0,0), temos que:
f(z,y) = £(0,0) = D2 f(0,0) = Dy £(0,0) = R(z,y)

onde [[R(z,y)||/([[z]| + [[y]]) tende a 0 cando (z,y) — (0,0).
Dado 0 < ju < 1, sexa p > 0 tal que [|R(z, )| < u(llal| + [lyl}) /1M~ || para. todo (z,y) de
xeito que (||z|]+||y||) < d. Posto que ¢ & continua e p(0) = 0, existe § > 0, § < p/2, tal que:

|lp(2)]] < p/2 sempre que ||| <.
Entoén se ||z|| < J, ténse:

2l + lle(@)]| < p,

e ademais:

le(@) = Lal|l < MY || Bz, o(@))]] < plllz]] + [le@)]]) < nlllel| +[le(z) - Lol + ]| Lz|])
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de onde

(1= wlle(x) — La|| < p(1 +[ILID]]=|
¢ dicir;

() = La|| < p(L+ |[LIDI]]]/(1 = p)

Isto significa que dado € > 0 arbitrario,tomamos p € (0,1) tal que p(1+||L|])||z||/(1—p) <

€ e obtemos o J correspondente o u elexido. Queda entén probada que L é a diferencial de

Frechet, usando a propia definicién. O
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Capitulo 2

Aplicaciéon dos espacios funcionais a

teoria das ecuacions integrais

2.1. Operadores integrais

Imos considerar por €2 C R un intervalo finito ou infinito. Imos traballar en operadores

lineais definidos en £2(Q) como transformaciéns integrais.

Definicién 2.1. Unha funcién dise medible Borel, se é medible (a imaxe inversa dun

conxunto medible é medible) e ademais estd define entre conxuntos de Borel.

Definicion 2.2. Sexa B a familia minima de subconxuntos de R que contena todos os

intervalos (a,b) e que sexa:
1. Pechada baixo uniéns e intersecciéns numerables
2. Pechada baixo complementarios
Tal familia existe, e os seus elementos denominanse conxuntos de Borel.

Definicién 2.3. Diremos que unha funcion k(z,y), medible Borel sobre  x €2, é un nuacleo

integral admisible en £2 se:

fer Q) — [olk(z,y)f(y)ldy € L2(Q)
Vexamos algunhas propiedades importantes dos niicleos integrais admisibles;

= A aplicacion f € L2(Q) — (K f)(z) = [, |k(z,y)f(y)|dy é un operador lineal acotado

sobre £2(9). Cofiécese a k(z,y) como o ntcleo do integral K.

23
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» Sexan K1,Ks, os operadores lineais definidos polos nucleos ki (z,y), ka(z,y) respec-

tivamente. Enton:
K=Ky & k1 = ko
= Sexa k un nicleo. Enton as funciéns k,, definidas por recurrencia como:

kn(x,y) = fQ k(z,t)k,_1(t,y)dt, k1 (z,y) = k(x,y)

son nicleos correspondentes aos operadores K™ respectivamente. E dicir,

(K™ f)(x) = Jq kn(z,9) f(y)|dy, f € L*(Q)
Os k,, cofiécense como ntcleos iterados do k.

» Se K ten por nucleo k(z,y), o seu adxunto ten por nicleo k(y, z). Se k(x,y) = k(y, =),

diremos que K é autoadxunto.

Definicion 2.4. Dado un ntcleo k(x,y) admisible en £2(12), denotaremos:

11K = sup [o,q0 [k(x,y) f(y)g(x)|dedy

onde f,g € £2(2) con norma de f e g menor igual ca 1. Devandito supremo & finito dado

que |k| tamén ¢ admisible en £2(£2).

Notacion 2.5. O conxunto dos nticleos admisibles denotase por N

Temos logo un conxunto formado polos niicleos e unha norma asociada como acabamos de
definir. Este espazo normado é un espazo de Banach.

Neste marco, imos falar das ecuacions integrais.

2.2. Ecuaciéns integrais de tipo compacto

Unha familia moi importante de nucleos, pola sta frecuente aparicion na Fisica ou
na teoria xeneral de operadores lineais, é a dos nucleos de operadores integrais de tipo

compacto.

Definicién 2.6. Sexa K un operador integral en H = £2(£2) con nicleo k(x,y). Se existe
algin enteiro n > 0 de xeito que K™ € C(H), diremos que K é un operador integral de

tipo compacto.

O seguinte resultado mostra un exemplo dun operador integral de tipo compacto;
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Lema 2.7. Seza K definido por un micleo k(x,y) € L*(Q x Q). Entén K € Co(L*(Q))
Definiciéon 2.8. Un ntcleo dirase de Hilbert-Schmidt sobre § se k(z,y) € L?(2 x Q).

Imos ver algunhas propiedades para operadores integrais de tipo compacto, coinciden
tanto para o caso particular p = 1 (K € C(£2?(2))), como para outro p de xeito que KP

sexa compacto.
1. 0p(K) é, ao sumo, numerable, con tinico punto de acumulaciéon posible en A =0
2. Se 0 # X\ € 0p(K) — a multiplicidade de A como valor propio de K é finita.
3. Sexa A # 0. Enton A € 0,(K) Uo(K).

Plantexamos entén as seguintes ecuaciéns integrais coniecidas como ecuaciéns de Fred-
holm. Dado un operador integral de tipo compacto K, con nucleo k(x,y), g € L*(Q),

distinguimos:
v [ok(z,y)f(y)dy = g(z) Ecuacion integral lineal de primeira clase.
v [ok(z,y)f(y)dy — A * f(x) = g(x) Ec. integral lineal de segunda clase.
» [ k(z,y)f(y)dy — A= f(z) = 0 Ec. integral homoxénea.

A partir destas ecuaciéns, o obxetivo vai ser atopar algunha solucién f € £2(£2). Obsérvese

que tales ecuaciéns son:

(K=Nf=g

Definicion 2.9. Estas ecuacions dinse de Volterra se k(z,y) = 0 sempre que = < y. As

ecuacions nas que consideramos o operador adxunto, denominanse ecuaciéns adxuntas.

Facendo un repaso, vimos como resolver certos problemas con ecuaciéns diferenciais, pero
moitos problemas convén abordalos como ecuaciéns integrais do tipo anterior. Veremos

agora dous exemplos de como pasar de uns aos outros.

Exemplo 2.10 (Problemas de valores iniciais — Ecuaciéns de Volterra). Dadas tres fun-

cions suficientemente regulares a(x), 5(z), g(x) sobre [a, b]; consideramos o problema:

f"+af' +8f=g
fla) = ko, f'(a) = k1

Integrando dende a ata x e tendo en conta os valores iniciais de f e f’ temos que:

fl@) =k = —a(@) f(z) = []1B(E) — /(O] f()dt + [ g(t)dt + a(a)ko
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E volvendo a integrar dende a ata x:

z)=— [Taly)fy)dy— [ [215( O f @) dt+ [ dy [Y g(t)dt+]e(a)ko+ki](z—a)+ko

que renomeando queda unha ecuacion de tipo Volterra da forma:

— [ k(2,y) f(y)dy = go(x)

Exemplo 2.11 (Problemas de contorno — Ecuaciéns de Fredholm). Dado o problema:

f"+a(x) '+ B(x)f = g(x) en [a,b]
fla) =ka, f(b) = ke

Integrando desde a ata z, e usando as condiciéns de contorno,obtemos:

fll@) =c+ [; gt)dt — () f(z) + [, v BB)]f(t)dt

E volvendo integrar, ténse que:

f@) = ko= clz—a)+ [ dy [[ g®)dt — [ a(y)fy)dy + [ dy [, [o'(t) — B#)]f(t)dt

Polo tanto:

f@) —ka = c(z —a)+ [[(z = t)g(t)dt — [[a(t) — (z — t){a’'(t) — B(t)}]f(t)dt

Collendo = = b e tendo en conta as condiciéns iniciais chegamos a ecuacion integral de tipo
Fredholm:

fb y)dy = go(z)

onde:

=4 ky — ko — f (b —t)g(t)dt]
k(x,y) = ””;;f[a(y) ( )a (y) — 6’( )]
) ]

— sex <Y
k(z,y) = 2=2a(y) + [/ (y) — Bly)] Le=2)

,se x>y

2.3. Nicleo resolvente

Para resolver as ecuaciéns integrais de tipo compacto vistas na secciéon anterior, imos
empregar certos métodos. Dado K operador integral de tipo compacto, e A # 0, se A €
p(K), a ecuacién integral lineal de clase 2 admite solucion tinica f € L%(Q), para cada
g € L*(Q). Ademais f = (K — \)"lg (ou f = (K+ — X\)"!g respectivamente)

E interesante ver cando o operador (K — \)~! serd un operador integral definido por un

nicleo axeitado. Para contestar isto, veremos o seguinte resultado.
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Proposicion 2.12. Sexa K un operador integral de tipo compacto, e sexa \ € C tal que
Al > [|K|||. Enton:

(K= X)"t=—(1+Jy)/)
sendo Jy = —K(K — \)~! = —(K — \)7 K un operador integral de tipo compacto.
Definiciéon 2.13. Ao nicleo Jy(z,y) do operador Jy chamaselle nicleo resolvente de K.

Enton coniecendo o ntcleo resolvente, podemos asegurar propiedades da funcién soluciéon

do sistema e mesmo conecela explicitamente.

2.4. Resolucion do caso dexenerado

Imos considerar a ecuacion lineal integral de Fredholm de segunda clase, sexa o nicleo:

k(z,y) = 321" a5 ()b, ()
coas funcions {a;}7, {b;}7 linealmente independentes e pertencentes a L?(2).

Definicion 2.14. Os nucleos que poden escribirse como suma finita dinse de tipo dexene-

rado.

Queremos resolver a seguinte ecuacion en = [a, b|:

21 aj(@ fb y)dy — Af(z) = g(x)

Imos denotar por ¢; = f b y)dy, a ecuacion tranféormase en:

Z? ar(x)er — Af(zx) = g(x)

Multiplicando escalarmente por b;, obtemos o seguinte sistema lineal ordinario:

n
Cj = 2.1 WjkCk = —Gj
b—
onde aj = [b;(t)ag(t)dt, g; f b;(t) f(t)dt. Estudiando o determinante da matriz de-
J a 7J J
terminada polo sistema anterior, obtemos a existencia e unicidade de soluciéns do sistema.
Para a resoluciéon do sistema teremos que calcular primeiramente os coeficientes ¢; e despois

a funcion f(z) desexada.

Exemplo 2.15. fol z(x —y)f(y)dy — \f(z) =

T log e 5(5) = 5, K(s) = o0 016) = 2, as) = 1) =1
ba(y) = —y. Sustituindo, ¢; = fo t)dt, co = fo —tf(t)

Ademais, g1:f0 xdr = 1/2, gg—fo —z?dr = -1/3

Polo tanto, o sistema asociado seria:
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(A —=1/3)c; — (1/2)ca = —1/2
(1/4)c1 + (A +1/3)co = 1/3

que ten como soluciéns:

= (24X +1)/(72)\%2 + 1)
= (=36))/(72A2 + 1)

Polo tanto sustituindo na ecuacion vista na explicacion teodrica onde aparece f(x), chegamos
a funcién buscada, f(z) = (z — (24X + 1) /(7222 + 1)z — (=36)) /(7222 + 1)22) /(\)

Exemplo 2.16. Imos calcular o nucleo resolvente da seguinte ecuacién de Freedholm:

Ji (@ +y) f(x)dy — Mf(z) = g(x)

Os coeficientes asociados seran: aj(z) = xz, as(x) = 1, bi(y) = 1, bao(y) = y. O sistema

sustituindo estes coeficientes é:

/\ — 1/2)01 —C2 = —0g1
(=1/3)er + (A = 1/2)ca = —go

O determinante da matriz asociada o sistema anterior & D(\) = A2 — X\ — 1/12.

Agora vexamos f(x), solucién da ecuacion de Fredholm;

f(z) = 1/ AT ckar(x) — g(x)) = —[(80 * Az 4 60 z + x) /(240A\% — 120\ — 1) + z](1/))
Ademais, podense reescribir os coeficientes c¢1 e co en funcidon dos coeficientes do sistema e

de g1 e go de xeito que:

z) = — [y AR () dy — (1/M)g(x)

Entén, despexando o ntcleo resolvente dado que sabemos que f = —(1+J\)g/A, obtemos:

122y +(122—6) (z+y) +4
In(z,y) = [ y[lé)@ 12),\( 1]y ]

2.5. Meétodo iterativo

Imos ver outra forma de resolver ecuacions no caso dexenerado; desta vez imos aproxi-
mar a solucién mediante as series de Neumann. Por como se procede neste método, o seu
uso non é tan frecuente como pode ser o anterior.

Consideremos a ecuacién (K — \)f = g en L?(2), con K un operador de tipo compacto.

Entén:
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f= (K —X\)"1g, sempre que \ € o(K)
Pero podemos usar as series de Neumann, tendo que:
(K =)~ = = 555 s = —1/A = X s

Como xa dixemos, pédese calcular a funcién soluciéon unha vez tefiamos o nacleo resolvente.
Ademais, se comparamos a solucién f dependendo do nucleo resolvente ca anterior, temos

que:

Iz y) =20 K" /A"

A serie de Neumann é converxente YA > || K[, logo se A > [|K|||[, J € un operador integral,

e o seu nucleo resolvente pode escribirse como:

JA(JC,y) = ZTO kn(xvy)/An

con k, o n-ésimo nucleo iterado de K.

Para a aproximacion da solucién procédese do seguinte xeito:

1. Na ecuacion [, k(z,y) f(y)dy — A f(xz) = g(x), partimos con fo(x) = —g(x)/A como

aproximacién de partida.
2. Tomamos fi(z) = —g(z)/X — [o k(z,y)g(y)dy/N\?
3. Seguimos e temos fa(z) = —g(x)/A— [ k( Y)dy /N2 — [o [q k( Y, 2)g(2)dydz /N3
Procedemos asi ata chegar a N.
Exemplo 2.17. fol exp(z —y)f(y)dy — \f(z) = g(z) Temos que:

ki(z,y) = exp(x —y)
ka(z,y) = [y exp(z — t)exp(t — y) = exp(z —y) .

kn(2,y) = exp(z —y)
Entoén, o nicleo resolvente vén dado por:
Iz, y) = exp(z —y) AT+ A2 + ) = exp(z —y) /(A = 1)

E a solucién seria:

f(@) = —g(@) /A — [ exp(a — y)g(y)/(A(X = 1))dy
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2.6. Meétodo dos determinantes de Fredholm

Imos ver un terceiro método para resolver ecuacions integrais lineais de clase 2, sen usar
series. O procedemento de Fredholm consiste en, dado o intervalo de integracion, facemos
unha particiéon en n subintervalos iguais. Sexa § = (b—a)/n a lonxitude destes subintevalos,

temos que:

2 k() f(y)dy = 6 37 k(z, 25) f(x;)

E polo tanto:

M (@) = 6377 k(w,2) f(2) — 9(x)

Temos entén para cada punto da particién, unha ecuacién alxebraica ordinaria que verifica,

e polo tanto un sistema como o seguinte:

fl _6E?kl]fj = 4qi, l :0717"'7n

onde, por exemplo, f; = f(z;) A solucion deste sistema permite cofiecer a imaxe dos puntos
de interpolacion para f(x).
Como resultado tedrico para garantir a existencia e unicidade de solucién, imos citar o

seguinte teorema:

Teorema 2.18 (Fredholm,1903;Hilbert,1904;Carleman,1921;Smithies,1941). Seza Q un
intervalo de R, e sexa k(x,y) un nicleo de Hilbert-Schmidt. Dada g € L*(Q2), a ecua-
cion de Fredholm de clase 2 ten para todo A\ non nulo tal que D(N) # 0 unha solucion

iUnica da forma:

f(@) = (g(z) + [o Iz, y)g(y)dy) /A

onde J\(z,y) = D(x,y;\)/D(X) € unha funcion meromorfa (infinitamente diferenciable
no plano complexo salvo en puntos aislados que chamaremos polos) en C — {0} con polos

inicamente nos puntos do op(K)

Notacion 2.19. D(z,y;\) = > 2 Dp(z,y)(=A)7?/p!
DO = 55 Ap(=A)?/p!

onde

Do(z,y) = k(x,y), Dp(x,y) = Dpk(x,y) — p [ k(z,t)Dp_1(t, y)dt
A0 = 17 Aerl = _pr z,y )Dpfl(ya )dyd{L‘, b= ]-525

Observacion 2.20. Se o intervalo ¢ finito e o nucleo k(z,y) é continuo, o nacleo resolvente

pode escribirse como:
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d(x,y;A
Ia(z,y) = 254

d(x7 y7 )\) = EZO:O dp(x7 y)%
_ 0 —\)7P
dN) =AY, 6,50
dp(z,y) = 6pk(z,y) — p Jo k2, t)dp—1(t — y)dt

Exemplo 2.21. Resolveremos a seguinte ecuacién empregando o método de Fredholm.

Ji @+ y) fly)dy — Af(z) = g(x)

O método consiste en calcular unha serie de termos que sumados resultan ser o numerador
e denominador dun cociente que sera igual o nicleo resolvente (xa indicamos anteriormente
de que se compoén este cociente). A partir do nicleo, xa vimos como calcular a solucion

dunha ecuacién integral de tipo 2. Temos logo:

do =k(xz,y) =z +y,00=1
o = fol(a:+:r) =1
dy =1z +y)— [y (@+ )t +y)dt = (z+y)/2—zy—1/3
0y = folx—xz -1/3=-1/6

Agora xa soamente queda sustituir na serie e obtemos:

d(z,y,\) = (z+y) + (z+y)/2 -2y —1/3)/(=A) = (=62y + (6A+3)(z +y) —2) /(6% })
dA) =X+ X1/ = A= X/(Nx12)

E por dltimo, temos que

In(z,y) = (120y + (12X — 6)(z + y) + 4) /(1222 — 12X — 1)

2.6.1. Ecuaciéns de Volterra

Ata agora traballamos con niicleos de tipo compacto en xeneral, pero indo a nicleos
particulares, atopamonos co caso das ecuaciéons de Volterra. Estas ecuaciéns tefien un
ntcleo especifico, denominado nicleo de tipo Volterra.

Como caso particular, resolvénse de maneira andloga ca os exemplos anteriores.
Exemplo 2.22. Imos resolver o problema:

Jo fW)dy = A\f(z) = g(=)
que ten por nucleo:

k(x,y)=1sex >y >0
k(z,y)=0sex <y <1



32 CAPITULO 2. APLICACION DOS ESPACIOS FUNCIONAIS A TEORIA DAS ECUACIONS INTEGR.

Temos que calcular os k*(z,y) para i dende 1 ata n.

klmy fo (x,y) = x se x >y > 0 e cero noutro caso

= [y k(z, t)k(t,y)dt = 2®/2 se & > y > 0 e cero noutro caso

kn, = a"/nl se x > y > 0 e cero noutro caso
Entén, o niicleo resolvente seria:
In(z,y) = (1/(A=1)) 2277 " /n
Polo tanto;
In(z,y) = exp(x)/(A 1)

e a solucién seria:

f(x) = —g(x)/A = [ exp(z) /(A = 1)g(y)dy se x >y > 0
e f(x) = —g(x)/A noutro caso

2.7. Ecuacidéns de tipo simétrico

Como no caso das ecuaciéns de tipo Volterra, outro caso particular de ecuaciéns inte-
grais de clase 2 son as ecuaciéons con nucleo simétrico. Obsérvese que ningunha ecuacién

de tipo Volterra pode ser de tipo simétrico. Estes nucleos verifican:

1. O operador K, con nicleo simétrico k(z,y) ¢ autoadxunto. Os seus autovalores son

todos reais.

2. op(K) #0

3. Ordenamos os autovalores non nulos de xeito que [A\1]| > |A2| > ... repetidos tantas ve-
ces como indique a multiplicidade, con funciéns propias ortonormalizadas {¢, () }3°.

Enton o nucleo truncado:

k' (@) = k() = 227 Amem (2)om(y)
ten valores propios Ap41, Ant2, ...

4. Toda funcion f do tipo f(z) = [q k( y)dy, con h € L£L2(), pode desarrollarse

en serie de Fourier converxente respecto das autofuncions {¢y, }7°:
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f(x):Z(fO(SOnv Hen(x) = 21 n(®ns h)on(T).

5. Un nicleo simétrico é dexenerado se e s6 se 0, ¢ un conxunto finito de puntos.

Busquemos entén a solucién do problema:
Jo k@, y)f(y)dy — Af(x) = g()
con operador integral asociado:

= [o k(z,y) f(y)dy

que sera compacto. Como anteriormente, podemos plantear un sistema asociado a un na-
cleo k(x,y). Este sistema ten asociada a vez unha matriz sobre a cal podemos calcular os
autovalores. Dependendo de como sexan imos dividir a resolucién destas ecuaciéons en dous

Casos:

1. Se A ¢ 0,(K). Ordenando como antes, con funciéns propias ortonormalizadas {¢y, () }9°.

Como a funciéon g+ A\f = Kf € R(K), podemos escribir:

9(x) + Af(x) = 2270 ¢joj(x)

onde ¢; = [,(g+ Af)pj(z)dz. Chamando h; = = [, h@jdx con h = f ou g, obtemos
¢ =95+ A= Xifi = Aifi = ¢ = Nigi/(Aj = A)

Polo tanto,

g(x) + Af(x) = 7 Npi () /(N — A) Jo 9()@5(y)dy

E finalmente f = —(1 + J))g/A con nucleo resolvente:

Iz y) = 2207 X (@)@ (y) /(=25 + )

2. Se A € 0p(K). Sexa A = A\, = ... = A4 A ecuacion terd solucion se e s6 se g €
ortogonal as funciéns propias asociadas a estes autovalores e en tal caso ten infinitas

solucions da forma f + 3" iy,

Exemplo 2.23. A ecuacion que imos resolver seré: f_ll xy(zy+1)f(y)dy — f(z) = (z+1)?
Obsérvese que A é 1

O ntcleo resolvente seria k(x,y) = z%y? + 2y, e os coeficientes asociados son: a; = 2,
ag = x, bj=y*, by =y

Calculo os coeficientes da matriz coa cal obteremos os autovalores:
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ain = [ bi(t)ai (t)dt = 2/5
arp = [1, bi(t)az(t)dt = 0
ag1 = [* ba(t)as (t)dt = 0

ags = [, ba(t)az(t)dt = 2/3

Entoén os autovalores son {2/3 e 2/5}, e como A é distinto destes nimeros, estamos no
primeiro caso dos dous vistos anteriormente.

Calculo as funciéns propias ortonormalizadas respectivas os autovalores e temos:

2) = /375
_ o

Agora, sustituindo en Jy(z,y) = > 7" \jp;(2)@;(y)/(—A; + A), obtemos que o nucleo re-

solvente é:
Ix(z,y) = 3zy + 5x%y?/3
e a solucion:
f@) = —(z+1)2 = [ 3y + 522y /3](y + 1)dy = —[(25/9)2> + 6 + 1]
Exemplo 2.24. Dado o problema:
Srraly+ Df(y)dy - 2f(2) = 32

O nicleo é k(x,y) = xy + 1. A partir del, determinamos os seguintes coeficientes:

auf_111:2
a12=f,11b1*a2=f,11$=0
a21:0

agy = f_ll 1‘2 = 2/3

Enton, os autovalores obtidos son 2 e 2/3, ambos con multiplicidade 1. Como 2 € o, (K),

temos que ver se g(x)Lp;, para isto facemos a seguinte operacion:

f—ll 355\/@33 =2

Concluimos entén que non son ortogonais, polo tanto esta ecuaciéon non ten solucién no

intervalo [—1,1].



Capitulo 3

Aplicaciéns a problemas da vida real

3.1. Aplicacién do método das aproximaciéns sucesivas

Exemplo 3.1. [5] A expresién de Planck proporciona a densidade de enerxia radiada
(enerxia por unidade de volumen)(u) por un emisor perfecto que se encontre a temperatura
absoluta 7' no intervalo de frecuencias desde un valor v ata v + dv mediante:

__ 8llh v3
U(V7 T) - 3 exp(%)fl

Na ecuacién anterior h é a constante de Planck, k é a constante de Boltzmann e ¢ é
a velocidade da luz no baleiro. Deséxase saber a frecuencia v > 0 para a que, a unha
determinada temperatura fixa T > 0, se fai maxima a densidade de enerxia emitida.
Reescribimos a expresion da densidade da enerxia radiada como:

SV
exp(%)—l

u(v, T) =M

Buscamos un extremo da funcién anterior, polo tanto, derivamos e igualamos a cero, ob-

tendo a seguinte ecuacién:
3V2(6Xp(%) —1) - v3(N/T) exp(%) =0

2 L Nv .
e sustituindo o por 77 temos que:

Dividindo por v
3(exp(a) — 1) — aexp(a) =0

Unha solucién é a trivial, que significa que a densidade seria nula.
Vexamos se hai algunha mais usando o método das aproximacions sucesivas. Buscaremos

un intervalo no que g(a) = 3(1 — exp(—«)) sexa unha contraccion.

g'(@) = 3(exp(a))
0<g'(a) <1seeso6sea>log(3)

35



36 CAPITULO 3. APLICACIONS A PROBLEMAS DA VIDA REAL

Por ser a funcién continua monéntona crecente para o > log(3) o método garante a existen-
cia dun punto fixo e seré posible atopalo co método das aproximaciéns sucesivas. Partimos

dun ag = log(3) e temos:

@ = glag) = 3 (1-ey= 2,001386749
ay = glay) = 3- (1 — g 2001336740y 2504556788
a3 = g(a) = L e T 2,775963008
ay = glaz) = 3. (1 — g 2TTO00I0E) 2,813131625
as = glou) = BEif1 - gy 2,819949757
g = glag) = 3o (1 — g RmomaRTy 2821173187
ay = glas) = 0 e T 2,821391836
ag = glar) gl = g PRIy 2,821430884
g = glag) = Fel =R 2821437856
g = g(ag) = 3- (1 — g 28R37E0) 2,821439101
oy = glog) = 3 {1 =g AT 2,821439324
fg = glan) = G (g BEMMEG 2.821439364
o3 = glonz) = 3. (1 = g~ 2BRMA00) _ 2,821430371
tyy = glayg) = 3. (1 — g 28mM308TLy 2.821439372
a5 = glay) = 3. (1 — g 2804302y _ 2.821439372

Enton a=2,821439372 e desfacendo o cambio v=2,821439372*T /N

3.2. Método de Newton-Raphson

Exemplo 3.2. O difieiro necesario para pagar a cuota correspondiente a un crédito hipote-
cario a interés fixo estimase habitualmente mediante a denominada ecuacién da anualidad

ordinaria:
Q=A1—-(1+49)"]/i

onde @ ¢ la cantidade (en euros) pedida en préstamo, A é a cota que debe pagar o benefi-
ciario do préstamo, i é a tasa de interés (en tanto por 1) fixado pola entidade bancaria
que concede o préstamo e n é o nimero de periodos durante os cales se realizan pagos da
cota (meses se se paga mensualmente, trimestres se se paga trimestralmente, semestres se
se paga semestralmente ou anos se se paga anualmente).

Unha parella que desexa comezar unha vida en comin plantéxase adquirir unha vivenda e
para isto saben que precisan pedir un préstamo de 150000 euros a pagar semestralmente
durante un prazo que eles desexan que sexa de 10 anos. Sabendo que para atender este
pago poden destinar unha cantidade maxima de 600 euros mensuais, calctlese cal é o tipo
méximo de interés o que poden negociar o seu préstamo coas entidades bancarias.

Posto que o pago é semestral, en 10 anos realizaran un total de 20 cuotas. Ademais dado
que poden pagar 600 euros o mes, cada semestre poderan afrontar o pago de 3600 euros.

Queda logo a seguinte ecuacion:
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150000 = 3600[1 — (1 +4)~2Y]/i
Obténse co método de Newton a seguinte sucesion de valores:

0, 1647 . ..
i J s B SRR
0. 0852 . . .
O (oD . L.
O, 08817 . . .
O a6 . ..
Q0616 . ..

,_

N
@ owm e W oW

.\_
|

Como resultado do anterior danse conta que dificilmente poderén atopar a vivenda que
desexan, pois parece razonable pensar que ningin banco ou caixa de aforros lles concedera

un préstamo a un interés negativo do -6,16.

3.3. Problemas de optimizaciéon

Exemplo 3.3. [6] Imos estudiar o movemento vertical ascendente dun cohete que alcanza

unha altitude h co minimo gasto de combustible. O movemento z(t) vén dado pola ecuacion:

ma”(t) =F(t) —mg,0<t<T
z(0)=2/(0)=0,z(T)=h

onde m é a masa do cohete, mg a forza da gravidade e F(t) a forza do cohete. Non teremos
en conta a perda de masa debida o uso do combustible e tomaremos m = g = 1.

A medida do gasto de combustible minimo en [0, 7] sera:
T
Jo [E(t)|dt

O extremo superior do intervalo de integracién T, quedard fixo. Enton, o gasto minimo
de combustible a(7") no intervalo dado vén dado pola solucion do seguinte problema de
minimizacién:

ming [ |F(¢)|dt = (T

Obsérvese que buscamos a minima funcién integrable F : [0,7] — R. Suponiamos que a
temos.

Integrando a ecuacién diferencial anterior, temos que:
a(t) = [ (t — 7)F(r)dr — 2/2

e polo tanto:
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2(T) = h= [ (T —)F(r)dr — T?/2.

Resumindo, para unha altura dada h > 0, temos que determinar o empuxe F(.) e o tempo
T.

Se consideramos soamente forzas clasicas, entén un impulso nun tempo ¢ da forma:
F =4

excluirase. Sen embargo, imos considerar os seguintes problemas generalizados para fun-

clonals:

1. Para unha altura dada h e un tempo final 7" > 0, estamos buscando unha solucién

F' do seguinte problema de minimizacion:
min||F|| = a(T), F € C[0,T)
coa condicién
F(T—t)-T?/2=h

2. Ademais, determinaremos o tempo final T da seguinte maneira; o(T") = ming fOT |F|dt.

Debemos destacar que o funcional F' € C[0,T] ten a seguinte forma:

F(u) = fOT u(t)F(t)dt para todo u € C[0,T], onde a funciéon F: [0,7] — R é

continua e;
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1E|| = [y |F(t)|dt

A solucion dos problemas descritos anteriormente é:

F =T
T = (2n)'/?

co minimo gasto ||F|| =T

Isto ténse minimizando o funcional F' e empregando a condicién inicial en T'. Esta solucién

corresponde o impulso nun instante inicial ¢ = 0. Sabemos que:
F(u) = [ u()F(t)dt
Entoén:
h = F(w)—T?/2, onde w(t) =T —t
e despexando temos que:
F(w)=T?/2+h=T(T/2)+ (h/T)) = Tdy
Ademais:

a(T)=h/T+T/2(T)=(h/T+T/2) = -T2h+1/2=0
T = (2h)1/?

En resumo, dado un cohete, buscamos unha funcién que nos indique o minimo gasto de
combustible. Isto sucede cando a forza que se exerce sobre o cohete é minima. Observamos
que para minimizar a forza que se exerce sobre o cohete, podemos minimizar outro funcional

F antes descrito, coa seguinte relaciéon entre eles:
T
1Pl = [y IF|(t)dt

Unha vez temos calculado o funcional F, simplemente identificamos «(t), e igualando a
cero a sta derivada temos o tempo no que o gasto de combustible é minimo (depende da

altura).

3.4. A braquistocrona

Imos calcular o tempo de descenso dunha conta que se desliza sen rozamento a través
dun alambre que une dous puntos prefixados. Representaremos o alambre como unha curva
diferenciable y = ¢(x) no plano (z,y) que une os puntos Py = (zo,%0), P = (z1,y1) tal

que yo > y1 € ¥g > x1. Chamaremos g a aceleracion da gravidade. Sexa T'(z) o tempo que
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tarda a conta en alcanzar o punto da curva (z, o(z)). Sexa v(x) a aceleracion da conta no
punto (z,p(z)). Ténse que a conta parte do repouso, v(zg) = 0.
Aproximamos para un h pequeno o arco da curva entre os puntos (z,¢(x)) e (z+h, p(z+

h)), polo segmento rectilineo que os une, e suponemos v(z) constante, temos logo:

( ) \/h2 o(z+h)—p(x))?
T(x+h) T(2)

é dicir;
1+4( so(r+h}):w<z) )2

T(x+h)-T(x)
h v(x)

e polo tanto T é derivable con derivada:

T/(JJ) _V 1";}((‘2/)(90))2

Sabemos que a conta na posicion (z, p(z)) terd enerxia cinética e potencial dependentes

dunha masa m. Pola lei de conservaciéon da enerxfa, ténse:

gmv(@)® + mgep(x) = mgyo

e polo tanto;

v(x) = 1/29(yo — p(x))

T'(z) = 14+(¢' (x))?
29(yo—ep(z))

Suponendo que T é continua, é dicir que se cumpre;

T(x1) — = [Tz

o

O resultado desta integral é o tempo total de descenso T, o cal depende de ¢ e pode ser
considerado como un funcional T'(¢) con dominio D(T") dado por un conxunto de funcions
continuamente diferenciables sobre [zg, z1] verificando: ¢(z¢) = yo, (1) = y1, tales que
exista e sexa finita a integral:

f V1t ( xz) d
0 /29(yo—p(x

O plantexamento do problema obriga a que a curva y = () que minimice o tempo de
descenso, pase polos puntos Py e P;, co cal a curva ten que pertencer a D e debe verificarse

e(z0) = Yo, p(z1) = y1.
Imos minimizar o funcional;

F= [ f(te(t), @' (t)dt

onde f(z,y,2) = T V() Esta funcion f, estd definida en G = R x (—o0,yp) X R
g(yo—y
Minimizamos o funcional F' sobre:



3.5. A ECUACION DE RENOVACION 41

D¢ := ¢ € CH([zo,71]) : t € [x0,11], (t, (1), ¢ (t)) € G

Suponemos que os puntos son P = (0,0) e @ = (z1,y1) con y1 < 0 e 1 > 0, entén o

problema da braquistocrona redicese a estudiar a existencia de minimos do funcional:

fa:l \/1+L,0 d

sobre o conxunto Dg = ¢ € Y([wg,z1]) : t € [x0, 21], (£, 0(t), ¢’ (t)) € G, sendo G = R x
(zg,+00) x R

3.5. A ecuaciéon de renovacion

O problema consiste en dada unha componiente, cunha duraciéon limitada modelada
mediante unha variable T, que transcurrida ten que ser reemplazada por outra compofiente
con tempo de vida T3 e asi sucesivamente (caso dunha bombilla). O tempo de vida dunha
componente é non negativo, independente da compofiente e consideramos a sucesién de
tempos idénticamente distribuidos.

Sexan W; = T1 +...+T; os tempos reais de renovaciéon con T; = 0 e N; o ntimero de conteo
de renovacions.

Consideramos o tempo de vida como unha variable aleatoria continua con funcién de
densidade f(t), e plantexdmonos calcular a densidade de renovacion h(t), definida pola
férmula;

h(t) = lim (Probabilidade de unha ou mais renovacions en (t,t + At))/(At)
At—0

A probabilidade de que se produza un reemplazamento no intervalo (t,t 4+ At) é a suma
da probabilidade f(t)At de que se trate no primeiro fallo, méis a suma das probabilidades
de que producise un reemplazamento en (¢t — s,t — s + ds) seguido dun fallo de lonxitude

s; chegando a seguinte ecuacién integral:
h(t) = f(t) + [o h(t — s)f(s)ds, t >0

Demostracion. Condicionando sobre o valor do primeiro tempo de vida 77 obténse h(t) =
JoT E(N¢|Ty = s)dF (s), onde

E(Ny|T1 = s) =14 h(t — s) se s<t e cero noutro caso
Polo tanto

= [J(1+h(t — s))dF(s) (t) + f3 h(t — s)dF(s)
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O

No caso particular de que os tempos se distribuisen de forma exponencial con parametro
A, o namero de renovacions é un proceso de Poisson con parametro At, con funcién de

probabilidade (fiabilidade):
e MNP /KD = e
e funcién de distribucién:
Ft)=1—e™

Estudiamos logo un exemplo concreto, mantemento nunha fabrica na que se producen re-
novacions dun sistema, nun determinado periodo de tempo. Imos considerar que o sistema
require ser renovado cada 4 minutos, logo o proceso de renovacién segue unha distribuciéon
exponencial con parametro 1/4. Polo tanto, a probabilidade de ter unha renovacién no

primeiro minuto é 0,22, aumentando segiin aumenta o tempo, sendo 0,98 no minuto 16.

Agora imos simular un proceso de renovacidén no que os tempos entre as renovacions

seguen unha distribucion uniforme en (0,2). Simularemos 100 renovaciéns.
> =runif (100,0, 2)

y=CUmMsum (x)

=which.max {yv>6)-1

| =5

>
>
¥
[|]

Obtemos z, que serfa a dltima renovaciéon antes de chegar o instante t = 6.

Podemos repetir o proceso, obtendo unha mostra da variable Ny, que sera tutil para ver a

media de renovaciéns nun proceso como co que estamos traballando.

>}

h.max (y>6) -1
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b
SAOLMOENDEN-TONo DN N

n
SN R R T A T

R - N N O TR R
LR RUNURURURTR I SRR
DHLANOBRONTTTD B AR D
b

Sl NN R RN N U )
S N N N RN U RUR o
MOMROPRE DT D DD WO
DL MO DB O WE D W dD WO
R R N N T T
"

PIanonuooaban-d00n0n
AU AR NOOEIA DN D0
T U U S T R
R R U R R U R R
BB MO DRSO @@
BB OO0 & T -J16 0 W e - w30
L U U R U RUNC
R N R R N R
P R N R U U
BOWNOERO DY NN
U RUR N R SRR SRR
L T S ST U ]
L R T R RS- I W

Agora co comando mean da mostra obténse a media de renovacions que se dan antes dun

instante t.
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3.6. A ecuacidon loxistica con memoria

Consideremos unha poboacion z(t) cuxa tasa de crecemento é constante a e tal que os

efectos sociais se tefien en consideracién para a presencia dun certo retraso na accion:
() =ax(t)(1—z(t—-T)/K)

Se conecemos a historia da poboacion no intervalo [0, T], podese plantexar unha ecuacion
integral equivalente a ecuacién dada.
Un exemplo deste tipo de ecuacions, é o seguinte: temos un termostato perfecto que fun-

ciona conforme a lei
T'(t) = K(Ty — T(1))

onde T'(t) é a temperatura ambiente e Ty é a temperatura desexada, que suporemos cons-
tante. Se a sinal do sensor tarda r segundos en alcanzar o regulador, a ecuacion convirtese

en:
T(t) =k(Ty —T(t—r))

Suponamos cofiecida a evolucion da temperatura no intervalo [0,7], que vira dada pola

funcion inicial ¢(t).

Obsérvese que se a temperatura desexada é maior ca a temperatura ambiente tendo en

conta o retardo, o termostato actuaria baixando a temperatura, e se fose menor, pois o

termoéstato subiria a temperatura.

1. No intervalo [r,2r], o problema anterior é equivalente o problema

T'(t) = k(Tq — @(t — 1))

T(r) = ¢(r)
Temos que:
T'(t) = K(Tq = T(t — 1))

pero se t € [r,2r], entén t —r € [0,7] e polo tanto T'(t — r) = ¢(t — r). Por exemplo

no caso particular do extremo 2r,
T'(2r) = K(Ty = T(2r — 7)) = K(Ty = T(r)) = K(Tq — ¢(r))

2. Resolvamos o problema anterior en [r, 4r] para ¢(t) = 1. Que a funcién sexa constante
un, equivale a dicir, que durante o periodo de retardo, a temperatura manténse
constante en un grao.

En [r,2r] imos aproveitar o a equivalencia vista anteriormente, deste xeito:
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T'(t) = K(T;—1)
Entén, integrando:
T(t) = K(T;— 1)t

0 que quere decir que nese intervalo a temperatura vai subindo de xeito constante.
No intervalo [2r,4r], imos integrar por variables separadas a derivada de T' definida

o principio do exercicio.
T(t—r)=T;+ exp(k(t —r))C, sendo C a constante de integracion.
E como a soluciéon non pode ser complexa;
T(t—r)=T;+ Ccos(t —r)
3. Imos ver o caso de que k =1 e r = /2. Teriamos enton:
T(t—7/2)=Ty+ Ccos(t —7/2) =Ty + Csen(t)

Temos entén que a funcién resultado que nos ofrece como varia a temperatura co tempo
e de tipo trigonométrica, pero transladada de xeito que oscila con respecto a temperatura

buscada.
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