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INTRODUCCION

Un problema de optimizacién matemédtica consiste en cuatro elementos basicos: un
conjunto de pardmetros de entrada, un vector de variables de decisién, una funcion
objetivo (usualmente costos) y un conjunto de restricciones técnicas. Las caracteristicas
de cada uno de estos elementos determinan el tipo de problema de optimizacién y
la metodologia a utilizar. Son de nuestro interés aquellos modelos que pueden ser
representados como un conjunto de ecuaciones, tal y como se muestra a continuacion:

min (x,f)

en donde x € R”" son las variables de decisién, § son los pardmetros de entrada, f :
Q — R esla funcién objetivo y Q C R" es el espacio de soluciones factibles.

El proceso de optimizacion, a su vez, requiere cuatro pasos como se muestra en la
FIGURANRO. 1. El primer paso consiste en identificar el problema y plantear un modelo
matematico. Podriamos decir que este paso es mas un arte que una ciencia, pues no
existe un método general para definir el modelo més adecuado; un mismo problema
puede tener varios modelos, asi que la experiencia es un elemento fundamental para
definir un modelo que represente adecuadamente la realidad pero que, al mismo
tiempo, pueda ser solucionado computacionalmente.

Una vez se tiene un modelo matematico, el siguiente paso es solucionarlo mediante
un software especializado. Dado que un mismo problema puede tener varios modelos,
es importante hacer las aproximaciones adecuadas para lograr que el modelo resultante
cuente con carateristicas teoricas tales como globalidad y unicidad de la solucién.

Finalmente, la ultima etapa del proceso consiste en analizar los resultados y
evaluarlos en el contexto del problema practico con el fin de afinar el modelo. Esto
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FIGURA NRO. 1. El proceso de optimizacién matemdtica en un problema de ingenieria'.

implica retornar al paso de modelado. El proceso se repite hasta que la solucién sea
adecuada desde el punto de vista tedrio, computacional y practico.

La mayoria de problemas de optimizacién matematica se pueden clasificar en
cuatro tipos, como se muestra en la FIGURA NRO. 2. Estos son: programacion lineal
(PL), programacion lineal entera (PLE), programacién no lineal (PNL) y programacion
no lineal entera mixta (PNLEM). Esta clasificacién, aunque simplista, permite
identificar los principales retos asociados a cada uno de los problemas. En general, los
problemas mds simples son los PL mientras que los mas complejos son los PNLEM.
Dicha complicacién depende de muchos factores, tales como las caracteristicas
geométricas y el numero de variables, siendo las primeros més importante que los
segundos; asi, un problema de PL con 1000 variables es mucho mas sencillo que un
problema de PNLEM con 100 variables debido a que, en el primer caso, el espacio de
soluciones es continuo y lineal mientras que, en el segundo, es discreto y curvo.

En este libro, nos enfocaremos en problemas con una caracteristica geométrica
denominada convexidad que garantiza ciertas ventajas, a saber:

= Los problemas convexos tienen asociados algunos conceptos tedricos que son
importantes en todos los problemas de optimizacién matematica. Entender estos
conceptos permite entender mejor los problemas de optimizacion matematica y
la eficiencia de los algoritmos de solucion. En particular, los problemas convexos
garantizan que la solucion encontrada sea el dptimo global. Asi mismo, se puede
demostrar la convergencia de los algoritmos bajo condiciones especificas.

= Existen algoritmos altamente eficientes que solucionan problemas convexos; en
la préctica, cualquier problema convexo es tratable computacionalmente. En
algunos casos, se puede incluso desarrollar algoritmos que funcionen en tiempo
real y que permitan solucionar problemas de operacion y control de sistemas
eléctricos.

= Muchos problemas précticos en Ingenieria Eléctrica son convexos; por ejemplo,

Todas las figuras que se presentan en el libro son elaboracién propia del autor (N.del E.).
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FIGURA NRO. 2. Tipos de problemas de optimizacién: programacion lineal (PL), programacion
entera (PE), programacion no lineal (PNL), programacion no lineal entera mixta (PNLE).

el despacho econémico de plantas térmicas o el andlisis de estabilidad mediante
desigualdades matriciales.

= Existen metodologias que permiten resolver problemas de PNL (no convexos)
PE y PNLE mediante aproximaciones convexas. Estas aproximaciones son
suficientes en algunos problemas practicos y proporcionan mas informacion que
las técnicas heuristicas.

= El resultado de la aproximacion convexa puede servir como punto de partida en
otras metodologias de optimizacion.

En resumen, la optimizacion convexa tiene una fundamentacion tedrica solida y
un rango de aplicacién amplio. Por tanto, estudiaremos primero el aspecto tedrico
antes de adentrarnos en sus aplicaciones. En general, los modelos de optimizacién
convexa incluyen a los problemas de PL y algunos de PNL. Sin embargo, otros tipos
de problemas pueden ser solucionados mediante las técnicas de optimizacion convexa
usando aproximaciones adecuadas, esto dependerd del tipo de aplicacion.

Ellibro esta orientado a estudiantes de Ingenieria Eléctrica/Electrénica que tengan
conocimientos basicos en algebra lineal y cdlculo multivariado. Un primer curso de
programacion lineal podria ser un complemento adecuado aunque no obligatorio,
ya que el libro busca ser autocontenido, partiendo de conceptos tan basicos como
el criterio de la derivada hasta terminar en metodologias avanzadas como suma
de polinomios cuadraticos y programacion semidefinida. El contenido se presenta
agrupado de la siguiente forma:

Primera parte: Fundamentacion matematica. En este apartado, se muestra la
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fundamentacién matematica asociada a los problemas de optimizacién convexa
sobre R". Partimos de conceptos bésicos de optimizacion sobre los reales,
multiplicadores de Lagrange y programacion lineal para terminar en temas un
poco mas avanzados como dualidad y las condiciones Karush-Kuhn-Tucker.
Asimismo, presentaremos algunos resultados tedricos importantes, tales como
la globalidad de la solucion en problemas convexos, la unicidad en problemas
estrictamente convexos y la relacion de dualidad fuerte en problemas que
cumplan las condiciones de Slater.

Segunda parte: Optimizacién convexa en espacios diferentes a R". En esta
seccion, presentamos los modelos de optimizacién en espacios lineales mas
abstractos, tales como el espacio de las matrices semidefinidas y el espacio de
los polinomios reales. Los conceptos tedricos presentados en la primera parte se
mantienen en este tipo de espacios que, a pesar de su cardcter abstracto, tienen
multiples aplicaciones en ingenieria.

Tercera parte: Aplicaciones. En esta, mostramos algunas aplicaciones asociadas a
modelos de optimizacién convexa en ingenieria. En particular, algunas ideas
tales como la optimizacion robusta y las restricciones probabilisticas. También,
expondremos aplicaciones de optimizacion convexa en problemas de control, asi
como en el problema de flujo de carga 6ptimo en sistemas de potencia. Estas son
solo algunas de las aplicaciones posibles, pero permiten dar un vistazo general a
la parte préactica de la metodologia.

Cuarta parte: Algoritmos En esta ultima parte, presentamos los algoritmos clasicos
de solucién para problemas de optimizacion convexa. El objetivo de este apartado
es ver qué hay «dentro de la caja». Mostraremos resultados asociados a la
convergencia del método del gradiente, el método de Newton y los métodos
proximales. Es importante resaltar que, debido a la propiedad de globalidad
asociada a los problemas convexos, el método de solucién es indiferente. Esto
significa que en la practica podriamos usar cualquier paquete o algoritmo de
optimizacion para encontrar la solucion de los problemas convexos. Nuestros
modelos son por tanto, independientes a la forma de implementacion.

Cada capitulo incluye demostraciones y ejemplos de aplicacion, y finaliza con
ejercicios y lecturas complementarias. Hemos optado por un numero limitado tanto de
ejercicios como de referencias bibliograficas con el objetivo de no saturar al estudiante
con contenido innecesario o ejercicios repetitivos. En los primeros capitulos, dichos
ejercicios son bésicamente geométricos pero mas adelante se presentan ejemplos
y ejercicios orientados a los sistemas eléctricos. La estructura del libro busca una
fundamentacion teérica solida con aplicaciones practicas en Ingenieria Eléctrica. Se
recomienda al estudiante hacer experimentos numéricos en diferentes lenguajes de
modelado con el fin de adquirir intuiciéon de los modelos. Citando al matematico
Vladimir Arnold, «la matemadtica es una ciencia aplicada, simplemente es la ciencia
en donde los experimentos son més baratos».

Para finalizar, quiero agradecer a las personas que han contribuido en este trabajo.
En primer lugar, a mi esposa Juanita Escobar quien hizo la primera revisién de estilo
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del documento; a David Mejia de la Editorial UTP, quien perfecciono esta correccion;
igualmente, al doctor Cristian Guarnizo por sus invaluables recomendaciones técnicas
y de formato en LaTex; finalmente, a los estudiantes del curso de optimizacién convexa
quienes contribuyeron a detectar algunos gazapos en las ecuaciones y ejemplos.

El autor.
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PRELIMINARES MATEMATICOS

En este capitulo se revisan algunos conceptos de cdlculo multivariado y dlgebra lineal.
Asi mismo, se presenta una teoria bdsica de optimizacion matemdtica en funciones
continuas y diferenciables. También se presenta una breve introduccién al método de
multiplicadores de Lagrangey se analizan propiedades bdsicas de las formas cuadrdticas.

1.1. Modelos de optimizacion matematica

Cualquier problema de optimizacion matematica puede ser representado como se
muestra en la ecuacion 1.1

min f(x,B) (1.1)
xX€EQ

en donde x son las variables de decisién, 8 son los pardmetros del modelo y Q es el
conjunto de soluciones factibles. La funcion objetivo la podemos interpretar como un
mapa que toma puntos de Q y entrega puntos en un conjuntoI' = {y = f(x) : x € Q}.
Estamos interesados en resolver el problema de optimizacién, encontrando los puntos
x en Q cuya imagen en I' sea 6ptima. Pero, ;qué significa realmente «resolver» el
problema? ;Como estamos seguros que una solucién x es realmente 6ptima? Para
resolver estos interrogantes, necesitamos estudiar la geometria tanto de Q como de
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I'. Igualmente, necesitamos definiciones formales que nos permitan avanzar con paso
firme.

Definicion 1.1. Optimos locales y 6ptimo global. Un punto X es un 6ptimo local
asociado al problema de optimizacion {min f(x),x € Q}, si existe un conjunto abierto
V(%) llamado vecindario, el cual contiene a %, tal que f(x) > f(X), Vx € V(X). Si
Q D V entonces el 6ptimo es global.

a) b)

- ~

optimo local y global

'\\ 7% 6 ;i'timo local y global

FIGURA NRO. 1.1. Ejemplo de 6ptimos locales y globales: a) funcion con dos dptimos locales y sus
respectivos vecindarios de optimalidad V, y V,, b) funcién con un tinico 6ptimo global.

La FIGURA NRO. 1.1 muestra el concepto de 6ptimo local y global para dos funciones
en R con sus respectivos vecindarios V. En el primer caso, se tiene una funcién con dos
minimos locales cuyos vecindarios son V; y V,. El 6ptimo asociado a V; es ademas el
minimo global de la funcién. En el segundo caso, existe un tinico punto minimo (local
y global). En este ejemplo, vemos claramente que el segundo problema es mas facil de
resolver que el primero, pues tiene un tnico 6ptimo. La forma de la funcién tiene una
fuerte influencia en este caso.

Definicion 1.2. Regiones planas. Decimos que I' C Q es una region plana asociada a
la funcién f : Q — R si todos los puntos x € T constituyen un 6ptimo (local o global)
de f.

La FIGURA NRO. 1.2 muestra un ejemplo de una regién plana para una funcion
univariada. Este caso muestra que aunque existe un 6ptimo global, este se produce
en diferentes puntos del espacio de soluciones. Notese que todos los puntos del
conjunto T' = {x € R : x; < x < x,} producen el mismo éptimo global f. En otras
palabras, un éptimo global no implica que la solucién sea unica; estamos interesados
en investigar tanto las propiedades de globalidad como de unicidad de las soluciones.
Estas propiedades estdn estrechamente relacionadas con el concepto de convexidad, el
cual constituye el eje central de este libro.

Encontrar el éptimo global y demostrar unicidad de la solucién asociada a
un problema de optimizacién matemdtica tienen fuertes implicaciones précticas,
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fx)

f Lo— -

@ ® X

X1 2)

FIGURA NRO. 1.2. Ejemplo de una regién plana en una funcion univariable.

especialmente en ambientes econdmicos altamente competitivos como los que se
presentan en el sector eléctrico. Supongamos que debemos hacer una inversién de
cientos de millones de pesos y nuestro modelo nos arroja una soluciéon 6ptima local, ;de
que me sirve esta solucion si tal vez existe una de mejor calidad?, ;como podemos estar
seguros que la soluciéon que hemos encontrado es el 6ptimo global? ;Como podemos
asegurar que esta era la unica solucion épima? Estas preguntas tienen implicaciones
practicas pero deben ser solucionadas con base en una adecuada fundamentacion
tedrica. Necesitamos, por tanto, construir esta fundamentacion antes de empezar a
atacar el problema.

1.2. Sobre conjuntos y funciones

A continuacién, presentamos una serie de definiciones que serdn de utilidad mas
adelante en nuestro analisis.

Definicion 1.3 (Conjunto ordenado). Decimos que un conjunto Q estd totalmente
ordenado si podemos establecer una relacion del tipo < con las siguientes propiedades:

» REFLEXIBILIDAD: a < a Va € Q.

= ANTISIMETRIA: si a < by ademés b < a entonces necesariamente a = b.

= TRANSITIVIDAD: a < by b < cimplicaquea <c.

= TRICOTOMIA: para cualquier par de elementos a, b del conjunto se cumple que

a<bobienb <a.

Esta definicion es apenas obvia si pensamos en los nimeros naturales, el cual es un
conjunto ordenado y, por tanto, cumple con las cuatro propiedades. No obstante, en los
complejos es un poco mas «complejo»: consideremos los numeros 1 +iy 1 —i. ;Cuadl
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de estos dos nimeros es mayor? Resulta claro que no podemos establecer una relacion
del tipo < 0 >; por tanto, los complejos son un conjunto no-ordenado.

El espacio de soluciones Q puede ser un conjunto no-ordenado’. Sin embargo, el
espacio de la funcion objetivo I' debe ser ordenado, pues optimizar no es mas que
establecer relaciones del tipo < entre un punto y los demés elementos del conjunto. Por
eso, la funcién objetivo de nuestros problemas de optimizacion estara siempre sobre un
conjunto totalmente ordenado, en particular, sobre los reales.

Cabe notar que podriamos plantear problemas de optimizacién sobre conjuntos
parcialmente ordenados; ese es el caso de la optimizaciéon multi-objetivo en donde no se
puede encontrar relaciones del tipo < entre dos objetivos usualmente contradictorios.
En este caso, se pueden encontrar relaciones de dominancia en un frente de Pareto,
como se presentard en el capitulo siete.

Definicion 1.4. Fronteras de un conjunto. Dado un conjunto ordenado Q
definimos lo siguiente:

= Supremo: el supremo de un conjunto ordenado denotado como sup(Q) es el
minimo valor que es mayor a todos los elementos de Q.

= Infimo: el infimo de un conjunto ordenado denotado como inf(Q) es el maximo
valor que es menor a todos los elementos de Q.

El supremo y el infimo estan estrechamente relacionados con el méaximo y el
minimo de un conjunto. La principal diferencia radica en que el infimo y el supremo
pueden estar por fuera del conjunto. Por ejemplo, el supremo del conjunto Q = [3,5)
es 5 mientras que el maximo no existe ya que 5 no pertenece a Q pues el conjunto es
abierto por la derecha.

Ejemplo 1.1. La TABLA NRO. 1.1 muestra algunos casos de minimos y méaximos en

intervalos abiertos y cerrados sobre la recta numérica. [ |
conjunto sup max inf min
0, =1{1,2,3,4} 4 4 1 1
OL={xeR:1<x<2} 2 2 1 1
Q={xeR: 3<x<8 8 8 3 -
QY={xeR:2<x<9 9 - 2 2
Qs={xeR: 4<x<7 7 - 4 -

TABLA NRO. 1.1. Cotas en diferentes conjuntos.

1Un ejemplo de un problema de optimizacion sobre un conjunto no-ordenado es el flujo de carga 6ptimo en
redes AC. En este caso, el espacio de soluciones corresponde a los nimeros complejos mientras que el
espacio de la funcién objetivo apunta a las pérdidas de potencia activa, las cuales se representan en los
reales.
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En la mayoria de nuestras aplicaciones, los conjuntos son cerrados y, por tanto, no
es necesario hacer distincion entre sup y max o entre inf y min. Sin embargo, algunos
analisis tedricos van a requerir hacer énfasis en este detalle, al menos para unificar la
nomenclatura.

Algunas propiedades utiles en el caso de ser aplicado sobre funciones reales son las
siguientes:

sup f(x) = —inf — f(x) (1.2)

sup ; - f(x) = a-sup f(x) (1.3)

sup {f gx) +g(x)} < sup f (x) + sup g(x) (1.4)
) sup {fG) +at = ocx+ sup f (x)x (1.5)

En este ultimo caso, tenemos ademads que,
X = argmin {f(x) + a} = argmin {f(x)} (1.6)

Dicho de otro modo, el valor de x, que minimiza la funcién f(x) + «, es el mismo
valor que minimiza la funcién f(x)y, por tanto, podemos obviar la constante a. Una
interpretaciéon economica de esta propiedad es que los costos fijos no son sujetos de
optimizacién?.

Definicion 1.5. Funcion monotona. Decimos que una funcion f es mondtonamente
creciente, si para todo x, y tal que x < y, se tiene que f(x) < f(y) (es decir, se preserva
el orden de la desigualdad). Una funcién es monotonamente decreciente si f(x) > f(y)
—cambia el orden de la igualdad—.

Las funciones mondtonas tienen la propiedad de mantener el orden del conjunto,
asi que debemos tener en mente este concepto al momento de trabajar con
desigualdades. Por ejemplo, si x < y no podemos concluir inmediatamente que f(x) <
f(). Las desigualdades se mantienen en funciones crecientes mientras que cambian
en funciones decrecientes. Sin embargo, no podemos decir nada de una funcién que no
sea ni creciente ni decreciente. Este es un hecho simple pero importante que a veces
se pasa por alto al momento de trabajar con desigualdades. Veamos un ejemplo para
afianzar el concepto.

Ejemplo 1.2. La funcién f(x) = x? no es monénotona en todo su dominio, por tanto,
la desigualdad —3 < 1 no se mantiene al aplicar la funcion, es decir, f(=3) £ f(1). No
obstante, la funcién es monétonamente creciente en R, y por ende una desigualdad de
la forma 4 < 8 se mantiene f(4) < f(8) pues ambos términos estan sobre el dominio

R,. n

ZPor ejemplo, el costo directo de operacién asociado a las centrales de generacion hidroeléctrica se suele
asumir como cero.
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Definicion 1.6. Funcién continua. Una funcién f : Q — T es continua si para cada
conjunto abierto S € T, existe un conjunto abierto f~(S) € Q.

En un problema de optimizacién no necesitamos que una funcién sea continua
en el espacio de soluciones pero si que tenga un nimero finito de discontinuidades.
Un ejemplo de una funcion discontinua, que puede ser util en los problema de
optimizacion, es la funcién indicatriz.

Definicién 1.7. Funcién indicatriz. La funcion indicatriz, asociada a un conjunto
Q € R", esuna funcién f : R" — R, definida como

0 xeQ

In(x) = j o xEQ 1.7)

Ejemplo 1.3. La funcién indicatriz es util para definir el espacio de soluciones en
problemas de optimizacion, consideremos el siguiente problema:

min f(x)

1.8
10<x <20 (18)

En este caso, podemos definir el conjunto Q = {x € R : 10 < x <20} y la funcion
indicatriz correspondiente

0 10<x<20

Ia(x) = x> 20,x < 10 (1.9)

Finalmente, el problema de optimizacién puede ser reescrito en funcién de I(x), como
sigue:
min f(x) + Io(x) (1.10)

Noétese que este problema es ahora irrestricto, pero que la funcién objetivo es
discontinua, asi que no podemos usar el criterio de la derivada para evaluar el ptimo.
En este caso, necesitamos desarrollar el concepto de subdiferencial como se mostrara
en el capitulo tres. [ |

1.3. Formas cuadraticas

Definicion 1.8. Forma cuadratica. Una forma cuadritica Q : R" — R es un
polinomio con variables xq, x5, ..., x,, en donde todos los términos son a lo sumo de
orden 2. En general, cualquier forma cuadrética puede ser escrita como:

Q(x)=xTAx+blx+c (1.11)

en donde A es una matriz cuadrada, b es un vector columna y ¢ es una constante.
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Ejemplo 1.4. Consideremos la siguiente forma cuadratica,
Q(x,y) = 5x2 4+ 2xy +3y* + 8x + 4y + 15 (1.12)

Esta forma la podemos reescribir matricialmente como:

()G o

Notese que esta no es la inica representacion posible, pues la siguiente forma también
es una representacion de muchas posibles:

(3 (3G (2] e o

Lema 1.1. Si N es una matriz antisimétrica, es decir, N = —NT; entonces la siguiente
forma cuadratica sera siempre cero:

q(x) = xTNx (1.15)

DEMOSTRACION. Dado que g(x) es un escalar entonces g(x) = q(x)T, esto signfica que

q(x) = q(x)T
= (xTNx)T
( ) (1.16)
=(Nx)Tx
=xTNTx
pero como NT = —N, entonces q(x)T = —q(x); por la propiedad de la tricotomia,
la tnica forma en que esto sea cierto es que g(x) = 0 con lo que el Lema 1.1 queda
demostrado. O

Lema 1.2. Toda forma cuadratica puede escribirse en funcién de una matriz simétrica.

DEMOSTRACION. Digamos que hemos logrado representar la forma cuadratica como
una matriz cuadrada A, no necesariamente simétrica. A su vez, esta matriz la podemos
reescribir como:

A= %(A+AT)+ %(A—AT) (1.17)

Definimos ahora M = A + ATy N = A — AT. Notese que M es simétrica mientras que
N es antisimétrica. Esto tltimo significa que xTNx = 0, por tanto, la forma cuadrética
se puede reescribir como funcién de una matriz simétrica:

Q(x) = %xTMx +bTx+c (1.18)

O
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Ejemplo 1.5. La forma cuadratica mostrada en la ecuacion 1.13 puede ser reescrita en
forma simétrica como se muestra a continuacion:

T T
Q(x,y)=%(;)(120 z)(;>+<i)(’y€)+1s (1.19)
[ |

Definicion 1.9. Matriz semidefinida. Decimos que una matriz simétrica A € R™"
es semidefinida positiva, denotada por A > 0, si para cualquier vector u € R" se cumple
que

ulAu >0 (1.20)

Asi, si la desigualdad se cumple estrictamente, decimos que la matriz es definida
positiva (A > 0). De otro lado, decimos que una matriz A es semidefinida o definida
negativa si (—A) > 0 0 (—A) > 0, respectivamente.

Una matriz simétrica y semidefinida positiva tiene ademds las siguientes
propiedades:
= La parte real de los eigenvalores es siempre positiva o cero.

= La matriz A se puede factorizar como A = CCT en donde C es una matriz
diagonal superior. Esta se denomina factorizacién de Cholesky.

= Si A > 0entonces A~ > 0.
= SiA>0yB > 0entonces A+ B > 0.

= Sin embargo, si A > 0y B > 0 no podemos decir nada de AB.

1.4. Productos interiores y normas

Definicion 1.10. Espacio lineal. Un espacio lineal o espacio vectorial es un conjunto
£ de elementos (vectores) junto con dos operaciones (suma vectorial y multiplicacion
por un escalar) tal que six € S,y € £, a € R entonces

1. x+yedlL.

2. ax € L.

3.x+y=y+x.

4. (x+y)+z=x+Q +2).

5. Existe un elemento 0 tal que x + 0=x.
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6. a(x+y)=ax+ay.
7. (¢ + B)x = ax + fSy.
8. (af)x = a(fx).

9. 0x = 0.

10. 1x = x.

Es facil demostrar que R", con las operaciones vectoriales usuales, es un espacio
lineal. Sin embargo, hay espacios lineales mas abstractos que pueden ser ttiles para
definir problemas de optimizacién convexa; por ejemplo, un espacio de matrices, el
espacio de funciones continuas en el intervalo [0, 1] o el espacio de los polinomios con
coeficientes reales. Este ultimo genera los problemas de sumas de cuadrados o SOS (por
sus siglas en ingles: sum of squares).

Definicion 1.11. Subespacio lineal. Un subconjunto no vacio § de un espacio lineal
L esun subespacio lineal si cada vector de la forma ax+gy € 8 para cualquier x,y € S.

Todo subespacio lineal es también un espacio lineal. Esta propiedad es util para
determinar si un conjunto es un espacio lineal sabiendo que pertence a otro espacio
lineal mas grande. Un ejemplo tipico es el conjunto Q = {x € R" : Ax = 0}el cual es
un subespacio lineal de R".

Definicion 1.12. Espacio afin. Un espacio afin es un conjunto Q que admite
traslaciones libres de un espacio lineal V. En otras palabras, es un espacio que admite
un mapa Q X ¥V — Q tal que

= Para cualquier x € Qyu,v € V tenemos que x + (u + v) = (x + u) + v.
= Se tiene un vector cero x + 0 = x.

= Para cuada x € Q existe un vector v € V tal que x = u + v.

En términos informales, podemos decir que un espacio afin es un espacio lineal que
se ha transladado o que no tiene especificado un vector cero. Notese que el conjunto
I'={x e R" : Ax = b}con b # 0 no es un espacio lineal pero si es un espacio afin.

Una vez hemos definido el espacio lineal podemos asociarle una serie de
operaciones adicionales, tales como el producto interior y la norma. La primera
operacion genera los llamados espacios de Hilbert mientras que la segunda genera los
espacios de Banach. En ambos casos, se requiere ademads que el espacio sea completo;
esto significa que es lo suficientemente «suave» como para permitir las operaciones
del célculo como el limite o la derivada. En nuestro caso, trabajaremos en espacios
completos como R" (el conjunto de los numeros naturales es un ejemplo de un espacio
que no es completo).
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Definicion 1.13. Producto interior o escalar. El producto interior o producto punto,
denotado por x - y es una operacion que toma dos vectores de un espacio lineal y genera
un escalar con las siguientes propiedades:

s (xX+y)-z=x-z4+y-z
v (ax)-y=alx-y).

>

mx-x>0,x-x=08six=0.

(x-¥)? < (x-x)(y - y) —desigualdad de Cauchy-Schwarz—.

Un espacio lineal completo con producto interior lo llamamos espacio de Hilbert.

Podemos definir diferentes tipos de productos interiores sobre un mismo espacio;
dos posibles ejemplos en R" son:

x-y=xTy (1.21)
x-y=xTAy (1.22)

En donde A es una matriz definida positiva. El uso de un producto interior dependera
de la aplicacién pero es importante identificar sus propiedades, especialmente la
desigualdad de Cauchy-Schwarz que serd de utilidad en multiples problemas practicos.
Notese que dos vectores son perpendiculares si x - y = 0; esto significa que dos vectores
pueden ser perpendiculares bajo una definicién de producto-punto, pero no serlo bajo
otra definicion.

Definicion 1.14. Norma. Sea £ un espacio lineal. Decimos que una funcion ||.|| :
£ — R esuna norma si cumple las siguientes propiedades:

x|l > 0 Vx € £ — {6} (1.23)
Ix[|=0—x=0 (1.24)
llocx | = fec] [|x]] (1.25)
[l + Il < lxIl + Iyl (1.26)

Un espacio normado completo lo llamamos espacio de Banach.

Los tres ejemplos mas comunes de normas sobre R" son los siguientes:

llxlly = 25 1l (1.27)
i
lIxll, = (2%} (1.28)
i
llxll, = sup [x; (1.29)
L
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Cada una es un caso particular de la norma-p, definida de la siguiente forma:

1/p
Il = (Z |xi|P) (1.30)

en donde p > 1. Un espacio lineal junto con una de estas normas se le conoce como
espacio £, 0 espacio Lebesgue. En general, se tiene que ||x||; < [|x]|, < [|x||,, como se
muestra en la FIGURA NRO. 1.3 para el caso de R2.

FIGURA NRO. 1.3. Comparacion entre la normas 1, 2 e oo en el plano.

También podemos generar normas sobre el espacio de las matrices inducida por
alguna norma-p.

Definicion 1.15. Norma matricial inducida. Dada una norma ||-|| en R" podemos
definir una nueva norma sobre el espacio R™" dada por

IM]| = sup || Mx]| (1.31)

[lxll=1

Lema 1.3. Las normas inducidas tienen la propiedad de ser submultiplicativas, es
decir,

lA - Bl < [lA[l - [|B]] (1.32)

DEMOSTRACION. Notese que la condicion ||x|| = 1 es equivalente a hacer que el vector
sea unitario
Mx

i (1.33)

sup [|Mx]| = sup
lli=1 o
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Ahora, calculamos ||AB|| y definimos y = Bx, premultiplicando por este factor sin
modificar la ecuacion

4B = sup |25
lxli%o | 11l
- sup (IIBx[DABx
lxlio | B[ 11|
Cw (IIBxII)Ay‘ (1.34)
fxlio [ (Y 1D {1
o
el | 1ll HyH;EO Iyl
<|lAll|lBI|
a

Notese que esta propiedad no estd directamente establecida en nuestra definicion
de una norma-p. Sin embargo, muchas normas la cumplen, especialmente aquellas que
provienen de un producto punto, como es el caso de 1a norma-2, que puede ser definida
en funcion de un producto punto como ||x|| = 4/x - x.

1.5. Teoria basica de maximos y minimos

Revisitemos algunos conceptos bésicos, asociados a la solucién de problemas de
optimizacion en funciones continuas y diferenciables.

Teorema 1.1. Sea f : R — R una funcién continua y diferenciable con un minimo o
un méximo local en %, entonces tenemos que /(%) =0

DEMOSTRACION. Si ¥ es un minimo local, entonces podemos definir un vecindario
alrededor de X;estoes V={x € R : x =X + 1, |t| < ty}, tal que

f&E+0) > f(x) (1.35)
De este modeo, podemos notar que ¢ puede ser positivo o negativo. Si t > 0, entonces

Ahora, si t < 0 entonces

JE+D - f(%)

f'(®) = lim ————= <0 (1.37)
t—0~ t
Por tanto, f’(X) = 0. Lo mismo se aplica si estamos buscando un méximo. O
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Teorema 1.2. Sea f : R" — R una funcién continua y diferenciable con un minimo
o un maximo local en %, entonces tenemos que V f(x) = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos un Ax € R”" arbitrariamente pequefio y definimos
una nueva funcion g(t) = f(% + tAx); dado que X es un minimo local, tenemos lo
siguiente:

g() > g(0)
fG+185) 2 (D) (439)
Ademads, tenemos una relacion para la derivada:
g© = lim TEFEIZTE _ g gyt (139)

Entonces g’(0) es cero si V(%) = 0, lo cual es valido para cualquier valor de Ax. [

Teorema 1.3. Sea f : R" — R una funcién continua y doblemente diferenciable
con un minimo local en %, entonces la matriz hessiana J(; es positiva definida en el
vecindario V(%).

DEMOSTRACION. Consideremos una expansion en un polinomio de Taylor alrededor
de %, a saber:

f) =fE®+ V@) (x-x)+ %(x — X)TH(X)(x — X) (1.40)

Si Vf(%) = 0 entonces,
£00) = () = 36 = TH(D(x ~ ) (1.4

Esto significa que f(x) > f(%) cuando é(x —X)TH ;(X)(x = X) > 0, es decir, cuando J( ¢
es semidefinida positiva Vx € V(X). En este caso, podemos asegurar que se trata de un
minimo local. O

El Teorema 1.3 es importante porque permite identificar que se trata de un 6ptimo
local; sin embargo, este teorema no es suficiente para identificar éptimos globales.
Para ello, necesitamos desarrollar una teoria mas completa, basada en la geometria del
problema, la cual serd presentada en el siguiente capitulo.

1.6. Multiplicadores de Lagrange

Consideremos ahora un problema de optimizacion con restricciones de igualdad como
se muestra a continuacion:
minf(x)

o) =a (1.42)
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En este caso, se genera un espacio, posiblemente no-lineal, definido por 1.43,
Q={xeR": gx)=a} (1.43)

Asi, nuestro problema serd encontrar el valor que minimice a f(x) pero que, al mismo
tiempo, pertenezca al conjunto Q. Para solucionar este problema, establecemos otra
funcion llamada lagrangeano dada por

L(x,A) = f(x) +Ag(x) —a) (1.44)

Notese que estd funcién estéd definida en un nuevo espacio R"*!, ya que hemos
introducido una nueva variable A, denominada multiplicador de Lagrange.

Teorema 1.4. Sean f,g : R" — R, funciones continuas y diferenciables entonces,
el 6ptimo del problema de optimizacion dado por 1.42 es equivalente al 6ptimo de la
funcién lagrangeana.

DEMOSTRACION. El 6ptimo de la funcién lagrangeana se obtiene derivando con
respecto a x ya A. Lo anterior permite obtener las condiciones de optimalidad de primer
orden tales como

oL _of  .og

ax "ox th =0 (145)
0L

= gx)—a=0 (1.46)

De la segunda expresion, podemos concluir que Q es igual a la ecuacion 1.43, esto es,
el conjunto de soluciones factibles. Ademas, si x € Q entonces £(x,1) = f(x)en la
ecuacion 1.44 con lo cual concluimos que corresponde al 6ptimo en f. O

Nuevamente, en este caso, podemos establecer que se trata de un éptimo local
usando el criterio de la segunda derivada dado por el Teorema 1.3. Sin embargo, no
podemos garantizar que se trate de un 6ptimo global o que la solucién sea tnica.

La FIGURA NRO. 1.4 muestra una interpretacién geométrica del método de
multiplicadores de Lagrange. El 6ptimo se produce cuando V f es paralelo a Vg, en
donde A (el multiplicador de Lagrange) es 1a constante de proporcionalidad. Notese que
en el punto x4, el gradiente de f puede ser proyectado sobre g. Esto permitird encontrar
un nuevo punto xg que mejora la funcién objetivo para el caso de maximizacion. El
punto % es un éptimo local porque los gradientes de f y g son paralelos, y ademads el
punto esta sobre la curva g(x) = 0. De esta indole, cualquier proyeccién del gradiente
sobre la curva lleva nuevamente a X.

Analicemos ahora la relacion entre el multiplicador de Lagrange y la restriccion;
para ello, consideramos un punto 6ptimo ¥; ahora, derivamos el lagrangeano respecto
a la constante a, asociada a la restriccion de igualdad:

oL

ox
30 - V3,

2(va|Z|-1)+ S ew-0



Alejandro Garcés Ruiz

Vg(x)

g(x)=0

FIGURA NRO. 1.4. Interpretacion geométrica del multiplicador de Lagrange.

Puesto que X es una solucién que cumple con las condiciones de optimalidad de primer

orden, se tiene que

8L of

—==_L=) 1.48

da Oda (1.48)
Por tanto, el multiplicador de Lagrange (1) representa la derivada de la fucién
objetivo respecto a una variacion en el pardmetro que acompana la restricciéon. Esta
interpretaciéon econémica serd desarrollada més adelante en el capitulo cuatro cuando

presentemos el concepto de dualidad en problemas convexos.

1.7. Lecturas complementarias

Los conceptos presentados en este capitulo, aunque basicos, son necesarios para
comprender el material que se presentd mas adelante. Hemos obviado algunos detalles
tales como el teorema de la funcién implicita, el cual es de utilidad para una
demostracién més completa del método de multiplicadores de Lagrange. El estudiante
interesado puede referirse a [1] y sobre todo a [2] para mas detalles sobre este aspecto.

1.8. Ejercicios

1. Considere un sistema de tren eléctrico con una via lineal como se muestra en
la FIGURA NRO. 1.5. Suponga que deseamos alimentar este sistema desde dos
subestaciones A y B; para ello, proponemos una tercera subestaciéon C la cual
estd sobre la ruta del tren. Determine la posicion de la subestacion C de tal forma
que se use el minimo cable, es decir, que la distancia ACB sea minima.

= Usar argumentos puramente geométricos

= Usar el criterio de la derivada.

2. Demuestre que el espacio conformado por las funciones f : R — R continuas en
elintervalo [0, 1] forman un espacio lineal y que el subconjunto de los polinomios
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tren eléctrico

FIGURA NRO. 1.5. Sistema de tren eléctrico alimentado desde dos subestaciones A,B.

de grado n forman un subespacio de este espacio. Muestre igualmente que la
siguiente relacion es un producto interior. Determine la norma que induce este
producto.

1
(f.8) = / FOo)gx)dx (1.49)
0

. Considere el siguiente problema de optimizacion restringido a un conjunto Q, a
saber:
minf(x,y) =x+y
(x.y)eQ (1.50)
Q={(xy)eR?: X2 +y*=1}

Redefina Q usando una parametrizacién en una nueva variable ¢ tal que x =
cos(t),y = sen(t); solucione el problema de optimizacién en funcion de esta
parametrizacion (usar la regla de la cadena).

. Resuelva el problema anterior usando las variables originales (x, y) mediante el
método de multiplicadores de Lagrange. Analice las ventajas y desventajas de
estas dos formas de solucion.

5. Sea f,g : Q — R funciones acotadas. Demuestre las siguientes relaciones:

sup f —sup g < sup(f —g) (1.51)
Q Q Q

1r(12f f- 11(12f g> 1gf(f -2 (1.52)
1r(12f f+ 11(12f g< 1gf(f +g) (1.53)
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PROGRAMACION LINEAL

Los problemas de programacion lineal (PL) tienen propiedades geométricas y algebrdicas
que permiten garantizar el optimo global. El espacio de soluciones asociado a un problema
lineal es un politopo en donde el optimo se encuentra en alguno de sus vértices. En este
capitulo, estudiaremos estas propiedades sin adentrarnos en los algoritmos de solucion.

2.1. Representacion de problemas PL

Un problema de programacion lineal es aquel en donde tanto la funcién objetivo
como las restricciones tienen una estructura de la forma f(x) = aTx + b, en donde a
y b son vectores columna. Una de las propiedades mas importantes de los problemas
de programacion lineal es que se puede encontrar el éptimo global. Més adelante
veremos que existen propiedades similares en todos los problemas convexos y que los
problemas de programacion lineal son solo un caso particular.

Definicion 2.1. Problema de programacion lineal. Un problema de programacion
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lineal representado en su forma canonica, es aquel que tiene la siguiente estructura,

min cTx
Ax=b (2.1)
x>0

en donde x representa las variables de decision.

La forma canénica no es la inica representacion de un problema de programacion
lineal; sin embargo, cualquier otra representacion puede ser transformada en la forma
canonica. Por ejemplo, si el problema es de maximizacién, podemos convertirlo en
minimizaciéon multiplicando por -1 y las restricciones de desigualdad las podemos
convertir en igualdad usando variables de holgura o slack.

Ejemplo 2.1. Deseamos representar el siguiente problema de programacion lineal en
su forma canoénica, a saber:

max 3x — 2y
x+y<5 (2.2)
x,y2>0

Para ello, convertimos el problema de maximizacién en uno de minimizacion y
transformamos la restriccion de desigualdad en una de igualdad usando una variable
de holgura z, como se muestra a continuacion:

min —3x +2y
xX+y+z=5 (2.3)
x,y,220

Ejemplo 2.2. Existen multiples problemas de optimizacién matemdtica que pueden
ser representados como un problema de programacion lineal. Uno de los méds comunes
es el problema de transportes, el cual consiste en minimizar los costos de operacion
asociados al transporte de un producto desde los centros de produccién hasta los
centros de consumo. Para ello, consideremos un grafo como el que se muestra en la
FIGURA NRO. 2.1.

Definimos x; j» cOmo las variables de decision, asociadas a la cantidad de producto
transportado entre el nodo i y el nodo j. Definimos también un costo ¢;;, asociado a
transportar una unidad de producto desde el el generador i hasta la demanda j. El
problema de optimizacion consiste en minimizar los costos de transporte teniendo en
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FIGURA NRO. 2.1. Grafo orientado que representa un problema de transportes entre los nodos de
produccion (G) y los nodos de demanda (D).

cuenta el balance de masas en cada nodo, como se muestra a continuacion:
min Z Z cl-jxl-j
ij
z Xi = 8i
i
XX =d;
j

xl‘jZO

2.4)

endonde g; esla produccién enelnodo iy d; eslademanda en el nodo j. Este problema
puede ser extendido facilmente a aplicaciones eléctricas, como veremos mas adelante.

2.2. Geometria de los problemas PL

El espacio de soluciones asociado a un problema de programacion lineal es un poliedro
o un politopo! como se muestra en la FIGURA NRO. 2.2. Esta es una figura geométrica
definida por un nuimero finito de vértices en el espacio R". Se puede obtener también
una forma abierta como la que se muestra en el lado derecho de la figura. En ese
caso, el politopo esta definido no solo por los vértices, sino también por las direcciones
extremas; esto es, el conjunto de puntos de Q que pertenecen al rayo, r definido como
sigue:

r={x:x=xq+udu>0} (2.5)

Ejemplo 2.3. La FIGURA NRO. 2.3 muestra un politopo en R? con la siguiente

1Usaremos los términos poliedro y politope de forma indistinta, aunque tienen una definicién matematica
levemente diferente. El lector interesado puede consultar [3] para mas detalles.
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X X
2“ 21
U3
v
Uy ¢ 4 d;
politopo
Uy ¢
v
—> X1 & > X
U1 Uy
U3

FIGURA NRO. 2.2. Ejemplo de un poliedro cerrado (politopo) y de un poliedro abierto con sus
respectivas direcciones extremas.

representacion
X1 + 2X2 <4
4x1 +2x, <12
Q= (xl,xz) =X+ x < 1 (26)
X1 > 0
X > 0
;CZM
L/\/
5 a=(0,0)
4 b=(1,0)
3 c=1(2/3,5/3)
2 d=(8/3,2/3)
14 e=(3,0)
X1 + 2.)C2 S 4
Pl 1 1 A 1 > X1
1 2 3 4

FIGURA NRO. 2.3. Ejemplo de politopo en R* dado por una restriccién de la forma Ax < b.

Este espacio se puede reescribir de la forma candnica adicionando variables slack o
de holgura:

12100 4
A=| 4 201 0|, b=| 12 (2.7)
-1 100 0 1
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Los vértices marcados con letras minusculas se pueden obtener como la interseccion
de dos rectas o hiperplanos en el caso de R". [ |

Teorema 2.1. Teorema de Weyl. Un poliedro P puede ser representado en funcién
de los vértices y las direcciones extremas como

x = Qg + 2 pid;
M 20

en donde vy, son los vértices y d; son las direcciones extremas.

DEMOSTRACION. Consideremos un politopo cerrado, como el que se muestra en la
FIGURA NRO. 2.4 en donde x es un punto arbitrario en su interior. Por tanto, podemos
representar a x como x = Av; +(1—A1)y endonde y estd en una aristay0 <1 < 1.Asu
vez, podemos representar y como una combinacion lineal de otros vértices y = uv; +
(1—p)v, y continuar asi hasta representar todo el conjunto. En el caso de que el politopo
sea abierto, debemos incluir las direcciones extremas. De esta forma, cualquier punto x

Uy

U3
U1

FIGURA NRO. 2.4. Representacion de los puntos interiores a un politopo como una combinacion
lineal de sus vertices.

de un poliedro Q = {x : Ax = b, x > 0} se puede representar como una combinacion
lineal de los vértices y las direcciones extremas

X = hvg + ) pid; (2.9)
k i

En donde vy es el conjunto de vértices, D, 4, = 1y d; es el conjunto de direcciones
extremas. 0
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Usando el teorema de Weyl podemos cambiar la representacion del problema de
programacion lineal de la siguiente forma:

min cTx
X = Z/lkvk + Z,uidi
k i

D=1

M 20

(2.10)

Esta representacion es poco practica en problemas de gran tamafio, ya que el nimero
de vértices y direcciones extremas puede ser muy elevado y se requiere solucionar un
sistema lineal para encontrar cada uno de ellos. No obstante, esta representacién nos
permite el siguiente resultado, a saber:

Teorema 2.2. Dado un problema de programacién lineal, podemos obtener los
siguiente resultados: a) el problema es infactible, b) el problema es ilimitado, c) existe
un 6ptimo global el cual se encuentra en un vértice o en una direccién extrema.

DEMOSTRACION. La demostracion de la parte a) del teorema es trivial ya que
corresponde al caso en que el espacio de soluciones es vacio. Para la parte b) y c)
reemplazamos x en la funcién objetivo como sigue:

min Z A(cTop) + z wi(cd;) (2.11)
k i

Ahora, si existe algin c'd; que sea negativo entonces podemos aumentar p;
indefinidamente y por tanto el problema seria ilimitado. En caso contrario, es decir, si
crd; > 0 entonces la mejor solucién requiere que u; = 0. En ese caso, 1a mejor solucion
se presenta cuando 4;, = 1, asociado al valor de k tal que cTvy, sea el mas pequefio. [

El teorema anterior permite desarrollar algoritmos como el simplex, el cual se
mueve de vértice en vértice hasta encontrar la solucién con la certeza de que, una
vez encontrada, corresponde al éptimo global. Esta caracteristica de optimalidad
global la comparten todos los problemas convexos, aunque el 6ptimo no se encuentre
necesariamente en los vértices, como veremos en el siguiente capitulo.

2.3. Dualidad en problemas PL

Cualquier problema de programacién lineal tiene asociado un segundo problema
—también de programacion lineal—, el cual llamaremos dual. Consideremos el
siguiente problema PL:
max  clx
P= Ax <b (2.12)
x>0
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Y el siguiente problema dual, el cual tiene los mismos parametros de 2 pero con una
estructura y variables de decision diferentes, a saber:

min bTy
D= Aly>c (2.13)
y=0

Mas adelante veremos diferentes interpretaciones del problema dual. Igualmente,
se podrd constatar que el concepto se puede extender a cualquier problema de
optimizacion. Por ahora solo nos interesa conocer algunas propiedades que relacionan
los problemas Py D.

Teorema 2.3. Dualidad débil. Cada par de soluciones factibles x en P e y en D
cumplen la siguiente relacion:
cTx < by (2.14)

DEMOSTRACION. Partimos de la funcion objetivo del problema primal, recordando que
x>0ey2>0,
cTx < (ATy)Tx

_ Jiax <y (2.15)

O

En algunos casos, solucionar el dual es mucho mas simple que solucionar el primal.
Por tanto, D puede ser una herramienta para encontrar limites inferiores al problema
original.

Teorema 2.4. Dualidad fuerte. En un problema de programacion lineal se cumple
solo uno de los siguientes posibilidad:

= Tanto P como D son infactibles.
= P esilimitadoy D es infactible.
= Desilimitadoy P es infactible.

= Tanto P como D son factibles y tiene la misma solucién éptima cTx = bTy.

Un problema infactible o ilimitado se debe usualmente a algun error en la etapa de
modelado. El caso mas interesante desde el punto de vista practico es cuando tanto el
primal como el dual son factibles y el 6ptimo del primal es igual al 6ptimo del dual. De
esta forma, podemos usar el problema dual para encontrar una solucién al primal. La
demostracion de este teorema, propuesto por Von Neuman, puede ser encontrada en
[3]. En el capitulo cinco veremos una demostracion general para cualquier problema
CONvexo.
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Una consecuencia directa del teorema de la dualidad fuerte es que cualquier
problema de programacion lineal puede ser reducido a un problema de factibilidad,
pues solo en el punto 6ptimo obtenemos soluciones factibles tanto en x como en y. Asi,
la solucién de los problemas 2 y D corresponde al siguiente problema de factibilidad:

Ax<b

Aly >¢
x>0 (2.16)
y2=0

cTx =bly

2.4. Lecturas complementarias

Los conceptos bésicos asociados a los problemas de programacion lineal pueden ser
consultados en [4] y en [5]. Existen multiples algoritmos para solucionar problemas
de programacion lineal, tanto en su formulacién primal como en su forma dual. La
mayoria de ellos se basan en las propiedades antes descritas. Por ejemplo, el método
simplex, propuesto por George Dantzig en los afios 40, usa el hecho de que el 6ptimo se
encuentra en un vértice del politopo. Por tanto, el algoritmo parte de un vértice factible
moviéndose a vértices vecinos que minimizan la funcién objetivo. El otro método
clasico es el de puntos interiores, el cual parte de una barrera logaritmica en el interior
del politope, siguiendo la direccion del gradiente. Este tltimo método es el mas usuado
en aplicaciones précticas y puede ser extendido a otros problemas no lineales. Este
método serd estudiado en el capitulo dieciséis).

2.5. Ejercicios

Considere el siguiente problema de programacion lineal, a saber:

min 5x; + 10x,
6x1 +4x, <24
X1 +2x, L6
X1 —%,20
0<x
0<x,L2

(2.17)

1. Graficar el espacio de soluciones.
2. Determinar el 6ptimo evaluando los vértices del politopo.

3. Escribir el problema en la forma canénica.
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4. Mostrar el problema dual.

5. Resolver el problema dual y comparar los resultados.
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PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
CONVEXA

En este capitulo, se definen tanto funciones como conjuntos convexos y la forma en que
estos se relacionan entre si para formular problemas de optimizacion. Se presentan las
condiciones de unicidad y globalidad de la solucién en funciones fuerte y estrictamente
convexas. Finalmente, se presentan una serie de ejemplos simples’y una taxonomia bdsica
de los problemas de optimizacién convexa.

3.1. Conjuntos convexos

Los problemas de optimizacién convexa son aquellos que se pueden definir en un
espacio de soluciones convexo. Para ello, debemos identificar claramente cuando este
espacio es convexo. Comencemos por la definicion formal.

Definicion 3.1. Conjunto convexo. Decimos que un conjunto Q C R" es convexo, si
para cualquier par de puntos x,y € Q tenemos que

1-Mx+lyeQ (3.1)

para cualquier A € Rtalque 0 <1 < 1.
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En términos simples, un conjunto es convexo si podemos elegir cualquier par de
puntos dentro de este conjunto de forma que la semirrecta que une dichos puntos
también pertenezca al conjunto. Desde luego, en problemas de optimizacion, no todos
los conjuntos son convexos, aunque una gran cantidad de problemas practicos tienen
espacios convexos. En la FIGURA NRO. 3.1 vemos que esta condicion se cumple para
cualquier par de puntos arbitrarios en el caso de Q4 mientras que en Qp existen puntos
que pertenecen al segmento de recta, pero que se salen del espacio; por lo tanto, Q4
es convexo mientras que Qg es no convexo. Esta intuicién geométrica es util para
problemas en R?; no obstante, el caso general requiere el uso de la definicion, como
se muestra a continuacion:

FIGURA NRO. 3.1. Ejemplo de un conjunto convexo Q , y un contrajemplo de un espacio no
convexo Qp.

Ejemplo 3.1. Considere un espacio afin dado por Ax = by dos puntos x,y que
pertenecen al espacio; ahora tomemos un tercer punto z = (1 — )x + Ay

Ax=b
Ay=b>b
Y (32)
Q1-MDAX+1Ay =1 -)b+1b
Az=b
Este ultimo indica que z también pertenece al espacio afin. [ |

Ejemplo 3.2. La definicién de conjuntos convexos puede ser engafiosa a simple vista.
Consideremos, por ejemplo, conjuntos generados por una bola en R?, como se muestra
en la FIGURA NRO. 3.2. Podemos definir claramente tres conjuntos:

Qu ={(x,y) 1 x* +y* <1} (3.3)
Qp ={(x,y) : X2 +y*=1} (3.4)
Qe ={(x,y): x*+y* > 1} (3.5)
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A pesar de la similitud evidente entre estos tres conjuntos, una simple inspeccién
sobre la definiciéon nos muestra que Q, es convexo mientras Qg y Q¢ no lo
son. De hecho, los problemas de optimizacién sobre los conjuntos Qp y Q¢
son extremadamente complejos (combinatoriales) mientras que los problemas de

optimizacion sobre conjuntos como Q4 son relativamente mds simples. [ |
y y y
Qp Qc
Qq
X X X
xX2+y?<1 X2+y?=1 xX2+y2>1

FIGURA NRO. 3.2. Ejemplo de tres conjuntos definidos por una bola en el plano.

Es facil demostrar que la definicién se puede extender a varios puntos, es decir, si
Q € RN es un conjunto convexo con x; € Qy a; € R, entonces Y, aix; € Q si
>y = 1. Algunas operaciones entre conjuntos preservan la convexidad, por ejemplo,
la interseccion.

Lema 3.1. La interseccion de conjuntos convexos genera un conjunto convexo.

DEMOSTRACION. Sea € = (1] C;. En caso de que € sea no vacio, tomamos dos puntos
X,y € Cy seleccionamos un A € R tal que 0 < 4 < 1. Evidentemente, x,y € C; pues
tanto x como y pertenecen a la interseccion de C;. Ademas, z = (1 —A)x + 1y € C;
pues cada uno de los conjuntos es convexo; por tanto, z € C con lo que se concluye que
© es convexo [6]. O

Este lema permite identificar facilmente un espacio de soluciones convexo, pues
solo se requiere analizar la convexidad de cada una de las restricciones. Es decir, si
tenemos un espacio de soluciones representado por ecuaciones de la forma

g(x) <0 (3.6)
£(x) <0 (3.7
g(x) <0 (3.8)

entonces es suficiente con demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos es
convexo, ; = {x €R": fi(x) <0}. Esto es una ventaja tedrica pero también
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computacional a la hora de convertir nuestros problemas en algoritmos. Cabe resaltar
que la unién de conjuntos convexos no genera, necesariamente, un conjunto convexo
(considérese por ejemplo, en la unién de dos conjuntos como Q,, en donde se ha
desplazado el origen en uno de ellos).

Ejemplo 3.3. Consideremos la interseccién de cuatro espacios afines, a saber:

Qu ={(x1,x3) @ x; +2x, <10} (3.9
Qp = {(x1, %) * =5x1 +2x, < 4} (3.10)
Qe ={(x1,%,) : x; 20} (3.11)
Qp ={(x1,X%;) : x, >0} (3.12)

La FIGURA NRO. 3.3 muestra que esta intersecciéon constituye un conjunto convexo,
llamada politopo. En las siguientes subsecciones, estudiaremos en detalle este y otros
conjuntos convexos que son cldsicos en problemas de ingenieria.

/ ~

FIGURA NRO. 3.3. Ejemplo de un politopo como la interseccion de tres conjuntos convexos.

3.1.1. Politopos

Un politopo, como el de la FIGURA NRO. 3.3, se puede escribir de la siguiente forma
canonica:

P={xeR": Ax <b} (3.13)

Ahora, tomamos dos puntos x € P,y € Pyelsegmento de rectaax+pycona+p =1
y 0 < a < 1. Notese que esto es equivalente a la representacion (1 — 1)x + Ay mostrada
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en la ecuacion 3.1; por tanto, obtenemos lo siguiente:

Ax <b
Ay <b
aAx <ab (3.14)
BAy < Bb
Alax +By) <b

Dado lo anterior, podemos concluir que el punto ax + By pertenece al politope y, por
tanto, el conjunto es convexo.

3.1.2. Bolas

Definicion 3.2. Bola. Una bola de radio § alrededor de un punto x, es un conjunto
definido de la siguiente forma:

Bs(xp) = {x € R" : ||x — x| < 6} (3.15)
En donde ||-|| representa una norma cualquiera.
Para demostrar que este conjunto es convexo, solo requerimos usar la desigualdad
triangular en un nuevo punto z = (1 — 1)x + Ay en donde x,y € Bs(x,). Asi,

llz = xoll = lI(1 = Dx + 2y = (1 = 2+ x|
<A = )x = xoll + [|12y — x|
<@ =) [bx = xoll + Ally — xoll
SA-)5+16=96

(3.16)

Con esto concluimos z € Bg(x,); por tanto, el conjunto es convexo. Notese que esta
propiedad es independiente del tipo de norma utilizada.

3.1.3. Elipsoides

Definicion 3.3. Elipsoide. Un elipsoide es un conjunto definido como sigue:
E={x €R™: (x — xo)TA(x — x) < b?} (3.17)

En donde A es una matriz simétrica y definida positiva.

Es facil demostrar que € es, de hecho, una bola de radio b para la siguiente norma

lIx|l, = VxTAx (3.18)
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Esta tltima cumple con todas las propiedades de la definicién 1.14, es decir, ||x|| , > 0
(definida positiva), ||x|| , = 0 cuando x = 0y la desigualdad triangular, es decir:

llx + I = (e +)TAG +y)

(3.19)
= xTAx + yTAy + 2xTAy

Ahora, usamos la desigualdad de Cauchy para obtener:

xTAy < V(xTAx)(yTAy) (3.20)

Por lo tanto:

[|x + y||124 < XTAx + yTAy + 24/ (xTAx)(yTAy) (3.21)
2 2

=[xl + Il + 210l 4 Iyl (3.22)

= (llxll, + lIvll ) (3.23)

Cuando A es semidefinida, se puede analizar de forma similar aunque, en tal caso, no
se trata necesariamente de una norma.

3.1.4. Mapas no expansivos

Definicion 3.4. Un mapa no expansivo en R" es una funciéon T : R" — R" que
cumple con la siguiente propiedad

ITC) =TI, < [1x = yll, (3.24)

En donde [|-]|, representa la norma-2.

Este tipo de mapas permite representar el siguiente conjunto:
D={xeR": x=T(x)} (3.25)

Dicho de otro modo, D corresponde a los puntos fijos de T. Este conjunto es convexo;
para demostrarlo, consideremos dos teoremas basicos tomados de [7]. Omitimos el
subindice entendiendo que se trata de la norma-2.

Teorema 3.1. Si x,y dos vectores en R" y 1 un escalar positivo entonces se cumple
que:
2 2 2 2
4x + (1 = Dyll” = Alx[I” + @ = D lIyllI” = 20 = D flx =yl (3.26)

En donde ||-|| es la norma-2

DEMOSTRACION. Simplemente expandimos el lado izquierdo de la expresion como
sigue:
Ix -+ = yl* = 2l + Q=22 17 + 220 - xTy - (3.27)
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Consideremos ahora la siguiente identidad:
2 2 2

llx = ylI™ = llxllI” + Iyl = 2xTy (3.28)

Entonces tenemos que:
2 2 2 2 2 2
I + (1= DyI” = 21l + (1= 22 Iyl + A= 2) (%l + Il = e = y1)
2 2 2
=[xI"+ @ =Dyl = 20 =D [lx = yl| (3.29)

Gracias a lo anterior, queda demostrada la relacion. O
Teorema 3.2. Sea D C R" un conjunto convexo no vacioysea T : D — D un mapa
no expansivo. Entonces Q = {x : x = T(x)} es un conjunto cerrado y convexo.
DEMOSTRACION. Seax € Q,y € Qentonces x = T(x),y = T(y). Consideremos ahora
un punto z en el segmento x,y dado por z = Ax + (1 — 1)y, a saber:

llz =Tl = llAx + (1 =Dy = T(2)|
=[lAx + (1 -y -1+ - DT (3.30)
=12 = T(@) + A =Dy - T

Ahora usemos el teorema 3.1:

IA(x = T@) + (1 - Dy - T@)|I* =

Ux=T@I + A=)y - T@I* =21 =) [Ix =yl (331)

Dado que x = T(x),y = T(y), entonces tenemos lo siguiente:
Iz = T@)ll = AITC) - T@I + (1 = D IT@) - T@IF = 20 = D lx - y|* (332)
Como T es un mapa no expansivo, entonces:
IT(x) = T2l < ||lx — z]] (3.33)
Lo mismo decimos de y, por tanto, tenemos que:
Iz = T@)I| = 2[ITCe) = T + (A = DIT@) = T = A1 = 1) [}x = I’
<Al =zl + @ =y —zl* - 20 - ) [Jx -y’
= Alx = Ax + A=’ + A =D lly = Ax + 1 = )|

20 - x -yl
=21 =2 [x =yl + (1 = D22 x = yIF =20 - ) [Ix -yl
=WA-Dx=yIPA-242-1)=0 (3.34)

Esto significa que ||z — T(z)|| = 0 lo que implica que z = T(z) y, por tanto, z € Q; es
decir, el conjunto Q es convexo. O
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3.1.5. Conos convexos

Definicion 3.5. Un cono es un subconjunto € sobre un espacio lineal tal que, para
cada x € Cy un numero escalar positivo a, se tiene que ax € C.

El concepto de cono es intuitivo y la diferencia entre un cono convexo y un cono no
convexo puede ser facilmente observada en la FIGURA NRO. 3.4.

y y

FIGURA NRO. 3.4. Ejemplo de un cono convexo Q4 y un cono no convexo Q.

En particular, estamos interesados en tres tipos de conos convexos que serdn de
utilidad en diferentes aplicaciones, estos son:

» Cono asociado a la forma candnica de los problemas de programacion lineal (ver
capitulo uno)
C={xeR": Ax =b,x > 0} (3.35)

= Cono de segundo orden
C={xeR":||Ax+b||<c*+d} (3.36)
= Cono de las matrices semidefinidas

C={X€R™ : X >0} (3.37)

Hablaremos en mas detalle de estos conjuntos en el capitulo seis

3.1.6. Suma de polinomios cuadraticos

En el capitulo anterior aprendimos que el conjunto de los polinomios en x forman un
espacio lineal. Ahora, consideremos el subconjunto de los polinomios que se pueden
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escribir como la suma de polinomios al cuadrado, es decir:
8=1p(x) € R[x] : p(x) = D (m(x))? (3.38)
i

en donde m(x) son polinomios. Para ver que este conjunto es convexo, consideremos
dos polinomios p(x) € Sy q(x) € 8. Obviamente, Ap(x) y (1 — A)g(x) también
son polinomios y como 4 > 0,(1 — 1) > 0 entonces el nuevo polinomio s(x) =
Ap(x)+(1-2)q(x), también pertenece a 8. El conjunto de los polinomios representables
como suma de polinomios cuadrados forma una interesante gama de problemas de
optimizacion que serdn estudiados en el capitulo ocho.

3.2. Funciones convexas

Definicion 3.6. Desigualdad de Jensen. Decimos que una funcién f : R" - Res
convexa si su dominio es convexo y ademds, para cualquier par de puntos x,y € R" se
cumple que

fAx+ 1 =y) <Afx)+ 1 =Df () (3.39)
para cualquier A € R tal que 0 < 4 < 1. De otro lado, si —f(x) es convexa entonces
decimos que f(x) es concava.

La ecuacion 3.39 también se puede escribir como:

flax+By) <afC)+pf(y)cona+p=1 (3.40)

Aligual que en el caso de los conjuntos convexos, podemos extender nuestra definicion
a varios puntos del espacio, es decir:

f (Z ocixi) < Z a; f(x;), con a; > 0, Zoci =1 (3.41)
i i
Usaremos una u otra definicién segin sea conveniente.

Una funcién convexa implica que cualquier segmento de recta entre dos puntos x, y
esta por encima de la funcion, como se muestra en la FIGURA NRO. 3.5 para el caso de
la funciones f(x) = x?y f(x) = —In(x).

Ejemplo 3.4. Verifiquemos que f(x) = x? es convexa usando la definicién. Veamos:
Ax+ 1 =)y < A2+ (1 - A)y?
A2x% 4+ (1= 2)%p? +24(1 — Dxy < Ax? + (1 = 1)y?
=D+ (1 =22 =-Q=-))p*+22101-Dxy <0
A2 =D)x*+ A2 =)y?*+20(1-xy <0
A2 =D(x*+y*=2xy) <0
P =D(x-y)?*<0

(3.42)
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Flx) = x?

—In(x)

FIGURA NRO. 3.5. Ejemplo de dos funciones convexas: a) f(x) = x%, b) f(x) = —In(x).

Esto ultimo es cierto para todos los reales debido a que 0 < 4 < 1; por tanto, se cumple
la desigualdad y se concluye que la funcién f(x) = x? es convexa. [ |

Lema 3.2. Suma de funciones convexas. Sean f : R" - Ryg : R" - R dos
funciones convexas, entonces h(x) = f(x) + g(x) es también una funcién convexa.

DEMOSTRACION. Solo basta sumar las siguiente desigualdades:

flax+By) <af(x)+Bf»)

glax + By) < ag(x) + fg(y) (4)
En donde
h(ax + By) = f(ax + By) + glax + By)
<a(f(x) +g(x) +B(f(¥) +g(») (3.44)
= ah(x) + Bh(y)
Dado lo anterior, se concluye que h también es convexa. O

Lema 3.3. Una funcién f : R" — R es convexa si y solosilafunciéon g : R — R dada
por g(t) = f(x + tv) es también convexa para todos los valores de x € dom(f)yt € R.

DEMOSTRACION. Notese que g es una funcion en una sola variable mientras que f
es una funcién en multiples variables. Debemos demostrar que f convexa implica g
convexa y viceversa. Primero, asumimos que f es convexa entonces, para un par de
puntos ¢, s y dos escalares a + § = 1, tenemos

glat + Bs) = f(x + (at + Bs)v)
= f(a(x +vt) + B(x + vs))
<af(x+uvt)+pf(x+vs)
< ag(t) + pg(s)

(3.45)
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Con esto concluimos que g es convexa. Ahora, para demostrar el lema en sentido
opuesto, asumimos que g es convexa, entonces tenemos lo siguiente:

g(aty + fty) < ag(ty) + Bg(ta) (3.46)
Definimos las dos variables y; = x + vt y y, = x + vt las cuales permiten concluir
facilmente que f también es convexa. O

Este lema es util ya que permite verificar la convexidad de una funcién
multivariable usando una funcién en una sola variable. Igualmente, algunos algoritmos
de optimizacion hacen iterativamente una bisqueda en una linea recta con lo que este
resultado permite garantizar que esa busqueda local represente un problema convexo.
A continuacién, veremos como podemos definir conjuntos convexos con la ayuda de
funciones convexas.

Definicion 3.7. Epigrafo. Dada una funcién convexa f : R — R definimos el
epigrafo de f denotado como epi(f) de la siguiente forma

epi(f)={xeR": f(x) <t} (3.47)

Los epigrafos desempefian un papel importante en diferentes problemas de
optimizacion.
Lema 3.4. Una funcion es convexa si y solo si su epigrafo definido como epi(f) es un
conjunto convexo.

DEMOSTRACION. Debemos comprobar que epi(f) convexo implica f convexa y que f
convexo implica epi(f) convexo. Como f es convexa entonces af(x)+Bf(y) > f(ax+
By)cona+pf =1,a >0, > 0. Consideremos dos reales ¢, r tales que t > f(ax + y),
yr > f(ax + By); por tanto, at + fr > (a + B)f(ax + By) = f(ax + By), es decir que
(at+Br,ax+By) € epi(f). Por tanto, epi(f) es un conjunto convexo. La demostracién
en sentido contrario sigue un argumento similar. O

Lema 3.5. Elsupremo de una colecciéon de funciones convexas es también una funcién
convexa, i. e.:

8(x) = sup{fi(x)} (3.48)

DEMOSTRACION. Consideremos un punto intermedio entre dos puntos x, y

glax + By) = sup{fi(ax + By} (3.49)

Como cada f; es convexa entonces tenemos

glax + By) < asup{f;(x)} + Bsup {f;(x)}
i i (3.50)

=ag(x) + Bg)

Dado lo anterior, podemos concluir que g también es convexa. O
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Lema 3.6. La composicion de una funcion convexa y una funcion afin resulta en una
funcién convexa. Es decir, si f : D € R" — R es convexa entonces g(x) = f(Ax + b)
es también convexa para una matriz constante A y un vector b.

DEMOSTRACION. Nuevamente tomamos un punto intermedio entre dos puntos
arbitrarios x, y, a saber:

glax + fy) = f(aAx + Ay + (a + f)b)
<af(Ax+b)+ Bf(Ay +b) (3.51)
= ag(x) + Bg(y)

|

Lema 3.7. Si f, g son funciones convexas con g monotonamente creciente entonces la
composicion de fog, dada por h(x) = g(f(x)), es también convexa.

DEMOSTRACION. Partimos del hecho de que f es convexa y, por tanto,

flax +By) <af(x)+Bf(y) (3.52)

Ahora, como g es mondtonamente creciente, podemos aplicarla sin modificar la
desigualdad

§(flax + By)) < glaf(x) + Bf () (3.53)

Finalmente, como g también es convexa, entonces tenemos lo siguiente:

h(ax + By) = g(f(ax + By))

<ag(f(x) +Bg(f() (3.54)
= ah(x) + Bh(y)
Dado lo anterior, podemos concluir que h también es convexa. O

Ejemplo 3.5. Queremos demostrar que la funcién f(x) = (5x + 8)* es convexa; para
ello, definimos las siguientes funciones auxiliares:

g1(x)=5x+8 (3.55)
L) =y (3.56)
g3(2) =z%, conz >0 (3.57)

Claramente, la funcién f se puede obtener como una composicion de funciones, a
saber: f = gj0g,0g;3. Notese que la funcién g; es afin y la funcién g, es convexa, por
tanto, g;0g, es convexa. Ahora, la funcién g; es convexa y ademas mondtonamente
creciente por tanto, su composicion genera una funcioén convexa. El proceso completo
se muestra a continuacion:

8 8 &
X — (5x +8) —— (5x +8)) —————— (5x +8)*  (3.58)
afin convexa convexa y monoétona
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Conforme a lo anterior, g3 y g, son funciones diferentes, pues el dominio de gz son solo
los nimeros positivos. Asi, g, es convexa pero g; es convexay, ademas, mon6tonamente
creciente (una grafica de cada una de las funciones puede ayudar a visualizar la
diferencia). El mismo resultado se puede obtener mediante la definicion, pero es mas
simple usar las propiedades de composicion. [ |

Ejemplo 3.6. Debemos tener cuidado con las propiedades de composicién,
especialmente las del Lema 3.7. Consideremos la funcién f(x) = (x> — 5)%, la
cual se puede escribir como la composicién de las funciones g;(x) = x> — 5y
2) = yz. Tanto g; como g, son convexas, pero g, no es mondtonamente creciente.
Por tanto, no podemos concluir que f = g;0g, sea convexa. | |

3.3. Optimizacion convexa

Definicion 3.8. Problema de optimizacion convexa. Un problema de optimizacion
matematica de la forma

min f(x)

o (3.59)

es un problema de optimizacién convexa si la funcién objetivo f es convexa y el espacio
de soluciones Q es un conjunto convexo.

En términos précticos, un problema de optimizacion de la forma

min f(x)
g(x)=0 (3.60)
hj(x) <0

es convexo, si tanto f como h; son funciones convexas y g; son funciones afines.
Los problemas de optimizacién convexa tienen caracteristicas tedricas interesantes y
pueden ser solucionados eficientemente en la practica [8]. De hecho, podemos asegurar
que la complejidad computacional de un problema estd mucho mas relacionado con la
convexidad que con la linealialidad. Por ejemplo, un problema convexo y cuadratico
suele ser computacionalmente menos demandante que un problema de programacion
lineal-entera. Por ello, es importante establecer condiciones de convexidad asi como
formas de aproximaciones convexas.

A continuacion, se enumeran algunos problemas que podemos resolver usando
optimizacion convexa:
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Programacion lineal (LP):

min cTx
(3.61)
Ax<b
Programacion cuadratica (QP):
1
min =xTHx + cTx
2 (3.62)
Ax<b
con H > 0.
Programacion cuadratica con restricciones cuadraticas (QCQP):
1
min =xTHx +cTx
3 (3.63)

xTQ;x + a;x < b;
conH >0,Q; > 0.

Programacion geométrica:
min Z Ck (H xf,{")
k m
3 hy (H xf,{") <1 (3.64)
k m
m

Programacion semidefinida:

min Tr(CX)

AX =B (3.65)
X>0

Programacion cénica de segundo orden:

min cTx (3.66)
lAix + bill < hix + m; '
Suma de polinomios cuadraticos:
min cTx
(3.67)
Lfies
Optimizacién de punto fijo:
min f(x
&) (3.68)

x = T(x) : con T un mapa no-expansivo.
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Ejemplo 3.7. Un problema clasico de optimizacion convexa es el despacho econémico
de plantas térmicas. En este problema, buscamos minimizar el costo total de operacion
teniendo en cuenta los costos del combustible. El problema se puede representar como
sigue:

n
P )
min Z?pk"'bkpk"'ck
k=1

n (3.69)
Z pr=D
k=1

Dmin < Dk < Pmax

Alli, D es la demanda del sistema, py, es la potencia generada en cada unidad térmica,
DPmin Y Pmax SON los limites operativos de cada unidad, y {ay, by, c¢,} son parametros
asociados a la curva de costos de cada unidad; el problema es claramente convexo pues
las restricciones son afines y la funcién objetivo es cuadratica y convexa. [ |

Existen multiples representaciones a un mismo problema, algunas de ellas mas
convenientes que otras para ser analizadas bajo el paradigma de optimizacion convexa.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.8. Los problemas con valor absoluto pueden transformarse en problemas
lineales mediante un simple cambio de variables, a saber:

x| = x, +x,
X=X, =Xy
Xp 20

X, 20

(3.70)

Ejemplo 3.9. Un problema fraccional de la forma

c’x+a
dix +f (3.71)
Ax<b

min

es equivalente al problema
min cTy + at
Ay < bt
dly+pt=1
t>0

(3.72)
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en donde se realizo el siguiente cambio de variable:

1
t= —

dix + 8 (3.73)
y=tx

En este dltimo ejemplo es importante verificar que, aunque equivalentes, la
representacion lineal del problema tiene mejores caracteristicas geométricas y. por
tanto. es mas facil de solucionar. Como mencionamos anteriormente, el proceso de
modelado es mas un arte que una ciencia. Por tanto, se requiere experimentar con los
modelos para encontrar las mejores caracteristicas geométricas.

3.4. Unicidad de la solucion y 6ptimo global

Teorema 3.3. Optimo global. En un problema de optimizacién convexa, todo 6ptimo
local es un 6ptimo global.

DEMOSTRACION. Consideremos un problema de optimizacién convexa en donde
conocemos un optimo local % :
f@E) =inf{f(x): xeQ} (3.74)

en donde  eslavecidad del 6ptimo % (i.e, un 6ptimo local), ||-|| es una norma arbitraria
y ¥ es un numero positivo que permite definir la vecindad de ¥ como se muestra en la
ecuacién 3.75y en la FIGURA NRO. 3.6.

V={x€eQ |x-x||<r} (3.75)

FIGURA NRO. 3.6. Representacion grafica de la vecindad de X en un problema de optimizacion
convexa sobre un espacio convexo Q.
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Sea y € Q un punto factible por fuera de la vecindad de x. Dado que Q es convexo
tenemos que:
X =aX+fy (3.76)

Endondea+ 5 =1y0 < a < 1,0 < f < 1. Ahora, puesto que f es una funcién
convexa sabemos que:

f) <af(®)+Bf() (3.77)

Evidentemente, f(X) < f(x) puesto que x se encuentra en la vecindad de X, esto es:

JE) < fG) <af(x)+Bf)
1-a)f(x)<Bf»)
Bf(X)<Bf(y)
JE <f»)
En conclucién, cualquier punto factible por fuera de la vecindad de X es también mayor

que f(X) lo cual significa que % es un 6ptimo en todo el espacio Q (i. e. es un 6ptimo
global). O

(3.78)

Este es probablemente el resultado més importante asociado a los problemas
convexos y una de las razones por la cual nos interesa su estudio.

Definicion 3.9. Funcion estrictamente convexa. Decimos que una funcién f :
R" — R es estrictamente convexa si

flax +By) <af(x)+Bf(y) (3.79)

cona+f=1,0<a<1lyademisx #Yy.

Esta definicion nos permite demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.4. Consideremos el siguiente problema de optimizacién convexa, a saber:
min f(x), x € Q (3.80)

en donde f : R" — R es una funcién estrictamente convexa con Q un conjunto
convexo, entonces el 6ptimo (si existe) es tnico.

DEMOSTRACION. Usaremos un argumento de reduccion al absurdo, para ello,
suponemos que existen dos puntos 6ptimos X y y. Entonces, debido a la condicién de
globalidad de la solucién tenemos que

fX)=f@) < f(2) (3.81)

para todo z € Q. Consideremos ahora un punto intermedio z = aX + fy. Como Q es
convexo entonces este punto debe pertenecer al espacio de soluciones factibles. En esa
direccion, como la funcion es estrictamente convexa:

f@) <af(X)+Bf) =fX)=[fO) (3.82)
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Sin embargo, f(z) < f(X) contradice nuestra supocién inicial. Por tanto, no pueden
existir dos puntos 6ptimos diferentes. O

Ejemplo 3.10. Consideremos el problema de optimizacion dado por la ecuacion 3.83
en donde A es una matriz simétrica, b es un vector columna y c es un escalar.

min f(x) =xTAx+bTx+c (3.83)

Primero, observamos que f es convexa si y solo si A > 0, independiente de b y c.
Esto se debe a que A es la matriz hessiana de f. Igualmente, podemos asegurar que la
solucién es tinica si A > 0 pues, en este caso, f es estrictamente convexa. Finalmente,
el problema es ilimitado si f no es convexa, es decir, si A ¥ 0. En ese caso, existe al
menos un eigenvalor A negativo asociado a la matriz A con su respectivo eigenvector
X. Entonces tenemos que AX = AX y por ende,

f(%) = RTA% + bT% +¢

e ) (3.84)
=AxXTx+bTx +¢

Tomemos ahora el limite
lim f(t%) = —c0 (3.85)
t—o0
Esto significa que podemos reducir indefinidamente la funcién f al movernos en la
direccién x. De otro lado, si A = 0, el limite puede ser 0 0 —oo, es decir, que el problema

puede ser ilimitado o 0. En el segundo caso, el 6ptimo puede existir pero hay infinitas
soluciones que toman ese valor. [ |

Definicion 3.10. Funcion fuertemente convexa. Decimos que una funcion f :
R" — R, continua y doblemente diferenciable, es fuertemente convexa si existe un
1 > 0 tal que la funcién g, dada por 3.86 sea convexa. Asi:

g(x) = f(x) — g |IxI (3.86)

Lema 3.8. Toda funcién fuertemente convexa es estrictamente convexa.

DEMOSTRACION. Como g(x) es convexa entonces tenemos

glax + By) < ag(x) + Bg(y) (3.87)

es decir,

flax+By) — ullax + BylI° < af(x) + BFG) — pa x| = Bulyl®  (3.88)

Ahora, definimos una nueva variable h(x, y) como sigue:

h(x,y) = —pat||x* = Byl (3.89)
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Por lo tanto,

flax +By) <af(x)+Bf(y) + h(x,y) (3.90)

En este punto, usando el Teorema 2.1 teniendo en cuenta que h(x,y) = —uaf ||x — y||2,
el cual es siempre un término negativo para x # y. Dado lo anterior, podemos concluir
que la desigualdad 3.79 se cumple estrictamente. O

3.5. Lecturas complementarias

En este capitulo, se caracterizaron los conjuntos convexos y las funciones convexas.
Estos generan problemas de optimizacién en donde se puede garantizar optimalidad
global. Igualmente, se asegura que el 6ptimo es unico en el caso de que la funcién
sea estrictamente convexa. Estos dos aspectos son fundamentales en problemas de
operacion de sistemas de potencia tales como el despacho econémico y el flujo de
carga 6ptimo. En el capitulo diez exploramos otras aplicaciones convexas en sistemas
de potencia. En cuanto al aspecto més teorico, se recomienda revisar [9] y sobre todo
[8]. Ademids, alli se presentan ejemplos que pueden ser utilidad practica. Un analisis
un poco mas tedrico puede encontrarse en [7] y [6]. Finalmente, se hace hincapié
en la importancia de una sélida fundamentacion en 4lgebra lineal; dos referencias
importantes son [10] y [2].

3.6. Ejercicios

1. Encontrar el dptimo del siguiente problema de optimizacién en R" usando
multiplicadores de Lagrange

1
min -xTHx
2 (3.91)
xTx=1
(Es este un problema de optimizaciéon convexa?, ;por qué ?

2. Determinar si las siguientes funciones f : R” — R son o no convexas. Usar las
propiedades de composicion dadas en la seccién 3.2.

f(x)=xTAx, con A >0 (3.92)
f(x) = exp((Bx + ¢)TA(Bx +¢)), con A > 0 (3.93)
f(x) =—=In((Bx + ¢)TA(Bx +¢)), con A >0 (3.94)

(3.95)

3. Demostrar la siguiente relacion entre la media aritmética y la media geométrica.
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Partir del hecho de que la funcién — In(x) es convexa y monotona.

n 1/ n 1
n
[1x" <2 X (3.96)
k=1 k=1
N
4. Mostrar que conjunto hiperbdlico Q = Jx € RN : ] x¢ > 1,x >0} es
k=1

convexo.

5. Sea f : R — R una funcién convexa, continua, diferenciable, mon6tonamente
creciente y biyectiva con inversa dada por una funcion g; es decir, que g(f(x)) =
x. Demuestre que bajo estas condiciones g es concava.

Nota: para demostrar no-convexidad, es suficiente con encontrar un par de puntos
que no cumplan con la definicion, es decir, buscar un contraejemplo. Sin embargo, para
demostrar convexidad, se requiere verificar que cualquier par de puntos cumple con la
definicion.



CAPITULO
CUATRO
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CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

En este capitulo, se presentan las condiciones de primer y segundo orden para
funciones convexas, continuas y diferenciables. Igualmente, se presenta el concepto de
sub-diferencial y su aplicacion a algunas funciones discontinuas.

4.1. Condiciones de primer orden

Teorema 4.1. Una funcién f : R” — R de clase €! (continua y diferenciable) es
convexa si y solo si

f) 2 f)+VfON(x—y) (4.1

para cualquier par de puntos x, y en el dominio de f.

DEMOSTRACION. Esta relacion debe funcionar en ambos sentidos, es decir, la
condicién 4.1 implica convexidad y, a su vez, si la funcién es convexa, entonces debe
cumplir con la condicién 4.1. Igualmente, es importante tener en cuenta que se cumple
para cualquier par de puntos arbitrarios, por lo que se pueden intercambiar los valores
de xyy,asi:

F@) 2 f)+ (VDT - x) (4.2)



Optimizacion convexa aplicaciones en operacion y dinamica de sistemas de potencia

O bien un nuevo punto z = ax + Sy con ., > 0,a + f = 1, como sigue

fX) 2 f(2)+ Vf(2)(x - z)
f® 2@+ Vf(2)-2)
Podemos multiplicar la primera expresién por « y la segunda por f sin modificar la

direccion de la desigualdad ya que, tanto o como 8 son positivas; por tanto, tenemos
que,

(4.3)

af(x)+Bf(y) 2 (a+p)f(z) + Vf(2)(ax —az + By — fz) (44)
Claramente, obtenemos la definicién de convexidad, teniendo en cuenta que el término
asociado al gradiente se hace 0 debido a que @ + § = 1. Con esto probamos que la
condicién 4.1 implica que la funcién es convexa. Ahora, debemos demostrar que una
funcién convexa implica 4.1. Partimos entonces de la definicion de convexidad

flex+A-0y) <tf)+ 1A -0Df ) (4.5)

con 0 < t < 1; ahora, reorganizamos la ecuacion de la siguiente forma:

f(y+t(x—ty))—f(y) < () - f) 46)
Luego, definimos una nueva variable v = x — y y una nueva funcién g como sigue:
g =fy+tx-y)=fy+1w) (4.7)

Notese que g es una funcién en una sola variable tal que, g(0) = f(y) y g(1) = f(x)y,
por lo tanto, podemos representar la ecuacion 4.6 de la siguiente forma:

$0=80, 1) < s (48)

Tomamos el limite cuando t — 0 lo cual resulta en la derivada de g, evaluada en 0. A
su vez, con esta y la regla de la cadena podemos obtener:

. g(t)—g(0)
lim £2282 = g10) = VA0 - 9) < S0 - FO) (49)
Dado lo anterior, la desigualdad 4.1 queda demostrada'. |

La FIGURA NRO. 4.1 muestra la relacién entre la desigualdad de Jensen y la
condicién dada por el teorema anterior para una funcion en R. Las desigualdad de
Jensen indica que los puntos sobre la recta a f(x;) + S f(x,) estan siempre por encima
de cualquier punto sobre la funcién f(y) paratodoy = ax; + fx,cona+p =1y
a, > 0. Sin embargo, podemos acercar los puntos x; — y y x, — ¥ de tal forma
que en el limite se obtiene una linea que esta por debajo de la funcién para cualquier
punto x. Esta linea (o hiperplano, para el caso mas general) se denomina hiperplano
de soporte. Notese que en una funcién convexa de tipo C! existe uno solo hiperplano
para cada punto en el dominio de la funcion.

INotese que, en este caso, usamos dos formas diferentes de la desigualdad de Jensen. Estas son f(tx + (1 —
Dy) <tf)+A-0)f»y flax + By) < af(x) + Bf(y) con a + B = 1. Ambas expresiones son
equivalentes; sin embargo, en algunos casos, es mucho mas facil usar una u otra. Debemos, por tanto,
aprender a usar ambas representaciones segun se requiera.
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FIGURA NRO. 4.1. Interpretacion geométrica de las condiciones dadas por el Teorema 4.1.

Corolario 4.1. Una funcién convexa cumple con la siguiente relacion:

(V)= VN (x—y) >0 (4.10)

DEMOSTRACION. Consideremos las condiciones de primer orden para un par de
puntos xyy

JO) 2 f)+ V)Y —x)

fG) 2 f)+ VIG)T(x—y)

Si se suman estas dos desigualdades, obtenemos la expresion 4.10. O

(4.11)

Este teorema, ademads, nos permite concluir lo siguiente [8]:

Corolario 4.2. Si f € ! es convexa y existe un punto ¥ € dom(f) con Vf(%) = 0
entonces X es el minimo global de la funcién f.

DEMOSTRACION. Solo basta notar que f(x) > f(%),Vx € dom(f)si Vf(X) = Oen
vista de la ecuacion 4.1. O

Esta condicion se cumple en problemas sin restricciones. Sin embargo, podemos
definir condiciones de primer orden en un problema con restricciones como se muestra
a continuacion:

Teorema 4.2. Consideremos un problema de optimizacion:
min {f(x), x € Q} (4.12)

en donde Q es un conjunto convexoy f : R" — R es convexa y diferenciable, entonces
X es un punto éptimo si y solo si

Vi@ (x—%) >0 (4.13)
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DEMOSTRACION. Debemos probar que 4.13 es una condicién necesaria y suficiente
para que X sea 6ptimo. Probar suficiencia es usualmente mas facil. Consideremos un
punto que cumpla con la condicién dada por 4.13 el cual, debido a la ecuacién 4.1, se
ajusta también lo siguiente:

fx) > f(X)+ VR (x - %)
F)=fE) 2 VfE)(x—-%)>0 (4.14)
~f(x) 2 f(%)

Lo anterior significa que cualquier punto x es mayor a X y, por tanto, X es un 6ptimo
global.

Ahora, para probar que la condicién es necesaria podemos usar un método de
reductio ad absurdum. Dicho esto, suponemos que existe un punto factible X que es
optimo global f(x) > f(X), pero que no cumple con la condicion 4.13; por tanto,
deberfa existir un punto x € Q, tal que V f(X)T(x — X) < 0. Como el espacio es convexo
entonces cualquier punto intermedio y = ax + (1 — a)X € Q. Ahora, definimos una
nueva funcion en una variable

gla) = flax+ (1 —a)x) = f(X + a(x — X)) (4.15)

Esta funcién se puede graficar como en la FIGURA NRO. 4.2. Veamos:

g(a)

Los puntos a > 0 son
factibles, por tanto,
existe un g(a) < g(0).

g(a)

g(0)<0

a

FIGURA NRO. 4.2. Representacién grdfica de g como funcién de .

Tomamos ahora la derivada y la evaluamos en o = 0
g'(@) = Vf(x +alx —%)(x - X)
g0) = f®(x-%) <0
La ultima desigualdad se obtiene de la suposiciéon de que el punto no cumple la

condicién 4.13, sin embargo, esto contradice la hipotesis de que se trata de un 6ptimo
global. La FIGURA NRO. 4.2 muestra mejor la situacion. Si g’(0) fuera negativa entonces

(4.16)
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existirian puntos x tales que g(a) < g(0) y, por tanto, g(0) = f(X) no podria ser el
optimo global. Esto contradice nuestra suposicion inicial.

O

El Teorema 4.2 tiene diferentes usos en los problemas de optimizacién convexa.
Por un lado, permite solucionar algunos relativamente sencillos usando argumentos
geométricos; por otro lado, nos permite identificar si una solucién dada es dptima.
Esta solucion es usualmente determinada mediante algoritmos que se acercan
continuamente a la solucién. Veamos algunos casos de aplicaciéon de este teorema.

Ejemplo 4.1. Consideremos el siguiente problema de optimizacion en donde f es una
funcién convexa de clase G2
min f(x)

Ax=b

Llamemos a %, el minimo de la funcién, entonces sabemos que f(x) > f(%), Vx € Q C
dom(f). Ahora, como la funcion es diferenciable, entonces sabemos que

VI (x—%) >0, Vx € Q (4.18)

(4.17)

en donde Q = {x: Ax =b}. Definimos el espacio nulo de A como N(A) =
{v: Av = 0}. (Ver FIGURA NRO. 4.3). El espacio nulo de A corresponde a mover Q

_ .- Q:espacio afin

VT

FIGURA NRO. 4.3. Representacion grdfica para el andlisis del ejemplo 1.

de tal forma que pase por cero, de donde se obtiene lo siguiente:
A(X +v)=b, conv € N(A) (4.19)
Asi, x = X+ v € Qy, por lo tanto,
Vf(®)Tv >0 (4.20)

Tanto v como —v pertenecen a NV'(A) entonces la Ginica forma de que se cumpla esta
condicion es mediante la igualdad; esto significa que el gradiente es perpendicular al
espacio nulo V(A), como se muestra a continuacion:

Vi)W =0 (4.21)
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Tomemos ahora un nuevo par de variables u y y con las cuales definimos el siguiente
espacio afin R = {(u,y) : u = ATy}. Es claro que u debe ser perpendicular a todos los
puntos v € N(A) ya que uTv = yTAv = 0 para cualquier punto y; por tanto, Vf(X)
se puede representar como un punto de R, es decir, existe un y tal que V(%) = ATy.
Como resultado, obtenemos las siguientes condiciones de optimalidad, a saber:

Vi(x)—ATy =0
JO) = Aly 4.22)
AX=b
La FIGURA NRO. 4.3 muestra la situacion de una forma maés clara. [ |

En el ejemplo anterior podemos llegar al mismo resultado usando el método de
multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, el Teorema 4.2 es mds general pues permite
identificar la solucién éptima en problemas con restricciones de desigualdad como se
muestra a continuacion.

Ejemplo 4.2. Consideremos el caso de un problema convexo con restricciones de
desigualdad

minf(x
f) (4.23)
x>0
Sabemos que V f(X)T(x — %) > 0lo cual, término a término, esta dado por
af(x) .
ax; (x;i—%)20
%20 (4.24)
% >0

En la primera condicién, podemos reconocer dos casos principales, a saber: %; > 0y
X; = 0. En el primer caso, dado que x; > 0y X; > 0, entonces el término x; — X; puede
ser positivo o negativo de acuerdo al valor de x;. Por tanto, la inica forma en que se
cumpla la condicion 4.24 cuando X; > 0 es que Vf(X;) = 0. Por otro lado, si X; = 0
entonces el término x; — X; es siempre positivo y, por consiguiente, es suficiente con
que Vf(X;) > 0. Estas dos condiciones se pueden resumir de la siguiente forma:

X.i >0—- Vf(fcl)zo

%205 V()20 (429

Dichas condiciones se pueden reescribir como se muestra a continuacion:

. 0f (%)
Xi—— =0
! 5xi
af(%) >0 (4.26)
axi -

% >0
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Si un punto cumple estas condiciones, podemos asegurar que se trata del dptimo global
del problema. Esto nos permite evaluar la optimalidad de un punto dado. Encontrar
dicho punto es otro problema que serd analizado en la seccién de algoritmos. [ |

Ejemplo 4.3. Consideremos ahora un problema de optimizacion de la forma

min f(x)

4.27
> a (4.27)

Este se puede reescribir como en el ejemplo anterior, realizando el siguiente cambio
de variable y = x — a. Notese que df /dy; = df/dx; y, por tanto, las condiciones de
optimalidad son la siguientes:
yi20

of

— >0

oy = (4.28)
of
L =0
Vi 3,

Usando las variables originales, dichas condiciones corresponden a:

xi—a>0
of
ax =0 (4.29)
af

(x; _a)a_y,- =0

4.2. Condiciones de segundo orden

Teorema 4.3. Si f : R"™ — R es una funcién convexa de clase C* (continua y
doblemente diferenciable) entonces, necesariamente,

Hs(x) =0 (4.30)
en donde Hy es la hessiana.
DEMOSTRACION. Definimos una nueva variable v = (y — x) y una funcién en una
variable g(t) = f(x + tv). De esta indole, tenemos que:

gt)=Vf(x+tv)v

g'(0) = Vf(x)Tv (4.31)
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Luego, dividimos por t2 > 0y en vista de la ecuacion 4.10, tenemos

(VS (x + 1) = Vf(x)To =

w >0 (4.32)

Asi, tomando el limite ¢ — 0 obtenemos que g”’(0) = 0T 7(x)v > 0 con lo que el
teorema queda demostrado. O

Lema 4.1. En una funcién fueremente convexa se tiene que
s n
}(f(x) > 51’ VxeR (4.33)

en donde Jy es la hessiana de f e I es la matriz identidad.

DEMOSTRACION. Como f es fuertemente convexa entonces sabemos que g(x) =
2 - -
f(x) = ullx]|” es también convexa, lo cual significa que

Fo(x) = Hy(x) - gl >0 (4.34)
O

Ejemplo 4.4. La funcion f(x,y) = x* + y? es convexa ya que la hessiana cumple con
la siguiente propiedad:

H(x,y) = ( (2) (2) ) >0 (4.35)
Ademds, es fuertemente convexa, ya que
2 0 1 0
H(x,y)—,uI:(O 2)—,11(0 1)>0 (4.36)
con2>pu>0. [ ]

4.3. Subgradientes

Las condiciones presentadas en el Teorema 4.1 pueden ser generalizadas en funciones
no diferenciables; para ello, necesitamos definir los conceptos de subgradiente y
subdiferencial.

Definicion 4.1. Subgradiente. Sea f : R" — R una funcién convexa entonces
decimos que un vector g es un subgradiente de f si

f) > f)+8g"(x—y) (4.37)
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Asi, el conjunto de todos los subgradientes de f se denomina subdiferencial de f y lo
denotamos como

of(x)={g e R" : f(x) 2 f(y) +gT(x —y),Vx,y € dom(f)} (4.38)

Enel casoen que f sea diferenciable, entonces el gradiente de f es un subgradiente.
No obstante, en el caso més general, existen varios vectores g que hacen las veces de
subgradiente de f, como se muestra en la FIGURA NRO. 4.4. En la figura de la izquierda,
la funcién es continuay, por tanto, g = V f(y). En la figura de la derecha, existen varias
pendientes g; y g,, que son subgradientes de la funcion en el punto y. El subdiferencial
es entonces un conjunto asociado a cada punto x y no una funcién.

FIGURA NRO. 4.4. Ejemplo de subgradiente en un puntoy.

Lema 4.2. Sea f una funcién convexa con subdiferecial 0 f. Entonces X minimiza f si

0€af(x).

DEMOSTRACION. Basta con notar que f(x) > f(y) en la ecuacién 4.37 cuando g = 0.
Esto significa que y es un 6ptimo globalsig € df = 0. O

Ejemplo 4.5. Consideremos el caso de la funcion f(x) = |x| que se muestra en la
FIGURA NRO. 4.5 cuyo subdiferencial esta dado por:

af(x) =g S[‘frll(’l‘]) o } (4.39)
e =j sign) x 20 } (@40

En este caso, el subdiferencial es un mapa que asigna un conjunto a cada punto y
este conjunto es un unico punto cuando la funcién es continua. Asi, en el punto xi,
el subdiferencial es un inico punto y es igual al gradiente, es decir, 3 f(x;) = {V f(x)}.
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fl) = x|

FIGURA NRO. 4.5. Ejemplo de subdiferencial asociado a la funcion f(x) = |x| en dos puntos x, y
X5

En el punto x,, el subdiferencial incluye a todos los puntos entre —1 y 1, es decir,
0f(x;) = {geR:-1<g<1}. Eneste caso, 0 € df(x,)y, por tanto, podemos
concluir que se trata de un 6ptimo global. [ |

Teorema 4.4. Sean Q4 y Qp dos conjuntos convexos no vacios y disyuntos, esto es
Q,4 N Qp = @. Entonces, existe un hiperplano que separa a los dos conjuntos Q4 y Qg.

Este teorema es intuitivo, como se muestra en la FIGURA NRO. 4.6. En el primer
caso, existe al menos un hiperplano que separa los dos conjuntos. En el segundo caso,
no existe forma de separar los conjuntos por un hiperplano, a pesar de que los conjuntos
son disyuntos. La idea general es que siempre podremos encontrar un hiperplano que
separa a dos conjuntos convexos y disjuntos, algo que no se puede asegurar en un par
de conjuntos no-convexos. La demostracion de este teorema se puede encontrar en [6]
péagina 133.

Teorema 4.5. Sea Q un conjunto convexo cuya frontera es denotada por 9Q.
Consideremos ahora un punto x, € 6Q. Entonces existe, por 1o menos, un hiperplano
que pasa por X, tal que todo el conjunto Q estd contenido en uno de los semiespacios
que divide el hiperplano.

Este teorema es consecuencia del Teorema 4.4, la intuicién del mismo se muestra
en la FIGURA NRO. 4.7.

Teorema 4.6. Dada una funcién f : R" — R convexa y un punto x, € dom(Q),
entonces existe al menos un sugradiente g en x.

DEMOSTRACION. El epigrafo de f dado por epi(f) = {(x,t) : f(x) <t} es un conjunto
convexo con frontera depi(f) = {(x,t): f(x) =t}. Asi, un punto en la frontera
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1
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, Hiperplano de separacion

1
1

FIGURA NRO. 4.6. Existencia de un hiperplano de separacion entre dos conjuntos convexos
disyuntos.

\ Hiperplano de soporte
\

FIGURA NRO. 4.7. Ejemplo de un hiperplano de soporte a un conjunto convexo  en un punto
X, € 0Q.

(xg, to) € depi(f) tiene un hiperplano de soporte definido como

t+glx<c

(4.41)
Este hiperplano existe debido al Teorema 4.5 (ver FIGURA NRO. 4.8). Ahora, en el punto
de frontera (xo, t), tenemos que

to+g8'xg=c

(4.42)
f(xo)+gTx =c
Por consiguiente, la expresion 4.41 toma la siguiente forma, a saber:
t<c—glx

fxX)<t<c—-g'x
J(x) < f(xo) +8Tx0 — gTx

(4.43)
de donde concluimos que g es un subgradiente de f en el punto x;.
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t+gTx<c _.
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-
-
-

pi(f) .. g ze

X
,f”’ (%9x0)
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FIGURA NRO. 4.8. Hiperplano de soporte del epigrafo de f como subgradiente de f.
4.4. Solucién de modelos en Python

Existen multiples herramientas para solucionar problemas de optimizacion convexa.
A lo largo de este libro, usaremos cvxpy, por tratarse de una herramienta libre. No
obstante, la teoria de optimizacion es general y los resultados obtenidos deben ser
iguales sin importar la herramienta utilizada.

Cvxpy es una herramienta libre de Python que permite escribir modelos de
optimizaciéon de una forma natural para, posteriormente, invocar a paquetes de
optimizacion matemaética tales como GUROBI o ECOS. La mayoria de estos paquetes
usan métodos basados en puntos interiores (ver capitulo dieciséis). El uso del paquete
es intuitivo. Por lo cual mostraremos su uso mediante un ejemplo simple.

Ejemplo 4.6. Solucionar el siguiente modelo de programacién cuadréitica usando
CVXPY.

min 3x? + 2y? + 522

x+y+z=1
x>0 (4.44)
y=0
z20
El cédigo en Python es el siguiente:
import cvxpy as cvx
X = cvx.Variable (1)
y = cvx.Variable (1)
z = cvx.Variable (1)
obj = cvx.Minimize (3*X**2+2+y*x*x2+5%2%%2)
res = [xtyt+tz == 1,
x>= 0,
y>=0,
z>=0]
prob = cvx.Problem(obj, res)
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prob.solve (verbose=True)

print ("Valor optimo", prob.value)
print ("Valor de x", x.value)
print ("Valor de y", y.value)
print ("Valor de z", z.value)

La implementacién consta de cinco etapas: primero se importa la libreria cvxpy
y se le asigna un nombre (en este caso, «cvx»); luego, se definen las variables de
decision; posteriormente, se define la funcion objetivo (ob )y las restricciones (res);
finalmente, se define el problema y se resuelve con el comando solve.

4.5. Lecturas complementarias

En este capitulo se presentaron las condiciones de optimalidad para funciones
convexas, continuas y diferenciables. Los conceptos son similares al caso presentado
en el capitulo uno. No obstante, los resultados presentados en este capitulo son
generales e incluyen el caso multivariado. El estudiante interesado puede referirse a
[8] para mas detalles y ejemplos. Igualmente, puede referirse a [9] para el analisis de
estas propiedades en el contexto de los algoritmos de optimizacion. Algunas de estas
propiedades serdn presentadas en la cuarta parte del libro.

4.6. Ejercicios

1. Comprobar que el punto ¥ = [1,1/2,—1] es el optimo del problema de

optimizacion
1
min-xTHx +cTx +r
2 (4.45)
-1 < X; < 1
con
13 12 -2 =22
H=| 12 17 6 c=| —14.5
-2 6 12 13
¢(Se trata de un problema convexo ? Justifique su respuesta.
2. Determinar el 6ptimo del siguiente problema de optimizacion, a saber:
mineT - x (4.46)
xT-H-x<1 '
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en donde ¢ # 0y H es una matriz simétrica definida positiva (por tanto, tiene
inversa y admite una factorizacion de Cholesky).

3. Usar el resultado del punto anterior para

62 10 -9 -17 -1
H= 10 103 8 101 o= 3
-9 8 48 -14 -3
-17 101 -14 130 4

Comprobar el resultado usando cvxpy o cualquier herramienta similar.

4. Determinar si las siguientes funciones son convexas. Usar el criterio de la

hessiana.
fx)=—=1In(x) + €* (4.47)
flx,y) = x*+y* +axy (4.48)
£(x) = —In(det(M(x))), con M(x) = ( I ) (4.49)
Xy —X1
flx,y)=In(e* +¢¥) (4.50)
1/n
fx) = (H xi) , X >0 (4.51)
flx,y)==xPyP, x>0,y>0,0<p<1 (4.52)

5. Graficar cada una de las siguientes funciones y calcular el subdiferencial, a saber:

f(x)=1x+5]| (4.53)
f(x) =sup{x? x +1} (4.54)

Determinar el 6ptimo usando dichos sub-diferenciales.



CAPITULO
CINCO
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DUALIDAD

Cualquier modelo de optimizacion matemdtica tiene asociado un modelo dual. Este
modelo estd estrechamente relacionado con los multiplicadores de Lagrange. Estos
permiten resolver un problema equivalente y determinar condiciones de optimalidad.
En este capitulo, estudiaremos dichas condiciones, llamadas de Karush-Kuhn-Tucker asi
como las condiciones de Slater, las cuales permiten garantizar optimalidad e igualdad
entre el primal y el dual.

5.1. Funcion dual

Consideremos el problema de optimizacion convexa

min f(x)
gi(x)=0 (5.1)
hj(x) <0

con f y h como funciones convexas y g como funciones afines; llamaremos a este
problema primal. Podemos asociar una funcion lagrangeana £, definida de la siguiente
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forma:

L0, A, 1) = F0) + D5 4igi(x) + ) wjhy(x) (5.2)
i J

en donde asumimos y; > 0. Ahora, en cualquier punto factible, se tiene que g;(x) =0
y, por tanto, tenemos lo siguiente:

L0, A1) = f)+ D pihi(x) (5.3)
J

puesto que h;(x) <0y y; > 0 tenemos que

£(x, 2, 1) < f(x) (54)

Lo anterior se cumple incluso para el 6ptimo X. Esto significa que £(X, 1, 1) es siempre
menor que el valor de la funcion objetivo para cualquier punto factible x.

Definicion 5.1. Funcion dual. Consideremos un problema de optimizacion convexa
dado por 5.1 y una funcién lagrangeana dada por 5.2. Entonces podemos definir una
nueva funcion llamada funcion dual de la siguiente forma:

WA, w) = inf {L(x, 4, u)} (5.5)

Notese que esta funcion depende solo de (4, ) y el infimo se esta tomando sobre x.
Por tanto, es claro que W(4, i) < f(X) < f(x), es decir, que el valor de la funcion dual
es siempre menor al valor del primal.

Lema 5.1. La funcion dual W es concava para cualquier tipo de funciones f, i, g.

DEMOSTRACION. Para que W sea cdncava entonces —W debe ser convexa. Por tanto,
solo debemos comprobar que la funcion —W cumple con la desigualdad de Jensen.
Tomamos los puntos (41, u71), (A, 4y), dos valores realesa > 0,3 > 0cona + 5 =1y
evaluamos la funcién en el segmento de recta resultante, asi':

=W(ad, + By, apy + By) = —iI;f {L(x, aldy + By, apy + Buz)}

= sup {—L(x, ad; + By, apy + Bur)}
X

(5.6)
< asup {=L(x, A1, 1)} + Bsup {—L(X, 1, u2)}
X X
= —aW(ly, 1) — BW(Ay, 1)
Con lo anterior queda demostrado que se trata de una funcién céncava. O

No hemos usado el hecho de que f, h y g son convexas y, por tanto, la funcién dual
es concava incluso en problemas no-convexos.

1Recordar que inf(4) = —sup(—A).
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Definicion 5.2. Dado el problema de optimizacion representado por 5.1 podemos
asociar el siguiente problema de optimizacién:

max W(4, 1)

5.7

430 (5.7)

en donde W estd dado por la ecuacioén 5.5. Al problema original lo llamamos primal
() y a este nuevo problema de optimizacién lo llamamos problema dual (D).

El problema dual puede ser de utilidad para resolver el problema primal como
veremos en la siguiente seccion. El problema dual es convexo, asi que cualquier
problema de optimizacién lo podemos convertir en uno de optimizaciéon convexa
usando la funcion dual. Sin embargo, no siempre la solucién del problema primal y
del problema dual son iguales. Ese es un detalle importante que estudiaremos en la
siguiente seccion; por ahora, veamos algunos ejemplos de problemas duales:

Ejemplo 5.1. Mostrar el dual del siguiente problema de optimizacién

minf(x) = x?

>3 (5.8)
definimos la funcién lagrangeana con u > 0, asi:
L0x, 1) = X2+ u3 —x) (5.9
Ahora bien, la funcion dual est4 dada por
W(u) = igf L(x,p) = iI;f X2+ u@3 - x)} (5.10)

Notese que x es irrestricto asi que podemos encontrar el infimo usando el criterio de la
primera derivada (aprovechamos el hecho de que W es convexa). Entonces tenemos lo
siguiente:

X = argmin L(x,u) = u/2 (5.11)

Conforme a lo anterior, W(u) = £(X, w), es decir:

W(w) = (1/2)° + u(3 = p1/2) = 3u— (2 /4, con u > 0 (5.12)

La FIGURA NRO. 5.1 muestra una comparacion entra los problemas primales y
duales. Alli, el minimo de 2 se presenta cuando x = 3y es igual a f(3) = 9, mientras
que el maximo de W se presenta en u = 6 > 0y es igualmente W(6) = 9. Esto
significa que el minimo del problema primal es igual al méximo del problema dual.
Esta cardcteristica es propia de algunos problemas de optimizacién convexa, pero no
es general, como veremos mds adelante. [ ]
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FIGURA NRO. 5.1. Comparacion entre el problema primal y dual para el ejemplo 1.

Ejemplo 5.2. Mostrar el dual del siguiente problema de optimizacion cuadrética:

minxTx

5.13
Ax=0b (513)

Procedemos de la misma forma que en el ejemplo anterior, definiendo el
lagrangeano y la funcion dual correspondiente

L(x,2) = xTx + AT(Ax — b)
W(A) = inf {xTx + AT(Ax — b)} (5.14)

Afortunadamente, £ es convexo asi que es ficil encontrar un valor minimo, del
siguiente modo:

X = argmin {xTx + AT(Ax - b)} = —%AT;{ (5.15)

Por tanto, el problema dual puede ser escrito de forma explicita, asi:
mix W) = _TI/IT(AAT)A —bTA (5.16)

En donde, evidentemente, W es una funcién concava y, por tanto, tiene un maximo
en el punto 1 = —2(AAT)"!b. [}

Ejemplo 5.3. Mostrar el problema dual para el siguiente problema de programacion
lineal:
mincTx
Ax=b>b (5.17)
x>0
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Formulamos la funcion dual, 1a cual tiene multiplicadores de Lagrange, asociados tanto
a las restricciones de igualdad como de desigualdad, a saber:

W, p) = inf {cTx +AT(b — Ax) + u'(—x)}

(5.18)
=inf {(cT —ATA — uT)x + ATb}
X

En este caso, W solo puede tomar dos valores: —oo 0 ATh. Desde luego, el segundo caso
es mas interesante, de este modo, el problema dual toma la siguiente forma:

min bTA
c—ATA—u=0 (5.19)
=0

Cabe mencionar que pueden existir diferentes formas del dual; sin embargo, bajo
ciertas condiciones que analizaremos en la siguiente seccién, el 6ptimo del problema
primal es igual al 6ptimo del problema dual. [ |

Ejemplo 5.4. Mostrar el dual del siguiente problema no convexo con H = HT > 0, a
saber:
min xTHx

5.20
xTx=1 (520)

A pesar que el problema primal es no-convexo, el dual si es un problema convexo dado
por

W) = inf {XTHx + (1 — xTx)} (5.21)

en donde el 6ptimo se produce en los puntos x que pertenecen al espacio nulo de H —AI
(I es 1a matriz identidad) de donde se deduce que necesariamente A = eig(H) ya que,
la restricciéon misma implica que x # 0. Es decir, la funcién dual esta definida sobre
puntos discretos (ver FIGURA NRO. 5.2). Este caso atipico deja ver los problemas a los
que nos enfrentamos cuando el espacio de soluciones es no-convexo.

Este ejemplo deja ver que el concepto de dualidad puede ser utilizado incluso en
funciones que no son convexas. Sin embargo, no se puede garantizar que el 6ptimo del
dual corresponda a la solucién del primal. Asi mismo, los ejemplos anteriores muestran
que en algunos casos el problema dual puede ser mas simple que el primal. Ahora, nos
interesa analizar las condiciones en las cuales el primal es igual al dual, y la relacion
que existe entre Py D.
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Curvas de nivel de X Hx

FIGURA NRO. 5.2. Diagrama esquemadtico del problema primal del ejemplo 5.4.

5.2. Relacion entre el primal y el dual

Lema 5.2. dualidad débil. Dado un punto factible del problema primal 2 y un punto
factible del problema dual D, se tiene que

WA, ) < f(x) (5.22)

DEMOSTRACION. La demostracion de este lema se obtiene directamente de las
consideraciones presentadas en la seccion anterior, especialmente, de la ecuacion 5.5
teniendo en cuenta que inf(f) < fyu > 0. O

La FIGURA NRO. 5.3 muestra la situacion de forma esquematica. El primal genera
un problema de minimizacién en el espacio de x, mientras que el dual genera un
problema de optimizacién en el espacio (4, u), de tal forma que cualquier valor factible
del dual es siempre inferior a cualquier valor factible del primal. De esta forma, el dual
se convierte en una cota inferior del problema. Nuestro objetivo es tratar de minimizar
el primal y maximizar el dual para que la diferencia entre uno y otro sea minima. El
criterio de dualidad débil nos garantiza esta diferencia. Sin embargo, nos gustaria saber
en qué condiciones podemos asegurar que el primal y el dual se tocan. Para ello, usamos
el criterio de dualidad fuerte, a saber:

Definicion 5.3. Decimos que un problema de optimizacién cumple con el criterio
fuerte de dualidad si el 6ptimo del problema primal es igual al ptimo del problema
dual.

Es importante destacar que los problemas de programacion lineal cumplen con el
criterio de la dualidad fuerte, pero no todos los problemas convexos cumplen con esta
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FIGURA NRO. 5.3. Relacion entre los problemas primales y duales.

condicién. Las consideraciones de dualidad débil, en cambio, se cumplen en todos los
problemas con primal factible.

Teorema 5.1. Condiciones de Slater. Un problema convexo con cota inferior finita
cumple con la condicién de dualidad fuerte si existe un punto en el interior relativo del
espacio de soluciones.

Proponemos un andlisis para problemas ad-hoc con una sola restriccién de
desigualdad. El lector interesado puede encontrar una demostracién mas general en
[8] y en [6]. Consideremos inicialmente el siguiente problema de optimizacion:

min f(x
J69) (5.23)
h(x) <0
con fy h funciones convexas. Nombramos p como la solucién 6ptima del problema
primal y d como la solucién éptima del problema dual; la condicién de dualidad débil
garantiza que d < p.

Ahora, definimos un conjunto V de la siguiente forma:

V={n.2): f(x) <z, h(x) <y} (5.24)

El conjunto V es convexo ya que estd formado por la interseccion de epigrafos de
conjuntos convexos. Ademads, podemos aumentar indefinidamente los valores de (y, z)
y estos puntos siguen perteneciendo a V. Es decir, si un punto (y,z) € V y tenemos
otro punto y’ > yyz' > z, entonces (y/,z') € V.

El punto (0, p) no pertenece al interior de V, ya que f(x) > p (i.e.,el punto p es un
optimo local). Es decir que (0, p) estd en la frontera o en el exterior de V. Puesto que V
es convexo, entonces existe un hiperplano de soporte que pasa por el punto (0, p). Este
hiperplano separa el espacio en dos subespacios I'y y I'y como se muestra en la FIGURA
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NRO. 5.4. La ecuacion del hiperplano se presenta a continuacion:

a'y+bT(z=p)=0 (5.25)

int(V)

FIGURA NRO. 5.4. Interpretacion grdfica del concepto de dualidad fuerte en un problema de
optimizacion convexa con una variable.

Todos los puntos que pertenecen a V estan por encima de este hiperplano, es decir:
a'y+b'z>b"p (5.26)
Note que a > 0y b > 0, pues si alguna de estas variables fuera negativa, entonces

podriamos aumentar indefinidamente valores de (y,z) hasta encontrar puntos que
violaran la inecuacién 5.26. Ademds, b # 0; esto se explica usando el siguiente
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razonamiento: si fuera cero entonces 5.26 se transformaria en a'y > 0; como
(h(x), f(x)) € V entonces tendriamos que a'h(x) > 0; sin embargo, existe al menos
un punto interior tal que h(x) < 0, el cual violaria esta restriccion. Por tanto, b > 0y
puede ser dividido en 5.26 sin modificar la relacién:

(a/b)Ty+z>p (5.27)

Ahora, definimos u = a/b, de manera que esta relacién se puede reescribir de la
siguiente forma:
u'y+z>p (5.28)

Esta inecuacion se cumple para todos los puntos (y,z) € V; en particular, se cumple
para (h(x), f(x)), es decir,

KTh(x) + f(x) > p (5.29)
Tomamos el infimo en x y luego el supremo en u para obtener el valor de la solucion
dual:

sup {inf;,tTh(x) + f(x)} =d>p (5.30)
u X

El criterio de dualidad débil indica que d < p. Por lo tanto, la tinica forma en que se
cumplan ambos resultados es que p = d, es decir, si se cumple el criterio de dualidad
fuerte.

En conclusion, podemos garantizar dualidad fuerte cuando se cumplen tres
condiciones, a saber:

= El primal debe ser convexo.
= Debe tener una solucion finita.

= El interior debe ser no vacio.

Cuando consideramos restricciones de igualdad entonces debemos garantizar
que el interior relativo sea no vacio. El interior relativo de un conjunto Q =
{Ax = b, h(x) < 0} esté definido de la siguiente forma:

intrel(Q) = {Ax = b, h(x) < 0} (5.31)

Podemos definir problemas duales en modelos no convexos; aunque, en ese caso, la
solucidén del problema dual puede ser diferente a la del primal, lo cual se evidencia en
la FIGURA NRO. 5.5. Nétese que no hay forma de separar el espacio en el punto p. La
condicién de dualidad débil puede seguirse cumpliendo. Finalmente, si el problema es
convexo pero el interior relativo es vacio entonces la solucién del problema dual puede
ser infinita (lo cual significa que el hiperplano de soporte puede ser vertical).

Ejemplo 5.5. Consideremos el siguiente ejemplo:
min f(x) = (x — 1)

5.32
<0 (5.32)
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W(n)e

FIGURA NRO. 5.5. Interpretacion grdfica del concepto de dualidad en un problema de
optimizacién no convexo.

El espacio de soluciones de este problema es convexo pero su interior es vacio ya que
el espacio mismo es solo un punto; esto es, Q = {0}, Q = {0} e int(Q) = vacio. La
solucién del problema primal es x = 0, f(x) = 1 = p mientras que el problema dual
esta dado por

L0x, 1) = (x = 1)? + ux? (5.33)

W) = % (5.34)

Por lo anterior, u puede crecer indefinidamente, es decir,
u=argmax {W(u) : u>0}=oc0 (5.35)

Aunque el valor de la funcién objetivo W(u) — 1, podemos ver que esto se cumple
cuando u — oo. En otras palabras, este problema no cumple con las condiciones de
Slatery, a pesar de ello, la solucién del problema primal es igual a la del problema dual.
Esto se debe a que el teorema brinda condiciones suficientes pero no necesarias. [l

Ejemplo 5.6. Consideremos el siguiente problema de optimizacion, a saber:

min e™

5.36
2/y <0 (5.36)
Este se encuentra definido en el dominio M = {(x,y) : y > 0}. El espacio de soluciones
de este problema corresponde a x = 0y y > 0 por lo que el 6ptimoes p = e® = 1. La
funcion lagrangeana esta dada por

2
L0y, ) =€ + u"; (5.37)
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Tomamos el infimo de £ en M con el objetivo de encontrar la funcion dual; para
ello, primero tomamos el limite cuando y — oo y, luego, cuando x — o0, de donde
obtenemos lo siguiente:

W(u) = igg L(x,y,u)=0 (5.38)

Dado lo anterior, el 6ptimo de la funcién dual es d = 0. En este caso, el 6ptimo del
problema dual es diferente a aquel del problema primal. Esto se debe a que, en cada
caso, el espacio de soluciones tiene un interior relativo vacio. No obstante, la condicién
de dualidad débil se sigue cumpliendo d < p [ |

Estos ejemplos son casos atipicos, ya que la mayoria de problemas practicos
cumplen con las condiciones de Slater, por lo que podremos asegurar que se cumple
el criterio de dualidad fuerte.

5.3. Condiciones de KKT

Las condiciones de optimalidad de primer orden sobre el problema primal 2 y
sobre el problema dual 2 dan condiciones suficientes para garantizar la optimalidad.
Estas condiciones se denominan de Karush-Kuhn-Tucker o KKT en honor de los
matematicos William Karush, Harold W. Kuhn y Albert W. Tucker, quienes plantearon
estas condiciones a mediados del siglo pasado. Estas condiciones son las siguientes:

s FACTIBILIDAD DEL PRIMAL:

g(x¥)=0 (5.39)
hj(x) <0 (5.40)
= FACTIBILIDAD DEL DUAL:
;>0 (5.41)
= OPTIMALIDAD DE LA FUNCION DUAL:
of . .08 . _ 0h
I + dlag(/l)a + dlag(,u)a =0 (5.42)

= CONDICIONES DE COMPLEMENTARIEDAD:
diag(f)h(X) =0 (5.43)
Las primeras tres condiciones son evidentes, asi que analizaremos con mds detalle las

condiciones de complementariedad. En primera instancia, asumimos que el problema
cumple con el teorema de Slater y, por tanto, el primal es igual al dual, esto es:

f(x) = imf{f(x) + ATg(x) + uTh(x)} (5.44)
< f(X) + ATg(%) + uTh(x) (5.45)
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Asi, si cancelamos f(%) a ambos lados de la desigualdad, notamos que g(x) = 0 debido
a la factibilidad del primal. Por ende, tenemos que 0 < uTh(X). Sin embargo, como
h(%) < 0y u > 0 entonces la tnica posibilidad es que u;h;(x) = 0. Esto significa que
la variable dual es 0 cuando la restriccion no esta activa y viceversa.

5.3.1. Interpretacion mecanica de las condiciones KKT

Los multiplicadores de Lagrange tienen su origen en la formulacién anadlitica de
la mécanica de Newton. Consideremos una particula que se mueve bajo la accion
de un campo conservativo ¢(x,y,z) — por ejemplo, el campo eléctrico o el campo
gravitacional—; la fuerza desarollada serd proporcional al gradiente de este campo,
como se muestra a continuacion:

dv
mos =-V¢ (5.46)

Alli, m es la masa de la particula y v, su velocidad. De esta expresion resulta claro que
un equilibrio se produce cuando —V¢ = 0. Esto corresponde a un minimo 0 un maximo
del campo ¢ (la estabilidad del equilibrio también puede ser analizada con este tipo de
criterio como se mostrara en el capitulo once). Por lo cual, el punto de equilibrio estara
caracterizado como (x,y,z) = argmin ¢(x, y, z). La utilidad de esta consideracion se
presenta cuando se tienen restricciones fisicas sobre el sistema mecénico.

Ejemplo 5.7. Consideremos una masa que se mueve sobre un plano inclinado sin
friccion, como se muestra en la FIGURA NRO. 5.6. Por facilidad, suponemos una masa
m = 1y una aceleracion de la gravedad g = 10 —omitimos las unidades por ser
evidentes—; por tanto, el campo gravitacional estaria dado por ¢(x, y, z) = 10y. Desde
luego, este campo no tiene limite inferior, lo que significa que la masa seguird cayendo
indefinidamente si no hay algin elemento que lo detenga. En el ejemplo de la figura,
estos elementos estdn dados por el plano inclinado x = y y por el plano vertical x = 8;
por ende, el equilibrio puede ser totalmente determinado por el siguiente problema de
optimizacion, a saber:

min 10y

x—y=0 (5.47)

8§—x<0
Usando las condiciones de KKT, obtenemos lo siguiente:

O+A—u=0
10-1=0
>0

s (5.48)
x—y=0
8§—-x<0
u@B—-x)=0
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v«

-Vf=10

FIGURA NRO. 5.6. Ejemplo de un sistema con una masa sobre un plano inclinado.

De lo anterior, se obtiene un tnico equilibrio dado por x = 8,y = 8,4 = 10y u = 10.
Los multiplicadores de Lagrange A y u indican, en este caso, las fuerzas normales que
ejercen los planos sobre la masa. [ |

5.4. Analisis de sensibilidad

La formulacién dual tiene una interpretacion asociada con el analisis de sensibilidad
del problema primal tal y como se mostr6 en la interpretacion econémica de los
multiplicadores de Lagrange. Consideremos el siguiente problema de optimizacién con
una Unica restriccion de igualdad y una restriccion de desigualdad, a saber:

minf(x)
gx)=a (5.49)
h(x)<b

cuyo lagrangeano es

L(x, 4, 1) = f(x) + A(g(x) — a) + u(h(x) — b) (5.50)

Deseamos saber el efecto sobre las variables de decision en relaciéon con el aumento
o disminucién de los vectores a y b; para ello, analizamos el problema con una
perturbacion

minf(x)
gx)=a+Aa (5.51)
h(x) <b+Ab

cuyo lagrangeano es el siguiente:

Ln(x, 4, 1) = f(x) + 2(g(x) — a — Aa) + u(h(x) — b — Ab)

5.52
= L(x, A, u) — AAa — uAb (5:52)
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Asi, la nueva funcion dual Wy, estara dada por:
Wy(4, u) = W(A, u) — AAa — uAb (5.53)

Esto significa que, para Ab = 0y Aa # 0, se tiene:

Wy —W
A=— Aa (5.54)
Y, para Ab # 0y Aa = 0, se tiene que
Wy —W
=- 5.55
K b (5.55)

Conforme a lo anterior, los factores 1 y ¢ indican en cuanto cambia la funcién objetivo
respecto a un cambio en las restricciones.

Ejemplo 5.8. Cvxpy permite obtener las variables duales del problema de una forma
directa. Consideremos el siguiente problema de optimizacion cuyos valores 6ptimo son
x =10y y = 5, veamos:
min 8x + 7y?

x> 10 (5.56)

y25
El resultado de las variables duales son 8 y 70. Esto significa que si la restriccion no
fuera x > 10 sino x = 11, la funcién objetivo aumentaria en aproximadamente 8

unidades. Este valor no es preciso porque se trata de una aproximacion de la derivada
en la vecindad del punto 6ptimo. En el ejemplo, la funcion objetivo pasa de 255 a 263.

La implementacién en Python es la siguiente?:

import cvxpy as cvx

X = cvx.Variable (1
y = cvx.Variable (1
obj = cvx.Minimize
res = [x>=10, y>=5
prob = cvx.Problem(obj, res)
prob.solve (verbose=False)

)i
)i
(8%x+Txy*x2)
]

print ("Valor optimo", prob.value)
print (x.value, y.value)
print ("duales", res[0].dual_value, res[l].dual_value)

2Se invita al lector a experimentar con otros problemas de optimizaci6n.
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Lecturas complementarias

En este capitulo se present6d brevemente el concepto de dualidad en problemas de
optimizacion convexa. Dicho concepto es clave para entender las condiciones KKT,
las cuales se cumplen cuando el interior relativo de cada problema es no-vacio,
(condiciones de Slater). Algunos detalles tedricos sobre dualidad pueden encontrarse
en [6] yen [8].

5.6.

Ejercicios

. Considere el siguiente problema de optimizacion:

’ )
minf(x) = x*+1 (5.57)
gx)=(x-2)(x-4)<0
Mostrar el conjunto de soluciones factibles y el 6ptimo del problema. Graficar la
funcién objetivo f vs x. Sobre la misma grafica, mostrar el lagrangeano £(x, 1)
para diferentes valores de u (por ejemplo, © = 1y u = 5, u = 10). Verificar
que se cumplen las condiciones de dualidad débil p* > inf . (£(x, 1)). Plantear el
problema dual y resolverlo. Analizar si se cumplen las condiciones de dualidad
fuerte.

. Resolver el siguiente problema de optimizacién usando tanto la formulacién

primal como la dual. Graficar el espacio de soluciones y mostrar la solucién
optima.
minf(x) =x+y

5.58
gx)=x*+y*<1 (5.58)

. Determinar las condiciones para que el interior de la interseccion de m elipsoides

dado por

1
Ei =3Xx EXTHZ'X + bix +¢ < 0} (559)

sea no-vacio. Usar el problema dual.

. Considere el problema de despacho econdémico presentado en el ejemplo 3.7

(capitulo tres). Determinar el dual de este problema. Analizar los casos en que
Dk = Pmax> Pk = Pmin Y Pmin < Pk < Pmax-

. Considere el siguiente problema de optimizacion:

min x? + y?
(x-12+@y-1*<1 (5.60)
x-1*+@+1)7*<1
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Graficar la regién factible y las curvas de nivel asociadas a la funcion objetivo.
Resolver el problema graficamente. Plantear el problema dual y resolverlo
graficamente. Determinar si cumple las condiciones de Slater y las condiciones
KKT.
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OPTIMIZACION CONICA

En este capitulo, estudiamos los problemas de optimizacién cuyo espacio de solucion
puede ser representado como un cono convexo; en particular, el cono de las matrices
semidefinidas positivas y el cono de segundo orden. Presentamos igualmente las
formulaciones duales a cada uno de estos problemas.

6.1. Conos convexos

En el capitulo tres se presentd una definicion general de conos convexos. En términos
simples, un cono es un conjunto C, tal que si x € C entonces ax € C. En nuestro
campo, existen tres conos de particular interés, a saber:

Cp,={x €R" : Ax = b,x > 0} (6.1)
Csoc ={x € R" : [|[Ax + b|| < c* + d} (6.2)
Copp = {X € R™" : X > 0} (6.3)

El primero corresponde al problema clasico de programacién lineal, mientras que el
segundo genera los problemas de optimizacion conica de segundo orden y el tercero
corresponde a los problemas de programacion semidefinida. Todos estos conos son
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Convexo

SDP
SOCp

QCQP QP
LP

FIGURA NRO. 6.1. Jerarquia de algunos problemas de optimizacién convexa: programacion
semidefinida (SDP), programacion cénica de segundo orden (SOCP), programacion cuadrdtica
(QP), programacion cuadrdtica con restricciones cuadrdticas (QCQP), programacion lineal (LP).

convexos y por tanto los problemas resultantes son de optimizacién convexa. El cono
Cpr ya fue estudiado en el capitulo dos, asi que nos centraremos en los dos ultimos.
De ahora en adelante, usaremos las siglas en inglés asociadas a cada uno de estos
problemas, es decir, SOC para second order cone optimization y SDP para semidefinite
programming.

Existe una jerarquia asociada a los problemas de optimizacién cénica, como se
muestra en la FIGURA NRO. 6.1. Los problemas de programacion lineal y programacion
cuadratica se pueden representar como SOC y estos, a su vez, se pueden representar
como SDP. Sin embargo, como veremos mas adelante, los algoritmos de solucion
asociados a los problemas SOC suelen ser mas eficientes que los asociados a SDP, a pesar
de que en muchos casos los problemas sean equivalentes. Esto significa que el modelo
puede afectar la velocidad de calculo de los algoritmos y, por ello, se hace relevante
identificar las ventajas y desventajas de cada representacion.

6.2. Programacion semidefinida

Estamos interesados en solucionar problemas con la siguiente estructura:

min tr(CX)
AX =B (6.4)
X>0
Este problema luce muy diferente a los problemas convexos que hemos estudiando
hasta ahora. Primero, las variables de decision X € R™" son ahora matrices y

no vectores, aunque R"™ " es ciertamente un espacio lineal sobre el que podemos
representar el problema de optimizacion; segundo, la funcién objetivo es la traza de
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un producto matricial; y tercero, aparece una restriccion del tipo X > 0 la cual indica
que la matriz debe ser semidefinida positiva. Nétese que el simbolo es diferente al de
una desigualdad.

Antes de explorar las propiedades matemadticas de los problemas de optimizaciéon
semidefinida, debemos recordar algunos conceptos de algebra lineal, asociados a
la traza y al determinante. Posteriormente, estudiaremos el cono de las matrices
semidefinidas con lo que estaremos preparados para mostrar que este problema
es convexo. Finalmente, mostraremos la formulacién dual y las condiciones de
optimalidad. Se recomienda al estudiante revisar las definiciones de los capitulos uno
y dos.

6.2.1. Latraza, el determinante y el complemento de Shur

Definicion 6.1. Dada una matriz cuadrada, definimos la traza como una funcién lineal
tr : R™" - R, la cual asigna un escalar que se obtiene de sumar los elementos de la
diagonal, es decir,

tr(A) =apn taxp+..a, (65)

La traza tiene muchas propiedades utiles, algunas de las cuales se enumeran a
continuacién’:

= tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

s tr(aA) = atr(A).

n tr(A) = tr(AT).

= tr(ATB) = tr(ABT).

= tr(AB) = tr(BA) pero en general, tr(AB) # tr(A) tr(B).

= si A > 0y B > 0entonces tr(AB) > 0.

n xTHx = tr(HxxT).

= tr(H) = ) A; en donde 4; son los egienvalores de H.

Otra funcién que usaremos es el determinante, el cual ya conocemos de los cursos
de algebra lineal.

Definicion 6.2. Determinante. El determinantes de una matriz A es una funcion
que toma los n vectores columna (o fila) que forman la matriz y regresa un escalar
det(A) = det([d,, ds, ..., d,,]) con las siguientes propiedades:

1Se invita al lector a demostrar cada una de estas propiedades usando la definicién de traza y las propiedades
del dlgebra de matrices.
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= MULTILINEARIDAD: es lineal con respecto a una columna determinada.

det([dy, .. G; + by, . Gp]) = det([@y, o, @, oo Gy ) + det([@y, o By, o B ])

= - - - > - (66)
det([ay,...aq;, ... a,]) = a - det([ay, ... a;, ... a,])

= ANTISIMETR{A: intercambiar la posicién de dos vectores, cambia el signo del
resultado.

det(A) = det([dy, Gy, .., Gy ]) = — det([@y, By, o, Bn]) 6.7)

= NORMALIZACION: el determinante de la identidad es 1.

det(l) =1 (6.8)

Una de las propiedades sorprendentes de esta funcién es que es unica. La
demostracion de este resultado puede ser estudiada en [2] pagina 632. Otras
propiedades adicionales son las siguientes:

= Una matriz es invertible si su determinante es diferente de 0.
s det(AB) = det(A) det(B); pero en general, det(A + B) # det(A) + det(B).

v det(AT) = det(A).

= Si una matriz es triangular entonces el determinante es el producto de los
elementos de la diagonal.

» Si una matriz es invertible entonces det(A™1) = 1/ det(A).
» El determinante es invariante frente a un cambio de base det(A) = det(P~1AP).
» det(A) = [] 4; en donde 4 = eig(A).

El determinante est4, a su vez, relacionado con las permutaciones de los vectores a; que
forman la matriz A, asi:

det(4) = Y sgn(0) [ [(0(@))ue (6.9)
i k

De otro lado, el determinante permite medir volimenes en R" (hipervolumenes). Si
T : R" - R", una transformacién lineal dada por la matriz H, entonces

Vol, T(A) = | det(H)| Vol,,(A) (6.10)

Ejemplo 6.1. Una forma cuadratica xTHx con H > 0 puede tener multiples
interpretaciones; en particular, puede generar un elipsoide £ = {x € R" : xTHx < 1}.
Puesto que H es semidefinida positiva, podemos hacer una factorizacion de Cholesky
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D, .
N

Vol(B) = 712 Vol(&) = n1%det(M™1)

FIGURA NRO. 6.2. Uso del determinante para calcular el volumen de un elipsoide visto como una
transformacion lineal de una bola unitaria.

(H = MTM) que nos permite definir la transformacién lineal y = Cx, la cual
transforma el elipsoide como sigue: B = {y € R" : yTy <1}. Notese que este
corresponde a una bola unitaria sobre la cual podemos calcular el drea o el volumen. El
determinante nos permite extender este resultado sobre el elipsoide como se muestra
en la FIGURA NRO. 6.2.

Definicion 6.3. Complemento de Shur. Dada una matriz cuadrada representada en

bloques como la siguiente:
A B
M= ( B C ) (6.11)

decimos que el complemento de Shur de M con respecto C o A, denotados por M/C'y
M /A, respectivamente

M/C =A-BC BT (6.12)
M/A=C-BA™'B (6.13)

Una de las caracteristicas mas importantes del complemento de Shur es que M > 0
siM/C>0conC >0,0M/A>0conA >0.

6.2.2. El cono de las matrices semidefinidas

Lema 6.1. Decimos que un problema es de optimizacién semidefinida o SDP si
puede ser representado como en la ecuacién 6.4. Los problemas de programacion
semidefinida son convexos.

DEMOSTRACION. Noétese que la funcién objetivo en 6.4 es lineal debido a que C es una
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matriz constante, mientras que la primera restriccion define un espacio afin. De esta
indole, solo basta demostrar que el conjunto definido por

Q={XeR™ : X >0} (6.14)

es convexo. Para ello, tomamos dos matrices diferentes X, Y € Q y notamos que aX +
BY > 0; 1a definicién de matriz semidefinida nos puede ser util en este Gltmo punto, a
saber:

ulXu>0,a>0 = ul(aX)u>0 (6.15)
ulYu>0, >0 = ul(fY)u>0 (6.16)
sul(aX +BY)u >0, Vu e R" (6.17)

Con lo anterior, podemos concluir que los problemas de programacién semidefinida
Son convexos. O

El espacio de soluciones de los problemas de optimizacion semidefinida forman un
cono convexo?. Esto se debe a que aX > 0, Va > 0 [11].

Ejemplo 6.2. Los problemas de programacion lineal son un caso particular de SDP; por
ejemplo, consideremos el siguiente problema:
min cTx
Ax=b (6.18)
x>0
Si a; corresponde a la fila i de la matriz A, entonces la restricciéon afin se puede
reescribir como aiTx = b; de donde definimos las siguientes variables: B; = diag(a;)
y X = diag(x), C = diag(c). Notese que X es una matriz cuadrada mietras que x es un
vector columna. Entonces, el problema de optimizacién se puede escribir como:
min tr(CX)
tr(BiX ) = bi
Xi J = O,Vl 36 J
X>0

(6.19)

Evidentemente, este es un problema de optimizacion semidefinida. El conjunto de
soluciones factibles en un problema de programacion lineal es un politope mientras
que en un problema de SDP es un objeto geométrico mas general (aunque convexo)
llamado espectraedro. [ |

Ejemplo 6.3. Algunas restricciones convexas pueden ser reescritas como un
espectraedro, por ejemplo, consideremos la siguiente restriccion cuadratica:

x?4+y?<1 (6.20)

2Recordar la definicién del capitulo dos.
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Esta se puede reescribir usando el complemento de Shur, como:

1+x y
(142, ) oo

conl+x>0,1—x2>0. ||

Ejemplo 6.4. Consideremos ahora un ejemplo de un problema no-convexo que puede
ser representado usando SDP, a saber:

(cTx)?

dix (6.22)
Ax+b>0

min

Noétese que el modelo anterior no corresponde a un problema de programacion lineal
fraccional. Ahora, representamos la funcién objetivo en funcion del epigrafo

min ¢
(cTx)?

dix ~
Ax+b>0

(6.23)

Luego, hacemos algunos cambios sobre la primera restriccion de la siguiente forma:

(cTx)?
dix —
(cTx)> —t(dTx) <0, condTx #0 (6.24)

dx cTx -0
c’x t

En el altimo paso usamos el complemento de Shur para convertir la desigualdad en
una desigualdad matricial. Finalmente, la restriccion lineal se puede reescribir como
una desigualdad matricial usando el mismo método del ejemplo anterior, asi el modelo
toma la siguiente forma equivalente:

min ¢
0 t c'x |>0
0 clx dix
Desde luego, este es un problema SDP. [ |

Ejemplo 6.5. Los problemas SDP pueden ser facilmente solucionados usando CVXPY.
Consideremos el siguiente problema cuyo valor 6ptimo es, evidentemente, X = 0, a
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saber:
min tr(X)

6.26
X >0 (6.26)

La implementacion en Python es intuitiva:

import cvxpy as cvx
import numpy as np

X = cvx.Variable((2,2),symmetric = True)
obj = cvx.Minimize (cvx.trace (X))

res [X >> 0]

prob = cvx.Problem(obj, res)

prob.solve (verbose=False)

print ("Valor optimo", np.round(prob.value))
print (np.round(X.value))

La principal diferencia con respecto a los ejemplos anteriores en cvxpy estd en la
defincién de la matriz simétrica y semidefinida. [ |

6.2.3. Dualidad en problemas SDP

Consideremos el siguiente problema de optimizacion semidefinida:

min tr(CX)
tr(A;X) = b; (6.27)
X>0

Definimos un lagrangeano dado por

£(x,2,Y) = tr(CX) + Y, zi(b; — tr(A;X)) — tr(YX) (6.28)

Alli, Y es una matriz cuadrada semidefinida positiva, esto es Y > 0y z es un vector
columna. Procedamos ahora a definir la funcién dual

W(z,Y) = inf £L(x,2,Y) (6.29)

Para que este infimo exista, se necesita que

tr(CX) = ) z; tr(AX) — tr(YX) = 0
tr(CX — Y, zAX - YX) =0 (6.30)

L) ZiA+Y =C
i

107



Alejandro Garcés Ruiz

Recordemos que la traza es distributiva con respecto a la suma; por tanto, el problema
dual toma la siguiente forma:

max bTz
Y+ 24 =C (6.31)
Y>>0
Tal y como en los demés problemas de optimizaciéon convexa, se cumple la relacion
de dualidad debil (dual < primal)y la relacién de dualidad fuerte de acuerdo a las

condiciones de Slater. Esto significa que debe existir un punto interior relativo tanto en
el problema primal como en el problema dual.

6.3. Programacion cénica de segundo orden SOC

Los problemas conicos de segundo orden o second order cone optimization (SOC) son
aquellos que se pueden representar de la siguiente forma:

min cTx
T
lAix + bill < a;x +B;
en donde ||-|| es la norma-2, A; son matrices reales; c, b;,a; son vectores y 8; son
escalares. Ahora, definamos una nueva variable u; = A;x + b; para generar el siguiente
problema convexo equivalente
min cTx
lluill < afx + B; (6.32)
u; = Aix + bi

Ejemplo 6.6. Los problemas de programacion lineal pueden ser representados como
problemas SOC. De aqui se concluye que los PL son solo un caso particular de SOC.
Solo basta hacer A; = 0 en la restricciéon SOC de la ecuacién 6.32. [ |

Ejemplo 6.7. Los problemas de optimizacién cuadratica (QP) y optimizacion
cuadratica con restricciones cuadraticas (QCQP) también se pueden representar como
SOC. Consideremos el caso mas general

min xTPyx +2q'x + 7
e T (6.33)
xTPix +2¢;x +r; <0

en donde Py y P; son simétricas y semidefinidas; por tanto, tienen factorizacion de
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Cholesky? permitiendo la siguiente representacion:

1/2

i

“12 )2

1/2
X+P, g /

i

=xTPx +2q/x +q/P]'g;

x+P e x4 P

I -

%) (6.34)

Asi, el problema de programacién cuadratica con restricciones cuadraticas toma la
siguiente forma equivalente

min ¢

o/ + Py g | <1 (635)

1/2 -1/2 _
“PI/ X+Pi / q S(qlTPl 1qi_ri)l/2

i

Los problemas de programacion cuadratica (con restricciones lineales) son solo un caso
particular con P; = 0. [ |

Ejemplo 6.8. Algunos problemas de optimizacién semidefinida se pueden reescribir
como SOC. Consideremos la siguiente restriccion

( i ”t‘ )zo (6.36)

uT
Ahora, podemos generar una restriccion SOC usando el complemento de Shur, a saber:
flull <t (6.37)

Los algoritmos de solucién de problemas SOC suelen ser mas eficientes que los de SDP;
por tanto, es deseable reformular los problemas como SOC. Sin embargo, no todos los
problemas SDP son SOC-representables. [ |

Ejemplo 6.9. Las restricciones hiperbdlicas también pueden ser representadas como
SOC, veamos:
xy > wlw

x>0 (6.38)
y>0

en donde w es un vector y x y y son escalares. Esta restriccion equivale a lo siguiente:

=

3Dada una matriz P definimos P'/2 a la matriz que se genera de la factorizacion de Cholesky, de tal forma
que P = (P'/2)1(P1/2). Igualmente, definimos P~/2 = ((P/2)~1)T de tal forma que (P~/2)T(P/2) = I.

<x+y (6.39)
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A continuacion, presentamos el procedimiento paso a paso:

T
[ ) (2 e

4wTw + (x —y)? < (x +y)?

4wTw + x? - 2x 2 < x? 2 (640
y+y - <x“+2xy+y
4wTw < 4xy
wlw < xy
|

Ejemplo 6.10. Una forma comun de convexificar las restricciones de la forma z = xy
es usar RLT (reformulation-linearisation) el cual es simplemente un estimador lineal
que contiene la restriccion, por ejemplo,

=xy
<1 (6.41)
<ys<l
Esta se suele relajar como
z2>0
x<z
<z (6.42)
z2x+y—-1

De esta forma, se expresa una aproximacion lineal que puede funcionar en muchos
casos; sin embargo, la aproximacion SOC presentada en el ejemplo anterior conserva
parte de la no-linealidad del modelo y, por tanto, puede ser mds precisa. [ |

Ejemplo 6.11. Podemos solucionar problemas SOC usando CVX. Consideremos el
siguiente problema de optimizacion

min 2+ )" x;

6.43
lIxll <t ©49

Su implementacién en Python corresponde a:

import numpy as np

x = cvx.Variable (10)

t = cvx.Variable (

obj = cvx.Minimize (cvx.sum(x)+t*x2)
res = [cvx.norm(x) <= t]

prob = cvx.Problem(obj, res)
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prob.solve (verbose=False)

print ("Valor optimo", prob.value)
print (x.value, t.value)

Aunque otras librerias como numpy tienen funciones para extraer la norma de un
vector, es siempre recomendable usar las funciones asociadas a la libreria de cvxpy
para definir las restricciones del problema.

6.3.1. Dualidad en problemas SOC

Dado un problema primal como en la ecuacién 6.32 podemos calcular la funcién dual
correspondiente

L0 u,y,2) =cTx + ) yi(|lug - alx — ) + 2] (u; — Aix — by) (6.44)
i
W(y,z) =inf L(x,u,y,z) (6.45)
X,u
en donde z; son vectores asociados a las variables duales de la restriccion de igualdad

y y; > 0 son escalares asociados a la restriccion SOC. Podemos calcular facilmente el
infimo aprovechando que el problema es separable, como se muestra a continuacion:

inf £L(x,u,y,z) =— Zﬁiyi - biTzi +inf £ +inf £ (6.46)
xX,u i X u
con

ir;fﬁ = ir;f {(c - zi:yiai —Al.Tzi)Tx} =0eoc— Zi)yiai —Al.Tzi =0

(6.47)
if;f*c = irl}f EZY:’ lluwill + Zluig = Zi{}f{)’i lluwsl | + ZiT“i}
i i M
La segunda ecuacion la podemos reescribir de la siguiente forma:
, 1
y; inf {||ul-|| + —zgui} (6.48)
u; Yi

en donde y; es un escalar y z; es un vector. Si definimos un nuevo vector m; = 1/y;z;
tenemos lo siguiente:
igf{nuill +mu} (6.49)
i
Notese que miTui corresponde al producto punto entre los vectores u; y m;. Este
producto se puede representar en funcion del dngulo que se forma entre los vectores,
asi:
lugll + mw; = [ul + cos(®) llml| llul (6.50)
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El infimo de esta expresion se obtiene cuando 6 = 7y ||m]| < 1 lo cual, a su vez,
implica lo siguiente:

lImyll <1
1
—llzill <1 (6.51)
Yi
lzill < yi
Por tanto, podemos generar el siguiente problema dual:
min Z Biy; + bl.Tzi
i
ZAiTzi +ay=c (6.52)
i
llzill < yi
Dicho de otro modo, el dual es también un problema conico de segundo orden.

La diferencia entre el primal y dual (gap) est4 dado por la siguiente expresion®:

gap = c'x + ) (blz; + Biy:) (6.53)
Sin embargo, gracias a la restriccion de igualdad del dual tenemos lo siguiente:
cTx + D (bl z; + Biy)
T
(Z AJZI' + aiyi) X+ Z b;[Zi + ﬁiyi
l ; : (6.54)
Zzi (Aix +by) + yi(a; x + B;)
i

Z Zl.TMi +ty;
i

en donde t; = ociTx + B; (u; ya lo habiamos definido). De este resultado y usando el
hecho que ||u]] < ¢t; ¥ ||z;]| < i, obtendremos lo siguiente:

gap = Y zlu; + tiy; > ) = llzill llwgll + tiy;
i i

(6.55)
> 20~ llzdlt > 0

dado que gap = primal — dual > 0 concluimos que el primal es siempre mayor que el
dual (dualidad débil). Las condiciones de dualidad fuerte se cumplen cuando ambos
conos tienen un interior no-vacio (condiciones Slater).

4Recordar que méx(f) = — min(—f).
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6.4. Lecturas complementarias

Los problemas de SOC y SDP son solo dos casos particulares de optimizacion cénica;
sin embargo, son los casos mds comunes en problemas de ingenieria eléctrica. Una
revision mas detallada puede encontrarse en [12]. En la tercera parte de este libro
mostraremos varias aplicaciones de estas técnicas. El complemento de Shur es uno de
los aspectos mas importantes para tener en cuenta en estas aplicaciones. Conforme a lo
anterior, un repaso de algebra lineal es clave para avanzar con seguridad; por ejemplo,
se recomienda revisar [10].

6.5. Ejercicios

1. Demuestre que si ¢(X) = —In(det(X)) entonces ¢'(X) = —X~! en donde X es
una matriz simétrica de tamafio 2 X 2. Ademads, demuestre que se trata de una
funcién convexa. Intente extender el resultado al caso general n X n.

2. Resolver en cvxpy el siguiente problema de SDP:

min x +y

x 1
(1 y)zo (6.56)

x+y<3

Notese que (>) y (>) son dos operaciones diferentes. Graficar el espacio de
soluciones factibles, asociado a este problema. Formular el problema dual y
resolverlo igualmente usando cvxpy.

3. Formular el dual del siguiente problema no convexo con H > 0.
min xTHx

6.57

4. Resolver en cvx el siguiente problema de programacion semidefinida.

min cTu + ¢
tI u
> .
( Ut ) >0 (6.58)
1<tL2
Convertir el problema en uno de optimizacién cénica de segundo orden y
resolverlo en cvxpy. Comparar los tiempos de cdlculo para valores de ¢ € R"
tal que —0.5 < ¢; < 0.5. Mostrar el caso para n = 10,n = 20, ..., n = 100. Sefale

en la misma gréfica, los tiempos de calculo como funcién del numero de variables
para cada caso.
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5. Muestre que cada uno de los siguientes problemas pueden ser

SOC-representables:

2
min Zn: IFix + gl
= alx+b; (6.59)
i=1 i i .

a;x+b;>0
n
min H(aTx + b))/
i1 (6.60)
al.Tx +b;>0
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MANE]JO DE LA INCERTIDUMBRE

En algunos casos, tenemos problemas de optimizacién en donde se tienen incertidumbres
asociadas a las restricciones o a la funcién objetivo. Estas incertidumbres pueden ser
analizadas usando optimizacion estocdstica o bien usando optimizacion robusta. En este
capitulo, presentamos una breve introduccion a estos aspectos, bajo el paradigma de la
optimizacion convexa.

7.1. Incertidumbre en problemas de optimizacién

Hasta ahora nos hemos preocupado por problemas de la forma min f(x,f) en
donde x son las variables de decision y S, los pardmetros conocidos del modelo. Sin
embargo, es muy comun que los pardmetros 8 no sean completamente deterministicos.
Existen dos formas de hacer frente a este problema, a saber: optimizacion estocastica
y optimizacién robusta. En la optimizacion estocdstica se asume que se conoce la
distribucién de probabilidad de 8, una informacién que no siempre estd disponible,
pues necesitamos una extensiva cantidad de datos estadisticos para generar dicha
distribucién. En la optimizacion robusta asumimos que § se encuentran en algin
conjunto cerrado A. En tal caso, nuestro objetivo es encontrar un solucién que sea
optima en el sentido de f pero que, al mismo tiempo, sea factible sin importar el valor
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de B € A. En particular, queremos la mejor de las soluciones posibles en el peor de
los escenarios. A continuacién, analizaremos este tipo de problemas bajo el contexto
de optimizacién convexa. Un estudio detallado de optimizacion robusta/estocasica va
mas all4 de los alcances de este libro pero esperamos que esta introduccién muestre los
principales aspectos de la optimizacién bajo incertidumbre.

7.2. Optimizacién por escenarios

Existen varias formas de afrontar la aleatoriedad y el riesgo asociado. Una de las
estrategias es denominada here and now la cual asume que el problema de optimizacion
se ejecuta una sola vez, al principio del horizonte de planeamiento, teniendo en cuenta
la incertidumbre futura. La segunda estrategia es llamada wait and see y consiste en
tomar algunas decisiones en una etapa inicial e ir realizando modificaciones a lo largo
del horizonte del planeamiento. Analicemos la primera estrategia.

Consideremos una funcién f(x, ) en donde x son las variables de desicién y
corresponde a un conjunto de parametros aleatorios. En este caso, podemos tener
diferentes objetivos y formas de considerar el riesgo; una de las funciones objetivo mas
comunes es minimizar el valor esperado de la funcion, esto es:

min E(f(x,
(f(x. ) 1)
pem
Alli, M es un espacio probabilistico. Este problema puede ser complejo debido a
que la funcion objetivo termina siendo representada como una integral. Una forma de
simplificar el modelo es usando una aproximacion de Montecarlo, asi:

N
BTG B) = 5 2 f06 B0 (72)
k=1

Esta metodologia se denomina SSA por las siglas en inglés de sample average
approximation. Basicamente, lo que hacemos es convertir el problema estocéstico en
uno deterministico con N escenarios diferentes, en donde cada escenario corresponde a
una realizacion de 5. Este problema es claramente convexo si f es una funcion de dicha
naturaleza. Desde luego, para obtener una buena aproximacion, se requiere una buena
cantidad de escenarios, aunque podemos reducir el tamafio del problema mediante
técnicas de agrupamiento. Esto puede resultar en un problema como

E(f(x.8)) = . picf(x. B) (7.3)
k=1

En este, py, es la probabilidad de ocurrencia de dicho escenario. Otra forma consiste
en tener las distribuciones de probabilidad y generar los escenarios basados en un
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histograma en donde la probabilidad de cada escenario se asocia a la frecuencia de
ocurrencia del mismo. Un problema con restricciones también puede ser solucionado
mediante este enfoque.

Ejemplo 7.1. Consideremos el problema de despacho econdmico de plantas térmicas
presentado en el ejemplo 2.4 (capitulo dos), pero en el presente caso supondremos
incertidumbre en los costos asociados a los combustibles. Consideremos tres escenarios
posibles con probabilidades p; = {04, 05, ¢}, correspondientes a costos altos, medios
y bajos, respectivamente. El problema de optimizaciéon resultante toma la siguiente
forma:

3 n
; ki
min )} " p; (7111,»2,( + bipix + cki)
i=1k=1

n
z Pik =D;
k=1

Dmin(ik) < Pik < Pmax(ik)

(7.4)

Claramente, el problema sigue siendo convexo. Podemos obtener un modelo similar
si tenemos presente la aleatoriedad de la demanda mediante escenarios. |

7.3. Espacio de incertidumbre como un politopo

En algunos casos, las restricciones aTx < b pueden ser tal, que los valores de a estarian
confinados en un politopo M, como se muestra a continuacion:

min cTx
alx<b (7.5)
aeM={a: Dla<d}

El problema parece complejo porque tanto a como x son variables; sin embargo,
nos interesa analizar solo el peor de los casos, es decir:

P(a) = Isup alx < b} (7.6)
aeM

Este sub-problema corresponde a uno de programacion lineal en donde las variables
de decision corresponden al vector a, es decir, debemos encontrar el valor de ¢t < b, tal
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que

(7.7)

=
IP(a):I Dla<d

max alx g

En la anterior ecuacion, x es constante para este problema de optimizacion. Este
problema primal P(a) tiene asociado un dual D(y) dado por:

t= min y'd
D(y) = YD =x (7.8)
y=0

De este modo, si reemplazamos este problema en la restriccion original ¢ < b, se
genera el siguiente problema de programacion lineal:

min cTx
yid<b
yID=x
y=0

(7.9)

Este problema corresponde a la formulacion robusta del problema original.

7.4. Espacio de incertidumbre como una bola

Una forma de modelar el espacio de incertidumbre es como una bola cerrada A, usando
cualquier norma L. En el caso de un problema de programacion lineal, tendriamos la
siguiente representacion:

min f =cTx
alx < B (7.10)
VaeA={aeR": ||a—aq)l <8

Definicion 7.1. Norma-dual. Dada una norma ||x|| podemos definir una norma-dual
lIyll,, dada por

X
Iyll, = sup{yTx, [Ix[| <1} = sup JyT— (7.11)
Ixto (11l

La norma dual cumple con todas las propiedades para ser una norma. Ademas el
operador es biyectivo, lo cual significa que el dual de una norma-dual es nuevamente
la norma original.

Ejemplo 7.2. La norma-dual de la norma-co es la norma-1, ya que
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Iyll, = sup{yTx, [Ix[l,, <1}

(7.12)
=sup{yTx, |x;| <L, [x| £ 1,.. x| £ 1}

Lo anterior, corresponde a un problema de programacion lineal en un espacio de
soluciones dado por un hipercubo unitario. Evidentemente, el 6ptimo X se encuentra
en un vértice por lo que si y; > 0 — X; = 1, mientras que y; < 0 — x; = —1, asi que:

yix= Z}’iffi

' (7.13)
= il =1yl
i

De forma andloga, es fécil ver que la norma dual de la norma-1 es la norma-oo (el
operador es involutivo).

Ejemplo 7.3. La norma-dual de la norma-2 es la misma norma-2, ya que

Iyll, = sup{yTx, I|x|l, < 1} (7.14)

Conforme a lo anterior, para encontrar y necesitamos resolver un problema de
optimizacion convexa dentro de una bola unitaria. Evidentemente, no se encuentra
en el interior de la bola porque, en ese caso, seria 0; por tanto, debemos encontrar
el supremo en el borde, es decir, ||x|]] = 1; ahora bien, si usamos la técnica de
multiplicadores de Lagrange tenemos que

L) =yx+2 1= Y% (7.15)

Luego, si se deriva e iguala a 0, obtenemos que y; = Ax;/ ||x||, de donde concluimos
que yTx = [|y[l, xTx = [|y|l,; es decir, la norma dual es igual a la norma-2. |

Definicion 7.2. optimizacion robusta. Un problema es de optimizacién robusta si
encuentra una solucion 6ptima que sea factible en todos los escenarios posibles.

La expresion del tipo Va € A en la ecuacion 7.10 implica que podemos tener un
numero infinito de restricciones. El problema se puede hacer tratable si optimizamos
con miras al peor de los escenarios posibles.
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Lema 7.1. Considere una restriccion de la forma
alx<b (7.16)
en donde a se encuentra en una region &, dada por
E={aeR", a=ay+p&, €| <1} (7.17)
En este sentido, ||-|| es alguna norma £ ,. Un equivalente robusto a esta restriccion es
agx+pllxll, <b (7.18)

en donde |||, , representa la norma dual.

DEMOSTRACION. Nuestro objetivo es resolver el problema de optimizacién en el peor
caso posible, esto es:

sup a'lx<b
¢li<1
sup (ap +pE)'x <b
l¢ll<1 (7.19)

.
ax+psup ETx <b
llgll<1

ajx+plixll, <b

Con lo anterior el lema queda demostrado. O

El conjunto & define un elipsoide en el caso de la norma-2 y un hipercubo en el
caso de la norma-1. El valor de p determina el tamafo de la bola. En el caso de que &
sea un elipsoide, el problema resultante se convierte en uno de optimizacion conica de
segundo orden. Mientras que para el caso de la norma-1 o la norma — oo sigue siendo
un problema de programacion lineal.

Ejemplo 7.4. Consideremos el siguiente problema de programacion lineal:

min —8x; — 7x; — 9x3
a1 x1 + ayX; + azx3 <10 (7.20)
x>0

Eneste, a; = a, = a3 = 1ysusolucion dptima —90 en x = (0, 0, 10). Consideremos
ahora el caso en donde la tripla (a;, a, as) es tal que (a; —1)*+(ay—1)?+(az—1)? < 0.1.
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Lo anterior es equivalente a decir que a = (1,1,1) + £ con ||| < 0.3162. El modelo
equivalente de optimizacion robusta estd dado por

min — 8x1 - 7XZ - 9X3
X1 + Xy + X3 +0.3162]|x|| £ 10 (7.21)
x>0

en donde el resultado 6ptimo es —70.1356, el cual se produce en X = (2.685, 0, 5.406).
Este resultado tiene como ventaja su factibilidad para cualquier valor de a. Es el
resultado mas pesimista posible. [ |

Ejemplo 7.5. Un mismo problema puede tener dos representaciones robustas.
Consideremos una restriccién de la forma (a + 8)x < 1, la cual puede reescribirse
como restriccion de igualdad usando variables de holgura como (a + 8)x 4+ s = 1 con
s > 1. Supongamos ahora que |3| < 1, entonces la contraparte robusta de la restriccion

de desigualdad sera

X+ x| <1 (7.22)

En este caso, el espacio de soluciones factibles serd x < 1/4. Ahora, la contraparte
robusta de la restriccion con variables de holgura estara dada por

B+Px+s=1
s2>0 (7.23)
1Bl <1

En este caso, la inica solucion que cumple con la restriccion es x = 0. Asimismo,
podemos observar que la representaciéon robusta a un mismo problema puede variar.
En particular, la introduccién de variables de holgura limita el espacio de soluciones
en problemas robustos y, por tanto, debemos mantener, dentro de lo posible, las
restricciones de desigualdad. |

7.5. Conjunto convexo de incertidumbre

Los casos presentados en las dos secciones anteriores pueden ser generalizados para
cualquier conjunto de incertidumbre convexo. Consideremos, por ejemplo, la siguiente
restriccion:

alx+ptfx<c (7.24)
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Esta posee un espacio de incertidumbre dado por
h(§) <0 (7.25)

en donde h es una funcién convexa que genera un espacio cerrado. En este caso,
podemos proceder a encontrar la restriccion robusta como sigue

alx+ sup {p&Tx}<c (7.26)
h(§)<0

De lo anterior, obtenemos el siguiente problema primal:

o ¢T
o= "5 | 0.7

Este tiene la siguiente funcién dual, a saber:

W = inf £(x, £, u) = inf {—p&Tx + uh(£)} (7.28)

Ahora, definimos la funcién conjugado h*, de la siguiente forma:
n* = s?p xT&—h(§) (7.29)
Por tanto, podemos escribir W como funcién de h*, asi:
W = uh*(px/u) (7.30)
Finalmente, el problema robusto se puede escribir de la siguiente forma:

alx +uh*(px/u) < c

7.31
5> 0 (7.31)

Este conjunto de restricciones es evidentemente convexo y tratable por la mayoria
de paquetes de optimizacién. La tnica dificultad estd en definir adecuadamente la
funcién conjugado h*. El problema resultante es convexo debido a que viene desde
la funcién dual.
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7.6. Robustez vs optimalidad

El pardmetro p en la ecuacién 7.17 representa el tamafio de la region de incertidumbre,
el cual afecta significativamente la optimalidad de la respuesta. En muchos casos, la
robustez de la solucion se encuentra en conflicto con la optimalidad. Es decir, una
solucién robusta es menos 6ptima que una determinista. Una forma de analizar esta
dualidad es convirtiendo el problema en uno multiobjetivo usando el concepto de
eficiencia de Pareto.

Definicion 7.3. Optimizacion multiobjetivo. Un problema de optimizacién
multi-objetivo es aquel en donde buscamos maximizar dos funciones objetivo
usualmente contradictorias. Este tipo de problemas los representamos de la siguiente
forma:

max {f(x), g(x)} (7.32)

endonde f,g : R" — R. Decimos que los objetivos son contradictorios puesto que no
existe una solucién X que cumpla simultdneamente con las condiciones de optimalidad

fx) L f(®)yglx) < glx).

En este caso, debemos usar el concepto de dominancia de Pareto con el fin de
encontrar el conjunto de soluciones que sean dptimas en el sentido de f o g.

Definicion 7.4. Dominancia de Pareto para problemas de maximizacién. Sean
[y g dos funciones escalares con dominio en R", y sean dos puntos x, y en el dominio
de ambas funciones; decimos que x domina a y, denotado por x >y si f(x) > f(3),y
simultdneamente g(x) > g().

Dado lo anterior, se puede observar que este operador no cumple con todas las
propiedades para ser un orden, aunque si cumple con algunas y, por tanto, es un
semi-orden. Nuestro objetivo es encontrar soluciones no dominadas las cuales se
puedan representar en un frente de Pareto, como se muestra en la FIGURA NRO. 7.1. En
esta figura, las soluciones a la izquierda presentan una mejor funcion objetivo pero son
menos robustas, mientras que las soluciones a la derecha son mas robustas sacrificando
optimalidad. Mediante este tipo de graficas podemos tomar decisiones, asociadas a
cudnto estamos dispuestos a sacrificar en la funcion objetivo con el fin de obtener una
solucién robusta.

El problema multiobjetivo resultante es convexo, ya que cada problema es convexo
con respecto a p. Cabe anotar que el concepto de eficiencia de Pareto puede ser utilizado
en otros contextos de optimizacion y no inicamente en la optimizaciéon convexa bajo
incertidumbre. En cualquier caso, se puede generar el frente de Pareto solucionando
el problema mono-objetivo a f(x) + (1 — a)g(x) — en donde f y g son los objetivos en
contradiccién y o es un pardmetro constante que varia entre 0y 1- con el fin de generar
la gréfica paramétrica. En el caso en que f y g sean convexos entonces el frente de Pareto
también constituye una funcién convexa.
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()

frente de Pareto

FIGURA NRO. 7.1. Dominancia de Pareto en problemas de optimizacién robusta.
7.7. Restricciones probabilisticas

7.7.1. Incertidumbre en las restricciones

Consideremos ahora el caso de una restriccion de la forma aTx < b en donde no
conocemos exactamente el valor de a, pero sabemos que se distribuye normalmente, es
decir,a ~ N(ay, 0,). Elhecho de que la distribucion sea normal es importante, pues las
variables aleatorias con distribucion normal se pueden sumar y el resultado también
se distribuye normalmente. Dicho de otro modo,

x ~ N(xg,0%)

¥ ~N(yy,0y)
z=x4+Yy ~N(zy,0;) (7.33)

Zo =Xo t Yo

0, = crfc+a§

No obstante, cabe mencionar que esto no pasa con otras distribuciones de
probabilidad. Ahora, queremos resolver el problema de tal forma que la restriccion de
desigualdad se cumpla con una probabilidad 7, es decir

Prob(a’x < b) > 7 (7.34)
en donde cada valor de a se distribuye normalmente, asumiendo que las variables a; son

independientes. La idea bésica es convertir este problema estocastico en uno robusto
definiendo un elipsoide, como

a=d+p ||Sl/2§||2 (7.35)
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Conforme a lo anterior, si queremos que la probabilidad dada por la ecuacion 7.34 se
cumpla entonces necesariamente p = ¢~1(5) y S = Var(a), en donde ¢! es la funcién
cuantil! y Var(a) es la varianza de a la cual es una matriz definida positiva.

El problema robusto resultante es, por tanto, el siguiente:
a’x + ¢~ 1(n) ||Sl/2x“2 <b (7.36)
el cual constituye una restriccion convexa.

Es importante destacar que, en este caso, se consideraron las restricciones lineales
e independientes; sin embargo, es posible generar un problema con incertidumbres de
la forma

Prob(fi(x,a) <b)>7 (7.37)

Esta expresion considera la probabilidad conjunta de que se cumplan todas las
restricciones asociadas al modelo. Asimismo, algunos pardmetros a de la funcion son
aleatorios. Desde luego, este problema es mds complejo y requiere técnicas adicionales
de modelado y aproximacion, las cuales van mas alla de los objetivos de este libro.

Un problema mas simple se presenta cuando la aleatoriedad se presenta en b y
no en f. Si tenemos presente una restriccion dada por la ecuacién 7.37 en donde
f es convexa y b es un pardmetro aleatorio que se distribuye con una funcién de
probabilidad acumulada ¢; en este caso, podemos usar directamente la funcién cuantil?
y generar el siguiente problema robusto:

fx,a) <97 (n) (7.38)

En el presente ejemplo, b puede incluso tener una distribucién diferente de la
distribucién normal.

7.7.2. Incertidumbre en la funcién objetivo

Consideremos ahora una funcién objetivo de la forma f(x) = cTx en donde ¢; ~
N (¢;,07). En este caso, podemos minimizar el valor esperado como sigue:

min E(f(x)) =¢Tx (7.39)

La funci6n cuantil estd dada por $~!(p) = inf {x € R : ¢(x) > p}. Bisicamente, es la funcién inversa a la
distribuciéon acumulada de probabilidad.

2Recordar que una funcién acumulada de probabilidad ¢(x) estd dada por Prob(s < x) y la funcién cuantil
¢7'(m =inf{xeR: n< P}
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Para el presente problema, no necesitamos dividir el modelo en escenarios debido
a las propiedades de la distribucién normal. Sin embargo, podemos estar interesados
en incluir el riesgo asociado al problema; para ello, calculamos la varianza de f de la
siguiente forma:

var(f) = E(cTx — ¢Tx) = xTox (7.40)

Esta varianza indica qué tanto se espera que la solucién final se desplace de la
media. Deseamos encontrar una relacion de compromiso entre el dptimo medido desde
el punto de vista de la media y la desviacion. Para ello, penalizamos la funcién objetivo
asi:

min ¢Tx + &4 | Y. opx? (7.41)
i=1
Alli, £ es una penalizacion al riesgo (factor de aversion al riesgo). El problema puede
convertirse en uno multiobjetivo variando el pardmetro €.

7.8. Lecturas complementarias

En este capitulo se presentd una breve introduccioén a la optimizacién robusta y algunos
elementos asociados a la medicion del riesgo en modelos de optimizacion. El lector
interesado en un acercamiento mas formal, puede referirse a [13]. Es importante
destacar que, aunque la optimizacioén robusta estd relacionada con la optimizacion
estocastica, estas son formas diferentes de atacar el problema. De hecho, una es
complementaria a la otra. El estudio de modelos de optimizacion estocastica requiere
de todo un curso dedicado al tema; una vision completa de la temdtica se presenta en
[14]. Hemos omitido varios detalles asociados a teoria de la probabilidad, por lo que
se recomienda al lector revisar [15] la cual es una referencia concisa pero suficiente
para nuestros resultados de aprendizaje. Otro tema importante que no fue presentado,
corresponde a la medicién del riesgo usando herramientas como el VaR (value at the
risk) y el CVaR (conditional value at the risk). Una revisién completa a estos conceptos
se encuentra en [16], en donde se presentan, ademas, algunas aplicaciones.

7.9. Ejercicios

1. Seal|x||unanorma cualquieray ||y||, su correspondiente normal dual, demuestre
la siguiente desigualdad:
xTy < IxI[yll, (7.42)

2. Sea H = HT > 0 una matriz cuadrada, simétrica y definida positiva; considere la
funcién
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n(x) = xTHx (7.43)
Luego, demuestre que n(x) es una norma y determine su norma dual.

. Considere el problema de despacho ideal teniendo presentes las restricciones de
la red (modelo dc). Sin embargo, suponga que los valores de las inductancias los
conocemos con un error de +10 %. Formular el problema robusto asociado.

. Formular la solucién del siguiente problema de programacion lineal robusta, a

saber:
min f(x)

7.44
alx<b (7.44)

Alli, a es un vector contenido en un elipsoide & = {a € R" : aTHa <1} con
H>0

. Una empresa de comercializacion requiere comprar energia y para ello tiene tres
opciones: a) un contrato tipo pague lo demandado por valor de 250COP/kWh con
un tope de 10MWh, b) un contrato tipo pague lo demandado sin tope por valor de
320COP/kWhy c) comprar energia en bolsa. El precio de bolsa es aleatorio pero
se distribuye normalmente con una media de 243COP/kWh y una desviacion de
20COP/kWh. Determinar el valor 6ptimo del portafolio de compra de energia
para una demanda promedio de 23MWh con diferentes valores de aversién al
riesgo. Usar un enfoque directo como el presentado en la secciéon 6.6 y un enfoque
basado en escenarios como el presentado en la seccion 6.2. Finalmente, comparar
los resultados.
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SUMA DE POLINOMIOS
CUADRATICOS

Los problemas de optimizacion convexa pueden ser definidos en espacios lineales
diferentes a R". El primer ejemplo de estos espacios es el de optimizacion semidefinida,
el cual se plantea en R™™", es decir, en el espacio de las matrices. En este cdpitulo,
mostraremos problemas convexos en el espacio R[x], el cual corresponde al espacio de los
polinomios con coeficientes reales. En particular, estamos interesados en el conjunto de las
funciones que se pueden representar como la suma de polinomios cuadrdticos. Este tipo
de problema, aunque abstracto, tiene multiples aplicaciones como se verda mds adelante.

8.1. Optimizacion en el espacio de los polinomos

Las funciones continuas forman un espacio lineal (ver seccion 1.4 y el ejercicio 3 del
capitulo 1). Asociado a este espacio, podemos definir el sub-espacio de los polinomios
con coeficientes reales, denotado como R[x, X5, ..., X, |4, 0 simplemente R[x];, en
donde d indica el grado del polinomio.

Ejemplo 8.1. A continuacion, se muestran algunos polinomios y los sub-espacios a los
que pertenecen
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p(x) = 5x3 +2x2 + 8, p €R[x]; 8.1)
f(x9y)= 3x2_3xy+y2’ fe R[xay]Z (82)
h(xy, %5, %3) = 2x1, + 3xfx2x§ + 8x,x3 + 2x, h € R[x1,x,x3]5 (8.3)
Cada polinomio es un vector dentro del espacio lineal correspondiente. [ |

Es facil ver que R[x], es un subespacio lineal, ya que la suma de dos polinomios es
nuevamente un polinomio y la multiplicacién de un polinomio por un escalar genera
un polinomio (ver capitulo uno, definicién 1.10). Al igual que en el caso de R", podemos
generar el espacio usando una base adecuada; en este caso, las bases del espacio estan
definidas como monomios m(x).

Ejemplo 8.2. A continuacion, se muestran posibles bases para cada espacio

R[x]s,m(x) = (1,x,x%,x3) (8.4)
R[x, ylm(x) = (1,x,y,xp, X%y, y*x, x%, y%, x*y?) (8.5)

. ~ n+d
Notese que el tamaiio de m(x) es d . [ |

Los espacios R[x] permiten representar toda una serie de problemas de
optimizacion, denominados optimizacién polinomial.

Definicion 8.1. Optimizaciéon polinomial. Un problema de optimizacién
polinomial es aquel que se puede representar como

min f(x)
g(x)=0
h(x)>1
f.gheR[x]

(8.6)

Los problemas de optimizacién polinomial incluyen una gran variedad de
sub-problemas, entre ellos, los problemas de programacién lineal, programacion
cuadratica y programacién coénica de segundo orden. Igualmente, los problemas
combinatoriales pueden ser sujetos a esta representacion, por ejemplo, una restriccion
binaria x; € {1,0} puede ser reescrita como un polinomio x(1 — x) = 0.
Desafortunadamente, esta restriccién no es convexa. Esta dificultad se presenta en
la mayoria de problemas polinomiales; no obstante, algunos son convexos, como es
el caso de los problemas polinomiales que se pueden representar como una suma de
polinomios al cuadrado.
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8.2. Suma de cuadrados (SOS)

Definicion 8.2. Una suma de polinomios cuadraticos o SOS (sum of squares) es un
polinomio que puede ser representado como

f) = (pi(x))? (8.7)

Alli, cada p;(x) corresponde a un polinomio multivariado.

Ejemplo 8.3. El polinomio
flx,y) = 2x? — 2xy + 52 (8.8)

es un polinomio cuadratico, ya que se puede representar como

FOey) = (x+y)* + (x — 2y)? (8.9

Es importante notar que esta factorizacién no es unica. | ]

Podemos definir un problema de optimizacién matemética en el espacio R[x]
usando el concepto de polinomio cuadratico como restriccion, a saber:

min f(x)

. pi(x) € SOS (8.10)

Este problema es mucho mas abstracto que los problemas anteriores debido a que el
conjunto de soluciones factibles no est4 contenido en el espacio de los numeros reales
sino en el de los polinomios reales.

Lema 8.1. El conjunto de los polinomios SOS es convexo.

DEMOSTRACION. Tomemos un par de polinomios p;(x) € SOS, p, € SOS y un par
de numeros reales «, 8 € [0, 1], tal que o + 8 = 1. Entonces podemos definir un tercer
polinomio como

P3(x) = apy(x) + fp,(x) (8.11)

Tanto a como f son mayores o iguales a 0. Conforme a lo anterior, p; es la suma de
dos polinomios cuadraticos y, por tanto, p;(x) € SOS. O

132



Optimizacion convexa aplicaciones en operacion y dinamica de sistemas de potencia

Los problemas de optimizacion SOS, al ser convexos, garantizan todas las
propiedades de globalidad y unicidad que estudiamos anteriormente. Sin embargo,
el espacio de soluciones es mas abstracto, lo que dificulta el desarrollo de métodos
numéricos que den solucién al problema; por ello, se usa un isomorfismo al conjunto
de las matrices semidefinidas, como veremos a continuacion.

8.3. Equivalente semidefinido

Una restriccion SOS puede ser reescrita como un espectraedro, permitiendo usar
los mismos algoritmos de SDP para dar solucién al problema. Para ello definimos
adecuadamente una serie de monomios m(x) y una matriz Q definida positiva
(matriz de Gram). Asf, el polinomio p(x) € SOS puede ser reescrito como p(x) =

(Qmx)1(Qm(x)).

Teorema 8.1. Un polinomio p € R[x] tiene una descomposicion como suma de
polinomios cuadraticos, si y solo si existe una matriz real, simétrica y definida positiva
tal que p(x) = m(x)TQm(x),Vx € R", en donde m(x) representa una base asociado a
R[x].

DEMOSTRACION. Suponga que existe una matriz definida positiva Q que permite
escribir al polinomio como p(x) = m(x)"Qm(x),Vx € R". Entonces, existe una
factorizacién de Cholesky Q = HHT, tal que

p(x) = m(x)THH m(x)

= (HTm(x))T(H"m(x)) (8.12)
= > (HTm(x))?
La condicién necesaria se demuestra siguiendo un argumento similar. O

Ejemplo 8.4. Deseamos representar el siguiente polinomio usando matrices
semidefinidas, a saber:

plx)=x*+4x3 +6x> +5x +5 (8.13)

Para ello, definimos un vector de monomios m(x), el cual forma la base candénica
del polinomio, como sigue:
2
x
mix)=| x (8.14)
1

Asi, el polinomio podria ser representado como p(x) = m(x)TQm(x) con

133



Alejandro Garcés Ruiz

(8.15)

NN
v NN

Desafortunadamente, esta no es una matriz semidefinida. Sin embargo, esto no
significa que el polinomio no sea SOS, pues la representacion de un polinomio no es
unica; podemos usar otra representacion, a saber:

(8.16)

N O DN
(S0 S R

1
Q=] 2
0

Esta es semidefinida positiva ya que p(x) > 0 para cualquier x. Ahora, hacemos
una factorizacién de Cholesky Q = CTC, como sigue:

1 2 0 1 0 0 1 2 0
26 2|=l2 42 o 0 V2 2 (8.17)
02 5 0 V2 3 0 0 3

Dado lo anterior, obtenemos la factorizacion del polinomio Cm(x), como sigue:

1 2 0 ¥2 (x? +2x)
0 V2 V2 || x [=] Vax+1) (8.18)
o o V3l V3

Por lo tanto,

p(x) = (x* +2x)* +2(x + 12 +3 (8.19)

Claramente, p(x) corresponde a un polinomio SOS.

Ejemplo 8.5. Mostraremos que p(8) = 5 + 4cos(8) — 2sen(8) + 2 cos(20) se puede
representar como un polinomio SOS. Primero expandimos la expresion, as:

p(6) = 5+ 4cos(8) — 2sen(0) + 2 cos*(8) — 2 sen?(0) (8.20)
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Luego, definimos un vector m(6) = (1, cos(6), sen(0)) en donde

1 5 2 -1 1
p6) =| cos(8) 2 2 0 cos(0) (8.21)
sen(6) -1 0 -2 sen(6)

En principio, esta matriz no es semidefinida positiva; sin embargo, la representacion
no es Unica asi que podemos reescribir la ecuacion de la siguiente forma:

1 2 2 -1 1
p6) =| cos(®) 2 5 0 cos(9) (8.22)
sen(6) -1 0 -1 sen(6)

Esta es semidefinida positiva y, por tanto, tiene factorizacién de Cholesky

V2 V2 272
0 V3 V33 (8.23)
0 0 +e/6

Conforme a lo anterior, la funcién puede ser reescrita como

2 2 2
p(6) =2 (1 + cos(6) + %sen(@)) +3 (cos(e) + % sen(@)) +6 (% sen(@)) (8.24)

Notese que p(8) corresponde a un polinomio cuadratico. [ |

En los ejemplos anteriores podemos observar un paso clave: la factorizaciéon de
Cholesky. Recordemos que una matriz tiene factorizaciéon de Cholesky si es definida
positiva. Por tanto, podemos sistematizar el método usando SDP. Mostremos el
procedimiento con un ejemplo.

Ejemplo 8.6. Queremos encontrar una representacion SOS al polinomio p(x) = x* +
4x3 + 6x% + 5x + 5 usando SDP. Con esta fin, definimos un nuevo polinomio p(x) =
m(x)TQm(x) tal y como en el ejemplo 1. Ahora, expandimos la expresion en funciéon
de Q, como sigue:
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2 \T 2
X di1 912 4913 X
p(x)=| x d21 922 923 X
2
1 31 932 933 1 (825

= g3 + (g3 + ©3)x + qux* + (qua + @)% + (qu3 + g31)x% + goox?

Igualando término a término, obtenemos el siguiente conjunto de restricciones:

Q=0

qun =1
Gz +qn =4 826)

dn+q13+qsn =6

O +qn =4

g3 =5
Finalmente, podemos usar cvx para encontrar los valores numéricos de Q. [ |

Ejemplo 8.7. Analicemos ahora el caso de un polinomio multivariado

plx,y) = 2x* + 5% — x%p? + 2x3y + 2x + 2 (8.27)

Ahora, factorizamos el polinomio como p(x, y) = m(x, y)'Qm(x, y), de la siguiente
forma:
2

X Qi1 912 913 Q14 Q15 qie X
y? Q1 92 923 Qo4 925 926 ¥
X X
p(x,y) = Y 431 932 933 934 G35 Q36 y (8.28)
X Ay Qa2 943 qaa Qa5 Gas X
y 51 952 953 954 Q55 ds6 y
1 de1 o2 963 dos Gos o 1
de donde obtenemos el siguiente conjunto de restricciones, a saber:
Q=0
qu = 2 (8.29)
Gi3+q3; =-1
Se invita al lector a completar las restricciones faltantes. [ |
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Es importante destacar que si el problema es infactible entonces el polinomio no es
SOS. El Teorema 7.1 da condiciones para la factorizacién SOS de un polinomio positivo,
pero no significa que dicha factorizacion siempre exista, especialmente para el caso
multivariado®. Esto significa que pueden existir polinomios multivariados positivos,
que no son SOS.

Ejemplo 8.8. No todos los polinomios positivos son SOS, consideremos el siguiente
polinomio multivariado:

p(x,y,2z) = x*y? + x?y* — 3x2y?z% + 26 (8.30)

Recordemos que la media aritmética es siempre mayor a la media geométrica?; por
tanto, tenemos que,
x4? + x4 26
3
Lo anterior, implica que p(x,y, z) > 0 para todo x, y y z. Sin embargo, este polinomio
no puede escribirse como un SOS. Esto se puede demostrar planteando el equivalente
SDP y exhibiendo su infactibilidad. [ |

(x®y°z%)1/3 < (8.31)

8.4. Dispersidad en problemas SOS

En los ejemplos mostrados en la seccion anterior, resulta claro que la matriz de
Gram puede ser de grandes dimensiones. A su vez, esto puede dificultar la soluciéon
computacional del problema de optimizacion. No obstante, la mayoria de problemas
précticos y, en especial, los problemas en sistemas de potencia presentan caracteristicas
de dispersidad y simetria que pueden ser utilizados para reducir la complejidad
computacional. Analizaremos un enfoque simple, basado en el politopo de Newton.

Definicién 8.3. Politope de Newton. Dado un polinomio p(x) € R[x]y, el politopo
de Newton NV(p) es la envolvente convexa asociada a los exponentes del conjunto de
monomios base.

Ejemplo 8.9. Calcular el politope de Newton, asociado al siguiente polinomio en
R[X, y ]4’

p(x,y) = 18x3y — 15x* + 13x2y + 24xy* — 27 (8.32)

1El estudio de los polinomios SOS fue iniciado por Hibert en el siglo Xix. Hilbert también demostré la
existencia de polinomios positivos que no se pueden representar como SOS. Solo recientemente se han
utilizado estas ideas en problemas de optimizacién matematica.

2Ver ejercicio 3 del capitulo dos, secci6n 2.6
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Para ello, graficamos cada uno de los coeficientes asociados a los exponentes del

polinomio, como se muestra en la FIGURA NRO. 8.1. [ ]
y
24xy?
2
13x2y 18x3y
1 ®
L7 —ISX‘:
0 1 2 3 4 X

FIGURA NRO. 8.1. Politopo de Newton para p(x,y) = 18x3y — 15x* + 13x%y + 24xy* — 27.

Teorema 8.2. Si p(x) € R[x]; es SOS entonces cada vértice de N(p) debe
corresponder a exponentes pares y coeficientes positivos (ver [17]).

La condicién de este teorema es necesaria pero no suficiente para garantizar que un
polinomio es SOS; sin embargo, es ttil para descartar polinomios que no son SOS.

Ejemplo 8.10. El polinomio p(x,y) = 18x3y — 15x* + 13x2y + 24xy? — 27 no es SOS
porque dos vértices de V'(p), mostrados en la FIGURA NRO. 8.1, tienen coeficientes
negativos; estos son —27 en (0,0) y —15 en (4, 0). ||

Ejemplo 8.11. El polinomio q(x,y) = 5x3y + 12x* + 43x?y + 17xy? + 8 no es SOS
pues, aunque los vértices de V'(q) tienen coeficientes positivos, estos no corresponden
a exponentes pares. Notese que el politope de Newton tiene la misma forma que el de
la FIGURA NRO. 8.1. ]

Definicion 8.4. Suma de Minkowski. Dados dos conjuntos A € R" y B € R", la
suma de Minkowski C = A + B es un nuevo conjunto de R" que corresponde a la suma
vectorial de cada punto x € A con cada punto y € A.

La suma de Minkoswki serd utilizada para definir algunas condiciones de
dispersidad que se pueden identificar en el politope de Newton asociado a un
polinomio. En general, la suma de Minkowski de dos conjuntos convexos es también
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un conjunto convexo.

Ejemplo 8.12. Considere los siguientes conjuntos

A={(x,y) €R?: x*+y* <1} (8.33)
B={xy)eR?: -2<x<2,-2<y<2} (8.34)

La operacion de suma de Minkoswki C = A + B se muestra en la FIGURA NRO. 8.2.

Nétese que el nuevo conjunto C es también convexo. [ |
y
y
B suma C=A+B
N N
k) X X

FIGURA NRO. 8.2. Ejemplo de suma de Minkoswki para dos conjuntos convexos Ay B.

Teorema 8.3. Dado dos polinomios p(x) € R[x]; y q(x) € R[x]y, tenemos lo
siguiente:
N(p-q)=N(p)+N(q) (8.35)

en donde la suma representa la suma de Minkoswki (ver [17]).

Una consecuencia directa de este resultado, es que podemos relacionar la suma de
Minkoswki con el politopo de Newton en polinomios SOS.

Corolario 8.1. Dado un p(x) € R[x], tal que

p(x) = Y (gi(x))? (8.36)

i=1

Entonces N (g;) C %N ).
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y
y4
4
4xy3
3
10y? 6x2y?
2
N(p)
20xy 4x3y
1
N(m)
25 10x2 x*
0 1 2 3 4 x

FIGURA NRO. 8.3. Politopo de Newton para p y para la posible descomposicion SOS.

De esta forma, podemos identificar ficilmente los coeficientes asociados al conjunto
de monomios m(x) lo cual, a su vez, permite reducir el tamafio del problema de
optimizacion resultante.

Ejemplo 8.13. Considere el siguiente polinomio bi-variado cuyo politope de Newton

N se muestra en la FIGURA NRO. 8.3.

p(x,y) = x* +4x3y + 6x2y? + 10x2 + 4xy> + 20xy + y* + 10y? + 25 (8.37)

Deseamos una representacion SOS de la forma p(x,y) = m(x,y)'Qm(x,y). Para
ello, generamos el politopo de Newton V' (m) el cual tiene como propiedad que N (m)+
N (m) = N(p). Es decir, el conjunto de monomios m estara dado por

m(x,y) = {1, x,x2,xy,,y*} (8.38)

De esta forma, descartamos una gran cantidad de monomios que sabemos no van

a estar presentes en la representacion SOS; por consiguiente, se reduce el tamafio de la
matriz Q. En este caso particular, podemos alcanzar una representacion SOS dada por

plx,y) = (x2 +2xy + y* + 5)% (8.39)
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8.5. Solucion de problemas polinomiales

En este punto, tenemos todos los elementos necesarios para solucionar problemas
de optimizacion polinomial que puedan ser representados como SOS. En general, la
técnica consiste en identificar la restriccion SOS y convertirla en una restriccion SDP,
como se muestra a continuacion.

Ejemplo 8.14. Considere el siguiente problema de optimizacién polinomial:

min y; + ),
y

X Hyx+2+y,20 (8.40)

1=+ DX +y,x+1>0

Notese que el problema de optimizacion esta definido sobre el espacio (y1,),) ¥,
por tanto, las restricciones se deben cumplir para cualquier valor de x. Una forma de
solucionar el problema consiste en suponer que cada una de las restricciones es un
polinomio SOS, a saber:

min y; + Yy,
y

x* +y1X + 2+ y, € SOS(x) (8.41)

1=y, + Dx% +y,x +1 € SOS(x)

Ahora, podemos pasar a una representacion semidefinida, como se muestra a
continuacion:

:
1 ap Qa3 1

Xy x4+2+4y, = x2 o o) x2
X 31 Az A3 X (8.42)

T
orvrteenn=( 1) (B2 (1)

Finalmente, el problema de optimizacién toma la siguiente forma:
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min y; + Yy,
y

V2—2 n/2 —axp/2
y1/2 %)) 0 >0

= 8.43
—0Uy / 2 0 1 ( )
1 ¥2/2
>0
( ¥2/2 yi—y2+1 >_
Este corresponde a un modelo de optimizacion semidefinida. |

Una de las mayores aplicaciones de las técnicas de polinomios cuadraticos es
la aproximacioén a problemas polinomiales, no necesariamente convexos. Iniciamos
nuestro andlisis con el caso de un polinomio en una variable p(x) € R[x] cuyo minimo
global es p, es decir,

p(x)>p, Vx eR (8.44)

En esta ecuacién, podemos notar que p(x) no es necesariamente SOS y, por tanto,
el problema puede ser no convexo. Ahora, como p es el minimo global, entonces
necesariamente

px)—p>0VxeR (8.45)

Asi, el problema puede ser transformado en la siguiente restriccion equivalente, a
saber:
p(x)— p € SOS (8.46)

Es importante destacar que no todos los polinomios positivos multivariados en R"
son SOS. Asi, en la mayoria de los casos, se trata de una aproximacion SOS. El problema
de minimizacién resultante es el siguiente:

max t

p(x)—t € SOS (8.47)

Dado lo anterior, se puede convertir en un problema SDP equivalente. A todas luces,
el problema es de maximizacion a pesar de estar buscando el minimo de p(x) en el
problema original. Esto se demuestra facilmente usando el epigrafo de la restriccion. E1
hecho de que se trate de un minimo viene de la restriccion 8.47 que, a su vez, representa
la condicion 8.44.

Ejemplo 8.15. Queremos encontrar el minimo del siguiente polinomio, cuyo gréfico se
muestra en la FIGURA NRO. 8.4.

plx) = x* —30x% +8x —15 (8.48)
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—100

p(x)

—200

FIGURA NRO. 8.4. Grdfica del polinomio p(x) = x* — 30x? + 8x — 15.

De la grafica se puede concluir que la funcién es no convexa y que tiene dos
minimos locales aproximadamente en —3.94 y 3.8 con valores de p(—3.94) ~ —271.25
y p(3.8) & —209.28, respectivamente. El 6ptimo global es, por tanto, & —271.25. Ahora,

planteamos el problema SOS equivalente, a saber:

min ¢ (8.49)
x*—30x2 +8x — 15—t € SOS '
La factorizacion SOS de este polinomio tendria la siguiente estructura:
T
1 qu qi2 qi3 1

xz 921 922 923 X

(8.50)
x q31 932 433 x?

Igualando término a término, podemos obtener el problema SDP equivalente,
veamos:

max ¢
Qx>0
g =1
2q3=0 (8.51)
dx +2¢13 = =30
2q1, =38
qu =-15-t

El optimo de este problema usando cvxpy es de —271.2461, el cual corresponde
al valor global esperado, de acuerdo a la FIGURA NRO. 8.4. De esta forma, hemos
encontrado el minimo global a un problema no convexo, usando un modelado convexo;
el paso clave fue transferir el problema del espacio x € R a un espacio mds abstracto y
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luego hacer un equivalente SDP computacionalmente tratable. [ |

Ejemplo 8.16. Consideremos el siguiente problema no convexo:

, _p(x) _ 2x-1
min f(x) = q(x) Toxt+1

(8.52)

Este se trata de una funcion racional en donde g(x) > 0. Si t corresponde al minimo
global, entonces se cumple lo siguiente para cualquier valor de x € R:

., o5

De esta indole, usando el mismo razonamiento del ejemplo anterior, podemos
plantear el siguiente problema convexo equivalente, a saber:

max t

p(x) — tq(x) € SOS (8.54)

Asi, se tiene una factorizacion SOS con la misma estructura que 8.50, la cual genera
el siguiente problema SDP equivalente:

max ¢
Qx>0
Q33 =—t
2¢,3 =0 (8.55)
0 +2¢13=0
21, =2
qu=-1-t
La solucion de este problema convexo es t = —1.9525. Este valor corresponde al

optimo global, de acuerdo a la FIGURA NRO. 8.5.

Ejemplo 8.17. La FIGURA NRO. 8.50 muestra que también existe un méximo global al
problema de optimizacién del ejemplo anterior. En el presente caso, podemos proceder
de forma andloga, de tal manera que el méaximo global de la funcién cumpla lo
siguiente:
X
;> P&

25 (8.56)
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0,
2
&0 |
—2
| | | | | | | | |

=5 -4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X

FIGURA NRO. 8.5. Grdfica del polinomio f(x) = 2x — 1)/(x* + 1).

De esta forma, podemos plantear un problema SOS con la siguiente estructura:

min ¢ (8.57)
tq(x) — p(x) € SOS '

Este tendra el siguiente equivalente SDP, a saber:

min ¢
Q>0
g3z =1
29,3 =0 (8.58)
g0 +2¢13=0
2q =1
qn=t+1

El 6ptimo de este problema de optimizacion semidefinida es t = 0.5. Este
corresponde al valor esperado, de acuerdo a la grafica de la funcién. [ |

8.6. Lecturas complemetarias

En este capitulo, se presentaron brevemente algunos aspectos, asociados a la
optimizacion polinomial y, en particular, al problema de suma de polinomios
cuadraticos. Un estudio mas completo de este tema desde el punto de vista de la
geometria algebraica se encuentra en [17]. Es importante destacar que SOS no es el
unico tipo de problema de optimizacién polinomial ya que existen otros enfoques;
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sin embargo, los problemas SOS tienen la ventaja de ser representables como SDP
y, por tanto, pueden ser solucionados eficientemente por medio de algoritmos de
optimizacion convexa. Los polinomios SOS pueden ser utilizados en todo tipo de
problemas de optimizacién matematica y, en particular, en aplicaciones de ingenieria
eléctrica, como se mostrara en la tercera parte del libro.

8.7. Ejercicios

1. Graficar la siguiente funcion en el intervalo [—50, 50]. Calcular el maximo y el
minimo global usando dicha grafica.

x3—-8x+1

= 8.59
x4+ x2+12 (8:59)

fx)
2. Calcular una aproximacion al minimo y al maximo global del ejemplo anterior
usando SOS.

3. Considere el siguiente problema de optimizacién no-convexa:
: 2 2L 4 1 2 4
min f(x,y) = 4x* — 10 + 3X +xy —4y° +4y (8.60)
Graficar la funcion en [-2,2] X [—2,2]. Resolver el problema alternativo

(convexo).

méx z (8.61)
f(x,y)—z € S0S '

Analizar los resultados.

4. Determine si los siguientes polinomios son SOS usando el equivalente SDP. Usar
el criterio del politope de Newton para determinar los monomios base.

p1(x,y) = 9x* 4+ 12x2y° + 7x2 4+ 2xy + 4y10 + 4> + 32 +1

D2(x,y) = 100x12 + 40x%y7 + 200x° + 4y'* + 40y” + 100

p3(x,y) = x5 +2x3y +10x3 + y? + 10y + 25 (8.62)
pa(x,y) =4x* —4xy® —4x +y° + 23 +1

ps(x,y) = 4x10 —4x>y5 + 4x° + y10 —2y% +1

5. Muestre que la siguiente expresion se cumple para cualquier valor de x, a saber:

cos(x)* + 2 cos(x)? sen(x) + 10 cos(x)? + sen(x)? + 10sen(x) + 25 > 0 (8.63)
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APROXIMACIONES CONVEXAS

Hasta ahora hemos analizado exclusivamente problemas de optimizacion convexa.
Sin embargo, existen una serie de problemas no convexos con estructuras particulares
que permiten usar algunas de las ideas presentadas anteriormente, ya sea a través
de aproximaciones convexas o bien de algoritmos que solucionen secuencialmente el
problema. Este capitulo muestra algunas de estas ideas.

9.1. Linealizacion y envolvente convexa

Una de las formas mas simples y comtinmente usadas para encontrar modelos
convexos, consiste en la linealizacion de las restricciones no lineales; especialmente,
las restricciones de igualdad. Este enfoque es adecuado en espacios de baja curvatura
que puedan ser aproximados por un hiperplano. No obstante, muchos problemas
se mueven en rangos de operaciéon en donde las linealizaciones son insuficientes
para modelar el problema. Ademads, el uso de linealizaciones puede ser innecesario,
ya que algunas restricciones no-lineales pueden ser transformadas en problemas
SDP o SOC. En algunos casos, la expansion de la funcién en polinomios de Taylor
puede ser truncada hasta obtener una ecuacioén cuadrética o incluso SOS. Estas son
tratables con las metodologias presentadas hasta el momento. La recomendacion
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general es evitar las linealizaciones en aras de obtener convexificaciones, es decir,
equivalentes convexos que preserven las caracteristicas no lineales del modelo y que
sean tratables computacionalmente con los métodos de optimizacién convexa. Un
enfoque alternativo e igualmente practico es el uso de envolventes convexas.

Definicion 9.1. La envolvente convexa de un cojunto S € R" es la interseccion de
todos los conjuntos convexos que contienen a S.

FIGURA NRO. 9.1. Envolvente convexa asociada a un conjunto no convexo.

La FIGURA NRO. 9.1 muestra el ejemplo de una envolvente convexa, asociada a
un conjunto no convexo. El conjunto original es la regién sombreada y la envolvente
convexa es la region marcada con lineas punteadas. En el caso de un conjunto de puntos
discretos, la envolvente convexa es el politopo minimo que abarca a todos los puntos. En
general, la envolvente convexa es una forma simple de generar un problema convexo,
asociado a un espacio no convexo. Desde luego, se trata de una aproximacion, pero
en algunos casos, esta aproximacion es suficiente para encontrar soluciones practicas
a complejos problemas de optimizaciéon. Cabe mencionar que la envolvente convexa
de un conjunto no convexo mantiene las no-linealidades en las zonas convexas del
conjunto, linealizando exclusivamente en las zonas no convexas. De esta forma, se
preserva parte de la geometria del espacio de soluciones.

9.2. Optimizacion convexa secuencial

Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

min f(x)

e 9.1)

Alli, f(x) es una funcién convexa pero el espacio M no es convexo. Una forma de
encontrar un éptimo local a este problema es mediante sucesivas linealizaciones de
M al rededor de un punto x, como se muestra en la FIGURA NRO. 9.2. En este caso,
obtenemos un nuevo punto x, = (Ax) que pertenece al espacio y sobre el cual se
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puede linealizar nuevamente. Definimos T, M como espacio tangente en el punto x.
Lo anterior genera el siguiente problema de optimizacion convexa, a saber:

min f(Ax)

(9.2)
Ax € T, M

La solucion Ax de este problema se encuentra en T, M por lo que se requiere
proyectar este punto al espacio original M y encontrar un nuevo punto x’. Esta
proyeccion supone, en algunos casos, resolver numéricamente un sistema no lineal de
ecuaciones mediante el método de Newton-Rapshon.

FIGURA NRO. 9.2. Retraccion desde el espacio tangente " xM asociado al espacio M.

Ahora, redefinimos el espacio tangente en el nuevo punto T,wM y repetimos el
procedimiento hasta alcanzar convergencia. En caso de que f sea una funcién no
convexa, podemos generar una linealizacién con el objetivo de que cada sub-problema
sea convexo. El método tiene multiples variantes, por ejemplo, podemos generar
aproxmaciones cuadraticas a la funcién objetivo y plantear una secuencia de problemas
de optimizacion cuadratica. La principal dificultad de este enfoque se encuentra en
el calculo de la matriz hessiana de f la cual puede ser costosa computacionalmente.
En la préctica, el método suele converger en pocas iteraciones, aunque es importante
destacar que solo podemos encontrar un éptimo local al problema.

9.3. Aproximaciones semidefinidas

Algunas restricciones no convexas pueden ser aproximadas a restricciones
semidefinidas usando un simple cambio de variable. Consideremos, por ejemplo,
la siguiente restriccion, evidentemente no convexa:

xTHx =1 9.3)
Alli, H es una matriz cuadrada. Ahora, definimos una nueva variable X = xxT. Esta

ultima es una matriz cuadrada y simétrica.

Lema 9.1. La matriz X = xxT es semidefinida positiva y de rango 1.
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DEMOSTRACION. El rango de la matriz se observa ficilmente en la definicién misma.
Ahora, para demostrar que es semidefinida positiva, consideremos un vector arbitrario
u y una forma cuadratica u'Xu. De este modo, tendriamos que u'Xu = uTxx'u =
(xTw)T(xTu) > 0, Yu € R, d

Usando esta matriz, podemos redefinir la restriccion como se muestra a
continuacion:
xTHx =tr(HX) =1
X>0 (9.4)
rango(X) =1

En este punto, la ecuacion 9.4 sigue siendo no convexa. Sin embargo, relajando la
restriccion rango(X) = 1, obtenemos un conjunto convexo. Aqui, podemos observar
que la complejidad de un problema de optimizacién no siempre es proporcional al
numero de variables pues, en este ejemplo, hemos pasado de un problema no convexo
en R" a un problema convexo en R™", La geometria del problema resulta ser mas
importante que el ntimero de variables.

Una vez solucionado este problema, podemos proyectar la matriz X sobre el espacio

original en busca de la matriz de rango 1 que mds se acerque a X. Esto se traduce en el
siguiente problema de optimizacion:

min [lxxT - X|2 (9.5)
X
Aqui, |||| es la norma de Frobenius, dada por

Al = Vir(aTA) =

(9.6)

n
2
i=1

Gracias a lo anterior, podemos encontrar el minimo de 9.5 derivando e igualando a
cero. Veamos:

2(xxT—=X)(2x) =0 9.7)

Luego, definimos o = xTx para que 9.7 tome la siguiente forma:

ax—Xx=0 (9.8)

Claramente, a es un eigenvalor asociado a la matriz X, mientras que x es el
correspondiente eigenvector!. El valor de x lo podemos calcular de la siguiente forma:

Recordar que los eigenvalores son tnicos pero los eigenvectores no. Cualquier multiplo de un eigenvector
es también un eigenvector.
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calculamos los eigenvalores (1) y eigenvectores (¢) de X; luego, tomamos a = max(4).
Posteriormente, calculamos el valor de x como en la ecuacion 9.9.

¢

X = am 9.9)

Esta, evidentemente, cumple con la condicion de ser un eigenvector tal que xTx =
a. Notese que \/E existe dado que la matriz X es semidefinida positiva.

El elevado esfuerzo computacional, asociado a las restricciones semidefinidas,
puede hacer impractica la metodologia en problemas de gran tamafio. En estos casos, es
posible generar una aproximacién adicional reemplazando las restricciones SDP X > 0
por una serie de restricciones de la forma

(ka)z < XkkXmm (9-10)

Estas restricciones son SOC-representables, tal y como se mostrd en la ecuacion
6.39. Esta aproximacion puede, en algunos casos, generar soluciones de buena calidad
con un reducido esfuerzo computacional?.

Otra posible aproximacion consiste en hacer la matrix X diagonalmente dominante.
Sin embargo, cabe recordar que una matriz es diagonalmente dominante si los términos
de la diagonal son mayores o iguales a los términos fuera de la diagonal.

Xk = D 1% (9.11)
m#k

Toda matriz diagonalmente dominante es SDP, lo cual puede ser ficilmente
demostrado usando el teorema de Gershgorin [18]. De esta forma, hemos reemplazado
la restriccion SDP por una serie de restricciones lineales.

9.4. Problemas binarios

Ahora bien, consideremos un problema de optimizacién cuadratica con restricciones
binarias que toman valores de —1 o 1, como se muestra a continuacion:

min xTQx 9.12)
x €{1,-1} '

En el anterior modelo, Q es una matriz no necesariamente convexa. Ahora,
convertimos el problema en un modelo SDP equivalente, usando el mismo argumento

ZEste es el caso del problema de flujo de carga 6ptimo que sera discutido en el capitulo once.
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presentado en la seccion anterior.

min tr(QX)
diag(X) =e
X>0
rango(X) =1

(9.13)

De esta manera, obtenemos un problema convexo cuando relajamos la restriccion
de rango 1. La solucién a este problema es una aproximacion inferior al problema
combinatorial, pero puede constituir un punto de partida para una metodologia
heuristica’. Una forma simple de encontrar una solucién binaria es tomar el signo del
eigenvector, asociado al eigenvalor mas grande del sistema.

De otro lado, los problemas binarios {0, 1} también pueden ser relajados, generando
modelos de optimizacion semidefinida [20]; para ello, creamos una nueva variable y; =
(x;+1)/2; dado que x; toma valores +1, entonces y; tomara valores {1, 0}. De este modo,
las restricciones del problema relajado seran

diag(X) = diag((2y — )2y —&)1) = o0
X=xxT=Q2y—e)2y—e) >0

Luego, definimos una nueva matriz Y = yyT > 0y desarrollamos la primera
ecuacion
diag((2y —e)(2y —e)l) = e
diag(4yyT — 2yeT —2eyT +eel) =e
4diag(Y) — 4diag(yeT) =0
diag(Y) =y

(9.15)

Ahora, extendemos la desigualdad matricial, asi:

(2y-e)2y-el =0
4yyT —2yel — 2eyT +eel > 0 (9.16)
4Y — 2diag(Y)eT — 2e - diag(Y)T + ee’ > 0

Como se puede notar,

(e —2diag(Y))(e — 2diag(Y))T = eeT — e - 2diag(Y)T — 2 diag(Y)eT

9.17
+4 diag(Y) diag(Y)T > 0 (0.17)

Si se reemplaza en la ecuacién anterior obtenemos lo siguiente,

4Y + (e — 2diag(Y))(e — 2diag(Y))T — 4 diag(Y) diag(Y)T > 0 (9.18)

3Ver, por ejemplo, el método de hiperplanos aleatorios presentado en [19] para el problema de MaxCut.
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Dado que (e — diag(Y))(e — diag(Y))T > 0, podemos establecer una restriccién mas
fuerte haciendo la siguiente consideracion:

Y — diag(Y) diag(Y)T > 0 (9.19)

Con lo anterior, el problema binario relajado 0/1 considera las siguiente

restricciones:
i T
( I diag(Y) )

diag(Y) Y - (9.20)

Y>0

Este problema se puede resolver ficilmente con cualquier paquete de programacion
semidefinida.

Finalmente, los métodos de programacion lineal entera, tales como branch and
bound, y los cortes de Gomory pueden ser extendidos al caso de problemas convexos,
especialmente, en problemas cénicos. Un caso particular es el de optimizacion conica
de segundo orden el cual presenta un bajo costo computacional, comparable al de los
problemas lineales pero, al mismo tiempo, mantiene la no linealidad del problema. El
estudio detallado de los problemas enteros-mixtos va mas alla de los objetivos de este
libro, el lector interesado, puede revisar [21].

9.5. Optimizacion polinomial usando linealizacion

En esta seccion, analizaremos los problemas que tengan la siguiente estructura:

min p(x) con x € X (9.21)

En estos problemas, p € R[x] (polinomio multivariado) y X es un conjunto
semialgebraico de la siguiente forma:

K={xeR": g(x)=0, h(x) >0, g,h € R[x]} (9.22)

Este problema es, desde luego, no convexo a menos que p,g y h sean polinomios
SOS. No obstante, podemos generar problemas convexos aproximados mediante la
técnica de reformulacion-linealizaciéon o RLT (reformulation-linearization technique
[22]). Consideremos un problema de optimizacion polinomial con restricciones
adicionales tipo caja (I; < x; < u;) en donde [; > 0y u; es finito. La idea basica es

generar una nueva restriccion de la forma

TT6 = 1w —x) >0 (9.23)

Posteriormente, se debe generar un problema lineal y crear nuevas variables z =
] x. veamos la metodologia a traves de un ejemplo.
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FIGURA NRO. 9.3. Ejemplo de un espacio de soluciones asociado a un problema de optimizacion
polinomial.

Ejemplo 9.1. Considere el siguiente problema de optimizaciéon polinomial cuyo
espacio de soluciones se muestra en la FIGURA NRO. 9.3:

min x? 4 y?
2 2

X“—=3xy+8x—2y"+16y—26>0

Y Y Y (9.24)
1/2<x<5
1<y<6

Dado lo anterior, evidenciamos una nueva restriccion tal y como en 9.23:
(x=1/2)5-x)y -1)(6-y) >0
(9.25)

11
x2y? — 7x?y + 6x% — Txy2 + gxy —33x + gyz - 3—25y +15>0

Luego, debemos definir un nuevo conjunto de variables a partir de los monomios
generados por la ecuacion 9.25 de la siguiente forma: z; = x,z, = y, 23 = Xy, 24 = X%y,
z5s = Xy°, 2 = X*y%, z; = x>y zg = y*; de estas obtenemos el siguiente problema
lineal, a saber:

min z; + zg
11 77 5 35
Zg — 7Z4 + 67 - 725 + 723 - 3321 + EZS - 722 +15>0 (926)

Z7—3Z3+821—228+162—2620
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En este punto, el problema es ilimitado asi que incluimos restricciones adicionales
del tipo zyim < 2; < Zyax las cuales se obtienen a partir de los limites inferiores y
superiores de x y y; incluyendo estas restricciones, tendremos un valor éptimo de 1.25
con x = 0.5y y = 1. Esto corresponde a una aproximacion al problema original *. [l

9.5.1. Aproximacion SOS a problemas polinomiales

Podemos obtener una mejor aproximacion al problema 9.21 usando la técnica de suma
de polinomios cuadraticos. Consideremos el caso en que X contenga unicamente
restricciones de desigualdad®, definiendo el siguiente problema SOS:

méax A
p(x) = A = up(x) + D hi(x)g;(x) (9.27)
k=1

u;(x) € SOS, Vi €{0, ..., n}

Este modelo puede ser solucionado usando un equivalente semidefinido, como
se presentd en el capitulo ocho. En caso de no encontrar una solucién, podemos
aumentar el orden de los polinomios u; y repetir el proceso. Esto ofrecerd una jerarquia
de problemas SOS que se acerca cada vez mds a la solucion del problema original.
Desde luego, el tamafio del modelo equivalente de optimizaciéon semidefinida puede
crecer significativamente tal y como ocurre en la mayoria de problemas SOS. Esta es
la principal limitante de la metodologia. Veamos el uso de la técnica a traves de un
ejemplo.

Ejemplo 9.2. Deseamos solucionar el problema de optimizacién polinomial dado en
el ejemplo anterior usando una relajacién SOS, para ello definimos los siguientes
polinomios en x y y:

fOy) = x> +y?

q1(x,y) = x* = 3xy + 8x — 2y* + 16y — 16

qZ(x’y) =X - 1/2

9.28)
q3(x’ y) =5-x
Qulx,y)=y-1
g5(x,y) =6y
Ademds, consideraremos una serie de polinomios cuadraticos u;, a saber:
ui(x,y) = 3} Y Ghomix*y™ (9.29)
k m

“Noétese que, la solucién dada por el problema lineal es infactible asi que no es una buena aproximacién.
SEl caso con restricciones de igualdad se puede obtener facilmente a partir del mismo concepto.
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Alli, ay,,; forma un arreglo multidimensional. De esta forma, formulamos el
siguiente problema de optimizacién SOS:

max 1
FO6Y) = = up(x,y) + uy (6, Y)q1 (%, ¥) + s (x, Y) g (x, Y)+

u3(x, Y)q3(x, ¥) + us(x, y)q4(x, y) + us(x, y)qs(x, y)
u;(x,y) € SOS

(9.30)

Cada una de estas ecuaciones se debe expandir en terminos de a;,,, tal y como se
explico en el capitulo ocho, garantizando que cada submatriz (ay,,); sea semidefinida
positiva. De esta forma, obtendremos el siguiente modelo SDP:

méax 1

Qoo3
264001 — Ggoo — 4 — S5agpy + -5 6ag04 + agos = 0

Aoos — 16ag01 — Ggos — 2ag10 + 52ap11 — 104015 + Ag13 — 12a914 + 20915 = 0
2a00; — 32a911 + 20014 — 20015 — Qoo + 26a02; — SAgp+

[o}
%—600244'(10254'1:0

4ap11 — 1640y + Aoy — Qo5 =0

2a021 =0

ooz — 8apo1 — Aoz — 2a100 + 52a101 — 10a10; + aq03 — 120104 + 2a195 =0
3ago1 — 16ag11 + 20012 — 20913 — 320101 + 20104 — 20105 — 20110+

52a111 - 10(1112 + ag13 — 12(1114 + 2(1115 =0

6ag11 — 8agy1 + Aoz — Qo3 + 4101 — 32a117 + 20114 — 20135 =0

3(1021 + 4a111 =0

2a102 — 16a191 — @go1 — 20103 — Aapp + 260201 — SAz02+

a
%—602044'(1205"'1:0

6a101 — 20911 — 16a117 + 20115 — 2ay13 — 16a501 + Agp4 — Agp5 = 0
6a111 — dga1 + 2030, =0
Ax0p — 80201 — 2001 — Ap3 =0
3a1 —2ay11 =0
— a1 =0
()i = 0Vk,m € {1,2,3},i €{0,..., 5}
9.31)

Elvalor 6ptimo es A = 4.01577, el cual corresponde a una aproximacién muy precisa

del 6ptimo del problema original. Esta aproximacion se puede mejorar aumentando el
orden de cada uno de los polinomios u; a expensas de un mayor esfuerzo computacional
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debido al aumento significativo del nimero de variables. [ |

Las relajaciones SOS son mucho mas precisas que las linealizaciones; aunque, el
esfuerzo computacional, asociado a las restricciones semidefinidas, puede ser elevado.
Un punto intermedio consiste en reemplazar las restricciones semidefinidas por
restricciones SOC, tal y como se presento en la ecuacion 9.10.

9.6. Jerarquia de Lasserre

La jerarquia de Lasserre es un método dual a las relajaciones SOS en donde se
optimiza sobre un espacio de medida. Por tanto, antes de analizar el método, debemos
entender el concepto de medida y cdmo puede ser usado en problemas de optimizacion
matematica.

9.6.1. Elproblema de la medida de un conjunto

En muchos casos, deseamos medir el tamafio de un conjunto; para ello, usamos
conceptos como longitud, 4rea o volumen de acuerdo al espacio en que estemos
trabajando. Consideremos el caso que se muestra en la FIGURA NRO. 9.4 en donde
deseamos medir el 4rea de cada conjunto. La funcién drea toma entonces un conjunto
y regresa un escalar positivo con las siguientes caracteristicas:

u(x)>0 (9.32)
u(@ =0 (9.33)
(I U IG) = u(IKy) + p(IG;) si Ky UK, = 6 (9.34)

El valor de u es siempre positivo siendo 0 solo cuando el conjunto es vacio, como
es el caso del conjunto D en la FIGURA NRO. 9.4. Igualmente, el drea equivalente
de la interseccion de dos conjuntos disyuntos es simplemente la suma de las areas
correspondientes. Estas tres caracteristicas se mantienen en los conceptos de longitud
y volumen. Con esta idea, podemos generalizar el concepto a cualquier tipo de medida
sobre un conjunto®. Desde luego, pueden existir multiples medidas posibles sobre un
conjunto por ejemplo, el perimetro de cada conjunto puede ser una mediday, por tanto,
en la FIGURA NRO. 9.4 tendriamos u(A) = 4, u(B) = 6, u(C) = 2 + 2\/3, y u(D) = 0.
Igualmente, pueden existir conjuntos que no admiten una funcién de medida.

El concepto de medida fue fundamental para el entendimiento de los problemas
asociados a la teoria de la probabilidad pues, una distribucién de probabilidad puede

®El concepto de medida requiere un desarrollo mas formal. Por ahora, nos conformaremos con una intuicién
geométrica, pues un estudio detallado de dichos conceptos nos apartarian de nuestro objetivo. El lector
interesado puede visitar [15] y [23].
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FIGURA NRO. 9.4. Medida de algunos conjuntos cerrados en R
u(A) =1, u(B) = 2, u(C) = 2, u(D) = 0.

ser interpretada como una medida u con la propiedad adicional de que u(X) = 1; es
decir, la medida de todo el espacio es igual a uno.

9.6.2. Optimizacion sobre un espacio de medida

Existe una formulacién dual, asociada a la aproximaciéon SOS del problema 9.21
definiendo el equivalente:

p= inf U. pdu : p(X) = 1} (9.35)
x

M(X) es el espacio de todas las posibles medidas u sobre el conjunto factible X.
Para comprobar que ambos problemas son equivalentes, partimos del hecho de que
p(x) > P, Vx € X pues p es el 6ptimo global del problema y por tanto:

f pdu > f pdu (9.36)
x x
Como p es un escalar constante, entonces
| pauzp [ au=s 0.37)
x x
La ultima igualdad se debe a que u(X) = 1, asi que si tomamos el infimo respecto
a u, tenemos lo siguiente:
inf I./ pd/«t} >p (9.38)
HEM %

De esta forma, la ecuacion 9.38 define una aproximacion superior al problema
de optimizacién polinomial. Como se puede notar el problema 9.35 es dual a la
formulacién SOS; para demostrarlo, definimos la siguiente funcién lagrangeana:

L=f pdu—/l(f du—l) (9.39)
x x
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Dado lo anterior, obtenemos la funcién dual W = A con p — 1 = 0; por lo tanto,

podemos definir el siguiente problema dual,

supfd : p(x)—1=0; x € X}
x,A

(9.40)

Luego, regresamos al problema 9.35, en donde p(x) es un polinomio multivariado.

Ahora, introducimos una nueva notacién para facilitar el analisis:

Definicion 9.2. Dado un polinomio multivariado p(x), definimos un multiexponente

a como una secuencia ordenada de numeros no-negativos tal que

px) = 3 max
Ejemplo 9.3. Considere el polinomio multivariado
Dp(xq, x5, X3) = Sx‘l1 - 3x1x2x§ + 8x,x3 — IOxfxz +7

Este puede escribir como 9.41 al definir los siguientes multiexponentes:

a; = (4,0,0) con Mg, =5
a, =(1,1,2) con Mg, = =3
az =(0,1,1) con my, =8
ay = (5,1,0) con mg, = —10

as =(0,0,0) con mg, =7

Claramente, esta representacion es mas compacta.

Ahora, definimos el siguiente operador lineal:

L(g) = f qdu
X

L(p) = ) Mg, L(x™)

de donde obtenemos

a.

Igualmente, definimos el momento asociado al monomio x;:

Yoy = L(x™)

(9.41)

(9.42)

(9.43)

(9.44)

(9.45)

(9.46)

Como se puede evidenciar, el problema 9.35 es lineal respecto a y,, aunque ain
no conocemos los valores numéricos de y. De hecho, no sabemos si cada uno de estos
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valores existe dado que dicho problema es definido a través de una integral sobre una
medida que desconocemos. En principio, queremos caracterizar la medida u mediante
una secuencia de momentos y, . En otras palabras, no nos interesa el valor o la forma de
1; sin embargo, debemos asegurar que la secuencia de momentos y,, corresponda a una
medida del espacio X; para ello, encontramos una serie de restricciones que se deben
cumplir con el objetivo de que la secuencia sea factible. Por ejemplo, dado un numero
real a> > 0, sabemos que L(a?) > 0; lo mismo se cumple si tenemos polinomios SOS.
De esta forma, podemos generar un problema de optimizacion que equivale a 9.35 pero
en funcion de los momentos y,, como se muestra a continuacion:

min L(p)
Lip)=1
L(g’g) =0
L(g*h) >0

(9.47)

La metodologia consiste en generar una jerarquia de polinomios SOS que
garantizan que y sea una secuencia de momentos asociado al espacio K. Esta secuencia
puede llegar a ser infinita; sin embargo, truncamos los polinomios a tamafios que
permitan una solucién computacional. En particular, generamos polinomios q apartir
de la matriz de momentos M;(y), definida por la ecuacion 9.48:

Mi(y) = (mgp) = L(x*xP) (9.48)

Ejemplo 9.4. Dado un polinomio multivariado y cuadratico podemos definir la matriz
M, (y), como sigue

Yoo Yo Yor Y20 Y11 Vo2
Yio Yo Y1 Vo Va1 V12
M) = Yor Yuu Yoz Va1 Y12 Yos (9.49)
Yo Y30 Y21 Vao Vi1 Y22
Yuu Ya Y2 Vi Y2 Vi3
Yoo Y12 Yoz Va2 Y13 Vo4

Alli, cada fila-columna corresponde a los siguientes monomios,

m(x) = (1,x1, X5, X7, X1 X, X3) (9.50)
|
En el caso de un problema sin restricciones (X = R"), podemos generar el
problema equivalente como
min L(p)
M;(y) 20 (9.51)
Yo=1
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La funcién objetivo es lineal mientras que la primera restriccion nos sirve para
asegurar que la secuencia de momentos y, corresponde a una medida u del espacio.
La restriccion y, = 1 es equivalente a L(1) = 1 o bien a u(X) = 1.

En el caso mas general, podemos definir las restricciones mediante la matriz de
momentos, como se muestra a continuacion:

min L(p)
M;(y) =0
M;(gy) =0 (9.52)
M;(hy) >0
Yo=1

Ejemplo 9.5. Resolvamos el ejemplo 8.3 usando jerarquias de Lasserre de orden 2.

En este caso, la matriz M es igual a la de la ecuacion 9.49, mientras que cada M(hy) se
obtiene aplicando término a término el polinomio correspondiente sobre la matriz de
momentos, asi:

Yio Yo Yu1 Yo Va1 V12
Yo Y30 Y21 Yao Y1 V22
M, = Ju Ya Yz Va1 Y Vi3 (9.53)
Y30 Yao Y31 YVso Va1 V32
Yar Va1 Va2 Va1 V32 Va3
Yiz2o Y2 Y1z V2 Va3 Vs

Yor Yu Yoz Va1 iz Vo3
Yuu Y Yz Va1 Va2 Vi3
M, = Yoo Yizo Yoz Va2 V13 Yoa (9.54)

Yar Y31 Y2 Va1 Va2 Va3
Yizo Y2 Y13 V2 Va3 Yua
Yoz Y13 Yoa V23 Yia Yos

Yo Y30 Y1 Yao Vi1 Y2
Yo Yao Y31 YVso Va1 V32
Mo = Yar Va1 Y2 Va1 Va2 V3 (9.55)
Yao Vo Va1 Veo V51 Va2
Y31 Yo Y2 YVs1 Va2 Y33
Y2 V32 Y23 Vaz V33 Vs

Yoo Y12 Yoz V22 Y13 Vo
Yiz Y2 Y13 V2o Va3 Va4
My2 _| Yo3 Y13 Yoa Y23 Via DYos (9.56)

Y2 V32 Y23 Vaz V33 Yu
Y13 Y23 Y4 Y33 Yaa Jis
Yoa Yia Yos Va4 Y15 Yoe
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Yu Y Y2 Va1 Y2 Vi3
Yar Y1 Y Ya Va2 Va3

M, Yizo Y2 Y13 V2 Va3 Vua (9.57)
7 Y31 Ya1 Y2 Vs1 Va2 Y33
Y2 Y32 Y23 Vaz V33 Vs
Y1z Y23 Yia V33 Yaa Vis

De este modo, el problema de optimizacién toma la siguiente forma:

min Y,y + Yoz

M>0
M, —1/2M >0
5M—-M,>0
M, —M>0 (9.58)
6M — M, >0
M2 = 3My, + 8M, — 2M,2 + 16M,, — 26M > 0
Yoo =1
La solucién ¢ptima del problema es 4.0158 con x = 1.5046y y = 1.3236. [ |

En general, el método de jerarquias de Lasserre es poderoso y permite encontrar
soluciones 6ptimas a casi cualquier problema en sistemas eléctricos, teniendo en
cuenta que la mayor parte de problemas pueden ser reescritos como uno de
optimizacion polinomial. La principal dificultad de esta metodologia estd asociada,
nuevamente, al esfuerzo computacional para resolver los problemas SDP, ya que el
tamaro de las matrices semidefinidas crece a medida que nos acercamos a la solucién
optima del problema original.

9.7. Lecturas complementarias

El uso de aproximaciones SDP en problemas combinatoriales ha sido estudiado en
[20] y en [24]. No obstante, existen pocas referencias sobre la aplicaciéon de este
enfoque en problemas de sistemas eléctricos. Las aproximaciones SDP y SOC a
problemas cuadraticos han sido ampliamente desarrolladas en el problema de flujo
de carga 6ptimo, tal y como se mostrara en el capitulo once. Un estudio formal sobre
optimizacion polinomial puede ser encontrado en [17] para la aproximaciéon SOS y en
[25] para las jerarquias de Lasserre.
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9.8. Ejercicios

1. Encontrar una solucién aproximada (SDP) al siguiente problema cuadratico:

min 3x2 + 22
(9.59)
X2 —10x+y?*—16y+z>+4z+92=0 05<z<1

Generar, igualmente, una aproximacién SOC usando la ecuacién 9.10 y una
aproximacion diagonalmente dominante usando la ecuacion 9.11; comparar los
resultados.

2. Considere la siguiente matriz cuadrada:
M=I1+xA+yB (9.60)

Aqui, I, Ay B son matrices de 5x5 siendo I la matriz identidad y A, B dos matrices
simetricas generadas aleatoriamente mediante una distribuciéon normal. Los
valores de x y y son escalares entre -1y 1. Hacer una grafica en donde se muestren
los puntos x y y que hacen que M sea semidefinida positiva. Mostrar del mismo
modo los puntos que hacen que M sea diagonalmente dominante y aquellos que
cumplan la ecuacién 9.10.

3. Encontrar una solucion aproximada usando SDP al problema binario cuadratico
, 1
min f(x) = ExTQx +cTx (9.61)

conx; € {—1,1}, ¢ =(-5,-8,3,7,4)y

80 96 73 58 144
96 202 126 60 193
Q=| 73 126 117 47 186 (9.62)
58 60 47 56 112
144 193 186 112 418

4. Encontrar una solucién aproximada al siguiente problema de optimizacién
polinomial usando una técnica de linealizacién (RLT). Graficar el espacio de

soluciones.
min x +y

x> +y—-8>0

—x+y’+12>0 (9.63)
1<x<10

2<y<8

5. Repetir el problema anterior usando tanto SOS como jerarquias de Lasserre.
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OPERACION DE SISTEMAS DE
POTENCIA

En este capitulo, se presentan algunas modelos de optimizacion convexa aplicados a
problemas de operacion en sistemas de potencia. Cada problema se describe brevemente
y se presenta el modelo simplificado. No se busca hacer un andlisis detallado de cada
modelo; por el contrario, se presenta una vision general de las posibles aplicaciones de la
teoria que hemos desarrollado hasta el momento.

10.1. Despacho econdmico y despacho ambiental

El despacho econémico de plantas térmicas es uno de los problemas clasicos en la
operacion de sistemas de potencia. Este consiste en minimizar los costos de operacion
del sistema sujeto a restricciones fisicas, como el balance de potencia y la méxima
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capacidad de generacién. Basicamente, el problema tiene la siguiente estructura

min Z fi(py)
Z pi=d (10.1)

Pmin < Pi < Pmax

En este, p; corresponde a la potencia generada por cada unidad termoeléctrica y d
ala demanda esperada. La funcion objetivo, usualmente cuadratica, puede representar
tanto los costos como las emisiones de gases de efecto invernadero. En el primer caso, se
trata de un despacho econémico mientras que en el segundo es un despacho ambiental.
En ambos casos, el problema resultante es convexo. Mds aun, la funcion objetivo es
estrictamente convexa y, por tanto, la solucién es tnica.

Las restricciones de flujo de carga pueden ser incluidas en el despacho haciendo
el modelo no convexo. En tal caso, debemos usar las aproximaciones convexas que
se mostraran en el capitulo siguiente para el problema de flujo de carga éptimo!.
Cabe anotar que el despacho econdmico/ambiental es muy similar al de flujo de carga
optimo. Esto hace que, en algunos casos, se use ambos conceptos de forma indistinta.
Sin embargo, la principal diferencia entre uno y otro consiste en que el flujo de
carga 6ptimo busca minimizar pérdidas con las tensiones como variables de decision,
mientras que el despacho econdmico/ambiental busca minimizar costos/emisiones con
las potencias activas como variables de decisién.

El problema de despacho econdmico puede incluir centrales hidroeléctricas, las
cuales generan dos cambios fundamentales en el modelo. Por un lado, el modelo se
hace dindmico pues las decisiones operativas y presentes afectan la operacion futura
del sistema. De otro lado, el modelo se hace estocastico pues las afluencias suelen ser
variables aleatorias, especialmente, en los modelos de largo plazo. El problema se hace
aun mds complejo cuando introducimos energias renovables no convencionales tales
como la generacion eolica y la generacion solar fotovoltdica. Iniciemos planteando el

! Aunque el flujo de carga 6ptimo es un problema operativo, hemos decidido incluir un capitulo exclusivo para
este problema debido a su importancia en sistemas de potencia y a los avances recientes en optimizacion
convexa, aplicados a este modelo.
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modelo clasico de despacho hidrotérmico, a saber:

min )" fi(pi)
T
Dbt Y, pii=d VI ET
i j

Pjt = &(qji> Vji)

Vj+1) = Vje +al@j — qje — Sjr)
Pmin < Pit < Pmax

Amin < th < Gmax

Smin < Sit < Smax

(10.2)

Umin < Vit < Umax

En este modelo, i enumera las plantas térmicas y j enumera las plantas
hidroeléctricas. Asi, p;; es la generacién en la planta termoeléctrica i en el instante
£, ¥ @jt,Vj, Djts Gj¢ Y S SON respectivamente las afluencias, el volumen del embalse, 1a
potencia generada, el turbinamiento y los vertimientos de la central j en el instante ¢.
La funcién g puede ser lineal o no lineal. En el primer caso, el problema resultante es

convexo mientras que en el segundo caso se debe recurir a aproximaciones convexas?.

El horizonte de planeamiento J° puede ser de corto, mediano o largo plazo. El
primero se refiere a periodos de un dia o una semana con divisién horaria. El segundo
es usualmente de un aflo, mientras que el tercero es de varios afos. En cualquiera de
los casos, el problema se hace estocéstico si se tienen en cuenta que tanto la demanda
d; como las afluencias aj, son variables aleatorias. En todos los casos, se pueden
usar aproximaciones robustas como las presentadas en el capitulo seis. En el caso del
despacho de corto plazo, podemos ademds utilizar un esquema de receding horizon
en que se tiene un modelo de prediccion sobre una ventana de tiempo, el cual serd
solucionado iterativamente usando el modelo convexo.

La estrategia que serd usada en diferentes problemas a lo largo de este capitulo
consiste en un estimador de las variables aleatorias el cual se asume con un error
medio igual a cero y una desviacién conocida. Las variables aleatorias incluyen las
afluencias, la demanda de potencia, las velocidades del viento y la radiacion solar.
El problema se puede entonces resolver en una ventana de tiempo moévil usando el
modelo robusto, presentado en el capitulo siete. La regién de incertidumbre puede ser
especificada usando la desviacion dada por el estimador o bien mediante medidas del
riesgo, como el VaR y el CVaR. En cualquiera de los casos, el problema se reduce a
uno de optimizacion robusta y estocastica el cual puede ser solucionado en tiempo
real gracias a las propiedades de convergencia de los problemas convexos que seran
estudiados en la tltima parte del libro. De otro lado, podemos garantizar que la solucién

2Para mas detalles, ver [26]
3El concepto de receding horizon es la base del control predictivo, basado en el modelo, el cual ser4 presentado
en el capitulo trece
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en cada punto de la venta de tiempo es tnica y el 6ptimo es global. Estas caracteristicas
son particularmente ttiles en los problemas operativos en donde el algoritmo toma
desiciones no supervisadas y en tiempo real. Este enfoque se presenta no solo en los
problemas operativos, sino también en los problemas de control como se mostrara en
el capitulo trece.

10.2. Restricciones de capacidad

Elmodelo de transportes constituye un tipo de problema de programacién lineal que ha
sido estudiado desde los inicios de la investigacion de operaciones a mediados del siglo
XX. Este tipo de modelos permite considerar de una forma simplificada las restricciones
de red en un sistema de potencia.

A B
l 200 MW max l
300 MW 200 MW
150 MW max 130 MW max
1 c
500 MW

FIGURA NRO. 10.1. Modelo de despacho econémico por dreas, considerando restricciones de red
con el modelo de transportes.

Ahora bien, consideremos una red de potencia con tres areas de operacion,
como se muestra en la FIGURA NRO. 10.1, en donde las lineas son representadas
exclusivamente por su capacidad de potencia. El problema de despacho econémico se
plantea considerando estas restricciones:

min f1(py) + f2(p2) + f3(p3) + fa(pa) + f5(ps) + fe(ps) + f7(p7)
P1+ P2+ p3+ Py =300+ pap+ pac
Ps + Pe + P7 =200 — pap + Ppc
Pac + ppc = 500
(|ij|| < Pmaxaj) V(i) € {AB,BC, AC}
DPmin < Pi < Pmax> Vi €11,2,3,4,5,6,7}

(10.3)
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La principal diferencia con respecto al problema clasico, corresponde a las
restricciones del flujo de potencia, asociadas a la transferencia de potencia entre areas
(es decir {pag, pgcs Pac})- Estas restricciones son lineales por lo que el problema se
mantiene convexo.

10.3. Flujo de carga éptimo

El flujo de potencia es una de las herramientas mas importantes en el andlisis de
los sistemas de potencia. Este permite determinar el estado del sistema de potencia
conociendo la magnitud de la tensién y la potencia activa en los nodos generadores y
la potencia demandada en los nodos de carga. Esto resulta en un sistema no lineal de
ecuaciones, de la forma:

p= f p(U, e)

q=1f q(va 0)

en donde p y g son las potencias activas y reactivas en cada nodo. Estas ecuaciones
entran como restricciones al problema de despacho econémico y al problema de flujo
de carga 6ptimo. Este tltimo consiste en minimizar las pérdidas del sistema, sujeto a
las restricciones fisicas de la red, como se muestra a continuacion:

(10.4)

min L(v,0)p = fp(v,0)

q= fq(va 0)
Pmin £ P < Pmax
Amin < 4 < Gmax
Umin £ U < Upax
emin <6< emax

8, =0

(10.5)

Desafortunadamente, el problema resultante no es convexo. Por esta razon,
requerimos hacer diferentes aproximaciones convexas con el objetivo de obtener un
modelo que pueda garantizar un éptimo global. Este tipo de aproximaciones son
importantes en todo tipo de problemas operativos, ademas del problema de flujo de
carga 6ptimo y despacho econdmico; por tal razon, las aproximaciones convexas a estos
problemas se presentan con detalle en el siguiente capitulo.

10.4. Gestion de la demanda

La gestion de la demanda constituye un cambio de paradigma en el contexto de las
redes inteligentes, en donde las cargas pasan de tener una caracteristica pasiva a tener
un comportamiento activo que puede ser sujeto a optimizacion y maniobras operativas.
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Las tecnologias modernas de comunicacion y en especial el concepto de IoT (Internet
of the Things) podrian ser el catalizador de este cambio. Sin embargo, la tecnologia por
si sola no es suficiente pues es necesario crear una capa de optimizacién que permita
tomar desiciones de forma 6ptima, automatizada y en tiempo real. La optimizacién
convexa brinda, por tanto, la capa de inteligencia en la metodologia.

En general, las cargas de un sistema eléctrico pueden ser clasificadas de acuerdo
al tipo de usuario en cargas industriales, comerciales y residenciales. A su vez, estas
cargas pueden ser sub-clasificadas en cargas fijas, cargas continuamente controlables,
cargas desconectables y cargas desplazables. A continuacién, describimos cada una de
ellas:

» Las cargas fijas son aquellas que no pueden ser controladas, ya sea por sus
caracteristicas técnicas o bien por su importancia para el usuario. Un hospital
es un buen ejemplo de una carga fija en un sistema de distribucién. A nivel de
usuario final, una carga fija puede ser un proceso importante y continuo en una
fabrica, el sistema de seguridad de un banco o la alimentacion de los servidores
en un data-center.

= Las cargas continuamente controlables son cargas con alguna interfaz basada en
electronica de potencia que permite un control fino de la potencia consumida. El
tipo de carga méas comun de este tipo son los variadores de velocidad en usuarios
industriales y algunos sistemas de aire acondicionado en usuarios comerciales.

= Las cargas desconectables voluntarias son aquellas que no pueden ser
controladas en cuanto a su potencia consumida, pero que pueden ser
desconectadas en caso de ser necesario. Estas incluyen circuitos de iluminacién
en usuarios comerciales y procesos industriales menos relevantes en usuarios
industriales. La desconexion de estas cargas puede traer un costo asociado
que debe ser considerado en la funcién objetivo del modelo de optimizacion.
Igualmente, a nivel de red de distribucién, se pueden tener secciones de
alimentadores primarios y cargas desconectables voluntarias que puedan ser
usadas como ultima capa de seguridad en los esquemas de operacion del sistema.

» Las cargas desplazables son cargas que se pueden trasladar en el tiempo, por
ejemplo, una lavadora de un usuario residencial. El reto en el modelado de este
tipo de cargas consiste en que debe permitir un movimiento como bloque a través
del tiempo; esto significa que una vez iniciado el proceso no se puede interrumpir.
Muchos procesos industriales tienen esta caracteristica por lo que estas cargas
son particularmente importantes en este tipo de aplicaciones.

Tanto las cargas desconectables voluntarias como las cargas desplazables
introducen variables binarias que deben ser consideradas mediante aproximaciones
convexas. Estas aproximaciones se presentardn en el capitulo once en donde se
tratardn problemas de planeamiento. Por lo pronto, podemos centrarnos en el problema
con cargas continuamente controlables cuyo modelo de optimizacién se presenta a
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continuacioén:

min Z Z Cit Dit
toi
E(pit —pir) = d; (10.6)
t
0 < pi < Pi

En dicho modelo, p;; es la potencia consumida por la carga i en el periodo ¢; p;; es la
cantidad de potencia que se reduce, producto del algoritmo de gestion de la demanda;
c;; es el costo de desconexion por unidad de potencia y d; es la demanda admisible
total. Notese que el problema es basicamente el mismo que el de despacho econémico
solo que esta vez optimizamos las cargas y no la generacion. El problema resultante es
evidentemente convexo. De hecho, se trata de un problema de programacion lineal.

Los esquemas de gestién de la demanda se relacionan con las micro-redes y los
esquemas de gestion de vehiculos eléctricos o V2G (vehicle to grid) de varias formas.
Una de las més comunes es el esquema que se muestra en la FIGURA NRO. 10.2 en donde
se tiene un dispositivo llamado agregador el cual centraliza las acciones de control de
la micro-red, resolviendo el problema de despacho y/o de gestion de la demanda en
tiempo real.

":| |:‘ |

FIGURA NRO. 10.2. Esquema V2G con un agregador que centraliza las acciones de controly
resuelve problemas de optimizacion convexa en tiempo real.

10.5. Plantas de potencia virtuales

Las energias renovables no convencionales asi como los elementos almacenadores
de energia pueden ser integrados en un sistema de potencia mediante el concepto
de planta de potencia virtual o VPP (virtual power plant). Una VPP es un ente
que centraliza la operacion de pequenas fuentes de generacion con el fin de ser
despachadas. Existen multiples configuraciones y modos de operacion. En esta
seccién, nos centraremos en una en particular la cual fue estudiada en [27]. En esta
configuracion, se tiene un alimentador primario con generacién distribuida, ya sea
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como usuarios directamente conectados a la red o bien como micro-redes controladas
por un agregador local.

La planta de potencia virtual es el agente del mercado que oferta cantidades de
energia al sistema de potencia. Dichas cantidades son gestionadas a partir de las fuentes
distribuidas a lo largo del alimentador primario. Se presentan al menos dos momentos
en donde se requieren utilizar modelos de optimizacién convexa: el dia antes de la
operacion (day ahead) y la operacion técnica en tiempo real. Para el despacho el
dia antes de la operacién, se debe ejecutar un modelo de despacho econémico como
el presentado en la seccién 9.1, en donde la disponibilidad de generacion debe ser
incluida considerando la estocasticidad del recurso primario (afluencias, viento o sol).
El problema resultante puede ser solucionado mediante una estrategia de optimizacion
robusta. Este modelo entrega una serie de requerimientos de potencia a los cuales se
compromete el operador de la VPP en el dia de la operacion.

El modelo de optizacién en el dia de la operacién debe incluir las restricciones
operativas del sistema y las variaciones del recurso primario con respecto a la prediccion
realizada el dia anterior. Para esto, se utiliza una estrategia de receding horizon, tal y
como en el caso del despacho hidrotérmico; solo que esta vez se deben involucrar las
restricciones de la red a través de un flujo de carga éptimo como el que se presentara
en el capitulo siguiente.

10.6. Estimacion de estado e identificacion de la red

El problema de estimacion de estado es clasico en la operacion de sistemas de potencia
y es un componente fundamental en los sistemas SCADA (supervisory control and
data aquisition). El problema consiste en determinar el estado mas probable del
sistema a partir de mediciones redundantes sobre la red, y del conocimiento de la
topologia y relacién de las variables eléctricas. Cuando las variables a medir son
potencias activas y reactivas, se obtiene un problema no convexo con el mismo grado
de complejidad que el flujo de carga. Sin embargo, modernas tecnologias como los
esquemas de medicion sincronofasorial o PMUs (phasor measurement units) permiten
que el problema resultante tenga restricciones afines debido a que las mediciones son
de corriente y de voltaje.

El problema se puede plantear también sobre micro-redes AC y DC. Analicemos el
caso de una micro-red DC con medicién centralizada, como se muestra en la FIGURA
NRO. 10.3. Cada elemento activo de la red puede tener medicion tanto de voltaje como
de corriente; no obstante, el estado del sistema se puede determinar completamente con
solo mediciones de tensién; por tanto, las mediciones de corriente son redundantes.
No obstante, podemos usar estas mediciones con el fin de encontrar el estado mas
problable de operacion, basados en el modelo de minimos cuadrados, como se muestra
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a continuacion:

I?Ii/n I-D)M@E-j)+(@—-uw)N@O—-u)
I=YV
Imin <I< Imax

(10.7)
Vmin V< Vmax

En donde U y J son las mediciones de tensién y corriente, respectivamente; V'
e I son las mediciones correspondientes, y M y N son matrices definidas positivas
que representan el peso de cada medicion. El problema resultante es de optimizacion
cuadratica y convexa, con una funcién fuertemente convexa y por ende, tiene solucion
unica.
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FIGURA NRO. 10.3. Micro-red en DC con medicion centralizada.

Otro problema de operacidn, estrechamente ligado a la estimacion de estado, es
la identificacién de la red. En este caso, tenemos mediciones tanto de tensién como de
corriente en diferentes puntos de operacion. Nuestro objetivo es estimar la Yy, a partir
de estas mediciones. En este caso, podemos formular un problema de optimizacion

como sigue:

. 1 2
min fy) = 3 =YV (10.8)
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en donde la variable de decision es una matriz Y y la funcién objetivo es la norma de
Frobenius*, definida en la ecuacién 9.6 (capitulo nueve). Al ser una norma, podemos
asegurar que se trata de un problema fuertemente convexo y, por tanto, podemos
encontrar eficientemente el éptimo global garantizando que la la solucién es unica.
Dada la ecuacién 10.8, el 6ptimo se encuentra derivando e igualando a cero, es decir,

(VVNY —vIT (10.9)

De lo anterior, podemos despejar directamente el valor de Y

Y = (vvn)-lvnt (10.10)

Una modificacién al problema consiste en incluir informacion disponible de la
estructura de la matriz Y; por ejemplo, sabemos que la matriz es simétrica y que algunas
posiciones son 0. En ese caso, el problema de optimizacion toma la siguiente forma:

i 1
min f(Y) = 5 = YV,
Vi = vy Vil j (10.11)
¥ij =0, siinoestd conectado a j

Tanto la estimacion de estado como la identificacién de la red, pueden ser
extendidos a redes AC de forma directa. Solo basta separar el problema en parte real
e imaginaria. Mas informacion se puede encontrar en [28].

10.7. Problemas binarios en sistemas eléctricos

Existen multiples problemas combinatoriales en sistemas eléctricos, tanto en la etapa
de planeacién, como en la de operacién. En la etapa de planeacion, se destacan los
problemas de planeacion de la transmision y planeacién de la distribucion. Estos tipos
de problemas son usualmente solucionados mediante técnicas heuristicas o mediante
aproximaciones lineales’. Entre los problemas operativos, se incluyen el enganche de
unidades térmicas y el balance de fases.

El enganche de plantas térmicas consiste en determinar el orden de arranque y
parada de las centrales termoeléctricas, teniendo en cuenta los costos de encendido
y apagado, asi como las rampas de arranque. El modelo de optimizacion resultante
es similar al del despacho econdmico, pero esta vez se consideran variables binarias
sk, asociadas a cada unidad termoeléctrica. En este modelo, 5, = 1 si la central esta

“De hecho, la funcién objetivo puede ser cualquier norma; no obstante, la derivada de la norma de Frobenius
se puede obtener facilmente.
SPara mas detalles, ver [29].
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encendida y s, = 0 si la central esta apagada. El modelo simplificado se presenta a

continuacién:
min )} f(pi) + ) h(si)
D, Pk =Pp
r(sg) <0 (10.12)

DPminSk < Dk < PmaxSk
sk €{0,1}

De esta indole, f representa los costos de operacion; h, los costos de encendido y
apagado; r, las rampas de encendido; y pin» Pmax- 108 limites operativos de cada central.
El problema resultante es no convexo debido a las restricciones binarias, asociadas a sy.

Otro modelo operativo comun en sistemas de potencia es el balance de fases. Este
se produce en alimentadores primarios altamente desbalanceados, en donde podemos
cambiar la conexién en cada una de las fases con el objetivo de minimizar las pérdidas.
Definimos una serie de matrices de permutaciones M, tal que

Dk + ]qk = MSk (1013)

Alli, s;, es la demanda trifasica asociada a cada nodo, y py y gx son las demandas
del sistema después del balance. El problema consiste en seleccionar la permutacion
adecuada, de tal forma que se minimicen las pérdidas totales del sistema, es decir,

min f;.(p,q)
h(v) = (Z kak) s
Z X = 1

Xy € {0, 1}

(10.14)

en donde f;, corresponde a las pérdidas de potencia; v, al vector de tensiones nodales;
h, a las ecuaciones de flujo de carga; y M, al conjunto de matrices que definen las
posibles permutaciones de la carga. Asimismo, X es un conjunto de variables binarias
que permite seleccionar una las permutaciones®.

10.8. Lecturas complementarias

Los problemas de despacho econdémico y despacho ambiental son cléasicos en la
operacion de sistemas de potencia. En [28] y [31] se muestran modelos de operacion con
diferentes grados de detalle. Estas referencias no usan el paradigma de optimizacién
convexa para formalizar sus resultados, pero dan una buena introduccién a los
problemas reales de operaciéon de sistemas de potencia. En el caso particular del

©Ma4s detalles de este modelo pueden encontrarse en [30]
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problema de despacho hidrotérmico usando receding horizon, se recomienda ver [26].
Un andlisis detallado sobre los problemas de gestiéon de la demanda en el contexto
colombiano se presenta en [32]. Igualmente, el estudio de plantas de potencia virtuales
en el contexto colombiano se puede encontrar en [27]. El estudio del problema de
identificacion de redes DC puede ser estudiado en [33].

10.9. Ejercicios

1. Solucionar el siguiente problema de despacho econémico de plantas térmicas
para diferentes valores de demanda Py,.

f1=0.0054p? +11.67p; + 5

) (10.15)

f1=0.0088p2 + 11.33p, + 10

2. Considere un sistema hidrotérmico con una planta térmica equivalente de 2500
MW cuya funcién de costos estd dada por

f =0.002p2. + 19.2py + 5000 (10.16)

El sistema hidrico estd representado por un reservorio equivalente cuyo volumen
varfa entre 310 X 10*m? y 670 x 10*m3. Determinar el despacho 6ptimo para una
operacion en 24 h, teniendo en cuenta que la planta hidroeléctrica tiene un factor
de turbinamiento de T = 16.64MW/(10*m?) y una potencia maxima de 1500MW.
El volumen en la hora cero es de 500 x 10*m? y se espera tener el mismo volumen
al final de la operacion. Los valores tipicos de demanda y afluencias se muestran
en la TABLA NRO. 10.1.

Hora Demanda [MW] Afluencias x10*[m?]

1-4 1370 40
5-8 1290 24
9-12 2240 40
13-16 2230 48
17-20 2130 36
21-24 2280 28

TABLA NRO. 10.1. Valores esperados de afluencias y demandas.

3. Considere una micro-red, constituida por un panel solar fotovoltaico de 10kW
nominales, una pequefia planta diesel de 20 kW y un sistema de almacenamiento
por baterias de 5kW/50kWh. Los costos de operacién de planta diesel son
constantes a razén de 380COP/kWh y tanto la irradiancia como el precio de la
energia son altamente predecibles. Los pardmetros de cada elemento se muestran
en la TABLA NRO. 10.2. Usar los datos del escenario medio de precios.
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4. Solucionar el problema anterior, pero esta vez las probabilidades de cada
escenario de costos son de 0.3, 0.5 y 0.2, respectivamente. Calcular el valor
esperado de costos.

5. Considere una micro-red en DC con tres nodos, cuyas medidas de voltaje y
corriente en diferentes puntos de operacién se muestran en la TABLA NRO. 10.3.
Encontrar la matriz Yy, a partir de esta informacién.

Solar Bajo Medio Alto

Hora kW (COP/kWh) (COP/kWh) (COP/kWh)
0-4 0 300 320 340
5-8 2 350 370 380
9-12 10 380 400 420
13-16 8 350 380 400
17-20 0 450 440 480
21-24 0 350 380 400

TABLA NRO. 10.2. Generacion solar y precio de bolsa para la micro-red del ejercicio 1.
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U1 %) ) i i i3
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.6667
1.0000 1.0100 0.9900 0.9667 1.2100 0.4933
0.8000 0.9500 1.0100 -2.1000 2.1500 2.3733
0.9300 0.8500 0.9700 1.4633 -0.5500 1.5133
0.9800 0.9700 0.9500 1.2800 0.9700 0.3333
1.1200  0.9000 1.0500 3.7867 -2.0500 0.9833
1.0200 1.0000 1.0100 1.2867 0.7500 0.6567

TABLA NRO. 10.3. Mediciones de voltaje y corriente en una micro-red dc para diferentes puntos
de operacion.
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APROXIMACION CONVEXA AL
FLUJO DE CARGA

El flujo de carga es, quizds, la herramienta mds importante para la operacion de
sistemas eléctricos tanto a nivel de potencia como a nivel de distribucion. Sin embargo, las
ecuaciones de flujo de carga constituyen un sistema no afin que hacen que los problemas
sean no convexos. En este capitulo, presentamos algunas aproximaciones convexas a este
problema.

11.1. Problemas convexos en variable compleja

El modelo de flujo de carga genera un conjunto de ecuaciones algebraicas en variable
compleja, con las caracteristicas adicionales de ser no lineales y no holomérficas. Es
por ello que debemos analizar en detalle estas caracteristicas desde el paradigma de la
optimizacion convexa.

Definicion 11.1. Decimos que un problema de optimizacion convexa es representable
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en variable compleja, si puede ser escrito de la siguiente forma:

min f(z)
g(z)=0 (11.1)
h(z) <0

endondez = x+jy, f : (x,y) = Ryh : (x,y) — R son funciones convexas (es decir
que son convexas al separar a z en parte real e imaginaria) y g(x, y) es una funcion afin.

Como se menciond en el capitulo uno, el espacio de la funcion objetivo debe ser un
conjunto ordenado; por tal razon, la imagen de f debe estar sobre los reales. Lo mismo
se aplica a h para que la desigualdad tenga sentido. La formulacién compleja es, por
ende, solo una representacion del problema, la cual puede resultar conveniente en el
momento de implementarla computacionalmente y de hacer analisis de los resultados.
No obstante, la solucion del modelo se realiza separando en parte real e imaginaria y,
por consiguiente, el problema se soluciona en los reales. Es importante destacar que la
mayoria de lenguajes modernos admiten una representacién compleja de los problemas
de optimizacion; no obstante, se deben cumplir las condiciones de la definicién 11.1.

Antes de presentar la aplicacion a los problemas de flujo de carga, presentaremos
algunos conceptos asociados a la derivada de funciones complejas.

Definicion 11.2. Funcion holomorfas. Una funcién f : C — C es holomorfa en un
punto z, si tiene derivada continuas al rededor de z, dada por

) — 1im 1O 1)

11.2
z—2) zZ -2y ( )

Esta definicion es similar al caso de los reales; sin embargo, debemos tener en
cuenta que existen multiples direcciones para acercarse a z;, como se muestra en la
FIGURA NRO. 11.1. Una funcién es holomorfa (o analitica sobre los complejos) si el
limite es el mismo sin importar la direccion.

Teorema 11.1. Una funcién compleja f = u(x,y) + ju(x,y) es holomorfa si cumple
las condiciones de Cauchy-Riemann [ver [34]], a saber:

ou_ v
dx ~ dy
ou_ o (11.3)
dy ~ ox

Una funcion que dependa tanto de z como de su conjugado no es analitica, ya que el
conjugado dara direcciones opuestas en el momento de tomar el limite. Este es el caso
de las ecuaciones de flujo de carga; por tanto, la linealizacion del flujo de carga se debe
realizar usando una teoria matematica diferente, como se mostrard mas adelante.
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Az

FIGURA NRO. 11.1. Diferentes direcciones para obtener Az — 0 en el plano complejo.

X

11.2. Flujo de carga en redes de distribucion

Como se mostrd en la seccion 10.3, el flujo de carga constituye el conjunto de
ecuaciones algebraicas que modelan el estado estacionario de una red eléctrica.
Analizaremos el caso de sistemas de distribucién. Estos presentan ventajas en el
modelo, las cuales permiten hacer algunas simplificaciones.

Considere una red de distribucion representada como un grafo orientado § =
{V, €&}, en donde N = {0,1,2,..n} representa el conjunto de nodos del sistema,
incluyendo el slack; el cual es representado por el subindice 0,y € C N X N es
el conjunto de enlaces. La siguiente expresién muestra la relacion entre voltajes y
corrientes nodales:

n
ik = D YkmUm: Yk €N (11.4)

m=0

Enesta, y representa la matriz de admitancias nodales. Esta ecuacion es lineal y, por
tanto, se transforma en una restriccion afin cuando se separa en parte real e imaginaria.
No obstante, los modelos de operacién se encuentran dados en funcién de la potencia
y no de la tension, es decir, la ecuaciéon 11.4 toma la siguiente estructura:

ES n
(z—i) = VimUm, VKEN (11.5)

m=0

en donde el simbolo :* representa el conjugado complejo y s es la potencia nodal. Este
problema es claramente no lineal y genera una restriccion no afin al momento de ser
separado en parte real e imaginaria. De alli la necesidad de desarrollar aproximaciones
convexas al problema.
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11.3. Aproximacién semidefinida

Antes de mostrar la aplicacion de programacion semidefinida en problemas de flujo de
carga, consideremos un problema de optimizacion cuadrética con unas restricciones
cuadréticas de igualdad, a saber:

1
min =xTHx
2 (11.6)
xTBx =1

Este es evidentemente un problema no convexo. Sin embargo, podemos establecer
una relajacién semidefinida mediante el cambio de variable X = xxT que se presentd
en la seccion 9.3, en donde X es ahora la variable de decision!. Haciendo uso del Lema
9.1 establecemos el siguiente problema de optimizacion:

min % tr(HX)

X>0
Rango(X) =1

En este punto, el problema es equivalente al problema original y, por tanto, es no
convexo. La no convexidad se manifiesta en la restriccion de rango 1. Después de relajar
esta restriccion, obtenemos un problema semidefinido que puede ser solucionado
computacionalmente. Este tipo de relajaciones produce resultados precisos en muchas
aplicaciones practicas, como se mostré en el capitulo nueve.

Regresando al problema de flujo de carga, recordamos que las pérdidas
corresponden a una funcién cuadratica y convexa debido a que la parte real de la
matriz de admitancias nodales es semidefinida positiva. Sin embargo, las ecuaciones
de flujo de carga son no afines y, por ende, requieren de una relajacion convexa. Para
ello, reescribimos el modelo con el fin de trabajar sobre el conjunto de los reales,
expandiendo la ecuacién 11.5 como sigue:

Pk—Jqk = Z (ex = J1)(8km + Jbim)em + jfm)

m=0

n
Pe= 2. 8mekem + GemSifm — bimfmek + bimem fi (11.8)
m=0
n
—Qk = . GimSkem — Dimemex + Zkmem Sk — biomSfm Sk

m=0

1Como se puede observar, xTx es un escalar; sin embargo, xxT es una matriz cuadrada, tal que Xy, = XgX,.

185



Alejandro Garcés Ruiz

en donde s, = p + jqk, Uk = €k + jfk Y Ykm = 8km + jbkm. Ahora, definimos nuevas
variables, a saber:
Eym = exen

Fym = fifm (11.9)
Zim = ecfm — emS

Dado lo anterior, el modelo completo de flujo de carga se puede reescribir de la
siguiente forma matricial:
min tr(G(E + F))
Pg — Pp = diag(GE + GF — BZ)
—Q + Qp = diag(GZ + BE + BF)
0=Z+21
Eyp=1
Fo =Fio =0
PG < Pmax
Pg > Py (11.10)
Q6 < Qmax
QG 2 Quin
E>0
F>0
rango(E) = 1
rango(F) =1
rango(Z) =2

Aqui, hemos descompuesto p y g para incluir tanto la generaciéon como las
demandas nodales. A su vez, este modelo se puede convexificar relajando las
restricciones de tipo rango = 1. Esto da como resultando un problema de optimizacion
semidefinida.

Lasvariables originales pueden ser recuperadas teniendo en cuenta que cada matriz
semidefinida se puede factorizar de la siguiente forma:

n
X =Y AMM! (11.11)
i=0

Alli, 4; son los eigenvalores y M; sus correspondientes eigenvectores. La matriz de rango
1 que mas se aproxima a X estard dada entonces por X =~ AOMOMg en donde 4 es el
maximo eigenvalor (el cual es positivo porque la matriz es semidefinida) y el vector x,
tal que, X = xxT estard dado por la siguiente relacion:

x =M, (11.12)
en donde ||M,|| = 1.
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11.4. Aproximacién conica de segundo orden

Las aproximaciones SOC son una alternativa mas eficiente computacionalmente para
solucionar el problema de flujo de carga en sistemas de distribucién radial. La
formulacion se basa en el flujo de potencia por las lineas, tal y como se muestra en
la FIGURA NRO. 11.2

Sg(D) Sg(@) n
| |

FIGURA NRO. 11.2. Flujo de carga en un tramo de linea de distribucion.

En esta figura, i = (km) enumera las lineas o tramos de linea, y; es la admitancia
de la linea, Sy corresponde al flujo de potencia en el nodo de envio y Sg representa el
flujo visto desde el nodo de recibo. Ademads, tenemos las siguientes relaciones de flujo
en donde todas las variables estan definidas sobre los complejos

Seay = Vki(vg = V)" (11.13)
Sr@i) = U (ViU — v))*

. . . 2 .
Ahora, definimos un nuevo conjunto de variables nodales u;, = ||vy||” y variables

de rama w; = vi L}y, las cuales nos generan el siguiente conjunto de ecuaciones afin
SE i = y*uk - wy*
O o (11.14)

SRGi) = Yi Um — W;Y;

Noétese que w; es una variable real asociada a cada linea, mientras que u; es real y se
asocia a cada nodo. Luego, relacionamos estas dos varibles, multiplicando la restriccién
no convexa por w;', como sigue:

W; = Uy,
WiWw; = VU,V U
2 2 2 (11.15)
llwill™ = lvkll” (ol
2
llwill” = et

Después, relajamos la restriccién para obtener un equivalente SOC usando la
metodologia mostrada en el capitulo seis, asociada a las restricciones hiperbolicas:

2
llwil[” < uktay,

2wl-
U — Uy

187

(11.16)
Sug + Uy




Alejandro Garcés Ruiz

El modelo se completa con las ecuaciones de balance de energia nodal, como se
muestra a continuacién:

min Pj
P> real (Z SF(i) + SR(i))
i
Ul =1
Sy = Yiuk — wiy]
SRy = Y Um — w;'y; (11.17)
SG - SD = A+SE + A_SR
”SG” < Smax

2w;
( ! ) S+ Uy
U — Uy

real(Sg + Sg) >0

En esta, AT son los términos positivos de la matriz de incidencia nodo-rama 'y A~
son los términos negativos. El modelo se puede completar incluyendo restricciones de
cargabilidad de las lineas y potencia activa maxima, entre otras posibles variantes. Las
variables originales se encuentran facilmente a partir de u y w, asi:

e =\t (11.18)

Okm = angulo(w;), con i = (km)

Existen multiples variantes a esta metodologia, pero en todos los casos se parte de
la aproximacion hiperbélica de las restricciones no convexas?.

11.5. Linealizacién usando cilculo de Wirtinger

Otra forma de considerar las ecuaciones de flujo de carga es mediante una linealizacion
realizada directamente sobre los complejos [36]. Para esto utilizamos el concepto de
derivada de Wirtinger.

Definicion 11.3. Derivadas de Wirtinger. Dada una funcién compleja f = u(x,y)+
ju(x,y) con z = x + jy, definimos la derivada simple y la derivada conjugada de
Wirtinger como sigue:

o _1(2y 8, d(2_ )

z 2\0x dy/ 2\ox 0y (11.19)
a_le(a_“_a_v)+l(5v+5_”> '
dz* 2\dx dy 2\dx 0dy

2En [35] se pueden encontrar mas detalles.

188



Optimizacion convexa aplicaciones en operacion y dinamica de sistemas de potencia

Noétese que, aunque similares a las derivadas convencionales, los operadores de
Wirtinger no son derivadas en el sentido de las condiciones de Cauchy-Riemann. Este
tipo de operadores permiten analizar de forma directa las funciones no analiticas, como
las que se presentan en el flujo de carga.

Teorema 11.2. Las derivadas de Wirtinger cumplen con las reglas comunes de
diferenciacion en relacion a la suma, el producto y la composicion de dos funciones
(Ver [37]),

a(f+8) _ 5f
T 9z oz 6z
af+g af
dz* az* az
g f— ve of (11.20)
0z 62
af-g .08 of
3z faz* * dz*

Ademas, z y z* pueden considerarse constantes cuando hacemos la derivada
respecto a la otra variable, como si se tratase de derivadas parciales.

0 0
6_ZZ ﬁz =0 (1121)

Ejemplo 11.1. Las condiciones del Teorema 11.2 se pueden demostrar facilmente
usando la Definicién 11.3. Sea f(z) = kz, en donde k € R es una constante, las
derivadas de Wirtinger son las siguientes:

of _ (6k(x tiy) _ Ok(x +jy))
2

oz dx dy (11.22)
1 o
=5k = jk) =k
De igual forma,
of 1(0k(x+jy) Ok(x+jy)
= — + ]
dozx 2 dox dy (11.23)
1 .
=5k +j(jk) =0
[ |
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Ejemplo 11.2. Consideremos la funcién f =4/ zz*,

o __z
3z
20/ zz*
11.24
of s (11.24)
52"z
[ |

Las derivadas de Wirtinger pueden ser usadas en funciones analiticas y no
analiticas, en el primer caso, podemos evidenciar directamente las condiciones de
Cauchi-Riemman, como se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 11.3. Las condiciones de Cauchy-Riemman se pueden escribir en funcién de
las derivadas de Wirtinger[38], de la siguiente forma:

0
f, =0 (11.25)
dz*

Evidentemente, la ecuacién 11.5 no cumple con esta condicién y, por tanto,
podemos concluir que la funcién es no andlitica. Sin embargo, podemos establecer una
linealizacién alrededor de un punto de operacion determinado.

Lema 11.1. Dada una funcién f : C — C posiblemente no holomorfa, podemos
establecer una linealizacion alrededor de un punto z,, dada por:
of of

f(2) = f(zy) + a—zAz + gAz* (11.26)

Esta es completamente equivalente a la linealizacion obtenida después de separar
la funcién en parte real e imaginaria.

DEMOSTRACION. Separamos a f como f = u(x,y) + ju(x,y) y aplicamos las
definiciones de derivadas de Wirtinger, a saber:

u(x,y) + ju(x,y) = u(xo, yo) + ju(xp, yo)+

1/0u OJv j({ov du '
2 (5_x ’ 5) "2 (6_x - 5) (Au(x, y) + jAv(x, y)+ (11.27)
LB s S ) )
2 <6x ay> 2\ax T 3y (Au(x,y) — jAv(x,y))

Esta se puede simplificar como sigue:

u(x,y) = u(xy, yo) + S—ZAx + g—u
Y (11.28)

v(x,y) = v(x )+a—UAx+a—U

V)= 0 Y0 ax ay
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Esto corresponde a la linealizacién sobre los reales, separando la funcién en parte
real e imaginaria. O

Como consecuencia de este resultado, la linealizacion de Wirtinger no es mas
que una forma conveniente de calcular la derivada directamente sobre los complejos.
Ademds, es una expresion més simple a la hora de ser implementada en lenguajes como
Matlab o Python, los cuales admiten variables complejas.

Ahora, aplicamos esta linealizacién a la ecuacién 11.5 y obtenemos la siguiente
ecuacion:
S*=HVi+MVy+T (11.29)
en donde ) )
H = diag(Yo - vp) + diag(Yyn - Vivo)
M = diag(V,) - Yy (11.30)
T = —diag(Vino) - Yan - Vi)

Esta aproximacion se decanta en una restriccion afin que puede ser incluida en
cualquier modelo de optimizacién convexa; por ejemplo, en el problema de flujo de
carga Optimo, como se muestra a continuacion:

min real([vy, VIFY vy, V])
S*—Si =HVY +MVy+T
ISl < Sk(max) (11.31)
lloe -1l <01
real(Sk) < Pk(max)

en donde Sy(yqy) €s la capacidad de la méquina sincrona o convertidor k y Py(pqx) €8
su maxima capacidad de generacién de potencia activa.

11.6. Lecturas complementarias

Las aproximaciones convexas pueden ser usadas en diferentes modelos de operacion,
tales como el flujo de carga 6ptimo y el despacho econémico. El uso de una u otra
aproximacion depende de la aplicacion, del tiempo disponible para el célculo y de
la presicion esperada. La aproximacion SDP suele ser més precisa que la conica de
segundo orden y esta, a su vez, suele ser mas precisa que la linealizacion. Sin embargo,
el tiempo computacional suele mejor en la version lineal que en las demas versiones.
Una presentacion mas formal tanto de la aproximacién semidefinida como de la
aproximacion cénica de segundo orden puede encontrarse en [39], [40] y [41]. La
formulacién lineal del flujo en el caso trifasico y desbalanceado se encuentra en [36].
Otras linealizaciones disponibles en la literatura son [42], [43] y [44]. En particular,
[45] presenta la aplicacién de una de estas linealizaciones en el flujo de carga dptimo
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para sistemas de distribucién desbalanceados. Las redes DC también son sujetas a este
tipo de analisis; por ejemplo, en [46], se presenta una linealizacion del flujo de carga
tanto en redes DC multiterminal como en micro-redes DC; y en [47], se muestra la
formulacién secuencial de este problema.

11.7. Ejercicios

Considere un sistema de distribucién cuyos parametros se presentan en la TABLA NRO.
11.1 en donde todos los datos estdan dados por unidad y los valores de demanda y
capacidad de generacion estan asociados al nodo de recibo.

Envio Recibo Tkm Xkm Pp 9D Smax
1 2 0.0045 0.0026 3.0 1.0 0
2 3 0.0034 0.0036 0 0 5.0
3 4 0.0020 0.0023 8.5 4.0
4 5 0.0013 0.0008 0 0 2.0

TABLA NRO. 11.1. Pardmetros de un sistema de distribucion.

1. Calcule la matriz Ypyg y demuestre que la parte real es semidefinida positiva.
2. Demostrar que la ecuacion de pérdidas es convexa.
3. Calcular el flujo de carga 6ptimo usando una aproximacion semidefinida.

4. Calcular el flujo de carga 6ptimo usando una aproximacion cénica de segundo
orden.

5. Calcular el flujo de carga éptimo usando una linealizaciéon de Wirtinger.
Comparar con el resultado de los puntos anteriores en cuanto a presicién y tiempo
de célculo.
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DINAMICA Y ESTABILIDAD DE
SISTEMAS ELECTRICOS

Los problemas de control son inherentes a la operacion de sistemas de potencia, estos
problemas pueden modelarse como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
las cuales estdn sujetas a ser analizadas mediante la teoria de Lyapunov. Sin embargo,
encontrar funciones de Lyapunov es un reto, incluso en problemas lineales. Este capitulo
muestra el uso de herramientas de optimizacién convexa con el fin de encontrar este tipo
de funciones.

12.1. Dinamica en sistemas eléctricos

Los sistemas de potencia deben funcionar constantamente, integrando una gran
cantidad de componentes con diferentes tipos de dindmicas; esto implica una variedad
de problemas de control y operacion en tiempo real. Estos problemas son complejos,
debido al elevado niimero de variables y a la interaccién entre distintos subsistemas,
mas adn, en el caso de la integracién de energias renovables y elementos de
almacenamiento de energia. En esta seccion presentaremos solo dos problemas bésicos,
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con modelos simplificados. No obstante, las técnicas a presentar en este capitulo son
generales para problemas més complejos.

El principal elemento que afiade dindmica a un sistema de potencia es la maquina
sincrona, cuyo modelo simplificado se presenta a continuacién:

dw
ME = py — pe(6) — §Aw
@s _

dt

(12.1)

En la anterior ecuacion, M es la constante de inercia, Py, es la potencia mécanica,
Py es la potencia eléctrica (la cual depende del angulo del par), £ es la constante de
amortiguamiento y (w, §) son la frecuencia y el dngulo del par, respectivamente. En
general, la potencia eléctrica es una funcién no lineal; sin embargo, es posible usar un
modelo lineal para pequefias variaciones de generacién y demanda.

Ejemplo 12.1. Una mdquina sincrona se conecta a un barraje infinito, como se muestra
en la FIGURA NRO. 12.1, en donde las tensiones tanto del barraje como del generador
son 1 pu. En este caso, la potencia eléctrica estd dada por:

Prmax sen(8) (12.2)

Su linealizacion permite un modelo de pequefia sefial alrededor de un punto de
operacion (w, dy), como se muestra a continuacion:

i Aw |\ _ [ =§/M  —ppax cos(6y)/M Aw (12.3)
dt\ As | 1 0 AS :
Vi v, V3 Es
| | Barraje
Infinito
| X = 0.4 | 140
Méquina sincrona  xp = 0.1 xr =0.1
M=6,x"=02

FIGURA NRO. 12.1. Ejemplo de una mdquina sincrona conectada a un barraje infinito.

Ejemplo 12.2. La turbina, el gobernador de velocidad, la excitacién y demads
elementos de control afiaden dindmica al sistema que se puede representar, en el caso
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multimdquina, como un sistema lineal de la siguiente forma:

X =Ax+Bu (12.4)

Aqui, x son las variables de estado y u son las variables de control. El problema de
control de drea amplia consiste en determinar la forma de realimentar u con el fin de
llevar al sistema a un punto estable deseado. [ |

Ejemplo 12.3. Otro problema importante es el andlisis de estabilidad en micro-redes
DC. En este caso, consideramos una micro-red, representada por un grafo orientado

= {IV, &}, en donde XV es el conjunto de nodos del sistemay & C N X N son los
enlaces existentes. En su version mas simple, los cables son representados por el efecto
resistivo y los convertidores por el efecto capacitivo mas la inyeccién de potencia. De
esta forma, la dindmica del sistema tiene la siguiente estructura:

dv L -1 <
o Lo _ P fk(k ) =3 gt

" (12.5)

m=1

Alli, ¢, es la capacitancia asociada al convertidor, p, es la potencia generada o
consumida, £ es la constante del control primario y g, es la matriz de admitancia
nodal. [ ]

El andlisis dindmico de sistemas de potencia consiste en determinar el punto
de equilibrio del mismo y las condiciones para las cuales el sistema se mantiene
estable. Esto se puede realizar mediante el calculo de los eigenvalores en un estudio
denominado estabilidad de pequefia sefial. No obstante, la no linealidad inherente a
los modelos hace necesario el uso de técnicas de estabilidad transitoria y, en particular,
de la teoria de estabilidad de Lyapunov.

12.2. Analisis de sistemas dinamicos

Consideramos un sistema dindmico de la siguiente forma:

x = f(x) (12.6)
endondex e R"y f : R" - R" (x = dt/xt).
Definicién 12.1. Un punto X, es un equilibrio asociado al sistema dindmico 12.6, si

f(xg) =0, ademas:

= Decimos que este punto es Lyapunov estable, si para Ve > 0 existeun § = 6(e) >
0, tal que si ||x(t) — x,|| < & entonces ||x(t)||, Vt > 0.
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= Decimos que el punto es asintéticamente estable, si es Lyapunov estable y ademds
lim, _, 4o X(£) = x,.

= Finalmente, decimos que es inestable, si no es Lyapunov estable.

Informalmente, el sistema es estable en un punto x, si x(¢) nunca evoluciona hacia
infinito y se queda en una regién B > x,. En el caso en que x — x, cuando t — +oo,
entonces decimos que es asintéticamente estable; finalmente, si se va hacia infinito
entonces el sistema es inestable. La FIGURA NRO. 12.2 muestra estos tres casos.

FIGURA NRO. 12.2. Estabilidad de un punto de equilibrio asociado a un sistema dindmico
auténomo.

Una forma de analizar la estabilidad en un sistema dindmico es haciendo uso del
teorema de Lyapunov, el cual presentamos en su forma mas simple a continuacién.

Teorema 12.1. Sea B € R" un conjuntoy f : R" — R" una funcién diferenciable en
todos los puntos de B con f(x,) = 0 para un x, € B. Suponga que existe una funcion
V . R" - R diferenciable en B que satisface lo siguiente (ver [48] §2.9):

V(XO) =0
V(x) >0, Vx # x, (12.7)
V(x)<0,Vx€B

Entonces podemos decir que f es estable. Ademds, si V(x) < 0, el sistema es
asintéticamente estable.

Las condiciones asociadas a este teorema son suficientes pero no necesarias. Asi
pues, una funcién que no cumpla las tres condiciones no implica que el sistema sea
inestable; en cambio, puede implicar que requerimos buscar otra funcién de Lyapunov.

Encontrar funciones Lyapunov es un reto desde el punto de vista tedrico y
practico. En la mayoria de los casos, se recurre a la experiencia y la intuicién fisica
asociada al modelo. Otra forma de encontrar funciones de Lyapunov en problemas
lineales y polinémicos es mediante el uso de optimizacién conica como mostramos
a continuacion.
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12.3. Inecuaciones matriciales

El uso de programacion semidefinida en problemas de control lineal recibe el nombre
de LMI (linear matrix innequalities). Esta es una herramienta muy versatil para disefiar
controladores incluyendo restricciones y condiciones de optimalidad. En esta seccion
solo presentaremos ejemplos basicos.

Ejemplo 12.4. En el caso de un sistema lineal X = Ax podemos usar una forma
cuadratica como funcién de Lyapunov, a saber:

V(x) = %xTHx (12.8)

Esta cumple las dos primeras condiciones del teorema de Lyapunov para x, = 0, si
H = HT > 0. La tercera condicién se puede determinar de la siguiente forma:

V(x) = xTHX + XxTHx
=xTHAx + xTATHx
=xT(HA+ ATH)x <0

~HA+ATH <0

(12.9)

Asi que el problema asociado a encontrar una funcién de Lyapunov del sistema
lineal x = Ax, puede ser resuelto mediante el siguiente problema de factibilidad sobre
un spectraedro.

HA+ATH <0
(12.10)
H>0

Si queremos una matriz H definida positiva (y no solo semidefinida) entonces
podemos usar un valor u > 0 constante que genere el siguiente conjunto convexo

HA+ATH <0

12.11
Hy ul (12.11)

Enla anterior expresion, I es la matriz identidad. En caso de encontrar una solucién
factible entonces podemos afirmar que el sistema es asintoticamente estable. [ |

Ejemplo 12.5. Queremos disefiar un control lineal de la forma u = Kx que estabilice
el sistema lineal
X =Ax+Bu (12.12)

Para ello, definimos una funcién de Lyapunov cuadratica tal y como en el ejemplo
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12.1. Conforme a lo anterior, encontramos el siguiente conjunto de restricciones:

H(A+BK)+(A+BK)TH <0
(12.13)
H>ul

Este sistema es no-convexo ya que tanto H como K son incongnitas. Para encontrar
una representacion convexa, premultiplicamos por Q = H~! (aprovechando que H es
definida positiva y, por tanto, tiene inversa) y definimos una nueva variable Y = KQ.
Esto permitird obtener el siguiente conjunto:

AQ+BY + QAT+ YTBT <0 (12.14)
Qx=pul

Si existe una solucioén factible, esta puede ser determinada usando SDP. La matriz
K se recupera facilmente a partir de Q usando la definicion. [ |

Ejemplo 12.6. Consideremos ahora un sistema dindmico X = Ax + Bu y un conjunto
de condiciones iniciales x, en el interior de un elipsoide, definido por

& ={xeR": x]Q7'x <1, Q>0} (12.15)

Ahora bien, si deseamos disefiar un control u = Kx que lleve el sistema a cero
y que ademds, se mantenga restringido ||u|| < u para cualquier valor inicial dentro
del elipsiode &, entonces usamos el complemento de Shur para representar esta
restriccion de la siguiente forma:

1 xT
( 5 0 )>o (12.16)

Luego, restringimos el control y obtendremos lo siguiente:
lJull <
(Kx)1(Kx) < p?
YQ™'0)T(YQ™'x) < p?
xTQ‘lYTYQ‘lx < /'{2

-1 -1
1_XT(%)x20

(12.17)

12

Usamos nuevamente el complemento de Shur para obtener la siguiente restriccion:

( )16 "ZT >>0 (12.18)
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Con

(12.19)

-1
-1 —
u2

Este corresponde a un elipsoide que se define de la siguiente forma:

& ={xeR": x]Z7x <1, Z> 0} (12.20)

Ahora queremos que &, C &, de donde concluimos:
Q—l > Z—l
=1y -1
Q- % >0
U
ul —YTYQ™ ' >0 (12.21)
uQ—YTY >0

YT
(3 m)>0

Si afladimos esta ultima restriccién, podemos asegurar que el control se encuentra
restringido para cualquier condicién incial en el elipsoide &. [ |

12.4. Funciones de Lyapunov usando suma de polinomios
cuadraticos

La técnica de SOS puede ser utilizada para generar funcion de Lyapunov en problemas
polinomicos. Consideremos un sistema no-lineal en una variable

x = p(x) (12.22)

Aqui, p(x) es un polinomio con coeficientes reales. Ahora, definimos una funcién
de Lyapunov V(x) = m(x)TQm(x) € SOS, tal que V(0) = 0. De esta forma, cumplimos
las dos primeras condiciones para garantizar estabilidad en el sentido de Lyapunov. En
este punto, solo debemos comprobar que la derivada sea negativa, es decir:

V(x) <0 (12.23)
Una forma de garantizarlo es haciendo que —V € SOS. Esto nos genera una
serie de restricciones semidefinidas. El procedimiento es simplemente formular estas

restricciones. En caso de encontrar una solucion factible, podemos garantizar que el
sistema sea estable.
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Ejemplo 12.7. Analicemos la estabilidad del siguiente sistema dindmico:

X =-x—-x%
ey (12.24)

Para ello, proponemos una funcién de Lyapunov de forma V' = m(x,y)TQm(x,y),
con
m(x,y) = (x?, xy, )T (12.25)

Esta resulta en el siguiente polinomio, evidentemente SOS, a saber:
V(x,y) = qux* + qssy* + 20125y + 2053x9% + 2G13X2y% + px2y? (12.26)
cuya derivada estd dada por

V = 20155 — 4gyx*t — 4q530* — 8g123y — 411 X%y + 4gy3%°y
—8023xy° + 242 x°y — 8q13%%y? — 6q1,x*y? — 4q13x°y? (12.27)
—445,x%y? = 245, %°y? — 253%°y* + 6G23x*y? + 4q33x%y?

Es claro que la derivada forma un polinomio de orden mayor que V; no obstante, el
numero de variables asociadas al problema de optimizacion sigue siendo igual (3x 3 en
este caso). El problema consiste entonces en determinar las restricciones del modelo y
convertirlas en un polinomio de la forma V = r(x, y)TWr(x, y). El politopo de Newton
asociado se presenta en la FIGURA NRO. 12.3.

y

Politope de r(x) Politope de V/

O O — X
1 2 3 4 5 6

FIGURA NRO. 12.3. Politopo de Newton asociado a la derivada de V.
De este polinomio podemos determinar los monomios que necesitamos en r(x), a

saber:
r(x,y) = (x2,x3, x%y, xy?, 2, xy)T (12.28)
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Formulamos el sistema de restricciones equivalentes y las solucionamos mediante
cvx. El resultado es

1 0 0
Q=10 2 0 (12.29)

0 01

Este resulta de la siguiente condicion, a saber:
V=—4x*>+y)?<0 (12.30)

Dado lo anterior, garantizamos que el punto (0, 0) es un equilibrio asintdticamente
estable. [ |

La mayoria de problemas cuadréticos estin sujetos a ser analizados mediante esta
simple metodologia. El mayor reto estd en la formulacién del problema de optimizacion
equivalente ya que el nimero de restricciones puede aumentar significativamente.

12.5. Estabilidad en sistemas gradientes

Ladindmica de las micro-redes en DC pueden ser representadas por sistemas gradiente,
como se demostr6 en [49]. En este caso, el uso de conceptos de optimizaciéon convexa
garantizan no solo estabilidad sino la existencia del equilibrio. A continuacion,
mostraremos los principales tedricos al respecto.

Definicion 12.2. Sistema gradiente estrictamente convexos. Decimos que un
sistema dindmico es gradiente y estrictamente convexo, si su dindmica puede ser
representada como

dx o¢p

M(X)E =3 (12.31)

endonde M >0y ¢ : Q CR" — R es una funcion estrictamente convexa.

Teorema 12.2. Considere un sistema gradiente estrictamente convexo en un espacio
Q, entonces podemos asegurar que existe un punto de equilibrio x, € Q el cual es
unico. Ademds, este punto es asintdticamente estable.

DEMOSTRACION. Primeramente, nétese que el equilibrio estd dado por los puntos que
cumplen la condicién
d
% _y
0x

la cual corresponde al minimo de la funcién ¢(x). Este punto es el inico minimo global
debido a que la funcidn es estrictamente convexa.

(12.32)
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Si ¢ es el punto éptimo entonces podemos proponer la siguiente funcién, la cual
cumple directamente las dos primeras condiciones del teorema de Lyapunov:

V(x)=¢(x)— ¢ (12.33)

La tercera condicion resulta de la siguiente forma:

V=- (a¢ )TM(x)‘l (a¢> <0 (12.34)

ox ox

Esta resulta en una funcién negativa. Cabe anotar que M(x) > 0y, por tanto,
podemos garantizar que la inversa existe. O

Ejemplo 12.8. Consideremos una micro-red DC con dos terminales de potencia
constante p; y p, y un terminal con tension constante v,. Los demds nodos fueron
eliminados mediante la técnica de reduccién de Kron, por lo que la matriz de
admitancia nodal gy, es de tamafo 3 x 3. El modelo dindmico del sistema puede ser
representado como se muestra a continuacion:

Cﬂzﬁ_g Uy — 1101 — 8120
1dt v 10%0 11%1 12%2
(12.35)
I .
Zdt v, 20%0 21%1 22Y2

Este sistema tiene una estructura gradiente con M = diag(c;,¢c,) > 0y ¢ : R? —» R,
dado por:

1 1
¢(v1,03) = —p; In(vy)—p; 1n(v1)+g100001+gzovovz+Eguvf+2g12v1vz+Evﬁ (12.36)

Asi, vy, p1 Y p, son constantes en el modelo. Esta funcién es fuertemente convexa
siempre que su hessiana sea definida positiva, es decir,

Pl/Uf 0 + gn 812 |y (12.37)
0 Pz/Ug 81 82

Cabe anotar que la segunda matriz es semidefinida debido a las propiedades de la
Ypys. Esto significa que el sistema es gradiente y fuertemente convexo si p; > 0y p; >
0, lo cual se ajusta a nuestra intuicién del problema. De esta indole, esperamos que el
sistema sea estable cuando la generacion sea suficiente. En caso de que el sistema tenga
cargas de potencia constante, entonces podemos generar un subespacio Q que cumpla
con la condicién 12.37. En este espacio, podemos garantizar existencia del equilibrio y
la estabilidad transitoria. [ ]
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12.6. Lecturas complementarias

Existe una completa literatura en el uso de LMI en problemas de control de sistemas
lineales. De hecho, gran parte del desarrollo de control robusto se debe al uso de esta
herramienta. En [50] se presenta un resumen completo de la técnica, la cual ha sido
utilizada en diferentes problemas de sistemas de potencia, por ejemplo, en el control
de area amplia como se presenta en [51]. El uso de SOS para encontrar funciones
de Lyapunov en sistemas polindmicos puede ser encontrado en [17] y el andlisis de
sistemas gradiente fuertemente convexos se presenta en [49].

12.7. Ejercicios

1. Disefiar un control lineal que estabilice el siguiente sistema:

xl = 3X1 - 4XZ + 3X3 - 3u1 - 4112
562 = 3x1 — Xy — X3 — 2u1 + 4”2 (1238)
)‘(:3 = 4X1 - ZXZ + 4X3 - 4u1 + Uy

2. Mostrar el comportamiento dindmico del sistema en lazo cerrado usando la
funcion ODE45 de Matlab para diferentes condiciones iniciales, tales que |xq| <
2.

3. Demostrar estabilidad del siguiente sistema didmico usando el criterio de
Lyapunov. Usar una funcién polinomial SOS con p(x) = [x2,y?,xy, X, ]. Usar
cvx para encontrar los coeficientes del polinomio correspondiente.

X==x+y+x-y (12.39)

y=-x—x*

RECOMENDACION: usar muPad o Maple para evitar calculos engorrosos.

4. Mostrar el comportamiento dindmico del sistema usando la funcion ODE45 de
Matlab o su equivalente en Python.

5. Considere una red con tres nodos como la que se presento en en el ejemplo 11.8,
cuya matriz de admitancia nodal estd dada por

132 =79 —49
-79 151 -64 (12.40)
—49 —69 124

Determine si el sistema es estable en los puntos de equilibrio, asociados a las
siguientes potencias:

" pp=5p=3
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" p=-5p;=3
" p1=35p,=-3
= pp=-5p,=-3

Determine la region de atraccion en caso de ser estable.
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CONTROL PREDICTIVO BASADO EN
EL MODELO

Muchos problemas asociados a la operacion de sistemas de potencia son en realidad
problemas de control discreto, los cuales pueden ser solucionados mediante la técnica
de control predictivo, basado en el modelo. Esta es una estrategia que aprovecha las
propiedades de los problemas convexos para garantizar convergencia y unicidad del
optimo global, transformando el problema discreto de control en uno de optimizacién en
tiempo real. Este capitulo muestra una breve introduccion a la teoria bdsica de control
predictivo y presenta algunas aplicaciones en la operacion de sistemas de potencia.

13.1. La estrategia de receding horizon

Cualquier problema de control puede ser discretizado en el tiempo para obtener un
modelo con la siguiente estructura:

x(k +1) = f(x(k), u(k), pk)) (13.1)

Alli, x corresponde a las variables de estado; u, a las variables de control; y p, a los
pardmetros y entradas externas del sistema. Nuestro objetivo es llevar a x(t) — X,.f
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y para ello convertimos el problema de control en uno de optimizacién sobre un
horizonte de tiempo T, como se muestra en la FIGURA NRO. 13.1. La idea bésica detrés
del control predictivo se denomina receding horizon y consiste en cerrar el lazo de
control, ejecutando la accién u(k) en el instante k y recalculando el modelo con la nueva
prediccién en la ventana [k + 1,k + 1+ T|.

X

Ventana de prediccion Xref

-

x(k) xk+1)  x(k+2)  x(k+3)  x(k+4)

FIGURA NRO. 13.1. Esquema bdsico de la estrategia de receding horizon.

El esquema completo se muestra en la FIGURA NRO. 13.2, en donde se toman
mediciones del sistema real, las cuales son utilizadas para generar una prediccién de
los parametros futuros del sistema. Esta prediccion se realiza sobre una ventana de
tiempo igual a la ventana del proceso de optimizacion, en donde se determinan las
variables de control u(k). La principal caracteristica del control predictivo basado en
el modelo, es que la prediccion se hace con el mismo modelo del sistema, es decir, con
la ecuacién 13.1. No obstante, la estrategia de receding horizon puede ser usada en un
contexto mds amplio. Por ejemplo, podemos considerar un problema de operacion de
un sistema con alta penetracion de generacion edlica y solar fotovoltaica. En este caso,
podemos integrar diferentes elementos, presentados en el capitulo nueve, en donde la
medicion se realiza por medio de un estimador de estado y la optimizacion por medio de
un despacho econémico. La etapa de prediccion se puede realizar mediante cualquier
técnica inteligente como redes neuronales o mediante modelos auto-regresivos.

Una ventaja de este acercamiento a los problemas operativos consiste en que
podemos aprovechar las ventajas de los modelos de optimizacién convexa en cada
una de las etapas. Por ejemplo, el modelo de optimizacion, al ser convexo, puede
garantizar unicidad en la solucién y convergencia en tiempo real. Igualmente,
puede incluir restricciones estocasticas o de robustez, las cuales permiten tener
en cuenta la variabilidad del recurso primario y de la demanda. Igualmente, la
estimacion y la prediccién puede realizarse mediante modelos de optimizacion
convexa; principalmente, mediante el método de minimos cuadrados. Cada uno de
estos problemas se presentaron en el capitulo nueve. Por tanto, en lo que resta de este
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plk+1)
plk +2)

Prediccion Optimizacion

x(k), p(k) u(k)

Medicién y/o

. . Sistema Real
Estimacion

FIGURA NRO. 13.2. Metodologia de receding horizon.

capitulo, nos concentraremos en el caso de control predictivo lineal, donde la etapa de
prediccién y de optimizacion se realizan con un mismo modelo lineal.

13.2. Control predictivo basado en el modelo

En este caso, estamos interesados en encontrar un control para el siguiente sistema
lineal:
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k
(k+1) (k) (k) (13.2)
y(k) = Cx(k)
en donde cada x(k) € R",u(k) € R™,y(k) € RP y las matrices A, B,C tienen las
dimensiones adecuadas.

El objetivo de control es hacer que y — y,.r, en donde y,.r es una referencia
determinada, la cual puede depender del tiempo (problema de tracking). La idea basica
del control predictivo, basado en el model (MPC), es resolver el siguiente problema de
optimizacion en un horizonte finito N, como se mostr6 en la FIGURA NRO. 13.1,

k+N-1
J(k) =% z (k+m)—r(k+m)) (y(k+m)—r(k+m))+u(k+m) Qu(k+m) (13.3)

m=k+1

En esta ecuacién, tenemos que Q > 0. Hasta este punto, se trata de un control
en lazo abierto. Sin embargo, ejecutamos solamente la accién de control u(k) y
recalculamos el problema de optimizacién para el instante k + 1 usando la idea
de receding horizon. El problema de optimizacién resultante es de programacion
cuadratica y, por tanto, convexo.

En general, podemos representar el problema de optimizacién en un horizonte
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finito de la siguiente forma:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

x(k + 5) = A%x(k) + A*Bu(k) + A3Bu(k + 1)+

En forma matricial, tenemos lo siguiente:

: (13.4)

x(k+N)=Ax(k+N—-1)+Bu(k+N —1)
Por ejemplo, para un horizonte N = 5, tendriamos lo siguiente:
x(k + 2) = A(Ax(k) + Bu(k)) + Bu(1) = A2x(k) + ABu(k) + Bu(k + 1)
: (13.5)
A?Bu(k + 2) + ABu(k + 3) + Bu(k + 4)

x(k+1) A B 0 0 0 O u(k)

x(k +2) A? AB B 0 0 0 u(k +1)

x(k+3) |=| 4% [x(k)+| A’B AB B 0 0 u(k +2) | (13.6)

x(k +4) A* A’B AB AB B 0 u(k +3)

x(k +5) Ad A*B APB AB AB B u(k +4)

Cabe recordar que cada x es en realidad un vector y, por tanto, la matriz puede
resultar de grandes dimensiones. Ahora, podemos relacionar las salidas y con las

entradas u, como sigue:

CB

CAB
CA’B
CA3B
CA*B

yk+1)
vk +2)
yk+3) |=
y(k +4)
y(k +5)

0 0 0 0
CB 0 0 0
CAB CB 0 0
CA’B CAB CB 0
CA’B CA’B CAB CB

cA3 |x(k)+

() (13.7)

u(k +1)
u(k +2)
u(k + 3)
u(k +4)

Lo anterior, se podria escribir en forma compacta, de la siguiente forma:

Y = [FIX,, + [GIU

(13.8)

endonde Y = [y(k+1),y(k +2),...,y(k+ N)|', U = [u(k),u(k +1),...,y(k + N=D]T
y X, son los estados medidos en la iteracion actual. Definimos ahora R = [y,.r(k +
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D, Yreplk +2), e, Yrep(k + NIy W = [upep(k + 1), tpep(k + 2), ..., Upep(k + N)J; por
consiguiente, el problema de optimizacién resultante es el siguiente:

min J(k) = %(R Y)Y R-Y)+ %(U —WYQWU - W)
Y = FX,, + GU

(13.9)

Claramente, este corresponde a un problema de optimizacién convexa. Ahora, la
principal ventaja de MPC es la posibilidad de incluir restricciones de desigualdad de la
forma Xpin < X < Xpay Y Umin < U < Upay, 1as cuales son tambien convexas.

Ejemplo 13.1. Queremos determinar el valor de u, r a partir de y,, . Para ello, partimos
de la ecuacidn en el punto de equilibrio, a saber:

Xpef = Ax,ef + Buref (13.10)

Luego, reorganizamos la ecuacion y multiplicamos por C para obtener lo siguiente:
Xpef = AXper + Bl
(I = A)Xyef = Buyey
Xpof = (I = A7 Buyes (13.11)
Cxyep = C(I — A)"'Butyes
(CUA=ABY Yyof = ey

De esta forma, obtenemos U y W, supeditados a que sus inversas existan'

R=Iy®Yy
N Tref (13.12)
U=1Iy® s
donde Iy es la matriz unitaria de tamaifio N (i.e el horizonte de prediccién) y ® es el
producto de Kronecker. [ |

Ejemplo 13.2. Deseamos solucionar el problema de optimizacién asociado a MPC sin
considerar restricciones de desigualdad. Para ello, planteamos el siguiente lagrangeano:

LY, U,2) = %(R _YY(R=-Y)+ %(U —WYQ(U = W)+ AT(FX,, +GU —Y) (13.13)

Este presenta las siguientes condiciones de optimalidad:
R-Y+1=0
QU—-QW +GTA=0 (13.14)
FX, +GU-Y =0

1Si la matriz C(I — A)~!B existe y no es singular entonces el sistema puede tener una realizacién minima y,
por tanto, es controlable y observable.
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Ahora, podemos simplificar el control, como sigue:

U= (GG +Q)"Y(QW + G'R — GTFX,,) (13.15)

Cabe recordar que en este resultado solo tomamos los primeros elementos del vector
U, los cuales corresponden al control que ejecutaremos en la iteracion actual. [ |

13.3. Modelo incremental con accién integral

Una accidn integral sobre el modelo dindmico puede mejorar la respuesta del sistema,
disminuyendo el error de estado estable y rechazando posibles ruidos en las sefiales de
entrada. Estos ruidos son comunes en aplicaciones de electronica de potencia debido a
la conmutacion de los convertidores. Consideremos el siguiente sistema discreto:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) (13.16)

En este momento, definimos Au(k) = u(k) — u(k — 1), ya que el modelo toma la
siguiente forma:
x(k +1) = Ax(k) + BAu(k) + Bu(k — 1)

y(k) = Cx(k)

Ahora, incluimos una accién integral sobre este modelo precisando z(k) = u(k — 1)y
aumentando el modelo, como sigue:

(13.17)

x(k + 1) = Ax(k) + BAu(k) + Bz(k)
z(k + 1) = z(k) + Au(k) (13.18)
y(k) = Cx(k)

de donde obtenemos un nuevo sistema dinamico, de la forma
xtk+1)\ (A B x(k) B
(z(k+1)>_<0 I)(z(k) R )

(13.19)
~ x(k)
wm-wm(“m)

El problema de optimizacién en un horizonte de predicciéon N es similar al caso
anterior, a saber:

min J(k) = %(R —-Y)'P(R-Y) + %A”TQA” (13.20)

Y =Fx,, + GAu
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Este ultimo posee las siguientes condiciones de optimalidad:

PY—-PR-1=0
QAU+GTA=0 (13.21)
Fx, +GAu-Y =0

de donde obtenemos el siguiente control:
Au = (G'PG + Q)"'GTP(R — Fx,,) (13.22)

CONR = 1IN @ Yref-

13.4. Analisis de estabilidad

La estabilidad de un sistema lineal puede ser ficilmente analizada considerando la
teorfa de punto fijo. Tendremos presente un sistema lineal de la siguiente forma:

x(k +1) = Ax(k) (13.23)

Un punto de equilibrio de este sistema corresponde al punto fijo del mapa T(x) =
AX.

Teorema 13.1. El sistema lineal dado por 13.23 es estable si ||A|| < 1.

Sin embargo, el MPC es un control no lineal y, por tanto, necesitamos analizar la
estabilidad del sistema discreto,

x(k +1) = f(x(k)) (13.24)

con f : D — R" continuoy D € R". Usamos entonces la teoria de Lyapunov.

Teorema 13.2. Teorema de Lyapunov para sistemas discretos. Considere el
sistema discreto 13.24 y asuma que existe una funciéon V : D — R, tal que:

V(0)=0
V(x)>0,Vxe€D,x#0 (13.25)
V(f(x))-V(x)<0,Vx e D

Entonces, el punto x; = 0 es estable en el sentido de Lyapunov. Ademas, si
la funcién de Lyapunov es tal que V(f(x)) — V(x) < 0 entonces el sistema es
asintéticamente estable.

Usaremos este teorema para analizar la estabilidad del MPC bajo condiciones
ideales, esto significa que el modelo de prediccién es exacto. Consideremos dos
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FIGURA NRO. 13.3. Estrategia de receding horizon.

iteraciones arbitrarias m y m + 1 con sus respectivos horizontes de tiempo, como se
muestra en la FIGURA NRO. 13.3. Por facilidad, asumimos que todos los estados son
medibles, es decir, Y = X y la funcién objetivo V' se puede separar a lo largo del
horizonte de control, de la siguiente forma:

V(im)=min Jm+1)+J(m+2)+---+J(m+N) (13.26)

En la siguiente iteracion tenemos

Vim+1)=min Jm+2)+Jm+3)+--+Jm+N)+J(m+N +1) (13.27)

La funcién V cumple las dos primeras condiciones para ser una funcién de
Lyapunov, veamos si cumple la tercera condicion:

Vim+1)=V(m) =Jm+N +1)—J(m +1) (13.28)

Esta resta es negativa siJ(m + N 4+ 1) = 0, yaque J > 0 por lo tanto, afladimos una
restriccién adicional en el problema de optimizacion, de tal forma que en el ultimo
punto del horizonte de prediccion el valor se haga cero, entonces

V(im+1) < V(m) —J(x(m), Au(m)) < V(m) (13.29)
Usando el teorema de Lyapunov para sistemas discretos, podemos concluir que

el sistema es estable. El problema de optimizacién resultante en la iteracién m es el
siguiente:

N
min V(m) = ), J(x(m + k), Au(m + k)

k=1 (13.30)
X =Fx,, + GAu
x(m+N)=0
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La tunica dificultad consiste en garantizar que el problema de optimizacion sea
factible. Si el problema es factible entonces podemos asegurar estabilidad en el sentido
de Lyapunov.

13.5. Lecturas complementarias

Existe una literatura amplia sobre control predictivo, basado en el modelo. Gran parte
del material presentado en este capitulo esta inspirado en el trabajo de [52], en donde
se da una mirada completa al problema lineal incluyendo restricciones, analisis de
estabilidad y accion integral. Una revision actualizada tanto de la teoria como de las
apliaciones se presenta en [53], mientras que en [54] se analiza el caso de MPC con un
solo paso de prediccion, un enfoque comun en aplicaciones de electronica de potencia.

13.6. Ejercicios

Considere un sistema discreto con matrices A y B, dadas por:

—0.1357 03715  0.4748
A= 0.0323 —0.1713 —0.4240 (13.31)
0.2117  0.1501  0.0870

—0.0861 02588  0.2811
B=| —01909 04952 —0.3042 (13.32)
—0.2362 —0.3134  0.4924

Asuma que todas las variables pueden ser medidas directamente.

1. Disefiar una estrategia de control predictivo considerando diferentes horizontes
de prediccién. Analizar el comportamiento dindmico en cada caso.

2. Disefiar ahora una estrategia de control predictivo incluyendo accién integral.
Mostrar la respuesta en el tiempo para diferentes horizontes de prediccién.

3. Considere ahora el caso en que ||Au|| < 1.
4. Analizar la estabilidad del sistema.

5. Analizar la respuesta del sistema considerando diferentes factores de peso.
Ofrecer una conclusion.

215



CUARTA PARTE

ALGORITMOS DE SOLUCION



14 s



Alejandro Garcés Ruiz

METODO DEL GRADIENTE

ptos preliminares

En este capitulo, se presenta el método del gradiente para la solucion de problemas
convexos sin restricciones. Aunque existen miiltiples variantes del método, estudiaremos
unicamente la versién bdsica pues esta es suficiente en problemas prdcticos. Asi mismo,
presentamos algunas propiedades que permiten garantizar convergencia.

14.1. Conceptos preliminares

Antes de analizar los algoritmos de optimizacién para problemas sin restricciones,
recordemos algunos conceptos bésicos de calculo diferencial e integral.

Teorema 14.1. Teorema del valor medio. Consideremos una funcion diferenciable
f 1 QCcR" > RyunsegmentoI' = x4, Xg] € Q, entonces debe existir un punto x¢,
tal que

Sf(xp) = f(x4) = V(xc)T (x4 — xp) (14.1)

Bajo estas condiciones, tenemos que

[f(xa) = flxp)] < (supF IIVf(xC)H) llx4 — xgll (14.2)
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Teorema 14.2. Teorema fundamental del calculo. La integral de linea de un campo
gradiente es independiente de la trayectoria, es decir,

f VFE)TdI(x) = f(xa) — f(xp) (14.3)

A

Una consecuencia de este ltimo teorema es que, para una trayectoria lineal entre
los puntos x y y, tenemos lo siguiente:

1

FO) = f) = f Vf(x + 1y — X)T(y — 0 (144)

0

Definicion 14.1. [Condicion de Lipschitz. Decimos que una funcién f : R* — R"
es Lipschitz continua si para cualquier par de puntos x € R" yy € R", se cumple que:

117G = fON <y llx =yl (14.5)

en donde y es una constante positiva.

Ejemplo 14.1. Algunas funciones Lipschitz continuas son:

= Una funcion afin f(x) = Ax — b porque ||f(x) — fOW)I < |A|l ||x = y|I-

= Lafuncién f(x) = x2 en el intervalo [-2, 2], ya que || f(x) — f(¥)|| = |x* = y?| =
[(x +y)(x —y)| < 4|x — y| para cualquier par de puntos, tal que en [—2,2]. En
este caso, decimos que la funcion es localmente Lipschitz continua. Ademas, se
puede notar que la funcién podria tener otra constante y diferente.

= f(x) = —In(x) es Lipschitz continua, para comprobarlo, podemos hacer uso del
teorema del valor medio.

14.2. Método del gradiente

Estamos interesados en dar solucién al siguiente problema de optimizacién sin
restricciones:
min f(x) (14.6)

en donde f : R" — R es una funcién convexa, continua y diferenciable. Es claro que
el 6ptimo se obtiene cuando el gradiente de f es 0y, por tanto, resulta logico definir el
siguiente algoritmo que llamaremos método del gradiente:

X+ = xk — (kv £ (xk) (14.7)
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En este, el superindice denota la iteracion, V f(x*) es el gradiente de la funcion
evaluada en el punto x* (de ahi el nombre del método) y t* es un paso que se puede
elegir con diferentes criterios; algunos de ellos heuristicos, que dan origen a diferentes
versiones del método. Consideremos inicialmente cuatro posibles estrategias:

1. Paso constante: en esta estrategia, se selecciona un valor fijo de t* = ¢° para todas
las iteraciones.

2. Paso variable: en esta estrategia, podemos cambiar el paso mediante una regla

heuristica, por ejemplo,
=0k +1 (14.8)

3. Paso dptimo: en esta estrategia, definimos un proceso de optimizacién en una
variable como
tk = argmin {f (x* =tV f (x¥))} (14.9)
t

4. Backtracking: esta estrategia es similar a la de paso éptimo, aunque con una
estructura mas simple. Escogemos un valor de t, (por ejemplo, t° = 1)y
reducimos iterativamente el valor t* hasta que

F ) < f (k) — a5 () (14.10)

El paso tiene un efecto importante en la convergencia del método del gradiente ya
que un paso muy pequefio puede hacer que la convergencia sea lenta mientras que un
paso grande puede generar oscilaciones e incluso incremento en la funcién objetivo.
El valor de t; depende por tanto del tipo de problema; sin embargo, podemos definir
valores genéricos en casos particulares, por ejemplo, cuando el gradiente de la funcién
es Lipschitz continua y cuando ademas es fuertemente convexa.

Ejemplo 14.2. Consideremos el siguiente problema de optimizacién en R2, a saber:
min f(xl,xz) = (xl - 10)2 + (XZ - 8)2 (1411)
Su éptimo es evidentemente (10, 8). Sin embargo, queremos usar el método del

gradiente para encontrar este punto, partiendo de una aproximacion inicial x = (0, 0).
En ese caso, el paso del algoritmo estd dado por

Xk [ xk 2(xk = 10)
( i >_(x§)_[< oy ) (1412)

donde k representa la iteracion y ¢ es el paso fijo del método.

Usamos diferentes pasos para analizar la tasa de convergencia. La FIGURA NRO.
14.1 muestra la convergencia del algoritmo en dos casos: t = 0.8 y t = 1.1. La linea
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V7l

0 5 10 15 20
iteraciones

FIGURA NRO. 14.1. Convergencia del método del gradiente para
FOx1,25) = (o — 10)* + (x, — 8)%

solida corresponde a t = 0.8 mientras que la linea punteada corresponde a t = 1.1. En
el primer caso converge al 6ptimo mientras que en el segundo diverge.

Podemos observar la importancia de elegir adecuadamente el paso del algoritmo, ya
que un paso muy grande puede ocasionar divergencia y un paso pequeifio puede hacer
que el numero de iteraciones aumente significativamente.

A continuacién, se presenta el codigo en Python!. Se invita al estudiante a
tomar este ejemplo como base e implementar otros problemas de optimizacién sin
restricciones. Es importante evitar el uso de paquetes de variables simbdlicas para
calcular el gradiente. Es preferible calcular el gradiente manualmente e implementarlo
como una funcién con el fin de reducir el tiempo computacional, asociado a calcular
el gradiente simbdlicamente.

import numpy as np

def grad(x):
dx0 = 2% (x[0]-10)
dxl = 2% (x[1]-8)
return np.array ([dx0,dx1])

x = np.array([0,0]) # punto inicial
t =0.8 # paso
for k in range(20):

g = grad(x)

X = X — gxt
print (np.linalg.norm(g))

'Es importante tener en cuenta que los vectores de Python inician en cero y, por tanto, x[0] corresponde a
X1 y x[1] corresponde a x,
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En las siguientes secciones, presentaremos algunos métodos para establecer el paso
de algoritmo y garantizar convergencia. Estos métodos son solo una introduccion
al problema, ya que existe una amplia literatura al respecto. En particular, estamos
interesados en andlisis generales que puedan servir para cualquier tipo de funcién
convexa con el minimo de propiedades adicionales.

14.2.1. Funciones con gradiente Lipschitz

Para analizar la convergencia del método del gradiente, necesitamos primero algunas
propiedades asociadas a las funciones continuas con gradiente Lipschitz.

Teorema 14.3. Una funcién f : R" — R convexa y de clase C! cuyo gradiente
sea y—Lipschitz continuo cumple las siguientes desigualdades para cualquier par de
puntos x,y € R"™.

0 f0) = FX) = VA =) < L llx =yl (1413)
1
JO 2 fG)+ V)Y —x)+ % IVf@x) = VI’ (14.14)
1
V)=V N (x-y) 2 ” IV£Gx) = VI’ (14.15)
DEMOSTRACION. La parte izquierda de la desigualdad 14.13 corresponde a las
condiciones de primer orden, presentadas en el capitulo cuatro, Teorema 4.1. Solo

necesitamos entonces demostrar la parte derecha. Para ello, partimos de una aplicacién
directa de las propiedades de la norma

FO) =)= V)T (v —x) <[If) = F(x) = V)T (y — )l (14.16)
Ahora, usamos la expresion 14.4 y observamos que,
IfG) = fG) = V)Y —x)ll =
H[OI Vi +t(y —x)T(y —x)dt = VF(x)(y — x) fol dt

1

=‘ f VG4 — ) -0~ VTG - 0dl|  (1417)
0
1 1
< f IV + 1 = x0) = VFCOI e = yll e < f ty lx -yl de
0 0
Y 2
<Lix-yl
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Dado lo anterior, queda demostrada la primera desigualdad.

Para la segunda desigualdad, definimos una nueva funcion ¢(y) = f(y)— Vf(x)Ty,
la cual es convexa si f es convexa (la funcién solo depende de y, asi que, para un valor
fijode x, el término V f(x)Ty es una funcién afin). Ademds, V¢(x) es Lipschitzsi V f(x)
también lo es. En vista de estas propiedades, tomamos dos puntos arbitrarios x y y tal
quey —x = 1/yVé(y) y aplicamos la desigualdad 14.13.

B0 - $0) = V400 =) < S lly -
1 ! 2
80990+ 1790717900 < | Zv900)|
Y 4 ) (14.18)
#00) <40) -5 IVe)I°
FQ) = VIGOTx < f() = VF()Ty % V) - VI

Esta corresponde a la segunda desigualdad. Ahora, intercambiamos los puntos x, y
y sumamos los resultados, a saber:

F) = V)X < fy) = ViX)Ty - % IVFG) = VEWIP
ﬂw—VﬂﬁWSﬂﬂ—VﬂwW—%ﬂVﬂw—VﬂﬂW (14.19)

SV = VIO (x —y) 2 }l, IVFG) = VERIP

Con lo anterior, queda demostrada la tercera desigualdad. O

Usando estas propiedades, podemos analizar la convergencia del método del
gradiente.

Teorema 14.4. Si f : R" — R es una funcién convexa con gradiente y—Lipschitz
entonces el algoritmo del gradiente tiene un limite superior cuadratico dado por

FOE) < fky - B|Vrah|[ (14.20)

con un paso 6ptimot =1/yyf =1/2y.

DEMOSTRACION. Usamos el resultado presentado en la ecuacién 14.13 en dos puntos
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k

consecutivos del método y = x**1 y x = x¥, a saber:

F (1) = 1 () = VF ()] (641 = k) < 5 [kt = 2|

F (1) < (29) + V1 () (41 = x8) 4 B ket — )
F041) <1 (69 497 () (097 () + 72 oy )
) 26+ (K52 =) o

2

2

(14.21)

Luego, definimos 8 = —yt?/2 + t el cual tiene un maximo en ¢ = 1/y con un valor
f = 1/2y. Con este valor, podemos asegurar que f (x**!) es siempre mas pequefio que
f (xk), hasta que ||V f(x)|| = 0. Este tltimo corresponde a un punto dptimo. O

14.2.2. Funciones fuertemente convexas con gradiente Lipschitz

Elmétodo del gradiente tiene un mejor comportamiento cuando la funcién a minimizar
tiene gradiente Lipschitz y, ademads, es fuertemente convexa. Recordemos que una

funcion es fuertemente convexa cuando g(x) = f(x) — u/2 ||x||2 tambien lo es. Esto
a su vez implica lo siguiente:

Lema14.1. Si f : R" — R es una funcién fuertemente convexa entonces

(V) = VFO) (x—y) 2 ullx =yl (14.22)

DEMOSTRACION. Como g(x) = f(x)—u/2 ||x||2 es convexa entonces podemos usar la
ecuacion 4.10 del capitulo cuatro:

(Vg(x) = VgOr) (x —y) > 0 (14.23)

Solo basta reemplazar g y simplificar la ecuacién teniendo en cuenta la forma del
gradiente Vg(x) = Vf(x) — ux. O

Con este resultado, podemos establecer las propiedades de convergencia de la
funciones fuertemente convexas:

Teorema 14.5. El método de gradiente tiene una tasa de convergencia lineal para
funciones convexas con gradiente Lipschitz la cual estd dada por

Il < ©F ] (14.24)
en donde
2
—J1-(*
§=4/1 (},) <1 (14.25)
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k

siendo r* = x* — %, con % el 6ptimo global de f.

DEMOSTRACION. Nos interesa saber qué tan alejados estamos de la solucudén éptima
% para un punto arbitrario x* en el proceso iterativo; definimos una nueva variable

rk = xk — % partiendo de la ecuacion 14.7, como sigue:

1 — 5 = xk — % — kv f(xF)

(14.26)
phtl — pk thf(xk)
Usamos la norma-2 para obtener lo siguiente:
k1|2 — ||k _ fk NG
r = ||r* = t*V f(x*)
[P = - v e .

[Pl = P - 29 bt e

Ahora, usamos la expresion 14.15 sobre los puntos (x¥, %) teniendo en cuenta que
Vf(x)=0:

- VAGGH ) < — [V (14.28)

Aqui, hemos multiplicado por -1 para poder reemplazar en la ecuacién 14.27 y
obtener lo siguiente:

PP (S )i e

Dado lo anterior, podemos concluir que t < 2/y para asegurar que el radio de
convergencia decrezca. Supongamos ahora que, ademas, la funcién f es fuertemente
convexa en cuyo caso, debido a la expresion 14.22, tenemos que ”V f (xk)” >u Hrk” Y,

por tanto,
2
< (o= () ey (1430

Luego, definimos ¢ = 1 — (u/y)? y analizamos cémo se desarrolla esta relacién
durante el proceso iterativo, veamos:

I <€)
71 <€) < e

2 2 2
R G430

2

2 2
1< €51

Gracias a lo anterior, queda demostrado el teorema. O
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A este tipo de comportamiento lo llamamos convergencia lineal, ya que la funcién
se ve como una linea recta en una escala logaritmica. Notese que la convergencia del
método depende de la conidicién inicial r°. Podemos hacer el algoritmo més eficiente
actualizando el valor de t¥ de forma iterativa. Por ejemplo, es posible usar una regla

del tipo t* = 2/ (y\/%), la cual hace que el valor de a decrezca en cada interacion
y mejora la tasa de convergencia. Una demostracién mas formal de este resultado se
puede encontrar en [9]

14.3. Método del gradiente con paso optimo

Una forma efectiva de elegir un paso t* es usando el método de gradiente descendente:

tk = argminf(x* + sAxk) (14.32)
s>0

Esto significa resolver un problema de optimizacion (en una variable) por cada
iteracion. De esta forma, el método se mueve de forma 6ptima en cada iteraciéon a
expensas de un mayor esfuerzo computacional. La eficiencia del método depende de
la capacidad de resolver el problema en una variable, dado por 14.32. Una forma
relativamente simple es usando la informacion de la hessiana J(;(x). En este caso, la
funcién se puede aproximar a un polinomio de Taylor de grado dos:

fx +sAx) = f(x) + s (V) Ax + ;AxT (ﬂ-(f(x))T Ax (14.33)

Teniendo en cuenta la ecuacién 14.32, el paso 6ptimo estd dado por
X AxTAx

- AxT (%f(x)) Ax (1439

La principal desventaja de este método es el costo computacional de calcular la
hessiana.

Otra forma de resolver el sub-problema 14.32 corresponde al método de la region
dorada. En este método, asumimos que la funcién objetivo es convexa aunque no
necesariamente diferenciable? y ests posee un minimo % en el intervalo [a, b], como
se muestra en la FIGURA NRO. 14.2. Notese que en las siguientes iteraciones solo se
genera un nuevo punto para evaluar la funcion objetivo.

Sabemos por tanto, que f(x) es decreciente en el intervalo [a, X] y creciente en
el intervalo [%, b]. Ahora, generamos dos nuevos puntos x;, x, dados por la siguiente
relacion:

x;=b—-1t(b—a)

x,=a+1t(b—a) (14.35)

2El método se puede extender a funciones unimodales, ver [55] para mas detalles.
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Iteracion 1

|
|
|
a
FIGURA NRO. 14.2. Primeras iteraciones del método de la region dorada.

Posteriormente, evaluamos la funcién objetivo en estos nuevos puntos. Si f(x,) >
f(x;) entonces el 6ptimo se encuentra en el intervalo [a, x,] mientras que, en caso
contrario, el 6ptimo se encuentra en el intervalo [x;,b]. El método contintia en el
intervalo correspondiente al redefinir nuevos puntos internos [x;, x,|. El valor de 7 lo
elegimos de forma que se mantenga una proporcion constante en el intervalo generado,
a saber:

xp—-a b-x

b_a _b_az‘[ (1436)

Es facil demostrar que este valor corresponde a la regién dorada con

V5-1

7= —5— ~ 0618 (14.37)

La propiedad clave de esta relacion es que en cada iteracion necesitamos generar
solo un nuevo punto, ya que el otro corresponde a x; o bien a x,, como se muestra en
la FIGURA NRO. 14.2.

14.3.1. Comportamiento oscilatorio

En algunos casos, la solucién del método del gradiente genera un comportamiento en
zig-zag, especialmente, en el caso del método del gradiente descendente. Para analizar
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este comportamiento, partimos de un punto x = x* el cual tiene un espacio tangente
T« f, dado por

(Vi) v=0 (14.38)

El método del gradiente descendiente se mueve en este espacio, en busca del paso
t* que minimice la funcion 14.32. El nuevo punto x estar4 sobre la linea x* + sAx¥ la
cual pertenece a T« f, de tal forma que df/ds = 0, es decir,

af(s) _
s

(V)T ‘Z—)S“ = (Vfek ) axk =0 (14.39)

La direccién v = x* — x**1 pertenece al espacio tangente del nuevo punto, T+ f
como se muestra en la FIGURA NRO. 14.3. Dicho de otra forma, los gradientes V f' (xk)
y Vf(x**1) son perpendiculares. Esto genera, evidentemente, un comportamiento
en zig-zag que puede retrasar la convergencia del método. Denotamos T, f como el
espacio tangente de f en el punto x. Este andlisis muestra la importancia de estudiar
la geometria del problema.

Vf(xk+1)

FIGURA NRO. 14.3. Comportamiento en zig-zag del método de gradiente descendente.

14.4. Lecturas complementarias

Las propiedades de convergencia de los métodos del gradiente han sido estudiadas en
[9] y [56] entre otros libros clasicos. Un andlisis mas simplificado se puede encontrar
en [8] y en [57]. Aplicaciones de estos métodos en sistemas de potencia se encuentran
en [28] y en [31]. Se invita al estudiante a realizar diferentes ejercicios en cualquier
lenguaje de programacion y probar con diferentes valores del paso y puntos iniciales.
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14.5. Ejercicios

1. Determinar el minimo del siguiente problema de optimizaciéon usando el método
del gradiente, a saber:
f(x) =x—In(x) (14.40)

Usar diferentes puntos iniciales y pasos fijos. Mostrar un grafico de convergencia
para cada caso.

2. Resolver el siguiente problema de optimizacion:
1
fG) = 5(x = X)TH(x - %) (14.41)

En el presente problema, H es una matriz simétrica y definida positiva (usar una
matriz de tamafio 2 X 2 y un punto X). Usar el método de gradiente con paso fijo
y con paso 6ptimo (note que el gradiente de f es Lipschitz). Usar varias matrices
H con diferentes grados de excentricidad y diferentes puntos iniciales. Mostrar la
grafica de convergencia en cada caso. Analizar el mismo problema pero ahora la
matriz H es de 100 X 100. Concluir al respecto.

3. Resolver el siguiente problema de optimizacion usando el método de gradiente
descendente.

f(x)= % A x+ b+ Y e (14.42)

Eneste, x € R1, A € R'%%1% es una matriz aleatoria, tal que, 0 < a;; < 0.1,y
by c € R'% son vectores generados aleatoriamente, tal que 0 < b; < 1,0 < ¢; <
1. Usar los siguientes métodos para el paso de optimizacién en una variable: a)
método de la region dorada, b) ajuste cuadrético, c) paso constante. Comparar la
convergencia del método en cada caso.

4. Resolver el siguiente problema de optimizacion usando los métodos de gradiente
con paso fijo y paso 6ptimo. Mostrar la convergencia desde diferentes puntos
iniciales en el dominio de la funcién. Concluir al respecto.

fOe, %0, x3) = = In(x; x3 — X3) (14.43)

5. El método del gradiente también puede ser utilizado en funciones matriciales.
Considere, por ejemplo, el siguiente problema de optimizacién

min f(X) = |AX - BI|}. (14.44)

Alli, X,By A € R™" son matrices cuadradas y ||~||12D representa la norma de
Frobenious al cuadrado. Estudiar las propiedades de esta norma, incluida la
derivada, la cual esta dada por

2
OlIXIlE
X

(14.45)
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Como se puede observar, esta derivada es una matriz, asi que el método del
gradiente debe ser formulado en funcién de matrices y no vectores, como en el
caso de R". Resolver el problema de optimizacion correspondiente a

7 3 -5
A=|8 -2 15 (14.46)

0 4 1

1 0 0
B=lo 3 o (14.47)

0 10 -1

Mostrar el grafico de convergencia. Tener cuidado con el uso del método de la
cadena en funciones matriciales. Recordar que la multiplicaciéon matricial no es
conmutativa. Comparar el resultado final usando cvx.
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METODO NEWTON

Este capitulo muestra la aplicaciéon del método de Newton para solucionar problemas
de optimizacién tanto irrestrictos como con restricciones de igualdad. Se inicia con
el andlisis del método en el problema cldsico de hallar las raices de un sistemas de
ecuaciones algebrdicas. Posteriormente, se presenta la aplicacion del método a problemas
de optimizacién matemdtica irrestrictos y con restricciones afines.

15.1. Método de Newton

Aunque el método de Newton fue inicialmente concebido para solucionar problemas
algebraicos; este puede ser usado en problemas de optimizacién, aprovechando que
las condiciones de optimalidad de KKT tienen la forma de un sistema de ecuaciones
algebraicas.

Sea f : R"™ — R" un sistema de ecuaciones algebraicas, tal que cada f; es
continuoy diferenciable; el método de Newton busca encontrar las soluciones f(x) = 0
por medio de linealizaciones sucesivas, como se muestra en la FIGURA NRO. 15.1.
Para el caso de una variable, el método parte de una aproximacién inicial x; y se
dirige en la direccién de la derivada hasta encontrar un punto de corte x;. En este
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punto, se recalcula la derivada y se repite el proceso hasta alcanzar una solucion
con una tolerancia aceptable ||f(x)|| < e. En el caso mdis general, el método toma
una aproximacion dada por el espacio tangente a f usando una aproximacién en
polinomios de Taylor, de la siguiente forma:

fx) = fO) + Df(xO)Ax =0 (15.1)

Eneste, D f(x(?)) representa el jacobiano de f, evaluado en el punto x(. El método
consiste en aplicar iterativamente el siguiente paso de Newton:

X < x=[Df()]7' f(x) (15.2)

fx)

FIGURA NRO. 15.1. Diagrama esquematico del funcionamiento del método de Newton-Raphson.

Ejemplo 15.1. Consideremos el siguiente sistema no lineal de ecuaciones:

f1x,y)=x>+2xy+5y+10=0 (15.3)
2, y)=y*+x*-25=0 (15.4)

Se trata de un sistema no lineal de ecuaciones y, por tanto, no podemos garantizar
que existe una tnica solucion. En este caso, se tienen cuatro posibles soluciones, como
se muestra en la FIGURA NRO. 15.2.

El jacobiano tiene la siguiente estructura:

2x+2y 2x+5 ) (15.5)

Df(x,y) = ( 2 2y

Y, por tanto, el paso de Newton es el siguiente:

L\ [ Xk 2xk +2yk 2xk 45 - f10xk, ¥ (15.6)
R B 2xk 2yk 50k, Y6 .
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(xc,¥e) ¥ +y?-5=0

(xp,¥p) Garya)

=

(xp,¥B)

x2+2xy+5y+10=0
|

FIGURA NRO. 15.2. Posibles soluciones del sistema dado por las ecuaciones 15.3y 15.4.

en donde k representa la iteracion (no confundir el superindice con un exponente). Una
solucién numérica al problema es x, = 4.5078 , yg = —2.1633. No obstante, existen
al menos cuatro soluciones, marcadas en la FIGURA NRO. 15.2. La convergencia esta
estrechamente relacionada al punto inicial; asi, puntos iniciales en el cuarto cuadrante
tienden a converger a x4,y 4. Ademas, se tiene una asintota en el eje negativo, marcada
con una linea punteada en la figura; esta produce una singularidad y hace que la
funcion sea discontinua. Se invita al lector a programar el algoritmo y experimentar
con diferentes condiciones iniciales. A partir de este simple ejemplo, podemos concluir
que existen dificultades asociadas a la convergencia y unicidad de la solucion en este
tipo de problemas. Afortunadamente, los problemas de optimizacién convexa permiten
garantizar convergencia en caso de que la funcién sea Lipchitz continua y fuertemente
convexa. B

El mayor esfuerzo computacional asociado al método es el calculo de la inversa
del jacobiano. No obstante, este esfuerzo se ve compensado con una convergencia
cuadratica.
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15.2. Método de Newton en problemas de optimizacion

El método de Newton puede ser usado para encontrar el valor de x que hace que
Vf(x) = 0. Para ello expandimos la funcién V f(x) alrededor de un punto x* truncando
en la componente lineal, como sigue:

VF(x) = VFxk) + H (xR (x — xF) (15.7)

En esta ecuacion, J(; es el jacobiano de Vf(x) que a su vez corresponde a la
hessiana de f. El paso de Newton estd dado por

S N [}(f(xk)]—IVf(x") (15.8)

Noétese que en funciones fuertemente convexas podemos garantizar la existencia
de Hjjl, la cual es definida positiva. El método también se puede interpretar como la

solucién asociada a la aproximacién cuadratica de la funcién f. Consideremos una
expansion en polinomios de Taylor de la funcién f alrededor de un punto x, asi:

FOo+ AX) = () + Vf(0)TAX + %AxTﬂ-(f(x)Ax (15.9)

Deseamos encontrar el vector Ax que minimice la funcién f(x + Ax). Como se
puede observar, es diferente del método del gradiente con paso éptimo. En aquel
método, la direccion estaba fijada por el gradiente y solo se requeria buscar el paso
adecuado; mientras que, en este caso, tanto la direcciéon como la magnitud son
optimizados. El valor 6ptimo Ax estd dado por la siguiente expresion:

Vf(x)+3Hp(x)Ax =0 (15.10)

Este corresponde evidentemente al paso de Newton, a saber:
Ax = —[H ()] f(x) (15.11)
Una desventaja del método de Newton, en comparacion con el método del
gradiente, es que en cada iteracion necesitamos calcular la inversa de (s lo cual supone

un costo computacional elevado. Multiples aplicaciones en ingenieria eléctrica estan
basadas en simplicaciones de esta matriz.

Ejemplo 15.2. Resolver el siguiente problema de optimizacién convexa en una
variable, usando el método de Newton:

min f(x) = x —In(x) (15.12)
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El gradiente y la hessiana de esta funcién son:
V@ = =1-1 (15.13)

Hi(x) = f"(x) = % (15.14)

Dado lo anterior, el paso de Newton es el siguiente:

PR )

X=X — 15.15
776 (1519
La solucién éptima asociada a este problema es x = 1. [ |
Ejemplo 15.3. Consideremos el siguiente problema en una variable:
fO) = flax + ) = (ay + f) - In(ay + B) (15.16)

Este corresponde al problema original, pero con un cambio de variable x = ay + 8.
El gradiente y la hessiana de esta nueva funcion son:

F') = af'(x) (15.17)
') = a*f"(x) (15.18)

Por consiguiente, el paso de Newton puede expresarse como

k+1 k_ f’(yk)

IO
PrHL =k af'(x*)
2 F1( vk
aymr =ayt = F11(xk)
xkHl =k _ NED)
f”(xk)

Dicho de otro modo, el paso de Newton es equivalente al paso de la funcion f(x)
sin importar el valor de a. |

La convergencia del método de Newton se puede estudiar mediante el teorema
de Kantarovich. Sin embargo, en funciones con hessiana Lipschitz se puede hacer un
andlisis mas general y simplificado [9].
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Teorema 15.1. Para f(x) fuertemente convexa con hessiana Lipschitz tenemos lo
siguiente:

FHp(x) > pl (15.20)
|| 765 (x) = ;)| < M llx =yl (15.21)

Bajo estas condiciones el método de Newton tiene una convergencia al menos
cuadrética.

DEMOSTRACION. Definamos una funcién g : R - R” como g(t) = Vf(tx+ (1 —t)y)
de donde,
g) =He(tx + 1= )y)(x—y) (15.22)
De esta forma, podemos escribir el gradiente en funcion de la hessiana, a saber:

1
Vfixk) = f Hp(% + t(xk = 2)(xk — %)dt (15.23)
0

en donde X es la solucion éptima. Asi, el paso de Newton toma la siguiente forma:

1
R = 3) = (K = %) = [9¢,()] f I (% + (K = )k - x)dt
0
1
= [, ()] f I ()oK = %)dt—
0 (15.24)

1
[F€ (k)] / Hp(% + t(xk — 0)(xF — 2)dt
0

1
= [0, f (I (04) = I+ k= )k - D)de
0

Ahora, definimos r* = x* — % con lo que obtenemos la siguiente representacion:

1
Kl = [0 (k)] f (Fp(x*) = H (% + trk)rkde (15.25)
0
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Luego, tomamos la norma

1
Hrk+1H = H[}Cf(xk)]‘1 fo (Fp(xF) = Fp(x + tr))rkde

1
< ||l G| f (F (k) = H (% + rk))rkde
0

X (15.26)
< oG [ g0 - s + ey a
0
1
< “[%f(xk)]—lnf [ (F) = p(x + )| ||| de
0
puesto que la hessiana es Lipschitz entonces tenemos lo siguiente:
[[7(F) = Ok + )| < M ||| (15.27)
Y, por tanto,
M
([ < (e o] 5 (15.28)

Ahora bien, como la funcién es fuertemente convexa entonces obtenemos lo
siguiente:
Hp(xK) > I
I> ()] (15.29)

Uz |19, Gor|
De esta indole, la relacion de convergencia toma la siguiente forma:

I < 5 I (15.30)

Lo anterior constituye una convergencia cuadratica siempre que ||| < 1. O

En [9] se presenta un andlisis sin el requerimiento de que la funcién sea fuertemente
convexa. En cualquier caso, se evidencia dos caracteristicas del método de Newton:
primero, la convergencia es mucho mas rapida que los métodos de gradiente cuya
convergencia es lineal; y segundo, esta convergencia solo puede ser garantizada en
puntos suficientemente cercanos al 6ptimo. Esto significa que una buena estrategia de
optimizacion puede consistir en el uso del gradiente en las primeras iteraciones, dada
la facilidad numérica del método. Posteriormente, se puede finalizar con un paso de
Newton cuando la solucion esté lo suficientemente cercana al 6ptimo.
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15.3. Restricciones de igualdad

Consideremos ahora en caso de un problema con restricciones de igualdad, a saber:

min f(x
f&) (15.31)
Ax=b>
En este, las condiciones de optimalidad estan dadas por:
Vf(x)+ATA=0
f&) (15.32)

Ax—-b=0
El paso de Newton es el siguiente:
H (k) AT Axk —Vf(xk) — ATAK
( 0 e )= ]:Axk +b (15.33)

Debemos actualizar tanto el valor de x como el de A de la siguiente forma:

X = xk 4 AxK

el k4 gk (15.34)
Este puede ser simplificado teniendo en cuenta que
FpAxK + ATAR — k) = —V f(xk) — ATAK
f ( ) IO (15.35)

HpAxk + AT = —V f(xF)

De esta forma, podemos actualizar directamente A, es decir,
He(xk) AT Axk —Vf(x")
f =
( A 0 AR+l b— Axk (15.36)

Bajo esta representacion, el método puede ser interpretado como una proyeccion
del gradiente sobre el espacio afin Ax — b = 0, como se muestra esquematicamente
en la FIGURA NRO. 15.3, en donde —V f (x*) es la direccién del gradiente -asociado
al problema irrestricto- y ATAK*! es un vector perpendicular al espacio nulo de A
-representado como N'(A)-. Esto se demuestra facilmente teniendo en cuenta que
(ATADT . v = 0, Vv € N(A). Por tanto, AAx¥ € N(A) generard un nuevo punto
factible y el gradiente proyectado serd —V f(x*) — ATA¥.

Ejemplo 15.4. Consideremos el siguiente problema de optimizacion con restricciones
de igualdad, a saber:

min (xg + 3x;)? + x?
o 2 (15.37)
X0 + X1 + Xy = 1
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N(A)

FIGURA NRO. 15.3. Diagrama esquemdtico que representa la proyeccién del gradiente V f(x*)

sobre el espacio nulo de A.

cuya solucion éptima es x = (—1.5,0.5,0.0)T. El gradiente y la hessiana, asociados a
este problema, son

2x0+6x1
Vf=| 6xy+18x;
2% 15.38
2 6 0 (15.38)
Hp=|6 18 0
0 0 2

La matriz A es simplemente un vector de unosy b = 1.

La implementacién en Python requiere de funciones asociadas tanto a la funcién

objetivo como a las restricciones y al gradiente. El método puede iniciar de un punto
infactible sin afectar significativamente su convergencia. A continuacién, se muestra
el codigo en Python, en donde usamos la libreria numpy para resolver el sistema lineal,
resultante del paso de Newton.

import numpy as np

def

def

def

F(x):
"Funcion objetivo"
return (x[0]+3*x[1])**2 + x[2]*%2

G(x):
"Gradiente"
return [2x (x[0]+3%x[1]),6% (x[0]+3*x[1]),2xx[2]]

R(x):
"Restriccion"
return [x[0]+x[1]+x[2]-1]

= np.array([[2,6,0,1], [6,18,0,1],(0,0,2,1],(1,1,1,0]])
= [100,0,5] # punto inicial
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n_iter = 3 # numero de iteraciones

for i in range(n_iter):
N = G(x)+R(x)
D = np.linalg.solve (M, N)
x = x - D[0:3]
print (F (x), R(x))
print ('Resultado final x:’, x)
print ('Variable dual :’, D[3])

Notese que la variable dual no requiere ser actualizada ni inicializada. [ |

15.4. Restricciones de desigualdad

Analicemos primero los problemas de optimizacion con restricciones en forma de
hipercubo, es decir,

min f(x)

(15.39)
Xmin <x< Xmax

En este caso, f es una funcion convexa, diferenciable y con gradiente Lipschitz.
Evidentemente, el espacio de soluciones se puede representar como sigue:

Q={xeR”: Xpin <X < Xpay} (15.40)

Por tanto, podemos establecer una funcion indicatriz del conjunto Q, asi:

0 xeQ

too x g0 (15.41)

In(x) =

De forma que el problema de optimizacion se pueda representar de la siguiente
forma:

min f(x) + Io(x) (15.42)

Quisiéramos encontrar un método similar al del gradiente aprovechando que
este problema es irrestricto. Sin embargo, notamos que la funcién Iy, aunque
convexa (si incluimos a +oco en el dominio), no es diferenciable. Dicho de otro
modo, no podemos encontrar el gradiente convencional. Obviamente, requerimos un
acercamiento levemente distinto, como se mostrard en el siguiente capitulo.
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15.5. Lecturas complementarias

Este capitulo solo muestra una pequefia introduccién a los métodos de Newton tanto
en problemas algebraicos como en problemas de optimizacién matematica. En [2],
se presenta un andlisis completo del método de Newton para hallar soluciones a
problemas de la forma f(x) = 0. Igualmente, se presentan multiples ejercicios
numéricos. El andlisis de convergencia del método se basa en el trabajo de [9] y [56].
En [8] tambien se presenta un anélisis mas simple con ejemplos y ejercicios numéricos.

15.6. Ejercicios

1. Resolver el siguiente problema de optimizacién con una variable usando el
método de Newton, a saber:

min f(x) = x* - 2x2 +2y2x + 10 (15.43)

Mostrar la convergencia del método y la solucién obtenida, partiendo de los
siguientes puntos iniciales: x, = 0, x, = 1/10, x, = =10y x, = 5. Ofrecer
una conclusion al respecto.

2. Resolver el siguiente problema de optimizacion convexa usando el método de
Newton:
min x2 +2xy + y? — 16 (15.44)

Partir de diferentes puntos iniciales. Mostrar la convergencia en cada caso.
Comparar con el método del gradiente.

3. Resolver el siguiente problema usando el método de Newton:

1
min f(x) = 5 lAx + bl* + ) e (15.45)

En este, x € R, A € R9X1%0 Inventarse un ejemplo aleatorio tal que 0 <
al-j SOl,Osb, < I,OSCi Sl

4. Resolver el siguiente problema de optimizacion usando el método de Newton

min f(x) = )’ x;In(x;)

15.46
Ax=b ( )

En este, A € R>¥1% (inventarse el problema aleatoriamente). Mostrar la
convergencia del método asi como la factiblilidad en cada iteracion (puede medir
la factibilidad usando una funcion de la forma ¢(x) = ||Ax — b||, la cual es 0
cuando x es factible).
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5. Podemos usar el método de Newton para solucionar problemas matricial, en
donde f : R™" — R. Basado en esto, considere el siguiente problema:

. 2
min [|X||; (15.47)
AX =B

2 . .
en donde, ||-||;- es la norma de Frobenius al cuadrado, X es una matrizde 3 x 3y
A, B son las siguientes matrices:

3 48
A=(_5 3 1) (15.48)

100
B:(O 5 1) (15.49)

Tener en cuenta que el gradiente es una matriz, entonces, jqué estructura tiene
la hessiana? Recordar que la multiplicacion matricial no es conmutativa, asi que
el método de la cadena debe ser aplicado con la precaucién de no modificar el
orden de la multiplicacién. Comprobar el resultado usando cvxpy.
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METODO DE PUNTOS INTERIORES

En este capitulo, trataremos el método de puntos interiores, el cual permite solucionar
problemas de optimizacién con restricciones de igualdad y desigualdad. El método
se extiende a problemas de optimizacién coénica de segundo orden y a problemas de
optimizacion semidefinida. Igualmente, se presenta la métodologia para encontrar puntos
iniciales factibles.

16.1. Métodos de puntos interiores

Probablemente, los métodos mas utilizados para solucionar problemas convexos son
los de puntos interiores. El origen de estos métodos se remonta al trabajo de John
Von Neumann a mediados del siglo XX aunque fue en la década de los 80 en donde se
demuestra su utilidad préactica para resolver problemas convexos de gran tamafio [9].
En este capitulo, estudiaremos la filosofia basica del método; para ello, consideramos
el siguiente problema de optimizacion:

min f(x)
gx)=Ax—-b=0 (16.1)
hi(x) <0
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En este caso, f y h; son convexas y g es una funcion afin. Consideramos ahora la
funcion indicatriz, definida de la siguiente forma:

0 h(x)<0

1921 1o n@>o0 (162)
Entonces, el problema de optimizacién puede ser representado como
min f(x)+I(x), cong(x)=0 (16.3)

Nuestro objetivo es acercarnos a la solucién de este problema mediante una
aproximacion de I(x). Una de estas aproximaciones es la barrera logaritmica.

16.1.1. Método de barrera logaritmica

Definimos una funcién ¢(x), llamada barrera logaritmica, como sigue:

¢i(x) = —In(=hy(x)) (16.4)

La idea bésica del método de puntos interiores es que la funcion indicatriz puede
ser aproximada por la funcién ¢(x) de la siguiente forma:

I(x) ~ Z s; (x) (16.5)

en donde s > 0.

La FIGURA NRO. 16.1 muestra la forma de la funcién. Esta toma valores muy
cercanos a0 cuando x < 0y valores muy grandes para x > 0. De esta forma, se aproxima
a la funcién indicatriz y se hace mas precisa la aproximacion a medida que s — 0.

$(x)

FIGURA NRO. 16.1. Funcion de barrera logaritmica.
Si x es un punto factible en el interior del conjunto de soluciones entonces

hi(x) < 0y, por tanto, —In(—h;(x)) < oo. Ahora, al multiplicar por un ntimero s, lo
suficientemente pequefio, obtenemos un valor cercano a 0. En cambio, si h(x) > 0
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entonces el logaritmo nos dard inmediatamente un valor infinito. Desde luego, la
aproximacion de esta funcion va a depender del valor de s, asi que la idea es partir
de valores positivos y disminuir iterativamente este valor hasta que obtengamos una
solucidn lo suficientemente cercana al 6ptimo.

La ventaja de la funcion ¢ sobre la funcion indicatriz es que la primera es continua
y derivable dos veces, veamos:

V406) = s V) (16:6)
1 1
}(¢(x) = WVhl(x)VThl(x) - m_’]{hi(x) (167)

Con estas funciones, podemos usar el método de Newton para darle solucion al
problema aproximado. Consideremos un modelo convexo con una tnica restriccion de
desigualdad. El problema aproximado, por tanto, se puede solucionar usando el método
de Newton, aplicado sobre el siguiente sistema no lineal:

V() +sV(x) + ATA = 0 (16.8)

cuyo paso de Newton para un punto interior factible x¥ es el siguiente:

H () + sFHs(xK) AT Axk _ —Vf(x*) — sV(xk)
[ ) D) e

El nuevo punto x**! es primal factible con respecto al problema original pues
pertenece al interior relativo del espacio de soluciones, h;(x**1) < 0, g(x¥*1) = 0. El
método consiste entonces en actualizar el valor x**! y reducir iterativamente s con el
objetivo de que el problema aproximado se acerque al problema original, considerando
puntos en el interior relativo del espacio de soluciones. Este es el método bésico de
puntos interiores. Su principal dificultad radica en el calculo de las derivadas asociadas
a la barrera. No obstante, muchos problemas presentan caracteristicas que permiten
una implementacion mas sistematica.

Ejemplo 16.1. Veamos la implementacion del método en Python, para el siguiente
problema:

min x, + x;
— (16.10)
Xy +x7 <25

Primero, debemos definir las funciones que vamos a usar mas adelante.

import numpy as np
def f(x):
"Funcion objetivo"
return x[0]+x[1]
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def g(x):
"Restriccion"
return x[0]*x2 + x[1]*%2 — 25

def Gr_f(x):
"Gradiente de la funcion objetivo"
return np.array([1,1])

def Gr_g(x):
"Gradiente de la restriccion"
return np.array ([2+x[0],2*x[1]])

def Gr_B(x):
"Gradiente de la barrera logaritmica"
return -1/g(x)*Gr_g(x)

def H_f(x):
"Hessiana de la funcion objetivo"
return np.array([[0,0],[0,0]])

def H_g(x):
"Hessiana de la restriccion"
return np.array([[2,0],[0,2]7])

def H B (x):
"Hessiana de la barrera logaritmica"
return 1/ (g(x)**2)+np.array ([[4+x[0]*%2,4xx[0]xx[1]],
[4%x[0]*x[1],4%x[1]1*%2]1)-1/g(x)*H_g (x)

Noétese que, en este caso, se tiene un problema sin restriccién de igualdad y, por
tanto, el paso de Newton depende solo de x. El método consiste en evaluar el paso de

Newton y reducir el valor de s (en este caso s+1 = 0.95%).

x = [1,1] # punto inicial factible
s = 10 # valor inicial de la barrera
for i in range(70):
G = -Gr_£f (x)-s*Gr_B(x)
H = H_f (x)+s+*H_B(x)
dx = np.linalg.solve (H,G)
x += dx
print (np.round(x, 3),np.round (f (x),3)
s = sx0.9

Existen multiples variantes al método, asi como formas mds eficientes de reducir el

valor de s. Sin embargo, la estructura basica del algoritmo es la misma.

Ejemplo 16.2. En muchos casos, la principal dificultad estd en la formulacion de la
hessiana, asociada a la barrera logaritmica. Consideremos el siguiente problema de
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optimizacion
min f(x,y)=x+
fx,y) y (16.11)
g, y) =x*+y*-25<0

En este caso, el gradiente de la funcion objetivo y de la restriccion estan dados por

ViGe,y) =11 (16.12)
Vg(x,y) = (2x,2y)T

La hessiana de la funcion objetivo es J{y = 0 mientras que la hessiana de la
restricciéon es una matriz constante dada por J, ¢ = diag(2,2). Por tanto, la hessiana
de la barrera estara dada por

1 1
Hy = ———Vglx,y)Vglx, )T — ——% (16.13)
P g(x.y) glx,y)" ¢
es decir,
1 4x*  4xy 1 2 0
Hy = -— 16.14
¢ g(x,y)< dxy 4y ) g(x,y)( 0 2) (16.14)
[ |

Ejemplo 16.3. Los problemas de optimizacién cénica de segundo orden tienen una
estructura que facilitan la aplicacion del método de barrera logaritmica. Consideremos
el siguiente problema SOC, a saber:

min cTx (16.15)
lAx +b|| < a’x + 8 ‘

Ahora, por facilidad, definimos las siguientes variables asociada a la restriccién
SOC:

u=Ax+b (16.16)
g=ull—a'x-g '
El gradiente de la restriccion es, por tanto, el siguiente:
1
Vg=—Alu—«a (16.17)
[lall
Y la funcion hessiana estd dada por
1 1 .
¢ = T -— (ATu) (ATu) (16.18)
lul ul
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Estas funciones permiten implementar ficilmente los métodos de barrera
logaritmica asi como el primal dual. Como puede observarse, en este punto, tenemos
el gradiente y la hessiana de la restriccion, las cuales son usadas para calcular las
correspondientes derivadas de la barrera tal y como se mostr6 en 16.6 y 16.7. [ ]

Ejemplo 16.4. El método de puntos interiores puede ser extendido a problemas
de optimizacién semidefinida. Consideremos el modelo basico presentado a

continuacion:
min tr(CX)

tr(AX) = b (16.19)
X>0

La restriccion afin puede ser facilmente incluida en la funcién objetivo mediante
una serie de multiplicadores de Lagrange. La restriccion SDP la aproximamos mediante
la siguiente barrera logaritmica:

¢(x) = — In(det(X)) (16.20)

Notese que el determinante serd positivo siempre que X > 0y, por tanto, la funcion
logaritmo estard definida sobre los reales. El problema resultante es el siguiente:

min tr(CX) — sIn(det(X))

H(AX) = b (16.21)

La solucién de este problema se puede establecer facilmente usando el método de
Newton. Recordar que la derivada In(det(X)) es simplemente X 1. [ |

16.1.2. Método primal-dual

Ahora, el dual del problema aproximado es el siguiente:

Wep(d) = inf i FO) +5Y ¢ix) + AT(Ax — b)} (16.22)

Como se puede observar, no se requiere multiplicador de Lagrange asociado a ¢;
debido a que esta funcién hace parte de la funcién objetivo en el problema aproximado,
mientras que el dual del problema original es

W(A, ) = inf { FO)+AT(AX = D) + ,ul-hi(x)I (16.23)

250



Alejandro Garcés Ruiz

Dado lo anterior, buscamos valores A4, 4 que cumplan con el criterio de optimalidad
tanto en el modelo aproximado como en el modelo original:

Vi) + AR+ %Vhi(x) =0

(16.24)
Vi) +ATA+ ), ulVhi(x) =0

Ahora, definimos y; = —s/h;(x) como un punto dual factible tanto en el problema
original como en el problema aproximado porque s > 0y h;(x) < 0. Debemos recordar
que la factibilidad del dual esta dada por u > 0. Dicho de otro modo, un punto (x, 4, u)
es primal y dual factible si ademas de cumplir con la condicién de optimalidad; solo
necesita cumplir con las condiciones de complementariedad para que sea un éptimo del
problema original, es decir, u;7;(x) = 0. Sin embargo, nuestro problema aproximado
cumple con u;h;(x) = s asi que nuestra estrategia serd nuevamente hacer s mas
pequefio mediante un acercamiento continuo en el interior del espacio de soluciones.
Sin embargo, esta vez, usando tanto el primal como el dual. Esta modificacién al
método de puntos interiores es llamado primal-dual. Para un punto x*, 1%, ;¥ el sistema
de ecuaciones resultante serd entonces:

Vf(x)+ ATA + diag(u)Vh(x) =0

Ax=b (16.25)
h(x) <0 '
diag(r)h(x) = —s
De esta indole, el paso de Newton serd el siguiente:
Hp(x) + L udn(x*)  Dh(x)T AT \( Ax Fdual
— diag(u)Dh(x*) —diag(h(x*)) 0 Au |=—| Teent (16.26)
A 0 0 AL rpn-mal
en donde Dh agrupa cada uno de los gradientes de h, asi:

Dh(x) = (Vhy(X)T, ... Vi, (x)T)T (16.27)

Conforme a lo anterior, los vectores r estan dados por:

Faual = V.f(X¥) + Dh(xF)u + AT2F
Feont = = diag(h(x) + 51 (16.28)

— Ak
Fprim = AX* = b

Si el punto inicial es factible, desde el punto de vista del primal y del dual, entonces
Fprim = Tdual = 0.
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Ejemplo 16.5. Consideremos un problema de programacion lineal con la siguiente
forma canonica:
min cTx

Ax=b (16.29)
x>0

Entonces, el paso de Newton estard dado por

0 1 AT Ax 0
—diag(u) —diag(x) 0 Au |=—| diag(u)x + s1 (16.30)
A 0 0 AL 0

Parece contradictorio usar el método de puntos interiores en un problema de
programacion lineal, ya que la barrera logaritmica hace que el problema sea no lineal.
No obstante, ha sido ampliamente demostrado, desde el punto de vista tedrico y
practico, que el método de puntos interiores es mas eficiente que el método simplex para
problemas de gran tamaiio. Es por ello que la gran mayoria de paquetes comerciales
usan métodos de puntos interiores. [ |

16.2. Problemas de factibilidad

Un problema de factibilidad consiste en encontrar una solucioén factible en el espacio
de soluciones. Este tipo de problemas aparecen en la fase de prepocesamiento de un
algoritmo de optimizacion (para encontrar un punto interior inicial), pero también
en diferentes problemas précticos. El problema consiste en encontrar un punto x que
satisfaga las restricciones
Ax—-b=0 16.31
hix) <0 (1630

Para ello, definimos el siguiente problema de optimizacion:
min 2 S;
Ax—=b=0

hi(x) <'s;
M > 0

(16.32)

Si la solucion dptima de este problema es s; = 0 entonces el problema original tiene
solucién factible. En caso contrario, el problema es vacio.
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16.3. Lecturas complementarias

La mayoria de paquetes de optimizacién matemadtica usan el método de punto interior
como base, tanto en los problemas de programacion lineal como no lineal. Esto se debe
alas propiedades de convergencia asociadas a la barrera logaritmica, las cuales a su vez
estan relacionadas con el concepto de funciones auto-concordantes presentado en [9].

16.4. Ejercicios

Resolver los siguientes problemas de optimizacién usando el método de puntos
interiores

1. Problema simple en una variable:

min x?
(16.33)
x2>5
2. Problema con restricciones cuadraticas:
min x + 3y
., (16.34)
x“+y-<10
3. Problema de optimizacién conica de segundo orden:
min 18x; — 3x, (16.35)
[l[Ax +b|| <o + B '
con
17 -9
A _< 13 e ) (16.36)
b=(45 —-15)T
a=(01) (16.37)
B =164
4. Problema de optimizacion semidefinida:
min tr(CX)
(16.38)
X>0
con
2 5
C= ( s ) (16.39)

5. Comprobar los resultados usando cvx 0 cvxpy.
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METODOS PROXIMALES

Este capitulo introduce al lector en los algoritmos distribuidos para solucionar
problemas de optimizacion convexa. Estos algoritmos permiten solucionar problemas con
restricciones de igualdad y desigualdad, bajo una estructura similar a la del método del
gradiente. El enfoque distribuido permite una implementacién basada en procesamiento
paralelo, la cual puede hacer que el algoritmo sea eficiente en términos de tiempo de
cdlculo a pesar de que su convergencia sea lenta en términos del niimero de iteraciones.

17.1. Métodos de proyeccion

Iniciemos con algunas definiciones necesarias para desarrollar el método.

Definicién 17.1. Llamamos Envolvente de Moreau de la funcién f, denotado como
My, a la siguiente funcién convexa:

My = inf {160+ 3l -l az

Definicion 17.2. Llamamos operador proximal prox, : R" — R" con factor de
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penalizacion u > 0 a la siguiente funcién:

prox (1) = argmin; f(x) + E [|x — u||2 (17.2)
4 xX€Q 2

Si no se menciona el factor u entonces se asume p = 1.

El operador nos puede ser util para solucionar problemas de la forma

min f(x) (17.3)
XeEQ '

En este tipo de problemas, f es una funcion convexa, diferenciable, con gradiente
Lipschitz, y Q es un conjunto convexo con interior no vacio [58]. La forma usual de
atacar el problema es usando la funcién indicatriz.

Lema 17.1. El 6ptimo de M ¢(u) es el mismo de f.

DEMOSTRACION. Tomamos el infimo de M; y usamos las propiedades
correspondientes en todos los casos u € Q, x € Q, veamos:

inf {M ()} = inf {igf { f0)+3 e - u||2}}
= iI;f iI;f {f(x) + % [lx — u||2} (17.4)

= inf f(x)

Ejemplo 17.1. El oprador proximal, aplicado sobre la funcién indicatriz, genera la
proyecion de u sobre el conjunto Q, como se muestra esquemdticamente en la FIGURA
NRO. 17.1. En este caso, prox,(y4) = y4, mientras que prox,(yg) = Xg.

prox,(u) = argmin {Ig(x) + 1 [|x — u||2} = argmin F l|x = u||2} (17.5)
xXeQ 2 2

X€Q

Es decir que si u € Q, entonces u = x (la distancia minima es 0), mientras que
siu ¢ Q, entonces nos dard la distancia minima entre y y el borde del conjunto Q.
Calculado término a término obtenemos lo siguiente:

g; Xmin(k) Uk < Xmin(k)
proxg(u) =| *° [ con py = Xk Xming) < Uk < Xmin(k) (17.6)

Xmax(k) Uk 2 Xmax(k)
Pn
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VB

FIGURA NRO. 17.1. Diagrama del operador de proyeccién sobre un conjunto convexo Q.

[
Ejemplo 17.2. Determinar el operador proximal restringido al conjunto Q =
{xeR": alx =b}cona#0:
.1 2
prox,(u) = argmin {— [|x — ul| }
xXeQ 2
=ar min{l [|x — u||2 alx = b}
= gx 3 , = (17.7)
_ b—alu
- 2
llal

En este caso, si u € Q entonces prox(u) = u, mientras que, en el caso contrario,
prox(u) es la minima distancia desde el punto u hasta el hiperplano Q, 1a cual se calcula
en la direccién perpendicular al hiperplano. [ |

Teorema 17.1. Dada una funcion estrictamente convexa f : R" — R se tiene que
. 1 2
proxf(u) =argmin{f(x)+ =[x —ul"t =u (17.8)
x€Q 2

en el punto dptimo. Es decir, el 6ptimo de f corresponde a un punto fijo u = prox f(u).

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que f es una funcién continua y
diferenciable; en este caso, el operador proximal se puede encontrar con la siguiente
condicién de optimalidad:

Vfx)+(x—u)=0 (17.9)

Cuando u = X (siendo X el dptimo del f) entonces V(%) = 0, es decir, que el

257



Optimizacion convexa aplicaciones en operacion y dinamica de sistemas de potencia

optimo de f es el mismo dptimo del operador proximal. Si la funcion es estrictamente
convexa entonces el 6ptimo de f es inico.

Analicemos ahora el caso en que f es convexa y no diferenciable. Calculamos el
envolvente de Moreau de la funcién f pero evaluado en un punto u + hv con v un
vector arbitrario y h un escalar:

My(u+ hv) = :icrelsf){f(x) + % [[x —u— hv||2}
Sf(x)+%||x—u—hv||2 (17.10)

1 h?
< F@)+ 5l = ull = hoTCe =) + = ol

Esta desigualdad se cumple para todo x € Q. En particular, si consideramos el caso
X = prox f(u), entonces

n? 2
My (u+ hv) < M¢(u) + ho' proxf(u) + 5 [[ol]
My(u+ hv) = My(u)
h

(17.11)

<ot proxf(u) —hvTu + g ||U||2
Luego, tomamos el limite cuando i — 0. Este limite existe bajo las condiciones
antes mencionadas de la funcién f, veamos:
ol (VMy(w)) < vT(prox ;(u) — u) (17.12)
Esta desigualdad se debe cumplir para cualquier vector v (por ejemplo +vy —v)y,

por tanto,
VM¢(u) = proxf(u) —-u (17.13)

Cabe mencionar que M es diferenciable a pesar de que f no lo sea. Entonces, el
oOptimo de M se produce en VM (u) = 0. Esto significa que

proxf(u) =u (17.14)

Dicho de otro modo, el éptimo de la funcién My corresponde a un punto fijo del
operador proximal. O

El operador proximal es una especie de gradiente descendente sobre una version
continua y diferenciable de la funcion f, usando el siguiente paso:

Xpp1 = proxf(xk) (17.15)
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Este algoritmo tiene buenas propiedades de convergencia aunque, como veremos
mads adelante, puede ser més lento que los algorimos convencionales. Si el espacio de
soluciones Q # ¢ entonces X, estd bien definido (nunca es infinito). Ahora, como

Xi41 hace que f(x)+1/2||x — xk||2 sea minimo, entonces

1 2 1 2
J(Xeg) + 3 X1 = xell” < f(x) + 3 llx = x|l Vx € Q (17.16)

En particular, para x = xi,

Fxpeqn) + % xesr = Xl < £O00) (17.17)

Es decir, f(x;,1) estd mas cerca del 6ptimo X que f(x), veamos:

FCoen) = £ S F00) = £ = 3 s = el (7.18)

Dado lo anterior, podemos intuir que la funcién objetivo se hace mas pequefia hasta
alcanzar el 6ptimo.

Ejemplo 17.3. Consideremos el siguiente problema de optimizacién

1
min {Exz, conl<x< 10} (17.19)

El 6ptimo de este problema es f(x) = 1/2y se presenta en X = 1, como se muestra
en la FIGURA NRO. 17.2.

El operador proximal estd dado por

. (1 1
proxf(u) = argmln{—x2 + =|x— ulz} (17.20)
1<x<10 (2 2

Es facil representar explicitamente el resultado del operador, a saber:

u/2 2<u<20
proxf(u) =110 u>20 (17.21)
1 u<2

Ahora, usamos la iteracion correspondiente partiendo de un punto arbitrario, por
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fx)
| x2
|
! ! - X
1 10
prox ; (u)
10
|
1 :
! ! - U
2 20
FIGURA NRO. 17.2. Grdfico de la funcion f(x) para el problema 3y operador proximal
correspondiente.
ejemplo, x, = 100:
Xo = 100

X, = proxf(100) =10

X, = proxf(lo) =5

X3 = prox(5) = 2.5 (17.22)
Xy = proxf(2.5) =1.25

X5 = proxf(l.ZS) =1

X = proxf(l) =1

Notese que el operador proximal es continuo y definido en todo el espacio. [ |

La iteracién del método proximal para una funcién convexa y diferenciable es la
siguiente:

X = prox, () = argmin £ + & I - ]
20 =Vf(R)+ ux —x;)0

17.23
x=xk—%Vf(x) (17.23)

1
Xpy1 = X — pr(xk+1)
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Como se puede observar, el gradiente estd evaluado en X, y no en x; como es
usual. Una interpretacion interesante del método es presentada en [58]. Consideremos
un sistema dindmico dado por el flujo de la funcion gradiente, a saber:

dg(x) _

== =Vf() (17.24)

Esta funcién no lineal tiene un punto de equilibrio estable en x = X (esto se puede
demostrar facilmente usando el teorema de Lyapunov). Por tanto, el paso del método
representa una discretizacion de la ecuacion diferencial usando el método de Euler.

17.2. Método de multiplicadores alternados

En esta seccion, estudiaremos el método de multiplicadores alternados o ADMM
(alternating direction method of multipliers). Deseamos minimizar una funcién de la
forma f(x) + g(x) usando un algoritmo de tipo proximal. Para ello, planteamos el
siguiente problema equivalente:

min f(x) + g(z
f(x) +g(2) (17.25)
xX=z
Luego, definimos una funcién lagrangeana aumentada:
1 2
L(x,y,2) = f(x) +8(2) +yT(x = 2) + 5 [lx — 2| (17.26)

Esta funcién es similar al lagrangeano convencional excepto por el término
cuadrético. Este se hace cero cuando x = z, es decir, cuando el punto es factible.
Reescribimos esta funcion de la siguiente forma equivalente:

£(5,9,2) = f0) +8@) + 3 Ix =241 = 2 Iyl a7.27)

Ahora, buscamos minimizar esta funcién tal y como en el método de los
multiplicadores de Lagrange; sin embargo, esta vez usamos una estrategia iterativa
similar al método de Gauss-Seidel, es decir, hacemos la operacién dejando
temporalmente algunas variables fijas, veamos:

X1 = argmin £(x,y,z), con (y,z) fijos
X

Ykq1 = argmin £(x,y,z), con (x,z) fijos (17.28)
y
Zky1 =

argmin £(x,y,z), con (x,y) fijos
z
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La primera expresion toma la siguiente forma —~debemos recordar que (yy, Xi) son
constantes para este paso-:

. 1 2
X = argmin X)+-||x—2z+
o = argmin {0+ 3 e =2+ )| )

= proxf(z -y)

En este punto, procedemos de igual forma con las variables (x, y) y obtenemos la
siguiente iteracion:
Xk+1 = PTOXf(Zk = Y)
Zk41 = proxg(xk+1 + Vi) (17.30)

Yk+1 = Yk + Xkt+1 — Zk41

Como se puede observar, cada paso proximal depende de una sola funcién: f en
el caso de x y g en el caso de y. Esto permite que el algoritmo pueda dar solucién a
problemas con restricciones de desigualdad y hace que g(z) sea la funcién indicatriz.
Cuando se alcance un punto fijo, entonces x = z. Lo anterior demuestra que se cumple
la restriccion que hemos impuesto artificialmente.

En aquellos casos de problemas con restricciones de igualdad,

min f(x) + g(z
f(x)+38(2) (17.31)
Ax+Bz=c
Asi, el algoritmo toma la siguiente forma
. M 2
Xi41 = argmin {f(x) +35 |Ax + Bz — ¢ + yil| }
X

(17.32)

. M 2
2y = argmin g0+ & | vy + Bz~ + ]
z

Vit1 = Yk + AXpyr + Bzpyy — ¢

Eneste, u > 0 puede ser variable alo largo del proceso iterativo con el fin de acelerar
la convergencia. Los operadores proximales de funciones convexas individuales son
relativamente faciles de calcular por lo que este algoritmo es adecuado para solucionar
problemas distribuidos.

17.3. Algoritmos distribuidos

Existen multiples variantes de los algoritmos distribuidos en problemas de
optimizacion y control; en esta seccién, presentamos un algoritmo bdasico llamado
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consensus el cual es adecuado para solucionar problemas de optimizacién con la
siguiente estructura:

N
min ) fi(x) (17.33)

i=1

En este, el subindice i indica una posible particién de las variables de desicién.
El método de consensus se basa en definir una restriccién de consenso que genera el
siguiente problema equivalente:

N
min ), fi(x;)
izzlf " (17.34)

X1 =Xy ==X = XN

Ahora, aplicamos un algoritmo basado en el mismo razonamiento del método de
ADMM, a saber:
Xi(k+1) = ProX ;(Xg — yk)
((ern) Y ) (17.35)
Yitk+1) = Yitk) T Xi(k+1) — X(k+1)

En el anterior algoritmo, X son las variables que se quedan fijas para calcular las
variables i. La ventaja de este método es que permite separar ficilmente un problema
complejo en varios problemas mdas simples y usar programacion en paralelo. Desde
luego, diferentes particiones generan desempefios diferentes del algoritmo. La FIGURA
NRO. 17.3 muestra un ejemplo para un problema que puede ser dividido en tres
subproblemas i = {A,B,C}. También, es posible disefiar algoritmos decentralizados
en donde cada nodo se comunique unicamente con nodos cercanos, sin necesidad de
un nodo comun.

XB(k+1) =
PIOX (% - i)

XC(k+1) =
Prox (X — i)

XA(k+1) =
ProX (% = i)

FIGURA NRO. 17.3. Algoritmo de consensus en un problema separado en i = {A, B, C}.

Cada operador proximal supone un sub-problema de optimizacion el cual debe ser
solucionado eficientemente. El éxito del método radica en encontrar formas eficiente
de resolver cada uno de estos sub-problemas.

Ejemplo 17.4. El problema clésico de despacho econdmico de plantas térmicas puede

263



Optimizacion convexa aplicaciones en operacion y dinamica de sistemas de potencia

ser solucionado facilmente usando un algoritmo de consensus, a saber:

N
’ a‘
min )’ E’plz +b;p;
i

(17.36)

N
zpi=d
i

Di(min) < Pi < Di(min)

Definimos una funcién f;(p;) para cada planta térmica, de la siguiente forma:

ai 2

—ip? .D: o LD L D

fi(pi) — 5 pl + blpl Pitmin) S Di = pl(rmn) (17.37)
+00 €n caso contrario

El lagraneano aumentado tiene la siguiente estructura:

N
o=y fip+A(Tpi-d)+5[Tpi-a  a739)
i=1

En esta, A es el multiplicador de Lagrange y las restricciones de desigualdad estan
incluidas en la definicién de la funcién f. Reescribimos £ definiendo una nueva
variable Ad = Y p; — d:

N
£ = 3 i)+ 5 Iad + 1/l - 52 1P (17.39)
i=1

Si se emplea el mismo razonamiento del método de ADMM, se separan los problemas
de la siguiente forma:
Xi(es1) = Prox; (p; — (A + Ad))

(17.40)
A1 = A + pAd

Aqui, i representa las plantas térmicas y k la iteracién. Nétese que cada planta i
recibe informacion local (p;, 4;) ademds de dos variables globales Ad, A. El operador
proximal puede ser ficilmente establecido teniendo en cuenta que es un problema
de optimizacién en una variable. Aunque este algoritmo puede ser més lento que los
algoritmos convencionales, su utilidad radica en la posibilidad de separar el problema
por areas de operacién y solucionar el problema correspodiente a cada area, de forma
independiente. En mercados competitivos, esto puede ser importante debido a que
cada area de operacién puede corresponder a un operador de red diferente; asi, el
algoritmo de consensus permite solucionar el problema de despacho econémico sin
que los agentes tengan la informacion de sus competidores. [ |

264



Alejandro Garcés Ruiz

17.4. Lecturas complementarias

Los métodos distribuidos estdn tomando fuerza en las aplicaciones asociadas a la
operacién de sistemas eléctricos. Esto se debe a que algunos modelos operativos
promueven esquemas distribuidos, los cuales pueden mejorar la seguridad y
confiabilidad del sistema. Igualmente, la operacion en ambiente de mercado implica
una preocupacién permanente por la informacion que puede ser compartida entre
agentes del mercado. En [58] se muestra una mirada completa a los algoritmos
proximales desde un enfoque computacional. Un andlisis mds formal puede
encontrarse en [59] capitulo 27. Un ejemplo de aplicacion en un problema eléctrico
se muestra en [60].

17.5. Ejercicios

1. Demuestre que la ecuacién diferencial

d
@6 _ _y £(x) (17.41)
dt
Esta tiene un punto de equilibrio estable en x = X, en donde f es una

funcion fuertemente convexa (usar el criterio de Lyapunov). Mostrar el paso de
la iteracion para resolver numéricamente esta ecuacion diferencial usando los
métodos de Forward/Backward-Euler.

2. Solucionar el siguiente problema usando el comando quadprog de Matlab

1
min =xTQx + cTx
2*¥Q (17.42)

a<x<b
con

4328 2096 2480 3136
2096 2628 1720 2712
Q= 2480 1720 1700 2200 (17:43)

3136 2712 2200 3512

¢ = (17064 14352 11420 17168)T (17.44)
a=(=5 -3 —4 —4) (17.45)
b=(7576) (17.46)

3. Implementar un programa en Matlab o Python para solucionar el problema
anterior usando un algoritmo proximal o un algoritmo ADMM. Comparar los
resultados en términos de la funcion objetivo.

4. Solucionar el problema de despacho econémico de plantas térmicas usando
un algoritmo distribuido ADMM para los datos de la TABLA NRO. 17.1 y una
demanda de 800MW.
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Unidad a b Puin  Pmax
A 0.120 90 50 250
B 0.090 60 50 250
C 0.096 80 50 300
D 0.080 70 50 200

TABLA NRO. 17.1. Unidades térmicas para el problema 5.

5. Comprobar el resultado usando cvx o0 cvxpy.
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La optimizacion matematica es una herramienta clave en la operacion y el analisis
dinamico de los sistemas eléctricos modernos, con una amplia aplicacion, que va
desde problemas de despacho economico y flujo de carga Optimo, hasta el disefio de
controles centralizados y analisis de estabilidad. Ademas de su aplicacion practica, los
problemas de optimizacion responden a preguntas teoricas tales como la unicidad y
globalidad de la solucién, asi como la convergencia de los algoritmos y la equivalencia
entre el problema primal y dual. Las preguntas descritas pueden ser respondidas
usando el paradigma de optimizacion convexa. Aunque la mayoria de problemas en
sistemas eléctricos no son convexos, es posible generar aproximaciones convexas
buscando un balance entre precision y complejidad del modelo. Por ello, es
fundamental contar con una adecuada fundamentacion teérica y un conocimiento real
del sistema a optimizar.

Asi pues, este libro ha sido disenado bajo la premisa del balance entre teoria y
aplicacion, con un enfoque autocontenido partiendo de lo tedrico a lo practico. El libro
esta dividido en cuatro secciones, a saber: La primera trata de la fundamentacion
tedrica necesaria para abordar el resto del texto. En la segunda parte, se presentan
conceptos complementarios tales como optimizacion conica y suma de polinomios
cuadraticos. Enlatercera seccion, se aborda la aplicacion en diferentes problemas de
operacion y andlisis dinamico de sistemas eléctricos. En la seccion final, se analizan
algoritmos de optimizacion convexa y su implementacion en Python.

Los ejemplos y ejercicios fueron diseiados con esmero, esperando que sean valiosos
para que el conocimiento del estudiante puede trascender de lo tedrico a lo practico y
viceversa.
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