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I, Definicidn ele conceptos fundanentales 

1. El núnero de habitantes de una poblacicSn es función del nomento 
que se considere. Para representarlo se utiliza la letra N majrúscula; la 
Tariable tiempo se representa con la letra t minúscula. Conforme con una 
convención corriente en matemáticas, el número de habitô ntes de una pobla-
ción en el momento t, se escribe asís 

N(t) 

Por su naturaleza se trata de una función no-negativa 

N(t) ̂  O 

que puede tomar sólo valores enteros 1, 2, ,,., Es puesj discontinua. 
Por comodidad en el tratamiento analítico, sin embargo, vamos a suponer que 
NÍt) os una función continua y derivable. 

Conviene recordar que algo parecido se hace con la función 1 de la A 
tabla de vida, A pesar de que intuitivamente reconocemos que sólo puede 
tomar valores enteros y ser, consecuentemente, xma función discontinua, 
adoptamos por conveniencia la hipótesis de que es continua y derivable. 

La falsedad de la hipótesis no acarrea ningún inconveniente en la 
práctica; pero conviene tener presente que trabajamos con conceptos idea-
lizados que no se corresponden estrictamente con la realidad, 

La forma analítica que se asigna a N(t) es algo que no examinaremos 
ahora^ ni .tampoco en este ciarso, salvo para dos casos particulares: 
N(t) == constante y N(t) = (ley exponencial, donde N^ y ̂  son pará-
metros). 

Es frecuente atribuir a NÍt) las formas siguientes: 
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a) N(t) = donde P^ GS im polinoiaio 

de grado n. Corrienteiaente se haoe n = 1, 2 o 3 

b) N(t) = a + bt + ct^ + d Ig . t i/ 

Esta fornia fue utilizada por Pearl para describir la poblacion de 
iistadps Unidos entre 1790 J 1910. Goruparando los resultados obtenidos con 
ella con los provenientes de un Pj(t), aque'llos fueron mas satisfactorios, 

c) N(t) = -^^-ipt ' de Verhulst-Pearl-.-^ 
^ ^ donde N(CX3) y P son parámetros 

2. Con el propo'sito de facilitar la cociprensio'n de los conceptos y 
funciones que se presentan en. esta primera parte, se exaninaran los Yalores 
que toman esas funciones en el caso de dos poblaciones: una teo'rica, de la 
cual se conoce la forma analiinca de la N(t)5 la otra reel, de la que se co-
nocen los valores de ll(t) para fechas determinadas. 

En el primer caso la forme analítica de N(t) es el siguiente polinomio 
de tercer grados 

N(t) = 6 000 4»- 234.t + + 2.t^ 

Para valores seleccionados de t, el valor de N(t) resulta: 

t N(t) 

0 6 000 
1 6 245 •• 
2 6 520 
3 6 837 

, En el segundo caso los valores conocidos de la función lT(t), que co-
rresponden a la poblacio'n de. Chile, son: 

ly Pearl, Haymond, Studies in Human Biology, Williams y Wilkins Co., 
Baltimore, I924. 

2/ Lotka, Alfred A., Thê orie Analytique des Associations Biologigues, 
Heraann et Cie,, Paris,~1'939 -̂ euxleme Partie, 
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Variable 
auxiliar 

s 
Fecha t s 

Poblacion 

0 1 - 1-1954 0.000000 6 742 837 
1 1 - 1-1955 l.000000 6 668 238 
2 1 - IV-1955 1.246575 6 897 660 
5 2 - IV-1955 1.249315 6 39s 007 
4 1 - VII-1955 1.495890 6 950 244 
5 7 - VII-1955 1.512323 6 932 440 
6 14 - TII-1955 I.551506 6 934 9Ü1 
7 15 - YII-1955 1.534246 6 955 
8 16 - m-l955 1.536986 6 935 714 
5 1 -Vixi„i955 1.580822 6 941 566 

3. Por ser N(t) una funcio'n continua puede afirmarse que su inte¿?ral 
entre dos momentos, t̂^ y t^, existe. 

Veamos que' interpretación cabe atribuir a esta integral» Enpeoemos 
por considerarla como el límite de la suma definida así, 

Sn = N(Ti) (t^-t^) + N(T2) (tg-t^) + ... + ( W i ) 

= 5 H (t.) (t.-t. ,) o, mas •brevemente escribiendo 

^^i = - \ 
n 

S^ = siendo t̂ ,̂̂  ^ '̂ i < \ 

cuando el número de bubdivisiones (n) del intervalo t^, t^ tiende ac» y la 
mayor de las subdivisiones Zit̂  tiende a cero, es decir, 

n 00 
t o 

K(u).d,u = lim N(X^) 

n—-V CO 

Zlvt^ C 
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ô̂ l̂ 

Conceptualnente S^ rex̂ resenta, en foma aproximade, P.I tiempo vivido 
(niíaero de personas multiplicado por intervalo de tiempo) entre t^ y t^. La 
aproximación es tanto mayor cupaato mayor sea el número de subdivisiones y 
cuanto menor sea la m-as grande de ellas. 

En el límite, cuando el niiaero de intervalos tiende a infinito y el 
mayor de ellos a O, se tiene la integral de H(t) entre t„ y tĵ j que representa 
como Sĵ , pero en forma exacta, el tiempo vivido entre t^ y tĵ , o el número de 
personas-año. 

La forma analítica de fí(t) determinara' la de su integral. 

En la pra'ctica se presenta el problema de calculo de la integral de 
valores numéricos de H(t) conocidos para ciertos valores de t. Se resuelve por 
los me'todos de integración nume'rica (regla de los trapecios, de Simpson, etc,) 

Calculo de la Integra.l de íí(tQ) 

1er. caso-. Ii"(t) • = 6 000 + 234t + + 2t^ 

i^^KCt) dt = 6 000 (tg-to) + (t - ) f - ^ ^ 
• $ 
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^0 ŝ ^^0 ; ® N(t) dt 
'̂t o 

N(to,tg) 

1 2 1 6 579.5 6 579.5 
2 4 2 15 692.0 6 846.0 

r s+1 2° caso: Estimar i rT(u)<-:du de Chile entre dos fechas.sucesivas . 

' Fecha Población Intervalo Tieapo -iárido^ Poblacio'n media 

(Años) 
0 O.OOOOOt! 6 742 857 
1 1,000000 6 860 258 1.000000 6 805 55á 6 G05 553 
2 1.246575 6 897 660 0.246575 1 697 1 fo ¿ 6 882 949 
5 1.249515 6 89S 007 0.002740 18 624 6 897 854 
4 1.495890 6 950 244 0.246575 1 705 025 6 914 126 

5 1.512528 6 952 440 0.016458 115 674 é 951 542 
S I.551506 6 954 981 0.019178 155 127 6 955 711 

7 1.554246 6 955 541 0.002740 1& 725 6 955 164 
8 1.5569S6 6 955 714 . 0.002740 18 726 6 955 550 

9 1.560822 6 941 566 0,045856 505 912 6 958 640 

1 ^ ii.proximadaniente igual a ' íí(u).du 
"t s 

4, I>efiniDOS la población media, nuEiero medio de habitantes entre ÍQ y 
por el cociente entre la integral de N(t) , desde to s. t̂ ^ y la diferencia 

t^-tg. La designamos o Í T Í T ) . 

n , , I n . . 
N(u).du l(u-).du 

= I T C L ) = — V - T ^ = 
n o . • " o 

Su forma es la de la media ciritiae'tica. Queda en evidencia si se 
escribe: 
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i l l (̂•̂ o'̂ n) = n =N(T), Sii n — oo 

ti^i^T.it., y 

Observamos que el lim Ñ(t ,t) = N(t) 

5. La diferencia finita de la función •N(t) en el intervalo to t^ la 
de s ignano s . (t) . 

A lí(t) = S(t^) t^ > t^ 

üepredenta el núriero de individuos en que aumenta o disminuye la po-
blacio'n entre t^ y t̂ .̂ Es positiva en el primer caso; negativa en el segundo. 

Cedículo de las diferencias finitas de N(t_) 

ler. C...SO, H(tg) = P^(t^) 

(Diferencias sucesivas) 

A KCt^) 

0 6.000 
1 6 245 245 30 
2 6 520 275 42 12 

3 6 837 317 54 12 

.4 7 200 371 
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2° casos Poblacion de Chile 

Fecha 
t„ 

Intervalo PoblLcion Aumento por 
intervalo, 
s' s+1 

A .jaenfcc anual 
f7t í ' s+l 

0 0.000000 6 742 837 en LULkin 
l.OOOOOi 125 401 125.4 

1 1.000000 6 860 25s 
0.246575 29 422 11).3 

2 1.246575 6 Ü97 660 
0.002740 347 128 .5 

3 1 . 2 4 9 3 1 5 6 896 007 
0.246575 32 257 130,7 

4 1.495890 6 930 244 
O.QI6458 2 196 133.'' 

5 1 .512320 6 952 440 
0.019178 2 541 132.3 

6 1.531506 6 934 $01 
0.002740 365 135.2 

7 1 .53424c 6 935 34S 
0.002740 368 136.3 

8 1.536986 6 935 714 
0.043836 5 S52 133.6 

9 1.580822 6 941 

6. La diferencia dividida de la función N(t) en el intervalo "̂QÍ̂t-ĵ  
la designamos 

^ N(t: 

N(t) _ Ziíilizííol 
t, t 1 o 

AN(t) 
t 
o* 1 

Representa el nucero de individuos en que i-unienta o disninuye la pobla-
cio'n por unidad de tiecrpo (í.ño), con arreglo a lo observado entre t̂  y t^ 
y suponiendo que el oaitibio es proporcional al tiempo. Podría llamarse creoi-
miento aedio o proporcional anual en función del intervalo CuE-ndo 
la pcbl: cion crece con el tiempo la diferencia dividida de N(t) es positiva, 
y negativa cuando disninû re. 
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Calculo de la diferencia dividida de Î Ct) 
1er. caso, K(t) = ̂ jU) 

0̂ t s 
A H(t) -^0 A K(t) 

t ,t 
0' s 

1 2 275 1 275 
2 4 68S 2 344 

Poblacio'n de Chile 

t 
0 , 

A W(t) 
t - t s 0 0' s 

fen miles') 
1.534246 1.512328 - 2 9O6 - 0.021910 132'.7' 
1̂ 534246 I.5315O6 - 365 - 0.002740 155.2 
lo 534246 1.556986 368 0.002740 156.3 
1.534246 1.580822 6 220 0.046576 155.5 

7. La derivada de la funcio'n N(t) en t la designamos5 

N(t) 
U í í l . • ^^ V -dt - ̂ii-ü . = lim • 

A 

At = lim A ií(t) • 

"1 
At—O 

Es el limite de la diferencia dividida de N(t) cuando A t tiende a 
cero. Cono aque'lla, este límite representa el nmiiero de individuos en que 
aumenta o disciinuye la potlacion por unidad de tiempo. Tal líraite existe 
por hipo'tesis y es por definición la derivada de la función N(t). Lo desig-
namos densidad anual de axiaento (o disminución) en t. Es positivo si N 
crece y negativo si decrece. 
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El problema de calcular Is. derivada, si no se conoce la forma analítica 
de la función, se r&suelve aediante procediuientos de derivación ntmie'rioa. 

Calculo de la derivada de N(tg) 

1er. caso: = P^ (t^) 

dt ~rN(t) =234 + lO.t + 

t dt 
£ N(t) 

t,t+l 
A K(t) 
2,4 

0 234 245 
1 250 275 
2 294 517 
3 542 571 544 
- 4 402 

2° caso: Poblacion de Chile. Detenainar la derivada de IJ(t̂ ) para el 
I5-VII-I955, 

t = 1,5342, ccao limite de 
o' s 

Si se representa con f ( t / t g . . , t^) el valor que toma paxa t el poliaonio de 
interpolacio'n de grado n-s que reproduce los valores de la función eu los puntos 
t jt , y se utiliza el procedimiento de interpolacio'n de Aitken, los 5 S + X H 
caflculos pueden indicarse de 1p siguiente foriaas 

f(t/t . f(t/t . f(t/t .t s' ^ / s' ^ ' s' s+1' 

t,t ' ' s 
1 1.534246 1.512320 -0.021916 152.7 
2 1.554246 I.5515OS -0.002740 135.2 135.0 
3 1^554246 1.556986 0.002740 136.3 155-6 
4 1.554246 1.590822 0.046676 135-5 156.5 
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8. El cociente 
K(t) 

se designa y se denomina tasa anual aedia de creciaiento' (o dismi-
nución) de la població̂ n. Podría tambie'n desigm;rse tasa anual -proporcional. 

El numerador representa el numero de individuos en que aumenta o disminuye 
la poblacio'n por año, con arreglo a lo observado entre t^ y t^ suponiendo que 
el cambio es pi'oporcional al tiempo5 al dividir ese nifciero por la poblacion 
media Ñ, se obtiene el crecimiento medio anual por individuo. 

Si entre t^ y t^ la poblacio'n crece, luego r(t^,t^) > 0 . Si 
r(t^,t^) < O significa que la ppblocion disminuye entre t^ y t^. 

Ca'lculo de la tasa anual media de crecimiento ̂ ('̂ Qí'fcg) 

1er. casoj ií(t) = PjCt) 

t s 
0' s 

Ñ(t ,t ) ^ ,0' s' r(t ,t ) ^ 0' B'̂  

1 
2 

2 
4 

275 
544 

6 379.5 
6 846.0 

0.{J4511 
t.05025 

(yf 
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2" casos Poblacion de Chile 

15 de julio 
% 

Fechas 
seleccionadas 

Crecimiento 
medio anual 

A íl(t) 
3) ,t. 0' s 

Poblacion 
media 
Fí(t ,t ) ^ 0' s'̂  

l'asa anual 
media de 
crecimiento 

1. 53i.?.46 1.512520 132.7 6 933 ^93 0.01914 
1. 534246 I.5315O6 135o2 6 935 164 0.01949 
1. 534246 1.5369&6 136.3 6 935 530 0,01965 
lo 554246 1.580822 133.5 6 936 456 0.01924 

9. El liuite de la expresión anterior cuando t 
A N(t) 

t ,t 
lid r(t ,t) = lim ° 
W t t-t Ñ(t .t) ÑltT- = r(t) 

es la tasa anual instantanea de crecimiento (o disminucio'n) de la poblacio'n» 
Hepresenta, oomo r(t̂ ,t)i, el creciniento (o disminución), por individuo, en un 
año, en funcio'n de t. Si es positiva la poblacio'n crece en t; si es nega-
tiva disminuye» 

Se puede tambie'n, obviamente, escribir 
r(t) = loĝ N(t) 

La tasa instantanea es equivalente a la derivada del logaritmo natural de 
lí(t). Tiene particular importancia en lo que veremos mas adelante. 

Si la formfi analítica de N(t) es conocida; ' el ca'lculo r(t) se hace 
mediante procedimientos conocidos en ceflculo de derivación. Si no es cono-
cida, puede obtenerse un valor cproxii?iado elaborando una derivación nume'rica. 
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Calculo de la tasa anual instantanea de oreciaiento r(t) 
1er. caso: H(t) = Pj(t) 

• t N(t) r(t) 

• 0 254 6 000 0.03900 ' 
1 250 6 245 Oi04151 • 
2 294 6 520 

^ 

0.04509 y 0.04511 
5 342 6 857 , 0.05002 0.05025 
4 402 7 20£ 0.05577 

2® oaso: Poblacion de Chile, 
t = 1,5542, cono línite de: 

A lí(t) 

Detenainar r(t) parí, el 15-VII-1955j 

• oaf.ndo t » t. 3 

t̂ -t s' s+l' 

1.554246- 1.512523 -0.02l9iq 0.01914 
1.554246 I.551506 -0.002740" 0.01949 
1,554246 1.556986 0.002740 0.01965 '.:,'"̂ '̂ ^̂ '̂̂  
1,554246 1.580022 0.046576 0.01924 

0.01957 
0.01550 0.01957 

,Se eijipleí.. mía nctc.cion y un jroceáiaiento sirail; res a los presentados en el 
cuadro de la pagina 9. , 
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10. Si la poblacio'n S(t) es cerrada su increuento (o disainucion) 

entre dos raoaentos $ "''Q y "̂"l» se deberá a le. diferencia entre los nacinientos 
y las muertes producidas durante ese interv£.lo» 

Designaremos el nvínero de naciaientos ccucrddos entre t^ y tĵ  

y el de muertes; :i}(tQ,t̂ ) 
Podra escribirse, en consecuencia, 

A = N(t,) - N(t^) = B(t^,t,) - D(t^,t,) 
ô  1 

ludiendo ser su valor positivo, negativo o nulo según sea 
(̂̂ •o'̂ l)' ^(^o'V ° = ^(^o'V' 

tivar-iente. y son, por su naturaleza, cantidades posi-
tivas (o nulas). 

11. Si el niíaero de nacir-dentos ocurridos entre y se 
divide por la amplitud del intervalo, valor absoluto, 
se oütiene una estimcion de los naciriientos de un eüo en funcio'n de los 
producidos entro y A esc valor se lo designa n\¿aero medio anual 
de nc.ciaientos en función de "t̂ t̂̂ . Es por definicio'n 

ílt 
° Zlt > O 

o 
Coiao, según se ha visto, B(t^,tT) debe ser un nmiero positivo (o nulo), 

el núcaero riedio anu&.l de nacimientos es forzosamente tambie'n positivo (o nulo). 
12. Si el nmiero de muertes D(t^,t^) ocurridas, entre t^ y t^ se 

divide por la araplitud del intervalo tomada en valor absoluto, 
se obtiene una estimacio'n de las muertes de un año en funcio'n de las produ-
cidas entre t̂  y t, . A ese valor se lo designa núiuero medio anual de C X "'' ' m'.iertes en funcio'n de t̂  fJlI. definicio'n: 

. ° At > t O 
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Como debe ser m ntímero positivo (o nulo) el número medio 
anual de defvjiciones es forzosamente también positivo (o nulo), 

13. Sjemplos 
casos P,(t) = 6 000 + 234t + + 2t^ • 

A P,(t) = 234 f(t+l)-t 
:,t+l ^ 1 ^ 

+ 9 (t+1)̂ - t̂ ^ + 2 f(t+l)5. t̂  

245 t 24t + 6t = B(t,tH-i; - ]D(t5t+l) 
At 

t AP.Ít) 
1 ^ 

0 245 
1 275 
2 317 
5 371 

El aumento anual de la población, es decir, la diferencia, entre el nú-
2 

mero de nacimientos y muertes tiene la forma: 245 + 24t + 6t , un polinomio 
de segundo grado. 

Si Ẑ t = 2, resulta P,(t) 520 + 60t -i- 12t̂  
2 ^ 

En general si ¿it •= h 

A P,(t) = 234(h) + 9 '"(t+h)̂ - 2 ""(t+h)̂ - t^l 
h ^ - , . L ' J 

= (234h + + 21-?) + t(18h + + t̂ 6h. 
La forma de B y D no está determinada. Puede hacerse, por ejemplo, 

B = 3D y de ahí deducirse; 
B(t,t+l) = 367.5 + 56t + 9t' 
D(t,t+1) = 122.5 + 12t + 3t' 
AP,(t) « 245.0 + 24t + 6t' 1 y 
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Como ésta hay; dasde liiesoy in:'inidad de soluciones; la adoptamos para 
nuestro ejeir/olo. 

En general, para At = h, se tendrá 

B(t,t+h) = I • P,(t) 
V. • • h ^ .i" 

. D(t,t+h) = i . • 
• ^ h 

Las formas particulares que toma A para h = 2, 1, ^ son; 

A P.(t) (254h + + + t(l8h + + 

h «= 2 • A P,(t) = 520' + 6Qt + 12t^ 

h = 1 A P,(t) =» 245 + 24t + 6t^ 
1 ^ 

h = I AP,(t) = 119o5 + 10.5t + 
1 ^ 

h = I ^ I'jĈ ) == 59.09575 + 4.375t + 

De donde B(t,t+2) 780 + 90t + 

B(t,t+l) = 367.5 + 55t + 

B(t,t+|) = 179.25 + 15.75t + 4.5t^ 

B(t,t-pi) = 88,640625 + 7.5125t + 2.25t^ 
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Si t B(1,3) = 888 
B(l,2) = 412.5 
B(l,l-|) = 199.5 

B(l,l|) = 98.203125 
1 1 El número medio anual de nacimientos entre t y t+h, para h == 2, 

resulta: 
B(l,3) 

2 

B(l>2) 
1 

B(l,l|) 

2 

= 444 

= 412.5 

= 399.0 

4 

Varia 
ble" 
auxit 
liar 
s 

1 
4 

392.8125 iV 

2° Caso 
MCIim^TOS Y DEFÜHCIOl'OiiS EN GHIIE Piiif- FEClrLiü m̂ TERIflMDiS 

0 
1 
2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

Fecha 

1- I -54 
1- I -55 
1- lY -55 
2- IV -55 
l-VIl -55 
7-VII -55 
14-VII -55 
15-VIl -55 
16-VII -55 
l-Vlli-55 

0.000000 

1.000000 
1.246575 • 
1.249315 
1.495890 
1.512328 
1.531506 
1.554246 
1.536986 
1.580822 

At, i—S+l 
út At 

(En miles) 

209 920 84 519 1.000000 209 o 9 34.5 
51 112 21 690 0.246575 207.5 88.0 

545 198 0.002740 201.9 73.5 
50 958 18 721 0.246575 206.6 75.9 
3 708 1 512 0,016458 226,1 92.2 
4 284 1 743 0.019178 225.1 90.8 

615 250 0.002740 227.8 92.6 
621 ' 253 0.002740 230.0 95.7 

9 852 4 000 0,045856 224.9 91.5 



- 17 --

14. SI límite del número medio anual de nacimientos en función de t̂ t̂ 
cuando t̂  se designa densidad antia.l de nacimientos en t o simplemente 
densidad de nacimiento en t, si puede sobreentenderse que la medida es aiiual. 
Se simboliza con B(t), 

B(t) = lim — = lim 
o o 

o 
Como el número medio anual de nacimientos se trata de una función que toma 
sólo valores positivos (o es nula). 

15. lül límite del rnómero medio amaal de muertes en función de t̂ , t 
cuando t̂  s-t se designa densidad anual de muertes en t o, simplemente densi-
dad de muertes en t. Se simboliza D(t). 

D(t) ̂  lim — = lim 
o o 

Al igual que el número medio an-ual de muertes, toma sólo valores positivos 
(o es nulo). 

I6í Relación entre la densidad anual de crecimiento N(t)) y la den-
sidad de nacimientos y muertes. 

Se ha visto que 
A IT(t) = - D(t^,t) 

Si se divide por At^ = t-t^, se tiene 

B(t ,t) D(t ,t) 

o sea, la diferencia dividida de la fvuación N(t), el crecimiento medio anual 
de la población, es igual a la diferencia entre el número medio anual de naci-
mientos y el número medio anua-1 de muertes. 
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En el límite, para At —fO, se tiene: 

f^N(t) :.B(t) - K t ) 

La densidad anual de aumento (o disminución) en t es igual a la diferencia 
entre la densidad de nacimientos y de muertes en ese moDiento. 

17. Sjemiolos 
caso = 6 000 + 234t + + 

~ N(t) « 234 + 18t + 6t^ = B(t) - D(t) 

Si hacemos, como antes, B = 3B» se tiene: 

B(t) .|fjll(t) y 

B(t) - i fj H(t) . 

tenemos una posible solución de la forma de B(t) y D(t). 

Puede ser interesante comprobar que con los valores de nacimientos me-
muales para t = 1 y li = 2, 

que, conforme con lo anterior, es: 
dios aziuales para t = 1 y li = 2, 1, se puede estimar el valor de B(1) 

B(t; = 551 + 27t + 

B(1) = 387 ' ® 

h 
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2 " C£.SO 

üetexTr-inar la densidad aedia aruial de nacimientos y defunciones para el 
I5-VII-I955, t = 1.5342, Goi.o limite de la expresión: , cuc-ndo 

At, 
t^ tiende a t tiende a 0. 

- f r g T 

t f í t A ^H-j) 

0 1.534246 1.512328 -0.021918 223.7 
1 1.554246 1.531506 -0.002740 227.8 
2 1.534246 1,536986 0.002740 230.0 
3 1.534246 1.5B0822 0.04657á 224.7 

228,4 

228.9 

230.3 

(i±i miles) 

228..0-
2 29 .-O 22?3,9-

s t t s s 0 

DCt^t^) 
¿t fCt/t^ ,t , ,t „) f(t/t .t -' s+1' s+2^ ^ ' s' s+,-

en niiles 
0 1.534246'» 1.512320 -0.021913. 90.9 1.534246'» 

91.2 
1 I.53424Í I.5315O6 -0.002740 91.2 91.7 

91.0 91.7 
2 1.534246 1.536986 0.002740 92.3 91.8 

92.4 
3 1.554246 1.580822 0=046576 91.3 
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18, El cocionte 

Át - ^ = 

B(t ,t) ^/.x 

t >.t ¿.t o o 
t ^t o 

d(t) = liia ci(t̂ ,t) f = ^ 
o ^ ' 

o 

Es necefsariaaerite positiYa o nula. 

o " ^ j^^H(u) du 
t) 

se designa j se denomina tasa ¿'.nual aedia de natalidad. ¡¡̂^ 

El nui-ierador representa el nmiierO'medio anual de naoinientos? el deno-
minador la poblacio'n media del período El cociente, por lo tanto, es 
una medida anual de la natalidad por individuo, 

lia ̂ (t^jt^) es neoesariaiaente positiva (o'nula) 

1 9 E l cociente 

- T t — O 
se designa d(t^,t^) y se denomina tasa anual aedia de aortalldad. 

El numerador representa el nmero medio anual de auertes; el denominador 
la poblacio'n media del período El cociente, en consecuencia, es una 
medida anual de la mortalidad por individuo. 

La, d(t^jt^) es neoesax'iaaente positiva o nula. 

20= El límite de b(t^,t) cuando t^ >t ea la tasa anual instantâ nea de 
natalidad en el riiomento t. Se escribe: 

. _ Bítj 

Es necesari-..laente positiva o nula. 

' 21. El límite de d(t̂ ,t)' cuando t^ -̂ t es la tasa anual instantánea de ^ 
mortalidad en el nomento t. Se designa d(t). 'Es 
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22. En el punto 16 se vio que e:ciste la siguiente relación entre la den-
sidad anual de crecimiento, de nacimientos y de muertes: 

f^K(t) = B(t) - :o(t) 

Dividiendo por ír(t), límite de H(t^,t) para t̂  se obtiene: 

r(t) » b(t) - d(t) 

23. Ejemplos 

1®^ ceso: S(t) = P^(t) 

Cálculo de T3(l,t) t = 5, 2, 1-|, 

r B(t^,t) 
t t ^t^ J lí(u) . du I(t^,t) -bCt^.t) 

1 5 2 15 054.000 6 527.ÜO 444.00 O.O68O3 
1 2 1 6 579.500 6 379.50 412.50 0.06466 
1 l| "I 3 155.406 6 310.81 599.00 0,06322 
1 I 1 569.595 6 277.57 392o81 0.06257 

Cálculo de TD(t) B(t) = 351 + 27t + 

t B(t) N(t) b(t) 

0 551 6 000 0.05350 
1 587 6 245 0.06197 
2 441 6 520 0.06764 
5 513 6 637 0.07505 
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2° casos Población de Chile 

CALCULO DE TASAS ANUAISS ÍÍGajIAS DE NÁT.vLIDAD Y Í/IORTALIDAD 

Varia 
ble" ^ 
auxiliar s A t Íí(t ,t \ ) ^ s' s+1' b(t ,t J ^ s' s+1' d(t ,t J ^ s' s+1'̂  

1 2 3 _4 5' • j 6 7 8 ú. 

0 0.000000 (En miles) - • 

1.000000 209.9 84.5 6 8O5 538 0.0308 G.OI24 
1 le000000 

0.246575 207.3 88.0 6 882.949 0.0301. 0.0128 
2 1.246575 

0,002740 201.9 75.5 6 897 834 0.0293 0,0106 
3 1.249315 

0.246575 206.6 75.9 6 914 126 0.0299 0.0110 
4 1.495890 

0.016438 226.1 92.2 6 931 342 0.0526 0.0153 
5 1.512328 

0.01917s 223.1 90.8 6 933 711 0.0322 0.0131 
6 1.531506 

0.002740 227.8 92.6 6 935 164 0.0328 0.0134 
7 -1.534246 

O.CO274O 230.0 95.7 6 935 530 0.0352 0.0135 
8 1.536986 

0.043356 224.9 91.3 6 933 640 0.0324 0.0132 
9 1.580822 

CALCmí) DE LA TASA mJÁL INSTArTTANEil DE NATALIDAD Y MORTALIDAD 
PARA EL I5-VII-I955 

B 
D 
I5-VII-55 
I5-.VII-55 

228,9 (calculado en pág. 19) 

Q. (calculado en pág, I9) yií- 7 

O'. 0550 

0.0132 

0.0198 

U 



Conceptos, fimciones y relaciones fundamentales 
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24. Hf-.sta aquí no se hr. considorí-do Is edo-d de los individuos. Sclo 
se ha hablado del total lí(t), la descomT)osicion. del auL̂ ento o disainucion 
B(t) - D(t) y relaciones derivadas de estos conceptos. Se introducirá̂  en lo 
que sigue esa variable. 

El nuliero de individuos en la poblc-.cion N(t) con edades conprendidas 
entre x^ y x^ se designa 

si se estudia la situacio'n en un uomento de te mina do, es decir, un v£;lor dado 
de t, puede escribirse siapleiiib-nte 

sobreentendiendo que el número de personas esta referido a t, No debe per-
derse de vista, sin embargo, que el nmero de personas en un intervtilo de 
edad depende no so'lo de esas edades sino taabien del noaento que se 
considere (t), es una funcio'n del tienpo (t) y de la edad (x). 

La edad x se considera sienpre, en estas expresiones laedida exactamente, 
es decir, cono en las taklas de vida. 

La proporcion entre el niíiaero de individuos de menos de x años y el 
nuinero total de individuos en la poblacion, se designa 

jj se indica la edad ¡nene 
particular 

Con oi se indica la edad menor Tiara la cual q =1. Se tiene en 

C^^^(o) = O por ser = O, y 

La dift̂ rencia entre dos valores de 

en que x^ ^ x^ 



# 
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represent?, la proporcion errfcre él nuasx'O de personas con edades entre 
Xy y x^ con respecto al total de la poblacio'n, 

Para x^ = x^ es = 0; si es x^ = o y x^ (x^ 
. - = 1 ^^ 

25, La diferendíi dividida de la función. entre x^ y x^ se sim-
boliza Jt)^^ ^ ^ 

y se represente la groporciô n aedi¿. de distribacio'̂ n por edades entre x^ y x^ 

26. El lildte de la proporcio'n aedia de distritucio'n por edades cuando 
tiende haoia x̂  , o Lx^—* 0, se escribe 

, (t). x^) c(x,)=lir. A 1 
c o 

X -ÍÍ O L X — O o o 

y se llama densid.ad instantánea, o siapleraente densidad de distribución por 
edades a la edad x^. 

Bn tanto que la propcrciJn media de distribacio^n por edadeŝ , es una 
función de x^ y x^, lea distribucio'n instant sine a de densidfid es so'lc función de 
la edad 
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27. Ss o"bvio que la función C^^^(x) ©a prlmiti-,ra d© 3a densidad 
(x), GS decir: 

.(t) (u) du 

como S3 comprua'ba calculando'-la derivada de' Ĉ  ̂  (x) LA-R»-? TRAR̂ A /^A P. ̂  I 

•••' •''vi 

-Î ,. : •J''," ' • • 
• Es necesario incorporar'-a esta altura las funciones de la tabla de 

vida que como sa' sabe ̂'permiten medir las probabilidades de muerte y de super~ 
vivencia segdn iaredad de. las personas. Se adopta la notación empleada per 
Lotka que difiere..de la notación internacional de los actuarios. ' 

, . Se designa p(x)/"la.probabilidad que tiene m recién nacido de alean-. ' 
zar la edad Xf lo que ̂Ón"la'ríotacián habitual se escribes 

= f o 

Se supone además que = 1, Por lo tanto es también cierto que 

p(x) = 1 

Lotka emplea la letra L^ para designar la esperanza de vida al nacer. 

I p(x) dx 
, w. 

o e_ = dx 

Resmiendo! 

Concepto Notación 
Lotka Actuarial 

Probabilidad de so-
brevivir de 0 a X P(^) x^o 
Población estacio-
naria total 
Esperanza de vida al n nacer ^0 
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29. Ejemplos 
Se consideran las siguientes relaciones: 

'Hi— h(o, J7) 
T - T X 

T 

1' -T 'í -T o x-, c 1 o 

¿íi C(x) = 
C(x^) - C(x^); • T , - T 

fec(x) 

-

d V^X'^^-
dx T, 

- ̂ o 

como -r-- T « - 1„ dx X X 

_ • JU 
rouulta ̂  C(x) = ' valor al que pueda también llegarse 'calculando el lí-

mite d9 A C(x) para x^— 
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i) Calculo de Ir, densidad ¡nedia de distribución por edc::des entre x^ y x^ 

Tabla de vida de Est¿-dGS Unidos, 1949-1951 
307 222 

95 566 

T^ == 6 807 222 

X 0 A x 0 o 
T T /T 0 x̂ / 0 

C(x^) 

T -T /T 0 X^' 0 

18 20 2 5 &75 956 4 882 985 0.25462 0.2S268 0.01405 
19 20 1 4 97S 412 4 882 935 0.26Q66 0.20268 0.01402 
20 21 1 4 062 985 4 787 685 0.28268 0.29668 O.CI4OO 
20 22 2 4 a82 985 4 692 515 O.2R260 0.51066 0.01599 

Deterginar c(20) con los datos anteriores 

C(19,20) = 0.014C52 
C(20,21) = 0.01400 

c(20) Í20_ ^ 95 566 ^ 
T ó 807 222 

(t), 50. Determinación del ní¿iero de individuos '(x^jX^) con edades entre 
x^ y x^ en un laonento dado t, en las condiciones estr.blecidas en los puntos 
anteriores (poblaoio'n reprc-sentaá& por una funcio'n continua', y derivable; ce-
rrada y soiuetidu a aortalid?.d constcnte per edades). 

El conjunto de personas considerado proviene de los nacimientos ocurridos 
entre dos Lionentos, •T" • o y es decir: q » > ¿ĉ Ĵ ê 

La relación entre"l, x y t es obvianente la siguiente, siendo x^ la 
mayor entre las dos edades límites consideradas (x^> x^) 

= t - X, ' o 

= t - X 1 - -o 
La relacio'n de supervivencia aplicable al conjunto de naciraientos 

parr obtener el ntúriero de sobrevivientes en el moraento t ess 



u 
-o A l 

' 1 tx 

El núí:-iero de persones en t con edades entre x^ y x^ es igual, obviamente, 
a la suaa 

sobrevivientes, respcctivanionte, de los nacinientos ocurridos entre.'l̂  

ECU^,^) + ... + 

siendo"'". = t--x 'l,, = t-x, ... T = t-x o o 1 1 n n 

I 
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Se ha dí.optfido un síiubolo part, representar la relación de supervivencia 
en cuestión que muestra expli'citainente: el intervalo entre las edades x, t x 

. . l o 
(x^-x^ la indicacio'n de estas uiisnias edades ^ ^^ siĝ -
nificv/.cion de la relación (¡1), relacio'n e'sta aplicíble a un conjunto de personas 
de igual edad, en el caso particular a los nacirdentos ocurridos entre T^ y T^, 
a fin de determinar el nmnero esperado de sobrevivientes en un aonientc dado, en 
t y con edades en el nisao OÍ..SÜ. 

B1 producto ^(TqAJ) 
relación presentada P, da el nuinero de per-

sonas en t con edades entre x^ y x^.. 

Jx t̂ ^̂  

A. 
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D G I M n o d o c . p r o x i a a d c p o d e a o s e s c r i b i r : 

^ c ' n - ^ i=c ^ x ' x + l ' It 
s i e n d o " t - ^ i ^ ' t - l o q u e p u e d e t a r . í b i e n e s c r i b i r s e , p o n i e n d o 

A r¡- __ -r T 
^ " i ~ " i + l ~ " i 

p ( n I' r i 

E l l i n i t e d e e s t a e x p r e s i ó n c u a n d o n — - s - o r . y ¿ ; t ^ — > 0 v a l e : 

X 

'X 
B ( t - x ) p ( x ) d x 

p u e s 

l i m = b C . . ) = B ( t - x . ) T* 

•i+l •i 

l i r . p ( ^ ) = p ( t - I . ) = p ( x ^ ) 

AT.—->0 

lira|ATj_! = liaUx^l 

E n p e . r t i c i i l a r , p a r f . x ^ = c y x ^ , e l n u m e r o t o t a l d e h a b i t a n t e s d e 

l a p o b l a c i o n v a l e 

/•Ü3 
^ B ( t - x ) p ( x ) d x 

P o r o t r a p a r t e d e : = p ( 0 s i e n d o x ^ ^ : ^ x ^ 

s e d e d u c e d i v i d i e n d o p o r Á - T ^ : 



- 30 --

,x ) BCr ,T) ^ p(,) 
^ Uq 0 

y e l l i a i t e d o e s t s e x D r e s i o i i , p a r s ¿ t > 0 , d a l e d e n s i d a d d e i n d i v i d u o s ' a I s - ^ 

e d a d x ^ , e n f u n c i o ' n d e l a d e n s i d a d d e n a c i m i e n t o s e n e l a o r i e n t o 4 
X - t - x , E s d e c i 

o o 

^ B ( t - x ^ ) p ( x ^ ) t / 

Y a q u B s i i X ^ - ^ - O , ' ^ " 

5 1 . P u e d e ¿ . h o r a , s i n p e r d e r s e g e n e r c J i d a d , d t ' i r s e o t r í . f ü r r a a a l a s f u n c i o -

n e s C ( x ) y c ( x ) d e f i n i d a s a n t e r i o r u e a t e 

J ^ ' S ( t - x ) p ( x ) d x . 

(o,y) 
L a d e n s i d a d d e d i s t r i b u c i ó n a l a e d a d x e s i g u a l a l c o c i e n t e d e l a d e n s i -

d a d d e i n d i v i d u o s a l a i n i s n a e d a d y e l t o t a l d e p e r s o n a s e n l a p o b l a c i o ' n , 

l e a q u í s e d e d u c e f a ' c i l í i i e n t e 

i t ) / s • B ( t - x ) p ( x ) 

c^^(x) 
i g u a l d a d q u e s e u t i l i z a r a ñ a s a d e l a n t e . 

3 2 . E l n i i v i e r o d e u u e r t e s a n u a l e s e s p e r a d a s d e l a p c b l a c i e n c o n e d a d e s 

e n t r e x y x e n t , e s ; 
o " - n , ' 

• T . t - x . V = T . , - T . = " ( x . 
• i 1 i - i - 1 - 1 ^ 1+1 x' 1 

áT,! = lAxJ 
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por aplxcacidn üxrecta de 1?. taca central de moi-talidad por edades . m 
áx. X . 

X 3-

El límite de á̂ t̂ ü̂X̂ ) si número de subdivisiones del inténsalo 
Ô'̂ íi tiande pero constante (no ¿a: 

/n 
B(t-x) P ( X ) ; í ( X ) dx 

X o 

lo que S8 ve con claridad si se observa que: 

lim- = B(t-x.) lim , m ..\x. X . ; X . X I 1 
Ax.—*0 

lim p(x.) -'•if 

dX. = dx. 

33. Si lr-)s edades consideradas comprenden el intermlo 0,0 se tiene 

= B(t) = B(t-x) p(x) u.(x) dx 

que segiln se ha definido antes es la densidad anual de'muartct; en _t. 
Teniendo en cuenta el valor áe/.i(x), es decir 

A-Uj - - j j ^ ^ 

pusde escribirse; 

1)^(0,= D(t) = - f " B ( t - x ) ̂ ^ dx 

Se define: ¿"'(x) = ~ liXojx) = B(t~x) p(x)yji-(x) Densidad anual de muerta 
a la edad x en t. 
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33. Poblaciones paalth»gj-anaG 

Sea ahora una poblacicSn con tasa Iriatantánea de creGimiento y con ley 
¿e mortalidad constante. Es decir, adoptaraos las siguientes dos iiip.ítssis: 

(1) r ( t ) = r constante 

(2) p(x) . independiente del tiempo ^ 

Ss puede demostrai> que la densidad de distribución por-edades, 
es constante en el tiempOs esto es, la. pobl-acióii tiene \ma distribución por 
edades estables. 

= o(x) independiente del tiempo 

Recordemos estas tres relaciones presentadas anteriormente. 

(¿) r ( t ) -- ^ log N(t) 

(B) N(t) - f B( t -x) ' p(-K:). dx 
'o 

•(C) !í(t)- B(t-x) p(x) = K '̂̂ (̂x) 

Demostración: 

De (1) y (Á) resulta: 

I ( t ) =N(c). e"-""' , (a) 

De (2) y (a) resiata: 

= " (a) 

De (e) y (a) resulta; 

B(t) - B(o)» ' (o) 

De (c) para x - a- y x = b resulta: 

B(t„-a) p(a) ^ 
W^pbíTTbl = 'UT"' 

. o " (b) 
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Le (c) y (d) resulta 

P(b) - c" "(b) r(b-a) , . 
0 ° (a) 

Be (b) y (e) resulta 

(t-.) (b ) 
c (b) = c ° (b) 

:Hm 

Cada uno de los pasos anteriores se consideran a continuacián. 

(1) r(t) = r (A) r(t) ^ ^ log NÍt) 

d log N(t) = r « dt 

log K(t) - log K(a) = r(t-a) 

log N(t) = log Í3(a) - ra + rt 

si ÍI - log ¥(0)- ra log W(t) = K + rt 

I ( t ) = 

N(o) -
rt . ,. I(t) = F(o). ê -̂ (a) 

(2) p(X) constante (P.) lT(t) = K(O). E^^ 

La probabilidad de sobrevivir de a a b es poi" lo tanto constante v vale 
p(t') 

Si se considera la población en 2 momentoa, t^ y t-,, tales que 
el ccciente do la densidad a la edad b an t^ y la densidad a la edad _a en t 
83 igual a la probabilidad anterior, conforme con la hipdtssiso Es decir, 



_ 34 - • 

(tj 
4 4 , (b) 

5 (a) 

Coniorae con. (a) y{6)se tienej a partir de la erp'residn anterior:. 

m - " (i). = , Hi,). pu) "" 
IT 

"rt̂  T O " 
(a) I(t^). e ° (a) H(O). e ° C ° (a) 

i 

= e r(t^-t^) 0 (b) 
(a,; 

= e 
(tJ 

r(b-a) 0 (l>) 
(t ) 
c va) 

(b) 

Se parta de (a) y (B), Desarrollando B{t--x) en serie de Taylor se tiene: 
2 

(i) • Bit-x) - B(t) ~ x,B'(t) í:- B"(t) -ni ¡ 

Reemplazando el desarrollo de B(-t-x) en (B) e igualando (a), con (B) resulta: 
>t r Tknf ''ir' o ••(ii) M(o).e"= B(t.)\ p(x)^dx -B5(t) x.p(x),dic-i- \ x~.p(x).dx-t) . . -i- Jp 

•ij 
Designando x^^.p(x)'.dx y mi,ltip].icando ambos merabros por e^^ se 

obtienes.; . ""° - - j 

(iii) h^.B^ {t) .e^'K ^J e^^ - ... 

Por otra parte iM(t+h)-vale> según (li); 

•.., (iv) . ,Bít-i-h)- LToB'(t+h) + ^ r B" {iAh) 

' Haciendo (iv)J- (iii) se tiene: 

(v) O = B(t+h)- B(t).e^' rh L- Bi(t-t-h)- rh 

:'Parñ que. la (.v) se'Xrer-lfique debe ser « para n« 0,1,2 
lo que equivale a" def;ir .qüe'.la-:B(t)' es la función exponencial;. 

9 

ECt) - B(o).e rt (o) 
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Sagiín (C) .y (a) 

B(t -a) p(a) 

c ^ (a) 

E(t -b) p(b) 

G (b) 

BfVa)p(a) 
BivbTTTbT T t T " 

C ° (b) 

Do (d.V (c) 

M 

srijaiilificmdo 

p(a; ) ® ve) 
o " (a) 

("h ) 
(t) . .rd^-a) 

C (o) 

(t ) 
(3) . JíXíí^.^f^L). er(b-a) 

P'.a; ( O ® 
c ° (a) 

igualando ^^(t-a) ̂  r̂(b..a) 

(t̂ ), ̂  (t ) 
síjuplifloando . .. c Ib) c (b) 
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34-, La fecundidad como funcidn de la edad 

Hemos definido antes B(t), densidad anual d.e naclru-lentos en el iastan-
te t. Clasificaremos ahora estos nacimientos según la edad de la madre y 
podremos escribir, llamando x^ y x^ los limites, inferior y superior respec- i 
iivamcntei del período reproductiTo de la Tida (poblacidn femenina) así 

(ti 
B(t) = B^ ^S'^n^ Puede sobreentender-

•se, pero no olvidarse, que es función de t. 
Una partición del conjunto de edades x^jx^ sea, por ejemplo, 

z^ i'^n' ^^ permite escribir: 

= + Bíx^jxg) + ..e + 

Cada uno de estos subconjiantos de nacimientos, definidos en función de 
la edad de la madre, es excluyente con los otros, y la suma de todos ellos 
da Ir. densidad de nacimientos en t. 

Supondremos que B(x_^,x) (x> x^) es una función continua y derivable 
de z, la edad de las madres.. Indica,, obYiamente, la densidad anual de naci-
mientos en t, provenientes de mujeres con menos de x años, 

35- Existe, por hipótesis, el límite para h—í-0, que escribimos B(X) 

. X B(x ,x+h) - B(x ,x) ( . 
B(x) = lim A B(:T ,x) = lim 2 ^ ? = I L i i ^ M 

x,x+h " 
h—>0 h-">o h—>o 

Se designs densidad anual de nacimientos, en t, de mujeres de edad x. 
Es^por lo tanto, 

X 

B(XQ,X) = J B(X)<> dx, siempre sobreentendiendo que 
^0 

f 

Jb es un dato fijo, (Se ve que = O; ^ B(x^) ). 
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36, Eefinimos la tasa ;riedla anuel de fecundidad entre las edadec y x-fn 
de 3.as mujer-30 en el moíriento t, que simbolizamos f^ 

x+n x+n 
B(x). B ( X ) . QX 

n 
. z+n 

J N(X). dx íí(t) c(x) d: 
X X 

como el cociente entre (a) la densidad an.ual de nacimientos en t, pi'ovenien-
tes de mujeres de edades entre z y y (b) el número de nvgeres, en t, de 
edades entre x y x+n. 

En todas estas relaciones las funciones C y c se refieren a la po~ 
tlaoidn fer.ienina, 

31; .¿il límite .f para n --ii>o se designa u; (x) n X 
x+n 

(x) = lim f -- lim -' ^ ^ n X r+n n o n o ' 

•-X 

J B(X) dx 
X B(X). B ( X ) 

ÍÍU) " N(t). c(x) 
N(x) dx 

Se denomina t;--isa instan-tánea anual de feeundidad en x, en el aomento t. 
Ponemos como antestp(x) en iu¿:ar de lo más correcto '^^^(x). 

Puede eccribirse en consecuencia: 

B(X) - S ( X ) 

38, En la poblacion estacionarxaj en la que ~ según se ha visto - K(x) = 1 , 
se tiene: 

I3(x) = y f (x) 

s: 

X. 

z 
B'vXj' dx = dx 
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rnx-a zc = x^.; se tiene, en particular*. 

=, j l^vn(x) dy 

se sabe que vale y que es independiente de t.' Es pues 

I)e donde, dividiendo ojmboe miembros por 1 , ' ' O 

X 

1 = j - p(x)»(x). dx 
X ' o 

X ri 
39. La integral H^ = • p{x)- dx se denoralna tasa neta de reproduc-

I 

Hepi-esenta la densidad anual de nacimientos en el laorucij-tu t ocurridos ti 
todas las mujeres de la población estacionaria,' la que, por otra parte, 

o,ícn j se, escribe Interpretada de acuerdo con la pignificacidn que tie-
ne p(x) en este caso (densidad de distrlbucidn por edades excepto un factor 
conatante p.(x) = cCx)" e") . K,. representa la densidad anual de naoimleritoe o ' o 
en t Gonforrae con ,1a distribución por edades de la población estacionaria y 
la ley de fecundidad f (x) Qus podrá í̂ er o' ño la de la población estacionaria.-
Si lo es,, R^ = 1, Í;Í no lo es H^ podrá ser 1. Vclvsremos eobre el sen-
tido de K̂ ! más adelanta, . 
4ü, 2n la pcblacicn estacionaria puede interpretarse no sólo del Kodo ^̂  
que lo hemos hecho basta aquíj corao B(t),,sino también para los fines del 
^análisis que sigues como el conjunto de nacimientos a que da vida una gene-
ración da 1 tnuleres; nacidas a lo largo de un año, al cabo da su vida w •• , 
fértil» ' • • 

iv 
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Como an-ces, puede eí'ectuarsa -••jn.-a c].a..<?i floaoión oonjunto £(t) = 
en Bii'boor..-;íir.f,or: .n-hr.̂,-.̂jordo a las edades áe las madress 

-o = " + -I-

definirse mía función, continua y derivable, B(x^jx) que represente el núme-
ro de liijoa tenidos por la generación analizada durante el tramo de vida 
x̂;.:-:", definirse la densidad de nacimientos a la edad k como la derivada, con 
respecto a x, de B(x^.x) y finalmente interpretarse ^f^ como el cociente en-
tre el número de nacimientos producidos por la generación considerada a lo 
largo del período de vida x„z+nj y el tiempo vivido entre las edades x y 
x+n por las mujeres de la generación 1 y su líüiite para n—í-o, como la 
fur.ción y (x),; idéntica a la anterior. 

41. Con esta interpretación 

X 

I 

da el núraero de líi.jos que tiene nna generación de mujeres a través de toda 
su vida reproductiva (XQ»^:^)' el caso de la población estacionaria su 
valor es i.giaal aJ núraero inicial de mi.ijeres de la generación considerada,. 

Dividiendo por se tiene 

X n 
r 

p(x) dx 
'̂0 

Cada componente de la generación produce, a lo largo de su vida reproduc-
tiva, un nwíiero de hijos igual a 1. 

El sentido de la tasa neta de reproducción, como índice de reomplaso 
Q9 una generación por la que la sucede, surge claro con esta interpretación. 

42c Partamos da la tasa neta de reTjrod.ucoiQn 
X n 

E^ = I p(x){'(x)dx 
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Si la mortalidad entre O y 8S nula, es decir, si p(x) = 1 para 
^ ̂  "tiene 

X. n 
i vp(x) di 

tuia función qua depende sólo de la feoiindidad^ 

Designaremos la integrals 

(p(z) dz 
X 

Para ~ i f (x) ^ s® d8nom.ijna tasa br̂ t̂̂ . de reproducoicri. 

(ss escribe S') y, conforme'con lo anterior, representa el número de hijos po: 
mujer tenidos entre las edades z^ y x^ los límites del período reproductivo 
de la vida, conforme con el supuesto ,de que la mortalidad femenina es nula 
(p(x)-l) antes de la edad x^, 

43« La función 0(x), primitiva dsvp(x) (positiva o nula) es nula entre 
O C ^ -SÍ •"'̂o' entre < x < x^ y toma el valor R' para x Por t-ra-
tarse de una función acumulativa^ con esas características, su foima es: 

G-ráfico 1 

'i. 

I 
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La A = ^ÍSlkLr-tel ^^ ^^ mímero modio de hijos entre las 
XjX+h 

3dadas z y x+h, 

/! 

V 

El li^ m = ¿ P(^) = 

n-i-0 
Gráfico 2 

X n 
La función v|:'(x) toma una forma como la indicada en el gráfico 2, con ir 

raájcimo en, digamos ̂  . En esa edadvO(í) máximo, la ™-p(x) será nula y la 
^(x) tendrá punto de inflexión. 

vp'" (x) > o y será convexa. 

(x) < o y ¿ix) h-erá cóücuva. 

,p' (x) = o y ¡¿(x) tendri-' un punto i 
de inflexión. 

Entre x^ y^ , (x) creciente. 

Entre ^ y x̂ ^ 

En X -- t 

Í.Í; (x) decreciente, 

(x) máxima. 

44, Se ha definido f jTl JC 
x+n 

N(x)".p(x) dx 
f = n X 

X 
x!-n nn 

j B(x) • dx 

X < 6 <. x m 
cono pcdría hai=erse anticipado. 
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45. De 

38 deduOG 

B(x) = N(t) c(x) f(x) 

If} -

Integrando entre o y GJ 

, 1 B(t) B(x) dx = = b(t) 

< « 

¿U! .Co 

46. Conviene destacar semejanzas,entre funcionas de mortalidad y fe-c\mdidad. 
Acabamos de ver b(t) expresión semejante a d(t) = • Veamos 
otras. 

1 ii(x) dx = ̂ d^ Kúmero de muertes, entre l̂ j 
desde o hasta x. 

X 
l^fU) dx = B ( O , X ) Número de hijos tenidos, 

entre 1 , desde o hasta x. o' 

p(x) p(x) dx = q probabilidad de morir entre X o 
o y X 

X 

-̂ o 
p(x)ip(x) dx = R(X) Número de hijos tenidos en-

tre o y X por cada mujer de 
una generación 

q » 1 

R(X,) = R^ Tasa neta de reprcduccion. 






