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I, Definicién de concepios fundonentales

m——

1. E1 niimero de habitantes de una poblacién es funcién del nmomento
que se considere, Para representarlo se utiliza la letra N maydscula; la
varicble tiempo se representa con la letra t mindscula, Conforme con una
convencién corriente en motemdticas, el nilmero de habitantes de una pobla~

cidn en el momento t, se escribe asi:
N(+t)
Por su noturaleza se trata de una funcién no-negativa
N(t) >0

que puede tomar sélo valores enteros 0, i, 2, .... Es pues, discontinua,

Por comodidad en el {ratamicnto cnalitico, sin emborgo, vamos o suponer que

N(t) cs uno funcién continua y derivable,

Convienc recordar que clgo parecido se hace con la funcidn lx de la
tabla de vida, A pesar de que intuitivamente reconocemos que sélo puede
tomar valores enteros y ser, consecuentemente, una funcién discontinun,

adoptamos por conveniencia la hiptesis de que es continua y derivable,

Lo falsedad de la hipétesis no acarrea ninglin inconveniente en la
prictica; pero conviene tener presente que trabajamos con conceptos idea~

lizados que no se corresponden estrictamente con lo realidad,

La formo analitica que se asigna a N(t) es algo que no exaninaremos

ahora, ni .tompocc en este curso, salvo para dos casos particulares:
N(t) = constante y N(t) = NOeFt (ley exponencial, donde N, ¥ 2 son pard-

metros),

Es frecucnte otribuir a N(t) las formas siguientes:
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a) N(t) = Pn(t); donde P es un polinoiaic
de grado n. Corrientemente se hace n ¥.1, 203

D) N(t) =a+bt+ ot alg. vy

Hsta forms fue utilizada por Pecrl para describir la poblacidh de
Estadps Unidos entre 1790 y 1910. Comparando los resultados obtenidos con

I3 'y 7 ] -
ella con los provenientes de un P3(t)’ aquéllos fueron mds satisfactorios,

c)  N(t) =-Ji§§2~—?¥ ; logfstica de Verhulst-Pearl.2/
l+e

donde N(oo) y P scn pardmetros
2. Con el propdsito de facilitar la comprension de los conceptos y
funciones que se presentan en esta primers parte, se exarinarén los valores
. Y . s .
que toman esas funcicnes en el caso de dos poblaciones: una teorica, de la
cual se conoce la forma analitics de la N(t); la otra reel, de la que se co=-

nocen los valores de N(t) para fechas determinades.

En el primer caso la forme 2nalitica de N(t) es el siguiente polinomio

de tercer grado:

N(t) = 6 000 4 234.t + 9.4% + 2.8

Para velores seleccionzdos de %, el valor de N(%) resulta:

$ N(t)
0 6 000
1 & 245
2 6 520
3 6 837

———

P « 7
_En el segundo cuso los valores conocidos de la funcion N(t), que co-

. , 7 Ry
rressonden 2 la poblacion de Crile, son:

;/ Pearl, Haymond, Studies in Human Biology, Williems y Wilkins Co.,
Baltimore, 1924,

2/ Lotka, Alfred A., Théorie Analytique des Associations Biologigues,
Hermann et Cie.,, Paris, 1939 leuxieme Partie.




Variable Poblacidn

auxiliar Fecha t N(t,)
s s <]
0 1 - I-1954 (C.000000 6 742 837
1 1 - I-1955 1.000000 6 868 238
2 1 - IV-1955 1.246575 6 897 660
3 2 - IV-1955 1.249315 6 895 00T
4 1 - VII-1955 1.495890 6 930 244
5 7 - VII-1955 1,512328 6 932 440
6 14 - vII-1955 1.531506 6 934 9¢l
T 15 - ¥IT-1955 1.5342456 6 935 34%
8 16 - ¥II-1955 1.536986 6 935 714
5 1 -VIII-1955 1.580822 6 941 566

%3, Por ser N(%) una funcion continua puede afirmarse que su integral
P

entre dos ncmentos, ¥ ty, existe.

Veamos que interpretacién czbe atribuir a esta integral. Enpecemos
por considerarla como el 1imite de 1z suma S, definida asi,
Sn = N(T1) (b1=%,) + N(Tp) (tp-ty) + «vv # NC?n),(tn-tn_l)

=% W (T,) (%%, ;) o, mds brevemente escribiendo
S Ha VS R
n
a - Aol y < . lond P
S, = {:im(Li)Zkti_l siendo t; 1 <« Ty <%

cusndo ¢l numero de subdivisiones (n) del intervelo ¢, t, tiende ac y la

meyor de las subdivisiones Lty tiende & cero, es decir,

't

n
Jt N(u).du = lim
0

X0
-
pan

i=1 N( b

3 B

n—s @

[\.\ti——> 4



N(t; o
’ W,
~ .
‘ 4+
A T
oy
’/ : )\ A;—\ i § ’
A . ?
N z
) :
T :
SRR T N
PR IR Yaitn Y, 0 E

Conceptualmente Sn representa, en forma aproximade, el tiempo vivido
Id . . : .
(numero de personas multiplicado por intervalo de tiempo) entre to ¥y tn. La

. 1 4 L D R
aproximacion es itanto mayor cuanto mayor sea el numero de subdivisiones y
cusnto menor sea la mds grande de ellas.

En el 1inite, cuendo el numero de intervelos tiende & infinito y el
meyor de ellos a O, se tiene le integral de W(t) entre Yo ¥ ¥ny que represente
COMO Snv pero en forma exescta, el tiempo vivido entre t, ¥ tn, o el numero de
personas~afio.

. - . ’ :
La formz cnalitics de N(t) determinara la de su integral,
En la prdetica se presents el problema de cdlculo de la integrel de
7 . . . £
velores numéricos de N(t) conocidos para ciertos velores de t.  Se resuelve por

’ . . . . - . .
los métodos de integrecidn numérice (regla de los trapecios, de Simpson, etc,)

Cdlculo de la Integrel de N(tg)

z
ler. caso: N(t) = 6 000 + 234t + 9¢2 + 2%7

t 1 »
['s 2
j, T(6) at = 6000 (t5t5) + R I D R A RO
o i |
A M)
7 (b - %o



*o % B :S N(t) at N(to,ty)
9 .
6 379.5 6 379.5
13 692.0 6 846.0
e+l
2° ceso:  Bstimer ] f(u)vdu de Chile entre dos feches.sucesivas
g
Fecha Poblzeidn Intervalo Tienpo vivido® Poblacidn medis
® A N(tS)ZN(tS+l) Aty T(byt,,)
~ (Afios) »®
0 0.000005 6 742 837
1 1.000000 6 86s 238  +-000000 6 805 538 6 £05 533
2 1.24€575 6 897 660 O+246575 1 697 335 102 6 852 949
3 1.249315 6 895 ooy  O-CV2740 18 624 6 597 834
4 1.495890 & 930 244 0246575 1 705 023 6 914 126
5  1.512328 6 932 440 Or0L6438 113 674 6 931 342
5 1.551506 6 934 981 O-OM9LTE 133 127 6 953 T11
T 1.534246 6 935 341 0-002740 16 725 6 935 164
8  1.536986 6 935 714 - O0-002740 18 726 6 935 530
9 1.580822 6 941 566 0.043836 303 912 6 938 640
: . fts+l
g/ sproximedeamente igual a ;t N(u).du
8

4o Definimos la poblaciéh media, nimero medioc de habitentes entre to ¥

¥, por el coclente entre la integrzl de N(t), desde t, = t, ¥ la diferencia

ty=t,. La designamos ﬁ(to,tn) o W(T).

*n ‘ n
!t %(u).du i H(w).du

- 4 [e) / (o]

N(t_,%,) = M) = - =

o’'n tn -ty ..Qto
to-‘i‘/\« S‘tn
Su forms es la de 1le nmedia critmetice. Queda en evidencia si se

escribe:
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n

o N(Ty) Otioq
N(t,,4,) = lin -2 = N(T), Sit n— o .
3 At
. igi -l ' At.—s» O
tl 1 s"Llé ’ci, v

H

Observamos que ol lim N(t,,t)
L7ea

N(t) )

5. La diferencia finita de la funcidn W(t) en el intervalo % %y la

designanos O, n(t),

A N(t) = w(ty)- N(to) t, > %
té,.tl ) o

3 ’ . 4 ‘ .
Bepresents el numerc de individuos en gue aumenta o disminuye la po-

blacion entre to Yy tl. Es positiva en el primer ca2so; negstive en el segundo.

Celculo de las diferencias finitas de N(t_)

ler. cuso, N(ty) = PB(tS)‘

(Diferencias sucesives)

1

2 w(t,) A N(v) T AT IR
stbgi1 Ets’ts+1’ts+2 gs,...,@s+3
0 6 000 ;
1 6 245 245 30
2 6 520 275 42 10
3 6 837 31T 54 12 5
4 7 200 571

T
[(



2° caso: Poblacidn de Chile
Fecha Iﬁieﬁvalo Poblicidn A;;;nto por *ﬁg.ne;;; arual
. interval doaeiivt e
S s w(t,) AN NLED)
7 ts’ts+l ts’ts-c-l
O  0.000000 6 742 837 en miles
1.00000¢ 125 401 1e3.4
1 1.000000 6 8638 23§
. 0.246575 29 422 113.3
2 1.246575 6 597 660
0.002740 547 128 .5
3 1.24931% £ 898 007
0.246575 ' 32 237 130.7
4 1.495890 6 930 244
0.016438 2 196 133 .6
5 1.5123%20 6 932 A40
0,029178 2 541 13%32.3
6 1.531506 6 934 931
0.002740 365 135.,2
7 1.534244 6 935 344
0.002740 : 368 136.,3 -
8 1.536986 6 935 Tl4 :
0.043836 5 852 13%.6
9 1.580822 & 941 563

6. La diferencia dividide

la designamos

de la funcidn N(t) en el intervalo toat

1

A N(t,
b sty
A N(t)
& N(t) N(ty) - N(%) torhy
N N At

4 . 5 . . . .
Representa el nuwero de individuos en que zumenta o disminuye la pobla-~
cion por unidad de tiempo (iio), con arreglo a lo observado entre to vy tl
. . Iy . e .
y suponiendo que el cambic es proporcicnal zl tiempo. Podria llamarse creci-

miento medio o proporcionsl anusl en funcion del intervalo to,tl. Cuendo

< T » » . 5 . . 0 . 0]
1e pobl-cidn crece con el tiempo la diferencia dividide de N(t) es positiva,

y negativa cuando disninuye.
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Celculo de la diferencia dividida de N(%)

ler. caso, N(t) = Pi(t) . | .
' A W(E) At £y (%)
t ' 't o) R / \
o s to’ts to,ué 4&
1 2 275 1 275 | ¥
4 685 2 344

2° czs0: Poblacidh de Chile

/ N 3 oo,
6, 3 oS ¥ Wt to/j"z(t)
' (en miles)
1.534246 1.5123%28 - 2 905 - 0-021918 132:71
1.534246 1.531506 - 365 - 0.002740 135.2
1.534246 1.536986 368 0.002740 136.3
1.534244 1.580822 6 220 0.046576 133.5

7. La derivada de la funcidn N(t) en t la designamos:

( ( tzx N(t)
N(t,) - N(t) t ,
a N(t) _ . 1 o1 ; : :
—— = lin = 1lim = lin & N(t)
at R Nt 1yt
tf**t tif* timw*t
JANS rmad )

Es el 1fmite de la diferencie dividida de N(t) cuando % tiende a
CEX0. Comno aquélla, este 1inite representa el nunero de individuos en que

eumente o disminuye la poblécidn por unidad de tiempo. Tal limite existe

: @
. ’ . * . v . N . .

por hipotesis y es por definicidn la derivada de la funcidn N(%). Lo desig-

namos densidad anual de aumento (o disminucidn) en t. Es positivo si N "

crece y negativo si decrece.
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El problema de celcular lz derivads si no se conoce la forma analitice

P . P . . 7.
de la funcion, se resuelve mediante procedinmientos de derivaecidn numérica.

Clculo de le derivada de N(t,)

ler. caso: N(t,) = Py (tg)

%g-N(t) = 230 + 18, + 6.t°

K %? N(+) t:%;l H®) é%l W)
0 234 245

1 253 275

> 294 517

3 542 - 344

4 462 '

2° caso: Poblacidn de Chile. Determinar 1z deriveds de N(to) para el
15-VII-1955,
t = 1,5342, ccro limite de tLBtN(t>
' o’’s

Si se representz con f(t/ts,t ,..,tn) el wvalor gue toma para t el polinomio de

s+1
interpolecidn de grado n-s que reproduce los valores de la funcidn e los puntos
ts’ts+1;'°"tn’ y se utiliza el procedimierto de interpolacidn de Aitken, los

célculos pueden indicarse de ls siguiente forma:

£(t)= £(t/t, f(t/%s, f(t/%s,ts+l,
8 E ts 5t . N(+t) ts+1> ts+l;ts+2) ts+2’ts+3)
T,
1 1.534246 1.512328 -0,021918  132.7
2 1.534246 1.53150% -0.002740  135.2 190°6 1359
5 1.53i245 1.536986 0.002740  136.3 0% 135 135.9
4 1.554246 1.580822 0.046676  133.5 1365
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* 8. El cociente )
’ A u(t)
sty
N(t,,%)

se designa r(to,tl) y se dencmina tasa snual media de crecimiento'(o dismi-

. ) . v . .
nucidn) de la poblacidn. Podria tembién designcrse tase anual proporcional.

El numerador representa el numero de individuos en que aumenta o disminuye
la poblaciéh por aflo, con arreglc a lo observado entre to ¥ tl suponiendo que
el cambic es proporcional sl tiempo; al dividir ese numero por la poblacidn

nedia ¥, se obtiene el creciuiento medio anual por individuo.

i entre 1 ¥ t; la poblacidn crece, luego x(t,,ty) » 0. Bi
r(to,tl) < 0 gignifica que la pobl&cidh disminuye entre to Y tl.
Cdlculo de la tasa apucl media de crecimiento x(%_,%,)

ler. caso: N(t) = P3(t)

N(t)

A -
0 s tst N(§O,ts) (%, ,tg)
275 6 379.5 0.4311

544 6 846.0 £.05025

.

e
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2° czso: Poblecidn de Chile

A me—e — ——— . s b+ ey T P < e e P ey

15 de julio Fechas Crecimiento Poblzcidn Tasa anuai
433 seleccionadas nedioc enual nedia nedis de

. A N(E) _ crecimiento

to b b, ot N(to,ts) r(to,ts) B
1.53L246 1.512328 132.7 6 933 €93 0,01914
1.5%4246 1.531506 135.2 6 935 164 0.01949
1.534246 1.5369¢6 36.3 6 935 530 0,01965.
1.53%42456 1.580822 133.5 6 938 456 0.01924

9. E1 liuite de la expresidn enterior cuando bt
A N(t)

tost %zN(t)
im r(t ,t) = lim - = §05) = r(t)
tot tt N(to,t)

. P . . <’ « 7
es la tasa snual instantdned de crecimiento (o dlsmlnu01on) de la poblacion.

Represents, como r(to,t), el creciniento (o disminucidn), por individuc, en un
e e 7 - » . . . 8 .

aflo, en funcion de t. Si es positiva le poblacidn crece en t; si es nega-
tiva disminuye.

Se puede tambien, obviamente, escribir

z(t) = 55 logN(t)

La tasa instantdnea es equivelente a la derivada del logeritmo natural de

§(t). Tiene particular importancia en lo que veremos mds adelante.

Si la forms snalftica de N(t) es conocids; ' el cdleulo r(t) se hace
. .. . ’. - N . .
nediante procedimientos conocidos en céleulo de detrivacidn. Si no es cono-

. . . . 7 L)
cida, puede obtenerse un vslor cproximado elaborandc una derivacion numerica.



Cdleulo de la tess anual instantdnea de crecimiento r(t)
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ler. cago: N(t) = P5(t>

%t = 1.5342, como linite de:

& N(t)
t,t

S

R
Y 234 6 000 0.0%900
1 250 6 245 0:04131 -
2 294 6 520 0.04509 = 0+04311
3 342 6 837 0.05002
4 402 7 208 0.05577
2° caso: Boblecidn de Chile. Determinar (%) pere el 15-VII-1955,

cusndo ts--* t.

cucdro de la pagina 9.

. ‘ r(t/tsg 'r(t/ts’ts+19
s+1 s+17 542/ Ts42' %843
1.534246 1.512328 ~0,021914  0.01914 -
1.534246 1.531506 -0.002740 ~ 0.01949 % (.).019.54
1.534246 1.53¢986 0.002740 0.01965 . @ °OrO01357 0.01957
1.534246 1.580822  0,046576  0.01924 4;,\»0901968
. /“.
Se euples una nctacidn y un procedimiento simil:res a los presentzdos en el

o
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PR .’ . . . .
10. Si la poblacidrn H(%) cs cerradz su increuento (o disuinucicn)
entre dos nomentos; to y tl, se deberd = la diferenciz entre los nacinientos

y las nuertes preoducidas dursnte ese intervelo.

Designarenos el nunero de naciaientos cazridos entre to Yy tl

B(t _,t

(+,%;)

vy el de nuertes: ﬂ(to’tl}
Podrd escribirse, en consecuencia,

A = - = -
sy, N(t) = N(%;) - B(t_) = B(t_,by) = D(t,,ty)
Pudiendo ser su velor positivo, negative o nulo segun sec
B(tosty) > D(t,,t1); B(to,tl) < D(t,ty) © B(to,tl) = D(to,tl), respec—
tivanente. B(t_,t;) ¥ D(t_,ty) son, por su naturzleza, cantidedes posi-

tivas (o nulas).
1l. Si el numero de nacimienmmsB(to,tl) ocurridos entre t_y %,, se
divide por la zamplitud del intervalo, tl—to =.ﬁto, toiaada en valor abscluto,

se cutiene wna estimacidn de los nacicientos de un 2fic en funcicn de los

procducicos entre to y tl. A ese valor se lo designs numerc medio anual

de necimientos en funcidn de t,oty.  Es por definicion

B(to,tl)

———

~
[N

~NE > 0
o

Cowo, sczun se ha visto, B(to,tl) debe ser un numero positivo (o nulo),
el ndmero medio anusl de nacimientos es forzosanente tambi€n positivo (o nulo).
- o s ’ .
12, Si el numero de muertes D(to,tl) ocurricdas, entre to y tl se
divide por la amplitud del intervzlo tl'to =z§to, tomada en valor absoluto,

. . . . - ~ + 7
se obtiene unz estimscidn de lzs muertes de un afic en funcion de las produ-

. . - ’ N
cidas entre to y tl. A ese valor se lo designe nuzero medio anual de

muertes en funcicn de tosfy. Es por definicions

D(tstq)

L ]

L‘;to

L
ot
v
o
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i

Como D(to,tl) debe ser un mimero positivo (o nulo) el nimero medio

anual de defunciones es forzosamente también positive (o nulé).

“13, iijemplos

17 casor  By(t) = 6000 + 234 + 9 + 24

L Py(%) =£]-;’P3(tj - 234 ((e)-t]+ 9 (1) ¥ ] 2 [0 2]

1 {
t’ t+1 - L |

-

= 245 + 24t + 64° = B(t,t+1) - D(t,t+1)

At =1 |
t % PB(t)
o - 245
1 275
2 317
3 371

Bl aumento anugl de la poblacién‘, es decir, la diferencia entre el ni-
mero de nacimientos y muertes tiene la forma: 245 + 24t + 6t2, un polinomio
de segundo grado.

Si At = 2, resulta A,Pa(t)4= 520'+ 60t - 12t2
2 «

En general siAt = h
£ P5(8) = 234(n) + 9] (+n)%- +%]4 2 [(om3- ¥
h ' . . i o4

= (234h'+‘9h2 + 2h3) + +(18h + 6h2) + t26h.

le forma de B y D no estd determinada. Puede hacerse, por ejemplo,
B = 3D y de ahi deducirse:

B(t,t+1) 367.5 + 36t + 9t°

]

D(%,b1) = 122.5 + 12t + 3t

245.0 + 24t + 6t2

’

]

i}Ps(t)

(S ]
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Come ésta hay,; desde Iunego, inTinidad de soluciones; la adoptamos nara

nuestro ejemnlo.

En general, para At = h, se tendrd

3
 B(t,t+h) = 5 A P3(’c) .
S h o

v kY
-y 7

DRI IC AL VI N C

lLas form‘a's: *particﬁlares que toma O P3(t) para h = 2, 1, Z?l" L son?

N 8 P5(t) = (2‘34'“ + ‘9h2 + Zhs). + 1_5(1811 + 6h2) + t26h

h

520"+ 60t + 12+

| .

h=2 - APg4) 2
2 . .

v

h=1 A PB(t) = 245 + 24t + Ta
1
1 ' 2
h=% AP (t) = 119.5 + 10.5t + 3t
2 T3
5
1 2
h =g AleB(t) = 59.09375 + 4,875t + 1.5%
4

‘De donde B(t,t+2) = 780 + 90t + 184

B(t,t+1) = 367.5 + 35t + 9t2
L oeu 1 2
B(v,t+—2-) = 179.25 + 15.75%t + 4.5¢

88.640625 + T.3125% + 2,254

it

B(pta—i-)
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e

Sit =1 B(1,3) = 888
B(1,2) = 412.5
B(1,13) = 199.5
3(1,1%) = 98,203125
E1l ndmero medio anual de nacimientos eritre t y t+h, para h = 2, 1, -:2L-, %
resulta:
;
LB gy
BL2 Lo
B(l,l—%—)
- 1 = 39930
2
B(1,15)
J15
~_-37ﬂ;- = 392.8125 o
4 L
L
2° Caso 2
NACTHIHNTOS Y DEFUNCION:S EN (HILE PAR. FECHAS DETERMINADAS
Varia |
ble Bt ,t_ .) D(t ,t
mrees s’ s+l s’ stl’
c‘if;; Fecha by B( %, ts+1) o g ts+l) bty L% At
8 (En miles)
0 1- I =54 0.000000 209 920 84 519  1,000000 209.9 34.5
1 1- -55  1,000000 .
~ 51 112 21 690  0.246575 207.3 88,0
2 1- IV ~55  1.246575 : 2
3 2 TV -55  1.249315 545 198 = 0.002740 201.9 7343
’ 50 958 18 721  0.246575  206.6 75.9
4 1-VII -55  1.495890 ' .
3 708 1512 0.016438 226.1 92.2
5 7-VII ~55 1.512328
4 4 284 1 743 0,019178 223,1 90,8
6 14-VII ~55  1.531506 B
615 250  0,002740 227.8 92.6
7 15-VII ~55 1.534246 ,
- 621 253  0,002740 230.0 93.7
8 16-VII -55  1.536986 5 852 4000 0.0438% 224.9 91.3
. 4 ° . o
9 1-VIII-55  1.580822
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14, Bl limite del numero medio znual de nacimientos en funcidn de to,t

cuando to——-»t se designa densidad anual de nacimientos en t o simplemente

densidad de nacimiento en t, si puede sobreentenderse que la medida es anual.

Se simboliza con B(%).

B(t_,t) B(to,c)
B(t) = lim Ty = lim e
" At -0 °
t —>t
o]

Como el numeroc medio anual de nacimientos se trata de una funcidn que toma

s6lo valores wositivos (o es nula).

15, 1 limite del numero medio anual de muertes en funcidn de to’ %

cuando to——~+t se designa densidad anual de muertes en t o, simplemente densi-~

dad de muertes en t. Se simboliza D(t).

D(to,t) D(to,t)
D(t) = lim rraaal lim =t
bt ° bptg—0  °
t ——t
[o]

Al igual que el niumero medio anual de muertes, toma sélo valores positivos
(o es nulo).

16. Relacidn entre la densidad anual de crecimiento (%€ N(t)) y la den-

sidad de nacimientos y muertes.
Se ha visto que

A §($) = B(t,t) - D(to;t)

t st

0,
Si se divide por Ato = t-to, se ‘tiene

B(togt) D(to,t)

A N(t) = -
O ot At

t

o sea, la diferencia dividida de la funcidén N(%), el crecimiento medio anual
de la poblacibn, es igual a la diferencia entre el numero medio anual de naci-

mientos y el nlimero medio anual de muertes.



" In el limite, para At —>0, se tiene:

L , S
5 N(t) = B(t) - D(+) .
La densidad anval de aumento (o disminucién) en t es igual a la diferencia

entre la densidad de nacimientos y de muertes en ese momento. : q‘

~

17, Tjemplos

15% caso . PB(t> = 6§ 000 + 234t + 9t2 + 21:3

%; N(t) = 234 + 18tl+ 6t° = B(t) ~ D(t)

Si hacenos, como antes, B = 3D, se tiene:

B(s) =2 L n(t)
N 14d
p(t) = 5 73 M(¢)

tenemos una posible solucidén de la forma de B(t; y D(t).
Puede ser interesante ccmprchar cue con los valores de nacimientos me-
1
dios anuales nora t = 1y h=2, 1, 3, %, se puede estimar el valor de B(1)

que, conforme con lo anterior es:
B(t) = 351 + 27t + 9%

B(1) = 387 , ( @

6
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Determinar la densided media annal de nacimientos y defunciones para el

15-v1I-1955, t = 1.53%42, cciw0 1{mite de la expresidh: B(to’t) , cunndo
- At
¢}
to tience 2 t ywﬁto tiende 2 0,
T e
5%, ,%,) F{t,t
g t t - —_— £t T v y S
8 s v -t At f((]%sy g+l ts+1’ts+2) f{tc/ls, ; b,45)
(i miles)
0 1.534246 1.512%28 -0.021918 223,7 008
‘ o8
1 1.534246 1.531506 -0.002740 227.8 4 228..0
228.9 228.9"
2 1.534246 1,536986  0.002740 230.0 230.3 229.0
3 1.534246 1.580822  6.046576 224.7 ’ ‘
£f(t,) =
D(t,t,)
S K b s~ —~_ZTT—""'f(t/%s’ts+l) f<t/%s’ts+l’ts+2) f(t/ts"’ts+f
en niles
0 1.534246» 1.512328 -0.021913  90.9
91.2
1 1.5%4246¢ 1.531506 -0.002740 91.2 91.7
91.8 91.7
2 1.534246 1.536966 0.00274%  92.3 91.8
92.4
3 1.53%4246 1.580822  0.046576 91.3
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18. El cociente

B(to,tl) o B(t ) ~
—=t v (t,%) e
¢ ¥(u) du

se designa b(to,tl) y se denomina tasa snual medis de natalidad. ‘ﬂ

] z ) P s . :
El numerazdor representa el numero medic anval de nacinientosy el denc- &
by

ninedor la poblscidn media del periodo to’tl' El cocignte, por lc tento, es

une nmedida annal de la natalidad por individuo.
Lia b(to,tl) es necesariamente positiva (o nula)

19. El cociente

D(t_,t.) -
O l . EY el
I - N(to,tl)

se designa d(to,tl) v se denomine tasa anual media de mortalidad,
El numerador representa el numero medic anusl de uuertes; el denominador
le poblacidn media del pericdo % ’ﬁl. El cociente, en consecuencia, es una
nedide anual de la wmortalidad por individwo.

La d(to,tl) es necesariamente positivae o nula.

20. Bl limite de b(t,,t) cuando t,—>t es la tass anual instentdnea de

netelidad en el momento t. Se escribe:

EE:16:77% ) B 3(t
b(%) = 1inm b(to,t) = lim ——r i N(to,t) - ﬁ(%§
' 0
- Ly —>
‘bo >t | to 0
t i
o

Es necesari-mente positiva o nula.

'21. Bl 1i.ite de d(to,t) cuzndo ﬁo-f»t es ls tasa anual instenténea de ®

mortalidad en el momento t. Se designa 4(t). ' Bs

. A - - b
: Dt _,t)
‘ . . .' . O ] --L K Dt
a(t) = lim d(tc,ﬁ) = lin — + N(wo,bl) = tg
' o)
to—wét | :atd~¢C

Bs necesarismente positiva o nula,



Y

22, Tn el punto 16 se vio que c:idiste la siguiente relacidén entre la den-

sidad anual de crecimiento, de nacimientos y de muertes:

S n(t) = B(t) ~ 3(%)

Dividienco por N(t), limite de Fi(t_,t) para t —=t, se obtiene:

r(t) = p(t) - a(t)

23. Ejemplos

1%F ceso: W(t) = P3(t)

Cdlculo de b(1,t) t =3, 2, 13, 1%
rt ) B(%,,t)
t, b Lt _& N(u) + du §(t,,t) 'i&%;“ b(to,t)
o]
3 2 13 054,000 5 527.00 444.00  0.06803
2 1 6 379.500 6 379.50 412,50 0.06466
1% -% 3 155,406 6 310.81  399.00 0,06322
1 1% % 1 569,393 6 277.57 392,81  0.06257
C&iculo de b(t) B(t) = 351 + 27t + 9t2
% B(t) N(t) b( t)
0 351 6 000 0.05850
1 387 6 245 0.06197
2 441 6 520 0.06764
3 513 6 837 0,07503




2° caso:  Poblacidn de Chile

CALCULO DE TASAS ANUALZS ME0IAS DE NATALIDAD Y MORTALIDAD

Varisa e
= B(t_ st . ) D(t st <) ‘
ble s? g+l TV a? "g4l o .
auxiliar ts At‘s Ats Z_\,ts 1\I(lcs’ts+1) b(ts’ts+l) a( 1:s’ 1;s+l)

1 2 ] 4 7 6 7 8
0 0,000000 (Bn' miles) ~ '

1.,000000 209.9 84.5 6 805 538 0.0308 0.0124
1 1. 000000

0.246575 207.3 88,0 6 882.949 0.03%01 0.0128
2 1,246575 .

0.002740  201.9 73.3 6 897 834 0.0293% 0.0106
3 1.249315 ‘

0,246575 206.6 7549 6 914 126 0.0299 © 0.0110
4 1.495890 ‘

0,016438 226.1 92,2 6 931 342 0.0326 0.0133
5 1.512328 _ :

0,019178 223,1 90,8 5 933 711 0.0%22 0.013%1
6 1.531506 . :

0.002740 227.8 92,6 6 9%5 164 0.0328 0.0134
7 1.534246 :

0.,002740 230.0 9347 6 935 530  0.0332 0.0135
8 1.536986 .

0.043836 224.9 91.3 6 938 640 0.0324 0.0132
9 1.580822 :

CALCUTO DE 1A TASA ANUAL INSTAITANEA DE NATALIDAD Y MORTALIDAD
PARA EL 15-VII~1955

228,9 (calculado en pig. 19)

’315‘v11-55 = |
Dy5.v11-55 = 91.7
M5 yrross = 6 935 346
bl5;vi1~5é = 0.0330
I 0.0132
- 0.0198

T15-V1I-55

" (caleulado en pég.: 19)

L

i

.;}



Conceptos, funciones y relaciones fundamentales

s ! \ ‘.' \\: \Z/ v
# > RS S —— , -
P //‘?x\\AN(t) = \ \_D(t e
AN - N \\_. g V\\

/,‘ \‘__A‘/ \
7 A . / ; \ ——. : 5 T~ LT
A ERVANE SAS T VN L% ~.
- d(to,t)

/" T e )
(EICOVE0) NS DR S D b(to,t)\; S ]
. . ,:y'«,\ L

e P

&
f‘ . e \
F ~—— -
.
J . . . Y RA -
- " ) . ,_\\.’ ‘ . . - Lt
’ .‘_’ D 1




lui



- 23 -

i . - s 3 . .
24, Heste azsui ne se he considerzdo le edad de los individuos. Sclo
. PO R . - 7
se hz hablado del total W(t), la descompusicion del ausento o disminucion

. . - . N v
B(t) - D(%) y relaciones derivades de estos conceptos. Se introducird en lo

gue sigue esz variable.

I'4 ) . e . . . r ..
El ninero de individuos en le pcblzcidn N(t) con ededes comprendidas
entre X, ¥ Xy 8¢ designa

N(t)(xoxl)

estudia la situscidn en un nomento deterninado, es decir, un valor dado

0
[N
0
D

fu
o)
&+

puede escribirse sioplenwnte
’ N(x %
(x,%1)

. o 4 . .
sobreentendiendo que el mimerc de personss esté referido a t. No devbe per-
derse de vist:, sin embzrge, que el miuerc de personss en un intervelo de
edad X % depende no sdlo de eses edades sino tzmbien del momento que ce

considere (%), es una funcidn del tiempo (t) y de 1l edad (x).

Le. edad x se considera siempre, en estas expresiones medida exactamente,

es decir, como en las taklzs de vide,

. e ‘ . . - e
Ta pr0por01éh entre el numero de individucs de mencs de x afios y el

’ I FUNE T S B = 7 .
numerc total de individuos en la poblacion, sc designa

(t) 760
c (X) = -
N E (04¢2)

Con w se indica la edad mencr para la cuzl gy = 1. Se tiene en
o
particuler

C<t)(o) 0 por ser N(t)(0,0) =0, y

it

3

C(t)ﬁd) = 1
Le diferencia entre dos valores e C<t)<x)
%) ot %
e (x) - o) = 0P x )

2 X

<l que X
& 1 1 7 c



. 7 N £
representa la proporcion entre ¢l nunmero de personas oon edades entre

X, ¥ %, con respecto al totzl de la soblacidn, "
t) o0r | (+)
ara X = X, es 0( x ) = 03 i es x_ = X, =i 2 X )
Para X 1 (xo, o) = 03 (23 o5 X, 0y x =w,C (xo, ) .
] - C ou) o= 1 at:
“ (o) | &
' s s qeesoas . ' . t .
25. La difercncis Aividide de le funeidn C( )(x) entre X ¥ X; se sin-
voliza (t ' 3 h
C( )(Xoyxl) ' )
’ t t t \
- (M) - e W ix) W )
C(t)(x ’X:L) = T C('t)(x) = S o o 1
X X
o] Xy 1 ‘ X Axc
¥ se regresentsz la 5;0porci6h nedis de distribucidn por edades entre xo ¥y xl
25, Bl 1fuite de la proporcidn media de distribucidn por edades cuando
X, tiende heeia x5y ¢ tx -—0, se escribe .
: " ’ (t) (+) o (%)
e 608 (x)) 6V () Oz x)
( . - (‘t)( 1 0 O
elx,) = 1in & C x)= lim Jr = 1dm
1/ ' A A x . A X
' x ,X 0
1
X —»X K —a X X
) o o TTHR
& X -2 0 , L x>0
) o
¥y se llamn deneidad instantdnez, o simplemente densidad de distribucidn por
edadeg & la edad X
En tento que la propcreidn media de distribucidn por ededes, es una
funcidn de X, ¥ X, le distribucidn instantimnes de densided es sdlc funcidn de
lz edad . :
’ "Q“



(),

{z) es wma primitiva de la densidad

27. Es obvio gue la funeidn C

( )(“), es decir:

'28, Es neces ar;o 1ncorporar é esta altura las funclonec de la tabla de

,’,ﬁk-“\.' Lo

v1da que oomo se’ sabe permlten medlr las probabllldades de muerte y de super-

vivencia seg&n 1a vedad de L,,s personas., Se adopta, la no‘cacuon empleada per

Lotka que delere de 1a nota010n 1nterna01ona1 de 1os actuar;os.

Se supone ademds que 1 = 1, Por lo tanto es también cierto que

o

PR

p(x) =

Lotka emplea la letra Lo para designar la esperanza de vida al nacer.

0 Jo g
o _| =X i
Lo = _f- p(x) ax eo =) T dx
o] o o
Resgumiendos
Concepto Notacidn

Lotka Actuarial

P

Probabilidad de so-

brevivir de 0 a x p(x) %P5
Poblacién estacio-

naria total LO TO
Esperanza de vida al o

nacer L e
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29, Ejemplos
Se consideran las siguientes relaciones:

N{c,x)

f

T, - Tx

To

fl

N(O 90\.:}

- m
Y 1\7.(071) TO lx g o
1{0,0s) T :

o(xy) - Slxg) T o .o 1 _
1" %o I M Tolxpx)

p
Q
—
el
S~
i

!::
Q
N
a
N
]
!
»
I

como -3

. 1 - .
regulta &d‘ C(x) = _'i'z’ - yalor al que puede también llegarse calculando el 1i-
o _

mite 43 A C(x) pera xl-;—-;.x
Xq9X s
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/. . - . - . » ~
a) Caleulo de 1o densidad medie de distribucidn por edades entre X, ¥ Xl

Table de vida de Bstedos Unidos, 1949-1951

TO = & 807 222
1oy = 95 366
o) 0(xy) »
X Ax 7 T o o 4 C{x
© 1 v *5 *1 lo—Txo/To To-Lxl/To *ar¥y
18 20 2 5 673 956 4 882 985  0.25462 0.26268 0.0140%
16 20 1 4 970 412 4 882 935 0.26866 0.28263 0.01402
20 21 1 4 082 985 4 7187 683 0.28268 0.29668 0.01400
20 22 2 4 382 925 4 692 513% 0.262630 0.31066 0.01%99
b) Determinar c(20)cun los Getos anteriores
c(19,20) = 0.01462
c(20,21) = 0.01400
1
_ 20 _ 95 366 _
c(20) = 7 = TET o - 0.01401

o}
30. Determinacion del numero de individuos N(t>(xo,xl) con edades entre

X, ¥ ¥ enoun wonento dzdo t, en lzs ccndicicnes establecidas en los puntos
antcriores (poblacién reprcsentade por une funcidn continue y derivable; ce-
rreds y souetidu a mortalidad constente por edades).

Bl conjunto de persones considerado proviene de los nacimientos ocurridos
entre dos momentos, Ty Uy ee decirs B(T ,7T,), donde 1> T .

o} o’ "1 1

L: relccidn entret, x y t es obvismente la siguiente, siendo Xy la

mayor entre las dos edades limites consideradas (x> xo)

r"— - -
1 o = % Xl

7 _ _
1 = 1 xo

< 7 . ~ . - . PR
Le relocion de supervivencis eplicable &1 conjunto de nacimientos

— v . ’ . s
BCLO,Zl) pors obtener el numero de scbrevivientes en el mouentc t es:



o ' Iy Lx AT Lx :
% PO (-1 o~ ) Pb 1 0 "o ]
s UL = 1 = — = T
G 4 Q o=’ e 1 o 1 .
d 1 ( \-O) [e) . O &

fa . . ) ".." . . . o S ! " P : 2L - : . .
Se hs deoptado un siitbolo pare representar la relacion de supervivencia

W A

en cuestidn que muestra explicitemente: ¢l intcrvalo entre las cdades X X

-x_ =T.~-T ); 1z indicacidn de e¢stas nismas edades (x,=x +1. -1 la sige
(xq %, 1 L,)s 1t indicacidn de estas e (.1 ot ‘o) y la sig

. e . 7 . S ./ s o s .
nificocion de la rclacidn (&), relecidn dstm enlicable 2 un conjunto de perscnas ¥

de igual edad, en el cass particular & los nacimientos ocurridos entre T.(‘) v Tl’
. . s PR "
a fin de determinar el nwmero esperzdo de sobrevivientes en un momento dado, en

t y con edades X, 1%y, en el nisno ciso.

1
.

Bl procucto B( o,r‘-:l) por 1z relscicn presunt:;zci:—)?b da el numero de per-

sonss en t con edades entre xo y Xl"

’ AR Lx
r XO+[_-$
\,(‘t)(xo’xl) _ B(,{-O’Tl) ‘ %_—(;- . )xG 'ﬁ‘T.Lt at
Iq(t)(xo;xl) = B(T_,7;) - .1.}. . ji_qf.f, ST = k< f e =T
) ‘ ’ ' . o} -

’ - " . et
El nunerc de personas en % con edades cntre X, ¥ ¥, es igual, cbviamente,
3 la suna

H(t)(xo,xn = N(t)(xo,xl) + N_<t)(xl’x2) 4+ et N(t)(xn_lfi_

sobrevivientes, resvcetivauente, de los nacimientos ocurridos entre®  y7T ¢

) n
(T ,T) + B(L  5) + ves + B(T 5
B(T,1%y) + L(Ll, NE: + B( ol op) X
. A
giendo L = t.-x T .= =X, 2es . T = tx
Sneo Ly 0 -1 t-xy ‘n n

A

LN



n-1 n-1
At (% 5 .- .
t )(Xc’xn> = 4= )\xl’xul) = 3'.);'0 B3 155,00 2(Ey)
siendo t- ~:~i+l“\ B S t-ti; lo que puecde teubién escribirse, poniendo
AT, =T, T
i i+l i
-1 BT ) .
(t) e i? i4l 2 o
i} = ¢ et
(%, %) 1‘:‘0 AT P ("1) Pt
El linite de estz e;‘presidn cuando n—sCy ,.L\;T\_i_.~>o vale:
*n
t . "
) = [ 30 5 e
o
pues
(7.7, .)
lin —22 S B(7) = B(t-x,)
i
v et

i

1im p( E‘i) = P(t""-i) = p(xi)

AT, —>0
i
1imiAT, | = linla x, |
: 1 : 1.
. z - .
En perticwlar, pars x_=c ¥y x, =43, el numero tctzl de hebitantes de

1z poblacicn vale
30

N(t)(o,m) = 'o B(t-x) p(x) &
Por otra parte de: N(t)(x . ) =B(T ,T ) p(¢) siendo x ¢ £ < x
o’ n “o''n/. 0¥ 3

- - . . N o
se deduce dividiendo porALo:



- 30 -

% R
N( >(xo,xn) B B(T,T)

y
[ IS
,-"\’C - TI‘ P\,)
Lo b =0
s i o e T :
vy el linibe de este exwnimesion, para o1 »0, da le Jdensidad de individuos a la
o

s
o A - . o= . R
cdad X, ) en funcidn de la densided de nacimientos en el momento

T &= t-x ., Es decir
QO [0}

N<t>(xo) = B(t'xo> P(XC)

Ya que si U ~—»T ; AT ~30, x ~~>x , x_= T S —>X xslcx ).
a g 1 trl _AL_.O Kol 3 n 'O’ n.’ y 05 ( O"”w n}

o’ n
: 1. Puvede chors, sin pexderse gensrclidad, darse otrs fourma & lag funcio-
’ - .‘ 0 2 '
nes C{x) y c(x) definidre enteriomuiente

oX
B(t-x) plx) dx

J Do

(%)
b (a:,x)
C(t>(x) = =7T¥ —

o
NN (o ,e) N(t)(o,w)

p—

O(f)(\x) = —.é... . C(t)(x) = Bgt'-x) p(y) - N(t)(}:-)

.

’ N\t)(o,a} N(t>(o,u0

Lo densided de distribucidn 2 lz edad x es igusl =l cociente de la densi-

e e e s - . ) - - .’
ded de individuos & 1s misma edsd y el total de personass en la poblecion.
' - IR
Ye agul se deduce facilimente

A8y L Blt-x) p(x)
¥ o) = o(t)(x) )

5

. - . . ’ ’ 4 :
igasldad que se utilizoars mfe adelonte,
i ’ ) - B 3 - s 7 . P I PN
32. El numero de nuertes snusles esperados de la poblecicn con edndes

entre x_ ¥y x_en t, es:
[v) ‘I )

il
>
b



por aplicacidn directa de lo taca central de mortalidad por cdades "y mx
i-a.‘l.. - ®
i 74

.. At ) . Y .
Bl limite de D (xogxn) si €1 numero de subdivisiones del intervalo

x, tiende acw,(n-m) pero x, constante (no x..) da:

X .=

0’ r

Y, Xﬂ
(% _.x ) :‘[ B(t-x) p{x) mu(x) dax
X
o

-

o gue se ve con claridad sl ze observa gque;

B(q"i"ri-fl) .
lim ~ A = “B(Yi) = B(t-xi) lim vy By M
vi : R A i
Aifwﬁo &xiwao
& LX
i e O o 4 o=t
lim ==y = p(xi) Lo | —g&.ﬁlf
i "o
e :i.'i“—*O d."‘:‘ = dx
i

33. Si las edades consideradas comprenden el intervalo o,w se tiene

‘ ¢
o) = ot) = [ Ble-x) plx)p (x) ax
o]

gque segin se ha definido zntes es 1a densidad anual de musrtds en t,

———

Teniendo en cuenta el valor de ii(x), es decir

1 dp(x)

T oplx)  dx
pusde escribirse:

,::J.\.I )
D%0ss) = D(t) = - J B{t~x) E-S-L—YX) ax
0 oKk

=4
T dx

D"(0,x) = B(t~x) p(x) )+ (x) Densidad snval de muervel

a_la edad 7 en 1.




33. Pghlaciones malthusianas

Sea ahors una poblacidn coun tass instantdnea de crecimiento y con ley

Le mortelidad comstante.

- . . (
32 puede demostrar que 1la densidad de distribucidn por edades, ¢

(1) z(t) =1
(2) plx)

constante

independiente del tiempo

-
v

)

Bs deciy; cdoptamos las sigulentes dos hnipdtesis:

(X>7

es constante en el fiempo, esto es, la poblacidn tiene una distribucidn poxT

Recordemos estas tres relaciones

Demnstracidng

c(t>(x) = e(x)

presentadas
‘. R d .
(&) »(%) = =% log N(%)
(B) §(t) = | B{s-x)« p(x). ax
ID'
© 30 o @)= Blex) p(x) 2 w0

Da (1) v (&) resulta:

e

—
ot

—

it

=

—
o]

g
o

De {2} v {a) resulta:

4

5]
iy
o2
N
bl

=
!
]
p=
¥

De (B) ¥ (a) resulias

De (C) waura x

ay x = b resulta:

B(t,-a) »la)

(t,)

independiente del tiempo

b) er(bwa)

\

Bt -5) 506) = (o)
c

[

{p)

asnteriormentie.

(¢}

()

{a)

-

i«



e Y a)
De (v) y (¢) resulta
c(tl)(b) i c(%)(b)
A e

Cada uno ce log pasos anteriores se considersn a continuscidn.

(1) r3) =1 (&) z(s) = 75% Tog N(%)
d log N(t) = r . dt
iog N(t) - log W(a) = r(t-a)

log N(t) = 1l0g N{a) -~ ra + rt

i § = log W{a)- ra log N(t) = % + rt
N(t) - eK+rt
N(o)‘u o
Cu(e) = m(o). o7F (a)
e e
(2) p(;) coustante (2) m() = Elo). o7

La probsbilidad de sobrevivir de & a b es por lo tanto constante y vale

poe

Si se considera la poblacidn en 2 momentos, to ¥y ;5 tales que tl—toz b-a
el ccciente de la densidad a la edad b en I, y la demsidad a la edad & en £
es iguel a la probebiiidad anterior, conforume con la hipdtesis., Bs deciw,



2l
4
(ty
p.g'% _ ¥ b) “
a) o\t
P ECRN
W (3/
Conforme con {a) y{C)se tiene, o partir de la exvresién anterior: ¢

(t,) . (5) rt, () | v

N ; . - (
p(p) _m Ty M) "0 gy e e l)(b) 3
ple) — (o) (t,) rt, (6
v 9 {a) N(to). ¢ % (a) Wo)-e %o % (a)
ty | (t;)
r(t -t ) e____ (n) er(b—-a) c (v) (b)
- 'bo) B ‘to
¢ a) ¢ {2)

i -

Se parte de (a) y (8). Desarrcllando B(t-x) en serie de Taylor se tiene:

2
(1) B{t-x) = B{L) ~ x.B{t) * é' BU{t) -
Feemplazando el desarrollo de B(t ~x) en (B} e igualando {a) con (R) resurua' '
) . (At ’ (o
PR UNURR. ¢ i L) L2 .
“{31) W(o).e""= B(t)| plx)-ax B! \t)( xep(x).dx + %—Fi)- | X ep(x)an= ..,
' {us 'JO ; "0 h
Designando Ln=5_ X .pm,.dx y maltiplicando ambos mlemoros por ™ ce
obblene: : o . .
ey oy (b)) L o
(1i1) N{o).e ™" B(t) e - L er( ) e’ +§n Bt (t). - dee

Por otra bp te \&(tLh\ vale; segdn (ii):
{+2)

(av) N(o),e .__=--LO-B(t-t~h>— L, .B'(t+h) + g‘j? B (44h) = ons

| ‘AIHa‘:j.fendo (J.v)-(m) se tiene:

. '.A
L, ”1 .
. (v) 0= {B(mh).. B{t).e" }m L ‘Bf(tm - B¢ L) e“’! { t»rh)r.,B"(twelh?_fﬂ
° " Para qus. 1a (v) se- verlf;x_cuc dzshe ser B( )(H‘J’l) = B(n’('b) para n= 0,1,2 o ,:'
10 oue emwaim 2 deelir cue ._a B(r) es la funcidn exponenciszl:.

Jee . (c)



Do (d)y (z)

1l

fi

Bt ~a) \ ;

Dltga) o(s) o o'y

Blty-) plo; = T4 )
c (b)

(e)

Wt oe)e ols ) r(t,-a) )
Blt,-a)- pla) B(o): e { i p(a C( ° (a)
it 1) nl . - t;‘.b (5
R O R (S I O
simplificands
) (%)
pib) o~ (b) z(b-a)
ola) = 75T,
c ~ {a)
T
(%)
(1) ploy o T (») r{bea)
¢ A
¢ {a)
(t,)
(s) Lyb) _ e °(n) Jr(b-a)
: TR
c (a)
] ’*l) . ; (to)/ . \
ipualandiso —17—7-.‘-(“2- r(b-a) E'.(:..T‘AEL o (b-a}
Ojf \ vo‘
c &) ¢ (a)
0 Ahe S ,
ginplificando : c L (n) = ¢ ° W)
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34. La fecundidad como funcidn de la edad

Eemcs definido antes B(t), densided anual de nacimientos en el instan-
te t, Clasificaremos ehora cstos nacimientos segin la edad de la madre y
pcdremcs escribir, llamendc X, ¥ %X, los limites, inferior y superior respec-

tivamente, del perfodo reproductivo de la vida (poblacidn femenina) asi
t .
B(t) = 5 )(xq,xn) = B(xo,xn) si puede sobreentender-
Ae, .
-se, pero no olvidarse, que es funcidn de t.
Una particidn del conjunto de edades X ,0X, sea, por ejemplo, x

X ]
0’71’
HysEps EpsXy eoe Ty 15%p3 la que nos permite escribir:

B(XO’Xn> = B(Xosxl) + B(Xlﬂxg) t ... F B(Xn 12 %

Cada uno de estos subconjuntos de nacimientos, definidos en funcidn de
la edad de la madre, es excluyente con los otros, y la suma de todos ellos

da la densidad de nacimlientos en +.

Supondremos que B(XO,X) (xésxo) es una funcién continua y derivable
de x, la edad de las madres. Indica, obviamente, la densidad anus) de naci-

mizntes er t, provenientes de mijeres con mencs de x afios,
35, Fxiste, por hipbtesis, el limite para h —=0, que escribimos B(x)

‘

B(xo,x+h) - B(XO,X) _

. (x
B(x) = 1im A B(x,,%) = lin - lim E-Q*—’%i?—)
Kext+h ‘
h—o h-—o0 h~s0

Se designe densidad anual de nacimientos, en %, de mujeres de edad x.

Es,por lo tanto,
X

/ .
B(Xo,x) =.J B(x)e dx, siempre sobreentendiendo que

= 5. e s . o 4 A
% es un dato fijo., (Se ve que B{zx ,x ) = 0; 5\x09x0) # B(xo) Je

~n

i

il



36, Definimos la tasa mediz anucl de fecundidad entre las edades i v x+n
+
de las mujerse en el momento , gue simbolizamos nfi >s
x+n ztn
I (
B(x). ax . B(x). ax
» _ Blx.gen)  Jx __¥n
n"x - H(x,zn) o e

J{ w(x). éx (s ! e(x) ax
o
X X
. / - “ . . o .
con0 el coclente entre \a) ia densidad anual de nacimientos en t, provernien-
tes de mujeres de edades entre z y 2+n, y (b} el mimero de mijeres, cn t, de
edades entre x y x+n,
En ftodas estas relacicnes las fuanciones N, C y ¢ se refieren a la po-
tlacida Fewmsnine,

57, &1 limize £ para n-»0 se designa(x)

. B(x) B(x}
D (5 = li z = e o et s 2 - = " =
J(x) = lim nx i T+n Nlz) ~ N{t). clx)
n -0 no-=0 f
| wWix) ax

Se denomina taso instentdnea anual de fecundided en x, en el monento %.

-~

. - ; (t
Fonemcs GOlmoO antesxp(x) en lugrar de lo mas correcto-Q(r)(x).

)

Fuede escriblrse en consecuescisa:

38, En la poblacisn estacionaria, en la gue ~ segin se ha visto = N(x) = 1

se Tlane:s

O
x x
Blx ,x) = | Bx)s ax = ( 1 2(x) 4
0? j}_ Jv X AR HS



-
Dnre o= ¥, se tiene, en prrticular:
i
X,
L
p
Bix .x 1 \ﬂ(x\ x
(“-07 n) . XVT\ ’ d
e (3

Representa la densidad anual de nacimientos en el woncatlu t ocurridns )
‘a2 fodas las mujeres de lua poblacién estasionsria, la que, por otra parte,

g@ sabe que vals 10 y que es independiente de t.  Ds pues

De donde, dividiendo ambos nlemdros por 10,

X,
n
| - .
.l = j . '{J{X}}“ ¥ (X)- dx
A} ()
. Kr\
{ A
39. la integral R = p(x)- P(x): &x se denomina taca neta de reproduc-
T x
0
¢idn y se, escribe Rc.-.Interpretada de acuerdo con la pignificacidn que tie-

ne z(x) en este caso (densidad de distribucidn por edades excepto un factor

s
e ! . 0 T N . A
constante pl{x) = o(x)- eo) , R, repressnta la densidad anual Ge nacimientos

“

en t conforme cor la disuribucidn por edades de la poblacidn estecionaria y

ia ley de fecundidad §(x) que podréd ser o ro la de la poblacidn esiacionaria.

Bl 10 esy Rc = 1, g1 no le es RO podrd ser ROZE 1. Velveremos sobre el sen-

- S . G
tido de R, mfs adelante, ’
40, DI la peblacidn estsclionaria puede interﬁratarse 10 ne sélo del modo 37

que 1o hemos hecho hasta aguiy como B(%), sino tewbién para los fines del
~Fandlisis que sigue, como el conjunio de nacimientos a gue da vida una gene-

racida de lc mijeres, nacidas a lo largo de un afio, al cabo de su vida



Como antes, pucde efectuarss ma clasificacidn Je? sonjunie B(t) = 10

n
en svhoorinrton ntnadjordo a las edsdes de lus madies:

definirse una funcidn, continuva y derivable, B(xogx) gue represente el nime-
ro de hijos Tenidos por la generaoién analizada durante el iramo de vida
x_.x3; delinirse la densidad de nacinientos a la edad = como la derivada, con
respecte a x, de B{x _.x) y finalmente interpretarse nft como @1 ceciente en-
tre el nlmero de necimientos producidos por la generacién considerada a lo
largo del seriode de vida x,xtn, y el tiempo vivido entre las edades x y

x+n por las mujeres de la generacidn 1X9 y su limiie para n —s0, como la

. s " AY . - .
funcion w (x), idéntica a la anterior.
41, Con 2ste inberpretacidn

X
,n
B(xo,xn) =, 1x L‘(*{) dx

e

[

a el niuers de Hijos gue tiene una generacidn de mujeves a través de toda
B - . 4 - . . .
su vida reunroductiva \XO,Xn). En el ecaso de la poblacilén sstacionaria su

valer es 1, digual al nanerc inicial de mujeres de la generacidn considerada.

Dividiendo por lo se tiene

X
n
.
1= p(x) £(x) ax
AO

Cada comporente de la gencracidn 10 produce, a lo largo &= su vida reproduc-

tiva, un nimero 3¢ hijos igual a 1.
? v

by
=
L]

entido de la tasa neta ds reproduccidn, como indice de reemplazo
2 9

ds una generacidn por ls que la suceds, surge claro con esta interpretacidn.

42, Fartamos de la tasa reta de revroduccidn



Si la mortalidad eantie O y ¥, es nula, es decir, si p(x) = 1 paras I3

x g X,y 8¢ tiens

«
n,
3 o= 3o
R (p(x)=1) f P (x) daz
X, ;
wia funcidn que depende s6lo de la fecundidad, '
Desigravemos $(x) la integrals _ ¢
¢ - [ 9 ax
b4
. o
n
Para x-X,, ¢(xn) = f {(x) dx se denomina tasa bruta de reproduccidn
P24 A
0 .
(se escribe R') y, conforme:con lo anterior, representa el nfimero de hijos pos
nujer tenidos entre las edades x, y x, log 1imites dsl perfodo reproductivo
de la vida, conforme con el supuesio de que la mortalidad femenina es nula
(p{x)=1) entes de la edad X, '
43. La funcidn #(x), primitiva de P(x) (positiva o nula) es mula entre
0 «x & X3 orece enbre x, <x<x ¥ toma el valor R!' para x E'Xn' Por tra-
tarse de una funcidén acumulativa, con esas caracieristicas, su forma es:
Gréfico 1
# ()
R e e e e 2 e
/M i
/ i
1
;
i
P
L]
i
1
1
/ :
i ¢
H
H
/ |
' Ly
; o
1
!
H
i
1
i
i
¥
1
t
1
¢
1
/ ;
) [}
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{ e :
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La da 21 nimero medio de hijos entrs las

A gl - el

BL 2im A #(x) = g;“i; px) =P (x)

Xyxth
N0
‘P Grafico 2
T )
: —
| -~ \
. 4 :
i /! i
' F 1
I3 i
/ 1
. }
: / :
| / ;
' i i
H ; i
i H
i !
§ :
! 1 \
- : I x
z
X < X
o ’ 0

La funcidn ..{(X) toma una forma como la indicada en el grafico 2, con w

e . . - . . d A .
néximo en, digamos & . Fn esa edad ('(¢) mdximo, la P #(x) serd nula y la
%

#(x) terdrid punto de inflexidn.

Entre x, Y&, (x) creciente, 0' (%) > o y B(x) serd convexa.
I H
. - fed s . A L TR . P <. Cwr
Entxe ¢ y x_, {(x) decreciente,  Y'{x)< oy &{x) serd cducuva.
-~ . S Tan.® .
En x =< ¢ (x) mixima, 5 (x) = o y ¥{x) tendrs un punto
* 1

de inflexidn,

44. Se ha definido nf

P,

Xan

[' H(x)» (x) dx

-

> 2N
f I e intnaen et e I SO AP
n'x xin $(2)
{
j F{x) - dx
%

coas pcdria halerse anticipado.



L2 e

5. e B(x) = 5(+) o(x) 9(x)
_B..(.?.g). ' o | . r‘n
se deduce W(a) = e(x) ¢ (x) | :
Integrando entre o yw
<
)
= _BCE) L ps .
dx = NG) /to B(x) dx = w(t) " b(+) | t
ol ' Lo
o) §) ax =9(e) [ o) ax=P()  oglw
o »
i e
o) =9{H)
46. Comviene destacar semejanzas,enirve fuaciones de mortalidad y fecundidad.
Aoatumos de ver b(t) = (3), expresién semejante a d(t) = p{Z). Veamos
osras., |
- .
| 1, plx) dx = &,  Nmero de muertes, entre 1,
° desde o hasta x.
x
J lx\Q(x) dx = B(o,x) NGmerc de hijos tenidos,
° entre 10’ desde o hasta x.
AN
x
jh p(x) p(x) dx = 44, Dbrovabilidad de morir entre
° : oy x ¥
¥
f
x
(- p(x) ¢ (x) dx = R{x) Ndimero de hijos tenidcs en- -

Jo : tre o y x por cada mujer de
une, genereacion 1,

/ [ .
Tasz neta de reproduceidn,

I
N
3
~
!
o
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