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Resumo

A fronteira DEA nebulosa surge em situagBes nas quais algumas varidveis {nputs ou outputs)
apresentam um certo grau de incerteza na medicéo, sem que Se assuma que os valores obedecem a
alguma distribuicdo de probabilidade. A fronteira eficiente € construida considerando-se os
limites de incerteza, ito €, 0s menores e maiores valores possiveis de serem assumidos pela
varidvel afetada pela incerteza de medi¢cdo. Dessa forma, constroi-se uma regido em relacdo a
qual as DMUs possuem um certo grau de pertinéncia. Para calcular o grau de pertinéncia séo
construidas fronteiras otimistas e pessimistas. Como o grau de pertinéncia ndo é uma medida de
eficiéncia, é introduzido o conceito de fronteira invertida que permite calcular um indice de
eficiéncia difuso. E mostrado 0 caso em que apenas uma varidvel apresenta incerteza e €
generalizado para 0 caso em gque algumas ou todas as variaveis apresentam incertezas.
Palavraschave: DEA — Dados intervalares — Conjuntos nebul osos

1. Introducéo

Os modelos de Andlise Envoltéria de Dados (Data Envelopment Analysis — DEA) cléssicos
(Cooper et al., 2000) estimam uma fronteira ndo paramétrica, linear por partes, constituida pelas
unidades eficientes. Supdem ainda que existe certeza na determinacdo das medidas usadas. No
entanto, isso pode ndo ocorrer, sgja por efetiva incerteza nas medidas, sgja porque os dados sfo
considerados intervalares (Cooper et a., 2000).

A proposta deste artigo, que estende os resultados de Soares de Mélo et a. (2002), é construir um
indice Unico de eficiéncia, para a situagdo em que as variaveis (inputs ou outputs) apresentam



incerteza. E feita, inicialmente, a formulacio para 0 caso em que apenas uma variavel apresenta
incerteza. Paratal, afronteira eficiente € considerada como um conjunto nebuloso (Zadeh, 1965)
em relacdo ao qua as unidades em avaliacdo (Decision Making Units — DMUS) apresentam um
certo grau de pertinéncia. Os limites inferior e superior desse conjunto nebuloso s&o denominados
fronteira pessimista e fronteira otimista quando a varidvel com incerteza é um output, e
inversamente quando avaridvel deincerteza é o input.

A troca dos outputs com inputs conduz a uma fronteira invertida (Yamada et a., 1994; Novaes,
2002; Entani et a., 2002). E entfio possivel, com os dois graus de pertinéncia, definir um indice
composto de avaliacéo.

Estes mesmos conceitos sdo estendidos para 0 caso em que vérias variavei s apresentam incerteza.
E feita uma formulacio geométrica para 0 caso de um input e um output, que posteriormente é
generalizada para o caso multidimensional.

2. Formulagdo para uma Variavel com Incerteza

2.1. Criagéo da Fronteira DEA Nebulosa

A abordagem aqui proposta leva, apenas, em consideracdo os vaores maximos e minimos
possivels de serem assumidos, com 0 uso posterior de programacdo linear cléssica e modelos
DEA tradicionais para a determinacdo das fronteiras. Caso os vaores do output para algumas
DMUs sgjam maiores que o suposto, a fronteira sera obtida levando em conta o0 maximo valor do
output, que denomina-se FronteiraOtimista. Caso os valores sgjam inferiores ao suposto, obtém:
se uma levando em conta o minimo valor do output, que denomina-se Fronteira Pessimista.
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Figura 1: Fronteiras otimista e pessmista.

A Figura 1 ilustra esses conceitos, para o modelo DEA BCC (Banker et al., 1984). Assm, OP;, e
OP;, referemrse a0 output projetado na fronteira otimista e pessimista, respectivamente. ¢ € 0
comprimento da DMU, ou sgja, é a diferenca entre os valores otimista e pessimistado output; | é
alargura da faixa, isto é, a diferenca entre o valor do output incerto para as fronteiras otimista e
pessmista; p € parte que esta na faixa, € a diferenca entre o output cotimista de cada DMU e a
interseccéo dessa DMU com afronteira pessmista.

Agora, define-se 0 grau de pertinéncia de cada DMU a essa fronteira. A pertinéncia deveria
obedecer a relagdo p/c, unitaria quando p=c. Porém pode acontecer que uma regido da
fronteira que ndo contenha uma DMU. Entdo, caso sgjam considerados outputsotimistas em DEA
classico, a DMU néo € eficiente. Para SituagOes anadlogas a essa, a pertinéncia deveria ser p/l,



unitariaquando p =1 . Considerando os dois casos, a pertinéncia a fronteira nebulosa € definida
pela equagéo (1).
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2.2. Calculo Algébrico da Pertinéncia

Obtém-se uma expressdo algébrica que possa ser usada em modelos gerais, multidimensionais,
em que apenas um input ou output apresenta incerteza. Assm, para 0 caso de um output com
incerteza, orientado a outputs, e que, nesta situacdo, as eficiéncias sdo dadas por nimeras maiores
que a unidade, tém-se as equagdes (I1) e (I11), nas quais Oy, e Oy, S30 0s valores nas fronteiras
otimista e pessimista deste output.

OP, OP;
— I Ef, = 1
o, Q) © 5 (1
A largura da faixa | é a diferenca entre o avo da fronteira otimista e o avo da fronteira

pessmista, ou sgja, | =OP, - OP, =O, Ef - O Ef . O comprimento da DMU c é adiferenca

Ef,, =

fo

entre o output otimista e 0 pessimista, isto & ¢ =0, - O,,. A parte daDMU que esta na fronteira

p é adiferencaentre o output otimista e o avo do output pessimista na fronteira pessimista, desde
gue a diferenca seja positiva. Isto implica que o output otimista deve estar dentro da faixa da
fronteiranebulosa; caso contrario, p deve ser igua a 0. Em (1V) formaliza-se a equagéo parap.

p=0, - O Ef,, se O, - O Ef, 20

p =0, casocontrario
Das relagdes anteriores, € possivel deduzir a expressio da pertinéncia e é é apresentada em (V).
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A =0, casocontrario
A tabela 1 apresenta os valores para o exemplo apresentado anteriormente.
Tabela 1: Valores calculados com base nas relagoes (11) a (V).

DMU [ ™ Op Efp Efto c I p A
A 1 1 2 1,00 1,00 1 1 1 1,00
B 2 1 2 2,00 2,00 1 2 0 0,00
C 4 2 4 2,00 2,00 2 4 0 0,00
D 4 2 6 2,00 1,33 4 4 2 0,25
E 4 4 6 1,00 1,33 2 4 2 0,50
F 5 5 10 1,00 1,00 5 5 5 1,00
G 6 4 10 1,25 1,00 6 5 5 0,83

; (1 Ef, - 1,
A= -k 2 v, sel Ef_-1.30
(I foEffo - prEffpxl fp - I fo) > " i ° (VI)

A =0, casocontréario

De forma analoga ao que acontece com um output com incerteza, pode-se apresentar o caso em
gue hgja um input com incerteza. Nesse caso, define-secomo input optimista, I;,, aguele com o
menor valor que o input pode assumir, e input pessmista, l¢,, 0 de maior valor que o input pode



assumir. Fazendo os cdlculos andogos aos dos outputs define-se o indice de pertinéncia
apresentado em (V1).

2.3. Fronteira Invertida e indice composto de avaliagdo o
O grau de pertinéncia a fronteira ndo € uma medida de eficiéncia. Para distinguir entre DMUs &

necess&rio introduzir o conceito de fronteirainvertida (Yamada et d., 1994; Novaes, 2002; Entani
et d., 2002), que consiste em considerar 0s outputs como inputs e 0s inputs como outputs.

Para obter um indice Unico de eficiéncia, deve-se englobar os dois graus de pertinéncia e obrigar a
que a variagdo do indice se dé entre 0 e 1. Esse indice sera chamado de indice composto de
avaliagio (ICA) e é dado pela equagio (V11), naqual A é o grau de pertinéncia a fronteira
origina e A, €0 grau de pertinéncia a fronteirainvertida

|CA=M Vi)

Na Tabela 2 (dados originais de input e output na Tabela 1) sdo mostrados os graus de pertinéncia
e 0 indice composto de avaiacao.

Tabela 2: Graus de pertinéncia e eficiéncia nebulosa para as DMUs da Figura 4.
DMU A A ICA

A 1,00 1,00 0,50
B 0,00 1,00 0,00
C 0,00 1,00 0,00
D 0,25 0,50 0,37
E 0,50 0,00 0,75
F 1,00 0,20 0,90
G 0,83 1,00 0,42

3. Formulagéo para varias Variaveis com I ncerteza
3.1. Conceitos gerais
As formulagdes anteriores s80 restritas a0 caso em que apenas uma varidvel apresenta incerteza.
Pode ocorrer que mais de uma, ou mesmo todas as varidveis apresentem incerteza. Torna-se entéo
necessario generalizar 0s conceitos anteriores.
O ponto maispessimista € agora o ponto da DMU que estd a ser avaliada, com os maiores valores
para todos osinputs e as menores para todos os outputs. Analogamente, 0 ponto mais optimista é
0 ponto da DMU com os menores valores para todos 0s inputs e os maiores para todos o0s outputs
Mais uma vez, a fronteira pessimista é determinada com um modelo DEA para todos os pontos
mais pessmistas e, anadogamente, a fronteira optimista é calculada com o0s pontos mais
optimistas. Os avos de cada DMU nas duas fronteiras so os alvos pessimistas e optimistas. No
entanto, devido a variacdo em mais de uma variavel, estes alvos sdo ndo radiais, e a direcgdo de
projeccéo é determinada pelo vector que une os pontos extremos de cada DMU.
A Figura 2 ilustra os conceitos anteriores, ho caso de um modelo com apenas 1 inpute 1 output,
ambos com incerteza. Nela, A € 0 ponto mais pessimista, C 0 mais optimista;, B € o avo
pessmista e D o optimista. Por analogia com o caso em que s uma das varidveis apresenta
incerteza, o indice de pertinéncia a fronteira difusa € definido pela equagéo (VII1).

A = BCBC (V1)
O célculo dos avos pode ser feito pela intersecgdo da reta suporte do segmento que define a
DMU com as fronteiras pessimista e otimista. Este calculo, no caso bidimensional apresentado, é
relativamente f&cil .
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Figura 2: Fronteira DEA nebulosa com input e outputcom incerteza.

3.2. Modelo M ultiobjetivo

Para contornar o problema de determinacéo de faces, utilizase 0 modelo multiobjetivo para
determinacdo de alvos (Angulo-Meza, 2002; Angulo-Meza et a., 2002; Soares de Mello et al.,
2003), cuja formulagdo é apresentada em (1X), no caso do modelo DEA-CCR.

maxf

maxf
minj ,

mnj
fyo=ay,? "r=L.s
j=1

M — 61 n —
J iXijO - al X|] j? =1 M
]:
f,.21 "r=1..s
J; £L "i=1..m
1,30, "j=L.n

Em (1X) otimizam-se as projegdes de cada uma das variaves (S outputs e minputs) de maneira
independente. O model o fornece como resultado um conjunto de alvos paraa DMU que estd a ser
avaliada (em um total de n DMUSs), e o utilizador, ou decisor, € 0 encarregado de fazer a escolha
final do alvo. Neste caso, 0 alvo procurado € aquele que passa pela reta que une 0s pontos mais
otimistas e mais pessimistas. Uma vez que em um espaco h-dimensional uma reta é definida por
n- 1 equacdes lineares, 0 modelo multiobjetivo transforma-se em um model 0 mono-objetivo.

5. Conclusbes

A abordagem proposta neste artigo para incorporacéo de incertezas aos modelos DEA cléssicos
tem a vantagem de ndo arbitrar, nem uma determinada distribuicéo de probabilidade para as
incertezas das varidveis, nem uma funcéo nebulosa para as mesmas. E, ab mesmo tempo,



matemati camente simples, ja que os resultados sdo obtidos através de simples célculos a gébricos,
sem necessidade de usar programagéo linear nebulosa.

Adicionalmente, o indice proposto para avaliacao global, permite resolver um dos principais
problemas em DEA, qua sgja, 0 de as DMUs poderem ser eficientes atribuindo peso nulo a
varios multiplicadores (Estellita-Lins e Angulo-Meza, 2000). Assim, todas as variavels sio
levadas em conta no indice final. Assim, ndo bastaa DMU ter bom desempenho naguilo em que
ela é melhor; ndo deve ter também mau desempenho no critério em que for pior. Isso é
conseguido sem a atribuicéo de nenhum peso subjetivo a quaquer critério.

Essa caracteristica permite eliminar outro dos inconvenientes dos modelos DEA BCC: o fato dea
DMU de maior output ser eficiente independentemente dos valores dos inputs (Ali, 1993). No
modelo aqui proposto, o valor da eficiéncia de tal DMU depende também de sua posicdo em
relacdo afronteirainvertida.

O modelo para varias varidveis com incerteza é resolvido de forma eficiente com guda da
formulacdo multiobjetivo de DEA. No entanto, devido a quantidade de calculos envolvidos torna-
se necessario o desenvolvimento de um software especifico, de modo que este modelo torne-se
prético.
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